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NOTAGEQ

G um grafo ou uma rede

N conjunto de nds em um grafo (ou uma rede)

A conjunto de linhas (arcos ou arestas) em um grafo (ou rede)
(i1,3) um arco em um grafo (ou rede)

(i;J) uma aresta em um grafo (ou rede)

R conjunto dos nimeros reais

r® espago vetorial real n-dimensional

[x T norma euclideana de um vetor x € R®

_ ' _ 2 2!
Se x = (xl,...,xn), Il = + /él + ...+ X

|r| valor absoluto de um niimero real r

|S| cardinalidade do conjunto S

lr| maior inteiro menor ou igual aoc nimero real r
[r] menor inteiro maior ou igual ao niimerc real r
£ simbolo de somatodria

» simbolo de infinito

€ simbolo de pertinéncia

i simboclo de subconjunto prdprio

u gimbolo de uniao de conjuntos

N simbolo de interseg¢dao de conjuntos

$ conjunto vazio

\ . simbolo de diferenca de conjuntos

< , £ simbolo de relagoes de ordem



¥ simbolo para todo
[0,1] intervalo fechado 0,1
= simbolo de congruéncia
—=>simbolo de implicagao
—->simbolo de tendéncia
<— simbolo de atribuigido
o (nT) esforgo computacional de um‘algoritmo com convergéncia

o r
finita de ordem n .
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PREFACIO

Esta dissertagéo envolve o éstudo de dois problemas de.éti
mizacao combinatdria: O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) e o
Problema do Carteiro Chinés (PCC). Dada uma rede (ou grafo), o
primeiro problema consiste em determinar uma rota circular mini
ma gue passa em cada nd e o segundo em determinar uma rota cir-
cular minima que passa em cada linha da rede. Embora ambos o8
problemas sejam da classe NP-ardud" (NP- hard ),0 problema do
Carteiro Chinés & apresentado na literatura como um problema
menos "dificil" de ser resolvido.

| O interesse em estudar ¢ PCV e o PCC partiu do grande nime
ro de publicagdes em revistas e li&ros técnicos de Pesquisa Ope
racional a respeito destes problemas. Além disto, estes proble
mas sdo0 de importdncia no estudo da determinagao de rotas de

veiculos onde se procura obter rotas que devem .ser utilizadas

por uma frota de velculos para satisfazer determinadas demandas
{ou restri¢ces) tanto nos nds quanto nas linhas; por exemplo ,

coleta de lixo de n cidades.
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PARTE T :. O PROBLEMA DO CARTEIRO CHINES
CAPITULO 1

INTRODUCAQ

Considere uma regiao cortada por ruas com comprimentos co-
nhecidos.0 Problema do Carteiro Chinés (PCC) consiste em deter-
miﬁar uma rota de comprimento total minimo que passa.por todas
as ruas e retorna ao ponto de origem. A denominagao carteiro chi
nds deve-se ao primeiro trabalho a esse respeito publicado em um
periddico chinés por Mei-Ko [Mk 1].

Considere um grafo G = (N,A), onde N €& um conjunto fini-
to nao vazio de n nos (ou esqguinas) e A ‘é um conjunto fini-
to nao vazio de m £dinhas (ou trechos de ruas entre duas esqui
nas). Cada linha de A pode ser uma aiesta (isto &, par nao-
ordenado (i;j) de nds distintos) ou pode ser um arce (isto €,
par ordenado (i,j) de nds distintos). Se todas as linhas de G
sao arcos (arestas) entac G & um grafo ordentado (nao-ovadenta-
do); caso contrdrio G & um grafo misio.

Seja C = (cij) uma matriz de distdncia em G, isto &, Cij
é o comprimento (custo ou tempo) do arco (i,]j) ou da aresta (i;3)
para cada linha de G; entao G = (N,A,C) & uma rede se (N,A)
&€ um grafo e C = (cij) & uma matriz de distancia em G. Uma re

de & orientada, nac-orientada, ou mista de acordo com o grafo as

soclado.



Uma rota do caatedirne & uma sequéncia de nds e 1linhas

(:L.-l.rzlIlr e 'zqfl' lq) onde 'e’J = Llj !lj_!_l) ou EJ = (13 ;lj"l"l)’ll:
==;§'{£1'£2""fﬁri}= A e g=l> m. O PCC consiste em determinar
uma rota do carteiro de comprimento minimo. Se C = (Cij) >0 e

a rede G possul uma 4rota euleriana (isto &, rota &0 carteiro

El

com ¢ = m), entao esta € a solugao étima do PCC. Esta denomina-
cao & devido a Leonardo Euler éue estudou o0 conhecido  problema
da ponte de KbOnigsberg [Mu 1] .

Para redes orientadas e nao—orientadas o fCC pode ser resol
vido em tempo polinomial [EJ 2], enquanto gque para redes mistas
€ Np-arduo (NP-“"hard") [GJ 1], isto &€, nao & conhecido nenhun

algoritmo polinomial gque resolva este problema. Os algoritmos de

senvolvidos por Edmonds € Johnson sac apresentados de modo mais
simpkes por Minieka [Mi 1].

Guan [Gul} trata do problema do carteiro com vento  ("Windy
postman"}, onde C = (N,A,C) & uma rede orientada com matriz de
incidéncia simétrica (isto &, existe o arco (i,j) se e somente
se existe o arco (j,1)) e com matriz de distancia nao necessa-
riamente simétrica (isto &, o comprimento do arco (i,j) pode ser
diferente do comprimente do érco (j,i)). Tal tratamento permite
considerar ruas com subidas e descidas. Guan prova que este pro-

blema & NP-arduo (NP-"hard").



DEFINICOES

Dada uma rede G = (N,A,C), considere uma sequéncia finita
P = (il,ﬂl,iz,ﬂz,...,iq_l,Eq_l,iq), onde il,...,iq sao nds de
G e cada Kj € uma linha de G gue une os ndés ij’ij+l para

3=1,...,9-1.

P & um caminho conectando il,iq se il""'iq sao nods
distintes.

P & uma cadela conectando iprlg se igs...iig sao  nds
distintos e cada £j & um arco de ij para ij+l'

P & um cicfo se P & um caminho com il.= lq'

P & um cihcudlto se P & uma cadeia com il = iq.

G & uma rede completa se cada par de nds & unido por uma

linha (aresta ou arco).

G & uma nede conectada se cada par de nds & conectado por
um caminho.

G & uma nrede forntemente conectada se para cada par de nds

i,J existe uma cadeia de i a Jj e uma cadeia de jJ a 1i.

Umné i de G & iso0fado se nao existe nenhuma linha(ares

ta ou arco} incidente com ele.

gr(i} denota o grau de no i de G, isto &, o nimero de
linhas de G incidentes com i,

gr+(i) denota o ghau externo de no i de G, isto &, o nime
ro de arcos de G incidentes de 1i.

gr (i) denota o giau {nterno do no i de G, isto &, o nlme-



ro de arcos de G incidentes em 1.

D

G uma rede paxr se gr{i) & par para todo

e 4, -,
uma rede simetrdica se gr (i) = gr (i)

(311

G

i de G,

para todo i de



CAPITULO 2

REDES 'NKO—O_RIENTADAS

TEOREMAS

Uma condigac necessaria e suficiente para a existé@ncia de
uma rota do carteiro & que a rede .G seja conectada, a menos
de nds isolados [Be 1].

Uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de
uma rota euleriana € gue a rede conectada G seja par [Be 1].

Considere G = (N,A,C) uma rede conectada, com C = (cij);
> 0.

Se G nao & par, entao algumas arestas devem ser usadas
mais do que uma vez na rota do carteiro. Observando que o nime-
ro de visitas feitas pelo carteiro em um determinado ndé & igual

ao nimere de arestas usadas para chegar aoc nd e gque & igual tam

bém ao numero de arestas usadas para sair do nd, resulta que:

i) um no par (isto &, nd com grau par) necessita gue o ndmero

de arestas reutilizadas incidentes com ele seja par.

ii) um nd {mpaxn (isto &, nd com grau Impar) necessita que o ni

mero de arestas reutilizadas incidentes com ele seja impar.

Um método [ EJ 2] para resolver o PCC consiste de trés fa-
ses. Na primeira, determina-se o menor caminho conectando cada

par de nds Impares em G. Seja G' = (N',A',C'}) uma rede complg



ta onde N' & o conjunto de nds impares de G e €' & a matriz
.das menores distancias entre cada par de nés.de N'. Na segunda
fase determina-se o l-emparelhamento_perfeito (subconjunto  de
~ arestas tal que cada nd & incidente com exatamente uma aresta
deste.subconjunto) otimo em G'[Ed2] ; as arestas deste l-empa-
relhamento (caminhos em G) sao acrescentadas em G transformag_r
do-a em uma rede par para que ﬁa terceira fase seja dete;minada.
a rota euleriana. |

| Edmonds e Johnson [ET 2] desenvolveram um algoritmo gque reu-
ne as duas primeiras fases (determinagac dos caminhos minimos
entre os nds impares e a obtencao do l-emparelhamento perfeito
Stimo) . Este algoritmo e a formulagao do PCC sio apresentados

na segdo 1 e a rota euleriana € determinada na secao 2.

1. ALGORITMO PARA ROTA DO CARTEIRO

Sseja (1 + xij) o nimero de veszes que a aresta (i;j) € usa
da na rota do carteiro. Deseja~se determinar X = (x_j) a solu-
1

¢cdo 6tima do problema

i, 4
suj I (1 + Xij) = 0 (mod 2) ienN
J
=0,1,2,... (i;j) € A



onde Xj4 € Xy denotam a mesma variavel.

A solucac do problema acima determina as arestas que

130 20

utilizadas mais do que uma vez. E possivel mostrar que para C
= (¢

a solucac Otima € um vetor

0-1[eJ 2].
Toda solucao do problema acima & uma solugao viavel do pro

grama linear abaixo, onde S & a familia de todos os confuntos

d ) - . - . - - - -
ampares de nos, isto €, conjuntos com um numero impar de nos iIm
pares e um nimero qualquer de nds pares.

Min b i3 Xij
i,3

su’ .z[xij :(i:3) € 8(8)l> 1 g e 8

xij > 0 (i;j) € A
onde H

8(s)y =1{(i;3)

i €8, €8 ou i €5, j& s}
0 problema dual associado e as condigoes de folga
mentar sao

comple-

Max L u
s S

suj

L l(u. : (139) € 8(S)) < e, (i33) € A
g S = i

s €38

320



onde g € o prego associado ao conjunto impar S.

(E[xij 1 (i;J) €48(8)] -~ 1) Hg = 0 S e S
-— . i ¢+ [ I . = B =
CONCEITOS
Dada uma solugao u = (us) defina o cusfo relative da ares
A 1 e - —-— . - ks = ’ 1
ta (l'j?'dij i3 2 [uS : (i:3) §(s)], o conjunto de
arestas-de-iguatdade A = {(i;j)_;dij = 0}. Dada uma solugao
- * .
X = (xij) defina o conjunto de arestas scfucces A ={ﬁ;j)n%j=lh

Inicialmente A™ = g, Pg = 0. Durante a execucao do algo-
ritmo Ug sempre € uma solug&o dual viavel e (u,X) satisfaz as

condicoes de folga complementar. Ao final X = (xij) & uma solu-

¢ao primal viavel, e portanto dotima.

Neste algoritmo, drnvones altennantes sio plantadas com rai-
zes em nds expostos (isto &, nds Impares nao incidentes com ares
tas de A*) e crescidas com a incorporagao de novas arestas-de-
~-igualdade. Este crescimento & feito de tal forma gue o cami-
nho predecessor de cada nd & raiz de sua arvore € um caminho al-
ternante. Um caminho aflfernante € um caminho constituido por
arestas—-de-igualdade solugao/nac solugac que se alternam ao

longo deste caminho. A aresta de um caminho alternante ineci-



dente com‘a'raiz & sempre do tipo_néo solucao.

Arvores alternantes: sao utilizadas com © objetivo de dete-
tar caminhos aumentantes (isto &, caminhos alternantes que co-
nectam dois ﬁés expostos), para realizar ampliacoes. Uma amplia-
¢ao consiste em trocar o papel solugao/nao solucao das arestas
no caminho aumentante e com isto diminui o nimero de nds expos
tos. A cada ampliagao dois nds expostos tornam-se nao expostos.

As 3rvores alternantes s3o mantidas associando a cada nd

urn rOtulo com duas componentes:

i) de tipo que pode ser 4inteanc se o nimero de arestas no ca-

minho até a raiz & Iimpar ou exfeino, caso contrario; e

ii) de predecessor - proximo nd no caminho até a raiz. Onde i
€ um nd de uma arvore alternante, seja P, © caminho predeces-—
sor deste nd obtido a partir dos rétulos predecessores. 0Os rdtu

los dos nds destes caminhos alternam-se em rdotulos externos/in-

ternos.

Caso seja detetado um botao (subrede caracterizada abaixo),
este & comprimido em um pseudong criando uma nova rede corrente.
Este procedimento pode ser repetido, e & possivel que um pseu-—
dond venha a conter outros pseudonds em seu interior.

As seguintes denominacgoes sdo utilizadas: n¢ oidiginal - nd
da rede G; no coarente - nd ou pseudond que nao se encontra no

interior de um pseudond; no impar — nd original Impar ou pseu-
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~dond {botao comprimido associado a conjunto iImpar); nc expcsto-

nd Impar nao incidente com nenhuma aresta solugao;no emparelha-

_do - nd original ou pseudond incidente com aresta solugéo(xif=lh

Subconjuntos de nds também recebem. denominagoes especiais:

dupla emparelhada - dois nds Impares unidos por uma aresta solu
¢30 que é a {inica aresta solugac incidente com cada um destes

- dois nos.

botdo com ciclo Impan - conjunto Impar de nds formando um ciclo
alternante Impar com um nf base que & o G@nico nd incidente  com

duas arestas ndo solugoes deste ciclo.

botdo sem ciclo Impar - conjunto Impar de nds formado por um e
base (que & ou um nd original Impar com pre¢o nulo ou um né ori-
ginal par), emparelhado com um ou mais nds Impares. E possi-

vel que haja no botao um nd Impar exposto ou formando uma dupla

emparelhada com un nd fora do. botd@o, unido . ao nd base por uma ares
ta-de-igualdade nao solucgao.

Apenas nds correntes expostos e nos correntes de dupla em-
parelhadas podem receber rdtulos. As seguintes operagbes sao rea

lizadas durante a execugao do algoritmo.



dupta emparelhada
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botdo com ciclo Impar

rtTTTT Tttt —
| X X TTT TR
: : | ‘
I t h |
i L ) I|I
i '8 : :
|I ) " 1 !
: b' f i
! gse o base i
1 o . i ra ]
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--------- |

botdo sem cicfo Impan(base 2 no orniginat)
FIGURA 1. CLASSIFICACAO DE SUBCONJUNTOS DE NOS

—_ aresta-de-igualdade nao solugao

we-aresta—de~igualdade solugdo
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Plantacdo da Arvore - executada na inicializagdo e apds cada am
pliagao. Consiste em atribuir rdtulo externo sem predecessor pa

ra cada nd corrente exposto.

Crescimento da Arvore (ou rotulag@o dos nds) - executada gquando
uma aresta-de-iqualdade nao solugao une um nd externo i a um
nd impar j (nao original ou com pre¢o nac nulo} que forma uma

dupla emparelhada j,k. Atribua rdtulos interno, externo a j,k,

respectivamente.

Compressao tipe 1 (com ciclo Impar) - executada quando uma ares
ta-de-iqualdade nao solugac une dois ndés externos da mesma Arvo
re alternante. (PiLJ Pﬁ)u{(i;jﬂ \(Pi N Pj) forma um ciclo al-

ternante Impar

- Comphessac tipo 2 - executada quando uma aresta-de-igualdade ndo
solugao une um nd externo i a um nd original k que & Impar
“com prego nulo ou € par. O botao € constituido dos nds i,k e de

- todos os nds emparelhados a k.

Compressdc tipo 3 - executada quando uma aresta-de-igualdade nao
solugao une um nd externo i a um nd impar j emparelhado a
um nd original k gque nao formanuma dupla emparelhada. O botdo &
constituido do né k e de todos os nds emparelhados a k, ex~

ceto o nd j , o qual recebe um rdtulo interno.
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OBSERVACAO: Todos os nds de um botao detetado e todas as ares
tas unindo estesnds sao comprimidos em um pseudoné.Assim} cada
aresta gue une um nd do botao a um nd fora do botdo passa a ser
incidente com este novo pseudond. Atribua rdtulo  externo . ao
pseudond (botac comprimido) e remova os rotulos dos nds do - bo-

tao comprimido.

Ampliacar ~ executada quando uma aresta-de-igualdade n3ao solu-
¢ao une dols nds externos de arvores alternantes diferentes. A
operagao consiste em trocar o papel das arestas solugéo/néo So-
lugzo no caminho aumentante Py u{(i;3) v Pj. Observe gue oS

nds raizes tornam-se emparelhados.

Caso exista um pseudond no caminho aumentante, sejam i,3
os nds do botiao associado que sao incidentes com a aresta-de-
igualdade nao solugao e com a aresta~de-~igualdade solugao do ca-
minho aumentante, respectivamente. Caso o pseudond seja exposto,
j deve ser o nd exposto do botac. Se i # j trogue o papel so-
lucEo/nao solugan. das arestas no caminho alternante entre i ,j no bot3o ;
para botoes com ciclo Impar ¢ caminho considerado deve ser o ca-
minho alternante par. Este procedimento deve ser repetido dentro
de cada pseudond deste caminho.

Apds cada ampliagao, os rotulos de todas as arvores  devem

ser eliminados.
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Expansdo de pseudoncs em botoes - executada quando existe um
pseudond S interno com prego nulo.’

"Seja i o nd externo cujo predecessor & S. Desta forma,
(i;8) & uma aresta-de-igualdade nao solucaoc e (S;j) & uma
aresta-de-igualdade solugao. Substitua o pseudond S pelo seu

',3' os nds do botao de S gque sao incidentes

botao. -Sejam i
com as arestas (i;S),(S;j) e seja k a base do bot3o. Consi-
dere o caminho alternante entre i,j. Caso o botao nao Seja ur

ciclo Impar, execute um dos itens abaixo.

i) Se o caminho alternante entre 1i,j possui quatro arestas
e S possui mais de trés nds (algum nd além de k,i',j') com=-
prima o botao formado pelos nds de §(excluindo os nbs i',j")em

um novo pseudond (Fig.Z2).

ii) Se este caminho possui trés arestas, comprima o botao for-
mado pelos nos de 8 excuindo j' e incluindo i -em um novo

pseudond (Fig. 3).

iii) Se este caminho possui duas arestas e k = i' = j' entado
comprima o botao formado pelos nds de S (incluindo i,j) em um

novo pseudond. Atribua rétulo externo a este pseudond (Fig. 4).

iv) Se este caminho possui duas arestas e k # i',j' ou se es-
te caminho possui quatro arestas e S consiste de k,i',]' ape

nas, entao nac & necessirio comprimir nenhum botao (¥Fig. 5)
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Atribua rdtulos internos, externos aos nds no caminho al-
.ternante entre 1i,3j) (exceto caso iii)). Caso o botao S tenha

sido um ciclo impar, considere o caminho alternante par entre
i,j (Fig. 6).

A cada atribuigao de rdtulo interno a um pseudpné-com pre
go nulo, repita este procedimento para expandi—lo. Se foi feita
a atribuicao de um rotulo interno a um nd Impar com prego nulo,
ou a atribuic@o de um rdtulo a algum nd par, realize uma  com-

pressao do tipo 2.

+

FIGURA 2
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. ALGORITMO DO BOTAO

INICIALIZACAQ
0. Atribua

X, .<— 0 (1;3) € A

HS<——0 | Se S8

1, Atribua rdtulos externos aos nds correntes expostos. Se nao

ha ndos expostos, termine.

INVESTIGAGAO DA SOLUGCAC PRIMAL

2. Se existe uma aresta-de-igualdade nao solugdo unindo . dois
nos externos de arvores alternantes diferentes, execute uma am-

plia¢ao e va para 1.

3. Se existe uma aresta-de—igualdade nao solugao unindo dois
nos externos da mesma arvore alternante, execute a COmpressao

tipo 1 e va para 2.

4, Se existe uma aresta-de-igualdade nao solucac unindo um nd
externo i a um nd original k que € Impar com prego nulo ou

& par, execute a compressao tipo 2 e va para 2.

5. Se existe uma aresta-de-igualdade nao solugao unindo um nd



externo i a um nd Impar 3j emparelhado a um nd original
que nao forma uma dupla emparelhada, execute a compressao

3 e va para 2.

6. Se existe uma aresta-de-igualdade nao solucac unindo um

externo 1

a um nd impar J

(n3o original ou com preco
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k

tipo

no

nao

nulo) que forma uma dupla emparelhada Jj,k; execute o crescimen-

to e va para 2.

7. Se existe um pseudond interno com preg¢o nulo, execute a ex-

pansdo apropriada (i ,ii ,iii ,iv

MUDANCA DA SOLUGAO DUAL

ou v ),eva para 2.

8. Seja R(i) o rotulo do nd i, ou do pseudond corrente gue ©

contém.
€1

€y = min
€4 = min

=.hminil/2 dij
dy

'{us

: R({i)

: R{(8) internoc}

e = min {21,52,53}

Para cada S € 3, faga

va para 2.

"

L

Mg * €
g~ €
g

externo, R(J)

R(i),R(j) sao externos}

sem rotulol

& externo

& interno
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Observe que as condigoes abaixo sao sempre satisfeitas

i = 0,1 (iij? €A
uS;O 58
dyy =y - E [ug * (i:3) € 8(8)) >0  (i:je A
dij > 0 => X554 = 0 : | (i;3)e A
Mxgy:(1;3) € 8(8)]1 > 1 =>ug =0 s€s
e quando algoritmo termina com ﬂxij:(i:j) €S(S)] >1 en-

tdo as condicOes acima garantem gque a solugao & Otima.

Observe também que as condigoes abaixo sao sempre satisfei-
tas imediatamente antes da execugao de uma mudanga da solucao

dual.

dij >0 (i;j) € A tal gque R{i),R{j} externos
dij >0 (i:j) € A tal que (R(i) externo, R(j) sem rdtulo)
ou (R(i) sem rdotulo, R{(j)} externoc).

H., > 0 s € 8 tal que R(S) interno.

Estas condi¢fes garantem que € & estritamente positivo a

cada execugao do passo 8.

Uma rede com n nds e m arestas possui no maximo n nods
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impares inicialmente; ou seja_séo.ekecutadas O({n) ampliagoes.
Apds uma mudanga da solugao dual & executada uma ampliagao, ou
uma compressao ou uma expansao, ou um crescimento da arvore. En
tre duas ampliagoes, & possivel ocorrer O0O(n) compressoes,O(n)
.expanéaes-e 0{n) -crescimentos. Desde gue uma ampliagao, ou
uma COmpressao, ou uma expansio, ou um crescimento sdo realiza-'
dos com esforgo computacional 0O(n) e a mudanga da  solugao
dual pode ser realizada com esforgo O{m+n) tem-se que a com-

piexidade do algoritmo & O(n) +0(n) O(n+m) = O(nzm).

2. ALGORITMO PARA ROTA EULERIANA

Sejam L{i,+) = lista das arestas que serdo utilizadas pa-

ra sair do no 1i.

-
n

nimero de arestas nesta lista (a ser determinado).

ninero de vezes que a linha & utilizada na rota do cartei

1]

ij
ro {(conhecido} .

0. kiéﬂ-O, Vi; i%¢—1, i<—1i'

] P, - .-<_ .-"'l
1. Se existe aresta (i:;]j) com a5 5 > 0 eﬁxxifagacﬁa G '

kj<—-kj + 1y L(j,kj)<—-(i;j);i <— j, va para l.

2. Se i' = n, pare.

Senaoc i’ «—i' + 1



ie— i
va para 1.
{construcao da Rota Euleriana)
3a j <"""" 1
4. Se kj = 0 entao pare, senao faga:
(1;3) = L(j,kj)
imprima {(i;3j))}

k. «=— k, -1
J J
j i

va para 4.

22



CAPTITULO 3

REDES ORIENTADAS

TEOREMAS

Uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de
uma rota do carteiro € que a rede orientada G seja fortemente
conectada, a menos de nds isolados.

Uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de
uma rota euleriana € gue a rede fortemente conecta&a G seja
simétrica |[Be 1].

Se a rede fortemente ccnectada G = (N,A,C) com C > 0 &
nao simétrica, entao alguns arcos devem ser usados mais do gque
uma vez para formar uma rota do carteiro. Seja (1 + xij) o) nﬁ—_

mero de vezes que o arco (i,j)] deve ser usado pela rota do car-

teiro. Deseja-se obter X = (xiji , a solugao otima de

Min ) Cc.. X..
i,3
suj gr (i)+£x..=gr+(i)+2x.. i €N
A i
J J
X > 0 (i,3) € A
ij 2
X. . inteiro (1,3) € A
ij _

Ao resolver este problema, obtém-se uma rede simétrica cons

truida a partir de G acrescentando 1 + xij cdpias do arco
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(i,3). Uma formulacao equivalente para o problema acima &:

i,3 30
suj § le - g_ in = di i€eN
Xiy > 0 (i,3) € A
xij inteiro (i,j) € A
-— . + .
onde d, = gr (i) - gr (i) .

A quantidade de cOpias de cada arco a ser determinada & nu-
mericamente igual ao fluxo otimo do Problema de Fluxo com custo
minimo em G onde a demanda de cada n6 i & expressa por d,.

Olalgoritmo para determinar a rota euleriana apresentado pa
ra redes nao-orientadas (vide Capitulo 2, segao 2) pode ser adap

tado para este caso.



CAPITULO 4

REDES MISTAS

TEOREMAS

Uma condigac necessiria e suficiente para a existncia de
uma rota do carteiro & que a rede mista G seja fortemente co-
nectada, a menos de nds isolados. Observe que as arestas poden
ser usadas com qualguer uma das diregoes possiveis. | |

Uma condigiolnecesséria e suficiente para a existéncia de
uma rota euleriana & gue a rede fortemente conectada G sejapar
e simétrica.

Em geral, para redeé mistas fortemente conectadas, o PCC @&

Np-arduo (NP-"hard") [GJ 11, com algumas excégées:
i) G = (N,A,C) com C>0 par e simétrica.

A rota do carteiro Otima € uma rota euleriana.
ii} G = (N,A,C}) com C >0 par e nao simétrica.

Neste caso, G pode ser transformada em uma rede par e si-
métrica com o algoritmo abaixo, de tal forma que ambas as redes
apresentem a mesma rota 4o carteiro Stima.

A partir da rede G = (N,A,C) construa a rede G'={N,A’,C'")
com A' =A%uU At u A%, tal que AC = {(i,5) : arco (i,i)e A},

Al ={[1,31,03,1i] : aresta (i;j)l€ A} e A2 = {«i,§>,<j,i>: aresta
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{(i;3) € A} de tal forma que AO,A},AZ sao. conjuntos  distintos

de arcos; isto &€, os arcos (i,3j),[i,3], <i,3> sao distintos.Além

disto,
0 .
= ’ =
%33 = ©i4 (i,3) A
. - .
cij = cij (1r:|)' e A
2 _ ' .
cij = 0 (i;4) € A
" o 1 2 - ' P 0
Sejam xY ,x7.,x,. © nimero de vezes que os arcos (i,jleA”,
ij 13" 1]
2

. L 1 . o~ ' .
[i,4le A~, <i,j>€ A sao atravessados, respectivamente. O pro-

blema a ser resolvido &

. 0 0 1 1
Min T Cijxij' T cij xlj
0 . . . 0
suj Xy5 > 0 e 1inteiro (i,j) € A
xij >0 e inteiro [i,3] € AL
2 L 2
1 2 0 1 2
T + IX..+ £2X,. - SR g:n. - T xj_=:%ﬁ i€EN
: R R T T B .

onde d, = gr’ (i) - gr' (i}, ie N

gr-(i) = I X
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s = x50
g @ = Lox,
! by |
-
0 algoritmo de Fluxo de Custo Minimo resolve este proble
ma determinando o nimero de reutilizacao das linhas de G. A
rota euleriana pode ser determinada com uma adaptagao do algo-

ritmo apresentado para redes nao-orientadas (Capitulo 2, se-—

cao 2).

EXTENSOES

‘De maneira genérica, o Problema do Carteiro Chinés pode

ser modificade para problemas em que:

i) existem algumas linhas que podem ser utilizadas, mas que nao .

necessariamente deven estar na solugaoc, e/ou

ii) existem algumas linhas que devem ser utilizadas exatamen

te uma uUnica vez.

Além da determinacdo de uma rota para um carteiro, exis-

tem outras aplicacOes, tais como:

- coleta de lixos [BB 1]

- entrega de mercadorias [ stll.
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PARTE II: O PROBLEMA DO CAIXETIRO VIAJANTE

CAPITULO 1

INTRODUGAO

Ha 55 anos atrds {[Me 1}, o Problema do Caixeiro  Viajante
(PCV) ja aparecia formulado, mas somente nestes Gltimos 30 anos
é que éeu estudo tem destacadé—se. Dado um conjunto de cidades e
a distancia entre‘cada par de cidades, o PCV consiste em determi
nar uma rota de comprimento total minimo. Uma rota do caixeiro
viajante visita cada uma das cidades e tem inicio e término na
mesmé cidade.

Além desta aplicagi@o clissica, o PCV & também utilizado na
modelagem de diversos problemas: sequenciamento ciclico de tare-
fas em uma magquina [Ba 1}; sequenciamento ciclico de tarefas em
m méquinas [Ba 1]: m-caixeiros [Ch 1]; programagéo de voos
[Ch 1]; planejamento de conexoes eiétricas em computadores [LR 1];
agrupamento de dados [LR 1]: etec. (vide Capitulo 5).

Uma rota hamiltoniana & uma rota do caixeiro que visita ca-
da cidade exatamente uma vez. O problema de determinar se um da-
do grafo possui uma rota hamiltoniana & NP-completo [GJ 1], ©u
seja, nao € conhecido nenhum algoritmo polinomial gue resolva es
te problema. Além disto, o PCV restrito a rotas hamiltonianas

& NP-arduo {(NP-"hard") [GJ 1l]. Entretanto, a literatura apresenta
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algoritmos eficientes para casos particulares do PCV: sequencia-=
‘mento de tarefas em fornos [CG 1]; matriz de distdncia triangu-
lar superior [La 1]: redugcao de grandes problemas [Ro l,BNiL,Sz n;:
coleta de itens em almoxarifados [RR 1]; etc. (vide capitulo 6).
Diversos métodos szao utilizados para resolver o PCV na sua
forma geral, dentre eles, destacam-se: Planos de Corte de Progra
magac Inteira [GN 1]; Programagao Dindmica [DL 1];  Otimizacgao
com Subgradiente [BS 1]: e, p;incibalmente, Particioﬁar e Limi-
tar ("Branch-and-Bound") [GN 1]. Neste Gltimo método a determina
cao de valores limitantes (minimos) da rota hamiltoniana Stima

€ de grande importancia para a sua eficiéncia e pode estar basea

do em: designagﬁo [BC 1] ; 2-emparelhamento [Ch 1]; 1 - arvore
[HK 1 ,HK 2]; l-arborescéncia [Ch 1, PR 1]; n-rota [Ch 1]. Em
termos de modelos para o PCV & conveniente salientar também a

transformagao do PCV em um problema da Cadeia Maxima [HN 1] (vi

de Capitulo 3).

Diversos métodos heuristicos (algoritmos aproximados ou nao

exatos) ji foram desenvolvidos para o PCvV. Tratam-se de algorit-

mos polinomiais que tem por objetivo obter solugaes-quase dtimas.
Dentre eles, destacam-se: cidade nao-visitada ﬁais proxima; in-
sercao da cidade mais prdxima; Lin; arvore geradora minima;Chris
tofides ([Ch 1,PR 1] (vide Capitulo 4).

Condigoes necessirias ou suficientes para a existénecia de
uma rota hamiltoniana para um dado PCV sao estudadas em [Be 1,

Ha 1, PR 1] (vide Capitulo 2).
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O estudo do conjunto de solugdes vidveis conduz & tentativa
da caracterizagao do assim chamado politopo do caixeiro viajan-
te. Os principais tipos de desigualdades contidas ﬁesta caracte-
rizagao sao: canalizagao da variadvel, nao-negatividader elimina-
gﬁo de subrotas, pente ("comb") [CP 1, CP 2] e 2-emparelhamento
[Ed 2 1 (vide Capitulo 2}. |

" Uma anilise geral dos estﬁdos acima encontra-se em [Ch l;

BN 1, PR 1]. |
A maioria dos algoritmos apresentados na literatura forne-
cem rotas que visitam cada cidade exatamente uma vez. Nesta dis-
sertaciao & desenvolvido um algoritmo do tipo Particionar e Limi-
tar para o PCV, cuja rota dtima pode visitar uﬁa cidade mais do
que uma vez. Problemas de cobertura simétrica 520 ufilizados pa-
ra obter limitantes para os subproblemas gerados (vide Capitulo -
7). |
Finalmente, no Capltulo 8 & feita uma breve apresentagao do

Problema do Caixeiro Viajante tipo Gargalo ("Rottleneck™) [CM 1l.



CAPITULO 2

CARACTERISTICAS E PROPRIEDADES

1. CONCEITOS BASICOS
DEFINICOES

G= (N,A) & um grafo se N & um conjunto finito ndo-vazio
de .ﬁ nos (ou cidades) e A & um conjunto finito nio-vazio - de
m Zinhas (ou ligagao entre duas cidades), cada linha pode ser
uma aresta (isto &, par ndo-ordenado (i;j) de nds distintos) ou
um arco {(isto &, par ordenado (i;3) de nés distintos). Se (i,3)
& um arco, i,j sd3oc a cauda e a cabega do arcb,lrespectivamente.
Dois nés sao adfacentes se existe uma linha unindo-os.

Se todas as linhas de G sdo arcosentio G &  um grago
ofiantado. Se todas as linhas de G sao arestas entao G .é um
grafe nao-ocrientado. Caso contrdrio G & um grafo misto.

Seja C==(cij) uma matriz de distancia em G, isto e, cij
€ o0 comprimento (custo ou tempo) associado ao arco {i,3) ou a
aresta (i;j) para cada linha de G. Se G & nao-orientado 0
PCV associado & denominado simetrdico, caso contrario & denomina
do assimetrico.

Dado um grafo G= (N,A), considere uma segquéncia finita
P==(11,21,12,22,...,iq_l,ﬂq_l,iq) onde ijs...,i sdo nds de G

e cada %9 & uma linha de G gque une os nds ,ij,i para

T3 +1
j=l,..o"q_l-
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P & um caminhe conectando il'iq se i.',...,.iq sao nos

distintos.

P & uma cadela conectando 1i,,i, se il,..;,iq Sa30  nds

g
distintos e cada oy & um arco de i, para ij 1

-

P& um cicfo se P & um caminho com il==i .

P & um circuifo se P & uma cadeia com .ilz=i'.
: d

P & uma 4ofa se i, =i .
1 “q

& uma 1o0ta do caixediro se il==1q e {11'12""fiq}==N'

P
P & uma rofa hamiﬁtqniana se il==iq, {il,iz,...,iq}== N e

q
g =n.
P & uma dubrofa se il==i e {i, iqpe.esi} < N
q 1772 q’ #
P & uma rota eulériana se il==iq;{gl,gz,.,.,gq._l} = A g
g-1=m.

G é um grafo hamifionianc se pdssui uma rota hamiltoniana.

G & um gragdo euleriano se possul uma rota euleriana.

A denominagao de rota hamiltoniana & devido Willian Rowan
Hamilton, que fol o primeiro a estudar a determinacac de uma ro-

+a visitande exatamente uma vez cada vértice de um dodecaedro.

2. ROTAS HAMILTONIANAS

Embora nao seja conhecida nenhuma caracterizacac completa

de grafos hamiltonianos (isto &, grafos que possuem pelo menos

uma rota hamiltoniana), varias condi¢oes necessarias ou suficien

tes sao disponiveis.



33

DEFINICOES

Considere um grafo G = (N,A)

G & completo se cada par de nds & unido por uma linha(ares
ta ou arco).
G & conectado se cada par de nds & conectado por um cami-

nho.

um subgrafo de G se N. TN, AC A,

(D4

)
)

certa propriedade se:

o]
I

W,
(N,

[=
[ 3>

i@
I
| 2=
full

um subgrafe maximeal de G com respeito a uma

i) G & um subgrafo de G e apresenta a propriedade.

ii) a inclusdo de qualquer linha em G implica em G deixar

de ser um subgrafo de G ou na perda da propriedade.

G € uma componente de G se G €& um  subgrafo maximal

conectado de G.
Um nd de G & um no de corte se a remocao deste nd e das
linhas incidentes com ele.aumenta o numero de componentes de G.
G & ndo-separavel se G € conectado e nao possui nd de

corte.

G & um bloco de G se G & um subgrafo maximal ndo-sepa

ravel de G.
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DEFINIGOES — GRAFO NAO-ORIENTADO

Considere um grafo G = (N,A) nac-orientado.

gr{i) denota o grau do né i de G, isto &, o niimero de
arestas de G incidentes nom i.
G & um grafo-tefa se G @ um bloco com 2 nds nao-adjacen-

tes de_gfau'3 e todos os outros de grau 2 (Fig. 2.1}.

FIGURA 2.1 CGRAFO-TETA

CG"=(N',A') & um grafo-aresta de G se N'=A e A' =
={(i;3j) : i,j s3o arestas adjacentes em G}, isto &, os ndés de G  sao
as arestas de G e dois nds de G' sac adjacentes sempre que

as arestas correspondentes de G o forem (Fig. 2.2).

FIGURA 2.2 GRAFO E SEU GRAFO-ARESTA
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1]

& um supergrado de G se G & um suborafo de G.

o

& um superghafo minimal de G com respeito a uma certa

propriedade se:
i) ¢ & um supergrafo de G e apresenta a propriedade;

ii)  se a exclusio de gualquer aresta de G implica em G dei

xar de ser um supergrafo de G ou . na perda da propriedade.

a==(N,K) & o {echamento de G=(N,A) se G é um supergrafo

minimal de G e se
V(i;j) ¢ A =—>gr(i) +9r(j) < n

onde gr denota o grau dos nds em- G.

TEOREMA [Ha 1]-Se © grafo G & hamiltoniano entaoc G & ndo-separavel,

PROVA: Seja W::(ii,iz,...,il) uma rota hamiltoniana. Para qual-

quer par de nds ip' iq de W, existem dois caminhos distintos
conectando-os.

i,i e i

P p-*l'lp-+2""'iq
Isto satisfaz a definicdo de grafc nao-separavel.

q,lq_kl,lq_+2,...,1p

TEOREMA [Hal]-G' & um grafo-aresta de G se e sO se as ares-
tas de @' podem ser particionadas em subgrafos completos tais que

nenhum nd esteja em trés ou mais destes subgrafoes.
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TEOREMA [Ha 1].se um grafo G € euleriano entao o seu grafo-ares
ta & hamiltoniano. ' " : .

TEOREMA (Pdsal pol] ) [Ha 1]-Um grafo G nao-separavel sem subgra-

fo - teta possui rota hamiltoniana.
Um grupo de condicoes suficientes para uim grafo nao orien-
é

tado G ser hamiltoniano, respeitando a ordem de suficiéncia

apresentado abaixo [PR1].
Suponha que os nds estac ordenados de tal forma que:

gr(l) < gr(2) ¢gr(3)< ... <gr(n).

(i) 1 <k < n =>qr(k) > n/2

(ii) (i;3) € A —>gr(i) + gr(j) > n

(iiU_ 1< k< n/2 =>gr(k) >k
(iv) J <k, gr(3) g j,grik) < k - lew—gr(j) +gr(k) > n

{(v) gr(k) <k < n/2 ¥=¢gr(n'-k)=; n-k.
(vi) j <k, k >2n-3, (3:;k) € A, gr(j) <3, gr(k) < k-1 —>
—>gr(j) +gr(k) > n.

G) & um grafo completo.

(vii) G (o fechamento de
(N,A) para obten

H]

ALgonitmo Polinomial gue constroi G

rota hamilioniana [PR 1],

tma
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Q. Faga KA <«— A

gr(i) <—— gr(i) ,#i‘e N

p<— 2
r(i,jle—<gt Se  GiI) €A
cC.Ca.
1. Se existe (i,j) com i< j, r(i;j) =0 e gr(i) +gr{i)> n,

entao faga:
r(i,j)<— p
gr(i)<— gr(i) +1
gr(3)<— gr(j) +1
p<— p+l

va para 1.

Se G= (N,A) n3o & completo, pare; pois & possivel que nao

exista uma rota hamiltoniana.

Faga r(f,i)<—— r(i,3) , i <

2. BEscolha uma rota hamiltoniana W==(il,iz,...,iq,il) em G

tal que r(iq'il)=ir(is’is-+1)' s=1,2,...,9~-1. Se r(iq,il)==l
pare, W & uma rota hamiltoniana de G.

Escolha um no lp em W tal que r(ll'19-+l)'<r(iq'll) e

» L] < a ]
r(lq,lp) r(lq,ll).

Faga | W e— (il'lp+l’lp+2""'iq'lp'lp-l'""ll)

va para 2.
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DEFPINICOES — GRAFD ORIENTADOC

Considere um grafoc G = (N,A) orientado.

G & ﬁo&tamenté conectado se para cada par de nds i,j_éxq§
te uma cadeia de i para J e uma cadeia de j para i.
gr+(i) denota o gaau exfernc do nd i de G, isto &, o
| nimero de arcos de G incidéntes de 4.
gr (i) denota o grau interno do né i de G, isto &, o

numerco de arcos de G incidentes em i.

TEOREMA. Se o grafo G & hamiltoniano entao G &  fortemente

conectado.

PROVA: Seqgue-se do fato que uma rota hamiltoniana contém uma ca-

deia entre cada par de nds de G.

TEOREMA [Be 1l Sse G & um grafo completo fortemente conectado

entap G & hamiltoniano.

TEOREMA [Be 1ll.Se G & um grafo fortemente conectado e gxr(i)>n,

¥i entdo G & hamiltonianc

COROLARIO [Be 1].Se G & um grafo fortemente conectado e gr+(i) >

> n/2 , gr_(i) > n/2, ¥i entao G & hamiltoniano.
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PROPRIEDADES

© G=(N,A,C) & umarede se (N,A) & um grafo e C= (c5) &
uma matriz de distancia (tempo ou custo) no grafo (N,A). Uma re
de & orientada, nao-orientada, conectada, fortemente conectada ,
nao-separdvel, completa,de acordo com o grafo associado.

Para o PCV restrito a rotas hamiltonianas, pode-se supor
C==(cij); 0, pois o conjunto de sélugaes-étimas do PCV permanece
inalterado ao adicionar uma constante arbitriria a cada linha ou
coluna da matriz de distdncia C.

Considere G= (N,A,() uma rede orientada fortemente conec-

tada.

1) Se a desigualdade triangular & satisfeita, isto &, para ca

da par de nds 1i,j de G,

Ciy £ Cop T Cp ¥ k i 1
c i k3 3 #1
entao a rota do caixeiro Stima & uma rota hamiltoniana minima.

2) Se a desigqualdade triangular nao € satisfeita e cada arco
pode ser utilizado no maximo uma vez na rota do caixeiro, entao a
rota do caixeiro Stima € uma cobertura simétrica em G, isto &,

para cada nd de G o nimero de arcos que chega & igual ao nimme-

ro de arcos que sail.,

3) Se a desigualdade triangular nao & satisfeita e n3o h3
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restricoes sobre o nlmero de vezes que cada arco & atravessado
na rota do caixeiro, entac a rota do caixeiro Ootima em € & uma
1

rota hamiltoniana minima em G'= {N,A',C') onde cij é o compri

mento da cadeia minima entre os nds 1i,j.

Considere a rede G= (N,A,() nao-orientada nao-separavel.

l)' Se a desigualdade triangular & satisfeita, entdo a rota do

caixeiro Otima & uma rota hamiltoniana minima.

'2) Se nao € satisfeita a desigualdade triangular e cada ares-
ta pode ser utilizada no maximo uma vez na rota do caixeiro, en-
tao a rota do caixeiro otima & uma cobertura par em G, isto &,

para cada né de G, o niimero de arestas incidentes & par.

3) Se nao & satisfeita a desigualdade triangular e nao hi res
trigGes sobre o niimerc de vezes que cada aresta & atravessada ha
rota do caixeiro, entac a rota do caixeiro Stima & a rota hamil-

=

toniana minima em G' = (N,A',C') onde cij & o comprimento &o

caminho minimo entre os nés 1i,3j.

ARgonitmo para determinar uma rota hamiftoniana {PR 1]

{sem usar condigSes suficientes)

seja G=(N,A) o grafo para o gual se deseja determinar
uma rota hamiltoniana. Crie ¢ grafo orientado de trabalho G0 =
= (N,Ao) que possui um arco (i,j) para cada arco (i,J)€ A e

que possui os arcos (i,3), (3, 1) para cada aresta (i:j) € A.
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No algoritmo, Gp = (N,Ap) é um grafo de trabalho no esta-
gio p e A; & um conjunto de arcos que forma cadeias que. sdo

requeridas na rota hamiltoniana.

0. Faca p <— 0; A; «——— {. Determine Gy = (N,AO) a par-
tir de G = (N,A).

1. Para cada (i,]j) € A; elimine de Ap todos os arcos (i.,k)

com k # J e todos os arcos (k,j) com k # i.

Para cada seéuéncia de nés.(iO'il""'iq) formando uma. ca-
deia em A* elimine de A todos os arcos (i_,i} com s =
P p aq’ s
=0,l,ocofq”lt

Se existe (i,j)*%A; gue € o Unico arco de Ap com cauda

em 1 ou que & o Unico arco de A com cabeg¢a em Jj, introduza

(i,3) em A; e va para 1.
2. Se A; forma uma rota hamiltoniana, pare.

Se existe i € N tal gque nao existe arco em Ap com cabe

ca em 1 ou se nao existe arco em Ap com cauda em i, entzo

GP & nao hamiltoniano. Neste caso, pare se p = 0 (G &€ nac ha-

piltoniano), senao faga p < p - 1 e va para 1.

Seja i € N tal que nao existe arco em A; com cauda em

i. Sejam (i,jl),...,(i,jk) 0s arcos de Ap com cauda em 1.Pa
= i = * ' =

ra ¢ 1,2,...,k crie Gp+q (N,Ap+q), Ap+q con Ap+q Ap,

A% =

Bt A; v Hiq,jq)}..Faga p «—— p+k e va para 1.
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- 3. ADJACENCIA NO POLITOPO PO PROBLEMA DA DESIGNAGCAO

Considere ¢ problema de designagao:

Min I clj xij
i,]
suj L ij = 1 i e N
i _
I x,.. =1 i € N
j It

Xj4 = 041 S (i,3) € A
onde C = (cij) é uma matriz n X n de distancia. Uma designa
gao X = (xij) € uma matriz n x n de varifdveis 0 - 1 onde

cada linha e cada coluna apresenta exatamente uma variavel com

valor 1.
Claramente, gqualquer rota hamiltoniana do Problema do Cai-

xeiro Viajante (xij = 1 indica que da cidade 1 o caixeiro

se dirige para a cidade 3J) satisfaz as restrigoes acima. Isto

&, cada rota hamiltoniana & uma designa¢ao, entretanto, algumas

designagoes nao correspondem a rotas hamiltonianas.,
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Denominando por £a¢o uma variavel do tipo X;5 com valor
1 e dencminando a designagao com n  lagos por desdgnacaoc diago-
nal, & possivel classificar as designagoes em:
i) designagao diagonal;
ii) rotas hamiltonianas;

iii} diversas subrotas envolvendo um total de n cidades;

iv) k lagos e diversas subrotas envolvendo um total de n-k

cidades.

Seja QD o politopo do Problema de Designagao, caracteri-

zado pelas desigualdades [Ma 2]:

g Xij = 1 i€ N
J _

z in = 1 i e N
J

£ possivel provar que:

i) o posto da matriz de coeficientes das restrigoes de igual-

dade & 2n-1;
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ii) o sistema acima possul solugoOes bdsicas que sdo as desig-
‘nagoes;

n-1 n-2 | ses.

iii) cada designagac estd associada a 2
~ , o e 1 2 . ,
DEFINICAO: buas designagoes distintas x- e x° sao adjacentes
se o segmento de reta que as une € uma aresfa de QD' isto é,
se cada ponto da forma axl-+(l -‘a)xz, a €[0,1] tem uma Gni-

ca representagao como uma combinagao convexa de designagdes.

TEOREMA [He 1]. Uma designagao & adjacente 3 designagao diagonal

se e somente se ela é:

- uma rota hamiltoniana
- ouuma subrota e um ou mais lagos.

COROLARIOQ 1 [Hel) Atribuindo para tode i, Ciy = = (para evitar

lagos), o PCV pode ser enunciado como: "A partir da designacao
diagonal, determinar uma designagéo'adjacente cujo valor da fun-

¢ao objetivo seja minimo".

COROLARIO 2[He 1] Se (1y,i,) (iysig) - (i _,,1)) sac oselementos
da designacao com valor 1 e o posto das colunas correspondente 3&s
variaveis

(Rppre s Fanr®i 4 0% i, i i
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& 2n-1. Entao (il’iz""’in) & uma rota hamiltconiana e vi-

‘ce-versa.
4, POLITOPO

Considere um problema.de programagao inteira com um conjun
to de solucbes vidveis (inteiras) .finito. O politopo Q deste
problema € a envoltbria convexa (chjunto de todas as combina-
goes convexas) destas solugles vidveis. |

A dimensdao de um espago vetorial & definida pelo nlmero
miximo de vetores linearmente independentes que ele comporté e a
dimensao de um politopo 0Q, dimQ € o nimero maximo g de pon-
tos xo,xl,...,xqu Q, tais gque '{xl-—é),...,xq-—éy} & um conjun
to'linearmente independente. *

Sejam a e R", a, €R. Considere a desigualdade ax > a

€ o hiperplano  ax = a, associado. Uma desigualdade ax > a, &

0
valida se @ C {x:ax > ay}. Uma desigualdade valida ax > a, é

minimal se Q N {x tax=agt # f e & propria se inﬁi:ax>a0}#

7 #. Se uma desigualdade valida ax > Ay € minimal e  propria

entac H = {x :ax =ag } & um hiperplano suporte e F=QnNH
€ uma {4ace de Q. Se além disto, dimF = dimQ-l entao F & uma
gacefa de Q. Desta forma, o pelitoepe Q@ fica caracterizado por
um conjunto de desigualdades lineares que sejam minimais, pro-

prias e geradoras de facetas; isto &, o politopo @ & o conjun-

to interseccao destas desigualdades.

O

Seja Qn © politopo do PCV. Na caracterizagao de Qn h
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necessidade de considerar desigualdades éspeciais. Por simplici-

-dade, @ analisado apenas o PCV definido em uma rede nio orienta-

da completa- e formulado a seguir

Min ifj ®ij *ij (1)
S‘qj § Xy =2 ienw | (2)
i,jz:e g 13 = sl ;1 sgN (3)

xy5 = 0,1 (1:3) € A (4)

Observe que X153 € %53 denotam a mesma variavel associa

da a aresta (i;j). As restrigoes (2,3) sao restrigbes do 2-em-
parelhamento e restrig¢des de eliminagao de subrotas (vide Capitu

lo 3, secao 4).

TEOREMA [GP.l].QC tem dimensao dimQ =+%—r1u1-3). Observe
c

que para n =3 existe uma Unica solugao para o PCV.

Dentre todas as desigualdades geradoras de facetas 4ao

PCV, sao conhecidas:

i) restrigﬁo de canalizacac [GP 11

X < 1l; (i;3) € A gera faceta de Qn para todo n > 4
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ii)  restricdo de ndo-negatividade [GP 1]

xij >20; (i:3) € A gera-faceta de Q. Ppara todo n > 5.

iii) restrigdo de elimina¢do de subrotas [GP 2]

il

I X, <ls|l-1; s €N tal que 2 < |s| < |n/2]
i, es *J -

gera faceta de QC para todo 'n'; 4.

Observe que [§| =1 ou |S|=n-1 nao devem ser consi
derados para esta restricao porque implica em redundéncia. Obser
ve também que neste caso do PCV simétrico, as restrigdes prove-

hientes de § sdo iguais as restricdes de § = N\ s.
iv) restricdo de botdac [Ed 2]

Dado 8 CN defina

§(s) = {(i;3) :1 €8, j £#8 ou i gs, j €58}

i) i€ 8} .

Y (8)
e seja 6(i) = S({i}).
Para cada S C N,-B C §(S) com |B ne{i)<t, 1 €5, e

[Bl+ 2]s] -1

r = 2 > 0 inteiro

ox.. <
ij =
i, € y(s) UB

r gera.faceta de QC para todo =n > 6.
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v) restrigdo de pente ("comb") [GP 21

Considere um cabo W, C N e um niimero impar k > 3 de

dentes: WorHyoeo, W C N tal que

p=1,...,k (5)

|WO N wpl >1
.[Wp \' Wyl 21 p-=1,...,k (6)
Wp N Wq = g l<p<gc=xk - (7)

A restricdo de pente associada & expressa por

It~

k .
) T ox.. < |wyl+ 2 (W |-1)- [k/2 (8)
0o sew, jew 37 0 p=1|P [k/2]

¢ gera faceta de @ para todo n > 6.

C
Para ilustrar a necessidade das restricgoes tipo pente, con
gidere o exemplo [GP 1l]da rede (completa) de n =8 nds com ©

seguinte pente (Fig. 4.1):

WO = {1,2,3,4}
Wl = {1,2,5,6}
W =

2 (3,7}
W3 = {4,8}

a restrigao de pente associada &:

2 Ky PRy g Ky R 5K K g g Py g K g R g PR 39Ty g5 £ T

8 _ 8
Usando as relagoes: ; szlj:=2,x12<+j £3X2j =2, obtem-se:
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X3gtRgqtRygtipe £ 3 4% 9¥%, g+%,04%08

ou seja,

implica em x17+X18+X2?+X28 > L.

Xygq TXqq TXyg TXge =1

FIGURA 4.1. CONFIGURAGCAO DA RESTRIGCAO DE PENTE DO EXEMPLO

Observe que os coeficientes de uma restrigao de pente sao
0,1 ou 2. Tais desigualdades foram introduzidas por Chvatal
[Cv 1]l impondo igualdade em {5)}. Neste caso, os coeficientes da
restricao de pente sao 0,1 e trata-se de um pentfe simples (ca-
da dente tem exatamente um nd® no cabo). Uma aresta com coeficien
te 2 na restricao de pente necessariamente une dois nds que per-

tencem ao cabo e a um mesmo dente.
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OBSERVAGOES

1) Uma restrig¢ao de canalizag¢ac & uma restriczo de elimina-

cao de subrotas para |S| =2.

2) Uma restricao de eliminacao de subrotas & uma restricao de

pente para (W} =1, k=1 e W, =85.

3) Uma restrigao de pente & a soma de restricoes de elimina-

¢ao de subrotas para os conjuntos de nds WO,Wl,...,Wk, onde o

termo [k/2] provém da estrutura do pente.

4) Uma restrica@o de botao € uma restricao de pente para

[wy N wp| =1 e [w§ \ Wyl = 1.



capITULO 3

METODOS EXATOS

1. PLANOS DE CORTE

Esta ¢8cnica € wusada para pregramas lineares intei-
ros e consiste em aplicar o método simplex em um programa linear
obtido a partir do programa inteiro ao relaxar as restrigoes de
integrabilidade.0 procedimento termina quando o método simplex de
teta . inviabilidade, ilimitabilidade, ou otimalidade (inteira).
Sempre que € obtida uma solugao Otima nao-inteira, & introduzido
um corte {restrigao linear), gerado a partir da solugao oOtima

atual, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) eliminar a solucao Stima nao-inteira do programa linear
atual, e
ii) nao eliminar nenhuma solugao inteira vidvel do programa
original.

Este procedimento pode ser descritoc como segue:

0. Designe por programa atual o programa inteiro relaxado em

wn programa linear.

1. Resolva o programa atual utilizando o mé&todo simplex (dual

ou primal, o gque for apropriado). Trés casos podem ocorrer:

a) o programa atual nao apresenta solugao vidvel. 0 programa
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inteiro original € inviavel; termine.

b) a solugac Otima do programa atual & inteira. Ela & a solu-

o

¢ao Otima do programa inteiro original; termine.

c) a solugao Otima do programa atual nac € inteira. Gere um
corte satisfazendo as propriedades i) e ii). Adicione-0 ao pro-

grama atual; va para 1.

Dentre as regras de geragao de cortes, destaca-se a de
Gomory [GN 1], gque utiliza apenas adigOes e subtracoes em = seu
calculo, e tem convergéncia finita garantida.

Um esquema gue tem sido aplicado para o PCV consiste em
utilizar o modelo de designacdo com restricdes adicionais de eli
minacdo de subrotas. Sao relaxadas as restricoes de integrabili-
dade com as restriclOes de eliminacao de subrotas; as primeiras
para obter um programa linear e as Ultimas devido ao seu grande
nimero. Desta forma, a rota hamiltoniana otima & obtida somente
quando todas estas restrigoes relaxadas forem satisfeitas. Além
disto, os cortes a serem gerados podem ger provenientes das con-
digoes de integrabilidade (Cortes de Gomory, por exemplo) ou de
eliminacdo de subrotas. Christofides [Ch 1] afirma que Dantzig,
Fulkerson e Johnson [DF 1} foram os primeiros a sugerir este ti-

po de esquema. Outras variagdes sdo apresentadas em [WI1,Cr LMEL].
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2. PROGRAMAGCAO DINAMICA [ DL 1]

Considere G = (N,A,() uma rede orientada.

DEFINICAQ

Uma sequéncia finita P=(i;,0y,3 /0 cccnrly 8y _4,1,) &
uma k-cadeia se {il'iz""‘ik} & um conjunto de ndés distintos

e {g } @ um conjunto de arcos, onde gj € um arco

R LR |
unindo os nhos ij'ij-+1'j =1,...,k-1 (k € N)}.

A Programagao Dindmica & aplicavel a problemas que possam
ser expressos através de uma sequéncia de decisSes inter-relacico
nadas recursivamente.O PCV pode ser modelado comc um problema de
programagao dindmica, onde a cada dgcisao € acrescentadc um novo

arco a uma cadeia que ao final de n~1 decisoes se torna uma

rota hamiltoniana.

2.1. FORMULAGAO

considere o nd 1 como nd inicial e final da rota hamilto=
niana. Seja
fk(i,V)

o comprimento da k=-cadeia minima de 1 a 1 passando por todos
os nds de V, sendo |V|=k e V C N\{1,i}

A formulagao do PCV assim@trico é:
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Min (£ _ (3, NN{1,3}+ c..}
5# 1 n-2 31

com fo(l,ﬁ) =Cqy
Para o PCV simétrico, associado a uma rede nao-orientada.
G=(N,A,C), a formulagao torna-se mais simples, pois uma cadeia

de i a J e a sua cadeia inversa de Jj a 1 possuem o mesmo

comprimento.

Se n ¢ pax

Min JMin {f [ _, (3, V}+£f,_, (3, NNVL,53N V) :VCNN{,JYV]=n -2
J#L 1IEV T3 7 )

suj £, (1,V) =Min {f (3,v M3 D +eyy) k=022 . .1

jev k-1 2

com fo(i,ﬁ)==cli

Se n e Impar

Min <Min {f (3,V) +£ (5,N V{1, 4R Wl:v cNN{1,3}vl=n-1
in {jlenv 2112 3,V a-1-2 j j 3 UV B }

4 . 1 . . . -—1
suj £, (i,V) =]¥né-${fk _1 (39N 51+ cygtik= n2 R |

con fo(i,ﬁ)==c1i.
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2.2. OPERACOES REQUERIDAS

Para cada estagio k,fk(i,v) deve ser calculado para

{n-1) (nkhz) diferentes pares i,V. Em cada cdlculo k adigdes

e k-1 comparagoes sdo feitas. Entdo para todos os estiglos o

nimerc de operagces requeridas &:

CASO ASSIMETRICO

n-2

no adigdes: (n-1) I k (" %)
k=1
~ n-2 n-2
n® comparagoes: (n-1) I (k-1)( k )
k=1
CASQO SIMETRICO (n par)
- (n—2)/2 n-2 1 ., n=2
ne adigoes:(n -1) 'kz=1 k{ X Y+ (n -1)7 ((n—2)/2)
T DT )
no comparagdes: (n - - n-1)={( -
Wl k 2 {n-2)/,2
CASO SIMETRICO (n Impar)
digdes: ( 1)(h+152)/2k(n“2) (n-1)(, D=2, )
ne adigoes: (n - +(n - -
. k=1 k (n+l-2) /2
~ (n+1~2) /2 n-2 -2
n® comparagoes: (n-1) b3 Ie=1) 'y DH+n-1) ({ﬁlprf—z)ﬂ) -1

k=1
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3. METODO DO SUBGRADIENTE

Considere um conjunto U C r"

DEFINICOES

U & um confunto aberto se para todo ponto x € U  existe
uma bola centrada em x e contida em U. U & um conjunto fechado se

R\ U (complementar de U) & um conjunto aberto. U & um conjun

to convexe se para cada Al,:\z € U, e para cada o €[0,1], a)'l +

+ (1 ~a) }\2 € U, isto &, se toda combinagfa'.o convexa de dois pon-

tos quaisguer do conjunto pertence ao conjunto também.

Uma fungao wi:U —> R & concava se, para todo J\l,AZE'U
e para todo o € [0,1],

w(u)\l + (1 - o) 12) > a w(ll) + {l=- o)w (12)

Um vetor YO € R' & um subgradiente da fungac cdncava

>R no ponto )\0 € U, se

w:U c r"

w(i) < W(J\O) + Yo(k - ?\0) para todo X € U

Seja aw(lo) o conjunto de todos os subgradientes de w
em AO.
Seja PU um operador de projecgao de R" sobre um conjun-

0.
to fechado e conwvexo U, isto &, .‘_EJU:']RT1 —>U e HPU(}\ ) - )\OII; Ix - A7l
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para todo A €U e _AO €R" onde |.1! denota a norma eucli-

deana.

Considere o seguinte problema
Max {w(l)}) : A €U}

onde w:U —> R" & uma fungdo cdncava, U & um conjunto conve
xo e fechado, » € U & uma so0fucac. Suponha que existe uma s0lu-
¢do otima A¥ € U tal que w(r*)}> w(A}, ¥ Ae U.

0 m3todo de otimizagdo com o subgradiente & o segquinte.

0. Seja A' € U uma solugdo arbitraria; faga t <—1

1. Determine um subgradiente Yt E'Bw(ht)e:um-tamanho de passo

At+1 t

Pe
i g = . . -I!tll -
Um critério de parada conveniente e Y <e onde ¢ €& um
niamero pré~fixado.

Na aplicagac do método para o PCV, & comum utilizar os se-

guintes operadores de projegao:

a) matriz identidade PU = I, no caso U = r"

" b) A= (AL) =P

j U(Au = (xi)) onde Aj = max'{O,Aj} associado as

restricoes A > 0.

Poljak [PZ 1] mostra que as condigoes
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P —s 0 e T

t k=0

~ s . 1l .2 *
gao suficientes para garantir que X7 ,A7,... convergem para i ;

embora os valores w(hl),w(lz)... nao sejam monotdnicos.
Experiéncias mostram que ataxa de convergéncia deste méto-
do € muito pequena. Para superar esta dificuldade Polijak [PL 1]

propds a sequinte regra: em cada estdgioc t, selecionar

w* - W(At) )
By EI?

oy = By By € (e1.2 - &)
onde E1rEy > 0 s3o arbitrariamente escolhiaos de tal forma que
(€1,2 - €5) seja nac vazio.

Esﬁa regra apresenta o inconveniente de que w* deve ser
pré-fixado. Poljak [PL 2] sugere gque w* seja substituido por .
w < w* (o valor de uma solugao primal viavel ji3 conhecida) .Held,
Wblf e Crowder [HW 1] sugerem que w* seﬁa substituldo bm: w > w¥
(uma solucao aual viavel jé.cOnhecida). Em ambos 0s casos, nao
ha garantia que w(kt) convirja para w¥*. Bazaraé [BS 1 jsugere
uma regra de escolha do tamanho do passo o de mode a acele-

rar a convergencia.

0 método de otimizacao com subgradiente & aplicado com fre
guéncia na obtencao de limitantes para o mé&todo particionar e
limitar {segao 4) utilizando um nimerc pré-fixado de itera-

goes.
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As aplicacoes do métqode do subgradiente no PCV podem  ser

- classificadas nos seguintes modelos:

i) Considere o problema

{Min cx : ax 2a; , t= 1,2,...,t, x € X}

t t

0

onde ¢ e um vetor, a sao vetores, 4y Sao numeros, e X & um
conjunto de vetores binarios, por exemplo, o conjunto de solu-
¢goes vidveis do problema de designagao (vide segdo 4). A relaxa-

¢ao langrageana das restrigoes "dificeis" "th:; ag" conduz ao

problema

Max w+(k) = min {w(x,A) =cx —A(atx-—at ): x € X}

x>0 0
onde X & um vetor de multiplicadofes de Langrange.

Déseja—se obter um valor limitante inferior para o© valor
da funcao objetivo do problema original com um pequenc esforgo
computacional. Desta forma sao executadas apenas algumas itera-
¢oes do método do subgradiente. Levando-se em consideragac  que
os valores de w+(k) convergem de modo hao necessariamente mono
ténico, considera-se como limitante o maior valor de w+(R) obti
- do nestas iteracdes. Para provar que w+(x) & um limitante para
*

) o o +
A>0,sejam X uma solugao Otima do problema originale X uma

solucao Otima do problema relaxado. Desta forma,
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Wy = ext - a@%T - ap)

w+(1) < Cx —_A(atx - ag) para x € X

w+(A) 2 cx*'- A(atx*_— ag) pois x* € X

w*(x) < ecx* pois 'A-; 0 e (atx* - aE),i 0
ii) Considefe o problema

nin {cx atx = aj ; £ o= I,2,...,E ; X € X}

onde X & um conjunto de vetores binarics, por exemplo, © con-

junto de solugbes viadveis do problema da l-arvore minima  (vide
secao 4).
A restrigéo lagrangeana das restrigoes "dificeis" “atx=
= ag“ conduz ao problema:
Max - w+(h) = min{w{x,a) = cx - h(atx - aE): x € X}

Para provar que w+(l) é um limitante para qualquer ), se
jam x* uma solucao Otima do problema original e x*  uma solu
¢ao 6tima do problema relaxado.

Desta forma,

wt) = ext - @%b - ab)

wh(d) < ex - A(abx - ag) para X € X
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w+(l) < cx* —_A(atx* - ag) pois x* € X

wtou < cx* pois atxx - aE =0

4., PARTICIONAR E LIMITAR

0 método particionar e limitar (“bfanch and bound") con-
siste em uma enumeragao parcial das solugdes vidveis e da elimi-
nagao das solugses nio-6timas com o uso de valores limitantes da
fungao objetivo. Como o proprio nome indica, este método possui

duas rotinas basicas.

- PARTICIONAMENTO;: & o processo de particionar o conjunto de so-
lugoes vidveis de um problema em dois ou mais subconjuntos gque
sao associados a subproblemas. Estes subproblemas por sua vez po -

dem vir a ser particionados também.

- LIMITACAQ: € o processo de calcular um limitante (inferior no
caso do PCV) do valor da solugao &tima de um subproblema. Em ge-
ral, estes limitantes sfo obtidos relaxando algumas restrigoes
"dificeis" do subproblema e Que muitas vezes sao incorporadas na
fungao objetivo com o uso de multiplicadores de Lagrange.

E pratica comum durante a execugao do método manter uma lis
ta de subproblemas a resolver, assim como a melhor solugac via-

vel do problema original; esta sera a solugao Otima ao final. O
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método termina quando a lista de subproblemas se torna vazia. Os

subproblemas da lista sao resolvidos um apds © outro e a resolu-

¢ao de um subproblema termina em um dos casos abaixo:

i) subproblema relaxado & invidvel

ii) solucgao Otima do subproblema relaxado & inviavel para o pro
blema original -~ se o valor desta solugao Otima (limitante do
subproblema) & menor do gque o valor da meihor gsolugac viavel, o
subproblema & particionado e os subproblemas gerados sao inclui

dos na lista de subproblemas.

iii) solucao Stima do subproblema relaxado & vidvel para © pro-
blema original - se o valor desta solugao &tima (limitante do
subproblema) € menor do gque o valor da melhor solugdo vidvel,es-

ta & atualizada.

Dentre as regras mais wutilizadas para a escolha do proximo

subproblema da lista a ser resolvido, destacam-se:

a) LIFO (seleciona o @ltimo subproblema gerado). Resulta em
uma armazenagem eficiente, apresentando menor niimero de subpro
blemas candidatos na lista. Além disto, as solugdes viaveis (ndo

necessariamente Gtimas) sao alcancgadas mails rapidamente.

b) MENOR LIMITANTE INFERIOR. Tende a reduzir o nimero de
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subproblemas a serem resolvidos, entretanto, apresenta dificulda

des de armazenagem.

r

De uma maneira geral, as particoes apresentadas na literatu
ra para resolver o PCV associam a cada subproblema k, ou um con

junto de fZinhas proibidas Dﬁ, ou um conjunto de Linhas requerdi-
daé Di ; ou ambos. A cada subproblema a ser particionado & deter
minado um subconjunto L 2{31,22,...,£m} de Linhas £ivres (nao
proibidas e ndo requeridas) ou um subconjunto S =l{iysiy,eeuiy)
de nos, a partir do gual sdo determinados os novos conjuntos de
linhas requeridas e/ou proibidas dos.subproblemas gerados. Se 0Os
subproblemas gerados sac p+1,2+2,...,p+m, em geral sao utili
zados os seguintes esquemas de partigao: |

Parnti¢ac onientada para Linha - onde L, = {1} & um conjun-

to de uma Unica linha.

0 0 1 1
= U -
Dp+l Dy {2} . DpJrl Dy
0 _ .0 1 .1
Dp+2 = Dy DP+2 = Dy U{e}

Frequentemente um dos dois subproblemas gerados apresenta
o mesmo limitante do subproblema gue o gerou.

Panticao orientada para cdclo./ecirculto = onde L, & um

conjunto de linhas formando uma subrota qgue &€ um ciclo ou circui

to (valida apenas para o PCV restrito a rotas hamiltonianas).
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Dg+1 =D, ULy '- Dzl>+l = 5

D§+2 = D) U{L,) D;_I_z = D} U{gy}

;gm = D]E Vie } ;;er = Di UdRyr8greeerly g}
Particao orientada para conte - onde L, & um conjunto de

k
linhas formando um corte gerado a partir dos nds de uma subrota

T N R
D1:>+l = Dy Dp-i-l =DV {Rl}
0 0 1 1
= U =
Dp+2 Pr JL‘R'l} Dp—}-2 Dy v {2'2}
0 0 1 1.
= L =
r}p—%m Dy {2'1'22"""%1—1} Dp-l-m Dy Y {zm}

Parnticae onientada para nos — onde S, € um conjunto de

noés de uma subrota

0o _ .0 C oL

Dp+l—Dk U{(i;,3):3 € 5.}

DO =L>0 U{(i;,3):3 € 8, YU {{i,sJ):j € 8.}
p+2 k 1733 k 2737 ] k

U { (ilrj i3 & Sy U asf (im—l’j.)‘j §£'Sk}u{(im;j}:j € S, }



65

tende a produzir um nimero menor de subproblemas a cada geragao.

Com © obijetivo de reduzir o nimerc de subproblemas criados

a cada geragao, €& comum escolher dentre os possiveis subconjun-

tos S, ou L, do subproblema k, o de menor cardinalidade.lE

k
possivel aprimorar este procedimento para Lk considerando aque

le subcbnjunto com menor numero de linhas livres [CT2].

Em geral, elementos adicionais em DE, Di sao incluidos

de acordo com as regras abaixo. As regras i),iv), v) aplicam-se

apenas para o PCV restrito a rotas hamiltenianas.

i) se o arco(i,j) € Di entac todos os arcos livres com cauda

em i, e todos os arcos livres com cabegca em j 830 incluidos

cm Dg , inclusive o arco (j,i), se existir.

ii) se (i,j) & o fGnico arco livre com cabega em j e nao hd ne

» -

nhum arco requerido com cabega em J entao o arco (i,j) & in-

‘cluido em -Di'

iii) se (i,j) & o lnico arco livre com cauda em i e nao ha
nenhum arco requerido com cauda em i entdo o arco (i,j} & in-

cluido em Di.

iv) se o arco (i,j}) € Di entao o arco (j,i), se existir, e

incluido em Dg.

. . ) . ) ] 1 -
v} se 0S5 arcos (10,11), (11,12),...,(1t_l,1t) e Dk entao (o}
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arco (it,io), se existir, € incluido em Dﬁ, exceto se (io,il),
(il,iz),...,(it_l,it),(it,io) formar uma rota do caixeiro.
Dificilmente a regra v) & integralmente aplicada. Além dis
to, observe que as regras acima sao aplicaveis para o PCV assimé
trico, e que podem facilmente ser adaptadés para o PCV simétrico.
Com relacao aos esquemas de limitagao empregados para o PCV
péde—se afirmar que o simples relaxamento de restricgoes "gifi-
ceis" nao conduz a bons limitantes. O método de particionar e 1i
mitar para ser eficiehte requer a escolha de bons limitaﬁtes. A
literatura apresenta muitas aplicagoes do método de otimizagdo
com o subgradiente na obtencac de limitantes (vide secao 3).
Deseja-se obter valores limitantes com pequeno esforgo com-
putacional e desta forma siao executadas apenas algumas iteracdes
do método do subgradiente para cada subproblema gerado. Além dis
to, os multiplicadores obtidos na melhor solugaoc de um subproble
ma sao usados como multiplicadores iniciais nos subproblemas ge-
rados. Ac final de algumas iteragoes do método,um dos casos abai

X0 OCOorre:

i) subproblema relaxado & inviavel

ii) melhor solucgao do subproblema relaxado tem valor maior ou

igual ao da melhor solugdo vidvel.

iii) melhor solugao do subproblema relaxado tem valor menor do

que o da melhor solugac vidvel e & uma solugdo invidvel para o
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problema original ou & uma solucao vidvel que nao ‘'satisfaz as
condigoes de folga complementar - o subproblema & partiéionado e
0s subproblemas gerados sao introduzidos na lista de subproble-

mas a resolver.

iv) melhor solugao do subproblema relaxado tem valor menoxr do
que ¢ da melhor solugao viavel e & uma solugdo vidvel para o pro
blema original que satisfaz as condigdes de folga complementar -
trata-se de uma solugao 6tima para o problema original e o méto-

do termina.

A literatura apresenta diversos problémas classicos de oti-
mizacao aplicados em esquemas de limitacgao para.b PCV, os quais
sao citados abaixo. A matriz de wvaridveis X = (xij) sempre é
interpretada da seguinte forma: Xij = 1 o arco (i,j) estid na so-

lugao e Xiq = 0 caso contrario.

4.1. DESTGNACAO

Considere a seguinte formulagéo para © PCV assimétrico (res-

trito a rotas hamiltonianas)

Min Z cij xij
i,J
suj z xij =1 ' ieNnN



68

ji

e oy
b
]
H .
|—I
M
=

xij = 0,1 .(i,j) c A

onde. T denota o conjunto das designagaés que sétisfazem as res
trigdoes de eliminacio de subrotas.

Observe que a simples relaxacao da restrigao "X € T" na
formulagao acima produz o problema da designégao. Ou seja, toda

rota hamiltoniana® uma designagdo.

As restricoes de eliminagao de subrotas podem ser expressas

de varias formas:

i) I X.. > 1
(i,3) €x, 7 7
ondeKt=(st,St), a # S, g N,S, = N\st, tEeTCN
ii) z ;. < |8, -1 @##s N, teT &N
ll'j € St 1] t t g
iii) T ®%,.>1
. s oy e ij =
(i,3) €K¢ Kt
onde K! = (St,st\{k}),Kt:(st\{k},st);kEN,g#stgw\{kl,teTgN
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iv) g X2 < [8.]=-1 , v €9(5), ¢ #sS_ G Nt €ETCN
(i,5) € ij = It : t t g _

onde @(St) & a familia de todos os circuitos formados com os

no
s de St'

A

v) ug - uj + nx . < n-1;1<1i,] n-1, i # j.

j =

As restricoes do tipo iwv) néd sao usadas em gerél, pois sao
equivalentes &s restricoes doé tipos i) e ii). Embora, as res-
trigdes do tipo %) apfesentem~se em niimero polinomial, nac sao
de interesse por admitir mais solugoes fraciondrias quando compa
radas com as demais restrigoes.

Murty [mu2]apresenta um esguema de par%igéo orientada para
linha. Belmore e Malone [BM 1 ]nao apresentam um esguema de parti
¢ao propriamente, pois uma mesma solugao viavel pode aparecer em
dois ou mais subproblemas do mesmo nivel. Garfinkel [ Ga2]utiliza
uma partigéo orientada para nos. Carpaneto e Toth [CT l]utilizam
uma partigao orientada para circuito, Carpaneto e Toth [CT 2]
consideram um esquema de partigao orientada para circuito onde
© conjunto Lk escolhido possui o menor nidmero de arcos livres
e tais arcos sao ordenados antes de ser feita a geragao dos sub-—
problemas. Outras partigaes mais sofisticadas encontram-se em
Balas e Christofides [BC llque utilizam limitantes inferiores e
superiores simultaneamente.

Vale salientar que o problema de designacao pode ser usado

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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como limitante para o PCV.simétrico, entretanto, apresenta o in-

conveniente de ter um nimero elevado de subrotas de cardinalida-
de 2.
4,2. 2-EMPARELHAMENTO . |

Considere 'a formulagao abaixo para o PCV simétrico(restrito

a rotas hamiltonianas) .

Min i?j 15 *ij
suj L 13 = 2 i €N
J
Xg5 = 0,1 (i,3) € A
i XET
onde Xij e xji denotam a mesma variavel, e T denota o conjun

to dos 2-emparelhamentos que satisfazem as restrigoes de elimina
¢cdo de subrotas. Observe que a simples relaxagao da restricao
"X € T" na formulagcao acima produz o probiema do 2-emparelhamen
to. Ou seja, toda rota hamiltoniana & um 2-emparelhamento,

As restricoes de eliminacao de subrotas apresentadas para o
problema de designagao podem ser adapatadas para o préblemackJQ—

emparelhamento. Este limitante nao & tao eficiente gquanto ao
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limitante da l-3rvore por motivos computacionais (vide segao 4.3\

4,3, 1-ARVORE

Seja G = (N,A,C) uma rede nao-orientada.

DEFINICOES

Uﬁa arvore de G & uma subrede conectada sem ciclos; éor—
tanto éom n-1 arestas.

Uma l-arvore (ou quase &rvore) de G & uma subrede conecta
da com exatamente um ciclo; portanto com n arestas.

0 PCV simétrico restrito a rotas hamiltonianas pode ser in-
terpretado como o problema de determinar uma l-arvore minima que
possui grau 2 em cada nd, pois uma rota hamiltoniana & uma 1l-ar-

vore cujos nds possuem grau 2.

seja A, = {1l-arvores de G }. O PCV simétrico(restrito a

rotas hamiltonianas)é

onde T denota o conjunto das l-arvores que satisfazem as res-
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trigcoes - de eliminagaoc de subrotas. Observe gque a relaxacdo de
"X € T" produz o problema da l-arvore minima.

As restrigbes "X € T" podem ser expressas por:

i) T Xi. =2, ieN
(i;9)e s(i)

onde &(i) = {(i;j) €A : 3 € N}

ii) D%y s ] -1 : O F 5 g N, t €7 ;:N

i,3€8,

iii) b X, . > 2

. ij =

(1:J)€ K¢
onde Kt = (St;St), b # St % N, t €T cN
iv) X x.. > 1

T r 11 =

{(i:3) EKt

1= .g \ C € € C

onde K| (5,75, {khy, ¢ # S, & N, k EN, £t €ETCN
observe gue Xij e in denotam a mesma variavel.

Héld e Karp [HX 1l Japresentam um esquema de partig¢ao orienta
da para linha.Held e Karp [HK 2]consideram um esquema de partigao
orientada para ciclo ; para cada subproblema, as arestas 1livres
do ciclo selecionado sac ordenadas de acordo com a variagao do
limitante ac excluir a aresta.

Volgenant e Jonker [VJ 1 }adotam um esguema de partigao.
orientada para ciclo de trés ndés. Dado um nd com grau maior do

que 2 na melhor l-arvore do subproblema, o ciclo escolhido contén
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este nd e outros dois nds adjacentes a este na l-arvore.

4.4. 1-ARBORESCENCIA

Seja G = (N,A,C) uma rede orientada.

DEFINICOES

Uma arborescéncia & uma subrede conectada com n-1 arcos
com cabegas distintas. Isto &, nenhum nd & a cabega de mais  de
um arco, nao hd nenhum circuito e exatamente um dos nds nao & ca
bega de nenhum arco. : -

Uma l-arborescencia & uma subrede conectada com n arcos
com cabegas distintas. Isto &, nenhum nd & a cabega de mais de
um arco e ha exatamente um circuito.

O PCV assimétrico restrito a rotas hamiltonianas pode ser in
teréretado como o problema de determinar uma l-arborescéncia mi-
nima que possui grau interno (gr (.)}) = grau externo (gr+(-)) =1
em cada nd; pois uma rota hamiltoniana &€ uma l-arborescéncia cu-
jos nds possuem gr (-) = gr+(-) = 1.

seja A = {l-arboresceéncias de G}. 0O PCV assimétrico

(restrito a rotas hamiltonianas)é
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onde T .denota o conjunto das l-arborescéncias que sa0
rotas hamiltonianas. Observe que a relaxacao de "X € 7* pro-
duz o problema da l-arborescéncia minima.-Entretanto, este limi
tante .ndo deve ser tdo eficiente guanto ao problema da designa-
¢ao por motivos computacionais. - _ -

As restrigoes "X € T" podem ser expressas por

)3 X.., =1 ieN
(1,5) es (1)

z =1 i €N

..
(5,i) € 67 @) I*

I

onde §Y(i) ={i,5) €A : 3 € N}

j € N}

§ (1) = 1{(3,1) €A
As demais restrigdes apresentadas na secao anterior podem

ser adaptadas para este caso.

4.5. n-ROTA

A modelagem do PCV{restrito a rotas hamiltonianas) como uma
Programagac Dindmica e o algoritmo nao peolinomial correspondente
foram apresentados na segao 2.IAO desconsiderar o conjunto V{con
junto dos nds ja visitados) naquela formulacao, obtém-se o Pro-

blema da n-rota. Este problema consiste em determinar uma subrota
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de comprimento minimo que wisita n nds nao necessariamente dis

tintos; uma rota hamiltoniana € uma n-rota gue visita n nédsdis

tintos,

Considere o nd 1 como nd inicial e final da rota hamiltonig

na. Seja
fk(l)
0 comprimento da k-cadeia minima de 1 a 1i.

Seja G = (N,A,C) uma rede orientada, a formulacdo do pro-

blema da n-rota &

Min {f__,(3) + ey
j#1

suj £ (i} = Min {f .{(3j) + c..;},k=n-2,...,1
_ k 54 1,1 k-1 jit ! _

com fo(i,ﬁ) = Cq14°

Desta forma, o PCV assimétrico restrito a rotas hamiltonia-

‘nas &
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onde Rh = [n-rotas de G}.

Seja G = (N,A,C) uma rede nao-orientada. Neste caéo,;a ca
deiade i a J e a sua cadeia inversade j a i possuem ©
mesme cofnprimento .

Se n & pan

Min {f -n—é- ()% 2 }
j#1 0 (T

suj £, (i) = Min ;{fk“l(j)+cji}, k=n2,...,1
j# 1,1

Min '{f(n'—3

(3) + £, n=1(3)}
= (F5-)

suj fk(i) =j l\;j‘[}l}i{fk—lfj) -!-cji}, k = n-—h2,...,l

com fo(l,ﬁ) = Cqpy»

Desta forma, o PCV simétrico(restrito a rotas hamiltonianas)

} <
suj X R,
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onde Xj5 © Xy denotam a mesma variavel e R ={n-rotas de G}

OBSERVAGAD

Uma pequena modificagac no algoritmo permite eliminar um ti
po de repeticao de nd na solugao. = Acrescente um vetor q (1)
que armazena o peniltimo nd da k-cadeia de 1 a i, o qual deve

ser proibido para a variavel de controle j na determinagao de

fk(i): ou seja,

£, (1)= ﬁk—l(j*)mj*i: jfg.xi 'i{fk_l(j) tCyy 2q ¢ () #itik=n~-2,... P

q (1) = 3*
dee ql{i) = 1.

4.6. COBERTURA SIMETRICA

Considere a sequinte formulacao para o PCV assimétrico
(ndo restritoc a rotas hamiltonianas)

Min L C,.X..
i,
suj z Xij > 1 i EeN
J
? X5 > 1 ieN
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onde T denota o conjunto das coberturas simétricas gue satis-
fazem as restrigoes de eliminacdo de subrotas. Observe que a sim
ples relaxagao da restrigao "X € T" na formulagao produz o pro
blema da cobertura simétrica. |

As restricoes de eliminagao de subrotas podem ser expressas

por

i) I X,
(i,5) e,

fiv
I-I

onde K, = (5.,5.) , ##5 GN,teTCcN

i) ) Xj5 21
(i,]J) € Kt U Kt
onde X! = (st,st\{k}), Ky = (St\ik},st): k €N

0 # 5, g N\{k}, t €T c N.

No Capitulo 7 & desenvolvido um algoritmo para resolver o}
PCV (relaxado no problema da cobertura simétrica) e sao apresen-
tados experimentos computacionais de um algoritmo do tipo parti-

cionar e limitar gque usa este limitante.
4,7. 2-COBERTURA
Considere a seguinte formulagao para o PCV simétrico:

{(nao restrito a rotas hamiltonianas)
Min rooLL. X, .
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suj i xiji 2 i €N
J
xij =0,1 (i;3)€EA
XerT
onde xij e xji denotam a mesma variavel, e T denota o con

junto das 2—cobertura que satisfazem as restrigoes de eliminacao
de subrotas. Observe gue a simples relaxagao da restrigdo "X €T
na formulagao acima produz o problema da 2-cobertura. |

As restrigaes de eliminagao de subrotas apresentadas para o
problema da ccbertura simétriba podem ser adaptadas para o pro-

blema de 2-ccbertura.

5. CADEIA MAXIMA [EHN 1]

O PCV pode ser transformado em tempo-polinomial nohproblema
da Cadeia Maxima através da.duplicagéd de um dos nds. Embora nao
haja interesse pratico nesta transformagdo, pois naoc se conhece
nenhum algoritmo eficiente para resolver o problema da cadeia
maxima, este artificio apresenta interesse tedrico no sentido em
que rotas hamiltonianas sio transformadas em solucgdes basicas vid

veis de um programa linear.
Seja G = (N,A,C) uma rede orientada hamiltoniana com

N ={1,2,...,n} . Em casos de redes nao-orientadas hamiltonianas,

substitua cada aresta (i;3) pelos arcos (i,3),(.,%).
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A partir de G construa a rede G' = (N’,A',C"') com

N = {1,2,...,n,1"}

L) €A : 3 ALTULE,1):(1,1) € A)

-
[M - C, . se 1# 3, 3 # 1"
cl, = <« 1] .
Do qmeey se i#g gm1 G0N ES

onde M>nxmax {|c,

PROPRIEDADES :

- Qualquer cadeia maxima em G' contém n arcos.

~ Existe uma correspondéncia biunivoca enfre as rotas hamiltonia
nas de G e as cadeias de G' entre 1,1' com n arcos.

- Existe uma correspondéncia biunivoca entre as subrotas de G
que contém o nd le as cadeias de G' entre 1,1' com menos de n
arcos.

- Existe uma correspondéncia biunivoca entre as subrotas de G
‘que nao contém o nd 1 e os circuitos de G'.

- Uma cadeia em G' & uma cadeia maxima se e sO se a rota hamil
toniana em G correspondente & Otima.

- S8e na rede G = (N,A,C) toda a rota hamiltoniana ou subrota
contém o nd 1, entao a cadeia mixima em G' pode ser obtida efi
cientemente através do algoritmo da cadeia maxima  (PERT-CPM)

[Ma 1], pois a rede G' nao apresenta circuitos nestas circuns-
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tancias.

Considere o programa linear abaixo:

-Max z C

', o x. .
i,3 31
(ﬂl ' se i = 1!
suj I X,. - ZXx.. =< 0 se i # 1,17 '
j 1] j g+ L 1 se 1 =1
xij > 0 i,PE A
PROPRIEDADES

- cada base deste problema constitui uma arvore geradora.
- as solugaes basicas viaveis possuem valores 0,1 sendo que as

componentes com valor 1 formam uma cadeia entre 1,1°'.
- as solugoes homogéneas extremas correspondem aos circuitos de

G' e caso existam o problema € ilimitado.

Desta forma, 0 programa linear acima & viavel se e somente

se existe uma cadeia entre 1,1', e se, além disto, existe um

circuite em G' entao o problema & ilimitado, pois C' a(ci%) >0
. ) ol -

Assim, uma cadeia maxima em G' corresponde d melhor solu-
¢ao bigica vidvel do programa linear acima, e a sua determinagao

constitui em um problema bem definido.



CAPITULO 4

METODOS NAO EXATOS
{ou heuristicos)

Devido ao desconhecimento de algoritmos exatos polinomiais
para resolver o PCV, & comum a utilizagao de métodos heuristi-
cos polinomiais para obter solugoes gquase Otimas. E convenien
te que o estudo de um algoritmo heuristico inclua a determina-
cao do valor maximo da taxa V+/V*' onde V' & o comprimento
da rota hamiltoniana determinada pela heuristica e V* e o com
primento da rota hamiltoniana otima. Para o estudo das heuristi
cas apresentadas neste Capitulo, considere a - rede G={N,A,Q()
nao-orientada, completa e suponha que C satisfaca a desigual-
dade triéngular {condigao necesséria para que a rota do caixei-
ro passe exatamente uma vez em cada nd).

Estimativas probabilisticas do valor maximo da taxa V+/V*
necessitam uma anidlise técnica profunda, além de uma apropriada
distribuicao de probabilidade dos Ciq° Entretanto, um estudo
de duas heuristicas particulares pode ser visto em Karp [Kal ,KaZ2.

Neste Capitulo sao apresentadas as heuristicas mais conhecidas.

1. CIDADE NAO - VISITADA MAIS PROXIMA

A partir de uma sequéncia de cidades P = (i,,i,,... 1)) for
mando um caminho, inclua a aresta (ik;ik+l)’ k <n ou a ares-

ta (ik;il), k = n, tal gue:



83

C

. min {¢, ., : i, € P} ;, k<n
hedgar iy igely o 73

d, . = g, .
1k -,rl l lk’ ll

Rosencrantz, Stearns e Lewis [RS 1,.RS.2] mostram que

vt 1
— <=
S =

(rlogzn"]+ 1)

. Parap :Ln/z_[ > 3 existe um problema com Zp - 1 noés, para o}

qual & possivel obter [RS 2]:

<3
L

(log, (n +1) + —5—)

+

2. INSERCAO DA CIDADE MAIS PROXIMA

A partir de uma subrota S arbitraria, substitua sequen-
cialmente uma aresta (y:;z) de S por duas arestas (y:x) a
(x;2) com x € § até obter uma rota hamiltoniana.Sac conhecidas

trés variantes:

(1) (ysz) € 8 & pré~fixada, seja:

cxy + Coy = cyz = @;n {ciy + C;, ™ cyz : 1 & 8}
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(ii) x € 8 & pré-fixado, sejam
ch = m%n {cxj : j € 83

cxy - cyz = min {cxk - cyk : k€S e adjacente a vy} .

(iii) seja

cxy + Con ™ cyz = min {cij + Cix “‘cjk : 1 €8, (j:k)€Es?

Rosencrants, Stearns e Lewis mostram que:

+

V* < rlogz(ny1+ 1 {rs 21
NEg

para (i)

para (ii) e (iii)

< 2 [rs 1,rs 2]

Além disso, para (ii),(iii) existem redes com n > 6,pa-

ra as guais:

1
= = 2(1L - —) [RS 1]

3. METODO DE LIN

A partir de uma rota hamiltoniana arbitréria faga uma k-mu-

danca, que consiste em substituir Xk arestas por outras tantas

de forma a obter uma rota hamiltoniana de comprimento inferior.
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Pare guando nao encontrar arestas que possibilitem esta mudancga.

 Para n>8 e k £ n/4,

<+

<3
A

L :
2(1-‘—n—) [/RS 2]

»*

L

‘4, ARVORE GERADORA MINIMA

A partir de uma &rvore geradora minima A, considere o grafo G =
= (N,A) com A ={(i,3),(3,1):(i;3) € A} e seja L= (i) iy,ueeri,ip)
uma rota euleriana em €. Observe que cada nd de G aparece no
minimo duas vezes em -L. Pa;a cada n6- .ip = i-q- com p < g, subs
titua (iq-—l’iq’iq+l) por (iq—l’iq+l) em L_, eliminando a se-

gunda passagem em iq. Desta forma pode ser obtida uma rota ha-

miltoniana para a qual

<
In
b

<
»|

5. METODO DE CHRISTOFIDES

A partir de wma arvore geradora minima A, determine o 1 - emparelha
mento perfeito minimo E no subgrafo completo de G formado pelos

nés com grau Impar em A. Seja L = (il,iz,...,is,il) uma rota euleriapa
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em AU E. Proceda como em 4. para obter uma rota hamiltoniana.

Christofides [Ch 2] mostra que para n > 3,




CAPITULO 5

APLICAGCOES

Diversos problemas de programacao inteira sao modelados

com base no PCV. Dentre eles destacam-se os segquintes:

1. SEQUENCIAMENTO DE TAREFAS USANDO 1 MAQUINA [ Ba 1]

Considere um conjunto de n tarefas independentes para se

rem processadas em uma nica maquina. Seja pj o tempo de pro-
cessamento da targfa j, 3=1,...,n0 e cij'i'j =1,2,...,0 (i#])
o tempo de preparag&o da mdquina para processar a tarefa j ime

diatamente apds a execugao da tarefa i. Deseja-se determinar
uma sequéncia ciciica das tarefas gue minimize o tempo total dis
pendido em preparacgao e .processamento das tarefas. Se {il, 12""’in’in+l)
denota uma permutacao de 1,...,n correspondendo a uma sequén-
cia ciclica, isto &, a tarefa 1 & a g-ésima tarefa a ser exe-

q
cutada, entaoc o tempo total gasto em preparagéo e processamento

pode ser expresso por

C,

i +p; onde ia” il

q,iQ+l q

13

g=1

Desta forma, deseja-se resolver o problema

c }

Min f L.
1 *q.tgrl

(iq) q

fl 13
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i € constante para gualgquer sequéncia. En-

n
uma vez que T D

g

tretanto, esta & uma das formulagoes possiveis do PCV, pois
(il""’in'in+l) pode ser interpretado como uma sequéncia ‘de

nds de uma rota hamiltoniana de uma rede e cij como © compri-

mento do arco (i,]).

2. SEQUENCIAMENTO DE TAREFAS USANDO m MAQUINAS [Ba 1]

Considere um conjunte de n tarefas independentes para se
rem processadas em uma sequéncia pré-fixada {1,2,...,m} de ma-
quinas. Sao conhecidos os tempos ij de processamento da tare-
fa. j na maguina k. Deseja-se determinar uma sequéncia de tare
fas que minimize o tempo global dispendido no processamento.

Supondo gue a tarefa j & executada imediatamente apds a
tarefa i, defina Cij o atraso' relativo de i para 3, obtido

através das expressoces:
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- Observe que Uy sV representam os instantes de término do
processamento das tarefas 1i,J na maquina k, respectivamente.

Para modelar este problema como um PCV, adicione uma tare
fa ficticia n+1 com atrasos relativos:

m
®i,ne1 T

C .= .
n+l,1 1

Se (il,...,in,in+l) & uma permutagac de 1,...,n+l, re-
presentando um sequenciamento das tarefas (isto &, a tarefa 1
& a g-ésima tarefa a ser executada) entao o tempo global & ex-

presso por:

n
L. ¢, , +
g=1 Tq’'Tq+l k

il =

Pr.,i

1 n+l

Desta forma, o problema torna-se

n
Min { % Sy +
(iq) g=l “q' g+l k

}

a3

| ST :
1 Kripgg
Esta situagao ocorre frequentemente em indiistria de proces
samento de metais, onde todo o trabalho com o metal deve ser

realizado & quente.
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3. m-CAIXEIROS [Ch 1]

Considere um conjunto de {1,2,...,n,n+1} cidades. Supo-
nha In +1 a cidade base. Deseja-se particionar o conjunto de ci
dades {1,...,n} em m subrotas que possuem exatamente a cidade
n+l em comum, cujo comprimento tétal seja minimo._

A solugao deste problema & obtida duplicando m-1 vezes

a cidade n+1, isto &, resolvendo o PCV para a matriz de distéan

cia C'=(cj'_j) de ordem (n+m)x(n+m) definida como segque:
el .
M : n+2 <i,j <n+m, ifjel <i,j<n+m, i=3
cij : 1<1i,j <n, i#7
5 T4
nj:n+2éiin+_m,l_;jin
Cip ¢ 1l <1i<n, n+2 < j <n+n

e

onde M & um nimero positivo muito grande

4. PROGRAMACAC DE vdos [Ch 1]

Considere uma companhia aérea que possui vdos com  perio-
dos idénticos (difrios, mensais, etc.) conectando  as cidades
1,2,...,n. Beja m(m2>2) o niamero de tripulagoes. A cada tripula
¢do deve ser atribuida uma rotagao, ou seja, uma sequéncia de

vOos que inicia e termina com um véo ficticio (nd base) e que
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faz conexdes com outros vSos.

A cada conexdo estd associado um tempo de espera ou uma
funcao de custo. Deseja-se obter m rotagdes que éontenham to-
dos os vbos e cujo tempo global seja minimo.

Considere a rede G==(N,A,C==(cij)).Represente cada vOo
por um nd e cada possivel conexao entre dois vdos pér um arco e

seja ¢;y © tempo de espera da conexac entre os véos i,7.

5. PLANEJAMENTO DE CONEXOES ELETRICAS EM COMPUTADORES [ I.R 1 ]

Este problema surge no projeto de interfaces de computado-
res. Um conjunto de pinos N ={1,...,n} devem ser interliga-
dos na interface e cada pino pode receber no maximo dois fios de
conexao por motivos tecnoldgicos. Deseja-se minimizar o compri-
mento total dos fios. Para modelar este problema, adicione um pi
ﬂb ficticio n+1 com

®4n+1 Sn+1,i= %+ ¥

Desta forma, o problema consiste em resolver um PCV em uma
rede completa nao-orientada com n +1 nds (pinos), cuja solugao
dtima & uma rota hamiltoniana gue especifica as interligagoes en

tre pinos.
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6. . AGRUPAMENTO DE DADOS [LR 1}

_Considere uma matriz 0-1 C==(cij) de medida de intensi-
dade. Deseja-se determinar um agrupamento (uma permutacao de 1i-
nhas e'uma'permutagéo de colunas de C) gue maximize uma medida
de efetividade (ME)}, exXpressa pela soma de todos os produtos
dos elementos de C adjacentes horizontalmente ou verticalmente.

Para modelar este problema como um PCV, sejamP={1,...,p L
0= {l,...,9} os conjuntos de indices das linhas e das colunas
de C; e p,o0 permutagaes de P,Q respectivamente. |

Sejanm

p(0) = p(p+1) = 0(0) =o(g+1) = *

Cog = Cya = 0 i€p, JE O

assime
ME(p,0) =
= -—1—-—- z C (C + N + N o . .
iep jeg PWO@) TooG-1)" Tp@eG+h " "ol -Do(3) " TeE+1)o(3)
9 p

z LI Ci_gay Cu s + I I
j=0iep 00) oG+ T 25 520 Sy Sota+ D)y

I

= ME(o) + ME(p)
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A solugao do problema & obtida pela resolugao de dois PCV'S:

o
O
<3
2
w
[
H

Observe

- z c,
jep 13 ik
- )

j €0 “nj “ij

gque ambos PCV's

H j:kE.P'U{*.}'

FJ

H hri S QIU{* }

sao simétricos.



CAPITULO 6

CASOS PARTICULARES

Embora nao seja conhecido nenhum algoritmo polinomial para
obter a solugao Otima do ©PCV, existem casos particulares para

os quais algoritmos eficientes saoc disponiveis.

1. SEQUENCIAMENTO DE TAREFAS EM FORNOS [ GG 1]

Considere um problema de sequenciaﬁento ciclico de.tarefas
(Capitulb 5, Segao 1) onde o processamento da tarefa i consiste
em alterar a temperatura de ﬁm forno de S; para t;. Entre os
processamentos das tarefas 1i,j & necessérié preparar o forno,
0 gue consiste em alterar a sua temperatura de 'ti para s.. Su

poe~se que o custo de mudanca de temperatura & dado por

S,
j .
J f(x}) 4 se t. < s,
t..()x_ 1= 3
Cc.,. =< 1
i3
ty
. j T ogx) dx se -ti > Sj
s.
| J

onde f,g sao fungdes integriveis, satisfazendo £(x)+g(x) >0 ,
¥x.
0 problema consiste em determinar uma permutagao

(il,iz,...,in,in+l) que corresponde a uma sequéncia ciclica,isto
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n
para a qual I ¢; -seja minima.
q=l1 “g’Tg+l

&, i =i
" n+l 1’

Em termos gerais, o algoritmo apresentado por Gilmore e

Gomory [ GG 1] para resolver este problema, constitui-se de trés

partes:

1) determinacdo de uma permutagao de custo minimo (designacao

usando algoritmo especializado), que nao necessariamente corres-~

ponde a uma sequéncia ciclica.
2) determinacao da arvore geradora minima

3) com base na arvore geradora minima, processar alteracoes

na permutacao de maneira a obter uma sequéncia ciclica de custo

minimo.

2. MATRIZ DE DISTANCIA TRIANGULAR SUPERIOR [La 1]

Seja C==(cij) a matriz de distdncia de ordem n x n, tal

que:

c.. =0 para i> 7] i, €N

0 algoritmo para resolver este problema, constitui-se de

duas partes: ~
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1) Resolucao do problema de designagao em C' de ordem
‘(n~1)x{n=-1) obtida deletandoc a primeira coluna e a Gltima 11
nha de C. A solugdo obtida compoe-se de uma cadeia P do né 1
ao nd n e de subrotas. Caso a solugao aprésente apenas 4 éa-—
deia do nd 1 ao ndé n, introduza o arco (n,l) para obter a rota

hamiltoniana, senao va para 2.

2) Remogdo dos arcos (i,j) para i > j (arcos com comprimen
to nulo) que nao estao na cadeia P. Desta forma, as subrotas
sao desconectadas formando cadeias de ila‘jl,,iziljz,...,im a
rota hamiltoniana Stima com custo igual ao da designacao

da ao introduzir os arcos de custo zero: (n,i ), (3 i 1),...s(ysdy

(jl’l) .

3. REDUGAO DE GRANDES PROBLEMAS

Rothkopf [Ro 1 ] considera problemas onde um subconjunto de

nos § = {ik,ik+1, “en ,in} satisfazendo a propriedade:

cij = g | ; 1,3 €S8

Cik=cjk ; i, €8, k&s

ckizckj ; 1,5 €8, k &5
8 +cpq < » +ch H jES, p, g9 ES



97

onde B € R. Adicione um pseudoné s representando 0 conjunto S
e seja C‘==(c£j) 2 nova matriz de distancia de ordem k x k

definida por:

= .4 s
cij - cij ! 1.] ﬁ S
el. =c, . : 3 S
sj i3 ; £
) = H i
Se (11'12""’1k~1's) € uma rota hamiltoniana 6tima do

PCV sobre C' entao uma rota hamiltoniana &tima do PCV origi-
nal & (il,iz,...,ik_l,ik,...,in).

Problemas que apresentam as distancias entre as cidades de
S com valores pequenos se comparadas com distancia de cidades
de S5 para fora de S podem ser aproximadas de forma a satisfa
zer esta propriedade. Tais problemas ocorrem com frequéncia em
;e,equenci'amento de tarefas onde existem grupos de tarefas similares.

Bellmore e Nemhauser [BN1l], Cosmadakis e Papadimitriocu

[CP 1] e Szwarcfiter [S2 1 ]tratam de problemas similares.

4., COLETA DE ITENS EM ALMOXARIFADOS [ RR 1 ]

Um veiculo esta disponivel em um ponto bkase para coletar
0s itens de uma lista pré-fixada de um almoxarifado retangular e
transportid-los ao ponto base do veiculo. O almoxarifado & dividi

do em alas paralelas que permitem o transito do veiculo. As
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extremidades das alas sdo unidas por dois corredores que permi-
tem a passagem do veiculo de uma ala para qualquer outra. O obje

tivo & minimizar a distancia percorrida pelo veiculo que coleta
todos os itens, passando pelo menos uma vez no local dJde cada

item.
Construa a rede nao-orientada G = (N,A,C), onde o conjunto

de nds N representa os pontos:
i) base de veiculo

posicio de cada item

[
[
S

iii) cada uma das extremidades de cada ala.

Cada aresta de A indica a possibilidade do velculo
se locomover entre os dois ndés sem passar por nenhum outro ﬁé in
termediario. Desta forma o grau de cada nd associado a um item
& 2.0 comprimento de cada aresta & proporcional 3 distancia en-
tre os dois nds unidos pela aresta.

Para resolver este problema, Ratliff e Rosenthal [RR l]uti
lizam um algoritme da programac¢ao dindmica com um estagio .para
cada ala. A solugao corresponde a uma rota que passa por cada nd
assoclado ao item pelo menos uma vez € pode vir a utilizar uma

mesma aresta duas vezes. O esforgo computacional requerido & li-

‘near em relacao ao nlmero de alas.



CAPITULO 7

PROBLEMA DA COBERTURA SIMETRICA

“Para redes orientadas satisfazendo a desigualdade triangu-
lar, a rota do c¢aixeiro Otima € uma rota hamiltoniana minima; e
neste caso um modelo adequado &€ o do problema de designagao (co
bertura exata) acrescido com restricoes de eliminagso de subro-
t&s. No caso mais geral do PCV em uma rede que nao satisfaz a de
sigualdade triangular, & possivel que a rota do caixeiro 6£ima
visite.um mesmo nd mais do que uma vez, e neste caso € matural
considerar o modelo do problema de cobertura simétrica {para ca-
da nd o nimero de arcos chegando e saindc & igual e diferente de
zero), também acrescido com as mesmas restrigoes de eliminacao de
subrotas. Neste Capitulo & apresentado um algoritmo eficientecue
foi desenvolvido para resolver o problema de cobertura simétrica.

Considere uma rede orientada G = (N,A,C)oom N={1,2,...,nk
o pfoblema consiste em determinar um subconjunto de arcos de com
primento total minimo gue cubra todos os nbés com a propriedade
de que cada nd apresente grau internc (gr (-)) igual ao grau ex
terno (gr+(-)). Portanto, deseja-se obter X = (xij), a solugao

otima de:

suj I x,. >1 i €N
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.;:' X5 2 1 ieN
J
Xi4 = 0,1 (i,3)e A
I x = ¢ x.,, 1€ N
5 13 3 Ji

As restricoes de simetria (igualdade de grau interno e grau
externo) implicam que as variévéis de folga das restrigoes de co
bertura interna e cobertura externa de um mesmo nd sejam iguais.

Introduzindo estas variaveis de folga e relaxando as res-

tricoes de integrabilidade, obtém-se o problema

O problema dual associadc & apresentado abaixo juntamente

com . as restricgoes de folga complementar,



101

it j i3
suj w, + v, + Wiy £ Oy (i,3) € A
u, + v, > 0 iekN

WiJ
(cij - uy - vj - wij)xij =0 (1,5) € A
(ui + vi) Yi =0 iekN.
Wil = x;5) =0 (i,3) € A

Se o custo nelativo da linha (i,j) & definido por dij =

=Cyj4 T Uy Ve entao para toda solucao dtima, w4 = min {O,dij}.
Desta forma,

dij < 0 => xij =1 (1,j) €A
dij > 0 —> xij = ( (1,3) €A
y; > 0 => u, + v, = 0 i €N

E facil verificar que ¢ problema acima € um programa  1li-

near com coeficientes inteiros definido em uma rede bipartida.
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Portanto, suas solugOes bisicas sao inteiras. Além disto, estas

' solugdes basicas sio as solugdes de um problema de cobertura com:

arestas em uma rede bipartida G' = (N',A’,C')eom N'={1,2,...,2n}
A" = {(1;3"):(i,3) €A} U {(i,i') :1 € N} onde i'=2n+1-1i.
r » s
©53 + 3 7.1
1 ] —_
cij' = <
0 s J =1

Desta forma, cada ndo de G & desdobrado em dois ndés em G'.
Uma linha de G @& denominada f{gac¢ao gquando associada a uma va-
ridvel y e atresifa gquando associada a uma varidvel x e portan

to correspondendo a um arco em G.

Seja A" = {(i:j) € A’ £ Cy g < 0}. Dada uma solugao primal
Iviével' (X,y) = ((xij),(yi)) e uma solugao dual viavel (u,v) =
= ((ui),(vj)), defina o conjunto de finhas-de-igualdade A =

{{i;j) € A’ » dij = 0} e o conjunto de Linhas-s0lucoes A* =
={(i;j) € A’ :xij = VU {(i;i) € A® ' > 0}.

Um nd i € N' & exposto se

i) % xij = 0 ou § in = 0
3 ]

ii) ; X4 5 < ; in' ou z xji' < I Xij
J j J J

Um nd 1i € N' & supercoberto se
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X.. > L X >Q ou I X..> I Xu. > O

s g

=
|}
Lt
[y
i

o

K,
[

Os conceitos de arvore alternante, caminho aumentante, am-
pliag2o sao os ‘ja apresentados no Capitulo 2 da Parte I (PCC pa-
ra redes nao-orientadas). Neste algoritmo, um caminho alternante

& um caminho constituido por arestas/ligagoes-de-igualdade  tal

que
i) arestas Impares sao do tipo nao solugao (x = 0)

ii) arestas pares sao do tipo solugao (x ='1)
iii) 1ligagoes impares sao do tipo solugao (y = 1,2,...)

iv) = ligagoes pares sao de tipo gqualquer (y = 0,1,2,...)

As seguintes operagdes sdo realizadas pelo . algoritmo:

Plantagao da Arvore-executada na inicializacido e apds cada
ampliagao. Consiste em atribuir rStulo externo para os nos eXpos
tos e atribuir rétulos internos acs nds supercobertos.

Crescimento da Arvore (ou rotulagzo dos nds) - executada

quando uma das quatro situagoes abaixo ocorre:

1) hi uma aresta-de-igualdade nac solugao unindo um nd exter-

no i a um ndé sem rétulo J.
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2) hd uma ligagdo-de-igualdade solugao unindo um nd externo

"1 a um nd sem rdtulo j(j =1i').

3) hd uma ligagdo-de-igualdade nao solugdo unindo um ndé in-

terno j a um nd sem rdtule k(k = §').

1) hd uma aresta-de-igualdade solugao unindo um né  interno

j. a um nd sem rdtulo k.

5) hd uma ligagdo-de-igualdade solugdo unindo um nd interno

i a um né sem rdtulo ktk = 3').

Nas situagCes 1) e 2) atribuir ac nd Jj um rétulo inter
no com predecessor i. Nas situagSes 3) e 4} e 5) atribuir ao nd

k rdtulo externo com predecessor J.

Eliminacac das Arvores - executada depois de cada amplia-

cao; elimina~se o rdtulo de todos os nds.

Ampliacao - executada quando uma das trés situacgOes abal-

X0 ocorre:

1) hd uma aresta-de-igualdade nao solugao unindo dois nos

externcs i,j.

2) hd uma aresta-de~igualdade solugao unindo dois nds intex-
nos i,3.
3) ha uma ligagido-de-igualdade nio solug¢do unindo dois  nos

internos i,j {(j = i').

Uma ampliacd@o consiste em alterar o papel solugao/naoc solu-
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cao das arestas do caminho aumentante P = Py LJ(i;j}LJPj.
~{p;q) € P entac o novo valor de qu serd: -
X < 1 - x
Pg Pd
Se (p:p') € P entao o novo valor de Yp serd

<..

¥

p

INICIALIZACAC
0. Atribua
uié—-o

vi<— 0
1
= <
[0

Max { min

xij

se {(p;p') & uma ligacao par de P
se (p;p') & uma ligagao impar de P
ALGORITMO
i eN
i'e N
(i;3) € A~
(i;3) € AAA™
{z x,., T x,,} -1,0}
i 3 10

Se
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INVESTIGAGEO DA SOLUCEO PRIMAL

1. Atribua rdtulos externos aos nds expostos e rdtulos inter
nos aos ndg supercobertos. Estes nds sao as ralzes das arvores

alternantes.

2. Se nao existe nds expostos, termine.
3.  Se existe uma aresta-de-igualdade nao solugao unindo um

nd externo i a um nd sem rotulo j, execute © crescimento da

Arvore e va para 2.

4, Se existe uma aresta-de-igualdade solugao unindo um né in
terno j a um nd sem rdotulo Xk, execute o crescimento da Arvo-

re e va para 2.

5. . Se existe uma ligagao-de-igualdade solugac unindo um nd
interno i a um nd sem r6tulo i', execute o crescimento da ar

vore e va para 2.

6. Se existe uma ligacao-de-igualdade nao solugac unindo um
né interno j a um nd sem roétulo j', execute o crescimento da

arvore e va para 2.

7. Se existe uma aresta-de-igualdade nao solugao unindo dois

ndés externos 1i,Jj, execute a ampliagao e va para 1.
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8. Se existe uma ligagdo—de-igualdade ndo solugao. unindo dois

- nds Internos 1i,i’, execute a ampliacdo. ¢ vA para 1.

9. Se existe uma ligagao-de-igualdade solugao unindo um nd
externo i a um nd sem rétulo 1i*, execute o crescimento da ar

vore e va para 2. _ ' _ ‘

10. Se existe uma aresta-de-igualdade solugao unindo dois nds

internos execute a ampliacac e va para 1.

MUDANCA DA SOLUGAQ DUAL

11. Sejam
e, ='min'{dij : (i;3) & uma aresta ndo solucdo unindo um nd
intterno a um nd sem rdtulol
€, = mih{~dij : (i;3) & uma aresta solugao unindo um nd inter-
no a um nd sem rdtulo}
L 1 . - : ~ ~ ] ) -
€4 = min {—E—dij:qu) & uma aresta nao solugao unindo dois noOs

externos}

= min{—-j%-dij:ﬁujl & uma aresta solucdo unindo dois nds in-

ternos}
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€c = min"{-dﬁi'_: (@;3') & uma ligagde ndo solugdo unindo um
né interno a um nd sem rbétulo}
86'= min{ %%dii,:(i;iﬂ & uma ligacao nao solucgdo unindo dois

nds internos}

£ = min'{el,ez,33,34,es,56}

Se € > =, o problema & inviavel, termine, caso contrd

rio, para cada i € N, faca:

u; +oe se i & né externo
u, ¢——— <
i
. u, - € se 1 & ndé interno
vi + € s¢e 1i' & nd externo
.v"é——-—. <
it
Vi - € se i' & no interno

e va para 2.
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Observe que as condigOes abaixo sao sempre satisfeitas:

x.. e {0,1}

i3 (i,3) € A
y; € {6,1,2,...} 1 eN
u; + vj + Wij < cij {i,j)e A
a; + Vo> 0 ieN
Wyis 0 (i,j)e A
Seja dl] = gij -uy - vJ
lj < 0 2 le =1 (irj) S A
bX Xy = 0 —=>i & nd exposto
3
E_ xji' = 0 =>i'" & nd exposto
:] "
z X, 5 < X34 >i & nd exposto
J J
P x,. > L x.,0 ou Xee > 5 X, 4. > 0
; i i ,
j 1) 3 J J i +°3
—=—>1 & nd supercoberto

e que quando o algoritmo termina com a inexisténcia de nds ex-

postos e supercobertos, entdo as condigOes acima garantem que a

solugao & dtima.
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E facil verificar que quando o algoritmo termina com e—>®
que o vetor f(u,v) + ¥(u,v} & uma solugao duallviévél para ¢ > 0
sendo (u,v) a solugac dual corrente e onde cada componenté de
(u,v) & 0, +1, -1 se o nd correspondente & sem rdtulo, ou rétule
EXterno,_ou rotulo interno, respectivamente. Fazendo ¢ —>® tem
se que a funcgao objetivo dual tende para infinito, pois o niimero
de nds com rdtulo externo € maior que o nimero de nds com rodtulo
interno. |

Além disto, a cada alteragdo da solugdc dual, tem-se e > 0

devido ao modo com que os rdotulos saoc atribuidoes.

TEOREMA: O esforgo computacional requerido pelo algoritmo da co-

bertura simétrica & limitado superiormente por O(nzm)-para ¢ > 0.

PROVA: Existirao no maximo n ampliagoes durante algoritmo,pois
a cada ampliacao dois ndOs expostos tornam-se cobertos e permane-
cem cobertos na execugao restante do algoritmo. A cada  execugao
da solugaoc dual seguida por uma ampliagao implica necessariamente
no crescimento da arvore e no maximo podem ser executadas 0(n)
crescimentos de arvores entre duas ampliacOes. O esforco requeri-
do para realizar uma mudanga da solugao dual € O{(m) e os demais
passos podem ser implementados com esforgo computacional O{n}.Des
ta forma, o esforgo computacional requerido pelc algoritmo antes

do término & limitado superiormente por O(nzm), supondo m > n.
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E possivel utilizar as t&cnicas descritas por Lawler [La 2] pa-

ra obter uma implementagéo com eéforgo computacional O(n3).



CAPITULO 8
PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE TIPO"GARGALO( BOTTLENECK )

Considere uma rede G = (N, A,C) orientada. O Probléma‘ do
Caixeiro.viajante tipo Gargalo (PCVG) consisﬁe em determinar uma
rota do caixeiro em G, cujo comprimento do maior aréo & minimo.

A diferenca entre o PCV e o PCVG reside apenas na  funcao
objetivo, pois o conjunto de solucoes vidveis & idéntico. Assim
como o PCV, o PCVG(restrites a rotas hamiltonianas)é um Problema
NP-arduo (NP-"hard"}[GJ 1 ]_.

Na obtencido de solugoes exatas para o PCVG, o método mais
empregado &€ o método de particionar e limitar (vide Capitulo 3,
Secdo 4). Os esquemas de limitacdo apresentados na literatura es

tao baseados nos problemas abaixo.

al Designagao tipo Gargalo

Uma formulagao do PCVG assimétrico (restrito a rotas hamilto-

nianas)é

Min Max {cij : Xij = 1}
suj z xij =1 i e N
J
z xji =1 i €N
J
xij = 0,1 (i,3) € A
X = (x2..)E T
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onde T denota o conjunto das designagoes que satisfazem as reg
‘trigdes de eliminagio de subrotas. |

A relaxacgio das restrigdes de eliminacio de subrotas"x € T
na formulagdac acima produz o Problema da Designagao tipo Gargalo
(PDG) . |

Bﬁrkard, Hahn e Zimmermann {BH 1] Cross [Cr 1] Garfinkel
[Ga 1], Derigs e Zimmermann [Dz 11, carpaneto e Toth [CT3] apre-
sentam algoritmos polinomiais para resolver o PDG.

Se a solugao Otima do PDG & uma rota hamiltoniana entdo es
ta & a solugao 6tima do PCVG. Caso contrdrio, a solugao 6tiﬁa do

PDG & composta, digamos, das subrotas '{81,82,...,55} e consti-

tui em um limitante inferior para o PCVG. Neste caso, um melhor

1imitante inferior obtido a partir das subrotas do PDG & dado

por
Max bk
I1<k<m
onde
b, = min {max'{cst,cuv} : (s,t,u,v) €K}
e
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b) 1 - Arborescéncia tipo Gargalo

Uma formulagdo do PCVG assimétrico (restrito a rotas hamiltonia

nas)é

Min Max {c.. : x..,.= 1}

suj X € A

X €1

onde Ab = {1l - arborescéncias de ¢} e T denota o conjunto
das 1 - arborescéncias que satisfazem as restrigdes de eliminagao
de subrotas.

A relaxagao das restrigdes de eliminacao de subrotas "X €T"
na formulagao acima produz o Problema da 1 - Arborescéncia = tipo
Gargalo (PAG).

Uma 1 - arborescéncia sempre contém uma cadeia do nd raiz a
qualguer outro nd e constitui um limitante inferior para o PCVG
restrito a rotas hamiltonianas. Entretanto, este limitante (ca-

deias entre cada par de nds) & sobrepujade pelo PAG.

Gilmore e Gomory [GG 1l apresentam um algoritmo polinomial
para um caso particular do PCVG.
Finalmente, considere o PCVB (Problema do Caixeiro Viajan-

te Balanceado) gque consiste em determinar uma rota do caixeiro

cuja diferenga entre o maior arco e o menor arco € minima. Assim,
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o PCV, o PCVG e o PCVB possuem O nesmo conjunto de solugoes via-
veis (isto &, rotas do caixeiro). Para determinar o valor de
uma rota do caixeiro, considera-se o comprimento dos arcos da
rota; no PCV, o valor da rota & a soma destes comprimentos, e no

PCVG o valor da rota & o maior destes comprimentos, e no PCVB o

valor da rota é a diferenga entre o maior e o menor comprimento.



APENDICE I.

DEFINICOES

G = (N;AI € um grafo se N & um Conjunto finito nao-va-
ziode n nos e A & um conjunto finito nao-vazio de m 4£4-
nhas (pares de nds distintos). o

Uma aresta & um par néo—ordenad;'(i;j) de nds distintos.

Um arco & um par ordenado (i,j) de nBS'distihtos; (i,3
sao a cauda e a cabega do arco, respectivamente)

Um grafo G = (N,A) & nao-orientads se N & um conjunto
de nds e A & um conjunto de axrestas. ‘

Um grafo G = (N,A) & ordentado se N & um conjunto de
nos e A & um conjunto de andaé. - -

Um grafo G = (N,A) € compﬁeto §g1cada'par de nbOs & uh;
do por uma linha (aresta ou arco). )

Um grafo G = (N,A) & um Aubg&aﬁo de um grafo G = (N,A)
se NCN eACA,

Um nd i de G & .iso0fado se nao existe nenhuma linha
(aresta ou arco) incidente com ele,

Dois nbs sao adjacentes se existe uma linha (aresta ou
arco) unindo-os.

PCC - Problema do Carteiro Chinés

PCV — Problema do Caixeiro Viajante

PCV sdmétrico se G € um grafo ndo-orientado

PCV  assimetrico se G & um grafo orientado

Dado um grafo G = (N,Al, considere uma sequéncia £inita

i i ; i i i a O de
P = Cil'%l'12'£2'.."1q—1'2q“l'lq) onde 11,...,1q sao nos



117

Ge cada-ﬂj & uma linha de G gque une os nds ij,i para

j+l

-] = l;qoc;q—lu

P & um caminho conectando il'iq se il,...,iq S30 nds

distintos.
P & uma cadeia conectando il'iq se il""’iq sao nds

distintos e cada £. & um arco de i, ara 1i.
* j e 5 P j+1

P & um ciclo se P & um caminho com il = i,

q

P & um circuito se P & uma cadeia com il = iq.

P & uma no?a se i, = 1q‘

P & uma rota do calxeirc se iy =iy .e {11,12,...,1q}= N

P €& uma hrofa hamiftoniana se i, = lq’ {11,12,...,1q} = N
e q=n.

P & uma subrota se iy = i, e {11,12,...,1q} S N.

P & uma 4rofa do carfedro se - il = iq.{zl,zz,...,zq_l} = A
e g-1 > m. ' '

P & uma rota eculeriana se i, = iq,{£1,22,...,£q_l} = A
e q—1_= m.

G € um gnrafo hamilioniano se possui uma rota hamiltoniana.

G é.um grajo euleriano se possui uma rota euleriana.

G = (N,A,C) & uma rede se (N,A) & um grafo e C = (cij) é
a matriz de distancia em G.

gr(i) denota o ghau d¢ né i de G, isto &, o nimero de

linhas de G incidentes com i,

-

gr+(i) denota o grau externo do no i de G, isto &, o

namero de arcos de G incidentes de i.
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gr (R] denota o grau {nterng do né L de G, isto &, o ni
mero de arcos de G iIncidentes em 1.

(N,A,Cl & uma zede par se gr(il & par para todo i

G:
de G.
G = (N,A,C) € uma aede 4£m€£¢£ca se gr+(i) = gr (i) para

todo 1 de G.

G = (N,A,C) & uma rede conectada se cada par de nds =

unido por um caminho.

-

G = (N,A,C) & uma nede fortemente cenectada se para cada

par de nds 1i,j existe uma cadeia de i a j. e uma cadeia

de 3 ai. \



APENDICE II

RESULTADOS COMPUTACICNAIS

Foli feita uma implementagao do método do tipo Particionar

Limitar'para resolver o PCV assimétrico utilizando FORTRAN-10 no

computador DEC-10 da UNICAMP.

i)

ii)

iii)

te conm

a)

b)

c)

d)

0 método utiliza:

procedimento de limitagao-algoritmo de Cobertura Simétri-

ca apresentado no Capitulo 7;
procedimento de partic3o-orientado para corte;

disciplina - LIFO

0 programa fol executado para redes geradas aleatoriamen-

as seguintes caracteristicas:

redes orientadas com 20 nbés, 100 arcos e custos - variando

em [ 0,10] - foram obtidos tempos de cpu de 1,51 a 116,78s.

redes orientadas com 20 nds, 100 arcos e custos variando

em [0,100]- foram obtidos tempos de cpu de 1,35s a 119, 14s.

redes orientadas com 20 nds, 100 arcos e custos variando em

[0,1000] - foram obtidos tempos de cpu de 1,49s a 109,50s.

redes orientadas com 20 nds, 100 arcos e custos variando em

{-10,10] - foram obtidos tempos de cpu de 1,03s a 8,94s.



e)

f)

g)

h)

i)

a)
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redes orientadas com 10 nds, 50 arcos e custos variando em

{0,100] - foram obtidos tempds de cpu de 0,55s a 6,795{

rede nao-orientada com 20 nds, 100 arestés (200 arcos) e

custos variando em [0,10]- tempo de cpu excedido.

rede nao-orientada com 20 nds, 50 arestas (100 arcos) e
custos variando em [ 0,10]- foi obtido tempo de  cpu de

1732,78s.

redes nao-orientadas com 10 nds, 25 arestas (50 arcos) e
custos variande em [0,100] - foram obtidos tempos de opu

de 8,525 a 26,38s.

redes nao-orientadas completas com 10 nds e 45 arestas (90
arcos) satisfazendo a desiguaidade triangular., Os nos fo-
ram aleatoriamente gerados em um quadrado com  vértices
(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)—foram obtidos tempos de Ccpu de

162,81s a 1029,066s.
Foram feitas as seguintes observagoes:

A transformagaoc de um PCV  simétrico (definido em rede
nao-orientada) em um PCV assimétrico (definido em rede
orientada) através da substituigao de cada aresta por dois

arcos com sentidos contridrios conduz a solugdes com um nii-

" mero muito grande de subrotas de comprimento 2. Isto impli

ca em um acréscimo muito grande no nlimerc de subproblemas



b)

c)

d)

e)
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gerados e no aumento do tempo de execugao do algoritmo.

Para 0s problemas geradoiem redes orientadas com 20 nds e

100 arcos, o maior niimero de subprcoblemas gerados foi 158,

dos quais 111 com valor da solugao nao-melhor do que o va-
lor da solugao corrente foram eliminados, 40 necessitaram
de aplicagao do procedimento de partigéo, e 7 apresentaram
como solugao uma rota do caixeiro; isto &, ocorreram 7 so-
lugoes correntes. O nfimero miximo de subproblemas na lista
foi 42 sendo gue a sblugéo Stima foi obtida na = resolugdo
do 1359 subproblema. Todos os 20 problemas-gerados eram via
vels e apenas 3 apresentaram uma rota hamiltoniana como so

lugao Stima.

O problema gerado em rede nao-orientada com 20 nés e 100
arestas (200 arcos) gerou mais de 5000 subproblemas e exce

deu o tempo limite de execugao.

Para o problema gerado em rede nao-orientada com 20 nés e
50 arestas (100 arcos) foram gerados 2897 subproblema, dos
quais 2 invidveis, 2416 eliminados, 468 particionados e
apenas 13 com novas solugbes coxrentes. 0 nimerc miximo de

subproblemas na lista foi 32, e a solucdo 6tima foi obtida

na resolugao do 17339 subproblema.

0 procedimento de limitagao do PCV assimétrico ‘em cobertu-
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tura simétrica produziu limitantes inferiores com valores

variando de 67% a 100% da solugdo Stima.

f) Comparando os 5 problemas gerados em redes orientadas com

10 nds e 50 arcos com 0s 5 problemas gerados em redes nao-

orientadag com 10 nds e 25 arestas (50 arcos) e com oOs

5

probleras gerados em redes cdmpletas com 10 nds e 45 ares-

tags {90 arcos) obhservou-se:

rede orientada nao-orientada

completa

tempo de cpu 0,38 a6,79 8,52 a 26,38 162,31 a 1029,66s
n® subproblemas gerados 1 a3 42 a 193 852 a 6309

n® méx. subpr. na lista | 1 al3 11 a 17 45 a 49

n9 problemas viaveis 3em 5 5em.5 S5em 5

ne rotas Otimas hamiltonianas. 1 em 3 0 em 5 5 em 5
valor rota otima 184 a 249 251 a 328 27 a 36

taxa 1% é.olug%o/sol.étima 0,97a1,00 0,67a 0,94 0,75a0,92
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