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CAPITULO I

A CONVERGENCIA LOCAL E Q-SUPERLINEAR DOS METODOS QUASE-~NEWTON

1) INTRODUCAO

Neste caplitulo damos uma sintese dos principais re-

sultados de convergéencia dos métodos Quase-Newton.

Introduzida por Broyden (1965), esta familia de algo
ritmos tem por finalidade solucionar sistemas de equagoes nao-1i
neares; i.e., dado £f:R">R" diferencidvel encontrar um vetor -

n

x* & R tal que f(x*) = 0.

Broyden [3] propds uma modificagdo no Método de New-
ton, substituindo f'(x) por uma aproximacao B. Este algoritmo
& conhecido como Método Quase-Newton cuja iteraci3o na sua forma

-. = - —1
geral e: X X kkBk f(xk) (1.1).

k+1
0 parametro A € determinado de tal forma gue os
resfduos provocados pela seguéncia {Bk_l} seja reduzido e a con

vergéncia obtida mais rapidamente.

Particularmente, em problemas de minimizagaoc o esca-
lar Ak muitas vezes e computado para aproximar-se de AE ; O Va
lor que minimiza f(xk--tHk ka), com t maior que zero e onde F

& o gradiente de um funcional nao-linear f.

Quando i, = l; a cada iteragao, o método & conheci

do como "Método Perfeito", que se caracteriza pela sua "termina-
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¢ao quadratica"; i.e., quando um algoritmo & aplicado a um funcio
nal quadratico e convexo, a solugao "exata" & obtida apds um nime

ro finito de passos.

Outra familia de algoritmos, onde A, = 1 para todo

passo k sao conhecidos como "Métodos de Predicao-Direta".

2) APRESENTACAQ DOS ALGORITMOS

Considere f : R® - R* onde R® & o espage real, li-

near n-dimensional.

. - n
0 nosso objetivo e encontrar um vetor x* € D C R

tal que f£(x*) = 0.

A primeira classe de algoritmos que analisaremos sao
os métodos adaptados de posto um., Nestes métodos as fSrmulas de

iteragao sao

-1
Xeel T X "B T OE(x) (2.1)

onde By €& obtida adicionando-se uma matriz de posto um & matriz

k-1"
Precisamente, a sequencia By &
T
Ck
Brep = Byt vy - Bysy) ST _ (2.2)
°k %k
onde Sy = Axk = Xy T X {2.3)

Yy = &fk = f(xk+l)'-f(xk) {(2.4)
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Do ponto de vista computacional & conveniente traba-

lharmos com H, = Bk_l, a qual pode ser obtida aplicando a f&rmu
la de Sherman-Morrison [8] a (2.2). Assim
a,
Hk'l'l = Hk + (Sk- Hk Yk) :iT—;— (2.5)
k k
e dk = Hﬁjck. Entretanto, para estudos tedricos de algoritmos,

é preferivel usar (2.2} ao invés de (2.5).

Quando estivermos tratando de um algoritmo especifi
co, o valor de c, ou d, serd determinado, o que nao € necessario
para nosso atual propdsito. Aqui os Bk+l € U(xk, Bk) onde
U: R L(R™) » P{L(RM)} & uma fungdo atualizadora, L(R™) deno

ta o conjunto das matrizes reais (nxn) e P{L(Rn)} o conjunto

de todos os subespagos nao-vazios de L(R").

- T .
Considere B = B + (Y - Bs) J%_ , entao (2.1) e
c's

(2.2} podem ser escritas como

x = x, = Bml f(xk)

com B € U(xk; Bk) e U(x,B) = {B : cTs # 0}.

k+1
Neste caso, s =X-x e y = f(X)~£f(x), onde

X = x-B YE(x).

Para uma melhor visualizagao, consideremos o primei

ro metodo de Broyden (1965) onde c = s e d = HTs. Neste caso

a fungao atualizadora U é dada por
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T
U(x,B) = {B: s # 0} onde B = B+{y-Bs) -ST
s s

Note que U como definido acima nao leva em conta os erros de arre

dondamento. Considerando este item, U € definido da forma
U(x,B) = (B+E : [E} < fsl]: s # 0} .

Nossa atengao estara voltada também a outros algorit
mos atualizados de posto-um como o sequndo Método de Broyden -
{c = BTy, d=1y), o Método de Pearson (1969} (c=vy, d==HTy) e o
M&todo de McCormick (Pearson 1969) (c=B's, d=s), definindo em

cada caso, uma fungao atualizadora.
McCormick e Pearson sao métodos implementados comu-
mente na forma xk+l = xk-(BgHul f(xk), onde Bk+1 & U(xk, Bk)

originando neste caso a propriedade da terminagao quadratica para

certos casos.

DEFINIGEO 1l: Uma sequéencia {xk} converge para um vetor x* (Q-su
perlinearmente se existe uma segquencia real {ak} convergindo pa

ra zero e |k, ;- x*| < o llx, -x*l{: k>0,

DEFINICAO 2: Dizemos gue {xk} converge para X* R-superlinear -

mente, se o limite |l - x*Hljk'z 0.
k+w

Observe que Q-superlinear implica em R-superlinear
mag nao valendo a reciproca.

K-+

De fato, como o >0, &M : 0 «cM< 1 e um ko

k
tal que ¥k > ky . |a ] <M.
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k k Kk+=

- x¥| < Mx gy~ x*|] e M >0 im

ﬂ/k

como ka+l

quando X + o« .

plica que x  ,=-x*| >0 => ka— X* |

k+1
Serd mostrado adiante que todos os métodos citados
acima, possuem convergéncia local e Q-superlinear. Por exemplo,se

os B € U(x) ,By} sao as aproximagoes de Broyden ou Pearson -

k+1
com adaptagaes de posto-um, uma iteragao do tipo

- - _ T1-1
Xp 41 = xk [thk+-(l tk) Bk ] f(xk)
possul convergéncia local e superlinear desde que f'(x*) seja si

métrica e positiva definida.

pPosteriormente David Gay [6] nos mostrou que tais -
restrigdes naoc sao necessarias para os métodos de Broyden como ve

remos no proximo capitulo.

%w Finalmente, como estamos interessados em teoremas de
convergéncia local, as fungoes adaptadas necessitam apenas serem
definidas numa vizinhanga de (x*, F'(x*)_l). Entretanto, o pri-
meiro método de Broyden estad definido somente para um B & L(Rn)

nao-singular e um vetor x no dominio de f, para o gual
- gL "
s = -B f(x) #0 e X = xX+8
situa-se no dominio de f. Assim & necessario mostrar que existe

uma vizinhanga de (x*, £ (x*)" 1) onde U esteja definida.

Felizmente o problema é simples, desde que as hiplte
ses sobre f garantem que existe uma vizinhanga N de (x*, f'(x*fd)
tal que, (x,B) € N => B & ndo-singular, x e x situam-se no domi

nio de f e s = 0 <=> x = x*. Portanto, U pode ser definida arbi
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trariamente para x ¥ x* onde, se x = x%* o algoritme para.

Definimos uma fungao U conveniente (Veja Teor. 3.2),

U({x*,B}) = {f'(x*)} para algum B < L(Rn) com (x*,B) € N.

Como para o método de Broyden existem aplicagbes se

melhantes para os outros algoritmos.

Observe gue, quando falamos numa vizinhanca de (x¥*,
F'(x*)), provamos que de fato ela existe e supomos a fungao U de

finida nesta vizinhanga.

Outra classe de algoritmos analisados sao os métodos
atualizados de posto-dois, sendo mais comumente aplicados aos me-

todos de Pearson e McCormick para minimizar funcbes f : R® > R,

Neste caso, sao aplicados para F(x)= vf(x). Se F' &
continua, entao o Hesslano F'(x) & necessariamente simétrico e
por esta razao as matrizes adaptadas nos métodos de posto-dois

sao escolhidas simétricas.

Ainda neste capitulo estudaremos estes métodos de
posto~dois.
Consideramos B € L(R"™), facamos 80 =5, Atuali
ZAmOSs B(O) pela formula (2.2) e teremos
T
glt) _ g(0) (y—B(O)s) %
c's
A matriz B pode nao ser simétrica; assim facamos

T
5 (1) _ [ﬁ(l) . [g(l}] J/z
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L pode nao satisfazer as equagdes -

Entretanto, B(
quase-Newton, se repetirmos o processo, € necessdrio que a sequén
cia {B(k)} tenha limite

= (y—Bs)cT-+c(y-Bs}T - sT(y-Bs)ccT

B =B+ {(2.7)
T T .2
c's {c"s)

Modificando (2.7), como visto por Powell (1970) para
o case particular ¢ = s, Dennis (1972) calculou ¢ caso geral -
conclulndo ser este processo obtido de (2.5) modificado, cheéando
a

(s—Hy)d~ +d(s-Hy) * _ Y (s-Hy)da® (2.8)
dTy (dTY) ‘

H=H+

Note que (2.7) e (2.8) englobam varios metodos e que
geralmente BH # I, sempre que BH =1I e d = HTc de forma que

(2.5) e (2.7) sofram as mesmas modificagaes.

Para ¢ = s vresulta no Powell Simétrico, no algorit
mo de Broyden (Powell 1970), e ¢ =y corresponde ac algoritmo
DFP (Davidon - Fletcher - Powell) [4], d =y em (2.8) obtemos
um dos métodos de Greenstadt (1970), embora ndao o comumente asso
ciado ao seu nome, d = s resulta no algoritmo BFGS ( Broyden ,
Fletcher {1970), Goldfarb (1970), Shanno (1870) ).

Fica como observagao que o subespago E-!-%_,'—"-!'-)——d:i.men -

sional de L(Rn) consiste na familia de todas as matrizes simetri
cas de L{Rn). Assim gquande nos referirmos a uma vizinhancga de

£'(x*) ou de £'(x*)"1, serd vizinhanga com respeito a este sub
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espago de L(R™) .

3) ALGUNS RESULTADOS DE CONVERGENCIA

Apresentamos nesta secgao, alguns teoremas de conver
géncia local aplicados aos métodos considerados na secgao ante-

rior.

Nesta secgdo sempre que nos referirmos a fungao f es

n

taremos admitindo f : R® + R© diferenciavel em D C R" .

LEMA 3.1: Seja f : R™ » R®

Vamos supor gue para um x* € D e r » 0
I£' (x)-£' (x*)|] < k|x-x*]|¥ k>0 (3.1)
Ent3o para cada y e z em D
gy - £2-£" (x*) (y-2)}| < k mix (ly-x*f", [|Jz-x4f) lly-2z]|  (3.2)

Além disso se f'(x*) & nao singular existe ¢ > 0
e p >0 tal que max {|y=x*||, |[z-x*|]} < = implica que

vyez € D e

(2) Iy-zll < dey-fz] < o ly-z] (3.3)

DEMONSTRAGAO: Para mostrar (3.2) considere um vetor x* €D .

Vamos definir a aplicagaoc G : D C R? » RP dife-

2z + fe=f'(x*)z

renciavel em D.
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Afirmo que ¥x,y €D

Ify-£x|| <  sup JE'(x+tly-x)| {x-yl| (%)
O0<t<l

De fato, se M = sup |E'(x+t{y-x)|| < = , we > 0
O0<t<l

e S o conjunto dos t € [0,1] satisfazendo
€ (x+t(y=x) x| < Mt [ly-x]| + et fy-x|| (*%)

Naturalmente 0 € S, assim y = sup t estd bem de
t<Ss
finido e da continuidade de £(x+t(y-x)) em relagiao a t, temos:

€ (x4y (y-x))-£x|] < My [y=x||+ey [|[y-®]  (**%)

Como ¢ @ arbitrdrio, resta-nos mostrar que (*%*) va

le somente para y=1 .
Suponhamos que y<l, como existe f'em x+vy(y-x) podemos

tomar um B8 € (y,1} tal que:
l€ (x+8 (y=%)) - £(x+y (y-x) - £' (x+y (y-x)) (B-v) (y=x)|| < ¢ (8-y¥)[y-x||
Portanto,
£ (x+8 (y=%)) = E(x+y (y=x)| < M(8-v) lly=x}|+ e (B=v) [ly=x||
Mas por (***) temos
[ (x+8(y-x))-£(x)] < (My+ey) |ly-x[|+{M+e) (8+y) fly=x|| = (M+e) 8 fy~x]

Isto &, (**) vale para 1l<gecy , contradicao com

a definigao de vy .
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Assim, |lfy-fx|| < sup [If' (x+t{y-x)|| |x-y|
O<t<l
Da definigao de G, temos G'(z) = f'(z)-f'(x*), por

tanto (*) nos da

fcty)=G(z)|| < sup [i6" (z+t(y-2))]| |ly~z] ou
O<txl

hey-£2-£7 (x) (y-2)|] < sup [if' (z+t(y-2))~£' (x*)|] |ly-z|]
O<t<l

Em particular para t=0 e t=1 e hipdtese do Le

ma temos
lEy-£2-£* () (y=t3]] < k mAx {flz=x|", Jy-x | lly=z]

provando (3.2}.

(3.3) @ uma consequencia imediata da continuidade e

nao-singularidade de f' em x¥*

NOTA: Utilizamos uma norma matricial ||.||M e uma norma vetorial
||.]}], entretanto como as normas num espago vetorial finito
sao equivalentes existe uma constante n > 0, tal que
1ol < nlal, -

TEOREMA 3.2: Considere f : R + R" .

Suponha. que para algum x* €D e p > 0, a desi
gualdade (3.1) & verdadeira, f(x*) = 0 e £'(x*) nao singu-

lar.

Defina U : R® x L(R™) + P{L(R™}, com dominio numa



vizinhanga N = Nl X N2 de (x*, £'(x*)) onde Nl D

contém sd matrizes nao-singulares.

e
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N,

Se existem constantes a;, a, > 0 tais que ¥ (x,B)

em N e X = x-B Tfx, a funcao U satisfaz
[B-£' (x)lly, < [1+eg mdx (fR-x*Py] JB-£tGxn) |y +

+ ay max ([-x*|F, k-x*|"}; vB € vix,B)

(3.5)

Entdc para tode r € (0,1}, existem constantes posi

tivas e{r) e «v(r) tais que para Iho-x*u < g(r),

Bo=£' (x*) [y < v(r) e todo By,

= w -p 1 =
X1 T ¥ Bk f(xk) esta bem definida e converge para x* .

Além disso,
P y=x* | < rlke=x*l ¥k > 0

e {[By[l}, {”B;llﬂ sac uniformemente limitadas.

DEMONSTRACAQ: Tome r € (0,1)

Considere o conjunto dos y tais que y > [£'(x*)"

Escolha y(r) =y, e{r) = ¢ tal que

P

[; ay § + uz] lirp < &

e para n definido em (3.4);

y(l—r)[k e+ 2n6] < r

€ U(xy /By ) s a sequencia

(3.6)

1
I

{3.7)

(3.8)
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vamos restringir £ e vy tais que (x,B) €N e

[B-£* (x*)[}, < 286 e [k-x*|| < ¢
Seja HBO-f'(x*)HM < § e ”xo-x*H < e, isto impli

ca que imo-f'(x*)u < né < 258 e por (3.8) temos
2y{l-r)nsd < r (3.9)

ainda ”Balﬂ < (l+r)y (pelo Lema de Perturbagdo (Ba-

nach), ver Ortega e Rheinbolt, 1970, pag. 45) .

0 Lema 3,1 nos da:
”xlﬂx*H < HBBIH [”f(xo)—f(x*)-f'(x*)(xo—x*)H+“B0+f'(x*)H .

onﬂx*ﬂ < y(l4r) [ﬁsp+2n6] “xo-x*H .
Por (3.8) segue-se gue:
[P —
portanto “xl~x*u <e e x, €D.

Completaremos a demonstragao por indugao; assumimos

que |Bk-f'(x*)HM = 28 e kg qmx*fo< r|hk—x*" para
k=290,1,...,m-1 e provaremos para kK = m.
De (3.5) temos gue:
P_kP P_kp
By 41 —E" (x*)) - B, -£* (x*) Iy < Zajde r Hoge

para k = 0,1,...,m-1l, Assim
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1 -y | [
|]Bm—f (x*)[y = ||B0 £'(x*) + [Zalﬁ +a2] -

e por (3.7)

lo£* )l < 26

Resta-nos mostrar que |[k__ =x*| < r”xm—x*ﬂ. . Mas
isto segue de um argumento semelhante ao utilizado para m = 1.
De fato, desde que (B -f'(x*)]| < 2n8, o lema de Banach e (3.9)

implicam que lm;l” < (l-r}y, i.e., que {HB;IH} e {[B I} sdo

uniformemente unificados.
Pelo Lema 3.1

-1

-x*o< By

I 01 I [l G = G0y = Gem) (xmxm) |

+ 1B ] el < ven) [kePezng] hear]

Portanto

Fegpy=x* 1l < rlxg-x*|  cqds .

O teorema 3.2 mostra resultados de convergéncia da
iteragao (2.1), mas nao di uma estimativa do seu raio de conver-

géncia, mostrado no seguinte corolario.

COROLARIO 3.3: Supondo satisfeitas as hipSteses do teorema 3.2 e
além disso se alguma subsequéncia de {|B, —£* (x*} ||y} converge pa

ra zero, entao {xk} converge Q-superlinearmente para x%.
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- "xk'l'l-x* ”
DEMONSTRACAQ: Devemos mostrar gque lim ——————— = 0 ,
R*e "xk-x* "

Seja r € (0,1) .
Pelo teorema 3.2 existem numeros ¢{xr) e 8(r)} tais

que se HBO—f'(x*)HM < §(r) e on-x*l|< ¢ (r) entdo

b, mx*] < rhe-x*ll V>0 .

Além disso, pela hipdotese do corolidrio, existe m>0

tal que |Em#f’(x*)H < §(r) e me-x*H < g{r) .

Teor. 3.2

=

ka+1~x*u < r”xk—x*” vk>m e ¥r€(0,1) cqd// .

O corcldrio acima mostra que & necessaria a existén
cia de uma subsequéncia de {|B -f'(x*)|,} convergindo para zero

para se obter uma convergencia Q-superlinear de {xk} .

De fato, recordemos que a iteragao {2.1) satisfaz a

equagao (3.5) para @) = a, =0, isto e,

By yy€ 0l < B ol k2o

mas obtendo em geral uma convergeéncia apenas linear para {xk} .

Tomando Hk = B;l, obtemos um resultadc analogo ao

do tecrema 3.2.

TEOREMA 3.4: Seja f : R' » R® satisfazendo as hipdteses do teo

rema 3.2.

vamos definir G : R™ x L(Rn) “* P{L(Rn)} numa vizi
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nhanca N = Nl x N, de (x*, f'(x*)_l) onde Ny G » B

Se existem constantes nao negativas £, e &, tais

que para ¥(x,B) €N e X = x-HE(x), a funcao G satisfaz:

1
lhy +

ol "

Beg e Ty o [1eey maxd frexx P, e P [Bogt o0

¢ gy max( [xt P, xx*F}] ¥ B € cix,m) (3.10)

Entaoc, ¥r € (0,1) existem constantes egl{r) = 0 e

y{r) > 0 tais que uxo—x*u < e(x), HHO—f'(x*)_lnM < &(r) e
VH ., E G(xk'Hk)' a sequencia X ., = xk"ka(xk) esta bem defj

nida e converge para x*

Aléem disso,
e py=x*l < Tlx-x*| ¥k >0 (3.11)

e ([t e {HHEIH} sac uniformemente limitadas.

DEMONSTRAGAO: Considere r € (0,1); o > |[£'(x*)]| e o conjunto

dos v: vy > JIE'(x*) "}

Escolha 6(r) = &8 e ef{r) = ¢, tais que:
EP
[2516 + 52] TP < 8 (3.12)
-

e para n dado em (3.4)

206n + (y+2n8) ket < r (3.13)

Além disso, impomos que ¢ € 6§ atendam a condigao
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HH-f'(x*)ﬁl"M <28 e |x-x*|| < e para (x,H) € N.
Assim, se |x,-x*[ < ¢ e HHO—f'(x*)“lﬁM <85 =

=> HHO—f‘(x*)ul|& < nd < 2nd e como (3.12) esta satisfeita,

AR < r (3.14)

Pelo teorema de Banach: HHSlH <« 2
i-r

Portanto ;

xl—x* = -Ho[f(xo)—f(x*)—f'(x*)(xo-x*)} + [I+H0f'(x*)](xo-x*)

e pelo lema 3.1

ep=xrll < gl ke + 206n "x0~x*u]

Mas
' -1 ' -1
Holl < [Hy=£* (x*) Ty + £ x*) 7l < 208 + v
{3.13)
=> xy=x*| < rllkgex*] < e e x) €D

Assumindo que HHk—f'(x*)"l[h < 2§ e ka+l—x*u <
< r“xk-x*ﬂ para k = 0,1,...,m-1, vamos mostrar que a desigual
dade vale para k =m .

De {3.10) temos

-1 -1 P_kP P_kP
”H]{.pl_fl (x*} “M - "Hk“fl {x*) ”M = 25165 r + 529 r
i.é.f
f1H_-£°( *)—1“ e —£° *)_ln +[2g 8+ *———EP
m - ¥ M o™t ¥ w *[2618%E5) .-

e em virtude de (3.12)
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~1
Il _-£t e T, < 26
e de modo semelhante ao caso m = 1
’ -1 -1
oo < o2me e M < 1%

pelo lema de Banach e por (3.14).

Com isto mostramos que {"H;l”} é uniformemente li-

mitada.

Pelo Lema 3.1

P
L P | U e T

e |l < Je =fr o THIE e T < 2n8 4y =>

{HHmH} é também uniformemente limitada e
b -xtl < cle el cad

COROLARIO 3.5: 8Se as hipdteses do teorema 3.4 estao satisfeitas
e se existe uma sequéncia de {”Hm-f'(x*)'l|&} convergindo para

zero, entio {xk} converge (Q-superlinearmente para x¥*.

DEMONSTRAGAO: Semelhante 3 demonstragac do Corolario 3.3.

4) 0OS METODOS DE POSTO-UM

Mostraremos nesta secgao que as hipdteses do teorema
3.2 ou 3.4 vistos anteriormente, sao satisfeitas nos métodos de

posto—um.
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De principio necessitamos dos seguintes resultados

abaixo:

LEMA 4.1: Dade B € L(Rn) e 0S8 vetores vy, Cc e s € R™ com

cTs # 0, definimos

T
B = B + iX:E%l_Q_ (4.1)

c S

Ent3o para todo A € L(R™ temos gue :

_ -1 T ) T
E = E I—-E——§é§91~ + My A;)(MC) (4.2)
C s cC s

onde E = M(ﬁ—A)M e E = M{(B-A}M .
Considerando A = f'(x*) em (4.2) e .| uma norma
matricial, vamos definir uma outra norma |.|}, pela relagao

ol = Imomj .
A igualdade (4.2) mostra que Hﬁ—f'(x*)ﬂM se rela-
ciona com HB-f'{x*)HM .

Para mostrar que esta relagao satisfaz a c¢ondigao

(3.5) do teorema 3.2, vamos escrever a Condigao (4.2) como

M“ls(M-ls)T + B Mﬂls(M_ls-Mc)T

CTS CTS

E = E|I- +

M(y-As) (Mc) ¥

T
¢c's

+

(4.3}

LEMA 4.2: Seja M ¢ L(Rn) uma matriz simetrica, nao-singular
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tal gque
Me-Ms| < M ls] (4.4)
para algum B8 € [0, 1/3] e ¢c,s vetores de R® com s # 0.

Entao:

T

a) (1-g) M Is? < <&Ts < (14p) M71s?

!

b) ¥ E nao~nulo em L(Rn)

E[I- (M-ls)(M-ls)T]

T
c s

L < Vi-a0® |,

(.| € a norma de frobenius).

c}

. [\/1-,,92; (1-8)"1 1%@ e

E[I—M_ls(Mc)T}

cTs F s ||
onde - 1728 ¢
© =2 1378, 1 (4.5)
=]
: -1
5 = —IEM fﬂ € o, 1] (4.6)
IElz I “s|
T
d) {y=-2as) {Mc) < 2i|y-As
T - ~1
c's v s |
DEMONSTRAGCAO:

solugio a) Note que c's = (Mc) (M Ls) = (Mc-M ts)Tmls + M2s |2
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e pela desigualdade de Cauchy-Shwartz e Condicao (4.4):

hme-w"ts) T s < s rs 2, (M
Assim
lcTs| < Joto-m e T sl + M is 1P < slMis |2 4 uTs P =
= (1+8) M sif?
P e T A ]

= (1-8) ju Lsj?

Portanto ;

“2 T

(L-8) I]M_ls < ¢'s < (l'*fi)\ll‘l“lSH2

Solucio b) Note que o item (a) implica cis > 0. Como "Qﬂ% é

o trago de (QTQ), através de calculos diretos {ou pelo lema 4 ,

(Broyden 1970)), temos:

“E [I—uvT] ng = B - 29" Eu + fEul® fvii?
isto é r
(M 1s) i 1s) T : 2 T -1 .2, [EM is|?
E |1~ T HE”F'+("2C s+ M “s i) T 2
c's F {c"s)

e em virtude do item {a)

2
-1 -1_,T
E {I— {M s)éM s) )1}
c's

-1 W2
< “Eug _ (l_;..zsﬂ) “EMTSSH <

F
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12\ ERETR R,
2 ”EM s” - 2 F
”E”F -« -1 = ”E "F =a -1
M 1s| IElL s

Portanto :

g lro Mls) it T

< el V1-ee?

T
c s

Solucao ¢) Para provar (c) basta utilizarmos o item (b) e mos-

trar que :

E l:M_ls (Mﬂls—~Mc) T:|

T

c's HM_lsH

_ Y |
L < (1-8) 1 (|Me-M “s|| Il

Mas

"M_ls(M‘ls-Mc)T
cTs

CTS

L _ s M ts-me|

e o resultado seque de (a).

Solucio d}: Temos

T
{y-As) (Mc) | = ly=as || |Mc|| < ly-2as || mMc—M_ls”+"M_lsI)
cTs P cls B cTg

e em virtude de (4.4)

(y—As)(Mc)T

T
C s

< (1+8) ly-ns|

F
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Usando o fato de 1+8 < 2{(1-8) e o item (a)

T 2ﬂx5%§ﬂ' cad /
sl

(y-As) (Mc) T
cC 85

OBSERVAGCOES:

i) Para aplicar os resultados acima, assumimos dque f: R » R

satisfaz as hipoteses do lema 3.1 e que f{x*) = 0 .

ii) Considere agora a adaptagao feita em (4.4), onde o vetor ¢ &
escolhido de tal forma gue, para V¥(x,B) € N', vizinhanga de -

(x*,£' (x*))

-1
IMe-m 7s|| up NslP . comuyz 0, (4.

-1 =
liM” " s ||

s #0 e M & uma matriz simétrica, nao-singular L(R")

iii) A viziphanga N' = Nj XN, onde Nj CD e N) contém so-

mente matrizes nao-singulares de forma que o vetor s = —B_lf(x)

estld bem definido.

iv) Nos lemas 4.1 e 4.2, tomo A = f£'(x) e uso a norma {loll, =

= “MQM“F -

v) Seja E = M[B-f'(x*)]M na parte (c) e (d) do lema 4.2,

Assim, se ulﬂsnp <1l/3, s#0 e B ¢# f£'(x*) entao:

nﬁ-f'(x*nlM < [;Vl—aez +(1~B)“1pl usnp] "Bmf'(x*)|& +
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2|mll fly-£° (x*)s |

M s ]

onde
IM[B-£ (x*)]s |

| (B2 cx*] I, It

vi} Existe (x,B) € N' tal que
IIsll < 2 maxt|k-x*||, [lx-x*|]}
e se x € D, pelo lema 3.1 temos

y-£' (x*)s]| < Xk mdx {[R-x*|F, |x-x*|F} |s]

| &

Portanto ,

B-£r 0l < [Vl—a92+al mdx{ [k-x*|F, Jx-x*|F} [B-£* (x%) lhy *
+ ay max {fr-x* |, [lx-x*|F) (4.8)

onde a; = (1-g) "% Wy ¥ e a, = 2k|hﬂF se X €D .

TEOREMA 4.3: Considere f satisfazendo as hipdteses do teorema
3.2.

Se (4.7) vale para alguma constante My 2 0, uma ma
triz simétrica e nao-singular M € L(Rn) e todo (x,B} = N' .

Entao, a fungdo atualizadora U{x,B) = {B} onde

B = B + LX:EEL_EE
T

c B
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egtd bem definida numa vizinhanga N de (x*,f'(x*)) e a iteragao

correspondente
x = x_ - B_Y £(x,) (4.9)
k+1 k k k
e & - 3 -
com Bk+l U(xk, Bk) e localmente e Q-superlinearmente conver
gente em x* .
Alem disso, se f'(x*) & uma matriz simétrica, a

~ _ PR b §
mesma conclusao vale para X4 = xk (Bk) f(xk)

DEMONSTRAGAO:
Vamos definir N, = {BEL(R): [g° (x)7H) IB-£r (=1 § < 1/2). En
tao todo B € N, & nao-singular e HB-lu < 2Hf‘(x*)-ll| (pelo

2
lema de Perturbagaoc de Banach)

Considere agora e > 0 e p >0 como no lema 3.1

tais que
mix {[jx-x*|l, l|x-x*[} < e => a desigualdade (3.3) & verdadeira.
Em particular, se |lxx*||<ec¢ e BEN, =>x €D e

Ish = B2 el < 20l xm 7] xmx ]
(3.3)

Assim defino N, = {x € R%: l|x=x*|| < e/2 e

1
20 ' (x0T fxex* || < min ge/2, Gup MR

4,
Se N = (le.Nz) nN e (x,B) €N ( =z) a desigual

dade (4.4) & verdadeira para

B = 1/3 e x=x*jl < lisf + [x-x*]| < ¢
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Portanto x €D e por (3.3}, s =0 se, e s se ,

Mostramos assim que a fungao atualizadora associada
a iteragao (4.9) satisfaz as hipGteses do teorema 3.2.
Portanto a iteragac (4.9) & localmente convergente.

Observe que (4.8) pode ser escrita como

) 2 1 3
1By~ (x®lly < \/1-(3/8)6% B ~£' (x*) ||, + méx{ [, -x* | ,

Bl o B £ x*) [}y +a,] (4.10)
onde

B, ~£' (x*)]s, |
B, =" (x*) M TS ||

para Bk # £ (x*)

Se existe uma subseguéncia de {Bk} convergindo para
£f'{x*), o corolarioc 3.3 resolve o nosso problema agora, Ese nao
existe tal subsequéncia, isto &, {HBk—f'(x*)HM} tiver limite di
ferente de zero e como Vﬁ:i'i 1~(e/2), em virtude de (4.10) te-

moS

2 ] ' 1
(3/16)ek IBy=£' (x*)ly < B =£* (x*) Jhy = lIBy o -E* (x®) [, +

P
I

- P
+ mix {Ikk+l-x* , ka-x*ﬂ } [al [Bk—f'(x*)|h + oy,

Portanto

eﬁ [|Bk-f'(x*) ||M < 4o

z

k=1
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Mas {B -£'(x*)[},} € limitada e [|B -£'(x*) ||, > O,
¥ k. Assim :

1By -2 e sy |

lim (4.11)
k>t “Sk “
Alem disso Bksk = -f(xk) =>

=> [Bk-f'(x*)]sk“ > Hf(xk+l)” —Hf(xk+l)-f(xk)_ft(x*)SkH

Logo, de nxk+l-x*l| < |hk—x*H, concluimos por -

(3.2) que ,

) A I N Y

por (3.2}, (3.3) e pelo lema 3.1 .

Mas
N B B e B e e L I A N
decorre gque ,

I [B,-£" (x9)]s, |l

Isy |

-1 “xk.}.l—.x* “

(20) 7F R e -xx | (4.11a)

3~ ||

Assim, de (4.11) e (4.lla} obtemos

b -y K
pim P
S

_l - _
NOTA: A condicdo l%;:—lfﬁﬂ < iy maxCr-x* P, |kex* Py, @m &
=]

equivalente a desigualdade (4.7).
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Com efeito, seja N' vizinhanga de (x*, £'{x*)) defi

nida anterjiormente.

Para todo (x,b} € N'
sl < 2 max {|xk-x*], [lx~x*[}

Assim
vt - -
Mo-¥ “sl . |, s < Fymax (Jr-x*[F, [x-x* P}
"M lSE 1l 1

onde ;l = 2p; .

Mostramos que a condigac (4.7) => (4.7') .

A reclproca serd mostrada pelo seqguinte corolario:

COROLARIO 4.4: Se f: R™R" satisfaz as hipoteses do teorema 4.3

Entaoc o primeiro método de Broyden (c=s) & localmen-
te e Q-superlinearmente convergente em x*. Alem disso, se amatriz
f'(x*)-l for simétrica e positiva definida entao ¢ método de Pear
son (c=y) & também localmente e Q-superlinearmente convergente em

x*.

DEMONSTRAGAQ:: O resultado para o primeiro método de Broyden {(c=s}

é imediato pois tomando P=I (matriz Identidade) e u; =0, a con

digao (4.7) e, portanto, as hipdteses do teorema 4.3 estdc satis~

feitas.

Considere agora O caso c=y.

Por hipStese a matriz f£'(x*) 1 & simétrica e posi

tiva definida, isto implica que existe uma matriz naoc-singular ,
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simétrica P € L(R") tal que £'(x*) © = {p_l) ou que fYx*) =
-1
@™ hH?% .
Assim ,

1.~1

Py-P-ls = Py—PP_ P g = Py-Pf' (x*)s = P[y-f'(x*)s]

e para Xx €D

ley-p Ysl < Pl k max ([-x*[T, fx-x*|F} sl
pelo lema 3.1.

Como f'(x*) & inversivel, o lema 3.1 nos garante a

existencia de e > 0 e p > 0 tais que :

Se max {[x-x*||, |x-x*{]} < ¢

i

> (%) k-x{ < [E¢R)I-£(x)| <

< elkexil .,

Considere N; = {x € RO: |lx-x*] < e/, e 29Hf'bﬁ)”l"
[extll < e/} e Ny = (B €LY : JE en L] Bo£t (0 ) < 12
Entio N = N, X N, & uma vizinhanca de (x*, £'(x*))

e se (x,B) € N' => B & nao singular e HB-lH < 2"f'{x*)_ln {pelo
lema de Banach)

Ainda da condigao (*)

Isll = (87220 |l < 2 oY feeo || < 20 fx-x*] € (x%) T < e/2

= X &D.

*
E como ||B} |sll > Bs|l > (1/p) lx-x*| concluimos

gue
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max{ [x-x*[, [[x-x*[} < |sf+|x-x*] < [|sll+elBll sl = @+e[B] |s|
ou

max {[x-x*[¥, |[x-x*[*} < afs]F ¥ (x,B) € N’
e onde A = (l+pBJ) .

A demonstragao conclui-se do teorema 4.3. //

Dennis, {1971), demonstrou que os métodos de Broyden
sdo localmente convergentes com as condigoes do corolario 4.4 pa
ra r=1.

Este resultado foi por ele melhorade, com a conclusao
de que, se numa k-ésima iteragac conservarmos a mesma aproximagao

B, durante algumas iteragoes seguintes, a convergéncia local & ob

k
tida, embora possa ser somente linear.
Mostraremos agora resultados semelhantes aos do corola-

rio 4.4 para o segundo método de Broyden e para o método de McCor

mick.

TEQOREMA 4.5: Considere f satisfazendo as hipdteses do teorema
3.2.

Se para alguma constante A > 0, alguma matriz simétri
ca e nao-singular P & L(Rn) e todo (x,G) em N' vizinhanga de

(x*, f'(x*)"l) tivermos :

JITT..E;;”YJL < alylf ., y #0 (4.12)

Entao, a fungao atualizadora

U(x,G) = {G}
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onde

_ _ T
& = o 4 I87Gy) d° (4.13)
a'y
esta bem definida numa vizinhanga N de (x*, £ (x*) ™) e a iteragao

correspondente

_ _ k
Xee1 = *x ka(x ) (4.14)

€ localmente e Q-superlinearmente convergente em x*.
Além disso, se a matriz f'(x*) & simétrica, o mesmo

_ T
resultado vale para X401 = %y (Gk)f(xk).

DEMONSTRACEO: Considere N, = {GESL(R™): [£'(x*)| Hwa'(x*)_lH <

2
< 1/2}. Pelo lema de perturbagac de Banach, toda matriz G € N,
é ndo singular e |G| < v para alguma constante v.

Se tomarmos € > 0 e p > 0 como no lema 3.1 tais gue

max {{x-x*|l, |lx-x*|j} < ¢ isto implica que
(1/0) Ix-x|l < JE-£x)| < of|x-x|| (4.14a)

Para o caso em que |[x-x*|l<e e G €N, => x €D e

Islh < oGl lx-x*}i < ovlx-x*| .

Seja Ny = [x € R™: |x-x*| < min{e/2; e/(20V), onde
pe < (32) /Ty
Assim se N = {Nl>{N2) nnN' a {(x,G) €EN =»> x e x'

estao em D,

Pela condigac (4.14a) temos
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S lsl < Nyl < olls] (4.15)

e, em particular,

iyl < ree)™ < 173 (4.16)
Portanto y = 0 <=»> 5 = 0 <=> x = x* ,

Mostraremos agora que a matriz G de (4.13) satisfaz as
condicoes do teorema 3.4.

com efeito, fazendo G =B, y=s e d=c em (4.13)
obtemos a condigao (4.1).

Do lema 4.1 obtemos

T

= _ gl P lveaTl. p(s-ay) (pa)
- T T

d’y a’y
com AE€L(R™ e E=P(G-A)P e E = P(G~A)P

1

Fazendo A = f'(x*) e desde que (4.12) e (4.16) im-

plicam na veracidade da condigcao (4.4) para 8 = 1/3, segue-se

das partes (c} e (d) do Lema 4.12 e Condigao (4.12) gue

II—G-f'(x*)'lHM < [\/1--(3/8)92+(3/2M]Iyllr] IIG-f'(x*)’lIIM +

2Pl lls~£* (x*) "1v

+ (4.17)
[
onde
s o _lelemgreen Ty
fe-£* (x*) "L, Iy

Mas para ¥V x& Nl ’
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1

Jle-£* e Ty | < ket o0 TH mAx R (5, fx-x* T3 s

e por {(4.15), (4.16}) e (4.17) temos

[G-£* x0)™H ly < Vi-(3/8)0% [lo-£1 (1) Th + max( x|,

r -1
fix=x* ||} ElHG-f‘(x*) |&fu2] (4.18)
— r _ 2 Croxy —L
onde a; = (2/3)(20)°2 e @, = 20k jIP|1C |lE* (x*)
Assim as hipOteses do teorema 3.4 estao satisfeitas e
consequentemente a iteracdo {4.14) & localmente convergente em x*.
Para mostrar que (4.14) & Q-superlinearmente convergen

te, definimos:

I o, -£* ) "y,

e~ £ =) "1y BTy |

Temos dois casos a tratar.

Primeiro; se existe uma subsequéncia de {G,} convergin
do para f'(x*)"l entac pelo coroladrio 3.5 concluimos nossa de-
monstragao.

Caso contrario; como a segquéncia {"Gk-f'(x*)-lhm} pos

sul limite diferente de zero, da Condigéo {4.18) resulta que

s £ o0y, |

L einck—f'(x*)'lnM < 4w e lim 0
k=1 k++to ”yk ”
{4.19})
E da igualdade kak = ka(xk+l)+sk obtemos
{(4.1%a)

[Gk—f'(x*)-llyk = ka(xk+l)~f'(x*)'l[ik—f'(x*)sk]
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Assim O teorema 3.4 nos mostra que existe um v' > 0
tal que fp;lu <v' epor (4.19a), Lema 3.1 e de |[|x  ,-x*{ <

< lix—x*|| concluimos que :
-1 -1
It | < vt [leez e ™y e ke en T el gl
Desde que s, || > (1/0) |y, |, pela condigdo (4.19) e do

Lema 3.1 concluimos :

ke s, |
onde G, )| > (/o) Iy q=x*] e sl < 2x -x*]l .
Portanto,

Ikk+1_x*"

k-++o “xk—x*"

= 0 cqd 4/

OBSERVACAO: Note que as desigualdades,

o1
e Tyl g,y o (4.12)

-1
e “vil

-l -
lpa-p_“y|| % || 8| (4.121)

-1
e "yl

S

_o-1 - _
Ipa-p "y max{ [x-x* 5, [lx-x*[%} (4.12'")
-1
iyl

sao equivalentes pelo Lema 3.1 e Teorema 4.3, respectivamente.

COROLARIO 4.6: Se f : R" + R" satisfaz as hipoteses do Teorema
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4.5, entac o segundo método de Broyden (d=y) €& localmente e Q-su

perlinearmente convergente em x*,

2 simétrica

(D

Além disso, se a matriz Jacobiana f'(x¥*)
e positiva definida, entdc o método de McCormick (d=s) & também

localmente e Q-superlinearmente convergente em x¥*,

DEMONSTRAGAC: A prova € imediata pois no caso (d=y) basta tomar
mos P = I (matriz Identidade) e a condigac suficieﬂte {(4.12) es
tara satisfeita.

Para (d=s) como f'(x*) & simétrica e positiva definida,
existe uma matriz também simétrica e positiva definida P € L (R™M)
tal que f'(x*) = P? & assim P-ly—Ps = P-l[y-f'(x*)s].

Portanto pelo Lema 3.1, a Condigao (4.12") esta satis-

feita, completando a prova.

Analisaremos agora os métodos simétricos de Posto-um de

finidos para ¢ = y-B onde B & uma matriz simétrica.

ll’
Uma ressalva que fazemos de tais métodos, & gue sob de
terminadas condigOes, esses podem ndo satisfazer a condigao (4.7)

para toda vizinhanga N' de (x*,f'(x¥*)).

Com efeito, da igualdade ¢ = y-Bs obtemos ;

lpe-p"sli > [27ts| - o [B-£t (x)]s] - I [y-£ (x*)s] |

Isto e ;

T {ﬂP[Bﬁf.(x,}]P“+_tP[y-f-<x*)s1n L

B s |

L
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onde A pode ser escolhido tao pequeno quanto necessario.

Assim para uma determinada vizinhanga N, de (x*,f'(x*))

teremos

=1
lpe-p “s| 172 , ¥ (x,B) €N,

| 271s]

contradizendo a Condig@o (4.7) e implicando na nao-convergéncia
local dos métodos simétricos de posto-um.,

Considere o exemplo ;

£ o« R;2 + R2
X + X ¥ X € Rn
l+¢ 0
Para ¥ € € (0,1) considere HO = matriz
0 1-¢

simetrica e Xy = {e, (1+e)e/(l-e))T, o vetor inicial.

Assim, Sq = -Hof(xo) = = (1l+g) e(i) ede y ==s

-£ 0
d = s-Hy = 5
0 €
T T - , ~ -
Portanto d'y =d's = 0, isto &, a matriz H1 nao esta
definida.

Como X, € HO foram escolhidas arbitrariamente, isto im-

plica que os métodos simétricos de posto-um nio sdo localmente

convergentes neste caso.

S) A CONVERGENCIA DOS METODOS DE POSTO-DOIS

Neste tOpico enunciaremos resultados semelhantes aos da
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secgao anterior, mas para métodos de posto-dois.

LEMA 5.1: Considere as matrizes simetricas A, B e M € L(Rn) tais

que;

(y-Bs)c'+c(y-Bs)T _ sT(y-Bs)cc” (5.1)

T

B = B +
cos (cTs)2

onde y e ¢ estao em R® com cTs#O e T=M(B-A)M, T=M(B-A)M .

Se M é ainda nao-singular, teremos :

_ T _ T
7 = PTTP + M(y Ag)(Mc) + Mc (y %S) MP
c's c's

(5.2)

(M ts) ey T
CTS

onde P =1 -

Mostraremos que a Condicao (5.1) satisfaz as hipdteses
dc Teorema 3.2.

pe fato, temos que

-1 -1
pTref, < e d7BL _ RoM sl ypTyy
e sl
Como “PTTHF = ”TTPHF e T é matriz simétrica, pelo Le

ma 4.2 chegamos a desigualdade

-1
1%l < {\1mae? + (1-g) 7t M Sy

fu s F

o o _matsp

nde
° i, s

Portanto,
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T
- -A
My A;) {(Mc) < ||M |L_‘ ||z~ls ||
c”s P M s |

Fazendo T = I (matriz Identidade), a parte (c} do Lema

4,2 nos da :

v -] ym © 2 vE”

1P/l

| A

gque por conseguinte implica em

|(Mc)(y"As)TMP

CTS

< 4T |l Lezasl
. M Ls

LEMA 5.2: Considere as matrizes B, B de (5.1) e M matriz simé-
trica, nao-singular em L(Rn} tal gque a desigualdade (4.4) este
[

ja satisfeita para B € [0,1/3], ce s em R com s # 0 .

Entao para toda matriz A € L(R") com A ¥ B temos:

-1
- 2 5 - Mc-M
B-all, < | Vi-ae? + (3) (g7t oM _slllyepy o

hu"ts |
+ 242 \n) M, Jh’:—’i"*"l (5.3)
M s
- M|B-A
onde o = E_Z% [3/78, 1] e &= Inle-a]s |
- -1
1-8 le-all, b sl

TEOREMA 5.3: Seja f satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.2. Se
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a matriz Jacobiano f'{(x*) & simétrica, (4.7) valer para algum

uy 2 0, alguma matriz simétrica e nao-singular M € L{RY) e

¥ (x,B) € N'
Entao; U(x,B) = {E} onde

iy—Bs)cT-Fc(y-Bs)T _ sT(y--Bs)ccT

cTs (cTs)2

B = B+

onde B é simétrica estd bem definida e além disso, a iteragao
X = X -~13_l E(x,)
k+1 k °f k

€ localmente e Q-superlinearmente convergente em x*

DEMONSTRAGAO: Considere 0 < uj usﬂP < 1/3 e A = f'(x*¥). Entao
- (4.7) -
[B-£r tx*) fly < [\/mez +(2) (1-8) "ty nsw“’] B (x%) [l +

+ 2(1+2 \jl_l‘) JlM” ”Y—f‘ (X*)SH
s |

Mas para algum (x,B) € N
Isll < 2 mix (fx-x*||, lz-x*|}
Portanto, se x €D pelo Lema 3.1 temos que

ly-£' x*) sl < k-max (Jr-x*|F, Jx-x*{F} |s]]

[B-£" G

| A

[ Vimeo? + oy mix (fioce () emce ) [og oo Iy +

ay max {[x=x*|", |lx-x*|F)

+
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onde o = (5/2) (1-g) 1w 2" e u, = 2k(l+2 YD) (TR

A prova conclui-se de modo anidlogo a do Teorema 4.3.

n

COROLARIO 5.4: Seja f : R’ = R satisfazendo as hipoteses do

Teorema 5.3.

Entao o algoritmo de Broyden (c=s) (Powell Simétrico) é
localmente e Q-superlinearmente convergente em x*. Além disso,se
a matriz Jacobiana f£'(x*) & positiva definida, ent3oc o método
DFP (Davidon - Fletcher ~Powell) & também localmente e Q-superli-

nearmente convergente em x* .

NOTA: Os resultados referentes aos métodos de Broyden obtidos
por Dennis e Moré [13], vistos neste capitulo, foram extendidos
por Moré e Trangestein [7] que mostraram que a convergéncia local
poderia ser substitulda por convergé@ncia global através de uma mo

dificagdo nos métodos de Broyden para sistemas lineares.
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CAPITULO II

OS RESULTADOS SURPREENDENTES OBTIDOS POR D. GAY | 6]

1) INTRODUCAO

Mostraremos aqui os principais resultados obtidos por

David M. Gay [6] para os métodos de Broyden.

Na secgﬁo 2, serao descritos detalhadamente os algorit-
mos Broyden Bom e Broyden Ruim e mostraremos, nha secgao 3, o teo
rema da terminagao finita dos métodos de Broyden para sistemas de
equagoes lineares.

. Na secgdo 4, utilizando o resultado da secgdo anterior,
sera demonstrada a convergencia Q-quadratica do Método de Broyden
Bom para sistemas nao-lineares, salientando que esta propriedade

deve ser verificada também para © Broyden Ruim.

Finalizando ¢ capitulo, analisaremos as consequéncias

decorrentes destes resultados.

2) 0S ALGORITMOS BOM E RUIM

Congidere f : Rn > R .

Os métodos de Broyden sao descritos na sua forma geral
por :
(2.1)

(2.1a) sk = —ka(xk)

{2.1b) X4l © FRtsy

(2.1¢) y, = f(xk+l)—f(xk)
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(2.1d) Se Y = 0 entao Hk+1 = Hk
(2.1le} Escolha; v, & R®  tal qgue vT Ve, = 1
) ! k k ‘k
T -1
(2.1f) e Vi Hk S # 0
(2.1g) H_ , = H +(s =Hy yvl
* k+1 k k k' 'k
O primeiro método de Broyden (conhecido como o método
de Brovden Bom) resulta da escolha de vk = H sk/(sk k yk) em

(2.1e), com Yi #F0 e Sk x Yk #£ 0 .

0 segundo metodo (Broyden Ruim) resulta da escolha de

_ T .
v = ¥, /ly, v,) definido para y, #0 e yk k K 70 -

OBSERVAGOES :

i} A sequéncia de aproximagoes {H,} acima possui a propriedade

k

de que, se Hk & nao-singular, entao H & nao-singular .

k+1
Isto pode ser mostrado através de (2.1f) e da férmqla

de Shermam-Morrison para calcular a inversa de (A4-uvT)
-1, T -1
S T Nl s o U S

k+1 - T .-l
l+vk Hk

(s ~Hy,)

Portanto, de (2.1f) H_ €& nao-singular para todo k > 0,

ii) Assim no algoritmo (2.l1l) observamos gue s = g «<=> f(x )y = Q

Com efeito suponha Sy = 0 e f(xk) # 0., BSe f(xk) # 0
e como H & nac-singular por (i), ent3o 5, = -ka(xk) # 0, absur
do com a hipotese de ), = 0 .

Portante se sk =0 => f(xk) =0 .
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Reciprocamente, suponhamos f(xk) =0 e Sy #0 .

Como H, & nao-singular, temos que:

k

ka(x =0 <=> f(xk) =

k)
Mas como ka(xk) = sk F0 => f(xk) #F 0 absurdo com

a hipdtese de f(xk) =0 .

Assgsim, se f(xk) =0 => Sk -_0 .

3) OS METODOS DE BROYDEN PARA SISTEMAS LINEARES

Neste tOpico, mostraremos os principais resultados obti
dos por D.M. Gay para os métodos de Broyden Bom e Ruim, aplicados
a sistemas lineares.

A afirmagio de que o algoritmo (2.1) converge em no mi-
ximo 2n passos para sistemas lineares & uma consequéncia imediata

do seguinte lema abaixo:

LEMA 3.1: Considere o algoritmo (2.l1) aplicado a um sistema de

nxn -~ _ -~
e nao~-singular.

equagoes lineares f(x) = Ax-b, onde A € R
Se f, = £f(x) e Y., sao L.I (linearmente indepen

dentes) entdo para 1 < j < [[(k+1)/2]], os vetores

i

(AHk_2j+l) £ 0 <1 <3 (3.1)

k-23+1 ¢
sao L.I.

OBSERVAGAO: [[y]] denota o maior inteiro menor ou igual a y € R.

DEMONSTRAGAO: Como f € linear, resulta de (2.1) que
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Y, = fm+l—fm = Axm+l—b-Axm+b = A(xm+l—xm) = Asm== -AHmfm.
Em particular para m = k-1
e O I ol 8 R Y |
Vanos demonstrar o Lema usando indugao sobre j.
Para j=1, como 0 < i < 3j => i=0 ou 1i= 1,
Para 1i=0, obtemos fk—l em (3.1).
Para i=]l, oObtemos AHL £, 1 =-Y,_; em (3.1).
Devemos mostrar que os vetores fk—l e Yy.y sao L.I.
Suponhamos que f, _, e y,_; S3 L.D (Linearmente de
pendentes) .
Assim pela definig&o de vetores L.D , existe um escalar
A # 9 tal que fk—l =AYy < xfk—xfk_l : 1L.e.,
A#E -l
— —_ - _A =
(IHA) )y = My = I, T8 = fr BLy
onde B = 2 # 0 ou seja = L £
T+a R T S U

Portanto y,_, e £, s3o vetores L.D , contradigao -

com a hipdtese do Lema.

Logo, fk-l e ¥y, Sa0 L.I.

Utilizando a hipOtese da indugao finita, vamos supor o

Lema valido para todo j =m < [[(k+1)/2]] .

OBSERVAGAQ:

i)

2

Im

< k-1 (pela definigdo de [[.]] .
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™
=
A
-
|
‘_l
I
W
w
|
)
=
]
[
v
o

il) Se y; =0 => y, ;=0

I
o
1l
v
m
1
m

Com efeito, Yy = i i+l

Assim, 0 = Yy = -AHifi = -AHi+lfi+l = Yj41+ Ou seja

Em particular para i = k-1 obtemos
yk#l A0 = y, ,#0 = ...= y o, 70, isto & ;

Y1 # O = Yy o # 0 -

_ —(Tw T
1ii) AH 501 = AHk_Zm[I (I AHk-Zm)fk—vak—Zm]’ De fato, como

Sk-2m Bk-2mk-2m ~ £ =

“Hy omtx-om ik - 2Pk - 2m Tk - 2m

= -H _, (I-AH__, )£

k k=2m’ "k-2m °

n - T =
Ay om-1 A[ﬁk-zm*(sk-zm Hk-2myk—2m)vk-2m] -

- - - T ]
A[ﬁk—zm” Hy o om (T AHk—2m)fk—2mvk-2m] =

- (- T
AHk-Zm[I (I=Afy _om) fxm2mVk=2m |-

iv) Alem disso ;

Emomtl = Yg-omtfyoom = "R, o ontEy_on = (I-AH L, 0E -
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Pela hipdtese da indugdo, os vetores

0 <ic<m

i .
(AH _or1) ™ Txoomel 7

sao L.I. Assim de (iii), (iv) e da hipdtese acima concluimos gque

existe £ 1,2 (dependendo de k e m} , tal que

. . i~
* i _ i 3
) By omer) Exoomer /T AHk—Zm){(AHk-Zm) YR (Aoan) }fk—Zm
_ ) | )

para 0 < i < m; de onde oS vetores (I AHk_Zm)(AHk_Zm) frmom
0 <i<m sdo L.I.

Com efeito, por (iv) obtemos a igualdade

fk—2m+l (I—Aﬁk—2m) fk—2m
Assim ,
fxome1 7 A8y _on) Ey_om

provando a condigac (*) para i = 0 .

Para i = 1 Obtemos :

T
Ay omi1fke2mar ® Alyeaom (I (I-AE o) £y omTi-om) (T8 o) Bymon =
- | _ _ T - -
I S R NP AHk—Zm}fk—2ka—2mJ(I My om! fxoom =
= -AH -AH f VT +(AH )2f VT (I-AH )£ =
T k=2m T k-2mTk-2m k~-2m k-2m’ “k-2Zm k-2Zm k=-2m” “k=-2m
— [ — p— T —
= | PHk-om (TP o) "B o fx-onVk-2m (T7AHg op)  *
+ (AH 126 T (1-am y g
k-2m k=-2m k-2m k-2m k—2m
- [AH -(AH, _, )%-AH__, £ . vi . +AK__. £ __ vi _ AH +
k=2m k=-2m K=2m"k-2m k-2m ~ k-2m k-2m ' k-2m  k—2m



49

2 T T .
* [éﬂk—2m] f e omVk-2m" Ay _op) fk—2mvk-2mAHk-2mek~2m =
_ - T T
= [(I Aty ot Bl o~ (TR ond My onfk-2mVk-2m T

T
* (I_Aﬂk-Zm)AHk-szk~2mvk-2mAHk—2m]fk—2m
) AH (I-F, . vI _ +f vI  Anm ) I £
2m k-2m k=2m k-2m "k-2m k-~2m  k-2m k=-2m

[(I—Aﬁk”

T T
(fy-2m fk—2mvk—2mfk—2m+fk-2mvk—2mAHk—2mfk-2m)]

[(I-Aﬂk-Zm)Aﬂk—Zm

(I—vlII +vT ))]

(£ —2mfx-2mt k- 2mPHk - 2m Tk~ 2m

I

[‘I“Aﬂk—zm’AHk-zm k-2m

[(I-Aﬂk-Zm)AHk amEk-2m 1 Viem2mEic2m™ V- 2m¥ k- 2m’]

= (I-RH _ ) AH opfr-om (1™ Vi-2mfx-2m-1)
= (I~AH ) AH £ (-vI . f )
1-2m’ My 2mk-2m VK~ 2m k- 2m
o .
= k(I-AH o JAH, o fxom r ODde k= v opfxoom € R

)AH f

AH, _5e01 fxoomer 7 (T-RH, k-2m fk-2m

Usando indugac sobre i, concluimos que

. . 1-1
i i £
(8 omer) Ex-zmer 4 (TRH op) | (A _op) ™+ 2 8,0 BRon) | Tk2m
para todo i > 0, e portanto
i -
(I AHk_Zm)(AHk_zm) from i 02 i <m sao L.I
Com efeito, j& vimos que os vetores (AHk—zm)i fk—2m

0 <i<m sao L.I, assim se
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m .
- 3 -
jio oy (I-AH, o) (AH, 50" froom 0
T ]
(I-RH o) 520 oy (M om)” Fk-om = O

e de (I~aH__, ) # [0] (matriz nula) temos que ,

J =
Loy Ay on)” Txoom 0
j=0
] = :
mas (AHk_Zm) fk—Zm sao vetores L.I para 0 < j <m , logo
@ T o T, F ... =0 0= 0

sao L.I.

, _ ]
concluindo gque (I AHk—2m)(AHk—2m) fk-2m

Afirmamos tambem que (I-AH, _, )y, o 41 =

De fato ,
(2.1q9)
(I=AH) oM ¥y ome1 = Yk-om-1 2 on¥k-2m-1 =
= v -A(H +{s -H ¥ )vT )
k-2m-1 k-2m-17 “Sx-2m~1"k-2m-1¥k-2m-1’ Vk-2m-1’ Yk -2m-1

(2.1e)

Yi-2m-1"2Hy e 2m-1Y% - 2m-1"2 Sk 2m-1"k - 2m-1Yk - 21a-1"

= Yk-2m-1"%ke2m-1 = Yi-2m-1Yke2m-1 = 0 4 -
- - i
Assim, Yy om-1 = TAHp one1 fgeome1 € PHo0) Hroon
0 < i «<m s3ao vetores L.I .
Assim de modo semelhante a (*) acima, existe 61 2 (de
r

pendendo de k e m) tal que

i i
(Al om! Fxeom 7 (I7RH 5 y) [(AHk-2m~l) +

UNiCcCAaAMP
RIRIIOTECA CEMTRAL
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i-1
+ LK
&=

£

£
84, ¢ B _H5n1) ] fxop-a

1

para 0 < i1 < m, de onde concluimos que os vetores

b1
(AHk~2m-l) fk-2m-1
0 <i <m+l sao L.TI .
Portanto a Condigao (3.1) estd satisfeita para j = m+l

e pela indu¢ao chegamos que

i ~
(AHy _3541) fx-2541 s30 LI

para todo j tal que 0 < i < j. cgd //

TEOREMA 3.2: Se f£(x) = Ax-b, A € R™" natriz nac-singular, en
tao o algoritmo (2.1) converge em no maximo 2n passos, isto &,

on =0 .

DEMONSTRAGAO: J& vimos que as matrizes H_ s3o n3o-singulares. As

k

sim valem as seguintes implicacgdes

i) Se f2n—2 70 = Syp-2 © _H2n—2f2n—2 ¥ 0

= ASg

Yon-2 on-2 7 0 -

ii) Se f2n—l 0 => on_z # 0 e portanto Yon-2 # 0

1ii) Pelo Lema 3.1 £, . /¥, o

pois em caso contrario o espago real R® teria n+l veto-

res L.I (por exemplo tome n=l) .,
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Pelo algoritmo (2.1)

_ _ T
Hone1 = Hop ot (8o o Hon o¥on-2)Von-2

multiplicando ambos os lados pelo vetor Yon.py Obtemos

Hon-1Y2n-2 ~ H2n-2y2n-2+(S2n—2_H2n—2y2n—2)v§n~2y2n-2
= Hon-2¥on-2%S2n-27%on-2Y2n-2 = Fpn-2 ¢
Assim
Son-2 = Mon-1¥on.2 T Hpn B8,
Yon-2 AS n-2 T BHyn 1¥onp (O
As condi¢oes {iii) e (0) implicam que ;
fan-1 = Afypo1 fong
Portanto ;
fon = fop1*Bsynoy = fono 1Ay Fonar
= Fap-17fop-1 <O cqd //

Do Teorema 3.2 surdem duvidas como a necessidade ou nao

dos 2n passos completos para cobter a convergéncia do algoritmo

(2.1). A sugestao para se investigar isto, & iniciar tomando sis

tema de pequena dimensao, por exemplo n=2, onde ambos 0S méto-

dos de Broyden (Bom e Ruim) provavelmente necessitam dos 2n pas

505 para convergirem.
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Abaixo, no Teorema 3.4, damos as condigoes necessarias
para que o algoritmo (2.1) necessite dos 2n passos completos para

convergir.

LEMA 3.3: Se Yy # 0, VE Yy # 0 e posto(I-AHk) = n-1l, en

tao, posto(I-AH = n-1

k+l)

DEMONSTRACAO: Pelo algoritmo (2.1)

— - - T =
I-Aﬂk+l = I A[ﬁk+(5k Hkyk)ka

=1 A{#k+( kak+HkAkak)vk] I AHk[I (T AHk]fkvk]

= I-AH, {(I-f vT+AH £ vT = I-AH, +AH f VT-AH AH, £ vT =
k k'k vtk Vk k" kTk 'k kR Tk 'k

= (I-AH_) (I-AH, f,vY) = (I-AH. ) (I-y. v})
e k' kVk k ¥ Vk

isto e I~AH = (I-AH ) (I- T )

isto e, K+l k Y Vx

Pelo Lema 3.1, (I-AH =0=>y € Nucleo (I-AH

k+1) ¥ k1)

Assim basta mostrarmos que para cada vetor u linearmente indepen

dente de Yy -

(I"Aﬁk+1)u # 0 (2.3.0)
De fato, se (3.3.0) & verdade, entao u ¥ NGcleo(I-AHk+l)
isto e, dimens%o{Nﬁcleo(I—AHk+l)} =1 .
Portanto
Posto (I—AHk+l) n - dimensao {Nucleo (I-AHk+l)} = n=1

Para mostrar (3.3.0) note que

T T, _ - - -
Vk(I ykvk) = 0, (I AHk)yk—l =0 e (I AHk)z # 0
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se zey, ; 53 L.I

Assim para z = (I-ykvg)u temos que

T T
vz =0 e V¥ # 0

isto &, z e Y1 gsao L.I e (I-AH Yu = (I—AHk)z # 0 .

k+1

TEOREMA 3.4: ©Se (I-AHO) ¢ uma matriz nao-singular, (AHO)i
. ~ . . T T -1
0 < i < n-1 sao linearmente independentes, kak # 0, kak Sy # 0

k

| v

T
0 ese vy, #0 k>1
Entac o algoritmo (2.1) necessita dos 2n passos comple

tos para convergir,

DEMONSTRAGAO: Vimos na demonstragao do Lema 3.1 que

fk+1 = (I-AHk) fk {3.2a)
— — T —
AHk+lfk+l = (kak)(x AHk)(AHk) fk (3.2b)
i-1 (k)
k+1} fk+1 (vk k)(I AH ) (AHk) + x 6 (AHk} (3.2c})

- i - -- Ll
Alem disso (AH2j l) f2j-l ; 0 < i < n-j (3.3a) sao0
vetores L.I pelo fato de vo o # 0, (I-AH; ) ser nao-singular e

(Aﬁo)ifo i 0 <1< n-1 serem L.I
Da igualdade (I—Aﬂl) = (I-AHO)(I—yng), utilizando o
Lema 3.3 temos que
Posto (I-Aﬂl) = n-1
isto & ,

Posto (I"AH2j~1) = n-1 para j=1 (3.3b)
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supondo que (3.3} vale para j=k < n e de Yor-1

f concluimos que os vetores vy, ; e (Asz)ifzk;

= ~AH e 1fok-17
0 <1 < n-k-1 s&o L.I pelas condigées (3.3a) e (3.3b) .
Mas (I_Aﬂzk)yzk—l = 0 => Posto (I-AH, ) =n-1 pelo

Lema 3.3 e a condi¢ao (3.2b) .

Assim {sz—l} cobre o nucleo (espago ?ulo) de (I—Aﬂzg
e portanto, o conjunto de vetores (I-AHZk)(AHZk)lfk , 0O<i<n~k-1
devem ser L.I, pois em caso contrario Yok-1 poderia ser escrito

. - i .
como uma combinagao linear dos (AH,, ) f,, , Ogi<n-k-1 .

Logo de (3.2) segue-se que as condigoes (3.2a) e (3.2b)
sao verdadeiras para Jj = k+l1 e por indugao, valem para todo J

tal que 1 < j <n .

Em particular f, . # 0, isto &, algoritmo (2.1) neces

sita dos 2n passos completos para convergir. //

TEOREMA 3.5: Considere a aplicacac linear f(x) = Ax-b onde
A € R & uma matriz n3o-singular.

Se aplicarmos a £, o algoritmo (2.1), substituindo a -
condig¢ao (2.la) por Sy = —Akafk (Ak # 0) e Aki = 0 com

k; > kj_y+2 , 1l<isn entdo f,,=0.

i

4) A CONVERGENCIA Q-QUADRATICA DOS METODOS DE BROYDEN

Neste item, estudaremos a convergéncia Q-quadritica dos
métodos de Broyden predigao-~direta (isto €, Ak=1), mais especifi

camente, o método de Broyden Bom salientando contudo que os resué
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tados aqui enunciados devam valer também para o método de Broyden

Ruim. Na parte (2.lc) do algoritmo (2.1) tomamos

k T

(sk Hk yk)

A férmula de Sherman-Morrison (1949) nos da que

-1 -1, _.-1_ ._T T
Hel, = Ho+ly,-H "s )sp / (s s )
Se B, = Hil podemos reescrever o algoritmo (2.1) na
seguinte forma :

(4.1a) s, = -B.> £
k k k
(4.1b) Xk+l = xk+sk
(4.1c) Yo = fk+l—fk

T -1 N _ _ T T
{4.1d) Se 81 Bk Yy #0 => By = Bk+(yk Bksk)sk / (sk sk)
(4.1le) Se Y = Q0 => By = Bk

TEOREMA 4.1: Se f : R® » R° & uma fungdo diferencidvel,

1
f(x)-£(y) = [ £V (y+r{x-y)) (x~-y)dr, f£f(x*) =0, A = £'(x*)
0

é uma matriz nao-singular e f£' & uma aplicagao continua e Lips-—
chitziana em x* {isto &, para algum » e para todo vetor x préximo

de x* valer a desigualdade

[E' Gy =£1 (x*) | < afeex*f, (4.2) ) .

Assim sendo, existem vy, §, € >0 tais que se

box*] < & e fpgall < e
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entao:

%00 ~x* ] < ylx,~x*|%, w10 (4.4)

DEMONSTRAGAO: Ja verificamos que valem as seguintes desigualda-

des abaixo:

1) Il o= lgexrl
ii) | -aff < 28
111) fE(x )0 < 1E(x) |

tv) Bt < @/alaTt

T -1
v) S BT Yy = 0 <= X = x* , onde 6&6,¢ >0 satisfazem a

condigao (4.3) e 6 > l/(4"A-1")

Com efeito, as desigualdades (i), (ii), {(iii) e (iv) de

correm da Condigao (4.2) e dos Teoremas 4.2 e 5.3 do capitulo an~-

terior.
Para provar (v) note que ;
{4.1la)} i\
T =1 - = T, ~1 =1 _ -

e (Tl T -1 (T -1 T -1 _ _
<= fk(Bk ) (Bk )fk+1 fk(Bk ) (Bk )fk =0 <=>

. Tl T =1 N P I |

Como as matrizes B, sao ndo-singulares, a filtima igual
dade ocorre se, e sO se, X, = x* , provando assim o item (v} .

Devemos mostrar que para um % fixado arbitrariamente ,

existe um y independente de & tal gue :



2 2
"X2+2n”3*" i Y"xﬂ—x*n = Yh

No algoritmo (4.1) considere as sequencias

RRYE S de vetores e Bl'BE""'B2n de matrizes onde
EO =B, e £(x) é substituido por
E(x) = A(x-x*) isto &, £, = £(¥)
- — ‘""'l -
S = B Iy
Ryp1 = X+ 5
Yy = fk+1-fk = Ask e
B =B, +(y, -B, 5 )éT / ¥ 5. para
k+1 k k k “k'"k k "k
Bk+l = Bk se Sk = 0 .
De forma semelhante a (ii) e (iv) obtemos
B-al < 46
e
-1 -1
B < 2fal
Mostraremos usando indugao finita sobre j que
Yy = € Y, - (independentes de %) tais que:
1,3 2,3
= 2
”B£+j Bj" ”f£+j“ i Yl;j h
e
Ix, =% Y, . h® para 0<j<2n
L+ 7] — 2,73 ——
Desde que Bz = BO e X, =X,, as condicoes
(4.12b) estao satisfeitas para 3J=0 com =
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se h = Hxﬂ—x*”

Sy # 0 e

(4.10)

(4.11)

existem

(4.12a)

(4.12b)

(d.12a) e
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Supomos agora que as condicoes (4.12a) e (4.12b) valem

para j=k. Devemos mostrar que (4.12b) vale para 3j = k+1.

Note que:
Is a3l = 1B Epnc B Bl = -3 B f
+ By BBt Bt B -
= 1B BB B g + B (Bl <

- - _l -
beor 1By Bl BB £, + B0 N, -E D =

A

= B4l Hﬁ;IH 1By By b 1€, 0 Il + HB_lH £, Eil
Assim
f£+k_%k = [f(x1+k)_§(xz+k)J'h[%(x£+k)“§(xk)]
e
”f(xz+k)-E(xz+k)” = "(f(x£+k)'f(x*))"g(xz+k)” =

1
= | JO [f'(x*+r(x£+k—x*))](x£+k~x*)dr—f'(x*)(x£+k—x*” =

1 (4.2)
= | J [f'(x*+1(x£+k-X*))-f'(x*)](x+k—x*)dtﬂ <
0
1 (1)
A 2 A
< Ayt jo g extllar = 3k, x| ¢ A on2
E t a = LA
nquanto para Y3,k | ”Yz,k obtemos
I (e ) -£xOI = B (x, o =x*)-A(%, -x%) | =
= Rl < TAl R < Al vy, = vy b
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Portanto por (4.13), (iv), (4.11l) e (4.12a) concluimos

que

5 4 4a-l -1 2 =1y [r .2 2
Ilsk.-l-k-skl < 3 “A “2.‘A "Yl,kh + 2"A " (-E he + Y3,k h)

-1,2 - '
(—3— A N (H273,k)) nZ = oy, - B (4.14)

E onde as condigoes (4.14) e (4.12b) para 3j=k nos da

a condigdo (4.12b) para j =k+l e com vy, .. =y, +'y4 K
¥ ¥ r

Com efeito, para J = k+1

be a8l = e Tt 20 IR |
&l = I Fen o e pill + s -5l <
2 2
s (Tz’k_ + Y4,k)h = Y2,k+l . h

Agora nos resta mostrar que as condig¢oes (4.14) e -

(4.12a) para 3Jj=k implicam em (4.l12a) para j k+1.

]

Hh)
1
o

Se S£+k =0 ou sk =0 => f2+k+l = 0 ou

e de onde a condigao (4.14) implica que

k+l

A 2

€ (3 + Y3,k+l) h

prkarll <

e este juntamente com (ii} e {(4.10) nos mostram que

36¢

Y5, k+1 A+2Y3 p4e1)

e portanto

£ n?

1By sxa1 B! WEppeanll < ¥s an
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De fato

I8 -A+A-B

|£ L+k+1 k+1" )

By a1 Brearll 1Epapeaall =

Ieyiirnl < [Byear 2+ Byymal] e el <

A 2

) 2 2 _
< 686 2 + Y3,k+311 = 36 (a+ 273,k+l)h = Y5 x+1 h

Por outro lado, se ambos #0 e §k # 0 , entao

Sp+k

pelas condigoes (4.1d), (4.9) e (iii) necessitamos somente mos-

trar que :

T T Lol hy - ﬁT .-T -
0¥ ik BoakS i) Seak 7 BoarSesr) ~ T B85, / (B §) ]

h? (4.15)

Il < v -

para que a condigao (4.12a) seja verdadeira para Jj = k+1 com

Y141 = B8 {vg pogr Yy Y oYg k! -

Considere agora

1
— 1
A, = JU £ (x£+k+1 s£+k)dT

onde y, . =BAs ., e desde que ?k = Akgk temos o seguinte li-
mite para a parte esquerda de (4.15) = (PE 4.15)

T T ~ .
N By Sax Spax 7 (Sgax Spax) ~R-BIE 5 /

(PE 4.15)
.
/3L B - HE 0 <

L - T T
< [kAk B)=(By ok Bk)] Spak Spak 7 Gpax Sl ME el +
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-~ T T VLT LT, aT .
¥ "(A_Bk)[é£+k Soak 7 Sgax Send TS Sk 7 g Bki]“ £ ¢ 4 |
(4.16)
Além disso ,
1 1l
la-al < JOHf'(x£+k-rsi+k)—f'(x*)1|dr < AJO I,y +75, px* lar
por (4.2}, (i) e de
e il = NECx y=£x*)l < fE (x®)| llx—x*|| < (llajFA6/2)h = v, - b

onde h = |p,~x*|| .

Assim de (i) e (iii) e da igualdade s, Sy /
T
AR C I S£+k)“ = 1 chegamos que
B =A< an
e
T T 2
A2y Shay 7 Spape Sendll Mgyl < 2 v b
Mas por (4.l2a)
I8, Byl gl < n?
g+k Tk gek = Y1,k
assim o primeiro termo a direita de (4.16) fica limitado por

2
(A Y? + Yl;k) h .

Ainda mais, por (4.10) e {(ii) temos gue :

BBl e,y = IA-Bl BB, uy syl < 481,40 Spuch
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< a5y |l s, = aslpsn -l Is, ]l <

Ay | 4s(|a]+2¢) |s

< 4s(fla] + B

| A

S gkl pak

L4k
< vglleyyl
onde yg = 45 (|n|l+ 28) e além disso,
T = =T - \T
Soak Spek _ Sk Skl _ Sark [ Sek | Sk N
T =T = "
Stk S1ek Sk Sk Is gl Al gl 1B
s 3 57 s 5
L+k K kK < 2 Rtk _ k =
TN N s, ) 15D
2 - " - -
- s, p80 + 1Bl = Cllspu BB, 7 B8 DI <
”S L4k I

Assim de (4.14) concluimos que o segundo termo de lado

direito de (4.16) limitado por e a condigao (4.15) es

4Y8 Y4 ,x
tad satisfeita, sendo seu limite

Yo,k T M Yptoyp tvgvgx -

Portanto a Condig¢ao {(4.12a) vale para j = k+l e por indugao fi
nita vemos que (4.12) vale para ] = 2n .

Masg Xon = x* pelo Teorema 3.2, assim (4.4} esta satis

feita para y = Y1,2n" cad /
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5) CONCLUSOES Do CAPITULO

Os resultados para os métodos de Broyden ohtidos por D.
Gay (Teorema 2.2 deste Capitulo) foi sem sombra de davida uma
agradavel surpresa por seu resultado de terminacao finita para
sistemas lineares.

Este resultado, veio a acabar com o descrédito (demonsg
trado pelo préprio autor (Broyden)), gque envolvia og métodos de
Broyden {Bom e Ruim) . |

Como podemos notar, ¢ Teorema 3.1 deste Capitule & um
melhoramento do Teorema 3.2 do Capitulo anterior.

Enquanto o primeiro fala em convergencia local e Q-su
perlinear, o Teorema 3.2 nos asseqgura uma convergencia local e Q-
quadratica.

Vale aqui salientar gue a convergéncia Q-superlinear
nos assegura que 0S progressos obtidos numa iteragao k sao malo-
res gue aqgueles obtidos na iteragao anterior k-1.

Engquanto que a convergencia Q-quadridtica nos assegura o

montante de progressos obtidos a cada iteragao k .
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CAPITULO IIIL

FXPERIENCIAS NUMERICAS REALIZADAS E PROPOSTAS DE NOVOS ALGORITMOS

1) INTRODUCAO

Objetivando testar os algoritmos de Broyden‘Bom e Broy
den Ruim, elaboramos programas em linguagem FORTRAN IV, cujos re-
sultados ser@o apresentados neste Capitulo. Os testes foram reali
zados no computador PDP 1§ da UNICAMP .

NGs nossos programas usamos 3

1) COMO A PRIMEIRA APROXIMAGAC DO JACOBIANC INVERSO:

A matriz identidade I .
nxn

ii) PRIMEIRA APROXIMAGAO X, DA SOLUGAO:

Um vetor arbitrario.

iii) CRITERIO DF PARADA:
Para Sistemas Lineares Ax = b onde A & "pequeno" :
[P TS

Nos cagos restantes: |[f(x)] < 17t .

iv) NOMERO MAXIMO DE ITERAGOES: 5@ (cinquenta) .

2) FUNCOES TESTES

Foram testadas as seguintes funcgoes :

N @2 n =3

= 2_
fl(x) = 3xl+x2+2x3 3.



fz(x)

!

f3(x)

-3x, + 5x3 + 2%

1

1%3 7

25x.x,. + 20x, +12

172

Vetor Inicial:

Ne @3

fl(x)
fz(x) =

Vetores

[

fl(x)

fz(X)

Vetores

NQ @5

i

fl(X)

f2(x)

Vetores

n=2

xz-x -
1l 2

(xl~2)2 +

Iniciais:

n=2

-l3+xl+((—x2+5)x2—2)x2)
-29+xl+((x2+l)x2-l4)x2

Iniciais:

n=2

2
xl 2x2

2
xl + 2x2

Iniciais:

+1

%0

3

2
(x2—0.5) -

(0.1, 2}
{2, 0.5)

(1, 6.99)

(15, -2)
(_51'

("Sr

(0, 2.24)
3

(o, 1)
(-0.5, 1)

= (0, 0, 0O}

(1, -0.5 )

(1, -0.24)



N9 @6 n=2

fl(x) = lO.OOOxlx2 -1

fz(x) exp(“xl) + exp(-x,) - 10001

Vetores Iniciais: (0, 1)

(0, -1)

Ne 1f n =2
fl(x) = xl -1
fz(x) = xlx2 -1

Vetores Iniciais: (-1, 2)
(-1, =2)
{0.01, 0)

N 12 n =2
fl(x) = 0.5 sen(xlxz)—x2 / (4n)—xl/2
£5(x) = (1-1/(47) (€xp(2x)) -€) +ex,/-2ex;

Vetores Iniciais: (0.6, 3)

(0.4, 3)

Ng 13 n==6

£{x)

COt (bixj), j = 1;23110'6

Ml v

j=1
Jj#i

b = (0.02249; 0.02166; 0.02083; 0.02; 0.01918; 01835)

Vetor Inicial: (75, 75, 75, 15, 15, 75)
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Ne 18

n=4
= 2(x;+10x,) + 40(xl~x4)3
= 20(x +10x,) + 4(32“2x3)3
= 10(x,-x,) - 8(x,~2x;)>
= -10(x4-x,) - 40(x1-x4)3

Inicial: (3, -1, 0, 1}

n=2y9
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CHEBIQUAD, & uma fungao definida peloc programa fortran publicado

em Cosnard, M.Y.: "A comparison of four methods for solving sys-

tems of nonlinear equations”, TR 75-248, Dept. of Comp. Sci., Cor

ne II

Vetor

N 21

fi(x)
fltx)
fn(x)

Vetor

Ne 34

fl(x)

fz(x)

Univ.

Inie¢ial: (l/(n+l);...;n/(n+l)) =

n =30 ; n = 40

I

(3—O.lxi)xi + l—xi_l - 2xi+1

(3~O.lxl) + 1—2x2 .

it

(3—0.1xn)xn +l-x, _, -

IniCial: (-.l! #l!-u-;_l)

[Brown e Gearhart, 1971, p. 341)

2 2

+ 2(x2) - 4

I

(xl)
2

2
(xl) + (xz) + x3 - 8

(0.1, 0.2,...,0.9)



£,(x) = (xl—l)z + (2x2—\/_2‘)2 + (x3-5)2 -4

Vetor Inicial: (1, 9.7, 5)

Vetor Sblugao: ¥, V2, 6)

SISTEMAS LINEARES DE FUNCOES

Ne F1

fl(x) = 30xl + x2 - 31

fz(x) = X + 10x2 - 11

Vetores Iniciais: (0,1), (0,2},
(-3,0), (1,0),
(2,2),

(“2;_1) !

(0.5,0.5},
(2,3), (3,4},
(1.2,1.7),

Ne @2

fl(x) = 900}:l + 30x2 - 930

If

fzfx) X, + le2 - 11

1

Vetores Iniciais: (-3,-3),

(4,4), (0,1),

(Or"3)r ("3f0)r

fl(x) = 30xl + X, = 31

500x

£, ) 1

{(-2,-2},

+ 5000x2 - 5500

(0,3),

(2,0),

{(-2,-2).

(0,2),

(3,3),

(-2,0),

(0,0},

(0,~-1),

(_l:'l)r

(0,3),

(4,4),
(3.1,0),

(0,0),

(-lro)r

(_lro)r

(0,~2),

(0 r_l) ’

(5,5},

(1,0},
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(_2r0)r

(-1,-1),

(1,2),

(0.85,3.7),

(2,2), (3,3},

(0,-2) ,

(2,0)
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Vetores Iniciais: (~4,-4), (~3,-3), (-2,-2), (-1,-1)y, (0,0},
(212); (-1r0)1 (lfo)l (2f0)r (31'0)! (410}:
(004)r (033)r (0,2), (Orl)r (0,-1), (0:"2);
(0:"3)r (0:"‘4)1 (11—4)r {-311): ("'411)!(—2!l)f
(2,1), (3,1), (4,1).

Ne 04

fl(x) = 900x1 + 30x2 - 330

fz(X) = 500xl + 5000x2 -~ 5500

Vetores Inicials: (-4,1), (-3,1), (-2,1), (-1,0), (1.,-4)}, (1,-3),
(1,-2), (411)1 (2,1), (1,4)y, (-4,4), (_43_4)1'
(4,4), (“3r—3)r (3r3)f (3:“3): (-:?’r3)r (2r2):
(-2,-2), (—2:2): (2,-2), (-1,1)., '["lr_l)r(lfl)r
(lr—l)r (4:“"4)r (0,0)

Ne @5

fl(x) = 1000xl - 1

fz(X) = 1000x2 -1

Vetores Iniciais: (2,1), (3,1), (4,1), (2,3), (4,3), (4,-0.001)}.

NQ d6

fl(x) = lOOOxl - 1000

fz(x) =_1000x2 - 1000

Vetores Inicials: (1,-4), (2,-4), (3,-4), (=2,~-2)y, {-3,-3),
{“41'_4): (2;2)r (3!3)
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NQ 87
fl(x) = 0.001}(1 + 0.002x2 - 0.003
fz(x) = 0.0001x,+ 0.0005x2 - 0.0006

Vetores Iniciais: (_lr_l)r (01-2): (0:“3)! (01_4)r (2r4)r(2r_4)r

(-21'-2): (_31_3): (O;O)f (414)1' (2:2)r (3f3)

N? @8
fl(x) = O.OOOlel + 0.000008x2 - 0.000018
fz(x) = 0.00000Txl + 0.000001x2 - 0.000008

Vetores Inicials: (4,4}, (3,3), (2,2), (-1,-1), (0,0}, (-2,-2),

(“3:"3)

Ne ¢9

fl(x) = 0.00001:-:l - 0.00001L

1

fz(x) Xy ~ 1
Vetores Iniciais: (1,4), (1,3), (3,3}, {2,2), (¢,0), (-1,-1),

(“2r“2)r (_Br-3)

5) RESULTADOS DOS PRIMEIROS TESTES

| Na analise dos métodos de Broyden Bom e Ruim, testados
para sistemas lineares e nao lineares de equagoes, o objetivo -
principal fol de investigar o porqué do primeiro método de Broy-
den (Bom) ser considerado superior ao segundo método (Ruim), se
abos possuem as mesmas propriedades matematicas (tais como teore

mas de convergencia, etc.)
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Nos testes para sistemas nao-lineares, comprovamos que
realmente ¢ primeiro metodo (Bom) € em geral superior ac segqundo
método (Ruim), como de certa forma ja era esperado.

Um resultado que nos deixou muito otimistas foi o fato
de que estas diferen¢as entre os métodos Bom e Ruim, ocorriam até
mesmo para sistemas lineares de dimensodes pequenas (por exemplo,
2x2). E isto de certa forma nos facilitou em muito na analise

do comportamento dos dois métodos.

OBSERVACDES :

Considere {HB} e { HE} respectivamente as aproxima-

k

¢oes do Jacobiano inverso para os métodos Bom e Ruim de Broyden
[3] .
a) Em sistemas lineares da forma £(x) = Ax-b onde A € r™" e

uma matriz nac-singular, notamos que guando A & "grande", isto &,

seus componentes tiverem em médulo valores > 1, ”HE-—A_IH <<
R -1 . . ~ B - R
HHk-A | , ou seja, a aproximagao H, & bem melhor do que Hy .

Enquanto que se a matriz A & "pequena", isto &, seus componentes

e modulo tem valores <<1 {em maioria absoluta); a matriz HE se
B -1 1

aproxima mais do que Hk de A = £'(x) ~ ; isto & ,
B -1 R -1
"Hk"A H > "Hk"A ” .
b) Ainda nos sistemas lineares, a supremacia do Broyden Bom ou

Ruim ocorre devido a seguinte caracteristica da matriz Jacobiana

A= f'(x) .

b.1) Quando A é "grande", o método de Broyden Bom & superior  ao
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método de Broyden Ruim.

b.2) Quando A se aproxima da matriz unidade, isto &, seus compo-
nentes em médulo tiverem valores préximos de 1, os dois métodos

se equivalemn.

b.3) Enquanto gue se A & "pequena", o método Ruim & superior ao

método Bom.

¢} Através das observagaes (a) e {(b) ficou-nos evidente que real-
mente a supremacia do método Bom (Ruim) se deve a uma melhor apro
ximagao de Hi (Hi) do Jacobiano inverso A_l = f‘(x)_l .

As conclusoces acima de gue © "tamanho" da matriz Jaco-
biana A = f'(x) & fundamental para a superioridade de um ou ou-
tro método nio nos trouxe de imediato previsoes muito otimistas,
pols nos métodos quase—Newton, vale recordarmos nao nos e requeri
do o calculo ou até mesmo a existéncia da matriz Jacobiana A =
£ (x) .

Assim para que esta informagao nos tornasse util teria
MmoOs que encontrar uma matriz "calculavel" pelos algoritmos de
Broyden { 3 | e gue fosse uma boa aproximagao da matriz A=f'(x).

Pela sua construgao, obviamente o candidato a tal apro

ximagao foi HE (HE} do Broyden Bom {(Ruim) .
E a possibilidade de em sistema linear (f(x) = Ax-bh)
fazer-se uma comparagac entre Hi (Hi) e A= f'(x) surgiu das

seguintes relagoes :

0 algoritmo (2.1) do Capitulo 2 aplicado a f(x) = Ax-b
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onde A € R™" & n3o singular, nos da que

Sk T o Fer T %
v = Elgyy) - £06g)
_ -1
S = AT ¥
portanto YT s, &~ YT¥ A"l ¥, (a denota semelhanga)
k "k k k *
Assim ,
> ou
— T T =1
Yk Hk Yk < Yk sk y Yk A Yk
isto e,
> ou
_ - T ,-1 -
Al = Yk Hk Yk < Yk A Yk = 12
ou seja,
H > A_l uwando A, > A e
k = q 12 %2

Hk < A 1 guando A, < A

Baseado nestas informagoes construimos o primeiro méto
do conjugado (Broyden Bom e Ruim) chamado "ZORRA" o qual estabele

ce o seguinte critério para calcular a matriz H, k>1.

Considere Wy = YE Hk Yk e u, = YE Sy
i) Se uy 2w, = 2"l & considerado uma matriz "pequena" => A

é uma matriz "grande" => H_ & calculada pelo método de  Broyden

Bom .

-1

< => A € uma matriz "grande" => A & uma matriz

ii) Se ¥y Mo



75

"pequena” => Hg é calculada pelo método de Broyden Ruim.

A seguir damos os resultados dos testes efetuados para
os métodos de Broyden Bom, Ruim e ZORRA, onde LFUN denota o nume
ro da fungﬁo teste dado anteriormente, e N.C significa que o métg

do n3o convergiu em 5§ iteracgoes.



TABELA 1:

SISTEMAS LINEARES DE EQUAGOES

. vetor bom ruim bom ruim
fungao inicial ne iter, n9 lter. lm-f‘tx}_lﬂ HH-E‘ix>“H1
£,=30x, +x,-3] (0:1) 04 o4 0.00037417 0.0144474863
£mx, #10x,-11 (0:2) 04 05 0.0Ll10Q450 0.8926229642
- (0;3) o4 07 0.02241267 0.4949016142
" {001} 04 0s 0.00767346 0.2421245000
» {=1;0) 04 05 0.00358641 0.1191436406
. (-2;0) 04 04 0.00218625 D.0737649659%
" {-3;0) 04 04 0.00152645 0.073794969%
. {1:0) 04 a5 0.02846179 0.6029957431
- (2;0) 04 05 0.01100097 0.2969262253
" {0;-1} 04 36 0.01834598 0.4139347635
" {0:=2) o4 07 0.02747174 0.0875213844
" {-1;-1} 04 05 0.00660729 0.0119216406
» {0.5:0.5) o4 05 0.00669729 0,2421245000
. (2;2} 04 05 0.00669729 0.2421245000
" (31: 1 o4 05 0.00665729 0.2421245000
" {4;4) 04 05 0.00669729 0.2421247000
" (5:5) 05 05 0.00669729 $.2419194000
" (31:2) 04 o5 0.02846179 0.6029957431
- (2:3) 04 06 0.01834598 0.4139347635
- (3;:4) 04 07 0.01253693 0.3362363486
. 3.1:0) 04 05 0.00453422 0.2284008360
- {0.85;3.7) 05 05 0,002B8353 0.1370635747
" {1.2:1.7) 04 04 0.03071829 0.5596225133
£,=900x,+30x,-930 (-3;-3 05 05 0.01121437 0.B485450215
£,mx) +10x,-11 (-2:-2) o5 06 0.01121418 0.8483951311
" {~1:-1) 05 05 0.01121437 0.8485450215
- (0;0) a5 as 9.01121437 0.8485450315
" to:1) 85 05 ¢.01130928 0.3034691063
. {=4:1) 05 05 ¢.01091521 0.30458897922
. {-2;1) 05 05 0.09989401 0.8687275188
£, =30, +2,=31
£,=500x, +5000x,-5500 (~4;-4) 05 10 0.00001000 0.0964862041
- (=3;=2) a5 11 0.00000586 0.9648529762
* (=2;-2) as 14 0.00000661 0.9649010413
" (=1:-1) 05 20 0.00060586 0.9646350439
" {0:0) 05 24 0.00000586 D.5647515592
" (2;:2) a5 18 0.00000586 0.96406B0660
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fl-30x1+x2—31

£

2

-500x1+5000x2-5500

f.o=%00x, +30x.,~330

H

1
2

1 2
=500xl+5000x2-5500

(3;3)
(=1:0)
(1;0)
(2;0)
{3;0)
{4:0)
(G;:4)
(0; 3
(0; )
{o: 1)
{0:-1)
{0:-2)
{0;-3)
{G;-4)
{l;~-4)
{-3;1)
{-4;: 1}
{-2;1}
{2; 1}
{3:1)
(4;:1)

{-4;1)
{=3:1)
{-2:0)
{-1:0)
{1;~4)
{1;-1)
(1;-2
{2;1)
{1:4)
(=4;4)
{~4;-4)
(4;4)
{-3;-3}
{3;3)
{3;=3)
{(-3;:3)
{2:2)
{~2;~2}
{~2;2)
{2;-2}

G5
g5
05
03
06
06
25
85
05
06
05
0%
03
0%
0s
06
06
0s
06
M
05

07
07
06
Q7
Q7
06
07

07
07
07
Q7
o7
o7
a7
07
06
0é
07
07

21
13
09
27
14
H.C
18
17
14
29
09
14
10
N.C
13
14
06
K.C
10
o8
25

N.C
N.C
N.C
N.C
43

N.C
N.C
N.C
W.C
R.C
K.C
N.C
N.C
N.C
N.C
N.C
N.C
N.C
N.C
N.C

Q.0000058
0.0000200
0.0012179
0.0000364
06.0000721
0.0001666
0,0000200
0.0000223
0.0000360
0.0000049
0.0000003
0.0000061
0.00000239
0.0000081
0.0012173
0.0000052
0.0000566
0.0000244
0.0000049
0.,0000049
0.0000249

0.0004408
0.0004343
0.0004212
0.0000252
0.0000027
0.0000034
0.0000067
0.0004849
0.0080018
0.0001434
0.0000034
0.0000252
¢.0000104
£.0000316
0.0000283
0.0801439
0.0000470
0.0000065
0.0002454
0.0000057

0.0964506
0.9643120
0.9637823
0.9637124
0.9625832
0.,96268301
0.0048682
0.0130%08
0.0034454
0.9641580
0.964922]
0.0044012
0.9649289
0.9606484
0.9634890
0.9648429
0.9649306
0.9648064
0.9649255
0.9649263
0.9644541

0.5861905
0.5672171
0.2134191
0.3167966
0.4800488

0.4812931

0.4823628
0.7249230
0.4157017
0.5%65231
0.3186566
0.3186566
0.3205960
0.3003180
0.5409056
0.6630252
D.2564960
0.3721726
0.73%2253
0.4688643
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fl-QOOx +310x,-330

1

2

£2-500x1+500012-5500

fl’900x1

£2=30x1

+30x,-9130

+300x%

£ o=1008x,-1

1
f2ﬂ1000x

f.=0.001x,+0.002x

1

f,=0.0001x

2

1
2

-1
L]

1
1

L]
-
"

2

2‘330

2

{(-1;1)
{-1;-1)
{1:1}
{1;-1}
[4:-4)
(0;0)

{—-4;-4)
{-3;-3)
(=2:-2)
{-1;-1)
(0;0}
{2;2)
{3:3}
{4:4)
{(0;1}
(0;2)
{0:3})
(0;4}
{(0;-1)
(0;-2)
(0;~3)
{(0;-4)

(2; 1)
{3:1)
{4;: 1)
{2; 3}
{4;3)
{10;~0.001)

-0.003

+0.0005x,-0.0006

2

(-1;-1)
(07=2)
{0;-3)
{0;-4)

67
07

07
07

o7
07
06
a7
06
a7
Q7
06
06
07
a7
07
07
07
06
07

05
0s
a5
03
05
as

08
08
09
08

09
10
12
10
10
16
10
10
07
21
10
2
43
11
12
40

06
06
06
06
06
a7

05
06
05
a5

0.,0003879
0.0000027
0.00047236
0.0060141
0.0000332
0.0000019

0.0002030
0.0001957
0.0002253
0.0001960
0.0001963
0.0001956
0.0001958
0.0002253
0.0000143
0.00031B4
0.0006736
0.0009750
0.0005578
6.000858%
¢.0010368
0.0011647

0.0000003
0.0000023
0.0008008
0.0006007
0.0020013
0.0001822

2530959.1
2642231.0
311468.90
2861618.9

0.3105751

0.3856503

0.6546360
0.5014634
0.3846757
0.6893725

0.2541848
0.2436228
0.2540482
0.2433814
0.2449734
0,2434308
0.24313113
0.2479888
0.0146833
0.3032594
0.5256924
0.6516023
0.4298178
0.5631800
0.6331006
0.6474847

0.0005509
0.0087021
0.0032681
0.0044251
0.0045599
0.1344165

360.62179
1747.4314
606.16799
249.67852
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fz-O.DODlxl

fl-0.00001x1+0.Goﬂﬂﬂaxz-ﬂ.000013

£

-0.001x1+0.002x2—0‘003

+0.0005x2—0.0006

= {2;4)

- t2:-4)
" {-2;-2
" {=3;~3}
- {0;0)

" (4;4)

" (2:2)

" (3; )

Z*O,DOODOTx +0.00000)x,-0.000008

1 2
" (4; )
" (3; 1)
" (2:2)
" {-1;-1)
" (0;0
" {-2;-2)
* {=3:=~3)

fl-G.UDOOle-D.ODDGI

fzsxz-l

[fl*lOOOOxl—

ifznx2~l

(1:4)
* {1:3}
b (3: 9
- (2;2)
" {6:0}
b {~1;-1)
- {(-2;-2}
" {-3:-3)
10400

{(=3;-3)
" {3: 1
" t2:2}
- {0:0)

. (-1:-1)

el
o8
08
08
a7
0%
09
a7

44
23
17
26
a7
32
5Q

0l
01
04
04
04
04
a4
04

03
03
03
03
o3

06

06
05
05
06
05
05

o8
o7
06
a7
06
08
a6

0l
0l
04
0¢
04
04
04
o4

o1
03
03
03
03

2345575,
2442244,
2681860.
2564093,
2802103,
2538503,
2781762,
2571786,

O @ -1 o kO R

807.26008
1389.6233
902.62403
1002.8328
513.96753
850.60784
523.0008B5
368.92859



TABELA 2: SISTEMAS NAO-LINEARES DE EQUAGOES
LFUN VETOR INICIAL BRgggEN BEE%EEN ZORRA
g2 (§.¢,9) N.C N.C N.C
23 (g.1,2) 11 12 11
g3 (2,9.5) 15 14 12
g3 (-1,1.5) 19 12 15
@3 (1,£.99) g7 g7 a7
g4 (15,-2) N.C N.C N.C
g4 {-5,9) 18 N.C 16

P4 (-5,3) 41 N.C 17
g4 (#,2.24) N.C N.C N.C
g4 (2,9.5) 27 N.C 12
@5 (#,1) g9 19 g9
@5 (-#.5,1) 12 g8 g8
gs {1,-¢.5) N.C N.C N.C
@s (1,-#.24) g9 19 g9
g6 (#,1) 39 N.C 38
ge (#,-1) 37 N.C N.C
19 (-1,2) @3 g3 g3
1¢ (-1,-2) g3 g3 g3
1¢ (g.91,9) g1 g1 g1
12 (#.6,3) 19 N.C 1¢
12 (#.4,3) g8 N.C 29
13 (75,75,75,75,75,75) | N.C 27 27
14 {(3,-1,¢,1) N.C N.C N.C
18 (F.1,8.2,...,0.9) 26 N.C N.C
21 n=30 (~1,...,=1) N.C N.C N.C
21 | n=40 (-1l,...,~1) N.C N.C N.C
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4) NOVOS ALGORITMOS COMBINADOS

Tanto no método de Broyden Bom como no Broyden Ruim, sa
bemos que
= g

Hyes1 Yk k

onde S = xk+l"xk e yk = f(xk+l)—f{xk) para todo k = 0,1,2...
Porém, nao se satisfaz automaticamente que

(1)

Hygp Y1 = 8

k-1
o qual seria uma propriedade desejavel, jd& que € satisfeita pela

inversa do Jacobiano se a fungaoc & linear.

Agora
Hepp Yoy = W)y, = ALY %S
para todo k = 0,1,2,... Jja que a equagao H Yi_1 = Sk-1 é& sem-

pre satisfeita,
Logo, achamos que o método de Broyden Bom sera melhor

gque o método de Broyden Ruim guando

1(AH, ) vo_ 1l < [(aH) Yoo |l (2)
k BOM k-1 k RUIM k-l

porgue isto eguivale a

BOM RUILM
Mrey o1 Scall < Miag Yieeg sl

Desenvolvendo (2}, e sabendo gue

= _ T T
(aHk)BOM = (Sk Hkyk) s, Hy / (sk Hy yk)

T T
(AH,) = (s, -H, y.) ¥y /Ay, ¥)
| k "k*k’ *k k 'k
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Assim o método de Broyden Bom & melhor que o método de

Broyden Ruim se e sb se ,

T
)Sk x Yx-1 (Sp-H Y)Yy Ye_ g

{s, ~H ¥
k k'k < (2.b)

T T
Sy He ¥y Y Yy
Portanto o Broyden Bom serd melhor que o Broyden  Ruim

se e 80 se ,

k B Yeer| | Y Yx
S B ¥ ¥y ¥
ou seja, dgquando
ST 5 YT y
k "k-=1 < k “k-1 (3)
sk By ¥y Yy Yy

Tanto (2.b) como (3) nos fornecem critérios para elabo-
rar um algoritmo hibrido, sendo gue (2.b) parece ser mais Sseguro

que (3}, enguanto que (3) mais barato gque (2.b)}.

Considerando (3) em relagao ao caso linear (f(x)=Ax-b)
(yk = Ask), temos qgue o Broyden Bom & melhor que o Broyden Ruim,

provavelmente quando
T

T T
8L Sy S AT A 11
i < T T (4)
sk HkA Sk Sk AT A Sk
desigualdade gue nos parece fornecer a explicagao do porqué de

quando A & "pequena", o Broyden Ruim funciona melhor e vice-versa,

Quando A ~ 0, o membro a esquerda de (4) aumenta mui-
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to porém o mesmo hao ocorre com o membro & direita.

Quando A &~ =« o membro a esquerda de (4) diminui muito
e o da direita nao.

Além disso, notamos gue quando A + » o membro da es-
querda de (4) tende a zero, enguanto o da direita nunca tende a
Zero.

Isso explicaria porque o método Rom tem possibilidade
de ser excelente, e o Ruim nao.

Este fato justificaria o porqué do primeirco método de
Broyden ser conhecido como Bom e o segundo método de Broyden como

Ruim.

Baseado nos critérios (2.b) e (3) acima foram escritos
dois algoritmos combinados {Broyden Bom e Ruim) chamados respecti
vamente de teste 1 e teste 2 .

Damos abaixo os resultados de testes efetuados para am-—

bos em sistemas de equagoes nao—-lineares de funcoes.

OBSERVACOES :
LFUN = Nimero da fungao teste.
"NC" = Significa que o método nao convergiu em 5§ iteragoes efe

tuadas.



TABELA 3:

SISTEMAS NAO LINEARES

LEUN VETOR INICIAL NG Iter.|[Ne Iter.[N%? Iter. |N® Iter.|[N? Iter.
BOM RUIM ZORRA |TESTE 1 |TESTE 2
g2 (7.0, N.C N.C N.C 36 36
@3 (7.9 12 12 12 12 12
#3 {-1,1.%) 19 12 15 14 [ 14
g3 {1,¢.99) g1 g7 g1 g7 g7
a3 {2,08.5) 15 14 12 11 11
['E] 7.1,2) 11 12 11 19 19
F4 {-5,4 18 N.C 16 14 14
g4 {-5,3} 41 N.C 17 19 19
g4 {15,-2) N.C N.C N.C 41 41
ga (#,2.24) K.C N.C H.C 34 34
g4 (2,-%.5} 27 N.C 12 12 12
g5 (9.5,1) 12 g8 g8 e ! g8
¥5 {g,1} i 14 5] g9 gs
43 (1,-¢.5} N.C H.C N.C n.c N.C
o5 {L,-#.24) g9 1¢ -2 [ [T
g5 7,10 15 N.C 38 31 31
L3 (¥,-1} 37 N.C N.C 33 33
g {(~1,2) a3 g3 3 g3 @3
i (-1,-2) #3 #3 g3 @3 g3
1@ g.01. %) ¥l gl gl gt g1
12 (#.4,3) o8 N.C g9 #8 g8
12 (¥.6,2) iy 19 g 17 17
13 [{75,75,75,75,75,75) N.C 27 27 25 25
14 (3,-1,4.1) N.C N.C N.C N.C K.C
18 (W.1,8.2,..., 8.9 26 N.C N.C N.C N.C
21 n=3df (~1,...,-1} N.C N.C N.C 19 49
21 n=4¢ (-1.,...,-1} N.C N.C N.C N.C H.C
34 {1,4.7,5} 37 R.C 19 19 19
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CONCLUSGES

Apesar de n3ac ser necessario nos teoremas de Gay, a
aproximagao de H a A_l, essa aproximagao revelou-se a principal
explicagao das diferencas de performance dos métodos de Broyden
Bom e Broyden Ruim.

A razao para isso & que na presenga de erro de arredon
damento, os valores exatos de xp nao sao obtidos; agora, se Hy

& uma boa aproximagdo de f'(x)_l

. O ponto X1 sera em geral,
uma aproximacac melhor, devido d sua semelhanga com a iteragao do
método de Newton. -

Ou seja, enguanto nos teoremas de Gay, a qualidade da
aproximagao X, 41 depende da "histdria", se tomarmos a qualida
de de Hk como estimativa de f'(x)-‘-L entao xk+l sera indepen
dente dessa "histdria" .

A hipdtese de que as diferengas entre o Broyden Bom e ©
Broyden Ruim se refletiam ainda para sistemas lineares foi total-
mente comprovada.

A observagao sobre o comportamento dos métodos em siste
mas lineares de dimensoes pequenas permitiu-nos chegar das princi
pais conclusoes deste trabalho.

Em primeiro lugar, verificamos empiricamente que o Broy
den Bom se comportava melhor que o Broyden Ruim (vice-versa) para

sistemas com Jacobianos grandes (pegquenas) .

A razao para tal comportamento foi revelada na andlise
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do Capitulo III.
Esta analise sugeriu que seria melhor aguele método pa

ra o qual a diferenca fosse menor .

Bysy Yoy~ Sy

Baseado nesta suposigao, elaboramos dois (2) algoritmos
combinados gue revelaram na pratica serem superiores tanto ao -
Broyden Bom bem como ao Broyden Ruim .

Além disso, esta andlise forneceu a explicagao do por-
queé, em geral, o folclore atribui ac Broyden Bom melhores qualida
des que ao Broyden Ruim.

Uma palavra para sistemas de grande porte.

As formas mais 1O0gicas de adaptar métodos do tipo gua-
se-Newton a problemas grandes € trabalhar com os chamados "méto
dos com memdria limitada™ .

Esses métodos consistem no seguinte: assumimos que a me
moria  (da maquina) disponivel NEO & suficiente para
armazenar uma matriz de dimensao (nxn), porém ela & suficiente pa

ra armazenar 2P vetores de n posicoes. Entao, a atualizag¢ao da

matriz Jacobiana usada se faz da seguinte forma:

HO = T
Hl = HO + Vl wl
- T T
H2 = HO + vlwl + vzw2
— T T T
HP = HO + vlwl + v2w2 +  +v wp
— T T T
Hopp = By © V¥ F Vg v Y Yo
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T T
0 ¥ Vk-pr1Vk-pr1t Yk

Essas matrizes nao sao calculadas explicitamente (o que

demandaria n2 osigoes) Os vetores v.w v w v
posty ‘ K"k Vik-1%k=17"""Vk-p+l ’

Wi -p+l sao armazenados usando a memdria disponivel.

Dessa maneira, podemos estender todas as nossas conclu-
soes sobre os métodos de Broyden a sistemas nao lineares de gran

de porte, e generalizar facilmente os algoritmos combinados .



[ 1]

(2]

[ 3]

[ 4]

[ 6]

[ 7]

88

BIBLIOGRAFIA

ORTEGA, J.M.; RHEINBOLT, W.C. (1970): "Iterative solution
of nonlinear equation in several variavles". Aca-

demic Press, New York.

BRENT, R. (1973): "Some efficient algorithms for solving
systems of nonlinear equations®™. SIAM J. Number
Anal. 10, pp. 327-344.

BROYDEN, C.G. (1965): "A class of methods for solving non-
linear simultaneous". Math. Comp. 19, pp. 577-5%3.

BROYDEN, C.G. (1970): "The convergence of single-rank
quasi-Newton methods". Math. Comp. 24, pp. 365-382

BROYDEN, C.G. (1971): "The convergence of an algorithm for
s0lving space nonlinear-systems™. Math. Comp. 25,
pp. 285-294.

BROYDEN, C.G.; DENNIS, J.E. and MORE, J.J. (1973): "On the
local and superlinear converdence of quasi-newton
methods". J. Inst. Math. aAppl. 12, pp. 223-245.

DAVIDON, W.C. (1959): "variable metric¢ method for minimi-
zation". Argonne National Lab.,report ANL-5%9%0 REV.

FLETCHER, R. and POWELL, M.J.D. (1963): "A rapidly conver-—
gent descent method for minimizations". Comp. J.6,

GAY; DAVID M.: "Some convergence properties of Broyden's
method". SIAM J. Numerical Analysis, vol. 16, n? 4
agosto 1979.

MORE, J.J.; TRANGENSTEIN, J.A. (1976): "On the global con-
vergence of Broyden's method". Math. Comp. 30, pp.



523-540.

[ 8] SHERMAN, J.; MORRISON, W.J. (1949): "Adjustment of an in-
verse matrix corresponding to changes in the ele-
ments of a given colun or a given row of the orig-
inal matrix". Ann. Math. Sta. 20, pp. 621.

[ 9 ] MARTINEZ, J.M. (1978): "On the order of convergence of
Broyden-Gay-Schnabel's method”. Commentationes Ma-

thematicae, Univ. Carolinae, Vol. 16, n%® 3.

[ 1¢ ] MARTINEZ, J.M.; LOPES, T.L. (1980): "Combination of the
sequential secant method and Broyden's method with

projected updates". Computing, Vol. 25, n® 4, 198¢C.

[ 11 ] MOLER, CLEVE B.; FORSYTHE, GEORGE E. (1967): "Computer
solution of linear algebraic systems”. Prentice-

Hall, Series in Automatic Computation.

[ 12 7 GAY, DAVID M. and SCHNABEL, ROBERT B. (1978): "Solving
systems of nonlinear equations by Broyden's meth-
ods with projected updates". C. Ac. Press, Inc.

Nonlinear Programming-3.

[ 131 MORE, JORGE, J.; DENNIS, J.E.; BROYDEN, C.G. (1973): "On
the local and superlinear convergence cof gqguasi-
newton methods". Dept. C. Sc.,Cornell University ,
ITHA CA, N.Y. 15850, U.S.Aa,



