ENUMERACAO DOS TORNEIOS HAMILTONIANOS COM
O NUMERO MINIMO DE TRICICLOS

Este exemplar corresponde a redagdo
final da tese devidamente corrigida ¢
defendida pelo Sr.André Luis Godinho
Mandolesi ¢ aprovada pela Comissdo
Julgadora.

Campinas, 28 de fevereiro de 1996.

S g
Iy s / :
/O Q)é o

Prof. Dr.José Carl e SQ a Kiihl

Orientador

Dissertacdo apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Ciéncia da
Computagdo, UNICAMP, como requi-
sito parcial para obtencdo do Titulo de
MESTRE EM MATEMATICA.




e GO 1

e iene o

CoSd | CM-00C89533-2
T©N30 aC/ L+ 889 |
: 66‘4./916..”..‘....|
b Iy

o wgiheo |
cin 03)0#]96. |

N Cre

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

Mandolesi, André Luis Godinho

M312e Enumeragiio dos tomeios hamiltonianos com 0 niimero minimo
de triciclos /André Luis Godinho Mandolesi - Campinas, [S.P. :s.n.],
1996.

Orientador ; José Carlos de Souza Kiihl
Dissertagéo (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matemética, Estatistica e Ciéncia da Computagdo.

1. Teoria dos grafos. 2. Analise combinatonia. 3. Tomeios. 4.
Numerago. 1. Kiihl, José Carlos de Souza. II. Universidade Estadual
de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Ciéncia da
Computacdo. III. Titulo.




Tese de Mestrado defendida e aprovadaem 28 de

pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

. -
A »(/,‘CLLLC‘J\/V.AU\ J )/ ’D”JQ“Q h/klf:/luq AL R
y)

fevereiro de 199 6

o4 -

Prof (a). Dr (a). CLAUDINA IZEPE RODRIGUES

9mke>j®zg)m COANQNERAS
- Y .- NN

Prof (a). Dr(a). CAIO JOSE COLETTI NEGREIROS

s ,//
e . /L
&/”Uz g ()« ~ /K /q
7 "

Prbf (a). Dr (a). JOSE CARLOS DE SOUZA KITHL



Agradecimentos

Gostaria neste trabalho de agradecer a todos aqueles que ao longo dos
1ltimos anos participaram e enriqueceram minha vivéncia dentro e fora da
Universidade. Sem vocés nada disso teria tido qualquer significado.

Aqueles que eu amei e igualmente aqueles cujos caminfios cortaram o
meu de_forma menos harmoniosa, pois também estes me_foram importantes. E
das muitas pessoas maravilhosas que infelizmente tocaram meu caminho de
forma muito passageira, e que por circunstincias varias se foram, deixando
entretando a marca de sua passagem.

A minfa familia, que eu amo muito mas de que eu estive mais afastado
do que deveria nesses anos e também nos precedentes.

A famifia de amigos que eu encontrei aqui, aos quais qualquer tentativa
de agradecimento se revelaria necessariamente inadequada.

Ao meu orientador, Prof. Jos¢ C.S.Kiihl, que sempre me ajudou muito
além dos limites da simples obrigagdo profissional, e a quem eu tenho por um
amigo.

Também ao Prof. Francesco Mercuri, que igualmente muito me apoiou e

ensinou, e a quem eu tomo como exemplo no que se refere a fungdo docente e
ao miituo respeito que pode haver entre alunos e mestres.

E ao belo e sofrido povo deste pais, que através do CNPq financiou
meus estudos, e ao qual eu espero um dia poder retribuir de alguma forma.



Introducao

Neste trabalho apresentamos a enumeragdo dos torneios hamiltonianos
com o numero minimo de triciclos, utilizando a caracterizagdo dada por
M. Burzio ¢ D.C.Demaria em 1990.

Na se¢do 1, definimos os conceitos basicos sobre torneios, € em seguida,
na sec¢io 2, fazemos um levantamento histérico dos resultados sobre tomeios
hamiltonianos H, com o nimero minimo de k-ciclos, para 4 <k <n.

Na se¢do 3, apresentamos alguns tipos particulares de torneios, bem
como alguns resultados sobre os mesmos que serdo utilizados nas segdes
seguintes.

Enfim, na se¢do 4, demonstramos algumas propriedades acerca dos
torneios hamiltonianos com niimero minimo de triciclos.

Utilizamos essas propriedades para na se¢do 5 apresentarmos duas
caracterizagOes devidas a Burzio e Demaria para a classe B desses tomeios,
uma que descreve a estrutura de vértices e arcos desses torneios, € outra que
identifica os torneios dessa classe a partir de sua seqiiéncia de out-degree.

A partir desta caracterizagdo fazemos na se¢do 6 a enumeragdo desta
classe, demonstrando que existem 2" torneios hamiltonianos de ordem n (n>4)
com numero minimo de triciclos, sendo que destes F,, sdo simples, onde F, é o
1-ésimo nimero de Fibonacci.



1 - Defini¢cdes Basicas

Um grafo direcionado ou digrafo G ¢ constituido por um conjunto
finito ndo-vazio V(G), cujos elementos sdo chamados vértices de G, e uma
familia A(G), cujos elementos (chamados de arcos) sdo pares ordenados de
vértices distintos.

Por abuso de notagdo identificamos um grafo com o conjunto de seus

vértices, escrevendo simplesmente G = {v,,...,v,} = V(G), ou ve G quando v €
V(G).

A ordem de G ¢é a cardinalidade de V(G), indicada |G| = #V(G).
Quando desejamos ressaltar a ordem de G escrevemos G=G,, onde n= | G | .

Se (x,y) € A(G) indicamos x-»y ¢ dizemos que x precede (ou €
predecessor de) y e que y sucede (ou ¢ sucessor de) x. O numero de sucessores
de um vértice v € o out-degree de v, indicado od(v).

A seqiiéncia de out-degree de um digrafo ¢ a seqiiéncia dos valores de
out-degree de todos os seus vértices, em ordem crescente.

Dois grafos F ¢ G sdo isomorfos se¢ existir uma bijegdo ¢:V(F)—>V(G)
tal que vx,y € V(F), x-y < ¢(x)->0(y).

Um k-ciclo em G é uma seqiiéncia v,,v,,...,v, de vértices distintos de G,
indicada como v,v,...v,,; v, tal que vi»v,, vi=l,.. k-1 e v,ov,.

Um 3-ciclo sera também chamado de triciclo, e o nimero de triciclos em
um digrafo G sera denotado por 1(G).

Exemplo 1.1:

Vv, Vs Vs

V, V4

A figura acima ¢ uma representagdo de um grafo G com:
V(G): { V19V29V39V4:V5}



AG)={ (v2,V5), (v5,V0) , (Vi, V5) , (Va, V) 5 (Va, Vs) §

A seqiiéncia de out-degree de G ¢é 0,0,1,1,3 , correspondendo
respectivamente aos out-degrees de v,, Vs, V,,V,, V,.

O unico ciclo em G é o triciclo v,v,v,v, .

Um torneio T ¢ um digrafo no qual cada par de vértices distintos € unido
por exatamente um arco, isto €, vx,y € V(T), ou x-y ou y-x.

Um subtorneio S de T (escreve-se S <T) é um torneio tal que V(S) c
V(T) e dados x,y € S temos (x,y) € A(S) & (x,y) € A(T).

Dados v,,v,,...,v, € T, denota-se por T-{v,,v,,...,v,} 0 subtorneio obtido a
partir de T pela retirada dos vértices v,,v,,...,v. € dos arcos correspondentes a
tais vértices (isto é, qualquer arco (v,,g) ou (g,v;) comi=1,...re ge T).

E se S<T e v e T-S, denota-se por S+v a extensdo de S por v, isto €, o
subtorneio de T com vértices V(S+v)=V(S)u {v}.

Exemplo 1.2: Os seguintes grafos sdo os unicos torneios possiveis de
ordem 4 (a menos de isomorfismos):

~
-

' 4

Y Y A 4

Dados A = {a,,...,.a,} <T e B = {b,,...,b,} < T, indicamos A—»B ou
a,5..0,8,0by,..0,b, s€ a5b, Vi=1,.. 1 Vj=1,..s.

Um subtorneio W <T ¢ projetado (ou conado) por um vértice ve T-W
se v-»>W ou W-ov. Se nenhum vértice de T-W projeta W, entdo W é nio-
projetado. Se W for projetado por todos os vértices de T-W, entdo os vértices
de W sdo ditos equivalentes.

Se particionarmos os vértices de T, em subtorneios disjuntos S®,....S™
de vértices equivalentes e denotarmos por R,, o torneio com m vértices r,,....r,,
no qual r.-r, se e somente se S°»S®, entdo dizemos que T, é a composicio do

torneio quociente R, com as componentes S,...S™, e escrevemos T, =
R, (S®,..,S").



Um torneio T, ¢ simples se suas unicas decomposi¢des possiveis forem
as triviais T,=R(T,) e T,=T,(v,,...,V.).

Exemplo 1.3:

Vl ) V4

V2 Vs
No torneio T apresentado acima os vértices v,,v,,Vs sdo equivalentes, de

modo que podemos representa-lo como T=R (v,,v,,v;,S), onde:
S

< Vv

Y
<
<

Um torneio hamiltoniano H, ¢ um n-torneio que contém pelo menos um n-
ciclo.

Exemplo 1.4: no exemplo 1.2 o unico torneio que ¢ hamiltoniano é o
terceiro, cujo 4-ciclo destacamos abaixo:



2 - Historico: Torneios Hamiltonianos com

numero minimo de k-ciclos

J.W Moon, em 1966 (ver [14]) provou o seguinte teorema:

Teorema (Moon): O numero minimo de k-ciclos presentes em um
torneio hamiltoniano de ordem n é n-k+1.

Neste mesmo artigo ele introduziu o torneio bineutral A, (com n>3), que
satisfaz a todas as condi¢des extremais, ou seja, para cada k, com 3 <k <n, ele
possui exatamente n-k+1 ciclos de comprimento k.

A seguir véarios pesquisadores tentaram caracterizar € enumerar €ssas
classes de torneios que satisfazem tais condi¢es extremais.

Em 1970 (ver [15]), R.J.Douglas apresentou uma caracterizagdo para a
classe D, dos torneios hamiltonianos de ordem n que tém um unico n-ciclo. Em
1972 (ver [16]), M.R.Garey apresentou a enumeragdo destes torneios,
provando que

#D,=F,.s (comn>>4)

onde F, é o 1-ésimo nimero de Fibonacci (a seqiiéncia de Fibonacci é dada por
F,=0, F,=1, F,=F,,+F,, parai>2).

Em 1975 (ver [12]), M.Las Vergnas provou que para 4 <k <n-1 o torneio
A, introduzido por Moon em [14] € o tinico torneio hamiltoniano com o niimero
minimo n-k+1 de k-ciclos.

Em 1990 (veja [11]), Marco Burzio e¢ Davide Carlo Demaria
apresentaram uma caracterizagdo para a classe B, dos n-torneios hamiltonianos
com o nimero minimo n-2 de 3-ciclos. Faremos esta caracterizagdo na se¢do 5
(ver também [19]). No artigo [11], de Burzio e Demaria, é também provado
que

#B,=2"" (com n>4)

sendo que F, , dos torneios desta classe sdo simples. Com a demonstragio deste
resultado, na se¢do 6, concluiremos nosso trabalho.



Obs.: Em 1990 (ver [17]), D.C.Demaria ¢ J.C.S Kiihl apresentaram uma
outra caracterizagdo para a classe D, dos n-torneios hamiltonianos com um
unico n-ciclo (que eles chamaram torneios de Douglas). Em [18], Demaria e
Kithl provaram, a partir desta nova caracterizagdo e utilizando algumas
variagdes do tridngulo de Pascal e alguns nimeros de Fibonacci generalizados,
que

#D,=F,.s (comn>4)

recuperando o resultado de Garey (ver [16]).



3 - Torneios Transitivos, Bineutrais,

B e B-derivados

Vamos em seguida definir e demonstrar algumas propriedades dos
torneios transitivos, dos bineutrais, ¢ dos torneios B e P-derivados. A
importancia desses torneios ¢ que, como mostraremos na se¢do seguinte, oS
torneios hamiltomanos com numero minimo de triciclos sdo combinagdes
desses torneios.

Torneios Transitivos

Definicdo: Um torneio S € transitivo se, dados X,y,z € S, x-y € y—»z
implicar Xx—z.

Proposi¢do 3.1: S é tomneio transitivo <> S ndo possui nenhum 3-ciclo.

Demonstr.(=): se S possuir um 3-ciclo xyzx teremos uma contradigéo,
pois como X—-y € y—z pela defini¢io de transitividade devemos ter x—z, mas
sendo S um torneio ndo € possivel termos a0 mesmo tempo z—X € X—Z.

Demonstr.(<): dados x,y,z € S com x-y e y—»z, como S é torneio
devemos ter z—x ou Xx—»z, mas a primeira possibilidade nos daria um 3-ciclo em
S. Assim, x-y € y>z = x—z, de modo que S ¢ transitivo.

Proposi¢do 3.2: Os vértices de um torneio transitivo S, podem ser
numerados numa seqiiéncia s,,...,s, tal que od(s,)=1-1 e s;-s,,...,s;; Vi=1,....n.

Demonstr.: em um torneio transitivo Xx—y implica od(x) > od(y) + 1, pois
todos os sucessores de y serdo também sucessores de x.

Tomemos agora s, como sendo um vértice com menor od dentre os
vértices de S. Entdo od(s,) =0 e s, € sucessor de todos os demais, pois se



tivéssemos x € S com s,-x entdo od(x) <od(s,) contrariando a minimalidade da
definigio de s,.

Consideremos como hipdtese de indugdo que ja temos uma seqii€ncia
Sy1,---»S;, ] <N, com as caracteristicas desejadas. Tomando V’= {s,,...,s;} € V' =
V(S)-V’ temos que V’-V’, pois dado s, € V’ temos od(s;)=1-1 € s,5s,,...,5;, de
modo que s, ndo pode ter mais nenhum sucessor em V. Assim, se tomarmos
S;« como sendo um vértice com menor od dentre os vértices de V7, s;,, ndo
pode ser predecessor de nenhum vértice de V>, caso contrario teriamos como
antes uma contradi¢do com a minimalidade assumida, € portanto os unicos
sucessores de s,,, s30 s,,...,5; como desejado, e od(s;.,)=].

Logo, por indugéo esta provado o lema.

Definicdo: O vértice s,, que é predecessor de todos os demais vértices
do transitivo S, é chamado de transmissor, ¢ o vértice s;, que € sucessor de
todos os demais, ¢ chamado de receptor de S. A ordenacio natural dos
vértices de um torneio transitivo ¢ aquela dada na proposi¢do 3.2, indo do
receptor para o transmissor, ficando agora implicito que ela serd a adotada
quando ndo especificarmos explicitamente alguma outra.

Proposicio 3.3: Um torneio transitivo ¢ completamente caracterizado, a
menos de isomorfismos, pela sua ordem.

Demonstr.: Sejam V, e W, dois torneios transitivos de mesma ordem.
Colocando seus vértices na ordem natural v,,...,v, € w,,...,w, temos que v,-»v; €
w,oW; se 1>]. Assim, p:V,—»W, dada por p(v,)=w, ¢ um isomorfismo entre os
dois grafos.

Proposicio 3.4: Se S é um torneio transitivo, entdo S-v independe (a
menos de isomorfismo) de qual veS € retirado.



Demonstr.: A retirada de um vértice nio prejudica a propriedade
transitiva de um torneio. Assim, se v,v’ € S,, entdo tanto S,-v como S,-v’ sdo

torneios transitivos de ordem n-1, sendo portanto isomorfos pela proposi¢do
3.3.

Exemplo 3.1: na figura abaixo estdo os torneios transitivos de ordens 1 a
5, com seus vértices numerados na seqiéncia natural:

S4

S3 S4 S3

S S S
] s Y Y Ss oS3
<
S S
1 2 s, S,
S Sz

S, S, S, S, Ss



Torneios Bineutrais A,

Definicio: Um vértice v e T € neutral se T-v é hamiltoniano.

Defini¢do: O torneio bineutral A, (n23) é o torneio com vértices V(A,)
== {a‘ll----.au}' tal que:

(1) a—a,, se 1=1,...,n-1
(i) a,-—»a,;....8;; se i=3,....,n

Obs.: Las Vergnas [12] provou que estes sdo os linicos torneios com
apenas 2 vértices neutrais (que sdo a, ¢ a,) para n 24 (para n =3 obviamente
ndo podem existir vértices neutrais).

Exemplo 3.2: na figura abaixo temos os bineutrais de ordens 4 a 6:

a, 4, dy

A, A, A

Obs.: pode-se observar que os torneios A, podem ser construidos a partir
de S, simplesmente invertendo-se o sentido dos arcos que ligam vértices
consecutivos, isto €, enquanto em S, temos s, -» §, em A, fazemos s, » 5, . A
idéia dessa construgdo €, a partir de S, , que ndo possui ciclo nenhum, obtermos
um tormneio hamiltoniano, com o n-ciclo a,..a,a, , mas criando o minimo
possivel de outros ciclos.

Proposiciio 3.5: A, tem n-2 triciclos: a,a,a,a, ,a,a,a,a,,...,3,,a,,3,a,, .

10



Demonstr.: A partir da defini¢do de A, é imediata a verificagdo de que
essas n-2 seqii€ncias sdo realmente triciclos. Para provar que esses sdo os
unicos, seja a,3,3,, um triciclo qualquer de A,, sendo que podemos, sem perda
de generalidade, assumir que i = min {i,j,k}. Mas se j > 1 e a—a;, a Unica
possibilidade ¢ j=i+1. Logo, necessariamente k> j, pois k>1 e k#j=i+1, e
como a,—»a, devemos ter k=j+1 =1+2. Assim, o triciclo ¢ da forma aa,.,a...a,,
sendo portanto um dos indicados na proposigio.

Proposi¢io 3.6: A seqiiéncia de out-degree de A, ¢ 1,1,2,3, ..., n-4, n-3,
n-2,n-2.

Demonstr.: basta verificar na defini¢do de A, que od(a,) =od(a,) =1,
od(a)=i-1 parai=3,...,n-1, e od(a,)=n-2.

11



Torneios 3 e B-derivados

Defini¢do: O tomneio B,,, (m = 3) é o tormeio com vértices V() =
{a,..,8m,Xy,...,Xm, } tal que:

1O {a,....a.} =A. ,onde A_ é o bineutral de ordem m
(1) {X.,....»Xm1} =S.: ,onde S, é o transitivo de ordem m-1

(1i1) X,>a;,...,8 € &y,...,a,—2%; Vvi=l,...,m-1

Exemplo 3.3: na figura abaixo temos o torneio 3 de ordem 7:

Defini¢do: Um torneio obtido de B,,,, pela retirada de k (0 <k <m-3) dos
vértices X,,...,X,,, sera chamado de tomneio B,,.,-derivado e denotadoEZm_lﬁk

Obs.: dois toreios B de mesma ordem podem nio ser isomorfos mesmo

que tenham sido derivados do mesmo 3, o que mostra ser relevante a
especificagio de quais foram os vértices retirados. Na proposi¢do seguinte

mostraremos que dois torneios B sdo isomorfos se e somente se tiverem sido
derivados a partir do mesmo 3 pela retirada dos mesmos vértices.

12



obtido de
. Esta representa¢do sera chamada

m-1 2

Notagdo: B+, 2<i,<m-2 vj, ira designar o torneio B,_,,

B.m: pela retirada dos vértices X ,....X;

representacio derivada.

Exemplo 3 .4:

Proposicio 3.7: Todo torneio P-derivado B admite uma unica

representagdo derivada g= ;"""

Demonstr.: Precisamos mostrar que dado B ¢ possivel determinar

univocamente ndo apenas qual o B,,, do qual ele foi derivado mas também
quais foram os vértices x, retirados. Para isso basta que identifiquemos, para
cada v e, a qual g ou x; ele corresponde.

Os unicos vértices que podem ter out-degree 1 sdo os correspondentes a
X, € a,, € como Xx,—a, podemos identifica-los inequivocamente. Agora ¢
possivel identificar também a,, que € o unico vértice que sucede a,. Da mesma
forma, como os tnicos vértices que sucedem a, sdo x, € a; e ja identificamos
X,, fica determinado qual vértice ¢ a,.

Assumindo agora que ja tenham sido identificados os vértices
correspondentes a a,,...,a; € X,,...,X;, (0S que houver), para 3 <j <m-1, vamos
mostrar que podemos identificar a,, e x;,. De fato, os sucessores ainda
incognitos de a; sdo a;,, € X;,. Se em B houver apenas um sucessor este sera
;1. Se houver dois podemos distingui-los sabendo que a;,, —X,;.

13



Assim, por indugdo, identificamos a,,...,a,, € X,,...,X., (0s que houver), até
restar um unico vértice ainda incognito em B, que sera portanto X, ,.

Obs.: Para que a proposigdo 3.7 seja valida é que impedimos a retirada
dos vértices x, e x,,, de B, pois se retirassemos também esses vértices teriamos

1,...m-1 __ _  n2,...m-4
por exemplo B, =A, =B,
Proposicio 3.8: Os torneios B e B sdo torneios hamiltonianos simples.

Demonstr.: Esses tomeios sdo hamiltonianos pois a,a,...a,X,, Xm.2-.-X;a,
(apenas os x que ndo tiverem sido retirados) é um ciclo passando por todos os
vértices.

Para provar que eles sdo simples mostraremos que quaisquer dois
vértices desses torneios ndo podem ser equivalentes.

Assim, x; € X; (1<j) ndo sdo equivalentes pois X;>a,, € 8y X, .
Também a, e a; (1<j) ndo sdo equivalentes pois se:

«1=1 entdo a,-X, € X,>3,

«1>1 entdo a,»a,, € a,,—a,
E x, e a, (V 1,)) nfo sdo equivalentes pois caso:

oj=lei=1 entdo a—a, e a,>X;

oj=lei1>1 entdo x—X, €X,—3

WASES! entio x,—a,, € a,, -,

«i+1<j<m-1 entdo a;»a,, € a,,—X,

oj=m e 1<m-1 entdo a,-X,,, € X, X

«j=m e i=m-1 entdo x,>»a,,, € a,,>3

Proposicio 3.9: Nos torneios B ¢ p ha exatamente 1 triciclo passando
por cada x, , que € X,3,3,,,X;.

Demonstr.: Como {X,,....X,,} ¢ transitivo, ndo pode haver nenhum
triciclo da forma xx;x,x, . Também nédo pode haver nenhum da forma x,x;a,x, ,

14



pois x,»a, =>k<j , a,-x, = i<k, e x,0X; = j<i, uma contradi¢do. E o unico
triciclo da forma xa,a,x; € o da proposigdo, pois x,»a, = j<i, a,»X, => 1<k , e
o tnico modo de termos a,—»a, com j<k é se k=j+1, 0o que nos ddi<k=j+1 <
i+1, ou seja, j=1 e k=i+1.

Proposicao 3.10: 1(B,)=n-2.

Demonstr.: Seja m tal que n=2m-1. Em {a,,...,a,} = A,, ha m-2 triciclos
pela proposi¢do 3.5, e pela proposi¢do anterior por cada x; , 1 <i<m-1, teremos
exatamente 1 novo triciclo. Assim, em 3, existem m-2 + m-1 = 2m-3 = n-2
triciclos.

15



4 - Torneios Hamiltonianos com Numero

Minimo de Triciclos

Notagao: B = {torneios hamiltonianos com niimero minimo de triciclos}
={H hamiltoniano ; 1(H)= |H| -2}

Proposicio 4.1: Se B, =R, (S",....8") € B, com m = 1, entdo S* ¢
transitiva V1 <i<m.

Demonstr.: Se S®#B, (o que ocorre se m# 1) entdo podemos substituir
S® por uma transitiva S’ de mesma ordem (cujos vértices numeraremos em
ordem de out-degree decrescente: s,”’—s,”—...—s,’, onde k =| S l) sem que o
novo torneio B,” deixe de ser hamiltoniano, pois se X;S;S;...S,¥1 » XaSps1---Y2 5 o5
X,S,...8,Y, (onde os vértices s € S® sdo todos distintos e os vértices x,y ¢ S”
podem se repetir) forem os trechos passando por S de um n-ciclo de B,, entdo
trocando esses trechos por x,s,’...8,7y; , ..., X,S, ..., ¥, obtemos um n-ciclo em
B,’.

A substituigdo de S” por S’ ndo afeta os triciclos de B, que tenham
apenas um ou nenhum vértice em S®. Além disso, como os vértices de S® sdo
equivalentes, ndo pode haver nenhum triciclo com dois vértices em S” e um
fora. Assim, qualquer alteragdo no numero de triciclos dera devida apenas
aqueles que estejam contidos em S*, de modo que 1(B,)-1(B,”)=1(S”)-1(S’)=
(S).

Como B, € B ndo podemos ter ©(B,”) < 1(B,), logo ©(S”) =0 e pela
proposigdo 3.1 S® é transitiva, c.q.d.
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Proposicio 4.2: Se B,e B ¢ H_ <B, , sendo H,, hamiltoniano, entio
H,eB

m

Para a demonstragio desta proposi¢io precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 4.3: Se T, contém um k-ciclo ndo-projetado, 3 <k <n, entdo esse
ciclo pode ser estendido a um (k+1)-ciclo, também ndo-projetado.

Demonstr.: Seja v e T, um vértice qualquer ndo pertencente ao k-ciclo
v;...v,v;. Como v ndo projeta esse ciclo (ou seja, ndo temos nem v,—»v Vi nem
v-»V, Vi), podemos encontrar dois vértices sucessivos v;,v;,, nesse ciclo tais que
V>V € V-V, de modo que v,...v;vv,,,...v,v, é um (k+1)-ciclo em T,. Que este
novo ciclo também seja nio-projetado decorre imediatamente do fato de que
ele contém os vértices do k-ciclo ndo-projetado.

Lema 4.4: Se H,=T,,,-v ndo ¢ projetado por v, sendo H, hamiltoniano,
entdo existe pelo menos 1 triciclo passando por v.

Demonstr.: Se vi..vxvi € um k-ciclo de H,, como v ndo projeta esse
ciclo podemos encontrar dois vértices sucessivos v,,v,,, nesse ciclo tais que
Vv, -V € vov,, de modo que temos o tricilo vyv,, vv;.

Demonstr.Propos.4.2: Se H, < B, é um subtorneio hamiltoniano (com
k<n), e portanto nio é transitivo, entdo H, ndo pode ser projetado por todos os
demais vértices de B,, sendo seus vértices seriam equivalentes ¢ poderiamos
tomar o quociente B, =R, ,..(H,,Vi.1,...,V.), contrariando a proposi¢do 4.1. Logo
existe v € B,-H, que ndo projeta H,, e portanto pelo lema 4.3 H, pode ser
estendido por v a um torneio hamiltoniano H,,, .

Assim, indutivamente, podemos a partir de H,, construir uma seqiiéncia
H,<H,_,, <..<H,=B, de subtoreios hamiltonianos.

Agora, se H,,, € B ¢ H, = H,,,-v, como v ndo pode projetar H, deve
haver, pelo lema 4.4, ao menos 1 tricilo em H,,, passando por v , de modo que
1(H,) <1(H,,,) - 1 =(k+1)-2-1=Kk-2. Mas pelo teorema de Moon t(H,)>n-2, logo
7(H,)=n-2 e H, e B.

Portanto, como H,=B, € B, procedendo indutivamente sobre a seqii€ncia
H_<H,., <..<H,=B, obtemos H,_, e B, c.q.d.
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S - Caracterizacdes dos Torneios em B

Teorema S5.1: B, € B se ¢ somente se B, é uma das seguintes
composigdes:

] Bn = H, (a,b,S)

[ BnZBZm-l (al""’am , S(l)’.”’s(m-l))

onde H; ¢ o hamiltoniano de ordem 3, as componentes S sdo transitivas e
@) (m-2) . .
S7,...,57" podem ser vazias (neste caso temos na verdade um torneio B, ,-
derivado como quociente).

Demonstr.(<): H, e B sdo hamiltonianos, € ao substituirmos um vértice
por uma componente transitiva, o torneio ndo deixa de ser hamiltoniano. Assim,
em ambos os casos B, é hamiltoniano. Para mostrar que 1(B,) = n-2
examinaremos separadamente cada uma das possibilidades:

«B,=H;(a,b,S)

Como S ¢é transitiva, os unicos triciclos possiveis sdo os que tiverem
um vértice em S e dois fora, e como a»b - S » a teremos um triciclo por cada
um dos n-2 vértices de S, de modo que ©(B,)=n-2 c.q.d.

° Bn=B2m-l (al,..,’am , S(l)’m’s(m-l))

Como B,.; (a,..,.8n , Xi,...Xmy) € B € ha exatamente 1 triciclo
passando por cada x,, ao substituirmos x, por S® transitiva (que ndo contém
nenhum triciclo interno) estaremos acrescentando exatamente 1 triciclo para
cada vértice extra (ou retirando 1 triciclo se trocarmos x, por &), de modo que
mantemos T=n-2. :
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Demonstr.(=):

Os unicos torneios hamiltonianos de ordens 3 e 4 sdo os da figura
abaixo:

Sy S
S <
A ! {
a b a b
H, H,

e temos de imediato que H;=H;(a,b,s) e H,=H,(a,b, {s1,s2} ), de modo que
a proposig¢do ¢ valida para esses casos.

Para os demais casos procedemos por indugdo sobre a ordem n do
torneio. Assim, tomando como hipétese de indugdo que todo torneio B, € B
tenha uma das estruturas indicadas no teorema, devemos mostrar que um
torneio qualquer B,,, € B também tera esse tipo de composigio.

Seja dado entdo B,,, € B.

Pelo teorema de Moon sabemos que existe algum n-ciclo em B,,,, €
tomemos entdo B, como sendo o subtorneio constituido pelos vértices desse n-
ciclo. B, ¢, por construgdo, hamiltoniano, logo pela proposi¢do 4.2 B, € B.
Assim, 1(B,.;) - 7(B,) = 1 e portanto exatamente 1 triciclo de B,,, passa pelo
vértice v=B,,,-B,.

Pela hipétese de indugio, B, € uma das seguintes composigdes:

b Bn = H3 (a,b,S)
Assumimos, sem perda de generalidade, que a—»b—S—a.

Temos 4 possiveis relagdes de adjacéncia entre a,b e v:

(1) voa, bov

Como v ¢ neste caso equivalente aos vértices de S, temos B,,, =
H,(a,b,S+v), sendo que S+v é transitiva pela proposigdo 4.1.



(2)voa, v-b

Aqui ndo é possivel que v-S, caso contrario B,, nio seria
hamiltoniano. Assim existe a0 menos um s € S tal que s—»v, € como cada tal s
nos da um triciclo svbs, ele deve ser tinico ja que apenas 1 triciclo passa por v.
Além disso, s — S-s, pois se 3s’ € S com s’ s, teriamos um segundo triciclo
s’svs’por v.

Portanto, temos B,,,=Bs(a,b,s , S-s,v) , ja que seus vértices cumprem
as trés condigdes de definigdo dos torneios f3:

(1) a-»bos—a
(il)) v S-s
(i1)) S-s»a ; b,s—>S-s

voab ; sov

(3) a»v,bov

De forma analoga ao caso anterior, aquid!se S ; vos’ , € temos que
S-s » s, de modo que:

(1) s»a->bos

(i) S-s>v

() vos ; abov
S-s—»s,a ; bo>S-s

o que corresponde a B,.,,=pB(s,a,b, v,S-s).

(4) a>v,v-b

Para n>4, de modo que |s| >2, essa alternativa ndo € possivel, pois
cada vértice s € S nos dara um triciclo distinto passando por v (sempre teremos
ou svbs ou vsav).
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i Bn = BZm-l (alr . ')am 1 S(l)a' . "S('“'l))
Vamos considerar separadamente 3 possibilidades:
(DHv-a,,....a,

Como B,,, é hamiltoniano deve existir x € S”0...uS™" tal que x—v.
Mas se x € S” com 1 <i<m-1 teriamos pelo menos dois triciclos, xva,,X €
Xva,,,X, passando por v, logo x € S™”. E se em S™” houvesse x’#x com X'V,
teriamos xva,x e Xx’va,X’, portanto v—»S™"’-x. Além disso, x»>S™"-x, sendo
além de xva, x teriamos x’xvx’ para algum x’ e S™”-x.

Assim, B,.,,; =Byt (@15 8mX , S°,...,8™ =X, V), pois temos:
(1) a,—»a, vi=l,..,m-1 ; a,—Xx
a,-a,,..,3, VI=3,..m . X—a,...,4,,,
Gi) S°»>S", S  vi=2, .m-2
S*"Px S ...§"?
vo>S? ... 8" s x
(ii))S* > a,,...,a, © o, Xx-SY  vi=l,..
S*"Yx>a,,...a,,; ; a,x-S""x

v—a,,...,a, ; XV

2) a,,...,a,>V

Seguindo um raciocinio analogo ao caso anterior, temos que 3! x €
SP0...uS"" ; vox , sendo que esse x é o receptor de S

Assim, B, =Byt (K81-.008m > V.S -%,5%,...,8"), ja que:

(1) x—a, ; a-a, vi=1,...,m-1

a,->X  a-Xx.a,,...,3, VI=3..m
(i) SPx—>v

S® 5v,S%x

S®5v,8%-x,8%,...,8* vi=3,...,m-1
(i)v - X ; Ap,...,2,2V
SPx 5 x,3, o a,,...a,—S"x

S°xa,...,8,  Au,...,a,.—-S"  vi=2,...m-1
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(3) {a,,-..,a,} ndo é projetado por v

Como {a,,...,a,,v}-v = {a,,...,a,} = A, € hamiltoniano, pelo lema 4.4
existe um triciclo em {a,,...,a,,v} passando por v. Esse sera portanto o triciclo
unico de B,,, a passar por v.

Sejam t o transmissor de S™ e r o receptor de S“, e lembremos que
a, >t a,..a,,,5",..,S""t e que a,...,a,S"r,...S"” > r - a,. Vamos
entdo considerar as possiveis relagdes de adjacéncia entre t,r e v:

(a) vot , 1>V

Esse caso ¢ impossivel, pois como t—r teremos o triciclo vtrv além
daquele que existe em {a,,...,a,,v}.

(b) vt , vor

Neste caso devemos ter v—a, vi=1,....m-1 , sendo teriamos um
triciclo a,vta,. Entdo, como v nfo projeta {a,,...,a,}, temos a,—v. Além disso,
® (m-1) . . 1) (m-1) , . .
v->ST,..,S7 7, pois se existir x € STU...US™ com x—v teriamos o triciclo

xvtx. Logo, Boy = Boms (@1,-. 3, » S°,...,8"7 S +v), pois:

1) {a,....a.) = A,
(i) S® » S°,...,8*" v1=2,...,m-2
S™ 4y 58®, S
(1i)S® - a,,....a, S, 8" vi=l,...m-2

(m-1) (m-1)
S""+v>a,..a,, . a,»S" +v

() tov, 1>V

De forma analoga ao caso anterior, teremos a,,...,a,—>V , V—a, €
S®....8"" 5y

Assim, temos B,,, = Bns (@y,...,2, , S”+v,57,...,8™), pois:
(1) {ala---aam}:Am
(i) S? S5SP+y
S5 S+, $7, 8" vi=3, m-l
v q® (1)
()ST+voa, ; a,,...,a.0S v

G ® .
S® 5a,...8 ) 8,308 vi=2,...m-1
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(d) tov, vor

Neste caso, devemos ter v—a, € a,—»V, sendo teriamos os triciclos
a,vra, ou va,tv.

Sejam p o menor inteiro tal que a,,,—»v € q 0 maior inteiro tal que
v—-a, (como v-a, € a,—V, esses inteiros existem ¢ q < m). Entdo temos os
triciclos va,a,,,v e va,a,,,v, mas como hd apenas 1 triciclo por v, conclui-se que
p=q. Logo,v—a,,...,a, € a,,,....a,>V.

Devemos ter também que v—>S®,....S*”  pois se Is € S” com 1<

1 < k-1 tal que s—v, isso nos daria um triciclo sva,s. Da mesma forma,
S(P+l) S(M-l)
yeers —>V.

Assim, B, = B,ns (@0,..,8m , S°,..,.8%,SP+v,S7,...,8"™), pois:
1) {a,....a.) =A,
(i) S° S, 8™ vi=1, p-l
SP+v 58, 8"
™, 80, S SOy
S® 58V, 8" S v, S vispt2,.m-1
(ii)S® —a,,...,a D Augye..,a,—SY  vi=l,.,p-1,ptl,...,m-1

SP+va,,...a, ; Qu,..a,> StV

Assim conclui-se a demonstragdo do teorema 5.1.
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Teorema 5.2: Dado B, torneio hamiltoniano, temos:

B, e B < B, tem seqiiéncia de out-degree 1,1,2,3, ...,n-4,n-3,n-2,n-2.

Demonstr.(=): pelo teorema 5.1, temos as seguintes possibilidades:
i Bn = H3 (aabasn-Z)

Assumindo sem perda de generalidade que a—>b—S,,—a , temos
od(a) =1 e od(b) = n-2. Além disso, colocando os vértices da componente
transitiva na ordenagdo natural s,,s,,...,S,, , na qual cada um é predecessor de
todos os anteriores, temos que s, precede apenas a,, s, precede a, € s,, € assim
por diante, de modo que od(s,) =1, 0 que nos fornece a seqii€ncia de out-degree
desejada.

° B.,= BZm-] (al,...,am , S(l)r”,S(m-l))

Temos od(a,) = 1 od(a,) = n-2. Colocando os demais vértices na
seqiiéncia S*,a,,8?,a,,....5"” a,.,,S™”, onde os vértices dentro de cada S? sdo
ordenados do modo natural, e nomeando-os nesta seqiiéncia como vi,...,V,,,
verifica-se facilmente que od(v,) =1, pois se v, € S” entdo v, precede todos os
vértices anteriores da seqii€ncia e mais a,, € se v,=a, entdo v, precede todos os
vértices anteriores exceto a,,, € mais a, € a;,,.

Demonstr.(<): Dado um vértice v em um torneio T, a cada par de arcos
distintos que partem de v (ou equivalentemente, a cada par de sucessores
distintos de v) corresponde uma tripla transitiva da qual v é o transmissor (isto
¢, uma tripla {v,v’,v’’} de vértices distintos na qual v—v’,v”’). Assim, 0 niimero
de triplas transitivas em T nas quais o transmissor € v sera C,,, ,ISto €, 0
numero de combinagdes dois a dois de sucessores de v.

Portanto, como a cada tripla transitiva corresponde um tnico vértice que
seja seu transmissor, o nimero de triplas transitivas em um torneio T, com
seqiiéncia de out-degree d,,...,d, sera ZC(,P2 . E como cada tripla de T, ¢ ou uma
tripla transitiva ou um triciclo, o nimero de triciclos em T, pode ser dado por:

T(Tn)zcna-zcdi,z

Assim, como o nimero de triciclos em um torneio pode ser determinado
a partir da sua seqiiéncia de out-degree ¢ a seqii€ncia de out-degree de B, ¢
igual a do bineutral A, , temos ©(B,)=1(A,)=n-2, logo B, B c.q.d.
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6 - Enumeracao dos Torneios em B

Notag¢do: B, ={n-torneios hamiltonianos simples com 0 nimero minimo
de 3-ciclos}

Proposicdo 6.1: Paran>4, #B,=F,,, onde F, é o n-ésimo numero de
Fibonacci.

Demonstr.: Pela caracterizagio feita, os elementos de B, para n > 4
devem ser n-torneios B-derivados.

Um torneio f3,,, ,-derivado tem pelo menos m+2 vértices: a,,...,a,,X;,Xm1-
Como m > 3, temos B, = @. Além disso, qualquer elemento de B, deve ser
derivado de B,;,, mas o unico derivado possivel deste torneio é o proprio B, de
modo que #B, =1.

Vamos mostrar agora que #B, = #B,, + #B,, (n=6). Como #B, =0 ¢

#®B, =1, isso implicara que #B, =F,, (n=4), como desejado.

Isto sera feito particionando B, , que pode ser descrito como

~

@ {E B Bil""ik Onde kZOe 1122 V_]}

n+k

m B’ e B’ , onde
(b”n={ﬁ e B, ; B,=p* ondek>0ei>2 vj)

n+k+1

B, ={B.€B,: L B =Pk ondek>0e i,>2 vj}

n+k

e mostrando que #B’, =#B,, e #B’, =#B,, .

Para provar que #®’, = #®,, definimos f: B, — B,, por f (B2 ")=
gi-t%! o que é claramente uma bijegdo.

Igualmente para provar que #B”, =#®B,, definimos uma bijegdo g: B”,
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Notagdo: B, ={n-torneios hamiltonianos com o numero minimo de 3-
ciclos}

Proposicdo 6.2: Paran>4, #B, =2""

Demonstr.: Da caracterizagdo feita na seg¢do 5 temos que os unicos
torneios em B, e B, sdo respectivamente H;(a,b,c) ¢ H;(a,b,{c,d}). Vamos entdo
tomar como hipétese de indugdo que #B, =2 para 4 <j<n-1 e estabelecer uma

n—-1 n—-1
bijecdo entre B, e | J B, . Fazendo isso, teremos provado que #B, =#| ] B, =
j=3

j=3
1+2°4+2'+..+2™=2"" | como desejamos.

Definiremos f: B, —>nU B, da seguinte forma. Dado B, € B, , temos as
j=3

seguintes possibilidades:

B,= f(B,)=
H,(a,b,S) H,(a,b,S-v) € B,, , onde S-véa
transitiva com um vértice a menos que S
B(a,,....amS",...,.8""), B(ay,...,a.,9",....5""-v) e B,,
com |S™"|>1
B(a,,...,a.,S”,....8°.2,...8.x...) , B(a,,....21,3",...8%) € B,
com 1<k<m-1 e S®=2
B(ay,....am,8",2,....0 Xm1) » H,(a,b,S") e B, ..,
sendo que S” =

n-1
Definimos agora g: | ] B,— B, como segue. Dado B, € B, , 3<j<n-1,

i—3

-,

podemos ter:
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B,=

gBy=

H,(a,b,S) , j<n-1

B (ala'--aamasaga'“agaxm-l) b

onde m=n-j+1

H;(a,b,S) , j=n-1

H,(a,b,S+v) , onde S+v € a transitiva

com um vértice a mais que S

B (al:---’ak-f-l:s(l):--')s(k)) > j<n-1

B(a,,...,an,S",....8°,2,....0 Xn1) »

onde m=n-j+k

B(a,....2:,5",....,8%) , j=n-1

B(ay,...,2.1,9",...,8“+v)

E facil verificar que f e g sdo inversas e portanto temos a bije¢do desejada.
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