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Introdução 

Neste trabalho apresentamos a enumeração dos torneios hamiltonianos 
com o número mínimo de triciclos, utilizando a caracterização dada por 
M.Burzio e D.C.Demaria em 1990. 

Na seção 1, definimos os conceitos básicos sobre torneios, e em seguida, 
na seção 2, fazemos um levantamento histórico dos resultados sobre torneios 
hamiltonianos Hn com o número mínimo de k-ciclos, para 4 ~k~n. 

Na seção 3, apresentamos alguns tipos particulares de torneios, bem 
como alguns resultados sobre os mesmos que serão utilizados nas seções 
seguintes. 

Enfim, na seção 4, demonstramos algumas propriedades acerca dos 
torneios hamiltonianos com número mínimo de triciclos. 

Utilizamos essas propriedades para na seção 5 apresentarmos duas 
caracterizações devidas a Burzio e Demaria para a classe B desses torneios, 
uma que descreve a estrutura de vértices e arcos desses torneios, e outra que 
identifica os torneios dessa classe a partir de sua seqüência de out-degree. 

A partir desta caracterização fazemos na seção 6 a enumeração desta 
classe, demonstrando que existem 2n-

4 torneios hamiltonianos de ordem n (n ~ 4) 
com número mínimo de triciclos, sendo que destes F

0
_4 são simples, onde F; é o 

i-ésimo número de Fibonacci. 
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1 - Definições Básicas 

Um grafo direcionado ou digrafo G é constituído por um conjunto 
finito não-vazio V(G), cujos elementos são chamados vértices de G, e uma 
família A(G), cujos elementos (chamados de arcos) são pares ordenados de 
vértices distintos. 

Por abuso de notação identificamos um grafo com o conjunto de seus 
vértices, escrevendo simplesmente G = {v1, .•• ,v0 } = V(G), ou v E G quando v E 

V(G). 

A ordem de G é a cardinalidade de V(G), indicada I G I = #V(G). 
Quando desejamos ressaltar a ordem de G escrevemos G=Gn, onde n= I G I. 

Se (x,y) E A(G) indicamos x~y e dizemos que x precede (ou é 
predecessor de) y e que y sucede (ou é sucessor de) x. O número de sucessores 
de um vértice v é o out-degree de v, indicado od(v). 

A seqüência de out-degree de um digrafo é a seqüência dos valores de 
out-degree de todos os seus vértices, em ordem crescente. 

Dois grafos F e G são isomorfos se existir uma bijeção <p:V(F)~V(G) 
tal que vx,y E V(F), x~y {::::> <p(x)~<p(y). 

Um k-ciclo em G é uma seqüência v.,vh ... ,vk de vértices distintos de G, 
indicada como V1V2 ... vk_1vkv1, tal que V;~vi+l vi=1, ... ,k-1 e vk~v •. 

Um 3-ciclo será também chamado de triciclo, e o número de triciclos em 
um digrafo G será denotado por 1(G). 

Exemplo 1.1 : 

• 

A figura acima é uma representação de um grafo G5 com: 

V(G)= {v., V2 , V3 , V4 , V5 } 
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A(G)={ (v2 ,VJ), (vJ,v4), (v4,vJ), (v4,Vz), (v4,vs)} 

A seqüência de out-degree de G é 0,0,1,1,3 , correspondendo 
respectivamente aos out-degrees de V1 , v5 , V2 , v3 , V4. 

O único ciclo em G é o triciclo V2 v3 V4 V2 • 

Um torneio T é um digrafo no qual cada par de vértices distintos é unido 
por exatamente um arco, isto é, vx,y E V(T), ou x~y ou y~x. 

Um subtorneio S de T (escreve-se S < T) é um torneio tal que V(S) c 
V(T) e dados x,y E S temos (x,y) E A(S) <=> (x,y) E A(T). 

Dados V1,V2 , ••• ,v. E T, denota-se por T-{v.,v2 , ••• ,v.} o subtorneio obtido a 
partir de T pela retirada dos vértices v.,v2 , ••• ,v. e dos arcos correspondentes a 
tais vértices (isto é, qualquer arco (v;,g) ou (g,v;) com i=1, ... ,r e g E T). 

E se S < T e v E T -S, denota-se por S+v a extensão de S por v, isto é, o 
subtorneio de T com vértices V(S+v)=V(S)u {v}. 

Exemplo 1.2: Os seguintes grafos são os únicos torneios possíveis de 
ordem 4 (a menos de isomorfismos): 

Dados A = {a., ... ,a.} < T e B = {b1, ••• ,b.} < T, indicamos A~B ou 
a., ... ,a.~b., ... ,b. se a;~bj Vi= 1 , ... ,r Vj= 1 , ... ,s. 

Um subtorneio W < T é projetado (ou co nado) por um vértice v E T-W 
se v~w ou w~v. Se nenhum vértice de T-W projeta W, então W é não­
projetado. Se W for projetado por todos os vértices de T-W, então os vértices 
de W são ditos equivalentes. 

Se particionarmos os vértices de T" em subtorneios disjuntos S(l), ... ,s<m> 

de vértices equivalentes e denotarmos por Rm o torneio com m vértices r1, ••. ,rm 
no qual r;~rj se e somente se s<i>~sm, então dizemos que T" é a composição do 
torneio quociente Rm com as componentes S(l), ... ,s<m>, e escrevemos T" = 

Rm(Su> , ... ,s<m>). 
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Um torneio T" é simples se suas únicas decomposições possíveis forem 
as triviais T"=R~(T") e T"=T"(v1, ... ,v"). 

Exemplo 1.3: 

No torneio T apresentado acima os vértices v4,V5 ,V6 são equivalentes, de 
modo que podemos representá-lo como T =R ( V 1 , V2 , V3 , S) , onde: 

v1 s 
vs 

R= S= 6 
v6 v4 

vz v3 

Um torneio hamiltoniano H" é um n-torneio que contém pelo menos um n­
ciclo. 

Exemplo 1.4: no exemplo 1.2 o único torneio que é hamiltoniano é o 
terceiro, cujo 4-ciclo destacamos abaixo: 
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2 - Histórico: Torneios Hamiltonianos com 

número mínimo de k-ciclos 

J. W .Moon, em 1966 (ver [ 14]) provou o seguinte teorema: 

Teorema (Moon): O número mínimo de k-ciclos presentes em um 
torneio hamiltoniano de ordem n é n-k+ 1. 

Neste mesmo artigo ele introduziu o torneio bineutral A.. (com n~3), que 
satisfaz a todas as condições extremais, ou seja, para cada k, com 3 ~ k ~ n, ele 
possui exatamente n-k+ 1 ciclos de comprimento k. 

A seguir vários pesquisadores tentaram caracterizar e enumerar essas 
classes de torneios que satisfazem tais condições extremais. 

Em 1970 (ver [15]), R.J.Douglas apresentou uma caracterização para a 
classe Dn dos torneios hamiltonianos de ordem n que têm um único n-ciclo. Em 
1972 (ver [ 16]), M.R. Garey apresentou a enumeração destes torneios, 
provando que 

#Dn=F2 n_6 (com n~4) 

onde F1 é o i-ésimo número de Fibonacci (a seqüência de Fibonacci é dada por 
F0 =0, F1 = 1, F1=F1_1 + F1_2 para i~2). 

Em 1975 (ver [12]), M.Las Vergnas provou que para 4~k~n-1 o torneio 
A.. introduzido por Moon em [ 14] é o único torneio hamiltoniano com o número 
mínimo n-k+ 1 de k-ciclos. 

Em 1990 (veja [11]), Marco Burzio e Davide Carlo Demaria 
apresentaram uma caracterização para a classe Bn dos n-torneios hamiltonianos 
com o número mínimo n-2 de 3-ciclos. Faremos esta caracterização na seção 5 
(ver também [19]). No artigo [11], de Burzio e Demaria, é também provado 
que 

#Bn=2n-4 (com n~4) 

sendo que F 0 _4 dos torneios desta classe são simples. Com a demonstração deste 
resultado, na seção 6, concluiremos nosso trabalho. 
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Obs.: Em 1990 (ver [17]), D.C.Demaria e J.C.S.Kiihl apresentaram uma 
outra caracterização para a classe D" dos n-tomeios hamiltonianos com um 
único n-ciclo (que eles chamaram torneios de Douglas). Em [18], Demaria e 
Kiihl provaram, a partir desta nova caracterização e utilizando algumas 
variações do triângulo de Pascal e alguns números de Fibonacci generalizados, 
que 

#Dn=Fzn-6 (com n;;:::4) 

recuperando o resultado de Garey (ver [16]). 
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3 - Torneios Transitivos, Bineutrais, 

J3 e J3-derivados 

V amos em seguida definir e demonstrar algumas propriedades dos 
torneios transitivos, dos bineutrais, e dos torneios f3 e f3-derivados. A 
importância desses torneios é que, como mostraremos na seção seguinte, os 
torneios hamiltonianos com número mínimo de triciclos são combinações 
desses torneios. 

Torneios Transitivos 

Definição: Um torneio S é transitivo se, dados x,y,z E S, x~y e y~z 
implicar x~z. 

Proposição 3.1: Sé torneio transitivo~ S não possui nenhum 3-ciclo. 

Demonstr. (==>): se S possuir um 3-ciclo xyzx teremos uma contradição, 
pois como x~y e y~z pela definição de transitividade devemos ter x~z, mas 
sendo S um torneio não é possível termos ao mesmo tempo z~x e x~z. 

Demonstr.(<=): dados x,y,z E S com x~y e y~z, como S é torneio 
devemos ter z~x ou x~z, mas a primeira possibilidade nos daria um 3-ciclo em 
S. Assim, x~y e y~z ~ x~z, de modo que S é transitivo. 

Proposição 3.2: Os vértices de um torneio transitivo S" podem ser 
numerados numa seqüência si, ... ,S0 tal que od(s;) = i-1 e S;~SI, ... ,si-I vi= 1 , ... ,n. 

Demonstr.: em um torneio transitivo x~y implica od(x) ~ od(y) + 1, pois 
todos os sucessores de y serão também sucessores de x. 

Tomemos agora si como sendo um vértice com menor od dentre os 
vértices de S. Então od( si) = O e si é sucessor de todos os demais, pois se 
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tivéssemos x E S com s.---~x então od(x) < od(s1) contrariando a minimalidade da 
definição de S1 • 

Consideremos como hipótese de indução que já temos uma seqüência 
S1, ••• ,sJ, j < n, com as características desejadas. Tomando V'= {s1 , ..• ,sJ} e V"= 

V(S)-V' temos que V"~ V', pois dado si E V' temos od(s1)=i-1 e S 1 ~s., ... ,si-t de 
modo que si não pode ter mais nenhum sucessor em V". Assim, se tomarmos 
sJ+t como sendo um vértice com menor od dentre os vértices de V", sJ+l não 
pode ser predecessor de nenhum vértice de V", caso contrário teríamos como 
antes uma contradição com a minimalidade assumida, e portanto os únicos 
sucessores de sJ+l são s., ... ,sJ como desejado, e od(sJ+1)=j. 

Logo, por indução está provado o lema. 

Definição: O vértice S0 , que é predecessor de todos os demais vértices 
do transitivo S, é chamado de transmissor, e o vértice S1 , que é sucessor de 
todos os demais, é chamado de receptor de S. A ordenação natural dos 
vértices de um torneio transitivo é aquela dada na proposição 3 .2, indo do 
receptor para o transmissor, ficando agora implícito que ela será a adotada 
quando não especificarmos explicitamente alguma outra. 

Proposição 3.3: Um torneio transitivo é completamente caracterizado, a 
menos de isomorfismos, pela sua ordem. 

Demonstr.: Sejam V" e W" dois torneios transitivos de mesma ordem. 
Colocando seus vértices na ordem natural v1, ••• ,V

0 
e w., ... ,W0 temos que V 1 ~VJ e 

w 1 ~wj se i> j. Assim, p: V"~ W" dada por p( v1) = W 1 é um isomorfismo entre os 
dois grafos. 

Proposição 3.4: Se S é um torneio transitivo, então S-v independe (a 
menos de isomorfismo) de qual vES é retirado. 
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Demonstr.: A retirada de um vértice não prejudica a propriedade 
transitiva de um torneio. Assim, se v,v' E S", então tanto S"-v como S"-v' são 
torneios transitivos de ordem n-1, sendo portanto isomorfos pela proposição 
3.3. 

Exemplo 3 .1: na figura abaixo estão os torneios transitivos de ordens 1 a 
5, com seus vértices numerados na seqüência natural: 

s4 

s3 s4 s3 

s. s. Sz 6. fZI Ss .s3 
• < • • 

s. Sz s. Sz 

s. Sz 
s. s2 s3 s4 Ss 
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Torneios Bineutrais A. 

Definição: Um vértice v e T é neutra I se T -v é hamiltoniano. 

Definição: O torneio bineutral A,. (n~3) é o tomeio com vértices V(A,,) 
= {a., ... ,a,.} tal que: 

(i) a.-+ a,., se i= I , ... ,n-l 

(i i) a.-+ a., ... ,a,_, se í=3, ... ,n 

Obs.: Las Vergnas [12] provou que estes são os únicos torneios com 
apenas 2 vértices neutrais (que são a, e a.) para n 2:4 (para n = 3 obviamente 
não podem existir vértices neutrais). 

Exemplo 3.2: na figura abaixo temos os bineutrais de ordens 4 a 6: 

a, a, ~ 

a, a, 

~ 
.a, 

J 

a. aJ a. a> 
é4 a. 

A. ~ A. 

Obs.: pode-se observar que os torneios A,, podem ser construidos a prutir 
de S. simplesmente invertendo-se o sentido dos arcos que ligrun vértices 
consecutivos, isto é, enquanto em S. temos s,., -+ s, em A. fazemos s, -+ s,., . A 
idéia dessa construção é, a partir de S. , que não possui ciclo nenhmn, obtermos 
um torneio harniltoniano, com o n-ciclo a, ... a.a, , mas criando o minimo 
possível de outros ciclos. 

Proposição 3.5: A. tem n-2 triciclos: a,a,aJa, , a2a>a,a,, ... , a.., a.., a.a •. , . 
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Demonstr.: A partir da definição de A, é imediata a verificação de que 
essas n-2 seqüências são realmente triciclos. Para provar que esses são os 
únicos, seja a,aJaka, um triciclo qualquer de A,, sendo que podemos, sem perda 
de generalidade, assumir que i= min {ij,k}. Mas se j >i e a;~aJ, a única 
possibilidade é j =i+ 1. Logo, necessariamente k > j, pois k >i e k :;t: j =i+ 1, e 
como aJ~ak devemos ter k = j+ 1 = i+2. Assim, o triciclo é da forma a,ai+1a,+2a,, 
sendo portanto um dos indicados na proposição. 

Proposição 3.6: A seqüência de out-degree de A, é 1,1,2,3, ... , n-4, n-3, 
n-2,n-2. 

Demonstr.: basta verificar na definição de A, que od( a1) = od( a2 ) = 1 , 
od(a,)=i-1 para i=3, ... ,n-1, e od(a..)=n-2. 
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Torneios J3 e J3-derivados 

Definição: O torneio J32m-t (m ~ 3) é o torneio com vértices V(J3) = 
{ ab ... ,a.,.,xt,· .. ,xm-t} tal que: 

(i) {ab ... ,a.,.} =A.., , onde A.u é o bineutral de ordem m 

(ii) {XI, ... ,Xm-1} = sm-1 , Onde Sm-l é 0 transitiVO de Ordem m-1 

Exemplo 3.3: na figura abaixo temos o torneio J3 de ordem 7: 

Definição: Um torneio obtido de 132m-I pela retirada de k (O~ k ~ m-3) dos 

vértices X2 , ••• ,xm_2 será chamado de torneio J3 2m_1-derivado e denotado~zm-l-k 

Obs.: dois torneios ~ de mesma ordem podem não ser isomorfos mesmo 

que tenham sido derivados do mesmo J3, o que mostra ser relevante a 
especificação de quais foram os vértices retirados. Na proposição seguinte 

mostraremos que dois torneios ~ são isomorfos se e somente se tiverem sido 

derivados a partir do mesmo J3 pela retirada dos mesmos vértices. 
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Notação: Pi~~·;k, 2~iJ~m-2 vj, irá designar o torneio Bzm-l-k obtido de 

J3zm.1 pela retirada dos vértices xj
1

, .•. ,xik· Esta representação será chamada 
representação derivada. 

Exemplo 3 .4: 

-
Proposição 3. 7: Todo torneio J3-derivado J3 admite uma única 

representação derivada f3 = Pi~~; ,ik 

Demonstr.: Precisamos mostrar que dado J3 é possível determinar 

univocamente não apenas qual o Pzm-1 do qual ele foi derivado mas também 
quais foram os vértices x1 retirados. Para isso basta que identifiquemos, para 

cada v E f3, a qual aJ ou xJ ele corresponde. 

Os únicos vértices que podem ter out-degree 1 são os correspondentes a 
x1 e a1, e como x.-~a 1 podemos identificá-los inequivocamente. Agora é 
possível identificar também ~' que é o único vértice que sucede a1 . Da mesma 
forma, como os únicos vértices que sucedem~ são X1 e a3 e já identificamos 
X1 , fica determinado qual vértice é a3 . 

Assumindo agora que já tenham sido identificados os vértices 
correspondentes a a1, ... ,aJ e X 1 , ... ,xJ_2 (os que houver), para 3 ~j ~ m-1, vamos 
mostrar que podemos identificar aJ+t e xj-1. De fato, os sucessores ainda 

incógnitos de aJ são aJ+t e xJ_1 • Se em f3 houver apenas um sucessor este será 

aJ+t· Se houver dois podemos distingui-los sabendo que aJ+t ~xJ_ 1 • 
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Assim, por indução, identificamos a., ... ,a.,. e x1, ... ,xm_2 (os que houver), até 

restar um único vértice ainda incógnito em ~ , que será portanto xm_1. 

Obs.: Para que a proposição 3.7 seja válida é que impedimos a retirada 
dos vértices X1 e xm_1 de p, pois se retirássemos também esses vértices teríamos 

Por exemplo n. 1 •... ,m- 1 = 11 = n. z .... ,m-
4 • 

1-'zm-1 ~ 1-'z(m-2)-1 

Proposição 3.8: Os torneios p e ~ são torneios hamiltonianos simples. 

Demonstr.: Esses torneios são hamiltonianos pois a1a2 ••• amxm_1xm_2 ••• x1a1 
(apenas os x que não tiverem sido retirados) é um ciclo passando por todos os 
vértices. 

Para provar que eles são simples mostraremos que quaisquer dois 
vértices desses torneios não podem ser equivalentes. 

Assim, x1 e xJ (i <j) não são equivalentes pois xr~a;+l e a;+l ~x 1 • 

Também a; e aJ (i <j) não são equivalentes pois se: 

• i= 1 então aJ~x 1 e x1 ~a; 

• i> 1 então aJ~a 1 _ 1 e ai-1 ~a; 

E x1 e aJ (V ij) não são equivalentes pois caso: 

• j = 1 e i= 1 então aJ~~ e a 2 ~X 1 

• j = 1 e i> 1 então x,~x 1 e x 1 ~aJ 

• 2 ::.:;; j ::.:;; i então X 1 ~aJ_ 1 e aJ_1 ~aj 

• i+ 1 :s;j :s;m-1 então aJ~aJ+ 1 e aJ+l~x 1 

• j = m e i< m-1 entãO aJ~Xm_ 1 e Xm_1 ~X; 

• j = m e i= m-1 então X 1 ~a.,._ 1 e am-1 ~aJ 

Proposição 3.9: Nos torneios p e ~ há exatamente 1 triciclo passando 

por cada x, , que é x1a;a1+1 X1 • 

Demonstr.: Como {x1, ... ,xm_1} é transitivo, não pode haver nenhum 
triciclo da forma x,xJxkx, . Também não pode haver nenhum da forma X1XJakx, , 
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pois xr~ak ::::::> k ~j , ak~x 1 ::::::> i< k , e x 1 ~xJ ::::::> j <i , uma contradição. E o único 
triciclo da forma x1aJakx1 é o da proposição, pois x 1 ~aJ ::::::> j ~i , ak~X 1 ::::::> i< k , e 
o único modo de termos aJ~ak com j < k é se k = j+ 1, o que nos dá i < k = j+ 1 ~ 
i+ 1, ou seja, j =i e k=i+ 1. 

Proposição 3.10: -r(J3n)=n-2. 

Demonstr.: Sejam tal que n=2m-1. Em {a1, ••• ,am} =A... há m-2 triciclos 
pela proposição 3.5, e pela proposição anterior por cada x1 , 1 ~i~m-1, teremos 
exatamente 1 novo triciclo. Assim, em J3n existem m-2 + m-1 = 2m-3 = n-2 
triciclos. 
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4 - Torneios Hamiltonianos com Número 

Mínimo de Triciclos 

Notação: B = {torneios hamiltonianos com número mínimo de triciclos} 
={H hamiltoniano; 1(H)= I H l-2} 

P . - 4 1 S B R (s<•> s<m>) B 1 - S0> ' ropOSIÇ30 . : e n = m , ••• , E , COm m =F- , entao e 
transitiva VI ~i~m. 

Demonstr.: Se s<l) =1=- Bn (o que ocorre se m =1=- 1) então podemos substituir 
s<'> por uma transitiva S' de mesma ordem (cujos vértices numeraremos em 
ordem de out -degree decrescente: s1 '~s 2 ' ~ ••• ~sk', onde k = I S I ) sem que o 
novo torneio Bn' deixe de ser hamiltoniano, pois se X1S1S2 .•• spy1 , X2Sp+t···Y2 , ••• , 

XrSq ... S~r (onde OS vértices S E s<i> são todos distintos e OS vértices x,y ~ s<l> 
podem se repetir) forem os trechos passando por s<'> de um n-ciclo de Bn, então 
trocando esses trechos por x1s1 ' ... sp'y1 , ... , x.sq' ... sk'y. obtemos um n-ciclo em 
Bn'· 

A substituição de s<i) por S' não afeta os triciclos de Bn que tenham 
apenas um ou nenhum vértice em S0>. Além disso, como os vértices de s(i) são 
equivalentes, não pode haver nenhum triciclo com dois vértices em s<l) e um 
fora. Assim, qualquer alteração no número de triciclos derá devida apenas 
àqueles que estejam contidos em s<'>, de modo que 't(Bo)-'t(Bo')='t(S<

1
>)-'t(S')= 

't(S<I>). 

Como Bn E B não podemos ter 1(Bn') < 1(Bn), logo 1(S<1>) = O e pela 
proposição 3.1 s<i) é transitiva, c.q.d. 
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Proposição 4.2: Se Bn E B e Hm < Bn , sendo Hm hamiltoniano, então 
HmEB 

Para a demonstração desta proposição precisaremos dos seguintes lemas: 

Lema 4.3: Se Tn contém um k-ciclo não-projetado, 3 ::;k<n, então esse 
ciclo pode ser estendido a um (k+ 1)-ciclo, também não-projetado. 

Demonstr.: Seja v E Tn um vértice qualquer não pertencente ao k-ciclo 
V1 ••• vkv1 • Como v não projeta esse ciclo (ou seja, não temos nem V1---+V vi nem 
V---+V1 vi), podemos encontrar dois vértices sucessivos vJ,vJ+l nesse ciclo tais que 
VJ---+V e V---+VJ+l, de modo que V1 ••• vJvvJ+t···vkv1 é um (k+ 1)-ciclo em T0 • Que este 
novo ciclo também seja não-projetado decorre imediatamente do fato de que 
ele contém os vértices do k-ciclo não-projetado. 

Lema 4.4: Se Hk= Tk+l-v não é projetado por v, sendo Hk hamiltoniano, 
então existe pelo menos 1 triciclo passando por v. 

Demonstr.: Se v1 ... vkv1 é um k-ciclo de Hk, como v não projeta esse 
ciclo podemos encontrar dois vértices sucessivos vJ,vJ+l nesse ciclo tais que 
vJ+l---+ v e v---+ vJ, de modo que temos o tricilo vJ vJ+l vvJ. 

Demonstr.Propos.4.2: Se Hk < Bn é um subtomeio hamiltoniano (com 
k<n), e portanto não é transitivo, então Hk não pode ser projetado por todos os 
demais vértices de Bn, senão seus vértices seriam equivalentes e poderíamos 
tomar o quociente Bn = Rn-k+l(Hk,vk+l, ... ,V0 ), contrariando a proposição 4.1. Logo 
existe v E Bn-Hk que não projeta Hb e portanto pelo lema 4.3 Hk pode ser 
estendido por v a um torneio hamiltoniano Hk+t . 

Assim, indutivamente, podemos a partir de Hm construir uma seqüência 
Hm<Hm+l < ... <Hn=Bn de subtomeios hamiltonianos. 

Agora, se Hk+t E B e Hk = Hk+1-v, como v não pode projetar Hk deve 
haver, pelo lema 4.4, ao menos 1 tricilo em Hk+l passando por v, de modo que 
-r(Hk)::;-r(Hk+l)-1 =(k+1)-2-1 =k-2. Mas pelo teorema de Moon -r(Hk)~n-2, logo 
-r(Hk)=n-2 e Hk E B. 

Portanto, como Hn = Bn E B, procedendo indutivamente sobre a seqüência 
Hm <Hm+l < ... <Hn=Bn obtemos Hm E B, c.q.d. 
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5- Caracterizações dos Torneios em B 

Teorema 5.1: Bn E B se e somente se Bn é uma das seguintes 
composições: 

• Bn = H3 ( a,b,S) 

B A ( s<1> s<m-1)) • n = P2m-l al,. · .,~ , , ... , 

onde H3 é o hamiltoniano de ordem 3, as componentes S são transitivas e 
S<Z> s<m-2) d . ( d d . A , ... , po em ser vaztas neste caso temos na ver a e um torneiO Pzm_1-

derivado como quociente). 

Demonstr. ( <:::::): H3 e J3 são hamiltonianos, e ao substituirmos um vértice 
por uma componente transitiva, o torneio não deixa de ser hamiltoniano. Assim, 
em ambos os casos Bn é hamiltoniano. Para mostrar que -c(Bn) = n-2 
examinaremos separadamente cada uma das possibilidades: 

•Bn=H3 (a,b,S) 

Como S é transitiva, os únicos triciclos possíveis são os que tiverem 
um vértice em S e dois fora, e como a~ b ~ S ~ a teremos um triciclo por cada 
um dos n-2 vértices de S, de modo que -c(Bn)=n-2 c.q.d. 

B A ( s<1> s<m-1)) • n = P2m-l at,· · .,~ , , ... , 

Como f3zm-l (a1, ••• ,~ , X 1, ••• ,xm_1) E B e há exatamente 1 triciclo 
passando por cada X;, ao substituirmos X1 por s<l> transitiva (que não COntém 
nenhum triciclo interno) estaremos acrescentando exatamente 1 triciclo para 
cada vértice extra (ou retirando 1 triciclo se trocarmos x1 por 0), de modo que 
mantemos -c=n-2. 
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Demonstr. ( ==:>): 

Os únicos torneios hamiltonianos de ordens 3 e 4 são os da figura 
abaixo: 

s 

a b a b 

e temos de imediato que H3 =H3 (a,b,s) e H4 =H3 (a,b, {s1,s2} ), de modo que 
a proposição é válida para esses casos. 

Para os demais casos procedemos por indução sobre a ordem n do 
torneio. Assim, tomando como hipótese de indução que todo torneio B" E B 
tenha uma das estruturas indicadas no teorema, devemos mostrar que um 
torneio qualquer Bn+t E B também terá esse tipo de composição. 

Seja dado então Bn+t E B. 

Pelo teorema de Moon sabemos que existe algum n-ciclo em Bn+t, e 
tomemos então B" como sendo o subtorneio constituído pelos vértices desse n­
ciclo. B" é, por construção, hamiltoniano, logo pela proposição 4.2 B" E B. 
Assim, 1(Bn+1) - 1(B") = 1 e portanto exatamente 1 triciclo de Bn+t passa pelo 
vértice v=Bn+l-Bn. 

Pela hipótese de indução, B" é uma das seguintes composições: 

• B" = H3 (a,b,S) 

Assumimos, sem perda de generalidade, que a~b~s~a. 

Temos 4 possíveis relações de adjacência entre a,b e v: 

(1) v~a, b~v 

Como v é neste caso equivalente aos vértices de S, temos Bn+l = 
H3(a,b,S+v), sendo que S+v é transitiva pela proposição 4.1. 
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(2) v~a, v~b 

Aqui não é possível que v~s, caso contrário Bn+t não seria 
hamiltoniano. Assim existe ao menos um sE S tal que s~v, e como cada tal s 
nos dá um triciclo svbs, ele deve ser único já que apenas 1 triciclo passa por v. 
Além disso, s ~ S-s, pois se 3 s' E S com s' ~ s, teríamos um segundo triciclo 
s'svs'por v. 

Portanto, temos Bn+l=P5 (a,b,s, S-s,v) ,já que seus vértices cumprem 
as três condições de definição dos torneios p: 
(i) a~b~s~a 

(ii) v~ S-s 

(iii) S-s ~a ; b,s ~ S-s 

v~a,b ; s~v 

(3) a~v, b~v 

De forma análoga ao caso anterior, aqui 3! s E S ; v~ s' , e temos que 
S-s ~ s, de modo que: 

(i) s~a~b~s 

(ii) S-s~v 

(iii) v~s ; a,b~v 

S-s~s,a ; b~S-s 

o que corresponde a Bn+l =P5 (s,a,b, v,S-s). 

(4) a~v, v~b 

Para n~4, de modo que I SI ~2, essa alternativa não é possível, pois 
cada vértice s E S nos dará um triciclo distinto passando por v (sempre teremos 
ou svbs ou vsav). 
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B A ( s<1> s<m-1)) • n = J-l2m-1 a., ... ,a.,. ' , ... , 

Vamos considerar separadamente 3 possibilidades: 

(1) v ~a 1 , ... ,am 

Como Bn+l é hamiltoniano deve existir X E s<l)u ... uS(m-1) tal que x~v. 
Mas se x E s<l> com 1 ~i< m-1 teríamos pelo menos dois triciclos, xv~+ 1 x e 
xv~+2x, passando por v, logo X E s<m-l). E se em s<m-l) houvesse x':;t:x com x' ~v, 
teríamos xva.,.x e x'vamx', portanto v~s<m-t> -x. Além disso, x~s<m-t> -x, senão 
além de XVa.,.X teríamos x'xvx' para algum x' E S<m-1> -X. 

A . B A ( s(l) s<m-1) ) . SSlm, n+t = p 2(m+t)-t a1, ... ,am,X, , ... , -X,V , pOIS temos: 

(i) ~~~+t vi=1, ... ,m-1 

~~a., ... ,ai-2 vi=3, ... ,m x~a 1 , ... ,am-t 

( .. ) so> s<•> s<l-1) 11 ~ , ... , vi=2, ... ,m-2 

S(m-1)- s(l) s<m-2) 
X~ , ... , 

S(l) s<m-2) s<m-1) 
v~ , ... , , -x 

(···)s(i) 111 ~ a1, ••. ,a1 vi=l, ... ,m-2 

S
(m-1) 

-x~a 1 , ... ,am_1 S
(m-1) 

a.,.,x~ -x 

x~v 

(2) a1, ••• ,a.,. ~v 

Seguindo um raciocínio análogo ao caso anterior, temos que :1! x E 

s<1>u ... uS(m-1) ; v~x' sendo que esse X é o receptor de s(l). 

A . B A ( s(l) s(l) s<m-1)) . ' SSlm, n+t = p 2(m+t)-t x,a1, ... ,am , V, -X, , ... , , Ja que: 

(i) x~a. a1 ~ ~+1 vi= 1 , ... ,m-1 

a 2 ~x ~ ~ x,a1, ... ,~_ 2 vi=3, ... ,m 

(ii) s(l) -x ~v 

S(l) s<•> 
~v, -x 

S(i) s(l>- sm s<i-1) 
~v, x, , ... , vi=3, ... ,m-l 

(iii)v~x 

S
(1) 

-x~x,a 1 

(i) S ~ x,a., ... ,a1 

a1, ... ,a...~v 

S
(1) 

a2 , ••• ,am~ -X 

vi=2, ... ,m-1 
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(3) { a., ... ,a..,} não é projetado por v 

Como { a1, ... ,a..,,v}-v = { a1, ... ,am} =A... é hamiltoniano, pelo lema 4.4 
existe um triciclo em {a., ... ,am,v} passando por v. Esse será portanto o triciclo 
único de Bn+1 a passar por v. 

Sejam t o transmissor de s<m-1> e r o receptor de s<1>, e lembremos que 
S(1) s<m-1) s(1) s<m-1) v am ~ t ~ a1, ... ,am-1' , ... , -t e que a:z, ... ,a..,, -r, ... , ~ r ~ a1. amos 

então considerar as possíveis relações de adjacência entre t, r e v: 

(a) v~t, r~v 

Esse caso é impossível, pois como t~r teremos o triciclo vtrv além 
daquele que existe em { a1, ... ,am, v} . 

(b) v~t, v~r 

Neste caso devemos ter v~a 1 vi=l, ... ,m-1 , senão teríamos um 
triciclo ~vt~. Então, como v não projeta {a., ... ,am}, temos a...~v. Além disso, 
V~S<

1

>, ... ,S<m·t>, pois Se existir X E s<•>u ... US<m-t) COm X~V teríamos O triciclo 
L B A ( s<•> s<m-l) s<m-t) ) · xvtx. ogo, n+l = t-'lm-1 a1, ... ,am' , ... , ' +v 'pois: 

(i) { a1, ... ,a..,} =A... 

( .. ) s<i) s<•> s(i-1) 
11 ~ , ... , 

S(m-1) + s(l) s<m-l) 
v~ , ... , 

( ···)s<o 111 ~ a., ... ,~ 

S
(m-1) 
+v~ a., ... ,am-1 

(c) t~v, r~v 

vi=2, ... ,m-2 

S
(i) 

~+., ... ,am~ 

S
(m·l)+ 

a...~ v 

vi=l, ... ,m-2 

De forma análoga ao caso anterior, teremos a2 , ••• ,a...~v , v~a 1 e 
S(l) s<m-1) , ... , ~v. 

A . B A ( s(l) s<l) s<m-1)) . SSim, temos n+t = t-':zm-t a1, ... ,a.., , +v, , ... , , pOIS: 

(i) { a1 , ..• ,am} =A... 

(ii) s(l) ~s<l)+v 

S(i) s<•> + s<l> s(l-1) 
~ v, , ... , vi=3, ... ,m-1 

S
(l) (i) 

~a 1 , ... ,a1 ~+1, ••• ,am~s vi=2, ... ,m-1 
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(d) t~v, v~r 

Neste caso, devemos ter v~a 1 e am~v, senão teríamos os triciclos 
a1vra1 ou vamtv. 

Sejam p o menor inteiro tal que ~+l~v e q o maior inteiro tal que 
v~aq (como v~a 1 e am~v, esses inteiros existem e q < m). Então temos os 
triciclos v~~+lv e vaqaq+lv, mas como há apenas 1 triciclo por v, conclui-se que 
p=q. Logo, v~a 1 , ... ,~ e ~+1, ••• ,am~v. 

Devemos ter também que v~ s<1>, ... ,s<p-1) ' pois se 3 s E s(i) com 1 ::::; 
i ::::; k-1 tal que s~v, isso nos daria um triciclo sv~+ 1 s. Da mesma forma, 
S(p+1) s<m-1) , ... , ~v. 

A . B - A ( s(1) s<p-1) s(p) + s(p+1) s<m-1)) . . SSllll, n+t - l-'lm-1 a1, ... ,am, , ... , , V, , ... , , pOIS. 

(i) {a1, ... ,~} =~ 

(. _) s<l> 8(1) s<l-1) 
11 ~ , ... , vi= 1 , ... ,p-1 

S(p) + s<1> s<p-1) 
v~ , ... , 

S(p+l) s<1> s<p-1) s<P> + 
~ , ... , ' v 

S(i) s<1) s<p-1) s<P> + s<p+1) s(i-1) 
~ , ... , ' v, , ... , vi=p+ 2, ... ,m-1 

(···)s(i) m ~ a1, ••• ,~ vi=1 , ... ,p-1 ,p+ 1 , ... ,m-1 

s(p)+v ~ai)·· .,ap 

Assim conclui-se a demonstração do teorema 5 .1. 
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Teorema 5.2: Dado Bn torneio hamiltoniano, temos: 

Bn E B <::::> Bn tem seqüência de out-degree 1, 1, 2, 3, ... , n-4, n-3, n-2, n-2. 

Demonstr.(~): pelo teorema 5.1, temos as seguintes possibilidades: 

• Bn = H3 ( a,b,Sn-2) 

Assumindo sem perda de generalidade que a~b~Sn_ 2 ~a , temos 
od(a) = 1 e od(b) = n-2. Além disso, colocando os vértices da componente 
transitiva na ordenação natural shs2, ... ,sn_2 , na qual cada um é predecessor de 
todos os anteriores, temos que S1 precede apenas a1, S2 precede a1 e S1, e assim 
por diante, de modo que od( s1) =i, o que nos fornece a seqüência de out-degree 
desejada. 

B ~ ( s(l) s<m-1)) • n = t-'2m-1 al, ... ,am ' , ... , 

Temos od(a1) = 1 od(am) = n-2. Colocando os demais vértices na 
.. ,.. . s(1) s(l) s<m-l) s<m-1) d ' . d d d s(j) -sequencta ,az, ,a3 , •.. , ,am_1, , on e os verttces entro e ca a sao 

ordenados do modo natural, e nomeando-os nesta seqüência como V1, ... ,vn_2, 
verifica-se facilmente que od(v1) =i, pois Se V1 E 8°> então V 1 precede todos OS 
vértices anteriores da seqüência e mais a1, e se v, = aJ então v, precede todos os 
vértices anteriores exceto aJ_1, e mais a1 e aJ+l. 

Demonstr. ( <:=): Dado um vértice v em um torneio T, a cada par de arcos 
distintos que partem de v (ou equivalentemente, a cada par de sucessores 
distintos de v) corresponde uma tripla transitiva da qual v é o transmissor (isto 
é, uma tripla { v,v' ,v"} de vértices distintos na qual v~ v' ,v"). Assim, o número 
de triplas transitivas em T nas quais o transmissor é v será Cod(v),2 ,isto é, o 
número de combinações dois a dois de sucessores de v. 

Portanto, como a cada tripla transitiva corresponde um único vértice que 
seja seu transmissor, o número de triplas transitivas em um torneio Tn com 
seqüência de out-degree dh ... ,dn será l:Cd.,2 . E como cada tripla de Tn é ou uma 

I 

tripla transitiva ou um triciclo, o número de triciclos em T n pode ser dado por: 

-r ( Tn)= Cn,J- 2: Cd.,2 
I 

Assim, como o número de triciclos em um torneio pode ser determinado 
a partir da sua seqüência de out-degree e a seqüência de out-degree de Bn é 
igual à do bineutral ~,temos -r(Bn)=-r(~)=n-2, logo Bn E B c.q.d. 
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6 - Enumeração dos Torneios em B 

Notação: cBn ={n-torneios hamiltonianos simples com o número mínimo 
de 3-ciclos} 

Proposição 6.1: Para n ~ 4, #cBn = F0 _4 , onde Fn é o n-ésimo número de 
Fibonacci. 

Demonstr.: Pela caracterização feita, os elementos de cBn para n ~ 4 

devem ser n-torneios J3-derivados. 

Um torneio f32m_1-derivado tem pelo menos m+2 vértices: a1, .•• ,am,x.,xm-t· 

Como m ~ 3, temos Cl34 = 0. Além disso, qualquer elemento de Cl35 deve ser 

derivado de (32.3 _1 , mas o único derivado possível deste torneio é o próprio f3 5 , de 

modo que #Cl35 = 1. 

Vamos mostrar agora que #cBn = #cBn-t + #cBn_2 (n ~ 6). Como #Cl34 =O e 

#Cl35 = 1, isso implicará que #cBn =F0 _4 (n~4), como desejado. 

Isto será feito particionando cBn , que pode ser descrito como 

(B = { ~13 · ~13 = 13 i,· ,ik onde k ~O e i. ~ 2 VJ. } 
n n ' n n+k J 

em cB' n e cB'' n ' onde 

cB' = { ~13 E (B · ~13 = 13z,i,. ,ik onde k~O e iJ. > 2 VJ.} 
n n n ' n n+k+l 

cB'' = { ~13 E (B · ~13 = 13i,, ,ik onde k~O e i >2 VJ. } n n n ' n n+k J 

e mostrando que #cB'n =#cBn-t e #cB''n =#cBn-2 . 

Para provar que #cB' n = #cBn-t definimos f: cB' n ~ cBn-t por f ( 13 ~;~·;;ik ) = 

13~~~~~·ik-', o que é claramente uma bijeção. 

Igualmente, para provar que #cB'' n = #Cl30 _2 definimos uma bijeção g : cB'' n 
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Notação: 8" ={n-tomeios hamiltonianos com o número mínimo de 3-
ciclos} 

Proposição 6.2: Para n;:::4, #8" =2"-4
• 

Demonstr.: Da caracterização feita na seção 5 temos que os únicos 
torneios em 8 3 e 8 4 são respectivamente H3 (a,b,c) e H3 (a,b,{c,d}). Vamos então 
tomar como hipótese de indução que #8J = 2J-4 para 4 ~j ~ n-1 e estabelecer uma 

n-1 n-1 

bijeção entre 8" e U 8J . Fazendo isso, teremos provado que #8" = # U 8J = 
~3 ~3 

1 20 21 2n-5 2n-4 d • + + + ... + = , como eseJamos. 
n-1 

Definiremos f: 8" ~ U 8J da seguinte forma. Dado B" E 8" , temos as 
j=3 

seguintes possibilidades: 

B= n 

A ( s<1> s<m-1)) 
P al, ... ,a.u, , ... , ' 
com I s<m-

1
) I> 1 

A ( s<1) s(k) ) 
p al, ... ,a.u, , ... , ,0, ... ,0,xm-1 ' 

com 1 <k<m-1 e s(k)::;t:0 

n-1 

H3 (a,b,S-v) E 8"_1 , onde S-v é a 

transitiva com um vértice a menos que S 

A ( s(1) s<m-1) ) 8 
p at, ... ,a.u, , ... , -V E n-t 

Definimos agora g : U BJ ~ B" como segue. Dado Bj E Bj , 3 ~ j ~ n-1, 
j=3 

podemos ter: 
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H3 (a,b,S) , j <n-1 

H3 (a,b,S) , j =n-1 

onde m = n-j+ 1 

H3 (a,b,S+v) , onde S+v é a transitiva 

com um vértice a mais que S 

n ( s<•> s<k> ) J-1 a., ... ,a..., , ... , ,0, ... ,0,xm-l ' 

onde m=n-j+k 

n ( s<•> s<k> ) ..... a1, ... ,ak+t• , ... , +v 

É fácil verificar que f e g são inversas e portanto temos a bijeção desejada. 
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