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Prefacio

Este trabalho aborda propriedades de grafos que sao quocientes de reticulados e explora
conexoes destes com a teoria de cédigos corretores de erros. Estd organizado na seguinte
forma: No primeiro capitulo sao introduzidos conceitos e principais resultados de teoria de
grafos a serem utilizados. O segundo capitulo contém uma breve introducao a teoria de
cédigos corretores de erros e finalmente no terceiro capitulo sao analisadas propriedades
de grafos que sao quocientes de reticulados e suas relagoes com cédigos em aspectos como

rotulamentos e construgao de codigos.

Abstract

Graphs which are quotients of lattices are studied in this dissertation and some of their
connections to error correcting codes are explored. The text is organized as follows. In
Chapter 1 the main concepts and results in Graph theory are introduced. Chapter 2 contains
s brief introduction to error correcting codes theory and Chapter 3 is devoted to the study of
properties of graphs which are quotient of lattices and their relations with codes in aspects

like labelings and the construction of perfect codes.
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Introducao

O objetivo deste trabalho foi o estudo de uma classe especial de grafos ligados a codigos
corretores de erros. Através de propriedades e resultados da teoria de grafos procuramos
analisar caracteristicas importantes em exemplos de cddigos.

Assim , discutimos alguns problemas envolvendo grafos e codigos com a perspectiva de,
num trabalho futuro aprofundarmos o tema visando a construgao de bons cédigos associados
a grafos através da andlise de propriedades geométricas especiais.

No primeiro capitulo apresentamos uma introducao a teoria de grafos, contendo as prin-
cipais defini¢oes, exemplos e resultados importantes. Sao abordados conceitos como grafos
regulares e género topolégico de um grafo que serao utilizados no decorrer do trabalho. In-
cluimos também no final a discussao do problema das pontes de Konisberg, o qual motivou
o surgimento da teoria dos grafos.

O segundo capitulo é uma breve introducao a teoria dos codigos corretores de erros. A
enfase foi dada aos cddigos lineares e codigos perfeitos incluindo exemplos cldssicos como os
cédigos de Hamming e de Reed-Solomon. Apresentamos também os conceitos das métricas
de Hamming e de Lee associadas a alfabetos g-érios.

O dltimo capitulo é dedicado a analise de algumas relacoes entre codigos e uma classe
especial de grafos: Os quocientes de reticulados utilizando principalmente a referéncia [9)].
Estes grafos sao associados a ladrilhamentos em toros planares. Introduzimos inicialmente
conceitos fundamentais associados a reticulados, e passamos aos grafos quocientes destes
discutindo propriedades como uniformidade, regularidade e género topoldgico e a conexao
destas com a construcao de cédigos com caracteristicas especiais como os codigos perfeitos

e com rotulamento ciclico.



Capitulo 1

Uma Introducao a Teoria de Grafos

Este primeiro capitulo é dedicado a uma introdugao a teoria de grafos. Nele, estaremos
visando sempre atingir nosso objetivo de relacionar os grafos com empacotamento de esferas,

c6digos corretores de erros e reticulados. As principais referéncias para este capitulo sao [3],

[5], [6] e [7].

1.1 Um pouco de Histéria

A Teoria de Grafos é relativamente recente na histéria da matematica . A primeira
evidéncia do uso da teoria de grafos data de 1736 quando Euler utilizou-a para resolver o
problema das ”Pontes de Konigsberg”, enunciado abaixo.

Konigsberg é uma cidade russa que é cortada pelo rio Pregel, dividindo a cidade em duas
ilhas. Ha uma ponte que as liga, uma ilha possui uma ponte ligando-a a cada uma das
duas margens opostas e a outra, duas pontes ligando-a a cada uma das margens (veja figura
abaixo). A pergunta é se seria possivel realizar um passeio pelas ilhas passando uma tnica
vez em cada uma das sete pontes e voltar para o ponto do inicio do passeio. Esse problema

serd discutido mais adiante, depois que introduzirmos a teoria.




Desde entao os grafos tém sido utilizados em uma grande variedade de aplicagoes pois sao
capazes de modelar diversas situacoes reais em fisica, quimica, biologia, engenharia elétrica,

entre outras.

1.2 Definicoes Iniciais

Um grafo G é um par (V, A) onde V é um conjunto de pontos chamados vértices e A o
conjunto de segmentos que ligam dois dos elementos de V', denominados arestas. Denotamos
por xy a aresta de G que liga os vértices x e y. Quando quisermos nos referir ao conjunto
de vértices de G podemos usar a notagao V(G) e para o conjunto de arestas A(G).

Dado um grafo GG, chamamos de ordem de G, o nimero de vértices que ele possui e
denotamos por |G|. Dizemos ainda que um vértice v é incidente a uma aresta e se v €
e. Se xy for uma aresta de (G, entao os vértices x e y sao ditos adjacentes ou vizinhos
(caso contrario sao independentes). Este mesmo termo pode ser dado para arestas, ou seja,
dizemos que duas arestas sao adjacentes se possuem vértice comum.

Na teoria de grafos, dois grafos G(V, A) e G'(V', A") sdo chamados isomorfos se existir
bijecio ¢ : V — V', tal que 2y € A < ¢(2)p(y) € A'. Neste caso denotamos por G ~ G’ e
dizemos que ¢ é um isomorfismo. Se tivermos G = G, teremos que ¢ é um automorfismo.

Uma funcao f tomando grafos como argumentos é chamada grafo-invariante se, dados grafos
isomorfos G e H, f(G) = f(H).

Proposicao 1.1. : f: G — G é uma isometria se, e somente se, f for um isomorfismo.

Um desenho ou mergulho de um grafo G’ no R” é um isomorfismo de G em G’ onde G’
é um grafo em R”. Neste caso, os vértices sao pontos e as arestas sao curvas ligando dois
pontos.

Se V' CVeA C A, entao dizemos que G' (V', A) é um subgrafo de G(V, A) e denotamos
por G C G. Ainda, se G C G e G’ contém todas as arestas zy € A, entdo G é subgrafo
induzido de G. Neste dltimo caso dizemos que V' induz ou gera G' em G e denotamos por
G =G[V'].

Se G e G sao disjuntos, denotamos por G * G o grafo obtido de G UG’ unindo todos os
vértices de G a todos os vértices de G'. Isto é, as arestas de G * G sao as arestas de G, as
de G’ e mais estas ligacoes.

O complemento de um grafo G = (V,A) é G = (V, A) onde o conjunto das arestas
A= [V]2\ A, ou seja, sao as arestas xy tal que x,y sao vértices de V mas xy nao pertence
a A.

O grau de um vértice v é o nimero de arestas em v, ou seja, é o nimero de vértices

vizinhos de v. Denotamos por d(v) ou dg(v). Um vértice de grau zero é dito ser isolado.



O grau minimo de um grafo G é dado por 6(G) := min{d(v)|v € V'} e o grau mdzimo é
dado por A(G) := max{d(v)|v € V'}.

1.3 Principais Tipos de Grafos

Grafos Triviais: um grafo trivial é aquele de ordem 0 ou 1.
Grafos Completos: um grafo é completo se dados quaisquer dois de seus vértices, existe
uma aresta que os liga, ou seja, dados quaisquer dois vértices, estes sao adjacentes. Se este

grafo possui k vértices, denotamos por K} (abaixo temos o Kj).

Grafos Bipartidos: um grafo bipartido é aquele em que podemos escrever o conjunto de
seus vértices como uniao disjunta de dois conjuntos A e B e ainda, cada aresta de G liga
um vértice de A a um vértice de B. Se A possui m elementos e B possui n, denotamos este

grafo bipartido por K, , (temos o K, ).

Grafos Platonicos: estes sao os grafos originados pelos sélidos regulares de Platao (tetrae-

dro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro).




Grafos Regulares: um dado grafo é chamado regular se todos os seus vértices possuem o
mesmo grau. Se este grau for k, dizemos que G é um grafo k-regular e k é a valéncia deste
grafo. Existem varios tipos de grafos regulares e os mais importantes serao apresentados na

secao 1.7.

1.4 Caminhos e Ciclos

Um caminho é um grafo nao vazio P(V, A) tal que V' = {xg, x1,_ zr} e A = {zox1, 129, ..., Tp_121 }
onde z; # x; se i # j. O comprimento de um caminho é dado pelo nimero de arestas que

ele possui. Denotamos este caminho de xy a x, por P = xqx1...2%.
Outras notagoes usadas:

PZL'Z' = Zg...-T;
;P =x;..xp
xl-ij = Tj...Tj
Pe = T1... T
P[Eio = Z9..-LTj—1
)P = xiy1...xp

o o __
szfL’] = Ti41---Tj—1

Dado um caminho P = zz;...x5_1, com k > 3 e z; # x;, chamamos de ciclo o grafo
C = PUxp_1x9 e denotamos por roxi...Tx_1%o.

O comprimento de um ciclo é o nimero de arestas que este possui. O comprimento
minimo de ciclos em G é chamado ”Girth”e denotado por g(G) e o comprimento maximo de
ciclos em G é sua circunferéncia. Chamamos de corda a aresta que liga dois vértices de um

ciclo, mas que nao ¢ uma aresta deste ciclo.

A distancia dg(x,y) em G de dois vértices x e y é o comprimento do menor caminho
ligando x e y. Observamos que dg : G X G — R ¢é de fato uma métrica em G, desde que o
grafo seja conexo, isto é:

1) dg(z,y) = da(y, z)

2) dg(z,y) > 0edg(x,y) =0 z=y

3) da(z,y) + da(y, z) > da(x, 2)

A maior distancia entre dois vértices quaisquer é o diametro de G que é denotado por
diam(G).



Proposicao 1.2. [3/: Todo grafo G contém um ciclo satisfazendo

9(G) <2 diam(G) + 1

Um wvértice € central em G se a maior distancia entre ele e qualquer outro vértice é a

menor possivel. Esta distancia é chamada de raio de G e denotado por rad(G).
Proposigao 1.3. [3/: rad(G) < diam(G) < 2 rad(G)

Uma caminhada em um grafo G é uma sequéncia nao vazia vgegviey...e,_1v, alternando
vértices e arestas em G tal que, e; = {v;,v;41}, para todo i < k. Se os vértices sao todos

distintos, entao temos um caminho em G.

1.5 Conexidade

Um grafo nao vazio G = (V, A) é dito conexo se quaisquer dois de seus vértices puderem
ser ligados por um caminho em G. Um subgrafo conexo maximal de G é chamado componente
conexa de G.

Se B,C CVeX CVUA sao tais que todo caminho de B a C' em G contém um
vértice (ou uma aresta) de X, nds dizemos que X separa os conjuntos B e C em G. Mais
geralmente, dizemos que X separa G se X separa dois vértices de G\ X em G. Um vértice que
separa dois outros vértices da mesma componente conexa é um vértice de corte (cutvertez) e
uma aresta separando seus vértices finais é uma ponte (pontes ndao podem pertencer a ciclos).
G é k-conezo se |G| > ke G— X é conexo, VX CV com |X| < k, ou seja, ndo existem dois
vértices de G que sao separados por pelo menos k outros vértices. O maior inteiro k tal que
G é k-conexo é a conexidade k(G) de G.

1.6 Arvores e Florestas

Floresta é um grafo que nao possui nenhum ciclo. Uma floresta conexa é uma drvore. Os

vértices de grau 1 em uma arvore sao suas folhas.

Teorema 1.4. [3]: As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) T € uma drvore

(ii) Quaisquer dois vértices de T sao ligados por um tnico caminho em T

(iii) T € minimalmente conezo, isto é, T é conexo mas T — e é desconexo, para toda
aresta e de T.

(iv) T é mazimalmente aciclico, isto €, T nao possui ciclo mas T + xy possui, quaisquer
que sejam dois vértices nao adjacentes x e y de T.

Corolario 1.5. [3/: Um grafo conexo com n vértices é uma drvore se e somente se possui
n — 1 arestas.



As vezes é conveniente considerar um vértice de uma 4rvore como especial. Tal vértice é
chamado de raiz desta arvore. Uma arvore com uma raiz fixa é uma drvore enraizada.

Escolhendo uma raiz r em uma arvore 7', impomos uma ordem parcial em V(7T') dada
por: x < y se x estd entre r e y, ou seja, x € rTy. Esta é a ordem da drvore em V(T
associada a T" e r.

Uma arvore enraizada 71" contida em um grafo G é chamada normal em G se os finais de

todos os T-caminhos sao comparaveis na ordem da arvore de T'.

Proposicao 1.6. [3/: Todo grafo conexo G contém uma drvore normal T', com algum vértice
especifico como raiz e tal que T gera G.

1.7 Grafos regulares especiais

1.7.1 Grafos distancia-regular

Definigcao 1.7. Um grafo conexo I' de diametro d é chamado distancia-regular se existem
inteiros b;, ¢;, com 0 < i < d, tal que para quaisquer dois vértices v,0 € I' com d (v,6) =1,
existem precisamente ¢; vizinhos de § em I';_1(y) ={z € ' / d(v,z) =i — 1} e b; vizinhos
ded emTi(y)={yel /dly,y) =i+ 1}. Em particular, ' € reqular de valéncia k = by.

Como d ¢ a distancia maxima, nao existe b; e como nao podemos ter pontos a distancia
-1, nao existe cg.
A sequéncia «(I") := {bo, b1, ...,b4_1; 1, Ca, ..., cq} é chamada de vetor interseccao (inter-

section array) de T'.

Exemplo:

1. Poligonos
Eles tém vetor intersecgao {2, 1, ..., 1;1,...1, ¢4}, onde ¢; = 2 para os 2d—gonos e cq = 1
para os (2d + 1) — gonos.

2. Sélidos de Platao

Seus vértices e arestas formam grafos distancias-regulares com vetor intersecgao {3;1}
para o tetraedro, {4, 1; 1,4} para o octaedro, {3,2, 1; 1, 2, 3} para o cubo, {5,2,1;1,2,5}
para o icosaedro e {3,2,1,1,1;1,1,1,2,3} para o dodecaedro.



1.7.2 Grafos aresta regular e aresta co-regular

Consideremos inicialmente, grafos regulares tendo uma ou mais das propriedades abaixo:

Ry) Quaisquer dois vértices adjacentes possuem precisamente A = A\(I") vértices vizinhos
comuns.

Ry) Quaisquer dois vértices cuja distancia entre eles é 2, possuem precisamente p = p(T")
vértices vizinhos comuns.

R3) Quaisquer dois vértices ndo adjacentes possuem precisamente p = u(I') vértices
vizinhos comuns.

Um grafo regular com v vértices e valéncia k é chamado aresta-regular com parametros
(v,k, \) se Ry acontece. Amplamente reqular com parametros (v, k, A, 1) se Ry e Ry acon-
tecem. Aresta co-regular com parametros (v, k, u1) se R3 acontece e fortemente reqular com

parametros (v, k, A, 1) se Ry e R3 acontecem.

Observagao 1.8. Vamos agora citar algumas observagoes relacionadas as defini¢oes dadas
acima.

1. Todo grafo distancia regular é amplamente reqular (A = a1, = ) e é fortemente
reqular se possuir diametro no mdximo 2.

Um grafo satisfazendo Rs (ou apenas Rs) com pn =0 € a unido disjunta de pontos. Se
>0, o grafo é conexo e tem diametro no mdximo 2.

2. Para um grafo aresta-regular nao completo temos p < k. Um grafo aresta co-reqular
com i =k é um grafo multipartido completo Ksy;.

Chamamos um grafo aresta co-regular de nao trivial se ele nao é completo e 0 < p < k.

1.8 Algebra Linear e Grafos

Seja o grafo G = (V; A) com V = {vq,...,u,} e A = {e1,...,en}. O espaco dos vértices
v(G) de G é o espago vetorial sobre o corpo de 2 elementos F o = {0, 1} de todas as fungoes
V — Fy. Temos que {{v1},....,{v,}} é base candnica de v(G) e portanto, dim(v(G)) = n.

Da mesma forma, as fungoes A — o formam o espago das arestas €(G) de G, cujos
elementos sao subconjuntos de A. Como anteriormente, temos que {{e1},...,{en}} ¢é base
candnica de £(G) e entao dim (¢(G)) = m.

Um conjunto ¢é isomorfo ao das funcoes de B em 0, 1 se, e somente se, cada subconjunto
de arestas estd identificado com um elemento de e(G).

Dados F, F' € £(G) e seus coeficientes Aq, ..., A\, € )\/1, o )\lm com respeito a base canonica,

podemos definir o produto interno:



CEF > = M\ 4+t Ah, € Fo

enote que < F,F' > = (0< F e F' possuem um nimero par de arestas em comum.

Dado um subespaco F de ¢(G), temos que:

Ft = {Dcel@) /) <FD> = 0VFecrFr}

que é ainda um subespago de £(G). Ainda, temos que:

dim(F) + dim(F) =m

A matriz incidéncia B = (b;j)nem de um grafo G = (V,A) com V = {vy,...,v,} e

A = {ey,...,en} é definida sobre f o por:

b, j :=1sev; € e
bi,j =0 se (5 ¢ €;

Sendo B! a transposta de B, temos que B e B* definem fungoes lineares B : ¢(G) — v(G)
e B': v(G) — (@) com respeito & base candnica.

A matriz adjacéncia A = (a; j)nn de G é definida por:

a;,; =1 sevv; € A
a;; =0 sewvjv; ¢ A

Proposicao 1.9. [3]: Seja D a matriz diagonal D = (d; j)nxn com di; = d(v;) e dij = 0 se
1 # j. Temos que:
BB'=A+D

1.9 Planaridade

Um grafo é planar se pode ser desenhado no plano (mergulho) sem auto-intersecao.

Uma face num grafo planar é um poligono homeomorfo a um disco cujo contorno é dado
por uma curva fechada composta por arestas do grafo.

Dizemos que dois grafos sao homeomorfos se ambos podem ser obtidos do mesmo grafo,
inserindo novos vértices de grau dois.

Férmula de Euler usando componentes conexas: V — A+ F =k + 1, onde k£ é o niimero
de componentes conexas do grafo de V' vértices, A arestas e F' faces.

Férmula de Euler para grafos planares: seja G um grafo planar com V' vértices, A arestas
e F faces. Temos entao que V— A+ F = 2.



Teorema 1.10. [6/: Seja F' o nimero de faces de um grafo conexo planar G = (V, A) e m
a cardinalidade de A (m > 1). Entdo 3F < 2m.

Mas nem todos os grafos sao planares. Um exemplo é o K5 e o K3, 3, pois como podemos
ver na figura abaixo, toda representacao deles no plano tera uma auto- intersecgao.

KRE

Corolario 1.11. Os grafos K3,3 e K5 ndo sao planares.

Demonstracgao:

Seja n o numero de vértices de K5 e m seu niimero de arestas. A Formula
de Euler nos diz que se K5 fosse planar, teriamos que

F=2—-n4+m=2-5+455-1)/2=7

Mas 3 F = 21 e 2 m = 20, contradizendo o teorema anterior. Portanto, K5 nao é planar.
Para provar que K3,3 nao é planar, observemos que qualquer ciclo de K3,3 contém

um numero par (maior que 3) de arestas. Se denotarmos por Fi o nimero de faces com
exatamente ¢ arestas na fronteira, temos que

F1+2F2+3F3+ ... < 2m,

pois cada aresta é contabilizada duas vezes.

Como a fronteira de uma face numa realizacao planar de um grafo é constituida pelos

arcos de um ciclo, temos que as faces de uma realizacao planar de K3, 3 (se existisse) teriam
pelo menos 4 arcos na fronteira e portanto,

AF =4F4+4F6 + ... < 4F4 + 616+ < 2m.

Mas lembrando que o niimero de faces de K3, 3 seria 5 caso fosse planar, temos que

20 = 4F < 2m = 18,
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o que é uma contradi¢ao. Portanto, K3,3 nao ¢é planar. O

Pode-se notar que todo grafo que possui um subgrafo nao planar é nao planar. Portanto,
temos que todo grafo que possui o K5 ou o K 3,3 como subgrafo, é nao planar.

Na verdade, existe um resultado mais forte, que é o Teorema de Kuratowski que nos
possibilita verificar se um grafo é ou nao planar exatamente a partir dos dois grafos nao

planares que vimos.

Teorema 1.12. [6/: Um grafo € planar se, e somente se, nao contém subgrafo homeomorfo
a K3,3 ou K5.

Dado um grafo G, definimos o nimero de cruzamentos de G, denotado por cr(G) como
o nuimero minimo de cruzamentos que podem ocorrer quando G é desenhado no plano, onde
esses cruzamentos s podem ocorrer entre duas arestas.

Temos entao que se G é planar, cr(G) = 0 e nos exemplos mostrados anteriormente,
cr(K3,3) = cr(K5) = 1.

1.10 Outras superficies

Até agora, vimos grafos desenhados no plano, o que é equivalente a serem desenhados
na superficie esférica. A partir daqui, consideraremos grafos em outras superficies como por
exemplo, no toro.

Como é conhecido, o toro é uma superficie que pode ser vista como uma esfera que
possui uma “alga”, ou seja, topologicamente o toro é obtido de uma esfera retirando-se
dois discos e colando-se um cilindro nestes bordos. Ao repetirmos esta operacao g vezes,
obtemos a superficie (uma esfera com g algas) que é conhecida como g-toro. Um teorema
central de topologia das variedades bi-dimensionais é o que classifica as superficies orientaveis
compactas.

Teorema 1.13. [10]: Toda superficie orientdvel compacta é homeomorfa a um g-toro.

O género(genus) de uma superficie compacta orientavel é g se ela for topologicamente

homeomorfa a esfera com g ”alcas” (g-toro).
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Portanto, o toro possui género 1 e a esfera, género 0. Uma superficie de género g (g-toro)
pode ser construida a partir de uma identificagao dos bordos de um poligono de 4¢g lados.

Um resultado central sobre a topologia dos grafos é o que se segue:

Teorema 1.14. [10]: Todo grafo pode ser mergulhado sem auto-interse¢ao sobre uma su-
perficie de género g.

Um grafo possui género g se pode ser mergulhado sem auto-intersegao em uma superficie
de género g, mas nao em uma superficie de género g — 1, isto é, género de um grafo é o
genero da superficie mais simples na qual o grafo pode ser mergulhado sem auto-intersecao.
Em geral, existe grande dificuldade em descobrirmos o género de um dado grafo:

g =1= 49 = 4 = o espago de identificagdo ¢ um poligono de 4 lados com a borda
identificada.

g =2 = 4g = 8 = o espaco de identificacao é um poligono de 8 lados com a borda
identificada.

a

d

(b) ()

O género de um grafo mede sua complexidade, uma vez que seu género aumenta conforme
aumentamos sua complexidade. Grafos planares podem ser colocados numa esfera e se
voltarmos novamente aos exemplos K3,3 e K5, veremos que ambos podem ser desenhados

no toro sem auto-intersecao e tém portanto género 1.
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Para se ter uma idéia do grau de dificuldade que podemos encontrar, observe o grafo
abaixo o qual produz certa dificuldade para se descobrir em qual superficie ele pode ser

mergulhado sem auto intersecao e logo a seguir, vemos que este grafo possui género 2.

Existem alguns resultados que podem nos ajudar a encontrar o género de um dado grafo

e um deles, que na verdade nao fornece o nimero exato mas sim um limitante é o que segue:

Teorema 1.15. [6/: O género de um grafo G nao ultrapassa seu nimero de cruzamentos,
isto €, g < cr(QG).

Teorema 1.16. [6]: Para grafos de género g, temos que V.— A+ F =2 — 2g.

Seja A um grafo e V' o nimero de vértices de A. Temos que se V' > 3, o género g de A
satisfaz a seguinte desigualdade:

(V=3)(V—-4)
9= 12

Teorema 1.17. [6]: Seja A um grafo conezxo, V' seu nimero de vértices e A seu nimero de
arestas. Temos entao que se V > 3, entao

11 (V —3)(V —4)
A V-2 =9= 12
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1.11 Grafos Eulerianos

Concluimos este capitulo voltando ao problema que motivou a Teoria de Grafos, o Prob-
lema das Pontes de Konigsberg. Um grafo conexo G é euleriano se existe uma trajetéria
fechada contendo todas as arestas de (G. Note que cada aresta deve ser atravessada uma
unica vez. Um grafo nao euleriano g é semi-euleriano se existe uma trajetoéria contendo todas
as arestas de G.

Teorema 1.18. [3/: Se G é um grafo em que cada um de seus vértices possui grau no
minimo 2, entao G contém um ciclo.

Incluimos a demonstracao do teorema a seguir que é o que resolve o problema que deu
origem a teoria de grafos.

Teorema 1.19. [3/: Um grafo conexo G € euleriano se, e somente se, o grau de cada um
dos vértices de G € par.

Demonstragao: =-)Suponha que P é uma trajetéria euleriana de G. Cada vez que P
passa por um vértice de GG, contribui com dois graus neste vértice e como cada aresta é
percorrida uma unica vez por P, cada vértice tem que ter grau par.

<)A prova é por indu¢do no numero de arestas de G.

Suponha que o grau de cada vértice é par. Desde que G é conexo, cada vértice tem grau
no minimo 2 e entao, pelo teorema anterior, G contém um ciclo C.

Se C' contém todas as arestas de GG, a prova esta completa.

Caso contrario, removemos de GG as arestas de C' obtendo um novo grafo H possivelmente
desconexo com menos arestas que G e cada vértice devera ter grau par. Pela hipdtese de
indugao, cada componente de H possui no minimo um vértice em comum com C', por
conexidade, obtemos a trajetéria euleriana de GG e consequentemente, um vértice nao isolado
¢ alcancado por arestas de C, tracando a trajetoria euleriana de um componente de H que
contém este vértice, percorrendo as arestas de C' até alcancarmos um vértice pertencente a
outra componente de H.

Este processo termina quando retornarmos para o vértice inicial. O

Para solucionar o problema das ponte de Konigsberg, Euler modelou-o como um grafo,
identificando cada ponte com uma aresta e cada ilha e margem com um vértice. Dai, o
problema ficou reduzido a verificar se seria possivel encontrar uma trajetéria sobre o grafo,
que percorresse todas as arestas e vértices uma tunica vez, ou seja, verificar se este grafo é
euleriano .

O problema das pontes de Konigsberg é bem conhecido e se observarmos o teorema
anterior, podemos ver que como nenhum vértice possui grau par, este grafo nao é euleriano.

Podemos entao concluir que é impossivel realizar tal passeio.
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Capitulo 2

Cdbdigos Corretores de Erros

Neste capitulo, estaremos interessados em introduzir a teoria sobre codigos corretores de
erros, dando maior énfase aos codigos lineares e aos codigos perfeitos. Para isso, a principal
bibliografia sera [1] e [8].

A teoria dos cédigos corretores de erros foi fundada pelo matemético C. E. Shannon, em
1948. Inicialmente, os maiores interessados em Teoria dos Cddigos foram os matemaéticos
que a desenvolveram consideravelmente nas décadas de 50 e 60. A partir da década de 70,
com as pesquisas espaciais e a grande popularizagao dos computadores, essa teoria comecgou a
interessar também aos engenheiros. Hoje em dia, os cdédigos corretores de erros sao utilizados

sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo a sua confiabilidade.

2.1 Exemplos

1. Seja A o conjunto formado pelas 23 letras do alfabeto da lingua portuguesa, pelo
espaco em branco, ¢ e pelas vogais acentuadas. Este conjunto sera chamado alfabeto
e cada palavra é um elemento de A% onde 27 é o comprimento da palavra inconsti-
tucionalissimamente, que é a mais longa de nosso vocabulario. Denotamos por P a

lingua portuguesa, como subconjunto préprio de A?.

Este codigo é capaz de detectar e corrigir erros pois se produzirmos a palavra cathorro,
como nao pertence a P, sabe-se que ocorreu um erro e entao corrige-se pela palavra
mais préxima (cachorro). Podemos observar ainda que nao é muito eficiente pois
existem palavras muito préximas em P, como por exemplo, rato, pato, gato e galo,

dificultando detectar um erro.

2. Codigos com digitos verificadores (digitos de controle). Exemplos destes codigos sao
os usados em contas bancarias e CPF. Se é dado um CPF zix5...x19711, 0s chama-

dos digitos de controle sao os dois ultimos z1y e x11, que possuem uma relacao de
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dependéncia com os nove primeiros nimeros. Esta dependéncia é dada pelas seguintes

9
Ti0 = ((Zz . x,) mod 11) mod 10
i=1

T = ((i (1—1) xz> mod 11) mod 10

=2

férmulas:

Esses digitos servem para testar a autenticidade do CPF fornecido.

2.2 Meétrica de Hamming e Métrica de Lee

Sejam u = (U1, ..., upn), v = (v1,...,0,) € A" A distancia de Hamming de u e v é o

numero de coordenadas em que u e v diferem, ou seja,

dp(u,v) = {i /u; #v; , 1 <i<n}|

Propriedades:

1) dyp(u,v) >0

2) dp(u,v) =0 u="0v

3) dp(u,v) = dp(v,u)

4) dp(u,v) < dp(u,w) + dp(w,v)

Por (1),(2),(3) e (4), temos que dj, é métrica. Podemos entao chamé-la de Métrica de
Hamming.

Sejam a,b € Zy, onde a = (ay, ..., a,) € b = (by,...,b,). A métrica de Lee é definida sobre

Zy da seguinte forma:
dg (a,0) = min{|a; — b;|, |q — (a; — bi)[}
i=1

Chamamos de Espago de Lee o espago sobre o Zi com a métrica de Lee, ou seja (Z;‘, dr).
Sejam a € A" et € R. O disco D(a,t) de centro a e raio t e a esfera S(a,t) de mesmo

centro e mesmo raio sao dados por:

D(a,t) ={ue A" / d(u,a) <t}

S(a,t) ={ue A" / d(u,a) =t}
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E temos ainda que:

Den)l = (i) @ =1)
i=0
S(a, )] = (7) (a = 1)
Dado um codigo C, para u,v € C temos que a distancia minima d de C' é dada por

d = min{ dp(u,v) /u # v}. Temos ainda que o numero de palavras de um codigo serd

denotado por M e k definido da seguinte forma k = L%J Os parametros n, M e d sao os

parametros fundamentais de um codigo e serao denotados por [n, M, d].

Coroldrio 2.1. [1]: Seja C um cdédigo com distancia minima d e ¢, ¢ € C com ¢ # c.
Portanto, se D(c, k)N D(c k) = @, C corrige k erros e detecta d — 1 erros.

Dado um cédigo C' com distancia minima d e corrigindo k erros, ele serda um codigo
perfeito se U.ecD(c, k) = A™.
Uma funcao F : A" — A" é uma isometria se dn(F(x), F(y)) = dy(z,y) com z, y € A™.

Propriedades:

1) Toda isometria de A™ é bijecao;

)
2) A funcao identidade de A™ é uma isometria;
3) Se F é isometria, entao F~! também o é;

)

4) Se F e (G sao duas isometrias, entao temos que F' o GG também é isometria.

Dados dois cédigos C,C" € A". Dizemos que estes cddigos sao equivalentes se existir

isometria F' de A" tal que F(C) = C'. Neste caso, denotaremos por C' ~ C".

Propriedades:

1) C=C;

2)C~C =C ~C,

3)SeCrC eC'~C" =C~x=C".

Temos entao que ~ é uma relagao de equivaléncia.
Proposicao 2.2. [1]: Se C ~ C', entio os dois cddigos possuem os mesmos pardmetros.
Teorema 2.3. [1]: Seja F : A" — A" uma isometria. Entao existem permutacoes 11 de
{1,...,n} e bijecées f; com i = 1,...n tais que F = THOTfllo...oTﬁ onde T}(al,...,an) =
(ar,..., f(ay),...,an) e Tu(ay, ..., an) = (anq)y, -, Gy )-
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Coroldrio 2.4. [1]: C =~ C' se, e somente se, existem permutacies I1 de {1,...,n} e bijecoes
fi comi=1,...,n tais que C" = {(fu) (@), - fuw) (@nw)) /(@1,...,2,) € C}.

Sejam C' e C" cédigos sobre A de comprimento n cujos elementos séo letras. Entao temos

! . 7
que C' = (" se e somente se um pode ser obtido do outro através de:

(i) substituigao das letras numa dada posigao fixa em todas as palavras do cédigo por
bijecao de A;

(ii) permutagao das posigoes das letras em todas as palavras, mediante permutagao fixa
de {1,...,n}.

2.3 Anéis e corpos

O conjunto A munido de duas operagoes (+ e .) é chamado de anel se:

(i) Va,b,c € A, (a+b)+c=a+ (b+c¢)

(i) 30 € Atal que a+0=04a = a, Ya € A. Este elemento é chamado neutro de (+).
(i) Vae A, 3 (—a) € Atal que a+ (—a) =0

(iv)Va,be A, a+b=b+a

(v) Y a,b,c e A, (ab)e = a(be)

(vilVa € A, 31 € Atal que al = la = a. Este elemento é o neutro da operagao (.)
(vii) Va,b e A, ab=ba

(vili)V a,b,c € A, a(b+¢) = ab+ ac

Propriedades:

1)a-0=0,Vaec A

2) Os elementos neutros das duas operagoes sao unicos.

O anel A serd um dominio de integridade se ¥V a,b € A, com a # 0 e b # 0, temos que
ab # 0, isto é, se ab = 0 entao a = 0 ou b = 0. Seja A um dominio de integridade, temos
que A serd um corpo seVa € A, a#0, 3b€ A tal que ab= ba = 1. Todo elemento a com

esta propriedade é dito ser invertivel.

Teorema 2.5. [1]: Se A € corpo, entdo é dominio de integridade.

Lei do Cancelamento: Seja A um dominio de integridade e ¢ # 0. Entao temos que
ac=0bc=a=0>.
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Dado um dominio de integridade A, denotamos o corpo de fragoes de A por Q(A) e o

definimos da seguinte forma:

Q(A):{%coma, beAeb%O}

Potenciacdo: Sejam A um anel, a,b € A e m,n € Z. Temos entao as seguintes pro-

priedades:

—_
A
\_/

s

na
na

[\

w
S

)
)
) (m&) = (nm)a
4) n(a £b) =na+nb
5)(n £ m)a = na + ma
Paraa € A e m,n € NU{0}, temos que:
6) ()" =
7) (ab)™ = a"b"
8) a"t™ = a"a™
Teorema 2.6. [1]: Seja A um corpo e M uma matriz cujos elementos pertencem a A. O
conjunto de matrizes deste tipo serao denotadas por My. Temos entao que M € invertivel
se, e somente se, det(M) # 0.

Matriz de Vandermond
Seja A um anel e ay,...,a, € A. A Matriz de Vandermond V(ay, ...,a,) é uma matriz

n X n e sera dada por:

1 a a® . a!
1 3 . ayt
Viai, ..., an) = o
1 a, a2 . a*!
Propriedades:
1) det(V(ay, ..., a,)) = P2 T2 J1+1( —aj) = ;s (a; — ay)

2) Se A for um dommlo de integridade, entao det(V(ay,...,a,)) # 0 < a; # a;,i # J.

Seja A um anel e a,b € A. Temos que a divide b se 3 ¢ € A tal que b = ac. Neste caso,

escrevemos ab.
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Propriedades: Seja A um anel e a, b, c,u, A\, u € A, onde u é invertivel.

1) ula

al0

[\

)
)
3) ala
4) Se alu, entao a ¢ invertivel
5) Se alb e blc, entdo alc

)

6) Se alb e alc, entdo al(A\b + pc)

Seja A um anel e a,b € A. Dizemos que a e b sdo associados se existe elemento invertivel

u € A tal que a = ub. Isso serd denotado por a ~ b.

Propriedades:

l)a ~ a

2)a ~ b=b ~ a

3)Sea ~ beb ~ c,entaoa ~ ¢

Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia.

4) v ~ 1<% u invertivel

5)a ~ b= albebla

6)ab<=Ve ~ a,¥Vd ~ b temos quecld< 3¢ ~ aed ~ b, temos que ¢ |d
)

7) Se A for um dominio de integridade, a|b e bla, entdo a ~ b

Seja A um anel e a € A um elemento nao invertivel. Dizemos que a é irredutivel se os
unicos divisores de a sdo seus associados e os invertiveis de A. Dado um anel A e a € A\{0}

com a nao invertivel, dizemos que a é primo se V b, ¢ € A tal que a|bc entao alb ou alc.

Teorema 2.7. [1]: Seja A um dominio de integridade e a € A. Se a € primo, entio a é
irredutivel (a reciproca nao € verdadeira).

Sejam A um dominio de integridade, a,b € A nao simultaneamente nulos e d € A.

Dizemos que d é o mdzimo divisor comum (mdc) de a e b se:

1) dla

2) d|b

3) Ve € A, tal que c|a e c|b, entao c|d
Notagao: d = mdc(a,b)
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Propriedades:

’

1)Sea ~ aeb ~ b, entdao mde(a,b) =mde(a’,b')
2) Se d = mdc(a,b), entdio ¥V d ~ d, d =mdec(a,b)
3)Sea=0eb#0oua=>b, entdo mdec(a,b) ~ b

Seja A um anel e a,b € A. Dizemos que a e b sao primos entre si se os Unicos divisores

comuns de a e b sdo os invertiveis de A.

Dado o anel A e a,b,m € A, temos que m serd o minimo miltiplo comum (mmc) de a e

b se:

1) alm
2) blm
3) V c € A, tal que alc e b|c, entdo m|c

Notagao: d = mmc(a,b)

Seja A um anel e a,b,m € A. Temos que a é congruente a b mddulo m se m|(a — b).

Denotaremos por a = b mod m.

Propriedades:

1) a =a modm

2) Se a = b mod m, entdo b = a mod m

3) Se a =b mod m e b =c mod m, entdo a = ¢ mod m

4)Sea=a modmeb=0b modm,entioa+b=a +b modmeab=ab modm

Portanto, = é uma relacao de equivaléncia.
Seja A um anel e a,m € A. A classe residual de a modulo m sera dada por:

[al| ={r € A/ x=amodm}={a+m\ /e A}

Dizemos que a é o representante de [a]. Ainda temos que mA = {mA / A € A}, ou seja,

l[a] = a + mA. Denotaremos o conjunto de todas as classes residuais em A médulo m por
Ap,.

Propriedades:
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1) [a] = [b] & m|(a —b),isto é,(a —b) € mA

2) [a] N [b] # 0 < [a] = [b]

3) A= UaeA[ ]

4) Se A for um dominio de integridade, entao existe bijecao entre [a] e mA
5) la] +[b] = [a + b]

6) [a][b] = [ab]

Teorema 2.8. [1/: O conjunto A,, munido das operacoes (+) e (.) € um anel com elementos
neutros 0 e 1 respectivamente.

2.4 Os Inteiros

Estudaremos agora o conjunto Z dos nimeros inteiros. Para este conjunto, temos que os
unicos elementos invertiveis sao 1 e ainda, que é um dominio de integridade. Os associados
de a € A sao *a.

Dado um anel A, temos que A serd um anel ordenado se tiver uma relacao de ordem

satisfazendo as seguintes propriedades:

1)

2)Vabc€A sea<beb<c entdoa<c
3)Sea<beb<a,entao a=1>

) Va,beZ, a<boub<a

5)Sea <b, entdoa+c<b+c, Va,bcelZ
6) Sea<be0<c, entao ac < be

2.5 C(Cobdigos Lineares

2.5.1 Definicoes iniciais

Seja K um corpo finito com ¢ elementos, o qual tomaremos como nosso alfabeto. Se
C C K™ é um codigo, dizemos que C' é um codigo linear se for subespaco vetorial de K™.

Chamaremos entao de k a dimensao de C' sobre K e tomaremos como base de C' o conjunto

ﬂ = {’Ul, ...,”Uk}.

Para cada € K", definimos o peso de x como sendo w(z) := | {i / z; # 0} | = d(«,0).
E peso de C como w(C) := min{w(z) / x € C\{0}}.
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O peso de C coincide com a distancia minima do cédigo pois V x,y € C com x # y
tem-se z = x —y € C\{0} e d(z,y) = w(z). Portanto, em termos de calculo, ¢ bem mais
facil achar a distancia minima de um cédigo pois basta fazer M — 1 calculos, onde M é o
numero de elementos do codigo linear.

Dado um cédigo linear, ele pode ser representado de duas formas, como imagem e como

nicleo de uma transformagao linear.

1. Im(T)=C,k<n
T:KF— K"

(X1, ey Tg) > T101 + v+ TRV
Temos que esta transformagao ¢é linear e injetora pois:
ker(T) = {(z1,...,m) € K¥/T(z1,...,71) = 0} = {(21, ..., 7) € K*/2101+.. 420 = 0}

mas como vy, ..., Uy sao LI, temos entao que

r1=...=x,=0
ou seja,

ker(T) = 0.

Como Im(T) = C, temos que dado um cédigo linear, podemos representa-lo como
imagem de uma transformacao linear injetora. Inversamente, temos que para cada

transformacao linear injetora, a imagem define um cédigo linear.

2. ker(H)=C

Outra forma de se representar um cdédigo linear é através do nicleo de uma trans-
formacao. Seja C’ o subespaco de dimensao n-k de K™ que é complementar de C, isto

é, C @ C" = K". Defina entao a seguinte transformacao:

H:CaC — K" uav—w

e temos que ker(H) = C.
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2.5.2 Matriz Geradora

A matriz geradora de C associada a base ordenada 3 = {v1, ..., v} serd dada por

U1
G =
Vg

Se tomarmos a transformacao T': K* — K" com T(z) = 2G, temos que Im(T) = C e
portanto, podemos considerar K* como sendo o cédigo da fonte, C' o cédigo de canal e T

uma codificagao.

Exemplo: K=FqyeT:Fj— F3com T(z)=zG.

G:

e e
—_ = O
_ o
_ = O
_ o =

Se quisermos codificar a palavra 101, basta aplicar T a x e teremos T'(z) = (101)G =
(01010).
Agora, se quisermos decodificar a palavra 10101, teriamos que encontrar a palavra x tal

que T'(x) = (10101) cuja solucdo é (100). Mas encontrar esta solu¢ao pode nao ser tao facil. O

Sabemos que uma base de um espaco vetorial pode ser obtida de outra através de
operagoes do tipo:

- permutagao de dois elementos da base;

- multiplicagao de um elemento da base por um escalar nao nulo;

- substituicao de um vetor da base por ele mesmo somado com um multiplo escalar de
outro vetor da base;

Temos entao que uma matriz geradora de um codigo pode ser obtida de outra através
de:

- permutacgao de duas linhas;

- multiplicacao de uma das linhas por um escalar nao nulo;

- adi¢ao de um multiplo escalar de uma linha a outra;

No exemplo anterior, note que se efetuarmos as operagoes acima a matriz GG, obteremos

uma matriz

Q

I
o o =~
o~ o
— o o
o~ o
— o o

e temos entao que

24



G = (x129737273)

onde x = (x1x2x3), que nos fornece de forma direta a palavra decodificada.

Diremos que a matriz geradora G de um cédigo linear C' esta na forma padrao se G =
(Idi|A) onde A é uma matriz k x (n — k).

2.5.3 C(Cébdigos Duais

Sejam u = (uy,...,u,) € v = (vy,...,v,) elementos de K™, o produto interno de u e v é

dado por (u,v) = uqvy + ... + upvy.
Propriedades:
1. (u,v) = (v,u)
2. (u+ w,v) = (u,v) + Mw,v)

Seja C' C K™ um c6digo linear. Chamamos de cddigo dual de C' o conjunto C+ = {v €
K" [/ {(v,u) =0,V ue C}.
Temos que C* é um subespaco vetorial de K™ e portanto, um cédigo linear.

Teorema 2.9. [1]: v € C+ & Gzt =0
Demonstragao: z € Ct < Vye C, (z,y) =0« x é ortogonal a todos os elementos da

base 3 < Gat =0 O

Teorema 2.10. [1]: Se G estd na forma padrao, dim C+ =n—k e H= (—A'| Id,_) é
matriz geradora de C*.

L1 Lhk+1
Demonstragao: (i)z€Ct & Gl =0& (Id, | At =0 | . |+ A4 : =
Ty Ty,
T Trt1
0= . =—-A
Ty, Ty,

Temos entdo que |C*| = ¢"* ¢ como |C+] = ¢m™x " dimgCLt =n — k.
(ii) As linhas de H s@o LI por causa do bloco Id,_j e, portanto, geram um subespago

vetorial de dimensao n — k. Como as linhas de H sao ortogonais as linhas de GG, temos que
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o espaco gerado pelas linhas de H estd contido em Ct e como esses dois subespacos tém a

mesma dimensao, eles coincidem. portanto, H ¢ matriz geradora de C'*. O

Teorema 2.11. [1]: ve C < Hv' =0

De fato, v € C & v € (CH)t & Hv' = 0.

Esta matriz H é chamada matriz teste de paridade de C' e o vetor Hv' é chamado de
sindrome de v, para v € K.

A matriz H também é utilizada para obtermos um parametro para o peso de C da

seguinte forma:
Observagao 2.12. 1. w(C) > s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao LI.

2. w(C) = s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao LI e ainda, existem s
colunas de H que sao LD.

Exemplo: Seja C' um codigo sobre F, cuja matriz geradora é dada por

1 001
G=]10100
0010120

11
11

que estd na forma padrao, o que possibilita encontrarmos facilmente a matriz teste de

paridade

H = (AId,_;) =

— = =
e )
)
o o
o = O
—_ o o

Temos entao que dados os vetores (100111) e (010101
ou nao ao cédigo C, basta multiplicarmos pela matriz H, ou seja, H(100111)"* = (000) e
H(010101)" = (110) e temos entao que (100111) pertence a C' mas (010101) nao. O

~—

, para sabermos se pertencem

Cota de Singleton: Seja C um cddigo linear com distancia minima d e k = L%J Temos
a seguinte desigualdade:
d<n—k+1

Se valer a igualdade, o c6digo é chamado de MDS(maximum distance separable).
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2.5.4 Exemplos de Cédigos Lineares

Incluimos aqui exemplos de cédigos lineares sobre f o = Zy bastante conhecidos e utiliza-

dos em aplicacoes.

1. CODIGO DE HAMMING:

Um cédigo de Hamming C de ordem m e dimensao k sobre Fo = {0,1} é um cédigo

com matriz teste de paridade H,, de ordem m X n cujas colunas sao os elementos de
Fm{o}.

Para m = 3, temos que uma matriz teste de paridade é dada por

Hjy =

e QN SN
e )
_ O
—_ = =
o O =
o = O
_ O O

Como F ' possui 2™ elementos, temos que n = 2™ —1 uma vez que estamos retirando

o elemento (0, ...,0).

dimCt=n—k=m=k=n—-m=%k = 2"-1—-m

Temos ainda que em F 3" dois elementos sao sempre LI e que conseguimos facilmente
trés elementos LD, isto é, duas colunas de H sao sempre LI e existem trés colunas
LD edai,d=3

Teorema 2.13. [1]: Todo cdédigo de Hamming é perfeito.

Demonstracao: Seja h = [(d —1)/2] =1 a capacidade de correcao de C.
Dado ¢ € FJ', temos que |D(c,1)|=1+n! / (1l(n—1)!) =1+ n.

Portanto, | Ueec D(c,1)| = [1 4+ n]2F = [1 + 2™ — 1]2"™™ = 2" e, consequentemente,
UCECD(Ca 1) - FQTZ O

Observacao 2.14. Temos que o codigo de Hamming C é M DS < m = 2 pois temos
que: C e MDS & d=n—k+13=2"-1)-14+1e4=2"=>m=2.

2. CODICO DE REED-SOLOMON

O codigo de Reed-Solomon é obtido através da imagem da transformacao linear inje-

tora:

27



T: K[X]—1 — K"
P+— (P(a1)7...,P(O./n))

onde K[X|_1 ={P e K[X] | gr(P)<k—-1}U{0},neN,n>kea..a, € K.

T ser injetora se deve ao fato de que kerT = {P € K[X];—1 / P(a1) = ... = P(a,) =
0}. Supondo por absurdo que kerT # {0}, isto é, 3 P € K[X|;_1, P # {0} e tal que
P(ay) = ... = P(ay,) = 0 = P possui n raizes distintas = P tem grau n > k, o que é

uma contradigao.

Uma possibilidade para a matriz geradora G é dada por:

1 1 1
(1)
(03] (6] . (7%
T(X
G = (X) = al a3 . o
Tk . . .
T N )

Teorema 2.15. [1]: Para os parametros de um cddigo de Reed-Solomon, temos que
d=n-k+1, ou seja, ¢ MDS.

Demonstracao: Pela Cota de Singleton, temos que d < n —k+ 1. Temos entao que

mostrar que d > n — k + 1.

Assim,

ceC, c#{0} =3 PcKX])1 /T(P)=c
=3dPec K[X]-1/ (Plag) =...=Pan)) =c¢

(
(

= w(c) = | {i € {l,..,n} : P(y) 0} | =n—| {i € {1,....,n} : Ple;) =0} | > (2.
n—gr(P) 2n—(k—1)=n—k+1 (

(

=d >n—k+1

Portanto, d =n — k + 1. O

Exemplo: Considere K = Fr, k=4, n =6, ag = 3° =1, ay = 3! = 3,

a3 =32=2, u=3=6, az=3*=4eas=3"=5.

28



Portanto, o cédigo de Reed Solomon correspondente tem d =n — k + 1 = 3 e possui

matriz geradora

1111 11 111111
G| 3@ 3 ¥ | 132645
30 32 3 36 3% 30 1241 24
30 3% 36 30 312 315 161616

3. CODIGO DE REED-MULLER DE 1* ORDEM
O cddigo de Reed-Muller de 1* ordem seré denotado por R(1,m) e é definido como

sendo o cédigo gerado pela matriz

1 1
G =
H, 0
(m+1)x2m

onde H,, é a matriz teste de paridade de um cédigo de Hamming.

Como a matriz geradora possui m + 1 linhas LI, temos que k = m + 1 e pelo niimero

de colunas de G, n = 2™.

Teorema 2.16. [1/: Para um cédigo de Reed-Muller C, temos que d = 2™ 1.

Demonstracao: (i) Seja u € C tal que u = 1...1. Temos entao que w(u) =n = 2.

(ii) Seja c € C, ¢ = vy, +... +v;, tal que v;; sao vetores linhas de G. Suponhamos entao
que nenhum desses vetores é igual a u.
Uil
Considere a matriz B = ) que possui 2" colunas distintas correspondentes aos
”UZ'T
vetores de Fj, cada uma repetida 2™~" vezes. Portanto, a matriz possui metade das
colunas de peso par e metade de peso impar = ¢ possui metade de suas coordenadas

iguais a 1 e metade igual a 0 = w(c) =2m /2 =2m"1

Por (i) e (ii), temos que os elementos de C possuem peso igual a 2™ ou igual a 2™ ! e
portanto, d = 2™ 1, a

O cédigo utilizado na nave Mariner 9 corresponde ao caso m = 5, ou seja, R(1,5) cujos

parametros sao (32,6, 16).
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2.6 Decodificacao

Para obtermos um algoritmo de decodificacao para um cédigo linear C com matriz teste
de paridade H, temos primeiramente que definir um vetor erro e como sendo e = r — ¢, onde
r é o vetor recebido e ¢ o vetor transmitido.

Temos entao que w(e) = d(r,c) = numero de erros cometidos e que e e r possuem a
mesma sindrome uma vez que como ¢ € C, He! = H(r — ¢)! = Hrt — Hc* = Hr'.
Teorema 2.17. [1]: Se C' possui capacidade de corre¢cao h, para r € K" e ¢ € C tal que

d(c,r) < h, temos que 3! e, w(e) < h e cuja sindrome € igual a sindrome de r e tal que
e=1r—c.

Demonstracao: O nosso vetor e satisfaz as propriedades citadas no teorema por defini¢ao.
Temos entao que provar a unicidade.

Suponha que existem dois elementos de mesma sindrome e = (o, ..., o) e € = (o, ..., )
tais que w(e) < h e w(e’) < h. Entdo, temos que He! = He't = Y " a;hl = S0 ach’ =
S (ei—a;)h! = 0, 0 que nos d4 uma relagdo de dependéncia linear entre 2h(< d—1) colunas

de H. Como quaiquer d—1 colunas de H sao LI, temos que «; —a; =0=q; = oz; =>e=¢.0O

Pelo teorema anterior, temos que para obtermos a decodificacao, temos que descobrir
quem é o vetor e pois neste caso, ¢ = r — e. Mas como fazer isso?
1. Sew(e) <led>3.
(i) He!=0=Hr'=0=reC=c=r.

(i) He" # 0 = w(e) = 1 = e possui apenas uma coordenada nao nula, isto
é, e = (0,...,,...,0) com o # 0 = He' = ah’, onde h' é a i-ésima coluna de
H = Hr'=He' = ah'.

Portanto, neste caso basta aplicar a matriz teste de paridade H ao vetor recebido
e comparar com as colunas de H para descobrir quem € « e, consequentemente, quem

é o vetor e.

Exemplos: Considere o cdédigo com matriz teste de paridade

=

I
S =
e )
o O =
O = O
_ O O

Se o vetor recebido for r = (10100), temos que He! = Hr! = 010 = 1.h* e daf
e = (00010) e finalmente ¢ = r — e = (10110). O
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2. Caso Geral

Seja v € K" e C' um cbédigo linear. Chamamos de classe lateral de v sequndo C' o
conjunto v + C' = {v + ¢ / ¢ € C} e dado um elemento de uma classe lateral, dizemos

que ele é um elemento lider se for o de peso minimo nesta classe.

Teorema 2.18. [1]: Seja u € K™ com w(u) < h. Entao u € o tdnico elemento lider de sua
classe.

Demonstracao: Suponha u,v € K™ tal que w(u) < h e w(v) < h = como (u—v) € C,
wu—v) <wu)+ww) <2h<d-1=>u—v=0=>u=wo. O

Algoritmo:

i) Determine todos os elementos u € K™ / w(u) < h;

ii) Calcule as sindromes destes elementos e coloque tudo em uma tabela;

iii) Calcule a sindrome da palavra recebida: Hr! = s';

iv) Se s pertence a tabela e 1 é o lider desta classe, entdo troque r por r — [, isto é,
c=r—e=r—I;

v) Se s nao pertence a tabela, entdo foram cometidos mais de h erros.
Exemplos: Considere o cédigo cujos parametros sao n = 6 e k = 3 sobre Fy, cuja matriz
teste de paridade é dada por

Temos entao que d = 3 e h = 1. Calculando entao os vetores de peso menor ou igual a 1

com as suas sindromes, obtemos a seguinte tabela:

lider sindrome
000000 000
000001 101
000010 011
000100 110
001000 001
010000 010
100000 100

Se a palavra recebida for » = (100011), Hr' = (010)" e portanto, e = (010000) e
c=r—e=(110011). Mas se r = (111111), Hr* = (111)" que ndo se encontra na tabela e
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temos dai que ocorreu mais de um erro
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Capitulo 3

Grafos dados por Quocientes de
Reticulados

Neste capitulo apresentamos algumas relagoes entre codigos e uma classe especial de
grafos, os quocientes de reticulados, utilizando principalmente a referéncia [9]. Estes grafos
sao associados a ladrilhamentos em toros planares. Introduzimos inicialmente conceitos
fundamentais associados a reticulados, e passamos aos grafos quocientes destes discutindo
propriedades como uniformidade, regularidade, perfil de distancias e género topoldgico e a
conexao destas com a construcao de codigos com caracteristicas especiais como os codigos

perfeitos e com rotulamento ciclico.
3.1 Reticulado, empacotamento e kissing number

Neste topico estaremos interessados em introduzir o conceito de reticulado e analisar
o problema do ”"empacotamento de esferas”e o problema do ”kissing number”. Para isso,

usaremos a referéncia [4].

Um reticulado é um tipo especial de grafo, um grafo com a propriedade de que cada um
de seus vértices pode ser escrito como combinacao linear inteira de outros vértices do grafo.

Formalmente definimos:

Defini¢ao 3.1. Dados a = {vy,...,v} conjunto de vetores linearmente independentes de
R"™, definimos o reticulado A = A, de base o por A = {>"" m;v; ; m; € Z} e denotamos
por A=A, = < vy, ..., 0 > .

Um subreticulado A’ C A ’e um subconjunto de A que também é um reticulado.
De agora em diante, consideraremos os reticulados onde m = n, isto é, os que tém

”dimensao n”em R"™.
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Definig¢ao 3.2. Dado o reticulado A = A,, a = {vq,...,v,} de R", dizemos que
F:{U:91U1+...+9n’0n, Ogﬁl S 1}
¢ uma regiao fundamental de A,.

A regiao de Voronoi de um ponto v € A, é definida como os pontos de R™ que estao mais
préximos de v do que de qualquer outro ponto do reticulado (com a métrica usual).

E importante observar que, independente da base do reticulado e de sua regiao funda-
mental, o volume de uma regiao fundamental permanece o mesmo. Por sua vez as regioes
de Voronoi sao todas congruentes e possuem volume igual ao de uma regiao fundamen-
tal. O quadrado deste volume é chamado de determinante ou discriminante do reticulado e
denotado por det(A). Isto é, (volume de uma regiao fundamental)? = det(A).

Sejam vy, ..., v, 0s vetores que geram um reticulado. Se vy = (v11, V12, ..., V1p), V2 =
(V21, V925 ooy U2n ) sy U = (Uil Um2, ooy Umn ), COM M > n, temos que a matriz geradora do
reticulado é dada por:

Vi1 V12 ... Uin

Unl Um2 --- Umn
Se o reticulado tiver dimenséo n, temos que det(A) = (det M)>.

Chamamos de matriz de Gram a matriz A obtida por A = M.M!, onde M*' é a trans-
posta de M. Por meio desta matriz podemos obter o determinante de reticulados de di-
mensao menor que n pois det(A) = detA. Geometricamente, temos que VidetA é o volume
m-dimensional do ”paralelotopo” gerado por vy, ..., v, (equivalente m-dimensional de um par-

alelogramo).

Definigao 3.3. Seja x = (21,...,x,) € A, onde A é um reticulado. A norma N(x) de x é
dada por :

N(z)=z2=<uz,x >:Zx?

Chamamos de norma minimal d de A, o quadrado da distancia minima entre dois vetores
do reticulado, isto €,

d=min{N(z —y) :z,y € A, z #y} =min{N(z) :x € A, x # 0}

3.1.1 O Problema do Empacotamento de Esferas

O Problema do empacotamento de esferas consiste em saber como empacotar um deter-
minado nimero de esferas idénticas juntas, de tal forma que a fragao do espaco coberto por

essas esferas seja o maior possivel.
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Este problema foi citado por Hilbert em 1900 como o décimo oitavo problema de uma
lista de questoes que tiveram destaque no desenvolvimento da ciéncia e tém sido um grande
desafio para varios matematicos. Quando os centros dessas circunferéncias formam um retic-
ulado, os empacotamentos sao chamados de empacotamentos reticulados. Dai, o problema
se transforma na obtencao de reticulados de alta densidade e que sejam ao mesmo tempo,
manipulaveis. Do que é até agora conhecido, em grande parte das dimensoes, os empaco-
tamentos esféricos mais densos sao os empacotamentos reticulados. No plano, as esferas
sao circunferéncias e sabe-se que a maior densidade possivel é obtida através do reticulado
hexagonal, com uma densidade de aproximadamente 0, 9069. J4 no R3, provou-se que a maior
densidade é alcancada com o empacotamento no qual os centros das esferas formam um retic-
ulado fece (face centered cubis), no qual podemos obter uma densidade de aproximadamente

0,7405. Observamos que partindo de um reticulado, as esferas de um empacotamento nele

vd

centradas terao raio 5 onde d é a norma minimal.

Definicao 3.4. Dada uma regiao limitada M C R™ de volume V', definimos a densidade de
um empacotamento de reticulado EE em M como sendo:

m.v
EM — -

’ V

onde v € o volume de cada uma das esferas de £ e m € o numero de esferas contidas em
M.
A densidade de empacotamento de E € dada por Vlim Ag .
— 00

Esta densidade nos mostra quao bom é o empacotamento, ou seja, quanto maior a den-

sidade, melhor o empacotamento.

3.1.2 O Problema do Kissing Number

Se pensarmos no R3, temos que nos perguntar: qual é o niimero maximo de bolas de
bilhar que podemos arranjar em torno de uma bola B de forma que todas elas toquem ou
"beijem” B? Este ntimero é o chamado "kissing number”. Se pensarmos no R", a pergunta
permanece a mesma;: se tivermos varias esferas idénticas, qual é o nimero maximo de esferas
que posso colocar em torno de uma esfera, de forma que todas elas toquem esta esfera?

Este problema surgiu de uma discussao entre Isaac Newton e seu professor David Gregory
em 1694 onde Newton dizia que a solucao deste problema em R3 era 12 e seu professor
acreditava ser 13.

Os resultados conhecidos para o ”kissing number” de empacotamentos de reticulados nas

diferentes dimensoes sdo:

35



6

12

240

24 196.560

co W NN = 3

Veremos agora alguns exemplos de reticulados e verificaremos em cada caso, qual é a base,

o determinante, o kissing number e todos os outros valores que foram definidos anteriormente.

Exemplo:

1. Seja Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} o conjunto dos inteiros. Temos entdo que Z" =
{(z1,29,...,x,) : x; € Z, para todo 1 < ¢ < n}. O conjunto Z" é um reticulado e
¢ chamado de reticulado cibico ou inteiro n-dimensional. Temos que Z? é chamado de
reticulado quadrado pois sua malha é quadrada. Sua matriz geradora ¢é a identidade,
uma vez que a base é < (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) > e portanto, o
determinante do reticulado é 1. A norma minimal também é igual a 1.

O kissing number deste reticulado é 7 = 2n, os vetores minimais sao (0, ..., +1,...,0)

e a regiao de Voronoi é um cubo. J4 a densidade de empacotamento é dada por

A =V,27" onde V,, é o volume da esfera n-dimensional de raio 1.

Se tivermos n = 2, temos que A = 7 = 0,785...
Se tivermos n = 3, temos que A = % = 0,524...
Se tivermos n = 4, temos que A = g—; =0, 308...

2. Um outro exemplo de reticulado é A, = {(xq, 1, ..., 2,) € Z" : 2o+ 21 +... + 2, = 0}.

Para este reticulado, temos que uma matriz geradora e a respectiva matriz de Gram

sao dadas por:

[ 1 1 00 . 0 0]

0 -1 1 0
M=1| 0 0 -1 1

0 0 00 . 11|
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[ 2 -1 0 0]
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 0 0
A=
o 0 0. 2 -1
. 0 0 0 . -1 2]
Portanto, (detA,) = 2"*1. A norma minimal é igual a 2, os vetores minimais sao

permutagoes de (1,—1,0,...,0) e o kissing number é dado por 7 = n(n + 1).
Para n = 1, temos que A; =2 Z.

. Se no exemplo anterior tomarmos n = 2, obteremos um reticulado A equivalente ao
chamado reticulado hexagonal, que recebe este nome pelo fato de sua regiao de Voronoi

ser da forma de um hexagono.

Uma base para o reticulado hexagonal é < (1,0), (‘71, 73> > e para tal, temos que a

matriz geradora e a matriz de Gram sao:

1 0
2

2

—1
1 7]
-1
2o
3

Temos entao que det(A) = 7, a norma minimal é igual a 1, os vetores minimais sao

1 V3 ; 4 S —
(£1,0) e (iiv j:7>, a densidade de empacotamento é A = 75 = 0,9069... e 7 = 6.

A:

. Temos também o reticulado fec (face centered cubic lattice) que é equivalente ao As.

Este reticulado pode ser visto na forma piramidal ao empilharmos laranjas e é definido
como fcc={(z,y,2) € Z>: v +y + z é par}.

Para este reticulado temos :

-1 -1 0

M = 1 -1 0
0o 1 -1

2 0 -1

A= 0 2 -1
-1 -1 2

Ainda temos que det(fcc) = 4, a norma minimal ¢ 2, os vetores minimais sao per-
mutagoes de (+1,+1,0), a regiao de Voronoi é o chamado ”dodecaedro rémbico”,

A= \/Lfg =0,7405... e T = 12.
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3.2 Grafos que sao Quocientes de Reticulados (Grafos
e Ladrilhamentos sobre Toros)

Neste topico estaremos relacionando os grafos e os reticulados através da funcao quociente
e para isso estaremos utilizando as referéncias [9] e [14].

Definicao 3.5. Um grupo topologico é um grupo G cujo conjunto subjacente estd munido
de uma topologia compativel com o produto no grupo, no sentido em que:

1. o produto G x G — G € uma aplicacao continua, quando se considera G x G com a
topologia produto e

1

2. ainversao i : G — G com i(g) = g~ € continua.

Dado um grupo G e um subgrupo H de G, uma classe lateral a esquerda de H é um
conjunto gH =g para g € G, onde gH = {gh : h € H}.

O conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H é chamado de familia de classes
G
ﬁ.
Como é conhecido, % tem uma estrutura de grupo quando H ¢é subgrupo normal e esta é

laterais a esquerda de G mdédulo H e denotado por

induzida naturalmente pela operagao de G definida por gy + g2 = g1 + ¢2. Neste caso, temos

também que a fungao quociente

q:G— ¢
g—9

¢ um morfismo de grupos.
Além disso, se G for um grupo topoldgico, consideramos em % a topologia induzida por
G

esta aplicacao quociente. No caso de G' ser um espago métrico, a métrica em  serd dada

por :

d(g1, g2) = min{d(g1,92); G192 € gH}

Num reticulado A de dimensao n em R", temos naturalmente uma estrutura de anel in-
duzida por Z" e portanto, um grupo aditivo abeliano a ele associado. Dado um subreticulado
A" C A, o quociente % terd, portanto, estrutura de grupo e podera ser identificado com um

grafo num toro planar n-dimensional como veremos.
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3.2.1 O Toro Planar

Estamos agora interessados em estudar o chamado toro planar, que, no caso bi-dimensional
pode ser descrito como um retangulo com as bordas devidamente identificadas.

Consideraremos agora o espago n-dimensional R™ com a métrica euclidiana usual.

Uma isometria ¥ : R” — R” é uma aplicacao que preserva distancias. As isometrias de
R™ sao dadas por transformacoes lineares ortogonais ou composicao dessas com translacoes.

Algumas superficies podem ser representadas como quociente de R? por um grupo de
isometrias I', ou seja, superficies que podem ser vistas como R%Q, as quais chamamos de su-
perficies quociente. Este é o caso dos toros planares n-dimensionais onde I' é o subgrupo de
isometrias gerado por um conjunto de n translacoes dadas por vetores linearmente indepen-

dentes.

Definicao 3.6. O toro planar bidimensional é definido por :
r.R2— B —puv

'z =

(z,y) — (z,y) - -
onde I'= — € o grupo gerado pelas translagoes de u e de v, ou seja,

(z,y) = {(a,b) € R (a,b) = (z,y) + mu +nv}

3.2.2 Grafos Regulares Sobre Toros Planares

Definicao 3.7. Sejam u, v € R? vetores linearmente independentes, Go o =<T2T- >

~ — - - R2
o grupo gerado pelas translacoes de u e v e sz = g_— o0 toro planar. Temos que se

U, v

— — , . - - ~
Ao - = {mu +nv :m,n € Z} é o reticulado gerado por u e v, temos entio que os pontos

sobre o toro sdo classes de equivaléncia de pontos de R? pela relacdo de equivaléncia dada
por A' A A-Ae .

O cilindro pode ser realizado no R?, mas o toro planar pode ser mapeado isometricamente
apenas em R" para n > 4.

Veremos a seguir alguns exemplos de realizacao de toros no R*.

Exemplo:

1. u=(r,00ev=(0,s)

¢ :R* > R* (3.1)
2 2 2 2
(x,y) — (% (cos g,seng) ,% (cos %,sen%>) (3.2)
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(a)¢ (z,y) = @(&,7) se, e somente se, (z,y) ~ (F,7), isto &, (,y) — (&,§) = mu +nv,

com m,n € Z>

(b) ¢ (R?) = ([r,0] x [0, s])
(c)  identifica os lados opostos do retangulo gerado por uewv

Por (a),(b) e (c), temos que o toro planar se realiza através da funcao ¢, ou seja, ¢ induz

G%i e a superficie ¢ (R?) = ([r, 0] x [0, s])

u,v

em R*. Esta correspondéncia é, na verdade, uma isometria, isto é, a funcao preserva

uma correspondéncia injetora entre Tt — =

distancia quando consideramos a distancia geodésica em ¢ (R?).
cu=(a,b)ev=t(-ba), tcR
d:R*— R (3.3)

(z,y) = ¢ (Ra (2,9)) (3-4)

, ~ ~ , ~ g d .
onde R, ¢ a rotacao de um angulo «a, e o é o angulo entre u e e; = (1,0), ou seja,

1 a b €T
Ral', = —
) ||u||[—ba”y]

Novamente, temos que ® (R*) C R* e ® é uma isometria local. Portanto, Tt — =
P (R?) j& que ® faz as identificacoes do toro.
Se tivermos t = 1, T — ¢ gerado por um quadrado e temos que:

_ Va?+b2 27 (za+yb) 2w (za+yb) 2w (ya—xb) 27 (ya—xb)
@(m,y)— o COS — a2 S€N— o COS — o, SEN— o

3.2.3 Ladrilhamento

Definicao 3.8. Seja G um grupo discreto de isometrias de um espaco métrico M. Um
subconjunto m de M € chamado de regido fundamental associada a G se, e somente se,

(1) Ugeggm = M
(1) mn g% #+ O se, e somente se, g =1, onde T ¢ o maior conjunto aberto contido em

(iii) T # &

Uma cobertura de M dada por copias de 7 sob a acao de G é chamado ladrilhamento de

M associado a G ou um G-ladrilhamento.

O lema abaixo nos fornece uma condic¢ao suficiente para induzir um ladrilhamento em

um espago quociente.
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Lema 3.9. [9]: Seja G um grupo discreto de isometrias de M, G' C G um subgrupo normal
e m uma regiao fundamental de G em M. Sob essas condi¢oes, um G — ladrilhamento de

M induz um %—ladm’lhamento de um espaco quociente %, com regido fundamental (),

onde ¥ : M — % ¢ uma funcao que leva cada elemento de M na sua classe de equivaléncia,

chamada de funcdo quociente.
Assumiremos a partir de agora M = R?, com ladrilhamento dado por grupos de translacoes.
No préximo lema iremos determinar condicoes sob as quais um ladrilhamento de R? induz
outro no toro T--. Este é o primeiro passo para caracterizar o ladrilhamento no toro planar

por quadrados unitarios.

Lema 3.10. [9]: Sejam a = {vy,v5} e 8 = {w), wy} duas bases de R?, G, e G 0s grupos de
translagao associados e um ladrilhamento reqular com regido fundamental 7, R* = Uyeq, g7
Eziste um ladrilhamento no toro planar Ty = g% que € induzido pelo grupo de translagoes
G, & Gp € subgrupo de G, isto €, os vetores de 3 sao combinagoes inteiras dos vetores de
a.

Teorema 3.11. [9]: Sejam u = (a,b) e v = (c,d) vetores de R?, linearmente independentes,
T — o toro associado. Temos entao que:

—
, U

=

(a) O reticulado canénico Z* C R? induz por ¥ um grafo reqular T e um ladrilhamento

possuem coordenadas

|

por quadrados unitdrios no toro planar T — se, e somente se, u e
inteiras. ’

Neste caso: o

(b) W (Z?) sao os vértices de TV

(c) ¥ ({m} x [n,n+1]) sao as arestas.

(d) U ([i,i+ 1] x [4,5 +1]), i,j € Z sao as faces quadradas.

(¢) O mimero de vértices V e o nimero de faces F de T"" sdo iguais a |det[u, v]| =

lad — bel.

Demonstracao:  Os itens (a), (b), (c) e (d) sao deduzidos do Lema 3.9 aplicado ao
reticulado canénico Z?2 associado ao grupo discreto de isometrias G, =< T, T >, €, =
(1,0) e & = (0,1), a regido fundamental IT em R? e Gy =< T%, T+ > subgrupo de G,. O
item (e) segue da relacao de Euler para grafos em superficies V — A+ F = 2—2g, onde V é o
numero de vértices, A o nimero de arestas, F o nimero de faces e g é o género da superficie.
No caso do toro, g = 1 e portanto, V + F' = A. Cada face tem 4 arestas, mas cada aresta
pertence a duas faces. Entao, A = % =2F,ecomo V+F = A, temosque V =2F—-F = F.
Desde que a drea do paralelogramo gerado por @ e v é dado por |det[w, V]| = |ad — bcl, e

cada face tem drea unitaria, temos que F' =V = |ad — bc|, concluindo a demonstracao. O

A distancia do grafo dr em I'*>Y de um vértice a outro é definida como o niimero minimo

de arestas conectando estes dois vértices, isto é, para (mq,n;) e (mg,ng) vértices do grafo,
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temos:

dr ((ml,nl), (m27n2)) = min{|my; — ma| + |n1 — na|}

onde

(my,n1) € (my,n1) e (Mg, n2) € (Mg, n2).

Exemplo:

L.u=(32¢ev =(-23). Como (—2)°+ 3> = 4+ 9 = 13, teremos entdo um
ladrilhamento do toro planar dado por 13 quadrados. Neste caso, os segmentos verticais

do grafo sao conectados quando identificamos os lados opostos.

Se comecarmos por qualquer um dos vértices e formos para o norte, todos eles serao
atingidos e teremos portanto um grupo ciclico de isometrias Zi3, agindo no grafo regular

7. Este grupo produz um rotulamento ciclico.

V=(-2,3)

7 2 Lo b5 N o

2. u=(m,0) e v =(0,m)
Neste caso, o ladrilhamento por quadrados é paralelo ao quadrado que gera o toro

planar e cada segmento vertical gera um ciclo com m vértices. Dai, I'**¥ é naturalmente

rotulado por Z2,, que é gerado por translagoes unitdrias verticais e horizontais.

—

3. u=(ab)ev=/(cd)
(i) mdc(a,c) =1
Neste caso temos que a imagem de qualquer reta vertical x = k, k € Z através da
funcao quociente é uma curva simples fechada C' no toro planar, que contém todos os
M vértices de T%? | onde M = lad — be|. O rotulamento por Zy, ¢ feito ciclicamente
nesta curva da seguinte forma:

—
v.

- Primeiramente escolhe-se um vértice qualquer 0 de I'*"";
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- Em seguida, rotula-se em direcao ao norte até chegar a borda do paralelogramo

fundamental

- Colar a borda e continuar do ponto equivalente

- Continuar rotulando em direcao ao norte

- Repetir este processo até que todos os pontos de C estejam rotulados.
(i) mdc(b,d) =1

O rotulamento ¢ feito da mesma forma, mas agora para retas horizontais
(iii) mde(a,¢) =m # 1

Neste caso, um rotulamento indo ao norte em retas verticais alcancarad apenas %

vértices de T4V .
(iv) mdc(b,d) =n # 1

Neste caso, o resultado é analogo ao anterior.

Desta discussao, destacamos o resultado a seguir que é formalizado em [9)].

Proposicao 3.12. Sejam u = (a,b) e v = (¢,d). Se mde (a,¢) =1 ou mde(b,d) = 1, entio

Z2 , ;1.
0 grupo & € ciclico.

u, v

3.2.4 Perfil de Distancias em %Y

Sejam u = (a,b) e v = (¢,d) tal que mde(a,¢) = 1 e mde(b,d) = 1. Como neste
caso podemos rotular [y por um grupo ciclico Zy;, M = |ad — be|, determinar o perfil
de distancia em 'V é o0 mesmo que procurar qual a métrica dr em Z,; que translada a
distancia do grafo de %% 1o toro planar. O grupo Zj, é induzido por translagoes no plano

euclidiano que sao isometrias no toro planar.

Teorema 3.13. [9]: Sejam u = (a,b) e v = (¢,d) tal que mdc(a,c) = 1. Entio, T"" ¢é
rotulado por Zyr, M = |ad — be| e para dr, a métrica em Zy; que translada a distancia do
grafo em FH’?, temos que os 4 vizinhos a distancia 1 de p (0) sao p (1), p (M —1),p(M — s)
e p(s), onde s é o menor inteiro positivo tal que ma+mnc =1 emb+nd =s com m,n € 7Z.

Demonstracao: A primeira parte da afirmacao é dada pela Proposicao 3.12. Os vizin-
hos de 0 no grafo sio I, M —1, 5 e M — s, onde (0,s) ~ (—1,0). Para todo s tal que
(0,5") ~ (—1,0), temos que (1,s) = m(a,b) + n(c,d) com m, n € Z, ou seja, 1 = ma + nc

e s = mb+ nd. Esta primeira equacio sempre tem solucao, desde que mdc(a,c) = 1. Uma
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solugao m, n pode ser determinada pelo Algoritmo de Euclides. Desta forma, obtemos a
segunda equacio. Podemos verificar que toda solucao s difere de outra por multiplos de M.
Como o rotulamento p é definido em 0,1, ..., M — 1, estamos interessados na menor solugao

positiva s. Esta solucio é o resto da divisao de s* por M. O

3.2.5 Toro Gerado por 4 =(a,b) e v =(-b,a)

Se tivermos um toro gerado por quadrados, ou seja, Y com u = (a,b) e v = (=b,a),
a,b€ Z,I'*"? é um grafo que gera uma constelacao de sinais dada pelos a? + b* vértices.

Exemplos:

Lu=(m+1m)ev=_(—mm+1)

Os representantes de I'*? mais préximos da origem compoem a bola de raio m (na

métrica do grafo).

- Para cada vértice de I'*"" , existem 4k vértices a distancia k deste vértice, 0 < k < m,

isto é, a bola de raio k é completa em ['**Y com esta métrica.

- Grupo ciclico de rotulamento: Z(m +1)24m?

- Vizinhos de 0: 1, 2m + 1, 2m(m + 1), 2m?

2. u=(4,3)e v =(-3,4)
m=3=(m+1>4+m>=42+32=16+9=25

Portanto, o grupo ciclico de rotulamento sera Zos.

(4.3)
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- Grupo ciclico de rotulamento: 7,24
- O diametro serd igual a m se m? + 1 for fmpar e igual a m — 1 se for par

- Vizinhos de 0 : 1, m, m2, m? —m

3.2.6 Codigos perfeitos

Seja I' um grafo cujo conjunto de vértices é X e diametro d. Um cddigo neste grafo é um
subconjunto nao vazio C' de X.

Definimos a bola fechada de raio r e centro x € I' da seguinte forma:
B.(x)={y el :d(x,y) <r}
A distancia minima em C' é dada por:
0 (C) :==min{d (z,y) : z,y € C,x #y}
Se a cardinalidade de C |C] =1, § (C) =2d + 1

Se § (C') > 2e + 1, temos que C' é um cddigo corretor de e erros.

Podemos também calcular a distancia de um vértice x € X ao cédigo C, ou seja,
d(z,C) :=min{d(z,y) :y € C}

O raio de cobertura de um cédigo é o menor nimero ¢ tal que bolas de raio ¢ centradas

em pontos de C' cobrem todo X. Este nimero ¢ é dado por:
t(C) :=max{d(z,C): 2z € X}

Temos a seguinte relacao:

I (C)<2t(C)+1

Se as bolas de raio t(C') em torno de pontos de C' formarem uma partigao de X, temos
que ocorrera a igualdade, ou seja, 6 (C') = 2.t (C) + 1. Neste caso, dizemos que C' é um
codigo perfeito que corrige t erros.

Seja I" um grafo associado a um ladrilhamento regular em R? por um grupo reticulado A
de posto 2, e P o poligono de Voronoi. Se existe ladrilhamento de R? por P através de um

grupo reticulado A’ e se A” é um grupo reticulado de posto 2, A” ¢ A’ C A, entao A’ induz

A

s 7. . 2
um cédigo perfeito corretor de k erros em um toro planar % com grupo de rotulamento 1.

Proposigao 3.14. [9]: Seja T um grafo associado ao ladrilhamento por quadrados de R?
por Z2. Seja wy = (k+1,k), wy = (—k,k+1), k¢ N e seja AE,? o reticulado gerado
por u = ajwy, + byws € v = cqwy + dyws, a1, by, c1,dy € Z. Entao, se mde(by,dy) = 1
(ou mdc(ay,¢;) = 1), C = {jw, : j = 0,..., M} é um cddigo k-perfeito de ordem M =

a, C ﬂ)’?
det [ b d, em 'Y,
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Se na proposicao anterior consideramos a; = dy = k—1e by = —c¢; = —k , teremos
u=((k+1)?+k?),0) e v=(0,(k+1)*+ k?) o que permite escrever o resultado a seguir:

Corolério 3.15. Para ¢ = (k+1)> + k*,C = {j(k + 1,k);j = 0,1,....¢ — 1} é um cddigo
perfeito no espago Zg com a métrica de Lee e tem rotulamento ciclico por Z,

Exemplos:
1. C=1{j(4,3);};0 <j <4} é um cbdigo perfeito no espago de Lee Z2-.

2. C ={j(3,2);};0 < j < 4} é um cbdigo perfeito no espago de Lee Z2%,. Temos ainda
que , neste caso, como Ziz é um corpo , podemos falar em linearidade e C' é um cédigo

linear em Z2%; que pode ser rotulado ciclicamente e tem por matriz de paridade :

(-5 3) - (ﬁ §) (3.5)
3.3 Género do Grafo ZZ

Estaremos apresentando alguns problemas sobre o geénero de grafos do tipo Z; e para

isso, utilizaremos a referéncia [11].

3.3.1 Género dos Grafos Z?] com a Métrica de Lee

Teorema 3.16. [11/: Dado um grafo Zg, temos que para q < 3 as métricas de Lee e de
Hamming coincidem.

Demonstragao: Sejam (ag,az), (b, E) €72, com 0 <a; <2e0<b <2 Temos entao
que: dp((a7,az), (b1,b2)) = >_minla; — b;|,3 — |a; — b|. Mas se a;,b; € Z3, temos que o
termo da direita serd igual a zero se, e somente se, a; = b;. Portanto, neste caso, a métrica

de Lee coincide com a métrica de Hamming. a

A partir de ¢ = 4, as duas métricas sao diferentes. Vamos entao pensar no problema do
geénero de Zg utilizando a métrica de Lee.

Na métrica de Lee, o problema fica bem simples pois qualquer que seja ¢ > 3, o grafo
obtido pode ser mergulhado sem auto interseccao na superf icie de um toro gerando um
ladrilhamento, ou seja, para todo ¢ temos que o grafo obtido possui género 1 (para g = 2,

73 possui género zero).
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3.3.2 Geénero dos Grafos Z(Q] com a Métrica de Hamming

Assumiremos agora o problema anterior com a métrica de Hamming, o que aumenta
bastante o grau de dificuldade uma vez que o ntimero de vizinhos de um dado ponto aumenta.
Para ¢ = 3, como a métrica de Hamming coincide com a métrica de Lee, temos que o
grafo obtido possui género 1. Agora, para o caso ¢ = 4, apresentamos uma conjectura e um

limitante na préxima secao.

3.3.3 Grafo Z2

Este caso se complica pois nao sabemos, caso haja ladrilhamento, qual o formato das
faces e nem se este grafo ¢é face-regular. Sabemos apenas que o nimero de vértices V' = 16
e que o numero de arestas A = 48.

Suponhamos entao que o grafo obtido seja face-regular, ou seja, que possua F' faces com

q lados cada uma. Temos entao que o nimero de arestas

F.
A="24
2
e portanto para q = 4,
F4

Da caracteristica de Euler temos que:
V—-—A+F=16—-48+24 = -8
E entao conseguimos encontrar o género do grafo da seguinte forma:
V-A+F=-8=2—-29g=9=5

Se o grafo nao for face-regular, podemos apenas aplicar o Teorema 1.17. Como A = 48
e V =16, entao:

1<g<13

Para o caso em que o grafo nao é face-regular, uma conjectura é de que g = 5, ou seja,

de que o género do grafo coincida com o género no caso em que o grafo é face-regular.

3.3.4 Geénero dos Grafos Z}

Neste topico estaremos interessados em encontrar o género de alguns casos particulares

de Z7 e, por fim, generalizar para todo n.
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1. Para n = 2, temos os quatro vértices de um quadrado e entao,

2 2
V=4=2% A:4:%eF:%:2.

Portanto, a caracteristica de Euler ¢ V — A+ F =4 —4+4+2 =2 e dai

2-29=V-—A+F=2

Temos entao que o género g deste grafo é:

g=0
2. Para n = 3, temos vértices de um cubo.
23.3 2 233
=8=2 A=""=12e F=-.""=6.
V=28 , 5 e 173 6
Entao,
2—29g=V-A+F=8-1246=2=¢9=0
3. Paran =4,
244 2 244
V=16=2" A="-=32e F=-.""=16.
’ 2 YT
Portanto,

2-29=V -A+F=16-32+16=0=g=1

4. Dado o grafo Z§ temos que, para n > 4,

(i) O ntmero de vértices V' de Z é:

V=2"
(ii) O nimero de arestas A é:
Vin  2"n
A _ — = fy 2”71
2 2 "
(iii) O numero de faces F' é:
P 24 2"n
4 4
Temos entao que a caracteristica de Euler para Z7 é dada por:
4 —
V—A+F=2Y 4”)

E finalmente, o género g de Z% é:

g=1-2""14n2" 3 =142"3(n —4)
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Observacao 3.17. Para encontrarmos o niumero de arestas, temos que multiplicar a equacao
4(17) por n pois é exatamente o grau de cada um dos vértices do grafo e dividir por 2 pelo fato
de cada arestas ser contada duas vezes. No caso das faces, multiplicamos por 2 pois cada
aresta pertence a duas faces e dividimos por 4 pois cada face é composta por 4 arestas. Para
encontrarmos a caracteristica de Fuler e o género deste grafo, foram utilizados os resultados
do capitulo 1.

3.4 Exemplos de Grafos distancia-regulares

Analisaremos a defini¢ao de grafos que sao distancia regular em dois exemplos ja comen-

tados anteriormente: o Zy X Zy e o grafo 'z » com W = (3,2) e v = (—2,3).

3.4.1 Z4 X Z4

Neste caso, temos diametro d = 4 e portanto, ¢ = 0,1, 2, 3,4. Vamos entao analisar cada
caso, lembrando que basta analisar um par de pontos em cada caso pois dados dois pontos a
uma distancia d, existe uma isometria (com a métrica de Lee) a quaisquer outros dois pontos

a uma distancia d.

1. ¢ = 0. Neste caso, v = 0 e portanto, by = 4.

2. 1 = 1. Se tomarmos v e § vizinhos, temos que b; = 3 ja que dentre os vizinhos de 4,
3 estao a distancia ¢ + 1 = 2 de . E temos que ¢; = 1, uma vez que o proprio v é o

vizinho de ¢ a distancia 0 de ~.

3. @ = 2. Da mesma forma, analisamos dois pontos 7 e ¢ a distancia 2 e temos que by = 2

e cy = 2.
4. i = 3. Neste caso, b3 =1 e c3 = 3.

5. @ = 4. Finalmente, temos que ¢4 = 4.

Portanto, o vetor intersecgao de Z4xZy4 é dado por (by, ..., bs; 1, ..., c4) = (4,3,2,1;1,2,3,4).
Temos entao que este grafo é aresta regular de valéncia k = 4 e portanto, pela Observacao

1.7.2.1, este grafo é amplamente regular, mas nao fortemente regular.

3.4.2 Ty

Neste exemplo temos diametro d = 2 e portanto, ¢ = 0, 1, 2.

1. ¢ = 0. Neste caso, como § = 7, by = 4.
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2. i =1. Para v e § vizinhos, temos que by =3 e ¢; = 1.
3. i = 2. Para v e ¢ a distancia 2, co = 2.

Portanto, o vetor intersecgao deste grafo é (by,b1;c1,c0) = (4,3;1,2), finalizando este

exemplo.
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