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INTRODUGAOD

Neste trhabalho eéiudakemoé éiguné teonemas de teow
nia da medida que se apficam a problemas de equacves dife-
rencials ondinarias e teoria do controle.

Um defes sera demonstrado no capitulo 1 e _afirma
que se¢ §(t,x}) ¢ uma fungdc que satisfaz as  condicoes de
Carathzodory e x{t) € uma funeac continua, entac f(&,x(z))
2 mensuravel. Esse feorema € usado na demonsiracac de exis-
tenela de soluctes generalizadas de equagoes diferenciais
ondindanias, e mutfas vezes nem ¢ mencdonado. Nebéa parnite o
insthumento basieco utilizade & o teorema de Lusin encontha-
do em [2] .

| No capltulo 11 estudaremos um teorema de Liapunov
que afiama que se I & um intervalo compacto da neta, y: T -—+R"

¢ uma fungdac integhavel o Limitada, e ECT ¢ mensuravel, o

confunto des pontos do R" do tipo J'g(t)dt e compacto e con
. n

vexo. Essa demonsiragao sena baseada na exisitezncia de uma
familia totalmente ondenada de subconjuntos mensuravels de
T. A contrucace de tal famifia sera felfa com o auxildio de
um ”Teo&eﬁa do Valorn Intanmedi&n@o" para funq¢oes de confun-
tos totalmente aditivas e¢ ndo atomicas.

| Come aplicacdce do fteorema de Liapunov moétka&emod
que ¢ conjunto atingivel num problema de controle Linear &

COoRVeXxg.



CAPITULO I

Iniciaremos este capitulo com algumas difini¢oes e resultados

sobre a mensurabilidade de fungdes.

Como aplicagao, na segunda parte demonstraremos um teorema

que garante a existencia e unicidade de solugao para uma equa

950 diferencial do tipo x = f(t,k) onde £ e uma fungao que

satisfaz as condig¢bes de Caratheodory.

I - 1 Socbre a mensurabilidade de certas fungoes

Definigano 1.1

Uma fungao ¢, finita quase sempre em um conjunto

mensuravel ECR™, tem S~propriedade em E se para .

qualquer numero £>0 existe um canjunto: fechado
FC E com m(E~-F) < € tal que a restricao de ¢ a F

- — -
e uma fungao continua.

Teorema 1.1 (Teorema de Lusin}

Seja ® uma fungao finitda quase sempre em um conjun
- n . - -

to mensuravel ECR", Uma condigao necessaria e su-

ficiente para que ¢ seja mensuravel & que ¢ tenha

S—-propriedade en E. [2]

Vamos considerar, no que se segue, B um conjunto
- s ' , . ¥
mensuravel contido no espaco s-dimencional R a

g(ul,...,un,x) uma funcao definida no produto car~

. 119
tesiano R x B e com valeores em R.



Definigao 1.2

Nas condigses acima, g @ chamada uma N—fungao se:
i) g & continua com respeito 3 ﬂn—;pla
(ul,...,un) € R" para quase todo x e B.
ii) g € mensuravel com respeito.a X € B para qual
quer ponto (ulg...,un) eR™ fixado.
Denotaremos por A o conjunto de medida nula, even-

tualmente vazio, dos pontos de B para os -'quals g

nao e continua com respeito a (ul,...,un).

Definicao 1.3

Dizemos que g tem S—-propriedade forte se para qual

quer €>0 existe um conjunto fechado FCB tal que
m(B-F) < £ e a restrigao de g ao conjunto R™ x F

¢ uma fungzo continua com respeito a (ul,...,un,xL
Teorema 1.2

Uma condigaoc necessaria e suficiente para que g se

ja uma N-fungao & que g tenha S-propriedade forte.

Demonstracgao:

Condigﬁo Suficiente: por hipotese g tem S-proprie-

dade forte em R" % B, isto &, para qualquer 'k ¢ N

existe um subconjunto fechado Fk .de B . tal que
m{B-F. ) < L e a fungao g & continua. Nestas
k k ﬂmn % T

k



- condigoes temos:

. Cl - - n
i) g e continua com respeito a(ul,...,u ) e R

n
. o
excete para um subconjunto F = B - [JF, de
' k=1
B tal que
(4]
m{F) = m|:kf\ (B-F )]
k
=1
< m(B-Fk) <-%— ¥k>0 . Portanto g & continua

com respeito a (ul,...,un)eﬂf‘para quase todo x € B,
ii1) Para todo (ul,...ﬂ%gemn fixado, g(t,%,...,% %)
tem S~propriedade em B. Entao, pelo teorema
1.1, g 2 mensuravel com respeito a x € B para
no_,__
todo (ul,...,un) eR fixado.

Isto mostra que g € uma N-fungao.

Para mostrar a condigao necessaria vamos inicial —
mente supor g definida no produto cartésiano Ca % B

. n .
onde C_ = {(ul,...,un) eR : |ui| < a, i =1,,..,n}

e vamos denotar por M1 e MZ as n-uplas

I(uil)’uél)s°--suél)) e (Uiz),uiz),...,uéz)) respec
tivamente.

Seja £>0 e consideremos EE como sendo o :conjunto
m

de todos os pontos x€ B para os quais

1 2 1 1
—- € sempre que ]u£ )—ué )[537,

[ Fa

|g(M1)X) - g(MZ’X)l

i=l,||o,nn

Mostraremos que E_ @ mensuravel, Para isso, vamos
m



=t

s ® - - C
constderar o conjunto hg - A onde EE = B-E e A
m m Tl

& o conjunto de medida nula mencionado na . défini~

gao 1.2 .

- . C '
Um ponto X esta no conjunto EE - A _.somente se
n :

‘existirem no minime dois pontos Ml e M, em G _ tais

que sejam satisfeitas as desigualdades:

2 1 _ L 1
ol oD Lo 801,050t 2 ) | >3 €

Podemos supor ainda que para os pontos (Ml,xo) e

i o -
(MZ’XQ) tais que x ¢ A, M, e M, tenham coordena
das racionais. Assim, considerando §; um .conjunto

do tipo

s

S, ={xeB / lgM,,x) - g(M,,x)| > —-c} onde L
M, possuenm coordenadas racionais satisfazendo

|ug2) - u§1)| < —L-, e observando que S,CES para
1 1 - m i N

m
qualquer i = 1,2,..., valem as inclusoes
o0
. -ac U s, C EJ
“m i=1 m

Como por hipotese g(M,x) é fungao mensuravel de xeB
para qualquer M fixado, Si e mensuravel para qual

o0
quer i = 1,2,..,. e portanto IJ 5, e mensuravel
' i=1

Ainda, sendo A um conjunto de médida de Lebesgue nu

c - - :
la, segue que E€ e mensuravel.
m
‘Lego EE e mensuravel.
o :

Ne que se segue vamos considerar:



1 - B e limitado.
Da definigao de E.»m=1,2,..., vem que
m
E.C E.C ... CE_C ....
£ £ £
L 2 m
o
Chamemos E_ = tJ E e F = B-E .
o £ Q o
m=1 m
Da mensurabilidade de B e de E  segue que F &

mensuravel. Ainda, FOC‘A, pois se X ¢ A entao

g(M,xo)-E continua e portanto, como C, & compacto,
g(M,xo) ¢ uniformemente continua com respeito a M
no cubo C

Logo,

. 1
HN eN / ¥m>N , [g(Mz,xd)—g(Ml,xo)|§-§—€ ¥e>o0 da-
!:_1§2)—11j(-1)! <

do, quande .J;.

hd Tl

Aésim, para m suficientemente grande, xOE:E€ » domn
: m

de X '+ Fo .

Logo ch A e portanto m(FO) = 0,

Agora, dado n>»o existe mo(e,n) tal que para gqual-

quer par de pontos M M2 am Ca , a .désigualdade

13
(2) (D)
1

§.$L implica a desigualdade
o

|Ui

. 1 :
_ -
|g(M2, x) g(Ml,x)[ < — & para qualquer x ¢ E_

Como m(Fo) = 0 temos que m(E€ ) > m(B) ~ %% €1

m
8]
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cubos iguais dl,...,dq , onde p = 1 + Dﬂ, sendo
Dﬂ o maior numero inteiro menor ou iguai a a. Cha-
memo s Mj o centro de cada cubo dj, j = 1l,...,q
Da mensurabilidade de Q(Mj,x) com respeito a xe€B
segue, pelo teorema 1;1, que existe}um conjdnto fe-
chado FjC B tal que

1

m(Fy) > m(B) - 5o en (1.2)

e a restricao de g(Mj,x) ao conjunto R" x Fj € uma
funcao continua de x. Como B & limitado, segue que

g(Mj,x) ¢ funcao uniformemente continua de x no con

q

junto Fj , logo no conjunto V = M Fj , bara todo
. j=1

1 = l,...q9 . Isto significa que dado %%-, existe

1

51(£,") > g +tal que
2 1
Jg(MjsX( )) - g(Mj,x( ))l < %
para quaisquer x(l), X(?) tais que |XCD—X(1)|<61(€JQ.

Consideremos o conjunto VFTES = E8 e
' m
o

§(e,q) = min{8,(e,q) , =-}.
o

Entao no conjunto Ca X E€ e valida a desigualdade .

|8(M2,x(2)) - g(Ml,x(l))! < g

para qualquer par de pontos (Mz,x 1%
1

R™"® tal que |(M2,x(2)) - (Ml,x(l))[ < § (e,q).

Ainda,

m(B) - m(EE) = m(B"EE)
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=mn[B - (VNE; )]

m

T
= m[(B-V) U (B~F. )]
.,

o
d 1
< m(B - [(YF.) +—¢n , por (1.1).
- S]] 2
i=1 -
Logo,
4 1
)
S m(B—'F.) + — En'
]=1 J 2
q
j=1 “4 |
Assim,
m(Ee) > m{(B) - en | (1.3) ,

Embora Ee dependa tambem de 1, no argumento que se-

gue 1n sera mantido fixo. Podemos entao suprimi-lo.
1

Consideremos a sequencia £. = ———— ., Denotemos
1 21+1
o
E = E e E = [} E. .
. 1 - 1
L 1i=1
Temos :
n(B) = m(E) = m(B ~ [ E;)
1=1
m.
~ o[ U (-5
1=1
It 1
< § —=5n ., por (1.3).
jop oi¥1
Logo.
n(E) > m(B) - - (1.4)



~ -
A fungao g e continua no produto cartesiano Ca x E.

De fato: dado y>»o, seja i = i{y) tal que € < ¥,

Sejam (Mz,x(z)) e (Ml,x(l))emca x E tais que

Jar,x My = 0, x P < sep = s .
Entao |g(M2,x(2)) - g(Ml,x(l))| <es LY,
pois x(l) e x(z) estao em B, » pafa todo i,
i =1,2,...,.

Logo g e continua no conjunto ¢, x E.

Seja V1C2V2<: ... uma sequencia érescente de cubos
oo

tal que V. R, i=1,2,... e U V. =Rr" .

c1=1

Provamos anteriormente que dado n>o, existe um con-

e
el

gl 1

sendo g continua no produto cartesiano V. x E; para

junto mensuravel EiC B tal que m(Ei)-> m{B) -

qualquer 1 = 1,2,... .

~ - . T
Entao g e continua no produte cartesianco B x G on

(=]
de ¢ = f| E; e e valida a desigualdade
i=1

n{(G) > m(B)} - %} .
Como m{G) < « , existe um conjunto fechado F C G~
tal que m(F)} > m{(G) - -%— e portanto m{F) >m{G) - n.

. - . 1 .
Obviamente g sera continua no conjunto R x B,

Assim, g tem S-propriedade forte no conjunto CaacB.

2 =~ Caso geral - B qualgquer

Seja o uma particao do espagoﬁRS ‘em - umd. familia
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enumeravel de cubos D; de igual medida, 0s quais
nao se interceptam a nao ser nos bordos.

Aplicande o resultado anterior a cada conjunto limi

tado Din B, obtemos uma familia {Fi}m de conjuntos
i=1

fechados tal que para todo i = 1,2,.,.. a restrigao

de g a cada conjunto R® x F. & continua - e

1
n(F.) >m(d,NB) - Jl ‘
1 1 1
2
[4]
Assim g & continua no conjunto R® x F, onde F = LJFi.
i=1
Pela construcao de e , a familia {Fi}i=1 e localmen
te finita e como cada Fi ¢ fechado segue que F @
fechado.

Ainda, -

a[ U o0 - Ur]
.=1. {1 i

W

m{B-F)

i
m{jJ E?in_?) - Fi]}'.

1=1
< I —r=n.
i=1 2

Logo m{(F) > m(B) - n.
Portanto g tem S-propriedade forte em R™ x B.

cqd.
Teorema 1.3

Se g e uma N-fungao, entzao para quaisquer funcoes
ViaVgse sV de x € B, mensuraveis e finitas quase
sempre, a funcgao g(vl(x), vz(x),...,vn(x),x) € men-

suravel em B,
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Demonstracao:

Por hipotese g & uma N-fungao. Pelo teorema 1.2 vem
que g tem S~propriedade forte em R® x B, isto e,
para qualquer €>0, existe um conjunto fechado
FCB tal que m(B-F) < %%- e a restrigﬁo de g ao con
junto R™ ¥ F & continua.

Canmo vl(x), vz(x),...,vn(x) sao mensuraveis e fini
tas quase sempre em B segue, pelo teorema 1.1, que
existem conjuntos fechados El’ EZ""’En contidos
em B tais que m(B—Ei) < é% e a restrigEO de v, ao
conjunto E, & continua, para qualquer 1 = 1,...,n.
Logo, a restrigao da funcao g(ﬁl(x);...,vn(xj,x)

n

ao conjunto F N ( r]Ei) e continua e
. Si=1

It

. 1t -
m(B-FN ( MNE,)) m[(B—F) U(B-E)U... U (B—En)]

i=1

[ A

m{B-F) + m(B-El) ...+ m(B—En)

Satisfazendo assim as condigoes do teorema 1.1 ,
g(vl(x),...,vn(x),x) e uma fungao mensuravel de x,

para qualquer x € B, come queriamos.

I - 2 Aplicagdo 3 Teoria de EquacOes Diferenciais

Vamos estabelecer inicialmente algumas définigoes,

notagoes e alguns teoremas que ‘utilizaremos. no de-



Definigao

Definicao

Definigao

Definicao

Teorema 2.
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senvolvimento desta parte.

Seja X um espaco de Banach, Um conjunto AC X & con

vexo se para quaisquer X,y € A e teR tal que

0<t<l, tx + (l-t)y € A,
2,2

Sejam X e Y espacos de Banach. Uma fungao f: X -—Y
¢ compacta se para cada conjunto limitado A CX, o

conjunto f{ A) & relativamente compacto em Y.

2.3

Uma aplicagao f: X — Y compacta e continua e chama

da completamente continua.

Chamamos fecho convexo de um conjunto A , a inter-—

seccao de todos os conjuntos fechados convexos que

o contem.

1 (Teorema de Mazur)

Seja A um subeconjunto de um espago de Banach
X, " Se A @& relativamente compacto em X, entao o

fecho convexo de A & compacto em X. | & ]



Teorema 2

Corolario
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.2 (Teorema do ponto fixo de Schauder)

Se A & um subconjunto convexo e compacto de um es.

pago de Banach X e £ uma aplicagao continua de A

em A , entaoc f tem um ponto fixo em A . El]
2.
Se A & um subconjunto convexo, fechado e limitado

de um espago de Bapach X e f uma aplicagao comple-

tamente continua de A em A , entao f tem um ponto

fixo em A

Demonstracao

Como A 7 fachado e canvexo, o fecho convexo B de
m% ‘esta em A,

Entao, pelo teorema 2.1 , B & compacto,

Ainda mais,

E(BYCEf(A) C B

Portanto, pelo teorema 2.2, a aplicagao f:B —B

tem um ponto fixo em B, o que completa a prova.

No que se segue, denotaremos por-C(D,En) 0 espacgo
das fungoes continuas f:D -—+]Rn, onde D & um sub-
conjunto compacto do espago R™ ¢ consideraremos em

C(D,R™) a norma

|£]] = sup|f(x)] s £ eC(D,Rn) .
xeD



Definigﬁo

Definicao

Teorema 2.

Definigao
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2.5

Um subconjunto AC:C(D,RH) g limitado se todos 0s
seus elementos sao fungaes continuas uniformemente
limitadas.

2.6

Uma sequencia de fungoes {¢n, 1 =1,2,...} em

n - . - -
C(D,R") e dita equicontinua se para qualquer >0,

existe um ¢>0 tal que

| ¢, (=) - .¢n(y)1 < g , ono= 1,2,... ,

se |x~y| < § , para quaisquer x,y em D,
3 (Teorewa de Arzela-Ascoli)

Uma sequencia equicontinua uniformemente Iimitada
~ n -
de fungoes em C(D,R ) tem uma subsequencia que con

verge uniformemente em D, [ 3 ]
2.7

Sejam X e B espagos derBanach e F T X.
A transformacao T: F — B é uma contragao em F se
existe um nimero X, o<A<l, tal que

T; - Tyl < Xx-vy| s X,¥EF .

A constante A e chamada constante de contragao de

T em F.
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Teorema 2.4 (Principio da Contragao de Banach - Cacciopoli)
Se A e um subconjunto féchado de um espacgo de Banach

e T: A ~— A uma contragao em A, entao T admite um

iinico ponto fixo x em A,

Ainda mais, para qualquer x_ € A, a sequencia
{xn+1 = Txn , n = 0,1,2,...} converge a x quando
oo e
_ ln[xl—xo|
lx -~ x | €« —=———"— , onde A < 1 & a constante
n' - 1=

de contragao de T em A. [ 5]

Extensao do Conceito de Equacao Diferencial

. " n+l :
Consideremos um subconjunto aberto DCR e uma

n

- - - ot - -
aplicagzo f de D noc R™ nac nccescavicmente centinua,

Definicao 2.8

Uma fungao £ satisfaz as condicoes de Carathe%dory

em D se:
i) f e mensuravel com respeite a t para cada x
fixado.
"ii) £ & continua com respeito a x para cada t
fixado.
iii) para cada conjunto ccmpacto UCD, existe uma
fungdo integrdavel mU(t) tal que

[£¢e,0) ] < mg(e) , (t,x) el .
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Definicio 2.7

- . +

Se £t e um escalar, D um subconjunto aberto do r" 1
on - —~ . -

e f: D— R e uma fungao que satisfaz as condigoes

de Carathdodory, podemos definir. como equagao di-

ferencial uma relagao da forma
x(t) = £(t,x(t)) (2.1)

Dizemos que x(t) & uma solucao de (2.1) em um in-
tervalo aberto ICR, se xX(t) & uma fungao absoluta
mente continua em T, (t,x(t)) € D para todo teT e
% satisfaz (2.1) em I exceto para um conjunto de me

dida de Lebesgue nula.

Lema 2.1

Uma fungdo continua x: I =+ R" & solugdo da equacio
(2.1) satisfazendo'x(to) = x_ para algum t_ € I se
e somente se x(t) satisfaz a equacgao integral

t
x{t) = e J f(s,x(s))s (2.2)

t
Q

Demonstracao:

Se x(t) @ uma fungao absolutamente continua que sa

tisfaz:(Z.l) quase sempre com x(to) = X, entao
t

x(t) = X(to) + J %(s)ds
t

o]



-16—

e portanto

t
x(t) = X + J f(s,x(s))ds .

t

o]
Obviamente, se x(t) satisfaz (2,2), entao x(ﬁ) =X
Alem disso, como x(t) & continua em I, concluimos
que f{t,x(t)) & mensurdvel em I. Como f(t,x(t)) @&
dominada por uma fungao integravel em cada compac-
to de D segue que, f(t,x(t)) & integravel em L. As
sim x(t) e absolutamente continua em I e .satisfaz
(2.1) a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
nula contido em T.

cqd.

Teorema 2.4 ({Existencia e Unicidade)

Seja £: D —439 uma funcao que satisfaz .as condi-
coes de Carathé%dofy em D. Entao para cada ponto
(t,»x,) €D existe uma solugdo da equagao (2.1) pas
_sando por'(to,xo). Alem disso, se para cada cdnjuE
to compacto UCD existe uma fungao humgrdﬁell%ﬁt)

fal que
[ECt,x)-f(t,y)] < k() [x=y| , (e,x) eV, (t,y)el,

entao tal solugao & unica.

Demonstragao:

Seja ﬂb,ﬁg €D e consideremos = e B mnumeros posi-

tivos tais que o counjunto
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B(«,B) = {(t,x): It“tol < «, |x-x0] < B} esteja em
D,

Como B(x,B) & um subconjunto compacto de D e f sa-—
tisfaz as condigoes de Carathdodory em D, ‘existe

uma fungao m(t) = mB(m,B)(t) integravel tal que

l£(e,x)| < m(r) , {t,x) € B(=,B) (2.3)
t
Denotemos M(t) = L: m(s)ds e I_ = {t:|t—t0| < «} .
o .
Escolhamos « a {_3 , 0< E <ew , 0< B- < B tais que

|M(t)y] < B para telz

Consideremos tambem o conjunto
n . . —-—
A = HJEC(I;E’]R yiodle ) = x, |¢(to)—x0]5 B, ‘e’teIE}

A 2 fechado em  C(T_ ,Rn), pois, seja uma sequen—
[= =

cia ¢n ¢ A tal que § — ¢ .

Se ¢n € A entao:
i) ¢n(t0) = x_ para todo n.

ii) [¢n(t) - xD| < B para todo n e todo tel .

o

Logo ,fb(to) =x_ e [{b(t)*xol < B-

Afirmamos que A & convexo.
De fato, considerando a fungao Ag, + (1-X)9, tal

que ¢1 s .¢2 € & e 0<A<l , temos:

(1 Doy + =06,1¢e ) = 2 (e ) + (1-2)¢, (¢t )

I

Axo + (l—l)x0 = %

o "
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(2) gy + 08 = x ] =

0

|3, () + (L=M)dy(£) = Ax, = (I-MIx_| <

< A|¢l(t) - x0| + (1~l)|¢2(t) - xol <
< AB + (1-2)B = B .
Portanto Ad, + (1-A)¢, ¢ A .
Agora, se $ € A , para qualquer tel_ ¢ valida a

o

desigualdade

lgcey| - |x | < l6¢e) - x| <B .

1A

Logo existe K = & + Ixo| tal que |$(t)] < K para
todo tel_ , isto e, as-fungaes ¢ £ A sao uniforme

o

mente limitadas, portanto A & limitado.

A seguir definizemos o operader T: A — C(I_ , R7)
por ¢
(1) (£) = x_ + J F(s,$(s))ds , teT_

o

tO
Pelo lema 2.1, as solugoes da equagao (2.1) coinci
dirdo com os pontos fixos de T em A ,
T esta bem definido, pois:
(1) As fumcoes ®(t) sao limitadas, logo fini-
tas, e mensuraveis no intervalo I_ , pois
«
sao continuas.
(2) Por hipotese £(t,x) & continua com respeif
to a x para todo teR fixado, donde .con-

cluimes que & uma N-fungao. Portanto, pelo

teorema 1.3 vem que f£f(t,d(t) e uma funcao
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‘mensuravel de t em I_ e por (2.3) segue,
[=

paor ser f(t,$(t)) dominada por uma funcao

integravel, que f(t,$(t)) & integravélem I_-
(a4

E facil ver que (T¢)(t0) = % e por (2.3) ,

t .
[ e-x,| < | T£6s, 0602 ]as.
‘ .
o
t
< ]Jl'm(s)ds|
. _
o
< M(t) < g, para todo teI_

oo

de que concluimos que T: A —> A,

. - v .
Alem dissc T e compleotameante ceontinuc, pois

{2

i) Seja ¢n € A uma sequencia tal que ¢n*+ $
em A .
Da. . continuidade de f(t,x) com respeito a x para
cada t fixado vem que f(t,¢n(t)) — £(t,¢(r)) quan
do n>+ee |

Portanto ,

Tt
| (163 (£)- (29 ()| < |J €526 ()= (s, b(s)) |ds]|
t
[s]
t te
O
< J |f(5,¢n(5))—f(5,¢(s))|ds.
t
o]

Como

|f(t,¢n(t))| < m(t) para tode teI_ , com m(t) inte
o .



-20—

gravel em I_ , segue, pelo teorema da convergencia
=

dominada de Lebesgue, que

b o

o
J |f(s,¢n(s)) - f(s,¢(s))|ds -+ 0, donde
t

o
T¢n —+ T¢ uniformemente.
Entao T: A— A & continuo e

'ii) Para cada ¢ A ,

t t

2 1
| (T8) (£,)-(T9) (£,) | = |J f(s,!b(s))ds-J £(5,¢(s))ds|
t t
Q Q
< |J 1£(s,$(s))ds |
&y
ty
< [J m(s)ds]| -
ty
tO t2 )
< IJ m{s)ds + I m(s)dsl
t t
1 o

14

Mty - Mty ]

para quailisquer tis t, € I

[+
Da continuidade de M(t) em I_ segue que M(t) & uni
=4 .
formemente continua em I_ .
oc
Logo T(A) & um subconjunto equicontinuo de CU;)Eﬁ)

oc

e sendo tambem uniformemente limitado concluimos,
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pelo teorema (2.3),que T(A) & relativamente .com-
pacto.
De i) e ii) vem que T:A — A & completamente conti

nuo,

Assim, pelo corolario 2.1 do teorema do ponto fixo
de Schauder, T: A— A admite um ponto fixo em A ,
o que demonstra a existencia de solugao para o pro

blema % = £(t,x)} com ¢(t0) =X .

Vamos agora demonstrar a unicidade.
Por hipdotese existe uma funcao integravel

kg (e, gy (8) = k(£) tal que

|£¢t,x) - £(t,y)] f.kB(m’B)(t)lx—yl (2.4)

cdﬁ (t,x),(t,y) &€ B(«<,B)
i
Denotemos K(t) = J k(s)ds

t
O

e suponhamos que, alem das hipoteses anteriores ,

« e B sao tais que IK(to - )| < 1.

Consideremos % e E em A . Por (2.4) temos:

t _
I(T¢)(t)"(T5)(t)| < ]] E(s,$(s))-£(s,h(s)ds|
t .
v
t o
t, ;
< J k(s)ds| [¢-¢|
t
Q
< |R(e o+ )| |l¢-6|l , para todo

t e I_.

o
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Logo s
[Td - T3l <

Rty + | 1e -3

E como [K(to +.E)|<l , a aplicagao T: A — A & uma
contracao. Ainda, como o subconjunto ACC(I_ , R)
¢ fechado, pelo teorema 2.4 o ponto fixo'de'oc T em
A ¢ Unico, do que se conclui a unicidade de solu-

¢ao para a equagao (2.1) numa vizinhanga do ponto

isfaz = .
(to,xo), satisfazendo ¢(t0) X

Esta unicidade local implica em unicidade global,
De fato, suponhamos ¢(t) e P(t) solugoes da equa-

e 12 respec— -

¢ao (2.1) définidas nos intervalos II

tivamente, satisfazendo ¢(t0) = x, € ¢(t0) =.x0
Sejam I = 11012 e J = {tel: ¢(t) = ¢p(e)} .

J & um conjunto aberto, pois se duas solugoes ¢ e
coincidem num ponto, ja provamos gque existe uma vi
zinhanca desse ponto na qual elas coincidem. E J e
fechado, pois dada uma éequancia t, em J tal que
£, — t, quando n>+e,  comop ¢(tn) = w(tn)’

da continuidade de ¢ e de ¢, e da unicidade do 1li-
mite segue qué () = P(r).

Assim J & comexo enao vazio, portanto J = I , como

-
querlamos.
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CAPITULO II

IT - 1 Um teorema de Liapunov para medidas ndo atomicas

Vamos estabelecer inicialmente algumas difinicoes

e lemas que serao utilizados nesta parte.

Definigao 1.1

Dado um conjunto X, uma colegao L de subconjuntos

de X é chamada uma g-algebra de conjuntos se:

i) el e XelW .

- oo - g L3 £
ii) Se {Ai} € uma sequencia de conjuntos em
i=1 :

U entdo U A.i. e W .

1=1

iii) Se AeWentao A€ eWU .

Definicao 1.2

Uma medida m numa o~algebra U de conjuntos de X
e uma fungao real nao negativa, definida para to
dos os conjuntos de‘U,g satisfazendo: |
1) m(g) = O
-

L0
ity (U E;) = ) m(Ei), para qualquer sequen-
i=1 Y. i=1

cia de conjuntos disjuntos de U.

Definicao 1.3

Uma ¢-algebra @ num conjunto X e nao atomica se’
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para todo conjunto ECX , E e:@, com m(E)>0, exig
te um subconjunto Elc E, El e B, tal que

0 <m(E1) <m(E). Nestelcaso m e uma medida nao at§
mica.

Consideremos X um conjunto, @3unm g-algebra de sub
conjuntos de X e m uma medida nzao atdomica em QB ;

Denotemos por G)(X) o conjunto das partes de X,

Se m(X) < ®» , existe um conjunto M QG)(X)Q @5 tal
que 0 < (M) < € , para qualquer que seja o nume-

ro ¢ positivo dado. o _

Demons tragao:

Como £ & nZo atdmica e m(X) >0 & finita, existe
um conjunto Xl EQP(X)O ga'tal que 0*<m(X1)«<m(X).
Entao

m(X) = m(Kl) + m(X“XI).

Portanto, ou O <m(Xl) 4%_ m(X) ,

ou 0 <m(X~X.)< -+ m(x).
1 2.

Chamemos de M1 tal conjunto.

Analogamente, existe um conjunto M, € GD(X)ﬂgbtal
. . .

que 0-<m(M2)<-E~m(M1) .

Obtemos assim uma sequencia {Mk}m , de conjumn—

k=1

tos Mk e(@(X)ﬂ @5 tal que
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0 <m(Mk) <

_25...

1
—x m(X)

2
Logo, dado e€>0 existe Kell e 1:._ > K tal que

m(M_) < g . | cqd.
k

Sob as mesmas hipoteses anteriores, dado £>o exis
te uma decomposigao MILIMZLJ...U M, de X em um nu
mero finito k de conjuntes disjuntos de@ tal que

m(Mi) < g para 1 = 1,2,...,k .

Demonstragao

Seja T ¢ PN .

Chamemos Y(T) = sup m{Y) tal gqgue Ye’?(T)ﬂ@, n(Y)<e.
Entac O 2 ¥(T) 2 e e

Y(T) = 0 se e somer.lte se m(T) = 0,pelo Lema 1.1
Vamos defin‘ir uma sequencia de conjuntos X\) de
RHND com m(X\)) < ¢ da seguinte maneira.

Seja Xl um elemento arbitrario de ‘?Rx)ﬂ@b tal que
Ofm(}(l) < e . Se.os conjuntos Xys Kgseensn X pude

rem ser determinados dessa forma, chamemos

YU = X - (XliJ...UXv) e escolhamos
X\)+1 £ @(Y\))ﬂ@ tal que

Ly )y <mx ) <&

2 vho= v+l - 7

. - - U
Seja M X 3 X\)'
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Como M C Yv segue que

< .
YOD YY) € 2m(X )
e como Xv sao disjuntos,
E m(X ) = m(YX ) < mX) < . (1.1)

Logo } m (X)) ¢ uma serie convergente,do que segue
'\J .

que m(Xv) — 0 , quando v+ |

Portanto y(M) = 0 e dal m(M) = 0 . (1.2)
Ainda por (l1.1), existe k tal que Z m(X ) < g.
. v
vk
(1.3)

Chamemcs M, = {J X, UM.

: AY .

k v>k :

De (1.2) e (1.3), m(Mk) < g,

Assim, supondo Moo= Xv,(v“=1,...,k‘1),

MILJ...U M, sera a decomposigao pedida.

(Teorema do Valor Intermediario)

Para cada y tal que 0 £ y < m{(X), existe um con=

junto T & @(X)ﬂ@ com m{T) = y.

Demonstracao:

Se y = 0, nao ha o que demonstrar.
Seja y >0 e consideremos uma sequencia de niumeros

¢ tal que ¢ = 0, quando V>tw

v v

Pelo Lema 1.2, existe uma decomposicgao M%U...UM&

1

de X em um numero finito de conjuntos disjuntos de



-27-

!@tal que m(Mi) S 1 L] (i = 1,0-0,1{1).

Suponhamos Mi = @, Entao existe um Indice
< —
h1 , 0 < h1 < kl 1 , tal que
1 1 1 1 1
m(M_U...UM, ) <y £ m(M Y. UM UM +1)
. 1 1. 1+
1 1
<
< m(M_U.L UM )+ ey
1
Da mesma forma existe uma decomposicao Mgu...UMi
5
de M; 41 &M oum numero finito de conjuntos disjun-
1

tos de & tral que m(M%) < €, s (1 = 1,...,k2).

2 . . .
Supondo Mo = @, existe um indice h2 , OShZSkZ-l

~tal que
m(M1 U.,..uU Mt UMZ U...UM2 } <y <
o} h o] h -
1 2
1 1 2 2 Z
< mM_ U UM UM Ue. U ME UML) S
1 2 2
1 1 1 2
< m(MoiJ...LJMhlL)MO U...LJMhZ) * ey .

Continuando o processo, obtemos comjuntos

Mz= g ., M¥ 5 s n s ME para todo V tal que os con-—
AV
. 1 1 2 ' 2 Y Vv
juntos MO y o e uy Mh ) Mo 20 sy Mh ""’Mo""Mh”
1 : 2 Y]
sao disjuntos e
h1 1 h2 2 hv v
m(y M, U MY U.U U M) <y <
i=o0 i=o i=o
hl 1 hz 2 hv v
< . . ‘e s .
- m(ﬁg Ml-U Jg Ml U U U Ml) * Ev,'

1i=g 1=0 i=0o
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Logo, para v suficientemente grande temos

h
x= U U u onde TeP)NG e n(r) =y .
AY

1L=0

Lema 1.4

Consideremos I um intervalo compacto da reta e U
uma o-algebra nao atomica de subconjuntos de I,
Entao existe uma familia continua de conjuntos men

suraveils D C T tal que o<x<1 , D_C D_ se somen

1 2
te se o« < ¢2 e m(Da) = em(I) .
Demonstracdo:
Vamos considerar m(I) = 1
- ’ n

Seja o subconjunto denso J ={Jij k=0,1,...,2 ,

o o1 n=1 *
em [0,1]
Dado = ¢ [b,l] , consideremos uma sequencia cres-
cente de elementos a de J tal que a = » quando
n — + w ,
Pelo lema 1.3, a fungao m: &P(1)NWU — [0,1] & so-

brejetora. Logo existe uma sequencia crescente de

conjuntos mensuraveis Yn = Xa em I tal que
n

m(Yn) =a .

oo
Escolhamos D_ = |J Y_ .

o n

n=1

Assim m(D¢) = Lim m(Yn) = Lim a =« e a fami-

n—++o n++o

lia de conjuntos D_ assim construida satisfaz as
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—-0Gw

- o~ 3 -
condigoes pedidas, como queriamos.
Consgideremos agora 53& og~algebra dos subcenjuntos
Lebesgue~mensuraveis de I com a medida de Lebes —

gue L)
1 (Teorema de Liapunov)

Seja y uma fungao integravel do intervalo compac—
to I noR" e para cada subconjunto mensuravel ECI
consideremos a funcao

E J v(t)de ,

E

Entao o conjunto K = {EEE: ECI, E mensuravel} e
convexo no R©. Ainda mais, se y(t) e limitada, en

tao X e compacto.

Demonstracao:

Vamos inicialmente mostrar que dadas uma fungao in
tegravel f: I - R e Wc® uma g-3lgebra nio a-

tomica em I , existe uma U*élgebrarulc’u-na qual

J f{t)dt = m(E) J f(t)dt

para todo § tal que Ee, ECTI ,

Para construirmos a 0—513&braTll como.acima, va-
mos considerar uma famiIlia continua de conjuntos
mensuraveis de u.confidosem I como no Lema 1;4

Para simplificar os calculos suporemos m(I) = 1 e
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f f(t)de =1 . -

I
Se « & tal que-%— < « £ 1, entao D CD. e
P S
2
a(D - D ) =m(d)-m(d ) =q- (a=2) = %
1 1 2 2

Seja ¢ uma funcao real definida por

$(=) = J | £(t)de .

Como (D1 - Di)f](Dl - D) =@ , segue que

2 2
. | ) .
W v oI =5 rwars [ rwaen
pl_Di DL"DO
2 2
= 3 £(t)de
(Dl“Dl)U(Dl“DO),_'
2 2
- 1 - 1,
= 3 J f(t)dt 5
I

Ainda, da continuidade de ¢ segue que existe xq s
1w <1 tal que §(x,) = % .
2 - 1 - 1 2
Chamemos B, =D, =D, 1.

1 1 2
Entao s '

1 1
m(El) =35 e f(t)de = 3 » COMO queremos, portan
£y

to E, & um elemento de

1 1
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Em seguida, chamemos E, = I—El 3 obviamente

il
=
-

m(Ez) =-2]= e J £(t)dt

By

Analogamente, dado E, encontramos E.C E. e

1 3 1

E4 = E1 - E3 ; e dado E2 encontramos E5C2E2

E6 = E2 - E5 , sendo satisfeitas

e

E N

m(Ei) = = J f(t)dt para i = 3,4,5,6 .
:E.:‘,

1

Continuando, obtemos uma colegdao enumeravel 56 de
conjuntos ES" Consideremos a U—QIgebranl gerada

‘por tais conjuntos. Desde que J f(t)dt e m(E) 550_

E
medidas definidas sobreTll e sao iguais nessa o-al

gebra, segue que

J.f(t)dt = m(E) para todo EETh‘.
E

Mostraremos quelll = [@] c W & ado atSmica.
Da maneira como foi construide, RJ & um sistema de
conjuntos tais que se A ,B e ¥ entido
i} ANMB =96 ou ACB ,
n ' 1.4
ii)Ac=i91Ai , A e @, (4

Vamos m@strar inicialmente que
-
[d] “_‘{U Sj_}s Sie?.‘f.
. i=1

Como S, € & para qualquer i = 1,... e [¢] & a

menor o-algebra gque contemﬁf , basta mostrar que
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{igg Si} e uma o-algebra .

De fato:

i=1 1=1 1
Entao
n n < oo 11 n
Ua, = UCUSs; 0 = U (U s, , UsS;; e s
j=1 1 5= oi=1 Y i=1 j=1 oy i
n o]
oo oA e {Us )
j=1 i=1
() Se A = L]S entao
i=1
-] o0 o 1t
A°=(Us)°=ﬂs§=ﬂﬂ(UA s A e
i=1 i=1 i=1 j=1 3
poisSEeR&.
Portanto
¢
o
A= U (Na =< °0
eC i=l Us: , s, e® por (1.4),

it
onde C é um conjunto enumeravel de Tndices.
Logo { U S } & uma g-algebra e E?;‘s:l = { U Si}‘
i=1 i=1
Consideremos agora A € [g{] tal que m(A) >0 . Entao

. (2] o0
O<m(A) = m( t) 8,) < Um(S;),
» 1L - . i
i=1 i=1 :
Portanto existe 1, 1 = 1,2,..., tal que m(Si) > 0

e 5. A
l¢—.-
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- Mas, por construcao, existe RC:Si sy R 353 tal que
0 < m(R) = 3 m(5,) < m(a),

?ortanto‘ul ¢ uma g-algebra nao atomica .

Podemos entao aplicar raciocinio analogo k vezes,

k < m, obtendo o-algebrasnao atomicas ul’ ...,Uk v

tais que U= ukCuk_ C...C'UICU.C i) , e obter o

1

seguinte resultado:

(1.5) Dada £: I —R"® integravel, existe uma o-al-

gebra WC.@ com

J F{t)dt = m(E) J f(t)dt para todo EcV, EC 1.
E ' I -

Agora podemos mostrar a convexidade do conjunto

K= {%R,: B ed, ECI)

Consideremos em K os elementos

a, = J y(t)dt , a, = J v{t)dt
1 ¥y
‘e 0 ponto intermediario

lal + (l—l)az para 0<A<l .

- *
Seja a fungao y : I —+IR2 definida por

yH(E) = (r(8) x5 (©) , y(B) xp (£))
1 2

onde X, e Xg sao as fungoes caracteristicas de
1 2

Fl e F2 respectivamente.

Seja'vfa o~algebra obtida por (1.5) onde
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. A
J y*(t)dt = m(E) J y*(t)dt = MCE)(al).
- I A

Seja D, uma fimilia continua com m@%g =a, 0 <x< 1,

como no lema 1.4 e definamos o conjunto

F o= (D, ﬁ'Fl) U [(I—Dk)f1?2] ,

Entao,

J y(t)dtr = J y{(t) Xy (t)dt + J y (&) Xg (£)dt
1 . 2

F D I-D

A A

It

A J y(t)dt + (l—h)‘f y(t)dt =

1 B

Aa, + (l—}\)a2 .

i

Assim K e convexo.

Suporemos a seguir y{t) limitada em I e mostrare —
mos que K & compacto, Faremos alprova por inducgao a
dimensao ae K, que & a dimensazo do hiperplano no
qual K esta contido e tem interior nao vazio.

1 -
Se dim K = 0 nao ha nada a demonstrar.
Vamos supor que se K tem dimensao menor que s en

taoc K & compacto.

Seja K tal que dim K = s,

Como y(t) € limitada, basta mostrar que K e fecha-
do no Rn.

Seja a € 9 K. Consideremos 7 um hiperplano tal que
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ae TNK e 1 um vetor unitario normal a ' com
origem no ponto a, dirigindo-se para o semi-espago

que nao contem K,

. . n
Consideremos um sistema de coordenadas no R no qual

a = (1,0,..0,0) e n = el .

Sejam E = {t € I ; yl(t) > 0} ,

E,6 = {telI : yl(t) = 0}

e 0 ponto J y(t)dt eK, onde F = EUG e GC:EO .
F

Entao J y(t)dt = J y(t)dt + J y(t)dt e o conjunto
E - G )

{J y(t)de} = {J y(t) Xg (t)dt , H mensuravel, HCI}=K1 ,
o]
& H

pela primeira parte do teorema, & convexo, e K, C K.

Como dim K; < dim K , K & compacto no R" .

1

Mostraremos que a £ Kl . Para isso, consideremos

uma sequencia de elementos a, € K tal que a, — a

k k

quando k -+ + « , isto &,
J Yi(t)dt — 0 , i=2,...,n , e

By

J yl(t) _dt - 1 ,

By

Como existe sequéencia J yl(t)dt convergindo para
Ey

1 e como o maior valor que J yl(t)dt s SCI, pode
S
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assumir e J yl(t)dt segue que.
. .

J yl(t)dt =1 . (1.6)
E -

Alem disso, se J 'yl(t)dt -+ 1 temos:

Er

i) m[(ELJEO)CIWEk}~* ¢ quando k-t ,

Se m[(ElJEO)CfTEk1 > ¢ para algum ¢ > 0 dado,

existiria subsequencia E, de E,_ tal que para NelN
n
e k >N ,
n

yl(t)dt >0 o que_é uma contradicao,

c
(EUE )" NE,
. n

pois, pela difinigao dos conjuntos E e E0 s

yl(t)dt <0 . -
(EUE )€

ii) m[% - (Ekr\E)} — 0 quando kr+e

1

De fato:

J yl(t)dt = } cyl(t)dt + J yl(t)dt - 1
Ek EkﬂE EkﬁE

Como

J .y (e)dt < 0 e [ y,(t)de > 0,

E NE® E NE

k k
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segue que

I yl(t)dt — 0 e J yl(t)dt - 1 .
C

EkﬂE : EkﬂE

De (1.6) ,

yl(t)dt - I yl(t)Qt .

EkﬂE

Portanto

yl(t)dt — 0 quando k>+» , do que se
E - (Ekﬂ E)

conclue que m[% - (EkFIE)}.—+ 0 - quando k¥ |

Consideremos a sequencia X, = J y(t)dt onde

P
Fk = ElJ(EoriEk).

B claro que x, € K, e como J yl(t)dt 1 , da defi

| B
nic¢ao de E  » segue que J' yl(t)dt = 1 .
IFk
Alem disso, para i = 2,...,n ,
J yl(t)dt — 0 quando k++%o , pois
Fk |
IJ y; (£)de - I yi(t)dt| < J |yi(t)|dt .
F E F AE

k k kT Tk
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Como

' c
RAE, {[E UE_ N Ek):[ﬂEE}u{ [E U(E N Ek)J nE}

H]

{J:(EUEO)n(Euék)nE;}u{ Ecn(EonEk)"]nEk}

[

[(1; U EO)Q(EQEE)]U ]:Ecﬂ Eank] |

¢ c
[EUEO)Q(EnEk):IU[(EUEO) nEk] ’
de 1) e 1i) segue que m(Fk.&Ek)'+ 0 quando k-+w

Portanto, como I yi(t)dt - 0 ,
E

k
JY'(t)dt -_"'0 ¥ i = 2,-oo’n .
F, 0t -
k
g : o
Logo a sequencia {xk}k-l em Kl converge para o pon

Lo a quando k++% e sendo K, compacto, ae:Kl » donde

1

a€K. Portanto K & compacto,

IT - 2 Aplicagao a Teoria do Controle

Vamos 1nicialmente considerar um sistema linear de
equacgoes diferenciais.

x = A(t)x + h(t) (2.1)

onde A(t) e uma matriz nxn e h{(t) & um n-vetor co-
luna tais que os elementos de A(t) e as componen —
tes de h{t) sao fungaés integraveis em cada subcon
junto compacto I de R, sendo D = (a,+w) x RY o do-
mInip da fungao A(t)x + h(t).

Estabeleceremos alguns resultados :e lemas sobre
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(2.1) os quais utilizaremos no desenvolvimento des

ta parte.,
Assim observamos que

i) A(r)x + h(t) e integravel com respeito a t pa

ra cada x fixado.

ii) Sendo linear em x, A{(t)x + h(t) & contianua com

respeito a x para cada te I,

iii) Para cada subconjunto compacto UCD , existe

uma fung¢ao integravel m (t) = |aCe) ] suplx|+{n(e)]
xell

tal que

lACe)x + h(e)| < my(t) , (t,x)el,

iv) Para cada subconjunto compacto UCD existe uma

funcao integravel kU(t) = |A(t)]| tal que dados xgyeBz

[A(e) | ]=x-y]

1A

|ACe)x + h(t) - A(t)y - h(t?|

i

ky(e) %=y,

para todo pat (t,x),{(t,y) el

Estamos entdo nas condigoes do teorema 2.4. {cap. 1),
donde concluimos que existe uma @nica solugao do
gsistema (2.1) passando por um ponto (to,xo) el da-
'do., Pode-se mostrar gue essa solucao esta definida

em (a,+»),
Lema 2.1

Se ¢(t) & uma matriz solucao fundamental do siste-

ma linear homoganeo % = A(t)x , entao a matriz
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.¢_1(t) & uma matriz solugﬁo fundamental da equacio
..adjunta
5;’ = - YA(t) | (2‘2)

onde y @ um n-vetoXr linha.

Demonstracgao:

E claro que det éul(t) # 0 para qualquer t.

Mostraremos que ¢_1(t) & solucao da equagao (2.2),

Seja P(t) = ¢_l(t) e temos:
W(E) () = ¢75Ce) H(E) = T = (&) w(t). .
Logo

I = ¢Ce) Ple) = d(e) P(e) + ¢(x) $(t) = 0.

Entao

() h(e) = - §Ce) Y(e) e |

Be) = - "H(e) SCE) PE) = - p(Id(EIP(E)
= - PL)A(E) ${t) P(t) = - P(r) A(t) .

Logo -

-1 -1 _

d T(t) = ~ § T()A(L). cQD.

Teorema 2.1 (Formula da variacdo das constantes)

Se ¢$(t) & uma matriz solugao fundamental do siste-
ma ¥ = A{t)x , entao toda solucao do sistema linear

¥ = A(t)x + h(t) & dada pela formula
x(t) = $(&) [?—l(to)xo + J 6" s) h(s)dé]

[}

para qualquer nimero real t, em (=w,+»), . onde’

X(to) = XO .
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Demonstracao:

De ¥ = A(t)x + h(t).vem que h(t) = % - A(e)x e

xulh(t) = xwlx - x_lA(t)x

Pelo lema 2.1, | |
" Leeyn(e) = 67 (k) x(e) + $TL(e) x(t),

Portanto

dt

d |- =1
[¢ L) x(t)} R ORIOR
Integrando de to a t para quaisquer t, et reais:

t L
J é% [¢"1(s) x(s)st - J $"1(s) n(s)ds .

t [
o 0

Portanto
t

¢~ L(e) x(e) - ¢‘1(t0) x(t ) = f_ 7 (s) nis) e

&
o

. t
x(t) = ¢(t)[§“1(to>xo + J 67" (s h(s)ds]
| ) t
Q
cQD.

‘Consideremos agora o sistema de equagoes diferen —
ciais

¥ = A(t)x + B(t)u + w(t) (L)

onde

1. A(t) & uma matriz real n x n ’ B(t) e uma ma-
triz real n x m e v(t) & n-vetor coluna real, todos
mensuraveis para qualquer t e (~w,+=),

2. As mormas |A(t)|, [B(t)| e |v(t)]| s3o integra-

veis em cada subintervalo compacto de tempo t.
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3. u(t) & um m-vetor real mensuravel e limitado
em algum intervalo I: t, £t < t; e comvalores en
um conjunto nao vazio RCRT .

0 m-vetor u{t) sera escolhido para dirigir ou con-
trolar a solugao x(t) do sistema (L) de um valor
inicial dado X, s até algum ponto determinado do R'.
0 sistema acima sera chamado um processo de confrg

le linear e f, o conjunto de controle corresponden

te.
2.1

Para cada funcgao u(t): I - R localmente integravel
e cada valor inicial X, » a resposta ou solucao de
(L) & o n-vetor real absolutamente continuo x(t)
definido em I, satisfazendo o sistema de .equacgoes
diferenciais

x = A{t)x + B(t) u(t) + v(t), com x(to) = X, .

Podemos observar que as hipoteses mencionadas aci-
ma garantem a existencia de solugao para o sistema
(L) e tal solugao satisfaz a formula da variacao das -

constantes

‘ .
x(t) = ¢(t)X0 + ¢(t)J ¢(s)“l[?(s)u(8) * v(s)]ds

E
o0

onde x(to) =x e d(t) & a matriz solugao funda-

mental do sistema linear homogéneo % = A(t)x com
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Teorema 2.
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¢(to) é I .
2.2

Consideremos o sistema de controle (L) com conjun
to de controle 2, valor inicial x, e todos os con-
troles u(t)C Q definidos para todo: t tal . que

t <t <t

o Sejam x(t) as correspondentes solu-

1 L]

¢coes com condigao inicial x(t ) = x_ . .. Chamamos

conjunte atingivel K(L,Q,xo,to,tl),ou simplesmente
K(tl),ao conjunto de todos os pontos finais x(tl)emr}

Vamos denotar K(to) por x_ .

Consideremos o processo de controle linear (L) no

n . ' ..
R com conjunto de controle compacto §§ , valor int
cial x e controles u(t)C §§ definidos no intervalo

fechado I: t_ < t < t, . Entao o conjunto atingivel

Demons tracao:

o 1
K(tl) & convexo,
Se § contem somente um ponto, todos os controles

sao iguais. Portanto K(ti) & convexo.

Se )} contem mais de um ponto existe um hiperplano T
tal que W!ﬁK(tl) contem dois pontos distintos Pa e
P, de K(tl). Seja SCT o segmento de reta com ex-—.

b
trémidades emn Pa e Pb e sejam ﬁa(t)C Qe ub(t) < 9
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controles dirigindo x, aos pontos finais Pa e Pb
respectivamente.
Para cada subconjunto mensuravel DC I consideremos

o Z2n-vetor

FJ ()™ B(s)u (s)ds

W) = | D

J $(s)™" B(s)u, (s)ds
D

onde ¢$(s) & uma matriz solugﬁo fundamental do sis-

tema homogeneo x = A(t)x .

T, 0
Sejam W(I) = e W({B) =

rb Om

Assim, pelo teorema 1.1 (cap. II) existem conjuntos

mensuraveis D_ , 0<«=<1l , para os quais

=4 . (1‘“)]’.'3
WD, ) = e W(I-D_ ) = .
*hy (1—05)1'b

Definamos o controle

ua(t) para ted_ |,
u(e) =

ub(t) para _teI—Dm .

Pelg teorema (2.1) a solugao correspondente a u{t)

em t; sera dada por
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x(tl) = ¢(tl)xo + ¢(tI)J é_}(s)[%(s) u,(s) + v(s)]ds
D

oc

-+

I-D
o

‘ﬁ(tl)J (5—1(8) I:B(S) tib(s) + v(s)j'ds =

= plr)x + é(tl)J 671 (s) B(s) ui (s)ds +
D

==

+ ¢(t1)J 67(s) B(s) i (s)ds + ¢ct1)J 7o) visdds =
I-D I

o

¥

¢(t1)x0 +oor  p(Ey) + (_l—oc)rb () +

+ §(e)) f 67T s) v(s)as = .
I
= m{r{)(tl)xo + @(tl)J (5“1(5)[3(5) u'a(s) + V(S)st} +
o I
v e (8ex, + oty [ 676 [36) w0 = vo)]ast -

I

i

‘IPa 3 (lﬁc:)Pb *

Logo S5C K(tl)
cQD.

Observagao: Pode-se mostrar ainda que o conjunto
K(tl) & compacto e "varia continuamen

te" com o tempo.
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