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INTRODUCAQ

A teoria de interpolag¢ao & hoje, sem duvida, uma area da Ana-
lise Funcional. Além de seu valor intrinseco, a teoria de interpo
lagao encontra aplicagoes em diversos ramos da Matematica, tais
como, equagoes diferenciais, teoria da aproximacao, analise numé-
rica, analise harmdnica, citando alguns.

Ainda que a primeira idéia de interpolacac de operadores 1i-
neares seja devida a I. Schur ([1], (1911)), a teoria foi inspira
da ncs teoremas de I, Marcinkiewicz e M. Riesz, A prova do teore-
ma de Marcinkiewicz deu origem ao método real de interpolagao, en
gquanto a prova dada por G.0. Theorin [1], do teorema de Riesz con-
tém a esséncia do método complexo de interpolacgao.

A teoria complexa de interpolagao foi introduzida por A. P,
Calderdn {1l] e independentemente por J.L. Lions [1l] e, também por
S.C. Krein [1]. Entretanto o estudo completo e sistematico foi fei
to por Calderdn in [2].

A iddia de se desenvolver teorias de interpolacio para virios
espacos de Banach & devida a J.L. Lions [1l]. Extensoes de métodos
reais de interpolagéo foram feitas por A. Yoshikawa [1l] {(os S e 5
métodos de Lions-Peetre), G, Sparr [1l] (os K e J métodos de Peetre),
D.L. Fernandez {1] (os K e J métodos de Peetre) e [3] (os § e s
métodos de Lions-Peetre). Por outro lado, extensoes do método "ele
mentar" complexo foram feitas por J.L. Lions [1], A. Favini [1] e
D.L.. Fernandez {4]. Porém, nao encontramos na literatura extensoes
de um segundo método "nac elementar” complexo introduzido por A.

P. Calderon [2], para o estudo da dualidade do método complexo.
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As extensoes feitas por Lions, Yoshikawa, Favini ¢ Swvarr con-
sideram n+l espagos € n parametros. Em contraposicao as exten

n -
sOoes dadas por Fernandez concernem com 2 ©SPagos € n parametros.

Esta restrigac permite a determinacao da equivaléncia entre os mé
todos extendidos K e J (D.L. Fernandez [ 1]} e 8§ € § (D.L.Fernandez
| 31). Esta forma de extensao mermitiu também o estudo da dualida-
de dos espacgos de interpolagao para 2" espacgos de Banach gerados
nelos métodos K e J. Por outro lado, D.L. Fernandez [ 4] estuda tao
somente a extensao da teoria "elementar" no caso do método complexo.

O objetivo deste trabalho & fazer um estudo razoavelmente com
pleto e sistemitico da teoria complexa de interpolagac para 2 pa
rametros. Este estudo seri aqui desenvolvido seguindo-se as  1li-
nhas do trabalho de A.P. Calderon [2]. Para darmos uma idéia ge-
ral do trabalho passamos a dar uma descricaco sucinta do contel(do
dos capitulos desta dissertagao.

No capitulo T estudamos sistematicamente um primeiro método
complexo de interpolacac para 2" cspagos do Banach, O desenvolwvi-
mento aqui & inspirado em D.L. Fernandez | 4] e J.I., Bertolo -D.L.
Fernandez [1}. Um ponto fundamental neste capitulo & o© uso das
técnicas da k-integral de Poisson (integrais de Poisson midltiplas
ou iteradas}. Esta técnica permite demonstrar que o método comple
x0 de interpolacac &€ Texato". Isto permite entao, melhorar o teo
rema de interpolacao (tipo Riesz-Thorin) de D. L. Fernandez [ 4}.
Aqui aparece a primeira diferencga entre a teoria para n=1 e n »1.
Para n=1, isto &, o caso de um par de esnacos, a demonstracgao de
que o método complexo & Maunato" (a norma M de um operador inter-

- , ) ~ 1-6_ ~
polado e estimada por uma eupressao da forma Ml M, ) nao apresenta
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dificuldades. Entretanto, este nao & o caso para n > 1, que exige
0 uso das integrais de Poisson multiplas, para sua demonstracao
Quanto aos métodos reais para interpolagac de 2" espacos nao sahe
mos ainda se saoc ou nao exatos. Terminamos este capitulo avresen-
tando um teorema de interpolacac do tipo de Riesz-Thorin para es-
pagos LP com normas mistas.

No capitulo II exibimos algumas conexoes entre os métodos real,
no sentido de J.L. Lions-Peetre [1l] e o complexo, no sentido de
A,P. Calderdn [ 1}, para varios espacos de Banach, e damos algumas
aplicagoes ao estudo das conexdes entre espacos com derivadas nis
tas dominantes &.M, Nikol'skii [1], espaces de Bessel- Nikol'skii
(ver P.I, Lizorkin - S.M. Nikol'skii [1]).

No capitule ITI apresentamos um segundo método complexo de in
terpolagao "nao elementar" para varios espacos de Banach, seguin-
do as linhas de A.P. Calderdn [2]. Apesar do carater distinto en-
tre os métodos introduzidos mostraremos, posteriormente, sob cer-
tas condig¢oes, uma identidade entre os métodos gerados.

O capitulo IV & dedicado essencialmente a demonstrar a equiva
ldncia entre os dois métodos complexos para 2~ espagos de Banach
introduzidos nos capitulos anteriores. A demonstrac¢ao desta equi-
valéncia mereceu um capitulo a parte devido dua natureza técnica.

No capitulo V estudamos o problema da dualidade entre os espa
gos de interpolacac. Aqui usaremos de modo essencial os dois méto
dos de interpolacao introduzidos.

Esta dissertacao € composta também, de um apéndice onde encon
tram-se varios resultados que nos ajudaram em algumas demonstracoes.

Nossa referéncia para resultados classicos sao, N. Dunford-
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J.T. Schwartz [1]; A. Zygmond [1); E. Hille-R.S. Fhillips [1].

Pedimos complacéncia a aqueles que lerem nossc trabalho por
nao termos tido a capacidade de tornar certas demonstragoes, prin
cinmalmente nos capitulos iV e V, menos longas e cansativas. Toda
sugestao a fim de reduzi-las serd muito bem recebida.

Na realizagao de certas atividades, principalmente as de caré
ter cientifico, muitas pessoas direta ou indiretamente dao sua con
tribuicao. Sendo impossivel citar a todos, permitam-nos agradecer
ao Prof, Dicesar Lass Fernandez pela paciéncia em ouvir-nos duran
te longos perfodos. Sua orientacao fol muito importante nara a
conclusao deste trabalho.

Finalmentc, mas nao menos inportante, aqradecemos a Nativi,
Ana Paula, Juliana e Paulo Henrique por entenderem muitas de nos-—

sas omissoes.



CAPITULO I

O METODO COMPLEXO DE INTERPOLACAO (I)

Descrevemos aqui um primeiro método complexo de interpolagao
para gerar espagos de interpolagao entre 2" espagos de Banach. Es
te método foi introduzido por D.L. Fernandez [4] e algumas de suas
propriedades foram estudadas por J.I. Bertolo-D.L. Fernandez [ 1].
Este capitulo & fortemente inspirado em J.I. Bertolo-D.L.Fernandez
[1] e D.L. Fernandez [4]. Entretanto alguns resultados e a orien-
tacao sao novos. Faremos aqul o uso sistematico das k-integrais de
Poisson {integrais de Poisson multiplas) uma técnica j& utilizada
em J.I. Bertolo-D.L. Fernandez [ 1] (ver também B, Bordin-D.L.Fer-
nandez [1]). O lema 1.4.1 e seu corclirio 1.4.2 sao obtidos com o
auxilio das k-integral de Poisson e, utilizados tanto para obter
resultados relativos ac método estudado neste capititulo como nos
capitulos ulteiroées. Um destes resultados & a proposicao 1.4.3
que permite por sua vez melhorar o teorema de interpolacac obtido
por D.L. Fernandez [4] . Terminamos ¢ capitulo determinando 0O es-
paco de interpolagao entre os espagos LP com normag mistas de A,

Benedek-R.Panzone [1] e enunciando entao um teorema de interpola-

cdo do tipo Riesz-Thorin.

1.1. PRELIMINARES SOBRE ESPACOS INTERMEDTARIOS

n

1.1.0. Denotaremos por 0O o conjuntc das n-uplas k=(kl,.“,kn)65 R

tais que kj=0 ou 1 (j=1,...,n}). Quando n=1l e n=2 temos respectiva

mente,



g= {0,1} e o = {(0,0), (1,0), (0,1}, (1,1)}.

Denotaremos também, por 8, a n-faixa unitaria, isto &, o con=

l,...,zn), em En, tais que 0 < Rezj < 1le
O
Imzj € IR {3=1,...,n). Por S, entendemos ¢ interior: de Sn' Sendo

junto das n-uplas z = (2

zj = xj+iyj escrevemos z=x+iy onde x = (xl,...,x e vy =Qﬁ,.”,y ).

n n

1.1.1.Consideraremos familias IE = ( |k € O) de 2" espacos de Ba-
nach By s k € 0 imersos continuamente num mesmo espago vetorial to
poldgico Hausdorff, V. Familias deste tipo sdc chamadas familias
admissiveis de espagos de Banach em relagao a V.

Se I = (B ]k € 0) & uma familia admissivel de espagos de Ba-
nach em relagd@o a V, consideremos sua envoltdria linear IIE, e

sua intersecgao MIE, definidas por,

It

FIE {xjx € V, x = ¥ x

NIE (x|x € v, x € B, vk € 0O}

k r
Estes espagos sao espagos de Banach gquando considerados respecti-

vamente com as normas,

(1) ($) = inf{ ¥ Ix I, |x= % =x, x €8}
> IE ker] K h]( kel k! k k
(2} ”X“mIE = max{“}(”E | k € 0O} .

k



1.1.2. DEFINICEO. Um espaco de Banach X, que satisfaz a condigao,

(1} NIE C X € TIE
com inclusdo continua, sera chamado um espago intermediario em
relagao a familia admissivel IE = (E |k € O).

1.2. O ESPACO H(IE)

1.2.1. DEFINIGCAQ. pada uma familia admissivel IE = (Ek|k €0 de
espacos de Banach em relagdo a V, o H(IE) & definido, como sendo

constituido de todas as fungoes £ definidas em 5 com valores

em 51K, continuas e limitadas em 5, em relacao a norma de LIE, ho
0
lomorfas em Sn e tal que f(k+it)€;%{ a Ekﬂxxminuaealimﬂxﬁa para

todo k € 1.

Sobre o espago H(IE) definimos

I£1 = I +it) |l
(1) f H(1E) max supn f(k+it) Ek .
kel té&Ir

Come consequéncia do lema seguinte, que & uma versdo do prin-
cipio do modulo maximo para a n-faixa, obtemos que o funcional
(. i DS I

(T ) define uma norma em H(IE)
1.2.2. LEMA. Sejam F um espago de Banach e f uma funcac com va-

lores em F, definida em S, continua e limitada em Sn e holomorfa

o
no interior, S,s de S_. Suponhamos gue para todo y € R" e
= cens € C
k (ks k) €0,

ﬂf(k+iy)HF < M



Entao,
Hf(z)HF <M,

para todo z = (zl,...,zn} e Sn'

DEMONSTRACAO. Sem perda da generalidade podemos sSupor que
llf(zl,...,zn)ﬂF converge para zero guando lzj] > + o,qualquer gque
seja j entre 1 e n, pois caso contrario, consideremos a  fungao

n

f(zl;"-rzn) . ha(zlr---xzn) onde he(zlf--.rzn) 3321 l/(l+ezj) =
e > 0,

Provaremos o lema por indugao sobre n. Para n=l o lema se re-
duz a um resultado classico. Suponhamos entdao que o resultado se-

ja valido para todo m < n e provaremos sua versao para m=n+l, Des

; . l R
de que !f(zl, "Zn’zn+l) p converge para zero quando ]zjl

gualquer gue seja j, segue gue O maximo valor de“f(?Lp..,Zﬁ,%Hq)”F
sera assumido na fronteira asn+l, de Sn+1' Portanto, qualquer

que seja o ponto de maximo, pelo menos uma de suas coordenadas,di
gamos a r-&sima, & da forma kr+iyr. Fixando esta coordenada, de-—
finimos a fungao

g (zl"."zrﬂlrzr—l-l,-.. ,Zn+l) = f (Zl( .- ’zr-—-l’kr—'—iyr’ Zr‘*—l' T ,zn+l) .

Segue imediatamente gue a funcao g & continua e limitada em
S - Também, pela proposicac A.l, do apéndice segue que g & holo-

o
morfa no interior Sn de Sn. Desde que,

“g(krﬂyl"”’kr—Iﬂﬁ}—l’kr+fﬁq}+l"”’kn+1+lyn+l)“F < M

pela hipdtese de indug¢do concluimos que © maximo valor de



Hg(zl,...,zr_l, Zr+l"“’zn+1) P

. & assumido em um ponto da forma

k"l'iV = (klp - rkr‘_l’kr‘i‘lf' .- rkn+l)+l (Vl" - - l"’)’:‘:‘_,..l"1}1-_'—]_JI e JIy’rl-i-l) "

o]

o , o o
Sendo (z -1 kr+1yr, Zoyqprec 1241

l]‘-o-

= ee , IS ) .
mo de “f(z)”F onde =z (zl, ’Zn Zn+1} sn+l temos

2

O & )“

o
||f(z)1|F < Hf(zl,...,z MR REERTLNEP) o

0 .
k +1 Z
r-1"%y *Ypr

9] < O
r—l’zr+l""’zn+l)uF

Il

”g(zi,...,z

) um ponto de maxi-

= Mgleyrdyyree sk gy grk gty ek iy g

= |lf(kiq§ﬁﬂ""kr~1+lyr—l’kr+lyi'kr+1+lyr+l’""kn+l+lyn+l”F

ou seja,

nf(z)HF <M, ¥z €8

+1

Fica assim demonstrado o resultade inserido no lema.

1.2.3, THEOREMA, O espago H(IE) munido da norma,

(1) k£l = max sup ﬁf(k+it)uE

H(IE) a
kel +&€1R

k

& um espaco de Banach.

DEMONSTRACAO. Seja (fn) uma sequencia de Cauchy em

ne=IN

e 2z € Sn' Do lema 1.2.2 seque gque

H{IE)



< max sup ﬂfn(k+it)-—fm(k+it)ﬂF

TIE n F
kel tEIR
< max sup Tf (k+it)-Ff (k+it)|
- n B m Ek
kel £€IR
= | - [
fn fm H{IE)
ou seja,
(1) an(z) - fm(z)”ZIE < an - meH{IE)

€ s . enci 2
para todo z € S . Isto significa que a sequéncia (f (2)) cqy @

- ) c
uma sequéncia de Cauchy em LIE, para cada =z Sn‘ Logo (g}m))mam

converge para um elemento f£(z) em LIE. Ainda, (1) nos garante que

a sequencia (f )

conver uniformemente, em 8 ara -
A e on ge e ’ nt Par f e en

o
tao, f & continua em S, e holomorfa em S . Também, da convergen —
cia upiforme e da limitabilidade de £ em S , conclui-se que f e

limitada em Sn'

Agora, para cada k &€ U, a desigualdade

(2) I£ (k+it) - fm(k+it}“Ek < e - Vmy -

implica que a sequéncia (fn(k+it})ne & convergente no espago de

N
Banach Ek. Desde que Ek esta imerso continuamente em LIE segue
que seu limite em Ek & f(k+it), ou seja, f{k+it) € E, - Assim

f € H(IE). Finalmente, a desigualdade em (2) nos diz que a sequén-

cia (fn)nEIN converge para f em H(IE), e isto € tudo gque necesgi-

tavamos demonstrar.



1.3. O ESPACO IE, = [IE] 4 = [Ek|k € O

Seja 0 = (el,...,en) = IRn, de modo que 0 i_Gj <1 (i =
= 1,...,n). Neste caso & usual escrever 0 < & < 1,
1.3.1. Dadas uma familia admissivel IE = (Ek|k € 0), de espacos

de Banach em relagac a um espago vetorial topoldgico Hausdorff v,

e uma n-upla 0 < 0 = (81,...,8n) <1 consideremos o subespago
IE, = [Ek|k € O]y de IIE definido por
(1) Eg = {x Ix = £(e), £ €R{IE)} .

1.3.2. PROPOSIGCAO. A fungdo

il = I1xll® = inf{ll £l x = f£(8)}

@ g ey = e, )|

& uma norma em IE@ .

DEMONSTRAGAC. Seque rapidamente do lema 1.2.2 gque x=0 se “x”®=0.

A homogeneidade lixly =|x[-lxlj e a sub-aditividade lx+yly < hxlg+

Iyly seguem sem dificuldade da definicdo de I I .

1.3.3., TEOREMA. O espago IE5 com a norma I Iy torna-se um espago

de Banach.

DEMONSTRACAO. A aplicagdo due a cada elemento £ de H(IE) associa

o elemento £(8) em IE;, & linear, continua e sobrejetora. Logo seu



nucleo Ng € um subespago fechado de H(IE)} e entao, o espago quo-
ciente H(IE)/Ny & um espago de Banach com a norma usual do espago

AS
quociente. Agora, a aplicacao gque a cada elemento £+Ng, do espago

-

aquociente associa o elemento f£(6) em Ik g esta bem definida e &

-

um isomorfismo isométrico. Desde que H(IE)/NH & um espaco de

Banach, segue gue IE_, & também, um espacc de Banach.

0

1.3.4. PROPOSICAO. O espago TE & um espago intermedidrio em rela

cdo a familia admissivel 1IE = (Eklk € 0), isto &, as sequintes
inclusoces
(1) NE C B, C LB

- -
330 continuas,

DEMONSTRACAC. Para a primeira inclusae, consideremos x & MIE G
f € H(IE) tal que f£{z) = X, para todos =z & S . Assim x € IE, e
ainda,
Kl <« gl = max lxl = Ix!
oy - ™
s} H(TE) K€ Ep TE

e entdao, a continuidade da primeira inclusdc estd garantida.

Para a seqgunda inclusido, consideremos x & L f € H{IE)de

modo que, x = £(0), Segue do lema 1.2.2. que

x|l = “f(e)“XIE < max sup "f(k+it)"E = ufﬁH

(T5)
KELY re TR k

LIE

Desde que £ nas condigoes acima é arbitraria, Segue gue,



“XHZIE < HXH@

ou seja, a segunda inclusaoc & continua.

1.4, CARACTERIZAGCAO DE [IE] , ENVOLVENDO NUCLEO DE POISSON.

1.4.0. INTRODUCAO. A forma apropriada do nlcleo de Poisson para a
faixa unitaria Sl pode ser obtida do nUcleo de Poisson para o Sse-
mi-plano através de uma aplicacac conforme do semi-plano sobre a

faixa.

Explicitamente estes niicleos sao:

(1) PO(z,y} = % Sen 7S , 2 = s+it e 0 <85 < 1,
cosh 7m(y-t)—-cos ns

(2) Pl(z;Y) - % s , 2 =s+it e 0 < g < 1.
cosh w(y-t)-cos s

Agora, para Kk = {klr“"kn) € O definimos o k-nlucleo de Pois
son para a poli-faixa Sn como sendo,
n
{3) Pk(z,y) = z Py (z.,yj)

onde z=(z ..,zn) com Zj=xj+lyj' (3=1,...,n) ey = (yl"°"yn)e

1’
€ R

Para as caracterizacoes gue temos em vista o seguinte lema &

fundamental.
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1.4.1, LEMA, Para toda funcao f € H(IE) ¢ © = (8 6, com

10"

0 <8 <1 <temos,

(1) log HE@YI, < % J [1ogﬂf(k+it)uE 1P, (O, t)at .
© T keED =D k

DEMONSTRACRO. Para cada k € 0, seja uma funcao infinitamen-

Ik

te diferencilvel limitada, satisfazendo a condicao,

(2) g, (t) > 1oquf(k+1t)HE
k

Pela proposigao A.2, do apéndice, segue Jue a fungao

ulz) = L { g ()P (z,t)dt
k€O i_n °
IR
) R Q
eé harmonica no interior Sn’ de Sn' e continua em Sn’ definindo -

se Ulk+it) = gk{t), para todo k € {1, A fungao U & limitada em

Sn pols, gy € limitada e

‘ n 1-X.
) J P, (z,£)dt = I T L=k )+ (1) Jsj] =1,
k& IRn kel =1
onde 2z = (zl,...,zn) (3 Sj = Re zj, 3= 1,...,0,

O

A fungac U € a parte real de uma fungao F holomorfa em 5
e continua em § . Desde que U e g sao limitadas e f € H(IE)

segue que a funcao,

$(z) = [exp(~F(z))] £(z)
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O

para z € 8_, € LIE-continua e limitada em 5.+ holomorfa em S,

n

¢ ainda ¢ (k+it) & E -continua e limitada como fungao dé t, para

todo k € [J. Assim ¢ € H{IE).

Agora, de (2), temos

1l

[exp Re(-F(k+it))] - 1£ (k+it)lg

H[exp(—F(k+it))]f(k+it)”E
k Kk

[exp(-g, (£))]) T k+ie) g <1

k
Logo,
H¢HH(IE) < 1
e entao,
lexp (-F@)) L@, < 1.
Portanto,

ﬂf(@)ﬂg < exp U(0),
Daqui, segue que

(3y  1ogl£@l < = J g, (£)P, (0,¢)dt.
k&0 o

Consideremos a seguir, para cada k € O, uma sequéncia (gkm)m c1N

decrescente de fungdes convergindo para logﬂf(k+it)ﬂE . Por (3) ,
k

temos

loglf(e@)l < ED J gkm(t)Pk(Q,t)dt .
R"



Usando © lema de Fatou, temos

loght (@), < Tim [ T J REUENCISED

] E
m. kEr] R
< I ( (lim g, (£))P, _(©,t)dt
— wen J n o oo km k v

R

I

b J 1ogﬂf(k+it)ﬂF pk(@,t)dt.
keq =™ k

E assim completamos a demonstracao.

1.4.2, COROLARIO, Para toda f € H(IE}) e 0 < 8 = (ml,...,e
temos
(1) eyl < T {.déﬁ_ ﬂf{k+it)“E Pk(ﬂ,t)dt}s(k)
T ke J
ke s(k) =D k
n 1-k .
onde si{k) = 1 [ (L~k.)+(-1) J g '
=1 J ]
3
(2) eyl ., « = J £ (k+it) ! P, (©,t)dt.
e = E It
keO IRn k
DEMONSTRACAC. A funcao
Pk(@,t)
vy {BY = J —— dt k € 0
B s {k)

n o - - . n
onde B C IR & um boreleano, &€ uma medida em IR e,
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wk(IRn) =1

Usando a desigualdade de Jensen (ver W. Rudin [1l], pag. 61) obte-

mes

1 . ) ~ : |
EXP[ETET J n{long(k+1t)HEk]Pk(O,t)dt]— exp[J rllogﬂfﬂﬁqt)M%§¢Q

IR Ir

< [ Iif(k+it)llE de, = L [ I E(k+it) | P, (®,t)dt,
n n E k

k
R k s (k) IR k

ou seja, obtivemos a desigualdade,

(3)  expl—2% J [loglf (k+it)l 17, (0,t)dt] <
n

s (k) R k

1 J )
< I £ (k+it) | P (@,t)dt .
T s(k) n Ek k

iR

Do lemma l.4.1, temcs

log"f(@)H@ < T s {k) = J [1ogl|f(k+it)llE 1p, (®,t)dt
T kED s(k) “ign k

e entao,

Te@ily < T {expl [ loghf (k+it) 1 ]Pktg,t)dt]}s(k)_

T k€D s (k) JIRn k

Agora, pela desigualdade (3) acima, temos
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ig@) g < 1 | 1 [ Ve Geritd by o Pk(Q,t)dt}S(k)
k€O s (k) R0 k
Para demonstrar a afirmativa (2) observamos que L slk) =1
kel
e que a fungao exponencial € convexa. Assim, temos
x
exp{ £ ak) < T s(k) exp .
k €0 T keq- s (k)
Tomando a, = J [log“f(k+it)“E ]Pk(Q,t)dt, ohtemos
R" k
[
exp( Z J [1ogllf(k+it)uE Ip, (®,t)at) <
ken n k
IR
< ¥ s{k)expl J [1ogﬂf(k+it)“E ]Pk(G,t)dt].
KED s(k) ' .n k
IR
Aplicando o lema l1.4.1 e a desigualdade (3) acima, obtemos
he@yll 0 <« % J I £ (k+it) P, (&, +)dt
0 — E k!
k&d IRn k
Assim fica demonstrado o resultado.
1.4.3. PROPOSICAO. Se a € gy, 0 <0 = (01"' ,en\ < 1, temos
tal, = ine{ 1 IeGeriey 1% |a = £(o), £ e mum)).
k€D L (E )
k
DEMONSTRACAO, Seja £ € H(IE) tal que a = £(©), Do corolario

1.4.2(1), temos
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lal, = @)y < 1 {— [ g ity I o 0)a)s
T k€ s(k) " k
< n (I lEkEin) b J p (@, t)ac}® )
ke s (k) L (Ek) IRn

1l

Como s (k) [ Pk(G,t)dt segue que,
n

IR

bal < T IE (it 185K

k€D L (B,

r

)

para toda f em H(IE)}) com a = £(®). Logo,

s (k)
ila”9 < inf n T£(k+it) | -
T a=f{®) k€D L (Ek)

Para provar a desigualdade contraria, consideremos uma fungao

qualquer £ em H(IE) de modo que a = £(©). Assin,

1 Ifxeiy 15K oo ogerskl gy
Len L¥(5,) ~ xen H(IE ) H(E) '
pois, L sl(k) = 1. Logo,
j's= ]
. k)
Mg (crie) 150 < £l ,
K€L L7 (s,) T B{IE)

para toda £ em H{IE), de modo gue a = £(®). Isto significa que,

Tal

. , s (k) . _
inf T £ (k+it) l < inf ﬂf“H(IE) = o .

£(@)=a k&0 LW(EK) T f(@)=a
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fica assim demonstrado que se a € IE, entao

lal, = inf | ﬂf(k+it)ﬂsik} .
f{@)=a k&M L (Ek}

Nos prdoximos dois resultados necessitaremos da nocao de espa-
P _ _ e =
¢os L com normas mistas. Daremos aqui a definicac dos mesmos. Pa
ra mais detalhes ver A. Benedek—-R, Panzone [1).

Seja entao, E um espaco de Banach. O espaco LYE) & o espago

das fungSes f, com valores em E, fortemente mensuvraveis e tal
que,

L9 (8) IR
Agora, dada uma n-upla 1 < Q = {qy,...,q ) < = (onde 1 <Q <«
significa que 1 < qay < w{3=1,...,n)) definimos o espago LQ(E) ;

como sendo o espagoe de todas as fungoes £, com valores em E, for-

temente mensurdveis e tal gue,

el = h...0 Hf(t)HE H A | =

Q q q
L= (E) I, 1 Lo
: S | Sk
a d g 3=
= { . J \J Hf(t)HEl dt, 1 dt, N YO
/IR R /IR _ D

= r — 1 ] .
S5e Q= (ql,...,qn) colocamos Q (ql,...,qn) onda l/qj +
= 1. 1Isto, assim serda entendidec  cquande escrevermos

/gt
+ /qj
/0 + 1/0 = 1.
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1.4.4, PROPOSICAEO. Seja 1IE = (Ek|k € 0) uma familia  admissivel

de espacos de Banach. Suponhamos que a € IE® e f & H{IE) de mo-

Q

do que a = F(@) e 0 < ® < 1. Se flk+it) € L ©

(Ek) onde 1 iQk =

= (g sven gy ) < » e k= (kl,...,kn) € 0 entao,
1 n

“a“® < ¢ max [l £(k+it)l
- k&ed k

onde c= T lIp (®,£3F ., .
’ xeg K LQ

DEMONSTRACAQ. A prova estarid completa usando o corclirio 1.4.2(2).

De fato,
lal, = Hg@)l, < 1 J I£(k+it) ). -p. (0,1)dt <
5 = e Pk =
ke n k
R
< kéD Ff(k+it) o, Hpk(e,t)ﬁ o
L (Ek) L (Ek)
< (3l e,0)) o, ) max If(erit)l ,
k& L“k(Ek) k<D L"k(Ek)

1.4.5, PROPOSICAD, Seja f uma funcao com valores em :IE, defini
2

da, continua e limitada em Sn e, holomprfa no interior Sn’ de Sn'
tal gue

0

(1) f(k+it) € L X(E ) , k= (cy,eeenk ) €0,

k



onde 1 < Qk = (qk R ) < w, Entdo, se 0 < 0 =
1 n
segue gue,
(2) a = f{®) € IE,
e
(3) I all < ¢ max TE (e+ied 0 0
& k€0 <k
L (Ek)
onde ¢ = I 12 (©®,t)]
k ! Ol
g e
keH L (e )

k
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DEMONSTRACAO. Para mrovar este resultado basta mostrar a existén-

cia de uma sequencia de Cauchy (aj)jEIN

em LIE.

Sedja (“Oj)jelN
vas definidas em
{4) {

rR"
e
(5) v, (t) =0,
]
Sende £ uma
f.
](Z)

em IE ., tal que

a. —r

J

=

uma sequéncia de funcdes continuas nac-negati-

R satisfazendo as condiqaes ;
wj(t)dt =1 (] & 1)
se £ > 1/3 (§ € m) .

fun¢ao como na hipbtese, colocamos

[ flz+itle. (£)dt
n 3
IR
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a. = £.(8) = J f(@+it)e . (B)dt

3 3 n ]
IR

Nosso primeiro passo serd mostrar que fj € H(IE). Segue da

o
definicdo que as funcoes fj sao holomorfas em S . Desde que f

€ limitada em 5~ segue que fj & limitada segunde a norma de
Q
t1E, em Sn' Desde gque f(k+it) pertence a L k(Ek), usando a desi

gualdade de HOlder, obtemos

Hfj(k+it)HE

o~

J Hf(k+it+is)HE
IR"

wj(s)ds

k k

l

IE (k+it) Hpjﬂ

onde Q£

a conjugada de sua correspondente em Qk' Esta desigualdade nos

& 0 conjugado de Q) » isto &, cada componente de Q£ é

diz gue a fungao fj{k+it) & limitada em IR", segqundo a norma

de Ek' Agora, como

f-(k+i(t+hn—f.(k+it):[
j 3 N
IR

f(k+iu){wj(u*t~h)—wj(u—t)]du ,

a desigualdade de HOlder e a continuidade uniforme de wj implicam

que fj(k+it) é Ek-continua. Assim fj pertence ao espaco H(IE).

Por cutre lado, temos
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(6} Haj—aﬂTIE = HI f(®+it)wj(t)dt - [ f(@)wj(t)dtﬂ
R IR L IE
< [ hf(o+it) - £(a)1 v (t)dt
= ) ) TR SRS
lel21/3 w0
Como £(@+it) & YIE-continua segue que f(G+it) &  uniformemente

LI -continua em [t]| < 1., Portanto,

e (@41 - B+ 1
£(®+ite) f(0+lS)HEIE < e,

se |t-s| < &, |t] €1 e |s| < 1. Consideremos entdo, j € IN tal

que 1/7 < &§. Assim, de (6), obtemos

Haj—aﬁ < Tf(@+ity - f£¢

g S | ¢j(t)dt
le1<1/3

Ny

< e I v, (t)dt = ¢,
EARSVE

ou seja, aj-+ a em IIE, quando J - =,

ReSta-nos provar que (aj) & uma sequéncia de Cauchy em

JEIN
IE,. Por aplicagOes repetidas da desigualdade de Minkouski  para

integrais obtemos,

Este fato permite-nos usar a proposicac 1.4.4 e obtermos,
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| A

C

+ |

< C

= cC
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max H(fr—fs)(k+it)ﬂ
k& L K(E

max H(fr—f)(k+it)+(f—fs)(k+it)ﬂ 0

N= k
L (Ek)
ﬂgé{”(fr_f)(k+it)" Qk +H(f~fs)(k+it)ﬂ Qk }
L (Ek) L (Ek)
max {uJ [ €0+ (e + x))=E (kHiB)]p_()ax]
ken IR" L k(Ek)
J [ E(k+it)- £k +i(t+x))}]e_(x)daxl }
S Qk

R™ L “{E,)
max{HJ £ Gord (630) )~ £ Qerie) I v Goaxd
ken IRn k L k(HU

n"f(k+i(t+x))—f(k+it}HEk¢S(dexH o }
IR L T(IR)
mnax {J IF(k+i(t+x) ) -£{k+it) | 0 ¢r(x)dx
k€D Jpgn I k(Ek)

I£ (k+i (t+x)) —L (krit) | g (x)dx}

n Qk s
IR L (Ek)
max { I£{k+i (t+x) 3£ (k+it) | o p_ (x}dx +
ke k r

|x|f}/r L (Ek)
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+ [ £ (k+1i (t+x))-F(k+it) |

Dagui concluimos que “ar—asﬂ — 0 quando 1r,s - ®, ou seja a se-

e

quéncia (a_) & uma sequencia de Cauchy em Ey. Da imersao con

rEIN

tinua de TE_ em IIE e da convergéncia da sequéncia (ar) em

e) rem’

LIE, ao limite a, segue que a € IE@.
Provaremos a seguir, a desigualdade 1.4.5(3). Desde que a se

guéncia (a_) converge, em IE ao limite a  temos que,

rEIN e

la~a_ I < ¢ £ > >
a~a_ b g r para 0 dado e r > r . para algum r_ em IN.

Assim, para 1 > r_, pela proposicao 1.4.4, obtemos

ﬂa”G <g + “arug < £+ ¢ max “fr(k+it)" 0 .
ke L S(E )
’ k
Desde que,
Hfr(k+it)ﬁ o, < hE{k+it) | 0
L (hk) L (Ek)

temos

ﬂaU® < ¢+ ¢ max NE{k+it)

0
ken s
L (Ek)
Como € > 0 € arbitrario segue que,
naug < c Egé I £{k+it) ¥ o, ,
o L ()

como queriamos demonstrar.
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1.5. TEOREMA DE INTERPOLAGCAQ.

1.5.1. DEFINICAC. Um par de espagos de Banach (X,Y) intermediirios,
em relagao ds familias admissiveis IE = (Ek[k =) em v e
IF = (Fk]k € 0) em W respectivamente, tem a propriedade de inter
polagcao se, para toda aplicacao linear T de rIE em 3IF, de modo
gue as restricdes de T aos espagos B, sejam aplicacgoes lineares
limitadas de Ek em F,, entao T & também uma aplicacaoc linear limi
tada de X em Y.

Observemos que, pelo fato das restriQSes de T a Ek serem apli
cagbes lineares limitadas de E, em F| e, do fato das imersoes con

k

tinuas de F, em IIF segue que a aplicacdo linear T & limitada de
LIE em IIF,

A seguir provaremos Jque oS espagos IE@ tem a propriedade de
interpolacdo e a norma ITl, de um operador linear limitado de IE,

em IF® satisfaz a desigqualdade exata,

(1) ITh < T M]i(k) (I s(k) = 1)

T k€O kKEN

onde Mk(k € 0) & a norma de T como um operader linear limitado

de E, em F Em vista de (1), alguns autores (por exemplo | p

k k*
rad., 1) diriam que ¢ métcdo aqui estudade & exato. Precisamente,

vale o sequinte teorema.

1.5.2. TEOREMA. Sejam IE = (E [k € O0) e IF = (F, |k € O) fami-
lias admissiveis de espacos de Banach em relacao a V e W respecti

vamente. Entao o par (IEg, IF,), de espagos de Banach tem a
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propriedade de interpolagao. Ainda mais, se T & uma aplicagao li-
near de LIE em IIF, de modo gque as restricoes de T aos esoagos
Ek sejam aplicacoes lineares limitadas de Ek em Ty

entao,

com normas Mk

s (k)

(1) M o< i Mk

T xED

(£ s(k) =1) ,
kel

onde M & a norma do operador linear limitado de Eg em IFg.

DEMONSTRACAO. Dados x € ﬂEe e © > 0, existe f£ & H(IE) tais gue

(1) < 1|xll® + £,

A fungao g definida em S, Ppor

X = f(0) e Hf“H

g(zj =T o f(?) I

pertence a H(IF}, mois T & uma anlicacao linear continua de ZTE em ZIF

e T(E, ) = {Ty]y € E b & Fp. Assim,

k k*

Tx = T(£(0)) = (T o £)(0) = g(©) € TF, .

Agora pela proposicac 1.4.3, temos

Ity < 1 bgteie) 1559 = n am(eerie)i® e
® T ke L () k&O L (F.)
k k
< 1 w0 ey 15 <o w3 yygg
xen L' (8, ) keo © HIE)

s {k) .
< {0 y (il . o+ ),
T ke Mk Ib@
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Dr

onde M = sup{HTyHFk |y € Ey HyHEk < 1}. Agora, come € > 0
arbitradrio obtemos, finalmente, que

s{k)

SO0y 1l

x| < {nT M

Fo = xem E

0

Portanto T & uma aplicacdo linear continua de IEj em IF, e a
norma M, de T como aplicagao linear limitada de IE{_j emn IF® sa-
tisfaz a desigqualdade,

Mo« mSk)

T kED

1.6. INTERPOLACAO DOS ESPACOS LP, COM NORMAS MISTAS.

Para ilustrar o presente capitulo determinaremos o espage de
interpolacado entre 2" espagos LP com normas mistas e, utilizando
o teorema 1.5.2 enunciaremos um tecrema do tipo de Riesz-Thorin .
Os resultados deste paragrafo sac devidos essencialmente a D. L.

Fernandez [ 2],

n n
Sejam ( I Xj' il uj) = (X,n) um espaco de medida o-finito,
i=1 3=1 P P P
1 <P = (pl,...,pn) <® e L =1L (X,u) o espago L' com normas

mistas introduzidos por Benedek—-Panzone [1].
As discussSes serao tratadas no caso especial de quatro espa-

cos (n=2) e tao somente enunciaremos o caso geral.

1.6.1. TEOREMA., Seja IP = (P, |k € 0) a familia admissivel de pa-
. , .1 .2 12
rametros associada a 1 < Po = (po,po), Pig = (pl,pl) < o e

0 <@ = (08,,8,) <1, Entao,
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2 i i i Co_
onde P = (p/p ) e 1/p = (1 Gi)/po -+ ei/pl , 1 =1,2.
DEMONSTRACAO, Para provarmos o teorema basta provar que,

Huﬂe = lul
172 L

para toda func¢ao simples u = Ecrs XIer com ul(Ir) < wmog u2(J5)<

< @, Podemos ainda admitir que g _ 1.

Para e > 0 definimos a fungao £ em S, colocando

2
2 2 2 2. qu .Pl/E;L(Zl) P /pﬁzz)—pl/pl(zl)

f{zl,z2)=(exp€{(21—81)+(22—82ﬂyj:~[ul .uun131
L._

%1

onde l/pl(Z.) = (l—z.)/pl + z./pl , i = 1,2. Esta funcao perten-
i D i 0 171
ce ao espago H(L k|k € 0 e ainda f(81;92) = u. Isto implica em,

p P P p p
welL Flx g = (L 60 10 01 g llle .0 -
192

Da definicac da funcao f ocorre que

2e
£ p < e

H(L klk €

para todo numero positivo e. Logo,
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Asgim,

(2) huly o < 1= lul

Il

Reciprocamente, seja v uma fun¢ao simples tal que lvl 0 1,
L

_ .12 i_ . i i i i
onde Q {g,9 ), 1/9g = (1 ei)/qo + Gi/ql e l/q0 + l/p0 = 1.

Logo 1/P + 1/Q = 1, Para cada numero positiveo ¢ definimos a fun-

cao g en 5, por,

2 2 2 2 ql/ql(zl) q2/q2(22)—ql/ql(21)
(z_,2.)={expe({ (27-67)+(25-05) }) (sg ¥) |v| <yl
A KA 1 P12 1

i ~ i i o
onde 1/qg (zi) = (1 zi)/q0 + zi/q1 , 1 =1,2,
P

Consideremos agora, um elemento u no espaco [L k]k € D]e
P

= 1. Da definigdo da norma no espaco [L klk & D]e

COom

ful , = ful
C 9182
podemos considerar uma fungao £ em H(L

[
u e K p < e,

H(L k|k € )

P
Klx € @) tal que £(0,,0,)=

]

A fungdo F definida em S, por

F(Zl,22)= f f(erzz)(lex2)g(zl,zz)(xl,xz)dul(xl){duz(xz)
XlxX2
o
& continua e limitada em S, e holomorfa em S,. Entao, pelo lema

1.2.2 temos,
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]F(Zl,zz)] < max sup |F(k+it) |
ke ¢
3

Desde que |[F(k+it)| < e~ com & > 0 arbitradrio, segue que

=

|F(zl,22)1 <1 V(zl,zz) 5,

Assim
| . — -
! J ulxy x,) vixg X, ) diny (xdxdu, (k) [=[F (8,8, | <1 _“Unelez‘
X%y

Desde que,

vy xy) duge) xdu, () [vEL? e Il o= 1

il p = sup (] { ulx, /X, .

L
X17%y

segue gue,

(3) bal o<1 = by

L 1°

2

As desigualdades em {(2) e {3) nos dao

ol = Tul
i 9,049

Ccomo gueriamos.

Para o caso geral a versao do teorema & a seguinte.

1.6.2. TEOREMA, Seja IP = (Pklk € 1) uma familia admissivel de
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- . - 1 n _ n -
parametros associada a 1 < PO = (po,...,po), Pl —(Dl,...,pl) <oo,

Se 0 <@ = (Bl,...,en) < 1, temos

P

[ L k]k €nlg = Lt

onde P = (pl,...,pn) e l/plL = {l-ei)/pé + Gi/pi s L= l,... .

Como consequencia dos teoremas 1.5.2 e 1.6.2 obtem-se 0© se-~
guinte teorema de interpolacac do tipo de Riesz-Thorin,

1 n
= (plfl"fpl) iCO e

1.6.3. TEOREMA. Sejam 1 <P =(pé,...:pg): P

0 1
B 1 1 B 1 1 .
I <Qy = (qo,...;qn), Q, = (ql,...,qn) < » e consideremos as res
pectivas familias admissiveis associadas, IP = (P |k € O e
Q = (lek € 0). Se T & uma aplicacao linear tal que,

P 0
T: T, k(x,u) — L k(Y,\J)

€ limitada para todo k € 0 entao,

T: LP(x, 1) —**-LQ(Yf V)

& limitada, onde 1/P = (1—@)/?0 + Q/Pl, 1/¢ = (1—9)/Q0+ ®/Ql e

0 <A = (el,...,en) < 1.



CAPITULO II

CONEXAOQ ENTRE 0$ METODQOS REAL E COMPLEXQ DE INTERPOLACAO

O objetivo deste capitulo & dar varias conexces entre os méto
dos real e complexo de interpclacac para varios espagos de Banach.
Procuraremos, entdo, aplicar estas conexoes ao estudo de espagos
com derivadas mistas dominantes e espagos de Besov~-Nikol'skii,

Inicialmente, apresentaremos o método de interpolacac real
de Lions-Peetre, para 2nfe5pagos de Banach desenvolvidos por D.L,
Fernandez {2].

Usando o teorema de Hausdorff-Young para espacgos LP com nor-—
mas mistas, dado por A. Benedek-Panzone [1] e seguindo as idéias
de J. Peetre [1] daremos uma coneéxac entre os métodos real e com-
plexo de interpolacao para 2" espacos de Banach. Esta conexio e
fortemente inspirada em J.I. Bertoclo-D.,L. Fernandez € generaliza
uma conexaoc dada por D.L. Fernandez [ 1].Reprcduziremos a conexao dada
por D.L. Fernandez pois, conseguimos reduzir e simplificar a de-
monstragdo original. Daremos também, algumas outras conexdes que

aparecem agqui pela primeira vez (Teorema 2.2.5).

- .
2.1. ESPACOS DE INTERPOLACAO REAL IEQ'P (Eklk D)@'P

2.1.0. Daremos aqui uma idéia geral dos espacos 3E®,p:(%Jk E[EG;F
Para maiores detalhes ver D.L. Fernandez [ 2].

Seja IE = (Ek|k € 0) uma familia admissivel de espagos de
Banach. Para t = (tl,...,t ) >0 e k = (kl,...,kn) € [, coloca-

n
mos tk = tll .. tnn. Para vy € NIE definimos a norma funcional
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(1) Jlery) = max iyl .

k€ k
Desde gue, para cada t fixo a norma J(t;y) € eguivalente a norma
J(1;y) = HYHFEE’ segue que o espag¢o NIE & um espago de Banach em

relagac a norma J(t;y).

Agera, se 1 < p = (pl,...,pn) < » vamos denotar por LE 0 es-—

pago de Banach LY, das fungoes definidas em IRi = R, % oo. % IR,
dt dt

com valores escalares, em relagao a medida d*t = _Ei . —EE. Se
1 n

Y & um espago de Banach entao, LE {(Y) & o espago das fungoes fortemente men—
- . : P .

suraveis g: IRZL — Y tais que lg(t) I, € Ly. Para maiores detalhes scbre es

pagos LP com normas mistas ver Benedek-Panzone [ 11,

A fim de caracterizarmos ©s espagos 1E o P daremos a seguin-
¥

te proposicgao.

2.1.1. PROPOSIGRO. Sejam 0 < © = (6y,..-,08 ) <1 e 1 <P =
= (Pyre-vypy) < = Se us IRE — NIE & uma fungac fortemente men

suravel entao, as duas condi¢oes seguintes sao equivalentes,

(1) t—eJ{t,u(t)) € LE

k-0

(2) &% ety . xen

k

DEMONSTRAGAC. A equivaléncia destas condigoes segue das desigual-

dades,
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) -0 -0
(3) £ Tlu(eyl, <t Tmax S lue = 2% ue)) .
k ken By
=
(4) t_®J(t;u(t)) = max tk_auu(t)“E < T tk—eﬂu(t)ﬂ
k€D k T ken B
2.1.2. DEFINICAO. Para 0 < @ = (0;70..,8.) <1 e 1 <P <= de-

finimos IE@,P como © espago de todos os elementos x € LIE, pa-
ra os quais existe uma func¢ao fortemente mensuravel, u:IRﬂ — NIE,

com u{t) € L}(EIE) gue satisfaz 2.1.1(1) ou 2.1.1(2) e tal que

(1) X = J ult)d,t (convergencia em IE).

n
IR+

2.1.3. PROPOSICAO, O espago IEg P € um espac¢o de Banach inter-
r

mediario, sob as normas equivalentes,

(1) Ixly = inf 170 (5 uce))
r L*

inf max Htk"eu(t)aﬂ o
N=n Ly (E,)

(2) Ixlg o

onde o Infimo € tomado sobre todas as representagoes de x. Ain-

da, estes espagos tem a propriedade de interpolagao.

DEMONSTRACAC. A equivaléncia destas normas segue imediatamente das

relagoes 2.1.1(3) e 2.1.1(4).



A prova de que 0S8 espagos IE@,p sao espagos de Banach e tem
a propriedade de interpolagac & encontrada em Fernandez | 4].

0Os espacos de interpolacao real também, podem ser  definidos
para O gue chamamos de familia admissivel de parametros, IP =

B . 1 n 1 n
= (Pk[k € 0), associada a Py = (pyse--ypy) © Py = (PYs--0py)-

2.1.4. DEFINIGCAO. Por uma familia admissivel de parametros asso-

. . - _ 1 n _ 1 n
ciada aos parametros PO = (po,...,pn) e Pl = (pl,...,pl )

entendemos uma familia,

)3 n

(1) P = (P = (pkl,...,pk Yk = (k

113

k) € 0)

irte n

7
Observemos gque para n=1 temcs B?=(pé,o6) e mara n=2,IP=((pé,pg} .

1 2 1 2 1 2

2.1.5. DEFINICAOQ. padas uma familia admissivel de paramatros
P = (Pk|k € 0), associada a P, e P,, uma familia admissivel
IE = (Ek|k € 0), de espagos de Banach e 0 < & = (61,...,8n) <],
definimos IEg, . = (B, |k € D p COMO O espago de todos os ele

mentos x € SIE  para os guais existe uma fungao fortemente mensu

ravel, u: IRE — MIE, com ult) € Li(EIE) satisfazendo as condi-

coes,
(1) X = [ ul{t)d,t
RY
+
P
(2) % ) e L. E) , Kk €0
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2.1.6. PROPOSICAO. O espago IEé €& um espaco de Banach inter-

IP

mediarioc sob a norma,

(1) Ixlg 5, = inf max 1"
ot u kel k

2.1.7. PROPOSICAO. O espago de Banach IEg , , coincide com o es
r

pago IE@ o conm mesmas normas, quando a familia IP se reduzir
F

ao elemento P.

2.2. CONEXAO ENTRE 0S METODOS REAL E COMPLEXO.

Ceomo uma aplicagao do teorema de Riesz-Thorin, obtem-se o teo

*
rema de Hausdorff-Young: se £ €L , 1 < p < 2 entao, a transfor

L]
mada de Fourier Ff, de f pertence a P , com 1/p+l/p' = 1. Ao
tentar estender este resultade para o© caso de uma n-upla
P = (pl,...,pn) certas restrigées sa0 necessarias. Para Sermos

. - . [} r g 3
mais explicitos enunciaremos aqui a versac generalizada deste fa-

to, dada em A. Benedek-R.Panzone {1].

2.2.1. TEOREMA (Hausdorff-Young). Seja Ff a transformada de Fou-
rier de f{xy,-..s%x)) € P = (py,.c P ) tal que 1 <p <p _, =2

< ..o <Py < 2. Se 1/P + 1/P' = 1, entio

(1) IFfl pr < c(py £l (C(P) = 1) .

L LP

Se 1 <P < 2 e as componentes de P nao sao monotonicamente nao

decrescentes entao (1) nao se verifica, gualquer gue seja o valor

=1
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de C(P).
Porém, quando trabalhamos com fungoes de LP, com valores veto
riais o teorema de Hausdorff-Young deixa de ser verdadeiro. Assim

€ natural introduzir a seguinte definicaoc.

2.2.2. DEFINIGAO. Um espago de Banach E é dito do tipo P=(py,...n]

com 1 < p < p < eee 2Py < 2, se para alguma constante C(P),

n ntl —

tivermos

Trel < c(py el (1/p + 1/P" = 1}

para toda f & LP(E).

2.2.3. EXEMPLOS

(1) Todo espago de Banach & do tipo P =1 = (1,L,...,1).
(2) Todo espago de Hilbert &€ do tipo P =2 = (2,2,...,2).
(3) Se E, & do tipo P, onde (Pk1k € 0) & uma familia admissivel

de parametros associada a Py © Py entao, o espago (Ek\k €Wy p
r

é do tipo P, onde 1/P = {1—@)/P0 + G/Pl .

De fato, pela hipltese temos

P p!

k k
F: L (Ek) — T {E, )

k

Assim, pela proposig¢ao 2.1.3 temos
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P p/

P (L R @) [k €Dy ) — (@ 5@k Dy, .

0 resultado segque, observando gue

Py

P
(L " (B) [k € 0) = L (B [k € Dg )

0,p

{4) O espacgo LP & do tipo P se 1 < P = (pl,...,p ) <« 2,

Reproduziremos a seguir uma conexao e€ntre os métodos real e
complexo dada por D.L. Fernandez [4], pois conseguimos, com o au-

xIlio da proposicao 1.4.3, simplificar a demonstragao original,

2.2.4. TEOREMA. Seja IE = (Ekfk € 0) uma familia admissivel de

espagos de Banach e 0 <@ = {8;,...,6 ) < 1. Entac

(1) IE C IEg C IE

DEMONSTRACAQ. Usaremos a proposigac 1.4.3 na discussac da primei-

ra inclusaoc. Para a segunda inclusao seguiremos egsencialmente as

idéias de Fernandez.

Para provarmos a primeira inclusaoc & suficiente, de D. L.

Fernandez [ 2, pag. 25] , mostrar que

(2) ﬂxﬂe < t_GJ(t;X)
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para todo x no espago NIE. Para este propdsito, se x € NIE, a

fungao £ definida em S, por f£(z) = x pertence ao espago H(IE).

Da proposigac 1,4.3, obtemos,

Ixly < 1 HegenwlSF = g xSt
kED L (Ek) k€O k
- %0 [tkﬂx“E 19090 0 a1t 2 % e,
k€Q Kk - k€Ed
pois I s{(k) = 1. Deste modo a primeira inclusac estd provada.

kea
Para a sSegunda parte, consideremos x em IE® e f em H{IE)
tal que x = f{(®). Novamente de D.L. Fernandez [2, pag. 25] & su-

ficiente provar gue

) 3]
(3) Kit;x) = ¢ MX”IEH

Para tanto, de D.L. Fernandez [2, pag. 62-63] tenos

inf{ ¥ t59x

Kit:;x) = i ‘ ¥ = b x ¥ E E
= ko By ke ¥ 1K k
= inf{ ¢ x| | x = ¢ = , X EE}
KED tkEk xeg X k k
= |kl - le@)1 1f(5+iv) | 5(3)
= lix % = 1 £(a) x < .H { supl £ (5+iy) ]
LtE, LB, T 960y E-Q%i



38

n l+jr I
N . ~ L e
onde s{j) r£1(1 J,. +{-1) Gr}, ] (31,...,jn) 0 e t Ek
denota o espago de Banach E, munido da norma £ - e
k
Desde que vl k< I+ K se Vv pertence ao espaco X '
it 5 k
¥ tE t' E
K k k

temos

Kit;x) <« 1T {suplf(j+iv)} ; ls(j}
TOJED vy £ E,
= 1 [sup the(3ripy 0 1309
jel v J
TS LA C A S E PYE TR TE Y R LAeb
j€0 JE0 L (Ej)
=% (leggeipt o 1509
jen L {E.)
]
Pela proposicao 1.4.3, temos
K (t,x) i_teﬂxﬂe .
como queriamos.
2.2.5. TEOREMA. Seja IE = (Ek|k € ) uma familia admissivel de
espacos de Banach e IP= (Pk[k € ) uma familia admissivel de para

metros assocciada a P, e Pl. Se By e do tipo P 1 k € O, entao



onde IP' = (Prlk €0) e 1/p + 1/p) = 1.

k

DEMONSTRACAO. Seja a € IE e u: IR), —NE uma fungdo em

®,1p
L.
Ly (tIE) tal que,
(1} a = [ ult)d,t
! _n
IR_I_
e
k-0 Tk
(2} t ult) € L, (Ek) (k €0
A seguir, para 2z = (2;,...,2 ) = §, definimos a fungao
o0 o z,—0 z _—B
3 171 . n n i
Ulz) = J - [ £y ..t ultyeaae,t ) Aty endit
0 0
o
gue € holomorfa em Sn’ continua e limitada em Sn segundo a norma
-5.
de 2IE. Agora, fazendo a mudanca de variaveis tj = e ], 3=
= 1l,...,n, temos
w 2o -5 (z,-8.) -8 (z_~6 ) -s -s
IJ(2)=[_ . [- @ 171 ..e ® T ute 1, e Mdas., ... ds
= r — i 3 = +
Sendo 2z {zl,...,zn) (xl+1yl,...,xn+1yn) (xl,...,xn)
+ i(yl,...,yn) = x + 1y, podemos escrever,
-is. - (x-0). ~
O (xriy) = J oois.y (x-0) 5 079 4q
n



40

-5

onde g = (Sl""’sn) e e™® = {a l,...,e n). De (2) concluimos
que,
P
eV ye™) e Fmy) .
Desde gue Ek & do tipo P, segue que
Pl

Ulctiy) = Fe” Y g ey e Ry

Agora, de (1) temos a = U(®}, Pela proposicac 1.4.5 concluimos

gue a € DIP

Ainda, de 1.4.5(3) e do fato de Ek ser do tipo Pk temos

||ai|® < c ?ég ”U(k—t-iy) I P]::
L (Ek)

¢ max c(p) he” KO (V)]

<
— P

k k

L (Ek)
< C « C{P) max Utk_gu(t)ﬂ
- K Py
Ly (Ey)
onde C(P) = max C(Pk). Desde que u & arbitraria, de 2.1.6(1)

ke
ftemos,

"aug_ic.C(P) Haﬂ® -

r

e entao, concluimos que a inclusao IEg m © XEgy & continua.
F
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Para provarmos a segunda inclusao, consideremozs a € E,. Pe-

la definigao do espago IEg, existe uma fungdo u € H(IE) tal que

Desde que a fungao u(z)exp[(z—@)2] desempénha o mesmo papel de

u{z), podemos entao, admitir ainda que

P
u(k+iy) € L k(Ek)
Definindo-se,
ult) = (2n)'“f £7 5TV L8 (ariy)ay
R"

n n
com L em IR+ e s e Yy em IR , encontramos

Agora pela definigaoc 2.1.5 concluimos que a € IE

a = J Ult)d,t
n

1R+

Pl
%) € 1, @

®,ip' °

Quando os elementos da familia admissivel IE forem espagos

de Hilbert temos o resultado.

2.2.6. COROLARIO. Se IH = (Hk]k € [) & uma famflia admissivel de

espacos de Hilbert, entao,
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(1) IH = IH®

onde 2 = (2,2,...,2}.

DEMONSTRAGAO, Desde gque o3 espa¢os de Hilbert s3o do tipo

2 = {2,2,...,2) pelo tecrema imediatamente anterior temos

C
IHG-),2 IHG) - IH@: 5

e entao segue O resultado.

2.3, APLICAGOES

‘ n
2.3.1. Sejam M = (ml,...,mn),_ a = (al,...,an) em IN e 1 <P

= (Dl;.- ,pn) < w, Consideremos os espacos de Sobolev -Nikelsg'kii

(ver Nikols'kii [1]):
(1) WP = WP ™ = fwe st € YR, o < M,

(lembremos que o < M se, e so se, aj < mj, j =1,2,...,n} e pa-

ra § = (sl,...,sn) o8 espacos de poteéncial de Lizorkin-Nikols 'kii

(ver P.I, Lizorkin-S.M, Nikols'kii [1]}:

. n s./2
(2) ®Bo'F =g P M= tues' @Y | F o1 (1+]xj]2)J rq € V(™)
1

£ clarc gue W - HO'P = LP {0 = (0,...,0})).
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n .

Agora, dado M = (ml"'”nh) ©€IR , seja Mok = @H_kl“..d%ﬁn) '

onde k = (kl,...,kn) € 0O, Colocamos entao,
M P
5, _ k!

{3) By = (W [k € D)(_)’Q
onde 1 <P = (pys..a,p) <=, 12<0Q= (ay, rg) < 5 =
= (S,,...,5_ ) e @ = (61, ..,On) com 63 = s./m., 0 < Sj < mj,
i=1,...,n.

Por outro lado, desde que 0s espacgos WM'P e HM’P sao, Ccomo

conseguéncias do teorema de Mihlin-Lizorkin (ver Lizorkin [1] e

Lizorkin~Nikol'skii [1]) isomorfos, temos

MokPiy ¢ M,

onde S, Mok e P sao dados como acima.

0 teorema de Mihlin-Lizorkin implica também, que os espacos
s,P o S,P

W H sio isomorfos a L°. Assim, se 1 ¢ P, £ «.+ 2 Py<2
_ ~ S,P S,P _~ .
e P = (pl,...fpn), entao os espacos W e H sao do tipo
P. Portanto, nelo teorema 2.2.5 temos,
5
(4) BS,P CH P
P
onde 1 < Py < eee 2P S 2. Também, pelo mesmo fato temos,
(5) HS,P C BS,P
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onde 2 < p, < .., <p <= e P = (pl,...,pn). Ainda, do coro-

1

laric 2.2.6 temos,

(6) HS’2 _ B§,2
onde 2 = (2,2,..4,2).
As inclugdes (4) e (5) conservam—se para P =1 e P' = o ,

mas nao pelo teorema 2.2.5.



CAPITULO TII
0 METODO COMPLEXO DE INTERPOLACAC (II)

Neste capitulc apresentaremos um segundo método complexo de
interpolacao, para 2" espacos de Banach, seguindo as linhas  ge-
rais de A.P. Calderdn [2]. Dada a familia admissivel IE=G%[k€ED),
de espa¢os de Banach, os espagos gerados por este segundo metodo
serao  denotados por E®,

O objetivo da introdugac destes espagos prende-se ao  estudo
da dualidade dos espagos IE . Entretanto, neste capitulo, nos res
tringiremos aoc estudo dos espagos IE®. Nos capitulos subsequentes
serdc estudadas suas relagoes com os espacos IE, e suas conexdes
com o problema da dualidade.

Um resultado essencial para o desenvolvimento deste capitulo
e por conseguinte, de nosso trabalho, & um teorema do tipo mddulo
maximo inserideo no lema 3.2.2. No teorema 3.3.5, mostramos que o
espaco IE@ tem a propriedade de interpolacgao. Ndo conseguimos,en
tretanto, mostrar que esta interpolacac @ exata. Porém, nao preci
gsaremos de um resultado deste tipo no presente trabalho.

Finalmente apresentamos algumas propriedades dos espagos IE

para o ¢caspo n = 2,

3.1. GENERALIDADES

Sende h = (hl,...,hn) e t = (tl,...,tn) n-uplas de escalares
(reais ou complexos) e k = (kl""'kn) € 0, lembramos que k| =
n
= I ky e hot-= ( hity,... bt ).

j=1
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3.1.1. Seja f wuma fungao de n-varidveis. A diferencga parcial se

rd denotada por,

h.
J =
.&- ft = . gt . ;t-+ - . FEERE - P
57 ) = FlE et gy Barhy, B e (e L)
e a diferenca mista por,
h 1 hn

AT f(t) = Al .o &n

AT E(E) = % ... F (=1) % ft4+k.h. ...t +k _h )
— — 1711 In nn
k.=0 k_=0
1 n
ou selja,
(1) ah £(t) = L (—1)n—|k1 f(t + k¥ o h}

ke

usando uma notacio mais condensada porém, mais pratica.

3.2. O ESPACO H(IE)

Daremos agora um segundc método complexo de interpolagéo para
2" espacos de Banach. Este método estd baseado em um espago de

fungoes analiticas definido a seguir.

3.2,1. DEFINICAO. Seja uma familia admissivel, IE = (Eklk < ) de
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espacos de Banach em relagao a um mesmo espaco vetorial topologi-
co Hausdorff V. O espago H(IE) & definido como sendo constituido
de todas as fungoes f definidas na n-faixa 5. com valores em LIE

satisfazendo as condigoes,

n
(1) el < ¢ j£1(1+|zj|) roz = {zy,..02)) €8,
(2) f & IIE - continua em S,
@]
(3) f & ZIIE - holomorfa (analitica) em Sn .
ih . n
{4) A f(k+it) € Ek , Yt,h € IR e k € 0,
e
ih :
I £1 = max sup N-AT_EFle+ i)y o
H(IE) k€O t,h n
I h. Ek
=1
_ n _ n
onde t (tl, .,tn) € IR, h = (hl,...,hn) € IR e hj # 0

3.2.2. TEOREMA. O espago H(IE) & um espago vetorial em relacao
as operagoes usuais de adigao de funcao e multiplicagdo por esca-

lar e ainda, 1 _ & uma semi-norma em H(IE),
H(IE)
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DEMONSTRAGAO. Sejam f e g duas funcdes de H(IE). As condigoes
3.2.L(¢1), 3.2.1(2) e 3.2.1{3) verificam-se imediatamente para a

funcac £ + Ag, X € €. Também,

Alh(fﬂg) (k+it) = ﬂlhf(k+it)+}\-_{\ihg(k+it) € B k €D
Ainda,
ih .
D E4xgh = max sup I-0—EHAL L)
H(IE) k€0 t,h ;
M h. B
j=1
ih ) ih .
< max sup n_f'-\_*_rfi_(}fll_‘ilu + |2 Imax Supui\__l_;!_(ﬁiﬁlﬂ
ko t,h 1 h, B S T TN
j=1 j=1
= Isl Fa] dgh_
H{Ik) H(I)
ou seja,
(1) “f+}\g']|_ < lif“__ + l\% “g'.iq_- .
H(IE) H (1) H(IE)
acarretandc gue
(2) I £+2q] < w .

H{IE)

Assim f+lg pertence ao espago H(IE).
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Agora, da definigao I I _ e da relacao (1) em » = 1 segue
H{IE)
que I | _ satisfaz os axiomas due definem uma semi-norma.
H{IE)
Evidentemente I 1 nao define uma norma em H(IE), pois,
H(IE)
a fungio f(z) = x, com X € NIE, nac nulo estd em H(IE) mas,

£l = 0. E nosso propdsito definir , a paytir desta semi-nor

H(IE)
ma, uma norma em H(IE). Para tanto seja M o subespaco vetorial,

M= {f | £ €HIE) , I£l_ = 0}
H(IE)

de H(IE) e, consideremos o espago guociente H(IE) /M. Um elemen

to do espaco guociente serd denotado por f (f € H(IE)) e sua nor

ma sera,

IEl = inf{lIf +gl _ | g € M},
H(IE)

Também, & um resultado de andlise funcional que

{

£l = T£0
H(IE)

para toda f em H(IE)

Portanto se identificarmos os elementos do subespago vetorial M,

podemos considerar I 1 como sendo uma norma em H(IE).
H(IE)

Para o desenvolvimento deste capitulo o resultado sequinte

val desempenhar um papel fundamental.

3.2.3, LEMA. Sejam F um espaco de Banach complexo e f uma fungao

com valores em F, definida e continua na n-faixa Sn e holomorfa
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em Sn tal que para numeros reals a; e Aj' com ag <1 (3=1,2,...,n

temos

f :

o= | ... )

(1) f(z)lF £z, iz e < exp{jil Aj exp(aj]yj1)}
onde z = (zl,...,zn) S Sn e zj = xj +iyj {(j=1,...,n). Se
{2) ||f(k+iY)lIF <M
para todo y = (yl,-..,yn) € mR" e para todo k € O entao,
(3) ezl < m

para todo 2z € S, -

DEMONSTRACAQ, Seja bj um nimero positivo tal que a. < b, <1
(3=1,...,n). Para ¢ > 0 definimos

n ib.z. ~ib,z.
veeesz ) =expl T -e(e I 7 + e 3y

...,Z_) em S_. A funcdo h_ & analitica em S
n n £ n

Como 0 <x, <1 e 0« b, <1 temos 0 E_bjxj < 1 e entao,

cos(bjxj) >§ » 0, para J = 1,...,n . Assim

ib.z. —-ib.z.

13 J 3)] =

b.y. -h.y. ‘buy -b.y.
Re[ -c (e e = -¢c(a - Je j)oos&ﬁya)<—€5(e ]

Jpe 73

e portanto,
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n b.v, -b.y
L —-ed{e 173 4 e A
=1

(4) h_(z)] < expl o<1

]

para todo z em § . Deste fato e de (2} obtemos

"hE(k+1y)f(k+1y)”F <M

qualguer que seja y = (Yl""'yn) em IR" e k = (kl,...,kn) em O,

Também, para todo 2z = (21""'zn) em Sn' da primeira desi-

gualdade em (4) e de (1} obtemos

. ~b.y

n : | Y Y.
Ih_(z)£(z) I, < expl £ [Age 1 T —este T lee 1y

Desde que a_. < bj segue dque o lade direito da desigualdade aci-

ma tende a zero quando yj—+ *eo{j = 1,...,n). Assim

Hhe(z) f(z)llF — 0

quando yj-+ to (J = 1,...,n). Isto implica que, para cada j,

existe um nameroc positivo mj tal que
th(z) f(z)!lF < M

desde que =z = x,iyj e |yj| > mj; ou seja,

“he(z) f(z)llF < M
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para todo =z € Sn\ Ry * «.. % R, onde R, é o retingulo de vérti
n
.+ im. . = ] = ... . De eV -
ces kj lmj, kj 0,1 (7 1, ). Desde gue Rl b ARn T
e compacto e hgf & continua em Sn’ segue que hgf & limitada em

Sn. Portantoc, pelo lema 1.2.2 segue gue

(5) Ih_(z) £(z)l; <M
para todo 2z € S5 .
Il
Por cutro lado, como
n b.v. -b.y.
Ih (2)] = exp{ & -e(e I r e I hcosibixl)d,
e Iy 373
J
segue que 1h€(z)] —+ 1, gquando ¢ — 0. Usando este fato em (5)
obtemos
|
l£{z} P X M

para todo 2z € Sn'

Assim completamos a demonstracaoc do lema.

3.2.4. PROPOSICAEQ. Se f pertence a H(IE) entio,

ih
(1) 142 e
N, HIE)
=1 3 ILIE
para todo 2z em Sn e h = (hl,...,hn) com hj real nao nulo,

3= 1,2,...,0n.
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DEMONSTRAGAO. Inicialmente definimos a funcao g em 5, pondo

ih
_ A £(2) .
glz) = 5
T h.
j=1
De 3.1.1(1) escrevemos
glz) = nl L 1)n'|k| f(z+ik o h) .
T h k&€
j=1

Desde que, f pertence ao espaco H(IE) segue que g & LIE- continua
o
em Sn e holomorfa em Sn. Pelo fato de gl(k+it) pertencer a Ek

cbhtemos,

I (k+it) < Dg(k+ie) b, < Il ,
LIE — Ek — H(IE)

It

para todo k em O, Também, da definicao 3,2.1(1l}, sendo  z

segue que

= (zl,...,zn) em S com zy = xj + lyj ;
1 ih i . i .
”g(z)“EIE < e f(Z)HEIE S kém f{z+ik o h)HEIE
T |he.| I |h.|
j=1 j=1
c [y} n
<= DI (1+|zj+ikjhij3 nc T[T (1+{hj|+]zjln
= i=1 = =

=L =1
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n
< 4 < A (1+]hj])(l+[zj[)]
1 |h,| €9 3=
j=1 J
n R 1+|h. | n n
<2%¢ | ) T o(I+z ) < ey T o(2+ly D)
j=1 .| 3=1 =
3
I n
= 2ncl m {1 + %1y ) <« c, T [exp(exn %ly.|)]
7=1 3=1
Assim,
o 1
tglzylyp < 02-EXP[jEl exp(y lys )]

para todo z em S . Pelo Lema 3.2.3 segue entao due

Tg(z) < 1l
B - H(IE)

para tode 2z € Sn .

Fica, deste mode, provadc o resultado.

3.2.5. COROLARIO. Se £ pertence ao espago H(IE) entao,

n
(1) I 3
(Zyreeesz )] < Well
azl ‘e an 1 n STE F(1E)
o)
para todec z = (z ;2. ) em S .
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DEMONSTRACAO, Basta tomar sucessivamente, o limite em 3.2.4{(1) com

hy—=0 e 3§ =1,...,n.

3.2.6. PROPOSICAC. (desigualdade do valor médio). Seja f em B (IE)

o
zZ = (zl;...,zn) € Sn e h = {hl""‘hn) € ¢ de modo gue o in-
tervalo [zj, zj + hj] {1 =1,...,n) esteja contido em Sl' Entao
(l)HAhf(z) ”ZIE < E |h, | sup ”EEgll_gﬁE?—(Zl+tlhl""'zn+tnh )1

T5=1 0 o<tl<d 1°°°°%*n L sE
J=1;%..,0

DEMONSTRACAC. A prova pode ser feita pele processo de indugao .

Para n = 1 temos a desigualdade classica do valor mé&dio. Supo -
nhamos entao o resultado valido para funcgdes com n va-
rifveis. Para provar agora, a desigualdade para fung¢odes f, com

(n+l)-variaveis definimos a fungao

)

g(Zl;...,Zn) = f{zl!O"rZ F Z + hn+l) - f(zl;‘llfz

2
n’ “n+l n’“n+l

e usamos a hipodtese de indugido para a fungao g,
3.2.7. COROLARIO. Seja f um elemento de H({IE). Entdo

(1) I A%

n
(0l < T fzg] IE1

para todo =z = (zl,..

4l
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DEMONSTRAGCAO. Da proposic¢do 3.2.6 e do corclério 3.2.5, temos

Ia%8 (..., Dy lz.| I£l

1 H(IE)

| A~
=3

onde m & um nimero inteiro positivo. A seguir, fazendo m —+ o,

da continuidade da fungac f obtemos

Z
14 f(o)“ZIE <

=D

lz.| W£1_
1 H(IE)

]

e a demonstragac do coroldrio estd terminada.

A desigualdade 3.2.7(1l) & verdadeira tambeém, para elementos z

da fronteira de §_, isto &, para elementos da forma Z={Z 000,52 )y

n
onde zj = kj + iyj (kj = 0 ou 1) para algum j escolhido no con-
junto {1,...,n}. Para provarmos este fato consideremDS‘w=Wﬁﬁ..”wQ
o
1 .

de modo que wW. = 2. se z. €5, e W, = k., + =+ iy. sBe z. =

4 S O T T R R S ]
= kj + iyj. Assim w € S, Pelo corolario 3.2.7, temos

§ A [ < | NEl

AT )b 2 0 Jwy | L

Usandc a continuidade de £ em Srl cbtemos,

A%

W =3

bz, | kel

£l . <
PIE =gy D H(IE )

]

Temos entdo, provade o seguinte resultado,
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3.2.8. PROPOSIGAO. Para toda fungae £ em H(IE)

n
2
gl < |z | Vel

(1) Ia 3
j=1  J H(TE)

gualquexr due seja 2z em Sn'

3.2.9. TEOREMA, O espago H(IE) & completo em relacdc a  norma

DEMONSTRACAO. Seja (fr) uma sequéncia de Cauchy em H(IE),

reIN

segundo a norma I | e 7z = (zl,...,zn) € s,. Da proposicao

3.2.8, temos

=z

A
{1} I A (fr - fp) (o) Il <

— ENESS N :

j=1 L P H(m)

— Z - o
Assim a sequencia, (& fr(O))rEIN e uma seguencia de Cauchy no

espaco de Banach ILIE e entao, converge a um elemento f{z) em IIE,

Mostraremos que a fungao f & um elemento de H(IE). Considere

o
mos entao, um sub-conjunto compacto K, de "Sn‘ Portanto, se
z = (2zy,...,2 ) estd em K segue que [zj| < ¢ para j=l,...,n. En-
tao de (1), conseguimos
. Z 4 n
(2) 1as £ (0)y = A°f_ (o) 0 < o If -F I

r P LIE x H(IE)
Desde que, a sequéncia (fr)rEIN ¢ uma sequéncia de Cauchy em

= - . Z
H{(IE) e a sequencia (A fr{o))rEIN converge para f(z) em ILIE,
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a desiqualdade (2) nos d3 que a seguéncia (n? fﬂ(o))QEIN converge

o

uniformemente para f em cada compacto K de 8 . Segue entao que f
o

€ holomorfa em S_. Para a continuidade de f fazemos raciocinio

andlogo ao anterior tomando conjuntos compactos em Sn' Assim as

condigoes (2) e (3) da definigao 3.2.1 estao verificadas. verifica-

remos agora, a condigao (1} da mesma definicao. Desde que,

2

(A fr(O)) converge para f(z) em J7IE temos

r&IN

i - !
f(z) A fr(OHZIE < 1
para todo r € IN e r > ryr. para algum r, € IN. Assim , CoOmo
f € H(IE) temos
r
0
£ (z) <1+ 1A% £ (o) <1+ 3T hE (ko ).
rim r, pIE — e ry rIE
n n
< M (1+lz. ]y + ¢ L X (l+]z.])
3=1 J KED =1 ]
n
= (1 + c.2™y 1 (1+]z.])
j=1
para todo 2z = (zl,...,zn} em Sn .

Nosso proximo passo serd a verificacdo da condigido (4) da de-

finigcao 3.2.1. Desde que,

MB(E ~F ) (ktit)
he - # = max sup | r_ P
r p

N ,
- n
H (IE) k€D t,h i on. .

3 k
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e a sequencia (fr)reIN & de Cauchy em H(IE) concluimos que a se-
“ . ih . - - .
quencia (A fr(k+1t))rEIN € uma sequencia de Cauchy no espacgo

de Banach E,, onde h = (hl""’hn) € =", hj 0 j=1,...,n .

kf
Mas,
AP E ety = o3 (- IlRHERG 0 b g (g,
r . T
jED
ntdo, a sequencia f&ih f (k+it)) o o lement

e e , qu { r +EIN converge a e ento

z (~l)n_|3| fk+it+i{j o h}) = ﬂlh f£(k+it), no espage IIE,pois

$€0 ,
a sequencia (A fr(O))rEIN converge, em LIE, ac elemento f({z).

Pelo fato de Ek estar imerso continuamente em IIE obtemos,

At g (keit) € B

para tedo k € O,

Para concluirmos que f € H(IE), resta-nos verificar que

ih

£l - max sup 1-0—FEFEE)
H(IE) k€MD t,h T h. Lo
j=1
& finito. Desde que (fr)rEIN é geguéncia de Cauchy, de (3), ob-
temos
At £ (k+it) A E (kit)

(4) ! L - 2 o< e

n 1

T h. I h. Ek

j=1 7 j=1
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para € » 0 dado, r,mn em IN com r > Tnr P> T para algum r

— 0 0
em IN e, qualsguer que sejam h = (hl,...,hn) em " com hj #0,
i=1,...,n e t em IR". Passando ac limite em (4) com p — w
temos,
2 e (i) A £ (et

(5) I _ - 1 < £

n n E

M h T h k

=1 - j=1

para r > Tyr quaisquer que sejam k em [l e h e t nas condi¢oes an

teriores. Assim,

AP E (krit) AP E (ki)
1 - o<e + | - I <e Ve N
noh. P I h By BIE)
3=1 J j=1
quaisquer gue sejam k € 00, ¢t € IR? e h = (hl"'“'hn) € 1R" com
hj 0 (3 =1,...,n). Logo
Hfﬂ_ < e+ If I <
H(IE) ~ H(IE)
ou seja,
f € H{(IE)
Para encerrar a demonstracgao vames mostrar a seguir que, a

sequéncia (f ) converge a f, no espaco H(IE). A relacao

r' r&IN

{5) nos da tudo o que gueremos, pois,
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ih(fr-f)(k+it}

Hfr~fH = max sup | =
H(IE) k t,h 1 h Ey

para r > r, .

Completamos assim a demonstragao.

3.3. O ESPAGO IE9 = [IE]Q = [Ek|k & D]e_

Il

Consideremos uma familia admissivel IE (Ek]k € 0), de es-

pacos de Banach ¢ ® = (Bl""’en) com 0 < ej <1l 3=1,...,n.

€

3.3,1. DEFPINICAO, O espago IE consiste de todos os elementos x
do espago IIE tal que

n

_ g £
(1) x = 0z eee 02 (0}
n

para alguma f em H{(IE), ou seja,

5% = (x | 3f € H(E) , x = g1 (0))

- . - . N 8 - .
E de verificacgao imediata gque TIE & um subspacgo vetorial de IIE.

3.3.2. PROPOSICAC. Para cada x € IE ,

9° f

————(®), £ € H{IE)}
le...azn

(1) el o= 01 = ingilel_ | x =
1E H(IE)



62

estd bem definido e equipa IE com uma norma.

DEMONSTRACAC. Que 151° > 0 segue da definicao.
& ~
Suponhamos agora, que Ixl™ = 0. Ent3c dade ¢ > 0, existe f

em H(IE) tal que,

X = @ e £l < e
le an H(IE)

T

Do coroladrio 3.2.5 segue que

”XHEIE < e

0 e entac x = 0.

It

para todce ¢ » 0, Assim, HXHTIE

o 0 S
Verificaremos que lxxl™ = |x] Ixl" , para tode A em C. Se
A = ¢ a igualdade acima ocorre sem dificuldade. Vamos supor en-
~ ] -
tac A # 0. Desde que x € IE , podemos considerar uma fungao f

em H(IE)} tal que

_ 3 f “

(2) Y (@)
1 n
n
_ 3 (Af) . o

Logo, ix = TETTTXE?‘O) e entao

1 n

1l < gl = Al lgl
- H(IE) H(IE)

Como a funcdo f em H(IE) satisfazendo (2) é arbitraria segue gue
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asch® < [a} 1xd®

Com raciocinioc analogo prova-se que,

Ia] 1x® < 1oxl®

e isto € o que precisamos para a validade da homogeneidade.

Para a verificagao da desigualdade triangular consideremos X

o) - —
e y em IE e duas fungoes f e g em H(IE) satisfazendo,
n n
o £ o f
X = oS (8) e Y = gz (0)
le...azn le...azn

n
Logo, x + vy = azl.ffgz) {®) e entao
n

!

Ixtyl® < Ngsgl < £l + lgl

H(TE) H(IE) H(IE)

Desde que f e g nas consigoes anteriores sao arbitririas se-

gue gue

Ix + yI® < 1219 + 1yl

- ) - Ne)
e entao, o funcicnal & uma norma em IE

&) ®
3.3.3. TEOREMA. O espago vetorial IE munido a norma | m)torna—se

um espago de Banach.
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DEMONSTRAGCAO. Consideremos a aplicacdo linear T definida em H(IE)

por,
n
a7 £
T = —— (B
)= s @)
1 n
P 12
Desde que, pela definicao da norma ! 7 ,
ITE1® < nsl
H(IE)
- . ~ - = e
segue que T e uma aplicagao linear limitada de H(IE) em IE . sSe
® , - — n
x & IE , existe entac f em H({IE) tal que x = §Er3—~§5h4®) acar
}-... Jn _—

retando que, T & sobrejetora.

A aplica¢doc linear T sendo continua implica em que seu nlcleo,
N(T) = {£ € H(IE)| Tf = 0}
é um subespago vetorial fechado de H(IE) e portanto o espago guo

ciente H(IE)/N(T) & um espago de Banach. Agora a aplicagio linear

F definida em H(IE)/N(T) por

F(f) = azl — azn (@) = T(f)

estd bem definida. De fato, se f g entao, f-g € N(T) e por-

Il

tanto T(f) = T(g), ou seja, F(f) = F(g)..E claro também, que F
. ., — @
€ uma aplicagao linear de H{IE)/N(T) sobre IE .

A seguir, mostraremos que F &€ uma isometria. Sem dificuldade

verifica-se que 0s conjuntos,
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3" h
a ={Inl_ | h € H(E) , 55—~ (®) = F(D))
H(IE) 1°°"°“n
5]
B ={lf+ gl_ | g € N(T)}
0(IE)

sdo iguais. Assim,

I#(F)1® = inf A = inf B = IFI

provando que F & um isomorfismo isométrico de H(IE)/N(T) sobre

@ - I
IE . Sendo H((IE)/N(T) um espa¢o de Banach, acarretara finalmen-

e - -
te que © espago IE  tambem o sera.

= o . -
3.3.4. PROPOSICAC. O espago IE & um espago intermediario em rela
cio a familia admissivel IE = (Ekfk € ) de espacos de Banach, is
to &,
1]

MNIE C 1IE C 115

com inclusao continua.
DEMONSTRACAC. Sendo x um elemento de NIE, a fungao

f(z) = f(zlf-oo;zn) = 21.22 - 2 e

o ~ 2]
pertence ac espago H{(IE) e entao, X = EE—Eﬁ-gg—(e) S IE . Assim,
17" " n

|



66

o A £ kst
szl f_"f“_ = max sup I - li
n 1 v
H(IE) K t,h T h Ek
j=1
= max "x" = “x“
s NIE
Dois,
. In
AP e ksit) = [ ()™ T nll x
j=1

concluindo entie, que a primeira inclusac & continua.

. - ) ,
Para provarmos a segunda inclusao, tomemos X em IE . Seja £

uma funcidc gualguer em H(IE) sob a condigao,

Do corolarioc 3.2.5, segue gue

Ml < Ifl
TIE — E(IE)

Desde que a fungao f nas condicdes anteriores & arbitraria te-

mos,

©
“X"EIE < Nxl

e assim a segunda inclusao continua estd garantida.

3.3.5. TEOCREMA, Os espacgos m tem a propriedade de internolagao.
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DEMONSTRACACQ,., Sejam IE = (Ek|k €0 e IF = (Fk[k € ) duas fa-
milias admissiveis de espacos de Banach em relagao acs espagos ve
toriais topoldgicos Hausdorff V e W, regpectivamente. Consideremos
uma aplicagdo linear T de IIE em IIF com a condigdo de que T &
uma aplicacac linear limitada de Ek em Fk com norma Mk' para todo
k em 0. Mostraremos gue T & também, uma aplicacao linear limitada
de IE° em w0, E um consequéncia das condigoes exigidas sobre a
aplicagao T que, ela € linear e limitada de IIE em LIF
Provaremos taoc somente gque T & limitada de IEG em IFB. Seja,

o . = .
para tanto, x em IE . Dade ¢ > 0, consideremcs £ em H(IE) tais

que,

(1) x = —2—£5__ (6) e gl < hxl® s e .
1t n H{IE)

Como consequéncia da aplicagao linear T de LIE em IIF ser li-

mitada, temos que a fungao g definida em Sn por,
glz) = g(zl,--o,zn) = T(f{z))

pertence ao espag¢o H(IF). De fato as condigoes (2) e (3) da defi-

nicac 3.2.1 ocorrem naturalmente.

Para a condigao 3.2.1(1) temos,

Ig () 1y =gty rone 2 V= (£ 2 ) U Al bee 2 )

n
< A7h o 1

(1+]z. )
J=1 ]

R
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onde ITl = Sup{“TXHZIF | "XHEIB < 1},
A £ e B(IE ih o ih .
gora, desde gue H(IE) e A gl{k+it) = T (A flk+it))
segue que
A g ki) € Fy
para todo k € [,
Finalmente,
ﬁi {(k+it)
gl = max sup | - SRS
H(IF) k€0 t,h - "
j=1
ih .
< max sup 4 |2 ElHB),
k&3 t,h n
I h, Ek
j=1
ih .
< (max M) max sup -2 £Qctit)
N ked t,h n
I h. Ek
=1
= (max y gl
k€D " H(IE)
Assim,
(2) hgll <M el < o
H{IF) H(IE)

onde M = max Mk . Portanto, -
| {=B
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g € H(IF).

Pelo fato da aplicagdo T ser linear e continua de TIE em IIF

temos,

ou seja,

“
T € IF .

Ainda, de (2) e da segunda parte de (1)} temos,

brxd® < Igl <M Il < ux1® + ey,
H(TF) H(IE)

Como ¢ > 0 & arbitrario temos,

rx1® « m 1x1®

- - - -~ . . A . 8 G)
provando assim gque T e uma aplica¢ao linear limitada de TE - em IF

3.4. PROPRIEDADES DOS ESPACOS IEG.

el

Nesta secao daremos algumas propriedades dos espagos IE , pa

ra n = 2,
Seja Ik = (Ek|k € 0) uma familia admissivel de espagos de

Banach e @® = (81,82) com 0 < 8,0, < 1. Para n=1 e n=2 a familia
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IE sera representada respectivamente por (EO,El)ea(EoojﬁOJ%nfEllh
0 espaco H{IE) respectivamente por ﬁ(EOJ;Q eEEEbO,Elo,E01,Ell)e
Q

E E E 1.

@ . 8]
0 espaco IE respectivamente por [EO’El] e [EOO' 107 Zo17 Big

3.4.1. PROPOSICAQ. Seja (E,F) um par admissivel de espagos de Ba-

nach e, 0 < (81,82) < 1. Entao

646,
(1) ([E,E;E;E! = E (com mesmas normas)
3] 8,0
(2) [E,F] e [E,F,E,F] 172
8 6.6
(3) [e,7} 2 ClE,E,F,F] © °
com inclusac continua em (2) e (3).

DEMONSTRACEO. A afirmativa (1) segue da proposicac 3.3.4.

°1

Para provar a afirmativa (2) consideremos x em [E,F] e g
)

_ < Ixl Yo,
H(E,F)

um elemento de H(E,F) tal que, g'(el) =x e lqgl
onde € > 0 & arbitrario.

A fungao £ definida em S,+ por

f(zl,zz} =z, q(Zl)

pertence ao espago B{E,F,E,F). De fato, sendo IE=(E,F,E,F} temos

”f(zl‘z2)”EIE < "f(zl;22)"E+F = |22[”g(zl)”E+F_§cﬂlﬁ[zl[)(l+|22|)
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para todo (z 22) em S..

1’ 2
o
A continuidade de f em 52 e a analiticidade em S, sao claras.

Assim as condigoes (1), (2) e (3) da definigac 3.2.1l. sdoc satis-
feitas.
Agora sendo k = (kl,kz) < O temnos
i(hl,hz) ihl
A f((klrk2)+l(tl;t2)) = lh2ﬁ g(kl+ltl)
Assim
ifhy,hy) i(hy,h,) |
A f(i(tl,tz}} CE ; A - f«1,0)+ittl,t2}) € F
1(hy,hy) ithy,/hy)
A ’ o, Ly+i(t, ,£,)}E E; A TUL,11+i(t,,t,)) € F.
1772 1772
Também,
At yrBd e e ey Aty b ein s ) 23 glien)
u L' 727 oy L2y - Ly
hlhE E hth B hl E
&
i(h,  h,)_, . i(h.,h,) . ih .
2 + ! - +
“EL_ 1 fEEEO) 1(t1,t2))u z"ﬂ 172 £(041)+1t(tl,t2))“ :“& 1 g(L ltl)Il
hfb r hlh2 F hl

Deste modo temos
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”f“_ = Hg”_ < o
H(E,?,E,F) H(E,F)
= 32 £
Portanto, f € H(E,F,E,F). Ainda, W(Bl,62) = g'(ﬁl) = x ,
1772
919,

e entaoc x € [E,F,E,F]

A continuidade da inclusac segue do fato:

(6, .6,) 1
I < bfl = lgl < Ixl + €.
- H(E,F,E,F) H(E,F)

Como ¢ > 0 & arbitraria obtemos

B,,8,) 3
Il 2727 ookl T

Para demcnstrar {(3) procede-se de modo analogo mas com a fungao
f(zlfzz) = zl g(z2)t

Completa-se assim, a demonstracgac da proposicaoc.

3.4.2. PROPOSICAC. Seja IE = ( Ell) uma familia ad-

Eoor Brov Eoyv

missivel de quatro espagos de Banach e 0 = (81,82) com 0<ej <1,

i =1,2. Entao,

8,0, (1-6,)8,

E,,] =[E

(1) LBy Bygr Eoyr By

5,0
E E..] 172 [E

(2) {EOO, Elo, 01’ E11

41
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8182 (1—81)(1~02)
(3) [Bgge Eygr Egyr Epyl = (B0 Byyr Bpgr Eggl
com normas eguivalentes.,
919,
ici ; &=
DEMONSTRAGCAO, Inicialmente provaremos (1). Seja x [EmyElOJ%nfElﬂ
2 .

— 3% g o~ _
e g ©H{IE) tal gque X = EEEEEEw%Gl,Sz). A fungao f(Zl, 22) =
= = g(l—zl,zz) pertence ao espaco H(IF), onde IF=(E10,E00,E11&51L
De fato,

Ttz sz ) oqp = Ngll-z 2000 < ofl+]i-2z, |) (1+]z,])

c[(1+\zl|)+(l+\zl!)](1+]zz|) = 2c(0+]z,|) (142, ]).

A continuidade e analiticidade de f respectivamente, em Sn e
o
S~ seguem destas mesmas condig¢oes scobre g.

Nac & dificil ver gque

i(hl,hz) i(~h1,h2)
4 F({ky k)il by = - A g ((1-ky,ky)+il-t )
Deste fato, conseguimos
i(h1{h2) i(hl,hz)
& - f(l(tl,tz)) € Elo i A f((l,0)+1(tl,t2)) = EOO
i(hl,hz} i(hl,h2) _
A f((0,1)+1(t1,t2)) €EE 7 b £OA, D+, E)) € Egy
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e
HfHﬂ = Hgﬂ_ < @
H{IF) H{IE)
Portanto,
Tambéem,
2 2
£ - 0 9
e (2,,2.,) = g——=2—(1-2,,2,)
821322 172 321322 1" 2
e entiao,
2 2
P i ] g
—— (1-06,,8,} = ——==—(D.,0,) = x
321822 1 2 821822 1 2

(1~6,)6,
i i : e E 7 g
e isto nos diz que x [Tlo, Eggr Byyr BOI]
Para obter a continuidade da inclusao fazemos,
(1-6,)86
Ixh Y% < nel = lIgl_ :
- H(IF} H({TE)
Desde que, g em H{IE) foi tomada arbitrariamente temos,
I < Axl )

Até agora provamos que,
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8,0, (1-0,)0,
C
(4)  [Eggr Bygr Boyr Byl (B 57 Bgor Bp1v Boq
o
(1-8.)6 8.8 5.0
2 192 192
x| 1 ™ . ,E
(5) X < lx , para x € [EOO' ElO,EOl,Elll
Para cbter a inclusio contriria usamos {4) e entao, encontra-
mos
(1-6.)0 (1-(1-6.))8
1’ %2 ) 1'%
[E1qr Bggr Eppr Epyl CIEyprErgrEpyrPrq!
ou seja,
(1-6.)0 | 0.6
1 2 12
[E o0 Bggr Bpye Egyd ClEygr Eqgr Egyr Byyl
(1—81)82

E. .l

Para X em [Elo' EOO' Ell' 01 de (5), obtemos

!

8182 (1—61)62

(1-(1-6.)) 6
™ — Jxl 1’02

< fxl

Fica assim demonstrado (1).

Para provar {2) procede-se, de modo idéntico trabalhando com
a fungao f(zl,zz) = - f(zl,l—zz).

A prova de (3) & obtida aplicando-se (1) e (2).



CAPITULO IV

EQUIVALENCIA ENTRE O3S ESPACCOS DE INTERPOLACEO

Neste capitulo demonstraremos que, sob certas condigoes, os
espacos IEeesIEO coincidem. A inclusao Ey © =® & obtida sem a
necessidade de hipdteses adicionais. A reciproca, isto &, a inclu
sao IEG c IE@ necessitara de uma hipdtese suplementar, a saber,
uma hipotese de reflexividade. Seja IR = (Eklk € 1) a familia de
espacos-de Banach em consideragao. A hipétese de refiexividade se
rd apenas sobre o espacgo E, € IE, (0 =(0,...,0) € O). Entao se E,
for reflexivo vamos ter IE@ = IEG. Incidentalmente, este resulta
do implicard que o método complexo para 2" espacos de Banach nao
pode ser, em geral, reduzido a iteracac do método complexo  para

pares de espagos de Banach.

A inclus3o continua LIPS c m® seguira sem dificuldade. Entre-
tanto, a demonstragao de que E® c IE® & demasiadamente longa e
técnica. Dividiremos entao, esta demonstracac em diversos lemas.

o

4.1. A INCLUSAO IE C IE

- - ~ ~ ®
Faremos aqui a discussao da inclusao, IE@ C IE . A demonstra-

géo sequira de modo natural, sem o auxilio de resultados mais ela

borados.

4,1.1. TEOREMA. Sejam IE = (Ek|k € 0) uma familia admissIvel de

espacos de Banach e 0 < © = (81,..-,6n) < 1. Entao,



(2)

I

11® Lxl g,

para todo X em IEQ.

7

DEMONSTRACEC, Para x em IE, e, um nimero positivo e, consideremos

uma fungae £ em H(IE) tais que, x = £(0) e

(B

< “}c“ + £
H(IE) ©

A fungdo g definida em S+ pela expressao,

Z Z

1 n
(4) glz) = g(zl,---;zn) = j ven J
1/2 1/2

(convergéncia

pertence a H(IE). De fato, sendo M =

mos,

| ~

Ig(z)l, < Mz -1/2 ,,.]zn—1/2] <M

o=
‘.—l

J

{z.,.

para todo =z = 1

PR A em S .
' n) n

cao 3.2.1 esta

o

f(ul.I'OO'.Fun) dun P du

sup{"f(z)llZ

cao seguem da continuidade de f em S, e da sua analiticidade

1

em :rIR)

=
m | 2 €8} te

(l+|Zj!) ¥

Assim a condic¢do (1) da defini-

satisfeita, As condigdes (2) e (3) da mesma defini

em

§,r respectivamente. Para a verificacao da condigao (4) da definigao
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. n
3,2,1, consideremos t = (tl,...,tn) em TR , h = {hl,...,hn) em
R"  com hj #0, i=1,...,n e, observando que
' . it A1t A4h. . L. i
hj k1+1tl kj—l+ltj_l kj l(t]+hj) kj+1 ltj+1 kn+ltn
AL g(k+it)=J ...J J [ ...J £, ,...,0 )%
J 1/2 1/2 kit 1/2 1/2 n
b dun,...,dul
com k = (kl,...,kn) € [, obtemos
ih k1+l(tl+hl) kn+1(tn+hn)
{(5) A glk+it} = [ cen flu,,ee,u )du «.du
k. +it k_+it 1 non 1
1 1 n n
ou seja,
ih n t1+hl tn+hn
A glk+it)=(1) J ...J_ f(kl+isl,...,kn+isn)dsn . dsl
t t
1 n
= (l)nJ f{k+ie)ds {(convergéncia em YIE)
[ £, t+h]
n
onde {t,t+h] = X [t., tj+hj] & o produto cartesiano dos interva
=1
; j] para j = 1,...,n. Desde que a funcao f({k+it} &

lOS [ t.; t-'*'h
J
Ek—continua, na variavel t, e O espaco By esta imerso continua -
mente no espag¢o de Banach LIE, segue que a integral da funcao
f(k+it) em {t, t+h}] convexrge, segundo a norma de Ek’ e coincide

com ¢ valor da integral da mesma fungao f{k+it) em [+, t+h! se-

gundo a norxrma de YIE, acarretando deste modo que
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a g keity € E,

para todo k em O, quaisquer gque sejam t € h em IR", Também da re-

lagdo (5) obtemos

"Alh

g(ktit), 1 n
g L )

n |
NI h. E M th
j=1 3 k =

para tode k € O, Daqui concluimos que

(6) gl < 1£1 < w
H(IE) H{(IE)

provande assim que g pertence 20 espago H(IE).

A seguir, da definigao da fungao g, como dada em (4) temos,

n

i 9 9 _
azl...azn {zllno-rzn} f(Zl,...,Zn)
e entao,
n
X = f = 9 9 _ (g 2]
©) 321 4402 (®) € IE
1 n

Ainda maig,das desigualdades em (6) e {3), obtemos

112 . dgl < £l < xlg + ¢
- H(IE) — H (IE)

Desde que ¢ > 0 & arbitrario obtemos que,
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=)
19 <

d® < xly

concluindo assim a demonstracao do teorema.

~ e
4,2. A INCLUSAO IE C IE & -

=]

- - G]
A prova da inclusao continua, IE C IE@' decorre dos lemas

4.2.1 e 4.2.2. No lema 4.2.2 faremos uso da hipGtese de reflexivi

dade.
4,2.1. LEMA. Sejam IE = (Ek1k € ) uma familia admissivel de es-
pacos de Banach e f um elemento do espaco H(IE). Se para t =

= (tl,...,tn) variando em um conjunto A de medida positiva conti-

n . . _—
do em IR, exlstir o limite de

et
{1) ——
n
I h,
j=1
em F, (0 = (0,,..,0})) guando h = (hl,...,hn) & 1Rr" tender a
zero, entao
n
3 £
(2) (0} € IE,
azl...azn e
onde 0 < @ = (el,...,en) < 1.

DEMONSTRACEQ, Denctemos por aft) o limite da expressao em (1}
quando h tende a zero. Para uma n-upla gq = (ql,...,qn) de nume-

ros positivos, definimos a fungao fq em Sn por,
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A9 £ (g
n
i
j=1

fq(z)
(1/qj)

onde z €5 e 1l/q9= (1/ql,...,l/qn). Desde que,

uﬁq(it)—fs(it)uE < qu(it)—a(t)ﬂE + he (i) —ate)ly

0 0 0

segue da hipdtese que,

(3} llfq(it) - fs(j_t)lIEO — 0

quandoe ¢ —r «®, g —* ®, para todo t em A, (g — @ = qj——* o,

9= 1,....,1).

Para cada ¢ = (ql,...,qn) € INn, a fungao g definida em Sn

por,
2
_ 6z
g(z} e fq(z}
2 n oo
onde z = (z,,...,2. ) €8 , 2= % 2. , & » 0 , pertence a
1 n n 3=1 ]
H(IE).

o
De fato, desde que f & continua em Sn e holomorfa em S, © mesmo

ocorre para a fungdo g. Desde que, f € H(IE) segue que gﬂﬂit)EEEw

k = (k kn) €[} e tambén,

1;..-;

< e™Olgl ,

Yg (ktie) < e"OlE (k+it _
- 4 X H(IE)

k
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provando gue g{k+it) & Ek-limitada. Para concluirmos que a fun-

cao g pertence ac espago H(IE), resta-nos verificar que g{k+it)

) Ek-continua. Para tanto, definimos inicialmente a funcao,

— - r}‘-'|kl |"l Lo 1 . T
qnj(tj} = kf;( 1) f(kl+1 (.L1+k1/ql),...,kj_l+1(tj_l+kj_l/qj_l),
. - ) O F
kj+1tj,kj+l+1(tj+l+kj+l/qj+l),...,kn+1(tn+kn/qn))

[ — ' 1 ' | J— = s :
onde k' = (k ""'kj—l’kj+l""’kn) kr 0 ou 1 {r=1,...,5-1,3+L,...,n}
a (tl""'tj—l’ tj+1""'tn) & arbitrariamente fixadc em Ianl.
Agora, de 3.1.1(1) ve-se gue,

R |
(4) 65 (Eth) = bylty) = A E it
n

' = . - . " - om E =
onde h (l/ql,...,l/qj_l, hj, l/q]+l' ,l/qn) IR, t
= (tl,...,tj,...,tn) e, k = (kl""’kn) € 0. Desde gue f€ H(IE)

da secgunda parte de 3.2.1(4), obtemos

n
(5) fg.(t.+h.) — ¢.(t. )] < [1£] m (1/q.)]) -
33 13 By E(IE) r=1 °*
r#j

h,| .
J
Ainda, da desigualdade em (4), temos
pt1/a £ (k+ilt+h,el)) - s f kit =

= . . = . . ,'—h.‘ L) . .
{$j(tj+h]+1/qj) ¢J(t]+hj)l {gj(tj+l/qj) ¢J(tj)]
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onde ej € a n-upla com 1 na j-&sima componente & zZero nas res-

tantes, Agora usando (5), obtemos

(6) 1aTY9 £ eri (trnie )y - 8D ket ‘
n
< 20l T (/g )l e |hy
_ B(IE) r=1 = ]
r#j
Desde que,
a9 g et (640)) -0t YT £ (krit) =aTY T £ (kg (£40)) -
il/q 2ol i1/g o
- A flk+i(t+h-h e )} + § f{a * fF(k+1(t+h - T he)) -
nn _ _
s=1 p=s+l
i1/ n
AT f(k+i{t+h - £  h e W),
p=s PP

usando a estimativa em (6}, conseguimos

+ o +1h1|)

1259 ¢ (e s (rnn-a /G Etie) g < Mmifn [+in o]
k

n
onde M = max{2f£l_ T (1/a) | 3 =1,...,n}, acarretando que
H(IE) r=1 r
t#3

glk+it) & Ek—continua. Portanto g € H{IE) e enthio,

£,(®) € IEg
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Consideremos a seguir, duas n-uplas, g = (ql,...,qn) e
s = (sl,...,sn), de numeros inteiros positivos. Do lema 1.4.1,

temos \

(7) logl(exp (S

]

lf 13

2
[ ONIE®) - £ @l <

133

< I J [log Hexp (s =

ked n j=1
ko TR

2 3 ] ’ -~
(kj—t.)})(fq{k+1t)—fs(k+1t)ﬂ JPk(O,t)dt +

By

n
2
+-J [ logl {exp (=6 & oV (F (AE)-f (GENI_ 1P, @,t)adt +

A j=1 14 s RO

In

2
I - : it — i : -
JA‘[log (exp { sjil tj))(fq(lt) fs(lthE ]PO(O,t}dt

onde t = (t "tn) € IRn, k = (k ..,kn)E O e A' & o comple-

1o 17
mentar em IR", de A. Pelo fato de f € H(IE) obtemos

e (ktit) - £ (k+it)hy < 20fh (k € 0O
q 5 Kk H(IE)

e consequentemente,

n
I (exp (s ¢ (kj—ti)))(fq(k+it) - £ (erit)l < 260121

j=1 k H(IE)

Segue dagui que,

o]
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<loge®isl ) = m

By H(1F )

n
logh (exp (5 T (k.=t2))) (£ (ktit)-F_Cctit)l
jzl J J q 5

para tode k = (k ...,kn) em 0O, Agora, usando este fato em (7)

17

obtemos

n
logl(exp (§ T ((-))]'IIGJ <

2
. f (®) -
; j))[ q( ) £

1 =]

(@,t)dat + M,

W13

< JA[ logl (exp (-6 tj?) ). (fq(it) -f,(it)) I 1P

o ©

i=1

pois ) J P, (8,£) = 1. Desde que If_ (it)-f_ (it)l_ —= 0 quan
wep JR® K q s Eg -

do ¢ —+* e s — > , para todc t no conjunto de medida positi
va A, concluimos que o gsegundo membro da desigualdade acima tende

a =0, Portanto,

n .
logh (exp (8 & 02))[£ (8) - £ (@)1} —» o
j:l ] ) 3

quando g — «® e s — « , Isto implica gue

n
2
i i ey - il — 0
(exp(ﬁjil G]))[fq( ) fs( )] a

quando g — *® e s — « ., Logo,

qu(@) - fS(G)HB-—P» 0
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quando ¢ — «© e g - o, provando assim gue a sequéncia (%J@)%ﬁﬂmn

& uma sequéncia de Cauchy em IE_ e como tal, converge a um elemen

3]
to Db(®) de IE@. Desde que o espago IE9 esta imerso continuamente
no espaco LIE, concluimos que a sequéncia (fq(ﬁ))qGINn converge

a b{®) no espago IIE, quando g — «. Também, desde que f pertence ao

espago H(IE) segue que o limite iterado da sequéncia (fq(ﬂ))qEINn

existe em FIE e vale, ()" P 2 gz (®). Desde que o espago
L n an .
ZIE & um espaco de Banach, concluimos gue gz—ww—gzﬁ(ﬁ}s(—if&ﬂ@)
l'.o n
e entao,
n
9 f . ;
sz, ...z 9 & Eg
1
como queriamos demeonstrar.
4,2.2. LEMA, Seja IE = (Ek]k € ) uma familia admissiIvel de espa
cos de Banach de modo que, o espago EO e m {0 = (0,...,0)) sela

um espaco reflexivo., Entao, para toda f € BH(IE), existe o limite,

ih

(1) lim A £{it)
h-0 n
I h
=1 -
n
emn EO’ para guase teocdo t = (tl,...,tn) em IR, com 11=(h1“..,hn)

em IRnehJ?{o (j:l;-..,n).

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, definimos a fungdo F, para  todo

t = (t ,...,tn) em IR" ; POT

1

sl
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(2) F(t) = ¢ (—l)n_1k1f(ik o t) = A" £(0) € By
kel
onde k = (kl,...,kn) €0 e kot = (kltl""’kntn) . Desde
que,
(3) AP Fe) = AP fo0)y = AP oe(ie)

para provarmos o lema basta provarmos a existéncia do limite

n
lim &h F(t)/ I h., para quase todo t em r" .
h-g :l:l ]

=y fung&o F, como definida anteriormente, gaticfaz a relagéo

ilk o h +(1-k) o t)

(4} F(t+h) - F{t) = I A f(ik o t)
k&g
k#0
onde 1 = (1,1,...,1) €1, e entao da definicac 3.2.1(4), obtemos
I
iF{t+h) - F(E)I_, < Ng! (z 1 |k:h, +(1-kt. ),
fo T H(m) kep =1 ) o

k#0

acarretando a continuidade de F e portanto, sua ilmagem F(IRn) .

estd contida em um subespago separavel M, de E

o
Agora, vara cada n-upla, r = (rl,...,rn) em INU  definimos
il/r
A £{it) _
Fr(t) = = (/v = (l/rl,...,l/rn))
I (1/r.)
=1 .

e colocamos,
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B () = {F_(t) [ s > r}.

(Agui, s = (s I significatmxesjzrj

lf'.' lp--- n

3 =1,...,n}. De (3), cbtemos que Fs(t) €M e assim, Ar(t) C M.

,sn) > r o= (r

Desde que, M & fracamente fechado em E0 segue que o fecho fraco

Sr(t), de Ar(t) em E, esta contido em M, ou seja,

w
sr(t) = Ar(t) C M.

Novamente, da definicac 3.2.1{(4) obtemos

e (&) f < el = c
S Eg = H{IE)
@ entéo}
A_(t) € B0;c) = {x € B, | HxHEO < ¢},
Assim,
5_(t) = Ar(t)w C B(O:&7" = B(0;0) = B(0;c) .

Como o espacgo E0 & reflexivo, tem-se que B(0;c) & fracamente com-
pacto e entac, segue que Sr(t) também o €, Desde que, a famllia
{s_ (t) [ r &€ "} tem a propriedade da intersecgao finita e

Sr(t) - Sl(t) para todo r em ™", concluimos que,

Sty = N Sr(t) M
IGINn
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& nao vazio. Podemos definir entao, uma funcao g gue a cada
t = (tl""’tn) em IRrl associa um elemento de S(t). Assim, g &
uma fungao separavel e limitada.

A seguir, para cada funcional limitado L definido em EO' defi

nimos a funcao ¢, colocando

¢ 1t) = L{F{L))

para todo t em iR", sendo s = (sl,...,sn) S INn,de (3), cobtemos
i(1/s) : (1/s}
_ A flit) ,_ A F{t)
L(Fs{t)) = L a 1= L{ = 3
T (1/s.) n {1/s.)
_ AYS) L) 2 178) ey
n - n :
T (1/s.) T (1/s.)
=1 j=1 )
Isto acarreta gue a imagem L(Ar(t)), do conjunte Ar(t), pela

aplicagdo 1. 8 dada por

( &(1/5) v (t)

(l/sj)

| s > r}

—_—

(5) L(Ar(t)) =

=S

3=1

Desde que S_(t) & fracamente compacto e L & fracamente conti-
nua, seqgue que L(Sr{t)) & um compacto de T e portanto fechado

em . Assim, temos
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L(Sr(t))—L(Ar(t) ) C L(Ar(t)} - L(Sr(t)) = L(Sr(t))
ou seja, .
(6) L(Sr(t)) = L(Ar(t))

Passaremos agora, a discutir a existencia da derivada mista

n
3 - . . . -
e (t) , da func¢ao v. Para um numerc inteiro e positivo m,
atl...at
n
= = c n 1=
colocamos Y {t | t (tl,...,tn) R, [tj| <m (3=1,...,n}}.

De (4), obtemos
¢ (t+hse )=y (t) = L(F(thye )~ F(t)) = L(atY £(itie.))

onde vy = (tl,...,tj_l, hj ; tj+l""'tn) e ej & a n-upla com 1

na j-ésima componente e zero nas restantes. AssSim,

t+h.e.)-¢ (t ol £l U R B h. t. R = ,
| (e4 Je]} e (6 ]2 H(1E) | l[ | J—1| | J! | 3+1[ | nl

ou seija,

lo(t+hie.) —o (8] < (Inh el TNy n
) J - H(IE) J

para todo t em Ym .

Também, de (3) e da definicao 3.2.1(4), obtemos
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h ~ h B ih . o | -
(AT e (e)]| = |L(a" F(e))| = |n(a™ £y} < hnh el + § |n,|
- H({IE) j=1

para todo t em Ym. Portanto de W.H. Young [1l], concluimos que a

1

n

derivada mista, 3. ¢ (t) existe em quase toda varte de Y ,Como
Btl...atn m
" = U Ym, segue que a derivada mista de ¢ existe em quase

m&ETIN
toda parte de IRn. Agora, de (5) e (6}, obtemos

n

o wilt) ¢ L(S (t))
At ...3t r
1 n
para dquase t en IR"” e para todo r em me e portanto,
n
AN NSRS L(s_(t))
Btl...atn re ™
Desde que, diam L(Sr(t)) = diam L(Ar(t)) — 0, quando r —r ®,
segue que diam N L(Sr(t)) = 0 e isto significa que a inter-
e’ .
secgao, N L(Sr(t)) ¢ constituida apenas do elemento, _2elt)
rEINll Btl...atn
Mas, L{g(t)) € L{s(t)) € N L(s_(t))} e portanto,
rem"
n .
it ... 3t



92

Como o funcional linear limitado L em Eé foi tomado arbitrariamen
te, segue que g é fracamente mensuravel. Sendo também  separavel
seque que ela & fortemente mensurdvel. Ainda, a fungac ¢  sendo

limitada, temos

tl tn 3 o
L{F({t)) = ¢(t) = J [ (u,,...,1 })du_...du
0 0 Bul. au 1 n n 1
n
tl tn
:L(‘{ e em J g(ulr-..,un) dun--.dul)
0 0
Asgsim,
tl tn
F(t) = F(tl,...,tn} = f .. f g(ul,...,un) dun...dul
0 O
e portanto
. t1+hl tn+hn
ATF{t) = ft e Jt g(ul,...;un) dun.,.dul
1 n
Loge, para t = (tl,...,tn) .
mh e o) . t1+hl thrh.n
12 —g() < ___4~—__{ ...[ lg(ay, ... ,a)-gt)l
I h 0 I h 1 n
i=1 j=1 7

x dua ...du
n

acarretandoc gque,
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h :
A T(t)
= git) (em EO)
I h,
=1 J

quando h —+ 0, para quase tedo t em IRn.

Fica assim provado o lema.
4.2.3, TEOREMA. Seja IE = (Ek[k € ) uma familia admissivel de

espagos de Banach e EO € IE (0 = {(0,....,0) € O} um espago refle

xivo. Entao,

(1) I~ <€ IE

2]
para todo x em IE e 0 < @ = (el,...,en) < 1 .

DEMONSTRACAO. Seja x € IEG e consideremcs £ em H(IE) tal gque,

(3} ¥ = 9 £ (@)
azl...azn

e

(4) I £1 < Ix1® 4 ¢

H(IE)
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Desde que o espago E, € IE & reflexivo, aplicando os lemas

4.2.2 e 4.2.1 (nesta ordem) concluimos que

provando a inclusdo algébrica IE  C IE..

Provaremos a seguir,a desigualdade,

o]
Ixiy < Ixl

@
para todo x em IE . Para tanto, consideremos ¥ = (rl,...,r Y em

n s -
N e definimos a funcgao fr am Sn por,

i1/
_ A f(z)
fr(z) = fr(zl,...,zn) = 3
n (1/r.)
i=1 )
onde 1/r = (l/rl,...,l/rn). Vimos na demonstracao do lema 4,2.1,

que a fungao

2
gr(z) = eEZ fr(z) .
2 n s
ende 2z~ = ¥ 2, e = > 0 , pertence ac espago H(IE)
j=1 J
Desde que,
2 n 2 n
(k+it)” = I (kj+iti) = % [ (k.-t )+2ikjt.}



temos,

hg 1 = max sup lg (k+it)!
Y H(IEE) k€O t r By
< max sup R B (k+it) |
- ked ¢ r By
< el
- H(IE)
e entao de (4) obtemos,
(.-1
tg (@)1 < tg_| < ePFlgl < &Pkl 4 g
H(IE ) H(IE)

Ainda, no final da demonstrac¢ac do lema 4.2.1 vimos gque

n

£,.(0) —

. (@) = x

iz ...azn

em IE@ ¢y quando r — =

n
(5) gr(@) - lexple ¢
3=1
em IE@’ gquando r -~
noa
Hxﬂe <l{exp(-c T Gj))[gr

J=1

n
+ (exp(-¢ I
3=1

1

e entao,

2 n
8.)] x = [exple L
] jzl

. Assim,

n

@)-(exple T 65111+

j=1

2
83 g (@) lg

2
Bj)](fr(G)—x) — 0

e

95
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< lg (0) - (exp(e 1 65))xly +hg (o)1,

\ n 2 ne &
< lg_(®» - (exple & 6.))x“® + e {(Ixl7 + &)
- r . 3
j=1
Agora, usando (5) obtemos
Il < &®Fxl® 4 ¢y

1)
Desde que ¢ > 0 & arbitrario segue que,

Ity <=l

como queriamos.,

®
4,.3. A EQUIVALENCIA ENTRE IE!® e IE

Dos teoremas 4.1.1 e 4.2.3 obtemos a equivaléncia entre os es
~ e -
pagos de interpolagaoc IE, e TE . Este resultado estard contido

no seguinte teorema.

4.3.1. TECREMA (teorema da equivaléncia ~ comnlexa), Seja
IE = (Ekfk & O) uma familia admissivel de espacos de Banach, de

modo que o espago E, € IE seja reflexivo. Entao,

_ &)
(2) ”X“® = dxt™,

para tedo x em IE@



CAPITULO V

DUALIDADE

f

Neste capftulo estudaremos a dualidade dos espagos IEg =[IE]g.
Caracterizaremos o dual ([IE},)' usando os espagos de interpclagio
dados pelo segundo método complexo de interpolagao. Explicitamen-
te, mostraremos que ([IE]O)‘ = {IE']B.A inclusac continua [IE‘]® C
- ([IE]Q)' seguira de uma vez, usando o lema 5.1.1. Para a prova
da segunda parte, ([IElg)' € [IE']°, que & bem mais elaborada ne-
cessitaremos, além de elementos de analise de Fourier, de um resul

tado inserido no lema 5.2.2.

5.1. LEMAS PREPARATORICS,.

5.1.1. LEMA. Sejam IE = (E (k €0}, IF = (F |k €0) e 6&=(G [kEM)
familias admissiveis de espagos de Banach. Assumimos que,
T: (ZIE) x {(MF) —— IG
seja uma aplicacao bilinear, de medo que sua restrigao a Ek toma
valores em Gk (k € O) e
(1) IT (%, ,v) | < Ix o Iyl
K I Fy

k

para X% S Ek e vy € NMIF, Entao T pode ser estendida unicamente

. -~ . . - ™ ' - - @
a uma aplicagac bkilinear continua T, definida em IE = x IF@ com va

lores em G satisfazendo a condicao,
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(2) 17 (e, ) 1 <11® 2yt

&
onde x € I , vy € IFy © 0 < 0 = (81,---,9n) < 1,

DEMONSTRACAQ. Inicialmente provaremos que a desigualdade

I I < Ixl e il
(3) Tix,y) Ve < Txloog Yl
& verdadeira para x € LIBE e y € NI, concluindo assim que e
uma aplicagac bilinear continua de (EIE) x (NIF) em G. Conside-
remos para tanto, um nimero positivo € arbitrario, ¥ € YIE e
y € OIF . Podemos entao escrever x = I X, x, €E e k €0,
I'a=N|

de modo que

(4) 5 kaHE < Ix! mt e

Agora, da linearidade de T em x, de {1) e de (4), temos

I {x,y)1 < ¥ Moyl < 5 lr(x 3l
16 — yen k X6 — 1en Koy Gy
< v izl » iyl < oy g 01 Byl
ko K g S T
<l ey - Iyl
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Como ¢ » 0 & arbitrario, obtemos

1T e,y < by Iyl

Devido a extensao um tanto longa da demonstragdco deste  lema,

exporemos a idéia central da mesma, gue se resume no Seguinte @

@ . i j—
para x € IE e y & IFg queremos definir T(x,y). Desde gue,
2] - - i
x &EIE e vy & Iy, existem fungoes f € H(IE) e g € H{IF) tais
3"
que % = = 7 (8} e y = g(®). Entao a partir de f e g defi
1792,
niremos uma funcdc J{(f,g) que pertencerid ac espaco H(G). Logo,

n
C - ~ _
7z > 5=~ J(£,9) ) €16l . Este serd por definigdo o wvalor de T(x,y}.
197,

Primeiramente consideremos £ € H(IE}) e g € HO(IF) {ver apén-

dice A3) e definimos,

1 n A0 g
B(f,g)(z)= J - J T(m(ul,...,un}, g(ul,...,un))dul . dun
n
1 1
2 Z
o
para 2z = (z,,...,2 ) €5 . A convergeéncia da integral em IG segue

da continuidade do integrande.Também, desde que ¢ integrando de
o
fine uma fungao analitica definida em S, com valores em IG segue
o]
que B(f,g) & analitica em S,

A seguir veremos que B(f,g) estende-se a uma fungao  continua

em Sn' Para tanto, escrevemos
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B(f;g) (Zl+hlj-so;zn+hn) - B(ffg) {Zl'...'zn) =

= B{f,g)(zl+hl,...,zn+hn) - B(f,g)(z+h—hnen) +
n-1 n n

+ L [B{f,g)(z+h - L h.e.)=B(f,qg)(z+h - Z h.e.}]
r=1 j=r+1 J i=r J ]

onde e, & o classico vetor com um na Jj-&sima componente e ZERrO

nas restantes. Desde que ”g(z)”ﬂIF < c pois, g € H (IF), entio

de (3) e do corelario 3.2.5, temos

“B(f,g)(zl+hl,...,zn+hn) - B(f‘,g)(zl,...,zn)llxG <

< ﬂB(f,g)(zl+hl,...,zn+hn)mB(f,g)(zl+hl,...,zn_l+hn_1,zn)HEG +
n—1 n n
+ v Is{f,g){z+h ~ T h,e.)~B{f,g) (z+h - % h.e.l
r=1 j=r+1 I J j=r - J g
n-1 1 n~1 r-1 1 n 1
< co £l { T [z.+h, -3|<ih [+Z2 0 Jz.th, - F|-[h | T |z.~5|]
= H({IE) 5=1 373 2 n 4 i=1 3773 2 s J=rtl J 2
Em resumo, temos
(5) HB(f,g)(zl+hl,...,zn+hn) - B(f,g)(zl,...,zn)HEG
n-1 1 n—1 r-1 1 n 1
< c I£l_ [0 [zy+h, -5~ hn|+ I 0 |zothezl hrl | 21.—5[]
H(IE) j=1 ° r=1 j=1 7 J j=r+1
S RN S I P NV O

R - . BN T
preoco o TRTRAL
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Agora, sejam A = {z = (zl,...,zn) S Sn] lzj] < m, j=k,..., n}

z = {Zl,...,zn) e w = (w ,...,Wn) elementos em A Da desigualda-

1

de (5) acima, temos

n-1
IB(£,q) (z)-B(£,q) (W) < clfl (1 |z, ~2|z-w ] +
G — H(E) j=1 4 ¢ » 0
n-1 r-1 n
1 1
+ N |z, -x|]z_ -w_ | X lw. -=]] <
r=1 4=1 9 % Y Y 4oy 20 -
n~-1
-1 1.1-1 1. n-r
<clel_ [ Tz —w [+ 5 (m+D) (m+5) 2z, —w_[]
- (18} 2 n n e 2 2 r ¥
I
<clel e+ 2 Doz —w |
H(IE) =1 * T
Assim,
n
Is(f,q)(z) - B(f,g)(w)"ZG < ey rzl]zr -w |

Esta desigualdade implica a continuidade uniforme da fungao B{f,g)
no fecho Km’ do conjunto A . Como m & um nlmero inteiro positivo
podemos estender B(f,9) continuamente a Sn' A extensao de B(f,qg)
a s, serd ainda representada por B(f,qg).

A funcao B{f,g) satisfaz a desigualdade

=

(6) IB(£, 1, < ¢y

(1 + |Z|) I
3 ]

1
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para todo z = (zl,...,zn) em Sn' De fato, primeiramente tomemos 2z
O
em Sn..Pelos mesmos argumentos, para obter (5), temos

L

I T | oy 1
IB(£,q) () < clgl milz, -2 <c, 1T (1 + Jz.])
L6 ~ H(IE) j=1 J 2 ~— 1 =1 J
o
Seja agora, z = (z,,...,2)) €8 e z &8 . Podemos entdo  consi-
' o
derar uma sequéncia (z") = (zT 25y em S convergin
rEIN 1777 ""n’ ' r€M n ‘’ g1

d ara z. Logo a segueéencia (zr) converge par Z Portan-—
op . g eq 5 rem ge para i rtan

to, da continuidade de BI(f,qg) em Sn e do fato,

n
HB(f,g}(zr)HZG < ey -E (1 + ]z§|)
J=1
Segue que,
n
uB(f,g)(z)ﬂZG e j£1 (1 + [zj1) .

Assim a desigualdade (6) € verdadeira para todo z em 5. -

Para concluir que BI(f,g) pertence ao espago H(G) resta - nos

verificar que

&lh B(f,qg) (§j+it) = ¢ (—l)n_|k| B{f,qg) (§j+i{t+ k © h})
ke
pertence a Gj onde j = (jl,...,j )y, k = (kl"°"kn) pertencem a

n
. J

h = (hl,...,hn) com hj # 0, =l,...,;m e t = (tl,...,tn)

I

i -
pertence a IR , e tambem que,
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ih _
B (£, g}l _ = max sup -2 i(f,g) (ktit)
H{G) k h,t I h G,
j=1
‘ o
seja finito. Seja entdo, 2z = (z;,...,2 ) € 8 e el oo m ) una

n-upla de nlmeros inteiros positives e colocamos

h
et '._........r i 1 = =
err zr + 1mr 3p (jr U,l,...,mr e r L,...,n)

Agora, de A.P. Calderdon {[2}, pag. 144) a integral ,

Z_+ih

r r an £
) R TR e EE R T A R R
z. 1 n

& o limite uniforme da sequencia de elementos,

m.~1 8n-—l £
N L - (U eeesB 2% o 4y U Gl ) -
jr=0 azl.uaz ]@zr+i”,azn 1 r-1 r(jr 1) r n
n-1
9 £
- (U. foue it 2 . LU PRI ).-g(u Favay
le...azr_lazr+l...32n 1 1 rjr_r+l n 1

urnl'zrjr'ur+l""'uh)

e assim por aplicacoes repetidas deste fato, obtemos
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z,+ih., z +ih_ Z_+ih
nn

A = - . T (e cae cae .as
B(f;g) {Z) Jz jz JZ (le...azn(ulr !un) ;g(Ul; ,Un))dun
1 r n
ey
m,—1 nh—l
“lim . ..lim © ... £ (ary/m ""'hn/mn)f(zl. peeeiZ ), G2 e, )
me  mpeo 3,=0 =0 51 My Bl "y
n I In
o
para z em 5 _. (convergéncia em I@).

Pela continuidade das fungSes envolvidas esta igualdade perma-

nece verdadeira para todo 2z em Sn' Para referéncias futuras escre-

Vvemos

(7 At B, gy (2) =

Hi_l n%~l
=lim ...lim % ... © T(ﬂl(hl/ml""’hn/mn)f(zlj SERYE NN Y- (LI IRRRRIE D)
00 LoD L= 1 =0

m e Jy 0 I 1 n 1 n
para tedo z em Sn'

Seja agora 3z = ktit = (kl+1tl,...,kn+ltn), m = (ml,...,mn) ;
uma n-upla de nUmeros inteiros positivos e colocamos
zrjr =k, + 1(tr+(hr/mr)jr) onde j_ = 0,1,...,m para r=1,2,...,n.

Desde que f € H(IE) segue gue

il
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Sm(z,h) =
m -1 ,
r 1(hl/ml,...,h /m )
n n
LOT(A f(zl. “"’znj Y, g(zl. resetZ . 1)
o . S5 n 5 In
j =0
r
1<r<n
i(hl/ml,...,h /mn)
Pertence a G,_, pois A n £{(z.. +.+.,2_. } pertence
: k 134 nj,
a Ek.
Seja
§(h) = suplg(k+i(trr)) - glk+it)l
' k
onde o supremo € tomado sobre todos os t = {tl,...,tn) e T =
= (Tl,...,rn) pertencentes a R de modo que 0 < Ty i\hjl,para

s,

3 =1,...,n. Entao para mj =2 J, j=1,2,...,n, da desigualdade

(1), temos

i (hl/ml! T !hn/mn)

i (A f(zljl,...,znj ),g(kl+ltl,...,kn+1tn) -
I
- g(Z s 4.,z I
131 nln T S
n
i“f“~ I ((h.l/m.) -&8(h).
H{(E) j=1 1

Somando sucessivamente em jl""'jn ; Obtemos
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| i(hl,...,hn)
T(ﬂ f(zl.r' -rzn); g(zlr.-.;zn)) -
n
-8 {z,h)l, < N£l T [h.| ).
m % = H@m) j=1
r.
Agora, sendo qj = 2 ], pj = O,l,...,qj (3 = 1,...,n}, usando
a desigualdade acima, escrevemos
ith,/qys...,h_/qg.) h
IR 'n" “n : 1
Fp (A f(kl+l(tl+ q, pl),...,kn +
hn hl hn
+ l(tn+E"Fh)'gﬂHfi(tl+§_ pl).---,kn+l(tn + E—Pn” -
n 1 n
hl hn hl hn
- Sm((k1+l(t1+31 pl),...,kn+l(tn +§; pn)),(az,...,ag)}ﬂ
n |h,| hy h
i "f“"— 1T '-EJ"— + 8 (_"".r-.-.rq_n')
H(E) =1 34 91 n

Somando sucessivamente em DyreeerPy obtemos

q,-1 q, 1 h,
Is (z,h}) - £ Z S {(ky+i(t, +== P.) ,see,k_ +
g PO _n L 1 g, 177 n
Pq 0 P, 0 1
h h h
- n L _TDyy
+ l(tn +qn pn)); (ql;ot.!qn)) Gk
n hl h
< hel_ T b, | 8(z=,.002®)
H{mE) j=1 91 9n
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Como
EETE T M h h h h
Do zos(srtet e,k e +Lp )y, L, D) =
py=0 P, =0 9. e 94 =
= S o JkyFit Lo kit ), (el b))
temos
| n hl hn
s (z,h) -5 (z, )1 < T£1 M oh. |8 (==, ..., =)
mod E °k T H(m) j=1 ) 9O 9y

Desde que 8(h) — 0 gquando h — 0, concluimos gue a sequéncia

(S _(z,h)) & uma sequéncia de Cauchy em G, e entao, converge
m mEINn k

a um elemento de Gk' Como Gk estd imerso continuamente no espago
de Banach, IG, segue que esta sequencia també&m converge em G
Mais ainda, de (7} concluimos que ela converge ac elemento

ﬂlh(f,g) (z}) em Gk'

Agora de (1), obtemos

h h
1 j e I i(ﬁl""'?f‘g) o Y
S (z,h) < T A T f(24. see=sZ . ) G{Z s geeerZ
m " - - 2 15 nj 13 n3J
Gy 3,=0 1 n B 1 n B
lirf_l‘l
m]’.";-l n l
< ¢ bl (1 |n.| —=) Igl
j=0  HmE) 3=v 1T H(IF)

l<r<n
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n
= £l _ gl T lh.] .
H(IE} H{IF) j=1

Desde gue a sequéncia (Sm(z,h)) converge a ﬁlh B{f,g) (z) em

mEINn
Gk obtemos
ih .
| A BUEQ LT g Igl

I n Gy H(IE) H(IF)

j=1
e entao, concluimos qgue
(8) IB(£,g)l < ITel_ gl

H(G) H(IE) H{IF)

Esta desigualdade nos diz que a aplicagao B & uma aplicagao bili-
near continua de H(IE) x H (IF) em H(G). Pelo fato de H, (IF)
ser denso em H(IF), a aplicacdo B €& estendida a uma aplicacao bi-
linear, J, de H(IE) x H(IF) em HI(G) e preservande a desigualdade

acima, isto &,

(9) lo¢e, gyl < Bel gl
H{G) H{IE) g{1)

Vaerifica—-se sem dificuldade gue a aplicagao B tem as proprie-

dades:
ah a7
o) 35, . ez DR Ryl = i) gy BlE.9) (2)
1 n 1 n
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onde h & uma fungao com valores escalares,continua e limitada em
o

5, e analitica em S, de modo que hg pertenga a HO(IF) (ver apéndi

ce A3) e
™ "
(11) Se .0z B(f,qg)(z) = h(z)az Y B(flrg)(Z)
1 n 1
h 3
sSe w——n—m. f(z) = h(2) —————— . (2} .
azl...azn azl...azn 1

A seguir veremos que estas propriedades sdo tambdém satisfeitas

para a aplicagac J, Para tanto, observamos que para y en H(G) e ¢

em H(IE) as aplicagdes

1 n Bn"
N(g) (2} = J ...J h(ul""’un)EEPTTTEE_ w(ul“..,%g dun...dul
S 17 %n
2 2
e
zl Zn an.
Nl(gol)[z)= J ...J h(ul,...,un)m ‘pl{ul'“"un)dun'“dul

s3o casos particulares da aplicagdo B e entao, de (8) resulta,

NGl < Heoll I
H(G) H (G) HAC}
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y I < lg | Enl

(B}
H(TE) l'g

(¢
11 T (1E) H(CT)
Agora, integrando as identidades em (10} e (11} obtemos respec

tivamente,

l n an
B(f,hq)(z)=J ...[ hu, ..., u ) n— B(f,g} (0, ,..., 1) du_...du
l 1 1 n le...azn 1 n n 1
2 2
= N(B(L,q)) (z)
e
zl zn an
B(f,q)(z)=f ...J h(ulx---;un)gg'”'"jig* B(fl'g)(ul“"’unhi%f"dul
% % 1v- 92

= N(B(f;,9)) (z)

Pesta Gltima igualdade e do fato Nl(fl)(z) = f(z), obtemos

B(N,£1,9) (2) = N(B(£},9)) (2)

Em resumo cbtivemos os resultados,

(12) B{f,hg) = (N © B)(f,q) , £ EH(E) , g €85,

(13) B(lel,q) = (N © B)(fl;g) ' fl € H{(IR) , g9 €& HO(IF)
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Consideremos a seguir um elemento ¢ em H(IF). Da densidade de

HO(IF) em H{IF}, podemos considerar uma sequéncia (gn)ne emz%(ﬁﬁ

v

convergindo a g, segundo a norma de H(IF), Entao de (12) e (13}

escrevemnos respectivamente

J(f,hgn) = (N o J)(f.gn)

J(lel,gn) = (N o J)(fl,gn)

Agora, da continuidade de J ¢ W o J, temos

{(14) J(f,hg) = (N o J} (£,9)

(15) I .90 = (N o J)(F,9)

‘De {14) e (15) obtemos respectivamente

n n iR
0 - J ¢
J( £,hg) (2} =55 N(J(£,9)) (2)=h{(2z) mo——w— JT{£,9) (2)
3z, . .32 9Z1 .02 azln.ﬁzn
o
" 3" "
Fao e 059 B =g Ty SN E9) ()= Ty N Epe) )

1 n 1 n l"‘azn
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n

d
lll

= h{z) J(fl,g)(z)

9z .0Z
I
e assim concluimos que as pripriedades (10) e (11} sao verificadas

para a aplicacao J.
Consideremos a sequir 0 < & = (el,...,en) < 1 e definimos a
2]

. ~ g = G
aplicagao bilinear T em TE x IF, tomando valores em & da se-

guinte maneira:

()] —
se x €IE, y €E€IF, e £ € H(IE), g € H(IF) tais que,

n
aza faz ®) =x , g(®) =y entac, colocamos
ll * -
_ n
1 n

Para verificar que T estd bem definida, observamos que

n n
3 3 oy S -
(16) mo——5,— £{®8) = 0 ou g(®)=0, entdo TNEY J(E,q9) (9) 0.
1 n 1 iyl

Sejam entao fl e g, em H(IE) e H(IF) respectivamente,tais que,

5k £
@) =x e g, (@) =y .
32, + - 0% _ 1

Logo de (16) temos
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o 3
57 oez. D Ee9N (@) m T JE 90 (0) =
1 1 n
" | 3
= e e, JETE 9 @) b T JE Ly gmgy ) (8) = 0
1 n 1 n

e assim T esti bem definida.

A seguir verificaremos que a desigualdade {2) & verdadeira, Con
sideremos entao, um nimerc positivo € e £ e g em H(IE) e H(IF) res

pectivamente tais que,

at
Tipioaz, Coh T X s 9l =y
n
e ainda,
el < JIx! o T € e gl < Yyl + g .
H({IE) IE H{IF) IF o
Agora, da desigualdade (9), obktemos
T ) 1
TT(x,y)1 = e g &, g) (i < laee, gyl <
GO azl...azn G0 = GG
< £ bl < (sl ot g) (Il + g)
- H({IE) H{Ir} TE IF 4
Desde que e > 0 & arbitrario, segue que
HT (x, ) ! o < Il o Il

G = IF@
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Para encerrar a demonstracdo deste lema resta-nos verificar que

T & extensioc de T,

. & ~
Sejam x em IE e y em IF. Podemos entao, considerar f em

n
H(IE) tal que, 5y 5z £(®) = x e também considerar a fungdo g

1792,
em HD(IF) definida por ,

n n
2
§{ I Zj - T 87)
- _ J=1 =1
glz) = g(zl,...,zn) = e v

onde § & um numerc positivo,

Assim,

—_ Bn 2il'l
T T
n
= 9 £(0), g(®) = T(x,y).

azl...azn

Dasta forma completamos a demonstragao do lema.

5.1.2. LEMA. Seja A um espaco de Banach e A' seu dual topoldgico,
0 dual [Ll(A)]‘ ; do espaco Ll(A), das fungoes integraveis, defini
das em IRn, & isomorfo e isométrico ac espago A(A') das funcoes g,

definidas em IR" e tomando valores em um espaco contendo A' e tais

que

(1) A gey =k (—1)“'|k| g(t+ k o h) € A’
kED
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AP )
(2) lgl = sup 189y
Ala") t h n I !
! n h,
j=1 7
onde t = (tl,...,tn) e h = (hl,...,hn] com hj #0, 3 =1,2,...,n ,

- n
sao elementos de IR

A dualidade é dada pela relagdo

<f,g> = f <f,dg >
IRn

Ainda

(3) |J <f,dg >| < lqgl N F3l ,

para toda f em Ll(A).

DEMONSTRACEO. Seja g € A{(A') e f € CC(A) o espago das fungoes
continuas, de suporte compacto, com valores em A. Definimos, neste

casc, J <f,dg >, como o limite das somas de Riemann, quandoc a
n
IR

norma da partigcaoc tende a zero, isto &,

[ m_-1 (hljl, e ,hnjn)
<f,dg >= lim T O<E(T,. gevesTos ), 4 Gy yeeesB o 1>
n 3 =0 lJ]_ Ny ljl “n
IR I
1i;<n
. < < X, h . = : R e
onde err < Trjr = T (jr+l) r rjr Xr(jr-l-l) err 1: r
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Pelo fato de f ser continua e de suporte compacto, e g ser de va-
riacio limitada em um retangulo contendo o suporte de f, segue que
a integral existe (ver J.C. Prandini ([1l], pag. 17 ).

Desde gue

m -1 {h.. s...,h_ .
T ( o1 Tay )>|
z <f T . TEEEA . ),- fﬁ\ g o ,.ctfx . >
i = 134 nj, 134 nj
l<r<n
mr—l n
< gl . 2 o Mf(T,. ,o..,7_ . ) T h .
= A(AT) jr:0 l]l njn A r=1 rJ.
l<r=<n
ocorre  Jue,
4 I
(4) |J n<f,dg >| < 1|g”A(A,) !fnLl(A) !
IR
qualquer gue seja f em Cz(A).
Consideremos agora uma fungao f em Ll{A). Da densidade de CC{A)

em Ll(A) podemos considerar uma seguencia (fm)mE em CC(A) conver

IN

gindo a £, sequindo a norma de Ll{A). Definimos entao,

J <f,dg>= lim J <f ,dg >
n m oo n m

iR IR

Este limite existe, pois da desigualdade (4) obtemos

|J i <f _.dg > - J : <f,,dg > | i”g”A(A'}“fm —fSHLl(A) .
IR IR
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Usando novamente a desigualdade (4) obtemos

1!

|J <f,dg >| lim 1J <f ,dg>] < 1im lgl (BN
n m: o0 n ® T omoe ARt Ly

Ir IR

Il

el 1 :

e assim provamos a veracidade da desigualdade em {(3).
Definimos em seguida a aplicacao,

v: AR — (LY @)

por

<f,v{g)> = J <f,dg >
r"

para g em A(A') e f em Ll(A).

Claramente, ¥ & uma aplicac¢ao linear. Também, de (3) temos

(5) D el gy < Ve, Gy -

Para mostrar que | € injetora, basta mostyar que se P(g) = 0 ,

entao g & equivalente a funcao nula. Para isto, consideremos umele

n
mento gualgquer X em A e coloccamos f=X[a b X1 onde [a,bl= T la,,b.]
r j:l

e XB & a funcao caracteristica de B. Logo ,
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0 = J <f,dg > = J <f,dg > =
= 1lim L <Ff(1q: seesrt o ), A Xy reew X . 1>
o ljl M ljl n
Iy
l<r<n
m —l (hljl;'- ;hnj ) h
= lim I <x,A DGRy s peensX . I =<x,0 gla, ees,a )>
jr 0 1 n
1<r<n

onde h = (bl-alr b2—a2,...,bn—an). Portanto

h
< x, A g(al,...,an) > =0

n
para todo x em B e, qualquer que seja o retangulo [a,b]l= T ijL]C
3=1
C 1R, Logo
h
< x, A gl(t) »>=0 ,
guaisquer gque sejam X em A, t emn IR" e h = (hl,...,hn) em IRn,h_%O
]
3 = (1,...,n). Pelo tecrema de Hahn-Banach, segue que
h
A glt) =0
para t € h nas condigoes antericores. Assim “g”A(A') = 0, e entao g

& equivalente a fungao identicamente nula.
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A etapa seguinte serd mostrar que | & sobrejetora. Para tanto,
consideremos F € [Ll(A)}‘ . Nossa intencao sera definir uma fun-
cao g em A(A') tal gue y(g) = F, Entao, para t = (tl,...,tn) e "

e x € a, definimos

n-s

< = (=
x,g(t) > {~1) F(X[O;t] X}
onde s & o numero de componentes positivas de t = (tl,...,tn).
Desd e X X+ A = X + A% ue ue ara
esde qu [O,t]( v) [0,t] * [o,t] ¥ ©8¢ 4 P

cada t € IR", g{t) & linear. Também ,

i

< x,g(t) >| | F (X x)| < HFMHX[ x|

[0, t] 0,81 1 4,
n

= IFl T fey] Ixd ,
=1 A

ou seja, para cada t € IR", g(t) & uma aplicagdo linear continua

definida em A. Logo glt}) € A" e consequentemente,

s® g(r) € a

Ainda,

h h
ta” gtt)l,, = sup |< x, & glt) >| = sup |F(X x) |
U a bxlcy LEoerR]

| A

iyl

| an |

n
sup {IFl <l ©

Ih.|} = I®l
Ixl <1 j=1 1

3
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Assim,
A% g(e)
=== < IF]
1 h, A
j=1
e entao,
(6) Igly aey < 0ED,

acarretando que g € A(A'},

. n
Mostraremos agora gque Y{(g) = F. Seja t = (tl""’tn) em IR ,

e j o elemento de O cuja p-€sima componente serd 1 ou 0 se a p-&si

ma componente, t_, de t for, respectivamente, positiva ou negativa.

Assim,

< X[O,t] X, v{g) > = f < X[O,t] x, dg >

R

= <x, pd O E-ll-io ¢t gl(1-i) o t >

=‘<x,(—l)n"]j| git) > = (—l}n_ljl < x,glt) >
= g ¥-
n
Agora, sendo I = 1 [a"bj]‘ ocorre que a funcao caracteristica
i=1

Xy, de I & uma combinagdo linear de fungoes caracteristicas de in

tervalos do tipo [0,t] e entao, pela linearidade da transformagao
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T, acarreta gue
F{X. x) =< XI x, Yplg) > .

I

Deste fato, conclulmos que

m 1
F( ¢ X xj) =< T X x., Ylg) > .

. I. I
j=1 j=1 73
Desde gue O espago,
m
M={z Xy Xy | Xj € A, Ij & um intervalo limitado com lados pa
=1 73

ralelos aos eixos coordenados, m € IN} € denso em Ll(A) segue que

F(f) = < £, plg) >
para toda funcao f em Ll(A), ou seja ylg) =T,
De (5) e {(6), cobtemos

ou seja, VY & uma lsometria.

Completamos assim, a demonstracao do lema,

5.2. 08 TEOREMAS DE DUALIDADE

Veremos inicialmente, um resultade que € uma parte do teorema

da dualidade a que nos pPropomos encontrar.
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Salientamos que, se IE = (Ek|k € 1) entac, IE' = (E}‘(!k €0
onde, Ep &€ o dual topoldgico de E, . Lembramos também, que se o es-—
pago NIE, for denso em cada E, , k € 0 entao, Ex é imerso continua

mente em (NIE)' e consequentemente, TIE' &, também, imerso conti-

nuamente em {NIE)'

5.2.1, TEOREMA. Seja IE = (Ek|k € 0) uma familia admissivel de es

pagos de Banach, de modo que NIE seja denso em cada Ek’ k € [0, En-

tao,
o)
(1) {IE'] C [IE]}
=
(2) HY‘”[IE]é i.HY'”[IE']G
para todo vy' em [IE']G e 0 <« 6 = (el,. .,en) < 1

DEMONSTRACAD. Consideremos ¢ funcional bilinear < , > , fefinido

em (LIE') x (NIE) por,

<ylyx 2=yt x)

para todo y' em ZIE' e para tode x em MNIE, Claramente, se y' & um

elemento de EE e X um elemento de IE ocorre,

1< y'yx > o< Ayl bkl
— Ek Ek
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Assim, pelo lema 5.1.1, temos

1< y',x >] < lyrd I st .
sl em

&)
para vy' € [IE'] e x & NIE. Isto significa que y' guando restri
to ao espage NIE €& um funcional linear continuc, segundo a norma

! “{IE]@ , com norma nac excedendo a "y'“[ﬂaﬂe

Desde gue o espago NIE & denso em [ IE] o funcional y' & estendi-

Qf

do, de modo Onico, a um funcional linear em [IE]Q, com norma naoc

excedendo a “y'“[ @-Assim todo elemento y' em (e & identifi

IE ']

cado com um elemento de [IE]é e ainda ,

ny-u[E]é < by'lippe

Completamos assim a demonstracao do teorema.

Para obter a reciproca deste teorema nos apoiaremos no seguin-

te lema.

5.2,2. LEMA. Sejam ITE = (Ek]k € 0) uma familia admissivel de espa
¢os de Banach, de modo que a intersecgao NIE, seja densa em cada

E,, k €0 e IE' = (E];]kED].Entéo se f € H{IE) e g € H(IE"),

kl’

temos

n
(1) I= ()" 3 f | <EGHIE) P (9,8), dg(keit) > = < £), EEL%E— ©) >
o 'R 17 %p
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para 0 < © = (el,...,en) < 1, onde Py & o nlcleoc de Poison intro-—
duzido em 1.4,

DEMONSTRACAC. Inicialmente, consideremos f no espago HO(IE). Da

definicao deste espaco, HO(IE), (Apéndice A.3) segue que £ & uma
combinagéo linear de elementos da forma x.h{z) onde x € MIE e h &

€ H(T), isto &,

com Xj € NIk, fj € H(C) e m um nlimero inteiro positivo. Podemos

entiao escrever,

m
I = (-1"% % { < 3 xjfj(k+it)Pk(®,t), dg (k+it) >
ket =™ J=1
n il
= (-0 ¢ 3 I < xjfj(k+it)Pk(@,t), dg (k+it) >
ke j=1 IRn
n m
= (-1) T z J fj(k+it)Pk(®,t}d < xj,g(k+it) >
ked =1 IRn
n m 31
keD =1 n J 19
IR
Ou ailnda,
m n
2y 1= (-1)"%z s { f.(k+it)Pk(®,t){§E——ga§E—— < x.,qlkHit) >1 dt,
ked =1 n - 177" J

IR
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o :

Consideremos a sequir as fungoes hj: s, — € definidas por

a].'].
= < 9 9 __
hj(z) Xj' le...an (z)>.
’ Q
As fungoes hj sac limitadas em S,. Para tanto, consideremos
i N - k i - . ang 1
uma decomposigao L al(z) arbitraria de ——A{z), em LIE"',
GZ s .08
= 1 n
Logo,
k k
[hy ()| < T |< x,,a,(z) > < 1 Ix.I Ha.(z)HE,
] kea 3 ] “xen J B k
< bx i £ ua]f(z)uE, :
T 3 nIE ke k
Da definigao 1.1.1(1), da norma ! “zIE' , Obtemos
2" g
h, < x| I i .
| j(z)l - X] NIE azl...azn () LIE?
Pelo corolario 3.2.5, seqgue dque
|h.(2)] < Ix.1! fgh
J -  J H(IE"')
o o

para todo 2z em Sn' Isto significa que hj e limitada em S

o
Também,as fungoes hj sao analiticas em 5, e,

3h ., an+1
——1(2,. sZ) =< x., (Zapeee @ ) > .
9z L n J Bz_...822 +0Z 1 o
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De fato, desde que

3n q Bn
(l/r)[Qzl...Sz (zl,...,zi+r,...,zn)w le’ 55 (zl,...,zn)] -
3n+1
- (a BZZL o2 (er -rzn) = F
Zyeee327...32,

pertence a LIE', podemos considerar uma sua decomposicao gqual-

quer, digamos Z a . Logo

I=N
|(l/r)[hj(zl,...,zi+r,...,zn) - hj(zl""'zn)] -
8n+1 g
- <x., (Z,,-0-,2 ) >
J 2 1 n
le...azi...azn
= |<x,, . a > < g lx.I la | < Iy, ! Lor la .
3" yen * T x€o J o, Kegr = 3 om xen E’
k k
Segue entao, que
1 + _ -
| /r)[hj(zl,...,zilr,...,zn) hj(zl""‘zn)]
an+]_ g
- < x., (zo,.o.u,z_ ) >l<lx. 1 el .
3z ...Bz?...az I n - J nE TIE

1 i n
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Desde que IFl — 0, quando r —* 0, segue que hj € analiti-

LIE!
ah. =+l
ca em z, e ainda, —L (z,,...,2) =< x., 2 g (Zy1aeas? ) >
i 3z . 1 n 37y . 1 n
Z 1 L azi - . azn

o
Como as fungoes hj sdo limitadas e analiticas em S_, segue que

os limites nao tangencial existem e ainda,

n
n d <

.20t
Il

atl ) >, Assim es-

lim h. {s+it) = (-1}
s+ita+k+it0

tendemos hj continuamente a Sn' definindo~se

-
Xj' g(k+1ho

n

. _ .\ 7 3
hj(k+1t) = (=i} TR
n

< x%x,, glk+it) >
1 3

para todo t en IRY e k em 0. De (2}, cbtemos

m
I = £ (X [ f.{k+it) h. (k+it) Pk(ﬂ,t) dt)

j=1 k€0 /.0 J ]
m m n g

= § f£.{(®) h.{0) = ¥ f£(0) < x_, e (B) >
4=1 ] ] j=1 J azl...azn
m I'lg an

=< ¥ f.@)x,, (®) > =< £(0), % —(®) > .
3=1 3 3 azl. .9Z azl...az

Provamcs assim gue,
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(3) (—i)n z J < f(k+it)Pk(®,t), dg{k+it) > =
kel e
A
= 3 9 e
< £{@), 32 . ... 0z ey >,
1 n
para tecda f em HO(IE).
Consideremos agora ¢ caso geral onde £ € H(IE). Desde que, o

aspaco HO(IE) €& denso no espacc H(IE), podemos considerar uma se-

quéncia (f_)

2 mem S HO(IE) converginde a f, na norma de H{IE). Se-

guem-se entao, 0s fatos

(4) Hfm{k+it) - f(k+it)HEk < Hfm - fHH

(IE)

(5) "fm(g) - f(G)HIEa < Ilfm - fHH(IE) ,

acarretando, esta 0ltima desigualdade, que fm(G)mv+ £(0), em IE,,

guando m —= *,
_ = )
Agora, pelo fato de g € H{IE') ocorre que EE———E—E—(G) e[ IE"]

l-noan

e entao, como vimes no teorema 5.2.1 quande restrito ao egpago

n
MNIE , gzg——ggz—(G) & um funciocnal linear continuc segundo a norma
1°**""n

i HIE . Desde que o espaco NME & denso no espago E, (apéndice
&

A.4), este funcional é estendido continuamente a Eg . Assim,
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n n
< £(Q), 9 g (@) > = 1lim < fm(@)f 99 (©) >.

le...BZn oo le..fBZn

De (3), obtemcs

n
3 = - n j i 1 . :
Y (8> =131 (~-i)" lim J <fm(k+lt)Ek(O,t),dg(k+1t)>

< E(G)’Bz
1 n kel m-roe IRn

= T (—i)nj <f(k+it}Pk(®,t), dg (k+it)>

R"

Observamos que a ultima igualdade segue de 5,1.2(3) e de 5.2.2

{4). De fato

]J < £ (kFit) ~f(k+rit))py (o,t), dglk+it) >| <
n

IR
< gl I (f (k+it) -£(k+it)) P _(o,t)
- T H@EY m k Ly (By)
< gl g - £ J P ( ,t)dt
— I m H(IE) k
H{OE'). .
n kj+l !
= lgl i 1+k.) + (-1 6.1 £ -¥£l .
Weimy i [{1+ky) + (=1) 50 Y T (1E)

Fica assim, encerrada a dgmonstracaco do lema,

Discutiremos a seguir a reciproca do teorema 5.2.1.



130

5.2.3. TEOREMA. Seja IE = (Eklk € 1) uma familia admissivel de es-

pacos de Banach de modo que, a intersecgdo NIE seja densa em cada

B, . k & 0, Entao, para 0 < 0 = (Bl,...,ﬁn) < 1, temos
a
(1) [IEIé ClE"]
e
I G
(2) uL“[IE]é LH[IE,] .

18]
para todo L em [IE'] .

DEMONSTRACAO. Consideremos L € [IE}é . Este funcional linear defi

nido em [IE]6 , induz um funcional linear 1" definido em H(IE) por

I, (f) = L{(f(®)}, com normas iguais. De fato,
A
= ® l£(@ I
L (f) | lL(£(©) ] < IILll{IE]é f(O)HIE@ < LH[IE]é IlfliH(IE) ,
ou seja,
v
(A
(3) Ly gy = 17 [1B1}
Agora, para um elemento gualquer x em IE® e © » 0, existe £ em
I e) = ; i
H{IE) tal que ”f"H(IE) < lx =, + e e f(©) x. Assim,

Y A i
IL{x)] = |L(E®©))] = | (£)] < L ”EHIE)‘ “an(IE) < iL HH(IE)'(“XHIE®+E)
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Desde que, ¢ > 0 & arbitrario segue que,

(4) 1Ll ey o < 17

[IE] H(IE) " °

Portanto, de (3) e (4) seqgue [Ll = ILl = L H(IE)' -

Representamos por (£ ; k € 0}, um elemento do espag¢o I Ll(Ek),

K ke
e colocamos,
X={(f; x €O | 3f € H(IE) , £ (8) = f+it)P (0,80} .
E claro gue X & um subespaco vetorial de T Ll(Ek] .

ke

A seguir consideremos o funcional linear ), definido em X por,

_ N
)\(fk:kem)"L (f) ’

onde fk(t) = f£(k+it) Pk{e,t). Que o funcional ) esti bem definido

segue do lema 1.2.2, Usando o corolario 1.4.2(2), obtemos

1

lA(fk; x € O | |L(£(o))y| < Inl

< [IE]é uf(@)nIE

&)

I A
3]

¥ J ﬂf{k+it)HEl Pk{@.t)dt
IRn : k.

I£, (6)l_ at =l £, 1
LR Bl

, =
(1B} e (g

(rzpy VR K €O g 1

ked

Il
=

k)
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Ou seja, » € X' dual topoldgico de X e, Il f—“L"EE]' . Portanto ,
&
) & estendido a um funcional linear continuoc X , em I Ll(Ek)com
k€D
Ial = 130 .
Agora, do iscmorfismo ¢(v)} = (wk: k & [) onde @k(fk) =
=w(0,...,0, fk,O,...,O) entre os espacos [ 1 Ll(Ek)]‘ , e
1 k k<O
T [L (Ek)]' , e do lema 5.1.2, temos
kKCED
o= (gk; k € O) com Iy S ﬂ(Ek) .
Também,
ME k€0 = YCE (0,...,0,£,0,...,0)) =% X0,...,0,£.,0,...,0)
kel keO
= (}\)(f)—f{ < f ,dg, >
_ kK 7k k k
k&D ke IR
ou seija,
(5) 'X(f:kea):zf < £, dg, >
k j k k
ked 1"
Ainda,
by = |3 e (Y )
[ () (£) ] (X0, ...,0,£,,0,...,0) IR T(0,...,0,£,0,...,000 Ll(EK)
k<O
< Ll (E
— ! 1 .
[IE]y Tk e

k
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Logo,

e < I y o+ (ke .
k [Ll(Ek)]' - [TE]g
Desde que, h(x), | g, | . segue que,
rte)) kA (B )
(6) max{ﬂgkn |k €0} < “LH[IE]é

ACEL)

A seguir consideremos x em (ME, uma fungao ¢ em H(L) e flz} =

= y¢(z),x., B claro que f € H(IE). De (5), temos

P (O)L(x) = L (0)x) Mﬂ@)=ﬂ%;k€m=iw-keﬂ)

k?

z J . < £, dg > = I J . <flk+it)P, (0,1), dgk(t)>

e
k = k<O IR

= 7T J < g {k+it)x Pk(@,t), dgk(t) >
ke IRn

ou seja,

n

\ 3
J . w(k+1t)Pk(®,t){at

(7) ¢ (®)L (x} = —
B ‘at
TR t n

T < x,gk(t) >]dte
O

Portanto, se ¢ (®) = 0 a Ultima soma & nula. Mostraremcs a se-
guir gue este fato implicard na existéncia de uma funcao a(x,z) a-

O
nalitica e limitada em 5, continua em Sn e de modo que ,
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n
al{x, k+it) = gz—g—MEE* < x, gk(t) p
1ee -0ty
Para tanto, colocamos
m - (1/m)
cpk(t) = (01 m) < x, A gk(t) >
j=1 -

n
onde m = (ml,...,mn) , 1/m = (l/ml,...,l/mn) e t € IR .

Agora, para cada m fixo, pela proposicao A.5 {apéndice), pode-

mos considerar a funcao W continua e limitada em S, harménica em

o]
Srl e de modo que, .

u_(k+it) = dp (t)

Agssim,

kéD J N Um(k+it)Pk(®,t)dt = pm(G) = um(El(O)""Ig (0))
IR

-ird, 1r8j
1 zZ.e - e .
onde, Ej(z) = T log( —— Yy, z €T , |z[ < 1, 7=1,...,n.
- isl isn
Definindo hm(s) = hm(sl,“.,sn):=¢k(1krﬂﬁl(e L.._;kalgl(e Y se
isj
Re gj(e ) kj’ onde k (kl,...,kn) O(neste caso chamamos hm

e y m
a fungao associada a ¢;) temos
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j o 1 2m 2m
L ¢ {tip {Q,t)dt = [ J h (s,;+..,8 }ds_...ds, .
keo S KT R (2m™ mod o !

Desde que Yy = A(Eé), segue que as funcoes ¢§ formam uma fa-

milia uniformemente limitada e entdo por passagem ao limite, suces

sivamente com mj —+ @, § = 1,2,...,n, obtemos
a1
)} J [ wp7——— < x, g _(t)} > 1P _(0,t}dt =
KO n Btl .- atn k k

1

4

2T 2m
= [ ...J h(sl,...,sn)dsn...ds

aI'l

<
...oC X
n

onde h & a fun¢ao associada a t) > .

3t EN

1

Também, a igualdade acima permanece valida se substituirmos a fun-

cao,

3" o
B+ .. 0 < %, g {t) > por B{t)gp—mp— < x, g (L~

1 l...Btn

onde B(t) & uma funcgdo continua e limitada em IR™, e h & a funcao

n
associada a A8{t) EE—E—-SE“ < x, gk(t) >, Para ver isteo basta come-
1°°"%™n
car com
m n (1/m)
¢k(t) =( T m,) < x, A gk(t) > B{t)
j=L

e proceder como anteriormente.
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Em resumo, ja obtivemos os fatos:

n
]

(8y I J w (k+it)P (@,t)[**"“““’“"< x, g {(t) >]dt = 0 ,

ke n k atl...atn k
IR
para toda funcdo ¢ em H(T) de modo gue v {(9) = 0 ;
Chl ( ]
(9) 5 J [0 < x, g (t) >1P (0,t)dt =

1 2 2
= [ ...J h(sl,...,sn)dsn...dsl

n
onde h & a fungao associada a —L < x, g, (£) > ;
atllocatn k

n
5
(10) = J B(t)] < x, g () >1P, (0,t)dt =
IRn Btl...BEn k k

1 2T 27
i (2m) " I "°J hl(sl"°‘r5n)dsn...dsl

onde B & uma fungdo continua e limitada em IR", e hy & a fungao

n
associada a B(t) 3 < X, gk(t) > .

Btl...atn




Agora, para 2z = (Zl,-..,Zn) €8, >0 e n, (3 = 1,...,n)

nimero inteiro positivo, colocamos

1ﬂZj iﬂ@j n
_ e - e j
ey(z3) = = oL
= - a
n £Z
vi(zg) = T w¢v,(z.,) e
s 373
e,
n
g(z) = 1 ¢, (z
=1 J 3)

Da igualdade (8), temos

Bn

5 J w(k+it)[§E"TTT§E*
n 1 n

< x, gk(t) > ]Pk(e,t)dt = 0
kel IR

A segulir, passando ao limite com ¢ — 0, temos

n .

3
{11) I J B{k+it)| =
KeQ n Bty ... 0t

< x, g () > ]Pk(@,t)dt =0,
IR .

ou seja, da igualdade (10), temos

137

um
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1 2 2T
J ...J h, (s ...,sn)dsn...ds =0 ,

onde,
isl isn
hl(sl,...,sn] = B(kl+1(1kl—1£l(e )),”.,%ﬁi(ﬂ%;lglfe 1)}
A0 isl isn
[m < X, gk{lkl_lgl(e ),...,lkn_lf_'n (e )) >]
isj
== _ E 1
se Re Ej(e ) kj e k (kl,...kn) 0. Ou seja ,
isl isn
hl(sl,...,sn) = B(El(e },...,En(e )).h(sl,...,sn)
Como,
isj injsj
¢j(€j(e }) = e ' i =1l,ee.,n
temos,
is isn n in,s, n
Blegle Dvusg (e ™M)= 1 e )3 =expli I nys.) .
j=1 3=1 J 1
Assim,
n
hl(sl,...,sn) = [exp(i jil njsj)]. h(sl,...,sn)

_=d
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e portanto,

2T 2T if{n,s . +...+n_s_)
1 J ...J his, ..., )e L1 Pds L..ds) = 0
(2} 0 0
Vemos entao, que os coeficientes de Fourier, ¢ = o de
n (nl;...,nn)
h, sao nulos se n. < 0, § = 1,,...,n.

]

Mostraremos a Seguir que, se uma das componentes dos Irndices
dos coeficientes de Fourier de h for negativa entao, o respectivo
coeficiente seri nulo.

Por razodes técnicas e de clareza vamos nos fixar no caso n=2,

Inicialmente para t2 fixado em IR, colocamos

gl(tl) = glo(tl,tz) - glo(tl,O)—glO(O,tz) + glO(O,O)

para todo t; em IR. E claro que 95 € g; Pertencem a A(Ebo} e
e A(Eio), respectivamente.
: : A < ; = L,
Para L € {EOO’ Eyg 8, x € B, Eigr ¢ H{E) e £(z)=yp(z}).x
z € €, a igualdade (7) (para © caso n=l) nos permite escrever,

tl}dt +

1

x ' a -
@(el)L(x) = J_w @(ltl)a"{;‘”‘ < X:go(tl) - (el:

1 0

TE (el,tl)dtl ,

+ Y (1+1it) 4 < X,g.{t;) > P
o 1 11 1
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ou seja,

[vu) . B a
J_m'{? (ltl)["g—'{:—l <X; goo(tl,t2)> - Btl <X, gOO(tl,O) >]Po(e

® . 3 3 | ~
Jﬂmw(l+1pﬁ[§EI-<x,glo(tl,t2) > 3t1'<x’glo(t1,0) >]Ei(%ftl)dtlw-0

para toda ¢ € H(L,E) satisfazendo a condigao, ?(Bl) =0 .

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

© 2
i
i —4__ < > -
(12) J_mw(ltl)[atlat2 x,goo(tl,t2) IPO(ol,tl)dtl +
) 32
+ J_mw(l'{“ltl)[m<x:g10(t1:t2) > ]Pl(el’tl)dtl = 0
para toda v em H(C,T) e w(ﬂl) = 0.
De modo analogo, obtemos
o 32
(13) J-ww(ltl}[5E13€E < x,gOl(tlrtz) ]PO(Bl,tl)dtl +
o 82
. < _
+ J_m¢(1+1tl){§EI§€; x,gll(tl,tz) > ]Pl(el,tl]dtl 0

para toda ¥ em H(T,C) e ¢(61) =0 .



Escolhamos agora, arbitrariamente um numero s, em (0,21) dis-
is
tinto de 2m6,. Para este nimero, hd duas possibilidades: Raiz&a 2
is
= 0 ou Re 82(e 2) = 1. Consideremos inicialmente, o caso
is2 i52

Re Ez(e } = 0, coloquemos t2m'—152(e ) e definamos

)

12 _ 1 1,

_ 1 _ L -
900 (€1 +EI't2) Jo0 (¥1%5 +m2) T Ggg ity ty) >

_ 1 1.

' 1
5) glo(tl,t2 + ﬁ;] + glo(tl’tZ) >

N !
910 %1 TR, "

para tl € TR, m. e m, inteires positivos.

1
- 1M S T .
Desde que as fungoes ¢0 e ¢l' sac gontlnuas e limitadas em
TR, existe uma fungdo umlmz, harmdnica em Sy continua e limitada
em Sl- (ver proposicido A.2, apéndice) de modo que
oo ) = ¢§lm2(t)e we (1+it) = ¢Tlm2(t) .

m) ., 1™
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mlm2 mlm2
Ainda, associadas as funcgoes o T e ¢ temos as fungoes
hm m definidas por
172
m,m, is lSl
hmlmz(sl) = ¢O (—151(e ), se Re(il(e y) =0
e
m, m is is
_ 172, . 1 1 _
hmlmz(sl} 97 {1 1E1(e 1), se Re(El(e )) = 1,
) , e—lﬂﬁl ) elﬂel
onde £.(z) = = log{—" )
1 im 2 - 1
Assim,
ol 2 e (6 e a +Jm 512 (¢ yp (ot 0t =n (0.) =
_. @ 1071771 1 w1 1711771 m,m, 1
27 is 20
1 1 1
= (£.(0)) = = J (£, (e Ylds, = = h (s.)ds
Umlm2 gl 2 0 umlm2 1 1 2n J[O mlm2 1 1
Passando ao limite, suceSsivamente com my e, m, o ch-
temos
1l e 2 1 21
{14) I J [ < %x,9..{t,,t,) > 1P. (6., )dt =—-J hi(s,,s.)ds
i 3t oL, 30 M2 s R R R B 1072755

onde,

m
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_ . 1 . -
h(sl,szl 351852 x,goo(“lil(e . ﬂlgée ) >, se Ha&l(e )=
e
32 isl is2 isl
h(sl,sg) =B—S-Ig§; < X,qlo(l—l El(e ),—1E2(e ) >, se Re E_.l(e }=1.
is2
De medo analogo, se Re £, (e ) = 1, obtemos
1 (m 32 1 2m
j=0 /- 172 0
onde,

'82 isl iSZ iSl
h(sl,52)~ ﬁgzggg‘ix,gOl(-lgl(e ),l-liz(e ) > , se Re il(e )=0
e

B2 isl is2 isl
h(sl,sz) =§§Z§§;- ‘CX,gll(l“lEl(e Y, 1—1&2(e W>, se Re éil(e Y= 1.
Agora, sendc

s imo

e-—T[Z - e 1 nl 22

v (2) = (— —: ) e

inz 1ﬁ€I

e - e

definida para z em S usando {12) e (14) e, procedendo-se como an

l.v

teriormente encontramos,
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2T in,s
1 171 _
5 {0 h(sl,52)e dsl =0
Assim,
21 2 in.,s -in.s
Cion. ) = 1 5 [ J h(sl,sz)e 11 e 272 dslds2
1772 (2my< 4o 0
2r 27 in.s -in,s
= 1 > J [J h(Sl:SZ)e 1 ldSl]e 22 dSZ = 0
{2) 0 0

De modo analogo, usando {13) e (15), com

inz lﬂel n 2
_ & - e 2 £z
v (z) = T8 ) e
irz M1
e -e
obtemos
cC =0 .
(nl n2)

Portanto se pelo menos uma das componentes dos Indices, dos coefi-
cientes de Fourier de h for negativa, o respective coeficiente &

nulo.

i(nlsl+n252)
Desde que o sistema {e [ ny.n, €2} & um sistema

2
ortogonal completo em L ([0,2n] x [0,2n]) @ h pertence a este es-

pago segue que a fungac h & a soma de sua série de Fouriler. Logo,



145

' iin.s.+n.s.)
h(51’82) = ) C( )e 17l 2
n. >0 nl’nQ
[
nziO
onde,
2n 27 -in_s_-in.s
c{n Mot = 3 ( his,,s. e L 272 ds.,ds,. .
1'"2 A P 1752 1972
(2m)
Desde que h & limitada, existe entao, um numero M > 0 tal gque

ih(51,52)| < M, para todo (s,,s,) em {o,2n} x[0,21]. Portanto para
zy ez, em T e 1zl| < 1, \z2| < 1 temos

I
T j i M
2o slo 1997 ST
1 2

gquaisquer que sejam Os nimeros inteiros nao negativos, n

1 e n2. IE
to implica gue a série dupla,

T C C lezzz
nliO )

nziO

& absolutamente convergente. Logo,

oo n T
5oc ¢ zllz22 = (% oc g 11)222

nliO 1 2 =0 n.=0 12

nziﬁ

Agora, para cada n, fixado, a fungao
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a {z,) = 1 C Z
n2 1 n. =0 nyn, 1
' 1
& holomorfa no disco unitario |Zl| < 1,
Ainda, a série
n
2
T a (z.,) =z
) n, 1 2
1—
n230

& guase uniformemente convergente no disco duplo,
D(0,1) x D(0,1) = {(zy,2,) | |zq| <1, |z, < 1}.

De fato, seja r um numero real e 0 < r < 1.Para |zl] < roe [zz|<r

temos,

e entao,

Isto implica que a série I a  (zy)z, € uniformemente conver-
n,>0 2

gente no disco duplo, {(zl,zz)| Izl] < r, ]zz| < r . Assim a sé&

rie I a (21)222 converge guase unifermemente em D(0,1) xD(0,1).

n;iO Ny

Entao, por um resultado em  Saks -~ Zygmond (| 1], pag. 151) segqgue
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que a fungao

n

i _ ) Rt 5

h(21'22) - % “n.n. 21 %2
nlio 1

n2i0

& holomerfa no disco duplo D(0,1) x D(0,1).

Ainda E(zl,zz) & limitada neste disco duplo. Portanto, para z, fi

2 il
xado em D(0,1), existe o limite lim is E(zl,zz), para quase todo
z,—e 1 ~
s, em [0,2m] . De modo andlogo, existe o limite lim , hiz,,z,)
1 152 1772
Z.,—@

para quase todo s, em [0,27], com z, fixado em D(0,1). Finalmen-

2 1
te, sendo h analitica e limitada em D(0,1) x D(0,1) segque que o
limite nio tangencial de h existe em quase todo ponto da fronteira

reduzida,

is is

Cl0,1) % €(0,1) = {(e *, e %) | s s, €l0,2r I},
isl 152
e seu valor em (e , e ) e igual a h(sl,sz).
Definimcs agora, a fungao
-1 -1
a(x; 21,22) = h(f_‘,l (z), &, (22)} .
o

Claramente, «(x;Z,,2,) & holomorfa e limitada em S, e pode ser es-

1

tendida continuamente em 82. Ainda,
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. — -1 _ 1sy sy
(x;k1+1tl,k2+1t2)=h(€,l (kl+1t1),£2 (k2+1t2}) = h(e , e )
32 . 1s) 5,
172 172
a2
= <X, g (t,,t,) >
Btlat2 (kl,kz) 1r=2
Portanto, obtemos
32
wix; k+it) = u(x;kl+ltl,k2+lt2) = 5{;3;; <X, gk(t)>

para k = (k } €0, como queriamos (conferir pag. 113).

:1,k2
Segue da definigao que, afx; zl,zz) & linear em ¥, para 21, 22
o }

fixades em 82. Mas ainda, do lema 1,2.2 e da desigualdade em (6},

temos
lalxsz ,z )| < max sup | al{x; k,+it,, k +it,)]
1772 - - 1 1 2 2
?2
= max  Sup | =ear— < x, g, {t,,t,) >|
KEO ., E Dtlat2 kK717 72
172

< s I !
< r}:gixr t‘;uz xl]Ek i gkl )

- 1772 B 3
< ”X”ﬂIE max quHA(E‘)iA”XHﬂIE ”L“[IE}'

kel k &

i
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(8]
Isto significa que para cada 1z = (zl,zz) fixado em Sy ol ,2)

D

um funcional linear continuc no espago NIE.

Podemos assim, definir a funcao

O

oo 52 —_ (NIE) !

por < x,alz}y > = < x,a(zl,zz) > = gix;z}).

o
A funcao o € limitada em S, . De fato,

[< x,0(2) >| = Jalxiz)| i—"Lﬁ[IE]é Il e

ou seja,

(16) be(z) < ol

(NIE )’ [1E]}

O

acarretando que o & limitada em 8,

Também, « & holomerfa em cada varidvel separadamente., Para tan

0 o
to fixemos z, em Sl e consideremos um compacto K em Sl’ contendo
Zq- Sejam u e v numeros complexos tais que zl+u e zl+v estejam
ol
em K. Desde gue a(x;zl,zz) & holomorfa em S, , temos
1 .1 1
lﬁﬁu_v{a[a{x,zfu, z,) = wlx; zq,2,)] - G[“(X'vafzz)

- a{x; fz2)1}] = M{a, x, K}

21

onde M(a, x, K) depende de o, de x e do compacto K.
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Reescrevendo a desigualdade acima, temos
1 1 1
< X, oo {a [a(zl+u;22) - alzy,z,)] - [a(zl+V,22) -
G(erz2)]}| = M(Ot: Xy K)
ou seja,
1 1 1
* & i _— 1 - = -
| x** { T Iu(a(zl+u,z2) @{zq,25)) S lalz +v,z,)
a(zl,zz))]}l < M, x, K)
Desde que o subespago, B = {x** | x € NIE} & um subespac¢o determi
nante para (NIE)', pelo principio da limitagao uniforme, obtemos
B folz,+u,z,) - oalz,.2,)] - L [c{z tv,2,)
P P o177 22 ) v L 7772
- alzyez) 1] < MlaK) [u - v

onde M{a, K} depende de o e K.

Desta Gltima desigualdade segue gue a(zl,zz) € holomorfa na varia-

[t

vel zy com z, fixado. De modo analogo, concluimos que a(zl,zz)
e}

holomorfa na variavel z., com Zy fixado em Sl’

Definimos agora a fungao,
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Q
g: S, — (NIE) !
“1 (22
pondo g(z) = glz,,z,) = Jl b alny,ny)dn, dny
2 2
o)
A fun¢ac g € holomorfa em 82. Ainda, g & unifermemente continua

O

em 52 . A primeira afirmativa seque do fato de o ser holomorfa em
o

82 . Para a segunda afirmativa basta observar que

g(z+h) - g{(z) = J? a(wl,wz)dwl dw2

com z = (zl,zz) e h = (hl,h2).

Da desigualdade em (16), obtemos

lg{z+h) - g{z)| < Tl ]h1||h

(NTE) ' < [1E] 2l

O
implicande na continuidade uniforme de g em 82. Ecste fato nos per-—
mite estender g continuamente em S,. A extensao serd ainda, repre

sentada por g.

Desejames verificar que g & H(IE'). Para este fim, considere-
o]

mos 2z = {2z ) em 8 e X € NIE. Temos entao,

1%2 2
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o Zl+ihl 22+h2
< x, A glz)> = <x,( J a(wl,w2)dm2 dml >
/
21 Z2
zl+ihl 22+il’12
= {Z Jz < x,a(wl,wz) > dm2 dwl
1 2
5 hl h2
= (i} J { < x,a(zl+1tl,z2+lt2) > dt2 dtl
0o ‘0
F d = (k, + 1 + iT k., + i + 1iT,.}) temos
azendo =z = 1 - 17 X» - 5 mo
ith,,h,)
< %, A 102 g{z) > =
h h
L2 1 2 1 1
= —_— 3 — - . >
(1) Jo [0 < X Ky (e FT ) Ryt A (B hT,)) dt, dt, .

Usando a desigualdade (16), conseguimos,

K.+ = +i(t_+1 > |

1 .
< = -
| x,a(kl+ = +1(tl+1l), p - 5 2))

< | I
X“ﬂIE lL'{IE]é

e este fato nos permite usar o teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue no segundo menbro da igualdade imediatamente anterior, ob

tende entao por passagem a0 limite com m — o,
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(ih,,1ih,)
< KA g{kl+iTl, k2+iT2) > =

5 hl h2 a2
= (l) [0 {O E‘EI—B-’E; < X, gk(t1+Tl, t2+"[‘2) > dt2 dtl

‘ (hy/hy)
= (1)7 < %, A gk(Tl,Tz) > =

(h_,h.)}
1772 ,
gk(rl,Tz) >

1
AN
"
-
=g

onde k = (kl,kz) € 0. Desde que x foi tomado arbitrariamente o

espaco de Banach, NIE, segue gque

(ih, ,ih.) (h.,h.,)
1 2 \ . _ Ly 2 17772
(17) A g(kl+lTl, k2+1T2) = {(1}° A gk(Tl,Tz) ,

acarretando gue alh g(k+it) pertence a E!, pois = g ﬂ[Ei),

k = (kl,kz) € O. Tambémn

)

(ih,,ih,) . : (h, ,h
A 12 g(kl+1Tl,k2+lT2) B A 1 2 gk(Tl,T2)
I I =1 I < g 1 _,
h, h, .y hy h, L K AGEY)
k k
Assim, pela desigualdade em (6), sendo h = (hl,hz) e T = (Tl,Tz)

temos
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ﬂlh g(k+iT)

h h a1
1 72 Ek

max sup |

< max(Hng
k€O h,T

1)[ k € O} < Izl

A(Ey [1E:]}

Q

Entdo da proposicdo A.6 (apéndice) segue que g € H(IE') e ainda

temos,

(18) ”g”E(IE') < ”L“IIE]é

Agora, para f € H(IE), de (5) e (17), obtemos

L{f{e)) A(fk;k el = & J , < fk(t), dgk(t)>

c 0
k IK

- J < f(k+it)9k(8,t}, dgk(t}>
IR2

il
-
=]

J <:f(k+it)Pk(H,t), dg (k+it) > .
IR2

Usando o lema 5.2.2, obtemos

32

L{f(e)) =< f£(), EEZEEE“ g{o) > .

Desde gque f(®) & um elemento genérico de | IE ]@ temos cue



2

3 18

L= —%—— g(® €[1IE"] ",
821822

concluindo assim a primeira parte do teorema.
Finalmente, da proposicao 3.3.2 e de (18), obtemos

2

I o= I——— g(ol <lgl < L
[1E') 22,92, (e ® EGEY T [

concluindo, deste modo, a sequnda e Ultima parte co teorema.

5.2.4., TEOREMA., {(dualidade). Seja IE = (Eklk € 0) uma familia ad-

missivel de espagos de Banach de modo gue, a intersecgao NIE, seja

densa em cada E,, k € 0. Entao para 0 < 0 = (6y,...,08,) < 1 temos
e
(1) [l = [IE']
e
(2) Tl = Ll .
[(IE1g {IE']O

para todo L  em [IE'_]6 .

DEMONSTRACAC. A demonstragac segue aplicando-se os teoremas 5.2.1

e 5.2.3.



APENDICE

Daremos agui varios resultados gue completarao algumas de nos-—

sas demonstracoes.

Seja F um espago de Banach e f uma fungao com valores em F, de
o}
finida, continua em 5, © holomorfa em S . Entac £ tem um certo grau

de analiticidade na fronteira de Sn. Enunciaremos de modo mais pre

ciso este resultado na proposicao abaixo

Al. PROPOSICAO. Seja F um espago de Banach e f uma fungao com va-
o

lores em F, definida e continua em S, © holomorfa no interior S,

de Sn' Entao para cada zj fixado em Sn' a funcao,

(1) g(zl,...,zj_l,zj+l,...,zn):f(zl,...,zj_l,zj, Zj+1"“ o

o
& holomorfa em S .
n-1

O
DEMONSTRACAQ. Se Z pertence a S _, o fato de g ser holomorfa em
0O

Sn—l
em 8§ quando e somente guando, f for holomorfa em cada variavel

€ uma consequéncia da funcao f ser holomorfa (f & holomorfa

separadamente). Suponhamos agora que Zj = k_.| + iyj seja um ele-

mento da fronteira BSl, da faixa unitaria Sl' Para cada nimero in-

teiro positivoe m colocamos,
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Colocamos também,

Bj = {z & Sl | |Z - Z

Portanto o j A = X has i . Y. .
ortant conjunto - Yl X 5-1 5 (3+l n

compacto. Como £ €& continua temos,

(2} ve > 0, 38 = 6(g) > 0 tal que |z-w|<8 entao Hf@)—fh@HF < g

com 2 & W em Am.

O

em S, M B

A seguil onsidere & i ! -
guir c id mos uma sequencia [Zr)rEIN 1 i con

convergindo para zj. Existe entao, um nimero positivo Ty tal que

A zj| < § para r > r,. Segue daqui que

|(Zl'""Zj-l’zr'zj+l"”’

zn}-—(zl,...,zj_l,zj,zj+r ...,Zn) b < &

para todo nimero inteiro positivo r > r De (2) obtemos

Z Yo
r
ﬂf(zl,...,zj_l,zr,zj+l,...,zn)uf(zl,...,zj_l,zj,zj+l,...,zn)HF < £
g > o=
para r > r, e para todo =z (zl""’Zj—l'zj+1""’zn) em Km.
. - — = 1 =
Sendo grtzl""’zj—l'zj+l""’&n) _f(zl""'zj*l'zr'zj+1""'zn )

concluimos gque a sequéncia de fungdes converge uniforme

(gr)rEIN
mente em Km para a fungao g(zl""’Zjﬂl’zj+1"'"Znt?f(zl""’ijl' :
Zj+l"“'z ). Como 9, © holomorfa no interior hm' de Km segue

r

n
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o
que a funcao limite g & holomorfa em Km, ou seja, f(zl,...,zj_l ,
o o) e
kj+1yj, Zj+l"'”’zn) € holomorfa em Km . Desde que Sn_l:mgl Km
concluimos gue a funcao limite f(zl'""Zj—l’kj+lyjﬁﬁ+l""'Zn) e

o
holomorfa em S _;, como queriamos demonstrar.

A2. PROPOSICAO, Seja g, uma fungao real, definida, continua e limi
tada em IRn, para cada k € 0. Entao existe uma funcac real F de-

finida em 5 satisfazendo as condicoes:

o
(1) F @ harmdnica no interior S, de 8 (isto &, F & harmonica em

cada variavel separadamente),
(2) F & continua em S+
(3) F(k+it) = g (£} , ¢t €T e vk €0,

Mais ainda,

(4) F(z) = % [ Pk(x,t—y) gk(t)dt

ke O IRn
onde =z = (zl,...,zn) = (xl+iyl,...,xn+iyn) = (xl,...,xn) +
tilyseee,y) =X+ dy e t = (t),...,t) € R"

DEMONSTRAGCAO. Por razoes técnicas e de clareza faremos a prova pa-

ra o caso n = 2. Inicialmente, consideremos a fungao
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{5) Fk(zl’z2) = Fk(z) = { , Pk(x,t—y) gk(t)dt
IR

onde zj = xj + iyj, 0 <« xj <1 para j = 1,2, x = (xl, xz) .
n

y = (yl,yz), t o= {tl,tz) € IR e k = (kl,kz) € 0. De 1.4.01(3)

podemos escrever,

Fk (Zl 122) = J[_,co Pkl(Xl ,tl—yl){ i sz (X2rt2_Y2)gk (tlrtz)dtz ] dtl
O ——
Agora, para cada Z, = X, t iy2 fixado em Sl’ a fungao ¢k defi-

2
nida em IR por,

0

¢k2(tl) = {—m sz(XZ'tZ—YZ)gk(tl't2)dt2

€ continua e limitada em IR. Assim, pelo teorema 1 em D,V, Widder

(l 11, pag. 68) a funcdo,

Fi (2112,) = I_m Pkl(xl,tl-yl)¢k2(tl)dtl

satisfaz as condicoes,

o o
& oni i 3 - z = i
(6) F, (zy,2,) & harmbnica na variavel z; € 8,, para z, € S, fixado,
o
r —_ i = =
(7) Fk(l kl+1y1,22) 0 , para z, 51
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. , _ o, (7 _ 0
(8) lim Fk(xl+lyl,22)~¢k (yl)— J Pk (xz,t2 y2)gk(yl,t2)dt2
xl—+kl 2 -0 2

0
717

<
para z, Sl .

Analogamente, prova-se que

o o
. - - . c G c .
(6') Fk(zl,zz] 2 harmonica na variavel z, bl, para z, Sl fixado,

O

{7") Fk(zl,l—k2+iy2) =0 , para 21 = Sl fixado,

o L o, (% _ 0
(8') lim Fk(zl,x2+ly2)~¢kl(y2) = J_m Pkltxl,tl yl)gk(tl,yz)dtl .

X, kg
0
Y2_+Y2
o
Portanto de (6} e (6') concluimos gue F & harmdnica em 5,
o
A funcao Fk como definida em (5) & continua em S, . Para tanto,

O
. G ., 0 0 . 0 -, n .. n
consideremos (xl+1yl, x2+1y2) em 82 e duas sequencias (X1+lyl%ﬁ3N

0
. 0 . 0
e(x;-+ iyg)nEIN em S, convergindo respectivamente para x,; + iyy

e xg + iyg. Desde que 0 <« Xg < 1 podemos considerar um intervalo
fechado Ij C (0,1) contendo xg e x?, para 3 = 1,2. Das proprie
dades do nucleoc de Poisgon (ver W.V. Widder (1 |, pag. 67) con-
cluimos que

ﬂ(|t1|+|t

B
- 2 P, {x,t) < M
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2 -
= c = : 2
onde t (tl,t2) IR e X (xl,xz) = Il X I2. Também a fungao,

- (e, b+ 1, b
e 17 gttty

pertence a Ll(IRQ). Logo a func¢ao, de variavel t = (tl;t2) € IR2,

n n n n n n
P — = - -
k(x P E-Y ) gk(t) Pkl(xl,tl Yl) sz(x2,t2 Y2) gk{tl,tz)
onde x = (x?,x;) e v = (y?fyg), & dominada por uma funcao  in-

- 2 -
tegravel em IR, para todo numerc natural n. Pelo teorema de Le-

besgue e a continuidade do nlicleo de Poisson temos,

) n,..n_n ., n 0 _© 0 @
lim Fk(xl+lyl,xz+1y2) = [ , Pkl(xl,yl) sz(XQ,y2) %{Hﬁft2)dtlcﬁi
IR

I+

1l

g . D 0 . O
Fk(xl *iy{. X, * 1y2);

'}
ou seja, Fk 2 continua em um ponto gualquer de 82 .

Agcra, -as condigoes (7), (8), (7') e (8') permitem-nos estender

Fk continuamente a 52 definindo-se

Fk(l—kl+1yl,22) = 0 Vyl € IR e sz < Sl ,

i
o

Fk(zl,l—k2+1y2} vy, € IR e ¥z, = S,
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Fk(kl+iy1,22) = ¢k2(yl) = J_m Pk2(x2,t2—y2} gk(yl,tz)dtz .

o}

Yz, = X t+iy, € Sl '

Fk(zl,k2+1y2) = ¢kl(y2) = J-m Pkl(xl,tl—yl) gk(tl,yz}dtl .

o}
Yz, = xl+iyl =] Sl ;e

Fk(kl+ly1’ k2+iy2) = gk(yl’YZ) Vyl,yz em IR .

Vamos tac somente verificar a continuidade de F, em um  ponto
(kl + iyg, k2 + yg). Para o0s outros casos basta usar propriedddes

do niicleo de Poisson (ver W.V. Widder, [ 1 ], pag. 67),Consideremos
o

entao, z) T Xy + iy, e z, = X, t iy, em Sl . Logo

l—kl l—k2 0 0
Fk(zl,zz) - [(1_k )+(_1) Xl][(l_k2)+(_1) XZ] gk(ylryzj =

= J;_m J_(ﬁ Pk]_(xl,tl)sz(xz,tz)[gk(tl+yl,t2+y2) g (v7v5)l dt, at,

Assim,

1-k l--k2

1 0 .0
) - [(l~kl)+(—l) 2 11 (L=l )+ (-1) %] gk(y1,Y2)|E

|Fk(.Zl,z2

- 0.0
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- . 0 »
Desde que 9y © continua em (yl,yg), entac dado € > (¢, existe ©&>0

tal gque,

0 0 0 .0

- 0 0 /2
se |(Y1d§)| < 2§, Entao, se |(yl,y2) - (yl,yz)! <§, |t1] < _; § e

[t,] < ﬁg §, de (8) obtemos
g 0
|gk(tl+yl, tyty,) - qk(ylfyz)l < g,

Assim podemos escrever ,

l“kl l—k2

(P (2,850 - [{1-k) + (-1) %1 1=k )+ (-1) ¥,1 | <
0

J i [ i Pe(x,t) gy (t4y) = g (y)[dt +

2 2
|tl[if; 8 1t2|if§ ¢

0

f [ m o lg e - g D lae

/3 g
it 25 8 151256
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0
J - J L Pk(x,t)lgk(t+y) - gk(y ylat o+
vZ Y2
e s 8 eyl 8
P (x,t) g, (t+y) - g, (v lat
s F K k kY
2 2
ey 1275 8 [ty le5 8
onde x = (x,,%,) com 0 < x, <1 e 9 =1,2 0 - ( 0 0) e
lr 2 j J = reoy Y Y1fy2
_ 2
t = (tl,tz) € IR" ,

A desigualdade em (9) nos d3a que a primeira destas intcgrais € me-

nor que €. Para estimar as outras inteqrais lembramos gue,

‘Wltj|

T8
(10) ]ij(xj,tj)| <5 | sen ﬂle &
coshmé - 1
se |[t.] > 8 e 0 < ®y <02 (§=1,2), ver W.V. Widder [1 1}, pag.67).
Assim, sendo "gkﬂ = sup{]qk(t)[ [t € IR2},da desiqualdade (10) ob
temos
{ P (x,t) g (t+y) - g (y0)|dt <
1 k ! k k —
V2 V2
[ty <5 6 JE,[>58

2
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12
< 2Hgk" J Pkl(xl,tl)dtl J sz(xz,tz)dt2
V2 V2
Wﬁz 8
1 e 2 2
< 2i|gkﬂ 5 | sen TTX2|-""" - = M|sen TTX2| '
cosh =2 §- 1
2
5 eﬂ'(/-2-/2)6
onde M = = Ilgkﬂ .
coshn{V2/2)8 ~ 1
Analogamente,
0
J J - Ek(xﬁﬂ|%{&ﬁy}gk(y )jdt < M |sen HESD
V2 2
e [>5 8 Heyley @
Tambem,
0 2
J J Pk(x,t)|gk(t+y)—gk (y')fdat < M, -jfl|sen ﬂxj]
i V2 -
£y 1>55 8 [ryl>5 s
1. o (V2/2)8 5
onde M, = 2Ngkﬂ[; - ] . Portanto,

cosh n(/2/2)6 = 1



le6

I 2 l~kj 0 0
,Fk(zl,zz) - jzl[l—kj+(—1) Xj]gk(yl’y2)1 < e+ M(senﬂxl+senﬂx2)
My 0 |sen wx.| ,
J__..
0 0
se [{y;, vp) = vy, yo)l < 6.

. ~ 0.0
1lim Fk(zl,zz) = gk(yl'YZ)

_ ' o Y _ . N
quando 2y 7 x1+1yl kl+1yl e 2z, T Xytiy, — L2+1y2 .

Finalmente, definindo-se

F(z r < ) = 2 F (Z rz )
%2 T2 T

a prova da proposicdo estara completa.

A seguir denotaremos por HO(IE) o espago de todas as combina-

coes lineares de funcoes da forma,

[ exp (8

onde Xp € NIE, Ap €EIR e & » 0, {£* refere-se a uma soma fini-

ta),

As provas das duas prdoximas proposicoes reproduzidas aqui,para
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varias varidveis, sao devidas a D.L, Fernandez,
A.3, PROPOSICAC. O espago HO(IE) & denso em H(IE).
no
DEMONSTRACAO, Desde que l[exp(s ¥ 25)]f(z reseZy N AR N W= 0
j=1 3 1 1 HGEJ
quando & -+ 0, para toda £ em H(IE) serd suficiente mostrar que
o2
toda g da forma g(z) = g(zl,...,zn) = [exp(d & zj)]f(z), f € H(E),
j=1

pode ser aproximada por fungoces de HO(IE].

Consideremos uma funcao g da forma acima e colocamos

(1) g (z) = z glz+2mijr) {(r=1,2,...) .
r s R }
j (]lr---r]n
-0 <js <

0
Evidentemente, 9. tem valores em IIE, & holomorfa em Sn e con-

tinua enm S.r e & periddica em cada Im zy com periodo 27ir.Mais

ainda, gr(k+iy) c Ek e

Fg (k+iy) - gr(k+iy)HE — 0 quando r — o (k €0, y € IR") ,

k
uniformemente em todo conjunto limitado de valores de v, e
ng(k+iy)HE sac limitadas, uniformemente em r, E também, facil
k
n
ver que estas condigoes implicam que [exp(s I ziﬂg;(zl“..,7)C'HOE)
j=1

para tode s » 0, e gue para‘ £ > 0, obteremcs
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n

2
2 -
(2) 11[exp(s.g zj)]gr(z) gz g gy <¢
J=1
para escolhasg convenientes de s e r.
Agora, g _(z) tem a representacao
n
(3) g (Z) = g _(Zyseeas2 } =T C . . exp [( £ 3.2z )/r] ;
r r' 1 n (3yre-erd)r g=1 449
onde
. J'm:ml T
c, . . = - g _{s,+it ,...,s_+it )
(jl""’jn)r (2wrml)...(2wrnh} ~rmy =TT ol non
eXt)[(—jl(sl+ltl)—...~jn(snf1tn))r} dtn...dtl .

Devido a periodicidade segue que o valor da integral & indepen
dente de m = (ml,...,mn). E também independente de SZ(Slr---;Sn)»
De fato, o integrando € uma fungao analitica e limitada em IIE. As
sim, sua dependéncia de s = (sl,...,sn) & arbitrariamente pequena

para m = (ml,...,mn) suficientemente grande, devido a presenca do

fator CoE Consequentemente . (jz(jl,..m,jn)) & indepen-

1

dente de s e assim toma o mesmo valor para s = k € 0O, ou seja,

1 T TY
c. = J - J gr(k+it) expl - < §,k+it > /o dtn. ..dtl
-nr

It (2ﬂr)n -r
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Agora g _(k+it) € E, e & E -continua e assim o valor da inte-
gral esta em E, Concluimes, deste modo que Gy € NIE.

Consideremos a seguir, a média (C,l) da série (3), isto &,con-

sideremos
T mY 1
Um(grfz) = J ces j gr(z+1t)Km(t/r) 7 dtn...dtl ,
-qr -Tr
onde Km(s} = Kml(sl)"'Kmn(sn) , M = (ml,...,mn), € o nucleo de
Fejér.

Da Ek-continuidade de gr(k+it) segue gue

”gm(gr,k+i't) - gr(]~:+it)liEk-~+ 0

gquando |m|— « , uniformemente em t, para cada r. Assim

quando |mj— ® .

Agora, de (2) e (4), obtemos

B
z Zj)]c (g .r2z) ~ g(Z)HH(IE) < 2¢

“[exp(s_ m

=1

para escolhas convenientes de s >0 , m e 1. Mas,

n
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. 2 -
[expi{s & zj)]um(gr,z) S HO(IE) e assim o resultado esta provado.

A.4. PROPOSICAC. O espaco MIE & denso em Ey -

DEMONSTRACAC. Seja x € B, e £ € H{IE) tal que £(8) = x,. Pela

proposigac A.3, para um nimerc positivo ¢ dado, podemos considerar

uma fungao g em Hy(IE) de modo que §£wgl £. Desta forma, ob

H{IE)
temos

Hx—g{@)HIE = U(f—g)(H)HIE < uf—gﬂH(IE) < €

¢ Q]

Desde que g(®) € NMIE a afirmativa estad provada.

A.5, PROPOSICRO. Seja IE = (Ek|k € [0) uma familia admissivel de
espagos de Banach em relacao a um espaco vetorial topoldgico Haus-
dorff V. Seja f uma fungdo com valores em V definida na n-faixa S
tal gque para todo funcional linear continuoc L em uma familia sepa-
rante de tais funcionais, L{f(z))} & continua em Sn’ analitica em
o

Sn e representavel como a integral de Poisson de seus valores na

fronteira reduzida, F = {2 € 5 | z = k+it, k € 0O}, de 5, . Se

. n
(1) (AP £ (k+it)/ T hy € E (k € 0)
i=1

e tem norma limitada entac, f € H(IE).
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DEMONSTRACAO. Sendo P, (k € I} o k-nacleo de Poisson para a n~fai-

X

xa S, consideremos a fungao

(2) g(z) =J £(k+it) P, (z,t)dt
R"

ue & TE-continua. Se L & um elemento da familia separante de fun
q

cionais lineares continuos, temcs

Lig(z)} = { L{f(k+it)) Pk(z,t)dt
=D
Desde que L(£f(z)) & representavel como a integral de Poisson de
seus valores na fronteira reduzida, obtemos Lig(z)) = L{f{z}) pa-
ra todo L na familia separante. Assim g(z) = £(z), acarretando gue

f & tIf-continua. Da definicio da funcao g segue gue ”f(z)“FIE
n )

= 1f(z ""'zn)“EIE < c i

1 (1+;zj]).

3=1

Agora, da continuidade da fungao £, segue que a fungao h defi

nida pela expressao,

e eersE )
_ 1 1 n
h{z) = h(er---:Zn)'— E—“—)‘ﬁ' JC PP . - dgn...dgl
n 1 noo1 {E.-z.)
j=1 J o J
onde cada curva Cj (j=1,...,n) & uma circunferéncia contida no in-

terior {x+iy | 0 < x < 1}, da faixa unitaria 8, = {x+iy | 0<x<1},
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n
& analitica em It Dj’ sendo Dj o disco aberto, limitado pela cir
J=1 o
cunferencia Cj. Desde que L{f(z)) e analitica em Sn’ obtemos
L{f{z)~-h{z}) = L{(f{z}) - L{h{z)) =
L({f(£,, (£ )
= L(f(z))~ L J : J L 2 d ...ag, = 0
(2'ni)n o) C n n 1
1 n il (E. = z.)
=1 J
n
Assim L{f(z)-h(z)}) = 0, para todo 2z € [ D.. Como L & elemento
j=1
de uma familia separante de funcionais lineares continuos, segue
n
que f(z) = h{z) para todo =z &€ Il D., ou seja, [ € analitica
n =1 o
emn T Dj' Segue dagquli a analiticidade de £ em 5,
j=1

Finalmente, da hipdtese segue que

Concluimos entao, que todas as condigoes da definicao 3.2.1 foram

satisfeitas acarretando, por conseguinte, gque f € H(TE).
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