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Resumo

Um teorema cléssico de Hodge garante que dada uma variedade compacta e uma p-forma
fechada, existe na sua classe de cohomologia uma e uma s6 forma harmonica. Neste trabalho,
além de desenvolver os assuntos que sao pré-requisitos para o teorema de Hodge, estudamos
o que poderia ser considerado um “inverso”do teorema de Hodge:

Dada uma forma fechada, existe uma métrica riemanniana em relacao a qual a forma é
harmonica?

Chamamos uma forma para a qual a resposta a pergunta acima é positiva de “intrin-
secamente harmonica”. Pouco é sabido sobre caracterizacao de formas intrinsecamente

harmonicas e nés estudamos em detalhes o caso de 1-formas, seguindo o trabalho de Calabi.
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Introducao

Seja M uma variedade diferenciavel. Associada a estrutura diferencidvel temos o espaco

das p-formas QP(M), p=0,...,n e o operador diferencial exterior:
d®) - QP (M) — Q(p+1)(M),

que generaliza o diferencial usual de fungoes (caso p = 0). A propriedade bésica deste
operador é que a composicao d?tY o d? = 0 ou equivalentemente, a imagem de d” esté

contida no ntcleo de dP*Y. Isso permite definir a cohomologia de de Rham:
HP(M) = Kerd? /Imd®~Y,

e um teorema classico de de Rham afirma que a cohomologia depende somente da topologia
de M (mais precisamente do tipo de homotopia de M).

As formas em kerd sao chamadas de formas ezatas e as in Imd de formas fechadas.
Condicao necessaria para uma forma ser exata, i.e., ser uma diferencial ou “ter uma integral”,
é que a forma seja fechada. A cohomologia nos diz quanto esta condicao nao é suficiente.

No caso de variedades Riemannianas podemos estender o usual operador de Laplace para
funcoes, a um operador:

A, QP(M) — QP(M),
chamado de operador de Laplace-Beltrami ou, simplesmente, de Laplaciano. As formas em
KerA serao ditas formas harmonicas. No caso de uma variedade compacta, a diferencial

exterior tem um adjunto formal
§: QP(M) — Q=D (M)
em relagao a um produto interno natural no espaco das formas e o Laplaciano é simplesmente:
A=dod+dod

(com os indices apropriados).

Um teorema classico de Hodge afirma que se M é uma variedade riemanniana compacta
ew € QP(M) é uma p-forma diferenciavel fechada, existe, na classe de cohomologia de w
uma, e somente uma, forma harmonica, i.e., a equacao diferencial A¢ = 0 admite uma, e

1



uma s6, solucdo em {w +dj3 : B € QP~1(M)}. Isso mostra como a existéncia de solucdes
nao triviais da equagao A¢ = 0 é ligada a topologia de M.

Uma pergunta natural é a seguinte:

Dada uma forma fechada em uma variedade diferencidvel compacta e orientdvel, existe
uma métrica riemanniana em relacao a qual a forma é harmonica?

Se a resposta a pergunta acima for positiva, diremos que a forma é intrinsecamente
harmonica. O problema de caracterizar as formas intrinsecamente harmonicas tem se re-
velado muito dificil, exceto nos casos p = 0,n. De fato, existe um tunico resultado sobre o
assunto, devido a Calabi, que caracteriza as formas intrinsecamente harmonicas, para p = 1,
em termos de propriedades da folheagao definida pelo nicleo da forma (transitividade).

A finalidade deste trabalho é discutir em detalhes os resultados de Calabi. Para tanto
discutiremos os conceitos e resultados necessarios para um bom entendimento do problema.
Mais precisamente, no primeiro capitulo faremos uma revisao de conceitos algébricos (algebra
multilinear e dlgebra homoldgica). No segundo capitulo vamos introduzir a cohomologia de
de Rham para abertos do R™. Como conseqiiéncia das propriedades bésicas provaremos o
teorema de dualidade de Jordan-Alexander que generaliza o teorema classico da curva de
Jordan. O terceiro capitulo é dedicado a uma “traducao”do que foi visto no caso do R", ao
caso de variedades diferencidveis. Em particular demonstraremos o teorema de de Rham que
afirma que a cohomologia de uma variedade diferenciavel é isomorfa ao dual da homologia
singular, a coeficientes reais. No quarto capitulo vamos considerar variedades riemannianas,
introduzir o operador de Laplace-Beltrami e dar uma idéia da demonstracao do teorema de
Hodge (médulo o teorema de regularidade para operadores elipticos). Finalmente o tltimo

capitulo é dedicado a uma anélise do trabalho de Calabi.



CAP{TULO 1

Preliminares Algébricos

1. Algebras tensorial e exterior

Seja [E um espaco vetorial real de dimensao finita e [£* o espaco vetorial dual. Identifica-

remos, como de habito, E com E**.

1.1. DEFINIGAO. Um tensor de tipo (r,s) em E é uma aplica¢do multilinear

t: LE*X--~><]E*:><LE><---><IE/1—>R

g g

T vezes s vezes
O conjunto E, ; do tensores do tipo (r,s) é um espago vetorial com as operagoes usuais.

1.2. EXEMPLOS. Seja E como acima.

1) Eip = (E*)* >R

2) E() 1=

3) E conveniente por, por definicdo, Eoo =R

4) Se E é dotado de um produto interno (, ), entao este ¢ um tensor do tipo (0, 2).

(
(
(
(

Além das operacgoes de espago vetorial, podemos definir um produto entre tensores, o

produto tensorial:
® :Epg X Ep g — Egpipg+0)
t®t/<¢1, e ’¢p+p/,x1, e 7‘%‘(14’(]/) = t(¢17 ey ¢p7 I‘l, e ,xq)t/(¢p+1, e ,¢p+p/,$q+1, e ,xq+q/).

E simples provar que o produto tensorial é associativo, distributivo em relagao a soma e

ao produto por um escalar.

Seja agora {eq,...,e,} umabasede Ee {¢y,...,¢,} abase dual de E*, isto ¢, ¢;(e;) = di;.
Em outras palavras, ¢;(v) é a i-ésima coordenada de v na base {ey,...,e,}.

1.3. PROPOSICAO. {e;; ® -~ - ®e;, ® ¢j, @ - @ Py, i, Jn € {1,...,n}} € uma base de
Ep,q)-

DEMONSTRAGAO. Suponha

Z Qis,yipityorgCis & 0 ® €, @ Pj; @ -+ ® ¢, =0
3



Secao 1 - Algebras tensorial e exterior 4

Entao:

Z ai17-"7ip7j17"-7jq e'Ll ® e ® eZP ® ¢]1 ® e ® ¢jq(¢hl’ Tt ¢hq, 6k17 e 7€klﬂ) =

= Qky,kphryehg = 0

e portanto {e;, ® --- ®e;, ® ¢j, ®--- ® ¢; } é um conjunto linearmente independente.

Agora seja w € E(, ), queremos que w seja uma combinacao linear da forma

w = E Qiroipsftrenniq €1 & D €3, @ Gy @ -+ Q By,

Defina a;, i, 1.y = W(Pjis- - Gjys €irs - -1 €4y)- E facil verificar a igualdade acima. Logo
{eqa ® - ®e, @pj, @+ ® ¢, } ¢ uma base para E, ). O

1.4. DEFINICAO. A soma direta

¢ chamada de dlgebra tensorial de E.

Os elementos de T'(E) sdo combinagoes lineares finitas sobre R de elementos de vérios E, g
e sao chamados de tensores. T'(E) é uma algebra bi-graduada, nao-comutativa e associativa
com a multiplicacao obtida estendendo, por distributividade, o produto tensorial' . Tensores
em um espaco tensorial particular E, ; sdo chamados de homogéneos de grau (r, s).

Estaremos principalmente interessados em certos tensores de tipo (0,p). Denotaremos
com Y(p) o grupo das permutagdes em p elementos. Se m € ¥(p), denotaremos com |7| o
signal da permutagao 7, isto é, || = 0 se m é produto de um nimero par de transposigoes e

|| = 1 no outro caso.

1.5. DEFINIGAO. Um tensort € Ey,, € alternado ou uma p-forma exterior, se
tr, ..y v) = (=)™t (vey, - . o, Un(p), para todo 7 € X(p).

Denotaremos com A?(E) o espago das p-formas exteriores. Claramente A°(E) = R, AY(E) =
Ey; = E*.

Um exemplo bésico é o seguinte:

'L embramos que uma algebra graduada é um espaco vetorial, soma direta de subespacos F;,i € IV, com
um produto obtido estendendo por distributividade aplicagoes bilineares F; X F; — F(; ;). Uma algebra bi-
graduada ¢ um espago vetorial, soma direta de subespagos F(; j,4,j € IN, com um produto obtido estendendo

por distributividade aplicagoes bilineares F; ;) X F(y i1y — Fripir j140)-
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1.6. EXEMPLO. Seja {ej,...,e,} uma base fixada de E e {¢1,...,¢,} a base dual. Fi-

xamos indices 1 <14 < -+ <7, < n e definimos:

(I)(il7-~~7ip) (Uh e ,Up) = det((ﬁl] (Uk))

Em outras palavras consideramos a matriz cuja k-ésima coluna é dada pelas coordenadas
de v, na base fixada e calculamos o determinante da matriz p X p obtida considerando
somente as linhas (i,...,4,). As ®q, ;) sdo p-formas exteriores, pelas propriedades do
determinante, e como veremos em seguida (proposic¢ao 1.8), ao variar da seqiiéncia de indices,
formam uma base de AP(E).

Em definitivo, as p-formas sao “elementos de volumes p-dimensionais orientados”e por-

tanto os integrandos naturais das integrais multiplas orientadas.

O produto tensorial de formas exteriores nao é, em geral, uma forma exterior. Mas pode-
mos “antisimetrizar”o produto tensorial de duas formas exteriores e obter, como resultado,
uma forma exterior. Mais precisamente, definimos um produto que chamaremos de produto

exterior:

A AP(E) x AY(E) —s AP*(E),

@A) 1, vpeg) = D, (D) M(Ur), -+ 0np) Y (Wnipi1);s - - Vnpta)):

T€X(p+q)

Analogamente a quanto feito no caso da édlgebra tensorial, definimos a dlgebra exterior:
A (E) = @pz0\"(E),

o produto em A*(E) sendo a extensao, por distributividade, do produto exterior.

Se w € AP(E), poremos |w| = p. A demonstragao da proposi¢ao a seguir é simples:

1.7. PROPOSIGAO. O produto exterior € associativo e distributivo e comutativo no sentido
das dlgebras graduadas, isto é, w AT = (—1)I"lr A w. Em particular, o quadrado de uma

forma de grau impar é zero.
Um argumento analogo ao usado na demonstragao de 1.3 permite demonstrar a seguinte:

1.8. PROPOSICAO. Se {¢1,...,¢n} € uma base de E*, entio {¢;, N---N¢;, : 1 < iy <

-+ <y} € uma base de AP(E). Em particular, AP(E) tem dimensdo < ") e AP(E) = {0},
p

sep>n.
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Seja L : E — F uma aplicacao linear. Lembramos que a transposta de L é definida como:
L F — B, L(6)(0) = o(Lv).
A construcao da transposta se estende as formas exteriores pondo:
AP(L) : AP(F) — AP(E), AP(L)(w)(vi,...,vp) = w(L(vy),..., L(vy)).

Além disso AP(L) se estende por aditividade a uma aplicagao linear A*(L) : A*(F) —
A*(E). Quando claro do contexto, escreveremos simplesmente L* no lugar de A?(L) e A*(L).

A proposicao a seguir é de facil demonstracao.

1.9. PROPOSIGAO. L*(w A T) = L*(w) A L*(7). Em particular L induz um morfismo de
dlgebras graduadas, L* : N*(F) — A*(E). Além disso valem as “propriedades funtoriais”:

(1) (1g)" = Ta-).-
(2) Se L:E—TF,T:F— G, entio (T'o L)* = L*oT*?

Seja agora E um espago vetorial com produto interno. Isso induz um isomorfismo
canonico b : E — [E* e portanto um produto interno em E*. Por sua vez isso induz um produto
interno em AP(EE) definindo como ortonormal uma base do tipo {w;, A---Aw;, iy < -+ < ip}

onde {w;} é uma base ortonormal de E*. Observamos que:

(pr A= A O WA ¢p> = det(<¢i7¢j>)'

De fato, a férmula acima, estendida por bilinearidade, define um produto escalar no qual a
base {w;} é ortonormal.

Lembramos agora que duas bases de um espaco vetorial [E sao equiorientadas se a matriz
mudanca de bases tem determinante positivo. O conjunto das bases de E fica assim dividido
em duas classes de equivaléncia, as orientacoes de E. A escolha de uma das duas classes é
uma orientacao em E. Um espaco vetorial orientado é um espaco vetorial com uma orien-
tagao fixada. Neste caso chamaremos de positivas as bases na orientacao fixada. Também, a
uma orientagao em [E corresponde uma orientagao em E* definindo positivas as bases duais
de bases positivas.

Seja agora E um espaco vetorial n-dimensional, com produto interno e orientado. Se

{w;} é uma base ortonormal positiva de E*, definimos a forma volume:

V=wi N Nwpy.

2Na linguagem das categorias isso significa que a lei que associa a cada espaco vetorial de dimenséo finita
E a algebra graduada A*(E) e a cada aplicac¢do linear L : E — F a aplicacdo L* é um funtor contravariante

da categoria dos espacos vetoriais de dimensao finita na categoria das algebras graduadas.
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A forma volume é bem definida, i.e. ndo depende da base escolhida, desde que ortonormal e
positiva. De fato se {w;}, {¢;} s@o bases de E*, ndo necessariamente ortonormais, e A = (a;;)

¢ a matriz mudanca de base, i.e ¢y = Y ay;w;, temos:
GL N NPy = Z (—1)'”'@10(1) (Wi A Awyp = det(A)wy A A wy.
c€X(n)

Em particular se as duas bases sao ortonormais e positivas, A € SO(n), e portanto det(A) =
1.
Seja {e;} uma base de E, {¢;} a base dual e denotamos com ¢g = (g;;) a matriz que

representa o produto escalar na base {e;} i.e., g;; = (e;,e;). Consideramos o isomorfismo
b:E — E*. Seb(e;) =" bijp;, temos:

j=1
gie = (er, ex) =b(es)(ex) = D bijd(ex) = bix.
j=1

Portanto
(e =Y gii 05
j=1

Analogamente para f : E* — E, #=b""! temos:
16) = g7,
=1

onde (¢g*) é a matriz inversa de (g;;).
A matriz ¢¥ é também a matriz que representa o produto escalar em E*. De fato:

n

(9i,05) = (8¢5, 10;) = Z (g% ex, g"'er) = Z 9% gr = g7

k=1 k=1

Vamos escrever a forma volume em termos da base ¢;. Se {w;} é uma base ortonormal
positiva e A = (a;;) é a matriz de mudanca de base, i.e., w; = Y7, a;;¢;, temos:
¢ =Y (rww; =D (> (i ajudr))andr.
j=1 =1 jk=1
Portanto 7, _, g™ a;ka; = 6;. Portanto g A'A = 1 e |det(A)| = [det(g)]2. Entdo:
v=w A Awy, = i[det(g)]%qbl A N G,

onde vale + dependendo se {¢;} é positiva ou negativa.
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1.10. DEFINICAO. Seja E um espago vetorial n-dimensional com produto interno e ori-

entado. O operador estrela de Hodge ¢ o operador:
%, AP(E) — AP(E),  x,(n)(ey, . .. s €(n—p)) ‘= (NAD(er) A=+ AD(€m—p)), V).

Quando claro do contexto escreveremos simplesmente .
Se {w;} é uma base ortonormal positiva de E*, o operador estrela de Hodge é o operador

obtido estendendo por linearidade a aplicagao:

*(u)il /\---/\wip) = Wy VAR /\wjnip,

onde {i1,...,%p, j1,- .. Jn—p} ¢ uma permutagao par de {1,...,n}.

As propriedades a seguir sao de simples verificacao:
1.11. PROPOSICAO. A aplicacao * € uma isometria e
x2 = (—1)p(n7p)]1Ap(E).

Sera 1til na demonstragao do teorema de Calabi, ter uma expressao de *; em termos de

uma base nao necessariamente ortonormal.

1.12. LEMA. Seja {¢;} uma base positiva de E e {e;} a base dual. Entao:

n

k= [det(9)]2 > (=1 g™ gy A A Ao A .
k=1

DEMONSTRACAO.

xi(e1, . €y en) = {di Aber, A= Abep A Aben, [det(g)|Zdi A« A dp) =
(det(g)]5 (—1)H{ber, A~ Aboy A Gy A= Aben, dn A= A ) = [det(g)]} (—1)rdet((res, 65)).
onde be; = be;, i # k,bey = ¢i.

Observamos que (ve;, ¢;) = (> 1_, gikdr, &) = Yop_y 9ig™ = 0;;. Portanto a matriz
((béi,qu» é a matriz identidade excepto para a k-ma linha que é dada por (¢, ¢;) = g'.
Portanto det(({be;, d;)) = g'* e:

n n

kP = Z $0i(€1, oy €y ) OIA AN Ay = [det(g)]2 D (1) gFGIA - AdpA- - A
=1 =1

O
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2. Elementos de algebra homolégica

Nesta secao vamos estudar seqiiéncias de espacos vetoriais e aplicagoes lineares do tipo:

E:={(E,d):d:E — E*}.
Um morfismo ¢ : € — F, entre duas tais seqiiéncias é uma seqiiéncia de aplicacoes
lineares ¢; : K — F’ tais que os diagramas:

di

[N EZ — Ei+1 RN
1 & | I @i
o, Y i

comutam, isto é, d' o ¢; = ¢;11 o d’, tendo denotado com o mesmo simbolo d' as aplicacoes
lineares das duas seqiiéncias. O morfismo ¢ serd chamado um isomorfismo se os ¢; sao

isomorfismos.

2.1. DEFINIGAO. Uma seqiiéncia de espagos vetoriais e aplicagoes lineares € = {E*, d'}

se diz exata em E' se Imd~' = Kerd'. A seqiiéncia se diz exata, se é exata em cada E'.

2.2. EXEMPLOS.

(1) Uma seqiiéncia do tipo {0} — E 2 é exata se, e s6 se, ¢ é injetor.
(2) Uma seqiiéncia do tipo E LAY R {0} é exata se, e s6 se, ¢ é sobrejetor.

(3) Uma seqiiéncia do tipo {0} — E 2 F — {0} é exata se, e s6 se, ¢ é isomorfismo.
2.3. DEFINIGAO. Uma seqiiéncia exata do tipo:
{0} — E—F—G— {0}
se diz uma seqiéncia exata curta.
2.4. PROPOSICAO. Uma seqiiéncia exata curta
{0} —E-%F-%G— {0}
€ isomorfa a sequéncia:
{0} =E—EeG-"6— {0},

onde i(v) = (v,0) e (v, w) = w.
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DEMONSTRAGAO. Seja G um complementar® de Im ¢ = ker ), isto é, F = o(E) & G. A
aplicacio ¢ |5: G — G é um isomorfismo. Portanto a aplicacio k: F — E@ G, k(v +w) =

(™ (v),¥(w)) (v e p(E),w € G) é o isomorfismo procurado. O

2.5. OBSERVACAO. Os conceitos anteriores se generalizam imediatamente ao caso de
seqiiéncias de grupos abelianos ou, mais em geral, de moédulos sobre anéis comutativos.
Neste contexto mais geral a proposicao 2.4 nao é mais valida. Por exemplo, a seqiiéncia de
grupos abelianos

2
{0} - Z > Z — Zy — {0}
nao é isomorfa a seqiiéncia
Se uma seqiiéncia exata curta de modulos verifica 2.4, diremos que a seqiiéncia cinde.
O resultado a seguir aparece com freqiiéncia nas aplicagoes:

2.6. TEOREMA. (Lema dos Cinco) Consideramos o diagrama:

Eq N E, — E3 — E — Es

1 & 1 @2 1 @3 | ¢4 1 &5

91 g2 93 94
Fl — IFQ — Fg — IF4 — IF5

Se as linhas sdo exatas e ¢; sao isomorfismos para 1 = 1,2,4,5 entdo ¢3 € um isomorfismo

e o diagrama é comutativo.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos ¢3(e3) = 0. Entao ¢4(f3(es)) = g3(¢s(es)) = 0. Por-
tanto f3(es) = 0 e pela exatidao da primeira linha, e3 = fa(ea). Agora go(p2(e(2)) =
p3(e3) = 0, portanto ¢o(es) = g1(p1) pela exatidao da segunda linha. Sendo ¢; sobrejetora

existe e; € E; tal que ¢;(e;) = p1. Finalmente

0= fa(fi(er)) = fa(@3 ' gidni(er)) = fales) = €3

e portanto ¢3 € injetora.

Vamos mostrar que ¢3 é sobrejetora. Seja uz € Fs, py = g3(u3) e eq € ¢; ' (us). Agora
o5(fa(eq)) = ga(pa) = 0 e portanto fy(es) = 0 pois ¢5 é injetora. Em particular, existe
es € E3 tal que f3(e3) = eq. Seja Tz = ¢3(e3) e w = us — f;. Agora gs(w) = 0 e portanto

3Lembremos que um complementar de um subespago pode ser obtido partindo de uma base {e,} do

subespago, completando a uma base do espago com a adjungao de elementos { f3} e considerando o subespago

gerado pelos {fg}.
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w = ga(p2). Seja ez = ¢y ' (u2). Temos ds(fa(e2)) = ga(da(e2)) = w = P(es) — ps portanto
s = ¢3(es — fa(ez)) € Im s
O

2.7. OBSERVACAO. Observamos que na demonstragao anterior temos usado somente que
¢2, ¢4 sao isomorfismos, que ¢; é sobrejetor e ¢5 € injetor. Porém, em geral, o lema é usado

na forma do enunciado.

2.8. DEFINIGAO. Uma seqiiéncia de espagos vetoriais e aplicagoes lineares € = {E*, d'}
¢ dita semi exata ou um complexo de cocadeias, se Imd'~' C Kerd', para todo i, ou,

equivalentemente, d* o d'=! = 0.

Se £ é um complexo de cocadeias, definimos:
e 7€) := Kerd' o grupo dos cociclos i-dimensionais,
e BY(E) :=Imd"~" o grupo dos cobordos i-dimensionais,
o H{(E) := ZU(E)/BYE) o grupo de cohomologia i-dimensional *

A cohomologia nos d4 uma medida de quanto uma seqiiéncia semi exata nao é exata.

2.9. OBSERVACAO. E 1til considerar que uma sequéncia com indices “decrescentes”, isto
é, seqiiéncias do tipo &€ := {(E;,0;) : 0; : E; — E;_1}. Neste caso, se uma seqiiéncia é semi
exata, dizemos um complexo de cadeias e, analogamente ao caso de complexo de cocadeias
definimos :
e 7,(€) == Ker0; o grupo dos ciclos i-dimensionais,
e B;(E) :=Im0d;;1 o grupo dos bordos i-dimensionais,
o H,(E):=Z,(E)/Bi(€) o grupo de homologia i-dimensional.

2.10. ExEMPLO. Seja & := {(E;, 9;) : 9; : E; — E;_1} um complexo de cadeias. Definimos
o complexo dual, £ = {(E*,d")} onde E' := (E;)*,d = (d)*. E simples verificar que d? = 0
e, portanto £* é, de fato, um complexo de cocadeias. Consideramos a aplicagao bilinear:

]Ei X ]E’L I Ra ((b? C) - (b(C)

E facil ver que a aplicagao acima induz uma aplicacao:

H'x Hi — R, ([¢],[c]) — ¢(0),

“Naturalmente Z'(€), B (E), H () sio espacos vetoriais. O uso do termo “grupo” se deve ao fato de
eles poderem ser definidos no contexto de seqiiéncias semi exatas de grupos abelianos, ou mais geralmente

de médulos.



Secao 2 - Elementos de algebra homolégica 12

bem definida e bilinear e, portanto uma aplicagao linear:
1 *
que pode-se mostrar ser um isomorfismo.

As definicoes e os resultados desta secao se transportam de modo 6bvio para complexos

de cadeias.

E facil verificar que um morfismo ¢ : £ — F manda cociclos em cociclos e cobordos em

cobordos e por isto induz uma familia de aplicagoes lineares
¢ H'(E) — H'(F).

A aplicacao ¢} se dird aplicacao induzida de ¢; e, quando claro no contexto, escreveremos
apenas ¢* ao invés de ¢f. A aplicacao induzida goza das propriedades funtoriais:
o I = lgie,
e Se¢p: & — F,p: F — G sao morfismos de complexos, entao (¢ o ¢)* = 1p* o ¢*.
Consideremos agora uma seqiiéncia exata curta de complexos (com o ébvio significado
dos termos):
0y —& -5 F-2g— {0}
Em particular ¢; é injetivo e ); é sobrejetivo. Em geral porém, a nivel de cohomologia,
¢* nao ¢é injetivo e ¥* nao é sobrejetivo. Todavia existe uma relacao entre os grupos de

cohomologia, dada pelo seguinte teorema

2.11. TEOREMA. FEziste uma familia de aplicagoes lineares Af : H(G) — H'™(E) tais

que a sequéncia longa:
s H() s HI(F) 5 H(G) =5 H(E) — -
€ exata.

DEMONSTRACAO. Da seqiiéncia exata curta segue o diagrama comutativo 2, onde as
colunas sao exatas e as linhas sao as cocadeias de complexos que denotamos por £, F e G.

Para definir a aplicagao A}: HY(G) — H"(€) considere ¢ € G' um cociclo. Como
é sobrejetiva, existe b € F tal que ¢ = ¢(b). O elemento d(b) € F'! esta em ker ¢t
pois ¥ (d (b)) = d'4p'(b) por que o diagrama comuta e di)*(b) = d'(c) = 0 por ¢ ser um
cociclo. Mas ker ¢! = Im ¢'™!, assim d'(b) = ¢'"!(a) para algum a € E'. Observe que
d(a) = 0, pois ¢"2(d"(a)) = dH (¢ (a)) = d'TL o d'(b) = 0 e ¢'™2 ¢ injetiva, logo a é

um cociclo.



Capitulo 1 - Preliminares Algébricos 13

Portanto definimos Af: H(G) — H(E) 0 0 0
mandando a classe de cohomologia de ¢ na
classe de cohomologia de a, Af[c] = [a]. Tal A L T
. N ) . e — > Ezfl JIDK Eerl
aplicacao esta bem definida pois o elemento a
¢ unicamente determinado por d‘(b) uma vez ¢ - 4 o
, di R A
que ¢! é injetor. e L [F Fitt
Além disso, nao depende da escolha de Pi=t o ittt

b por que se tomarmos um b diferente de
b, terfamos '(V') = ¥'(b), entao b — b €
ker ' = Im ¢'. Logo b/ — b = ¢'(a) para al-
gum o' € E', com isso V' = b+ ¢'(a’). Porém

trocar b por b+ ¢'(a’) é trocar a pelo ele-
mento equivalente a + d'(a'), ¢ (a + d'(a’)) = ¢"(a) + ¢"T(d'(a')) = d(b) + d'($*(d)) =
d'(b+ ¢'(d)).

E uma outra escolha de ¢, dentro da mesma classe de cohomologia, teria a forma c+d'(c).
Como ¢ = ¢'(b) para algum b € Fit!, entdo terfamos ¢ + d"~'(¢) = ¢ + d (¢~ 1(b)) =
¢+ (d=1(b)) = o' (b + di=' (b)), entdo b é substituido por b+ d(b), o que nao muda d(b) e
portanto nem a.

A aplicagao A} : H(G) — H™ (&) é um homomorfismo pois se Af[c;] = [a;1] e Af[ey]
[as] via by e by como acima, entao ¥'(by + by) = ¥ (by) + V(b)) = c1 + 2 € ¢ ay + az) =
¢ (ar) + ¢ H(az) = d'(br) + d'(b2) = d' (b1 + b2), logo Af([e1] + [e2]) = [aa] + [aa].

Vamos entao verificar a exatidao da sequéncia, apenas para simplificar a notacao deno-

taremos por ¢, 1 e d as aplicacoes ¢°, ¥ e d' respectivamente, sem nos preocuparmos com

os indices.

e Im¢* C kervy*: E imediato por que ¥¢ = 0 implica ¥*¢* = 0.

o Im¢* C ker Af: Temos Af¢* = 0 uma vez que neste caso d(b) = 0 na definicdo de
d.

o Im A} C ker¢*: Aqui ¢*Af = 0 pois ¢* A} aplica [c] em [d(b)] = 0.

e kery* C Im¢*: A classe de cohomologia em kery* é representada por um ciclo
b € F' com v(b) um cobordo, entao ¥ (b) = d(c) para algum ¢ € G*!. Como 9 é
sobrejetivo, existe &' € F'~! tal que ¢ = j(b'). Logo ¥ (b—d(b')) = 1(b) — v (d()) =
$(b) — dp(¥) = 0 pois d(()) = d(¢) = ¥(s). Fntdo b— d(t') = ¢(a) para algum
a € E'. Este a é um cociclo por que ¢(d(a)) = d(¢(a)) = ¢(b—d()) = d(b) =0 e
¢ é injetivo. Entao ¢*[a] = [b — d(b')] = [b].
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*
79

e ker A¥ C Im1*: Se c representa a classe cohomologia em ker A, entdo a = d(d’)
para algum a’ € E'. O elemento b — ¢(a’) é um cociclo pois d(b — ¢(a’)) = d(b) —
d(6(@)) = d(b) — $(d(@)) = d(b) — 6(a) = 0. E p(b— 6()) = $(b) — V(') =
(b)) = ¢, logo * aplica [b — ¢(a’)] em [c].

e ker ¢* C Im A}: Dado um cociclo a € E™! tal que ¢(a) = d(b) para algum b € F*,
entao ¥ (b) é um cociclo pois d(¢ (b)) = ¥ (d(b)) = é(a) = 0, e Af aplica [1)(b)] em

[a]. O
Observemos explicitamente que A* nao é bem definida a nivel de coclicos, mas somente

a nivel de cohomologias.



CAP{TULO 2

Cohomologia de de Rham em R"

1. Formas diferenciaveis em R"

Seja U C R™ um aberto x € U. Recordemos que o espaco tangente a U em x é o espago
vetorial T,U = {(z,v) : v € R"} com a operagao usual sobre a segunda componente, e o
fibrado tangente de U é TU = U,y T, U = U x R™. Um campo vetorial em U é simplesmente
uma funcéo & : U — TU da forma &(x) = (z,&(x)), € : U — R™. Portanto, se nio houver
confuséo, identificaremos T,U com R" e £ com &. O campo se dird continuo, resp. dife-
renciavel, se ¢ é uma funcgao continua, resp. diferenciavel. Em geral estaremos interessados
no caso de diferenciabilidade de classe C*°.

Denotaremos por F(U) a algebra as fungoes de classe C* de U em R e por H(U) o
conjunto do campos vetoriais diferenciaveis de classe C* em U. H(U) é um espago vetorial
real e um modulo sobre F(U), com as operagoes usuais.

Recordemos que uma deriva¢ao em F(U) (resp. uma derivagdo em p € U) é uma

aplicagao R-linear:
n:FU) — FWU) (resp. n,: F(U) — R)
tal que:

n(fg) =n(f)g+ fnlg) (resp. n,(fg) =n,(f)g(p) + f(p)m(9)) ¥V f,g € F(U).

1.1. EXEMPLO. Seja (p,v) € T,U, f € F(U). Denotaremos com v,(f) a derivada dire-
cional usual de f na direcdo vy, isto é v,(f) = & f(p + tv,)| =0 E 6bvio que v, é uma
deriva¢do em p. No caso v = ¢; (i-ésimo vetor da base candnica), usaremos também a
notacao classica (%)p ou simplesmente (E)Z»)p ou, também, a%i(x). Também, quando claro

do contexto, eliminaremos a referéncia ao ponto p.

IE bem conhecido que vp(f) pode ser calculada partindo de uma curva v : (—e¢,e) — U com v(0) =

p. 7(0) = vy, calculando £ f(7(t))|(1—0). Este fato serd ttil mais adiante.

15
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Seja &, uma derivagao em p. Vamos demonstrar alguns fatos elementares:

e Se f € F(U) se anula em uma vizinhanga V' de p, entdo £(f) = 0.

De fato, seja ¢ uma funcao que vale 1 fora de V' e zero em p. Entao f = ¢f e:

§(f) = &) f(p) + ¢(p)E(f) = 0.

Em particular, se f = g em uma vizinhanga de p, £(f) = &(g).
e Se f =1 em uma vizinhanca de p, entao &(f) = 0.

De fato pela propriedade anterior, podemos supor f = 1 em U. Portanto:

§(1) = &(1-1) = 2¢(1).

Em particular, se f é constante em uma vizinhanga de p, £(f) = 0.

e Se f é produto de dois fungoes que se anulam em p, entao (f) = 0.
1.2. TEOREMA. Dada uma derivagdo & em p, existe (v,p) € T,U tal que & = v,.

DEMONSTRAGAO. Seja f € F(U). A férmula de Taylor nos da:

Farseeeson) = £0) + 3 (51 (o= o) + 2(0),

onde ®(z) é produto de fungdes que se anulam em p. Portanto usando as propriedades

60 =) (5 ) )

p

e portanto & = Z§($i>(%)p~ O

O resultado anterior permite identificar 7,U com o espago vetorial das derivagoes de F(U)

anteriores:

em p. Deixando p variar em U, se obtém, de modo andlogo, uma identificacao de H(U) com
o espago das derivagoes de F(U). Em particular, se {ej,...,e,} é a base candnica de R", o
~ . . . ~ o b
campo constante (z, ;) e o vetor (p, e;) sao identificados com as derivagoes 7~ € 5:-(p).
Em geral, a composicao de duas derivagoes nao é uma derivagao, mas o comutador de
duas derivagoes é ainda uma derivacao. Esta observacao sugere definir o produto de Lie de

&neHWU), como [£,n] :=Eon—mno&. Da definigio temos as propriedades a seguir.

1.3. PROPOSIGAO. O produto de Lie de campos de vetores (diferencidveis) verifica:

(1) & +v)] = [&nl + 1€ v,
(3) 1€, [n, Y]] + [, [v,€]] + [v, [€,m]] = 0, (Identidade de Jacobi).
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1.4. OBSERVACAO. Um espaco vetorial dotado de um produto que verifica as propriedades

em 1.3 se chama uma dlgebra de Lie

Em termos de coordenadas temos:

Ox; J=1

entao [§,n] = Z:'L:l (Z?:l aj gzb; - Z?:l b g;;) a?:,-‘

1.5. PROPOSIGAO. Se & =31 ai(z);2 en =", bj(x)5= sio dois campos vetoriais,
J

1.6. DEFINIGAO. Uma q-forma exterior em x € U é um elemento de N(T,U). Uma
q-forma diferencial é uma lei que associa a cada x € U um elemento w(x) € AT, U) que
“depende diferenciavelmente da x” no sentido que, dados campos diferencidveis &,...&,,
a fungdo que associa a x € U ao numero real w(z)(&1(2),...,&(z)) € uma fungao dife-

rencidvel.

Pela definigao anterior, uma forma determina uma aplicagdo F(U)-multilinear:

H(U) x - x HU) — F(U), w(&,--- &) (@) =w@)(&(),. .. &)

O préximo resultado déa condigoes para que uma aplicagao como acima seja induzida por

uma forma.
1.7. TEOREMA. Uma aplica¢ao R-multilinear:
w:HU) x - xHU) — FU),
¢ induzida por uma forma se, e somente se, € F(U)-multilinear.

DEMONSTRAGAO. Pela observagao acima, se w é induzida por uma forma, w é F(U)-
multilinear. Suponhamos que w seja F(M)- multilinear. Seja = € U,§; € T,U. Estendemos
0s & a campos & € H(U), &(y) = > aij(y)ej, e definimos:

W), &) = w(é, .., 6))(@).

Para demonstrar que a igualdade acima define de fato uma forma sera suficiente mostrar

que, em z, ndo depende das extensdes. De fato, pela F(U)-multilinearidade:

n

W SN@) = D an (@) ap, (@)w(en, . e,).

11 ,eyip=1
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2. A diferencial exterior e a cohomologia de de Rham

Denotaremos com 2(U) o conjunto das p-formas diferencidveis. As operagoes usuais de
soma e produto por um escalar definem em QP(U) uma estrutura de espago vetorial real.
Além disso, denotado por F(U), o anel das fungoes diferencidveis a valores reais define em U,
o produto usual de uma fungao por uma p-forma determina uma estrutura de F(U)-médulo
em QP(U).

Seja f : U — R uma funcgao diferenciavel. A diferencial de f, df é entao uma 1-forma
diferencial, df (z)(x,v) :==> 1, (%)xvi onde v; é a i-ésima coordenada de v. Em particular
podemos considerar as fungoes coordenadas z; : U — R. Para todo x € U, {dz;(z): i =
1,...,n} é a base dual da base canonica de T, U. Portanto uma p-forma diferencial w sempre
pode ser escrita como:

w(z) = Z Wiy, (®)dzi () A - Aday, (2),  wiy.g, € F(U).

11<...<ip

Em particular, enquanto como espago vetorial real a dimensao de (’(U) ¢ infinita, como

F(U)-médulo, QP(U) é um médulo livre finitamente gerado de dimensao
D

Sejam U C R™, V C R™ abertos e F' : U — V uma fungao diferencidvel, F(z) =
(Fi(x),...,Fpn(x)). Fazendo y = F(x), dF(z) : T,U — T,V é uma aplicacao linear que
induz uma transposta F* = (dF)* : AP(T,V) — AP(T,U) (veja 2.5) a nivel de formas

diferenciaveis:

Fr:P(V) — QPU), F*(w)(v,...,vp) :=w(dF(x)(v1),...,dF(z)(vy)).

Indicando com x4, ..., x, € Y1, . .. Yn as coordenadas canonicas em U e V respectivamente,
temos:
n
. OF;
1) Pry) = Y 5,
i=1 7

e portanto se w = wih_,_,ipdyil VANRIERIVA dyip,
F*(w)(z) = wiy,..5p (F () F*(dys,) A ... A F*(dys, ).

Além disso sao verificadas as propriedades funtoriais:
° H*U == HQP(U),
e Se F} : Uy — Uy e Fy : Uy — Us sao aplicagoes diferenciaveis, entdo (Fy o F})* =
Fy o Fy.
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Em particular se F' é um difeomorfismo, entao F™* é um isomorfismo.
Por 1.2, Q%(U) = F(U). O operador de diferenciacao ¢ portanto, pelo que foi visto antes,
um operador R-linear d : Q°(U) — Q' (U). Este operador se estende & p-formas diferencidveis

no sentido do seguinte resultado:

2.1. TEOREMA. Ewxiste uma tinica familia de operadores R-lineares dP : QP(U) — QPTH(U),-
p=0,...,n, tais que:
(i) d° =d (o operador usual de diferenciacao)
(i) dP+lodr = 0.
(iii) Sew € QP(U), 7 € QUU),dPMMw AT = dPw AT+ (—1)Pw A dI7.
Além disso, se F' é uma aplicacao diferencidavel de um aberto U C R™ em um aberto
V CR™, F*(d’(w)) = dP(F*(w)).
Quando claro no contexto, escreveremos simplesmente d sem especificar o indice p.

DEMONSTRACAO. Suponha que existe d com as propriedades acima.
Seja w = f(x)dx;, A--- Adx;,. Entao

dw = (df) Aday, A--- Aday, + fd(da, A--- Aday,).
Agora df = Z %dxi, por (1) e
=1
d(day, A Adag,) = Y Eday A Addag A Adgg, =0

i< <ip

por (2) e (3). Portanto se d existir, deve ser da forma

) d( D engdu Ao Adr,) =

i< <lip
&Pil...z‘p
= E E axk dl’k A dl’il A A dl’ip

koiy<o<ip

e portanto é unico. De outro lado, é facil ver que, definindo d por (2), obtemos um operador
que verifica as condicoes (i),(ii) e (iii).

A tltima afirmagao segue do fato que F*(dy;) = >_; gf; dr; =d(yio F) = d(F*(y;)) e do
fato que F* é um morfismo de dlgebras. OJ

Se obtém assim uma seqiiéncia de espacos vetoriais reais e aplicacoes lineares:

0— ) L o) LY on) —o.
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Esta sequiéncia é semi exata ou um complexo de cocadeias no sentido do capitulo anterior
(2.8) e leva o nome de complexo de de Rham de U. Neste caso, cociclos e cobordos sao
chamado de formas fechadas e formas exatas respectivamente. Usaremos as notagoes:

e ZP(U) := ker d?, o espago das p-formas fechadas,
e BP(U) :=ImdP~!, o espaco das p-formas exatas.
o H?(U) := Z?(U)/B?(U), a cohomologia de de Rham de U de dimensdo p.

Também, chamaremos o operador d de diferencial exterior, ou simplesmente de diferen-
cial, mesmo se, de acordo com as notagoes do capitulo anterior, deveriamos chama-lo de
codiferencial. De fato usaremos o termo codiferencial por um outro operador a ser definido

nos capitulos seguintes.

2.2. OBSERVAGCAO. Sao convenientes, por uso posterior, as seguintes consideracoes; de
facil verificacao.
(1) d é um operador local. Isso significa que se w = 7 em uma vizinhanga V' de p € U,
entao dw(p) = d7(p).
(2) A diferencial exterior pode ser definida sem uso de coordenadas, pela seguinte

formula
p

dw(&,.. ., &) =Y (D& wéo, -6 &)+ (=) w((&.&) o &ir o 65 &)

=0 1<j
Um problema natural é o problema de integracao, isto é, decidir quando uma dada p-
forma é a diferencial de uma (p — 1)-forma, isto é, quando uma forma é exata. A condicao
d od = 0 nos diz que uma condicao necessaria para que uma forma seja exata é que seja
fechada. A condigao é também suficiente se, e somente se, H?(U) = {0}. A importancia
da cohomologia é também devida ao fato que ela é estreitamente ligada, como veremos, a

topologia de U. Um primeiro exemplo é o seguinte:

2.3. EXEMPLO. Consideramos a cohomologia de de Rham de dimensao 0. Uma vez
que a unica O-forma exata é a forma nula, a cohomologia coincide com o espago das 0-
formas fechadas, isto é com o espago das funcoes reais, definidas em U, diferencidveis e com
diferencial nulo. Obviamente uma tal funcao é localmente constante e portanto constante
em cada componente conexa de U. Podemos entao identificar o grupo de cohomologia 0-

dimensional com o produto direto de tantas copias de R quantas sao as componentes conexas
de U.

Mais em geral, se {U, : o € U} sdo abertos disjuntos com U = UyeyUy, QP(U) =

e QP(U,), e d respeita esta decomposi¢ao. Portanto:
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2.4. TEOREMA. Se U C R™ ¢ uma unido disjunta de abertos {U,, v € U}, entdo:

H(U) = [[ B (U.).
acld
Sejam U C R", V' C R™ abertos e F' : U — V uma funcao diferenciavel. Ja vimos como
F induz uma aplicagao F* : QP(U) — QP(V). Das propriedades do diferencial exterior segue
que F* é um morfismo de complexos de cocadeias, em particular manda formas fechadas
em formas fechadas e formas exatas em formas exatas e induz uma aplicacao linear entre os

grupos de cohomologia, que continuaremos indicando com o mesmo simbolo:
F*: H(V) — HP"(U).
E imediata a verificacao das propriedades funtoriais:
[ ] ]1?] = ]al(U),
e Se Il :U; — Uy e Fy: Uy — Us sao aplicagoes diferencidveis, entao (Fy o Fy)* =
Fy o Fy.

Em particular, se F' é um difeomorfismo, entao F* e um isomorfismo.

2.5. EXEMPLO. Retornemos ao exemplo 2.3. Segue facilmente das consideragoes anteri-
ores que se F': U — V e V é conexo, entao F* : H(V) — H°(U) é injetor, e se também U

é conexo, ¢ um isomorfismo.

Vamos agora estudar condi¢oes que garantam que duas aplicagoes diferenciaveis induzem

o mesmo morfismo em cohomologia.

2.6. DEFINIGAO. Sejam U C R™, V C R™ abertos e F; : U — V, i = 0,1 fungdes
diferencidveis. Uma homotopia diferencidvel entre Fy e Fy é uma aplicacio diferencidvel
H:Ux|[0,1] =V, tal que H(x,i) = F;(z),i =0,1.

Diremos que as duas funcoes sao homotopicas se existe uma homotopia entre elas, e,
neste caso, escreveremos Fy ~ F7.

Diremos que U e V' sao homotopicamente equivalentes se existem fungoes diferencidveis
F:U—->V, G:V—=>Utwusque GoF ~1y, FoG~ 1ly.

Diremos que um aberto U é contrdtil se U é homotopicamente equivalente a R°.

2.7. OBSERVAQAO. Dada uma homotopia H : U x [0,1] — V, esta pode ser substituida
por uma funcdo H : U x R — V, tal que H(xz,i) = Fy(x),i = 0,1. De fato, se A : R — [0, 1]

2Recordemos que uma funcéo definida em um conjunto C' C R” ¢ diferencidvel se pode ser estendida a

uma fungao diferencidvel definida em uma vizinhanca aberta C.
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¢ uma funcao diferenciavel, tal que A(t) =0 se ¢ <0, A\(t) =1 se t > 1, basta tomar
H(x,t) = H(z,\2)).

Uma homotopia entre duas fungoes pode ser vista como um caminho, no espaco das
fungoes diferencidveis, que une as duas fungbes (com conceitos adequados de topologia e
diferenciabilidade no espago das fungoes diferencidveis entre dois abertos) ou ainda como

uma “deformacao”de uma funcao em uma outra.

2.8. TEOREMA. Se F; : U — V sao funcoes diferencidveis homotopicas, i = 0,1, entdo
Fy=F}: H*(V) — H?(U), para todo p.

DEMONSTRAGAO. Por 2.7 podemos supor H definida em U x R. Sejam j; : U —
UxR, i=0,1, ji(x) = (x,7), as inclusdes canoénicas. Suponha que existe uma fungao
linear K : QP(U x R) — QP~1(U) tal que:

(3) Kdw+ dKw = jjw — jjw

entao, se w € fechada, jiw e jiw diferem por uma forma exata e portanto definem o mesmo
elemento em H?(U x R). Portanto j = 57 : H?(U x R) — HP(U). Mas F; = H o j; e com
isso F; = Fy : HP(U) — HP(V).

Vamos construir uma fungao linear que verifica 3. Se w € QP(U x R), w = dt A a + [3,

COo1:

Z iy iy (@, ) A, Ao ANdag,, 8= Z Bty (@, t)dj, A - Aday,,

i<+ <Zp j1<-~~<jp

definimos:
1
K(w) = Z (/ Oéil,...,z'p(x,t)dt) dzg, N Aday,.
i1<<ip 0

Temos entao:

0oy, .
dw=—-dt Ada+ds=dt A (- E #dxj/\dxil/\--J\dxip—i-
x .
Gyi1<-<ip J

+ Z ﬁ”“ —Aende g A Ada,) 4y

J1<-<Jp
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onde v nao contém o termo dt e portanto K~ = 0. Assim :

Kdw = (/ 6]1’ dp dt) dzj, A+ Adwy,
J1<<Jp
! 30%,... ip
> At day Ady A Ada,,
331 << 0 Lj
dKw="} /1804117 = dt Jda; A d Ad
Y | ‘ o Ox; i A iy A ip:
2,01 < <1p
Entao temos :
kdw +dKw = (/ ﬁﬂ’ Ll dt) xjy Ao ANdxj, =
J1<<Jp
= Y Bidy (1) = By gy (@, 0)]day, A+ Aday, = jiw — jiw.
J1<-<Jp

O

2.9. COROLARIO. Abertos homotopicamente equivalentes tém cohomologias isomorfas.

Em particular, se U é contratil,

HY(U) ~ R sep=0
| {0} sep>o0.

En particular, todos os abertos estrelados ® sdo contrateis. Se obtém entao como corolério

o Lema de Poincaré:

2.10. COROLARIO. Se U C R"™ é um aberto estrelado, entdao todas as p-formas fechadas,

para p > 0, sao exatas.

Sejam U; C R™, i = 1,2, abertos, e defina U = U; UU,, V = U; NU,. Vamos relacionar a
cohomologia de U com aquelas dos U; e aquela de V. Para tal consideremos a seqiiéncia
: (ki —k)
{0y — ) " ory) @ or () " ar(v) — oy,
onde j; : U; — U s@o as inclusoes e k;(w) = w|y. Os véarios termos da seqiiéncia anterior
vamos interpretar como complexos de cocadeias com os 6bvios (co)diferenciais e é claro que

os morfismos comutam, com tais (co)diferenciais.

3Recordemos que um conjunto U C R™ se diz estrelado em relacio a zo € U se para cada 2 € U o

segmento de extremos x e z( esta contido em U



Secao 2 - A diferencial exterior e a cohomologia de de Rham 24

2.11. TEOREMA. A seqiiéncia anterior € uma seqiiéncia exata curta de complero. Em

particular induz uma seqiiéncia exata (longa) em cohomologia:

— 1) T ) e m () " () S ) —
DEMONSTRAGAO. Observamos que jiw = w|y,. A exatidao da seqiiéncia é portanto
ébvia, exceto pela sobrejetividade de (k; — ky). Para provar que (k; — k) é sobrejetiva,
consideramos uma parti¢ao da unidade subordinada a {Uy, Uy}, isto é fungoes diferencidveis
¢; U —[0,1], 1 = 1,2 tais que:
o 61(1) + da(w) =1 Ya €U,
o supp(¢;) :={z €U : ¢;(z) >0} CU,.
Dada entao w € QP(V'), definimos

wi(z) = { di(r)w(x) sexeV
' 0 sex e U \V

w; € bem definida e diferenciavel, pois ¢; se anula fora de um aberto de Uj, j # 1. Além disso
(1{31 — kQ)(Wl, —wg) = w1|v + WQ|V = ¢1w + §b2w = Ww.

portanto (k1 — ko) é sobrejetiva. A existéncia da exatidao da seqiiéncia longa segue entdo da
2.11. 0

2.12. DEFINIGAO. A seqiéncia exata longa em 2.11 é chamada de seqiiéncia de Mayer-

Vietoris em cohomologia.

Aplicamos agora a seqiiéncia de Mayer-Vietoris ao calculo da cohomologia de R™ \ {0}.
R™\ {0} é homotopicamente equivalente a ¥, := R" \ {z = (x1,...,2,) € R" : |z;| < €} e
portanto, por 2.9 a cohomologia dos dois espacos sao isomorfas. Calcularemos a cohomologia

de X,,. Consideremos os abertos:
Uy ={(x1,...,2,) €5y 1y > —€/2}, Uy={(x1,...,2,) € Xyt x, < €/2}.

As seguintes afirmacoes sao de facil verificacao:
L] Zn = U1 @) Ug.
e U, é contratil, + = 1, 2.

e U; N U, é homotopicamente equivalente a X(,_1).
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Assim n = 1, Y; é unido de dois abertos contrateis e portanto por 2.9 e 2.3:

HP () = RPR sep=0
Y {0} sep>0

Consideramos n = 2. Sendo %, e U; conexos, H’(3,) = H°(U;) = R. Consideramos a
seqiiéncia de Mayer-Vietoris:
{0} — H(2y) — HO(U)) ® HY(Uz) — H(E,) — HY(Z3) — HY(Uh) ® HY(Us) —
e prl(zl) — HP(Xy) — HP(Uy) ® HP(Uy) — -+ - .

A primeira linha reduz a:
{0} —R—ROR — ROR — H' (%) — {0}.

Portanto H'(X,) 2 R. * Da segunda linha se obtém , HP(3,) = {0} se p > 1.
Procedemos por indugao. Suponhamos n > 3 e que:

R sep=0n-—2

{0} sep#0,n—2

Consideremos novamente a seqiiéncia de Mayer-Vietoris:

Hp(zn—l) = {

HPY(%,) — HP Y (U) @ HP Y (Uy) — HP (S, 1) — HP(X,) — HP(U) @ HP(Uy) —
Se p > 1 segue que HP(X,) = HP~!(X, ), e se p = 1 obtemos:

{0} — R—R®R —R — H'(%,) — {0}.

~

A aplicacaio RGR — R tem nticleo unidimensional e assim ¢é sobrejetiva, logo H*(%,,)
{0}. Portanto:

HE(S,) = R sep=0n-—1
" {0} sep#0,n—1

3. O teorema de Jordan-Alexander

E conveniente, para evitar, nos calculos, argumentos especiais para o caso 0-dimensional,
introduzir a cohomologia reduzida. Definimos Q~1(U) :=R e d=Y : Q"4U) — Q°(U) como
a aplicacao que associa a a € R a funcao constante igual a a. O complexo assim obtido se
chama o complexo de de Rham aumentado.

4A primeira seta nao nula é injetiva, disto segue que a imagem da seqiiéncia seguinte, que é o nucleo da

terceira, ¢ unidimensional. Assim H(¥3) * R® R/R = R.
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3.1. DEFINIGAO. A cohomologia reduzida de U, ]:IP(U), € a cohomologia do complexo de

de Rham aumentado.

E claro que H(U) = {0} e que H(U) é um espaco vetorial com uma dimensio a
menos daquela de H°(U). Além disso H?(U) = H?(U) se p > 0. Em particular se U é
conexo, H(U) = {0}.

O mesmo argumento usado para estabelecer a seqiiéncia de Mayer-Vietoris se aplica ao

complexo aumentado e se obtém, com a notacao de 2.11:

3.2. TEOREMA. A seqiiéncia:

) ) oy e grws) T mrovy AL gy — -

é exata.

O uso de cohomologia reduzida simplifica as vezes os argumentos, como veremos, por
exemplo, no principio de dualidade de Jordan-Alexander, que tem, como conseqliéncia ime-
diata, o classico teorema da curva de Jordan. A referéncia para este argumento é [?] e
[7].

Sejam F;, 1 = 1,2 subconjuntos fechados de R™. Suponhamos que exista um homeo-
morfismo ¢ : F; — Fs. E bastante natural se perguntar se existe uma relagao entre os
complementares R” \ F;. A ilusdo que eles sejam homeomorfos, ou entdo simplesmente ho-
motopicamente equivalentes, é rapidamente frustrada. Por exemplo, sejam Fy = {x € R? :
|zl =1}u{z e R?: ||z]| =2} e [y = {x € R? : ||z]| = 1}U{z € R*: ||lz—(3,0)| = 1}. Entao
o complementar de F} é homotopicamente equivalente a uniao disjunta de um ponto e dois
circulos, enquanto o complementar de Fy é homotopicamente equivalente a uniao disjunta

95

de dois pontos com o “wedge”” de dois circulos . Usando técnicas elementares de topologia
se verifica facilmente que os dois complementares nao sao homotopicamente equivalentes.
O fato que os complementares de dois fechados homeomorfos nao sejam homotopicamente
equivalentes é importante em certas circunstancias, por exemplo na teoria dos nés. Recor-
demos que um né em R3 ¢ uma funciao v : S' — R3 que é um homeomorfismo sobre sua
imagem. Dois nds sao ditos equivalentes se existe um homeomorfismo de R3, isotépico a
identidade, que leva um né no outro. Um invariante importante para distinguir classes de

equivaléncia de nés, é o grupo fundamental do complementar de um no.

"Recordemos que o “wedge” de dois espacos topoldgicos é o espago que se obtém da uniao disjunta de

dois espacos, identificando um ponto escolhido neste primeiro com um ponto escolhido neste segundo.
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Retornando ao exemplo anterior, observamos que ainda que nao homotopicamente equi-
valentes, os complementares de Fi e F, tém a mesma cohomologia. De fato, vale o seguinte re-

sultado geral que, segundo A. Dold, é chamado de teorema da dualidade de Jordan-Alexander:

3.3. TEOREMA. Sejam F;,i = 1,2 fechados de R™ e ¢ : Fy — Fy um homeomorfismo.
Entio H*(R™\ F}) = H*(R"\ F).

A demonstragao sera dividida em varios passos. Se n < m, consideremos R" como o
subespagco dos vetores de R™ com as ultimas m — n coordenadas nula. Sera além disso con-
veniente trabalhar com a cohomologia reduzida, para nao ter que tratar o caso 0-dimensional

separadamente.

3.4. LEMA. Se F CR" ¢ um fechado e F # R", entdo H't'(R™'\ F) = H/(R"\ F),i >
—1.

DEMONSTRACAO. Consideremos os subconjuntos de R™*!:
o 7, =R\ Fx{teR:t<0}.
o /_ ::R"H\FX{tER:tzO}.
o /=7, UZ =R"\F
e /. NZ_ =R"\F
O hiperplano x,,; = 1, é homotopicamente equivalente a Z,. De fato se verifica facil-
mente que a projecao ortogonal de Z, sobre este hiperplano é uma equivaléncia de homo-
topia. Portanto Z, é contratil. Analogamente Z_ é contratil. Em particular a cohomologia
reduzida de Z, e Z_ se anula em todas as dimensoes. O resultado segue entao da seqiiéncia

de Mayer-Vietoris, para a cohomologia reduzida:

c— HY(Zy) @ Hipa(Z22) — Hip(Z2) — Hi(Zy) @ Hin (Z) — -+

Aplicando sucessivamente o resultado precedente se obtém:

3.5. COROLARIO. Se F' C R™ ¢ um fechado, entdo H't**(R™*\ F) = H'(R"\ F), para
todo i > —k.

3.6. LEMA. Sejam F;,1 = 1,2 fechados de R" e ¢ : F| — Fy um homeomorfismo. Entao
R\ F} x {0} € homeomorfo a R*\ {0} x F.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ = ¢~!. Os homeomorfismos ¢, se estendem, usando o teo-

rema de Tietze, a aplicagoes continuas @, ¥ : R” — R"™. Definimos:
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o L:R™ - R L(x,y) = (z,y — ®(x)).

o R:R*™ — R* R(x,y)=(z — V(y),y).
As aplicagoes L, R sao homeomorfismos. De fato L™ '(x,y) = (x,y + ®(z)), R (z,y) =
(r + ¥(y),y). Consideremos I' := {(z,y) € R* : y = ¢(x)} = {(z,y) € R* : x = ¢(y)}. Se
tem L(F; x {0}) =T = R(0 x F3) e com isso um homeomorfismo:

R>\ Fy x {0} - R\ T 25 2\ {0} x F.

A demonstracao do Teorema é, a este ponto, imediata:
H(R"\ F}) 2 H™MR™\ F) 2 AR\ Fy) = H(R"\ F).

Como aplicacao imediata do principio de dualidade de Jordan-Alexander, obtemos o

famoso teorema da curva de Jordan:

3.7. TEOREMA. Seja 7 : St — R? uma funcdo continua que é um homeomorfismo sobre

sua imagem®. Entdo R? \ 7(51) tem exatamente duas componentes conexas por arco.

DEMONSTRAGAO. Consideremos o circulo unitdrio S* C R2. E claro que o complementar
de S' in R? tem exatamente duas componentes conexas por arco, ou, equivalentemente,
HO(R?\ S') @ R R. Para o principio de dualidade de Jordan-Alexander, Hy(R?\ v(S')) =
R @ R e portanto o complementar de (S!) tem exatamente duas componentes conexas por

arco. O

3.8. OBSERVACAO. E claro que o argumento da demonstracao do teorema de Jordan
se pode estender ao caso de hipersuperficies fechadas M™ C R™*! toda vez que temos uma
hipersuperficie fechada homeomorfa a M™ da qual se conhece o complementar. Isto acontece,

por exemplo, no caso de uma superficie (regular) compacta e orientada em R3.

4. Integracao de formas diferenciaveis e homologia

Como anunciado neste primeiro capitulo, as formas diferenciaveis sao os integrandos natu-
rais das integrais multiplas “orientadas”. Iremos agora precisar desta afirmacao. Comecaremos

com o caso das n-formas.

6Tal aplicacio se chama comumente uma curva de Jordan
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4.1. DEFINIGAO. Seja U C R™ um aberto e w = f(x)dxy A--- Adx, € Q"(U). Seja A

um fechado limitado de U. Definimos:

/w:/f(xl,...,a:n)dml---dxn,
A A

sendo o sequndo membro a integral usual de Riemann de f.

A integral assim definida é “orientada” no sentido que —w = f(x)daxs Adzy A -+ Ada,

e portanto

/f(x)dxl/\---/\dxn:—/f(x)dxg/\dxl/\dxg/\~-/\dxn.
U U

Para definir a integral de p-formas, p < n, devemos definir apropriadamente os dominios

de integracao.

4.2. DEFINIGAO.

(1) Um p-simplezo em R™ é o fecho convexo’ de (p + 1) pontos {vy,...,v,} C R" em

posicao genérica ®. Os vetores v; sio ditos os vértices do simplezo.

(2) Seja {eq,...,e,} a base candnica de RP+Y. O p-simplezo padrao AP C RPHY ¢ o
simplexo de vértices {eg, ..., ep}.

(3) Um p-simplexo singular (diferencidvel) em U, é uma aplicagao diferencidvel o :
AP — U.

Quando claro no contexto omitiremos o adjetivo “diferenciavel”.

4.3. OBSERVAGAO. Dado um p-simplexo de vértices {v,,...,v,}, todo ponto v do sim-
plexo pode ser escrito em modo tnico como v = Y- _  A\v; com A; € [0,1] CRe Y P (X =1.

Os numeros A; sao chamados de coordenadas baricéntricas de v.

4.4. EXEMPLO. Um exemplo importante de simplexo singular é o seguinte: Sejam {vy, . ..

,Up} pontos de R"” nao necessariamente em posigao genérica. Definimos L(vy, ..., v,) como
o simplexo singular que manda o ponto de A? de coordenadas baricéntricas { Ao, ..., \,} no
ponto Y Y, \v;. Este simplexo serd chamado de simplezo linear de vértices {vy, ..., vp}.

"Lembramos que o fecho convexo de um subconjunto de R™ é o menor convexo que contém o conjunto.
Em outras palavras é a intersecao de todos os convexos que contém o conjunto.

8 Lembramos que os pontos {vo,...,v,} sdo em posicdo genérica se ndo sao contidos em um subespago
afim de dimensao menor que p. Isso é equivalente ao fato dos vetores {v; —vg : i = 1,...p} serem linearmente

independentes.
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4.5. OBSERVACAO. O p-simplexo padrao é o fecho de um aberto do hiperplano deter-
minado pelos pontos unitarios de R®*+Y Identificando este hiperplano com R? faz sentido
considerar a medida usual de Riemann neste hiperplano e portanto integrar fungoes continuas

definidas neste simplexo padrao.

4.6. DEFINIGAO. Sejaw € QP(U) uma p-forma diferencidvel e o : AP — U um p-simplexo

/w ::/ o*w,
o AP

onde a integral € entendida no sentido de 4.1 e J.5.

singular. Definimos:

Iremos agora definir “dominio de integragao” mais geral para as p-formas. Consideremos
o espago vetorial real C,(U) com base os simplexos singulares de U. Um elemento de C,(U)
serd dita uma cadeia singular p-dimensional de U. Podemos entao estender, por linearidade,
a integral de uma forma sobre uma cadeia de U. Se obtém desta forma uma aplicacao
bilinear:

I:C,(U)xQP —R.

O resultado fundamental da teoria (elementar) de integracao é o teorema de Stokes, que
afirma, que “se f ¢ uma funcdo definida em um dominio fechado e limitado, a integral de
f sobre o bordo € igual a integral da diferencial de f neste dominio”. Para estender este
teorema ao nosso caso temos que introduzir o conceito do bordo de uma cadeia singular.

Intuitivamente, o bordo de um simplexo singular o : AP — U, é a restri¢ao de ¢ ao bordo
de AP. Mais precisamente, consideremos a aplicagao F; = L(eq,...,6;,...,€,) : AP71 — AP

que manda linearmente A®P~Y na face oposta ao vértice e; € AP. Definimos entdo:
O : Cp(U) — Cp-1y(U),

estendendo, por linearidade a aplicacao que manda um simplexo singular ¢ : A? — U na
cadeia > (—1)o o Fj.
Em particular, para simplexos lineares temos a férmula:

p

(4) OpL(v, ..., vp) = Y (=1)'L(vo, ..., Gi,...,vp).

=1

Aplicando o Teorema de Stokes classico, pela linearidade se obtém:

4.7. TEOREMA. Se ¢ é uma p-cadeia e w uma (p — 1)-forma,

I(Oc,w) := /w—/dw—fcdw)
dc
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Investigamos um pouco mais a fundo o operador de bordo.
4.8. LEMA. 9p—1)0 9, = 0.

DEMONSTRACAO. Seja o um simplexo singular. Tendo em conta (4), temos :

0p(0) = (~1)'ooLley, ... .6 ... €p).

%

Portanto:
p
Op-1)0p(0) =D (=1)'O (1) o Lleg, ..., €., €1, .. )+
i=0 j<i
Y (=) Voo Lley, ... 6. 65 ep)).
j>i
Observamos que o termo o o L(eq, ..., €;,...,€;,...,€,), 1, fixados, aparece duas vezes na

soma acima com sinais opostos e portanto Jg,—1)0,(c) = 0.

OJ

Em particular a seqiiéncia:

0 By
s Clpan)(U) 22 O (U) 25 Oy (U) 28

é um complexo de cadeias e portanto podemos definir:

o Z,(U) := kerd, o grupo dos ciclos p-dimensionais.
e B,(U) := Imdy_1) o grupo dos bordos p-dimensionais.
o H,(U):= Z,(U)/B,(U) o grupo de homologia p-dimensionais.

Usando 4.7 se obtém:

4.9. TEOREMA. Se a € Z,(U), I(a,dw) = 0. Analogamente se o € ZP?(U), 1(0b,o) = 0.
Portanto o operador I : Cp(U) x QP(U) — R induz um operador R-bilinear:

I:H,(U)x H/(U) — R, I([c], [w]) = I(c,w).

4.10. OBSERVAGAO. Um teorema cldssico, que estudaremos no préximo capitulo (o Te-

orema de de Rham), garante que I é néao degenerada e induz um isomorfismo:
dR: HP(U) — (H,(U))",

chamado de isomorfismo de de Rham.
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Vamos agora estudar algumas propriedades basicas da homologia, analogas as da coho-
mologia.

Seja [ : U CR®™ — V C R™ uma aplicacao diferenciavel. F' induz uma aplicagao linear
F,: Cy(U) — C,(V), obtida estendendo, por linearidade a aplicagdo que manda um simplexo
singular ¢ : A? — U no simplexo singular FF oo : AP — V. E claro que F, comuta com
o operador de bordo e é, portanto, um morfismo de complexos de cadeias. Em particular

induz um morfismo, que indicaremos com o mesmo simbolo:
F.:H,(U) — H,(V).
As propriedades funtoriais:
o (Ly) =Ly, w),
e (GoF)=G,0oF,,
sao facilmente verificadas’.
Seja U = R°. Entao o unico simplexo singular o : AP — U é o simplexo constante.
O seu bordo ¢ a soma alternada de (p + 1) adendos iguais ao (p — 1)-simplexo constante.

Portanto tal bordo é zero se p for impar e o (p— 1)-simplexo constante se p for par. Portanto

o complexo das cadeias singulares é o complexo:
1
— Clapsny(U) =R =5 Cyp(U) = R = Cgp_1y(U) =R — --- — Co(U) = R — {0}.

Portanto Hyo(R%) =R, H,(R°) = {0}, se p > 0.

4.11. OBSERVAGAO. Poderia aparecer mais natural (e as vezes seria de fato mais simples)
considerar cubos singulares, i.e., aplicacoes diferenciaveis definidas nos cubos unitarios das
varias dimensoes, no lugar dos simplexos singulares. Isso porém, daria, para R", homologia
isomorfa a R em qualquer dimensao, pois o cubo p-dimensional tem sempre um nimero par

de faces (p — 1)-dimensionais, e portanto seu bordo seria sempre nulo.

Suponha U C R"™ um aberto com componentes conexas {U,,« € U}. Se o é um p-
simplexo singular, o(AP) C U,, por algum « € U. Portanto as cadeias de U sdo a soma

direta das cadeias de U,. Também, se ¢ € C},(U,) entdo dc € C(,—1y(Uy). Em particular:
4.12. TEOREMA. H,(U) = @, Hp(Ua).

Seja V' um aberto conexo. Um 0-simplexo é simplesmente um ponto de V' que é também

um ciclo. Dados dois pontos p; € V,i = 0, 1, pela conexao existe um 1-simplexo o : Al — V

Isso significa que a homologia p-dimensional é um funtor covariante da categoria dos abertos de espagos

euclideano e aplicagoes diferenciaveis, na categoria dos espacos vetoriais e aplicagoes lineares.
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tal que o(e;) = p;. Portanto do = p; — po. Isso implica que a homologia 0-dimensional de V'

é isomorfa a R. Portanto, nas hipéteses de 4.12

4.13. COROLARIO. Ho(U) =P, R

aeUd —

4.14. OBSERVACAO. O resultado anterior é essencialmente o teorema de de Rham enun-

ciado em 4.10 para a dimensao 0, pois o dual de @, R é [],,R.

Também vale a pena observar que, a luz das consideragoes anteriores, se ' : U — V
¢ uma funcao diferenciavel Fl, a nivel 0-dimensional, manda o gerador correspondente a
componente conexa U, C U, no gerador correspondente a componente conexa de V' que
contém F'(U,). Em particular, se U é conexo, F, : Hy(U) — Hy(V) é injetor, e se V é
também conexo, é um isomorfismo.

Em analogia ao caso da cohomologia de de Rham, vamos estudar agora os morfismos

induzidos por fungoes homotopicas.

4.15. TEOREMA. Se F,G : U — V sao funcgoes diferencidveis homotopicas, entio F, =
G,.

DEMONSTRAGAO. Seja H : U x [0,1] — V uma homotopia entre F' e G. A estratégia,
analoga ao caso da cohomologia sera de construir uma homotopia algébrica entre os morfismos
induzidos das cadeias de U naquelas de V, i.e., um morfismo f[p : Cp(U) — Crppny(V) tal

que:

doH+Hod=G,—F,.

A tese segue imediatamente da existéncia de uma tal homotopia algébrica pois se ¢ é um
ciclo, G.(c) — Fi(c) sera um bordo.

Consideramos o produto AP x [0, 1] C RPT2. Intuitivamente, se o é um p-simplexo singular
de U, consideramos a aplicagdo Ho(ox 1) : APx[0,1] — V. O problema ¢ que AP x [0, 1] ndo
é um simplexo. A estratégia serd subdividir AP x [0, 1] em simplexos e restringir H o (o x 1)
a tais simplexos.

Consideramos v; = (e;,0),w; = (e;, 1), e os (p+ 1)-simplexos [vo, ..., v;, Wi, ... w,|. Se
o : AP — U é um p-simplexo singular, definimos:

P

H(o) = Z(—l)iHo (0 x 1) o L(vg, ... 0w, ..., w0,
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e estendemos por linearidade esta aplicacio a um morfismo H : C,(U) — Cpy1 (V). Vamos
mostrar que H é, de fato, uma homotopia algébrica entre F, e G,. Usando 4 e as propriedades

funtoriais das aplicagoes induzidas, temos:

0H(0) = (—1)'(=1)'Ho (o0 x 1) 0 L(vo, ..., 0}, ..., 05, wi, ... wp)+

J<i

+) (~1)(=1YH Ho (0 x 1) o L(vy, . .., 05, wi, ., 1y, ., wy),

J=i

Ho(o) = Z(—l)i_l(—l)j]{ o(ox1)oL(vy,...,U05,...,0,w,...wp)+
j<i
+ Z(—l)i(—l)jH o(ox 1)oL(vy,...,0i,Wi ..., W05... W)
Jj>i
Os termos a segundo membro da primeira equagao, com ¢ = j se cancelam exceto os
termos H o (o x 1) o L(vy, wp, ..., wy) =Goo,e —Ho (o x 1)o L(vy,...,v,w,) =—Foo.
O restante da soma é o oposto do segundo membro da segunda equacao e portanto vale a

condicao de homotopia algébrica. 0

4.16. COROLARIO. Se F : U — V € uma equivaléncia de homotopia, entao F, : H,(U) —
H,(V) € um isomorfismo. Em particular um espago contrdtil tem a mesma homologia de

um ponto.

Também temos o andlogo da seqiiencia exata de Mayer-Vietoris, mas o argumento, no
caso da homologia é um pouco mais complexo.
Sejam U; C R™,i = 1,2 abertos, e defina U = U; UU,,V = U; N U,. Consideramos a

seqiiéncia curta de complexos de cadeias (com os 6bvios diferenciais):

0y — C,(v) 2 oy @ oy (0y) Y o) — {0y,

onde j; : V — U;, k; : U; — U sao as inclusoes.

A dificuldade anunciada vem do fato que a seqiiéncia ndo € exata. Mais precisamente
((k1)« — (k2)«) nao é sobrejetor pois uma cadeia de U pode nao ser soma de uma cadeia de
Uy e de uma de U,. Consideramos entao o subcomplexo C,(U; + Uy) € C,(U) gerado pelos
simplexos singulares de U; e por aqueles de Us,. Substituindo C,(U) por este subcomplexo,
se obtém uma seqiiéncia exata curta de complexos. O fato técnico, que nao demonstraremos
aqui, é que a inclusdo C,(U; +Uy) — C,(U) induz um isomorfismo em homologia. Com base

nisso temos, com o mesmo argumento usado em cohomologia:
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4.17. TEOREMA. Existem morfismos A, tais que a seqiéncia:

(kl)*_—(iw)*) H

T Hp(v) ((jlw?)*) Hp(Ul) D Hp(UQ) (
é exata.

A seqiiéncia exata acima chama-se a seqiiéncia de Mayer-Vietoris em homologia.

Ap
p(U) — Hp-py(V) — -+






CAPITULO 3

Homologia e cohomologia das variedades diferenciaveis

1. Variedades Diferenciaveis

Generalizaremos, nesta secao, os conceitos e resultados das se¢oes anteriores, ao caso de
variedades diferenciaveis.

Para efeito de simplificacao, assumiremos que todas as variedades sao mergulhadas em
um espaco euclidiano. Isto obviamente nao é restritivo em vista dos teoremas de Whitney

(caso diferencidvel) e Nash (caso riemanniano). Portanto usaremos a seguinte definigao:

1.1. DEFINICAO. Uma variedade diferencidvel n-dimensional é um subconjunto M™ C
RY, tal que Vo € M existem um aberto U C RN, um aberto Q := Q(U) C R"™ e uma fungdo
diferencidvel 1 := vy : Q — RY tal que:

(1) ¥ € um homeomorfismo de Q@ em U N M
(2) para todo x € Q, di(z) : T,Q — RY € injetivo.

A aplicagao ¢ é chamada de parametrizacao local ou carta locale se p € (), (z1,...,x,) =
¥ ~1(p) sao chamadas de coordenadas de p na carta local (§2,).

Obviamente abertos de uma variedades n-dimensional sao variedades n-dimensionais.

Vamos relembrar algumas definicoes e fatos basicos da teoria das variedades diferenciaveis.
Nossa referéncias principais sao [?] e [77].

Sejam M C RY, N C RM variedades diferenciaveis e f : M — N uma funcdo. Diremos
que f é diferencidvel se para todas cartas locais ¢: Q — M, ¢: ¥ — N, a funcao ¢ Lo for) é
diferenciavel, onde definida. Isso resulta equivalente ao fato de existir uma vizinhanca aberta
U de M em RY e uma extensao diferenciavel F : U — R de f. Em particular podemos falar
de funcoes diferenciaveis a valores reais, definidas em abertos de uma variedade diferencidvel.

Fixamos p € M e uma carta local ¢: Q@ — M tal que T € Q e ¥(T) = p. O espaco
tangente a M em p, T,M ¢, por definigao, o subespago vetorial d¢(7)(R").

Seja v: (—e,¢) — M C RY uma curva diferenciavel tal que y(0) = p, e §(0) o vetor
tangente a v em p. E facil ver que o espago de tais vetores tangentes coincide com o
espaco tangente a M em p. Em particular, a definicao de espaco tangente faz sentido, nao
dependendo da escolha da carta local.

37



Secao 2 - Cohomologia de de Rham 38

Dada uma funcao diferenciavel f : M — N, a diferencial de f em p ou aproximacao

linear de f em p, é a aplicacgao:
df(p); T,M — Ty N,

que manda o vetor §(0), tangente a uma curva v, v(0) = p, no vetor tangente a curva f o~y
em 0.

Como no caso de abertos do R", que sao variedades n-dimensionais, podemos identificar
T, M com o espago das derivagoes de fungoes diferencidveis, a valores reais, definidas em uma
vizinhanca de p.

O fibrado tangente de M é definido como

TM ={(p,v) e M xR" :veT,M}.

TM tem uma estrutura de variedade diferenciavel de dimensao 2n. De fato, se ¢: Q@ — M

é uma carta local, a aplicagao
U: QxR — TM, V(z,v)=(P(2),d@)(@)(v)),

é uma carta local para TM. Também o fibrado tangente vem junto com uma aplicacao
7:TM — M, w(p,v)=p chamada de projecio, que, como é facil ver, é diferencidvel.

Se f: M — N é uma funcao diferenciavel, a funcao

df: TM — TN, df(p,v) = (f(p),df(p)(v)),

¢ também uma funcao diferenciavel.

Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo vetorial tangente, em um aberto U C M,
¢ uma funcao diferenciavel £ : U — T'M tal que mo & = 1;. Em outras palavras um campo
tangente em U ¢ a escolha “diferencidvel” de um vetor em T,M, Vp € U.

O conjunto dos campos de vetores em U, denotado por H(U), tem uma ébvia estrutura
de espaco vetorial real e de mdédulo sobre o anel das funcoes diferenciaveis, a valores reais,
definidas em U, que denotaremos por F(U). Também, como no caso de abertos do R",
podemos identificar os campos tangentes com as derivagoes de F(U). Isso nos permite ainda
de definir o produto de Lie de campos &, € H(U) como comutador [£,n] :=&on—mnof de

derivagoes. Portanto H(U) torna-se uma algebra de Lie.

2. Cohomologia de de Rham

Tendo o espago tangente em um ponto p de uma variedade diferenciavel M, podemos
construir a algebra exterior Aj(M) := A*(1,(M)). Também podemos definir uma p-forma

diferencial em U, w, como a escolha “diferencidvel”de uma p-forma w(p) € A*(T,(M)), para
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todo p € U. Aqui “diferencidvel”significa que, dados campos diferencidveis &, ... &, € H(U),
a funcdo que associa a p € U o numero real w(p)(&(p),...,&y(p)), € diferencidvel. Vamos
denotar por QP(U) o espago vetorial real e F(U)-médulo das p-formas diferenciais em U.

Se f: M — N é uma funcao diferenciavel, temos um morfismo induzido:
F*: QP(N) — QP (M),

exatamente como no caso de aberto do R".
Dada uma funcao diferenciavel f : U — R, sua diferencial df é uma 1-forma diferencial.
O operador de diferenciacio se estende a uma familia de operadores d? : QP(U) — QP+ (U),

cuja definicao é sugerida por 2.2:

p

dw(&Oa"'gp):Z( ) (507"-7 7 + Z l+] 5276]] 5i7"~7éj7"'76p)'

i=0 0<i<j<p
O operador d tem exatamente as mesma propriedades que a diferencial exterior no caso
de abertos do R™.

2.1. TEOREMA. Seja M uma variedade diferencidavel. FExiste uma tunica familia de ope-
radores R-lineares d? : QP(M) — QPYY (M), p=0,...,n = dim(M), tais que:
(i) d° =d (o operador usual de diferenciacdo)
(ii) dP™ o d? = 0.
(iii) Sew € QP(M), 7€ QIM),dP" w AT =dPw AT+ (—1)Pw A dIT.
Além disso, se f: M — N € uma aplicagao diferencidvel, d? f*(w) = f*(dPw).

Como anteriormente escreveremos simplesmente d por d? quando nao cause confusao.
Se M ¢é uma variedade diferencidvel n-dimensional, podemos considerar o complexo de
cocadeias:

dO dl drn— 1

O—>QO(M) —>Ql(M) — - — Q" (M) — 0,

cuja cohomologia sera dita a cohomologia de de Rham de M.
A cohomologia de uma variedade diferenciavel goza das mesmas propriedades da coho-

mologia de abertos do R", a saber:
2.2. TEOREMA.
(1) Se M é um ponto, H*(M) =R, HP(M) = {0}, p> 0.

(2) Se M € reuniao de abertos disjuntos U,, o € U, entdo HP(M) =[] H*(U,).
(3) Se f,g: M — N sao aplicagdes diferencidveis homotdpicas, entio f* = g*.
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(4) Se U,V C M sao abertos e M = U UV, existe uma familia de aplicagoes lineares
AP: HP(UNV) — HPPY U UV) tais que a seqiiéncia:

 SSH(UUV) = BHY(U) @ HY(V) — HY(UNV) - HPP (U U V) — -
€ exata.

DEMONSTRAGCAO. A demonstragao é exatamente a mesma daquela no caso de abertos
do R™. U

Tendo o conceito de funcao diferenciavel entre variedades, podemos também definir p-
simplexos singulares em uma variedade M, como aplicagoes diferenciaveis de AP em M
. Isso permite definir o complexo das p-cadeias singulares (diferencidveis) de M como o
complexo dos espagos vetoriais reais com base os p- simplexos singulares (diferencidveis) e
bordo, definido exatamente como no caso de abertos do R™. Se obtém assim um complexo de
cadeias, cuja homologia é a homologia singular (diferencidvel) de M, a coeficientes reais’, que
denotaremos por H,(M). Também, dada uma funcao diferenciavel f : M — N, obtemos, por

composi¢ao, um morfismo de complexos de cadeias e, portanto um morfismo em homologia
fi: Hy(M) — Hy(N).

As propriedades funtoriais para tal morfismo sao de verificagao imediata.

Exatamente como no caso de abertos de R™ se provam as propriedades béasicas.

2.3. TEOREMA.

(1) Se M ¢é um ponto, Hy(M) =R, H,(M)={0}, p>0.

(2) Se M ¢ reunido de abertos disjuntos U,, o € U, entao Hy(M) = & H,(U,).

(3) Se f,g: M — N sao aplicagdes diferencidveis homotdpicas, entao f, = gx.

(4) Se U,V C M sao abertos e M = U UV, existe uma familia de aplicagoes lineares
A, H(UNV) — H, 1(UUYV) tais que a seqiiéncia:

Api1

H(UUV) — H(U) @ By(V) — H(UNV) = Hy(UUV) — -

€ exata.

INeste contexto, diferencidvel significa que estende a uma fungao diferencidvel de uma vizinhanca aberta
de AP ¢ R®+D em M.

2Mais em geral, dado um anel comutativo com unidade, A, poderiamos considerar o A-mddulo livre
gerado pelos simplexos singulares. Obteriamos um complexo de A-mdédulos, cuja homologia é a homologia

de M a coeficientes em A.
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2.4. OBSERVAGAO. Considerando simplexos singulares continuos, i.e., fungdes continuas
de AP em M, podemos construir, de modo analogo, o complexo das cadeias singulares
(continuas) de M, cuja homologia denotaremos por HJ(M). Também, fungdes continuas
induzem morfismos na homologia continua e uma analise simples das demonstragoes, mostra
que todas as propriedades da homologia “diferencidvel”continuam valendo substituindo a
palavra “diferenciavel” pela palavra “continua”’. Veremos em seguida, que os grupos de

homologia associados sao isomorfos.

3. O teorema de de Rham

A relacao entre homologia e cohomologia é, de novo dada pela integracao. Se s: AP — M

¢ um simplexo singular e w € QP(M) é uma p-forma diferencial, podemos definir:

/w ::/ s*w.
s AP

Podemos extender esta aplicacao a uma aplicacao bilinear:
I:Cy(M)x QP(M) — R,
e, pelo teorema de Stokes, temos uma aplicacao bilinear induzida:
I: HP(M) x H,(M) — R,
ou, equivalentemente uma aplicagao linear:
dR: HP(M) —> (H,(M))",

chamada de morfismo de de Rham.

O resultado central desta secao é o famoso Teorema de de Rham
3.1. TEOREMA. O morfismo
dR: H"(M) — (Hy(M))*
€ um isomorfismo.

DEMONSTRACAO. A tese serd uma conseqiiéncia relativamente simples de um fato ge-

ral, conhecido como lema da cebola (0 nome serd justificado pela idéia da demonstragao).
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Precisamos porém de um conceito de geometria das variedades, que é o conceito de con-
junto convero que generaliza o conceito de convexo em R"™.® Independente da definicao, as

propriedades que nos interessam sao as seguintes:

e Os abertos convexos sao contrateis;
e Cada ponto de M possui uma vizinhanga convexa;

e A interseccao de abertos convexos é um aberto convexo.

3.2. LEMA. Seja P uma afirmacgdo sobre abertos de uma variedade Riemanniana M.

Suponha que

(1) P wale para abertos convezos;
(2) se P wale por abertos Uy, Us e para V- = Uy N Uy, entdo vale para Uy U Us;

(3) se P wale para abertos disjuntos Uy, entao vale para | JU,.

Entao P wvale para M.

DEMONSTRACAO. Primeiramente vamos observar que P vale para uniao de n conjuntos
convexos. De fato, n = 2 segue do fato que a intersecao de dois abertos convexos é convexo
e de (2). Suponha verdade para a reuniao de (n — 1) abertos convexos. Sejam Uy, ..., U,
abertos convexos, U = Uy U...Uy,—1),V = U. Entao P vale para U, pela hipétese indutiva,
para V e para U NV, pois

UnNnvV =UNU,)U...U(Ugp-1yNUy,)

¢ unido de (n — 1) abertos convexos. Portanto P vale para uniao de n conjuntos convexos.

Seja agora ¢: M — [0, 00) uma funcao prépria *. Definimos A, = ¢~ *([n,n + 1]), que é
um compacto pois ¢ é propria. Vamos cobrir A,, com um numero finito de abertos convexos
Ua,n contidos em gb_l(n — %,n + %), e seja U, = UyU,,. Agora P vale para os U, sendo
estes unido finita de convexos. Além disso, consideramos Uy, = UpUsy, € Uinpar = UpUspt1.

Entao P vale para Upq, € Ujpper POis ambos sao reuniao disjunta de abertos para os quais P

3Em uma variedade Riemanniana temos uma distancia intrinseca entre dois pontos p,q € M é definida
como o extremo inferior dos comprimentos de curvas que unem os dois pontos. Uma geodésica minimizante
entre p e ¢ é uma curva cujo comprimento é a distancia entre os pontos e o vetor tangente tem norma
constante. Por dois pontos ”préximos” sempre existe uma geodésica minimizante que une os dois pontos.
Um “conjunto convexo”é um conjunto C tal que dados dois pontos quaisquer em C existe uma tinica geodésica
minimizante que une os dois pontos e é contida em C.

4Lembramos que uma fun¢do prépria é uma funcao tal que a imagem inversa de um compacto é compacta.
Uma tal funcao pode ser definida, por exemplo, considerando a compactificacao a um ponto de M, e pegando

o inverso da distancia ao ponto no infinito.
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vale. Também Upyr N Uimpar = UnUa2n N Ug2ni1 € portanto ¢ uniao disjunta de conjuntos

que sao uniao finita de convexos. Portanto P vale para Uper U Ujppar = M. O
Vamos agora demonstrar o teorema. Consideramos a afirmacao
P = {I: H (U) — (Hy(U))* ¢é um isomorfismo}.

Claramente P vale para abertos convexos, pois sao contrateis. Também é claro que se
vale para abertos disjuntos, vale para reuniao deles °. Suponha P seja valida para abertos

U,V e para UNV. Consideramos o diagrama comutativo:

-—= H(UNV) — HY (U UV) —— HY (U)o HPT(V) —— -

| K | o

= (H,(UNV))" — (Hpn(UUV))" — (Hpa (U))" @ (Hpa (V)" — -

sendo I e I & [ isomorfismos, J é isomorfismo pelo lema dos cinco (2.6). Portanto P vale

para U UV. Aplicando o lema da cebola, P vale para M. O

3.3. OBSERVACAO. Podemos usar o lema da cebola para demonstrar a afirmacao em 2.4
que a homologia singular diferenciavel é isomorfa 4 homologia singular continua. De fato,
sendo um simplexo diferencidavel também um simplexo continuo, temos uma inclusao das
cadeias diferenciaveis nas cadeias continuas, que é um morfismo de complexos e portanto
induz um morfismo entre as homologias. A afirmacao que este morfismo é um isomorfismo

¢é facilmente verificada usando o lema da cebola.

Uma outra conseqiiéncia interessante da existéncia de vizinhancas convexas e da seqiiéncia

exata de Mayer Vietoris é a seguinte:

3.4. TEOREMA. Se M pode ser coberta com um numero finito de vizinhancas convexas,

entdo HP(M) tem dimensdo finita, para todo p.

DEMONSTRAGAO. Vamos proceder por indugao. A afirmagao é ébvia se M for convexo
(pois é contratil). Suponha a afirmagao verdadeira para toda variedade que pode ser coberta
com (m — 1) abertos convexos. Seja M = Uy U...UU,, U; convexo. Consideramos
U=U,U...UUy_1, V =U,. Pela hipdtese indutiva a cohomologia de U tem dimensao
finita, assim como a de V e a de U NV pois este iltimo é coberto pelos abertos convexos

UnU,, i=1,...,m— 1. Portanto a conclusao segue da seqiiencia de Mayer Vietoris. [

SEstas propriedades seguem imediatamente de 2.3 e 2.2.
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Em particular uma variedade compacta pode ser coberta com um nimero finito de abertos

convexos. Portanto:

3.5. COROLARIO. A cohomologia de uma variedade compacta tem dimensdo finita.



CAP{TULO 4

Teoria de Hodge

1. Elementos de geometria riemanniana.

Seja M™ uma variedade diferencidvel n-dimensional em RY. Além da estrutura dife-
renciavel sozinha, que temos considerado na secao anterior, vamos agora considerar os con-
ceitos que dependem do fato de ter um produto escalar em cada espaco tangente a uma
variedade (a restrigao do produto escalar do RY), que é também chamada de primeira forma
fundamental.

Sejap € M e X,Y campos tangentes definidos em uma vizinhanca de p in M. Podemos
definir a usual derivada direcional g—if(p) € T,RY, estendendo X,Y a campos diferencidveis

X

em uma vizinhanca U de p em RY. O fato bem conhecido que % (p) depende somente dos

valores de Y em p e de X ao longo de uma curva por p que tém Y (p) como vetor tangente

em p, nos garante que esta derivada nao depende das extencoes. Em geral, porém, g—)lf(p)

nao é um vetor de 7, M e portanto nao é um objeto da geometria intrinseca de M. Podemos

evitar este problema com a seguinte:

1.1. DEFINIGAO. Seja U um aberto de M, X,Y € H(U). Definimos a derivada covari-
ante Vy X € H(U) como o campo que em p € U wvale a proje¢do de g—if(q) sobre Ty M.

O operador NV chama-se também de conexdao de Levi-Civita.
O resultado a seguir caracteriza a conexao de Levi Civita:
1.2. TEOREMA. Eziste um unico operador:

V:HM)x HM)— H(M),

que goza das sequintes propriedades:

(1) V é R-bilinear,
45
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(2) Se f € F(M),
VX = [VyX,  Vy(fX)=Y())X + fUyX,

(3) Vy X — VxY = [X,Y],
(4) X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,Vx2).

DEMONSTRACAO. No RY as propriedes acima valem para a usual derivada direcional.
Em particular valem para a projecao tangente, que é a conexao de Levi-Civita, observando
que se X,Y sdo campos tangentes a M, também [X, Y] é tangente & M. Vamos demonstrar

a unicidade. Suponha existe um tal operador. Sejam X, Y, Z campos tangentes a M. Entao,
por (4),

XY, Z)y=(VxY,Z)+(Y,VxZ)
) =(VvZ,X)+(Z,VyX)
) = (VzX,Y) +(X,VzY)
Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira e utilizando (3), temos
XY, Z)+Y(Z,X)—-Z(X,)Y)=(X,Y],Z) + (Y, Z], X) + ([ X, Y], Z) + 2(Z,Vy X),
o que implica que

(5) (Z,VyX) = %(X(Y, ZV+Y(Z,X) = Z(X,Y)—([X,Y], Z)—([Y, Z], X) — ([X, Y], Z>)

Isto mostra que V esta univocamente determinada pela métrica. A férmula obtida em 5
¢ conhecida como féormula de Kozul.
O

Podemos estender o operador de derivada covariante a um operador sobre formas. E
natural pretender que a derivada de uma 1-forma seja a forma dual da derivada covariante
do vetor dual da forma. Em outras palavras, se ¢(X) = (X,Y), requeremos que (Vz¢)(X) =

(X,VzY). Isso implica que a derivada de uma 1-forma deve ser definida como:
(Vx@)(Y) = X - o(Y) = ¢(VxY),

para campos X,Y tangentes a M. Também é natural pedir que a derivacao de formas

obedeca a uma “regra de Leibnitz” para o produto exterior. Isso conduz a seguinte:
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1.3. DEFINIGAO. Sejaw € QP(M), X,Y3,...Y, € H(M). Definimos:

bS]

Vxw(Vi,... V) =X -wi,...,Y,) = > wi,... Yoy, VY5, Vi), . V).
i=1
1.4. OBSERVAGAO. Observamos que Vxw é, de fato, uma p-forma pois é F (M )-multilinear
(veja 1.7). Em particular se w € QF(M), X,Yi,...,Y, € T,(M), e queremos calcular
Vxw(Yi,...Y,)(p), da teoria geral das variedades riemannianas segue o fato (que nao de-
monstraremos aqui) que podemos extender os campos Y; a campos tais que VxY;(p) = 0.

Nesta situacao temos a seguinte formula simplificada:
Vxw(Yi,...Yp)(p) = (X - w(¥y,...,Y;))(p).

Com a defini¢ao acima, temos uma outra simples expressao para a diferencial exterior de

uma forma;

1.5. PROPOSIGAO. Se w € QP(M),

p
dw(Xip, .., X5) =Y (1) Vyw(Xo,..., Xi, ... X,).
§=0
DEMONSTRACAO. Simples conseqiiéncia de 2.2 e das propriedades da derivada covari-
ante. 0

Uma outra nogao que podemos definir de modo analogo é a nogao de gradiente. Se
f:UC M — R é uma funcao diferenciavel, definimos o gradiente de f, Vf, como a
projecao tangente de uma extensao diferencidvel de f a uma vizinhanca de U em RY. A
relacao cléssica entre diferencial e gradiente para funcoes definida em abertos de RY se

estende neste contexto, a saber V f é o tnico vetor em T,M tal que:

(Vf,X)=df(X) VX eT,M.

2. Formas harmonicas

Um operador importante na analise diferencial de fungoes de varias variaveis em abertos
do RY, é o Laplaciano, Af = div (Vf), onde div é o operador divergéncia, div (> ¢;e;) =

gf Para estender este operador ao caso de variedades, temos que definir o operador
divergéncia.
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2.1. DEFINIGAO. Seja p € M e X € H(M). Considere a transformagao linear Ly :
T,M — T,M dada por Lx(Y) = VyX. O divergente de X, divX, ¢ o traco de Lx. Se
X1,..., X, € uma base ortonormal, entao

divX =) (Vx X, X;),
i=1
2.2. OBSERVAGAO. Observamos explicitamente que, sendo div um traco, nao depende

da base ortonormal escolhida. E também claro que no caso em que M é um aberto do RY,

o conceito de divergente coincide com o conceito usual.

Em geometria diferencial é conveniente, por razoes técnicas, definir o Laplaciano como o

oposto do Laplaciano tradicional em anélise.

2.3. DEFINICAO. O operador Laplaciano, em uma variedade M, € definido como:
A:AN(M)=F(M) — A°(M)=F(M), Af=-divVf.

Para extender A para um operador em p-formas iremos extender os operadores V, div.

Para o primeiro temos a diferencial de de Rham. Vamos extender o segundo.

2.4. DEFINIGAO. Seja Xi,..., X, uma base ortonormal para T,M e w € Q*(M). Defi-

nimos uma (p — 1)-forma como

n

(divw) (X, X)) =D (Va,w) (X, Xy X, ).

j=1

2.5. OBSERVACAO. E imediato verificar que a defini¢ao acima nao depende da base esco-

lhidas como também verifica 1.7. Também, para p = 0, temos a definigdo anterior (a menos

de dualidade).

2.6. DEFINIGAO. Definimos o codiferencial § : QP(M) — QP~Y(M) como o oposto do

operador div. Uma forma cujo codiferencial é zero, é dita cofechada..

2.7. DEFINICAO. O operador Laplace-Beltrami é definido por
A: QP(M) — QP(M),  A(w) = (dd + dd)w.
Uma forma w tal que Aw = 0, sera dita harmonica.
Suponha agora que M é orientada e seja *: QP(M) — Q" P(M) o operador de Hodge.

2.8. PROPOSIGAO. divw = (=1)"P D xdxw Yw € QP(M).
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DEMONSTRAGAO. Considerando {X7,..., X, } uma base positiva ortonormal de T,,M e

estendendo ao campo local de forma que (Vx, X;)(p) = 0 temos

n

(rdiva)(Xy, ., Xnpe1) = D (V@) (X, Xnopaz, o Xi)
k=1
n—p+1

= Y (Vxw) (X Xypia, .-, Xn)
k=1

Por outro lado, exceto pelos termos que se anulam em p (veja 1.4), temos

n—p+1
(d*w) (X1, Xopr1) = > (—DVx () (X1, Xy Xape)
k=1
n—p+1
= ) (DM (X, X, Xa).
k=1

Logo, x divw = (—1)"Pdxw. Assim, aplicando * em ambos os lados, obtemos o resultado.
O

2.9. OBSERVACAO. Em principio, para fazer sentido ao enunciado da proposicao anterior
deveriamos supor que M seja orientada, para o operador de Hodge ser definido. Porém
observamos que dito operador aparece duas vezes, portanto o resultado nao depende da

escolha da orientacao em cada espaco tangente.

Seja M uma variedade compacta. Em QP(M) definimos o produto interno L? integrando

o produto interno pontual com respeito a densidade de volume riemanniana:

(w1,02) = /M (@1(2), wa(@))dV,

onde (wi(x),ws(x)) é o produto escalar induzido em AP(T,M). Observamos que (-, -) é uma
forma bilinear simétrica e positiva definida e logo induz, de fato, uma estrutura de espago
pré-Hilbertiano em QP(M).

Se M ¢ orientada, podemos escrever o produto interno em termos de integracao de n-

formas e o operador de Hodge:
(wr,wa) = / Wy A *Ws.
M
Pelo restante desta secao, vamos supor que M é uma variedade compacta.

2.10. PROPOSIGAO. Para todo w € QP (M), 7 € QP (M) temos

(dw,T) = (w, 7).
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Em particular (Awq,ws) = (w1, Aws), para todo wy,wy € QP (M), i.e., A é autoadjunto.
DEMONSTRAGAO. Observamos que d * 7 € QP+ (A1), Portanto:
ds7 = (=1) P DO 4 yd s 7 = (—1)PDOPHDF-DH 52 — (21)P- D+ 4 57

Entao:

do As1 =dw A7 + (=1)P Vo Ad* 7 = dw A %1 — w A %67
Integrando, e usando o teorema de Stokes, temos:
0= /d(w/\*r) = /dw/\*7—w/\*57': (dw, 7) — (w, 07).
O

2.11. COROLARIO. Em uma variedade compacta, uma forma w é harmonica se, e s se,

é fechada e cofechada.

DEMONSTRACAO. E claro, da definicao, que se dw = 0 e dw = 0, entao Aw = 0. Por

outro lado, se Aw = 0 temos
0= (Aw,w) = (ddw,w) + (ddw,w) = (dw, dw) + (dw, dw) = ||dw]* + ||6w||*.
portanto w é fechada e cofechada. O

2.12. OBSERVACAO. Se M nao é compacta, uma forma fechada e cofechada é ainda uma
forma harmonica, mas uma forma harmonica nao é, necessariamente fechada e cofechada.

Por exemplo a funcao (0-forma) f: R — R, f(z) =z, é harmonica mas nao é fechada.

2.13. COROLARIO (Lema de Hopf). Se f € A°(M) entdo [, (Af)+*1=0. Em particular
se Af > 0entao Af =0 e f é constante.

DEMONSTRAGAO.
/M(Af) x1=(Af,1)=(f,Al) =0.

Portanto se Af > 0, f é harmoénica e portanto constante, pois M é compacta e formas

harmonicas sao fechadas. O
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3. O teorema de Hodge

Seja M uma variedade compacta e orientada'. Denotaremos com HP(M) o espaco das

p-formas harmonicas.

3.1. OBSERVAGCAO. Observamos que, obviamente, H” (M) é um espago vetorial real, pois
A é um operador linear. Porém o produto wedge de formas harmonicas nao é, em geral,
uma forma harmonica e portanto @,>0H”(M) nao é uma élgebra graduada (em relagdo ao

produto exterior).

Nesta segao vamos discutir o Teorema de Hodge que relaciona o espago H?(M) com a
cohomologia de de Rham de M.
Sendo M compacta, uma forma harmonica é fechada e com isso determina uma classe

de cohomologia de de Rham. Temos entao uma aplicagao
hp : H/(M) — Hgp(M),  hy(w) = [w] € Hyp(M).

3.2. PROPOSICAO. Uma forma fechada é harmonica se, e somente se, minimiza a funcao
g(1) = (1,7) = ||7||?, na sua classe de cohomologia [w] = {w +dB3 : g € QP (M)},

DEMONSTRAGAO. Seja w € QP(M) uma forma fechada. Se 8 € QP~Y (M), definimos:
95 :R—R,  gs(t) = (w+tdB,w + tdB) = [|lw + dB||*.

Temos entao:

dg
d_tﬁ(o) = 2(w,dp) = 2(0w, B).

Se w é um minimo da fungao g na sua classe de cohomologia, ddif(O) =0, V3 € Q=1 (M)
e, portanto ddif(()) = 2(6w, B) = 0 V3 € QP (M). Em particular dw = 0 e w é cofechada.
Suponha agora w cofechada. Entao w é ponto critico da fun¢ao g em [w]. Mas [w] é um
subespaco afim de um espaco pré-hilbertiano e portanto g tem, no maximo um ponto critico,

o (possivel) minimo de g em [w]. O
3.3. COROLARIO. A aplicacao h, : H?(M) — HY,(M) é injetora.

DEMONSTRAGAO. Como observado na demonstracao de 3.2, em cada classe de cohomo-

logia existe no maximo, um representante harmonico. O

3.4. COROLARIO. HP(M) tem dimensao finita.

1A orientabilidade nio serd necessdria para a maioria das consideracoes, mas evitard a necessidade de

comentarios especiais em algum caso.



Secao 3 - O teorema de Hodge 52

DEMONSTRAGAO. Segue do fato que, sendo M compacta, HY,(M) tem dimensao finita
(veja 3.5). O

3.5. OBSERVAGAO. Do fato que H”(M) tem dimensao finita, segue que H”(M) é fechado

e temos uma decomposigao ortogonal:
QF (M) = HP(M) @ HP(M)*.

Além disso, A(QP(M)) € HP(M)*, como segue imediatamente do fato que A é um operador
auto-adjunto (veja 2.10).

O resultado a seguir, cuja demonstragao contém todas as dificuldades analiticas do pro-
blema e omitiremos, generaliza um fato bem simples de dlgebra linear: Se A : R — R™ é
un operador linear auto-adjunto e y € R", a equagao Ax = y tem solugoes se e somente se
y € Ker(A)*.

3.6. TEOREMA. Se 5 € QP(M), a equacao Aa = (3 tem uma solugao a € QP (M) se, e
somente se, 3 € HP(M)*.

Temos entao a seguinte conseqiiéncia importante:
3.7. COROLARIO. [Teorema de decomposi¢ao de Hodge]
QP(M) = HP(M) @ A(QP(M)) = H(M) @ 6(QP™ (M) @ d(QP~D(M)).

DEMONSTRAGAO. 3.6 implica A(QP(M)) = H'(M)* (veja 3.5) e o resultado segue de
3.5. U

3.8. COROLARIO. [Isomorfismo de Hodge| A aplicagao h, : H?(M) — HY(M) é um

isomorfismo.

DEMONSTRACAO. Se w é uma forma fechada, (w,d3) = 0, V3 € QP (M). Em particu-
lar, por 3.7, w = wy +dB, wy € H(M), B € QP~Y(M). Portanto [w] = [wy] = h,(wy). O

Uma aplicagao interessante desse teorema ¢é uma réapida demonstracao do teorema de

dualidade de Poincaré.
3.9. TEOREMA. Se M é uma variedade riemanniana n-dimensional, compacta e orientada.

Entao:

P,: H?(M) — H" (M), P(w) = w,

é bem definida e é um isomorfismo.
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DEMONSTRAGAO. De 2.8 temos que uma forma w ¢ fechada (respectivamente cofechada)
se e somente se xw ¢ cofechada (respectivamente fechada)?. Portanto se w € HP(M), *w €

H™ P (M). Portanto P, é bem definida e, a menos do sinal, Pt = Py O

2Mais em geral é facil mostrar que x comuta com A e portanto w é harmonica se, e somente se, *w ¢é

harmonica.






CAPITULO 5

Formas intrinsecamente harmonicas

1. Teoria local

Seja M uma variedade diferenciavel e w uma p-forma fechada. Temos visto, no capitulo

. d d ’ . . . Ml . 7 f h A~ .
anterior, que dada uma métrica riemanniana em existe uma, e uma sé, forma harmonica
wpy na sua classe de cohomologia, tal que w — wy = dB. Uma pergunta natural, a qual

tentaremos dar algumas respostas parciais neste capitulo, é a seguinte:

Dada uma p-forma fechada w, existe uma métrica riemanniana em relacdo a qual w €

harmonica?

1.1. DEFINIGAO. Diremos que uma forma fechada w € QP (M) é intrinsecamente harmonica,

se existir uma métrica riemanniana em relagao a qual w é harmonica.

Vamos comecar com alguns casos simples:

e Se [w] =0 € HP(M), w nao pode ser intrinsecamente harmonica, a menos que seja
a forma nula. De fato, para qualquer métrica a forma nula é harmonica e portanto
é o (unico) representante harmonico da classe nula.

e Sew € QM) = F(M), é fechada, entao w : M — R é localmente constante e
portanto harmoénica em qualquer métrica.

e Seja M uma variedade conexa orientada e w € Q"(M), n = dimM. Entdo w
é obviamente fechada e é cofechada em relacao a uma métrica g se e somente se
*,w € fechada, portanto constante. Aqui %, é o operador de Hodge associado a
métrica g. Em particular, se w é harmonica em relacao a alguma métrica, ou w
¢ identicamente nula, ou w # 0 Vo € M. Suponha agora w(z) # 0 Vz € M.

Definimos uma métrica declarando uma base {ey,...,e,} C T, M ortonormal se

INa realidade, para ser coerente com a nomenclatura do capitulo anterior, deverfamos dizer: existe uma
realizacdo de M como variedade em algum RY tal que... .Um famoso teorema de Nash garante que dada
uma variedade M e um produto escalar em cada espaco tangente, que depende diferenciavelmente do ponto,
i.e., uma métrica riemanniana, existe uma realizacio de M em RY, para N suficientemente grande, na qual

o produto escalar é o produto induzido pelo produto de R .

55
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w(eq,...,e,) = 1. Tais bases certamente existem pois w(z) # 0. Em relagao a esta

métrica, *w(x) =1 Vx € M e portanto w é harmoénica.

O caso das 1-formas ¢é nao trivial. Discutiremos aqui uma caracterizacao das 1-formas
genéricas (veja definigao 1.3) intrinsecamente harménicas, devida a E. Calabi.

Pelo restante desta secao w denotara uma 1-forma fechada.

Comegamos com algumas consideragoes locais.

Seja U C M um aberto difeomorfo a um disco, em particular contrétil. Portanto H*(U) =
{0} e existe f: U — R tal que w =df em U. Entao:

Sw = ddf = Af.

Portanto w é cofechada se e somente se f é harmonica.
Observamos explicitamente que f é definida a menos de uma constante aditiva.
Seja U C R™ um aberto difeomorfo a um disco e ¢ : U — M uma carta local e g;;(z) =

(V2;,%2,). A condigao que f seja harmonica equivale a condicao que a funcio f o1 :=

f(xq,...,x,) verifique a equagao:
a 10 1, 0f
A = — 2 2 g __2 =
(6) of UZ:l(det &) 5 ((det g)%g axj) 0

1 -1

onde (¢7) = ()" =&
1.2. OBSERVAGQAO. Se g;; = d;; a equagao 6 reduz a usual:

— Qa2
=1

A equacao 6 pode ser vista de duas maneiras diferentes

e Fixada a métrica g é uma equagao da segunda ordem, nao linear, eliptica em f. Este
é o ponto de vista do estudo das fungoes harmonicas em variedades riemannianas.
e Fixada a fungao f temos uma equagao (sistema) diferencial linear homogénea de
primeira ordem, na fungao matricial G¥ = (det g)%(gij)*l, sub-determinada. Este
é, na realidade, o nosso ponto de vista: Dada f (ou w) determinar g tal que 6 seja

satisfeita.
Vamos comentar algumas conseqiiéncias de 6:

e Se f é harmonica em alguma métrica, sendo solugao de uma equacao eliptica, satisfaz
o Principio do Mdximo: Se f nao é constante, f nao tem méximos (ou minimos)

locais no interior do dominio de defini¢ao (veja []).
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e Sendo o sistema 6 sub-determinado, podemos esperar existéncia de solucoes a menos

de obstrugoes 6bvias, como, por exemplo, o principio do méximo.

1.3. DEFINIGAO. Diremos que uma forma fechada w € Q'(M) é genérica se para todo
p € M tal que w(p) = 0, a fun¢do f tem, em p, um ponto critico ndo degenerado, i.e., sua

hessiana em p é nao singular.
Temos o seguintes fatos bem conhecidos:

1.4. TEOREMA.

e Teorema da funcao implicita: Se w(p) # 0, existe uma uma vizinhanga de p e uma
carta local ¢ : U CR" — M tal que ¥(0) =pe f(z1,...,2,) := fob(xy,...x,) =
f(p) + 1.

e Lema de Morse: Se p é um ponto critico nao degenerado de f, existe uma uma

vizinhanga de p e uma carta local ¢ : U C R" — M tal que (0) =p e:

A n
fx1,.. . xn) = foh(xy,...,x,) :f(p)—Za?x?—I— Z bJQ'"T?’
1

i= j=A+1
onde a;, b; sdo constantes arbitrarias (fixadas) nao nulas .

No segundo caso o numero A chama-se de indice de f em p, ou também indice de w em
p e serda denotado com index(f,p) ou index(w,p). E simples ver que o indice nio depende
da representacao local de f, i.e., é o mesmo para qualquer carta local com as propriedades

acima. Em particular os zeros de w sao isolados.
A este ponto podemos demonstrar o esperado resultado local:

1.5. TEOREMA. Uma 1-forma fechada genérica é localmente intrinsecamente harmonica®

se, e somente se, seus zeros tem indice # 0, n.

DEMONSTRACAO. Se w ¢ intrinsecamente harmonica, pelo principio do méaximo, seus
zeros nao podem ter indice 0 ou n. Vamos supor que os zeros de w nao tenham indices 0, n.
Seja p € M tal w(p) # 0. Entao, por 1.4, em uma vizinhanca de p, f(xy,...,2,) =

f(p) + 1 e f é harmonica em relacao a métrica g;; = d;; (veja 1.2).

2Uma forma fechada é localmente intrinsecamente harmoénica se para cada ponto p € M existe uma
vizinhanca U de p e uma métrica riemanniana g em U tal que a forma, restrita a U, é cofechada em relagao

ag.
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Seja p um ponto critico de indice A # 0,n. Entao por 1.4, em uma vizinhanca de p,

A n
flxy, ... m) =f(p)—@;xf+% Z T3

F=A+1

Portanto, de novo, f é harmonica em relacao a métrica g;; = d;; (veja 1.2). 0]

Desta proposicao surge a questao se tais condigoes sao suficientes para a existéncia de
uma métrica riemanniana (global) em M com respeito a qual w é co-fechada. Em geral isso

nao é verdade como mostra o exemplo a seguir:

1.6. ExEMPLO. Considere, no espaco euclidiano R?, os dois circulos unitarios definidos,
respectivamente, por {22 +y*> = 1;2 = 1} e {2 + y* = 1;2 = —1} em coordenadas
cartesianas. Una-os com um arco de uma hélice circular, dada em termos de um parametro
t por {z = coswt,y =sennt,z =t;—1 <t < 1}. Imagine agora uma vizinhanca tubular da

figura resultante, com a fronteira suavizada em suas duas juncoes em “Y”.

A superficie M assim obtida é compacta, di-
feomorfa a um bi-toro, e nao intercepta o eixo z,
{z =y = 0}. Fixamos um semiplano 7, que contém
0 eixo z como fronteira. Para cada x € M existe
um unico semiplano m, que contém o eixo z como
fronteira e o ponto z. Seja (z) o angulo entre 7 e
7z. A funcao 0 é definida a menos de um multiplo
constante de 27 e diferenciavel em uma vizinhancga
U, de x. Em particular, a forma w, = df é bem

definida nesta vizinhanca e diferenciavel. Dadas

duas tais vizinhancas, U,, U,, temos w, = w, em
U, NU,. Portanto w ¢ uma 1-forma diferencidvel Fic. 1. Superficie M, com 7 ¢ 7.

globalmente definida em M. Além disso, sendo, A fungdo 6 mede o angulo entre os
localmente, w = df segue que dw = 0, i.e., w é fe- dois plance.
chada. w possui exatamente dois zeros, ambos nao
degenerados, de indice 1, um em cada uma das bifurcagoes das jungoes em “Y”. Portanto w
satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.5.

Vamos mostrar que, para qualquer métrica riemanniana g, w nao pode ser co-fechada
em relagdo a ¢g. Fixamos uma tal métrica. Entao w é co-fechada se, e somente se, *w é
fechada. Vamos supor *w fechada e mostrar que isto nos leva a uma contradi¢ao. Fixamos

um semiplano 7 que contém o eixo z, como fronteira mas “longe” das as singularidades de
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w. Entao 7 intercepta M em trés curvas fechadas, uma contida no “toro superior”, uma
contida no “toro inferior” e uma terceira, vy contida no tubo que conecta os dois toros. O
complementar de v tem duas componentes conexas, T+, T~ que contém, respectivamente, o

“toro superior” e o “toro inferior”, e v = 9T*. T* é relativamente compacta e portanto,

/*w:/ dxw =0,
¥ T+

tendo orientado T e 7y coerentemente. Parametrizando regularmente” «: [0, 1] — M, temos:

[ xe- [ etaton = [ oo

onde *%(t) é o vetor normal a §(f) em relagdo a métrica fixada, da mesma norma e tal que

pelo teorema de Stokes®:

{*¥(t),#(t)} é uma base positiva. Observamos agora que w(¥(t)) = L6(v(t)) = 0, pois 6 ¢
constante ao longo de v. Além disso, 7 ndo contém zeros de w e portanto w(*y(t)) # 0, para

todo t € [0, 1]. Pela conexidade de [0, 1], w(*¥(t)) tem sempre o mesmo sinal e portanto

/ u(s() £0,

o que nos da uma contradicao.

2. Formas transitivas e o teorema de Calabi

Vamos agora estudar condigoes que nos garantem que, dada uma 1-forma fechada w,
podemos colar métricas locais nas quais w é co-fechada e obter uma métrica global com a

mesma propriedade.

2.1. DEFINIGAO. Seja M uma variedade diferencidvel e w uma 1-forma fechada. Fixamos

p € M. Definimos:

e Ct(p) = {q € M : existe uma curva diferenciavel ~ :[0,1] — M tal que v(0) =

p, (1) = ¢, w(¥(t)) >0, Vit € (0,1]}.
e C(p) ={q € M : existe uma curva diferenciavel 7 : [0,1] — M tal que v(0) =

p, (1) =¢q, w(¥(t)) <0, Vte(0,1]}

37+ é uma “variedade com bordo” e portanto, por resultados de topologia diferencial, pode ser “triangu-
lada”, i.e., dividida em conjuntos difeomorfos ao simplexo padrao A™ de tal modo que o conjuntos das faces
destes simplexos tem a seguinte propriedade: ou a intersecao de duas faces é vazia ou é uma face comum
aos dois simplexos. Podemos entao aplicar o teorema de Stokes, na forma dos capitulos anteriores.

Ysso significa A(t) # 0.
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O conjunto CF(p) (respectivamente C (p)) serd chamado o futuro (respectivamente o
passado) de p e diremos que w é transitiva se, para todo p € M, o futuro e o passado de p

sao densos.

2.2. OBSERVAGAO. Observamos que se uma curva - : [0, 1] — M nao tem auto-intersegoes,
existe uma vizinhanca U de ([0, 1]) que é contratil (vizinhanga tubular por exemplo). Nesta
vizinhanca, se w é uma 1-forma fechada, w é exata e portanto w = df, f: U — R. Agora
w(¥) = &L f(7(t)). Portanto w(¥) > 0, é equivalente ao fato da fungdo f o~ ser estritamente

crescente em (0, 1].

2.3. OBSERVACAO. A forma w construida em 1.6 nao é transitiva pois ao longo de curvas
que unem um ponto no “toro superior’a um ponto do “toro inferior”, a funcao 6 tem que

crescer e decrescer necessariamente.
A Proposicao a seguir nos da informacgoes sobre o futuro e passado de um ponto:

2.4. PROPOSICAO. Seja M variedade diferenciavel e w uma 1-forma fechada.

(1) Para cada ponto p € X o futuro e o passado de p sdo abertos conexos em M.
(2) A fronteira do futuro e do passado de p consiste de pontos onde w se anula e de

hipersuperficies integrais da distribuicao ker w °.

DEMONSTRAGAO. Comegamos observando que se ¢ € CF(p), w(q) # 0. De fato, se
w(g) =0e~y:[0,1] — M (1) = ¢, entdo w ndo pode ser positiva em 7(1). Isso vale, em
particular para p. E claro também que CF(p) é conexos por caminhos pois todo ponto em
CH(p) pode ser conectado a p por uma curva em C(p). Vamos mostrar que C.}(p) é aberto.
Seja g € C(p). Como observado anteriormente, w(g) # 0. Existe entdo um sistema de
coordenadas (z1,...,r,) em uma vizinhanga de ¢ tal que x;(¢) =0,i=1,...,n e w = dz;.
Seja 7y : [0,1] — M uma curva juntando p e ¢ ao longo da qual w é positiva. Em particular,
perto de 1,7 estd contida na vizinhanca coordenada e x1(y(t)) < 0 pois z1(y(t)) é crescente
e nulo quando ¢ = 1. Fixamos entdao um tal ¢y. Se ¢’ é suficientemente proximo de ¢, x; é
crescente ao longo do segmento o que une (ty) a ¢’. Juntando 7|4, com o e suavizando a
quina em tg se obtém uma curva diferencidvel entre p e ¢’ ao longo da qual w é positiva.

Vamos agora considerar um ponto ¢ da fronteira de C(p). Se w(q) # 0, podemos
considerar em uma vizinhanca U de ¢ um sistema de coordenadas locais como acima. Entao

SLembramos que uma hipersuperficie ¥ C M é uma hipersuperficie integral de ker w se para todo
qg €%, T, = Ker w(q). O fato da forma w ser fechada garante que no aberto onde w # 0, ker w tem

dimensao (n—1) e que para qualquer ponto deste aberto passa uma hipersuperficie integral de ker w (Teorema

de Frobenius).
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pelo mesmo argumento usado anteriormente, CH(p) N U = {(z1,...,2,) € U : 1 < 0} ¢
portanto sua fronteira é dada pela intersecao de U com o hiperplano z; = 0 que é, de fato

uma hipersuperficie integral de ker w (pois w = dzy). O

Nos lemas a seguir w serda uma 1-forma fechada, transitiva e genérica. Primeiramente
vamos mostrar que as condicoes para que w seja localmente intrinsecamente harmonica sao

verificadas.
2.5. LEMA. Se w(p) =0, index(w,p) # 0,n.

DEMONSTRAGAO. Suponha indez(w,p) = 0. Em coordenadas locais, em uma vizinhanga
de p, w=df, f=>7a? Portanto f nao pode decrescer ao longo de uma curva que sai de

p. Portanto C (p), é vazio. Analogamente, se index(w,p) =n, CI(p) = 0. O

A préxima propriedade é, como veremos, equivalente a transitividade.

2.6. LEMA. Para cada ponto p € M tal que w(p) # 0, passa um caminho ~y simples,

diferencidvel e fechado ao longo do qual w € estritamente positiva.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que CF(p) e C;(p) sdo ambos abertos e densos, entdo a
interseccao também o é. Seja ¢ um ponto na interseccao. Entao, como w nao se anula em p
e nem em ¢, existem caminhos orientados v; de p a g e 75 de ¢ a p, ao longo dos quais w é
estritamente positivo, incluindo os pontos finais. Suavizando o caminho composto fechado,
obtemos um caminho diferencidvel fechado, ainda passando por p. Assim, para obter um
caminho simples a partir deste, caso ele nao seja, seja ¢’ a primeira auto-intersecgao do ca-
minho orientado fechado, logo apds p, correspondente ao valor ¢t; de um parametro global,
seja ty > t; o ultimo valor do parametro antes do caminho se fechar, em ¢’. Desprezando o
segmento entre t; e to obtemos novamente um caminho fechado com uma possivel desconti-
nuidade da tangente em ¢'. Este caminho pode ser novamente suavizado em torno de ¢/, sem
criar novos pontos de interseccao. A eliminacao dos pontos de interseccao requer a repeticao
deste processo, induzindo, no fim, um caminho simples, fechado e orientado que passa por p

e que w > 0. U

Estamos agora em condicoes de provar o resultado principal deste trabalho:

2.7. TEOREMA. Seja w € QY(M) uma forma fechada, genérica e transitiva. Eziste entdo

uma métrica riemanniana g em M tal que w € cofechada (em relagdo a g).
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DEMONSTRACAO. A estratégia da demonstracao serd achar uma forma fechada v €
QM=D(M) e uma métrica riemanniana em M tal que ¢ = *w. Sendo 1) fechada, w serd
cofechada e portanto harmonica nesta métrica. Isso sera feito em dois passos:

e Uma “boa” 1 determina uma métrica tal que ¥ = *w. Este fato nao depende da
transitividade de w.
e Se w ¢ transitiva, entao existe uma “boa” 1. Neste passo usaremos a transitividade

na forma do lema 2.6.

O proximo lema toma conta do primeiro passo:

2.8. LEMA. Suponha exista uma forma 1 € Q=Y (M) tal que:
(1) Sew(p) #0, wAp(p) >0
(2) Se w(p) = 0, existe uma métrica riemanniana g, em uma vizinhanca U, de p, tal
que Y = ¥y w.

Entao ewiste uma métrica riemanniana g em M, tal que ¢ = x4w.

DEMONSTRACAO. Suponhamos n = 2. Sejam pq,...,p, os zeros de w, e U;, V; vizi-

nhancgas de p; tais que:
() ViCU, UnU;j=0,i4#j.
(2) Em cada U; existe uma métrica g, tal que i = %y, , em U;.

Seja U = UU;, V = M\ UV, e {¢o, 1} uma particio da unidade dominada pelo
recobrimento {U,V}. Em U temos uma métrica riemanniana gy tal que ¢ = *g4w. Em V
consideramos o tensor:

G =wRuw+1Y Y.

Claramente g; é um tensor simétrico. Além disso, se X # 0 for um vetor tal que g1 (X, X) =
0, terfamos w(X)?+v(X)? = 0 e portanto X € Ker wNKer 1. Se Y é um vetor linearmente
independente com X, terfamos w A ¥(X,Y) = w(X)Y(Y) —w(Y)y(X) = 0, contradizendo
o fato que w A Y > 0 em V. Entao g; é definido positivo e portanto é uma métrica rie-
manniana em V. Observamos que w e 9 sao linearmente independentes em V' pois, como ja
observamos, a intersec¢ao dos nicleos é trivial. Se {e1,es} é a base dual de {w, ¥}, {e1, €2}
¢ gi-ortonormal. Em particular g, w = +1.

Consideramos entao a métrica riemanniana:

g=¢o go+ o1 1.

6sso significa que w A 1) é positiva quando calculada em uma base positiva de T,M.
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g é globalmente definida em M e é imediato verificar que {w, 1} é uma base ortonormal em
M\ {p1,...,pr}. Portanto ¢ = + x, w. Mas o complementar dos zeros de w é conexo e
wAY # 0 neste conjunto e wAY > 0 em um subconjunto nao vazio. Em particular w Ay > 0
no complementar dos zeros de w e portanto ¢ = *,w.

Vamos agora estudar o caso n > 3. O argumento que usaremos nao se aplica ao caso
n = 2, como veremos, e tem aspectos interessantes em si mesmo. Usaremos também, sem
maiores comentarios, alguns fatos basicos da teoria dos fibrados.

Vamos comecar com um fato de algebra multilinear. Seja £ um espago vetorial orientado.
Consideramos o espaco vetorial H(E) = Hom/(A'(E), A"~ (E)). Consideramos o subespaco

dos operadores “simétricos”:

H,(E)={r € H: V 3,y € A(E), BAT(y) =7 AT(B)},
e o convexo dos operadores “positivos”:
HY(E)={r € H,: ¥V 8 € AYE), 3A7(3) > 0}.
Seja
S(E) = {g € T®?(R) : g é simetrico e g(X, X) > 0, VX # 0},
o convexo dos produtos escalares em 7»?(E). Temos entdo uma aplicacdo natural:
St:S(E) — HI(E)  St(g) =+,
*4 sendo, como antes, o operador estrela de Hodge associado a g.

Afirmagdo: Se n = dimE > 3 entdo St é uma bijecdo.”

DEMONSTRAGAO. Fixamos uma base positiva {e,...e,} de E e a base dual {w,...w,}
em E* = AY(E). Dado um produto escalar ¢ em E denotamos com o mesmo simbolo a
matriz que representa g na base fixada, i.e., g = (g;;) == (g(es,e;)) e com g7 = (¢%) a
matriz inversa. Se 3 = 3" biw; € ANE), [|B]* =32, g7 bib; e, por 1.12:

ko3 = (det(g))? Z (=)D by wy A A A Awy.
kji=1,...,n

De outro lado um morfismo 7 : A* — A=Y é representado por:

TB)= > (DG bwg A NG A A wy,
kja=1,..n

A afirmacéo nao pode ser verdadeira se n = 2. De fato se E é um espaco de dimensao 2k, * : A (E) —
A*(E) é invariante conforme, i.e., duas métricas que diferem por uma constante induzem o mesmo operador

estrela em dimensao k.
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onde a matriz G = (G%) é simétrica, respectivamente positiva ou semipositiva se, e somente
se, T é simétrico, respectivamente positivo ou semipositivo.
Das féormulas anteriores segue que, dado um produto escalar g em E, a matriz que repre-

senta *, : Al — A= ¢ a matiz:
G = (detg)%g’l.

Em particular, detG :(detg)%. Portanto, se n > 3, o produto escalar g pode ser recupe-

rado da matriz G pela férmula:

g = (det G)7=2G .

O argumento da afirmacao se globaliza facilmente. Consideramos
AP(M) == Upen AP (T M),
o fibrado vetorial das p-formas exteriores, e
H(M) := Upers Hom (AN (T, M), AP~D(T, M)),
o fibrado dos morfismos de A'(M) em A=V (M).

Podemos considerar o fibrado vetorial dos homomorfismo simétricos:
H,(M) = {7 € Hy(T,,:M), por algum z € M},

e o subfibrado (nao vetorial) dos homomorfismos positivos:

HI (M) = {r € HI (T,(M), por algum = € M}.
Seja Riem(M) o conjunto das métricas riemannianas em M. Riem(M) é um fibrado

sobre M com fibra, sobre z, S(7,(M)). Temos uma aplicagao natural:
St : Riem(M) — HI (M), St(g) := *,.

Se n > 3, St é inversivel em cada fibra e portanto globalmente inversivel.
Pelo acima, procurar uma métrica g tal que *x,w = 9 é equivalente a procurar uma secao
7 de Hf (M) tal que 7(w) = 9.

Afirmagao: Existe 7 € HF (M) tal que 7(w) = 9.

DEMONSTRAGAO. Seja {W;} um recobrimento aberto de M, localmente finito, com as

seguintes propriedades:

(1) W; é contratil.
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(2) Se pe Wi, w(p) =0, entao w(q) #0, Vg W;\ {p}, e W; CU,.
(3) Se w # 0 em W;, entao W; N Vq = () onde V, s@o as vizinhangas dos zeros de w e
V,C W, CU,
Seja {¢;} uma particao da unidade dominada por {W;}.Se p é um zero de w e W; C U,
definimos:
Ty = Qi xg, em Wi 7 =0em M\ W,
Suponha agora w # 0 em W;. Consideramos a aplicacao:

U, AN M) — A" (M) 2R, Y, (a)=aA(q), g€ W,

Os ¥, sao nao nulos pois wA 1 > 0 em W;. Portanto os nicleos sao (n — 1)-dimensionais.
A reuniao destes niicleos define portanto um subfibrado de A'(W;) que ¢é trivial pois W; ¢
contratil®. Existem portanto formas diferenciais {wa,...,wy} que, em ¢, geram o nicleo de
U,. Além disso w(q) ¢ Ker¥, e portanto, posto w = wy, {w;:i=1,...,n} é uma base de
AYT,M), Yq € W;. Portanto temos:

v= Y b A G A Awy,
k=1,....n
Agora w; A > 0,wp A =0,k > 2 e portanto ¢ = 1wy A -+ Awy, ¥ > 0.
Consideramos as (n — 1) formas g = jwi A+ - - W A+ - - Aw,. Em cada ponto de Wy, {n}

é uma base das (n — 1)-formas e:

m =10, wpAm=0xwAp.

Definimos entdo 7; € Hom(A'(M), A=V (M)), estendendo por linearidade (onde nao é

7€ero),

Ti(Wk) = QM-

Observamos que os 7; sao simétricos e positivos semi-definidos e:
T = E T
i

é bem definido, pois em cada ponto os 7; sao nulos exceto por um nimero finito de indices,

simétrico, pois os t; sao simétricos e positivo definido pois em cada ponto os 7;’s nao nulos
sao positivos definidos. Além disso, 7(w) = ¢, pois >, ¢i(x) =1V z € M. O

Juntando agora as duas afirmacoes, concluimos que existe uma métrica riemanniana g

tal que *,w = 7(w) = 7. O]

8E um fato geral que fibrados sobre espacos contrateis sdo triviais.
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O proximo lema nos permite de achar uma “boa 1", pelo menos localmente.

2.9. LEMA. Se p € M,w(p) # 0, existe uma forma fechada ¢ tal que wAv > 0, wAY(p) >

DEMONSTRAGAO. Por 2.6 existe uma curva simples fechada v : [0,1] — M tal que
w(¥) > 0. Para t € [0, 1] temos uma hipersuperficie integral da distribuicdo Kerw, %, que
passa por (t). Esta hipersuperficie é transversal a 7 pois 4(t) ¢ Kerw = T2

Da teoria geral das folheagoes, temos que para todo t, € [0,1], existe € > 0 e um

difeomorfismo:
fio: (to— €, tg+€) x DY — U, C M,

tal que f,,(t,0) = y(t) ¢, fixado ¢, € (ty — €, g +€), fi,(t1,-) ¢ um difeomorfismo de D"
em uma vizinhanga aberta de y(¢;) em %;,. Podemos cobrir a imagem de 7 com um nimero
finito de abertos deste tipo, obtendo uma vizinhanca aberta U da imagem de v que é um
fibrado de discos sobre S'. Além disso, este fibrado é orientdvel, definindo como positiva
uma base {X1,..., Xn-n} de Typ»X; tal que a base {¥(t),X1,..., X1} seja uma base

positiva de T, M. E conhecido que um tal fibrado é trivial, i.e., existe um difeomorfismo:

T:58'x DY v,

e este difeomorfismo manda {t} x D"V em %,

Seja agora h : [0,€) — [0,1] uma funcao diferencidvel tal que h(t) = 1 se t < €¢/3 e
h(t) = 0 se t > 2¢/3. Consideramos em S! x D"V — U, a forma:

(n—1)
zﬁp(t, T1, ... Tn-1) = h( Z w3)dzy A A da (1)

i=1
Temos entao d@Ep = %dt Adxy A -+ ANdxg—1) = 0 pois h nao depende de . Também
T*w AP (0)0t,0/0x1, . ..,0/07( 1)) = w(3())hp(8/01, . .., 0/02(m 1)) pois O/Dx; € Kerw
e portanto T*w A @Zp é nao negativa e positiva em uma vizinhanca de S' x {0}. A forma
(T _1)*@/; é uma forma em U que se anula em uma vizinhanca de 0U e portanto, pondo
Y =0 em M\ U obtemos uma forma fechada, globalmente definida tal que w A > 0 e
wAY(p) > 0. O

Vamos concluir a demonstragao do teorema.
Sejam py, . . ., py 0s zeros de w. Consideramos D' = {x € R™ : ||z|| < r}, o disco aberto de
raio r. Sejam o; : D} — Vl(l) C M cartas locais tais que VIONVE) =0, se [ # s, 0,(0) = p
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i . n
foor=a— n;jlzxiJr%'Z 3,
h=1 i=ji+1

onde df =w em VO, j; =index(w,p;) # 0,n.

Definimos Vt(l) =o(D}), Vi = Uth(Z). Para ¢ € M \ V; existe, pelo lema anterior, uma
(n — 1)-forma fechada v, tal que (WA ,) >0em U, = {zx € M :¢(z) #0} 3 qgep, =0 em
Viq por algum t(q) € (0,1).

Podemos entao cobrir M \ V; com um ndmero finito de vizinhangas Uy,,...,U,. Se
do = inf{t(qs)}, g, =0 em Vj,, para todo h. A forma

k
DI
=1

tem as seguintes propriedades:

(1) ¢ é fechada e ' =0 em Vj,.
(2) wA Y >0 onde ¢ # 0.
(3) Fixada uma métrica riemanniana auxiliar e € > 0, existe d; € (g, 1) tal; que wAY" >

eem M\ V.

Vamos agora definir uma forma fechada em V;, que, oportunamente somada a 1’ nos
dara uma forma com as propriedades desejadas.

Seja K : M — [0, 1] uma fungao diferencidvel e tal que K =1 em V5, K = 0 em uma
vizinhanga de M \ V;. Em cada sistema de coordenadas o; : D} — V¥, consideramos a

(n — 2)-forma:

7 n
Xi=K> > (=1 ayziday A day A Adag A Ada,

h=1 i=j+1

onde j = j; = index(w,p;). As formas y; se estendem a uma forma definida em M pondo
X=X emVl(l), x=0em M\ V.

Observamos que em V(;(ll) temos:
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Portando, em relagdo & métrica plana gy (em relagdo a qual f é harmonica):
J n
koW = — Z(n—j)(—l)hmhdxl/\- - AdxpA- - Ada, + Z J(=1) z;dxy A- - - Ada A - - Aday,.
h=1 i=j+1

De outro lado, em V(;(ll), K =1 e portanto:

7 n
dx =D () ()" zday Aday A Aday A Ada A Adzy)+
h=1 i=j+1
n i ' R A
SO )T mday Aday A Aday A Adi A Aday) = Hg.
i=j+1 h=1

Pondo 9" = dy, obtemos uma (n — 1)-forma tal que:

(1) 9" é exata (portanto fechada).
(2) ¥ =0em M\ Vi.
(3) Existe uma métrica riemanniana gy em Vj, tal que " = %, w (em particular wAy” >

0em Vs, \ {p1,...0})

Seja H uma constante positiva a ser determinada. Consideramos a forma:
= Hy' + 7.
Temos entao:
(1) Em M\ Vi, w A >0, pois ¢ =0,w A > 0.

)
(2) Existe uma métrica riemanniana gy em Vj, tal que 1 = %g4,w, pois ¢’ = 0.
(3) Em V5, \ V5,, wAY” >0, wAy >0, e portanto w A > 0.

(4)

4) Em Vi \ Vs, wAY'(eq,...,e,) > eonde {ey,...,e,} é uma base ortonormal positiva
na métrica auxiliar. Portanto se H é suficientemente grande, Hy/'+¢" (e, ..., e,) >
0.

A forma 1 é fechada e verifica as condicoes do lema 2.8 e portanto existe uma métrica
riemanniana g em M tal que ¢ = *,w. Em relacao a g, *xgw ¢ fechada e w ¢ cofechada e

portanto harmonica. O
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