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Agradeço também à todos os colegas e amigos do mestrado, em especial ao Laércio,
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Resumo

Um teorema clássico de Hodge garante que dada uma variedade compacta e uma p-forma

fechada, existe na sua classe de cohomologia uma e uma só forma harmônica. Neste trabalho,

além de desenvolver os assuntos que são pré-requisitos para o teorema de Hodge, estudamos

o que poderia ser considerado um “inverso”do teorema de Hodge:

Dada uma forma fechada, existe uma métrica riemanniana em relação a qual a forma é

harmônica?

Chamamos uma forma para a qual a resposta à pergunta acima é positiva de “intrin-

secamente harmônica”. Pouco é sabido sobre caracterização de formas intrinsecamente

harmônicas e nós estudamos em detalhes o caso de 1-formas, seguindo o trabalho de Calabi.
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1. Teoria local 55

2. Formas transitivas e o teorema de Calabi 59

Bibliografia 69
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Introdução

Seja M uma variedade diferenciável. Associada a estrutura diferenciável temos o espaço

das p-formas Ωp(M), p = 0, . . . , n e o operador diferencial exterior:

d(p) : Ωp(M) −→ Ω(p+1)(M),

que generaliza o diferencial usual de funções (caso p = 0). A propriedade básica deste

operador é que a composição d(p+1) ◦ dp = 0 ou equivalentemente, a imagem de dp está

contida no núcleo de d(p+1). Isso permite definir a cohomologia de de Rham:

Hp(M) = Kerdp/Imd(p−1),

e um teorema clássico de de Rham afirma que a cohomologia depende somente da topologia

de M (mais precisamente do tipo de homotopia de M).

As formas em kerd são chamadas de formas exatas e as in Imd de formas fechadas.

Condição necessária para uma forma ser exata, i.e., ser uma diferencial ou “ter uma integral”,

é que a forma seja fechada. A cohomologia nos diz quanto esta condição não é suficiente.

No caso de variedades Riemannianas podemos estender o usual operador de Laplace para

funções, a um operador:

∆p : Ωp(M) −→ Ωp(M),

chamado de operador de Laplace-Beltrami ou, simplesmente, de Laplaciano. As formas em

Ker∆ serão ditas formas harmônicas. No caso de uma variedade compacta, a diferencial

exterior tem um adjunto formal

δ : Ωp(M) −→ Ω(p−1)(M)

em relação a um produto interno natural no espaço das formas e o Laplaciano é simplesmente:

∆ = d ◦ δ + δ ◦ d

(com os ı́ndices apropriados).

Um teorema clássico de Hodge afirma que se M é uma variedade riemanniana compacta

e ω ∈ Ωp(M) é uma p-forma diferenciável fechada, existe, na classe de cohomologia de ω

uma, e somente uma, forma harmônica, i.e., a equação diferencial ∆φ = 0 admite uma, e

1



2

uma só, solução em {ω + dβ : β ∈ Ω(p−1(M)}. Isso mostra como a existência de soluções

não triviais da equação ∆φ = 0 é ligada á topologia de M .

Uma pergunta natural é a seguinte:

Dada uma forma fechada em uma variedade diferenciável compacta e orientável, existe

uma métrica riemanniana em relação à qual a forma é harmônica?

Se a resposta à pergunta acima for positiva, diremos que a forma é intrinsecamente

harmônica. O problema de caracterizar as formas intrinsecamente harmônicas tem se re-

velado muito dif́ıcil, exceto nos casos p = 0, n. De fato, existe um único resultado sobre o

assunto, devido a Calabi, que caracteriza as formas intrinsecamente harmônicas, para p = 1,

em termos de propriedades da folheação definida pelo núcleo da forma (transitividade).

A finalidade deste trabalho é discutir em detalhes os resultados de Calabi. Para tanto

discutiremos os conceitos e resultados necessários para um bom entendimento do problema.

Mais precisamente, no primeiro caṕıtulo faremos uma revisão de conceitos algébricos (álgebra

multilinear e álgebra homológica). No segundo caṕıtulo vamos introduzir a cohomologia de

de Rham para abertos do R
n. Como conseqüência das propriedades básicas provaremos o

teorema de dualidade de Jordan-Alexander que generaliza o teorema clássico da curva de

Jordan. O terceiro caṕıtulo é dedicado a uma “tradução”do que foi visto no caso do R
n, ao

caso de variedades diferenciáveis. Em particular demonstraremos o teorema de de Rham que

afirma que a cohomologia de uma variedade diferenciável é isomorfa ao dual da homologia

singular, a coeficientes reais. No quarto caṕıtulo vamos considerar variedades riemannianas,

introduzir o operador de Laplace-Beltrami e dar uma idéia da demonstração do teorema de

Hodge (módulo o teorema de regularidade para operadores eĺıpticos). Finalmente o último

caṕıtulo é dedicado a uma análise do trabalho de Calabi.



CAṔıTULO 1

Preliminares Algébricos

1. Álgebras tensorial e exterior

Seja E um espaço vetorial real de dimensão finita e E
∗ o espaço vetorial dual. Identifica-

remos, como de hábito, E com E
∗∗.

1.1. Definição. Um tensor de tipo (r, s) em E é uma aplicação multilinear

t : E
∗ × · · · × E

∗

︸ ︷︷ ︸
×E × · · · × E

︸ ︷︷ ︸
−→ R

r vezes s vezes

O conjunto Er,s do tensores do tipo (r, s) é um espaço vetorial com as operações usuais.

1.2. Exemplos. Seja E como acima.

(1) E1,0 = (E∗)∗ ∼= E

(2) E0,1 = E
∗

(3) É conveniente pôr, por definição, E0,0
.
= R

(4) Se E é dotado de um produto interno 〈, 〉, então este é um tensor do tipo (0, 2).

Além das operações de espaço vetorial, podemos definir um produto entre tensores, o

produto tensorial:

⊗ : Ep,q × Ep′,q′ −→ E(p+p′,q+q′),

t⊗t′(φ1, . . . , φp+p′ , x1, . . . , xq+q′) := t(φ1, . . . , φp, x1, . . . , xq)t
′(φp+1, . . . , φp+p′ , xq+1, . . . , xq+q′).

É simples provar que o produto tensorial é associativo, distributivo em relação a soma e

ao produto por um escalar.

Seja agora {e1, . . . , en} uma base de E e {φ1, . . . , φn} a base dual de E
∗, isto é, φi(ej) = δij.

Em outras palavras, φi(v) é a i-ésima coordenada de v na base {e1, . . . , en}.

1.3. Proposição. {ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ φj1 ⊗ · · · ⊗ φjq
: ik, jh ∈ {1, . . . , n}} é uma base de

E(p,q).

Demonstração. Suponha
∑

ai1,...,ip,j1,...,jq
ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ φj1 ⊗ · · · ⊗ φjq

= 0

3



Seção 1 · Álgebras tensorial e exterior 4

Então:

∑

ai1,...,ip,j1,...,jq
ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ φj1 ⊗ · · · ⊗ φjq

(φh1 , . . . , φhq
, ek1 , . . . , ekp

) =

= ak1,...,kp,h1,...,hq
= 0

e portanto {ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ φj1 ⊗ · · · ⊗ φjq
} é um conjunto linearmente independente.

Agora seja ω ∈ E(p,q), queremos que ω seja uma combinação linear da forma

ω =
∑

ai1,...,ip,j1,...,jq
ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ φj1 ⊗ · · · ⊗ φjq

.

Defina ai1,...,ip,j1,...,jq
= ω(φj1 , . . . , φjq

, ei1 , . . . , eip). É fácil verificar a igualdade acima. Logo

{ei1 ⊗ · · · ⊗ eip ⊗ φj1 ⊗ · · · ⊗ φjq
} é uma base para E(p,q). ¤

1.4. Definição. A soma direta

T (E) = ⊕ Er,s (r, s ≥ 0),

é chamada de álgebra tensorial de E.

Os elementos de T (E) são combinações lineares finitas sobre R de elementos de vários Er,s

e são chamados de tensores. T (E) é uma álgebra bi-graduada, não-comutativa e associativa

com a multiplicação obtida estendendo, por distributividade, o produto tensorial1 . Tensores

em um espaço tensorial particular Er, s são chamados de homogêneos de grau (r, s).

Estaremos principalmente interessados em certos tensores de tipo (0, p). Denotaremos

com Σ(p) o grupo das permutações em p elementos. Se π ∈ Σ(p), denotaremos com |π| o

signal da permutação π, isto é, |π| = 0 se π é produto de um número par de transposições e

|π| = 1 no outro caso.

1.5. Definição. Um tensor t ∈ E0,p é alternado ou uma p-forma exterior, se

t(v1, . . . , vp) = (−1)|π|t(vπ(1), . . . , vπ(p)), para todo π ∈ Σ(p).

Denotaremos com Λp(E) o espaço das p-formas exteriores. Claramente Λ0(E) = R, Λ1(E) =

E0,1 = E
∗.

Um exemplo básico é o seguinte:

1Lembramos que uma álgebra graduada é um espaço vetorial, soma direta de subespaços Fi, i ∈ IN , com

um produto obtido estendendo por distributividade aplicações bilineares Fi × Fj → F(i+j). Uma álgebra bi-

graduada é um espaço vetorial, soma direta de subespaços F(i,j), i, j ∈ IN , com um produto obtido estendendo

por distributividade aplicações bilineares F(i,j) × F(i′,j′) → F(i+i′,j+j′).
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1.6. Exemplo. Seja {e1, . . . , en} uma base fixada de E e {φ1, . . . , φn} a base dual. Fi-

xamos ı́ndices 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n e definimos:

Φ(i1,...,ip)(v1, . . . , vp) := det(φij(vk)).

Em outras palavras consideramos a matriz cuja k-ésima coluna é dada pelas coordenadas

de vk na base fixada e calculamos o determinante da matriz p × p obtida considerando

somente as linhas (i1, . . . , ip). As Φ(i1,...,ip) são p-formas exteriores, pelas propriedades do

determinante, e como veremos em seguida (proposição 1.8), ao variar da seqüência de ı́ndices,

formam uma base de Λp(E).

Em definitivo, as p-formas são “elementos de volumes p-dimensionais orientados”e por-

tanto os integrandos naturais das integrais múltiplas orientadas.

O produto tensorial de formas exteriores não é, em geral, uma forma exterior. Mas pode-

mos “antisimetrizar”o produto tensorial de duas formas exteriores e obter, como resultado,

uma forma exterior. Mais precisamente, definimos um produto que chamaremos de produto

exterior:

∧ : Λp(E) × Λq(E) −→ Λp+q(E),

(φ ∧ ψ)(v1, . . . , v(p+q)) =
∑

π∈Σ(p+q)

(−1)|π|φ(vπ(1), . . . vπ(p))ψ(vπ(p+1), . . . , vπ(p+q)).

Analogamente a quanto feito no caso da álgebra tensorial, definimos a álgebra exterior:

Λ∗(E) = ⊕p≥0Λ
p(E),

o produto em Λ∗(E) sendo a extensão, por distributividade, do produto exterior.

Se ω ∈ Λp(E), poremos |ω| = p. A demonstração da proposição a seguir é simples:

1.7. Proposição. O produto exterior é associativo e distributivo e comutativo no sentido

das álgebras graduadas, isto é, ω ∧ τ = (−1)|ω||τ |τ ∧ ω. Em particular, o quadrado de uma

forma de grau ı́mpar é zero.

Um argumento análogo ao usado na demonstração de 1.3 permite demonstrar a seguinte:

1.8. Proposição. Se {φ1, . . . , φn} é uma base de E
∗, então {φi1 ∧ · · · ∧ φip : 1 ≤ i1 <

· · · < ip} é uma base de Λp(E). Em particular, Λp(E) tem dimensão

(

n

p

)

e Λp(E) = {0},

se p > n.
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Seja L : E → F uma aplicação linear. Lembramos que a transposta de L é definida como:

L∗ : F
∗ −→ E

∗, L∗(φ)(v) := φ(Lv).

A construção da transposta se estende às formas exteriores pondo:

Λp(L) : Λp(F) −→ Λp(E), Λp(L)(ω)(v1, . . . , vp) = ω(L(v1), . . . , L(vp)).

Além disso Λp(L) se estende por aditividade a uma aplicação linear Λ∗(L) : Λ∗(F) →

Λ∗(E). Quando claro do contexto, escreveremos simplesmente L∗ no lugar de Λp(L) e Λ∗(L).

A proposição a seguir é de fácil demonstração.

1.9. Proposição. L∗(ω ∧ τ) = L∗(ω) ∧ L∗(τ). Em particular L induz um morfismo de

álgebras graduadas, L∗ : Λ∗(F) → Λ∗(E). Além disso valem as “propriedades funtoriais”:

(1) (11E)∗ = 11Λ∗(E).

(2) Se L : E → F, T : F → G, então (T ◦ L)∗ = L∗ ◦ T ∗.2

Seja agora E um espaço vetorial com produto interno. Isso induz um isomorfismo

canônico ♭ : E → E
∗ e portanto um produto interno em E

∗. Por sua vez isso induz um produto

interno em Λp(E) definindo como ortonormal uma base do tipo {ωi1 ∧· · ·∧ωip : i1 < · · · < ip}

onde {ωi} é uma base ortonormal de E
∗. Observamos que:

〈φ1 ∧ · · · ∧ φp, ψ1 ∧ · · · ∧ ψp〉 = det(〈φi, ψj〉).

De fato, a fórmula acima, estendida por bilinearidade, define um produto escalar no qual a

base {ωi} é ortonormal.

Lembramos agora que duas bases de um espaço vetorial E são eqüiorientadas se a matriz

mudança de bases tem determinante positivo. O conjunto das bases de E fica assim dividido

em duas classes de equivalência, as orientações de E. A escolha de uma das duas classes é

uma orientação em E. Um espaço vetorial orientado é um espaço vetorial com uma orien-

tação fixada. Neste caso chamaremos de positivas as bases na orientação fixada. Também, a

uma orientação em E corresponde uma orientação em E
∗ definindo positivas as bases duais

de bases positivas.

Seja agora E um espaço vetorial n-dimensional, com produto interno e orientado. Se

{ωi} é uma base ortonormal positiva de E
∗, definimos a forma volume:

v = ω1 ∧ · · · ∧ ωn.

2Na linguagem das categorias isso significa que a lei que associa a cada espaço vetorial de dimensão finita

E a álgebra graduada Λ∗(E) e a cada aplicação linear L : E → F a aplicação L∗ é um funtor contravariante

da categoria dos espaços vetoriais de dimensão finita na categoria das álgebras graduadas.
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A forma volume é bem definida, i.e. não depende da base escolhida, desde que ortonormal e

positiva. De fato se {ωi}, {φj} são bases de E
∗, não necessariamente ortonormais, e A = (aij)

é a matriz mudança de base, i.e φk =
∑

akjωj, temos:

φ1 ∧ · · · ∧ φn =
∑

σ∈Σ(n)

(−1)|σ|a1σ(1) · · · anσ(n)ω1 ∧ · · · ∧ ωn = det(A)ω1 ∧ · · · ∧ ωn.

Em particular se as duas bases são ortonormais e positivas, A ∈ SO(n), e portanto det(A) =

1.

Seja {ei} uma base de E, {φj} a base dual e denotamos com g = (gij) a matriz que

representa o produto escalar na base {ei} i.e., gij = 〈ei, ej〉. Consideramos o isomorfismo

♭ : E → E
∗. Se ♭(ei) =

∑n

j=1 bijφj, temos:

gik = 〈ei, ek〉 = ♭(ei)(ek) =
n∑

j=1

bijφj(ek) = bik.

Portanto

♭(ei) =
n∑

j=1

gijφj.

Analogamente para ♯ : E
∗ → E, ♯ = ♭−1, temos:

♯(φi) =
n∑

j=1

gijej,

onde (gij) é a matriz inversa de (gij).

A matriz gij é também a matriz que representa o produto escalar em E
∗. De fato:

〈φi, φj〉 = 〈♯φi, ♯φj〉 =
n∑

k,l=1

〈gikek, g
jlel〉 =

n∑

k,l=1

gikgjlgkl = gij.

Vamos escrever a forma volume em termos da base φi. Se {ωj} é uma base ortonormal

positiva e A = (aij) é a matriz de mudança de base, i.e., ωi =
∑n

j=1 aijφj, temos:

φi =
n∑

j=1

〈φi, ωj〉ωj =
n∑

l=1

(
n∑

j,k=1

〈φi, ajkφk〉)ajlφl.

Portanto
∑n

i,k=1 gikajkajl = δil. Portanto g−1AtA = 11 e |det(A)| = [det(g)]
1
2 . Então:

v = ω1 ∧ · · · ∧ ωn = ±[det(g)]
1
2 φ1 ∧ · · · ∧ φn,

onde vale ± dependendo se {φi} é positiva ou negativa.
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1.10. Definição. Seja E um espaço vetorial n-dimensional com produto interno e ori-

entado. O operador estrela de Hodge é o operador:

∗p : Λp(E) −→ Λ(n−p)(E), ∗p(η)(e1, . . . , e(n−p)) := 〈η ∧ ♭(e1) ∧ · · · ∧ ♭(e(n−p)), v〉.

Quando claro do contexto escreveremos simplesmente ∗.

Se {ωi} é uma base ortonormal positiva de E
∗, o operador estrela de Hodge é o operador

obtido estendendo por linearidade a aplicação:

∗(ωi1 ∧ · · · ∧ ωip) = ωj1 ∧ · · · ∧ ωjn−p
,

onde {i1, . . . , ip, j1, . . . jn−p} é uma permutação par de {1, . . . , n}.

As propriedades a seguir são de simples verificação:

1.11. Proposição. A aplicação ∗ é uma isometria e

∗2 = (−1)p(n−p)11Λp(E).

Será útil na demonstração do teorema de Calabi, ter uma expressão de ∗1 em termos de

uma base não necessariamente ortonormal.

1.12. Lema. Seja {φi} uma base positiva de E e {ei} a base dual. Então:

∗φi = [det(g)]
1
2

n∑

k=1

(−1)kgikφ1 ∧ · · · ∧ φ̂k ∧ · · · ∧ φn.

Demonstração.

∗φi(e1, . . . , êk, . . . , en) = 〈φi ∧ ♭e1,∧ · · · ∧ ˆ♭ek ∧ · · · ∧ ♭en, [det(g)]
1
2 φ1 ∧ · · · ∧ φn〉 =

[det(g)]
1
2 (−1)k〈♭e1,∧ · · · ∧ ˆ♭ek ∧ φi ∧ · · · ∧ ♭en, φ1 ∧ · · · ∧ φn〉 = [det(g)]

1
2 (−1)kdet(〈♭̃ei, φj〉),

onde ♭̃ei = ♭ei, i 6= k, ˜♭ek = φi.

Observamos que 〈♭ei, φj〉 = 〈
∑n

k=1 gikφk, φj〉 =
∑n

k=1 gikg
kj = δij. Portanto a matriz

(〈♭̃ei, φj〉) é a matriz identidade excepto para a k-ma linha que é dada por 〈φi, φl〉 = gil.

Portanto det((〈♭̃ei, φj〉) = gik e:

∗φi =
n∑

k=1

∗φi(e1, . . . , êk, . . . en)φ1∧· · ·∧φ̂k∧· · ·∧φn = [det(g)]
1
2

n∑

k=1

(−1)kgikφ1∧· · ·∧φ̂k∧· · ·∧φn.

¤
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2. Elementos de álgebra homológica

Nesta seção vamos estudar seqüências de espaços vetoriais e aplicações lineares do tipo:

E := {(Ei, di) : di : E
i → E

i+1}.

Um morfismo φ : E → F , entre duas tais seqüências é uma seqüência de aplicações

lineares φi : E
i → F

i tais que os diagramas:

· · · −→ E
i di

−→ E
i+1 −→ · · ·

↓ φi ↓ φi+1

· · · −→ F
i di

−→ F
i+1 −→ · · ·

comutam, isto é, di ◦ φi = φi+1 ◦ di, tendo denotado com o mesmo śımbolo di as aplicações

lineares das duas seqüências. O morfismo φ será chamado um isomorfismo se os φi são

isomorfismos.

2.1. Definição. Uma seqüência de espaços vetoriais e aplicações lineares E = {Ei, di}

se diz exata em E
i se Imdi−1 = Kerdi. A seqüência se diz exata, se é exata em cada E

i.

2.2. Exemplos.

(1) Uma seqüência do tipo {0} → E
φ
→ F é exata se, e só se, φ é injetor.

(2) Uma seqüência do tipo E
φ
→ F → {0} é exata se, e só se, φ é sobrejetor.

(3) Uma seqüência do tipo {0} → E
φ
→ F → {0} é exata se, e só se, φ é isomorfismo.

2.3. Definição. Uma seqüência exata do tipo:

{0} −→ E −→ F −→ G −→ {0}

se diz uma seqüência exata curta.

2.4. Proposição. Uma seqüência exata curta

{0} −→ E
φ

−→ F
ψ

−→ G −→ {0}

é isomorfa à seqüência:

{0} −→ E
i

−→ E ⊕ G
π

−→ G −→ {0},

onde i(v) = (v, 0) e π(v, w) = w.
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Demonstração. Seja G̃ um complementar3 de Im ϕ = ker ψ, isto é, F = ϕ(E) ⊕ G̃. A

aplicação ψ |
G̃

: G̃ → G é um isomorfismo. Portanto a aplicação k : F → E ⊕ G, k(v + w) =

(ϕ−1(v), ψ(w)) (v ∈ ϕ(E), w ∈ G̃) é o isomorfismo procurado. ¤

2.5. Observação. Os conceitos anteriores se generalizam imediatamente ao caso de

seqüências de grupos abelianos ou, mais em geral, de módulos sobre anéis comutativos.

Neste contexto mais geral a proposição 2.4 não é mais válida. Por exemplo, a seqüência de

grupos abelianos

{0} → Z
·2
→ Z → Z2 → {0}

não é isomorfa à seqüência

{0} → Z → Z ⊕ Z2 → Z2 → {0}.

Se uma seqüência exata curta de módulos verifica 2.4, diremos que a seqüência cinde.

O resultado a seguir aparece com freqüência nas aplicações:

2.6. Teorema. (Lema dos Cinco) Consideramos o diagrama:

E1
f1
−→ E2

f2
−→ E3

f3
−→ E4

f4
−→ E5

↓ φ1 ↓ φ2 ↓ φ3 ↓ φ4 ↓ φ5

F1
g1
−→ F2

g2
−→ F3

g3
−→ F4

g4
−→ F5

Se as linhas são exatas e φi são isomorfismos para i = 1, 2, 4, 5 então φ3 é um isomorfismo

e o diagrama é comutativo.

Demonstração. Suponhamos φ3(e3) = 0. Então φ4(f3(e3)) = g3(φ3(e3)) = 0. Por-

tanto f3(e3) = 0 e pela exatidão da primeira linha, e3 = f2(e2). Agora g2(φ2(e(2)) =

φ3(e3) = 0, portanto φ2(e2) = g1(µ1) pela exatidão da segunda linha. Sendo φ1 sobrejetora

existe e1 ∈ E1 tal que φ1(e1) = µ1. Finalmente

0 = f2(f1(e1)) = f2(φ
−1
2 g1φ1(e1)) = f2(e2) = e3

e portanto φ3 é injetora.

Vamos mostrar que φ3 é sobrejetora. Seja µ3 ∈ F3, µ4 = g3(µ3) e e4 ∈ φ−1
4 (µ4). Agora

φ5(f4(e4)) = g4(µ4) = 0 e portanto f4(e4) = 0 pois φ5 é injetora. Em particular, existe

e3 ∈ E3 tal que f3(e3) = e4. Seja µ3 = φ3(e3) e ω = µ3 − µ3. Agora g3(ω) = 0 e portanto

3Lembremos que um complementar de um subespaço pode ser obtido partindo de uma base {eα} do

subespaço, completando a uma base do espaço com a adjunção de elementos {fβ} e considerando o subespaço

gerado pelos {fβ}.
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ω = g2(µ2). Seja e2 = φ−1
2 (µ2). Temos φ3(f2(e2)) = g2(φ2(e2)) = ω = φ(e3) − µ3 portanto

µ3 = φ3(e3 − f2(e2)) ∈ Im φ3

¤

2.7. Observação. Observamos que na demonstração anterior temos usado somente que

φ2, φ4 são isomorfismos, que φ1 é sobrejetor e φ5 é injetor. Porém, em geral, o lema é usado

na forma do enunciado.

2.8. Definição. Uma seqüência de espaços vetoriais e aplicações lineares E = {Ei, di}

é dita semi exata ou um complexo de cocadeias, se Imdi−1 ⊆ Kerdi, para todo i, ou,

equivalentemente, di ◦ di−1 = 0.

Se E é um complexo de cocadeias, definimos:

• Zi(E) := Kerdi o grupo dos cociclos i-dimensionais,

• Bi(E) := Imdi−1 o grupo dos cobordos i-dimensionais,

• H i(E) := Zi(E)/Bi(E) o grupo de cohomologia i-dimensional 4

A cohomologia nos dá uma medida de quanto uma seqüência semi exata não é exata.

2.9. Observação. É útil considerar que uma seqüência com ı́ndices “decrescentes”, isto

é, seqüências do tipo E := {(Ei, ∂i) : ∂i : Ei → Ei−1}. Neste caso, se uma seqüência é semi

exata, dizemos um complexo de cadeias e, analogamente ao caso de complexo de cocadeias

definimos :

• Zi(E) := Ker∂i o grupo dos ciclos i-dimensionais,

• Bi(E) := Im∂i+1 o grupo dos bordos i-dimensionais,

• Hi(E) := Zi(E)/Bi(E) o grupo de homologia i-dimensional.

2.10. Exemplo. Seja E := {(Ei, ∂i) : ∂i : Ei → Ei−1} um complexo de cadeias. Definimos

o complexo dual, E∗ = {(Ei, di)} onde E
i := (Ei)

∗, d = (∂)∗. É simples verificar que d2 = 0

e, portanto E∗ é, de fato, um complexo de cocadeias. Consideramos a aplicação bilinear:

E
i × Ei −→ R, (φ, c) −→ φ(c).

É fácil ver que a aplicação acima induz uma aplicação:

H i × Hi −→ R, ([φ], [c]) −→ φ(c),

4Naturalmente Zi(E), Bi(E), Hi(E) são espaços vetoriais. O uso do termo “grupo” se deve ao fato de

eles poderem ser definidos no contexto de seqüências semi exatas de grupos abelianos, ou mais geralmente

de módulos.
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bem definida e bilinear e, portanto uma aplicação linear:

H i −→ (Hi)
∗,

que pode-se mostrar ser um isomorfismo.

As definições e os resultados desta seção se transportam de modo óbvio para complexos

de cadeias.

É fácil verificar que um morfismo φ : E → F manda cociclos em cociclos e cobordos em

cobordos e por isto induz uma famı́lia de aplicações lineares

φ∗
i : H i(E) −→ H i(F).

A aplicação φ∗
i se dirá aplicação induzida de φi e, quando claro no contexto, escreveremos

apenas φ∗ ao invés de φ∗
i . A aplicação induzida goza das propriedades funtoriais:

• 11∗E = 11Hi(E),

• Se φ : E → F , ψ : F → G são morfismos de complexos, então (ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗.

Consideremos agora uma seqüência exata curta de complexos (com o óbvio significado

dos termos):

{0} → E
φ

−→ F
ψ

−→ G −→ {0}.

Em particular φi é injetivo e ψi é sobrejetivo. Em geral porém, a ńıvel de cohomologia,

φ∗ não é injetivo e ψ∗ não é sobrejetivo. Todavia existe uma relação entre os grupos de

cohomologia, dada pelo seguinte teorema

2.11. Teorema. Existe uma famı́lia de aplicações lineares ∆∗
i : H i(G) → H i+1(E) tais

que a seqüência longa:

· · · −→ H i(E)
φ∗

−→ H i(F)
ψ∗

−→ H i(G)
∆∗

i−→ H i+1(E) −→ · · ·

é exata.

Demonstração. Da seqüência exata curta segue o diagrama comutativo 2, onde as

colunas são exatas e as linhas são as cocadeias de complexos que denotamos por E , F e G.

Para definir a aplicação ∆∗
i : H i(G) → H i+1(E) considere c ∈ G

i um cociclo. Como ψi

é sobrejetiva, existe b ∈ F
i tal que c = ψi(b). O elemento di(b) ∈ F

i+1 esta em ker ψi+1

pois ψi+1(di(b)) = diψi(b) por que o diagrama comuta e diψi(b) = di(c) = 0 por c ser um

cociclo. Mas ker ψi+1 = Im φi+1, assim di(b) = φi+1(a) para algum a ∈ E
i+1. Observe que

di+1(a) = 0, pois φi+2(di+1(a)) = di+1(φi+1(a)) = di+1 ◦ di(b) = 0 e φi+2 é injetiva, logo a é

um cociclo.
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0

²²

0

²²

0

²²

· · · //
E

i−1
di−1

//

φi−1

²²

E
i

di

//

φi

²²

E
i+1 //

φi+1

²²

· · ·

· · · //
F

i−1
di−1

//

ψi−1

²²

F
i

di

//

ψi

²²

F
i+1 //

ψi+1

²²

· · ·

· · · //
G

i−1
di−1

//

²²

G
i

di

//

²²

G
i+1 //

²²

· · ·

0 0 0

Portanto definimos ∆∗
i : H i(G) → H i+1(E)

mandando a classe de cohomologia de c na

classe de cohomologia de a, ∆∗
i [c] = [a]. Tal

aplicação esta bem definida pois o elemento a

é unicamente determinado por di(b) uma vez

que φi+1 é injetor.

Além disso, não depende da escolha de

b por que se tomarmos um b′ diferente de

b, teŕıamos ψi(b′) = ψi(b), então b′ − b ∈

ker ψi = Im φi. Logo b′ − b = φi(a′) para al-

gum a′ ∈ E
i, com isso b′ = b + φi(a′). Porém

trocar b por b + φi(a′) é trocar a pelo ele-

mento equivalente a + di(a′), φi+1(a + di(a′)) = φi+1(a) + φi+1(di(a′)) = di(b) + di(φi(a′)) =

di(b + φi(a′)).

E uma outra escolha de c, dentro da mesma classe de cohomologia, teria a forma c+di(c′).

Como c′ = ψi(b̃) para algum b̃ ∈ F
i+1, então teŕıamos c + di−1(c′) = c + di−1(ψi−1(b̃)) =

c + ψi(di−1(b̃)) = ψi(b + di−1(b̃)), então b é substitúıdo por b + d(b̃), o que não muda d(b) e

portanto nem a.

A aplicação ∆∗
i : H i(G) → H i+1(E) é um homomorfismo pois se ∆∗

i [c1] = [a1] e ∆∗
i [c2] =

[a2] via b1 e b2 como acima, então ψi(b1 + b2) = ψi(b1) + ψi(b2) = c1 + c2 e φi+1(a1 + a2) =

φi+1(a1) + φi+1(a2) = di(b1) + di(b2) = di(b1 + b2), logo ∆∗
i ([c1] + [c2]) = [a1] + [a2].

Vamos então verificar a exatidão da seqüência, apenas para simplificar a notação deno-

taremos por φ, ψ e d as aplicações φi, ψi e di respectivamente, sem nos preocuparmos com

os ı́ndices.

• Im φ∗ ⊂ ker ψ∗ : É imediato por que ψφ = 0 implica ψ∗φ∗ = 0.

• Im ψ∗ ⊂ ker ∆∗
i : Temos ∆∗

i ψ
∗ = 0 uma vez que neste caso d(b) = 0 na definição de

d.

• Im ∆∗
i ⊂ ker φ∗ : Aqui φ∗∆∗

i = 0 pois φ∗∆∗
i aplica [c] em [d(b)] = 0.

• ker ψ∗ ⊂ Im φ∗ : A classe de cohomologia em ker ψ∗ é representada por um ciclo

b ∈ F
i com ψ(b) um cobordo, então ψ(b) = d(c) para algum c′ ∈ G

i+1. Como ψ é

sobrejetivo, existe b′ ∈ F
i−1 tal que c′ = j(b′). Logo ψ(b−d(b′)) = ψ(b)−ψ(d(b′)) =

ψ(b) − dψ(b′) = 0 pois d(ψ(b′)) = d(c′) = ψ(b). Então b − d(b′) = φ(a) para algum

a ∈ E
i. Este a é um cociclo por que φ(d(a)) = d(φ(a)) = φ(b − d(b′)) = d(b) = 0 e

φ é injetivo. Então φ∗[a] = [b − d(b′)] = [b].
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• ker ∆∗
i ⊂ Im ψ∗ : Se c representa a classe cohomologia em ker ∆∗

i , então a = d(a′)

para algum a′ ∈ E
i. O elemento b − φ(a′) é um cociclo pois d(b − φ(a′)) = d(b) −

d(φ(a′)) = d(b) − φ(d(a′)) = d(b) − φ(a) = 0. E ψ(b − φ(a′)) = ψ(b) − ψφ(a′) =

ψ(b) = c, logo ψ∗ aplica [b − φ(a′)] em [c].

• ker φ∗ ⊂ Im ∆∗
i : Dado um cociclo a ∈ E

i+1 tal que φ(a) = d(b) para algum b ∈ F
i,

então ψ(b) é um cociclo pois d(ψ(b)) = ψ(d(b)) = ψφ(a) = 0, e ∆∗
i aplica [ψ(b)] em

[a]. ¤

Observemos explicitamente que ∆∗ não é bem definida a ńıvel de coclicos, mas somente

a ńıvel de cohomologias.



CAṔıTULO 2

Cohomologia de de Rham em R
n

1. Formas diferenciáveis em R
n

Seja U ⊆ R
n um aberto x ∈ U . Recordemos que o espaço tangente a U em x é o espaço

vetorial TxU = {(x, v) : v ∈ R
n} com a operação usual sobre a segunda componente, e o

fibrado tangente de U é TU = ∪x∈UTxU = U ×R
n. Um campo vetorial em U é simplesmente

uma função ξ̃ : U → TU da forma ξ̃(x) = (x, ξ(x)), ξ : U → R
n. Portanto, se não houver

confusão, identificaremos TxU com R
n e ξ̃ com ξ. O campo se dirá cont́ınuo, resp. dife-

renciável, se ξ é uma função cont́ınua, resp. diferenciável. Em geral estaremos interessados

no caso de diferenciabilidade de classe C∞.

Denotaremos por F(U) a álgebra as funções de classe C∞ de U em R e por H(U) o

conjunto do campos vetoriais diferenciáveis de classe C∞ em U . H(U) é um espaço vetorial

real e um módulo sobre F(U), com as operações usuais.

Recordemos que uma derivação em F(U) (resp. uma derivação em p ∈ U) é uma

aplicação R-linear:

η : F(U) −→ F(U) (resp. ηp : F(U) −→ R)

tal que:

η(fg) = η(f)g + fη(g) (resp. ηp(fg) = ηp(f)g(p) + f(p)ηp(g)) ∀ f, g ∈ F(U).

1.1. Exemplo. Seja (p, v) ∈ TpU, f ∈ F(U). Denotaremos com vp(f) a derivada dire-

cional usual de f na direção vp, isto é vp(f) = d
dt

f(p + tvp)|(t=0)
1. É óbvio que vp é uma

derivação em p. No caso v = ei (i-ésimo vetor da base canônica), usaremos também a

notação clássica
(

∂
∂xi

)

p
ou simplesmente

(
∂i

)

p
ou, também, ∂

∂xi
(x). Também, quando claro

do contexto, eliminaremos a referência ao ponto p.

1É bem conhecido que vp(f) pode ser calculada partindo de uma curva γ : (−ǫ, ǫ) → U com γ(0) =

p, γ̇(0) = vp, calculando d
dt

f(γ(t))|(t=0). Este fato será útil mais adiante.

15
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Seja ξp uma derivação em p. Vamos demonstrar alguns fatos elementares:

• Se f ∈ F(U) se anula em uma vizinhança V de p, então ξ(f) = 0.

De fato, seja φ uma função que vale 1 fora de V e zero em p. Então f = φf e:

ξ(f) = ξ(φ)f(p) + φ(p)ξ(f) = 0.

Em particular, se f = g em uma vizinhança de p, ξ(f) = ξ(g).

• Se f = 1 em uma vizinhança de p, então ξ(f) = 0.

De fato pela propriedade anterior, podemos supor f = 1 em U . Portanto:

ξ(1) = ξ(1 · 1) = 2ξ(1).

Em particular, se f é constante em uma vizinhança de p, ξ(f) = 0.

• Se f é produto de dois funções que se anulam em p, então ξ(f) = 0.

1.2. Teorema. Dada uma derivação ξ em p, existe (v, p) ∈ TpU tal que ξ = vp.

Demonstração. Seja f ∈ F(U). A fórmula de Taylor nos dá:

f(x1, . . . , xn) = f(0) +
∑

(
∂f

∂xi

)

p

(xi − xi(p)) + Φ(x),

onde Φ(x) é produto de funções que se anulam em p. Portanto usando as propriedades

anteriores:

ξ(f) =
∑

ξ(xi)

(
∂

∂xi

)

p

(f),

e portanto ξ =
∑

ξ(xi)
(

∂
∂xi

)

p
. ¤

O resultado anterior permite identificar TpU com o espaço vetorial das derivações de F(U)

em p. Deixando p variar em U , se obtém, de modo análogo, uma identificação de H(U) com

o espaço das derivações de F(U). Em particular, se {e1, . . . , en} é a base canônica de R
n, o

campo constante (x, ei) e o vetor (p, ei) são identificados com as derivações ∂
∂xi

e ∂
∂xi

(p).

Em geral, a composição de duas derivações não é uma derivação, mas o comutador de

duas derivações é ainda uma derivação. Esta observação sugere definir o produto de Lie de

ξ, η ∈ H(U), como [ξ, η] := ξ ◦ η − η ◦ ξ. Da definição temos as propriedades a seguir.

1.3. Proposição. O produto de Lie de campos de vetores (diferenciáveis) verifica:

(1) [ξ, (η + ν)] = [ξ, η] + [ξ, ν],

(2) [ξ, η] = −[η, ξ],

(3) [ξ, [η, ν]] + [η, [ν, ξ]] + [ν, [ξ, η]] = 0, (Identidade de Jacobi).
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1.4. Observação. Um espaço vetorial dotado de um produto que verifica as propriedades

em 1.3 se chama uma álgebra de Lie

Em termos de coordenadas temos:

1.5. Proposição. Se ξ =
∑n

i=1 ai(x) ∂
∂xi

e η =
∑n

j=1 bj(x) ∂
∂xj

são dois campos vetoriais,

então [ξ, η] =
∑n

i=1

(
∑n

j=1 aj
∂bi

∂xj
−

∑n

j=1 bj
∂ai

∂xj

)

∂
∂xi

.

1.6. Definição. Uma q-forma exterior em x ∈ U é um elemento de Λq(TxU). Uma

q-forma diferencial é uma lei que associa a cada x ∈ U um elemento ω(x) ∈ Λq(TxU) que

“depende diferenciavelmente da x” no sentido que, dados campos diferenciáveis ξ1, . . . ξq,

a função que associa a x ∈ U ao número real ω(x)(ξ1(x), . . . , ξq(x)) é uma função dife-

renciável.

Pela definição anterior, uma forma determina uma aplicação F(U)-multilinear:

H(U) × · · · × H(U) −→ F(U), ω(ξ1, . . . , ξp)(x) = ω(x)(ξ1(x), . . . , ξp(x)).

O próximo resultado dá condições para que uma aplicação como acima seja induzida por

uma forma.

1.7. Teorema. Uma aplicação R-multilinear:

ω : H(U) × · · · × H(U) −→ F(U),

é induzida por uma forma se, e somente se, é F(U)-multilinear.

Demonstração. Pela observação acima, se ω é induzida por uma forma, ω é F(U)-

multilinear. Suponhamos que ω seja F(M)- multilinear. Seja x ∈ U, ξi ∈ TxU . Estendemos

os ξi a campos ξ̃i ∈ H(U), ξ̃i(y) =
∑

j aij(y)ej, e definimos:

ω(x)(ξ1, . . . , ξp) := ω(ξ̃1, . . . , ξ̃p))(x).

Para demonstrar que a igualdade acima define de fato uma forma será suficiente mostrar

que, em x, não depende das extensões. De fato, pela F(U)-multilinearidade:

ω(ξ̃1, . . . , ξ̃p))(x) =
n∑

i1,...,ip=1

a1i1(x) · · · apip(x)ω(ei1 , . . . , eip).

¤
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2. A diferencial exterior e a cohomologia de de Rham

Denotaremos com Ωp(U) o conjunto das p-formas diferenciáveis. As operações usuais de

soma e produto por um escalar definem em Ωp(U) uma estrutura de espaço vetorial real.

Além disso, denotado por F(U), o anel das funções diferenciáveis a valores reais define em U,

o produto usual de uma função por uma p-forma determina uma estrutura de F(U)-módulo

em Ωp(U).

Seja f : U → R uma função diferenciável. A diferencial de f , df é então uma 1-forma

diferencial, df(x)(x, v) :=
∑n

i=1

(
∂f

∂xi

)

x
vi onde vi é a i-ésima coordenada de v. Em particular

podemos considerar as funções coordenadas xi : U → R. Para todo x ∈ U, {dxi(x) : i =

1, . . . , n} é a base dual da base canônica de TxU . Portanto uma p-forma diferencial ω sempre

pode ser escrita como:

ω(x) =
∑

i1<...<ip

ωi1...ip(x)dxi1(x) ∧ · · · ∧ dxip(x), ωi1...ip ∈ F(U).

Em particular, enquanto como espaço vetorial real a dimensão de Ωp(U) é infinita, como

F(U)-módulo, Ωp(U) é um módulo livre finitamente gerado de dimensão

(

n

p

)

.

Sejam U ⊆ R
n, V ⊆ R

m abertos e F : U → V uma função diferenciável, F (x) =

(F1(x), . . . , Fm(x)). Fazendo y = F (x), dF (x) : TxU → TyV é uma aplicação linear que

induz uma transposta F ∗ = (dF )∗ : Λp(TyV ) → Λp(TxU) (veja 2.5) a ńıvel de formas

diferenciáveis:

F ∗ : Ωp(V ) −→ Ωp(U), F ∗(ω)(v1, . . . , vp) := ω(dF (x)(v1), . . . , dF (x)(vp)).

Indicando com x1, . . . , xn e y1, . . . ym as coordenadas canônicas em U e V respectivamente,

temos:

(1) F ∗(dyi) =
n∑

i=1

∂Fi

∂xj

dxj,

e portanto se ω = ωi1,...,ipdyi1 ∧ · · · ∧ dyip ,

F ∗(ω)(x) = ωi1,...,ip(F (x))F ∗(dyi1) ∧ . . . ∧ F ∗(dyi1).

Além disso são verificadas as propriedades funtoriais:

• 11∗U = 11Ωp(U),

• Se F1 : U1 → U2 e F2 : U2 → U3 são aplicações diferenciáveis, então (F2 ◦ F1)
∗ =

F ∗
1 ◦ F ∗

2 .
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Em particular se F é um difeomorfismo, então F ∗ é um isomorfismo.

Por 1.2, Ω0(U) = F(U). O operador de diferenciação é portanto, pelo que foi visto antes,

um operador R-linear d : Ω0(U) → Ω1(U). Este operador se estende à p-formas diferenciáveis

no sentido do seguinte resultado:

2.1. Teorema. Existe uma única famı́lia de operadores R-lineares dp : Ωp(U) → Ωp+1(U),-

p = 0, . . . , n, tais que:

(i) d0 = d (o operador usual de diferenciação)

(ii) dp+1 ◦ dp = 0.

(iii) Se ω ∈ Ωp(U), τ ∈ Ωq(U), dp+qω ∧ τ = dpω ∧ τ + (−1)pω ∧ dqτ.

Além disso, se F é uma aplicação diferenciável de um aberto U ⊆ R
n em um aberto

V ⊆ R
m, F ∗(dp(ω)) = dp(F ∗(ω)).

Quando claro no contexto, escreveremos simplesmente d sem especificar o ı́ndice p.

Demonstração. Suponha que existe d com as propriedades acima.

Seja ω = f(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip . Então

dω = (df) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip + f d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxip).

Agora df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

dxi, por (1) e

d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxip) =
∑

i1<···<ip

±dxi1 ∧ · · · ∧ ddxij ∧ · · · ∧ dxi+p = 0

por (2) e (3). Portanto se d existir, deve ser da forma

d
( ∑

i1<···<ip

ϕi1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

)
=(2)

=
∑

k

∑

i1<···<ip

∂ϕi1...ip

∂xk

dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

e portanto é único. De outro lado, é fácil ver que, definindo d por (2), obtemos um operador

que verifica as condições (i),(ii) e (iii).

A última afirmação segue do fato que F ∗(dyi) =
∑

j
∂Fi

∂xj
dxj = d(yi ◦F ) = d(F ∗(yi)) e do

fato que F ∗ é um morfismo de álgebras. ¤

Se obtém assim uma seqüência de espaços vetoriais reais e aplicações lineares:

0 −→ Ω0(U)
d0

−→ Ω1(U)
d1

−→ · · ·
dn−1

−→ Ωn(U) −→ 0.
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Esta seqüência é semi exata ou um complexo de cocadeias no sentido do caṕıtulo anterior

(2.8) e leva o nome de complexo de de Rham de U . Neste caso, cociclos e cobordos são

chamado de formas fechadas e formas exatas respectivamente. Usaremos as notações:

• Zp(U) := ker dp, o espaço das p-formas fechadas,

• Bp(U) := Im dp−1, o espaço das p-formas exatas.

• Hp(U) := Zp(U)/Bp(U), a cohomologia de de Rham de U de dimensão p.

Também, chamaremos o operador d de diferencial exterior, ou simplesmente de diferen-

cial, mesmo se, de acordo com as notações do caṕıtulo anterior, deveŕıamos chamá-lo de

codiferencial. De fato usaremos o termo codiferencial por um outro operador a ser definido

nos caṕıtulos seguintes.

2.2. Observação. São convenientes, por uso posterior, as seguintes considerações; de

fácil verificação.

(1) d é um operador local. Isso significa que se ω ≡ τ em uma vizinhança V de p ∈ U ,

então dω(p) = dτ(p).

(2) A diferencial exterior pode ser definida sem uso de coordenadas, pela seguinte

fórmula

dω(ξ0, . . . , ξp) =

p
∑

i=0

(−1)iξi ·ω(ξ0, . . . , ξ̂i, . . . ξp)+
∑

i<j

(−i)i+jω([ξi, ξj], ξ0, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j, . . . , ξp)

Um problema natural é o problema de integração, isto é, decidir quando uma dada p-

forma é a diferencial de uma (p − 1)-forma, isto é, quando uma forma é exata. A condição

d ◦ d = 0 nos diz que uma condição necessária para que uma forma seja exata é que seja

fechada. A condição é também suficiente se, e somente se, Hp(U) = {0}. A importância

da cohomologia é também devida ao fato que ela é estreitamente ligada, como veremos, à

topologia de U . Um primeiro exemplo é o seguinte:

2.3. Exemplo. Consideramos a cohomologia de de Rham de dimensão 0. Uma vez

que a única 0-forma exata é a forma nula, a cohomologia coincide com o espaço das 0-

formas fechadas, isto é com o espaço das funções reais, definidas em U , diferenciáveis e com

diferencial nulo. Obviamente uma tal função é localmente constante e portanto constante

em cada componente conexa de U . Podemos então identificar o grupo de cohomologia 0-

dimensional com o produto direto de tantas cópias de R quantas são as componentes conexas

de U .

Mais em geral, se {Uα : α ∈ U} são abertos disjuntos com U = ∪α∈UUα, Ωp(U) ∼=

Πα∈UΩp(Uα), e d respeita esta decomposição. Portanto:
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2.4. Teorema. Se U ⊆ R
n é uma união disjunta de abertos {Uα, α ∈ U}, então:

Hp(U) =
∏

α∈U

Hp(Uα).

Sejam U ⊆ R
n, V ⊆ R

m abertos e F : U → V uma função diferenciável. Já vimos como

F induz uma aplicação F ∗ : Ωp(U) → Ωp(V ). Das propriedades do diferencial exterior segue

que F ∗ é um morfismo de complexos de cocadeias, em particular manda formas fechadas

em formas fechadas e formas exatas em formas exatas e induz uma aplicação linear entre os

grupos de cohomologia, que continuaremos indicando com o mesmo śımbolo:

F ∗ : Hp(V ) −→ Hp(U).

É imediata a verificação das propriedades funtoriais:

• 11∗U = 11Hp(U),

• Se F1 : U1 → U2 e F2 : U2 → U3 são aplicações diferenciáveis, então (F2 ◦ F1)
∗ =

F ∗
1 ◦ F ∗

2 .

Em particular, se F é um difeomorfismo, então F ∗ e um isomorfismo.

2.5. Exemplo. Retornemos ao exemplo 2.3. Segue facilmente das considerações anteri-

ores que se F : U → V e V é conexo, então F ∗ : H0(V ) → H0(U) é injetor, e se também U

é conexo, é um isomorfismo.

Vamos agora estudar condições que garantam que duas aplicações diferenciáveis induzem

o mesmo morfismo em cohomologia.

2.6. Definição. Sejam U ⊆ R
n, V ⊆ R

m abertos e Fi : U → V, i = 0, 1 funções

diferenciáveis. Uma homotopia diferenciável entre F0 e F1 é uma aplicação diferenciável 2

H : U × [0, 1] → V , tal que H(x, i) = Fi(x), i = 0, 1.

Diremos que as duas funções são homotópicas se existe uma homotopia entre elas, e,

neste caso, escreveremos F0 ∼ F1.

Diremos que U e V são homotopicamente equivalentes se existem funções diferenciáveis

F : U → V, G : V → U tais que G ◦ F ∼ 11U , F ◦ G ∼ 11V .

Diremos que um aberto U é contrátil se U é homotopicamente equivalente a R
0.

2.7. Observação. Dada uma homotopia H : U × [0, 1] → V , esta pode ser substitúıda

por uma função H : U × R → V , tal que H(x, i) = Fi(x), i = 0, 1. De fato, se λ : R → [0, 1]

2Recordemos que uma função definida em um conjunto C ⊆ R
n é diferenciável se pode ser estendida a

uma função diferenciável definida em uma vizinhança aberta C.
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é uma função diferenciável, tal que λ(t) = 0 se t ≤ 0, λ(t) = 1 se t ≥ 1, basta tomar

H(x, t) = H(x, λ(t)).

Uma homotopia entre duas funções pode ser vista como um caminho, no espaço das

funções diferenciáveis, que une as duas funções (com conceitos adequados de topologia e

diferenciabilidade no espaço das funções diferenciáveis entre dois abertos) ou ainda como

uma “deformação”de uma função em uma outra.

2.8. Teorema. Se Fi : U → V são funções diferenciáveis homotópicas, i = 0, 1, então

F ∗
0 = F ∗

1 : Hp(V ) → Hp(U), para todo p.

Demonstração. Por 2.7 podemos supor H definida em U × R. Sejam ji : U →

U × R, i = 0, 1, ji(x) = (x, i), as inclusões canônicas. Suponha que existe uma função

linear K : Ωp(U × R) → Ωp−1(U) tal que:

(3) Kdω + dKω = j∗1ω − j∗0ω

então, se ω é fechada, j∗0ω e j∗1ω diferem por uma forma exata e portanto definem o mesmo

elemento em Hp(U × R). Portanto j∗0 = j∗1 : Hp(U × R) → Hp(U). Mas Fi = H ◦ ji e com

isso F ∗
1 = F ∗

0 : Hp(U) → HP (V ).

Vamos construir uma função linear que verifica 3. Se ω ∈ Ωp(U × R), ω = dt ∧ α + β,

com:

α =
∑

i1<···<ip

αi1,...,ip(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip , β =
∑

j1<···<jp

βj1,...,jp
(x, t)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp

,

definimos:

K(ω) =
∑

i1<···<ip

( ∫ 1

0

αi1,...,ip(x, t)dt

)

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

Temos então:

dω = −dt ∧ dα + dβ = dt ∧ (−
∑

j,i1<···<ip

∂αi1,...,ip

∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip +

+
∑

j1<···<jp

∂βj1,...,jp

∂t
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp

) + γ
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onde γ não contém o termo dt e portanto Kγ = 0. Assim :

Kdω =
∑

j1<···<jp

( ∫ 1

0

∂βj1,...,jp

∂t
dt

)

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp
−

∑

j,i1<···<ip

( ∫ 1

0

∂αi1,...,ip

∂xj

dt

)

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,

dKω =
∑

j,i1<···<ip

( ∫ 1

0

∂αi1,...,ip

∂xj

dt

)

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

Então temos :

kdω + dKω =
∑

j1<···<jp

( ∫ 1

0

∂βj1,...,jp

∂t
dt

)

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp
=

=
∑

j1<···<jp

[βj1,...,jp
(x, 1) − βj1,...,jp

(x, 0)]dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp
= j∗1ω − j∗0ω.

¤

2.9. Corolário. Abertos homotopicamente equivalentes têm cohomologias isomorfas.

Em particular, se U é contrátil,

Hp(U) ≃

{

R se p = 0

{0} se p > 0.

En particular, todos os abertos estrelados 3 são contráteis. Se obtém então como corolário

o Lema de Poincaré:

2.10. Corolário. Se U ⊆ R
n é um aberto estrelado, então todas as p-formas fechadas,

para p > 0, são exatas.

Sejam Ui ⊆ R
n, i = 1, 2, abertos, e defina U = U1 ∪U2, V = U1 ∩U2. Vamos relacionar a

cohomologia de U com aquelas dos Ui e aquela de V . Para tal consideremos a seqüência

{0} −→ Ωp(U)
(j∗1 ,j∗2 )
−→ Ωp(U1) ⊕ Ωp(U2)

(k∗

1−k∗

2)
−→ Ωp(V ) −→ {0},

onde ji : Ui → U são as inclusões e ki(ω) = ω|V . Os vários termos da seqüência anterior

vamos interpretar como complexos de cocadeias com os óbvios (co)diferenciais e é claro que

os morfismos comutam, com tais (co)diferenciais.

3Recordemos que um conjunto U ⊆ R
n se diz estrelado em relação a x0 ∈ U se para cada x ∈ U o

segmento de extremos x e x0 esta contido em U
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2.11. Teorema. A seqüência anterior é uma seqüência exata curta de complexo. Em

particular induz uma seqüência exata (longa) em cohomologia:

· · · −→ Hp(U)
(j∗1 ,j∗2 )
−→ Hp(U1) ⊕ Hp(U2)

(k∗

1−k∗

2)
−→ Hp(V )

∆∗

−→ H i+1(U) −→ · · · .

Demonstração. Observamos que j∗i ω = ω|Ui
. A exatidão da seqüência é portanto

óbvia, exceto pela sobrejetividade de (k1 − k2). Para provar que (k1 − k2) é sobrejetiva,

consideramos uma partição da unidade subordinada a {U1, U2}, isto é funções diferenciáveis

φi : U → [0, 1], i = 1, 2 tais que:

• φ1(x) + φ2(x) = 1 ∀x ∈ U ,

• supp(φi) := {x ∈ U : φi(x) > 0} ⊆ Ui.

Dada então ω ∈ Ωp(V ), definimos

ωi(x) =

{

φi(x)ω(x) se x ∈ V

0 se x ∈ Ui \ V

ωi é bem definida e diferenciável, pois φi se anula fora de um aberto de Uj, j 6= i. Além disso

(k1 − k2)(ω1,−ω2) = ω1|V + ω2|V = φ1ω + φ2ω = ω.

portanto (k1 −k2) é sobrejetiva. A existência da exatidão da seqüência longa segue então da

2.11. ¤

2.12. Definição. A seqüência exata longa em 2.11 é chamada de seqüência de Mayer-

Vietoris em cohomologia.

Aplicamos agora a seqüência de Mayer-Vietoris ao cálculo da cohomologia de R
n \ {0}.

R
n \ {0} é homotopicamente equivalente a Σn := R

n \ {x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : |xi| ≤ ǫ} e

portanto, por 2.9 a cohomologia dos dois espaços são isomorfas. Calcularemos a cohomologia

de Σn. Consideremos os abertos:

U1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Σn : xn > −ǫ/2}, U2 = {(x1, . . . , xn) ∈ Σn : xn < ǫ/2}.

As seguintes afirmações são de fácil verificação:

• Σn = U1 ∪ U2.

• Ui é contrátil, i = 1, 2.

• U1 ∩ U2 é homotopicamente equivalente a Σ(n−1).



Caṕıtulo 2 · Cohomologia de de Rham em R
n 25

Assim n = 1, Σ1 é união de dois abertos contráteis e portanto por 2.9 e 2.3:

Hp(Σ1) ∼=

{

R ⊕ R se p = 0

{0} se p > 0

Consideramos n = 2. Sendo Σ2 e Ui conexos, H0(Σ2) ∼= H0(Ui) ∼= R. Consideramos a

seqüência de Mayer-Vietoris:

{0} −→ H0(Σ2) −→ H0(U1) ⊕ H0(U2) −→ H0(Σ1) −→ H1(Σ2) −→ H1(U1) ⊕ H1(U2) −→

−→ · · · −→ Hp−1(Σ1) −→ Hp(Σ2) −→ Hp(U1) ⊕ Hp(U2) −→ · · · .

A primeira linha reduz a:

{0} −→ R −→ R ⊕ R −→ R ⊕ R −→ H1(Σ2) −→ {0}.

Portanto H1(Σ2) ∼= R. 4 Da segunda linha se obtém , Hp(Σ2) = {0} se p > 1.

Procedemos por indução. Suponhamos n ≥ 3 e que:

Hp(Σn−1) =

{

R se p = 0, n − 2

{0} se p 6= 0, n − 2

Consideremos novamente a seqüência de Mayer-Vietoris:

Hp−1(Σn) −→ Hp−1(U1)⊕Hp−1(U2) −→ Hp−1(Σn−1) −→ Hp(Σn) −→ Hp(U1)⊕Hp(U2) −→

Se p > 1 segue que Hp(Σn) ∼= Hp−1(Σn−1), e se p = 1 obtemos:

{0} −→ R −→ R ⊕ R −→ R −→ H1(Σn) −→ {0}.

A aplicação R⊕R −→ R tem núcleo unidimensional e assim é sobrejetiva, logo H1(Σn) ∼=

{0}. Portanto:

Hp(Σn) =

{

R se p = 0, n − 1

{0} se p 6= 0, n − 1

3. O teorema de Jordan-Alexander

É conveniente, para evitar, nos cálculos, argumentos especiais para o caso 0-dimensional,

introduzir a cohomologia reduzida. Definimos Ω−1(U) := R e d(−1) : Ω−1(U) → Ω0(U) como

a aplicação que associa a a ∈ R a função constante igual a a. O complexo assim obtido se

chama o complexo de de Rham aumentado.

4A primeira seta não nula é injetiva, disto segue que a imagem da seqüência seguinte, que é o núcleo da

terceira, é unidimensional. Assim H1(Σ2) ∼= R ⊕ R/R ∼= R.
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3.1. Definição. A cohomologia reduzida de U, H̃p(U), é a cohomologia do complexo de

de Rham aumentado.

É claro que H̃−1(U) = {0} e que H̃0(U) é um espaço vetorial com uma dimensão a

menos daquela de H0(U). Além disso H̃p(U) = Hp(U) se p > 0. Em particular se U é

conexo, H̃0(U) = {0}.

O mesmo argumento usado para estabelecer a seqüência de Mayer-Vietoris se aplica ao

complexo aumentado e se obtém, com a notação de 2.11:

3.2. Teorema. A seqüência:

· · · −→ H̃p(U)
(j∗1 ,j∗2 )
−→ H̃p(U1) ⊕ H̃p(U2)

(k∗

1−k∗

2)
−→ H̃p(V )

∆∗

−→ H̃ i+1(U) −→ · · ·

é exata.

O uso de cohomologia reduzida simplifica às vezes os argumentos, como veremos, por

exemplo, no prinćıpio de dualidade de Jordan-Alexander, que tem, como conseqüência ime-

diata, o clássico teorema da curva de Jordan. A referência para este argumento é [?] e

[7].

Sejam Fi, 1 = 1, 2 subconjuntos fechados de R
n. Suponhamos que exista um homeo-

morfismo φ : F1 → F2. É bastante natural se perguntar se existe uma relação entre os

complementares R
n \ Fi. A ilusão que eles sejam homeomorfos, ou então simplesmente ho-

motopicamente equivalentes, é rapidamente frustrada. Por exemplo, sejam F1 = {x ∈ R
2 :

‖x‖ = 1}∪{x ∈ R
2 : ‖x‖ = 2} e F2 = {x ∈ R

2 : ‖x‖ = 1}∪{x ∈ R
2 : ‖x−(3, 0)‖ = 1}. Então

o complementar de F1 é homotopicamente equivalente a união disjunta de um ponto e dois

ćırculos, enquanto o complementar de F2 é homotopicamente equivalente a união disjunta

de dois pontos com o “wedge”5 de dois ćırculos . Usando técnicas elementares de topologia

se verifica facilmente que os dois complementares não são homotopicamente equivalentes.

O fato que os complementares de dois fechados homeomorfos não sejam homotopicamente

equivalentes é importante em certas circunstâncias, por exemplo na teoria dos nós. Recor-

demos que um nó em R
3 é uma função γ : S1 → R

3 que é um homeomorfismo sobre sua

imagem. Dois nós são ditos equivalentes se existe um homeomorfismo de R
3, isotópico a

identidade, que leva um nó no outro. Um invariante importante para distinguir classes de

equivalência de nós, é o grupo fundamental do complementar de um nó.

5Recordemos que o “wedge”de dois espaços topológicos é o espaço que se obtém da união disjunta de

dois espaços, identificando um ponto escolhido neste primeiro com um ponto escolhido neste segundo.
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Retornando ao exemplo anterior, observamos que ainda que não homotopicamente equi-

valentes, os complementares de F1 e F2 têm a mesma cohomologia. De fato, vale o seguinte re-

sultado geral que, segundo A. Dold, é chamado de teorema da dualidade de Jordan-Alexander:

3.3. Teorema. Sejam Fi, i = 1, 2 fechados de R
n e φ : F1 → F2 um homeomorfismo.

Então Hk(Rn \ F1) ∼= Hk(Rn \ F2).

A demonstração será dividida em vários passos. Se n ≤ m, consideremos R
n como o

subespaço dos vetores de R
m com as últimas m− n coordenadas nula. Será além disso con-

veniente trabalhar com a cohomologia reduzida, para não ter que tratar o caso 0-dimensional

separadamente.

3.4. Lema. Se F ⊆ R
n é um fechado e F 6= R

n, então H̃ i+1(Rn+1 \F ) ∼= H̃ i(Rn \F ), i ≥

−1.

Demonstração. Consideremos os subconjuntos de R
n+1:

• Z+ := R
n+1 \ F × {t ∈ R : t ≤ 0}.

• Z− := R
n+1 \ F × {t ∈ R : t ≥ 0}.

• Z := Z+ ∪ Z− = R
n+1 \ F.

• Z+ ∩ Z− = R
n \ F.

O hiperplano xn+1 = 1, é homotopicamente equivalente a Z+. De fato se verifica facil-

mente que a projeção ortogonal de Z+ sobre este hiperplano é uma equivalência de homo-

topia. Portanto Z+ é contrátil. Analogamente Z− é contrátil. Em particular a cohomologia

reduzida de Z+ e Z− se anula em todas as dimensões. O resultado segue então da seqüência

de Mayer-Vietoris, para a cohomologia reduzida:

· · · −→ H̃ i+1(Z+) ⊕ H̃i+1(Z−) −→ H̃i+1(Z) −→ H̃i(Z+) ⊕ H̃i+1(Z−) −→ · · · .

¤

Aplicando sucessivamente o resultado precedente se obtém:

3.5. Corolário. Se F ⊆ R
n é um fechado, então H̃ i+k(Rn+k \ F ) ∼= H̃ i(Rn \ F ), para

todo i ≥ −k.

3.6. Lema. Sejam Fi, i = 1, 2 fechados de R
n e φ : F1 → F2 um homeomorfismo. Então

R
2n \ F1 × {0} é homeomorfo a R

2n \ {0} × F2.

Demonstração. Seja ψ = φ−1. Os homeomorfismos φ, ψ se estendem, usando o teo-

rema de Tietze, a aplicações cont́ınuas Φ, Ψ : R
n → R

n. Definimos:
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• L : R
2n → R

2n, L(x, y) = (x, y − Φ(x)).

• R : R
2n → R

2n, R(x, y) = (x − Ψ(y), y).

As aplicações L,R são homeomorfismos. De fato L−1(x, y) = (x, y + Φ(x)), R−1(x, y) =

(x + Ψ(y), y). Consideremos Γ := {(x, y) ∈ R
2n : y = φ(x)} = {(x, y) ∈ R

2n : x = ψ(y)}. Se

tem L(F1 × {0}) = Γ = R(0 × F2) e com isso um homeomorfismo:

R
2n \ F1 × {0}

L
−→ R2n \ Γ

R−1

−→ R
2n \ {0} × F2.

¤

A demonstração do Teorema é, a este ponto, imediata:

H̃ i(Rn \ F1) ∼= H̃ i+n(R2n \ F1) ∼= H̃ i+n(R2n \ F2) ∼= H̃ i(Rn \ F2).

Como aplicação imediata do prinćıpio de dualidade de Jordan-Alexander, obtemos o

famoso teorema da curva de Jordan:

3.7. Teorema. Seja γ : S1 → R
2 uma função cont́ınua que é um homeomorfismo sobre

sua imagem6. Então R
2 \ γ(S1) tem exatamente duas componentes conexas por arco.

Demonstração. Consideremos o ćırculo unitário S1 ⊆ R
2. É claro que o complementar

de S1 in R
2 tem exatamente duas componentes conexas por arco, ou, equivalentemente,

H0(R2 \S1) ∼= R⊕R. Para o prinćıpio de dualidade de Jordan-Alexander, H0(R
2 \γ(S1)) ∼=

R⊕R e portanto o complementar de γ(S1) tem exatamente duas componentes conexas por

arco. ¤

3.8. Observação. É claro que o argumento da demonstração do teorema de Jordan

se pode estender ao caso de hipersuperf́ıcies fechadas Mn ⊆ R
n+1 toda vez que temos uma

hipersuperf́ıcie fechada homeomorfa a Mn da qual se conhece o complementar. Isto acontece,

por exemplo, no caso de uma superf́ıcie (regular) compacta e orientada em R
3.

4. Integração de formas diferenciáveis e homologia

Como anunciado neste primeiro caṕıtulo, as formas diferenciáveis são os integrandos natu-

rais das integrais múltiplas “orientadas”. Iremos agora precisar desta afirmação. Começaremos

com o caso das n-formas.

6Tal aplicação se chama comumente uma curva de Jordan
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4.1. Definição. Seja U ⊆ R
n um aberto e ω = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∈ Ωn(U). Seja ∆

um fechado limitado de U . Definimos:
∫

∆

ω =

∫

∆

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn,

sendo o segundo membro a integral usual de Riemann de f .

A integral assim definida é “orientada” no sentido que −ω = f(x)dx2 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn

e portanto
∫

U

f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn = −

∫

U

f(x)dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn.

Para definir a integral de p-formas, p < n, devemos definir apropriadamente os domı́nios

de integração.

4.2. Definição.

(1) Um p-simplexo em R
n é o fecho convexo7 de (p + 1) pontos {v0, . . . , vp} ⊂ R

n em

posição genérica 8. Os vetores vi são ditos os vértices do simplexo.

(2) Seja {e0, . . . , ep} a base canônica de R
(p+1). O p-simplexo padrão ∆p ⊂ R

(p+1) é o

simplexo de vértices {e0, . . . , ep}.

(3) Um p-simplexo singular (diferenciável) em U , é uma aplicação diferenciável σ :

∆p → U .

Quando claro no contexto omitiremos o adjetivo “diferenciável”.

4.3. Observação. Dado um p-simplexo de vértices {vo, . . . , vp}, todo ponto v do sim-

plexo pode ser escrito em modo único como v =
∑p

i=0 λivi com λi ∈ [0, 1] ⊂ R e
∑p

i=0 λi = 1.

Os números λi são chamados de coordenadas baricêntricas de v.

4.4. Exemplo. Um exemplo importante de simplexo singular é o seguinte: Sejam {v0, . . .

, vp} pontos de R
n não necessariamente em posição genérica. Definimos L(v0, . . . , vp) como

o simplexo singular que manda o ponto de ∆p de coordenadas baricêntricas {λ0, . . . , λp} no

ponto
∑p

i=0 λivi. Este simplexo será chamado de simplexo linear de vértices {v0, . . . , vp}.

7Lembramos que o fecho convexo de um subconjunto de R
n é o menor convexo que contém o conjunto.

Em outras palavras é a interseção de todos os convexos que contém o conjunto.
8 Lembramos que os pontos {v0, . . . , vp} são em posição genérica se não são contidos em um subespaço

afim de dimensão menor que p. Isso é equivalente ao fato dos vetores {vi−v0 : i = 1, . . . p} serem linearmente

independentes.
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4.5. Observação. O p-simplexo padrão é o fecho de um aberto do hiperplano deter-

minado pelos pontos unitários de R
(p+1). Identificando este hiperplano com R

p faz sentido

considerar a medida usual de Riemann neste hiperplano e portanto integrar funções cont́ınuas

definidas neste simplexo padrão.

4.6. Definição. Seja ω ∈ Ωp(U) uma p-forma diferenciável e σ : ∆p → U um p-simplexo

singular. Definimos:
∫

σ

ω :=

∫

∆p

σ∗ω,

onde a integral é entendida no sentido de 4.1 e 4.5.

Iremos agora definir “domı́nio de integração”mais geral para as p-formas. Consideremos

o espaço vetorial real Cp(U) com base os simplexos singulares de U . Um elemento de Cp(U)

será dita uma cadeia singular p-dimensional de U . Podemos então estender, por linearidade,

a integral de uma forma sobre uma cadeia de U . Se obtém desta forma uma aplicação

bilinear:

I : Cp(U) × Ωp −→ R.

O resultado fundamental da teoria (elementar) de integração é o teorema de Stokes, que

afirma, que “se f é uma função definida em um domı́nio fechado e limitado, a integral de

f sobre o bordo é igual à integral da diferencial de f neste domı́nio”. Para estender este

teorema ao nosso caso temos que introduzir o conceito do bordo de uma cadeia singular.

Intuitivamente, o bordo de um simplexo singular σ : ∆p → U , é a restrição de σ ao bordo

de ∆p. Mais precisamente, consideremos a aplicação Fi = L(e0, . . . , êi, . . . , ep) : ∆p−1 → ∆p

que manda linearmente ∆(p−1) na face oposta ao vértice ei ∈ ∆p. Definimos então:

∂p : Cp(U) −→ C(p−1)(U),

estendendo, por linearidade a aplicação que manda um simplexo singular σ : ∆p → U na

cadeia
∑

(−1)iσ ◦ Fi.

Em particular, para simplexos lineares temos a fórmula:

(4) ∂pL(v0, . . . , vp) =

p
∑

i=1

(−1)iL(v0, . . . , v̂i, . . . , vp).

Aplicando o Teorema de Stokes clássico, pela linearidade se obtém:

4.7. Teorema. Se c é uma p-cadeia e ω uma (p − 1)-forma,

I(∂c, ω) :=

∫

∂c

ω =

∫

c

dω := I(c, dω).
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Investigamos um pouco mais a fundo o operador de bordo.

4.8. Lema. ∂(p−1) ◦ ∂p = 0.

Demonstração. Seja σ um simplexo singular. Tendo em conta (4), temos :

∂p(σ) =
∑

i

(−1)iσ ◦ L(e0, . . . , êi, . . . , ep).

Portanto:

∂(p−1)∂p(σ) =

p
∑

i=0

(−1)i(
∑

j<i

(−1)jσ ◦ L(e0, . . . , êj, . . . , êi, . . . , ep)+

∑

j>i

(−1)(j−1)σ ◦ L(e0, . . . , êi, . . . , êj, . . . , ep)).

Observamos que o termo σ ◦ L(e0, . . . , êi, . . . , êj, . . . , ep), i, j fixados, aparece duas vezes na

soma acima com sinais opostos e portanto ∂(p−1)∂p(σ) = 0.

¤

Em particular a seqüência:

· · · −→ C(p+1)(U)
∂(p+1)
−→ Cp(U)

∂p

−→ C(p−1)(U)
∂(p−1)
−→ · · · ,

é um complexo de cadeias e portanto podemos definir:

• Zp(U) := ker∂p o grupo dos ciclos p-dimensionais.

• Bp(U) := Im∂(p−1) o grupo dos bordos p-dimensionais.

• Hp(U) := Zp(U)/Bp(U) o grupo de homologia p-dimensionais.

Usando 4.7 se obtém:

4.9. Teorema. Se a ∈ Zp(U), I(a, dω) = 0. Analogamente se σ ∈ Zp(U), I(∂b, σ) = 0.

Portanto o operador I : Cp(U) × Ωp(U) → R induz um operador R-bilinear:

Ĩ : Hp(U) × Hp(U) −→ R, Ĩ([c], [ω]) := I(c, ω).

4.10. Observação. Um teorema clássico, que estudaremos no próximo caṕıtulo (o Te-

orema de de Rham), garante que Ĩ é não degenerada e induz um isomorfismo:

dR : Hp(U) −→ (Hp(U))∗,

chamado de isomorfismo de de Rham.
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Vamos agora estudar algumas propriedades básicas da homologia, análogas às da coho-

mologia.

Seja F : U ⊆ R
n → V ⊆ R

m uma aplicação diferenciável. F induz uma aplicação linear

F∗ : Cp(U) → Cp(V ), obtida estendendo, por linearidade a aplicação que manda um simplexo

singular σ : ∆p → U no simplexo singular F ◦ σ : ∆p → V . É claro que F∗ comuta com

o operador de bordo e é, portanto, um morfismo de complexos de cadeias. Em particular

induz um morfismo, que indicaremos com o mesmo śımbolo:

F∗ : Hp(U) −→ Hp(V ).

As propriedades funtoriais:

• (11U)∗ = 11Hp(U),

• (G ◦ F ) = G∗ ◦ F∗,

são facilmente verificadas9.

Seja U = R
0. Então o único simplexo singular σ : ∆p → U é o simplexo constante.

O seu bordo é a soma alternada de (p + 1) adendos iguais ao (p − 1)-simplexo constante.

Portanto tal bordo é zero se p for ı́mpar e o (p−1)-simplexo constante se p for par. Portanto

o complexo das cadeias singulares é o complexo:

−→ C(2p+1)(U) = R
0

−→ C2p(U) = R
11
−→ C(2p−1)(U) = R −→ · · · −→ C0(U) = R −→ {0}.

Portanto H0(R
0) = R, Hp(R

0) = {0}, se p > 0.

4.11. Observação. Poderia aparecer mais natural (e às vezes seria de fato mais simples)

considerar cubos singulares, i.e., aplicações diferenciáveis definidas nos cubos unitários das

varias dimensões, no lugar dos simplexos singulares. Isso porém, daria, para R
0, homologia

isomorfa a R em qualquer dimensão, pois o cubo p-dimensional tem sempre um número par

de faces (p − 1)-dimensionais, e portanto seu bordo seria sempre nulo.

Suponha U ⊆ R
n um aberto com componentes conexas {Uα, α ∈ U}. Se σ é um p-

simplexo singular, σ(∆p) ⊆ Uα, por algum α ∈ U . Portanto as cadeias de U são a soma

direta das cadeias de Uα. Também, se c ∈ Cp(Uα) então ∂c ∈ C(p−1)(Uα). Em particular:

4.12. Teorema. Hp(U) =
⊕

α∈U Hp(Uα).

Seja V um aberto conexo. Um 0-simplexo é simplesmente um ponto de V que é também

um ciclo. Dados dois pontos pi ∈ V, i = 0, 1, pela conexão existe um 1-simplexo σ : ∆1 → V

9Isso significa que a homologia p-dimensional é um funtor covariante da categoria dos abertos de espaços

euclideano e aplicações diferenciáveis, na categoria dos espaços vetoriais e aplicações lineares.
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tal que σ(ei) = pi. Portanto ∂σ = p1 − p0. Isso implica que a homologia 0-dimensional de V

é isomorfa a R. Portanto, nas hipóteses de 4.12

4.13. Corolário. H0(U) =
⊕

α∈U R.

4.14. Observação. O resultado anterior é essencialmente o teorema de de Rham enun-

ciado em 4.10 para a dimensão 0, pois o dual de
⊕

α∈U R é
∏

α∈U R.

Também vale a pena observar que, à luz das considerações anteriores, se F : U → V

é uma função diferenciável F∗, a ńıvel 0-dimensional, manda o gerador correspondente à

componente conexa Uα ⊆ U , no gerador correspondente à componente conexa de V que

contém F (Uα). Em particular, se U é conexo, F∗ : H0(U) → H0(V ) é injetor, e se V é

também conexo, é um isomorfismo.

Em analogia ao caso da cohomologia de de Rham, vamos estudar agora os morfismos

induzidos por funções homotópicas.

4.15. Teorema. Se F, G : U → V são funções diferenciáveis homotópicas, então F∗ =

G∗.

Demonstração. Seja H : U × [0, 1] → V uma homotopia entre F e G. A estratégia,

análoga ao caso da cohomologia será de construir uma homotopia algébrica entre os morfismos

induzidos das cadeias de U naquelas de V , i.e., um morfismo H̃p : Cp(U) → C(p+1)(V ) tal

que:

∂ ◦ H̃ + H̃ ◦ ∂ = G∗ − F∗.

A tese segue imediatamente da existência de uma tal homotopia algébrica pois se c é um

ciclo, G∗(c) − F∗(c) será um bordo.

Consideramos o produto ∆p×[0, 1] ⊂ R
p+2. Intuitivamente, se σ é um p-simplexo singular

de U , consideramos a aplicação H◦(σ×11) : ∆p×[0, 1] → V . O problema é que ∆p×[0, 1] não

é um simplexo. A estratégia será subdividir ∆p × [0, 1] em simplexos e restringir H ◦ (σ× 11)

a tais simplexos.

Consideramos vi = (ei, 0), wi = (ei, 1), e os (p + 1)-simplexos [v0, . . . , vi, wi, . . . wp]. Se

σ : ∆p → U é um p-simplexo singular, definimos:

H̃(σ) =

p
∑

0

(−1)iH ◦ (σ × 11) ◦ L(v0, . . . , vi, wi, . . . , wp),
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e estendemos por linearidade esta aplicação a um morfismo H̃ : Cp(U) → Cp+1(V ). Vamos

mostrar que H̃ é, de fato, uma homotopia algébrica entre F∗ e G∗. Usando 4 e as propriedades

funtoriais das aplicações induzidas, temos:

∂H̃(σ) =
∑

j≤i

(−1)i(−1)jH ◦ (σ × 11) ◦ L(v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wi, . . . wp)+

+
∑

j≥i

(−1)i(−1)j+1H ◦ (σ × 11) ◦ L(v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj, . . . , wp),

H̃∂(σ) =
∑

j<i

(−1)i−1(−1)jH ◦ (σ × 11) ◦ L(v0, . . . , v̂j, . . . , vi, wi, . . . wp)+

+
∑

j≥i

(−1)i(−1)jH ◦ (σ × 11) ◦ L(v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj, . . . , wp).

Os termos a segundo membro da primeira equação, com i = j se cancelam exceto os

termos H ◦ (σ × 11) ◦L(v̂0, w0, . . . , wp) = G ◦ σ, e −H ◦ (σ × 11) ◦L(v0, . . . , vp, ŵp) = −F ◦ σ.

O restante da soma é o oposto do segundo membro da segunda equação e portanto vale a

condição de homotopia algébrica. ¤

4.16. Corolário. Se F : U → V é uma equivalência de homotopia, então F∗ : Hp(U) →

Hp(V ) é um isomorfismo. Em particular um espaço contrátil tem a mesma homologia de

um ponto.

Também temos o análogo da seqüencia exata de Mayer-Vietoris, mas o argumento, no

caso da homologia é um pouco mais complexo.

Sejam Ui ⊆ R
n, i = 1, 2 abertos, e defina U = U1 ∪ U2, V = U1 ∩ U2. Consideramos a

seqüência curta de complexos de cadeias (com os óbvios diferenciais):

{0} −→ Cp(V )
((j1)∗,(j2)∗)

−→ Cp(U1) ⊕ Cp(U2)
((k1)∗−(k2)∗)

−→ Cp(U) −→ {0},

onde ji : V → Ui, ki : Ui → U são as inclusões.

A dificuldade anunciada vem do fato que a seqüência não é exata. Mais precisamente

((k1)∗ − (k2)∗) não é sobrejetor pois uma cadeia de U pode não ser soma de uma cadeia de

U1 e de uma de U2. Consideramos então o subcomplexo Cp(U1 + U2) ⊆ Cp(U) gerado pelos

simplexos singulares de U1 e por aqueles de U2. Substituindo Cp(U) por este subcomplexo,

se obtém uma seqüência exata curta de complexos. O fato técnico, que não demonstraremos

aqui, é que a inclusão Cp(U1 +U2) → Cp(U) induz um isomorfismo em homologia. Com base

nisso temos, com o mesmo argumento usado em cohomologia:
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4.17. Teorema. Existem morfismos ∆p tais que a seqüência:

· · · −→ Hp(V )
((j1)∗,(j2)∗)

−→ IHp(U1) ⊕ Hp(U2)
((k1)∗−(k2)∗)

−→ Hp(U)
∆p

−→ H(p−1)(V ) −→ · · · ,

é exata.

A seqüência exata acima chama-se a seqüência de Mayer-Vietoris em homologia.





CAṔıTULO 3

Homologia e cohomologia das variedades diferenciáveis

1. Variedades Diferenciáveis

Generalizaremos, nesta seção, os conceitos e resultados das seções anteriores, ao caso de

variedades diferenciáveis.

Para efeito de simplificação, assumiremos que todas as variedades são mergulhadas em

um espaço euclidiano. Isto obviamente não é restritivo em vista dos teoremas de Whitney

(caso diferenciável) e Nash (caso riemanniano). Portanto usaremos a seguinte definição:

1.1. Definição. Uma variedade diferenciável n-dimensional é um subconjunto Mn ⊆

R
N , tal que ∀x ∈ M existem um aberto U ⊆ R

N , um aberto Ω := Ω(U) ⊂ R
n e uma função

diferenciável ψ := ψU : Ω → R
N tal que:

(1) ψ é um homeomorfismo de Ω em U ∩ M

(2) para todo x ∈ Ω, dψ(x) : TxΩ → R
N é injetivo.

A aplicação ψ é chamada de parametrização local ou carta local e se p ∈ ψ(Ω), (x1, . . . , xn) =

ψ−1(p) são chamadas de coordenadas de p na carta local (Ω, ψ).

Obviamente abertos de uma variedades n-dimensional são variedades n-dimensionais.

Vamos relembrar algumas definições e fatos básicos da teoria das variedades diferenciáveis.

Nossa referências principais são [?] e [??].

Sejam M ⊆ R
N , N ⊆ R

M variedades diferenciáveis e f : M → N uma função. Diremos

que f é diferenciável se para todas cartas locais ψ : Ω → M, φ : Σ → N , a função φ−1 ◦f ◦ψ é

diferenciável, onde definida. Isso resulta equivalente ao fato de existir uma vizinhança aberta

U de M em R
N e uma extensão diferenciável F : U → R

M de f . Em particular podemos falar

de funções diferenciáveis a valores reais, definidas em abertos de uma variedade diferenciável.

Fixamos p ∈ M e uma carta local ψ : Ω → M tal que x ∈ Ω e ψ(x) = p. O espaço

tangente a M em p, TpM é, por definição, o subespaço vetorial dψ(x)(Rn).

Seja γ : (−ǫ, ǫ) → M ⊆ R
N uma curva diferenciável tal que γ(0) = p, e γ̇(0) o vetor

tangente a γ em p. É fácil ver que o espaço de tais vetores tangentes coincide com o

espaço tangente a M em p. Em particular, a definição de espaço tangente faz sentido, não

dependendo da escolha da carta local.

37



Seção 2 · Cohomologia de de Rham 38

Dada uma função diferenciável f : M → N , a diferencial de f em p ou aproximação

linear de f em p, é a aplicação:

df(p); TpM −→ Tf(p)N,

que manda o vetor γ̇(0), tangente a uma curva γ, γ(0) = p, no vetor tangente à curva f ◦ γ

em 0.

Como no caso de abertos do R
n, que são variedades n-dimensionais, podemos identificar

TpM com o espaço das derivações de funções diferenciáveis, a valores reais, definidas em uma

vizinhança de p.

O fibrado tangente de M é definido como

TM = {(p, v) ∈ M × R
n : v ∈ TpM}.

TM tem uma estrutura de variedade diferenciável de dimensão 2n. De fato, se ψ : Ω → M

é uma carta local, a aplicação

Ψ: Ω × R
n −→ TM, Ψ(x, v) = (ψ(x), d(ψ)(x)(v)),

é uma carta local para TM . Também o fibrado tangente vem junto com uma aplicação

π : TM → M, π(p, v) = p chamada de projeção, que, como é fácil ver, é diferenciável.

Se f : M → N é uma função diferenciável, a função

df : TM −→ TN, df(p, v) = (f(p), df(p)(v)),

é também uma função diferenciável.

Seja M uma variedade diferenciável. Um campo vetorial tangente, em um aberto U ⊆ M ,

é uma função diferenciável ξ : U → TM tal que π ◦ ξ = 11M . Em outras palavras um campo

tangente em U é a escolha “diferenciável” de um vetor em TpM, ∀p ∈ U .

O conjunto dos campos de vetores em U , denotado por H(U), tem uma óbvia estrutura

de espaço vetorial real e de módulo sobre o anel das funções diferenciáveis, a valores reais,

definidas em U , que denotaremos por F(U). Também, como no caso de abertos do R
n,

podemos identificar os campos tangentes com as derivações de F(U). Isso nos permite ainda

de definir o produto de Lie de campos ξ, η ∈ H(U) como comutador [ξ, η] := ξ ◦ η − η ◦ ξ de

derivações. Portanto H(U) torna-se uma álgebra de Lie.

2. Cohomologia de de Rham

Tendo o espaço tangente em um ponto p de uma variedade diferenciável M , podemos

construir a álgebra exterior Λ∗
p(M) := Λ∗(Tp(M)). Também podemos definir uma p-forma

diferencial em U , ω, como a escolha “diferenciável”de uma p-forma ω(p) ∈ Λ∗(Tp(M)), para
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todo p ∈ U . Aqui “diferenciável”significa que, dados campos diferenciáveis ξi, . . . ξp ∈ H(U),

a função que associa a p ∈ U o número real ω(p)(ξ1(p), . . . , ξp(p)), é diferenciável. Vamos

denotar por Ωp(U) o espaço vetorial real e F(U)-módulo das p-formas diferenciais em U .

Se f : M → N é uma função diferenciável, temos um morfismo induzido:

F ∗ : Ωp(N) −→ Ωp(M),

exatamente como no caso de aberto do R
n.

Dada uma função diferenciável f : U → R, sua diferencial df é uma 1-forma diferencial.

O operador de diferenciação se estende a uma famı́lia de operadores dp : Ωp(U) → Ω(p+1)(U),

cuja definição é sugerida por 2.2:

dω(ξ0, . . . ξp) =

p
∑

i=0

(−1)iω(ξ0, . . . , ξ̂i . . . ξp) +
∑

0≤i<j≤p

(−1)(i+j)ω([ξi, ξj], . . . ξ̂i, . . . , ξ̂j, . . . , ξp).

O operador d tem exatamente as mesma propriedades que a diferencial exterior no caso

de abertos do R
n.

2.1. Teorema. Seja M uma variedade diferenciável. Existe uma única famı́lia de ope-

radores R-lineares dp : Ωp(M) → Ωp+1(M), p = 0, . . . , n = dim(M), tais que:

(i) d0 = d (o operador usual de diferenciação)

(ii) dp+1 ◦ dp = 0.

(iii) Se ω ∈ Ωp(M), τ ∈ Ωq(M), dp+qω ∧ τ = dpω ∧ τ + (−1)pω ∧ dqτ.

Além disso, se f : M → N é uma aplicação diferenciável, dpf ∗(ω) = f∗(dpω).

Como anteriormente escreveremos simplesmente d por dp quando não cause confusão.

Se M é uma variedade diferenciável n-dimensional, podemos considerar o complexo de

cocadeias:

0 −→ Ω0(M)
d0

−→ Ω1(M)
d1

−→ · · ·
dn−1

−→ Ωn(M) −→ 0,

cuja cohomologia será dita a cohomologia de de Rham de M .

A cohomologia de uma variedade diferenciável goza das mesmas propriedades da coho-

mologia de abertos do R
n, a saber:

2.2. Teorema.

(1) Se M é um ponto, H0(M) = R, Hp(M) = {0}, p > 0.

(2) Se M é reunião de abertos disjuntos Uα, α ∈ U , então Hp(M) =
∏

Hp(Uα).

(3) Se f, g : M → N são aplicações diferenciáveis homotópicas, então f∗ = g∗.
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(4) Se U, V ⊆ M são abertos e M = U ∪ V , existe uma famı́lia de aplicações lineares

∆p : Hp(U ∩ V ) → Hp+1(U ∪ V ) tais que a seqüência:

· · ·
∆p

// Hp(U ∪ V ) // Hp(U) ⊕ Hp(V ) // Hp(U ∩ V )
∆p

// Hp+1(U ∪ V ) // · · ·

é exata.

Demonstração. A demonstração é exatamente a mesma daquela no caso de abertos

do R
n. ¤

Tendo o conceito de função diferenciável entre variedades, podemos também definir p-

simplexos singulares em uma variedade M , como aplicações diferenciáveis de ∆p em M
1. Isso permite definir o complexo das p-cadeias singulares (diferenciáveis) de M como o

complexo dos espaços vetoriais reais com base os p- simplexos singulares (diferenciáveis) e

bordo, definido exatamente como no caso de abertos do R
n. Se obtém assim um complexo de

cadeias, cuja homologia é a homologia singular (diferenciável) de M , a coeficientes reais2, que

denotaremos por Hp(M). Também, dada uma função diferenciável f : M → N , obtemos, por

composição, um morfismo de complexos de cadeias e, portanto um morfismo em homologia

f∗ : Hp(M) −→ Hp(N).

As propriedades funtoriais para tal morfismo são de verificação imediata.

Exatamente como no caso de abertos de R
n se provam as propriedades básicas.

2.3. Teorema.

(1) Se M é um ponto, H0(M) = R, Hp(M) = {0}, p > 0.

(2) Se M é reunião de abertos disjuntos Uα, α ∈ U , então Hp(M) = ⊕Hp(Uα).

(3) Se f, g : M → N são aplicações diferenciáveis homotópicas, então f∗ = g∗.

(4) Se U, V ⊆ M são abertos e M = U ∪ V , existe uma famı́lia de aplicações lineares

∆p : Hp(U ∩ V ) → Hp−1(U ∪ V ) tais que a seqüência:

· · ·
∆p+1

// Hp(U ∪ V ) // Hp(U) ⊕ Hp(V ) // Hp(U ∩ V )
∆p

// Hp−1(U ∪ V ) // · · ·

é exata.

1Neste contexto, diferenciável significa que estende a uma função diferenciável de uma vizinhança aberta

de ∆p ⊂ R
(p+1) em M .

2Mais em geral, dado um anel comutativo com unidade, A, podeŕıamos considerar o A-módulo livre

gerado pelos simplexos singulares. Obteŕıamos um complexo de A-módulos, cuja homologia é a homologia

de M a coeficientes em A.
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2.4. Observação. Considerando simplexos singulares cont́ınuos, i.e., funções cont́ınuas

de ∆p em M , podemos construir, de modo análogo, o complexo das cadeias singulares

(cont́ınuas) de M , cuja homologia denotaremos por H0
p (M). Também, funções cont́ınuas

induzem morfismos na homologia cont́ınua e uma análise simples das demonstrações, mostra

que todas as propriedades da homologia “diferenciável”continuam valendo substituindo a

palavra “diferenciável” pela palavra “cont́ınua”. Veremos em seguida, que os grupos de

homologia associados são isomorfos.

3. O teorema de de Rham

A relação entre homologia e cohomologia é, de novo dada pela integração. Se s : ∆p → M

é um simplexo singular e ω ∈ Ωp(M) é uma p-forma diferencial, podemos definir:

∫

s

ω :=

∫

∆p

s∗ω.

Podemos extender esta aplicação a uma aplicação bilinear:

I : Cp(M) × Ωp(M) −→ R,

e, pelo teorema de Stokes, temos uma aplicação bilinear induzida:

I : Hp(M) × Hp(M) −→ R,

ou, equivalentemente uma aplicação linear:

dR : Hp(M) −→ (Hp(M))∗,

chamada de morfismo de de Rham.

O resultado central desta seção é o famoso Teorema de de Rham

3.1. Teorema. O morfismo

dR : Hp(M) −→ (Hp(M))∗

é um isomorfismo.

Demonstração. A tese será uma conseqüência relativamente simples de um fato ge-

ral, conhecido como lema da cebola (o nome será justificado pela idéia da demonstração).
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Precisamos porém de um conceito de geometria das variedades, que é o conceito de con-

junto convexo que generaliza o conceito de convexo em R
n.3 Independente da definição, as

propriedades que nos interessam são as seguintes:

• Os abertos convexos são contráteis;

• Cada ponto de M possui uma vizinhança convexa;

• A intersecção de abertos convexos é um aberto convexo.

3.2. Lema. Seja P uma afirmação sobre abertos de uma variedade Riemanniana M .

Suponha que

(1) P vale para abertos convexos;

(2) se P vale por abertos U1, U2 e para V = U1 ∩ U2, então vale para U1 ∪ U2;

(3) se P vale para abertos disjuntos Uα, então vale para
⋃

Uα.

Então P vale para M .

Demonstração. Primeiramente vamos observar que P vale para união de n conjuntos

convexos. De fato, n = 2 segue do fato que a interseção de dois abertos convexos é convexo

e de (2). Suponha verdade para a reunião de (n − 1) abertos convexos. Sejam U1, . . . , Un

abertos convexos, U = U1 ∪ . . . U(n−1), V = U . Então P vale para U , pela hipótese indutiva,

para V e para U ∩ V , pois

U ∩ V = (U1 ∩ Un) ∪ . . . ∪ (U(n−1) ∩ Un)

é união de (n − 1) abertos convexos. Portanto P vale para união de n conjuntos convexos.

Seja agora φ : M → [0,∞) uma função própria 4. Definimos An = φ−1([n, n + 1]), que é

um compacto pois φ é própria. Vamos cobrir An com um número finito de abertos convexos

Uα,n contidos em φ−1(n − 1
2
, n + 3

2
), e seja Un = ∪αUα,n. Agora P vale para os Un, sendo

estes união finita de convexos. Além disso, consideramos Upar = ∪nU2n e Uimpar = ∪nU2n+1.

Então P vale para Upar e Uimpar pois ambos são reunião disjunta de abertos para os quais P

3Em uma variedade Riemanniana temos uma distância intŕınseca entre dois pontos p, q ∈ M é definida

como o extremo inferior dos comprimentos de curvas que unem os dois pontos. Uma geodésica minimizante

entre p e q é uma curva cujo comprimento é a distância entre os pontos e o vetor tangente tem norma

constante. Por dois pontos ”próximos” sempre existe uma geodésica minimizante que une os dois pontos.

Um “conjunto convexo”é um conjunto C tal que dados dois pontos quaisquer em C existe uma única geodésica

minimizante que une os dois pontos e é contida em C.
4Lembramos que uma função própria é uma função tal que a imagem inversa de um compacto é compacta.

Uma tal função pode ser definida, por exemplo, considerando a compactificação a um ponto de M , e pegando

o inverso da distância ao ponto no infinito.
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vale. Também Upar ∩ Uimpar = ∪nUα,2n ∩ Uβ,2n+1 e portanto é união disjunta de conjuntos

que são união finita de convexos. Portanto P vale para Upar ∪ Uimpar = M . ¤

Vamos agora demonstrar o teorema. Consideramos a afirmação

P = {I : Hp(U) → (Hp(U))∗ é um isomorfismo}.

Claramente P vale para abertos convexos, pois são contráteis. Também é claro que se

vale para abertos disjuntos, vale para reunião deles 5. Suponha P seja válida para abertos

U, V e para U ∩ V . Consideramos o diagrama comutativo:

· · · // Hp(U ∩ V ) //

I

²²

Hp+1(U ∪ V ) //

J

²²

Hp+1(U) ⊕ Hp+1(V ) //

I⊕I

²²

· · ·

· · · // (Hp(U ∩ V ))∗ // (Hp+1(U ∪ V ))∗ // (Hp+1(U))∗ ⊕ (Hp+1(V ))∗ // · · ·

sendo I e I ⊕ I isomorfismos, J é isomorfismo pelo lema dos cinco (2.6). Portanto P vale

para U ∪ V . Aplicando o lema da cebola, P vale para M . ¤

3.3. Observação. Podemos usar o lema da cebola para demonstrar a afirmação em 2.4

que a homologia singular diferenciável é isomorfa á homologia singular cont́ınua. De fato,

sendo um simplexo diferenciável também um simplexo cont́ınuo, temos uma inclusão das

cadeias diferenciáveis nas cadeias cont́ınuas, que é um morfismo de complexos e portanto

induz um morfismo entre as homologias. A afirmação que este morfismo é um isomorfismo

é facilmente verificada usando o lema da cebola.

Uma outra conseqüência interessante da existência de vizinhanças convexas e da seqüência

exata de Mayer Vietoris é a seguinte:

3.4. Teorema. Se M pode ser coberta com um número finito de vizinhanças convexas,

então Hp(M) tem dimensão finita, para todo p.

Demonstração. Vamos proceder por indução. A afirmação é óbvia se M for convexo

(pois é contrátil). Suponha a afirmação verdadeira para toda variedade que pode ser coberta

com (m − 1) abertos convexos. Seja M = U1 ∪ . . . ∪ Um, Ui convexo. Consideramos

U = U1 ∪ . . . ∪ Um−1, V = Um. Pela hipótese indutiva a cohomologia de U tem dimensão

finita, assim como a de V e a de U ∩ V pois este último é coberto pelos abertos convexos

Ui ∩ Um, i = 1, . . . , m − 1. Portanto a conclusão segue da seqüência de Mayer Vietoris. ¤

5Estas propriedades seguem imediatamente de 2.3 e 2.2.
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Em particular uma variedade compacta pode ser coberta com um número finito de abertos

convexos. Portanto:

3.5. Corolário. A cohomologia de uma variedade compacta tem dimensão finita.
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Teoria de Hodge

1. Elementos de geometria riemanniana.

Seja Mn uma variedade diferenciável n-dimensional em R
N . Além da estrutura dife-

renciável sozinha, que temos considerado na seção anterior, vamos agora considerar os con-

ceitos que dependem do fato de ter um produto escalar em cada espaço tangente a uma

variedade (a restrição do produto escalar do R
N), que é também chamada de primeira forma

fundamental.

Seja p ∈ M e X,Y campos tangentes definidos em uma vizinhança de p in M . Podemos

definir a usual derivada direcional ∂X
∂Y

(p) ∈ TpR
N , estendendo X, Y a campos diferenciáveis

em uma vizinhança U de p em R
N . O fato bem conhecido que ∂X

∂Y
(p) depende somente dos

valores de Y em p e de X ao longo de uma curva por p que têm Y (p) como vetor tangente

em p, nos garante que esta derivada não depende das extenções. Em geral, porém, ∂X
∂Y

(p)

não é um vetor de TpM e portanto não é um objeto da geometria intŕınseca de M . Podemos

evitar este problema com a seguinte:

1.1. Definição. Seja U um aberto de M, X, Y ∈ H(U). Definimos a derivada covari-

ante ∇Y X ∈ H(U) como o campo que em p ∈ U vale a projeção de ∂X
∂Y

(q) sobre TqM .

O operador ∇ chama-se também de conexão de Levi-Civita.

O resultado a seguir caracteriza a conexão de Levi Civita:

1.2. Teorema. Existe um único operador:

∇ : H(M) ×H(M) −→ H(M),

que goza das seguintes propriedades:

(1) ∇ é R-bilinear,

45
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(2) Se f ∈ F(M),

∇fY X = f∇Y X, ∇Y (fX) = Y (f)X + f∇Y X,

(3) ∇Y X −∇XY = [X,Y ],

(4) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉.

Demonstração. No R
N as propriedes acima valem para a usual derivada direcional.

Em particular valem para a projeção tangente, que é a conexão de Levi-Civita, observando

que se X,Y são campos tangentes a M , também [X,Y ] é tangente à M . Vamos demonstrar

a unicidade. Suponha existe um tal operador. Sejam X,Y, Z campos tangentes a M . Então,

por (4),

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉

Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉 + 〈Z,∇Y X〉

Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉 + 〈X,∇ZY 〉

Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira e utilizando (3), temos

X〈Y, Z〉 + Y 〈Z, X〉 − Z〈X,Y 〉 = 〈[X, Y ], Z〉 + 〈[Y, Z], X〉 + 〈[X,Y ], Z〉 + 2〈Z,∇Y X〉,

o que implica que

(5) 〈Z,∇Y X〉 =
1

2

(

X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z〈X, Y 〉−〈[X, Y ], Z〉−〈[Y, Z], X〉−〈[X, Y ], Z〉

)

Isto mostra que ∇ esta univocamente determinada pela métrica. A fórmula obtida em 5

é conhecida como fórmula de Kozul.

¤

Podemos estender o operador de derivada covariante a um operador sobre formas. É

natural pretender que a derivada de uma 1-forma seja a forma dual da derivada covariante

do vetor dual da forma. Em outras palavras, se φ(X) = 〈X, Y 〉, requeremos que (∇Zφ)(X) =

〈X,∇ZY 〉. Isso implica que a derivada de uma 1-forma deve ser definida como:

(∇Xφ)(Y ) = X · φ(Y ) − φ(∇XY ),

para campos X, Y tangentes a M . Também é natural pedir que a derivação de formas

obedeça a uma “regra de Leibnitz” para o produto exterior. Isso conduz a seguinte:
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1.3. Definição. Seja ω ∈ Ωp(M), X, Y1, . . . Yp ∈ H(M). Definimos:

∇Xω(Y1, . . . Yp) = X · ω(Y1, . . . , Yp) −

p
∑

i=1

ω(Y1, . . . Y(i−1),∇XYi, Y(i+1), . . . Yp).

1.4. Observação. Observamos que ∇Xω é, de fato, uma p-forma pois é F(M)-multilinear

(veja 1.7). Em particular se ω ∈ ΩP (M), X, Y1, . . . , Yp ∈ Tp(M), e queremos calcular

∇Xω(Y1, . . . Yp)(p), da teoria geral das variedades riemannianas segue o fato (que não de-

monstraremos aqui) que podemos extender os campos Yi a campos tais que ∇XYi(p) = 0.

Nesta situação temos a seguinte fórmula simplificada:

∇Xω(Y1, . . . Yp)(p) = (X · ω(Y1, . . . , Yp))(p).

Com a definição acima, temos uma outra simples expressão para a diferencial exterior de

uma forma:

1.5. Proposição. Se ω ∈ Ωp(M),

dω(Xi0 , . . . , Xip) =

p
∑

j=0

(−1)i∇Xi
ω(X0, . . . , X̂ij , . . . Xp).

Demonstração. Simples conseqüência de 2.2 e das propriedades da derivada covari-

ante. ¤

Uma outra noção que podemos definir de modo análogo é a noção de gradiente. Se

f : U ⊆ M → R é uma função diferenciável, definimos o gradiente de f, ∇f , como a

projeção tangente de uma extensão diferenciável de f a uma vizinhança de U em R
N . A

relação clássica entre diferencial e gradiente para funções definida em abertos de R
N se

estende neste contexto, a saber ∇f é o único vetor em TpM tal que:

〈∇f, X〉 = df(X) ∀X ∈ TpM.

2. Formas harmônicas

Um operador importante na análise diferencial de funções de varias variáveis em abertos

do R
N , é o Laplaciano, ∆f = div (∇f), onde div é o operador divergência, div (

∑
φiei) =

∑
∂φi

∂xi
. Para estender este operador ao caso de variedades, temos que definir o operador

divergência.
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2.1. Definição. Seja p ∈ M e X ∈ H(M). Considere a transformação linear LX :

TpM → TpM dada por LX(Y ) = ∇Y X. O divergente de X, div X, é o traço de LX . Se

X1, . . . , Xn é uma base ortonormal, então

div X =
n∑

i=1

〈∇Xi
X, Xi〉,

2.2. Observação. Observamos explicitamente que, sendo div um traço, não depende

da base ortonormal escolhida. É também claro que no caso em que M é um aberto do R
N ,

o conceito de divergente coincide com o conceito usual.

Em geometria diferencial é conveniente, por razões técnicas, definir o Laplaciano como o

oposto do Laplaciano tradicional em análise.

2.3. Definição. O operador Laplaciano, em uma variedade M , é definido como:

∆ : Λ0(M) = F(M) −→ Λ0(M) = F(M), ∆f = −div∇f.

Para extender ∆ para um operador em p-formas iremos extender os operadores ∇, div .

Para o primeiro temos a diferencial de de Rham. Vamos extender o segundo.

2.4. Definição. Seja X1, . . . , Xn uma base ortonormal para TpM e ω ∈ Ωp(M). Defi-

nimos uma (p − 1)-forma como

(div ω)(Xi1 , . . . , Xip−1) =
n∑

j=1

(∇Xj
ω)(Xj, Xi1 , . . . , Xip−1).

2.5. Observação. É imediato verificar que a definição acima não depende da base esco-

lhidas como também verifica 1.7. Também, para p = 0, temos a definição anterior (a menos

de dualidade).

2.6. Definição. Definimos o codiferencial δ : Ωp(M) → Ω(p−1)(M) como o oposto do

operador div . Uma forma cujo codiferencial é zero, é dita cofechada..

2.7. Definição. O operador Laplace-Beltrami é definido por

∆: Ωp(M) −→ Ωp(M), ∆(ω) = (dδ + δd)ω.

Uma forma ω tal que ∆ω = 0, será dita harmônica.

Suponha agora que M é orientada e seja ∗ : Ωp(M) → Ωn−p(M) o operador de Hodge.

2.8. Proposição. div ω = (−1)n(p−1) ∗ d ∗ ω ∀ω ∈ Ωp(M).
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Demonstração. Considerando {X1, . . . , Xn} uma base positiva ortonormal de TpM e

estendendo ao campo local de forma que (∇Xi
Xj)(p) = 0 temos

(∗ div ω)(X1, . . . , Xn−p+1) =
n∑

k=1

(∇Xk
ω)(Xk, Xn−p+2, . . . , Xn)

=

n−p+1
∑

k=1

(∇Xk
ω)(Xk, Xn−p+2, . . . , Xn)

Por outro lado, exceto pelos termos que se anulam em p (veja 1.4), temos

(d ∗ ω)(X1, . . . , Xn−p+1) =

n−p+1
∑

k=1

(−1)k+1∇Xk
(∗ω)(X1, . . . , X̂k, . . . , Xn−p+1)

=

n−p+1
∑

k=1

(−1)k+1+n−p+1−kXk · ω(Xk, Xn−p+2, . . . , Xn).

Logo, ∗ div ω = (−1)n−pd∗ω. Assim, aplicando ∗ em ambos os lados, obtemos o resultado.

¤

2.9. Observação. Em prinćıpio, para fazer sentido ao enunciado da proposição anterior

deveŕıamos supor que M seja orientada, para o operador de Hodge ser definido. Porém

observamos que dito operador aparece duas vezes, portanto o resultado não depende da

escolha da orientação em cada espaço tangente.

Seja M uma variedade compacta. Em Ωp(M) definimos o produto interno L2 integrando

o produto interno pontual com respeito a densidade de volume riemanniana:

(ω1, ω2) =

∫

M

〈ω1(x), ω2(x)〉dV,

onde 〈ω1(x), ω2(x)〉 é o produto escalar induzido em Λp(TxM). Observamos que (·, ·) é uma

forma bilinear simétrica e positiva definida e logo induz, de fato, uma estrutura de espaço

pré-Hilbertiano em Ωp(M).

Se M é orientada, podemos escrever o produto interno em termos de integração de n-

formas e o operador de Hodge:

(ω1, ω2) =

∫

M

ω1 ∧ ∗ω2.

Pelo restante desta seção, vamos supor que M é uma variedade compacta.

2.10. Proposição. Para todo ω ∈ Ωp−1(M), τ ∈ Ωp(M) temos

(dω, τ) = (ω, δτ).
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Em particular (∆ω1, ω2) = (ω1, ∆ω2), para todo ω1, ω2 ∈ Ωp(M), i.e., ∆ é autoadjunto.

Demonstração. Observamos que d ∗ τ ∈ Ω(n−p+1)(M). Portanto:

d ∗ τ = (−1)(p−1)(n−p+1) ∗ ∗d ∗ τ = (−1)(p−1)(n−p+1)+n(p−1)+1 ∗ δτ = (−1)(p−1)2+1 ∗ δτ.

Então:

dω ∧ ∗τ = dω ∧ ∗τ + (−1)(p−1)ω ∧ d ∗ τ = dω ∧ ∗τ − ω ∧ ∗δτ.

Integrando, e usando o teorema de Stokes, temos:

0 =

∫

d(ω ∧ ∗τ) =

∫

dω ∧ ∗τ − ω ∧ ∗δτ = (dω, τ) − (ω, δτ).

¤

2.11. Corolário. Em uma variedade compacta, uma forma ω é harmônica se, e só se,

é fechada e cofechada.

Demonstração. É claro, da definição, que se dω = 0 e δω = 0, então ∆ω = 0. Por

outro lado, se ∆ω = 0 temos

0 = (∆ω, ω) = (dδω, ω) + (δdω, ω) = (dω, dω) + (δω, δω) = ‖dω‖2 + ‖δω‖2.

portanto ω é fechada e cofechada. ¤

2.12. Observação. Se M não é compacta, uma forma fechada e cofechada é ainda uma

forma harmônica, mas uma forma harmônica não é, necessariamente fechada e cofechada.

Por exemplo a função (0-forma) f : R → R, f(x) = x, é harmônica mas não é fechada.

2.13. Corolário (Lema de Hopf). Se f ∈ Λ0(M) então
∫

M
(∆f) ∗ 1 = 0. Em particular

se ∆f ≥ 0 então ∆f ≡ 0 e f é constante.

Demonstração.
∫

M

(∆f) ∗ 1 = (∆f, 1) = (f, ∆1) = 0.

Portanto se ∆f ≥ 0, f é harmônica e portanto constante, pois M é compacta e formas

harmônicas são fechadas. ¤
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3. O teorema de Hodge

Seja M uma variedade compacta e orientada1. Denotaremos com IHp(M) o espaço das

p-formas harmônicas.

3.1. Observação. Observamos que, obviamente, IHp(M) é um espaço vetorial real, pois

∆ é um operador linear. Porém o produto wedge de formas harmônicas não é, em geral,

uma forma harmônica e portanto ⊕p≥0IH
p(M) não é uma álgebra graduada (em relação ao

produto exterior).

Nesta seção vamos discutir o Teorema de Hodge que relaciona o espaço IHp(M) com a

cohomologia de de Rham de M .

Sendo M compacta, uma forma harmônica é fechada e com isso determina uma classe

de cohomologia de de Rham. Temos então uma aplicação

hp : IHp(M) −→ Hp
dR(M), hp(ω) = [ω] ∈ Hp

dR(M).

3.2. Proposição. Uma forma fechada é harmônica se, e somente se, minimiza a função

g(τ) = (τ, τ) = ‖τ‖2, na sua classe de cohomologia [ω] = {ω + dβ : β ∈ Ω(p−1)(M)}.

Demonstração. Seja ω ∈ Ωp(M) uma forma fechada. Se β ∈ Ω(p−1)(M), definimos:

gβ : R −→ R, gβ(t) = (ω + tdβ, ω + tdβ) = ‖ω + dβ‖2.

Temos então:
dgβ

dt
(0) = 2(ω, dβ) = 2(δω, β).

Se ω é um mı́nimo da função g na sua classe de cohomologia,
dgβ

dt
(0) = 0, ∀β ∈ Ω(p−1)(M)

e, portanto
dgβ

dt
(0) = 2(δω, β) = 0 ∀β ∈ Ω(p−1)(M). Em particular δω = 0 e ω é cofechada.

Suponha agora ω cofechada. Então ω é ponto cŕıtico da função g em [ω]. Mas [ω] é um

subespaço afim de um espaço pré-hilbertiano e portanto g tem, no máximo um ponto cŕıtico,

o (posśıvel) mı́nimo de g em [ω]. ¤

3.3. Corolário. A aplicação hp : IHp(M) −→ Hp
dR(M) é injetora.

Demonstração. Como observado na demonstração de 3.2, em cada classe de cohomo-

logia existe no máximo, um representante harmônico. ¤

3.4. Corolário. IHp(M) tem dimensão finita.

1A orientabilidade não será necessária para a maioria das considerações, mas evitará a necessidade de

comentários especiais em algum caso.
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Demonstração. Segue do fato que, sendo M compacta, Hp
dR(M) tem dimensão finita

(veja 3.5). ¤

3.5. Observação. Do fato que IHp(M) tem dimensão finita, segue que IHp(M) é fechado

e temos uma decomposição ortogonal:

Ωp(M) = IHp(M) ⊕ IHp(M)⊥.

Além disso, ∆(Ωp(M)) ⊆ IHp(M)⊥, como segue imediatamente do fato que ∆ é um operador

auto-adjunto (veja 2.10).

O resultado a seguir, cuja demonstração contém todas as dificuldades anaĺıticas do pro-

blema e omitiremos, generaliza um fato bem simples de álgebra linear: Se A : R
n → R

n é

un operador linear auto-adjunto e y ∈ R
n, a equação Ax = y tem soluções se e somente se

y ∈ Ker(A)⊥.

3.6. Teorema. Se β ∈ Ωp(M), a equação ∆α = β tem uma solução α ∈ Ωp(M) se, e

somente se, β ∈ IHp(M)⊥.

Temos então a seguinte conseqüência importante:

3.7. Corolário. [Teorema de decomposição de Hodge]

Ωp(M) = IHp(M) ⊕ ∆(Ωp(M)) = IHp(M) ⊕ δ(Ω(p+1)(M)) ⊕ d(Ω(p−1)(M)).

Demonstração. 3.6 implica ∆(Ωp(M)) = IHp(M)⊥ (veja 3.5) e o resultado segue de

3.5. ¤

3.8. Corolário. [Isomorfismo de Hodge] A aplicação hp : IHp(M) −→ Hp
dR(M) é um

isomorfismo.

Demonstração. Se ω é uma forma fechada, (ω, δβ) = 0, ∀β ∈ Ω(p+1)(M). Em particu-

lar, por 3.7, ω = ωH +dβ, ωH ∈ IHp(M), β ∈ Ω(p−1)(M). Portanto [ω] = [ωH ] = hp(ωH). ¤

Uma aplicação interessante desse teorema é uma rápida demonstração do teorema de

dualidade de Poincaré.

3.9. Teorema. Se M é uma variedade riemanniana n-dimensional, compacta e orientada.

Então:

Pp : IHp(M) −→ IH(n−p)(M), P (ω) = ∗ω,

é bem definida e é um isomorfismo.
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Demonstração. De 2.8 temos que uma forma ω é fechada (respectivamente cofechada)

se e somente se ∗ω é cofechada (respectivamente fechada)2. Portanto se ω ∈ IHp(M), ∗ω ∈

IH(n−p)(M). Portanto Pp é bem definida e, a menos do sinal, P−1
p = P(n−p). ¤

2Mais em geral é fácil mostrar que ∗ comuta com ∆ e portanto ω é harmônica se, e somente se, ∗ω é

harmônica.





CAṔıTULO 5

Formas intrinsecamente harmônicas

1. Teoria local

Seja M uma variedade diferenciável e ω uma p-forma fechada. Temos visto, no caṕıtulo

anterior, que dada uma métrica riemanniana em M1 existe uma, e uma só, forma harmônica

ωH na sua classe de cohomologia, tal que ω − ωH = dβ. Uma pergunta natural, à qual

tentaremos dar algumas respostas parciais neste caṕıtulo, é a seguinte:

Dada uma p-forma fechada ω, existe uma métrica riemanniana em relação a qual ω é

harmônica?

1.1. Definição. Diremos que uma forma fechada ω ∈ Ωp(M) é intrinsecamente harmônica,

se existir uma métrica riemanniana em relação a qual ω é harmônica.

Vamos começar com alguns casos simples:

• Se [ω] = 0 ∈ Hp(M), ω não pode ser intrinsecamente harmônica, a menos que seja

a forma nula. De fato, para qualquer métrica a forma nula é harmônica e portanto

é o (único) representante harmônico da classe nula.

• Se ω ∈ Ω0(M) = F(M), é fechada, então ω : M → R é localmente constante e

portanto harmônica em qualquer métrica.

• Seja M uma variedade conexa orientada e ω ∈ Ωn(M), n = dimM . Então ω

é obviamente fechada e é cofechada em relação a uma métrica g se e somente se

∗gω é fechada, portanto constante. Aqui ∗g é o operador de Hodge associado à

métrica g. Em particular, se ω é harmônica em relação a alguma métrica, ou ω

é identicamente nula, ou ω 6= 0 ∀x ∈ M . Suponha agora ω(x) 6= 0 ∀x ∈ M .

Definimos uma métrica declarando uma base {e1, . . . , en} ⊂ TxM ortonormal se

1Na realidade, para ser coerente com a nomenclatura do caṕıtulo anterior, deveŕıamos dizer: existe uma

realização de M como variedade em algum R
N tal que... .Um famoso teorema de Nash garante que dada

uma variedade M e um produto escalar em cada espaço tangente, que depende diferenciavelmente do ponto,

i.e., uma métrica riemanniana, existe uma realização de M em R
N , para N suficientemente grande, na qual

o produto escalar é o produto induzido pelo produto de R
N .

55
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ω(e1, . . . , en) = 1. Tais bases certamente existem pois ω(x) 6= 0. Em relação a esta

métrica, ∗ω(x) = 1 ∀x ∈ M e portanto ω é harmônica.

O caso das 1-formas é não trivial. Discutiremos aqui uma caracterização das 1-formas

genéricas (veja definição 1.3) intrinsecamente harmônicas, devida a E. Calabi.

Pelo restante desta seção ω denotará uma 1-forma fechada.

Começamos com algumas considerações locais.

Seja U ⊆ M um aberto difeomorfo a um disco, em particular contrátil. Portanto H1(U) =

{0} e existe f : U → R tal que ω = df em U . Então:

δω = δdf = ∆f.

Portanto ω é cofechada se e somente se f é harmônica.

Observamos explicitamente que f é definida a menos de uma constante aditiva.

Seja U ⊆ R
n um aberto difeomorfo a um disco e ψ : U → M uma carta local e gij(x) =

〈ψxi
, ψxj

〉. A condição que f seja harmônica equivale a condição que a função f ◦ ψ :=

f(x1, . . . , xn) verifique a equação:

(6) ∆gf = −
n∑

i,j=1

(det g)
1
2

∂

∂xi

(

(det g)
1
2 gij ∂f

∂xj

)

= 0

onde (gij) = (gij)
−1 = g−1.

1.2. Observação. Se gij = δij a equação 6 reduz a usual:

∆f = −
n∑

i=1

∂2f

∂x2
i

.

A equação 6 pode ser vista de duas maneiras diferentes

• Fixada a métrica g é uma equação da segunda ordem, não linear, eĺıptica em f . Este

é o ponto de vista do estudo das funções harmônicas em variedades riemannianas.

• Fixada a função f temos uma equação (sistema) diferencial linear homogênea de

primeira ordem, na função matricial Gij = (det g)
1
2 (gij)

−1, sub-determinada. Este

é, na realidade, o nosso ponto de vista: Dada f (ou ω) determinar g tal que 6 seja

satisfeita.

Vamos comentar algumas conseqüências de 6:

• Se f é harmônica em alguma métrica, sendo solução de uma equação eĺıptica, satisfaz

o Prinćıpio do Máximo: Se f não é constante, f não tem máximos (ou mı́nimos)

locais no interior do domı́nio de definição (veja []).
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• Sendo o sistema 6 sub-determinado, podemos esperar existência de soluções a menos

de obstruções óbvias, como, por exemplo, o prinćıpio do máximo.

1.3. Definição. Diremos que uma forma fechada ω ∈ Ω1(M) é genérica se para todo

p ∈ M tal que ω(p) = 0, a função f tem, em p, um ponto cŕıtico não degenerado, i.e., sua

hessiana em p é não singular.

Temos o seguintes fatos bem conhecidos:

1.4. Teorema.

• Teorema da função impĺıcita: Se ω(p) 6= 0, existe uma uma vizinhança de p e uma

carta local ψ : U ⊆ R
n → M tal que ψ(0) = p e f(x1, . . . , xn) := f ◦ ψ(x1, . . . xn) =

f(p) + x1 .

• Lema de Morse: Se p é um ponto cŕıtico não degenerado de f , existe uma uma

vizinhança de p e uma carta local ψ : U ⊆ R
n → M tal que ψ(0) = p e:

f(x1, . . . , xn) := f ◦ ψ(x1, . . . , xn) = f(p) −
λ∑

i=1

a2
i x

2
i +

n∑

j=λ+1

b2
jx

2
j ,

onde ai, bj são constantes arbitrárias (fixadas) não nulas .

No segundo caso o número λ chama-se de ı́ndice de f em p, ou também ı́ndice de ω em

p e será denotado com index(f, p) ou index(ω, p). É simples ver que o ı́ndice não depende

da representação local de f , i.e., é o mesmo para qualquer carta local com as propriedades

acima. Em particular os zeros de ω são isolados.

A este ponto podemos demonstrar o esperado resultado local:

1.5. Teorema. Uma 1-forma fechada genérica é localmente intrinsecamente harmônica2

se, e somente se, seus zeros tem ı́ndice 6= 0, n.

Demonstração. Se ω é intrinsecamente harmônica, pelo prinćıpio do máximo, seus

zeros não podem ter ı́ndice 0 ou n. Vamos supor que os zeros de ω não tenham ı́ndices 0, n.

Seja p ∈ M tal ω(p) 6= 0. Então, por 1.4, em uma vizinhança de p, f(x1, . . . , xn) =

f(p) + x1 e f é harmônica em relação a métrica gij = δij (veja 1.2).

2Uma forma fechada é localmente intrinsecamente harmônica se para cada ponto p ∈ M existe uma

vizinhança U de p e uma métrica riemanniana g em U tal que a forma, restrita a U , é cofechada em relação

à g.
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Seja p um ponto cŕıtico de ı́ndice λ 6= 0, n. Então por 1.4, em uma vizinhança de p,

f(x1, . . . , xn) = f(p) −
(n − λ)

2

λ∑

i=1

x2
i +

λ

2

n∑

j=λ+1

x2
i .

Portanto, de novo, f é harmônica em relação a métrica gij = δij (veja 1.2). ¤

Desta proposição surge a questão se tais condições são suficientes para a existência de

uma métrica riemanniana (global) em M com respeito a qual ω é co-fechada. Em geral isso

não é verdade como mostra o exemplo a seguir:

1.6. Exemplo. Considere, no espaço euclidiano R
3, os dois ćırculos unitários definidos,

respectivamente, por {x2 + y2 = 1; z = 1} e {x2 + y2 = 1; z = −1} em coordenadas

cartesianas. Una-os com um arco de uma hélice circular, dada em termos de um parâmetro

t por {x = cos πt, y = sen πt, z = t;−1 ≤ t ≤ 1}. Imagine agora uma vizinhança tubular da

figura resultante, com a fronteira suavizada em suas duas junções em “Y”.

Fig. 1. Superf́ıcie M, com π0 e πx.

A função θ mede o ângulo entre os

dois planos.

A superf́ıcie M assim obtida é compacta, di-

feomorfa a um bi-toro, e não intercepta o eixo z,

{x = y = 0}. Fixamos um semiplano π0 que contém

o eixo z como fronteira. Para cada x ∈ M existe

um único semiplano πx que contém o eixo z como

fronteira e o ponto x. Seja θ(x) o ângulo entre π0 e

πx. A função θ é definida a menos de um múltiplo

constante de 2π e diferenciável em uma vizinhança

Ux de x. Em particular, a forma ωx = dθ é bem

definida nesta vizinhança e diferenciável. Dadas

duas tais vizinhanças, Ux, Uy, temos ωx = ωy em

Ux ∩ Uy. Portanto ω é uma 1-forma diferenciável

globalmente definida em M . Além disso, sendo,

localmente, ω = dθ segue que dω = 0, i.e., ω é fe-

chada. ω possui exatamente dois zeros, ambos não

degenerados, de ı́ndice 1, um em cada uma das bifurcações das junções em “Y”. Portanto ω

satisfaz as condições do Teorema 1.5.

Vamos mostrar que, para qualquer métrica riemanniana g, ω não pode ser co-fechada

em relação a g. Fixamos uma tal métrica. Então ω é co-fechada se, e somente se, ∗ω é

fechada. Vamos supor ∗ω fechada e mostrar que isto nos leva a uma contradição. Fixamos

um semiplano π que contém o eixo z, como fronteira mas “longe” das as singularidades de
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ω. Então π intercepta M em três curvas fechadas, uma contida no “toro superior”, uma

contida no “toro inferior” e uma terceira, γ contida no tubo que conecta os dois toros. O

complementar de γ tem duas componentes conexas, T+, T− que contém, respectivamente, o

“toro superior” e o “toro inferior”, e γ = ∂T±. T+ é relativamente compacta e portanto,

pelo teorema de Stokes3:
∫

γ

∗ω =

∫

T+

d ∗ ω = 0,

tendo orientado T+ e γ coerentemente. Parametrizando regularmente4 γ : [0, 1] → M , temos:

∫

γ

∗ω =

∫ 1

0

∗ω(γ̇(t))dt =

∫ 1

0

ω(∗γ̇(t))dt,

onde ∗γ̇(t) é o vetor normal a γ̇(t) em relação a métrica fixada, da mesma norma e tal que

{∗γ̇(t), γ̇(t)} é uma base positiva. Observamos agora que ω(γ̇(t)) = d
dt

θ(γ(t)) = 0, pois θ é

constante ao longo de γ. Além disso, γ não contém zeros de ω e portanto ω(∗γ̇(t)) 6= 0, para

todo t ∈ [0, 1]. Pela conexidade de [0, 1], ω(∗γ̇(t)) tem sempre o mesmo sinal e portanto
∫ 1

0

ω(∗γ̇(t)) 6= 0,

o que nos dá uma contradição.

2. Formas transitivas e o teorema de Calabi

Vamos agora estudar condições que nos garantem que, dada uma 1-forma fechada ω,

podemos colar métricas locais nas quais ω é co-fechada e obter uma métrica global com a

mesma propriedade.

2.1. Definição. Seja M uma variedade diferenciável e ω uma 1-forma fechada. Fixamos

p ∈ M . Definimos:

• C+
ω (p) = {q ∈ M : existe uma curva diferenciavel γ : [0, 1] → M tal que γ(0) =

p, γ(1) = q, ω(γ̇(t)) > 0, ∀ t ∈ (0, 1]}.

• C−
ω (p) = {q ∈ M : existe uma curva diferenciavel γ : [0, 1] → M tal que γ(0) =

p, γ(1) = q, ω(γ̇(t)) < 0, ∀ t ∈ (0, 1]}.

3T+ é uma “variedade com bordo” e portanto, por resultados de topologia diferencial, pode ser “triangu-

lada”, i.e., dividida em conjuntos difeomorfos ao simplexo padrão ∆n de tal modo que o conjuntos das faces

destes simplexos tem a seguinte propriedade: ou a interseção de duas faces é vazia ou é uma face comum

aos dois simplexos. Podemos então aplicar o teorema de Stokes, na forma dos caṕıtulos anteriores.
4Isso significa γ̇(t) 6= 0.
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O conjunto C+
ω (p) (respectivamente C−

ω (p)) será chamado o futuro (respectivamente o

passado) de p e diremos que ω é transitiva se, para todo p ∈ M , o futuro e o passado de p

são densos.

2.2. Observação. Observamos que se uma curva γ : [0, 1] → M não tem auto-interseções,

existe uma vizinhança U de γ([0, 1]) que é contrátil (vizinhança tubular por exemplo). Nesta

vizinhança, se ω é uma 1-forma fechada, ω é exata e portanto ω = df, f : U → R. Agora

ω(γ̇) = d
dt

f(γ(t)). Portanto ω(γ̇) > 0, é equivalente ao fato da função f ◦ γ ser estritamente

crescente em (0, 1].

2.3. Observação. A forma ω constrúıda em 1.6 não é transitiva pois ao longo de curvas

que unem um ponto no “toro superior”a um ponto do “toro inferior”, a função θ tem que

crescer e decrescer necessariamente.

A Proposição a seguir nos dá informações sobre o futuro e passado de um ponto:

2.4. Proposição. Seja M variedade diferenciável e ω uma 1-forma fechada.

(1) Para cada ponto p ∈ X o futuro e o passado de p são abertos conexos em M .

(2) A fronteira do futuro e do passado de p consiste de pontos onde ω se anula e de

hipersuperf́ıcies integrais da distribuição ker ω 5.

Demonstração. Começamos observando que se q ∈ C+
ω (p), ω(q) 6= 0. De fato, se

ω(q) = 0 e γ : [0, 1] → M γ(1) = q, então ω não pode ser positiva em γ̇(1). Isso vale, em

particular para p. É claro também que C+
ω (p) é conexos por caminhos pois todo ponto em

C+
ω (p) pode ser conectado a p por uma curva em C+

ω (p). Vamos mostrar que C+
ω (p) é aberto.

Seja q ∈ C+
ω (p). Como observado anteriormente, ω(q) 6= 0. Existe então um sistema de

coordenadas (x1, . . . , xn) em uma vizinhança de q tal que xi(q) = 0, i = 1, . . . , n e ω = dx1.

Seja γ : [0, 1] → M uma curva juntando p e q ao longo da qual ω é positiva. Em particular,

perto de 1,γ está contida na vizinhança coordenada e x1(γ(t)) < 0 pois x1(γ(t)) é crescente

e nulo quando t = 1. Fixamos então um tal t0. Se q′ é suficientemente próximo de q, x1 é

crescente ao longo do segmento σ que une γ(t0) a q′. Juntando γ|[0,t0] com σ e suavizando a

quina em t0 se obtém uma curva diferenciável entre p e q′ ao longo da qual ω é positiva.

Vamos agora considerar um ponto q da fronteira de C+
ω (p). Se ω(q) 6= 0, podemos

considerar em uma vizinhança U de q um sistema de coordenadas locais como acima. Então

5Lembramos que uma hipersuperf́ıcie Σ ⊆ M é uma hipersuperf́ıcie integral de ker ω se para todo

q ∈ Σ, TqΣ = Ker ω(q). O fato da forma ω ser fechada garante que no aberto onde ω 6= 0, ker ω tem

dimensão (n−1) e que para qualquer ponto deste aberto passa uma hipersuperf́ıcie integral de ker ω (Teorema

de Frobenius).
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pelo mesmo argumento usado anteriormente, C+
ω (p) ∩ U = {(x1, . . . , xn) ∈ U : x1 < 0} e

portanto sua fronteira é dada pela interseção de U com o hiperplano x1 = 0 que é, de fato

uma hipersuperf́ıcie integral de ker ω (pois ω = dx1). ¤

Nos lemas a seguir ω será uma 1-forma fechada, transitiva e genérica. Primeiramente

vamos mostrar que as condições para que ω seja localmente intrinsecamente harmônica são

verificadas.

2.5. Lema. Se ω(p) = 0, index(ω, p) 6= 0, n.

Demonstração. Suponha index(ω, p) = 0. Em coordenadas locais, em uma vizinhança

de p, ω = df, f =
∑n

1 x2
i . Portanto f não pode decrescer ao longo de uma curva que sai de

p. Portanto C−
ω (p), é vazio. Analogamente, se index(ω, p) = n, C+

ω (p) = ∅. ¤

A próxima propriedade é, como veremos, equivalente à transitividade.

2.6. Lema. Para cada ponto p ∈ M tal que ω(p) 6= 0, passa um caminho γ simples,

diferenciável e fechado ao longo do qual ω é estritamente positiva.

Demonstração. Uma vez que C+
ω (p) e C−

ω (p) são ambos abertos e densos, então a

intersecção também o é. Seja q um ponto na intersecção. Então, como ω não se anula em p

e nem em q, existem caminhos orientados γ1 de p a q e γ2 de q a p, ao longo dos quais ω é

estritamente positivo, incluindo os pontos finais. Suavizando o caminho composto fechado,

obtemos um caminho diferenciável fechado, ainda passando por p. Assim, para obter um

caminho simples a partir deste, caso ele não seja, seja q′ a primeira auto-intersecção do ca-

minho orientado fechado, logo após p, correspondente ao valor t1 de um parâmetro global,

seja t2 > t1 o último valor do parâmetro antes do caminho se fechar, em q′. Desprezando o

segmento entre t1 e t2 obtemos novamente um caminho fechado com uma posśıvel desconti-

nuidade da tangente em q′. Este caminho pode ser novamente suavizado em torno de q′, sem

criar novos pontos de intersecção. A eliminação dos pontos de intersecção requer a repetição

deste processo, induzindo, no fim, um caminho simples, fechado e orientado que passa por p

e que ω > 0. ¤

Estamos agora em condições de provar o resultado principal deste trabalho:

2.7. Teorema. Seja ω ∈ Ω1(M) uma forma fechada, genérica e transitiva. Existe então

uma métrica riemanniana g em M tal que ω é cofechada (em relação a g).
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Demonstração. A estratégia da demonstração será achar uma forma fechada ψ ∈

Ω(n−1)(M) e uma métrica riemanniana em M tal que ψ = ∗ω. Sendo ψ fechada, ω será

cofechada e portanto harmônica nesta métrica. Isso será feito em dois passos:

• Uma “boa” ψ determina uma métrica tal que ψ = ∗ω. Este fato não depende da

transitividade de ω.

• Se ω é transitiva, então existe uma “boa” ψ. Neste passo usaremos a transitividade

na forma do lema 2.6.

O próximo lema toma conta do primeiro passo:

2.8. Lema. Suponha exista uma forma ψ ∈ Ω(n−1)(M) tal que:

(1) Se ω(p) 6= 0, ω ∧ ψ(p) > 06.

(2) Se ω(p) = 0, existe uma métrica riemanniana gp em uma vizinhança Up de p, tal

que ψ = ∗gp
ω.

Então existe uma métrica riemanniana g em M , tal que ψ = ∗gω.

Demonstração. Suponhamos n = 2. Sejam p1, . . . , pk os zeros de ω, e Ui, Vi vizi-

nhanças de pi tais que:

(1) Vi ⊆ Ui, Ui ∩ Uj = ∅, i 6= j.

(2) Em cada Ui existe uma métrica gpi
tal que ψ = ∗gpi

, em Ui.

Seja U = ∪Ui, V = M \ ∪Vi, e {φ0, φ1} uma partição da unidade dominada pelo

recobrimento {U, V }. Em U temos uma métrica riemanniana g0 tal que ψ = ∗g0ω. Em V

consideramos o tensor:

g1 = ω ⊗ ω + ψ ⊗ ψ.

Claramente g1 é um tensor simétrico. Além disso, se X 6= 0 for um vetor tal que g1(X, X) =

0, teŕıamos ω(X)2+ψ(X)2 = 0 e portanto X ∈ Ker ω∩Ker ψ. Se Y é um vetor linearmente

independente com X, teŕıamos ω ∧ ψ(X, Y ) = ω(X)ψ(Y ) − ω(Y )ψ(X) = 0, contradizendo

o fato que ω ∧ ψ > 0 em V . Então g1 é definido positivo e portanto é uma métrica rie-

manniana em V . Observamos que ω e ψ são linearmente independentes em V pois, como já

observamos, a intersecção dos núcleos é trivial. Se {e1, e2} é a base dual de {ω, ψ}, {e1, e2}

é g1-ortonormal. Em particular ∗g1ω = ±ψ.

Consideramos então a métrica riemanniana:

g = φ0 g0 + φ1 g1.

6Isso significa que ω ∧ ψ é positiva quando calculada em uma base positiva de TpM .
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g é globalmente definida em M e é imediato verificar que {ω, ψ} é uma base ortonormal em

M \ {p1, . . . , pk}. Portanto ψ = ± ∗g ω. Mas o complementar dos zeros de ω é conexo e

ω∧ψ 6= 0 neste conjunto e ω∧ψ > 0 em um subconjunto não vazio. Em particular ω∧ψ > 0

no complementar dos zeros de ω e portanto ψ = ∗gω.

Vamos agora estudar o caso n ≥ 3. O argumento que usaremos não se aplica ao caso

n = 2, como veremos, e tem aspectos interessantes em si mesmo. Usaremos também, sem

maiores comentários, alguns fatos básicos da teoria dos fibrados.

Vamos começar com um fato de álgebra multilinear. Seja E um espaço vetorial orientado.

Consideramos o espaço vetorial IH(E) = Hom(Λ1(E), Λ(n−1)(E)). Consideramos o subespaço

dos operadores “simétricos”:

IHs(E) = {τ ∈ IH : ∀ β, γ ∈ Λ1(E), β ∧ τ(γ) = γ ∧ τ(β)},

e o convexo dos operadores “positivos”:

IH+
s (E) = {τ ∈ IHs : ∀ β ∈ Λ1(E), β ∧ τ(β) > 0}.

Seja

S(E) = {g ∈ T (0,2)(E) : g é simetrico e g(X, X) > 0, ∀X 6= 0},

o convexo dos produtos escalares em T (0,2)(E). Temos então uma aplicação natural:

St : S(E) −→ IH+
s (E) St(g) = ∗g,

∗g sendo, como antes, o operador estrela de Hodge associado a g.

Afirmação: Se n = dimE ≥ 3 então St é uma bijeção.7

Demonstração. Fixamos uma base positiva {e1, . . . en} de E e a base dual {ω1, . . . ωn}

em E
∗ = Λ1(E). Dado um produto escalar g em E denotamos com o mesmo śımbolo a

matriz que representa g na base fixada, i.e., g = (gij) := (g(ei, ej)) e com g−1 := (gij) a

matriz inversa. Se β =
∑

biωi ∈ Λ1(E), ‖β‖2 =
∑

i,j gijbibj e, por 1.12:

∗gβ = ( det(g))
1
2

∑

k,i=1,...,n

(−1)(k+1)gik bi ω1 ∧ · · · ∧ ω̂k ∧ · · · ∧ ωn.

De outro lado um morfismo τ : Λ1 → Λ(n−1) é representado por:

τ(β) =
∑

k,i=1,...n

(−1)(k+1)Gik bi ω1 ∧ · · · ∧ ω̂k ∧ · · · ∧ ωn,

7A afirmação não pode ser verdadeira se n = 2. De fato se E é um espaço de dimensão 2k, ∗ : Λk(E) →

Λk(E) é invariante conforme, i.e., duas métricas que diferem por uma constante induzem o mesmo operador

estrela em dimensão k.
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onde a matriz G = (Gij) é simétrica, respectivamente positiva ou semipositiva se, e somente

se, τ é simétrico, respectivamente positivo ou semipositivo.

Das fórmulas anteriores segue que, dado um produto escalar g em E, a matriz que repre-

senta ∗g : Λ1 → Λ(n−1) é a matiz:

G = (detg)
1
2 g−1.

Em particular, detG =(detg)
n−2

2 . Portanto, se n ≥ 3, o produto escalar g pode ser recupe-

rado da matriz G pela fórmula:

g = (det G)
1

n−2 G−1.

¤

O argumento da afirmação se globaliza facilmente. Consideramos

Λp(M) := ∪x∈MΛp(TxM),

o fibrado vetorial das p-formas exteriores, e

IH(M) := ∪x∈MHom(Λ1(TxM), Λ(p−1)(TxM)),

o fibrado dos morfismos de Λ1(M) em Λ(n−1)(M).

Podemos considerar o fibrado vetorial dos homomorfismo simétricos:

IHs(M) = {τ ∈ IHs(TxM), por algum x ∈ M},

e o subfibrado (não vetorial) dos homomorfismos positivos:

IH+
s (M) = {τ ∈ IH+

s (Tx(M), por algum x ∈ M}.

Seja Riem(M) o conjunto das métricas riemannianas em M. Riem(M) é um fibrado

sobre M com fibra, sobre x, S(Tx(M)). Temos uma aplicação natural:

St : Riem(M) −→ IH+
s (M), St(g) := ∗g.

Se n ≥ 3, St é inverśıvel em cada fibra e portanto globalmente inverśıvel.

Pelo acima, procurar uma métrica g tal que ∗gω = ψ é equivalente a procurar uma seção

τ de IH+
s (M) tal que τ(ω) = ψ.

Afirmação: Existe τ ∈ H+
s (M) tal que τ(ω) = ψ.

Demonstração. Seja {Wi} um recobrimento aberto de M , localmente finito, com as

seguintes propriedades:

(1) Wi é contrátil.
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(2) Se p ∈ Wi, ω(p) = 0, então ω(q) 6= 0, ∀ q ∈ Wi \ {p}, e Wi ⊆ Up.

(3) Se ω 6= 0 em Wi, então Wi ∩ Vq = ∅ onde Vq são as vizinhanças dos zeros de ω e

Vq ⊆ Wj ⊆ Uq.

Seja {φi} uma partição da unidade dominada por {Wi}.Se p é um zero de ω e Wi ⊆ Up,

definimos:

τi = φi ∗gp
em Wi, τi = 0 em M \ Wi.

Suponha agora ω 6= 0 em Wi. Consideramos a aplicação:

Ψq : Λ1(M) −→ Λn(M) ∼= R, Ψq(α) = α ∧ ψ(q), q ∈ Wi.

Os Ψq são não nulos pois ω∧ψ > 0 em Wi. Portanto os núcleos são (n−1)-dimensionais.

A reunião destes núcleos define portanto um subfibrado de Λ1(Wi) que é trivial pois Wi é

contrátil8. Existem portanto formas diferenciais {ω2, . . . , ωn} que, em q, geram o núcleo de

Ψq. Além disso ω(q) /∈ KerΨq e portanto, posto ω = ω1, {ωi : i = 1, . . . , n} é uma base de

Λ1(TqM), ∀q ∈ Wi. Portanto temos:

ψ =
∑

k=1,...,n

ψkω1 ∧ · · · ω̂k ∧ · · · ∧ ωn.

Agora ω1 ∧ ψ > 0, ωk ∧ ψ = 0, k ≥ 2 e portanto ψ = ψ1ω2 ∧ · · · ∧ ωn, ψ1 > 0.

Consideramos as (n−1) formas ηk = ψ1ω1∧· · · ω̂k ∧· · ·∧ωn. Em cada ponto de Wi, {ηk}

é uma base das (n − 1)-formas e:

η1 = ψ, ωk ∧ ηl = δklω ∧ ψ.

Definimos então τi ∈ Hom(Λ1(M), Λ(n−1)(M)), estendendo por linearidade (onde não é

zero),

τi(ωk) = φiηk.

Observamos que os τi são simétricos e positivos semi-definidos e:

τ =
∑

i

τi

é bem definido, pois em cada ponto os τi são nulos exceto por um número finito de ı́ndices,

simétrico, pois os ti são simétricos e positivo definido pois em cada ponto os τi’s não nulos

são positivos definidos. Além disso, τ(ω) = ψ, pois
∑

i φi(x) = 1 ∀ x ∈ M . ¤

Juntando agora as duas afirmações, conclúımos que existe uma métrica riemanniana g

tal que ∗gω = τ(ω) = ψ. ¤

8É um fato geral que fibrados sobre espaços contráteis são triviais.
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O próximo lema nos permite de achar uma “boa ψ”, pelo menos localmente.

2.9. Lema. Se p ∈ M,ω(p) 6= 0, existe uma forma fechada ψ tal que ω∧ψ ≥ 0, ω∧ψ(p) >

0.

Demonstração. Por 2.6 existe uma curva simples fechada γ : [0, 1] → M tal que

ω(γ̇) > 0. Para t ∈ [0, 1] temos uma hipersuperf́ıcie integral da distribuição Kerω, Σt, que

passa por γ(t). Esta hipersuperf́ıcie é transversal a γ pois γ̇(t) /∈ Kerω = Tγ(t)Σt.

Da teoria geral das folheações, temos que para todo t0 ∈ [0, 1], existe ǫ > 0 e um

difeomorfismo:

ft0 : (t0 − ǫ, t0 + ǫ) × D(n−1)
ǫ −→ Ut0 ⊆ M,

tal que ft0(t, 0) = γ(t) e, fixado t1 ∈ (t0 − ǫ, t0 + ǫ), ft0(t1, ·) é um difeomorfismo de D
(n−1)
ǫ

em uma vizinhança aberta de γ(t1) em Σt1 . Podemos cobrir a imagem de γ com um número

finito de abertos deste tipo, obtendo uma vizinhança aberta U da imagem de γ que é um

fibrado de discos sobre S1. Além disso, este fibrado é orientável, definindo como positiva

uma base {X1, . . . , X(n−1)} de Tγ(t)Σt tal que a base {γ̇(t), X1, . . . , X(n−1)} seja uma base

positiva de Tγ(t)M . É conhecido que um tal fibrado é trivial, i.e., existe um difeomorfismo:

T : S1 × D(n−1)
ǫ −→ U,

e este difeomorfismo manda {t} × D
(n−1)
ǫ em Σt.

Seja agora h : [0, ǫ) → [0, 1] uma função diferenciável tal que h(t) = 1 se t ≤ ǫ/3 e

h(t) = 0 se t ≥ 2ǫ/3. Consideramos em S1 × D
(n−1)
ǫ −→ U , a forma:

ψ̃p(t, x1, . . . x(n−1) = h(

(n−1)
∑

i=1

x2
i )dx1 ∧ · · · ∧ dx(n−1).

Temos então dψ̃p = ∂h
∂t

dt ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx(n−1) = 0 pois h não depende de t. Também

T ∗ω∧ψ̃p(∂/∂t, ∂/∂x1, . . . , ∂/∂x(n−1)) = ω(γ̇(t))ψ̃p(∂/∂x1, . . . , ∂/∂x(n−1)) pois ∂/∂xi ∈ Kerω

e portanto T ∗ω ∧ ψ̃p é não negativa e positiva em uma vizinhança de S1 × {0}. A forma

(T−1)∗ψ̃ é uma forma em U que se anula em uma vizinhança de ∂U e portanto, pondo

ψ = 0 em M \ U obtemos uma forma fechada, globalmente definida tal que ω ∧ ψ ≥ 0 e

ω ∧ ψ(p) > 0. ¤

Vamos concluir a demonstração do teorema.

Sejam p1, . . . , pk os zeros de ω. Consideramos Dn
r = {x ∈ R

n : ‖x‖ < r}, o disco aberto de

raio r. Sejam σl : Dn
1 → V

(l)
1 ⊆ M cartas locais tais que V (l)∩V (s) = ∅, se l 6= s, σl(0) = pl
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e

f ◦ σl = cl −
n − jl

2

jl∑

h=1

x2
h +

j

2

n∑

i=jl+1

x2
i ,

onde df = ω em V (l), jl = index(ω, pl) 6= 0, n.

Definimos V
(l)
t := σl(D

n
t ), Vt = ∪lV

(l)
t . Para q ∈ M \ V1 existe, pelo lema anterior, uma

(n− 1)-forma fechada ψq tal que (ω ∧ψq) > 0 em Uq = {x ∈ M : ψ(x) 6= 0} ∋ q e ψq = 0 em

Vt(q) por algum t(q) ∈ (0, 1).

Podemos então cobrir M \ V1 com um número finito de vizinhanças Uq1 , . . . , Uqk
. Se

δ0 = inf{t(qs)}, ψqh
= 0 em Vδ0 , para todo h. A forma

ψ′ =
k∑

i=1

ψqi
,

tem as seguintes propriedades:

(1) ψ é fechada e ψ′ = 0 em Vδ0 .

(2) ω ∧ ψ′ > 0 onde ψ′ 6= 0.

(3) Fixada uma métrica riemanniana auxiliar e ǫ > 0, existe δ1 ∈ (δ0, 1) tal; que ω∧ψ′ >

ǫ em M \ Vδ1 .

Vamos agora definir uma forma fechada em V1, que, oportunamente somada a ψ′ nos

dará uma forma com as propriedades desejadas.

Seja K : M → [0, 1] uma função diferenciável e tal que K = 1 em Vδ1 , K = 0 em uma

vizinhança de M \ V1. Em cada sistema de coordenadas σl : Dn
1 → V (l), consideramos a

(n − 2)-forma:

χl = K

j
∑

h=1

n∑

i=j+1

(−1)(h+i)xhxidx1 ∧ · · · ˆdxh ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn,

onde j = jl = index(ω, pl). As formas χl se estendem a uma forma definida em M pondo

χ = χl em V
(l)
1 , χ = 0 em M \ V1.

Observamos que em V
(l)
δ1

temos:

f = cl −
n − j

2

j
∑

h=1

x2
h +

j

2

n∑

i=j+1

x2
i ,

ω = df = −

j
∑

h=1

(n − j)xhdxh +
n∑

i=j+1

xidxi.
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Portando, em relação à métrica plana g0 (em relação a qual f é harmônica):

∗g0ω = −

j
∑

h=1

(n−j)(−1)hxhdx1∧· · ·∧ ˆdxh∧· · ·∧dxn+
n∑

i=j+1

j(−1)ixidx1∧· · ·∧d̂xi∧· · ·∧dxn.

De outro lado, em V
(l)
δ1

, K = 1 e portanto:

dχ =

j
∑

h=1

(
n∑

i=j+1

(−1)(h+i)xidxh ∧ dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxh ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn)+

n∑

i=j+1

(

j
∑

h=1

(−1)(h+i)xhdxh ∧ dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxh ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn) = ∗g0ω.

Pondo ψ” = dχ, obtemos uma (n − 1)-forma tal que:

(1) ψ” é exata (portanto fechada).

(2) ψ” = 0 em M \ V1.

(3) Existe uma métrica riemanniana g0 em Vδ1 tal que ψ” = ∗g0ω (em particular ω∧ψ” >

0 em Vδ1 \ {p1, . . . pk}).

Seja H uma constante positiva a ser determinada. Consideramos a forma:

ψ = Hψ′ + ψ”.

Temos então:

(1) Em M \ V1, ω ∧ ψ > 0, pois ψ” = 0, ω ∧ ψ′ > 0.

(2) Existe uma métrica riemanniana g0 em Vδ0 tal que ψ = ∗g0ω, pois ψ′ = 0.

(3) Em Vδ1 \ Vδ0 , ω ∧ ψ” > 0, ω ∧ ψ′ ≥ 0, e portanto ω ∧ ψ > 0.

(4) Em V1 \Vδ1 , ω∧ψ′(e1, . . . , en) > ǫ onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal positiva

na métrica auxiliar. Portanto se H é suficientemente grande, Hψ′+ψ”(e1, . . . , en) >

0.

A forma ψ é fechada e verifica as condições do lema 2.8 e portanto existe uma métrica

riemanniana g em M tal que ψ = ∗gω. Em relação a g, ∗gω é fechada e ω é cofechada e

portanto harmônica. ¤
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