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HISTORICO: AIDS E TB 

A Tuberculose, designada simplesmente como TB e considerada o "mal 

do século 19", é um dos males mais antigos da humanidade. Acredita-se 

que a doença tenha atingido algumas populaçÕes há pelo menos 10 mil 

anos, pois existem fósseis humanos do Neolítico que apresentam sinais de 

TB óssea. Devido ao alto grau de mortalidade causado, a Tuberculose 

também chegou a ser conhecida como peste branca ou, 

popularmente denominada, t .lsica. 

como era 

A primeira pessoa a p!~opor que a doença é transmitida por um agente 

vivo foi o italiano Gerolamo francastoro, o precursor dos estudos sobre 

doenças infecciosas, no século 16. Nos séculos seguintes foram feitas 

descobertas sobre sua transmissão, e a demonstração formal de que TB er·a 

contagiosa foi dada em 1865 por Jean-Antoine Vi llemin. Esta monumental 

descoberta foi ignorada por seus contemporâneos, e o bacilo só foi 

isolado em 1882 pelo bacteriologista alemão Robert Kock. 

A Tuberculose é uma doença infecciosa causada por bacilos do gênero 

Hycobacterium. O bacilo pode ser tr-ansmitido pelo leite do gado 

tuberculoso, gotícula do escarro de pessoas contaminadas ou pelo escarro 

seco (em forma de poeira). t essencialmente uma infecção que se 

transmite por via aérea, e apenas aqueles que têm o parasita no escarro 

são capazes de transmiti r o bacilo. O principal comportamento de risco 

para se adquirir a infecção por TB é "rteôfú.ltWt", 



Quando o doente fala ou tosse, ele lança no ar gotículas que têm 0 

bacilo. Essas gotículas entram pela boca e nariz da pessoa sã. Chegando 

aos pulmÕes, as bactérias são atacadas pelos macrófagos, e se resistirem 

ao ataque, reproduzem-se dentro deles. Aos poucos, formam uma colônia 

nos alveólos, brônquios ou na pleura (pele que r·ecobre os pulmões) e 

destroem as células do pulmão. Se não for tratada, o processo termina 

com a morte do doente. 

Qualquer pessoa pode ser infectada pelo bacilo da TB ou bacilo de 

Kock (Hycobacterium tuberculosis). Entretanto, pessoas com o sistema 

imunológico deprimido (seja por doença como AIDS ou tratamentos 

quimioter·ápicos) ou desnutridas são muito mais susceptíveis à bactéria. 

Em TB, é importante a distinção entre J..nf-e.cçãa e daen.ça. Estima-se que 

um terço da população mundial esteja infectada, e as chances para uma 

pessoa saudável e infectada desenvolver a doença são de 10% durante toda 

a vida. Os sintomas podem surgir até três meses depois da infecção pelo 

bacilo. Sob o sol, as bactérias são destruídas em até uma hora, mas em 

ambientes fechados e escuros, elas podem sobreviver até seis meses. 

Em 1921, dois cientistas franceses, Leon Calmette e Camille Guerin, 

produzem a primeira dose da vacina eficiente em animais, o BCG. O bacilo 

Calmette-Guerin ( BCG), da l ínhagem dos que transmitem a doença, é urna 

bactéria viva extraída do gado e que tem seu poder de contaminação 

enfraquecido em laboratório. 

Não existem dúvidas de que a vacina salva milhões de crianças, 

protegendo-as contra a Tuberculos;e em torno de 15 anos, em média, e 

existem poucas hipóteses para explicar seu fracasso em adultos. 

Uma controvérsia envolve o uso da vacina BCG: apesar de serem raros 

os registros, poderia a bactéria causar problemas em pessoas cujo 

sistema imunológico foi destruído pelo vírus do AIDS ? Além disto, 

alguns cientistas argumentam que seria perigoso vacinar todos os bebês, 

em regiões onde um grande número de mulheres está infectada pelo HIV, e 

onde pode existir, portanto, a transmissão ver·t.ical. Em contrapartida, 

outros dizem que não há evidências da disseminação da TB entre crianças 

que pertencem a populações com uma alta taxa de infecção por HIV, pois a 

a TB seria uma ameaça. Eles argumentam que não vacinar representa um 

risco muito maior para as ccianças. 

É sempre difícil diagnosticar pessoas que são infectadas pelo 



Hycobacteríum tuberculosis (l'1TB) e que não apresentam os sintomas da 

doença. A tecnologia atual consiste no teste de reação da pele a uma 

proteína purificada derivada da tuberculina (PPD), isto é, consiste em 

injetar uma proteína da bactéria na pele e esperar por uma marca 

vermelha (teste de Mantoux ou teste de PPD). A marca vermelha indica que 

as células de defesa do organismo reconheceram a proteína, o que sugere 

que a pessoa tenha sido infectada. O critério do tamanho da marca 

vermelha é ainda critico. Marcas menores que um certo tamanho mostrariam 

que a pessoa não está infectada. Mas a técnica não funciona em muitos 

casos, como naqueles de pessoas portadoras de HIV ou com o sistema 

imunológico deprimido (com poucas células de defesa). Para piorar, o 

teste também não diferencia entre pessoas infectadas e aquelas 

imunizadas pela BCG contra a TB. Em alguns casos, a TB pode também ser 

diagnosticada pelo raio-X, que mostra uma cicatriz ou lesão calcificada 

indicando a evidência da infecção. 

Em 1944, foi identificado o primeiro antibiótico capaz de controlar 

e impedir o crescimento e a multiplicação dos bacilos, a estreptomicina. 

Em 1952, foi descoberta a hidrazida, capaz de erradicar o bacilo. 

Entretanto, depois de ter sido quase erradicada nos paises ricos e 

controlada no Terceiro Mundo, atualmente a Tuberculose volta a se 

espalhar sob uma forma mais ameaçadora - uma variedade resistente às 

drogas antigas_ 

Isto vem do fato de que TB pode ser considerada uma doença 

disseminada essencialmente por imigrantes, Quando desapareceu do 

Primeiro Mundo, "sumiu" também o dinheiro para estudá-la e combatê-la. 

Nos anos 60 e 70 era muito raro ver uma pesquisa sobre a doença, pois 

todos acreditavam que já estivesse erradicada. Entretanto, ela voltou às 

grandes cidades dos paÍses desenvolvidos. Em julho de 1992 foi realizado 

um teste entre negociantes do centro de finanças de Nova York. O bacilo 

responsável por uma das maiores infecções nos países pobres, foi 

encontrado em duas pessoas da parte mais rica da capital financeira do 

mundo. Até 1985, a doença declinava há anos na cidade. Desde então, o 

número de casos aumentou 18% e a incidência em dez anos cresceu em 150%. 

Em Julho de 1993, a Organização Mundial de Saúde decretou estado de 

emergência contra a doença, prevendo que até o final daquele ano, 8 

milhões Iriam ficar doentes e 3 milhões iriam morrer em todo mundo. No 



ano 2000, ser~ão 10,3 milhões de doentes e 3,7 milhões de mortes. Cerca 

de 2 bilhões de pessoas estão "infectadas pelo ffTB, sendo que no Brasil 

estima~se que 90 mil pessoas por ano são infectadas pelo bacilo. 

Sabe~se também que desde 1980 as linhagens de bacilos da TB estão 

se tornando r-esistentes a várias drogas conhecidas para combatê-las, e 

que tais linhagens sao virtualmente intratáveis ~ metade das pessoas 

infectadas por elas fatalmente morrerão. 

Em 1993, os EUA já contavam com 200 casos de mult irresistentes, e 

em São Paulo deve haver entre 150 e 170 casos desses por ano. No Brasil, 

há outro agravante: a doença não está restrita a aidéticos, diz Fernando 

Fiúza, médico e pesquisador do Instituto Clemente Ferreira, São Paulo. 

Ele afirma que há seis anos os especialistas vêm alertando as 

autoridades de saúde para o problema. "Como tudo no Brasil, um problema 

só fica importante, quando é moda no exter·ior. Ainda bem que teve AJDS 

nos EUA", ironiza (folha de Sao Paulo,23/05/199~3). 

É certo que o problema é mais grave no Terceiro Mundo. Dos três 

milhões de mortes anuais por TB, 95% ocorrem nos países em 

desenvolvimento, mas a pr·ecariedade do diagnóstico e do controle das 

variedades mutantes de bacilos no Primeiro Mundo mostram o per·igo da 

"volta'' da TB. 

O Instituto Nacional de Alergia e Doenças Infecciosas dos EUA está 

investindo mais na pesquisa da TB, até então negligenciada. Mas os 

cientistas estão pessimistas. ?ara Tom Frieden, chefe do serviço de 

controle da TB do Departamento de Saúde de Nova York, "a explosão da 

doença na cidade se deve a quatro fatores: ao fechamento dos sanatórios 

para tratamento da TB a partir dos anos 70, ao aumento do número de 

"sem-teto", à chegada de imigrantes tuberculosos e à AIDS. Em Nova York, 

40% dos casos conhecidos de TB ocorrem em pessoas infectadas pelo HIV" 

(Folha de s',;;o Paulo, 1/11/1992). 

Mas a AIDS não é a única responsável. A falência do sistema públ íco 

de saúde e a subsequente expansão das linhagens do bacilo resistentes à 

droga (HDR) são também os outros grandes perigos. Quase 90% dos 

pacientes de TB em Nova York não completam o tratamento, e isto cria 

condições ideais para os bacilos não erradicados tornarem-se resistentes 

às drogas. Não se sabe quantas pessoas com o sistema imunológico 

completo foram infectadas pelos bacilos !1DR, mas sabe-se que quase 80% 



daqueles que morreram de TB causada por estes bacilos também eram 

portadores do vírus da AIDS (folha de Sa.o Paulo, 1/11/1992). 

AIDS é uma síndrome caracterizada pela interação do vírus da 

lmunodeficiência humana (HIV) com outras infecções. Sabe-se que 

infecções com o HIV causam uma progressiva e profunda redução do número 

de células de imuno competência do indivíduo, favorecendo o aparecimento 

de uma variedade de infecções oportunistas, entre elas o Mycobacterium 

tuberculosis (ffTB). 

Em 1981, foram registr·ados pelo CDC (Centers for Disease Control) 

cinco casos de uma r·ara doença, Pneu.mocyst is ca.rinii pneumonia (PCP), em 

homossexuais. Poucos meses depois, 26 casos de um raro tumor, o sarcoma 

de Kaposi, também for·am identificados entre homossexuais (CDC, 1881). 

Declarações da Saúde Pública deram evidências ao fato de que, através do 

reduzido número de células T CD4, estas duas raras doenças podem ser o 

caminho para se entender a deficiência causada no sistema imune do 

individuo. 

Entre os glóbulos brancos, as células que combatem os invasores do 

organismo, existe um tipo de célula chamado linfócito T. Essas células 

se subdividem em "auxiliares" (CD4l e "supressores" (CD8). As auxiliares 

são as estrategistas da defesa imunológica: recebem informações sobre 

como reconhecer o invasor, e comandam as células matador·as para a ação 

contra as invasoras. As supressoras fazem parte do grupo das células 

matadoras. O corpo humano produz duas "auxiliares" para cada 

"supressora" (2:1). Nas infecções normais, a mortalidade de um grupo e 

de outro respeí ta essa proporção que permanece lnal terada. O corpo (ou 

sistema imunológico) "conta" as células que faltam e produz novas, até 

chegar novamente ao nível normal_ 

O HIV precisa invadir uma célula para se reproduzir. É uma espécie 

de parasita genético que tem predileção apenas pelo grupo de células CD4 

por causa de uma proteína na sua superfície. Ao encontrar a proteína, o 

HIV liga-se a ela como uma chave que entra na fechadura. Aberta a porta, 

ele penetra na célula de defesa e a destr·ói. E justamente porque o HIV 

invade o comandante da defesa imune, é que a AIDS é tão letal. Sem as 

células CD4, a defesa fica desarmada e susceptível a qualquer infecção 

oportunista que possa aparecer_ 

O organismo não distingue quem foi destruido, se os estrategistas 



ou se os matadores, e continua produzindo-os na mesma proporção {2: 1). 

Depois de algum tempo, o número de CD4 está abaixo do normal e o de CD8, 

acima. A consequência é que as células ''matadoras" perdem seus 

comandantes. Isso faz aumentar a atividade dos macrófagos, células de 

defesa humana mais primitivas. Estas células são quase inócuas contra o 

vírus do HIV. 

A solução seria usar uma droga que destruísse seletivamente uma 

parte dos linfócitos T "supressores", mais ou menos 10 a 15% deles, a 

cada seis meses. Rebaixando o nível dessa células, a produção "cega" do 

sistema imune faria a proporção CD4:CD8 (2:1) voltar ao normal, ou perto 

disso. O problema é que ainda. não se conhece o agente que consegue 

destruir só as célc1las CD8, para que o organismo produza as que sao 

alvos do vírus HIV. 

Em 1983, dois anos depois de ser dado o primeiro alarme sobre a 

AIDS, o diretor do Instituto Pasteur, Luc Montagnier, isolou pela 

primeira vez o vírus do HIV, e que inicialmente recebeu o nome de LAV. 

Entretanto, um conflito entre Gallo-Montegnier começou em 1984, 

quando o primeiro disse ter isolado o HIV. Gallo, chefe do laboratório 

de Biologia Celular de Tumores do Instituto Nacional de Saúde dos EUA, 

descobriu como reproduzir em laboratório os virus do HIV, dando o nome 

HTLV-3. Entretanto, a técnica usada por ele foi a usada pelo francês. 

Acusado de plágio, negou ter usado os vírus enviados por Montegnier. Em 

1992, um estudo fe.ito nos EUA deu razão aos franceses. 

Para Marc Girard, vice dir-etor do Instituto Pasteur·, em Paris, a 

ciência ainda est.â longe de compreender totalmente a AIDS. Segundo ele, 

cada descober·ta sobre a síndrome revela uma nova série de perguntas. 

Girard foi o chefe de equipe do Pasteur que conseguiu produzir uma 

vacina contra a sindrome que é eficiente em chipanzés. Está testando 

agora sua vacina em seres humanos (Folha de s;o Paulo, 18/07/1992l. 

Na 8o Conferência Internacl.onal sobre a AIDS, (Amsterdã, 1992) foi 

alertado pelos especialistas do mundo inteiro, que o surgimento de uma 

vacina anti-AIDS não ir·á acabar com a doença. Eles advertiram que, mesmo 

após o surgimento da vacina, as campanhas de prevenção devem continuar. 

O lÍder desse alerta foi June Osborn, da Comissão Nacional contra a 

AIDS, dos EUA. Osborn disse que e muito pouco provável que a vacina seja 

eficaz contra todas as linJ:tagens do vírus HIV que forem aparecendo por· 



causa de suas constantes mutações. A questão de prevençao passa também 

pelo combate às doenças venereas. t: cada vez mais forte a opinião de que 

os portadores do HIV infectados por essas doenças desenvolvam os 

sintomas da AIDS muito mais rapidamente. 

Pelos resultados apresentados na 9" Conferência Internacional de 

AIDS (Berlim,1993), vários pesquisadores deram sinais de que as vacinas 

testadas em seres humanos poderiam estar na trilha certa. Todas elas 

procuram estimular o organismo a produzir anticorpos contra o HIV. 

Entretanto, o virologista norte americano Jonas Salk pregou outra 

abordagem: em vez de estimular a produção de anticorpos, as vacinas 

deveriam estimular células de defesa (THl) que atacam diretamente o 

vírus. O resultado disto na conferência foi de impacto pela filosofia 

que existe por trás dela: estimula principalmente a defesa celular e não 

a produção de anticorpos. 

Em contra partlda, nesta 9o Confer·ência também foi declarado que a 

partir dos níveis atuais de conhecimento e pesquisa sobre a AIDS, é 

virtualmente impossível chegar~se rapidamente a uma vacina contra a 

doença. Segundo o médico britânico Robins Weiss, do Instituto de 

Pesquisas do Câncer de Londres, "os cientistas estão hoje como os cegos 

que encontram um elefante. Cada um de nós tem uma visão diferente da 

AIDS porque ninguém consegue deter o todo" 

6/06/1893) . 

(Folha de Sao Paulo, 

A grande distância entre o conhecimento científico e a vacina pode 

ser medida pelo fato de que os pesquisadores ainda não sabem ao certo o 

que causa a AIDS. A grande maioria acredita que é o HIV, mas outros 

dizem que o vírus é quase inócuo até que surjam "cofatores" para 

despertá~ lo. 

O pesquisador britânico está ao lado dos que acreditam que o vírus 

não precisa, necessariamente, de um estopim: "o HIV pode causar a AIDS 

sem ajuda de qualquer outro fator. Mas certas pessoas desenvolvem AIDS 

maís rapidamente por causa de um co fator, que apressaria o 

desenvolvimento da doença", Ele cita um exemplo: hemofílicos com mais de 

25 anos de idade desenvolvem mais rápido a AIDS, quando contraem o 

virus, do que os que têm menos de 25 anos. "Nesse caso, a idade é um 

cofat.or" (Folha de Silo Paulo, 6/06/1993). 

Existem inúmei'as crenças entre os cientistas. Atualmente, o mito em 



queda é aquele que preconizava que o HIV destrói. o sistema imune dos 

portadores. Parece que o vírus é menos poderoso do que se pensava - e 

muito mais ardiloso. Desde 1992, suspeita-se de que ele apenas 

desencadeie uma reação violenta nas defesas do portador que, 

desorientadas, atacariam o próprio organismo, se auto-destruiriam ou, no 

mínimo, deixariam de funcionar. Ao que tudo indica, a AIDS é uma 

combinação perversa de doença infecciosa com doença auto-imune. 

Sabin, morto em março de 1993, não considerava pr·iorídade a luta 

contra AIDS. Em uma de suas visitas a São Paulo, ao falar sobre a AIDS, 

afirmou que "a população em geral não está correndo riscos". Sabin 

considerava que a AIDS afetava só homossexuais e viciados em drogas. 

Entretanto, desde os primeiros cinco casos diagnosticados em 

heterossexuais em Los Angeles (Junho de 1981), as opiniões flutuaram de 

um extremo ao outro. Agora, c panorama da doença está profundamente 

alterado. 

A imprensa disseminou a idéia de alguns mitos; quem não usasse 

drogas, não fosse homossexual e cuidasse para não receber sangue 

contaminado, estava livre da doença. O meio cientifico avisou que, após 

a contaminação, o vírus poderia tardar, mas nunca deixaria de se 

manifestar, destruindo as defesas do organismo. Um pouco depois, 

anunciou-se que uma droga nova (e carissima), o AZT, retardava o 

surgimento dos sintomas. 

O mais importante dos mitos, que limitava a AIDS a alguns grupos de 

risco, não estava errado, mas apenas incompleto. Faltava o principal 

grupo de risco: o das pessoas sexualmente ativas ou praticamente toda a 

humanidade adulta.. 

Outro grupo de risco ignorado anter-iormente era o dos fi lhos de 

mães portadoras do v.írus. Mais de um terço deles contraem o vírus, 

durante a gestação ou pela amamentação. 

Outra verdade em questionamento: todos os infectados vão 

apr·esentar, cedo ou tarde, os sintomas da AIDS, Estudos mostraram que 

várias pessoas port.adocas do HIV há mais de 14 anos continuam sadias e, 

provavelmente, .írão continuar assim, porque há indícios de que seus 

organismos combateram com sucesso o vír-us. Em algumas dessas pessoas, a 

quantidade de HIV presente nas células chegou a diminuir drasticamente. 

Mais intrigante é o fato de que algumas pessoas, mesmo expostas 



sucessivamente ao vírus, não parecem contrai~lo. Ou se contraíram, 

eliminat'am~no tão rapidamente que não deu tempo para o organismo 

produzi!' anticorpos contra ele. 

Urna teoria, que se propõe a explicar esses mistérios, joga PN' 

terra outro dos postulados da AIDS: que a produção de anticorpos seria a 

maneira de combater o vírus. Em várias das pessoas que parecem estar 

resistindo ao vírus, cientistas detectaram indícios de que um outro tipo 

de defesa foi ativado, chamado de defesa celular. Diferentemente da 

humoral, que está relacionada com a produção de anticorpos, a defesa 

celular ataca o ví.rus fisicamente, engol indo~o. 

Apesar de ser uma das linhas de pesquisa mais promissoras do 

momento, essa nova hipótese é uma dor de cabeça pat'a os inúmeros 

cientistas que tentam desenvolver uma vacina contra a AIDS. 

Quase todas as vacinas são projetadas para desenvolver a produção 

de anticorpos contra o vlrus. Se for a parte celular da defesa que 

realmente protege o organismo contra o HIV, essas vacinas poderão estar 

condenadas à ineficiência. Ou pior, poderão ser prejudiciais ao 

organismo, pois inibem a parte do sistema imunológico que faz a defesa 

celular. 

vírus não fica, 

infecção e a 

Por fim, técnicas ultra sensíveis mostram que o 

como se acreditava, em estado de latência entre a 

manifestação dos sintomas da AIDS. Eles tomam conta. dos nódulos 

linf3.ticos, estruturas que funcionam como fil.tros do sistema imune, e 

após destruí-los, infestam o sangue. 

Algumas das antigas verdades sobre a AIDS já estão descartadas. 

Outras, como o uso do AZT, estão ainda sendo questionadas. 

Jerome Horwltz, foi quem sintetizou pela primeira vez o AZT 

(azi todimidina), em 1964. A droga age supostamente da seguinte forma: o 

HIV penetra nas células do corpo, normalmente em glóbulos brancos CD4, 

que comandam o sítema imune. O HIV é um retrovírus. Ao contrário da 

maior·ia dos seres, que armazenam seu código genético em DNA, o HIV 

armazena em RNA. Para que o HIV possa se reproduzir, ele precisa 

converter seu código em DNA, usando para isto uma enzima especial. t: 
neste processo de conver·são que o AZT age. 

Quando o AZT penetra no corpo, ele fica muito parecido com uma das 

moléculas que formam o DNA. Na conversão do HIV, o AZT é erróneamente 



ligado ao DNA viral. Essa ligação impede a formação do DNA e bloqueia a 

repr-odução do vírus, É uma forma de quimioterapia que funciona muito bem 

em laboratório. 

Na verdade, o futuro do tratamento do HIV parece estar na 

combinação das várias drogas até agora descobertas: AZT, DDC, DDI e 

outros compostos, usados de mui tas formas diferentes. Vários testes 

estão sendo realizados. Pesquisadores dos EUA apresentaram dados que 

mostram que o AZT ministrado em combinação com o DDC (uma droga mais 

recente) é mais eficaz do que o AZT sozinho. 

A FDA (Administração de Alimentos e Fármacos) também anunciou a 

aprovação de uma nova droga para combater o HIV, a stavudine, que é 

indicada para pacientes em estado avançado. Segundo as autorídades, a 

stavudine foi aprovada para tratamento de adultos que não mais respondem 

às drogas antfvirais ou são intolerantes a elas. Pertence a mesma classe 

das outras drogas, ou seja, procura deter a progressão da AIDS, inibindo 

a replicação do HIV. Podem atrasar o surgimento de alguns sintomas e 

ampliar o tempo de vida de alguns doentes. O maior efeito colater·al da 

droga ocorre no sistema nervoso {Fnlha de s-;;o Paulo, 28/06/1994). 

Na verdade, os cientistas ainda não sabem muita coisa sobre a AIDS. 

Uma grande vitória em todos estes anos foí entender "molecularmente" as 

interações do vírus no organismo e a sua replicação. Mas não se sabe 

quanto o VÍI'US é capaz de mudar, como consegue se esconder do sistema 

imunológico, escapar dos anticorpos e das drogas antívirais. Não se tem 

ainda o "feeling" de como exatamente ele provoca as alterações do 

organismo que causam a AIDS. Há muita teoria a respeito, mas nada 

comprovado. 

O que está comprovado, atualmente, ê que a AIDS caracteriza-se como 

uma epidemia mundial (pandemia). Uma epidemia que está ajudando o 

desenvolvimento de um.a nova linhagem do bacilo da TB, resistente às 

drogas conhecidas. "Trata-se de uma Tuberculose que resiste a todo 

tratamento, semelhante a que houve em 1920, que foi horrível", declarou 

o canadense Donald Anarson, da União Internacional contra a Tuberculose 

e Doenças Pulmonares (Folha cte S~o Paulo, 22/07/1992), 

Os especialistas presentes na 8~ Conferência Internacional da AIDS 

(Amst.erdã-1992) disseram estarem perplexos com o que acontece com os 

pacientes infectados pelo HIV e pelo bacilo da TB. A associação acelera 



o aparecimento de sintomas das duas doenças, reduzindo a sobrevida do 

paciente. A TB afeta quase a metade dos 2 milhões de pessoas que têm 

AiDS. Pesquisadores de todo o mundo alertam que essa nova linhagem do 

bacilo é também uma ameaça às pessoas que não foram infectadas pelo 

vírus do HIV (Folha de s-;;o Poulo, 22/07/1992). 

Na 9o Conferência Mundial da AIDS (Berlim-1993), a médica Antônia 

Coelho Novello, que é a maior autoridade da saúde dos EUA, declarou: 

"Continuamos a nos concentrar no que já existe em termos de prevenção e 

tratamento para proporcinar beneficios futuros. O Departamento de Saúde 

dos EUA vai dispor de uma verba nas pesquisas sobre a infecção pelo HIV 

e no tratamento e prevenção da AIDS. Uma parte desta verba, também ser-á 

alocada no combate e tratamento da TB. Com o ressurgimento galopante 

dessa doença pulmonar, foi Qbservada grande pr'eponderância de AIDS 

concomitante nos doentes. Pacientes HlV positivos com TB acabam morrendo 

muito mais cedo, pois o organismo está com as defesas destruídas pelo 

HIV" (folha de Sao Paulo, 11/06/1993). 

Pelos dados americanos, uma pessoa com TB ativa acaba contaminando 

outras 20 ao longo de dois anos. Em Nova York, nos últimos dois anos 

foram diagnosticados 28 mil casos de TE. Anualmente em todo mundo, 3 

milhões de pessoas morrem de TE; 95% das pessoas que já entraram em 

contacto com o bacilo da TE, e que por resistência orgânica a doença não 

se desenvolveu, são de países subdesenvolvidos" 

O primeiro caso de AIDS no Br·asil fo.l diagnosticado no inicio dos 

anos 80, e explodiu a partir de julho de 1993, quando a Organização 

Mundial de Saúde (OMS) decidiu ampliar· a definição de AIDS e nela 

incluir a Tuberculose como uma das doenças relacionadas. 

O governo dos EUA já havia incluído a Tuberculose na lista de 

condições relacionadas a AIDS, em janeiro de 1993, ao lado de pneumonia 

recorrente, câncer de útero e baixa contagem de CD4. Qualquer pessoa 

portadora do vírus e de uma das 27 condições da definição dada pela OMS 

é considerada aidética. "O número de ca5os de AIDS devido à definição 

expandida, mais que duplicou", disse S.Chu, do Centro de Controle de 

Doenças dos EUA <F<> lho de s~o Paulo, 9/06/1993). 

Em muitos países desenvolvidos, onde um ressurgimento da TB está 

ocorrendo em parte devido à AIDS, essa nova definição pode identificar 

vários casos que escapavam de sua antiga definição. A Tuberculose é uma 



doença sentinela para a AIDS, 

indicação da infecção por HIV. 

porque é frequentemente a primeira 

No Brasil, onde a Tuberculose é 

endêmica, o efeito é diferente. Muitas pessoas, que já tinham TB e 

contraíram o HIV, vão ser sumariamente consideradas pessoas com AIDS 

(Folha de S;o Paulo, 9/06/1983}. 

Estudos mostram que o numero de casos da TB observados nos EUA, 

apos 1984, aumentou dramaticamente. Esta mudança na taxa de incidência 

tem sido atribuída à epidemia do HIV (Theeuer et al, 1990). Por exemplo, 

de 1975 a 1984, a taxa de casos da TB decresceu de 15,9 para 9, 4 por 

100.000 habitante; um declÍnio médio de 5, 7% (Barnes et al., 1991L Após 

1984, o número de casos cresceu 3% em 1986, 5% em 1989 e mais que 6% em 

1990 (C.D.C., July 1985; MMWR, 1990}. Nos E.U.A., 4,2% dos pacientes com 

AIDS, têm TB (MMWR,1990). No Canadá, no período de 1983 a 1988, dos 464 

pacientes com AIDS, 15 tinham TB, dando uma prevalência de 3,2% (Chaison 

et al., 1989). 

Por observar que esta interação do HIV com a TB vem sendo urna 

real idade incontestável, a contribuição que propomos neste trabalho de 

tese de Biomatemática é analisar esta dinâmica de interação entre AIDS e 

TB em um sistema fechado (um presÍdio, por exemplo). Pode ser que nossa 

pretensa contribuição seja mais um mito lançado neste emaranhado de 

crenças e hipÓteses, apenas elocrubaçÕes de um matemático._. mas também 

pode ser que não .. _ l 
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INTRODUÇ,I:O, O I NÁM I CA DAS DOENÇAS TRANSM ISS IVE I S 

E OS MODELOS MA TEMA TI COS COMPARTI MENTAIS 

Atualmente, os modelos matemáticos compartimentais estão sendo 

amplamente usados para estudar, não só a dinâmica de infecções que são 

diretamente transmitidas na população humana por vírus, bactérias, 

protozoários, mas também a dinâmica de mui tas doenças sexualmente 

transmissíveis. Estes modelos estão baseados na suposição de que a 

população pode ser dividida em uma série de compartimentos contendo, por 

exemplo, os indivíduos suscetíveis a um determinado agente infeccioso; 

indivíduos infectados com o agente, mas não infecciosos; indivíduos 

infecciosos e indivíduos recuperados da infecção com ou sem imunidade. 

Modelos deste tipo são "os moldes" sobre os quais são criados os 

inúmeros modelos epidem.'i.ológicos existentes na literatura matemática. 

Conhecendo-se as taa:ao_ de bwN.ltçãa entre os compartimentos é possive1 

construir modelos que descrevam, por exemplo, o comportamento de uma 

epidemia ou de uma ~.::tuiemin. 

Uma epJAenhr é a ocorrência de casos novos da doença acima do 

nor-maL Se a doença está habitualmente presente temos então uma cJLdemin. 

Entretanto, os modelos matemáticos de doenças transmissíveis sã.o 

usualmente chamados de modelos epidêmicos. 

O ciclo da tr-ansmissão de uma doença, em mui tos modelos 

epidemiológicos, pode ser basicamente dado por: um suscetivel (S) 

torna-se infectado através de um contacto efetivo com um infeccioso (I). 

O individuo infectado passa por um estágio durante o qual ele é latente 
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(E) e, então, é seguido por um estágio durante o qual ele é infeccioso. 

Pode ser removido (R) por isolamento, por morte, por imunidade 

permanente ou temporária. Se a recuperação não proporciona imunidade aos 

indivíduos, o modelo é chamado SIS. Se os individuas recuperam-se com 

imunidade permanente então o modelo é do tipo SIR. Se a imunidade é 

temporária, temos um modelo SIRS. E, se os individuas não se recuperam, 

temos um modelo SI. 

A transmJ.ssão pode acontecer por agentes virais (sarampo, :-'"Ubéola, 

catapora, AIDS); agentes bacteriais (meningite, doenças venéreas, 

tuberculose) e por agentes protozoários (malária, dengue). 

As publicações relacionadas com a teoria de modelos determinísticos 

em epidemiologia são muitas, e não será possível mencionar todas neste 

presente trabalho. Uma revisão e uma bibliografia extensa de todas essas 

publicações até 1973 é dado por Bai ley ( 1975). Desde então, muitos 

outros trabalhos sobre a modelagem matemática em doenças infecciosas 

foram publicados. A teoria de controle em modelos epidemiológicos, a 

existência de soluções, teoremas sobre limiares e a velocidade de 

propagação de epidemias são alguns dos aspectos que se têm observado em 

todos esses trabalhos (Becker, 1979). 

A epidemiologia teórica teve sua origem nos trabalhos de En' ko 

( 1889), Hamer ( 1906), Ross ( 1908) e Kermack-Mckendrick ( 1927). Hamer 

pressupõe que o curso de uma epidemia depende da taxa de contacto entre 

individuas suscetíveis e infecciosos. Esta definição tornou-se um 

conceí to importante em epidemiologia. É o então chamado princípio da 

transmissão através da "ação das massas" ou lei da ação das massas em 

epidemiologia [LAME) para infecções diretamente transmitidas por vírus e 

bactérias. A LAME é baseada na suposição de que a taxa liquida da 

disseminação de uma infecção é proporcional ao produto das densidades de 

individuas suscetíveis e infecciosos. idéia foi originalmente 

formulada em um modelo de equações de diferenç.as. mas em 1908, Ronald 

Ross (célebre por descobrir que a malária é transmitida por mosquitos) 

transfere o problema para tempo contínuo em seu pioneiro trabalho sobre 

a dinâmica da transmissão da malária (Ross, 1915; Ross e Hudson, 1917). 

Os conceitos de Hamer e Ross foram, então, mais explorados e detalhados 

por Kermack-Mckendrick em 1927, e por Soper em 1928 (Anderson, 1991). 

Na época existiam duas hipóteses no circulo médico de que, para se 
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acabar com uma epidemia, era necessário que os indivíduos suscetíveis 

fossem removidos (no sentido de esgotados) de uma comunidade e que, 

durante o curso da epidemia, a virulência do agente infeccioso fosse 

gradualmente decrescendo. 

Para discutir esse problema, Kermack e Mckendrick propuseram, 

então, o mais simples modelo compartimental determinístico {SIRl de 

transmissão de um agente bacterial ou viral, em uma população fechada 

(sem migração) e sem dinâmica vital (sem nascimento e morte). A 

conclusão deste trabalho é melhor resumida em suas próprias palavras: 

" ... the course of an epidemic is not necessarily terminated by the 

exhaustlon of the susceptible members of the community, It will appea.r 

that for each particular set of infectivity, recovery and death rates, 

there exists a c:r.ltical or threshold density of population. !f the 

actual population density be equal to (or below) this threshold value 

the introduction of one (or more) infected persons does not give rise to 

an epidemic, wherea.s if the population be only slightly more dense a 

small epidemics occurs. It will appear also that the size of the 

epidemic increases rapidly as the threshold density is exceeded, and in 

such a manner that the greater the population density (of susceptible) 

at the beginning of the epidemic, the smaller will it be at the end of 

the epidemic. In such a case the epidemic conU.nues to increa.se so long 

as the density of the unaffected popula.tion is grea.ter than the 

threshold density, but when this criticai po.int is approximately reached 

the epidemic begins to wane and u.ltimately dle ou.t. This point may be 

reached when only a sma.ll proportion of the susceptible members of the 

communlty ha.ve been affected." (Anderson, 1991) 

O problema discutido por Kermack e Mckendrick em seus clássico 

trabalho (1927) foi de grande interesse e fonte de muitas controvérsias. 

A função em forma "de sino" de uma epidemia foi entendida, mas a 

controvérsia está nos fatores (ou fator) que determinam o pico e o fim 

de uma epidemia dentro de uma. comunidade. Embora Kermack e Mckendrick 

não usassem o conceito de '!.~n de f!..eJYt-O.d.utL&U.i.da.de &c.w.a!, a definição 

de 1R
0 

é claramente detalhada na análise do modelo (Anderson,1991l. 

Em seu trabalho, Kermack c Mckendrick consideram um modelo onde um 

ou mais indivíduos infectados são introduzidos numa população fechada de 

suscetíveis. A doença é transmitida pelo contacto de um individuo 
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infectado com um suscetível. Cada indivíduo infectado passa pelo estágio 

onde ele é doente, e finalmente é removido por recuperação ou morte. 

Assumem que a população total ( N), que permanece constante durante o 

curso da epidemia, é dividida em suscetíveis, S(t), infectados C~ 

infecciosos), I{t), e recuperados, R(t). Sob a hipótese de que as taxas 

vitais de transmissão ((3) e de recuperação (v) são constantes e 

independentes da duração da infecção nos indivíduos, o modelo Kermack -

Mckendrick é descrito pelo simples sistema de equações diferenciais 

(SIR)' 
dS 

~ s I dt = -

di 
{l s I I (1) 

dt = - " 
dR 

I dt = " 
com S + I + R = N 

A existência da densidade limiar crítica de suscetíveis para a 

ocorrência de uma epidemia pode ser deduzida da equação (1). Se poucos 

indivíduos infectados (I(O), t = O) são introduzidos numa população 

inteiramente suscetível, isto é, $(0) =. N(O), a taxa de aumento na 

densidade de infectados será positiva se (3 S > v, 

A densidade crítica de suscetíveis, N 
T 

é então dada por: 

" {3 
e uma epidemia ocorre se a população de suscet í veís exceder o valor N . 

T 

Da definição de densidade cri tl c a (limiar) do modelo 

Kermack~Mckendrick, surgiu um outr·o conceito importantíssimo em 

epidemiologia, a taxa de reprodutibilidade basal, 1R
0

, que é o número 

médio de casos secundários que gm indivíduo infeccioso produz, quando é 

introduzido numa população inteiramente suscetível. 

Quando IR > 1, significa que um individuo infeccioso infecta mais 
o 

que um individuo suscetível e consequentemente uma epidemia pode 

ocorrer. Se IR 
o 

< 1, um individuo infeccioso infect.a, em média, menos de 

um suscetível e a infecção desaparece na população. 

No contexto do modelo Kermack Mckendrick, 1R
0 

é definido como 

IR
0
= /3 NT I v. Observe que o conceito de densidade limiar de suscetível, 

está explícito na definição de IR ~ 1. 
o 

O Teorema do Limiar e a definição de JR
0

, derivados do modelo 

Kermack~Mckendrick, têm sido desde então conceitos chaves nos trabalhos 
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relacionados com o estudo da dinâmica de transmissão de doenças 

.infecci.osas: Dietz (1976), Hethcote (1974, 1976, 1978), Capasso e Seria 

(1978), May e Anderson (1984), Dietz e Hadeler (1988), Dietz (1988), 

Castíllo-Chavez et al. (1989 a), Pugl:i.ese (1990 a, b), Brauer (1990), 

Busenberg e Driessche (1990), Jacquez e O' nei ll ( 1991), Diekmann et al. 

(1991), Dietz et al. (1993), Stigum et a], (1994), etc. 

Hethcote ( 1976) supondo que a população é suficientemente grande 

para que cada uma das classes possa ser considerada como uma variável 

contínua, propõe uma análise dos modelos determinísticos 

compartimentais: SIS, SIR, SIRS e SI. Assumindo que nascimentos e mortes 

ocorrem, e que todos os recém-nascidos são suscetíveis, ele introduz o 

conceito de dinâmica vital em seus modelos. Considerando que nascimentos 

e mortes ocorrem em igual taxa, a população total é constante. Também 

supõe a interação homogênea, isto é, os indivíduos infecciosos estão se 

"misturando" uniformemente com os suscetiveis em toda a população 

(LAMEL Pela LAME, um contacto de um individuo infeccioso resulta na 

infecção do outro indivíduo, caso ele seja suscetível. Esse trabalho de 

Hethcote, também clássico em epidemiologia pois através de seus Teoremas 

e Biocorolários, faz uma análise compar·ativa dos modelos com e sem 

dinã.mica vita.l, onde a população total é constante e envolve as três 

classes básicas: suscetíveis, infecciosos e removidos ou recuperados. 

Dietz { 1976) propõe um modelo SIR com dinâmica vi tal, taxa de 

contacto e população total constantes. Se um programa de vacinação é 

incorporado no modelo, é possível estimar a proporção da população de 

suscetíveis que deve ser vacinada para a erradicação da doença. 

Observando que certas epidemias ocorrem periodicamente, considera também 

a hipótese da taxa de contacto como uma função periódica do tempo e 

mostra que pequenas variações nessa taxa podem causar grandes mudanças 

na prevalência da doença. Analisa também o efeito do período latente, já 

que mui tas doenças infecciosas podem somente ser t.ransmi tidas após esse 

período. Em alguns modelos este fato é considerado, introduzindo-se o 

retardamento. 

Capasso e Seria (1978) generalizam o modelo determinístico de 

Kermack - Mckendrick. Supondo que o coeficiente de transmissão {{3) é uma 

função linearmente crescente do número de indivíduos infecciosos (J3Sl), 

e que esta hipótese pode ser verdadeira para um pequeno número, mas não 
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para um grande número de infecciosos; eles introduzem em seu modelo o 

termo de interação entre suscetíveis e infecciosos na forma de uma 

função g(l), contínua, limitada e não linear, isto é, [3 S g(I). 

Hethcote et al, (1981a), supondo a população total constante e 

introduzindo o retardamento para um modelo do típo SIRS, observaram, 

usando técnicas de bifurcação de Hopf, que para certos valores dos 

parâmetros existem soluç6es periódicas de pequenas amplitudes, 

localmente assintoticamente estáveis. 

Ainda no mesmo ano (!981b), apresentam um outro modelo 

determinístico do tipo SEIS, que complementa o trabalho anterior. 

Considerando a população total constante e fechada mostram que, em um 

modelo deste tipo, o retardamento não muda a natureza da estabilidade 

assintótica, e as soluções tendem para o equilíbrio endêmico globalmente 

assintoticamente estável, ou então para o equilíbrio trivial. 

Schwartz (1985) também considera um modelo com dinâm.ica vital e 

população total constante, do tipo SEIR, para doenças infecciosas tais 

como sarampo, rubéola e poliomelite, que são endêmicas, mas que tendo um 

nível de incidência oscilatório, dão origem a epidemias. Neste trabalho, 

o interesse é estimar quão exatas devem ser as condições iniciais do 

modelo para prever a ocorrência das epidemias. Isto é, examinam o grau 

de confiabilidade da previsão de ocorrência de uma epidemia, devido às 

incertezas dos dados epidemiológios, 

suscetíveis e infecciosos. 

tais como as populações de 

Liu et al. (1986, 1987) mostram que, se a tradicional suposição da 

LAME é eliminada, os modelos SIRS e SEIR com dinâmica vital e população 

total constante podem apresentar um comportamento dinâmico diferente, 

incluindo soluções periódicas, que aparecem por bifurcação de Hopf. Sob 

a hipótese de que muitas doenças infecciosas mostram flutuações 

periódicas, e que tais flutuações podem ser causadas pelas taxas de 

trru1smissão periódicas, como por exemplo a sazonabilidade discutida por 

Schwartz (1985) ou por Hethcote (1981a), nestes trabalhos eles avaliam, 

não só a possibilidade de uma infecção eclodir e extinguir-se, mas 

também a coexistência periódica da doença com o hospedeiro, quando a 

taxa de incidência ou o coeficiente de transmissão é não linear. 

Uma análise também é feita por Hethcote et al, (1989, 1991), onde 

consideram um modelo do tipo SIRS com retardamento no tempo, imunidade 
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temporã.ria, taxa de incidência não 1 inear e população total constante. 

Existem múltiplos equilíbrios para alguns valores dos parâmetros e para 

certos valores desses parâmetros, surgem soluções pef'i ódicas por 

bifurcação de Hopf. Uma análise de estabilidade também é feita para um 

modelo do tipo SEIRS, com dinâmica vital e onde a taxa de incidência é 

não linear. A população total também é constante, desde que, por 

hipótese, a taxa de nascimento e a de morte são consideradas iguais. 

Mais tarde, Liu ( 1993) também analisa um modelo do tipo SEIRS, com 

dinâmica Vi tal e população total constante, mostrando que o período 

latente, dependente da fração de indivíduos infecciosos, pode ser 

considerado um possível fator· que causa a periodicidade de doenças 

infecciosas. 

Por sua vez, Swart ( 1989), dando continuidade ao trabalho de 

Anderson et al. ( 1981), obtém condições necessã.rias e suficientes para 

ocorrência de ciclos limites estã.veis pela bifurcação de Hopf, através 

da análise de um modelo do tipo SEI, com dinâmica vital. 

Supondo que a eclosão de mui tas doenças infecciosas ocorrem em 

populações heterogêneas, Hethcote e Van Ark (1987) cor~ideram um modelo 

do tipo SIRS com dinâmica. v i ta.l, onde a população total é constante e 

dividida em subpopulações homogêneas. Modelos epidemiológicos para 

populações heterogêneas também foram considerados por Bailey ( 1975), 

Hethcote {1978), Post, DeAngelis e Travis (1983), Thieme (1983), May e 

Anderson (1984 a,b), Rvachev e Longini (1985), Hethcote e Thieme {1985), 

Travis e Lenhart ( 1987), Busenberg et al. ( 1991). 

Dietz e Hadeler (1988), motivados pelo problema da epidemia da ATDS 

em grupos de risco de uma comunidade heterosexual, generalizam o 

clássico modelo SIS sem imunidade e com dinâmica vital. Indicam como os 

modelos básicos podem ser mais realísticos, supondo contactos 

heterogêneos. 

Podemos observar que uma grande parte dos t-r-abalhos clássicos em 

epidemiologia está restrita a situações onde a população total 

constante. Esta suposição é relativamente válida para doenças de curta 

duração e que têm efeitos limitados sobre a mortalidade. Entretanto. 

para doenças que são endêmicas em comunidades onde possa existir a 

variação populacional, e para doenças que aumentam substancialmente a 

taxa de mortalidade, a suposição acima falha. Exemplos de tais doenças 
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sao a malát~ia, em países desenvolvidos e onde há um crescimento 

populacional e a pandemia da AIDS. Nessas situações, o efeito da 

mortalidade induzida pela doença e a variação populacional não podem ser 

negligenciados. Além disso, estes fatores podem ter uma influência 

crucial no fato da doença alcançar ou não níveis epidêmicos. Atualmente, 

muitos estudos sobre os modelos epidêmicos com variação populacl.onal 

estão sendo formulados. 

Busenberg et al. 

do tipo SIS, onde 

( 1983) fazem uma análl.se para um modelo epidêmico 

a doença pode ser transml. t. ida horizontal e 

verti cal mente. Na transmissão horizontal, os indi viduos suscet i veis 

contraem a doença através do contacto, direto ou indireto, com os 

individuas infectados. Na vertical, os r'ecém-nascidos podem ser 

infectados pela doença no nascimento. Com a hipótese da população total 

não ser constante e a dinâmica vital influenciada pela epidemia, 

apresentam uma análise de estabilidade global do modelo e discutem os 

efeitos epidemiológicos da transmissão vertical. 

Anderson e May (1979), May e Anderson (1979), Anderson et al. 

(1981) propõem modelos com variação populacional e morte induzida pela 

doença. Outros modelos com variação populacional foram analisados por 

Busenberg e Hadeler· (1990), Brauer (1990), Pugliese {1990a,b). Alguns 

modelos para o HIV e AIDS com variação populacional são também 

apresentados por Jacquez et al. ( 1988), Hyman e Staley ( 1988), May et 

al. (1988), Castillo-Chavez et al. (1989). 

Busenberg e Driessche ( 1990), também apresentam um modelo do tipo 

SIRS com dinâmica vital e variação populacional, Através de uma análise 

de estabilidade global do modelo, estabelecem a não existência de 

soluções periódicas. Em alguns casos particulares, os 

AIDS apresentados por Jacquez et al. ( 1988) e por· 

(1989a) podem ser obtidos desse modelo. 

mode 1 os para a 

Castillo-Chavez 

Brauer (1990) faz um alerta na formulação dos modelos do tipo SIR. 

t necessário distinguir as doenças onde existem a recuperação com 

imunidade permanente e as doenças onde os indivíduos são removidos por 

morte causada pela doença. Propõe um simples modelo SIR, sem dinâmica. 

vi t a.l. onde a população é fechada, os indí viduos são removidos por 

morte, a taxa de contacto é não linear e proporcional à densidade 

populacional. Neste caso, a população total {N) não pode ser constante, 
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pois os indivíduos da classe dos removidos por morte não são 

considerados, e tem-se N = S + I. A suposição de que o número de 

contactos é proporcional a população total pode ser apropriada para 

doenças sexualmente transmissíveis (Castillo-Chavez et al. 1989b). 

Pugliese (199Da) também analisa um simples modelo epidêmico do tipo 

SI, onde a transmissão é verti cal e as taxas de morte e de contacto são 

dependentes da dens:idade populacionaL Assume que a doença aumenta a 

taxa de morte e/ou diminui a taxa de nascimento, e como a população 

total varia com a prevalência da doença, sugere que o modelo pode ser 

aplicado para doenças sexualmente transmissíveis e doenças aerógenas. O 

mais simples modelo para a AIDS é deste tipo (May et a.l., 1988al. O 

principal resultado desta análise é que o comportamento qualitativo 

obtido para modelos onde a população total é constante ainda é válido: 

existe um valor limiar, abaixo do qual o equí li brio livre da doença é 

globalmente assintoticamente estável. Acima deste valor limiar, existe 

um equilíbrio endêmico que, por sua vez, é globalmente assintoticamente 

estável. O efeito da vacinação, que dá imunidade temporária ou 

permanente, é também analisado neste trabalho. 

Modelos com variação populacional, considerados por Busenberg et 

al. (1983) e Busenber·g e Driessche (1990), assumem que nascimentos e 

mortes não dependem da população total e, portanto, sem epidemia haverá 

um crescimento populacional exponencial. Este resultado não pode ser 

comparado com o trabalho de Pugliese (1990a). O modelo mais similar foi 

estudado por Anderson et al. { 1981). Eles assumem um crescimento 

populacional logístico (na ausência de epidemias) e a hipótese da LAME 

para a taxa de incidência. A principal diferença com o modelo de 

Pugl lese é que, ao considerarem o per iodo latente onde o indivíduo não é 

contagioso, o equilíbrio endêmico fica ínstável e existem ciclos limites 

estáveis. 

Complementando seu trabalho anterior, Puglíese ( 1990b) propõe um 

modelo epidêmico do tipo SEI com taxa de morte dependente da densidade 

populacional. O efeito do período latente com a variação populacional 

podem produzir oscilações na solução do modelo. Quando a fertilidade dos 

individuas no período latente é igual a dos suscetíveis, existe um valor 

crítico ou limiar. Se por outro lado, os indivíduos no período latente e 

os infecciosos não contribuem com a taxa de nascimento, pode existir um 
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mUl tiplo equi l í. brio endêmico abaixo do valor li miar. Quando a taxa de 

incidênc1.a é independente da densidade populacional, o comportamento 

global fica estabilizado: 

equilíbrio. 

todas as trajetórias convergem para um 

Gao e Hethcote ( 1992) discutem modelos do tipo SIRS e SIS com 

coeficientes de transmissão na forma padrão. A variação populacional é 

descrita por uma equação logística modificada, que inclui um termo de 

morte relacionado à doença. Analisam o modelo SIRS onde a transmissão é 

horizontal. A análise de estabilidade mostra que na ausência da doença a 

população total tende para a capacidade suporte do meio. Se a doença 

está inicialmente presente na população, a população total pode tender a 

zero; tender para um equilíbrio abaixo da capacidade de suporte; para a 

capacidade de suporte; ou então a doença pode il' a extinção ou 

permanecer endêmica na população. Apresentam a mesma análise para o 

modelo SIRS, .incluindo a transmissão vertical. 

Me na Lorca e Hethcote (1992) apresentam cinco modelos 

epidemiológicos do tipo SIRS onde a variação populacional e a morte 

relacionada com a doença são consideradas. Dois processos demográficos 

são analisados: imigração com taxa de morte proporcional à população 

total e taxas de nascimento e morte proporcionais à população total. 

Neste trabalho, eles respondem várias questões sobre modelos 

epidemiológicos com a variação populacional: a doença vai a extinção ou 

persiste 

endêmica? 

na população? Existe 

Como a mortal idade 

uma epidemia ou a 

pela doença (taxa de 

doença permanece 

let.alidade) pode 

afetar a população total e a doença ainda persistir? Como a doença 

progride na população como função do tempo? A doença pode oscilar 

periodicamente ou tende para um estado de equilíbrio? 

Derrick e Driessche ( 1893) generalizam o modelo de Busenberg e 

Driessche (1990). Sob as suposições da taxa de incidência não linear, 

população total não constante e de que os indivíduos recuperados podem 

ser diretamente reinf'ectados, mostram que para uma determinada classe de 

funções de incidência, o modelo do tipo SIRS não apresenta soluções 

periódicas. Mas que, para uma particular função de incidência, as 

soluções periódicas desaparecem por bífut·cação de Hopf. 

Esse tipo de modelo, onde os individuas podem ser reinfectados, é 

clássico para a Tuberculose. Revelle et al. (1969) identificam classes 
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de indivíduos inativos e recuperados que, tendo sido previamente 

infectados, podem tornar-se novamente ativos. Consideram neste trabalho 

um modelo compartimental descr·ito por um conjunto de nove classes de 

populações; e incluem estratégias para o controle da doença, tais como o 

tratamento dos casos ativos, a profilaxia e vacina (BCG)_ 

Com todos esses trabalhos, podemos observar que o comportamento 

assintótl.co das soluções, de um modelo de transmissão de doenças 

infecciosas, não depende somente da formulação epidemiol6gica, mas 

também do processo demográfico nele incorporado. 

Algumas vezes o número de mortes causado pela doença é significante 

e isto afeta a população total. Outras vezes, a variação populacional e 

devido a outros 

população total 

demográficos que 

fatores. Neste caso, não é razoável assumir que a 

é constante, e o modelo deve incorporar aspectos 

forneçam condições para essa variação populacional. 

Dizemos então que o modelo depende da densidade populacional. 

Alguns modelos epidemiológicos, com variação populacional, assumem 

imigração constante e mortes proporcionais à população total. Outros, 

assumem um processo mais natural, onde as taxas de nascimento e morte 

são proporcionais à população total. A desvantagem destes, é que a 

população total cresce ou decresce exponencialmente, exceto quando (JS 

nascimentos e mortes ocorrem em igual taxa. Extinção da população por 

decaimento 

exponencial 

exponencial é demograficamente 

também não é r-eal i ::>ti co, desde 

naturais sempre irão limitar tal crescimento. 

improvável; crescimento 

que os próprios recursos 

Na ecologia, a suposição de que a população das plantas e dos 

animais é afetado por predação, competição, recursos limitados está 

amplamente aceita. Podemos ampliar este conceito: doenças infecciosas 

também podem afetar a população total. 

Na realidade, as doenças infecciosas têm também influenciado a 

variação populacional humana e eventos histórl.cos. O sarampo, em pal.ses 

desenvolvidos, ainda causa mortalidade significante entre as crianças. 

Recentemente, o Vírus da Imunodeficiência Humana (HIV) e o 

desenvolvimento subsequente para a Sindrome da Imunodeficiência 

Adquirida (AIDS) tem aumentado a taxa de morte em vários grupos de risco 

em todo o mundo. 
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Dentro de todo este contexto é celevante, portanto, analisarmos 

modelos epidêmicos com diferentes estruturas demográficas para 

avaliarmos a influência da doe!l-ça na dinâmica populacional. 

MODELOS DA AIDS 

Até agora, vimos que muitos modelos epidemiológicos são formulados, 

tal que, a infecção eclode numa população fechada e constante, ou então, 

numa população constante devldo aos nascimentos e às mortes que são 

balanceadas. 

Mui tas vezes, a suposição da população total ser fechada e 

constante é razoável para modelar epidemias com efeitos limitados sobre 

a mortal idade pois a doença eclode rapidamente e extingue-se num curto 

período de tempo (Hethcote 1976, 1989). Por outro lado, a suposição de 

que a população total é constante com taxas de nascimentos balanceadas 

com a de morte, mui tas vezes, é t~azoável pal'a modelar doenças endêmicas, 

porque têm um longo período de tempo e raramente causam mortes 

(Mena-Lor·ca, Hethcote, 1992 l. 

Entretanto, vimos também que, se o crescimento ou decaimento 

populacional é significante ou se a doença causa um número suficiente de 

mortes, não é razoável assumirmos a população total constante (Gao e 

Hethcote, 1992). 

Apesar disto, uma análise comparativa mostra que os modelos onde a 

população total é constante tem sido muito mais desenvolvidos, porque 

além de suas análises serem menos complexas, eles também podem ser 

suficientemente realísticos, ao modelarem a transmissão das doenças 

infecciosas. 

Atualmente, muitos modelos para descrever a dinâmica da AIDS, têm 

sido propostos Não é somente a Saúde Pública que busca encontrar o 

caminho para se entender a AIDS. São inúmeras as publicações que já 

surgiram, e que ainda surgem no campo da modelagem, para descrever a 
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dinâmica dessa doença. Citaremos apenas algumas dessas publicações, 

mostrando somente a preocupação maior q:ue cada uma tem, para entender ;!L 

dinâmica de transmissão desta. doença. Uma doença nova, onde tudo parece 

ser um gr·ande mistério, e qualquer· novidade r,_ r-espeito é um grande 

motivo para a esperança do entendimento e da cura continuarem existindo. 

Para Dietz (1988) a variável chave para qualquer doença infecciosa 

é o período de infecciosidade, e que este período, para o HIV é de 10 

anos. Pr·opõe um modelo onde a população total é constituÍda por homens e 

mulheres, infectados ou nao, -e que sao divididos em dois grupos: 

sol tei.ros e casados. Os casais são formados quando o homem e a mulher 

estão infectados; nenhum dos dois está infectado; somente um está 

infectado. Constdera as taxas de entrada nas classes dos indivíduos 

solteiros e não infectados. Nesse modelo, a duração do relacionamento e 

o número de contactos sã.o as variáveis mais relevantes. Sugere que numa 

população heterossexual, não se pode ignorar a duração do relacionamento 

e o número de parceiros que um individuo pode ter durante toda a sua 

vida. Fornece uma fórmula explícita para o número de parceiros que é 

necessário para manter a infecção em um nivel endêmico. 

Hyman e Stanley (1988), preocupados com o problema mais urgente da 

saúde pública, que é planejar estratégias efetivas para minimizar a 

destruição causada pela pandemia da AIDS, propõem modelos matemáticos 

simples, para investigar algumas questões a respeito desta doença nos 

EUA. O objetivo desses modelos é poder contribuir com a comunidadt.') 

médica e científica, no sentido de entender e prever a eclosão do HIV em 

diferentes comunidades. Por exemplo, a dissemi-nação do HIV nos EUA e na 

Europa parece ser mais pelo contacto sexual e entre usuários de drogas 

injetáveis, enquanto que o padrão de transmissão na África inclui também 

transfusão de sangue e outros fatores. Consideram que para analisar a 

dinâmica de transmissão do HIV é necessário entender e modelar a 

atividade sexual dos suscetíveis e o comportamento dos usuários de 

dr-ogas injetáveis. Identificam os possíveis fatores de risco para a 

disseminação da epidemia da AIDS: idade, número de novos parceiros por 

ano, número de novos usuários de drogas por ano, densidade populacional, 

grupo social e cofatores. Neste trabalho, sua preocupação maior é com o 

aspecto social, e não com o matemático. 

May et al. (1988a) propõem um modelo para a dinâmica da transmissão 
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do HIV para uma comunidade de homossexuais. Os modelos são 

deliberadamente simplificados, pois o obJetivo é entender como a morte 

por AIDS, resultante da transmissão vertical e horizontal, pode afetar o 

padrão demográfico. A solução analítica do modelo é discutida usando as 

técnicas do plano de fase. Alguns refinamentos do modelo básico são 

adotados, incluindo a estrutura de idade e a transmissão do HIV numa 

população de heter·ossexual. 

Jacquez et al. (1988) propõem um modelo compartimental para a 

eclosão do HIV em populações de homossexuais. A população é dividida em 

subgrupos pelo grau de atividade sexual, e uma taxa de entrada constante 

é considerada para todos os subgrupos de suscetíveis. Da primeira 

irú'ecção até o desenvolvimento da AIDS, o infectado passa por uma série 

de estágios. Os indivíduos aidéticos são considerados isolados, e não 

transmitem a infecção. Incorporam no modelo três fatores que acreditam 

serem os maiores causadores da disseminação do HIV: o padrão de contacto 

entre grupos com atividades sexuais diferentes, o longo período de 

infecciosídade da AIDS e a variação da probabilidade de transmissão 

durante os estã.gios de infecciosidade. 

Massad ( 1989) propõe um modelo determinístico para a epidemia da 

AIDS, onde considera a população de homossexuais de São Francisco. 

Assume em seu modelo a interação homogênea, isto é, a taxa de 

transmissão é proporcíonal à densidade de suscetíveis e à probabilidade 

de encontro desses suscetíveis com os indivíduos infecciosos. Considera 

que o paciente infectado pelo HIV pode seguir um dos três estados 

clínicos: não manifestar qualquer sintoma da doença durante toda a vida 

(soropositivo sadio); desenvolver a doença (em inglês, full blown AIDS) 

ou entã.o manifestar uma l infodenopat ia generalizada e alguns aspectos da 

doença (em inglês, ARC: AIDS Rela.ted Complex). Ainda não é conhecida a 

pr·oporção dos indivíduos no estado clínico ARC que desenvolvem a doença. 

O modelo é o mesmo proposto por Anderson e May ( 1986), com a diferença 

que Massad considera os indivíduos no estado clínico ARC. Essa distinção 

entre AIDS e ARC é um aspecto importante no desenvolvimento do trabalho. 

Castíllo-Chavez et al. (1989a) propõem modelos para populações 

homogêneas, com o propósi te de discutirem a l.mportãncia de três 

parâmetros básicos na epidemiologia da AIDS: a duração do periodo 

latente, o período ínfeccioso e o longo período de incubação. O período 
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latente é o tempo desde a aquisição da doença até o individuo tornar-se 

infeccioso. O periodo infeccioso é o tempo durante o qual o indivíduo 

infectado é capaz de tr·ansmi ti c a doença. E o período de incubação é o 

intervalo de tempo entre a aquisição da doença e o aparecimento dos 

sintomas. AIDS parece ter um curto período latente, longos períodos de 

incubação e de infecciosidade, e uma probabi 1 idade de transmissão mui to 

variável. A duração do período latente é de poucos dias ou de poucas 

semana..s {Anderson et al., 1986 May e Anderson, 1987). 

duração do período infeccioso ainda não é conhecido, os 

E, enquanto a 

indivíduos que 

desenvolvem AIDS têm em média um período de incubação em torno de 66 

meses (Anderson et al., 1986) e 96 meses (Medley et al., 1987). 

Cast.íllo-Chavez et al. neste trabalho, que é uma generalização de 

Anderson et al. (1986) e May e Anderson (1987), consideram uma população 

de homossexuais onde a interação é homogênea. Por hipótese, existe uma 

taxa de imigração constante de novos suscetíveis que é independente do 

número de infecciosos. Assumem que o período de incubação da AIDS 

obedece uma distribuição exponencial negativa. Esta suposição é depois 

generalizada ao assumirem que a duração desse período obedece uma 

distribuição arbitrâria. O longo período de incubação não implica em 

soluções periódicas e a doença desaparece ou per·manece endêmica na 

população. Estabelecem os critérios limiares para a persistência da 

doença na população e analisam a estabilidade do equllibrio endêmico e 

do equilíbrio livre da doença. Também determinam, quando possível, as 

condições necessárias e suficientes para a persistência do HIV na 

população. 

Castillo-Chavez (1989c) faz uma revisão sobre recentes modelos que 

descrevem a dinàmica de transmissão da AIDS. Salienta a importância de 

certos fatores de transmissão do HIV e que estão relacionados com a 

heterogeneidade da população, tais como, preferência sexual (homo, bi e 

heterossexual), grau e tipo de atí vi.dade sexual (número de parceiros, 

duração de um relacionamento, sexo anal), estrutura de idade (o grau da 

at tvidade sexual pode ser função da idade), usuários de drogas 

injetáveis e o compartilhamento de agulhas contaminadas, e fatores 

sócio-económicos e culturais. Apresenta três modelos matemáticos que 

investigam a importância de fatores epidemiológicos que, segundo ele, 

podem ser cruciais na dinâmica da AIDS: período latente, longo período 
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de infectividade, a i.nfectividade variável e a alta porcentagem de 

portadores assintomáticos. Inicialmente apresenta um de seus modelos 

(Cast.illo et al. 1989a) onde a população é homogênea, e onde a atenção 

está voltada para o longo período de incubação da AIDS. Entretanto, como 

para a AIDS não é suficiente considerar a interação homogênea, uma 

versão simplificada do modelo de Dietz e Hadeler (1988) é apresentada. 

Finalmente, sob a suposição de que os indivíduos com múltiplos parceiros 

são usualmente os primeiros a serem infectados, e são as maiores fontes 

de transmissão da doença, apresenta uma versão simplificada de um modelo 

de Hyman e Stanley (1988). Além destes modelos, inclui também um 

trabalho de May e Anderson ( 1989b), que é uma revisão de dois de seus 

próprios trabalhos, May, Anderson e McLean ( 1988a, 1989a). 

Harrison ( 1989) anal i.sa o número de casos de AIDS diagnosticados 

desde 1981 (quando surgiram os primeiros casos) até 1985, com o 

propósito de entender a atual e futura tendência. da doença. Entre a 

metade de 1981 e metade de 1986, cerca de 21000 casos de AIDS foram 

diagnosticados nos 

incidência da AIDS, 

com um crescimento 

EUA. Baseando-se nesses dados cumulativos sobre a 

Harrison mostra que a epidemia parece ter começado 

cúbico, ao invéz da suposição de crescimento 

exponencial, que é consequência da maioria dos modelos epidêmicos, A 

questão da influência do longo período de incubação não é a sua maior 

preocupação desde que, segundo ele, AIDS é uma doença nova e as 

suposições apresentadas a esse respeito não foram analisadas por mais 

que 9 anos, e por isso a estimativa desse período é difícil. Assume que, 

em média, o período de incubação é de 8-10 anos" Preocupa-se como deve 

ser a taxa de infecção, depois que a epidemia começa a se desenvolver. 

Murray (1989) descreve dois simples modelos propostos por Anderson 

et al. {1986). Tais modelos são importantes sob o aspecto pedagógico e 

não incluem nenhum novo fator que poderiam torná-los mais realísticos. O 

maior problema da AIDS é o seu longo período de incubação, isto é, o 

tempo quando o paciente é diagnosticado soropositivo até que manifeste 

os sintomas da AIDS. Segundo Murray, isto se reflete na disseminação da 

doença. Em um dos modelos considera a evolução da doença no tempo, entre 

os indivíduos infectados e os individuas aidéticos. No outro modelo, 

existe uma taxa de .imigração constante de suscetl.veis, a população 

total, que não é constante, é dividido em suscetíveis, homens 
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infecciosos, aidéticos e os soropositivos. Nos dois modelos a interação 

é a homogênea e eles são aplicados em uma comunidade de homossexuais e 

de bissexuais de São Francisco (EUA). 

O pro pós i to de Artzrouni ( 1990) é examinar rigorosamente a relação 

entre as curvas epidêmicas, as densidades de novos HIV-+ e de novos casos 

de AIDS, descritas pela equação de Hyman e Stanley {1988). Devido ao 

período de incubação entre a infecção pelo HIV até o início da AIDS, 

tais densidades estão separadas, uma da outra, por um intervalo 

aproximadamente igual ao periodo médio de incubação da AIDS. Recentes 

estimativas sugerem que esta média está entre 8 e 10 anos, embora 

acredite-se que ele pode ser mais longo: 15 anos ou mesmo 18 anos. Uma 

análise de sensibilidade para o número de casos de AIDS, para o período 

médio de incubação sã.o também apresentadas. 

Com o propósito de extender o trabalho de Jacquez et al. ( 1988), um 

modelo da dinâmica de transmissão do HIV é proposto por Lin ( 1991a). 

Jacquez et al. mostram, como na maíorl.a dos modelos epídêml.cos, que a 

condição limiar é obtl.da da matriz jacobiana avaliada no equilíbrio 

livre da doença, e que a instabi 1 idade do equilíbrio trivial é o fator· 

chave par·a a eclosão de uma epidemia. Entretanto, devido às inúmeras 

subpopulações incorporadas no modelo, torna-se mui to difici 1 mostrar a 

estabilidade local e global do equilíbrio endêmico. Para provar este 

resultado, Lin aplica um outro método que completa a prova de Jacquez 

sobre a estabílidade local do equilíbrio endêmico. Mostra também a 

equivalência da sua condição limiar com a obtida por Jacquez. 

Hethcote et al. ( 1991 a, b) propõem um modelo que descreve a 

disseminação do HIV e o subsequente desenvolvimento para a AIDS numa 

população de homossexuais de São Francisco. Devido ao fato de mais de 

85% dos casos de AIDS terem ocorrido entre homossexuais o modelo não 

inclui a transmissão entre homossexual e bissexual, entre parceiros 

heterossexuais ou usuários de drogas injetáveis. A dinâmica do modelo 

envolve a infecção de suscetíveis através do contacto sexual com 

parceiro HIV+, a progressão dos vâ.rios estágios até o individuo 

t.ornar~se aidético e morrer. Os parâmetros do modelo são cuidadosamente 

definidos em termos epidemiológicos, tais como o número de parceiros por 

mês, a proporção em que a parceria resulta em transmissão e a 

infecciosídade do individuo infectado nos vários estágl.os, até chegar a 
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AIDS. Uma atenção maior é dada na estimação dos parâmetros (1991 a). 

Existe uma variabilidade na quantidade e qualidade dos dados usados para 

estimar os valores dos parâmetros. Usualmente é possível dar uma 

estimativa a priori desses valores, que na maioria dos modelos 

epidêmicos, são fixos. Entretanto, sob a suposição de que podem existir 

outros valores dos parâmetros onde a simulação pode ser satisfeita, uma 

análise de sensibilidade dos parâmetros é apresentada (1991b). 

Simulações onde o tratamento com o AZT é adotado, são também testadas. 

Lin ( 1991 b) propõe um modelo para a transmissão do HIV numa 

comunidade de homossexuais. A população sexualmente ativa é dividida em 

subpopulações; os indivíduos aidéticos são considerados muito doentes, e 

não fazem parte da transmíssã.o do HIV; existe uma taxa constante de 

migração em cada subpopulação de suscetíveL Em populações homogêneas, 

Anderson et al. (1986) consideram um modelo similar: assumindo 

entretanto, que nem sempre a infecção por HIV, tem o subsequente 

desenvolvimento para a AIDS, incluem no modelo a classe dos 

soroposítívos sadios. Uma extensão deste modelo também f"oi estudado por 

Castillo-Chavez et al. (1989 a). Muitos resultados têm sido obtidos para 

modelos onde a população é heterogênea. Como exemplo, o trabalho de 

Jacquez et al. (1988), que foi depois extendido por Lin (1991a). Neste 

trabalho, Lin ( 1991 b) também discute um modelo de transmissão do 

HIV/AIDS par·a populações heterogêneas. Sob certas restrições, quando o 

equilíbrio 

equilíbrios 

livre da 

endêmicos. 

doença 

Isto 

ínstável, podem existir 

indica que a estabilidade do 

múltiplos 

equil i brio 

livre da doença não pode ser escolhido como uma condição de limiar. Este 

resultado ,jâ não é verdadeiro para populações homogêneas. Além disso, o 

modelo é sensível a todos os parâmetros, mais especificamente à taxa de 

transmissão. É mostrado que consideraveís variações nesta taxa podem ser 

a causa dos múltiplos equilíbrios endêmicos. 

Pugliese (1991), seguindo o trabalho de Castillo-Chavez et al. 

(1989d) e Jacquez et al. (1988), considera um modelo do tipo SIR para a 

dinâmica de transmissão da AIDS com a população total vari.ando, 

mortalidade l.nduzída pela doença e taxa de contacto dependente do 

tamanho populacional. Cada população é dívidida em vários grupos, que é 

homogêneo, com uma taxa de imigração na classe dos indívíduos 

suscetiveís. Este último aspecto é interessante para grupos tais como 
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homossexuais e usuários de drogas. Assume que a probabilidade de 

infecção, de um contacto entre susceti vel e infeccioso, depende da idade 

do individuo infeccioso. Un (1991 a) analisa um modelo simplificado de 

Pugliese: ao invéz de usar a infecção por idade, ele usa, como em 

Jacquez et al. (1988), um número finito de estágios. 

Lin et a..L 0993) formulam um modelo para a transmissão do HIV para 

uma população de homossexuais com variação populacional, taxa de 

migração na classe dos suscetíveis e com estágios de progressão para a 

AIDS. A análise do modelo inclui a ident..lficação dos valores limiares e 

estabelece critérios que determinam se a população total decresce ou 

cresce exponencialmente, respectivamente para zero ou para o infinito. 

Não temos visto até agora modelos que analisam a interação de 

doenças. Em trabalho recente, juntamente com Massad et a.l. (1993), 

apresentamos um modelo compart.imental complexo que descreve a interação 

entre duas doenças: AIDS e TUBERCULOSE (TB) numa mesma população de 

hospedeiro. 

A estrutura do modelo demanda a inclusão de uma série de 

compartimentos que representam os estados de co-infecção. Por exemplo, 

consideramos compartimentos que descrevem a dinâmica da TB na presença 

da infecção do HIV. Outros compartimentos representam a fração de 

indivíduos infectados pelo HIV. Entre eles, o compartimento daqueles 

indivíduos HIV+ que não desenvolvem AIDS, a menos que sejam infectados 

pelo bacilo da TB, o Mycobacterium tuberculosis (MTB). São os 

soropositivos sadios que, embora não universalmente aceitos, foram 

considerados neste estudo teórico. Há ainda aqueles individuas na 

condição de AJDS-Related-Complex (ARC), que também são questionáveis 

epidemiologicamente, desde que eles desenvolvem AIDS da mesma maneira 
+ que os HIV . Também consideramos a possibilidade de uma fração de 

indivíduos permanecerem na condição de ARC na ausência da co-infecção. 

Os resultados simulados numericamente mostram que a patogenicidade 

do HIV aumenta com a presença da TB e vice-versa. A análise de 

sensibilidade mostra que o coeficiente de transmissão do HIV é o 

parâmetro mais sensível. A prevalência de AIDS é mais alta na presença 

de TB, onde as análises de risco relativo demonstram uma influência 

muito mais forte da AIDS sobre a TB, do que a de TB sobre AIDS. 
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Apesar de ainda ser uma simplificação da realidade epidemiológica, 

esse modelo é composto por dezessete compartimentos que descrevem quase 

todas as subpopulações que podem estar envolvidas nestas duas infecções. 

É importante salientarmos que foi possível apenas uma análise numérica, 

já que a análise qualitativa do sistema ficou muito complexa devido ao 

grande número de compartimentos, ou melhor, ao grande número de equações 

e à não 1 inear·idade delas. 

Diante da impossibilidade de uma análise mais rigorosa do modelo de 

Massad et al. (1993), o qual tomamos como padrão, propomos neste 

trabalho modelos determinísticos mais simples onde é possível analisar 

qualitativa e numericamente, a dinâmica da interação entre essas duas 

infecções distintas numa mesma populaçã.o de hospedeiro: a SfNDROME DA 

It1UNODEFICI!NCIA ADQUIRIDA (AIDS) e TUBERCULOSE (TB), 

O que caracteriza nossos modelos é o fato deles serem modelos 

simplificados do modelo de Massad et al. (1.993), onde as subpopulaç5es 

são agrupadas de acordo com suas caracterist.icas mais comuns. Por 

exemplo, consideraremos apenas dois compartimentos de indivíduos 

infectados pelo virus do HIV, os indivíduos HIV+ sem TB e os HIV+ com TE 

latente. As classes de todos os tipos de AIDS são também agrupadas em 

apenas dois compartimentos: os aidéticos sem TB e os aidéticos com TB 

doença. 

São modelos com dinâmica. vi tal que simulam a situação de um 

presidia. A população total é relativamente constante no tempo, isto é, 

a entrada dos indivíduos no presídio e o fluxo de saída, por morte ou 

cumprimento da pena, ocorrem em igual taxa; e todos os indivíduos que 

integram o sistema, são suscetíveis. 

Embora o realismo epidemiológico possa ficar um pouco prejudicado 

com estas simplificações, sob o ponto de vista matemático, os modelos 

tornam-se mais "tratáveis". Isto significa, que além de simulações 

computacionais, uma análise qual itat.i va a respeito da estabilidade do 

sistema pode ser feita sem que se perca em demasia a generalidade da 

realidade epidemiológica. 

Salientamos que os modelos aqui apresentado, assi.m como o mod€lo 

citado anteriormente (Massad et al., 1993) são os primeiros a discutirem 

interações entre duas doenças sendo, sob o ponto de vista 

epidemiológico, bastante "ousados". Por outro lado, são também o ponto 

20 



de partida para estudos de mui tas co-infecções, isto é, infecções que 

ocorr·em simultaneamente no indivíduo e que até hoje foram analisadas 

separadamente. 

Inicialmente, a análise é !'estrita à determinação e estudo da 

estabilidade do ponto de equilíbrio trivial, que é o caso em que não hâ 

doença na população (CAP. 1). Esta análise possibilita a determinação de 

valores que são os 1 i miares de certos parâmetros, de tal forma que acima 

desses ' .. .. 1m1ares a doença persistirá na população e abaixo, irá a 

extinção. 

Se existe a doença na população, isto significa que pode existir um 

equi 1 íbrio endêmico ou pontos de equi 1 i brio não triviais que descrevem 

os diferentes estágios da interação entre essas duas infecções. Além de 

determinarmos os tipos de pontos de equil Íbrío através da extinção de 

compartimentos no equil.Í.brio (técnica de erradicação), também faremos a 

análise de estabilidade, determinando a região de estabilidade de cada 

um desses pontos, em função de dois parâmetros básicos (CAP.2). 

Como os parâmetros do modelo são obtidos de forma indireta, através 

da literatura existente, mostramos pela análise de sensibilidade 

(AP.tNDICE) qual parâmetro ou quais parâmetros do modelos são mais 

sensíveis, ou seja, se pequenas alterações nos valores dos parâmetros 

acarretam em mudanças significativas nas soluções do modelo. 

Se pela técnica de erradicação foi possível a análise do modelo 

global que descreve a interação entre AIDS e TB; pela técnica do 

agrupamento (CAP. 3) obtivemos dois modelos aglutinados, simplificando o 

modelo anterior: um modelo que enfatiza a dinâmica da AIDS e outro onde 

prevalece a dinâmica da TB. Aqui também é feita a análise de 

estabilidade dos pontos de equilíbrio triviais e não triviais mostrando 

que, de certa forma, os modelos aglutinados podem recuperar os mesmos 

pontos de equilíbrio não triviais do modelo global. 

Por fim, são apresentados modelos mais realísticos com entr-ada de 

indivÍduos nos compartimentos dos susceptíveis e HIV positivos (CAP.4) e 

val"idados através dos dados coletados pela médica Marizete M. C. 

Ferreira em uma pesquisa realizada na Penitenciária Feminina de São 

Paulo. Os 350 participantes do estudo sao mulheres que estão na 

Penitenciária desde o primeiro dia da pesquisa e que foram 

entrevistadas, examinadas e acompanhadas durante um período de 14 meses 
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(outubro de 1992 a novembro de 1993) (Ferreira et al., 1993). 

Uma pesquisa feita pela revista "ISTOÉ'' também revela alguns 

númer·os sobre a AIDS na Casa de Detenção de São Paulo, onde existem 

aproximadamente cinco mil presidiários: 

41% dos presos tém menos de 25 anos e 20,8% deles são 

soropos i ti vos. 

65% dos presidiários são paulistas, sendo que 18% estão 

contaminados pelo HIV. 

52% dos presos que são usuários de drogas injetáveis são 

soropositivos. 

- 27,5% dos detentos que se dizem homossexuais ou bissexuais têm o 

vírus HIV. 

- 22% dos presidiários que têm histórico de doença sexualmente 

transmissível estão infectados. 

- 91,4% dos presos estão há menos de cinco anos na prisão. Destes, 

17,5% são portadores do HIV. 
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CAPITULO - 1 

1. 1. FORMULAÇÃO DO MODELO 

Já foi discutido anteriormente que, ao formularmos um modelo 

complexo onde consideramos os diferentes estágios de interação das 

infecçOes AIDS e TB, obtemos um modelo compartimenta.l que melhor se 

aproxima da realidade, mas onde a análise qualitativa tornou-se inviável 

(cf. Massad et al., 1993). Objetivando um tratamento mais rigoroso do 

ponto de vista matemático, sem perder substancialmente o realismo 

epidemiolÓgico, 

simplificado. 

procuramos formular um modelo determinÍstico 

Neste contexto, propomos um modelo de sete compartimentos, e que 

representa de forma simplificada os estágios das duas infecçÕes (AIDS e 

TB). É conveniente salientarmos que, mesmo à distância, a realidade 

epidemiológica ainda fornece as direções para a análise matemática ser 

viável, e que todas as suposições do modelo mais simplificado estão 

fundamentadas no modelo mais complexo. 

Uma hipótese importante deste trabalho é que o modelo a ser 

analisado está representando situações como presídios (ou instituições 

mentais), e por isto, a população total permanece sempre constante. Tal 

situação pode ser justificada se consideramos que a maioria dos 

presidias brasileiros estão constantemente lotados. Quando um 

presidiário cumpre sua pena ou falece, o lugar é prontamente preenchido 
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de tal forma que a variação populacional é nula. 

O fluxo de entrada dos indivíduos é dependente do número de 

indivíduos que cumpre a pena ou falece. A suposição do fluxo de entrada 

ser somente na classe dos suscetíveis a ambas as infecções é 

relativamente forçada; mas ineviUi.vel, quando não se tem estatísticas do 

estado de saúde dos detentos ingressantes. Além disso, em um primeiro 

estágio da modelagem, a nossa intenção é a de analisarmos a situação 

mais otimista possível: cada indivíduo entra no presídio sadio, e ao 

longo do tempo vai se infectando. 

Por sua vez, a população total (N) é dividida basicamente em três 

classes: 

(S} a classe dos indivíduos suscetíveis a ambas as infecções, isto 

é, aqueles indivíduos que podem ser infectados pelo vírus do HIV ou pelo 

bacilo da TB; ou então aqueles indivíduos que já foram infectados pelo 

bacilo da TB e que são suscetíveis somente ao HIV. 

(I) a classe dos infectados, isto é, daqueles indivíduos que podem 

ou não estarem manifestando os sintomas das doenças, e são capazes de 

transmiti-las aos suscetíveis. 

(R) a classe dos individuas doentes, isto é, dos indivíduos que 

tendo contraído uma das doenças, morrem; se recuperados, não adquirem 

imunidade permanente, e podem reat i var a doença (os tuberculosos). 

Também já foi comentado que o modelo que propomos neste tr-abalho é 

com dinâmica vital. t: claro que o comportamento assintótico para os 

modelos, com ou. sem dinâmica vital, é diferente. Por exemplo, um modelo 

SIR sem dinâmica vital pode ser apropriado para descrever a eclosão de 

uma epidemia durante um curto período de tempo, enquanto que o SIR com 

dinâmica vital pode ser apropriado para epidemias com longos períodos de 

tempo, que é exatamente o nosso caso de estudo. 

O modelo supõe que o padrão de transmissão para ambas as infecqões 

é a interação homogênea, isto é, os indivíduos infecciosos estão se 

"misturando" uniformemente com os suscetiveis em toda a população e o 

coeficiente de transmissão das doenças é proporcional ao número de 

"encontros" entre suscetíveis e infectados (LANE). Se a doença é 

sexualmente transmissível (AIDS), a probabilidade de se adquirir a 

infecção é proporcional a densidade relativa de infectados na população 

e, se a infecção é aerógena (TB), tal probabilidade fica proporcional a 
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densidade absoluta de infectados. Convém salientar que a transmissão de 

infecções sexualmente transmissíveis depende não só da densidade de 

infectados na população, mas também do número médio de parceiros sexuais 

dos indivíduos suscetíveis, caso a infecção ocorra via contacto sexual. 

Neste modelo todas as formas de transmissão pelo HIV, seja via 

contacto sexual, injeção de drogas ou transfusão de sangue estão 

implicitamente representadas pelo coeficiente de transmissão pelo HIV 

(~) que, consideraremos constante, numa primeira aproximação. 

Assumimos, portanto, que os indivíduos suscetíveis são infectados 

pelo HIV através de todas as formas possíveis e desenvolvem AIDS; e os 

indivíduos com TB ativa desenvolvem AIDS quando infectados pelo HIV 

(esta hipótese, defendida inicialmente pelos americanos, tem gerado 

atualmente algumas controvérsias), 

Consideramos que os pacientes aidéticos, por estarem muito doentes, 

são isolados e portanto não contagiam outros detentos, Por outro lado, 

como todos os casos de TB ativa são infecciosas, os individuas aidéticos 

que estão com TB doença, são capazes de transmitir a infecção por TB aos 

indivíduos que estão aidéticos. 

É importante não nos esquecermos que este modelo está sendo 

proposto para analisarmos a interação entre AIDS e TB num presídio; que 

a infecção por HIV é transmitida somente por índividuos que são HIV 

positivos, e a infecção por TB por indivíduos com tuberculose ativa. 

A FIG. 1 mostra o diagrama de blocos representando a estrutura do 

modelo compartimental. 
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Consideraremos duas classes de indivíduos suscetiveis. Uma classe 

X 
1 

representada por composta pelos indivíduos sadios, suscetíveis a 

ambas as infecções. A outra, representada por X . formada por indivíduos 
2 

suscetíveis somente ao HIV e que, no passado, já foram infectados pelo 

bacilo f1ycobacterlwn tuberculosis (l·ITB). Em outras palavras, os 

individuas X não têm o !fTB, já que nunca foram infectados por ele; 
1 

enquanto que os indivíduos pertencentes à classe X
2 

tiveram pelo menos 

urna vez esse contacto e são, portanto, portadores do bacilo. 

Definimos :\ como o coefici<-mte de transmissão da TB; e {3 como o 

coeficiente de transmissão do HIV. Sendo assim, indivíduos de X 
1 

adquirem a infecção por TB, a uma taxa de À indivíduos por unidade de 

tempo e a infecção por HIV a uma taxa de B indivíduos por unidade de 

tempo, Uma vez infectados pelo MTB, os indivíduos de X
2 

podem reativar a 

sua TB latente a U!lk'l taxa (}, ou então adquirirem a infecção por HIV a 

uma taxa ~· Os casos ativos de tuberculose (Tb} podem r·ecuperar-se 

espontaneamente a uma taxa p 

Uma classe de indivíduos HIV positivo (HIV+) é r·epresentada pelo 

compartimento Y
1 

Estes indivíduos poderão desenvolver AIDS (A) depois 

de um período de incubEU;ão 1/w ou, se infectados pela primeira vez pelo 
- . MTB, poderao tornar-se HIV com TB latente, Y , 

2 

Indivíduos Y
2 

l.rão desenvolver AIDS depois de um período de 

incubação 1/t;", ativando a TB doença (Atb). Pacientes aidéticos (A) sendo 

suscetiveis'a infecção por TB, poder·ão adquiri-J.a a uma taxa À. Os 

indivíduos do compartimento Atb são pacientes aidéticos com TB doença. 

Sob a hipótese de que a população total se mantém constante, os 

indivíduos imigram para o sistema a uma taxa de entrada ;r, Neste 

trabalho, tais indivíduos são considerados inicialmente sadios e 

portanto, suscetíveis a ambas as infecções. 

Finalmente, as taxas fl, a e e que representam, respectivamente, 

fluxos dos indivíduos que saem da cadeia (por morte natural ou por 

cumprimento de pena), letalidade por AIDS e letalidade por TB. 

Todas as taxas de transição do modelo são positivas e seus valores 

são inicialmente estimados da literatura existente, com exceção dos 

coeficientes de transmissão (~ e À}. Embora todas as outras taxas possam 

ser medidas, qualquer estimativa direta desses coeficientes é 

provavelmente impossível, pois eles são decorrentes dos diferentes graus 
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de ir,timidade de contacto entre os diversos grupos de infecciosos e 

suscetíveis da população. Entretanto, em situações de equilíbrio, podem 

ser determinados de estudos sorológicos ou casos de notificação. 

Considerando que o número total de indivíduos no sistema é 

constante em cada instante, podemos trabalhar com o modelo normalizado 

onde os valores de cada compartimento são proporcionais à populaçã.o 

total (N = 1). 

1. 2. O MODELO 

A dinâmica do modelo é descri ta pelo seguinte sistema de equações 

diferenciais ordinárias não lineares de primeira ordem: 

dX 
1 + X Tb 

"" 
= " - ~ X (HIV ) - À 

- " X 
1 1 1 

(L2.1l 

dX 
2 pTb+i\ X Tb - ~ X

2
(HIV+) (~ + Jd X 

-~ = -
1 2 

{1.2. 2) 

dTb 
X - ~ Tb (HIV+) (p+f..1+8) Tb 

-~ = ~ -
2 

í 1.2.3) 

dY 
1 

{3 X (HIV+) - À y Tb - (Jl+úl) y 
~ 

= 
1 1 1 

( 1. 2. 4) 

dY 
2 

{3 X (!!IV+) + À Y Tb (Ç+") y 
~ 

= -
2 1 2 

(1. 2.SJ 

dA y - i\ A Atb - (J.l+O:) A 
~ 

= '" 1 
(L2.6) 

dAtb 
E y + i\ A ATb + ~ Tb (HIV+) ( IJ.+o:+8) Atb 

~ 
= -

2 
(1.2. 7) 

onde 

Somando as equações (1.2. 1) a (1.2.7), obtemos: 
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dN 
"dt 

nula, 

= y - JJ- (X+ X+ Tb + Y + Y + A + Atb) - 9 (Tb+Atb) - a (A+Atb) 
1 2 1 ~2 

No presidia a 
dN 

= o ' dt 

população total e constante; portanto sua variação é 

e devemos ter: 

õ "" 1J. (X+ X+ Tb + Y + Y + A + Atb) + e (Tb+Atb) + o: (A+Atb} 
1 2 1 2 

íL2.8) 

As equaçôes podem ser normalizadas di vidlndo-se cada uma delas por 

N; isto e qui vale a considerar N igual a um. A única diferença entre as 

equações não normalizadas e as normalizadas ocorre nos parâmetros que 

multiplicam os termos não lineares ((3 e À). Como 

X + X + Tb + Y + Y + A + Atb = 1 , 
1 2 1 2 

temos 

X= 1 - (X+ Tb+ y + y + A + Atb) = 1 - L 
1 2 1 2 

E o sistema normalizado fica reduzido a seis equações: 

dX 
2 

cr;:-

dTb 
cr;:-

dY 
1 

dt. 

dY 
2 

cr;:-

dA 
cr;:-

dAtb 
dt 

p Tb + A (1- l:l Tb - ~ X (HIV') ( <J+j.t) X = -
2 2 

X - {3 Tb = ~ 
2 

{HIV+) - (p+p.+B) Tb 

= [3 I 1 - l: I (HIV+) - À y Tb -
1 

(Jl+W) y 
1 

~ X (HIV+) + À Y Tb II;+MI y = -
2 1 2 

y - À A Atb (f.!+O:) A = w -
1 

= E Y
2 

+ i\ A ATb + (3 Tb (HIV-t-) - (J1+o:+9) Atb 

(1.2.9) 

As equações (1.2.9) e (1.2.8) juntamente com o sistema acima serão 

denotados por NATB. 
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O objetivo do próximo capítulo é deter~minar o ponto de equilÍbrio 

trivial e os pontos de equilí.brio nao triviais do modelo, representado 

pelas equações (1.2.1) a (1.2.7), analisar a estabilidade e apresentar 

as condições de existência para cada um destes pontos. 

Apesar de simplificado, o nosso modelo ainda é nao linear, e a 

determinação dos pontos de equilíbrio não triviais que, à primeira vista 

pode nos parecer fácil e simples, na verdade não o é. Uma forma de 

contornarmos esta não linearidade é analisarmos o sistema normalizado 

MATB, introduzindo simplificações de carácter biológico. 

Por exemplo, é bastante natural supormos que pode existir um 

estágio onde toda a população é sadia, e onde o ponto de equilíbrio 

trivial P = (0,0,0,0,0,0) é estàvel; ou um estágio onde a TB seja 

extinta, isto é, onde as coordenadas do ponto de equilíbrio não trivial 

estável sao formadas somente por indivíduos que nunca entraram em 
• • contacto com o bacilo da TB: P = (O,O,Y
1
,0,A ,0). 

Que pode existir, também, um estágio onde a AIDS seja extinta da 

população, implicando em um ponto de equilíbrio não trivial estável onde 

-as coordenadas na o nulas sao aquelas que representam somente 

indivíduos que não estão infectados pelo HIV, P 

então um ponto de equilíbrio não trivial estável 
• • estágios existentes entre AIDS e TB, P = {X , Tb , 
2 

Isto posto, resta-nos então uma pergunta e 

• • 
" (X , Tb ,0,0,0,0) 

2 

que descreva todos 
• • • • y 
I ' 

X 
2' 

A ' Atb L 

que no desenvolver 

os 

ou 

os 

do 

capítulo será respondida: será que só é estável o ponto de equilÍbrio 

que biologicamente parece viável, ou isto não é verdade? 



É interessante observarmos que, quaisquer que sejam os possíveis 

estágios de interação entre as duas infecções, os pontos de equilíbrio 

retratam a dinâmica de uma interação, seja ela negativa ou positiva, 

entre duas infecções distintas num mesmo hospedeiro. 

Interação negativa é aquela onde a situação atingida caracteriza-

se pelo fato de uma população afetar o crescimento ou a taxa de 

mortal idade 

específica, 

da outra: predação, parasitismo ou 

que é o caso onde uma doença prevalece 

competição inter

sobre a outra. Na 

positiva, a interação de populações distintas resulta em beneficio e, 

consequentemente, o estado de equilíbrio atingido resulta em 

coexistência estável: comensalismo, cooperação e mutualismo, que é o 

caso onde as duas doenças coexistem no mesmo hospedeiro. 

Inicialmente, a análise do modelo HATB, que simula a 

endêmica de um presídio, fica r·estrita à estabilidade do 

situação 

ponto de 

equi l íbr·io trivial, 

(estado livre das 

isto é, o ponto onde todos os indivíduos são sadios 

"limiares" dos 

doenças l. 

coeficientes 

Desta análise, 

de transmissão 

determinamos os valores 

da AIDS e TB, os quais 

fornecem condições para a erradicação das doenças ao longo do tempo. 

Em seguida, a determinação e análise de estabilidade dos pontos de 

equilíbrio não triviais do HATB também fornecem as condições necessárias 

para que as doenças existam e, além disto, persistam na população ao 

longo do tempo. 

Por fim, com a hipótese de que a população total se mantém 

constante, a análise feita para o HATB pode ser então estendida para o 

sistema representado pelas equações (1.2. 1) a (1.2. 7). 



CAPITULO - 2 

2. L ESTABILIDADE DO PONTO DE EQUILÍBRIO TRIVIAL 

Neste estudo inicial estamos preocupados em obter condições 

limiares, que favoreçam a extinção das duas doenças existentes no 

presidia. Desta forma analisaremos somente o ponto de equilíbrio trivial 

P = (0,0,0,0,0,0) do !1ATB que é quando toda população está sadia: 
et 

X = N = 1. Neste ponto, temos r= J1. (cí. 1.2.s1. 

' 
A matriz de 1 inear i zação em p " et 

(0, O, 

matriz jacobiana: 

-(O'+tJ-) \+p o () 

" -(p+JJ-+8) o o 

M p 
() o !)- ( /J.+W) ~ 

" et o o o -(Ç+Ml 

o o w o 
o o o ç 

cujos autovalores são 

À " - (M + f') 
' 

À " - (M + a) 
2 

À " -(M + a + el 
3 

À " ,B - (jl+w) 
4 
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O, O, O, 0) é dada pela 

o o l o o 
o o 
o o 

-(fl+IX) o 
o -(J.l+o:+B) 

(2.1.1) 



Além dos autovalores À e À da matriz 
5 6 

[ -(ff+,..d 
À+p ] 

B = 
~{ p+f1+0). ~ 

que são negativos ou têm parte :real negativa se, e somente se, o traçc 

da matriz B for negativo e o seu determinante positivo. Mas, 

traço B""'- [(v+/1) + (p+J.i+B)] 

é sempre negativo, pois os parâmetros são todos positivos, e 

det B = (ff+Jl) (p+/J+B) - LHp) o-> O 

implica na desigualdade 

À < f1 (p+f1+B) + o- [/1~ 
~ 

(2, 1.2) 

Como todos os parâmetros são positivos, temos que os autovalores A 

(i=1,2,3) são negativos e A= {3. - (p.+w) será negativo se, 
4 

Portanto, o P = (0,0,0,0,0,0) será assintoticamente estável se, e 
•' 

somente se, as desigualdades (2.1.2) e (2. 1.3) são simultaneamente 

satisfeitas. 

Epidemia logicamente isto significa 

valores ( {3 E' À l) tal que, se o < 

serão extintas. Acima desses 

persistirão e o P será instável. 

"' 

~ < ~l 
valores, 

que deve existir um par de 

e o < À < ,,, ambas as doenças 

urna das doenças ou ambas 

Este conceito está i nt imament.e 1 i gado ao Teorema do Limiar, tratado 

pela primeira vez por Kermack e Mckendrick (1927). Esse teorema 

refere~se ao fato de que deve existir uma densidade populacional mínima 

de suscetíveis, abaixo da qual uma epidemia pode extinguir-se. 

Ora, se existe o coeficiente de infecção, e se a transmissão da 

doença depende do número de suscetíveis e do número de infectados 

dentro da população, por consequência deve P.Xistir também um valor 

minímo desse coeficiente, para que haja a tr·ansmissão efetiva da doença 

entre os suscetíveis e infectados. Mais precisamente, devem existir 

valores mínimos dos coeficientes de transmissão por HIV e por TB para 
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que as doenças progridam na população. A partir de agor-a estes valores 

serão denotados por ".>..limiar" e "[3 limiar", 

e M (p+p+e) + ~ CM+e) 
(T 

.\.e_ e (3J'_' respectivamente: 

(2.1.4) 

Em relação a esses valores limiares temos os seguintes casos: 

(1) ~ < ~, e À < À e (F!G.2) 

P é assintoticamente estável, e X tende a 1 quando t 
et 1 

cresce. 

(2) {3 < f3g e (FIG. 31 

Existirá um ponto de equilíbrio onde Irão existir somente as 

populações de suscetíveis CX) e de tuberculosos (Tb), já que o 

coeficiente de transmissão por HIV está abaixo do limiar. 

(3) (3 > {3e e (F!G.4) 

Indivíduos HIV+ sem tuberculose latente (Y ) e indivíduos 
l 

aidéticos (A) existirão na população pois o coeficiente de transmissão 

por TB esta abaixo do seu limiar·. 

(4) ~ > ~e e 

Este caso será analisado nos próximos tópicos. Isto se deve ao 

fato de que se f3 e À estão simultaneamente acima dos seus valores 

"limiares", tanto a competição como a cooperação podem estar presentes, 

e por agora nada podemos afirmar. A "intuição" nos diz que como os dois 

coeficientes estão acima de seus limiares deve existir um estágio onde 

ambas as inf'ecções se mantém no hospedeiro (interação posítíva); ou 

entãu um estágio onde uma das doenças é extinta da população (interação 

negatíva). 

OSv.:. 2 .. 1.1: Nas FIG. 2,3,4,4A,5, os valores dos parâmetros do modelo 

MATB são dados pela TABELA-Al (cf. apêndice), enquanto que a condição 
• inicial do modelo é dado por P (cf. pg, 100). 
o 
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2.2. DETERMINAÇÃO DOS EQUILÍBRIOS NÀO TRIVIAIS 

Já sabemos que o ponto de equilíbrio trivial P "" (0,0,0,0,0,0) é 

"' assintoticamente estável se os coeficientes de transmissão da 

TUBERCULOSE e da Al DS, respectivamente À e [:3, forem menores que os seus 

valores limiares. Neste caso, ?~ população do sistema carcerário terá no 

futuro somente indivíduos suscetíveis sadios (X
1
). 

Por outro lado, a existência de pontos de equilÍbrio não triviais 

está relacionada com a transmissão das infecçÕes. Assim, se B > Be e 

À > Àl' o equilíbrio trivial será instável, e portanto podemos suspeitar 

da existência e estabilidade de outros pontos de equilíbrio não triviais 

onde prevaleça uma ou ambas as doenças. 

Usaremos a palavra e!V'ULfiL<;.aç'àa de uma variável (ou extinção de 

compartimento) quando sua coordenada for nu.W no ponto de equilfbrio; e 

~ênd.a. de uma variável quando as coordenadas forem não. n.utao.. E 

temos os seguintes resultados: 

Bioteorema 2. 1: Dado o sistema HATB com {3 > !3g então a condição 

suficiente para a prevalência da .4IDS é que TB seja erradicada. 

De 

Dem: Seja o modelo NATB, s~:1 Tb = O no ponto de equilíbrio, temos: 

dX 
2 

~ X (Y + y ) ( cr-+J.l) X 
~ " - - " 2 ' 2 2 

dTb 
X o 

~ " ~ " 2 

dY 
' ~ IY y ) I 1 X y y -A ·~· " + - - -

dY 
2 

~ 

dA 
~ 

" ~ X 
2 

= w y 
' 

' 2 

IY + 
1 

2 1 2 

y ) li;+Ml y - " 2 2 

dAtb 
-- = A A Atb + t; Y

2 
- (fl+a+e) Atb 

dt 

o 

o 

o 

- Atb) - (fl+W) y " o 
' 

(2. 2.1) 

o 

dTb 
"dt " o temos, Logo, o sistema (2.2.1) fica: 
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dY 
1 

dt 
dY 

2 

~ 

dA 
dt 
dAtb 
-~ 

l 

Como 

r dY I dtl = 

l ;L : 
dt 

e, 

dAtb 
dt 

CASO 1 A) 

[ dY 
dt

1 = 
dA 
dt = 

e, 

dA 
dt = 

dY 
1 = dt 

-

~ (Y y :~ } l y y A Atb) (jJ+W) y o = + - - - - - = 
1 1 2 1 

= - (Ç+p) y2 = o (2.2.2) 

w y (f.1+a) A \ A Atb o = - - = 
1 

= " A Atb + ~ y (1J.+0::+6) Atb o - = 
2 

Y =O , o sistema (2.2.2) fica reduzido a: 
2 

{3 Y 1 - Y ~· A - Atb) - (p.+w) Y = O 
1 1 1 

w Y (p.+a) .4 - À A Atb = O 
1 

À A Atb - (p+o::+B) Atb = O 

Atb "" O 
= o 

À A - (IJ-+a+B) = O ~A 
(j.l+o:+el 
-À-~-

Se Atb = O, do sistema (2.2.3) temos: 

B y 1 - y- A - (p.+w) y o 
1 1 1 

w y - (jJ+a) A = o 
1 

o y (/1+/X) A - = 
1 w 

~ y 1 - y - A) (IJ+W) y o -
1 1 1 

~ y - ~ ? - ~ y A - (f.i+W) y = o 
1 1 1 1 
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(caso 1Al 

(caso 18) 

(2.2.4) 



,8 
(fl+a) A - r; [ _ rw:l A r - ~ 

(Jl+a) A2_ (j..t+w)(~L+a) 
A o = w w w 

ou 

[ (~:·1 l [(fl+w) (IJ+a) _ l 2 
{ M+ct) f3 {j.t+::l_ 

+ ~ A2 + ~ A = o 
2 J w w w 

( {3 (~+a) " ~ J A2 + [ (""") - $ J A = o 

E assim, 

A = o A = ~ w - w (J.l+W) 
ou 

~ (w+l-l+a) 

Mas como, y = i_p.+a) 
A temos que: 

I w 

y = o ou y = (j..t+a) [ {3 - (fl+W) l I 1 {3 ( JJ.+o::+w) 

Portanto, se Atb = O {CASO lA) temos dois pontos de equilíbrio: 

P = (O, O, O, O, O, O) ~ {3 < {3" 
et c 

p = ( o, o, 
I 

y1, o A, o onde, 

y (!l+a) 
A ~ w - w (/l+W) 

B > Bg A e = -1 w ~ (w+j..t+a) 

CASO 1B) Se A 
(/l+IX+B) 

(2,2.5) = 
À 

-
o 

Se 

Se 

Y= 
1 

Atb 

dA y (j.L+a) A À = w - -
dt I 

w y - (f.L+a) A 
I Atb = = 

À A 

dY 
1 

~ y [ 1 y - A dt = -
I 1 

y = o Y= - ( Jl+W) 
ou 

I I ~ 

de (2.2.6) 

A Atb = O 

w y 
(IJ.+a) 1 

(Jl+a+a l À 

Atb) (JJ+W) y o - = 
I 

- + 1 - A - Atb 

temos Atb = 

(2.2.6) 

(j.l+a) 

À 

y = -
I 

+ 1 - A - Atb , então de (2.2.5) e (2.2.6), 

( À~ - t~e - À {p_+w) 
J 

(j..t+a+e) 
e portanto, 

À ~ (w+t.t+a+e) 

= 
A{3w - {3ew - ÀW(fl+w) (IJ-+cd 

A {3(w+p+a+eJ À 
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Assim, se A = 
(p.+a+e) 

,\ 
(CASO lB}, temos o ponto de equilíbrio: 

e 

P
2 

= (0, O, O, O, A, Atb) 

P = (0, O, Y,, O, A, Atb) 
3 " 

yl = ( cÀ_cc[~~(';'M+-,W;-')"'-]--_~9 
À fl J 

Atb :oo 
~w [{3- (~t+w)]- [3Bw 

1\. (3(w+ll-+o::+9) 

com Atb = 

com ~ > ~1. 

(p.+o:+S} 
(w+fl+a+e) 

().L+a) 
À 

e 

_( jl+a) 
À 

• 
Obser·ve que a presença da TB no ponto P 

3 
é justificada por uma das 

hipóteses do modelo: os indivíduos aidéticos com TB (Atb) e sem TB (A) 

estão isolados e assim, a infecção por TB é transmitida entre eles. 

Por hipótese do modelo HATB os parâmetros são positivos e as 

variáveis, que sob o aspecto biolÓgico representam populações de 

individuas, são não negativas. Entretanto, sob o ponto de vista 

matemático, os valores nâ.o nulos das coordenadas nos pontos de 

equilíbrio não triviais, podem ser positivos ou negativos. Diante de tal 

fato, apresentamos a seguir a condição de bloexisténcia de cada um 

desses pontos: 

1) O ponto 

y = 
1 

P = ( O, O, Y
1

, O , A, O ) 
1. 

(J..t+a) 

w 
A e A= 

onde, 

{3 W - W (j..t+W) 

/3 (w+f..t+oJ 

é viável biologicamente, se Y
1 

> O e A > O e portanto, se f3 > (Jl+w). 

Mas, por hipÓtese f3 > [3? "" (J.L+W) e o ponto P
1 

é sempre biologicamente 

viável. 

2) O ponto 

A = 

P
2 

= ( O, O, O, O, A, Atb) 

Cii+o:+e) 

À 
e Atb = 

(M+a.) 
--;-,~-

com 

não e biologicamente vi.ável, desde que JJ-, a, À são positivos e Atb é 

negativa. 
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3) A condição de bioexisténcia do ponto P
3 

= (O, O, Y
1

, O, A, AtbJ 

onde, 

y = [À [$-[~+w)] - $9 l 
1 À {3 

A = 

Atb = 

((.1+a+8) 
À-- e 

Aw [~-(f.1+w)] - ~ew 

A {3(w+J..L+o:+9) 

(f.1+a+9) 
(W+(.l+a+B) 

(J.l+IX) 
À 

com {3 > f3g é que Y
1 

> O, A > O e Atb > O, isto é: 

e 
,\ Ó'=} {3 > f3e for suficientemente grande 

para cada À dado. (2.2.7) 

e 

Atb > 0 ~ [À f3 w- f3 8 W- À w (J.l+W)J - f3 (W+(.1+1X+8) ((.l+IX) > 0 ~ 

À > 
{3 (w+(.l+a+B) (f.1+a) + f3 e w 

[(3 ((.l+W)J W 
~ À for suficientemente grande para 

cada {3 > f3g dado. (2.2.8) 

E o ponto P
3 

e viável biologicamente se (2.2. 7) e (2.2.8) sao 

simultaneamente satisfeitas. 

Determinamos os outros pontos de equilíbrios não triviais, usando a 

mesma técnica do Bloteorema 2. 1. Podemos portanto pensar num equilibl'io 

no presÍdio onde existe somente a prevalência da TB ou equivalentemente, 

a erradicação da AIDS. Neste caso, obtemos o seguinte resultado; 

Bioteorema 2. 2: Dado o sistema HATB 

condição suFiciente para a prevalência da 

erradicada. 

com 

TB 

1\. > Àg , então a 

e que AIDS seja 

Dem: (análoga ao caso anterior) Considerando no HATB um ponto de 

equilÍbrio com a coordenada A= O, determinamos as outras coordenadas no 

equilíbrio resolvendo-se o sistema: 
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r 
J 
' I 
I 

l 
De 

( 

dX 
2 

dt"- " 
dTb 

(f[- --

dY 
1 
~-

dY 
2 

dt--
dA 

dt-'"' 
dAtb 
~= 

dX 
2 

dt 

dTb 
dt 

dY 
1 

dt 

dY 
2 

dt-

dAtb 
dt 

dA 
dt 

= 

" 

" 

" 

Temos 

dY 
1 o " dt 

Como 

A Tb (1·-X -Tb-Y -Y -Atb) + p Tb - B X (Y +Y) - (cr+/.1) X= O 
2 12 '2t2 2 

,. X - ,3 Tb (Y + y 1 - (p+J-1+9) Tb " o 
2 - 2' 

f' IY + y I ( 1-X ·-Tb-Y -V -Atb) (Jl+W) y " o 
1 2 

A y Tb + p X 
1 2 

w y " o 
1 

(3 Tb (Y + y 2) 
1 

= O temos, 

2 2 
{2. 2.9) 

IY + v - ll'+r<l y " () ' l 2 2 

+ ç y - {,u+a.+S) Atb " o 
2 

Y = O, e o sistema (2. 2.9) torna-se: 
1 

À Tb (1-X -Tb-Y -Atb) + p Tb- {5 X Y - (o-+Jd X =O 
2 2 2 .2 2 

<r X - 0 Tb y (p+/l+B) Tb o - " 2 2 

~ y (1-X -Tb-Y -Atb) o = (2.2. 10) 
2 2 2 

~ X y I(+MI y o - = 
2 2 2 

~ Tb y E y (f1+0:+9) Atb o + - = 
2 ;,o 

que 

y O, Já X" I 1 X- Tb y - Atb) o ~l = que - - * 2 1 2 2 

y = o então 
2 

do sistema (2.2.10)1 

dAtb o Atb () = = " dt. 

dTb o X 
( p+J.l+El) Tb 

(It""- = '""' " 2 ,. 

dX c 
Tb o 

i 
ou 

2 o -~ " - fl(p+j.t+e l A ,. - o-(j1+8) -
Tb " A (a+p+).l+0) 

Portanto, se A = O temos os seguintes pontos de equilíbrio: 
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P = (O, O, O, O, O, 0) 

" 
P

4 
= (X

2
, Tb , O, O, O, O ) 

À < ,\ ,, 
' 

com X = 
2 

Tb = 

Tb e 

À a- - IY( J.L+O) - p.( p+~l+O) 
À ((J+p+IJ-+0) 

A condição de bioexistência de P é definida por: 
' 

Tb > O {=)> À > ~ (p.+e~. 11 (p+Jl+e) ,-

• 

e como por hipótese, 

viável. 

temos que P e sempre biologicamente 
4 

Um outro caso possível seria a <:Yvw.dh::nçào. dos indivíduos HIV+ sem 

TB latente. Ou seja, o MATB pode ter um ponto de equilÍbrio não trivial 

onde a coordenada Y"" O. E temos então o seguinte resultado: 
1 

Bioteorema 2. 3: Se no HATB a população dos individuas Y for 
1 

erradicada então o Único ponto de equí 11brio não trivial consistente 

biologicamente e o ponto onde temos os indivlduos suscet1veis com TB 

latente (X
2

) e os indiv:iduos tubercldosos (Tb). desde que À > Àf.' 

Dem: Considerando que no MATE existe um ponto de equillbrio onde 

Y = O, temos: 
1 

dTb 
--;rr-

dY 
1 

~ 

dY 
2 

dt 

dA 
dt 

dAtb 
dt 

Mas, 

= a- X - ~ Tb Y - (p+J.L+B) Tb 
2 2 

() 

~ y I 1 X - Tb y - A Atb) o = - - - = 
2 2 2 

(2.2.11l 

~ X y 1<+~1 y o = - = 
2 ' z 

= (jl+O:) A - À A Atb = o 

A A Atb + {3 Tb y i; y (/l+a+e) Atb o = + - = 
2 2 
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" i 

j 
I 
I 
' ! 
l 

dY 
; 

dt 

E o 

dX 
2 

-;n:-

dTb 
dt 

dA 
"~ 

dAtb 
-;n:-

= o - Y = O , já que 
2 

(1 - X - Tb - Y- A - Atb) """' O 
2 2 

sistema (2.2.11) fjca reduzido a: 

= À Tb (1-X -Tb-A-Atb) + p Tb - (rr+Jl-) X = O 
2 2 

= () X - ( p+P-+8) Tb = O 
2 

= - (p+a) A - !\. A Atb = O 

= À A Atb - (M+a+e) Atb ~ O 

(2.2.12) 

Assim, 
dTb 

" -;n:- = c X 
(p+ll+S) Tb = e 

2 <7 

dA o dt = {ou 
A = o 

Atb = ___ (/1+~ 
À 

CASO 3A) Se A= O então do sistema (2.2. 12), 

dAtb o Atb 
~ 

= = 
dX 

2 
À Tb (1- X - Tb) + = 

dt 2 

~ Tb = o ou Tb = 

e temos os pontos de equilíbrio: 

P = (0, O, O, O, O, OI 

"' 
(X

2
, Tb, O, O, O, 0) com 

o e 

Tb (o-+ p) X = o p - ,, 
"' 

i\ rr- o- (J1+8) - J.l (p+Jl+B) 
À (cr+p+Jl+El:) 

X = 
2 

(CASO 3A) 

(CASO 3B) 

Tb = 
À (j - () (p+8) - J1 (p+J.l+$} 

À ( cr+p+IJ.+8 J 
com Tb > O - À > Ai! 

CASO 3B) A :t: O 

dX2 
dt 

Atb = 

i\ A At'b - (J.l+a+S l Atb 

então 

- o A = (J.I+a+S) 
A 

À Tb ( 1- X - Tb - A - litb) + p Tb - { IT+tJ.) X = O 
2 2 
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Se 

com 

Se 

Tb = 

~ Tb ~ O ou 

Tb = O então X = O 
o ' 

e temos o ponto: 
" 

P
2

"" {0, O, O, O, A, Atb) 

A = 
(p+o::+f)) 

À 
e Atb = 

(j.!+O:) 
~~,-

p+p+e) 
À( 1 - X- Tb - A - Atb) + p - (,>+J.l) ( 

2 ~ 
= o 

À ~ - ~(J.l+B) - J.l(p+Jl+B) - ~ e 
À ( o-+p+Jl+O) 

e temos o ponto: 

P = (X, Tb, O, O, A, Atb) 
5 2 

com 

então, 

X 
(p+j.l+9) Tb 

Tb 
À ~ - O"(j.l+9) - J.L(p+p+e) - ~e 

= = 
2 ~ À ( o-+p+/1-+e) 

A = 
(jl+0:+9) 

Atb = 
(~!+O:) 

À À 

• 

= o 

Neste caso, Atb é sempre negativa e portanto os pontos P
2 

e P não 
5 

sao viáveis biologicamente. 

A partir da .técn.Lc.a. d.a C!V1.ad.ú .. ;a.çâu verificamos que todas as 

possíveis composições de erradicação de populações (ou extinção de 

compartimentos) for·neceram como pontos de equilíbrio, àqueles já 

determinados pelos Bioteoremas 2. 1, 2.2 e 2.J. 

Entretanto, convém citar que da erradicação de Y ( individuas HIV" 
2 

com TB latente), obtemos um ponto de equil i brio não trivial distinto dos 

anteriores: P = (X, Tb, Y,, O, A, Atb) que não é biologicamente 
6 2 ... 

viável, pois as coordenadas Y Tb e Atb são sempre negativas. 
' Devido a isto, não incluímos esse caso como um bioteorema. 

A seguir, apresentamos um resumo dos Bioteoremas anterior-es e os 

pontos de equilíbrio obtidos pela téen.Lc.u da o/!.!laCÜcCO.Çà.a: 

54 



--~~-----, 

j 1) Tb = O [ (Bioteorema 2.!) 

CASO lA) Se Atb = O temos dois pontos de equilíbrio: 

e 

2) A 

e 

3) y = 
1 

e 

p = 
et 

(O, O, O, O, O, O) 

P
1 

= (0, O, Y
1

, O, A, O) ~ {5 > {31! 

CASO 

p = 
2 

p = 
3 

y = 
1 

1B) Se 

(O, o, 

(O, O, 

(tJ+ct) 
A e A = 

w 

A = (M+o:~ temos: 

' 
O, O, A, Atb) com 

y 
1 

O, A, Atb) com 

Y= 
1 

{38 - À 

À ~ 

{ j1+W) J ( jl+ct+B) 
(w+J1+a+e) 

Atb 

= o I 
p = 

et. 

p = 
' 

o J 

A{3w - {39w - ÀW(tJ+w) 
À {3(W+j.l+ct+8) 

{Bioteorema 2.2) 

(O. O, O, O, O, O) -
(Xz, Tb, O, O, O, 0) se 

X = 
{p+/.1+8) 

Tb e 
2 <r 

(Bioteorema 2. " ~· 

CASO 3A} Se A = o obtemos: 

p = 
et 

I o, O, O, O, O, O) e~ 

p = IX Tb, O, O, O, O) se 
' 2' 

X = 
(p+fL+8) 

Tb e 
2 O" 
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À < 'f 

À > ~., 

Tb 
À 

= 

A < À~ 

À > ,, 
À 

Tb = 

onde, 

{3 W - W (j.l+W) 

[3 (w+j.l+o:) 

Atb = 
(j.l+O:) 

À 

se {3 é suficientemente 
grande 

se À é suficientemente 
grande 

com 

<7 - o-(fl+8) - j.l(p+tJ+8) 
À c tr+p+p.+e l 

com 

O" - o-(tJ+S) - 1J.{p+f.1+8) 
A (o-+p+ii+B) 



CASO 3Bl Se A • o e Atb = 
(J.l+O:} 

temos: 
À 

? = (o' O, 
2 

O, O, A, Mb) 

e 
p - IX' Tb, O, O, A, Atb) com s 2 

X 
2 

= (p+!l-+8} Tb 
O' 

Tb = À U - U(J.1+9) - J.1(p+J.1+9) 
À (u+p+IJ.+B) 

Atb = 
(Jl+O:) 

À 

Desta forma podemos dizer que, quando empregamos a téuUcu da 

e;vw.d.Lc.açào, além do eqp.U.1&11-Lo t""iA!Ji.al.: P = (0,0,0,0,0,0), o l'!ATB 
e< 

tem "SEIS TIPOS" de pontos de ~1WAM. na.a .tAL~; dos quais 

apenas três são biologicamente viáveis: p p e p . 
1' 3 4 

não (com a técn-Lca 

p (O, O, y 
1 1 ' 

O, A, O) (FIG. 4) 

p = lO, O, 
3 

Y,, o, A, Atb) IFIG.4A) 
p = ( x,, Tb, O, O, O, 0) (FIG.3) 
' ,, 

Além destes pontos, indicamos também a existência de um outr·c tipo 

de ponto de equilíbrio não trivial, biologicamente vlável, onde todas as 

variáveis sao positivas, e portanto onde se tem a persistência 

simultânea das doenças (FIG.5): 

Este ponto não pode, evidentemente, ser obtido com a estratégia da 

erradicação de alguma variável e, devido à complexidade do modelo, suas 

coordenadas não podem ser explicitadas. 

Considerando-se o sistema HATB, e usando o método de Newton-Raphson 

para zeros de funções (Hathematica, Hyun No Yang (1994)), além do 

equilibrio trivial, também encontramos os mesmos TIPOS de pontos citados 

anteriormente. 
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Vale aqui a observação de que quando dizemos TIPOS de pontos, 

signL:fica que as coordenadas dos pontos de equilíbrio não triviais podem 

ser positivas ou negativas, e que essa afirmação é vá.lida mesmo que 

todos os parâmetros sejam considerados positivos. Entretanto, como 

estamos nos referindo a populações, sob o ponto de vista biológico, 

pontos com coordenadas negativas não sao v1áve1s. 

Portanto, é interessante sublinharmos que além do equilíbrio 

trivial, existem SETE TIPOS de pontos de equilíbrio não triviais para o 

HATB dentro do espaço positivo de parâmetros. 

Veremos mais adiante que dentre os sete tipos de pontos de 

equilíbrio não triviais, os estáveis são somente aqueles biologicamente 

viáveis. Ou seja, mostraremos que no modelo f1ATB, a estabilidade dos 

pontos de equilíbrio não trívia·is está intimamente t"elacionada com a 

existência biológica deles e com os valores dos parâmetros que devem ser· 

positivos. 

Finalmente, com a hipótese da população total ser constante, 

podemos estender essas considerações para o modelo global representado 

pelas equações (1.2. 1) a (1.2.7). 

2.3. ANÁLISE DE ESTABILIDADE DOS PONTOS DE EQUILÍBRIO NÃO TRIVIAIS 

No parágrafo (2.1), vimos que, se os coeficientes de transmissão da 

AIDS e da TB estão acima dos seus valores limiares, o equilÍbrio trivial 

é instável, devendo persistir pelo menos uma das doenças. 

Resta-nos, então, respondermos a seguinte questão: se existe doença 

na população, ou seja, se ~ > ~i ou (e) À > A
2 

, qual a relação entre 

os parâmetros (3 e À para que os pontos de equilíbrio não triviais, 

anteriormente r·elacionados, sejam estáveis ou instáveis? 

Para respondermos esta questão, analisamos .J comportamento do 

modelo HATB em cada ponto de equilíbrio nã.o tr-ivial, e temos o seguinte 

resultado: 
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Bioteorema 2. 4: Nas condições dos Bioteoremas 2. 1), 2.2) e 2.3) 

temos qtLf.': 

<? 

À < 

1) P = (O, O, Y O, A, 0) e estável se para f3 > {3", 
1 1' ~ 

Lt:_~ a + e) 
A 

y r~ + 
' 

= 

2 
" + 

(j.! + a ,.. 9) {3 (w .,_ fl + a) 

{~ w -- w (IJ- + w) 

2 ? 
p + 9) + f3 T. + ~ (M + eJ 

' 
+ p 

À 

' 

(p + 11 + e) 1 
= À [ ~ 

~ J w) 
2 

À > 

e 

À < B [ 

'" p + 

2) P= 
2 

(0, O, O, o, A, Atb) e sempre instável. 

3) p = (o' O, y O, A, Atb) e estável se para ~ > {3 t' 
3 '' 

~ ( " + a " e + w) (p + a) + ~ w e + 
= À 

I ~ - ( w) I 2 
w p " 

[32 y2 + B y {o- + 2 p + p + A) + <r (IJ- + el + ,, (p + /1- + 9) 
1 1 

---·~---------

cr-I p + w) 

4) P
4 

= (X
2

, Tb, O, O , O, 0) P está.vel se para À > 1\p, 

< 

< 

5) p 
5 

OBS: À 

-[i\ Tb + (2 11- + E + w) l 
(Tb lI 

-[ À Tb + {IJ-+W) ] 

ITb 1) + X (~ 
2 

w) + 11. Tb ( Tb 1) 

= X2, Tb, O, O, A, Atb) e sempre instável. 

• • = À À - À 
2 3 1 2 

= 

) = À 

Dem: a demonstração deste bioteorema é obtida através da 

linearização do sistema NATB em torno de cada ponto de equílibrio e da 

análise dos sinais dos autovalores. Iniciemos então com o ponto 
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1) p = (0, O, 
1 

y 
'' 

O, A, o onde 

(~ + a) í~ w - w (~J.+W) 
Y= A > o ' = > o n e 

1 w {3(Jl+w+o:) 

A matriz jacobiana do HATB no ponto P será: 
1 

a = 
11 

a = 
12 

a = 
13 

a = 
21 

a = 
22 

a = 
23 

a = 
31 

a = 
32 

a = 
34 

a = 
33 

-~ 

À -

a 
14 

6 

y 
1 

M P 
1 

- ( o-+p.) 

A(Y +A) ' 1 

= a = a 
15 16 

= 

-~ y - ( p+~t+8) 
1 

a = 6 = a = 24 25 26 

a = a = -B y 
35 36 

-Y (ff+l.) 
1 

~ - ff (2 y 
1 

+A) 

a -(Jl+w) 
34 

6 6 

l: 
j=l j 'j 

onde 

a = /l y 
41 1 

p a - " y 
42 1 

o a = a = ,, = o 
43 45 46 

a = -(~+~) 
44 

a = a = a = o 
51 52 54 

a = w 
53 

a = -(~t+o:) 
55 

o 
a = -À A 

56 

a = a - a = o 
1 61 63 65 

a = ,B y 
62 1 

a = E 
64 

6 = " A - ( 11-+a.+e) 
66 

~ > 

e a equação característica da matriz jacobiana no ponto P
1 

é: 

[ 
l 

d.et l: a ., l: (a Jú ) j = n i =j= 1' .. ,6 v 

i*J 
i' j 

i= j ' ' J 

~~ 

Resolvendo-se o determinante por matriz de cofatores. obtemos o 

seguinte polinômio característico: 
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P I Ri) " { { I-~ Y 
1

- (tr+M)]-Rl}. { [-f3Y- (p+J.l+B) ]-'Rz} 

' 

onde 

- { 
{ -(~+!1) - R4 } • { [/\ ll - (j.t+o::+S) 1 - :Re } • det A 

{ « f . { A - ic IY + A) + p } . {-I~+MI - R< f . 
1 

{ À A - I wa+e) - Re } . <kt A } " O 

-~ y 
1 

-(1-l+a) - Rs l 
Fatorando ? CRi) obtemos: 

} -

det A . 

{ { [ -~ Y - I p+11+9 I I - Rz } . { I- ~ Y - l c-+11! I - Ji! } -
1 1 

- { u . [ 1\ - 1\ (Y
1

+ A) + p 1 } } "" O ( 2.3.1) 

onde os autovalores são dados por: 

a) 'R4 = -(Ç+Jl.), e como Ç e iJ. são parâmetros positivos, 

temos que 'R4 é sempre negativo. 

b) 'Rs = 1\A - ( jJ.+a.+e) e para 'Rs ser negativo devemos ter: 

c) dei. A = O 

À < (fl+a+B) 
A 

{2.3.2) 

Para simplificarmos esta análise, consideremos a matriz A da forma: 

A" r~ : ~ (2 Y 1" A) - lv+w) 

" 
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Sabemos que as raízes do polínómio característico associado a 

matriz iJ_ são negativas ou tem parte reaJ negativa se, e somente se, o 

traço de 11 for negativo e determinante de A for positivo. Mas, 

t11nça Jl ,8 ~ ,8 ( 2 Y + A) - ( J-l+W) 
1 

- {J.l+a) < o 

2J.L+w+a 
(1 2Y+A) 

1 

Se substituirmos os valores de A e Y obtemos 
1 

[3>-a 

e essa desigualdade é sempre válida pois, por hipótese, {3 é positivo. 

Vejamos agora o determinante de A 

+ [3Y w>O 
1 

e essa desigualdade também é sempre satisfeita, pois por hipótese, 

{3 > f3p_"" (f.-L+W). 

Assim, como UwçD ii < O e dR..l :A. > O, temos que f3 < O e IJ\s < O. 

d) Finalmente, vejamos agora em que condições podemos ter os 

autovalores ~K2 e 1\:1 negativos. De (2.3.1) temos que: 

{ { I - ~ y - (p+!-l+B) 1 - R } { 1- (3 y - (tY+Il)] - R 
1 ' 1 

{ «. I À - À (Y + 
1 

A) + p I } } = o 

Resolvendo-se (2.3.3), obtemos: 

R
2 

+ (2 [3 Y + 2 f1- + p + e + cr) R+ f3 Y (rr + 2 ll + p + 
' ' 

+ cr (fl + e) + ll (p + M + eJ - À () ( 

SeJa então: 

a"" 2{3Y +2f.L+p+e+cr 
1 1 

} -

(2.3.3) 

e)+f32Y2+ 

' 1-Y -A)=O 
1 

a. = í3 
2 

Y Ccr + 2 f1- + p y e) 
1 

2 2 
+ (3 y 1 .,. () (j.! + 9) + f.1 (p + ll + 6) -

-t\o-(1-Y 

' 
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Sabemos que se a e 
' 

a forem positivos, então as raizes 
2 

associadas ao polinômio de segundo grau serão !"'eais negativas ou terão 

parte real negativa. Temos que, 

(3- J.l+W) 

f3 ( J.L+w+a.) 

Por hipótese, f3 > f3g = (J.l+W), os parâmetros sao todos positivos e 

Y é positivo. Portanto, a> O. 
' ' 

Analisemos, agora, o coeficiente a. 
2 

a = 
2 

f3 Y c~ + 2 J.l + r + eJ 
1 

~ (J.l + 9) + J.l (p + 

+{:/Y2+ 
1 

~ + 8) - A 

Temos que: 

o-(1-Y+A)>O 
1 

À < ~ [ 
f3 Y (v + 2 J.l + p + 9) + {3

2 Y2 
+ v (J.l + B) + J.l (p 

' 1 

a-(Jl+W) 

+ ~ + 8) l 
(2.3Al 

Assim, se (2. 3. 4) for satisfeita, os autovalores $.2 e h são reais 

ou têm parte real negativa. 

Resumindo, o ponr:o P
1 

= ( O, O, Y
1

, O , A, O ) é estável se as 

desigualdades (2.3.2) e {2.3.4.) forem satisfeitas. 

As desigualdades que determinam quando os autovalores são negativos 

ou têm parte .real negativa, ou seja, quando o ponto de equilíbr-io não 

trivial é estável serão chamadas de "CONDIÇ?JES DE ESTABILIDADE". 

2) Analisemos o ponto P
2 

= (O, O, O, O, A, Atb) onde 

A = (J.l+a+e) 
À 

, o Atb = -(J..t+O::) 

A 

A matriz jacobiana do f1ATB no ponto P será: 
2 

6 6 

M = l: E a onde p i ' j 
2 :"'1 j =1 
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a = - k+ftl 
11 

a = A ( 1 - y + A) + 
12 1 

a = a = a = a = o 
13 14 15 16 

a = ~ 
21 

a = -(p 
2.2 

+ ll + el 

a = a = a = a = o 
23 24 25 26 

a = a = 
31 32 

a = a = O 

a = ~ I 1 
34 

3S 36 

- A - Atb) 

a = a
34

- (!l+w) 
33 

a ""a -a: ==a ""a =O 
41 -12 '13 45 46 

p a = -(Ç+tJ) 
44 

a = a = a = o 
51 52 54 

a = w 
53 

-IM + a) À Atb 66 a = -
55 

a = -À A 
56 

a = a = a = o 
61 62 63 

a = ç 
64 

a = À Atb 
65 

a = A A - (J.I+a+e) 
66 

E a equação característica da matriz jacobiana no ponto P
2 

é: 

dei [ L: a ' E (a_ Jú) l = o i""j"' 1, .. ,6 

1 "'J 
i, j 

i" j '' j 

Resolvendo-se o determinante por matriz de cofatores, obtemos o 

seguinte polinômio característico: 

onde 

I I~ (1- A- Atb) (J..t+W)] - R.3 } { 1-li;+Mll - R4} . 

det 5} { { UHl-A-Atb) - (J..I.+w)] - 'R3} . 

{o-}. { 1-li;+Mll- R<}. {À 11- A- Atb)- p}. 

det 5 } = O 

[ 

- IM+al - A Atb 

lt Atb 

- Rs 

Fatorando P (}ü), tem-se que: 
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P (Jú) = { [{3 {1-A-Atb)- (j.l+w}]- R3}. { -(t;'+$1)- R4}. det!B. 

{ l r~l<r+~JJ ~ R1 l . -: [~ip+weJ! ~ R2 l ~ 

~ { <r • [A I !~A~Atb) + p) l } " O 

Donde tiramos que: 

a) R3 = ~ (l -A- Atb) - (j.l + w) será negativo se: 

c) de t 53 O 

(fl + w) 
(l~A-Atb) 

(f.J. + w) À 

8) 

pois E e 11 são sempre positivos 

Substituindo-se os valores de A e Atb em S, temos que: 

(2. 3 .SJ 

~ :R -{f.J.+O::+S) 

] " o [ 
- (j.l + a) 

m2 · 
./\ - (M + a + e) ( 11 + a) = O 

,;. Rs,e = ± J (11+a+eJ (Jt+a) 

com 

R.s < O e 'RB > o 

E o ponto P 
2
= {O, O, O, O, A, Atb) será sempre instável, pois um 

dos autovalores será sempre positivo. 

3) Vejamos agora a estabilidade do ponto P
3
= (0, O, Y

1
, O, A, Atb) 

onde 

y " 
1 

A " 

Atb= 

(M+a+El) 
·-·-À > o 

l\{3w - (lew - 1\w(f.J- + w) 
~{3 (w + g + a+ e) 

> o ' 

) o 
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a = 
11 

a = 
12 

a = 
13 

a = 
21 

a = 
22 

a = 
23 

a = 
31 

a o 
32 

a = 
34 

a = 
33 

A matr-iz jacobiana do !1ATB no ponto P será: . 3 

8 6 

M = l: 
,~ 

6 onde p L. 
i' 

3 i "'1 _f-el 

- (3 y - (o-+ ].L) a = ~ y 
1 " 1 

À (1-Y-A-Atb)+ p a = À y 
1 42 1 

a = a = a = o a = a = a = o 
14 1'' _, 16 ~,3 45 46 

a = - {f?.+g) 
44 

~ a = a = a = o 
L~l ;}2 fi4 

- 13 y - { p+,ll +9) a = " 1 53 

a = a = i1 = () a = -(jl+a) - À Atb 
24 25 26 55 

a = - À A 
56 

a = a = ~ y a = a = o 
35 36 1 61 6~;1 

(~+À) y a - ~ y 
1 62 l 

~ (1-2 y -A-Atb) 
1 

a = f. 64 

a - (J-1+w) a = À Atb 
34 66 

a = À A - ( J.r+a+R) 
86 

e a equação característica da matriz jacobiana no ponto P
3 

é: 

det r 
l: l: (a R1 ) 1 o l a + = i=j= 1' '. ,6 

i;::j i' i i '~ j 
i ' j 

J 

Resolvendo-se o determinante por matriz de cofatores, obtemos o 

seguinte polinómio característico: 

onde 

{ [ -{5 Y - ( p+,u+e) 1 - 'R2 } . 
1 

{ [-(~+].!)] - ~4} . det e 

- { { [-((+pl] -R< } . {o-} • 

. de.t (? } = o 
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(i· 

e 1?.3 r.::: 
1 1 

y -
1 

o u e 
22 

Jic _, 

o - À Atb e 

e
11 

= !3 - B (2 Y, + A + Atb) - (fl + (.;) 

e -- - (p:+o:J - À Atb 
22 

e "" À A - (J.l + a + e) 
33 

Fatorando 0 { Jü) tem-se que: 

1 
(ó y ' ' 1 

J 

À A 

- 7/s 
33 

P !RI) o I -IE+p) -RoI det e 

I I-~ Y - I p+we I I - R2 I ·· 
1 

{~} . { À -À (Y
1
+A+Atb) + p} } o 

(2.3.6) 

E os autovalores são dados por: 

a) 'R4 = - {~+f!) < O, pois Ç e p: são sempre positivos. 

b) det [ o o 

Consideremos a matriz e anteriormente definida, da seguinte forma: 

e R - .B y - ~ y 

1 
11 1 1 

[ o w ' R - À ' 22 j o - À Atb ' R 
33 

Resolvendo-se o determinante de I!' por matriz de cofatores, obtemos 

o seguinte polin6mio característico: 

R
3 

+ '!?.
2 

( fi + a + À Atb + f3 Y
1

) + R [ {3 Y
1 

( M + a. + A Atb + w ) + 

À Atb ( 11 + a + e ) ] + À f3 Atb Y
1 

( f1 + a + e + w) = O 

(2.3.7) 
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Tomando 

ao "" 

a1 = I' A a + À i.tb + il v 
' ' ' 

az = r~ y ( I' + a + À Atb + 
! 

w ) + À Atb ( 

" + a + el ' 
a3 = À ,B Atb y ' ' 1 " + a + e + w) 

Usando o Critério de Routh Hurwitz (al > O, a_s :> O e a1 a2 > a3 ) 

podemos dizer~ que cada raiz do polinómio (2. 3. 71 deve ser negativa ou 

ter parte real negativa. Mas, 

a3 "" À f~ Atb Y [ i1 + a + f) + w) > O 
1 

implíca em 

(la) J 
l 

ou 

(2al { 
E, 

at "" 

se e somente se, 

r 
(lb) l 

ou 

(2b) { 

y 

y 

1 

1 

y 

> o e Atb > o 

< o e Atb < o 

[3 ( ll+ct+B) + A w 
(M+ct+Bl 

> o e 
1 

[ ~ (!1-+IX+G) + À w 
( 11-+0'.+8) 

y < o e 
! 

J > o 

l > o 

[ ~ (f.!+ct+B) + À w J < o C,u+o:+el 

Pela condição de bioexlstência do ponto P 
3 

sempre positivo. Além disso. 

[ [3 (j1+tx.+B) ... :\ w 
(JJ+tx.+O) J > [) ' 

À w 
(jl+IX+B) 

2.2.7)' y 
1 

po.i.s todos os parâmetros são posit 'tvos. Assim, ( 2b) não pode ocorrer. 

E de (lb} temos que a1 > O. 

Por outro lado como v > o . 1 (2a) também não pode ocorrer. Pela 

condição de bioexistência, Atb >O (cL 2.2.8). E de (la), a3 >O. 
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Por sua vez, a2 > O, já que Atb > O e todos os 

parâmetr·o.s são positivos. Resta mostrarmos que a1 a2 > a3. Mas, 

a1 a2 = (p.+a+fY l [~ Y (M+a+I\Atb+w)] + (p.+a) 
1 1 

1\ (/-.(+a+$) Atb + 

+ f À (M+a) Y
1 

Atb + A (1+p.+o:+9) 

Atb Y (M+a+w+e) = a3 

Atb Atb + 1\ ~ Atb Y (~+a+w+e) > 
1 

1 

donde garantlmos que os autovalores de (2.3. 7) 

parte real negativa. 

-sao negativos ou têm 

Resumindo, os autovalores 'R3, R5 e R.s são negativos ou têm a 

parte I'eal negativa quando as condições de bioexistência do ponto P 
3 

são 

satisfeitas (cf.t2.2.7l e (2.2.Bll, isto é, 

y > o 
1 

se, 

À > 

E Atb > O quando, 

À > 
(f ( p. + o: + 8 + w) (f.l + cd + f3 w e 

w[{3-(p.+w)J 

(2.3.8) 

(2.3.9) 

lembrando que, por hipótese, todos os pax-âmetros são positivos e !3 > f3g-

c) De [2.3.6) temos: 

{ { 1-f y -
1 

(cr+p.) l - R } { [ -{l y - C p+p.+e l l - R } -
1 

{d . { À - À (Y +A+Atb) 
1 

+ p } } "" o 

resolvendo-se a equação acima, tem-se 

R2 + (2 !3 Y + 2 p. + p + cr + e) R + ~
2 Y2 

+ f3 Y (cr + 2 11- + p + 8) + 
1 1 1. 

cr (p. + 8) + fJ. (p + p. + B) - 1\ cr + 1\ cr ( Y + A + Atb) = O 
1 

{2.3.10) 

As raízes de (2.3. 10) serão negativas se e somente se os 

coeficientes forem positivos, isto é, se 
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a " 1 

a " 2 

2 ~ Y T 2 p + p + ~ + e > o 
1 

e 

y2 • + 
1 

-I\ a-( 

~ r c~+ z P + o 1 . 

1 - Y - A - Atb) 
1 

+ eJ T ~ (p T aJ + ~ (p + M T 

' o 

8) -

Mas. a > O *""* Y > O, e esta condição é a obtida em (2.3.8). 

E 
1 

a > O ., 
2 y + 
1 

se e somente se: 

Y - A - Atb) 
1 

o 

{3
2 r + {1 y (o-+ 2 J.l + p + e) + cr {j.l + e) + p (p + /J- + 8) 

- À< 
1 1 

a- ( 1 - Y - A - Atbl 

Substituindo os valores de Y
1

, A e Atb obtemos: 

~ Y (a- + 2 f.1 + p + 8) + cr (f.l + 8) + f.1 (p + /J- + B) 
1 

G"(J.L+W) 
___________ ....J 

(2. 3.11) 

e os autovalores Jü e .R.z sao negativos ou têm parte real negativa se a 

desigualdade (2.3. 11) for satisfeita. 

Observe também que a condição (2.3.11) é idêntica à obtida para o 

ponto P "' {O, O, 
1 

v 
< i' 

Resumindo, P
3
= (0, O, Y

1
, O, A, Atb) é estável se as condições de 

estabilidade (2.3.8), (2.3.9) e (2.3.11) forem satisfeitas. Como (2.3.9) 

implica em (2.3.8) temos que P
3 

e estável se estiver na região limitada 

por (2.3.9) e (2.3.11) com [3 > !3
2

. 

4) Analisemos a estabilidade de P
4

= (X
2

, Tb. O, O, O, O) onde 

À~ - a-(~+8) - ~(p+,+B) 
rb = =-TJ";..:C:~~cr'-'~= 

À (~+p+~+O) 
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A matriz jacobiana do NATB no ponto 

6 s 
M o l.: I a p 

; 'j 
4 i =1 _j := 1 

P será: 
4 

onde 

a = -Ã Tb - (o-+") 
11 r 

a o 
41 

a=a=a=O 
42 45 46 

a = lt - À (X + 2 Tb l + p 
12 2 

a = À Tb + {~ X:-. 
43 ~· 

a = a = -À Tb - f3 X 
13 14 2 

a
44

= B X
2

- (Ç+Ml 

a=a=-1\Tb 
15 16 

a = o-
21 

a=a=a=a=O 
51 52 54 86 

a = - (p+/1+8 l 
:~2 

a = w 
53 

a o a o -~ Tb 
23 24 

a o a o o 
25 26 

a o a o a o a 
31 32 35 

a o (3 - (3 IX+ 
34 2 

a o a 
_, 

Tb -
33 34 

o o 
36 

Tb) 

(Jl+W) 

a = -(11+a) 
55 

a o a o a 
51 62 

a o ~ Tb 
63 

a o a + ç 
64 63 

-es 

a o -(tJ+a+e) 
66 

o 

e a equação característica da matriz jacobiana no ponto P é: 
4 

r 
l 

dcl l: a + ~ [a :Ril I - () i"' j= 1' .. ,s 
) 'i 

L 
! , i I 

i+j i"' j J 

Resolvendo-se o determinante por matriz de cofatores, obtemos o 

seguinte polinômio característic:o: 

P(9ü) 

- { 

onde 

!' ~ - {3 (X .,.. Tb) - /1. Tb - ( p.+w) ] - R3 } . {- ( ~t+a l - Rs } . 
2 

{ [- (3 X- (0"+/1)]- R4.}. { (p+a.+O)- 'Rs 
2 

} . det ;; } -

{ A Tb + f3 X \ . { (3 - {3 {X + Tb) } . { - { !J.+rx) - Rs } . 
2' 2 
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r _, 
Tb - (a·+p_) "" R1 À - À (X +2 Tb) + p ' I 2 ' 

0 = l ~c p+g+e l - R2 

Fatorando D (Ri) temos que: 

P (Ri) -;=: { -(f.t+o:) - 'Rs } . { [-(J.L+rx+8) 1 J?.e } . det o) 

- { À Tb + I' X ; " 
{ 

2 

E os autovalores sao 

~ -

dados 

~ 

{ [J3 - {3 (X + Tb) - ?o. Tb - (f1+w) J - R3 } -
2 

(X + Tb) } } - o 
2 

( 2. 3 .12) 

por: 

pois fl, IX, 8 são parâmetroS positiVOS. 

b) 'Rs -(J.L+rx+8) < O 

c) de;t 0 "' O 

Para simplificarmos esta análise, consJ.deremos a matriz: 

[ 
[-(p+/1+8)] 

] 
À - \ x

2 
- 2 À Tb + P 

Já sabemos que as raízes do polinómio característico associado a 

matriz ,j são nega1:ivas ou têm parte real negativa se, e somente se, o 

traço de ,) for negativo e determinante de 0, for positivo. Mas, 

tn . .aço ô 

implica em 

- "( ~--+'--'p"--;+~0 __ + _2_p_) 
À > ·- Tb 

-[ À Tb + (o-+11-l + (p+p+B)] < o 

= - [ 
(a-+p+9+2tll (_?--+p) + ~1

2 
+ Cp+0+2p.l eJ 

<Y l 
Por hipótese, ,"\é positivo e a desigualdade acima é sempre válida. 

Vejamos então o determiDar.te Ce ,\. Temos qc1e: 
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- lf (M+Ol - ~ (p+~+el 

Tb (p+M+8) +.~(X 1) + 2 ~ Tb 
2 

Substituindo os valores de X e de Tb 
2 

.:)btemos 

> 
~(~+8) + M(p+~+B) 

~ 
= À.e ( À. limiar) 

E como a desigualdade acima também é sempre válida, temos, 

portanto, que R1 < C Jb < o. 

d) Finalmente, vejamos em que condições os autovalores J1A e 'R3 

serão negativos ou terão parte real negativa. 

De (2.3. 12) temos a equação: 

{ [~ X - ( (+MI] - R } 
2 

{ [ ~ - (3 (X + Tb I - À Tb - ( ww I l - R } -
2 

- { (Ã Tb + ~ X l . [~ - ~ (X+ Tbl I } = O 
2 2 

Donde obtemos: 

[{3 - {3 X
2 

- Tb (f3+;\.) - (f..!+W)] 

Seja: 

[~ X 
2 

- CE+JJ.l l -

a
1 

"" { (f,+~t) - (1 + Tb (f3+À) + (j.l+W) } 

a2 = { [/3- (3 x2 .. Tb ({3+;\) - (Jl+W)] 

[À Tb + /3 X ] 
2 

(2.3.13) 

Já sabemos que se a e 
1 

a forem positivos, então as raizes 
2 

associadas a (2.3.13) serão negativas ou têm parte real negativa. 

Assim, de a > O devemos ter: 
1 

[3 ( Tb - 1 ) > - (A Tb + 2 JJ. -r E; + t<~) 

Mas (Tb - 1) é sempre negativo, pol.s Tb é sempre menor que um. 

Portanto, 
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com O<Tb<1 

e obtemos a primeira condição de estabíl idade para o ponto P . 
' De a

2 
> O , teremos; 

(2.3.14) 

Já sabemos que (Tb- 1) é sempre negativo. Além disso, ~ e w são 

respectivamente, o inverso do período de incubação da AIDS com TB e da 

AIDS sem TB, e portanto (Ç - w) é sempre positivo, pois 

de a > O é possível termos dois casos; 
2 

al) Se ( Ç + 11 + À Tb} ( Tb - 1) ·!- X
2 

( ~ - w) < O , então: 

a coerência desta desigualdade sai do f'ato que À ;> Ar 

a2) Se (t;" + fl + A Tb) (Tb - 1) + X (Ç - w) > O, então: 
2 

À Tb + (J.l+w) ] 
- ( Ç + 11 + .\ Tb) ( Tb - 1} 

Ç > w. Logo, 

{2.3. 15) 

(2.3.16) 

e ~ será sempre maior que algum valor negativo. Isto é sempre verdade, 

país é o coeficiente de transmissão da AIDS. E de (2.3.16) não 

podemos tirar nenhuma. condição de estabilidade. 

POJ~tanto, para termos R4 < O e R3 < O, é necessário que (2. 3. l4J 

e (2. 3. 15} sejam satisfeitas. 

Resumindo, se as desigualdades (2.3.14) e (2.3.15) são satisfeitas, 

o ponto viá.vel ?
4
= (X

2
, Tb, O, O, O, O) é estável. 

5) Anal i se mos agor~a o ponto P 
5 

X" 
(p + p • fl) 

Tb > G Tb 
2 o-

A " 
(jl + a + 

" 
e) 

> o Atb 
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2 

M- a-( 1-1+8) - M(P+M+d) 
" ((J+p+f.1+8) ' 

-(/-1 + a) 
< o À " e 

À 

com 

-- a-e > o 
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A matriz jacobiana do f1ATB no ponto P
5 

será: 

M P 
5 

= 

a = -i\ Tb - (a-+j.d 
11 

a = À (1-X -2Tb-A-Atb) 
12 2 

a = a = -A Tb - (J X 
13 " 2 

a = a = - À Tb 
15 16 

a = <Y 
21 

a = -(p 
22 

+ ~ + eJ 

a = a = -$ Tb 
23 24 

a = a = o 
25 26 

a=a=a=a=O 
31 32 35 36 

a = 
33 

a = 
34 

(J (1-X -Tb-.h4tb) -
2 

(3 (1-X
2
-2Tb-A-Atb) 

5 6 

a 
i, j 

+ p 

(J!+w) 

onde 

a=a=a =a =O 
!1,1 42 45 46 

a "" (3 X .,._ i\ Tb 
43 2 

a = J3 X
2
. - (t;'+Jl) 

44 

a=a=a=O 
51 52 54 

a = w 
53 

a = -(j1+o::) - i\ Atb 
55 

a. = -i\ A 
56 

a = a = 
61 62 

a = !5 Tb 
63 

a = ~ Tb 
64 

a = 11. Atb 
65 

a = À A -
66 

o 

' <; 

{IJ-+a:+EI) 

e a equação característica da matriz jacobiana no ponto P é: 
5 

dct [ l: a + I (a 'Rd l = o Í"'j"' 1'. . ,6 

i#j í ' j i=j 
i 'j 

Resolvendo-se o determinante por matriz de cofatores, obtemos o 

seguinte polinõmio caracteristico: 

P(R;) 

onde 

• = 

{ { f/3 c1-x
2
-2 Tb-A-Jttb)-(J.I+wll - :R3} . i f/3 X

2
- CS+11-lJ - R4} . 

det G } - {{ {3 X
2 

+ i\ Tb } . { {3 ( 1-X
2
-2 Tb-A-Atb) } . 

det6}~=0 

a - R1 a a a 1 11 12 15 16 ' 
a a - Rz a a I 

21 22 25 26 I -{M+a+EI) a a - R5 
51 52 

J a a -(p+a) - R6 
61 62 

Fatorando p (Jü)' tem-se que: 
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P(7\i) = { { [{3 X
2

- ((+jiJ1- R~±} _ { [,13 (1-X~,-2 Tb-A-Atb)- (/l+w)J R3 } -

- { [(3 X
2 

+ À lltb] . [{3 ( 1-X
2
-2 Tb-A-Atb)] } } . { det 0 } =- O 

( 2.3. 1 7l 

E os autovalor-es são dados por~: 

a) det f5 = { { [-.\ Tb- (o-+11ll- ]ú} . { (p+/1+6)- R2} ~ {o-} 

{ > (1-X
2
-2 Tb-A-Atb) } } . { dd Y} =O 

onde 

[ - 7is e = " 
- (J.l+a) 

Mas, dd ili o 

-(tJ.+a+e) l 
j -

{"'9 

+ 
Rs,s = 

:Rs > o 

Rs 

det§=O e 

J/ - (f.L + rx +B) (M + a) "" O 

~+a.l ( /1+0'.+6) 
2 

e :Rs < o 

E como um dos autovalores é real positivo podemos concluir· que o 

ponto P é sempre instável. 
5 

2.4. UMA ABORDAGEM CRÍTICA DESCRITIVA DAS REGIÕES DE ESTABILIDADE 

Da análise de sensibi 1 idade dos parâmetros do modelo t1ATB 

(apêndice), observamos que os coeficientes de transmissão das doenças, 

(3 e À, juntamente com o parâmetro f.1 (taxa de mortalidade natural ou 

fluxo de saída do presÍdio), estão entre os parâmetros mais sensíveis no 

modelo proposto. Além disso, do parágrafo anterior (2. 3), temos que as 

condiçÕes de estabilidade dos pontos de equilÍbrio também sao 

estabelecidas como funçÕes destes parâmetros. 

Isto posto, faremos neste parágrafo um estudo sintético das regiÕes 

de estabilidade, baseado nas variaçÕes destes parâmetros mais sensíveis. 
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Salientamos, entretanto, que Cl análise mais rigorosa dos tipos de 

bifurcaçÕes que podem oco!-rer ' na o serei abordada neste capítulo. pois 

além de ser muito complexa, e 1a e ineficiente no que diz respeito à 

epidemiologia das doenças. 

" < 

e 

À > 

e 

Dos parágrafos anteriores temos: 

1) P = (0, O, O, O, O, O) é estável se: 
ot 

e 

2) P = (0, O, Y , O, A, 0) é estável se, para ~ > ~o 
1 1 <.. 

(jl+cx+e) 

A f1 W W (j.i+W) = " (~) 1 

(2.4.1) 

{2.4. 2} 

3) p = (O 
3 ' 

O, A, Atb) é estável se, para ~~ > ~e , 

~ ( p:+a.+El+w) (j.l.+O'.) + {3 w El 

w [ ~ ( /.l+W)] 
À ( ~) 

1 

(2.4.3) 

A < 
13 

[ _r,_Y:c 1 _r,_•_2_~_·_P_•_e_J_•-;;;cr3-;
2

;:;Yé:~:;-·-(T l 11+el + ~l Cp+fl+B) J1 

~ O""(p:+w) 
• ÀWl=ÀIIll 
3 2 

< 

e 

{3 < 

4) P ""' (X , Tb, O, O, O, 01 é estável se, para to. > "Ai!. , 
4 2 

- ["A Tb + (2j..!.+Ç+w)] 
(Tb 1) 

Como {3 (,\) < f3 (À) 
2 ' 

= ~ (À) 
1 

então P e estável se f3 < t3 (À). 
4 2 
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5) p = (X ,, Atb), onde todas as coordenadas do 
? 

ponto são positivas, é estável :para quaisquer valores de [3 e de I\ que, 

simultaneamente, não satisfazem as desigualdades (2.4.1), (2.4.2], 

(2,4.3) e (2.4.4). 

Como já foi observado, as desigualdades (2.4.1), (2.4.2}, (2.4.3) e 

(2.4.4) dependem dos coeficientes de transmissão das doenças ((3 e A), 

que além de serem os 
, . , 

ma1s sens1ve1s, são também os parâmetros mais 

difÍCieis de serem estimados diretamente. Entretanto, os outros 

parâmetros podem ser· obtidos do conhecimento epidemiológico com uma 

certa confiabilidade (discutimos a esse r·espeito no apêndice). Esses 

valores, que ao longo de todas as simulações numéricas permanecem fixos, 

são dados por: 

p = 0,5 (recuperação natural da TB = 2 anos) 

~ = 0,05 (reativação da TB = 20 anos) 

w = O, 1 (per iodo de incubação da AIDS sem TB = 10 anos) 

ç = 0,2 (período de incubação da AIDS com TB = 5 anos) 

e = 0,05 (taxa de letal idade por TB = 20 anos) 

" = 0,33 (taxa de letalidade por· AIDS = 3 anos) 

Usando estes valores, e tomando as regiÕes limitadas por (2.4.1), 

(2.4.2), (2.4.3) e (2.4.4) (ou curvas fronteiras de equilíbrio), obtemos 

as regiões Ret' R1 , ~· R4 e~ onde os pontos Pet' P1 , P3 , P4 e P7 são 

respectivamente estáveis. Estas r·egiões serão chamadas de regiões de 

estabilidade dos respectivos pontos de equilÍbrio, e são definidas por: 

1) A região (R et) onde o p é estável: 

"' 
Ret = { ( ~, ") , ~ < ~E e À < "I. ) 

2) A região (R1) onde p é estável: 
' 

Rl = { (~,;\}, (l > f-5 e , .\ < À (~) À < À (,8) 1 e f ' 2 

3) A região (R3) onde p é estável: 
3 

R3 = {(~,À); • • "}~l} 8 > {3 f ' \>1<(8) = À Wl e 
" < À3(~) = 

2 ' 
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4) A região onde P
4 

é estável: 

e 

5) A região (~) 

onde os pontos P e t, ? 
1 

onde P é estável, e que corresponde à região 
7 

P e P são simultaneamente instáveis . 
. 3 4 

({3,À); [3 >r~ (À) e 
2 

À > À 
• 

" 
:=:,:>,.([3), 

2 

6) A região (R
1

R
4

J onde os pontos ?
1 

e P
4 

são simultaneamente 

estáveis, e é dada pela intersecção das regiÕes R
1 

e R
4

. 

Como f3 n À ::s< À n À , a região R
1

R
4 

é definida por: 
2 2 2 : 

' 
R

1
R

4 
= t (f,À)> f< ~ 2 (À) e 

' 
À < À

2
(/3), ;;_ > I\ e, e f3 > f3.e J 

Salientamos que a existência da região depende fortemente do 

valor atribuÍdo ao parâmetro /.1 (tempo de permanência no presídio ou 

fluxo de saída do presidia). 

Estas regiÕes de estabilidade acima definidas, podem ser melhor 

visualizadas atra.vés da FIG.S, que indica a relação entre os valores de 

(3 e 1\ par-a os quais cada um dos tipos de pontos de equilÍbrio é estáveL 
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FIGURA-s, Regl~es de estabi li da de do o pontos 

biologicamente vi.;veis defini das pelos coeficientes de 

À 
I 

Rl 

0.8 

de equilÍbrio 

-transmissao 

doenças ((3 e À). Os valores dos parametros sao dados pela TABELA-Al com 

~ = 0.1 (tempo de perman;;ncia no presÍdio de 10 anos) 

• 
o À 

2 
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Antes de apresentarmos Dma anal i se mais descritiva destas regiões 

de estabilidade vamos responder à pergunta do início deste capítulo:

será que só é estável o ponto que biologicamente i: viável ? 

Primeiramente, observamos que na região Ret o ponto P é estável, 
ot 

isto é, se [3 e 11. pertencem a esta região, então as doenças serao 

extintas na população. 

Em R4, o ponto p é 
' 

estável e temos a TB prevalecendo na 

população. Em R
1

, o ponto é estável e AIDS sem TB prevalece na 

população. Em P é estável, e portanto AIDS com TB existirá na 
3 

população. Por fim, na região ~, onde P é estáve 1, 
7 

a população será 

composta por todas as variáveis de estado no horizonte (ou equilÍbrio). 

Nos parágrafos (2.2) e (2.3) observou-se que, desde que ~ > f3p_ e 

todos esses pontos, com suas respectivas condições de 

estabilidade, são biologicamente viáveis. Vale ressaltar que o ponto P 
3 

é aceitável biologicamente pelas hipóteses do MATB:- os indivíduos 

aidéticos (A e Atb) estão isolados e todos os casos de TB ativa são 

infecciosas. Sendo assim, os indivíduos do compartimento Atb transmitem 

a infecção por TB aos indivíduos do compartimento A e portanto, é 

natural obtermos condíções de estabilidade para tal ponto. 

onde 

Mostramos ainda que os pontos: P = (O, O, O, O, A, .4tb) e 
2 

At"b = 
(J1 + !X) 

À 

P= IX, Tb, O, O, A, Atb) 
5 2 

são instáveis. 

De forma análoga, verificamos também que o ponto do tipo 

P
6

= (X
2
,Tb,Y

1
,0,A,Atb). onde as coordenadas Tb, Y

1 
e Atb são negativas, 

também é instável. Os cálculos não foram apresentados, por economia de 

linguagem e por este ponto ser biologicamente inviável. 

As regiões de estabilidade são definidas somente para pontos de 

equilíbrio biologicamente viáve.ts, e que são exatamente os pontos que 

podem ser estáveis em nosso modelo MATE. 

A partir de agora, faremos uma análise mais descritiva das regiões 

de estabilidade. 

Inicialmente, observamos que nas regiões: Ret' 

e R, , com o modelo HATB, a est.abil idade de cada ponto de 

equilÍbi'io nao depende das condiçÕes iniciais. E na região R
1

R
4

, 

pontos e p 
4 

são simultaneamente estáveis, o HATB depende 
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condiçÕes iniciais (observação testada numericamente). 

Nas regiões onde o MATB nao depende das condiçÕes iniciais, 

quaisquer que sejam cs valores do par ({3, À) pertencente à uma 

determinada região de estabi 1 idade, somente o ponto correspondente 3. 

esta região é estável. Por exemplo, se {3 e A satisfazem as condiçÕes de 

obtemos p 
' 1 

estável e os pontos p ' et 
p {i=2,3,4,5,6,7} 

instáveis. Todos esses tipos de pontos fOl~am determinados analiticamente 

nos Bioteoremas 2.l, 2.2, 2.3. 

Na região isso não acontece. Existem "bacias de atração" 

dos pontos P e P Isto significa que se é dada uma condição inicial 1 4. 

para o HATB onde só temos indivíduos HIV+ (Y
1

) e indivíduos aidéticos 

(AI, a solução converge para o ponto p 
1 

uma condição inicial com 

individuas sucetívei.s com o bacilo da TE (X ) e 
2 

indivíduos com TE doença 

(TB) implica numa solução convergente para P
4

. Maís que isso, qualquer 

condição inicial onde predominem indivíduos com TB ou individuas 

aidéticos, a solução converge para o ponto P ou P , respectivamente. 
4 1 

Assim, dependendo da condição inicial, em R
1

R
4 

podemos ter P
1 

ou 

P
4 

estável, para um mesmo valor de {3 e de À. Salientamos, aínda, que 

somente os pontos 

(Bioteorema 2.4) 

p 
1 

e p 
4 

podem ser estáveis na região 

É importante ressaltar que as regiÕes de estabilidade dependem dos 

valores dos parâmetros dados pela TABELA~AJ. (apêndice) e que até agora 

foram mantidos constantes. Que, evidentemente, para outros valores 

destes parâmetros obtemos diferentes regiÕes de estabilidade para os 

tipos de pontos biologicamente viáveis do f1ATB. E que a análise feita 

anteriormente no parágrafo (2. 3) e baseada na variação dos parâmetros 

mais difÍcies de serem estimados, ~ e À, os quais estão também entre os 

mais sensíveis (cf. apêndice). 

Díante disto, e em continuidade ao que já foi feito, podemos 

através de simulaçÕes numéricas verificar como se comportam as regiÕes 

de estabilidade se considerarmos o parâmetro ~l variável, desde que ele é 

o Único parâmetro relativamente sensível para t.odas as variáveis da 

modelo HATB (cf. apêndice). Do ponto de vista epidemiolÓgico isto é 

muito significativo, pois J.1 representa o fluxo de saída do presÍdio ( 1/p. 

é o tempo médio de permanência no presÍdío por cumprimento de pena ou 

mortal idade natural), e parece Óbvio que, quanto maior· o tempo de 

83 



permanência dos ir:divÍduos r,o presÍdio, 

transmissão das doenças. 

mais fácil torna-se a 

Neste contexto, verificamos que a regiào R
1

Hi1 e a que mais se 

transforma com a variaçã.o cio parâmetro p.. 

A regiã.o R
1

R
4 

e limitada pelas curvas [3 < f3 (;\) e 1\ < 1\ ({3) dadas 
2 2 

pelas expressÕes (2.4.4) e (2.4.2), respectivamente. Tais curvas são 

concavas no plano-F~/\ e têm somente dois nontos de interseccão quando 

e p ""' ({3 À ) 
c c' c 

2.4.1) Para todo 11 :> O, 1\(/\fl "" {3t e À
2

({3t) "" Ài o que impll.ca que 

o ponto PR = ({3f.' À[} pertence às fronteiras das regiÕes Ret' R
1

, R~ 

e 

De fato, quando À = Àf , temos: 

Tb=Àa--

Portanto, 

a-(~J.+8) - p.(p+~J.+8) = 
À (O""+p+p+9) O e como X = _C p+}l+e l 

2 ,. 

-(/HW) (C+,) 
<, r- = (p.+w) = !3n. 

(Ç+IJ.) f. 

Por outro lado, quando [3 = f3e , temos que 

Tb , então X = O. 
2 

A " 
{3 W- W (/l+W) 

{3(}l+W+tx) 
= O e sendo Y == !M+a) A, então Y = O. 

1 w 1 

Assim, 

a-(Jl+~l + /l(P+M+B) 
~ 

ou seja, o ponto limiar Pl" ([3
2 

, 1\E) e um ponto de intersecção das 

curvas {3:
2 

e :\
2 

que delimitam a região R
1

R
4

. 

Observe também que, como o valor das coordenadas de P e de P sao 
4 ' 

nulas, quando À = Àg e (3 = f3e !"'espectivamente, então o Único ponto 

de equilÍbrio que existe em 

t!"'ivia.l P . . , 
e o ponto de equilÍbrio 
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2.4-.2) A condiçào necessária e suficiente par-a que exista a região R
1

R
4 

e 
e que ~ > 

c e À ' c 
Uma análise numérica desta condição mostra-nos que existe um valor 

J-L tal que ?t (f3//1-l,ile(j1)) =?c ({3c(/1-),i\c(j1)) , ou seja, se IJ. .=::: IJ. então 

a região R
1

R
4 

desaparece. Para os valores dos outros parâmetros dados 

pela TABELA-AL tem-se p = 0,3 (cf. FIG.12) o que equivale a um tempo 

médio de permanência no presÍdio de aproximadamente 3,3 anos. 

Na TABELA-1 temos os valores das coordenadas de P e e P para 
c 

valores de f1 entre 0,01 e 0,4 (permanência de 100 a 2,5 anos). 

,--~~~~---·---·--~~~ ... ~---·---~-~--~~~, 

ll"' 0,0 1 {:.i!: (0.11, 0, 172} fL = 0, 2 0 {Pé= {0,3, 3,25) 

(FIG.7) c (0,223119, 2,85733) (FIG.11l Pc = (0,340721, 4,49596) 

~~~--------------~-t---·-·--·--~---~~~1 

!L= 0,05 
(FlG. 8) 

11- = o, 10 
(FIG. 9) 

(0,:!.5, 0,7) 

{0,248887, 3,1834) 

(0,2, 1,45) 

(0,280168, 3,60756) 

p.=0,25 e { 
p 

(FIG. 12 J P 
c. 

I' = 0,30 
(FIG. 13) 

= (0,35, 4,30) 

= (0,370241, 4,95675) 

(0,4, 5,45) 

(0,39934, 5,42735) 

M = o, 15 { Pr e : 
(FIG. 10) ~ 

(0,25, 2,3) 

(0,310726, 4,04582) 
11- = 0,40 
(FIG. 14) 

f P 1 = 10,5, 8,05) 

l p = {0,456427, 6,39576) 
c 

''--~-----------~-~----.l........-------~------' 

TABELA-1 

2. 4. 3) As coordenadas de P f crescem com 11 e portanto a possibilidade 

de erradicação das doenças no presÍdio e proporcional ao valor de .u 

(quanto menor o tempo de permanência no presÍdJo, maior será a região 

R de estabilidade do ponto P ) . 
et et 

2.4.4) O aumento de 

diminuição da região 

p, com (3 > ,e" e 
' onde AIDS e TB coexistem. 

propicia também uma 

As regiÕes R
1 

e R
4 

aumentam e R
3 

diminui- Em termos epidemioJ.Ógicos isto significa que 

auanto menor 2. tempo de permanência dos indivÍduos no presÍdio. ~ 

~ ª possibilidade das doencas coexistirem, isto é, existe uma forte 

interação negativa entre as duas infecçÕes no hospedeiro. 
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2. 4 . .5) Uma visão geométcica dçste fenômeno de interação entre as duas 

infecçÕes, pode ser vista através das figuras (FIG.7,8,9,10,11,12,13,14) 

que se seguem. 

Os gráficos da parte superior destas Figuras representam as regioes 

de estabilidade dos pontos de equilÍbrio biologicamente viáveis, de 

acordo com a variação crescente do parâmetro fL {O,Ol:s. Jl :s_ 0,40). 

A região R
1

R
4 

de cada uma dessas regiÕes de estabilidade é ampliada 

para podermos ter uma melhor visualização do quanto R
1

R
4 

diminui, de 

acordo com o valor crescente do parâmetro fJ-. Tal região e dada pelos 

gráficos inferiores das figuras correspondentes. Observe que quando 

~ = O, 30 (F!G. 12) 

l'egiào R
1

R
4 

"" ~ . 
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2.5. CURVAS DE BIFURCAÇÔES 

As curvas que delimitam as reg10es de estabilidade estudadas no 

parágrafo anterior (2. 4} sâo, geralmente, condiçÕes de bifurcação para 

os pontos de equilíbrio viáveis. Existe uma mudança na estrutura 

qualitativa do HATB quando os parâmetros $ e À variam, mantendo todos os 

outros parâmetros constantes (FIG.6}:-

(1) Quando (3 < f3e e À< Àe (região Ret) o ponto Pet"" (0,0,0,0,0,0) 

é assintoticamente estável e ambas as doenças se extinguem na população. 

Da análise de estabilidade do HATB no P , observamos que existem dois 
et 

autovalores nulos quando f3 = f\ e À = À.e ou um autovalor nulo se (3 = f3e 

ou (cL2.L1 e 2.1.2). Portanto, no ponto P.e e nas fronteiras da 

R nada podemos afirmar a respeito da estabilidade do P 
et et 

' < 'e temos o ponto p estável e o ponto p 
1 ot 

por c = { {~,À), ,B = ~e e o ' ' < 'e } 
1 

de os p e p 

(2) Se (3 > f3e e 

instável. A curva dada 

deter·mina uma condição bifurcação para pontos 
1 •t 

(3) Analogamente, a curva C
2 

= { ({3,:\.): G ' ~ < ~e e ;., - :te , 
determina uma condição de bifurcação para os pontos p e p 

' et 

Observamos que sobre as front.eil'as da região R dadas pelas curvas 
et 

C
1 

e C
2 

e numa vizinhança delas, o modelo !1ATB depende das condiçÕes 

iniciais. 

Quando ~ e ~~ as condições de estabi 1 idade ponto p ' para o nao 
1 ., 

definidas Da forma, quando À À e sao (t:f. Bioteorema 2.4). mesma = as 

condiçÕes de estabilidade par· a ponto p o 
4 

também ' ,, 
definidas na o sao (cf'. 

Bioteorema 2.4). Mais que isso, quando (l e f3 e e ' = 'e as 

coordenadas de p e p sao nulas, donde p = p = p (cf.0&4 2.4.1). 
1 4 1 4 et 

Temos 
, , 

fronteiras da ·' R do modelo NATB que na o so as reg1ao 
et 

determinam condiçÕes de bifurcação, como também o ponto p = (~I "e i e . I , 

um ponto de bifurcação. 

Além disso, numa vizinhança V(Pf.), podemos ter a estabilidade de um 

dos pontos Pet , P
1 

ou P
4 

, dependendo da condição inicial do HATB. 
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(4) Se f3 > f3e e À > lo.E podemos ter os pontos P
1

, P
3

, P
4 

ou P
7 

estáveis. 

(a) Se ({3,1\) E R R temos o ponto P ou P estável, dependendo 
1 4 1 . 4 

das condiçÕes iniciais do ffATB. 

Biologicamente, quando f:S e À pertencem a essa região parece que 

existe uma competição forte entre AIDS e TB no presÍdio e, dependendo da 

condição inicial do HATB, a prevalência de uma delas deve acontecer na 

população. 

Esta competição em 

ponto e próximo dele, 

R
1

R
4 

existirá até 

os valores de {3 

que ({3, i\) = 

e de À são 

Neste 

novos 

indivíduos surgem: a competição foi tanta que indivíduos tuberculosos 

entraram em contacto com indivíduos aidéticos e 

transmitiram a infecção por TB, . d HIV' surg1n o os 

indivíduos aidéticos com TB doença (Y e Atb). 
2 

indivíduos e 

com TB latente e 

Sabemos que um sistema de EDO (linear ou não linear} é totalmente 

determinístico se, dada as condições iniciais, o sistema converge sempre 

para um mesmo ponto. No caso linear isto sempre ocorre. No não linear, 

pode haver uma "quebra de lei". Quando o sistema não linear depende das 

condiçÕes iniciais, isto é, se uma dada configuração inicial levar o 

equilíbrio para um ponto, e outra configuração levar para outro, então 

têm-se caos determinístico. É caos det.ermínistíco, porque o equilíbrio é 

sempre o mesmo para uma dada condição inicial. 

Portanto, R
1

R
4 

é uma região de caos determinístico. 

E como nas suas fronteiras {3
2 

e À o 
2 

HATB também depende da 

condição inicial, estas fronteiras são também de bifurcação. Além disso, 

o ponto P = ({3 , À ) é o ponto de intersecção das curvas {3
2 

e À
2 c c c 

onde elas têm um valor critico para a região ~ existir. 

Note que no ponto Pc"" ({3c , "-c } não temos só um valor minimo do 

par ({3,A) para a existência de P 
7 

mas, temos um valor onde existe ~~a 

mudança na estrutura qualitativa do modelo. Neste ponto, dependendo da 

condição inicial do HATB, dois pontos são simultaneamente estáveis: P
7 

e 

um outro ponto (do tipo P ) que não é biologicamente viável. Esse ponto 
7 

apresenta algumas coordenadas coordenadas negativas, e como no caso de 

P 
7

, também só é possi vel determiná-lo numer.lcamente. 

Portanto, o ponto P "" ({3 , A ) também é ponto de bifurcação. 
c c c 
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'I ) , numa vizinhança V(P ) o sistema deixa de 
c 

ter uma estrutura estável para pequenas variações desses parâmetros. t: 
também uma vizinhança onde o MATB depende da condição iniciaL Nela, 

além dos três pontos de equi 1 í brio não triviais (P, 
1 

P e P ) poderem 
4 7 

ser estaveis, existem outros pontos estãveis, mas que não são 

biologicamente viáveis. Estes pontos, que sao do tipo P , 
7 

têm algumas 

das coordenadas negativas, e como já foi dito, não foi possível 

determiná-los analiticamente. Podemos dizer que numa vizinhança de 

Pc = (~c , Àc ), tudo pode acontecer. 

De qualquer forma, não só R1R4 , mas também uma pequena vizinhança 

'V(P ) podem ser consideradas regiÕes de caos determinístico. Talvez, 
c 

tanto À como ~. tenham atingido novamente os valores limiares críticos 

de coexistência simultânea das doenças no mesmo hospedeiro. 

Infelizmente, não pudemos demonstrar tais fatos analiticamente. Apenas 

fazemos interpretações das simulações numéricas. 

(b) Se (~,À) E R temos o ponto 
1 

P estável. 
1 

Se, com [3 fixo, 

tomamos ;\ crescente, então À pode atingir outro valor limiar (çf.2.3.9l, 

tal que para À suficientemente grande, a infecção por TB começa a 

existir. E temos, então, P
3 

estável. 

Diferentemente das fronteiras de R
1

R
4 

, a passagem de P
1 

para P
3 

é 

contínua e pode ser demonstrada através da seguinte Bioproposição; 

Bioproposição 2. 5.1: A transição entre as; regiões 

contlnua para cada [3 fixo, [3 > [3~ 

Dem: Temos que a fronteira entre R
1 

e R
3 

é dada por: 

[3 (M+a+w) (M+a+e) 

W [{3 - (j.i+W)] 

• 
onde 1\ é decrescente em f3 e admite uma inversa f3(11.) "" {3

2 
decrescente. 

Devemos então mostrar que: 

p = 
3 

p 
1 

e lim • 
À " 2-
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que neste caso, é equivalente a: 

p 
1 

e llm,. P 

{3 {3 2+ 

Devemos mostrar que cada coordenada de p " 
3 

converge para a respectiva coordenada de p " (O, 
1 

(0, O, Y
1

, O, A, Atb) 

O, Y
1

, O, A, OL 

Mostraremos somente para uma das coordenadas pois o procedimento é 

análogo para as outras. Sejam, 

então 

A " 

• A= 
1 

1 im,. A = 
" À 2• 

11+a+e 
À 

a coor·denada de P 
3 

em R
3 

e 

w [{3- (jJ.+w)J 

/3{W+J..L+O:) 
a coordenada de P

1 
em R1 

1 im • 
À À 

2• 

(jJ.+a+e) w [/3 - C11+wl J 

{3(j.1+a+9+w)(J..L+a) + {3we 

w [{3 - (M+W)] 

{3(w+p.+o:) 

Reciprocamente, temos que 

• 

• A 
1 

A = A 
2 

com A " w .JJl_~_+."lL_ 

{3(w+~-L+a) 

a coordenada de P
1 

em R
1 

a coordenada de P
3 

em R
3 

• 
UM 2.5.1: os mesmos argumentos podem ser usados para as outras 

coordenadas. 

(c) Analisemos, agora, para a r·egião Rr· Aqui temos uma outra 
• 

fronteira À = À e na vizinhança dessa fronteira o HATB também deixa de 
2 3 

ter uma estrutura qualitativamente estável. Para qualquer À fixo 

pertencente a R
3

, e # decrescente, parece natural o fato dos parâmetros 

atingirem outro limiar (cL 2.3.11), onde a TE começa também a 

prevalecer na populaçã.o. E as duas infecções começam a coexistir no 

mesmo hospedeiro (R,). Mas se (3 continua decrescendo, na fronteira 

limiar (/3
2

) (cí. 2.3.15) novamente o !1ATB deixa de ter uma estrutura 

estável e a TB prevalece sobre a AIDS. O que foi dito sobre as 

fronteiras (3
2 

e À
2 

em R
1

R
4 

também vale neste caso, embora os pontos 

sejam outros. 
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(d) Já fizemos {3 decrescer· até o ponto onde TB prevalece sobre a 

AIDS (R
4

). Façamos agora. ,\ decrescente, com {{3, À} pertencente a R
4

. 

Observando a FIG.6 temos três casos, dependendo do valor de~: (1) para 

[) > {3c e À > Àc podemos atingir novamente ~ e depois 

{3f < .B < {3c podemos atingir R
1

R
4 

e depois R
1 

ou então 

(2} para 

{3 < ~l 

e I\ < ÀE , para Ret onde obtemos novamente a população inteiramente 

sadia. 

E todos esses três casos já foram discutidos anteriormente. 

0&4 2.5.2: Existe também um ponto de intersecção P = (~, À) entre • • • • • ascurvas í\=À e í\=i\ 
2 3 1 2 

que não foi discutido, porque a vizinhança 

desse ponto é análoga à do ponto P 
c 

E pelos motivos já apresentados em 

À ) também é um ponto • de bifurcação . 

CJ&u 2.5. 3: Os tipos complexos de bifurcação que aparecem no HATB, 

exigem uma análise mais refinada, e no momento está fora do escopo deste 

trabalho, podendo ser retomada no futuro. 

2. 6. CONCLUSÃO 

Devido ao fato de existirem duas infecções agindo simultaneamente 

no mesmo hospedeiro, o modelo proposto dado pelas equações (1.2.1) a 

(L 2. 7) tornou-se bastante complexo. 

Ficou claro que as simplificações de carácter biológico, 

introduzidas no desenvolvimento deste capítulo através dos Bloteoremas 

2.1, 2.2 e 2.J, têm relativa impOl~tãncia na determinação dos pontos de 

equilíbrio. E tornam-se vali dadas quando mostr·amos que os pontos 

estáveis são justamente os pontos que, sob o aspecto biológico, são 

viáveis. 

Também analisamos as regiões de estabilidade em função da variação 

do parâmetro J1 (fluxo de saída ou tempo de permanência no presidia). 

Muito embora os tipos de pontos de equilíbrio do t1ATB permaneçam os 

mesmos, para qualquer variação dos outros parâmetros, as regiões de 

estabilidade são diferentes. Entretanto, as análises de variações dos 

outros parâmetros nao sao muito significativas, pois da análise de 
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sensibilidade temos que os parâmetros mais sensíveis sao {3, i\ e J1 

(apêndice). 

Ressaltamos, ainda, o fato de que sob a hipótese da população total 

ser constante, podemos extender para o modelo mais complexo (eqs, 1.2.1 

a 1.2.7) todas as consideraçÕes feitas para o HATB. 

Finalmente, numa pesquisa realizada junto ao presÍdio do Carandiru, 

em São Paulo, pelo aluno de mestrado da Faculdade de SaÚde PÚblica da 

USP e tendo como suporte básico a Disciplina de Informática Médica da 

Faculdade de Medicina da USP os valores encontrados das populaçÕes são: 

• • • • • • • • • • p " (X , xz , Tb 'y1 'y2 ,A , Atb ) com X " 0,077 y " 0,03 o 1 1 1 

• • 
X " 0,749 y " O, 117 

2 2 

• • Tb = 0,016 A " 0,008 
• 

Atb = O, 010 

o que faz crer que os valores de B e de A devem satisfazer as condiçÕes 

para a existência da região R , isto e, a coexistência das duas doenças 
7 

no mesmo hospedeiro. 

Se consideramos a hipÓtese mais otimista par·a a existência desta 

região, isto é, os menores valores dos coeficientes de transmissão onde 

temos a coexistência das doenças, então os valOJ~es do par ((3,1\) ' sao os 

do ponto P = ((3 , À ) dados pela TABELA-1. Para estes valores, com a 
c c c . ' 

condição inicial dada por P temos entao o seguinte: 
o 
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h i p~ tese--~-
~·--~-

1/~ horizor.te do sistema 
otímist.õl (p ) 

c 
~~ 

Tb 00 I I' ~c À x"' x• Yro Yoo Aoo Atb"" 
c 1 2 ) 2 --- -

0,01 0,223 2,857 G, 1065 0,762 0,0667 0,0034 0,0386 0,0008 0,022 
-f----

0,05 0,248 3, 183 0,2781 0,606 0,0494 o, 0107 0,0354 0,0024 0,018 

O, 10 0,280 3,607 0,4720 0,429 0,0323 o, 0210 lo, 0283 0,0044 0,013 
-~~ t--o. 15 O, 310 4,045 0,6432 0,277 0,0194 0,0293 0,0184 0,0057 0,007 

0.20 0,340 4,495 0,7815 o, 155 0,0102 0,0306 0,0087 0,0056 0,003 

0.25 0,370 4,956 0,9006 0,066 0,0041 0,0224 0,0023 0,0038 0,0008 
---

lo 30 
0,399 5,427 0,9708 0,0167 0,0009 0,0098,0,0002 0,0015 0,00008 

' -
0,0000~ 0.40 0,456 6,395 0,9995 0,0001 0,0000 0,0004 0,0000 0,0000 

-

populaçao depois de 100 anos, considerando os 

distribuiç;o da 

• 
valores inicias P

0 

Observe que conforme o valor do parâmetro J.1 cresce, P
00 

tende ao 

ponto de equilÍbrio trivial, P 

"' menor o tempo de permanência no 

Como era o esperado, ou seja, quanto 

presÍdio, mais difÍCil é a chance do 

indivíduo ser infectado e maior a possibilidade de erradicação das 

doenças no presidia. 
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CAPITULO - 3 

MODELOS AGLUTINADOS DA AIDS E TB EM UM PRES I DIO 

3. 1. I NTRODUÇAo 

Devido às simplificações de carâcter biológica adotadas através da 

técnLc.a da ~ação, foi possível a resolução e a análise do modelo 

HATB que, a pdncípio, parecia analiticamente intratável (CAP.2L Tendo 

em vista que, embora eficiente, essa técnica não é facilmente aplicada, 

pois para obter·mos todos os tipos de pontos de equilíbr.io não triviais, 

precisamos fazer todas as composiçÕes de erradicação das populações, 

propomos neste capítulo uma outra estratégia para a <mál i se do HATB. 

Considerando separadamente indivíduos que são susceptíveis ao HIV e 

indivíduos que sào susceptiveis ao bacilo da TB, obtemos dois modelos 

aglutinados do !1ATB, que descrevem a dinâmica de cada uma das infecções. 

Como a dinâmica dos modelos aglutinados é descrita a partir do mesmo 

contexto epidemiológico do NATB, consideramos as variáveis já definidas, 

e denotadas por: 
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X ~ indivíduos susceptíveis a ambas as infecções 
1 

X
2 

= indivíduos susceptíveis com TB latente (susceptíveis ao HIVJ 

Tb = indivíduos com TB doença (susceptíveis ao HIV) 

• Y
1 

= indivíduos HJV (susceptíveis a TB) 

Y = indivíduos HIV+ com TB latente 
2 

A = individuas aidéticos (susceptíveis a TB) 

Atb = indivíduos aidéticos com TB doença 

com os mesmos parâmetros (taxa& de. !Jl:DJ14{_çãa) usados no modelo 1'1ATB. 

Por hipótese, os parâmetros anteriormente definidos são todos 

positivos e estamos interessados em soluções que, por sua vez, também 

sejam não negativas (soluções compatíveis ou biologicamente viáveis). 

O que propomos neste capítulo é o "agrupamento" das equações do 

sistema !1ATB e que está fundamentado na susceptibilidade dos indivíduos 

a cada uma das infecções. Tal técnica será chamada de técn.l.ca. do. 

a~Rnia e, através dela obtemos dois submodelos aglutinados do MATB, 

que descrevem a dinâmica da AIDS e da TB. Denominaremos o primeiro de 

!1SAIDS (modelo aglutinado da AIDS) e o segundo de !1STB (modelo 

aglutinado da TB). 

Se pela técnLca da B'Vlad.Lcaçàü foi possível determinarmos os pontos 

de e qui l í brl.o não trí viais do MATE; na análise que agora faremos, 

mostramos que é possível "recuperar" de forma aglutinada (ou compacta) 

estes mesmos pontos determinando os pontos de equilíbrio do HSAIDS e do 

HSTB. Nosso objetivo é mostrar a relação entre os modelos aglutinados e 

o MATB. 

Com estas considerações, iniciamos este capitulo com uma análise 

qualitativa do /'1SAIDS, determinando seus pontos de equilíbrio, e as 

condições de estabi. l idade de tais pontos. Usando a técm:ca M. 

aq.rw.pa.men.to, mostramos que o !1SAIDS recupera somente os pontos de 

equi.lí.brio não triviais estáveis do HATB que estão relacionados com a 

AIDS. A mesma análise será feita para o modelo HSTB. Veremos, então, que 

o ponto de equilíbrio não trivial estável do HSTB, é justamente o ponto 

de equilíbrio não trivial estável do f1ATB que não pode ser recuperado 

pelo f1SAIDS. 
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3.2. O MODELO AGLUTINADO DA AIDS (HSAIDS) 

Estamos interessados num modelo aglutinado do MATE que descreva a 

dinâmica da AIDS. Consideremos, então, as classes dos indivíduos que têm 

características semelhantes do ponto de ví.sta epidemiológico, e que, 

portanto, podem ser aglutinadas em um único compartimento. 

O HSAIDS será formado por três compartimentos: 

(a) s = X+ X + Tb (indivíduos susceptíveis ao HIV) 
' 2 

( b) I y + y (individuas HIV+) 
' 2 

(c) R = A + Atb (indivíduos aidéticos e portar:tto doentes) ; 

satisfazendo a condição de invariância: 

(d) N = S + I + R = 1 (3.2.1) 

Desta forma, o modelo HATB (eqs. 1.2.1 a 1.2.7) fica reduzido a: 

d s 
~ s I s Tb dt = ., - - ~ - e (3.2.2) 

d I 
ll I (X+ X 2) 1 ~·) y i' y 

dt = - ~ - -
' 1 2 

d R y i' y {!J.+a.:) Atb ~ Tb I dt = w + - R - e + 
' 2 

d N 
(Tb Atb ) R -dt = , - ~ - e + - a 

Como no MATE, aqui também a análise é feita num presidia. Desde que 

os presidias brasileiros estão sempre super· lotados e o fluxo de entrada 

é aproximadamente igual ao de saída, a variação populacional pode ser 

considerada nula, isto é, 

d N 
d t 

= o 1 = fl + e ( Tb + Atb ) + rx R (3.2.3) 

Substituindo (3.2.3) na equação (3.2.2) e considerando, por 

hipótese, que a relação entre as variáveis é relativamente constante, 

quando estão próximas dos pontos limites, podemos então adotar as 

seguintes simplificações, sem que se perca a generalidade do modelo: 
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• • 
a R = a R + e Atb Ç=9 a = o: + B 

Atb 
R = constante (3.2.4) 

A significa proporçao de indivíduos 

existentes em total de i ndi vi duos doentes, 

considerada aproximadamente constante . 

• • 
~ s = ~ X + ~ 

1 
X ~ ~ s 

2 
= ~ (S-Tb) ~ 

• 
y 

• 1 
k I = w y + ç y -k = w -1- + " 1 2 

Obtemos então o sistema (normalizado 

d s * CfT- = - [3 S I + fl ( 1 - S) + a R 

d I 
dt 

d R 
dt 

Mas 

{3*sr-f1I-k•I 

• • = k [ - ~R - " R + ~ Tb 

como, 

I 

~ 

y 
2 

I 

e) 

~ s = ~ X + ~ X + B Tb = 
1 2 

• 
~ (~ s - ~ SI = ~ Tb 

o sistema aglutinado fica reduzido a: 

d s • 
dt = -~ s I + ,, ( 1 - SI + a R 

d I * • 
dt = ~ s I - ~ I - k I 

d R • • • 
dt = k I - (~ + a I R + (~ - ~ I s I 

• 
> ~ 

~ constante 

aglutinado: 

• 
B s + ~ Tb 

• 

pode 

(3.2.5) 

(3,2.6) 

(3.2.7) 

(3. 2. 8} 

(3. 2.9) 

Atb 

ser 

onde {3 é o coeficiente de transmissão da AIDS, a é a taxa de letalidade 
• por AIDS, k é o período de incubação da AIDS e fl é a taxa de saida do 

presídio por mortalidade natural ou por cumprimento da pena. 

De (3. 2. 1) temos que o sistema acima fica reduzido a; 
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d s • 
dt - ~ s I -p I 1-S) + " I 1 - s - I) = f IS, I) (3.2.10) 

d I • • 
---cit = ~ s I - p I - k I = " (.<;, I) 

" 
( 3. 2.11) 

com as condições iniciais: 

SIO) < O , [ (O) ~ O e R( t l = 1 ~ S - I ~ O (3.2.12) 

A partir de agora as equações de (3.2. 10) a (3.2. 12) serão 

denominadas HSAJDS (modelo aglutinado da AIDS). 

Lema 3. 1: O conjunto ;) ""' { (S,I}: S 2: O, I 2: O, S + I :::; 1} no plano 

de fase SI e positivamente invariante para o MSAIDS. 

Prova: Temos que um conjunto compacto ?! é invariante se o campo de 

direções do sistema NSAIDS é tangente ou aponta pm'a o interior da 

região em cada ponto da fronteira 83. 

a) Seja a fronteira a B 

' 
definida por: 

' 

{ 

f(S,O) = (M + a) (1 - S) 

g(S,O) ;:o O 

A normal à reta I= O é~~ {0,1) e o produto interno 

• n . lf,g) = lO, 11 ((1-l+a)(l-S) 

implicando que o campo é tangente à fronteira a il. 
' 

b) Seja a fronteira a :D 
2 

definida por: 

• 

O ) se anula, 

{ 
f(O,I) = M +a (1- I) 

s = o "''" 
' giO, I) = - (p + k ) I 

A normal à retaS= O é r,= {1,0) e o pt<oduto interno 

• 
1'/ (f,g)= fl+IX ll-J)>Q 

implica que S cresce e portanto o campo está apontando para o interior 

de EL 
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c) a 3 : S + I ""' 1 
3 

Tomando como normal TI = { 1 / V2 , 1/ n ) , temos que o produto 

interno, 

TI . (f(S, 1-S), g(S, 1-S)) = 
1 

• desde que {3 > {3 (cf. 3.2.5). Logo as trajetórias que att-avessam a 3 
3 

dirigem-se para o interior de :D. 

OM 3. 2.1: O Lema 3. J mostra que o HSAIDS é "bem posto" uma vez que 

as trajetór-ias que começam em 11 permanecem neste conjunto. 

OM 3.2.2: As soluções do HSAIDS existem para t E [O,oo) e são 

Únicas dado que f(S,J) e g(S,l) são funções Lipchitzianas em 3. 

Corolário 3.1: Se 1
0
> O, então toda trajetÓria que passa por B

2
D 

ou a D não permanece na fronteira, e se dirige para 
3 

o interior de ll. 

Lema 3.2: Não existem trajetórias periÓdicas para o MSAIDS. 

Prova: (critério de Dulac) 

Seja B ~ 

B . f(S, I) 

B . g(S, I) 

Como, 

a Bt 

a s 

1 De SI 

1 
~ :sr 

1 
~ :sr 

(4.2.10) temos 

[ - ~ S I 
+ " 

(1-S) 

• • [ ~ S I - M I - k 

e .. a Bg 

a I 

• l + o:: ( 1-S-Jl 

I J 

~ o então 

a Bt 

a s 
+ a Bg 

a 1 
< o , e portar1to não existem órbitas fechadas na 

região 3. 
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3.3. DETERMINAÇÃO DOS PONTOS DE EQUILÍBRIOS E 

ANÁLISE DE ESTABILIDADE DO HSAJ DS 

Os pontos de equilíbrio da sistema HSAIDS são: 

a) o ponta de equilíbrio trivial (ou o ponto livre da doença), que 

é onde todos os indivíduos estão sadios, e corresponde a 

p = 
e 

P = {S , I ) "" (1 , O) 
et et et 

b) o ponto de equilíbrio não trivial (existência da doença): 

S,l)=[ 
e e 

* M + k * ( jJ. + o; ) 
(3.3.1) 

A matriz de linearização no ponto de equilíbrio trivial é dada pela 

matriz jacobiana: 

* * 

= [ 

- (,u + a. ) - ~ - a 

l A 

* * o ~ - (M + k ) 

p 
eC 

cujos autovalores têm a parte real negativa se, e somente se, o traço da 

matriz A for negativo e seu determinante positivo. Mas, 

implica em, 

e de 

temos que 

Desde que 

se: 

traço A ~ - (p. + 
• * • 

a ) + ~ - (,u + k ) < O 
t 

* • • 
~ < 2p.+o:: +k 

t 

det B"" - (1-1 +a,..) [ f3:et - (p. + k,.) J >O 

* * 
f3det< (,u + k) 

• • B < 
det 

f3t , o ponto de equilíbrio trivial será estável 

• • 
{3<(!-i+k) (3.3.2) 
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Analogamente, a matriz de linear'ização no ponto de equilíbrio não 

trivial é dada pela matriz jacobiana: 

Fazendo, 
• 

a 

temos então que, 

- a (c + 
c + b 

B " • a [ ~ -

~ b + 

1) 

• 
~ 

• 
a 

• 
a=(M+o:l 

b) 

e b " 

• 
-(~ b + a ) 

o 

p 
e 

e o ponto de equilíbrio não trivial será estável se, e somente se: 

- a [c + 1) 
traço B " [c + b 

e 
• • 

det B - ( ~ + a ) ~ -

Enquanto que, 

traço B .-: O 

desigualdade é sempre verdade, 

det B > O 

< o 

( ~ + 
• 

k lI > o 

• a 
implica em c = > -1 

• • 
implica em /3 > (f!+ k ). 

e esta 

Concluímos então que a condição de estabilidade do ponto de 

equilíbrio não trivial, P, 
< 

• 

é dada por: 

~ > 
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Estamos considerando populações de indivíduos, 

condição para o equilíbrio não trivial, 

e portanto a 

P = (S , I , R l 1 ~ s -
e e e e o • • • 

~ (~ + k ) T S a 
( 3. 3.4) 

ser factível ou existir biologicamente é que suas coordenadas sejam 

positivas. 

Por hipótese do modelo, todos os parâmetros são positivos. De 

(3.3.4) temos que 
• • s > o e r > o - ~ > IM + k I 

e o 

Além disto, 

R = (1- b) [ 1 - a 

] o > • o 
b ~ + a. 

1 e 

• • • " (~ - ['3 l . ~ k >o- f > f (3.3.5) 

• • 
b < 1 

-~ > tL + k (3.3.6) 

Observe que a condição (3.3.5) é consistente com a hipótese sobre 

os valores de f3 e (3• (cf.3.2.5L Então para o equilíbrio não tr.ivial 

P"' (S ,I , R ) ser factivel precisamos ter simplesmente: 
e e e e 

• • s > (Jl + k l 

E como a condição para o equilíbrio não trivial ser factivel é a 

mesma para o ponto de equilíbrio não trivial ser estável (cf.3.3. 3), 

concluímos que o ponto de equilibri() não trivial é sempre estável, se 

ele existe biologicamente. 

Podemos enunciar todos os resultados anteriores no seguinte: 

Bioteorema 3. 1 O equillbrio endêmico do HSAIDS (se existe) e 

localmente assintoticamente estável (LAS). 

Ainda em relação à estabilidade dos possíveis pontos de equilíbrio 

do HSAIDS, podemos obter informações globais conforme o seguinte 

bioteorema: 
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Bioteorema J. 2: Considere o t1SAIDS com todos os parâmetros não 

negativos. Seja ll = {S 2: O, I 2: O, R 2: O, S + I +R= 1}. Então: 
1 

(a) O equil1brio livre da doença (ELD) (S ,I ,R l: 11,0,0) 
et et et 

sempre existe, e é globalmente assintoticamente estável (GAS) na 

região D 
1 

(FIG. 15) 

~ • ' * • 
sempre que ,13 < (fl + k ) e instavel quando (3 > (ll + k ). 

• • 
(b) Quando /3 > (fl + k ) existe um Único equillbrio endêmico 

P = (S ,I ,R) com I >O, R >O, que é GA$ em .8
0
= Il

1
-{Cl,O,O)}_ 

e e e e e e 

(FIG. 16) 

Prova: 

(a) Das condições de equilíbrio 
d s 
d t 

= O e 
d I 
~ = O vemos que 

1 = O lmplica em S = 1 e assim, R = O. Logo, o ELD sempre existe. Note 

também que o equilíbrio não trivial dado por (3.3.4) não está em}) (cf'. 

Lema 3.1). A estabilidade local do equilíbrio trivial p = ( 1, 0) é 
et 

dada por (3. 3. 2), enquanto que a instabilidade, por (3. 3. 3). Portanto, 
• • para {3 < (J.l.+k) o P = (1, O) é LAS em :lil. 

et 

Suponha que P=(1,0) 

"' 
não seja GAS. Então, para qualquer 

condição inicial escolhida adequadamente fora da vizinhança de p 
et 

a 

solução correspondente permaneceria na região 1 imí tada que não contém 

outros pontos de equilíbrio ( pois 0 < (jJ+k") ) . Então pelo Teorema de 

Poincaré-Bendixon, esta solução f:· um ciclo ou tende para um ciclo 

limite. Mas pelo Lema .3.2, o NSAIDS não possui soluções periódicas em B. 

E isto é uma contradição. Portanto, p " 
ot 

I 1, O) é GAS na região 

invariante .D. Além disto, quando (S(t.),I[t)) -} (1,0), R{t) -7 O. 

Portanto, ELD é GAS em Il 
1 

(b) O MSAIDS tem um único ponto de equilíbrio não trivial, 

P = (S, I J (cf. 3.3.11, e pelo Bioteorema 3.1 temos que este ponto é 
e e e 

LAS. Pelo Lema 3.2, temos a não existência de órbitas per·iódicas, e 

portanto todas as soluções devem convergir para o equilíbr·io 

P= {S, I). Logo 
e • e 

P é GAS em 3. 
e 

equilíbrio endêmico P ~ (S ,I ,R J é 
e e e e 

Mas como R = 1 - S - I ' 
e 

GAS em Il = 
o 

e 

{(1,0,0)}. 

(OBS : o r"eSultado da parte [a) tamb~m ~ v; lido para o MATB). 
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Area representada 0,000 ( X ( +2.000 0.000 < y < +1.000 G.ft.88 

FIGURA 15: O equillbrio livre da doença do MSAIDS 

• • • 
{3=0.2, f3 =0.1, k =0.1, j..t=0.1, 0: =0.33 



FIGURA 16: O equilÍbrio end;;mtco do MSAlOS 

• • • 
j3c:o:O.S, {3 =0.4, k =0.1, j.l=O.l, a. ==0.33 



3.4. O MODELO AGLUTINADO DA TUBERCULOSE (HSTB) 

A análise que faremos agora é semelhante à feita para o HSAIDS. 

Cons iderando~se que: 

(a) Os indivíduos dos compartimentos X, Y e A são os individuas 
' 1 

susceptíveis ao bacilo da TB, e assim, S = X
1
+ Yt A ; 

(b) Os indivíduos dos comPartimentos X e Y são os indivíduos com 
. 2 2 

tuberculose latente, e portanto estão infectados pelo bacilo da TB, 

donde I "'"· X + Y 
2 2 

(c) Os compartimentos Tb e Atb são os individuas com tuberculose 

doença, isto é, R = Tb + A'tb, 

As equações (1.2.1) a {L2.7l do l1ATB ficam então aglutinadas no 

seguinte modelo: 

d s 
A Tb (X+ y ) M S À A Atb a A dt ' - - - -

1 1 
(3.4.1) 

d I 
Tb ~X ç y A Tb (X+ y ) I dt = p - - + - p 

2 2 1 1 

d R 
X (M+e) R - Tb Atb s y À A Atb dt = ~ - p - a + + 

2 2 

d N - e R - (A Atb) dt = ' - ,, a + 

Como o tamanho da população total N permanece sempre constante, 

temos : 
5 = M + B R+ a (A + Atb) (3.4.2) 

Substituindo-se (3.4..2) em (3.4.1) e sob as mesmas considerações 

das simplificações anterior·es (3.2.4) a (3.2.6), escrevemos: 

• e R = " Atb + e R 

• 
K I = "" X + ç y 

2 2 

• p R = p CR - Atb) = 

• 
Às X+ y ) 

1 ' 
• • 

A R= (A - À ) Atb, 
1 

• • 
À R= A (R- Atb), 

2 

• • • 
À = À + À 

12 1 2 

• Atb 
* e o a -7< 

• 
+ e _, e ~ e 

• X2 

"' X = 1T T ç Y2 
' --,---• p Tb ~ p = p 

• • 
A (S - A) = ~ S • ~ 2 A 

(3.4.3) 
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Observamos mais uma vez que nestas simplificações consideramos as 

relações entre as variáveis de estado relativamente constantes, quando t 

é grande (isto é, no equilíbr·io). 

Assim, a dinãmica do modelo MSTB fica representado pelo seguinte 

sistema: 

d s • • 
dt " M ( 1 - S) + 9 R- À. s R {3.4.4) 

12 

d I • • • 
" - )1 ' - K I + p R + /c S R (3.4.5) """{ft'" ' 2 

d R • • • • 
R I - (~ + e + p ) R + " s R {3.4.6) 

d t 1 

• • 
onde À é o coeficiente de transmissão da TB, e é a taxa de letalidade 

• • 
por TB, p é a taxa de recuperação natural da TB, .K é a taxa de 

reativação da TE e Jl é a taxa de saída do presídio (por morte natural ou 

cumprimento de pena). 

Como S + I + R= 1, temos que o sistema acima pode ser reduzido a: 

d s 
dt 

d R 
dt 

=f1(1-S)+e * • R- A s R" ICS,R) 
12 

com as condições iniciais: 

S(O) " O, R(Ol ;:: O l(t) = 1 - S - R 2: O 

(3.4. 7) 

(3.4.8) 

(3.4.9) 

A partir de agora o HSTB será representado pelas equações (3.4.7} a 

(3.4.9). 

Lema 3.3: O c:onjunto >} = { (S,R) S ~ O, R ;:: O , S + R ~ 1 } no 

plano de fase SR é positivamente invariante para o NSTB. 

Prova: (análoga ao Lema 3, !l 

O.&à. 3.4.1: O Lema 3.3 mostra que o HSTB é "bem posto" uma vez que 

as trajetórias que começam em ~ permanecem neste conjunto. 

O.&à. 3.4.2: As soluçÕes do HSTB existem em [o,ro) e são Únicas dado 

que f(S, R) e q(S, R) são funções Lipchitzianas em ,j. 
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Corolário 3.2: Se 1
0 

> O , então toda trajetÓrla que passa por 8
2

0; 

ou 8/i não permanece na fronteira, e se dirige para 

o interior de :). 

Lema 3.4: Não existe solução periÓdíca para o HSTB. 

Prova: (análoga ao Lema 4.2). Tomando B = 1 
RS temos que, 

a Bf + ~ 

a s a R 
< o ' donde podemos concluir que não existem 

ôrbitas fechadas na região ;j. 

3.5. DETERMINAÇÀO DOS PONTOS DE EQUILÍBRIOS 

E ANÁLISE DE ESTABILIDADE DO NSTB 

Os pontos de equilíbrio do sistema NSTB são: 

a) O ponto de equilíbrio trivial (ou o ponto livre da doença), onde 

todos os indivíduos estão sadios, que corresponde a: 

P = (S , R ) "" ( 1 , O) 
et et et 

b) O ponto de equi li brio não trivial {existência da doença): 

p 

" 
= (S , R ) = [ • 

À R 
--) = 

<2 

• • • • • • • • • • • • 

[ 
8 X + ll ( ){ +)1+9 +p ) X (A - 8 ) - M (K + w 8 + p - À ) 

) <2 ' = ----• • • • • • • • • 
À K + À M À (X + M + 8 + p ) - À e 

<2 ' <2 ' 
(3. S. 1 l 

A matriz de linearização do MSTB, no ponto de equilíbrio trivial é 

dada pela matriz jacobiana; 
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[ 
• e 

l 
_,, e - À 

12 

c o 

• • • • -K -K - M - e - p + À 
1 Jp 

et 

cu,jos autovalores têm a parte real negativa se, e somente se, o traço da 

matriz C for negativo e seu determinante positivo. Mas, 

• • • • traço c o -(X + 2 M + e + p ) + À < o 
1 

• • • • - À < K + 2 ,, + e + p (3.5.2) 

' 
e de 

• • • • • • • • det c o IK + M + e + p - À ) 
1 

M + X e - j{ À > o 
12 

temos 
• • • • • 

IM + e + p ) M - À M + j{ IM + e ) • 1 
À ' (3.5.3) 

12 • K 

E o ponto de equilíbrio trivial será estável somente se as 

desigualdades (3.5.2) e (3.5.3) forem satisfeitas. 

Analogamente, a matriz de linearização no ponto de equilíbrio não 

trivial, P , é dada pela mairiz jacobiana: 
e 

[ 
• • • 

t 
-M- À R e À s 

12 e 12 e 

D o 

• • • • • • 
-X • À R -M - X - e - p • À s 

l e 1 e 

e 

donde, 

• • • p .) • traço D o - (2 11 + À R + K + e + + À s < o 
12 e 1 e 

• • • • 
-j{ - 2 M e - p + À s • 1 e - À > --- (3.5.4) 

12 
R 

e 
e 

• • • • • • • • det D o IM + À R IIX + " + e + p A s l-le - À s )(-K + À R I > o 
12 e 1 " 12 e 1 e 
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• • • • • • ' ~ M IX + M + e + p ~ À s ) ~ 8 IX ~ À R ) • 1 " 1 e - À > (3.5.5) 
12 • • • 

R IM + e + p ) + K IR ~ s I 
e e e 

Portanto, o ponto de equilíbrio não trivial será estável somente se 

as desigualdades (3. 5. 4) e (3. 5. 5) forem satisfeitas. 

Resta agora analisarmos as condições para este ponto ser factível 

ou biologicamente viáveL Analogamente ao HSAIDS, aqui também estamos 

interessados no fato de que a condição (3. 4.9) seja válida e que as 

soluções definidas para todo t 2: O permaneçam positivas. Assim, de 

(3.5.1), ternos que S é sempre positivo (S > 0)' 
" e 

parâmetros são positivos. 

R 
e 

Por outro lado, !=1-S-R >O implica em 

) 

Finalmente, 

> o - • 
À 

12 

e e e 

• • 
R+ f-1) - J.l (11+ e+ p ) 

e 

• • 
R (J.l + e + p ) 

e 

• • 
(Jl+ e + P } Jl 

• • • f.L+K(p.+B) ~ À 
1 

) ---·-----:--'-------
x· 

l'J&-0. 3.4.3: Veremos mais tarde que QQ. equilíbrio 

pois todos os 

{3.5.6) 

(3.5.7) 

• 
1\""' O, e as 

1 

desigualdades (3.5.6), (3.5.4) e (3.5.2) são sempre válidas. 

Portanto, para o equilíbrio não trivial do HATB ser factível e 

estável é necessário somente que as desigualdades (3. 5. 7) e (3. 5. 5) 

sejam satisfeitas. 

Entretanto, observamos que a condiçáo para R ser fact i ve l 

(cf.3 5.7) é igual a condição para o ponto de equilíbrio não trivial ser 

estável (cf .. "3.5.51. Consequentemente, o ponto de equilíbrio não tri.vial 

é sempre estável, se existe biologicamente. (Isso é válido quando * À =:: 0) 
1 

Podemos resumir estes resultados no seguinte bioteorema: 
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Bioteorema 3.3: O equillbrio endêmico do HSTB (se existe) e 

localmente assintoticamente estável (LAS). 

O resultado seguinte for·nece indica(;ões mais fortes sobre os pontos 

de equilíbrio; 

Bioteorema 3.4: Considere o HSTB com todos os parâmetros não 

negativos. Seja ú::::: {S:::;:; O, I:::;:; O, R:::;:; O, S +I+ R::::: 1}. Então: 
1 

{a) O equilÍbrio livre da doença {ELD) (S ,I ,R ) = (1,0,0) 
et et et 

sempre existe, e é globalmente assintoticamente estável {GAS) na 

região ~ 1 sempre que 

• 
À ' 

12 

e instável quando a desigualdade acima rão for satisfeita (FIG. 17) 

(b) Se a desigualdade (3.5.5) for satisfeita, existe um Único 

equillbrio endêmico P=(S,I,R) com I > O, R > O, que é 
e e e e e e 

globalmente ass.·intoticamente estável (GAS) em t\""' ,j- {(1,0,0)}. 

(FIG. 18) 

Prova: é anàloga ao Bioteorema 3.2 

. 
(OBS :o r·esultado da par-te (a) tambem e valido para o MATB). 
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Area representada O. (DI ( X { +2.!Dl 0.000 < ~ < +1.000 G.".88 

FIGURA 17: O equi 1 Í brio livre da doença do .KSTB . . . .. 
À "' o, K =o.os, e "'o.os, ~""o.1, p =o.s 

l 



Rrea representada 0.000 { x ( tl.OOO 0.000 < y < tl,OOO G.ft.BB 

FIGURA 18: O equillbrio end~mlco do MSTB 

• • • • 
À"' O, X =0.05, 9 =0.05, iJ.o:::O.l, p =0.5 

1 



3.6. RELAÇÃO ENTRE O HATB E OS MODELOS AGLUTINADOS 

Como o nosso pro pós i to é "recuperar'' pontos de ~Jqui 1 í brio não 

triviais estáveis do MATE através dos modelos aglutinados HSAI DS e MSTB, 

apresentamos abaixo um resumo de seus pontos de equilíbrio estáveis 

obtidos através da téz:.nLca da e'1ttad1-caçàa (c f. CAP. 2): 

ELD { • p = (o' 
ol. 

• p = (0, 
1 

• y = 
1 

• 
• 

Tb = O 
p = (o' 

3 

Biot.2.1 • y = 
1 

• 
A = 

• Atb 

• • p = (X:?. 
' • A = O 

• 

O, o, o, o ' 
O) 

• • o, Y,, o A O) 

( IJ.+oX) 
A e 

w 

• • • o, y 
l. 

O, A Atb I 

[ 'fl-Be-;., (J.l+W) 

À f 

(J..t+o:+B) 

' 
À{3w ~ j3ew - 1\w( J.l+W) 

À (3(w+p.+a+9) 

• 
Tb ' o, o, O, OI 

(p+p+e) • 

J 

onde 

• A = 
f3 W - W (J.L+W) 

(3 (w+J..t+a) 

com 

• 

{J-t+a+e l 
(w+).L+a+B) 

(J.l+O:) 
À 

com 

' <T -
o-{j.!+El) -

BioL2.2 
f.i(p+/.!.+(;l} 

X = Tb e Tb = 
2 <T ~+fL+B) 

Pela análise das regiÕes de estabilidade (CAP.2) e também através 

da simulaçÕes de parâmetros, estabelecemos a região ~ dependente de f3 e 

1\, onde o ponto de equilíbrio: 

• Tb 
• y 
l. 

A .. ' • Atb ) 

existe biologicamente e é estável (vide FIG.6). 

Os valores dos parâmetros usados nos modelos aglutinados são também 

os da TABELA-Al (cf. Apêndice). 

Além disto, os valores "limiares" dos coeficientes de transmissão 

por HIV e por TB, no MATB, são dados por: 
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f! o ("+w) 

e (3.6.1) 

"e 
~ (p+M+B) + ff (M+S) 

~ 

0.&-0- 3.6. L Nem todos os pontos de equilÍbrio não triviais do !1ATB, 

dependem simultâneamente dos coeficientes de transmissão por HIV ((3) e 

por TB L\ L O ponto P por exemplo, 
' 

depende somente de (3. Isto quer 

dizer que, fixando-se o valor de [3, o valor das suas coordenadas sera 

sempre constante, qualquer que seja o valor de À. Por sua vez, o ponto 

P
4 

depende somente de À. Assim, para À fixo, suas coordenadas serão 

sempre as mesmas, qualquer que seja o valor de {3. 

Veremos mais tarde que esta observação é importante na recuperação 

dos pontos de equilíbrio do l1ATB. 

Considerando então os pontos de equilíbrio do NATB citados 

anteriormente, mostramos a seguir como cada um deles pode ser recuperado 

através da técrU.ca da ag;wp.am.enta. Convém lembrar que, por hipótese, a 

população total se mantém constante, 

considerações para o modelo global (eqs. 

Bioproposição 3.1: 

do MSAIDS, e p • 
1 

• = (Xl, 

Se D 

' 
O, o, 

= I s I ' o e e • • y 
' ' 

O, A , 

e podemos estender estas 

.2.1 a 1.2.7). 

' R ) e o ponto de equillbrio 
e 

0) e um ponto de equi11brio 

MATB, então • • • Além s = X I = y R o A disso, p e estável do 
e l e ' e e 

também estável para o MSAIDS. 

Prova: Por definição do modelo MSAIDS temos: 

s = X + X 
1 2 

I = y + y 
1 2 

R = A+ Atb 

• • De p 
1 

tem~se que, X 
2 

consideremos: 
• • s = \ 

Mostremos que: s*= S 
e 

• • I = y 
1 

• 
I = 1 

124 

+ Tb 

(3.6.2) 

• • • 
Tb ~ Y = Atb ~ O e de (3.6.2) 

2 

• • 
e R = A (3.6.3) 



Das simplificações (3.2.4) a (3.2.6) e de (3.6.3), no equilíbrio 

temos: 
• • Atb 

" " " + 8 " " • R 
• • 

~ X + fl X • ' 2 
{3 " ·------- " /l • s 

• • 
w y + ~ y 

• 1 
ç 

2 
k " ------- " w • 

I 

Substituindo-se (3.6.4) em: 

• 
- [ " +flk. P"(S,l,R)-

e e e e • • • 
{3 (fl + k ) + f3 ti. 

para qualquer que seja o valor de À, obtemos: 

C 1 I s (" + w) 
" e 

~ 

• • • • • • • 
e como, X = 1 - (X + Tb + y . y + A + Atb ) " ' -1 2 1 2 

• então s " X 
e ' 

(" + a ) [R - (u + w)] 
C 2 I I " --"'"--=---'---"'-'"--'-"-" --"'-'

e 
= y 

{3(p+w+o::) 

(3.6.4) 

1-S ~I J 
e e 

(3.6.5) 

(" + w) 

~ 

• 

' 

(3) Além disto, como R = 1 - S - ! , obtemos: 

~ w - w (" + w) • 
R " = A 

e 
~ (" + w -a) 

• • • Portanto, s " X I = y e R " A 
e 1' e ' e 

Da eq. (3.3.3) temos a estabilidade deste ponto de equilíbrio . 

• 
Bioproposi.ção 3.2. Se P= ( s ' I ' R ) e o ponto de equillbrio 

e, e e ' • • • do HSAIDS, e p" (Xl, O, O, y 
1 ' 

O, A ' Atb I e um ponto de equillbrio 
3 

estável • • • • Além do MATB, então S= X ' I = y R " A + Atb disso, p 
e 1 e e 

é também estável para o MSAIDS. 
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Prova: 

consideremos: 

• • 
S = X 

1 

De 
• p temos 
3 

• • 
I "" y 

1 
e 

x" = Tb ... 
2 

• 
:0::. y ;;;: o 

2 

• • • 
R = A + Atb 

e de (3.6.2) 

(3.6.6) 

Análogo a Bioproposição 3.1, das simplificações (3.2.4) a (3.2.6) e 

de (3.6.6), DQ equilÍbrio temos que: 

• 
* Atb o:=o:+e =a • 

R 

• • 
~ X + ~ X • 1 2 

~ = = ~ • s 
• • 

w y + ç y 
• 1 2 

k = = w • 
I 

Cons iderando~se que do MATB: 

• • 
A + Atb "" 

{3 e (f.! + o: + e) + À w [{3 - (f.L+w) l 
À {3 (w + M + a + B) 

E substituindo-se (3.6. 7) e (3.6.8) em (3.6.5} temos: 

(1) s 

• • • • • • • IM + w) 
e como, X = 1 (X + Tb + y + y + A + Atb ) = 

1 2 1 2 ~ 

• então s = X 
e 1 

• • • 
(~ + Q ) (~ - (M + k I J 

( 2) I = = 
• • • • 

~ lM + k ) + ~ a 

• • • 
[ (A +Atb I (" + oc) + 8 Atb J (~ - (p+w)] 

= • • • 
~ [ ( fL + w + a) (A + Atb )+ e Atb I 

= ( À{3 - {3~ ; À ( f.L+W) J (p.+o:+B) 
= 

Cw+f.L+a.+e) 
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(3.6.8) 
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(3} E sendo R :::: 1 - S - 1 então: 

R = 
e 

1 -
(~! + w) 

~ 

{:ia - À 

À ~ 

(J..L+w) ) 

{3 8 (J..L + a +: 8) + À w [j3 - (J.l T w)] 

À {3 (w + J.l + a + 8) 

1 :::: y* 
" 1 

e * • R :::: A + Atb 
" 

(J..L+a+e) 
(W+J..L+0:+8) 

• 
"" A + Atb 

Da eq. {3.3.3) temos a estabilidade deste ponto de equtlíbrio. 

• 

Bioproposição 3.3: Se P = I S, l ' R i e o ponto de equi11brio 

do MSTB, e 

estável do 

também estável para o MSTB. 

'\ 
Tb O, 

I = 
e 

Prova: Por definição do HSTB, 

s 
I 

R 

• • • 

e " 
O, O, 

• 
X ' 2 

= X 
1 

" X 
2 

" Tb 

• 

e 

O) ' e um ponto de equillbr lo 
• 

R = Tb Além disso, p e 
" " 

+ y - A 
1 

+ y 
2 

+ Atb 

• De p temos que y = y ,. = A = Atb = o Consideremos, 
1 2 

• • • • • • s = X I = X e R = Tb (3.6.8) 
1 2 

Das simplificações adotadas no HSTB e de (3.6.9), no equilÍbrio 
devemos ter: 

• • " Atb 
9 " + • R 

• 
~ X + " • 2 X = • l 

• p Tb 
• = p p 

R 

e = 

• y 
2 = 

• e 

" 

À 

• 
À 

2 

• + À 
2 

Substituindo-se (3.6.10) em, 
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• 
" 1 

• 
À = 

• 
" À 

* (A - À ) 

• 
R 

• (R - Atb 
• R 

• 
À 

Atb 

• ) 
= 

= o 

• 
À 

À ex* 
1 

{cf.Obs.3.4..3) 

s 

• + y ) 
1 

• 
( 3. 6. 10) 



• 
= (S , I , R ) 1-S -R , 

e e 

X ( 1 - s ) 

l e 

• • • • X + " + 9 + p - " s 
1 e 

( 3. 6. 111 

para qualquer que seja o valor de [3, temos: 

• • • • • • • X " - e ) -
" (K + " + e + p ) + À " (1) R 

12 1 = = 
e • • • • • • 

À (K + p + e + p ) - " e 
12 1 

= 
O" (A - 9) - 11 (cr + f.L + 9 + p) 

A (O"+ p + 11 + B) 

À " - " (e + p) - p (p + ,, + eJ • = = Tb 
À " + p + p + 9) 

(2) Por· outro lado, I = 1 - s - R e de (3.6.!1), 
e e e 

• e Tb + p • p + p + e • • I = 1 - Tb = Tb = X 
e • " 2 

p + À Tb 

• • 
(3) e R. + p e Tb + p p(p + p + e + o-) + o-e s = = = 

e • • 
p + À R p + " Tb À " 12 e 

E como, 
• • • • • • • p(p + 11 ~- e + <r) + ,. e 

X= l (X Tb y y A Atb ) 

temos 

- + 
1 2 

• que s = X 
e 1 

• 
Portanto, Se = X

1 

+ + + 
l 2 

I = X e 
e 2 

+ 

R = Tb 
e 

• 

À ,. 

E de (3.5.5) temos a estabilidade deste ponto de equilíbrio. 

• 

CJ&ó. 3.6.1: Note que este ponto e composto por indivíduos com TB 

latente e TB doença e por isto, não podemos recuperá-lo através do 

HSAIDS. 

C/&{} 3. 6-2: A recíproca também e verdadeira para as Bioproposü;:Ões 

3. 2 e 3. 1 (não se pode recuperar os outros pontos através do t1STB). 
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'"' .. .. . ... ... . 
Finalmente, consi.deremos o ponto P • (X ,X ,Tb ,Y ,Y ,A ,Atb ). 

7 1 2 1 2 

Não foi possi vel determinar· analiticamente as coordenadas desse 

ponto de equilíbrio, devido à não linearidade do modelo NATB. 

Entretanto, mostramos no CAP.2 que existe uma região onde P
7 

é factível 

e estáveL 

Por exemplo, para {3 = O, 32 e À "" 8, O 

estável. Da resolução numérica do HATB obtemos: 

• 

} 
X - 0,199624 

1 

• • • • X - 0,70611 ~ s- X + X 
2 1 2 

• 
Tb - 0,05357 

• } ~ y - 0,002886 • • • 
1 I " y + y 

1 2 • y - 0,02551 
2 

• - • • 

+ 

-

• A 0,000551 }~ R• A + Atb "" • 
Atb "" 0,01175 

• • • 

temos que P
7 

E Rr é 

• Tb ""0,959304 

0,028396 

0,0123 

Vamos mostrar que: s"'" s I = I e R= R 
e e e 

Com as simplificações adotadas no HSAIDS, .QQ. eaullÍbrio temos: 

• • 
a: =a+e 

Atb 
• = 0,37776 

R 

• • 
• 

~ - ~ X + ~ X 
1 2 

• = 0,30213 
s 

• • 
w y + f, y 

1 2 

• 
• 

k - ""0,189836 
I 

Substituindo-se esses valores em (3.6.5), obtemos: 

• • • s -0,95931 X + X + Tb 
e 1 2 

• • 
I - 0,02839 - y + y 

e 1 2 

• • 
R - 0,01229 - A + Atb 

e 

E da eq. (3.3.3) temos a estabilidade deste ponto. 

• 
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Observe que: 

' • • • s· " X + X + Tb 
" ' 2 

r' c st .1 R' r' • • 
j ) onde " y + y 

" " " " f-' ' 2 

R' • • 
" A + Atb 

" 

é ponto de equilíbrio do modelo HSAIDS, e que 

sz • • • 
" X + y + A 

" 1 ' 
p2 (S2 2 Rz Iz • • 

" I onde " X + y 
" e e e e 2 2 

2 • • 
R " Tb + Atb 
" 

é ponto de equilíbrio do HSTB. 

Embora as coordenadas destes pontos de equilíbrio P l e pz _ sejam 

conhecidas, 

p " 
7 

que, 

não podemos 
" e 

determinar as coordenadas do 

pois os sistemas são dependentes, 

ponto 

visto 

Desta forma, também não podemos calcular explicitamente o ponto 

dos modelos aglutinados 

p 
7 

3. 7. A RAZÃO DE REPRODUTIBILIDADE BASAL (R } E VALORES LIMIARES 
o 

DOS MODELOS AGLUTINADOS 

Um conceito importante na teoria de epidemias e de endemicidade, 

introduzido por· MacDonald (Jacquez et ai., 1988, Anderson e May , 1982, 

1983), é o número de casos secundários que um indivÍduo infectado pode 

gerar durante seu período infeccioso. Embora as considerações sejam 

feitas sob a hipótese idealizada dos individuas se "misturarem" 

homogeneamente na população, atualmente este conceito, padrão dentro da 

literatura epidemiológica, está sendo modificado: Capasso ( 1993)' 

Cast i llo-Chavez ( 1989), Diekmann, Heesterbeek, Dietz and Metz ( 1990, 

1991, 1992, 1993), Jacquez et al. {1991). 
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A idéia bâsica é que sendo f:. o período infeccioso médio, X o nUmero 

de contactos por unidade de tempo e f3 a probabilidade de transmissão num 

contacto, então um indivíduo infeccioso tem (3x contactos efetivos por 

unidade de tempo, lsto é, f3x contactos nos quais ocorrem a transmissão 

da < p -1n.cecçao. 

Se S é a fração de susceptíveis da população, então ocorrem f3 x S 

contactos efetivos por unidade de tempo. Portanto f3 x S â é o número de 

contactos efetivos que um individuo infeccioso tem com os indivíduos 

susceptíveis durante seu período infeccioso. Este número nada mais é do 

que ~numero de ~gerados por um indivÍduo infeccioso e é chamado de 

!Ull"';.t.o. de 'lepil.ad.ul.LMI.d..ad.c e{dlMa, R. 

Agora, se um indivíduo infeccioso é introduzido numa população 

inteiramente susceptível, S = 1 R é então chamada de ;w-'~a..o de 

~J.d.L&il..i..d<;uie tua<:UU, R
0 

e 

De R e R podemos obter os clãssicos valores limiares. Isto pode 
o 

ser traduzido no sentido de que para termos uma epidemia, wn indivíduo 

inf'eccioso deve ser introduzido numa população inteiramente susceptível 

e R
0 

deve ser maior que um, ou seja, llm i.ndividuo infeccioso deve 

infectar mais que um indivíduo susceptível e portanto a condição {3 x t. 

deve ser maior que um. 

Quando uma epidemia está estabilizada, a fração de suscept i vei s 

decresce e a epidemia tende a declinar no tempo, de acordo com o número 

de infecciosos que se recuperam com ou sem imunidade, ou morrem, isto é, 

o número de indivÍduos infecciosos também decresce. 

Se mais susceptíveis são i.ntroduzidos na população, seja por uma 

taxa de entrada ou por indivíduos que se recuperam sem imunidade, pode 

existir um estado endêmico quando cada infectado é substituído por 

exatamente um infeccioso, isto é, f3 x S A = 1. Além disto, desde que 

O < S < 1, num estado endêmico devemos ter então f3 x 11 > 1. 

Este conceito é muito sensível para populações onde os indivíduos 

se "misturam homogeneamente", E como a interação homogênea é uma das 

hipóteses do HATB, então tal conceito também é válido pai'a os modelos 

simplificados (HSAIDS e HSTB). 

Dentro deste contexto, determinemos a razao de reprodutibilidade 
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basal, R
0

, para estes modelos. t importante salientar que para isto, 

precisamos saber quais são os indivíduos que transmitem a infecção, 

independentemente deles estarem doentes ou não. 

No l'fSAI DS, os indivíduos que transmitem a infecção são os 

individuas HIV+, denotados por I~ Y + Y. De (3.2.8) temos que, 
' 2 

d 1 
> o d-t- - s > 

• (M + k ) 

Se, no tempo t = O, um númer·o pequeno de indivíduos infecciosos é 

introduzido em uma população inteiramente susceptível, isto é, 

J(O) = ~ > O, R{O) = O e S(O) = 1 

reprodutibilidade basal, R , é dada por 
o 

8 ;;,; 1, então a razao de 

Portanto, 

11.= 
o 

se 

seguinte r·esultado: 

Bioproposição 

• 
" + k 

'R < 1' o 

3.4: Se 

HSAIDS ê LAS (GAS!. Se 

então ~ 

Jl. < 1 
o 

'R 
o > l, 

(3, 7.2) 

• • 
< (" + k ) , e de (3.3.2) temos o 

o equil íbrío trí vial, p = 
ot 

I 1, o l do 

então p é instável. 
et 

Podemos concluir que se 1\ representa o número esperado de casos 
o 

novos produzidos por· um individuo infeccioso numa população de 

susceptível no equilíbrio, então (3.7.2) é a condição llmiar do modelo 

HSAI DS. 

Determinemos agora a razão de reprodutibi lidade basal para o HSTB. 

Para este modelo, as considerações são diferentes às feita..s para o 

l'fSAIDS, pois agora o indivíduo que transmite a infecção é o individuo 

com tuberculose doença, denotado por R -= Tb + Atb. 

Assim, de {3. 4. 5) e (3. 4. 6) temos que: 
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d I 
dt-

d R 
dt 

donde, 

> o 

> o 

s > 

Supondo 

q 

·~ 

• e 

que 

R < - ( 1-l + x'J ( 1 - SI 
• • • • -{w X ) • l" - À ) + p l 

12 1 

* 
[! < X ( 1 - S) 

• • • 
X + p + 8 + p - À s 

1 

• • • • 
K + p ( ]( + 11 + 8 + p l 

{3.?.3) • • • 
À K + À p 

12 1 

um número pequeno de indivíduos infecciosos é 

introduzido na população inteiramente susceptível à tuberculose, isto é, 

no tempo t = O, R(O) Si. e, J(O) "" O e S(O) = 1 - 1'.: =:: 1. Então, a razão de 

reprodutibilidade basal é dada por; 

Se ' < o 

• 
À < 

12 

• 
8 

1 

• 
À 

12 

• • :K + A 1 p 

'" * * • K+J.l ( K+p.+e+p) 

então, 

• • • • • p(p + e + p ) - À p + K (e + 
1 

• ]( 

p) 
(3. 7.5) 

Observando que a condição {3. 7. 5) é idêntica à condição de 

estabilidade do equilíbrio trivial do !1STB (c.f. 3.5.31, temos então o 

seguinte resultado: 

Bioproposição 3.5: Se$. < 1 o equilíbrio trivial, P = (1,0) do 
o "' 

HSTB é LAS (GAS). Se 'lt > 1, então P é 1nstável. 
o "' 

Analogamente ao HSAIDS, a desigualdade (3. 7.4) é a condição l.imiar 

para o HSTB. 

Resta agora mostrarmos qual a relação que existe entre os valores 

limiares dos coeficientes de transmissão dos modelos HATB, HSAIDS e 

HSTB. 
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No /'1SAIDS, temos que o ponto de equil íbri.o trivial ( p ) é estável ,, 
• • se ~ ' (" + k ) e que o ponto de equilíbrio não trivial (P ) é estável 
• • " se ~ > (" + k ). Isto significa que a doença existirá na população acima 

do valor f3 "= ( 11 + k") . Por outro lado, sabemos também que 
• 

portanto, o valor limiar do coeficiente de transmissão ((31!.) para o 

HSAIDS é dado por: 

• 
f3.e=(p.+w) ou ~ " 1 o (3. 7.6) 

Analogamente para o l'1STB, temos que a condição de estabíl idade para 

o P é dada pela desigualdade (3.5.3) e a estabilidade do P é dada por' 
et e • (3.5.5). Portanto, o valor 1 i miar do coefl.ciente de transmissão (À g) 

par·a o HSTB é dado por: 

ou R = 1 
o 

(3. 7. 7) 

Comparando (3.7.6) e (3.7.7) com (3.6. 1), concluímos que os valores 

limiares dos coeficientes de transmissão do MATB podem ser recuperados 

separadamente, através dos dois modelos simplificados. 
• • 

Além disto, esses valores f3e e Àe, correspondem respectivamente aos 

valores das razões de reprodutibilidade basal do MSAIDS e do MSTB, no 

estado endêmico. 

3.8.CONCLUSÃO 

Pelos resultados obtidos podemos observar que, de certa forma, os 

modelos aglutinados (MSAIDS e MSTB) recuperam os mesmos pontos de 

equilíbrio estáveis do MATE. Apesar de não termos, em alguns casos, 

informações a respeito da proporção de individuas em cada classe da 

população, a torna-se inter·essante 

epidemiologicamente quando analisamos co-infecções na mesma população de 

hospedeiro. 

Através dela fica mais fácil empregar os conceitos básicos da 

teoria epidemiológica que fornecem resultados importantes no que se 

refere a controle ou erradícação de uma doença. Por· exemplo, de (3. 7. 2) 
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f" i c a comprovado que a AIDS é uma doença comportamental. Se os indi viduos 
• 

mudarem o comportamento sexual, diminuindo o número de parceiros ({3 ) , 

essa infecção poderá ser controlada. desde que os parâmetros jl (taxa de 
• mortalidade) e k (período de incubação da AIDS) são mantidos 

praticamente constantes. Se fl é o fluxo de saída do presídio, podemos 

então concluir que quanto menor o tempo de permanência no presídio, 

menor será R, desde que o comportamento sexual não seja alterado. 
o 

Além disto, se usamos adequadamente a ténica de agrupamento, 

podemos obter os modelos simplificados onde os pontos de equilíbrio são 

facilmente determinados e onde a teoria matemática existente pode ser 

aplicada. Consequentemente, os resultados dos modelos simplificados 

podem ser generalizados para o modelo NATB, e a técrU~ da a.gre..up.o.men.tu 

pode ser·, portanto, uma ferramenta importante na modelagem de 

co-infecções na mesma população de hospedeiros. 
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CAPITULO - 4 REALIDADES DE UM PRES I 010 FEMININO 

4. 1. INTRODUÇÃO 

Os modelos MATB, HSAIDS e HS'JB f'ormulados e analisados nos 

capÍtulos anteriores para estabelecer a interação entre AIDS e TB num 

presÍdio pressupÕem uma entrada idealizada de individuas, isto é, todos 

os indivÍduos entr·am sadios e portanto, susceptíveis a ambas as 

infecções. Nesta análise determinamos, conforme os valores dos 

coeficientes de transmissão (f3 e À), as regiÕes onde as doenças sao 

extintas e onde existe a prevalência de uma ou de ambas as doenças. 

Entretanto, sabemos que a realidade carcerária é bem diferente, e a 

nossa hipÓtese otimista dos indivÍduos entrarem susceptíveis a ambas as 

infecções certamente nao ocorre nos presÍdios, principalmente nos 

brasileiros. 

Dados coletados por uma pesquisa realizada de outubro de 1992 a 

novembro de 1993 (14 meses) no presÍdio feminino de São Paulo, pela 

médica Marizete M.CFerreira do Instituto de Infectologia EmÍlio Ribas 

(S. P.), mostraram claramente que a.s mulheres chegam no presÍdio com as 

condições de saúde mais variadas; tanto podem entrar sadias, serem 

portadoras do HIV ou do bacilo da TB (NTB) ou doentes. 

Nesta pesquisa, um total de 350 mulheres com idade média de 29 anos 

Ioram entrevistadas, avaliadas para o HIV e para o NTB, e acompanhadas 

clinicamente: 234 participaram desde o inÍcio e 116 ingressaram no 

presÍdio durante o perÍodo da pesquisa. 
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O objetivo do estudo de Ferreira et al. (1994) foi caracterizar a 

Ln.cidênci.a (ocorrência de casos novos) e o risco da TB infecção e TB 

doença no presÍdio feminino, onde existe também uma alta p;tooaiêru::La 

(número de casos conhecidos) da infecção por HIV (25%). 

O teste de PPD (ou de Mantoux) foi usado para avaliar a infecção 

pelo MTB. Para o PPD-negativo o teste foi repetido 6 meses mais tarde. 

Durante o exame médico foi verificado se houve a vacinação do BCG 

através da cicatriz característica observada no braço. Mulheres com os 

sinais clínicos ou sintomas sugestivos de TB pulmonar foram encaminhadas 

para o raio-X. Além dísso, durante as entrevistas, as mulheres que 

concordaram em serem avaliadas para o HIV fizeram o teste ELISA. As 

amostr~as de sangue soroposi ti vas foram submetidas a análise Western 

Blot. 

Das 350 presidiárias, 20 {5, 7%) tinham TB e 87 (25%) eram HIV+. 

Um total de 209 mulheres {59, 7%) eram PPD-positivos. Durante o 

período da pesquisa, a taxa de conversão para o teste de PPD foi 29% 

entre as mulheres HIV+ e 32% entre mulheres HIV-, isto é, 29% dessas 

mulheres eram HIV+ com TB latente e 32% eram com TB latente. 

Entretanto, a incidência da TB pulmonar (ocorrência de casos novos de TB 

durante o período da pesquisa) foi de 9, 9 % /Cano de prisão) para o HIV+ 

e O, 7% /(ano de prisão) para o HIV , o aue mostra que a infecção por HIV 

teve um impacto sobre a incidência. da TB. A reativação da TB ocorreu em 

7 mulheres que eram PPD-posltivos, sendo 6 em HIV+, enquanto que a 

t ransm i ssaõ do ocorreu em 30% do total das mulheres, 

independentemente da infecção pelo HIV. 

A soroprevalência do HIV nesta população foi de 25%. O uso de 

drogas intravenosas foi o fator de risco mais fortemente associado ao 

HIV+. Embora a infecção por HIV não tenha afetado a positividade e a 

taxa de conversão do PPD, ela certamente influenciou a incidência da TB 

na população carcerária. Das 20 mulheres que tinham TB: 

5 morreram (31%) durante os 6 meses de acompanhamento; 

eram HIV-, sobreviveram. 

• 16 eram HIV , e 

as outras 4 que 

Quatro variáveis foram associadas com o desenvolvimento da TB: a 

positividade do HIV, uso de drogas intravenosas, a freqüência com que ~s 

presidiárias voltavam para o presÍdio e o tempo de permanência no 

presÍdio menor que um ano. Uma análise de regr~essão indicou que a 
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soroposl. ti v idade do HIV e o tempo de permanência no presÍdío foram as 

vai'iáveis associadas com o desenvolvimento da TB pulmonar. 

A conclusão do trabalho de Ferreira et a.l. (1994) e que a TB é um 

grande pt'oblema entre as mulheres HIV+ do presídio t~eminino de São 

Paulo: a infecção por TB ocorreu em aproximadamente 1/3 das mulheres. 

Devido a associação da TB com um menor tempo de pr·isão especula-se a 

possibilidade de que, ambas as infecções, sejam adquiridas antes delas 

chegarem na Penitenciária Feminina, quando permanecem em delegacias, 

convivendo com um ambiente de maior promiscul.dade. O ambiente da 

delegacia e consider-ado de alto risco tanto para a TB como para o HIV 

devido à pouca ventilação, ao pouco espaço fÍsico, a superpopulação. 

Segundo vários relatos, o uso de drogas intravenosas com 

' compartilhamento de seringas e agulhas nao e incomum nestes ambl.entes. 

Na Penitenciária feminina, além da vigilância constante, na maioria das 

vezes, em cada cela está alocada apenas uma detenta, e o 

compartl.lhamento de seringas ou agulhas fica pouca viável. E como esse 

fator é fundamental para que haja a transmissão do HIV, podemos esperar 

que, nesta população, o coeficiente de transmissão do HIV deva ser nulo. 

No Brasil, na era pré-AIDS (1876-1980) um estudo mostrou uma 

incidência anual de 1. 073 casos de TB/(100. 000 homens) (Niero, 1991} em 

um presÍdio do estado de São Paulo. Portanto, a população carcerária 

constl.tui um reservatório grande de TB. Nesta mesma população, outros 

estudos demonstraram que a infecção pelo HIV era de 12,5% para as 

mulheres e de 28% para os homens (Peixinho et a.l., 1990 e De Paula et 

al. , 1991). 

Todos estes trabalhos mostraram que a população carcerária 

constitui uma importante fonte de novas transmissões de HIV e de TB e 

portanto, mais esforços são necessários para que haja um controle destas 

infecções nos presídios. 

4.2. SOBRE A HIPÓTESE OTIMISTA 

Neste parágrafo, antes de propormos um modelo alternativo e mais 

realístico, faremos uma aproximação inicial no nosso modelo original de 

estudo, o HATB, aplicando os resultados da pesquisa de Ferreira et al. 
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Um de seus resultados, obtidos durante os 14 meses de acompanhamento das 

mulheres no presÍdio, e o número de casos ou a pr·oporção populacional, 

de cada compartimento, que contemplamos no nosso modelo NATB. 
. . 

A idéia desta simulação inicial. e supor que os numeras de casos 

colet.ados, 110 tempo t' = 14 meses, estao razoavelmente próximos do 

eguil.Íbrio do nosso modelo HATB. Tal suposiçào torna esta simulação 

bastante irreal, pois para isto não se levou em conta os fluxos de 

entradas do presÍdio, nem as prevalências das populações durante o 

perÍodo da pesquisa. 

Considerando-se então que o numero de casos de cada subpopulação, 

no tempo t = 14 meses, esteja razoavelmente próximo da condição de 

estabilidade do presÍdio, 

MATE, isto é, o ponto P
00 

podemos tomá-lo como o horizonte do sistema 
00 ,p:! ' co co 00 00 00) • 

""(X ,x ,lb ,Y ,Y ,!I ,Atb , e dado por: 
1 2 1 2 

.----
TABELA-1: horizonte do sistema 

X" xoo Tb oo Yoo Yoo Aro Atb
00 

total 
1 2 1 2 

~· numero de 
95 105 4 28 35 2 13 282 casos 

~---- 1-----
proporçao 0,3369 0,3723 0,0142 0,0993 O, 1241 0,0071 0,0461 1 

Fonte: Ferreira et al 

Tomando agora os valores da TABELA-1 como sendo uma apr·oximação do 

horizonte (ou o ponto de equílÍ.brio) do NATB, através da simulação do 

modelo (SOLVER), determinamos os valores dos parâmetros (TABELA-2): 

~-- --
TABELA-2• v a 1 o r e s estimados 

~ 

dos paramet:ros 

~ À " a- p w f 
--

e a 

0,32 8,0 o. 1 0,05 0,66 O, 1 O, 16 0,09 0.3 
--'---

Com estes parâmetros estimados, pela simulação do !1ATB (SOLVER), 

obtemos como ponto de equilÍbrio, Pe= (Xe,>f,Tbe,Ye,Ye,Ae,Atbe), dado 

pela TABELA-3: 
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TABELA-3: horizont e do sistema (de simulaç;o) 

x" 
1 

x" 
2 

0,3865 0,3615 0,0199 O, 

y' 
1 

0612 

y" I 2 
A e Atbe total 

~· 1166[0,0079 0,0464 l 

Comparando-se os valores de P
00 

(observado) com os de Pe (simulado) 

notamos que tais valores es-rao bastante próximos. Infelizmente, não 

podemos concluir nada a respeito dos valores dos parâmetros estimados. O 

nosso modelo otimista MATB foi formulado apenas com a entrada de 

susceptíveis sadios, e já sabemos, isso está muito longe de ser reaL 

Mesmo assim, ainda sob o aspecto matemático, podemos verificar a 

estabilidade do ponto Pe, através do critério de Routz-Hurwi t.z: 

O polinÔmio característico associado à matriz .Jacobiana do sistema 

' ' MATB no ponto P e dado por: 

k
6

+ 2,91 k
5

+ 3,13 k
4

+ 1,59 k
3

+ 0,39 k
2

+ 0,04 k ~ 0,0009 =O 

E como todos os determinantes das matrizes de Routz-Hurwitz são 

positivos, temos quePe é assintoticamente estável. 

4.3. UMA HIPÓTESE MAIS REALÍSTICA: o modelo HATBR 

O objetivo deste parágrafo é dar um enfoque "mais realístico" para 

a modelagem de interação entre o HIV e a TB no presídio, utilizando os 

dados da pesquisa de Ferreira et al. Para isto, a primeira modificação a 

ser feita no modelo HATB, é no que diz respeito aos fluxos de entradas. 

Segundo a pesquisa, depois de passarem pela delegacia, o fluxo de 

entrada das mulheres no presidia tanto pode ser na classe das 

susceptíveis a ambas e a uma das infecçÕes (X
1 

e X
2

) como na classe das 

HIV positivas (Y
1 

e Y
2

). 

A primeira consequência disto sao os valores 1 i miares das duas 

infecçÕes que, com esses fluxos, não existem mais. Como as entradas são 

em fluxos contínuos, os compartimentos xl X 
2 

Y nunca se 
2 

anulam, de tal forma que nao pode mais existir o ponto de equilÍbrio 

trivial. Portanto, as doenças não podem maís serem extintas do presídio 

e o Único tipo de ponto de equilÍbrio não i:.rivial biologicamente viável 

e do tipo P
7 

(cf. CAP.2J. 
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Observe que os valores da TABELA-2, quando comparados com os 

valores dos parâmetros de Ferreira et al. {TABELA-4), estão um pouco 

distantes da realidade. Por exemplo, o per.Íodo de permanência dessas 

mulheres no presÍdio foi, em média de 2, 5 anos (ou ).l = O, 4). Devido ao 

"stress" causado pelas condiçÕes do presÍdio, as mulheres reativam a TB 

num curto perÍodo de tempo, 3 meses em média (ou o- = 4). Tão logo 

diagnosticadas com TB doença, elas são isoladas ou transferidas para o 

Hospital Central do S~stema Carcerário ou para o Emílio Ribas, onde são 

tratadas, com a taxa de letal idade por TB, portanto, nula (8 = 0). Com o 

tratamento, a recuperaçao de TB e, por sua vez mais rápida, e de 

aproximadamente 1 semana (p ~52). Muito embora as mulheres com sintomas 

de AIDS sejam transferidas para o Hospital EmÍlio Ribas, a morte pela 

doença é mais rápida também devido ao "st.ress" causado pelo presÍdio, e 

ocorre aproximadamente em 4 semanas (a~ 12). Finalmente, os perÍodos de 

incubação da AIDS com e sem TB são de 2 e 4 anos (Ç = 0,5 e w = 0,25), 

respectivamente. 

TABELA-4: ·1alores '"" par;;_metros observados 

--
~ A " <r p w " 9 a 

--
-- -- 0,4 4,00 52 0,25 0,5 o 12 

Fonte. Ferreira et al 

Desde o inÍcio deste trabalho comentamos sobre a dificuldade de se 

estimar diretamente os valores dos coeficientes de transmissão (}3 e A), 

uma vez que eles são derivados do grau de interação entre os indivíduos. 

Estimá-los diretamente seria, por exemplo no caso da AIDS, saber qual o 

numero de parceiros de cada individuo, ou então se o individuo usa 

drogas intravenosas, qual o número de picadas que ele sofreu. No caso da 

TB, a situação seria igualmente complicada, pois sendo tal infecção 

aerogena, como poderíamos deter·minar o grau de contacto entre os 

indivÍduos que realmente acarreta numa transmissão efetiva da doença? 

Entretanto, agora temos a.s condiçÕes para propormos um modelo mais 

condizente com a realidade de uma população carcerária brasileira. 

Através do numero de casos das subpopulaçÕes, dos fluxos de entradas e 

dos valores dos parâmetros observados por Ferreira et al. no presÍdio 
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feminino de São Paulo, podemos estimar os valores dos coeficientes de 

transmissão das duas i_ nfecçÕes ( (3 e A), utilizando um ajuste não 1 i near· 

' . por m1n1mos quadrados. Neste modelo, vamos considerar as mesmas 

variáveis de estado e os mesmos parimetros introduzidas no CAP. 1. Além 

disso, sejam: 

1 ' taxa de entrada 
1 

de indivíduos sadios IX I 
1 ,, 

2 
taxa de entrada de individuas com TB latente IX I 

2 ,, 
3 

taxa de entrada de indivíduos HIV+ sem TB latente ( y ) 
1 

' ' taxa de entrada de indivÍduos HIV+ com TB latente I y J 
4 2 

São mantidas as hipÓteses das aidéticas encarceradas estarem num 

mesmo ambiente, isoladas das demais detentas (cela de tratamento). Isto 

está representando o fato de que elas, na realidade, são transferidas 

para o Hospital. Das infecções, AIDS e TB serem transmitidas, 

respectivamente, por indivíduos HIV+ (Y
1 

e Y
2

) e indiv-iduas tuberculosos 

(Tb). Embora as detentas com TB doença também sejam transferidas para o 

Hospital, elas ainda são as Únicas que transmitem a infecção por TB no 

presídio, pois existe um tempo entre a fase infecciosa, o diagnóstico e 

a transferência delas. 

E temos então o modelo NATBR: 

dX 
1 

dt 
= r- ~ X (HIV•) - À X Tb - M X 

1 1 1 1 

dX 
2 

p Tb À X Tb - ~ X (HIV•) 
dt = , + + 

2 1 2 

dTb 
<r X (3 Tb (HIV+) {p+ll-+B) Tb dt = - -

2 

dY 
1 

~ X (HIV•) À y Tb (p+w) dt = ,3 + - -
1 1 

dY 
2 

~ X (HIV•) À Y Tb (Ç+p) ---= >, + + -
dt 2 1 

dA w y À A Atb - (p.+a) A dt = -
1 

( o-+j.!) X -
2 

y 
1 

y 
2 

dAtb + 
= Ç Y2 + À A ATb + ~ Tb (HIV ) - (p.+a+e) Atb dt 
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0&4 4.3.1: No modelo t1ATBR existe apenas um tipo de ponto de 

equilÍbrio não trivial biologicamente viável (onde todas as coordenadas 

sao positivas): P-= (X, X, Tb , Y, 
' 2 ' 

Y 
2

, A , Atb } 

em X
1

, X
2

, Y
1 

De fato, como as entradas estão 

são sempre não nulas. Assim. 

= o - {3 X (HIV+) + A X Tb + 1-1 X = ã, 
1 1 1 ' 

e X = o "' r, = O, o que e absurdo. Logo X > o 
' ' 

dX 
2 o [~ (HIV+) ( O"+JJ.) } X [p À x,J dt = - + = >2 + + 

2 

dTb o w (HIV+)+(p+J.L+G) 1 Tb X o 
-·~ = - = " > = 2 

dY 
' o [~ X+ Tb dt = - " + 

' 
( J.I+ú:l) l y ~ XY = ,3 + 

' 1 2 

dY 

e Y , tais variáveis 
2 

Tb > o "' X > o 
2 

Tb > o 

> o = y > o 
1 

2 o [~ dt = - X+ (Ç+~l] y = >4 + " Y Tb + ~ X y > o = y > o 
2 2 ' 2 ' 2 

dA o [I. Atb (J.L+a)] A y O, pois y o = A > o 
~· = - + = w > > 

' ' 
dAtb o [-À A + (J.L+a.+B) l Atb i' y + (l Tb ( l!IV+) > o Atb # o dt = F~ = = 2 

Se (f1+a+e) < À A = Atb < o (biologicamente inviável) 

Se (/1+0'.+8) > À A "' Atb > o 

A determinação explÍcita deste ponto de equilÍbrio naa trivial e 

impossível devido à complexidade do sistema MATBR. 

Entretanto, desde que temos a informação de que o compartilhamento 

de seringas ou agulhas é muito pouco viável, podemos esperar que o valor 

de {3 neste presÍdio deva ser nulo. Se tomamos essa informação como uma 

hipótese, isto e, se fazemos {3 = O no modelo NATBR, então ele fica 

reduzido a: 
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dX 
1 

À X Tb X dt 
= ' -

- M (4.3.8) 
1 1 1 

dX 
2 

Tb À X Tb Co- +f1) X <fi: = ' + p + - (4.3.9) 
2 1 2 

dTb 
o- X (p+/1+9) Tb dt ___ = (4.3.10) 

2 

dY 
1 

X y Tb (JJ.+w) y 
-~ = '3 + - (4.3.11) 

1 1 

dY 
2 

À Y Tb (f;+MI y 
<fi: = r, + - {4.3.12) 

1 2 

dA w y X A Atb c wo:J A 
~ 

= {4.3.13) 
1 

dAtb 
i' y 

<fi: = + 
2 

A A ATb - l).l+o:+e) Atb (4.3.14) 

Bioproposição 4.3.2: Existe um Único ponto de equillbrio viável 
• 

biologicamente P = (\,X
2

,Tb,Y
1

,Y
2

,A,Atb) com todas as coordenadas 

positivas, para o modelo representado pelas equações (4.3.8) a (4.3.14). 

Dem: De (4.3.8) e (4.3.10) temos: 

dX 
1 

dt =r-i\XTb-MX ""Ü 
1 1 1 

De (4.3.9), t.emos: 

X = 
1 

X = 
2 

(p+l-1+9) Tb 
<Y 

dX 
2 

-dt = if + p Tb + i\ X Tb - ( cr +J.L) X = O <=-~ 
2 1 2 

Tb = 
b ± [ b 

2 
+ 4 ac J 112 

2 a 
com a = 

b = 

c = 

À [o-( tt+8) + ~L(p+p.+e) J 

[-o-(11+8)fl-
2 

J.L c p+11+e l + 

[IJ(i\ -~ -r 
1 

M '2)] 

r
2

o-/\l 

Mas como (b2
+ 4ac) l/ 2 > b entâ'.o existe um Único valor positivo da 

• coordenada Tb do ponto P , que é biologicamente viável. 

E como Tb > O é Único, então os valor·es das coordenadas 

X > O, biologicamente viáveis de p'", também são Únicos. 
2 

Além disso, de (4. 3. 11) e (4. 3. 12) temos que: 

l46 

X> O e 
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dY "3 ' À y ( )l+w) Yo "dt o 
33 - Tb - o o/-"} y o 

' ' ' À Tb + (jl+W) 

dY r, + À y Tb 
2 

'· y li'+~ I y y 1 
-~ 

o r, + Tb - o o - o 
1 2 ., 

(Ç+~) " 

E desde que existe um Único valor da coordenada Tb > O, então os 

valores das coordenadas Y e Y "' são também biologicamente viáveis e 
1 '" 

Únicos: Y > O e Y > O. 
1 2 

Além disso, de (4.3. 14), 

dAtb 
dt = Ç Y

2 
+À A ATb- (p+a+e) Atb =O ~ 

Atb= 
U;Y+wY) 

2 1 
± [ (i' 

e como (F,Y+wY)< 
2 1 

Y+ 
2 

2 À 

[ (i' 

4 i\ (J.L+a+e) ç 

temos que a coordenada Atb > O é a Única biologicamente viável. 

Finalmente, de (4.3. 13), 

dA 
~= w Y - A A Atb 

1 
(11-+a:l A = O 

e o valor da coordenada A e unico e A > O. 

4.4. AJUSTE DO MODELO HATBR 

A o 
1\ Atb + 

w Y
1 

(j..t+O:) 

• 

1/2 

Como foi abordado anteriormente, o objetivo deste capítulo e 

estimar os valores dos dois coeficientes de transmissão de acordo com os 

dados coletados por Ferreira et al. usando um ajuste não linear por 

mÍnimos quadrados. Isto é realizado, at1·avés do programa computacional 

"Least Square Non Linear" desenvolvido pelo Prof. Dr. Hyun Mo Yang, 

1996, UNICAMP (cf. APENDICE-A1). 

Do estudo de Ferreira et al., temos o numero de casos coletados das 

subpopulações (X
2

, Y
1

, 

dur·ante os 14 meses da 

Y } , que foram acompanhados no presídio 
2 

pesquisa, e dados pela TABELA-5. Tem-se 

feminino 

tempo onde se iniciou a pesquisa, não se considerando a vida pregressa 

das mulheres na delegacia; t = 6 meses; t = 12 meses e t ~ 14 meses. 

147 



TABELA-S: ' ~ 

numero de casos das subpopulaçoes coletadas 

no presidia durante o per iodo <Je H meses 

--,-
t t t t 

o 1 2 3 

X 84 83 99 205 
2 

y 21 13 18 28 
1 

y 18 22 32 35 
2 

Fonte. Ferre1ra e"t al. 

O numero de casos das subpopulaçÕes X
1

, Tb, A e Atb foram coletados 

110 início da pesquisa. Não houve um acompanhamento dos casos dos doentes 

(Tb, A e Atb) pois eles eram encaminhados para o Hospital. O número de 

casos na subpopulação X foi estimado de forma indireta: da população do 
1 

presídio que participou do início da pesquisa e do númer-o de casos das 

outras subpopulaçÕes obser-vadas. Os valores iniciais foram: X (t ) = 93, 
1 o 

Tb(t ) =O, A(t ) = 1 e Atb(t ) = 6 
o o o 

As entradas sao consider-adas nos compartimentos X
1

, X
2

, Y
1 

e Y
2 

(TABELA-6). Embora existam indivÍduos que ingressaram no presÍ.dío nas 

classes dos doentes, Tb, A e Atb, temos a informação de que tais 

indivíduos, a partir da data da pesquisa, foram diagnosticados, isolados 

ou transferidos para o Hospital. Portanto, nao e conveniente 

considerarmos tais ent.rada..s. Observe que as entradas são diferentes para 

cada intervalo de tempo e, portanto, a população total do presÍdio não é 

mais constante. 

<O 

TABELA-6: taxas "• entrad"s nas subpopul açoes 

do presídio (indivíduos poc ano) 

[to, t 1] [t1,t) f t2, t3] 

"1 34 90 12 

"z 42 2 6 

>3 20 26 o 
--

•, 12 o 6 

fonte: Ferre1 r a et aJ. 
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Com estas consideraçOes, a regressao nao 1 inear por mínimos 

quadrados, descrita no APENDICE-Al (Least Square Non Linear Regression), 
- ~ forneceu os valores ajustados dos parametros: 1'3 = O e À = O, 176 i anos J 

E estes valores justificam a real idade carcerária feminina: 

como neste presídio feminino nào foi observado o uso de drogas 

intravenosas e nem visitas Íntimas, é razoável supor a inexistência da 

transmissão do HIV e, portanto, o valor de ~ pode ser considerado nulo. 

- embora o valor de ~ seja nulo, o Único ponto de equilíbr.lo e o da 

Bioproposiçâo 4.3.2, 

e Y
2

. 

devido às entradas nos compartimentos X , 
1 

y 
1 

- sabemos do isolamento ou encaminhamei1to das presidiárias para o 

Hospital tão logo elas são diagnosticadas com TB doença. Entretanto, 

como existe um intervalo de tempo entre a fase infecciosa, o diagnóstico 

e a transferência delas, a transmissão da TB pode, portanto, existir no 
' . -1 pres1d10 (A = O, 176 anos ) , 

O gráfico da solução do modelo HATBR, com os valores dos parâmetros 

ajustados, é dado pela FIG. 19. 
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FIGURA 19: valores observados e i;'IS curvas 

obtidas pelo ajuste 
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Com os valores dos parâmetros estimados ({3 = O e 1\ = O, 176) e os 

valores dos parâmetros observados por Ferreira et al. (TABELA-4), a 

solução 
Pe= (Xe 

numérica de equilÍbrio, do modelo MATBR (SOLVER), 

* 1, 

,,e e e ,,e e e 
h ,Tb ,Y ,r ,A ,Atb ), dado 

2 1 2 
pela TABELA-7: 

TABELA-7' ho:ri zonte do sistema (simulado) 

x" x" Tb" y" y" A" Atbe 
1 2 1 2 

total:182 22 124 9 7 19 o I 

'"" 12,1 68, I 5,2 
presidio 

3,7 10,4 O, I 0,4 

é o ponto: 

onde as entradas sao dadas pela média dos valores fornecidos pela 

TABELA-6, as condiçÕes iniciais pela TABELA-S e por X
1
(t0 ) = 93, 

Tb(t ) = O, A(t )= 1, Atb(t ) = 6. 
o o o 
Verificamos, pelo Critério de Routh-Hurwitz, que o ponto de 

equilíbrio não trivial Pe é localmente assintoticamente estável . • 
Com as condiçÕes descritas acima, o gráfico da solução do modelo 

HATBR é dado pela FIGURA-20. 
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FIGURA 20 - Persistência simultânea das doenças 



4.4. HipÓteses ideais para um controle epidemiolÓgico 

Vamos supor que exista um presidio ideal onde seja possível fazer 

todos os tipos de exames, e onde as duas infecções sejam diagosticadas, 

antes mesmo que haja a transmissão. Para isso, e necessário que na 

entrada no presÍdio, cada portador do HTV ou do MTB seja reconhecido e 

imediatamente ].solado do resto da população carcerária. 

Por exemplo, se conseguíssemos isolar todos os indivíduos HIV+ 

( Y 
1 

e Y 
2

) antes deles entrarem no preSídio o MATBR ficaria reduzido a: 

dX 
1 

' X Tb J-' x1 = > - -
dt 1 1 

dX 
2 

Tb À X Tb c~ • Ml X = r + p + -
dt 2 1 2 

dTb 
~x (p+/1+8) Tb = -

dt 2 

dY 
1 

(Jl.+w) y 
~= r3 -

1 

dY 
2 

(i;+Ml y 
~ 

= r, -
2 

dA w y ;, A Atb - (,u+a.) A 
~ 

= -
1 

dAtb 
f; y À A ATb - (Jl.+o:+e) Atb 

~ 
= + 

2 

* Observe que também neste caso, P = (X , X , Tb, Y
1

, Y?, A, Atb) e 
1 2 -

o Único tipo de ponto de equi 1 Íbrio não trivial que existe. E de forma 

análoga ao NATBR podemos mostrar que este ponto é Único. 

Isolarmos os indivÍduos com TB doença seria também uma outra forma 

ideal de controle epidemiol.Ógico. Neste caso, o sistema NATBR fica 

reduzido a: 
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dX 
1 

13\ IY + y I ili = r, - " X 
1 2 1 

dX 
2 

Tb ll X (Y + y I (O" +f!/ X = 'z + p - -
dt 2 1 2 2 

dTb 
~x ( p+IJ-+8) Tb = -

dt 2 

dY 
1 

[3 X (Y + y 2) ( ~L+trJ) y 
~ 

= '3 + 
1 1 1 

dY 
2 

~ X (Y + y I ((+") y 
·~ 

= r, + -
2 1 2 2 

dA 
wY À A Atb (11-+a:) A 

~ 
= - -

I 

dAtb 
ÇY À A ATb C11+a+8) Atb ----a:r-~ = + -

2 

Os lndi víduos com TB doença, depois de tratados voltam para o 

presÍdio e entram na classe dos susceptíveis \· Não podemos 

desconsiderar a transmissão da TB entre os aidéticos, pois por hipótese 

eles estão sempre isolados. 

Finalmente, uma hipÓtese ideal para todo controle 

seria conseguirmos isolar todos os indivÍduos HIV+ 

epidemiolÓgico 

e todos os 

indivÍduos c:om TB doença. Neste caso, o modelo MATBR se reduz a: 

dX 
1 

" X 
= r, -

dt 1 

dX 
2 

p Tb ( (í +t.t) X 
~ 

= ' + -
2 2 

dTb 
X (p+f.1+8) Tb 

~ 
= ~ -

2 

dY 
I 

(~J-+wl y 
·~ = r -

3 1 

dY 
2 

(Ç+f!) y 
~ 

= r, -
2 

dA w y À A Atb (jl+a:) A 
~ 

= - -
I 

dAtb 
i' y 2 À A ATb (ll+a+e)Atb ~:= + -

Nos dois casos pode-se observar que o ponto de equilíbrio nao 

trivial biologicamente viável ainda continua sendo o do tipo 
• 

P = (\, X
2

, Tb, Y
1

, Y
2

, A, Atb). 

A análise matemática desses modelos ideais segue o mesmo caminho 

dos modelos anterior-es. Infelizmente, como não temos dados experimentais 

coletados nos pr-esÍdios ideais (e que talvez não existam), não tivemos a 

possibilidade de validar tais modelos. 
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APtNDICE 

UMA INTRODUÇÃO À ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 

Já foi comentado nos capítulos anteriores da dificuldade em 

estimar-se com precisão, os valores dos par·âmetros envolvidos em um 

modelo. Em geral, assume-se que tais valores não estão sujeitos a 

variaçoes. Entretanto, sabemos que isto não é realístico. Além das 

simplificações adotadas entre o sistema observado e o seu modelo 

matemático, existe também um intervalo de variação destes valores e, às 

vezes, o sistema pode apresentar comportamentos distintos mesmo dentro 

de um pequeno intervalo. 

Sabendo que existem consideráveis desvios nos valores dos 

parâmetros do nosso modelo, e que suas soluções são sensíveis à estas 

variações, um estudo da sensibi.lidade do sistema dinâmico HATB devido 

às variações destes parâmetros, torna-se um aspecto importante a ser 

anal i.sado neste trabalho. 

Muito embora os modelos compartimentais estejam dentro do contexto 

deste tipo de análise, as aplicações dessa teoria em trabalhos 

epidemiológicos, particularmente na dinâmica de doenças infecciosas, 

não são muitas: Bailey (1975, 1980), Dickison e Gelínas (1976), Frank 

{1978), Anderson e May (1983), Yang et al. (1994). 

Uma técnica empregada, principalmente quando o número de 

parâmetros envolvidos no modelo é grande, é a admensionalização. 
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Entretanto sérias dificuldades surgem quando, além de ser gr·ande o 

número de paràmetros, 

com grande precisão 

alguns desses valores não podem ser conhecidos 

ou então são difícieis de serem estimados 

diretamente. Na realidade, a maior parte dos parâmetros nos modelos 

matemáticos são obtidos empiricamente. 

No nosso modelo de estudo, o MATE, a obtenção inicial dos valores 

dos parâmetros ou ~ de tru:molçàa fundamenta-se no conhecimento 

epidemiológico, com exceção dos coeficientes de transmissão por HIV (f3:} 

e por TB (A), que são extremamente difíceis de serem estimados. A 

estimativa destes coeficientes envolve dois aspectos importantes: a 

frequência média de contacto entre susceptíveis e infecciosos e a 

probabilidade de que urn contacto resulte numa transmissão efetiva da 

doença. 

Qualquer- estimativa direta desses coeficientes é provavelmente 

inviável, pois eles são decorTentes dos diferentes graus de intimidade 

de contacto entre os diversos gr·upos de infecciosos e susceptíveis da 

população. Entretanto, é possível uma estimativa indireta desses 

coeficientes, a partir do perfil sorológico ou da porcentagem 

cumulativa de casos por idade. (Anderson e May, 1983). 

Diante das dificuldades para estimar essas duas taxas e desde c;:ue 

as outras são conhecidas com, no mínimo, algum grau de conf'iança, 

anal i saremos neste capitulo o comportamento das soluções de equi li brio 

do modelo HATB, em um provável espaço de variação dessas taxas. A 

fer-ramenta usada para isto é a análise de sensibilidade. 

A base de todas as considerações dessa teoria, particularmente no 

caso de variações de parâmetros independentes do tempo, é a chamada 

:1un.ção de ,'feru:..í.hihdadc, que é usualmente definida em termos dos 

coeficientes diferenciais parciais das variáveis de estado com relação 

aos vários parâmetros envolvidos (Bailey,l980). 

Se a ~unção de :1-e.fl./:UJUilda.de é conhecida, é possível calcular as 

variações resultantes no sistema em equilíbrio, mediante um desvio dos 

parâmetros, já que eles são conhecidos dentro de um certo intervalo de 

confiança. 

Usa~se, portanto, a análise de sensibilidade para descrever a 

forma com que a variabilidade dos parâmetros afeta as variáveis de 

estado do sistema, ordenando~o.s conforme a sua maior capacidade de 
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alterar· as variáveis dinâmicas envolvidas no modelo. 

Em outras palavras, o objetivo de uma análise de sensibilidade é 

determinar o efeito das incertezas dos parâmetros na solução do 

sistema. Através desta análise podemos saber quais os parâmetros mais 

sensíveis em um sistema, ou seja, se pequenos desvios nos valores dos 

parâmetros acarretam mudanças substanciais na solução. 

Dizemos que wn pan.âmetrw é ~í~ se pequenas mudanças no seu 

valor produz grande mudança na solução do problema. Caso contrário, 

dizemos que o paílâm..ciJul é p..auc.o óR.fl.ó.Ü9ei:~. 

No caso mais simples, quando estamos interessados numa única 

função a::(iP) dependente de um único parâmetro f', e queremos r·e lacionar 

as mudanças em ~. devido a pequenas variações do parâmetro !P, 

definimos: 

iloc 
d a; s• = ( 1.1) 
d • 

onde da:/d[P e a :1unçãa d.e :fet11:JJJJU.tidade. 

Isto pode ser generalizado considerando-se k funções dadas pelo 

vetor coluna x =: { x. } , 
' 

i = 1, .. ,, k e p parâmetros indicados por 

p = { p. } ' j = 1' ... ,p 
.J 

Ass.tm, {1.1) pode ser escrita como: 

onde 

êx = H óP 

H•{h .. }= 
'J { } . a x 

a P 

A matriz H é chamada .M.~ de :f~, 

são as funções de sensibilidade. 

{ 1. 2) 

( 1. 3) 

cujos elementos h .. 
'J 

A técnica padrão para esta análise é desenvolver um conjunto de 

equações para as funções de sensibilidade. Se o modelo tem k equações 

diferenciais ordinárias com p parâmetros, então temos kp funções de 

sensibilidade. Quando adicionadas ao sistema original, obtemos um total 

de k(p+l) equações para serem resolvidas (Dickin~on, 1976). 

Suponhamos que o vetor P está sujeito a uma distribuição 

multínomial, com a matriz de covariância dada por lf(P). O vetor x, como 

função de P, terá então uma correspondente di.stribuição multinomial, 

cuja matriz de covariância, V(x), é definida por: 
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V(x) " [ [(Ox)(óxlTJ 

" E I (H oP) (H oPI
11 

" E I IH oP i5PT HT)] ( 1.4) 

" H E [ (oP óPT)] HT 

" H V(P) HT 

onde E é o valor esperado (média) e H é dada por (1.3). 

Em geral, os elementos de V(P) são baseados em valores 

paramétricas obtidos de investigações ad hoc e do conhecimento 

epidemiológico. 

Em muí tos casos, especialmente quando todos os valores 

paramétricas estão sujeitos às estimativas anteriores, é possível 

assumir que todos os !P. são não correlatos (o valor de um parâmetro 
J 

não possui a tendência de acompanhar o valor do outro, isto e, 

cov (i? ij) = O, i :;e Jl. Então a matriz de covariância V(P) tem a forma 

diagonal dada por: 

,.z o 
1 

V[P) 
2 

" "' 2 
(1.5) 

2 

o "' p 

onde 
2 

(P . I "'· " v ar 
J J 

j " 1' .. , p ( 1.6) 

e todos os elementos fora da diagonal (covUP ij) = O) são nulos. 

Substituindo ( 1. 5) em ( 1.4) , obtemos que os componentes de V( x) 

são dados por: 
p 

vada::.) = L h~J· a-
1

2 

1 j==1 
i "' 1, .. ,n (1. 7) 

Este resultado permite-nos identificar os parâmetros mais 

sensíveis para um dado a::. 
' 

Como a sensibilidade dos parâmetros é 

proporcional à var(x.), os parâmetros mais sensíveis maximizarão 
' vada:

1 
). Quanto melhor forem as informações sobre os parâmetros, mais 

confíáveis serão as estimativas de var{a::.). 
' 

Suponhamos que todos os valores dos parâmetros são determinados 

independentemente, com coeficientes de variação t .. Então; 
J 
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j "' l' .. ,p 

Dependendo do grau de informações disponíveis> estimativas 

razoáveis para cada ii: 
.I 

tomando ii: j :::: li: (constante .l, 

var(x.) 
1 

= 

p 

02 

2 
h.' 

1) 

p 

I 
J'"'l 

podem ser consideradas. Por simplicidade, 

de (1. 7)' temos: 

"2 2 
c, P. = j 1, .. ,n 

J .I 
{ 1. 8} 

h: 2 
!P. (1.9) 

1. j J 

A expressão (1.9) permite discriminar as contribuições individuais 

de cada parâmetro, ou seja, cada parâmetro j contribui com um erro de 

2 "'2 li: hlj u J para cada variável i. 

Estamos interessados num sistema dinâmico que envolve interações 

de doenças infecciosas onde as variáveis de estado dependem do 

parâmetros, isto é, das :f.a..a::.a<1 de Vw.rv.Uçãa. 

Suponhamos então que o modelo analisado seja composto de k 

compartimentos, cujas variáveis de estado são dadas por: 

X " {a:.(P,t)}, 
1 

i 1, ... ,k 

onde 
p = { P. ) 

' 
j 1, ... p. 

J 
são os parametros. 

A taxa de variação do L-ésimo compartimento é dada por: 

x
1 

= r
1 

(x, PJ , i 1,'". 'k ( 1.10) 

ou na for·ma vetorial, 

X=f(x,P) { 1.11) 

O interesse maior é analisar a sensibilidade em torno do 

equilíbrio endêmico. Então, para um dado P, quando f (x,P) = O, 

corresponde um único x
0 

, LAS (localmente assintoticamente estável). 

A base da análise de sensibilidade é que existe uma correspondente 

distribuição multinomial para o ponto de equilibrio, x
0 

supomos uma distribuição multinomial para P, 

se a. priori 

Como existem incertezas nos valores dos parãmetr·os, vamos estudar 

o efeito de pequenas variações em P em torno de seu valor médio P
0

, 

escrevendo na seguinte forma: 
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P = P + op 
o 

onde estamos considerando, 

E(P) ~ P 
o 

( 1.12) 

e EloP) = O 

Se a correspondente distribuição para x tem c seu valor médio x
0

, 

então: 

com 

x = X + Ox 
() 

{1.13) 

E(Ox) = O 

Assumimos que a função f(x,P) seja diferenciável. Substituindo 

(1.12) e (1.!3) em f{x,P) =O, e tomando a expansão de Taylor em tor·no 

do ponto (x ,P ), 
o o 

(não se considerando os termos de ordem superior, 

pois estamos interessados em pequenas perturbações em 

obtemos: 

f(x,P) = f(x , P ) + F (x - x ) - G (p - P ) = O 
o o o o 

Como 

com F= 

F Ox = G OP 

a r 
{ 'a,-;;xé'

1 

J 
} G = - { 

a f. 
l 

a lPj 

onde F é uma matriz k x k , e G é uma matriz k x p. 

Substituindo em (1. 13), temos: 

torno do ponto) 

{1.14) 

( 1. 15) 

} 

êx = F-
1 

G OP = H OP (1.16l 

onde H é a matriz de sensibilidade, k x p, definida por: 

( 1.17) 

F-1 
é a matriz inversa da matriz jacobiana calculada no equilíbrio e G 

é a matriz onde cada elemento g .. é a derivada parcial de f
1
. com 

l) 

relação aos parâmetros, também calculada no equilíbrio, (x, P ). 
o o 
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RESULTADOS 

O estudo da sensibilidade dos parâmetros do modelo HATB é feito 

com os valores médios dados pela TABELA-AL Este conjunto de valores 

são derivados de dados epidemiológicos fornecidos pela literatura, e os 

valores dos coeficientes de transmissão por HIV e por TB, {3 e 1\ 

respectivamente, são tomados de acordo com a região onde cada ponto de 

equilÍbrio é estável {FIG.S). As estimativas de um valor máximo e de um 

valor mínimo para cada parâmetro ou para cada uma das ~ de 

~çãa são também dadas na TABELA-A2. 

O valor de cada paràmetro usado no MATB (TABELA-Al), é o de maior 

frequência, já que eles são obtidos da li terat.ura. Se comparados com a 

TABELA-A2, podemos observar que tais valores estão próximos de seus 

valores médio de variação. 

TABELA-A! TABELA -A2 

p ~ 0,5 0,2 ' p ' 2,0 - 6 meses s p 
-1 

~ 5 anos 

<T ~ 0,05 0,025 s <T s 2,0 - 6 meses s <T 
-1 s 40 anos 

M ~ 0,1 0,03 s M s 0,33 - 3 anos s ~ 
-1 s 30 anos 

w ~ o, 1 0,05 ~ w s 1, o - 1 ano s w 
_, 

~ 20 anos 

.; ~ 0,2 O, 125 ' .; ~ 2,0 - 6 meses ~ .;-1 s 8 anos 

e ~ 0,05 0,01 s e ~ 0,2 - 5 anos ~ 
e-1 

~ 100 anos 

a~ 0,33 0,2 ~ a s 2,0 - 6 meses s a 
-1 s 5 anos 

TABELA A: Valor-es dos parametros do modelo MATE 

Todas as taxas estão na unidade (ano)~
1

. Por exemplo, 0,2 $ p ~ 2 

equivale a variação de 6 meses a 5 anos; isto significa que o 

coeficiente de variação (t .) de p está em torno de 60 %. 
J 

Se estimativas razoáveis de t. podem ser· feitas, a fórmula (1.8) 
J 

pode ser- aplicada. Isto pode ser obtido de informações epidemiológicas, 

e tem uma vantagem no fato de que a taxa de saída do presídio por morte 

ou por cumprimento de pena são usualmente estimadas eom uma ordem de 

exatidão muito maior do que, por exemplo, o período de incubação da 

AIDS com ou sem TB. 
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Pela TABELA-A2, podemos obter os valores de 11': . para cada um 
.! 

parâmetros. Entretanto, tem-se observado em muitos casos que 

aproximações de primeira ordem são satisfatórias para valores de ltj' 

máximo, em torno de 30% {Frank, 1978). Vamos considerar portanto, 

dos 

as 

no 

um 

mesmo coeficiente de variação para todos os parâmetros, da ordem de 20% 

(Bailey, 1980), isto é, 

,~--~ 

var(.!Pj) 
::::. 0,2 

Para qualquer outro valor de 0:: (por exemplo, a::= 0,2 c), a var(a:.) 
1 

estimada é simplesmente multiplicada por c, devido a (1.9). 

Usando a fórmula ( 1. 9), podemos não só identificar os parâmetros 

mais sensíveis para uma dada variável oc. 
1 

calculando a contribuição 

individual de cada um desses parâmetros j, como também obtemos a 

var(a:.) (i=1, .. ,6J que é a somatória de todas as contribuições (ou 
1 

todos os erros). 

Esta análise foi feita numericamente com o programa "Análise de 

Sensibilidade de Parâmetros" desenvolvido Prof. Dr. Hyun Mo Yang 

(UNICAMP): para cada valor de {3 e 1\ (FIG. 6), calcula-se os pontos de 

equilíbrio do HATB, mostrando a estabilidade deles, através de seus 

autovalores. Usando (1.9) são calculadas as contribuições individuais de 

cada parâmetro, ordenando somente os quatro mais sensíveis. Da somatória 

de todos os erros (var(x.)), temos a informação de que quanto maior a 
1 

variância mais sensíveis são os parâmetros para a variável i. 

t: interessante observar que além desta a.nál i se ser local e válida 

somente para pequenos desvios de parâmetros, ela também depende das 

condições iniciais do modelo HATB. Dado os valores de f$ e 1\, pela FIG. 6 

determina-se qual é o ponto de equilíbrio em questão. A condição 

inicial para o problema da sensibilidade é então dada de acordo com a 

região que contém o ponto de equilíbrio. 

Esta análise é feita para cada um dos pontos de equilíbrio, e 

citaremos somente um exemplo para cada uma das regiões de estabilidade. 

No geral, podemos notar que os quatro parâmetros mais sensíveis estão 

intimamente relacionados com o ponto de equilíbrio em questão. 
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Por exemplo, na região R
1

, onde P = (O, O, Y , O, A, O) é estável, 
1 1 

temos que os parâmetros mais sensíveis são: ~' M, a, w. 

Tomando À= 2,0 fixo, e variando {3 na região de estabilidade deste 

ponto (FIG. 6) temos que a ordem de sensibíl idade dos parâmetros para 

cada uma das variáveis é dada por: 

À = 2,0 ~ =O, 4 ~ = 0,6 ~ = 0,8 

y ~ M w a ~ 1 
M w a ~ M w " 

A w ~ a M w ~ a M w ~ a M 

TABELA 8: Or-dem de sensibilidade dos ' parametros 

OBS: Se f. é mais sensível 
' 

que f. indicamos: 
J 

Para À = 2,0 , o parâmetro mais sensível para 

~ = 1,0 

~ M w a 

w ~ a M 

!Pi >-IPJ 

a variável é o 

coeficiente de transmissão por HIV seguido pelo fluxo de saida do 

presídio, pelo período de incubação da AIDS sem TB e finalmente pela 

taxa de letal idade por AIDS. Pela notação adotada: {5 >- 11 >- w >-a 

Para a variável A, o período de incubação da AIDS sem TB é mais 

sensível que o coeficiente de transmissão, e a taxa de letalidade por 

AIDS torna-se mais sensível que o fluxo de saída do presídio. Da 

notação: w r ~ r a r M 

por: 

donde 

Também neste caso, 2, O e ~ 

var(Y) = 0,9432453747E~02 
1 

var(A) = 0,2150692714E-02 

= O, 4), a variància de a::. é dada 
' 

E o valor real (VR} de cada variável é dado por: 

/ var(a:.) 
1 

' 

Y
1 

-:::: O, 4056603774E+OO + j O, 9432453747E-02
1 

A = 0,9433962264E-O. 1 + vlo,2150692714E-02. 
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Na região R
4

, onde P
4

o:o (X
2

, Tb, O, O, O, 0) é estável, temos que 

os parâmetros mais sensíveis são ordenados por: À >-- f.1 >--O'>-- p. 

Tomando como exemplo a tabela abaixo, podemos observar que os 

parâmetros mais sensíveis estão sempre na mesma ordem para qualquer que 

seja a variável. Talvez pelo fato de TB não ser tão letal quanto AIDS, 

isto é válido para toda a região onde este ponto é estáveL 

~ " 

X 
2 

Tb 

o, 1 A " 2,0 À " 4,0 À " 6,0 À " 8,0 

À M O' p À M O' p À M O' p À M O' 

À M O' p À M O' p À M O' p À M O' 

TABELA C: Ordem de sensibilidade dos paramet.ros na regiao R
4 

Na região ~· onde P ""' 
3 

p 

p 

os parâmetros mais sensíveis 

(0, O, Y
1

, O, A, Atb) é estável, temos que 

são: ~. f.l, a, w, À 

--
À = 6,0 ~ = 0,4 ~ = 0,5 ~ = 0,6 

y ~ M w À ~ " w À ~ M w À 
1 

A ~ w M À {3 w " À ~ w M À 

Atb w " À " w À ~ M À f w ,, 
TABELA D: Ordem de sensibilid<l!de dos paramet.ros na regiao R

3 

Este ponto depende de À e de {3, portanto podemos fixar À e variar 

~ ou então fixamos (3 e variamos À, como mostra a tabela abaixo: 

~ = 0,6 À = 4,0 À = 6,0 À " 8,0 

y ~ " w À ~ " w À ~ M w À 
1 

A ~ w " À ~ w ,, À ~ w M À 

Atb w " M ~ À ~ w " w À ~ M 

TABELA E: Ordem de sensibilidade dos parametros na regiao R
3 
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Para a varíável Atb. se o parâmetro ,\ cresce, então ele sera o 

mais sensível_ Entretanto, 1\ também não pode crescer· muito, senão acaba 

"esgotando" os indivíduos do compartimento A; e para que haja reposição 

dos indivÍduos em A, o parâmetro w tem que ser· o mais sensível. 

Se compararmos os resultados obtidos na TABELA-D, com os obtidos 

na TABELA-E, podemos notar que os parâmetros mais sensíveis são os 

mesmos, tanto oara P quanto . 1 

substituído pelo parâmetro cc 

para P , com exceção do parâmetro À que é 
3 

Isto está concordante com o esperado, já 

que os indivíduos dos compartimentos A e Atb estão mui to doentes e 

portanto, isolados. Sendo assim, existe a transmissão da TB, do 

indivíd\JO Atb para o individuo A, donde, À r a 

Na região onde P
7

=: (X
2

, Tb, Y
1

, Y
2

, A, Atb) é estável os quatro 

parâmetros mais sensíveis são: À, Jl, rr, p. Pode parecer que este 

resultado não esteja de acordo com as coordenadas do ponto, pois estes 

parâmetros estão somente relacionados com a TB e o que se esperava era 

que, no mínimo, algum parâmetro relacionado com a AIDS, fosse sensivel. 

Entretanto, comparando os valores de ~ e À , com os seus valores 

limiares, observamos que na região onde P
7 

é estável (FIG.6) os valores 

de ~ estão muito mais próximos do valor limiar (0 ) do que os de À do 
1 

valor (/\.e). Por isto, como mostra a TABELA-F, os parâmetros mais 

sensíveis para este ponto, são de fato, 'aqueles relacionados com a TB, 

já que para valores de ~. próximos de ~e , a AIDS coexiste com a TB. 

--
~ =: 0,32 À " 6,0 À " 8,0 A "" 9,0 

X " ~ ~ p À. ~ ~ p À M ~ p 
2 

Tb " M ~ p À M ~ p À M ~ p 

y " I' ~ p À M <r p À M <r p 
1 

y À M ~ p À M <r p À M ~ p 
2 

A À p ~ p " ~ (T p À M (T p 

Atb À p ~ p À I' ~ p À M (T p 
--

TABELA F: Ordem de sensibilidade dos par,;;;metros na regiao R., 
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Finalmente, na região onde podemos ter dois pontos 

estáveis, e e que é uma 

região que depende da condição inicial do modelo. 

Tomando f3 = 0,2561827 fixo, i\ variando, no caso (1), obtemos o 

ponto P , no caso (2), 
1 

o ponto P
2

. 

Observe que em ( 1), os parãmetr'os mais sensíveis são os mesmos 

obtidos quando analisamos o ponto P
1

. O mesmo acontece no caso (2). 

(1) Condições iniciais: Y = A .;tO 
1 

X = Tb = Y = Atb = O 
2 2 

y 
1 

A 

TABELA G: 

À = 2,6192 À = 2,6257 À = 2,6797 

~ M w a ,e M w a (3 M w a 

w ~ a M w ~ a ~ w ~ a M 

Ordem de sensibilidade dos parametros na regiao 

com predomin~ncia da AIDS na condiç~o inicial. 

(2) Condições iniciais: X = Tb *O 
2 

Y = Y = A = Atb = O 
1 2 

X 
2 

Tb 

TABELA H: 

À = 2,6192 i\ = 2, 6257 i\= 2,6797 

À M <r p A M 

À M <r p A M 

Ordem de sensibilidade dos 

com predomin~ncia da TB na 

!66 

<r 

<r 

p A M <r p 

p À M <r p 

parametros na regi.ao R
1

R
4 

condiçao inicial. 



a} Em todos os casos, os parâmetros mais sensíveis estão 

relacionados com o ponto de equilíbrio em questão. 

b} Os parâmetros mais sensíveis no modelo são ~. h e M· o que nos 

permite simulações variando apenas estes parâmetros (CAP.2). 

c} O fluxo de saída do presídio (Jl) é sensível para todas as 

variáveis de estado. 

d} A letalidade por TB (e) e o período de incubação da AIDS com TB 

latente U;) são pouco sensíveis para todas as var·iáveis de estado. 

e} Finalmente, como o controle sobre ~ e À é muito complicado, 

podemos dizer que o parâmetro ti (período de permanência no presídio) é 

o mais efetivo para ser controlado. Quanto maior a pena de cada 

presidiário, maior a tendência de se contrair uma ou as duas doenças ~ 

o que é evidentemente esperado. 
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APtNDICE-Al 

Com as consideraçÕes feitas em relação aos dados coletados por 

Ferreira et al. faremos, a seguir, um resumo teórico do programa de 

regressão não l ínear por ' . ffilUlffiOS quadrados (Least Square Non Linear 

Regression, 1996, HYUN MO YANG): 

Consideremos o sistema dinâmico representado pelas equaçoes 

[4.3.1) a (4.3.7), 

com 
X(t)=F(X(t.)) 

X(t) ""(X
1
(t), X

2
(t), X

3
(t), 

= ( X , X , Tb, Y , Y
2

, 
1 2 1 

X (t), X (t), 
4 5 

A, Atb). 

Na pesquisa de Ferreira et al. foram acompanhados as subpopulaçÕes 

composta por X , Y e Y Portanto, as subclasses X', com X'(t) c X(t) 
2 1 2 

compartimentos, podem ser escritas como 

X'(t.) = D. X(t)T 

onde D = diag [O 1 O 1 1 O O]. 

Como !oram observadas 3 subclasses em 4 tempos, temos 

e N = 4 (ti i"'0,1,2,3), respectivamente 

No ajuste de MÍnimos Quadrados, minimiza-se o qui-quadrado ( X
2

) 

dado por: 

N n 

onde 

X ( t ) 
. j 

X' ( t ) 
. j 
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X (t), numero de casos das s ubpopulaçÕes teÓricas do sistema 
' ) 

x:u I' numero de casos das subpopulaçÕes observadas pal~ Ferreira et a L 
' ) 

Supondo que a variância tanto nos 4_ tempos, como nas 3 subclasses 
2 

seJam iguais, então minimizar :X é equivalente a minimizar (Bates e 

Watts, 1988) 

N n a X(tl a ~a 1 L2
[ 

X(t ) x:cu l· ' J o ae = = 
J J a e 

N n a X ( t) 82'X2 [ r> o [ ~ À l T 

L L2 ' J onde e ~ 

' = 
a e2 

j =1 i-=1 a e 

e na segunda derivada foi usado aproximação devido a, 

N n a X ( t I 
N n a2x (ti 

J, L[ i j r » L L [X (tI x: ( t ) l· J -
a e ' J ' J a a2 

j=l i =1 

Usando o Método de Levenberg-Marquardt (Newton Raphson modificado) 

para resolver numericamente o sistema de equaçoes nao lineares, a 

regressão não linear (Least Square Non Linear Regression , 1996) forneceu 

os valores ajustados dos parâmetros ~ e À. 
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