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HISTORICO: AIDS £ TB

A Tuberculose, designada sgimplesmente como TR e congiderada o "mal
do sécule 19", & um dog males mais antigos da humanidade. Acredita-se
que a deenga tenha atingide algumas populagdes ha pelo menos 10 mil
anos, pois existem fosseis humanos do Neolitice que apresentam sinais de
TB éssea. Devido as alto grau de mortalidade causado, a Tuberculcse
também chegou a ser conhecida como peste branca ou, come era
popularmente denominada, tisica.

A primeira pessoa a propor gque a doenga e transmitida por um agente
vive fol o italiano Gerolame Francastoro, o precursor dos estudos sobre
doencas infecclosas, no século 18. Nog séculos seguintes foram feiltas
degcobertas schre sua transmissfio, £ a demonstracéo formal de gue TE era
contagiosza foi dada em 18835 por Jean-Anteine Villemin., FEsta monumental
descoberta fol ignorada por seus contemporéineos, e o baclile sé foi
isolado em 1882 pelo bactericlogista alemdo Robert Kock.

A Tuberculose & uma deenca infecclosa causada por bacilos do género
Mycobacterium. O bacilo pode ser transmitido pelo leite do gado
tuberculoso, goticula do escarro de pessoas contaminadas ou pelo escarro
seco (em forma de poeiral. [ essencialmente uma infecgdoc que se
trensmite por via aérea, ¢ apenas aqueles gue tém o parasita no escarro
sac capazes de iransmitir o baciloe. O principal comportamente de risco

para se adquirir a infecgéoc por TB € "neapinan”,



Quando ¢ deente fala ou tosse, ele langa no ar golticulas que tém o
bacile. Esgas goticulas entram pela boca e nariz da pessoa si. Chegando
a0s pulmoes, as bactérias sioc atacadas pelos macrofagos, e se resistiren
ao atague, reproduzem-se dentro deles. Aocs poucos, formam uma coldnia
nos alvedlos, bronquios ou na pleura (pele gque recobre os pulmdes) e
destroem as células do pulmdo,. Se ndo for tratada, o processo termina
com a morte do doente.

Qualdquer pessoa pode ser infectads pelo bacile da TE ou bacile de
Kock (Mvcobacterium tuberculogis). Entretanto, pessoas com o sistema
inmunolégico deprimide (seja por deenga come AIDS ou tratamentos
quimiocterdpicos) ou desnutridas s&o muite mais susceptiveis A bactéria.
Fm TR, & importante 2 distingdc entre infeccdc e doenga. Estims-se que
um terce da populacio mundial esteja infectads, e as chances para uma
pessoa saudavel e infectada desenvolver a deenga sdc de 10% durante tods
a vida. Os sintomas podem surgir até trés meses depois da infeccio pelo
bacile. Sob o secl, as bactérias sic destruldas em até uma hora, mes em
ambientes fechados e escuroes, elas podem sobreviver até seis meses,

Em 1921, dois cientistas franceses, Leon Calmette e Camille Guerin,
produzer a primeira dose da vacina eficlente em animais, o BCG. O bacilo
Calmette-Guerin (BCG), da linhagem dos que transmitem a doenga, ¢ uma
bactéria viva extraida do gado e que tem seu poder de contaminacio
enfraquecido em laboratdério.

Nio existem duvidas de gue & vacina salva milhdes de oriangas,
protegendo-as contra a Tuberculose em torno de 15 anos, em média, e
existem poucas hipdteses para explicar seu fracasso em adultos.

Uma controvérsia envolve o uso da vacina BCO: apesar de serem raros
o8 registros, poderia a bactéria causar problemas em pesscas cujo
sistema Imunologico foi destruide pelo wirus do A4IDS 7 Além disto,
alguns cientistas argumentam gue seria perigosoe vacinar todes os bebés,
em regides onde um grande numero de mulheres estd infectada pelo HIV, e
onde pode existir, portanto, a transmissfic verfical. Em contrapartida,
outros dizem que nfo ha evidéncias da disseminaglc da TB enlre criangas
gque pertencem a populacdes com uma alta taxa de infeccfo por HIV, pois a
a TR seria uma ameaca. Eles argumentam que ndc vacinar represenia um
risco miito malor para as criangas.

E sempre dificil diagnosticar pesscas que sio infectadas pelo



Mycobacterium tuberculosis (MIB) e que nic apresentam og sintomas da
deenga. A tecnelegia atual consiste no teste de reaglo da pele a uma
proteina purificada derivada ds tuberculina (PPD), isto &, consiste enm
injetar umms proteina da bactéria na pele e esperar por uma marca
vermelha (teste de Mantoux ou teste de PPD}. A marca vermeiha indica que
as células de defesa do organisme reconheceram a proteina, o que sugere
que a pessoa tenha sido infectada. O critéric do tamanho da marca
vermelha € ainda oritice. Marcas menores gue um certo famanho mostrariam
que @ pessoa nAo estd infectada. Mas a técnica ndo funciona em muitos
casos, comp nagueles de pesscas portadoras de HIV ou com o sistema
imunelségico deprimide (com poucas células de defesa). Para piorar, o
teste também nBo diferencia enire pessoas infectadas e aquelas
imunizadas pela BCG contra a TH Em alguns casos, a TB pode também ser
diagnosticada pelo raio~X, gque mostra uma cicatriz ou lesfic calcificada
indicando a evidéncia da infecgdo.

Em 1944, foi identificado o primeirc antibiético capaz de controlar
e impedir o crescimento e a multiplicagéo dos bacllos, a estrepftomicina.
Em 1852, foi descoberta a hidrazida, capaz de erradicar o bacilo.

Entretanto, depois de ter gido quase erradicada nos palses ricos e
controlada no Terceiro Mundo, atualmente a Tuberculose wvolta a se
egpalhar sob uma forma mais ameagadora - uma variedade resistente as
drogas antigas.

Iste vem do fatoe de que TB pode ser considerada ums doenga
disgeminada essencialmente por imigrantes, Quando desapareceu do
Primeiro Munde, “sumiu® também o dinheiro para estuda~la e combaté-la,
Nos anos B0 e 70 era muitc rare ver uma pesquisa gcbre a doencga, poils
todos acreditavam que ja estivesse erradicada. Entretanto, ela voltou as
grandes cidades dos paises desepvolvidos. Em julho de 18992 fol realizado
um teste entre negociantes do centro de finangas de Nova York. O bacilo
responsavel por uma dag maiores infecgdes nos paises pobres, foi
encontrade em duas pessoas da parte mais rica da capital financeira do
mundo. Até 1985, a2 doenga declinava ha anos na cidade. Desde entdo, ©
namero de casos sumeniou 18% e a incidéncia em dez anos cresceu em 1850%.

Em Jjulho de 1883, a Organizacfo Mundial de Satde decretou estade de
emergénclia contra a doenga, prevendo (ue até o final daquele ano, 8

milhdes iriam ficar doentes e 32 milhdes iriam morrer em todo mundo. No



ano 2000, serdo 10,3 milhdes de doentes e 2,7 milhbes de mortes. Cerca
de 2 bilhfes de pessoas estio infectadas pelo MIB, sendo gque no Brasil
estima-se que 30 mil pessoas por ano sko infectadas pelo bacilo.

Sabe-se também gue desde 1980 as linhagens de bacilos da TR estéo
se Lornando registentes a wvarias drogas conhecidas para combaté-lasg, e
que tais linhagens sao wvirtualmente intrataveis - metade das pessoas
infectadas por elas fatalmenie morrerdo,

mm 1983, og EUA Ja contavam com 200 cases de multirresistentes, e
em Sio Paulo deve haver entre 150 e 170 casos desses por ano. No Brasil,
ha outro agravante: 2 doenca ndo esta restrita a aldétices, diz Fernando
Fitza, medico e pesquisador do Inmtituto Clemente Ferreira, Sic Paulo,
Ele afirmae que ha selis anos o5 especlalistas vém alertands as
autoridades de satde para o problema. "Como tudo no Brasil, um problema
g6 fica importante, quando e moda no exterior. Ainda bem que teve AIDS
nos EUA", ironiza (Folha de $ac Paulo,23/05/1993).

E certoc que o problema ¢ mais grave no Terceire Munde. Dos trés
milhfes de mortes anuais por TB, 854 ocorrem nos paises em
degsenvolvimento, mag & precariedade do dlagndstico e do controle dag
variedades mutantes de bacllos no Primeirce Mundo mostram o perigo da

"volta” da TR.
0 Instituto Nacional de Alergia e Doengas Infecciosas dos EUA esta

investindo mals na pesguisa da TB, até entio negligenciada. Mas os
cientistas estio pessimistas. Para Tom Frieden, chefe do servigo de
controle da TH do Departamento de Saidde de Nova York, "a explosio da
doenca nn cidade se deve a quatre fateores: ac fechamento dos sanatérios
para tratamentoc da TB a partir dos anos 70, ao aumento do numeroe de
"sem-teto", & chegada de imigrantes tuberculosos e a AIDS. Em Nova York,
40% dos casos conhecidos de TE ocorrem em pessocas infectadas peloc HIV"
(Folha de Sao Paulo, 1/11/1992).

Mas a AIDS nflo é 2 Unica responsavel. A faléncia do sistema piblico
de satde & a subsequenie expansido das linhagens do bacile resistentes &
droga (MR} sac também os outros grandes perigos. Quase 90% dog
pacientes de TB em Nova York nfo completam o tratamento, e iste cria
condicBes ideals para os bacilos nfo erradicados tornarem-se resistentes
as drogas. Nic se sabe qguantas pessoas com o sistema imunolégico

completo foram infectadss pelos baciles MNDR, mas sabe-se que guase 80Y



daqueles que morreram de 72 causada por esites bacilogs também eram
portadores do virus da AIDS (Folha de Sac Paulo, 1/11/19821.

AIDS & uma sindrome caracterizada pela interacic do virus da
imunadeficiéncia  humana (HIV) com outras infecgdes, Sabe-se que
infeccBes com o HIV causam uma progressiva & profunda reducio do nimero
de céluylas de imuno competéncia de individuo, Favorecendo o aparecimento
de uma variedade de infeccdes oportunistas, entre elas o Mycobacterium
tuberculosis {MTB).

Em 1981, foram registrados pelo CDC (Centers for Disease Control)
cinco cagsos de uma rara doenca, Pneumocystis carinii poeumonia [PCP), em
homossexuais. Poucos meses depels, 26 casos de um rarc tumor, o sarcoma
de Kaposi, também foram identificados entre homessexuais (CDC,1881).
Declaracfes da Satde Pablice deram evidéncias ac falo de que, através do
reduzido numere de células T CD4, estas duas raras doencas podem ser o
caminho para se entender a deficiéncia causada no sistema imune do
individus.

Entre os glébulos brancos, as células gque combatem os invasores do
organisme, existe um tipo de célula chamado linfécito T. Essas células
se subdividem em "auxiliares” (CD4) e “supressores” (CD8). As auxiliares
sfio as estrategistas da defesa imunolégica: recebem informacies sobre
como recenhecer o invasor, e comandam as células matadoras pasra a agio
conlra as invasoras. As supressoras fazem parte do grupo das células
matadoras. O corpe humano produz duas  "auxiliares" para cada
"supresscra'" (2:1). Nag infecgdes nermais, a mortalidade de um grupo e
de outro respeita essa proporgfic que permanece inalterada. O corpo {ou
sistema imunolégico) "conta" as células que faltam e produz novas, até
chegar novamente ac nivel normal.

O HIV precisa invadir uma célula para se reproduzir. £ uma espécie
de parasita genético que tem predilegdo apenas pelo grupoe de celulas (D4
por causa de uma proteina na sua superficie. Ao encontrar a proteina, o
HIV liga-se a ela como uma chave que entra na fechadura, Aberta a porta,
ele penetra na célula de defesa e a destroi. & justamente porque o HIV
invade o comendante da defesa imune, € que a AIDS & tAo letal., Sem as
células (D4, a defesa fica desarmada e suscepiivel a gqualqusr infecgio
oportunista gue possa aparecer.

0 erganismo nio distingue qguem fol destruide, se os estrategistas



ou se os matadores, e continua produzindo-os na mesma proporgio {2:1).
Depols de algum tempo, o nimero de CD4 estd abaixe do normal e o de CDB,
acima. A consequéncia & gue as células "matadoras” perdem seus
comandantes, Isso faz aumentar a atividade dos macrdéfagos, células de
defesa humana mals primitivas. Estas células s8o quase inbdcuas contra o
virus do HIV.

A solucfeo serism usar uma droga que destruisse seletivamente uma
parte dos linfécitos T “supressores”, mals ou menos 10 a 18% delex, a
cada sels meses. Rebaixando o nivel dessa células, a producfc "cega" do
gistema imune faria a proporgio CD4:CDB (2:1} voltar ao normal, ou perto
disso. O problema & que ainda nfo se conhece © agente gue consegue
destruir sé as células CD8, para que o organismo produza as que Ssao
alvos do virus HIV.

Em 1883, dois anos depois de ser dade o primeiro alarme sobre a
AlIDS, o diretor do Institute Pasteur, Luc Montapgnier, isolou pela
primeira vez o virus deo HIV, e que inicialmenie recebeu o nome de LAV.

Entretanto, um conflito entre Gallo-Montegnier comegou em 1984,
quando o primeiro disse ter isolade o HI¥. Gallo, chefe do laboratério
de Biclogia Celular de Tumores do Instituto Nacional de Salde dos FUA,
descobriuv come reproduzir em laboratdrio os virus do HIV, dando ¢ nome
HTLY-3. Entretanteo, & técnica usada por ele fol a usada pelo francés.
Acusado de plégio, negou ter usade o virus enviados por Montegnier. Em
1992, um estudo feito nos FUA deu razdo aos franceses.

Para Marc Girard, vice diretor do Instituto Pasteur, em Paris, a
ciéncia ainda ests longe de compreender totalmente a AIDS. Segundo ele,
cada descoberta sobre a sindrome revela uma nova série de perguntas.
Girard fol o chefe de equipe do Pasteur que congeguiu produzir uma
vacina contra a sindrome gque & eficiente em chipanzés. Estad testando
agora sua vacina em Seres humanos (Folha de Sac Paulo, 19/07/1882),

Na 8¢ Conferéncia Internacional sobre a AIDS, (Amsterds, 1992) foil
alertade pelos especialistas do munde inteiro, gue ¢ surgimento de uma
vacina anti-AJDS nao ira acabar com a doenga. Eles advertiram que, mesmo
apds o surgimento da vacina, as campanhas de prevencac devem continuar.
O ilider desse alerta foi June Osborn, da ComissZio Naciconal contra a
AIDS, dos EUA. Osborn disse gque & muito pouco provével que a vacina seja

eficaz contra todas as linhagens do virus HIV que forem aparecendo por



causa de suas constantes mutacdes. A questdo de prevencdc passa também
pelo combate as doengas venereas. E cada vez mais forte a opinido de que
as  portadores do HIV infectados por essas doengas desenvolvam os
sintomas da AIDS muiteo mais rapidamente.

Pelos resultados apresentados na 9+ Conferéncia Internacional de
AIDS {Berlim, 1983}, varios pesquisadores deram sinais de que ag vacinas
testadas em seres humanos poderiam estar na irilha certa, Todas elag
procuram estimular o organismo a2 produzir anticorpos contra o HIV,
Entretante, o wvirologista norte americance Jonas Salk pregou outra
abordagem: em vez de estimular a produgde de anticorpos, =as vacinas
deveriam estimular células de defesa (THLI} que atacam diretamente o
virus, O resultado disto na conferéncia foi de impactc pela filosofia
que existe por tras dela: estimula principalmente a defesa celular e nzo
a producso de anticorpos.

Em contra partida, nesta S- Conferéncia também foi declarade que a
partir dos nivels atuais de conhecimento e pesquisa sobre a AIDS, é
virtualmente Iimpossivel chegar-se rapidamente a uma vacina contra a
doenca. Segundo o médico britanico Robins Weiss, do Instituto de
Pegquisas do Caéncer de Londres, "os clentistas estfio hole como 05 cegos
que encontram um elefante. Cada um de ndés tem uma visio diferente da
AIDS porque ninguém consegue deter ¢ todo" (Felha de Saoc Paulo,
6/06/1982) .

A grande disténecia entre o conhecimento clentifico e a vacina pode
ser medida pelo fato de que os pesquisaderes ainda nfo sabem ao certo o
gque causa a AIPS. A grande maioria acredita que & o HIV, mas oulros
dizem que o virus ¢ quase inbécuo até que surjam “cofatores” para
desperta-lo,

0 pesguisador britanico esta so lado dos gue acreditam que o virus
nic precisa, necessariamente, de um estopim: "o HIV pode causar a AIDS
sem ajuda de qualguer outro fator. Mas certas pessoas desenvolvem AIDS
mais rapidamente por causa de um cofator, gue apressaria o
desenvolvimento da doenga”. Ele cita um exemplo: hemofilices com mais de
25 anos de idade desenvelvem mals rapido a AIDS, gquande contraem o
virus, do que os que tém menos de 25 anos. "Nesse case, a idade & um
cofator” (Folha de Sao Paulo, 5/06/1893).

Existem inGmeras crengas entre os cientistas. Atuvalmente, o mito en



queda & aguele que preconizava que o HIV destrél o sistema imune dos
portadores. Parece que o virus € menos poderoso do gque se pensava — e
muitc mails ardiloso. Desde 18982, suspelita-se de gue ele apenas
degsencadeie uma reag8o viclenta nas defesas do portador que,
desorientadas, atacariam o préprio corganisme, se auto-destruiriam ou, no
minime, deixariam de funcionar. Ae que tude indica, a AIDS é uma
combinagfo perversa de doenga infecciosa com doenga auto~imune.

Sabln, morto em marco de 1993, ndo considerava prioridade a luta
contra AIDS., Em uma de suag vigitags m S80 Paule, ao falar sobre a AIDS,
afirmou que "a populacic em geral ndo esta corrende riscos". Sabin
considerava que a AIDS afetava s6 homessexuails £ viciados em drogas.
Entretanto, desde o3 primeires cinco casos diagnosticados em
heterossexuais em Los Angeles {junho de 1881), as opinides flutuaram de
um extremo ao outro. Agora, o panorama da deenga esta profundamente
alterado.

A imprensa disseminou a idéia de alguns mites: quem nfo usasse
drogas, ndo fosse homossexual e culdasse para nSo receber sangue
contaminado, estava livre da doenga. 0 melo clentifico avisou que, apés
a contaminacBo, ¢ virus poderia tardar, mas nunca deixaria de se
manifestar, destruinde as defesas do organismo. Um pouce depols,
anunciou-se que uma droga nova {e carissimal)., o AZT, retardava o
surgimento dos sintomas,

0 mals importante dos mitos, que limitava a AIDS a alguns grupes de
risco, ndo estava errado, mas apenas incompleto. Faltava o principsl
grupe de rigco: o das pessoas sexualmente ativas ou praticamente toda a
humanidade adulta,

Cutro grupoe de risco lignorado anteriormente era o dos filhes de
miées portadoras do virus. Mails de um tergo deles coniraem o virus,
durante a gestacdoc ou pela amamentacdo.

Outra verdade em guestionamento: todos os  infectados vio
apresentar, cedo cu tarde, os sintomas da AFDS. Egtudos mostraram gue
varias pessocas portadoras do HIV ha mais de 14 anos continuam sadias e,
provavelmente, irdc continuar assim, porgue ha indicios de que seus
organismos combateram com sucesso o virus. Em algumas dessas pesgoas, a
guant idade de HIV presente nas células chegou a diminuir drasticamente.

Mais intrigante & o fato de que =algumas pessoas, mesmo expostas



sucessivamente @0 wirus, nic parecem contrai-lo. Ou se contrairam,
eliminaram-no téo rapidamente que ndc deu tempo para ¢ organismo
produzir anticorpes contra ele.

Unma teoria, que se propde a explicar esses mistérios, Joga por
terra outro des postulados da AIDS: que a produgdc de anticorpos seria a
maneira de combater o virus. Em varias das pessSoas que parecem estar
resistinde ao virus, cientistas detectaram indicios de gque um outro tipo
de defesa foi ativado, chamado de defega celular. Diferentemente da
humoral, gque estad relacionada com a produgfo de anticorpos, a defesa
celular ataca o virus fisicamente, engolindo-o.

Apesar de ser uma das linhas de pesguisa mals promisserags do
momento, essa nova hipotese ¢ uma dor de cabega para os  intmperos
cientistas gque tentam desenvelver uma vacina conira a AIDS.

{Quase todas as vacinas sdo projeladas para desenvolver a produgio
de anticorpos contra o virus. Se for a parte celular da defesa gue
realmente protege o organismo contra o HIV, essas vacinas pederéio estar
condenadas a  ineficiéncia. Ou plor, poderéo sger prejudicizis ao
organisme, polis Iinibem a parte do sistema imunclégico que faz a defesa
celular,

Por fim, técnicas ultra sensivels mostram que o virus niéo fiea,
como se acreditava, em estado de laténcia entre a infecgéc e =a
manifestacsio dos sintomas da AIDS. Eles tomam conta dogs nddulos
linfaticos, estruturas ogue funcileonam como filtros do sistema imune, e
apéds destrui-los, infestam o sangue.

Algumas das antigas verdades sobre a AIDS Ja estho descartadas.
Outras, como o use do AZT, estdo ainda sendeo gquestlonadas.

Jerome Horwitz, foi gquem sgintetizou pela primeira vez o AZT
(azitodimidina}, em 1964, A droga age supostamente da seguinte forma: o
HIV penetra nas células do corpo, nermalmente em gldbulos brances CD4,
que comandam o sitema imune. O HIV & um retrovirus. Ao centréric da
maioria dos seres, que armazenam seu cddigo genétice em DHA, o HIV
armazena em BRNA. Para que o HIV possa se reproduzir, ele precisa
converter seu codige em DNA, usandc para isto uma enzima especial. E
neste processo de conversio gue o AZT age.

Quande o AZT penetra no corpo, ele fica multsc parecido com uma dasg

molénulas que formam o DNA. Na conversfo do HIV, o AZT & errdneamente



ligado ao DNA viral. Essa ligacio lmpede a formacéo do DNA e bloqueia a
reproducdo do virus., E uma forma de guimioferapia que funciona muitc bem
em laboratério.

Na verdade, ¢ future do titratamento do HIV parece estar na
combinacio das varias drogas até agora descobertas: AZT, DDC, DDI e
outros compostos, usadeos de muitas formes diferentes. Varios testes
estic sendo realizados. Pesquisadores dos EUA apresentaram dados gque
mostram que o AZT ministrade em combinaciio com o DDC (uma droga mails
recente) é mais eficaz do que o AZT sozinho.

A FDA (Administracso de Alimentos e Farmacos} também anunciou =
aprovacgioc de uma nova droga para combater o HIV, a stavudine, que ¢
indicada para pacientes em estado avangado. DSegundo as autoridades, a
stavudine foi aprovada para tratamento de adultes gue ndoc mals respondem
as drogas antivirais ou sfo inteolerantes a elas. Pertence @ mesma c¢lasse
das cutras drogas, ou seja, procura deter a progressfo da AIDS, inibindo
a replicacic do HIV. Podem satrasar o surgimento de alguns sintomas e
ampliar o tempo de vida de alguns doentes. O malor efeito colateral da
droga ccorre no sistema nervoso (Folha de Sac Paulo, 28/08/1994).

Na verdade, os cientistas ainda ndo sabem multa colsa sobre = AIDS,
Uma grande vitoria em todos estes anos fol entender "molecularmente” az
interacdes do virus no organismc e a sua replicagic. Mas nido se sabe
quanto o virus & capaz de mudar, come consegue se egconder do sistema
imunologico, escapar dos anticorpos e das drogas antivirais. Néo se tem
ainda o “feeling” de como exatamente ele proveoca as alteragbes do
organisme que causam a AIDS. Ha muita teoris a respeito, mas nada
comprovado.

0 que esta comprovado, atualmente, & que a AIDS caracteriza-se como
uma epidemia mundial {pandemia)l. Uma epidemia que estd ajudando o
desenvolvimento de uma nova linhagem do bacllo da TB, resistente asz
drogas conhecidas. "Trata-se de ume Tuberculose gqgue resiste a todo
tratamento, semelhante 2 gue houve em 1820, que fol horrivel”, declarou
o canadense Donald Anarson, da Unidc Internacieonal contra a Tuberculose
¢ Doengas Pulmonares (Folha de Saoc Paule, 22/07/1992).

Og especialistas presentes na 8« Conferéncia Internacional da AIDS
(Amsterdd-1992) disseram estarem perplexcs com o que acontece com 0sS

pacientes Infectados pelo HIV e pelo bacllo da TB. A associaglo acelera



o aparecimento de sintomas das duas doencas, reduzindo a sobrevida do
paciente. A TR afela quagse a metade dogs 2 milhdes de pesscas gque tém
AIDS. Pesquisadores de tode o mundo alertam gue essa nova linhagem do
bacilo £ também uma ameaca ds pesscas que ndo foram infectadas pelo
virus do HIV i(Folha de Sao Paulo, 22/07/1882).

Na 3¢ Conferéncia Mundial da AIDS (Berlim-1983), a2 médica Antdnia
Coelho Novello, que ¢ a maior sutoridade da salde dos EUA, declarouw:
"Continuames = nos concentrar ne que ja existe em termog de prevengéo e
tratamento para proporcinpar beneficios futuroes. O Departamento de Sadde
dos EUA vai digspor de uma verba nas pesquisas sobre a infecgio pelo HIV
e no tratamento e prevengéc da AIDS. Uma parte desta verba, também sera
alocada no combate e tratamento da TB. Com o resgurgimento galopante
dessa deoenga pulmonar, foil observada grande preponderancia de AIDS
concomitante nos doentes. Pacientes HIV positivos com THE acabam morrendo
muifte mais cedo, pols o organismoe estd com as defesas destruidas pelo
HIV" (Folha de Sac Paulo, 11/06/1863).

Pelos dados americanbs, uma pessea com B ativa acaba contaminando
cutras 20 aop longe de deis anog. Em Nova York, nos Gltimos dois anos
foram diagnosticados 28 mil cases de TB. Anualmente em todo mundo, 3
milhdoes de pessoas morrem de T5H, 95% das pessoas que J& entraram em
contacto com o bacilo da TB, e gque por resisténcia orginica a doenga ndo
se desenvolveu, sfo de paises subdesenvolvidos”

0 primeire casoe de AIDS no Brasil fol diagnosticade no inicio dos
anos B0, e explodiu a partir de Jjulho de 1383, quande a Organizagéo
Mundizal de Saxde (OMS) decidiu ampliar a definigdo de AIDS e nela
incluir a Tuberculose como uma das doengas relacionadas.

0 governo dos EUA Jja& havia inclulde a Tuberculose na lista de
condiches relacionadas a AIDS, em Janeiro de 1993, ao lado de pneumonia
recorrente, cancer de Glerc e balxa contagem de (CD4. Qualquer pessoa
portadora do virus e de uma das 27 condigdes da definigdo dada pela OMS
& considerada aldética. "0 nimero de casps de AIDS devide a definigdo
expandida, mais gue duplicou”, disse S.Chu, do Centro de Controle de
Doengas dos FUA (Folba de Sao Paulo, 9/06/1893).

Em muiteos paises desenvelvidos, onde um ressurgimente da TE esta
ocorrendo em parte devido & AIDS, essa nova definicglo pode identificar

varios casos gque escapavam de sua antiga definicdo. A Tuberculese ¢ uma



doenga sentinels para a AIDS, porgus ¢ freguentemente =z primeira
indicacio da infecgdio por HIV. No. Brasil, onde a Tuberculose &
endémica, o efeito é diferente. Multas pessoas, que ja tinham TB e
contrairam o HIY, vio ser sumariamente consideradas pessoas com AIDS
{Felha de Sao Paulo, 9/06/1933).

Estudos mostram que o numero de casos da TB observados nos EUA,
apes 1984, sumentou dramaticamente. Esta nudanca na taxa de incidencia
tem sido atribuida a epidemia do HIV {Theeuer et al, 1990). Por exemplo,
de 1975 a 1984, a taxs de casos da TB decresceu de 15,9 para 9,4 por
100.000 habitante; um declinic médio de 5,7% (Barnes et al., 1981). Apds
1984, o nimerc de casos cresceu 3% em 1986, 5% em 1988 e mais que 6% em
1980 (C.D.C., July 1985; MMWR, 1980}. Nos E.U. A., 4,24 dos pacientes com
AIDS, tém TB (MMWR, 1980). No Canada, no pericde de 1983 a 198BB, dos 484
pacientes com A47D%, 1% tinham T8, dando uma prevalencia de 3,2% {(Chaison
et al.,1889).

Por observar que esta interag@o do HIY com a TB vem sendo uma
realidade incontestével, a contribuicdo que propomos neste Ltrabalho de
tese de Biomatematica & analisar esta dinamica de interacgac entre AIDS e
TB em um sistema fechado {um presidic, por exemplo). Pode ser que nossa
pretensa contribuicic seja mais um mito lancado neste emaranhado de
crencas e hipdteses, apenas elocrubagbes de um matematico...mes também

pode ser gue nao...!
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INTRODUGAD: DINAMICA DAS DOENCAS TRANSMISSIVEIS
E 0S MODELOS MATEMATICOS COMPARTIMENTAIS

Atualmente, os nmodelos matemédticos compartimentais estin sendo
amplamente usados para estudar, nfo =6 a dinamica de infecgdes que sio
diretamente transmitidas na populaglBo humanz por virus, bactérias,
protozedrices, mas também a dindmica de muitas deengas sexualmente
transmissivels. Estes wmodelos estfo baseados na supesicdo de que a
populacdo pode ser dividida em uma série de compartimentos contendo, por
exemplo, os individuos suscetivelis a um determinado agente infecciose;
individuse infectados com o agente, mas ndo infecciesos; Individuoyg
infeccigsos e individuos recuperados da infec¢Bo com ou sem iminidade.

Modelos deste tipo sZo "os moldes" szobre os guais gfo criados os
intmercs modelos epidemioldglcos existentes na literatura matematica.
Conhecendo-se as faxas de dwnaicBa entre os compartimentos & possivel
construir modelos gue descrevam, por exemple, o comporitamento de uma
epidemia ou de uma eademia.

Uma. epidemiac ¢ a ocorréncia de casos noves da doenga acima do
normal. Se a doenga esta habitualmente presente temos entdic uma endemia.
Entretante, o¢3 modelos matematicos de doencas transmissivels sf#o
usualmente chamados de modelog epidémicos.

0 ciclo da transmigsgsico de uma doenga, =m muitos modelos
epidemiolégicos, pode sger basicamente dade por: um suscetivel (8]
torna-se infectado através de um contacto efetivo com um infecclioso (I}

0 individue Infectado passa por um estagio durante o qual ele ¢ latente

foart



(E} e, entdo, e seguido por um estagio durante o gqual ele & infeccioso.
Pode ser removidoe (R} por isclamento, por morte, por imunidade
permanente ou temporaria. 5Se a recuperagfo néo proporciona imunidade aos
Individuos, o modelo ¢ chamado SIS, Se¢ os individuos recuperam-se com
imunidade permanente entfo o modelo é do tipo SIR. Se a imunidade &
temporaria, temos um modelo SIRS. E, se os individuos nfo se recuperam,
temos wm modelo SI.

A transmissfo pode acontecer por agentes virais (sarampo, rubéola,
catapora, AIDS); agentes bacteriais {(meningite, doencas venéreas,
tubsrculose) e por agentes protozoarios (malaria, dengue).

As publicacdes relaciconadags com a teoria de modelos deterministicos
em epidemiolegia sfo muitas, e ndo serd possivel mencionar todas neste
presente trabalho. Uma reviséc e uma bibliografia extenss de todas essag
publicacGes até 18973 ¢ dado por Balley {(18735). Desde entfo, muitosg
cutros trabalhos sobrs a modelagem matematica em deencas infecciosas
foram publicados., A teoria de controle em modelos epidemicldgices, =
existéncia de solugbes, teoremas sobre limiares e a velocidade de
propagacio de epidemias sfo alguns dos aspectos que se {ém observade em
todos esses iLrabalhos (Becker, 1878).

A epidemiologia teérica teve sua origem nos trabalhos de En‘ko
(1889), Hamer (1806}, Reoss (1908) e Kermack-Mckendrick (1827). Hamer
pressupde que o curse de uma epldemia depende da taxa de contacto entre
individuos suscetiveis e infecciosos. EBEsta definicio tornou-se unm
conceito importante em epidemiologia. £ o entfo chamado principio da
transmissiio através da "aclc das massas” ou lel da acglio das massas em
epidemiologia [LAME} para infecgdes diretamente transmitidas por virus e
bactérias. A LAME ¢ baseada na suposicéo de gque a taxa liquida da
disseminagio de uma infecgdo & proporcicnal ao produtc das densidades de
individuos guscetiveis e infeeciosos. Egsa idéia fol originalmente
formulada em um modelo de eguactes de diferencas, mas em 1808, Ronald
Ross {célebre por descobrir gue a nmaldria ¢ transmitida por mosquitos)
trangfere o problema para tempe continue em seu ploneirc trabalho sobre
a dinamica da trancmissfo da malaria (Ress, 1915; Ross e Hudson, 1917).
0Os conceites de Hamer e Boss foram, entfo, mals explorados e detalhados
por Kermack-Mckendrick em 1927, e por Soper em 1828 (Anderson, 1991).

Na época existiam duas hipdteses no circulo médico de gue, para se



acabar com uma epidemis, era necessario que os individuos suscetivels
fossem removidos [(no sentido de esgotados) de uma comunidade o que,
durante o curso da epidemia, a virulénciz do agente infeccioso fosse
gradualmente decrescendo.

Para discutir esse problema, Kermack e Mckendrick propussram,
entfo, © mals simples modelo compartimental deterministico (SIR) de
transmissdo de um agente bacterial ou viral, em uma populegio fechada
{sem migraciio)l e sem dinamica vital (sem nascimento e morte). A
conclusfio degte trabalho é melhor resumida em suas préprias palavras:

"...the course of an epidemic Is not necessarily terminated by the
exhaustion of the susceptible members of the community, It will appear
that for each particular sel of infectivity, recovery and death rates,
there exists a critical or thresheld densily of population. If the
actual population density be equal to (or below) this threshoid value
the imtroduction of one {or more) infected persons does not give rise to
an epidemic, whereas if the population be ornly slightly more densez a
small epldemics occurs. It will appear alsc that the size of the
epidemic Increases rapidly as the threshold densily is exceeded, and In
such a manner that the greater the population density {(of susceptible)
at the beginning of the epidemic, the smaller will it be at the end of
the epidemic., In such a case the epidemic continues ito increase so long
as the density of the unaffected population is greater than the
threshold density, buf when this critical point Is approximately reached
the epidemic begins to wane and ultimately dile ocut. This peint mway be
reached when only e small proportion of the susceptible members of the
community have been affected.” {(Anderson, 1881)

0 problema discutido por Kermack e Meckendrick em seus cléssico
trabalho {1927} fol de grande interesse e fonie de muitas controvérsias.
A funcgio em forma "de sino” de uma epidemia feoi entendida, mas =a
controvérsia esta nos fatores {ou fater] que determinam o pico e o fim
de uma epidemia dentro de uma comunidade. Emborz Kermack e Mckendrick
nfo usassem o conceito de aagde de neprodutibifidade bosalf, a definicéo
de @Q & claramente detalhads na analise do modelo {Anderson, 1991).

Em seu trabalho, Kermack e Mckendrick consideram um models onde um
ou mais individuos infectados sio introduzides numa pepulaciio fechada de

suscetiveis. A doenca & transmitida pele contacto de um individuo



infectado com um suscetivel. Cadae individue infectado passa pelo estagio
onde ele & doente, e finalmente é removido por recuperagic ou morte,
Assumem que =z populacdo total (N}, gque permanece constante durante o
curep da epidemia, ¢é dividida em suscetiveis, S({t), infectados (=
infecciosos}, I{t}], e recuperados, R{(t}. Sob =z hipstese de que as taxas
vitais de transmiss@c (B) = de recuperagio (w) sfdo constantes e

independentes da duragfo da infeccfo nos individuos, o modelo Kermack -

Mckendrick ¢ descritoc pelo simples sistema de equacgbes diferencials

{(SIR):
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A existéncia da densidade limlar critica de suscetiveis para a

occorréncia de uma epldemia pode ser deduzida da equagdo (1]). Se poucos
individuos infectados {(I{0), t = 0} s8¢ introduzidos numa populagdo
inteiramente suscetivel, isto &, S(0}) & N{0), =z tawxa de aumentoc na

densidade de infectados sera pesitiva se £ 5§ > v,

A denzidade critica de suscetivelis, NT . & entdo dada por:

v
N =
T 3
e uma epidemia ocorre se a populaclic de suscetiveis exceder o valor NT
Da definicgéo de dengidade critica {limiar} do modelo
Eermack~Mckendrick, surgiu um outre conceite importantissime s=nm

epidemiclogia, a taxa de reprodutibilidade basal, RO, que € o numero
médioc de casos secundarios que um individuoe infecclioso produz, quando e
introduzide nume populacfc inteiramente suscetivel.

Quando mg > 1, significa gue um individuc infeccioso infecta mais
que um individuo suscetivel e consequentemente uma eplidemia pode
ocorrer, Se RO < 1, um individuo infeccioso infecta, em média, menocs de
um suscetivel e a infeccdo desaparece na pepulagédo.

Noe contexte do modelo Kermack -~ Mckendrick, ﬁo ¢ definido como
Rox I NT / v. Observe que » conceito de densidade limiar de suscetivel,
estd explicite na definigéo de RO = 1.

3 Teorema do Limiar e a definicio de RO, derivados do modelo

Kermack~Mckendrick, tém sideo desde entéo conceitos chaves nos trabalhes



relacionados com o estude da dinadmica de iransmissféo de doengas
infecciogas: Dietz (1978), Hethecote {1974, 1976,1878}, Capasso e Serio
(1978), May e Anderson {1884}, Dietz e Hadeler (1988), Dietz {1888},
Castillo~Chaver e! al. (1889 a), Pugliese (18930 a, b}, Brauer {1880},
Busenberg ¢ Driesache (1980}, Jacquez e O'neill (1891}, Diekmann et al.
(1981}, Dietz et al. {1993), Stigum et al. (1994}, etc.

Hethcote {(1876) supondo gque a populacio £ suficientemente grande
para que cada uma das classes possa ser considerada como uma variavel
continua, propée uma analise dos modelos deterministicos
compartimentals: SIS, SIR, SIRS e SI. Assumindo que nascimentos e morteg
ocorrem, e gue todos os recém-nascidos $fo suscetivels, ele intreduz o
concelto de dinamica vital em seus modelos. Considerando gque nascimentos
e mortes ocorrem em igual taxa, a populagio total é constante. Também
supfe a interacdo homogénea, isto @, os individuos infecciosos estdo se
"misturande” uniformemente c¢om o0s sSuscetivels em toda a populagio
(LAME). Pela LAME, um contacto de um individue Infeccioso resulta na
infecgéo do outro individuo, caso ele seja suscetivel. Esse trabalho de
Hethcote, também classico em epidemioclogia pois através de seus Teoremas
¢ Bilocorolarios, faz uma analise comparativa dos modelos com & sem
dinamica vital, onde a populacfio total & constante e envolve as trés
clasges basicas: suscetiveis, infecciosos e removidos ou recuperados.

Dietz (1978} propée um modelo SIR com dindmica vital, taxa de
contacte e populacado total constantes. Se um programa de vacinagio &
incorporade no modelo, & possivel estimar a proporgio da populagio de
suscetiveis gque deve ser vacinada para a erradicagfo da deenca,
DObgervando gque certas epidemias ocerrem periodicamente, considera tambénm
a hipdtese da taxa de contacto como uma fungdo periddica do tempo e
mostra que pequenas variacdes nessa taxa podem causar grandes mudangas
na prevaléncia da doenca. Analisa também o efeito do pericdo latente, ja
que muitas doencas infecclosas podem somente ser transmitidas apds esse
periodo. Em alguns modelos este fato € considersde, introduzindeo-se o
retardamento.

Capasse ¢ Serio {1878) generalizam o modelo deterministico de
Kermack - Mckendrick. Supondo que o ceeficiente de transmissfo {8} é uma
funcio linesrmente crescente do numero de individuos infecciosos (BS!),

e que esta hipdétese pode ser verdadeira para um pequens numero, mas ndo



para um grande namero de infecclosos; eles introduzem em seu modelo o
termo de interacBo entre suscetivels e infeccissos na forma de uma
funcéo g{l), continua, limitada e nic linear, isto &, B S g(I}.

Hethcote et al, (188la), supondo 2 populacdo total constante e
introduzinde o retardamento para um modelo do tipo SIRS, observaram,
usando teécnicas de bifurcacido de Hopf, que para certos valores dos
parametros existem sclugbes periédicas de pequenas amplitudes,
localmente assintoticamente estaveis.

. Ainda ne mesmo  ano {1981}, apresentam  um  outre nmedelo

deterministico do tipe SEIS, que complementza o {rabalho anterior,
Considerande a populacée tolal constante e fechada mostram gue, em um
modelo deste tipp, o retardamento nfo muda a natureza da estahilidade
aggintética, ¢ as solucBes tendem para o equilibrio endémico globalmente
assintoticamente estavel, ou entfo para o egquilibrio trivial.

Schwartz {1285) também considera um modelo com dindmica vital e
populacio total constante, do tipo SEIR, para doengas infecciosas tais
como sarampe, rubécls e poliomelife, gue sfo endémicas, mas que tende um
nivel de incidéncia oscilatdrio, d8o origem a epidemias. Neste trabalho,
o interesse € estimer quio exatas devem ser as condigbes iniciais do
modelo para prever a ocorréncia das eplidemias. Isto &, examinam o grau
de confiabilidade da previsio de ccorréncia de uma epidemia, devido as
incertezas dos dados epidemiologices, tais come as populagdes de
suscetivelis e infecciosos.

Liu et al. (1888, 1987) mostram gue, se a tradicional suposicéo da
LAME ¢é eliminada, os modelos SIRS e SEIR com dinfimica vital e populagio
total constante podem apresentar um comportamento dinamico diferente,
incluindo solucdes periédicas, que aparecem per bifurcagho de Hopf. Sob
a hipdtese de que muitas doengas infecciosas mostram flutuagbes
perigdicas, e que tals flutuagdes podem ser causadas pelas taxas de
transmissdc periddicas, como por exemplo 2 sazZonabilidade discutida por
Schwartz (1985) ou por Hethcote (1981a), nestes trabalhos eles avaliam,
n&o s6 a possibilidade de uma infecgfio eclodir e extinguir-se, mas
também a coexisténcia periodica da doenga com © hospedeiro, guando =z
taxa de incidéncia ou o coeficiente de transmigsfc é nfe linear.

Uma anilise também & feita por Hethcote et al, (1983, 1991}, onde

congideram um modelo do tipo SIRS com retardamento no tempe, imunidade



temporaria, taxa de incidéncila nfo linear ¢ populmgdo total constante.
Existem multiplos equilibrios para alguns valores dos parameires e para
certos  valores desses parémeiros, surgem solucdes periodicas por
bifurcagio de Hopf. Uma andlise de estabilidade também & feita para um
modelo do tipo SEIRS, com dindmica vital e onde a taxa de incidéncia é
nde linear. A populacdo total também & constante, desde que, por
hipotese, a taxa de nascimento e a de morte 580 consideradas iguais.
Mais tarde, Liu (19393) também analisa um modelo do tipe SEIRS, com
dindmica vital e populagfo total constante, mostrande que o periodo
latente, dependente da fragiic de Iindividuos infecciosos, pode ser

consideradoe um possivel fator ques causa = perilodicidade de doengag

infecciosas.
Por sua vez, Swart (1889), dando continuidade =0 trabalho de
Anderson et al. (1881}, obtém condicdes necessarias e suficientes para

ocorréncia de cicloz limites estavels pela bifurcacfio de Hopf, através
da andlise de um modelo do tipo SEI. com dindmica vital.

Supondo qgue a eclosfo de muitas doengas infecclosas ocorrem em
populaces heterogéneas, Hethcote e Van Ark (1887) consideram um modelo
do tipe SIRS com dinmamica vital, onde a populacfio total & constante e
dividida em subpepulacSes homogéneas. Modelos epidemiolégicos para
populucdes heterogéneas também foram considerados por Bailey (1975),
Hethcote (1978), Post, DeAngelis e Travis (1983}, Thieme (1883), May e
Anderson (1984 a,b), Rvachev e Longini {(1885]), Hethcote e Thieme {1985),
Travis e Lenhart (1887}, Busenberg et al. (1981).

Dietz e Hadeler (14988), motivados pelo problems da epidemia da AIDS
em grupos de risco de uma comunidade heterosexual, generalizam o
¢lassico modelo SIS sem imunidade e com dipdmica vital. Indicam como os
modelos basicos podem ser nals realisticos, suponde contactos
heterogéneos.

Podemos observar gue uma grande parte dos trabalhos classices em
epidemiologia estia restrita a situagbes onde a populagdo tobtal &
constante. Esta suposicgio & relativamente véalida para doengas de curta
duracio e que tém efeitos limitados sobre a mortalidade. Entretanto,
para deengas que sfo endémicas em comunidades onde possa existir a
variacféc populacional, e para doengas gue aumentam substancialmente a

taxa de mortalidade, a suposicio acima falha. Exemplos de tals doengas



80 a malaria, em paises desenvolvides e onde hd um crescimento
populacional e a pandemia da AIDS. Nessas situagdes, o efeito da
mortalidade induzida pela doenca e = variacio populacional ndo podem ser
negligenciados. Além disse, estes fatores podem ter uma influénecia
crucial ne fats da doenga alcancar ou nfo niveis epldémicos. Atualnmente,
muitos estudes sobre os modelos epidémicos com variacso populacional
estéo sendo formulados.

Bugsenberg et al. (1983) fazem uma analise para um modelo epidémico
do tipo SIS, onde a doenga pode ser iransmitida horizonmtal e
verticalmente. Na transmissf@o horizontal, os individuos suscetiveis
contraem a deenca altravés do contacto, direto ou indireto, com os
individues infectades. Na vertical, os recém-nascidos podem ser
infectados pela doenca no nascimento. Com a hipdtese da populagdo total
nde sSer constante e a dindmica vital influenciada pela epidenia,
apresentamn una andlise de estabilidade global do modelo e discutem os
efeitos epideminlogicos da fransmigsdo vertical,

Anderson e May {19789), May e Anderson (187%9), Anderson et al,
{18981} propdem modelos com variacie populacional e morte induzida pela
doenga, Outros modelos com variagfo populacional foram analisados por
Busenberg e Hadeler (1990), PBrauer (1390}. Pugliese (1990a.b). Alguns
modelos para o HIV e AIDS com variacdo populacional s#o também
apresentados per Jacquez et af. {1988}, Hyman e Staley [1888), May ei
al. [1988), Castille-Chavez et al. (1989).

Busenberg e Driessche (1980), também apresentam um modele do tipo
SIRS com dimdmica vital e variacfo populacional, Através de uma analise
de estabilidade global do modelo, estabelecem a nfo existéncia de
soluches periddicas. Em alguns casos particulares, oz medelos para a
AIDS sapresentados por Jacquez et al. (1988) e por Castillo-Chavez
(1989a) podem ser obltidos desse modelo.

Brauer {1880) faz um alerts na formulacgio dos modelos do tipo BIR.
E necessaric distinguir as deencas conde existem =2 recuperagioc com
imunidade permanente e as doencas onde o5 individuos s&o removidos por
morte causada pela doenga. Propde um simples modele SIR, sem dindmica
vital, onde & populacic & fechada, os individuos sée remcovidos por
morte, a taxa de contacto ¢ ndo linear e proporciocnal a densidade

pepulacional. Neste casoc, a populacio total {N) nfio pode ser constante,



pois os  individups da c¢lasse dos removidos por morte nic 8450
consideradeos, e tem-se N = 5 + I. A supesigio de que o numero de
contactos é proporcional a populagio total pode ser apropriada para
doencas sexualmente transmissiveis (Castillo-Chavez et al. 188%9b).

Pugliese (1990a) também analisa um simples modelo epidémico do tipo
51, onde a transmissfio & vertical e as tawas de morte e de contacto sfo
dependentes da densidsde populacional. Assume dque a doenca aumenta a
taxa de morte e/ou diminul a taxa de nascimento, e como a populagio
total varia com 2 prevaléncia da doenca, sugere gque o modelo pode sger
aplicado para deencas sexualmente transmisszivels e doengas aerdgenas. O
mais simples modele para a AIDS é deste tipo {(May et al.,, 1888a). U
principal resultado desta anallise & que o comportamente qualitativo
obtido para modelos onde a populagio total & constante ainda & valido:
existe um valor limiar, abaixe do qual o equilibrio livre da doenca @
globalmente assintoticamente estével. Acima deste valor limiar, existe
um equilibrio endémico que, por sua vez, ¢ globalmente assinioticamente
egstidvel., 0 efeito da vacinacde, que da imunidade temporaria ou
permanente, & também analisado neste trabaliho,

Modelongs com wvariscdo populacional, considerados por Busenberg et
al. {1983) e Busenberg e Driessche (18980}, assumem que nascimentos e
mortes nic dependem da populagao total e, portanto, sem epidemia havera
umn crescimento populacional exponencial, Este resultado nao poede ser
comparado com o trabalho de Pugliese (1880a}. 0 modelo mais similar foi
estudado por Anderson et al. {1981}. Eles assumem wum crescimenfo
populacional logistico (na auséncia de epidemias) e a hipétese da LAME
para a taxas de incidéneia. A principal diferenca com o modelos de
Pugliese & que, ac considerarem o periodo latente onde o individuo ngo é
contagiocso, o equilibrio endémico fica instével e existem cicles limites
egtavels.

Complementando seu trabalho anterior, Pugliese (1990b} propde um
modelo epidémico do tipo SEI com taxa de morte dependente da densidade
populacienal. 0 efeito do periodo latente com a wvariacao populacional
paden produzir oscilacBes na soluglo do modelo. Quando a fertilidade dog
individuos no periode latente & igual a dos suscetiveis, existe um valor
critice ou limiar. Se por outro lado, os individuscs no periodo latente e

os infecciosos nao contribuem com a taxa de nascimento, pode existir um



miltiplo equilibrio endémico abalxo do valor limiar. Quando a taxa de
incidéncia ¢ Independente da densidade populacional, o comportamento
global filca estabilizade: todas as trajeldérias convergem para um
egquilibrio.

Gaa e Hethcote (1392} discutem modelos do tipo SIRS e SIS conm
coeficientes de transmissio na forma padrio. A variacfo populacional &
descrita por uma eguacfo logistica modificada, gque inclui um termo de
morte relacionado & doenga. Analisam o modelo SIRS onde a transmissioc é
horizontal. A analise de estabilidade mosira gue na auséncia da doenga a
populaggo total tende para a capacidade suporte do meio. Se a doenca
estda inicialmente presente na populagfo, & populacfo total pode tender a
zero; tender para um egquilibrioc abaixo da capacidade de suporte; para a
capacidade de suporte: ou entc =& doenga pode ir a extincio ou
permanecer endémica na populagBo. Apresentam a mesma analise para o©
modelo SIRS, incluindo a transmissfo vertical.

Mena - lorca e Hetheote (1982} apresentam cince modelos
epidemicolégicos do tipo SIRS onde a variacgio populacional e a morte
relacionada com a doenca sfic consideradas. Dols processos demograficos
sfo analisados: imigracfio com taxa de morte proporciocnal a populacio
total e taxas de nascimentc e morte proporcionals a populaciio total.
Neste trabalho, eles respondem varias questbes sobra modelos
epidemioldgicos com » variacio populacional: a doenca val a extingdo ou
persiste na populacfo? Existe wuma epldemia ou a doenca permanece
endémica? Como a mortalidade pela deenga (taxa de letalidade) pode
afetar a populagso total e = doenga ainda persistir? Como a doenga
progride na populacdc come funcho do tempe? A doenga pode oscilar
periodicamente ou tende para um estado de equilibrio?

Derrick e Driessche (1893) generalizam o modelo de Busenberg e
Driessche (19390G). Sob as suposigdes da taxa de incidéncia ndo linear,
populacio total ndo censtante e de que os individues recuperados podem
ser diretamente reinfectados, mostram que para uma determinada classe de
funcdeg de incidéncia, ¢ modelo do tipo SIRS nido apresenta solugdes
pericdicas. Mas gque, para uma particular funcio de incidéncia, as
solucdes periddicas desaparecem por bifurcacio de Hopf,

Fsse tipo de modelo, onde os individuos podem ser reinfectados, &

cldssico para a Tuberculose. Revelle et al. (19688} identificam classes
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de individuos inativos e recuperados gque, tendo gidoe previamente
infectadog, podem tornar-se novamente ativos, Consideram neste trabalho
um modelo compartimental deserito por um conjunto de nove classes de
populagdes; e incluem estratégias para ¢ controle da doenca, tais como o
tratamento dos casos ativos, a profilaxia e vacina {BCG}.

Com todos esses trabalhos, podemos observar que o comportamento
assintético das solugBes, de um wmodele de transmissfo de doengas
infecciosas, ndc depende somente da formulaglo epidemiolédgica, mas
também do processo demografice nele incorporado.

Algumas vezes o pimero de mortes causade pelas doenca € significante
e isto afeta & populaglo total. Cuiras vezes, a variag8o populacional é
devido a outreos fatores. HNeste caso, nio é razoavel assumir gue a
populagacs total @ constante, e o modelo deve incorporar aspectos
demografices que forneg¢am condigles para essa variacao populacicnal.
Dizemos entdc gue o modelo depende da densidade populacional.

Alguns modelos epidemioldglicos, com variagfio populacional, assumemn
imigracdo constante e mortes proporcisnais & populaciio total. Outros,
aggumem um processe mals natural, onde as taxas de nascimento e morte
sdo proporcionais & populagac total, A desvantagem destes, & que a
populacso total cresce ou decresce exponencialmente, exceto guando 08
nascimentos e mortes ocorrem em lgual taxa., Extingdo da populago por
decalmento exponencial & demograficamente improvavel; crescimento
exponencial também ndo & realistico, desde gue os préprics recursos
naturais sempre irSo limitar tal crescimento.

Na ecologla, & suposicio de que a populagio das plantas e dos
animais ¢ afetado por predagido, competicdo, recurses limitados esta
amplamente acelita. Podemos ampliar este concelto: deengas infecciosas
também podem afetar a pepulagdo total.

Na realidade, a5 dpencas Iinfeccieosas tém também influenciado &
variacac populacional humana e eventos histéricos. O sarampo, em paises
desenvolvidos, ainda causa mortalidade significante entre as criancgas.
Recentemente, o Virug da Imuncdeficiéncia Humana  (HIV) e o
desenvolvimento subsequente para a Sindrome da Imunodeficiéncia
Adgquirida (AIDS) tem aumentado a taxa de morte em varies grupes de riszce

em todo o mundo.
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Dentro de fodo este contexto & relevante, portanto, analisarmos
modelos  epidémicos com diferentes estruturas demograficas para

avaliarmos a influéncia da doenca na dinamica populacional,

MODELOS DA AIDS

Atg agora, vimos gque multos modelos epidemiolégicos sfo formulados,
tal que, a infecgio eclode numa populagdo fechada 2 constante, cu entio,
numa populacac constante devido aos nascimentos e as mortes que sao
balanceadas,

Muitas wvezes, a suposicio da populacio total ser fechada e
constante & razodvel para modelar epidemias com efeitos limitados sobre
a mortalidade pois a doenga eclode rapidamente e extingue-se num curte
periode de tempo (Hethcote 1878, 1883)., Por ogutro lado, a suposigio de
que a populacio total é constante com taxas de nascimentos balanceadas
com 2 de morte, muitas veres, ¢ razoavel para modelar doencas endémicas,
porgue tém um longo pericdo de tempo ¢ raramente causam mortes
{Mena-Lorca, Hethcote, 1892).

Entretanto, vimos também que, se o crescimente ou decaimento
populacional ¢ significante ou se a doenca causa um numero suficiente de
mortes, nic é razodvel assumirmes a populacio total constante (Gas e
Hethcote, 1992).

Apesar disto, ums andlise comparativa mostra que os modelos onde a
populacao total ¢ constante tém sido muito mals desenvolvidos, porgue
além de suas analises serem menos complexas, eles também podem ser
sufiicientemente realisticos, ao modelarem =z transmissdo das doengag
infecciosas.

Atualmente, muitos modelog para descrever a dinamica da AIDS, tén
sido propostos . Nio é somente a Sadde Pablica que busca encontrar o
caminho para se entender a AIDS. S&c indmeras as publicacbes que ja

surgiram, e que ainds surgem no campo da modelagem, para descrever a
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dinadmica degsa deenga. Citaremeos apenas algumas dessas publicagdes,
mostrandoe somente a precocupacho malor gue cada uma tem, para entender a
dinamica de transmisséo desta doenca. Ume doesnca nove, conde tudo parece
ser um grande misiério, e dqualguer novidade 2 respeito é um grande
motivoe pars a esperanca do entendimento e da cura continuarem existindo.

Para Dietz {1888} a variavel chave para gualgquer doenca infecciosa
& o pericdo de infecciosidade, e gue este periodo, para o HIV & de 10
anos. Propfe um modelo onde a populagao total é constituida por homens e
milheres, infectados ou ndo, e que sac divididos em dois grupos:
solteiros e casades, 0s casals sdo formados quande o homem 2 a mulher
estac infectados: nenhum dog doils egta infectado: somente um esta
infectado. Considera as taxes de entrada nas classes dos individuocs
solteiros e ndo infectados. Nesse modelo, a duragio do relacionamento e
o namero de contactos s8o as varidvels mals relevantes. Sugere gque numa
populacic heterossexual, nio se pode ignorar a duracoc do relaclionamento
e o numerc de parceireos que um individuo pode ter durante toda a sua
vida, Fornece uma fdérmula explicita para ¢ nimerc de parcelros gue ¢é
necesgario para manter a infecgdo em um nivel endémico.

Hyman e Stanley {1988}, preocupades com o problema mais urgente da
satide pablica, que ¢ planejar estratégias efetivas para minimizar a
destruicido causada pela pandemiz da AIDS, propdem modelos matematicosg
gimples, para investigar algumas guestdes a respeito desta doenga nos
EUA. O objetive desses modelos & poder contribuir com a comunidade
médica e clentifica, no sentido de entender e prever a eclosio do HIV em
diferentes comunidades. Por exemplo, a disseminacglo do HIV nos EUA e na
Furopa parece ser mais pelo contacto sexual e enbtre usudrios de drogas
injetaveis, enquanto que o padrdo de transmissfio na Africa inclul também
transfusdo de sangue e outros fatores. Consideram que para analisar z
dinamice de transmissBo do HIV € necessaric entender e modelar a
atividade sexual dos suscetivels e ¢ comportamento dos usuarios de
drogas injetaveis. Identificam os possivels fatores de risce para a
disseminacio da epidemia da AIDS: ldade, ntmero de novos parceiros por
ano, nimerc de novos usuarios de drogas por ano, densidade populacional.
grupo social e cofatores. Neste trabalho, sua preocupagfo maicr é com o
agspecto social, e nao com o matematice,

May et al. (1988a) propSem um modelo para a dindmica da transmissio
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de HIV  para uma comunidade de Thomossexuals. Dz modelos o
deliberadamenie simplificados, pois o objetive é entender como & morte
por AIDS, resultante da transmissf@o vertical e horizontal, pode afetar o
padrio demografico. A solugBio analitica do modelo é discutida usando ag
técnicas do plane de fase. Alguns refinamentos do modelo bdsico sio
adotados, Iincluindo a estrutura de idade e a transmissio do HIV numa
pepulagdo de heterossexual.

Jacquez et &l.{(1988) propSem um modelec compartimental para =
eclosfo do HIV em populagdes de homossexuais. A populacio & dividida em
subgrupos pelo grau de atividade sexual, e uma taxa de entrada constante
¢ considerada para todos os szsubgrupes de suscetiveis. Da primeira
infecclo até o desenvolvimento da AIDS, o infectado passa por uma série
de estégios. Os individuos aidéticos sfo considerados isclados, e ndo
transmitem a infeccdo. Incorporam no modelo trés fatores que acreditam
gerem os maiores causadores da disseminacglo do HIV: o padric de contacto
entre grupos com atividades sexuais diferentes, o longe periocdo de
infecciosidade da AIDS & a variacio da probabilidade de transmissfo
durante os estagios de infecciosidade.

Massad (1989) propGe um modelo deterministiceo para a epidemizm da
AIDS, onde considera a populacio de homossexuals de S&c Francisco.
Assume em seu modelo =  interagfio homogénea, isto &, =& taxa de
transmissdc & proporcional & densidade de suscetiveis e 4 probabilidade
de encontro desses suscetivels com os individuos infecciosos. Considera
que o paciente infectade pelo HIV pode seguilr um dos trés estados
clinicos: ndo manifestar gqualguer sintoma da doenga durante teda a2 vida
{soropositive sadic); desenvolver a doenga (em inglés, full blown AIDS)
ou entdo manifestar uma linfodenopatia generalizada e alguns aspectos da
doenga {em inglés, ARC: AIDS Related Complex)}. Alnda ndoc ¢ conhecida a
proporgio dos individuos no estade clinice ARC gue desenvolvem a dosnga.
0 modelo ¢ o mesmo proposto por Anderson e May (1988), com a diferen¢a
que Messad considera o individuos no estado clinico ARC. Essa distingdo
entre AIDS e ARC & um aspscto importante neo desenvolvimento do frabalho.

Castillo-Chavezr ef al. ({198%s) propfem modelos para populaces
homogéneas, com o propogitc de discutirem =a importéncia de trés
parametros basicos na epidemiclogia da AIDS: a duragdo do periocdo

latente, o periocdo infeccioso e o longo perieds de incubacfo. O periodo
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latente ¢ o tempo desde a aguligicido da doenga até o individuo tornar-se
infecciose. (O pericdo infeccloso & o tempo durante o gqual o individuo
infectadc & capaz de transmitir a doenga. E o periodo de incubagio & o
intervale de tempo entre a agquisicieo da deoenca e o aparecimento dos
sintomas. AIDS parece ter um curto pericdo latente, longos perilodos de
incubacio e de infecclogidade, e uma probabllidade de transmissice muite
variavel. A duracdo do periodo latente & de poucos dias ou de poucas
semanas {Anderson et al., 1986 , May e Anderson, 1987). E, enguanto a
duracéce do periodo infeccioso ainda ndo & conheclido, os individuos que
desenvolvem AIDS tém em mediz um periodo de incubagc em torno de 66
meses (Anderson et al., 198B) e 96 mesez (Medley et al., 1987).
Cagtillo-Chavez ef 4l. neste irabalho, gque ¢ uma generalizacgdo de
Anderson et al. {1986) ¢ May e Anderscon (1887), consideram uma populacio
de homossexuais onde a interacse ¢ homegénea. Por hipdtese, existe uma
taxa de imigracfo constante de novos suscetivels que ¢ Independente do
nomers de infecciogzos, Assumem que o periode de incubaglo da AIDS
obedece uma distribuiciio exponencial negativae. Esta suposiclc é depois
generalizada ao assumirem gue a duracic desse pericde obedece uma
distribuicfo arbitraria., 0 longoe pericdo de Incubacio nfe implica em
solucdes periodicas e a doenca desaparece ou permanece endémica na
populacfio. Estabelecem os c¢ritérios limiares para a persisténcia da
doenca na populacio e analisam a establlidade do equilibrio endémico e
da equilibrio livre da doenca. Também determinam, gquando possivel, as
condigdes necessarias e guficientes para a persisténcia deo HIV na
populacio.

Castillo~Chavez (1888c) faz uma revigfio sobre recentes modelos que
descrevem a dinamica de transmissiéc da AIDS. Salienta a importéncia de
certos fatores de transmissfic do HIV e que est8o relacionados com a
heterogeneidade da populacio, tails come, preferénciz sexual (homo, bi e
heterossexual), grau e tipe de atividade sexual (numerc de parceiros,
duracio de um relacionamento, sexc anal), estrutura de idade {o grau da
atividade sexual pode ser fungic da idade), usuarios de drogas
injetaveis e o© compartilhamento de agulhas contaminadas, e fatores
sécio—-econbmicos e culturaisg. Apresenta irés modelos matematicos que
investigam a importfincia de fatores eplidemiclégices gue, segundo ele,

podem ser crucials na dinémica da AIDS: periodo latente, longe periodoe



de infectividade, a infectividade wvaridvel e = alta porcentagem de
portadores assintemdticos. Tnicizlmente apregenta um de seus modelos
{Cagtillo et al. 1989a) onde a populagho é homogénea, e onde = altencic
estd voltada para o longoe periodo de incubacfo da AIDS. Entretantc, como
para =z AIDS nio é suficiente considerar a interacfo homogénea, una
versdo simplificada do modelo de Dietz = Hadeler (1988) é& apresentada.
Finalmente, sob a suposigfio de que os individues com miltiplos parceiros
380 usualmente os primeiros a serem infectados, e 580 as malores fontes
de transmiss@o da doenga, apresenta uma versio simplificada de um modelo
de Hyman e Stanley (1888}, Além destes modelos, incluil também um
trabalho de May e Anderson (1888b), que ¢ uma revisip de dois de seus
proprios trabalhos, May, Anderson e MclLean (1988a, 1989a).

Harrison (1988) analisa ¢ numerc de casops de AIDY diagnosticados
degde 1981 (guande surgiram os primeiros casos) até 1985, com o
proposite de entender a atual e futura tendéncia da doenca. Entre =
metade de 1981 e metade de 1988, cerca de 21000 casos de AIDS foram
diagnosticados nog FEUA. Baseando-se nesses dados cumulativos sobre a
incidéncia da AIDS, Harrison mosira gque a epidemia parece ter comegado
com um crescimento ocfbico, ac invéez da suposicico de cregcimento
exponencial, gque € consequéncia da maloria dos modelos epidémicoes. A
questice da influéncia do longo periode de incubagio ndoc € a sua malior
preccupacio desde gque, wsegundo ele, AIDS & uma doenca nova e  as
supcsicdes apresentadas a esse respeito nfdc foram anallisadas por mals
que 8 ancs, e por isso a estimativa desse periodo ¢ dificil. Assume que,
em média, o periode de incubacio & de 8-10 anoz. Preocupa-se como deve
ser a taxa de infeccio, depols que a epidemiz comega a se desenvolver.

Murray {(1988) descreve deis simples modelos propostos por Anderscn
et al. {1988). Tais modelos sio importantes sob o aspecto pedagdgico e
ndo incluem nenhum nove fator gque poderiam tornd-los mais realistices. O
maior problema da AIDS & o seu longo pericdo de incubaglo, isto €, o
tempo quando o paciente é diagnosticado soropositive até que manifeste
os sintomas da AIDS. Segundo Murray, isto se reflete na disseminacioc da
doenca. Em um dos modelos considera a evolugfo da doenga no tempo, entre
o5 individuos infectados e o8 individuos aideétices. No outro modelo,
existe uma taxa de imigraclo constante de suscetivels, a populagio

total, gue nic & constante, & dividido em suscetiveis, homens
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infecciosos, aidéticos e os soropositivos. Nos dols modelos a interacio
¢ 2 homogénes e eles sfo aplicados em uma comunidade de homsoasexuais e
de bissexuais de S350 Francisco (EUA).

O proposito de Artzrouni (1990) € examipar rigorosamente a relacio
entre as curvas epidémicas, as densidades de novos g1v° e de noves CAsOS
de AIDS, descritas pela equagio de Hyman e Stanley {(1888). Devido ao
periodo de incubaclo entre a infecclio pelo HIV até o inicio da AIDS,
tais densidades estic separadas, uma da outra, por um intervalo
aproximadamente igual ac periode médio de incubagio da AIDS., Recentes
estimativas sugerem que esta média estd entre B8 e 10 anos, embora
acredite-se que ele pode ser mals longo: 15 anes ou mesmo 18 anos. Uma
analise de sensibilidade para o nlmero de cascs de AIDS, para o periodo
médio de incubaglo sfo também apresentadas.

Com o propésito de extender o trabalho de Jacquez ef al. {1988}, um
modelo da dinamica de transmissio do HIV ¢ proposto por Lin {(1991a)}.
Jacquez et al. mostram, como na maloria dos modelos epidémices, que a
condicie limiar & obtida da matriz Jecobliana avaliada no eguilibrio
livre da doenga, e que a instabilidade do equilibric trivial & o fator
chave para a eclos&c de uma epidemia. Entretanto. devido as inGmeras
gubpopulagies incorporadas no modelo, torna-se muito dificil mostrar =z
estabilidade local e global do equilibrie endémico. Para provar este
regultade, Lin aplica um outre métado que completa a prova de Jacquez

acal do eguilibrico endémico. Mostra também a

—

sobre a estabilidade
equivaléncia da sua condicgic limiar com 2 obtida por Jacquez.

Hethecote et al. (19381 =, b} propdem um modelo gue descreve =z
disseminacio do HIV & ¢ subseguente desenvolvimento para a AIDS numa
populacio de homossexuyais de S#e Francisco. Devido ao fato de mals de
85% dos casos de AIDS terem ocorrido entre homossexuals o modele ndo
inclui a2 transmiss8oc entre homossexual e bissexual, enlre parceires
heterossexuais ou usuarios de drogas injetéveis. A dingnmica do modelo
envolve a  infecgdo de suscetiveis através do contacte sexual com
parceiro HIV', a progressée  dog  varios estagios até o  individuo
tornar-se aidétics & morrer. Os parametros do modelo sBo culdadosamente
definidos em termos epidemielégicos, Lals como o nimero de parceires por
més, =@ proporgic em gque a parceria resulta em transmissfo e =

infeccicosidade do individuo infectado nos varios estaglos, atée chegar a
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AIDS. Uma ateng8e malor & dada na estimacho dos parametros (1891 al.
Existe uma variahilidade na quantidade e qualidade dos dados usados para
estimar os valores dog parametros. Usualmente & possivel dar uma
estimativa a priori desses valores, gue na maloria dos modelos
epidémicos, ¢do fixos. Entretanto, sob a suposicéo de que podenm existir
outreos valores dos pardmetros onde a simulacBo pode ser satisfeita, uma
andlise de sensibilidade dos parameiroes ¢  apresentada  (1881b).
Simulacles onde o tratamento com o AZT & adotado, sBc também testadas.

Lin (1891 b) propte um modelo para a transmissfio do HIV numa
comunidade de homossexuais. A populacdo sexualmente ativa €& dividida em
subpopulacdes; os individuos ajdéticos sio considerados muite doentes, e
ndo fazem parte da transmissio do HIV: existe uma taxa constante de
migracio em cada subpopulacio de suscetlivel. Em populagles homogéneas,
Anderson et al. {18988) consideram um modelo gimilar: assumindo
entretante, gue nem sempre =2 infecgfo por HIV, tem o© subsequente
desenvolvimente para =a AIDS, incluem no modele a clagsse dos
goropositivos sadiog., Uma extensBo deste modelo também fol estudado por
Castillo—Chavez et al. (188% =). Muitos resultades tém sido obtidos para
modelos onde a2 populag8oc ¢ hetercgénea. Como exempleo, o© trabalho de
Jacquez et al. (1888), gue fol depois extendido por Lin {(1881a). Neste
trabalho, Lin (1981 b} também discute um medele de transmissfio do
HIV/AIDS para populacdes heterogéneas. Sob certas restrigdes, quando o
equilibrioc livre da doenga ¢ instavel, podem existir miltiplies
gquilibrios endémicos. Isto indica gque 2 estabilidade do equilibrio
livre da doencs nfo pode ser escolhido come uma condigdo de limiar. Este
resultado ja nfc € verdadeiro para populacdes homogéneas. Além disso, o
modelo ¢ sensivel a todos os parameiros, mals especificamente 2 tawa de
transmissfio. E mostrado gue consideraveis variagdes nesta taxa podem ser
a causa dos miltiplos equilibrios endémicos.

Puygliese {1981), seguindo o trabalho de Castille-Chavez et al.
{1989d) e Jacquez et al. (1988}, considera um modelo do tipo SIR parz a
dindmica de transmissSo da AIDS com a populacBe teotal variando,
mortalidade induzida pela doenca e taxa de contacto dependente do
tamanho populacional. Cads populagfic & dividida em vérios grupos, que &
homogénec, com uma  taxa de imigraciio na classe dos  individuos

suscetivels. Este dltimoe aspecto €& interessante para grupes tals como
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homossexuals & usuysdrios de drogas. Assume que a probabilidade de
infeccio, de um contacto entre suscetivel e infecciose, depende da idade
do individuo infeeccioso. Lin (1991 a} analisa um modelo simplificado de
Pugliess: ao invéz de usar a infecgde per idade, ele usa, como em
Jacquez ef al. {19888}, um numerc {initc de estdgios.

~Lin et al. {1993) formulam um modelo para a transmissfo do HIV para
uma populagdc de homossexuals com variacio populacional, faxa de
migracfio na ciasse dos suscetiveis e com estdgios de progressio para a
AIDS, A andlise do modeleo inclul a identificagdo dos valores limiares e
estabelece critérios gue determinam se a populacio total decresce ou
cresce exponencialmente, respectivamente para zero ou para o infinite.

Noo temos viste até agora modelos que analisam a interagao de
deencas. Em trabalho recente, Juntamente com Massad et al. (18933,
apregentamos um modelo compartimental complexe que descreve z interagéo
entre duas doencas: AJIDS e TUBERCULOSE (TB) numa mesma populaciic de
hospedeirso.

A estrutura do modelo demanda a inclus@o de uma série de
compart imentos gque representam os estados de co-infeccho. Por exemplo,
consideramos compartimentos que descrevem a dinamica da TB na presenga
da infecgio do HIV., Outros compartimentos representam a fragdo de
individuos infectados pelo HIV. Entre eles, o compartimento daqueles
individuos HIV® que ndo desenvolvem AIDS, a menos que sejam infectados
pelo  bacilo da TB, o Mycpbactferium tuberculosis (MIB). S8oc os
soropositives sadigs que, embora ndc universalmente aceitos, foram
considerados neste estudo teédrico. Ha =inda aqueles individuos ns
condicdo de AIDS-Related-Complex (ARC), gue também sfo questiconaveis
epidemiologicanente, desde que eles desenvolvem AIDS da mesma maneira
gue oS HIV+. Também consideramos s possibllidade de uma fragioc de
individuos permaneceream na condic¢lo de ARC na auséncia da co-infeccio.

0s resultados simulados numericamente mostram que a patopgenicidade
do HIV auments com a2 presenga da TB e vice-versa, A analise de
sensibilidade mostra gque o coeficiente de transmisséic do HIV € o
parametro mals sensivel. A prevaléncia de AIDS é mals alta na presenca
de TB, conde as aznalises de riscoe relativo demonstram umz influéncia

miite mais forte da AIDS sobre a TB, do que a de TB sobre AIDS.
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Apesar de ainda ser uma simplificacdo da realidade epidemiclégica,
ezsge modelo @& composto por dezessete compartimentos que descrevem quase
todas as subpopulagfes que podem estar envolvidas nestas duas infecgdes.
E importante salientarmos que foi pogsivel apenags uma andlise numérica,
Jd que a andlise gualitativa do sigtema ficou multo complexa devido azo
grande nUmero de compartimentos, ou melhor, ao grande numero de equacgdes
e a nio linearidade delas.

Diante da imﬁogsibilidade de uma andlise mais rigorosa do modelo de
Massad et al. (1983), o qual tomamos como padrio, propomos neste
trabalho modelos deterministices mais simples onde & possivel analisar
qualitativa e numericamente, a dindmica da interagic entre egssas duas
infeccfes distintas nume mesma populaco de hospedeiro: a SINDROME DA
TMUNODEFICIENCIA ADQUIRIDA (AIDS) e TUBERCULOSE (TH),

0 qgue caracteriza nossos modelos é o fato deles serem modelos
simplificados do modelo de Massad et al. {(189893), onde as subpopulagdes
sdo agrupadas de acordo com suas caracteristicas mais comuns. Por
exemplo, consideraremos apenas dois compartimentos de individuos
infectados pelo virus do HIV, os individuos HIV+ sem TB e os HIV' com TB
latente. Ag classes de todos os tipos de AIDS sdo tambeém agrupadas em
apenas dolgs compartimentos: os aldéticos sem TB e os aldéticos com TR
doenca.

Sao modelos com dinamica vital que simulam 2 situacdo de um
presidic. A populagfio total é relativamente constante no tempo, isto e,
a entrada dog individuos ne presidio e o fluxe de saida, por morte ou
cumprimento da pena, ocorrem em igual taxa; e iodes os individuos que
integram o sistema, sfo suscetliveis.

Embora o realismo epidemiclégice possa ficar um pouco prejudicade
com estas simplificagdes, sob o ponto de vista matemdlico, os modelos
torpam-se mals “trataveis”. Iste significa, que além de simulagdes
computacionais, uma analise qualitativa a respeito da estabilidade do
sistema pode ser feita sem gue se perca em demasia a generalidade da
realidade epidemiclégica.

Salientamos que o8 modelos aqui apresentado, assim como o modelo
citado anteriormente (Massad et al., 1893) sfc os primeiros a discutirem
interagfes entre duas doengas sendo, gob o ponto de vista

apidemiolégico, bastante “ousades'. Por outro lade, sio também o ponto
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de partida para estudos de nultas co-infecgBes, isto &, infecches wue
ocorrem simultaneamenie no individuo e gue até hoje foram analisadas
separadamente.

Inicizlmente, a analise ¢ restrita a determinaciio e estudoe da
estabilidade do ponto de equilibrio trivial, que € o caso em que ni&o ha
doenga na populagdc (CAP. 1), Estas andlise possibilita a determinacdo de
valores gue s#o os limiares de certos parametros, de tal forma que acima
desses limiares 'a doenca persistird na populacBico e abaixo, ira a
extingio.

Se existe a doenca na populagio, Isto significa que pode existir um
gquilibrio endémico ou peontos de equilibrio nfe triviais que descrevem
o35 diferentes estdégios da interacglie entre essas duas infecgfes. Além de
determinarmos os tipos de pontos de equilibrio através da extingdo de
compartimentos no equilibrio (técnica de erradicagiao), também faremos a
anidlise de egtabilidade, determinande a reglio de egtabilidade de cada
um desses pontes, em fungio de dois parametros basicos (CAP.2).

Como oz parametros do modelo sfic obtideos de forma indireta, alravés
da literatura existente, mostrames pela analise de sensiblliidade
{APENDICE) qual pardametro ou gquais parametros do modelos sfo mals
sensivels, ou sejn, se peguenas alteragBes nos valores dos parametros
acarretam em mudancas significativas nas sclugdes do modelo.

Se pela técnica de erradicagac fol possivel a anadlise de modelo
giobal que descreve a interagdo entre AIDS o TB; pela fécnica do
agrupamento (CAP.3) obitivemos dols modelos aglutinades, simplificande o
modelo anterior: um modelo gue enfatiza s dinGnmica da AIDS e oulre onde
prevalece a dinamica da TB  Aqui também & feita a andlise de
establlidade dos pontos de equilibric trivials e nfo trivials mestrando
que, de certa forma, os modelos aglutinados podem recuperar o8 mesmos
pontos de equilibrio ndc triviais do modelo global.

Por fim, sHo apresentados modelos mals realisticos com entrada de
individuos nos compartimentos dos susceptivels e HIV positivos (CAP.4) e
validados através dos dados coletados pela médica Marizete M. C.
Ferreira em uma pesquisa realizada na Penitenciéria Feminina de Sio
Paulo. 0Os 380 participantes db estudo s3c mulheres gque estio na
Penitenciaria desde o primeirc dia da pesquisa e que foran

entrevistadas, examinadas e acompanhadas durante um periodc de 14 meses
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{outubro de 1982 a novembro de 1993) {Ferreira et al., 1993}.
Uma. pesquisa feita pela revista "ISTOE" também revela alguns
numeros sobre a AIDS na Casa de Detencio de Sao Paulo, onde existem

aprogzimadamente cince mil presidiarios:
- 41% dog prescs tém menos de 25 anos e 20,8% deles sdo

soropositivos.
- B68% dos presididrioz s&o paullistas, sendo que 18% estdo

contaminados pelo HIV.
- 82% dos prescos que s#c usuvarics de drogas injetsveis sdo

soropositivos.
- 27,5% dos detentos que se dizem homessexuals ou bissexuais tém o

virus HIV,
- 22% dog presidiarios gque tém histérico de doenca sexualmente

transmissivel estio infectados.

- 891,4% dos presos estdc ha menos de cincoe anos na prisfo. Destes,

17,5% s8o portadores do HIV,
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CAPITULO - 1

1. 1. FORMULACAO DO MOUELO

Ja foi discutido anteriormente gque, ac formularmes um modelo
complexo onde consideramos os diferentes estagios de interacsc das
infecgoes AIDS e TR, obtemos um modelo compartimental que melhor se
aproxima da realidade, mas onde a analise qualitativa tornou-se inviavel
{cf. Massad ef al., 1993). Objetivande um tratamento mais rigoroso do
ponto de vista matematico, sem perder substancialmente o realismo
epidemionlogico, procuramncs formular um modelo deterministico
simplificado,

Neste contexto, propomos um modelo de sete compartimentos, e que
representa de forma simplificada os estagios das duas infecgdes (4IDS e
TB). E conveniente salientarmos que, mesmo = distancia, a realidade
epidemicldgica ainda fornece as diregbes para 2 andllse matematica ser
vigvel, e que todas as suposicdes do modelo mais simplificade estio
fundamentadas no medelo mals complexo.

Uma hipétese importante deste itrabalho ¢ que o modelo a ser
analisado esta representando situagdes como presidios {ou instituicoes
mentais), e por isto, a populacfo total permanece sempre constante. Tal
situagdo pode ser Jjustificada se consideramos gue a maloria dos
presidiocos  brasileiros estfo constantemente lotados. Quandoe  um

presidiario cumpre sua pena ou falece, o lugar e prontamente preenchido
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de tal forms gque a variacio populacional é nula.

0 Tluxe de entrada dos individuos & dependente de nimero de
individucs gue cumpre a pena ou falece. A suposigiio do fluxo de entrada
ser somente na classe dos suscetiveis a ambas as  infeccdes &
relativamente forcada; mas inevitiavel, gquando n3c se tem estatisticas do
estado de salde dos detentos ingressanies. Além disseo, em um primeiro
estagio da modelagem, a nossa intengdo & a de analisarmos a situsgio
mais otimista posgivel: cada individuo entra no presidic sadio, e ao
longe do tempo vai se infectando.

Por sua vez, a populagfeo total (N) & dividida basicamente em tlrés
classes:

(S} a classe dos individucs suscetiveis a ambas as infeccdes, isto
&, aqueles individuos que podem ser infectados pelo virus do HIV ou pelo
bacilo da TB, ou entfio agqueles individues gue Ja foram infectados pelo
bacilo da TR & que sio suscetiveis somente ao HIV.

{I) a classe dos infectados, isto é, dagqueles individuos que podenm
ou nfo estarem manifestando os sintomas das doengas, e sao capazes de
transmiti-las aos suscetiveis.

{R) a classe dos individuos deentes, isto &, dos individuos que
tendo contraido ums das doencas, morrem; se recupersdos, ndo adqguirem
imunidade permanente, e podem reativar a doenca {os tuberculoscs).

Também ja fol comentado que ¢ modelo gue propomos neste trabalho é
com dindmica vital. E clare que o comportamento assintético para os
modelos, com ou Sem dinamica vital, & diferente. Por exemplo, um modelo
SIR sem dinamica vital pode ser apropriado para descrever a eclosfio de
uma epidemia durante um curto pericdc de tempo, enguanto que o SIR com
diramica vital pode ser apropriadoe para epidemias com longos periodos de
tempo, que é exatamente o nosso cazc de estudo,

0 modelo supde que o padréo de transmiss@o para ambas as infecgdes
¢ @ interacdo homogénea, isto &, os individues infecciosos estio se
"migturando” uniformemente com os suscetivels em toda a populagio e o
coeficiente de transmissic das doengas é proporciconal ao ntdmeroe de
"encontros” entre suscetiveis e infectados (LAME). Se a deoenga &
sexualmente transmissivel (AIDS), =a probabilidade de se adguirir a
infeccio € proporcional a densidade relativa de infectados na populagdo

e, se a infecglo é aersgens (TB), tal probabilidade fica proporcional a
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densidade abscluta de infectados. Convéem salientar que a2 transmissdo de
infecedes sexualmente transmisgivels depende nBo 56 da densidade de
infectados na pepulacio, mas também do numero médio de parceiros sexuais
dos individuos suscetivels, caso a infecclio ocorra via contacto sexual.

Meste modeleo teodas as formas de itransmiss8o pelo HIV, seja via
contacto sexual, injegfo de drogas ou transfusfo de sangue esntio
implicitamente representadas pelo coeficiente de transmissao pelo HIV
{(B8) que, congideraremos constante, numa primeira aproximacio.

Assuminmos, portanto, que os individuos suscetivels sdc infectados
pele HIV altravés de todas as formas possiveis e desenvolvem AIDS; e os
individuos com TB ativa desenvolvem AIDS quande infectados pelo HIV
{(esta hipétese, defendida inicialmente pelos americanos, .tem gerado
atualmente algumas controveéersias),

Considerames que os paclenteg aldélticos, por estarem muito doentes,
sédo isolados e portanto ndc contagiam outros detentos, PFor outro lado,
como todos os casos de TH atliva s8o infeccicsas, os individuos aidéticos
gue sstio com TEB doenca, s8o capazes de transmitir a infeccfio por 75 azos
individuos que estio aldéticos.

E importante ndo nos esquecermos que este modeloc estd sendo
propostoe para analisarmos a interacfio entre AIDS e TB nun presidio; que
a infecgfio por HIV & transmitida somente por individuos que sio HIV
positivos, e a infecgdo por TB por individuos com fuberculose ativa.

A FIG. 1 mostra o diagrama de blocos represeniande z estrutura do

modelo compartimental.

33



H

]

#l

H

{

]

B
3
Y A Y
1 , 2
K i
t
ey A A
pto
FIGURA-1
FParameiros
taxa de entrads Xl
coeficliente de transmissfo X
2
por HIV
coeficiente de transmisséc Y1
por TR
inverso do pericdo de Y
incubagdo para AIDS “
taxa de recuperacio para TEB doenca A
inverso do periodo de incubacio Atb
para AIDS com TH latente
reativagio da TH Th
fluxe de salda do presidio N

taxa de letalidade por AIDS

taxa de letalidade por TR

34

g p
B+ ¢ Th
£ B
i Atb ,@m»—
Mot

Variaveis de estado

= guscetiveis a ambas
as infecgbeg

= guscetivels com TH

latente

= HIV pogitivoes

= HIV positivos com
T8 latente

AIDS

#

AIDS com TB doenga

TE doenca

it

populacio total



Consideraremos duas classes de individuos guscetiveis. lUma classe
representada  por X1 composta pelos individuos sadies, suscetiveis z
ambag as infecedes. A outra, representada por Xé, formada por individuos
suscetiveis somente ac HIV e gue, no passade, jd foram infectados pelo
bacilo Mycobacterium tuberculosis (MTB). Em outras palavras, os
individuos Xl nac tém o MIB, Ja que nunca foram infectados por ele;
enquanto que os individues pertencentes a classe Xé tiveram pelo menos
uma vez esse contacte e s#éo, portanto, portaderes do bacilo.

Definimos X como o coeficiente de {ransmissBo da TB; e B como ©
coeficiente de transmigsse do HIV. Sendo assin, individuos de Xl
adquirem a infeccdo por TH, a uma taxa de A individues por unidede de
tempo e 2 infeccfio por HIV a uma taxa de 8 individuos por unidade de
tempo. Uma vez infectados pelo MIB, os individucs de Xé podem reativar =z
sua TB latente z ume taxa ¢, oul entdo adquirirem a infecglo por HIV a
uma taxa fB. Oz casoes atives de tuberculose (Th} podem recuperar-se
espontaneamente a uma taxa p .

Uma classe de individuos HIV positivo (HIV') & representada pelo
compart imento Y1' Egtes individuos poderio degenvolver AIDS (A4} de§015
de um pericdec de incubacgioc 17w ou, se infectados pela primeira vez pelo
MIB, poderdo tornar-se HIV' com TB latente, Ya

Individuos Yz iradoc desenvolver AIDS depecis de um periodo de
incubagio 1/€, ativando a T8 deoenga (Ath}. Pacientes aldéticos {A4) sendo
suscetiveis a infecgdio por TB, poderéo adgquiri-ls a uma taxa A. Os
individuos do compartimento Atk séo pacientes aldéticos com TE doenga.

Seb # hipbdtese de que a populacBo total se mantém constante, os
individuos imigram para o sistema a uma taxa de entrada y. HNeste
trabalho, tais individuos =zfic considerados iniclalmente sadios e
portanto, suscetivels a ambas as infecgdes.

Finalmente, as taxas y, o & & dque representam, respectivamente,
fluxos dos individuos gue saem da cedeia (por mortes mnatural ou por
cumprimento de penal, letalidade por AIDS e letalidade por TB,

Todas as taxXas de transicio do modelo sfo positivags e seus valores
sdo inicialmente estimados da literatura existente, com excecgio dos
coeficlentes de transmissfo (B e A). Embora todas as cutras taxas possam
ser medidas, qualguer estimativa direta desses coeficientes 2

provavelmente impossivel, pois eles sio decorrentes dos diferentes graus
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de intimidade de contacioc entre on diversos grupos de infecciosos e
suscetivels da populacio. Entretante, em situagdes de eguilibrio, podenm
ser determinados de estudos soroldglicos ou casos de notificacdo.
Congiderando que o nimerc total de individuom no sistema &
constante em cada instanie, pedemos trabalhar com o modele normalizado
onde os valores de cuada compartimento s8c propercionais & populagio

total (N = 1}.

1.2. 0 MODELO

A dinadmica do modelo € descrita pelo seguinte sistema de equacdes

diferenciais ordindrias nfo lineares de primeira ordem:

dX
1 + .

It =% -3 Xi[HIV } - A XlTo i X1 {1.2.1)
dx,, .

o = P Th + A XI Th - B XE(HIV } o~ {o + y) Xz f1.2.2)
mggg_ = g-xg - B Thb (Hivhy - {(prutal Tb £1.2.3}
ay

"&"E"L = g Xl{fﬂv*} - A Y Tb - () Y (1.2.4)
de N

- = R xz(ggv ]+ A erb - {(E+p} Y2 (1.2.8)
“3“?** =wY - AAAtb - (pra) 4 (1,2.6)
n.g.?t_? = £ }/2 + A A ATB + B8 Th (HIV") - (u+a+a} Atb {(1.2.7}
onde

gLV = (¥ + ¥ 3,
1 2

Somande as equacdes (1.2.1) a (1.2.7}, obtemos:
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=y -y (X + X+ Thb + Y + ¥ + A+ Atb) ~ 6 (TbeAtb) - a (A+Atb)

No presidio a populacio total e constante; poertante sua variacio e

d
nula, - e =0 , e devemos ter:

¥ =M (X1+ Xé+ Th + Y1+ Y2+ A+ Ath) + 8 {(Th+Aib) + o {(A+Ath}
£1.2.8}
As equacles podem ser normalizadas dividindo-se cada uma delas por
K, isteo equivale a considerar N igual a um. A Unica diferenga entre as
equaghes ndo normalizadas e as normalizadas ocorre nos parametros que

multiplicam oz termos ndo lineares (8 e A). Como

X +X +Tbh +Y +Y + A4 + Ath =1,
1 2 1 2

temos

X1= 1 - (X2+ To+ Y + Y2+ A+ Ath) = 1 - ¥ (1.2.9)

E o sigtema normalizado fica reduzido a sels equaches:

aX
2 _ N _ oo

—p— = e Th+ A (1= F) Tb - B X (HIV') - (o+p) X
S = x - B To (HIV') - (prure) Tb

le .

dY2 .

~qp =B XZ(HIV b+ Y Th - (E+p1) Y,

dA

W'—MYI‘*RﬂAtb“(}A‘#&)A

jjtb = €Y, +AA AT + B Th (HIV)) - (uros8) Atb

Ag eguacdes (1.2.9) e {1.2.8]) juntamente com 0 sistema acima seréo

denotados por MATA.
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0 objetive do proximo capitulo ¢ determinar o ponto de equilibrio
trivial e os pontos de equilibrio nde triviais do models, representado
pelas equacbes {(1.2.1) a (1.2.7), analisar a estabilidade e apresentar
as condigles de existéncia para cada um destes pontos.

Apesar de simplificado, © nossc modelo ainda & n3o linear, e a
determinagio dos pontos de equilibrio nfio triviais gue, & primeira vista
pode nos parecer facil e simples, na verdade ndo o &, Uma forma de
contornarmes esta nfio linearidade ¢ analisarmos o sistema normalizado
MATB, introduzinde simplificacles de caracter bioldgico,.

Por exemplo, & bastante npatural supermos que pode existir um
estagio onde toda a populacéo & sadia, e onde o ponto de equilibrio
trivial P = {0,0,0,0,0,0) & estavel; ou um estagic onde a TB seja
extinta, isto &, onde as coordenadas do ponto de equilibric nfo trivial
estavel sdo formadas somente por individuos gque nunca entraram em
contacto com o bacilo da TH: P = (0,0,Y:,O,&h,O).

Que pode existir, também, um estagio onde a AIDS seja extinta da
populagde, Implicando em um ponto de equilibric ndo trivial estavel onde
as coordenadas nac nulas sHc  aguelas que representam somente os
individucs que ndo estfo infectados pelec HIV, P = {X;,Tb*,0,0,0,0) ou
entfo um ponte de equilibric nfe trivial estavel que descreva todes oz

* * * *
, X A, Atb 1.
1 2

Iste posto, resta-nos entZo uma pergunta e que no desenvolver do

egtagios existentes entre AIDS e T8, P = {X;, Tb*, Y

capitulo sera respondida: serd gue s & estavel o ponto de equilibrio

que biolegicamente parece viavel, ou isto ndo & verdade?



E interessante observarmos que, gquaisguer gque sejam os possiveis
estagios de interacfo entre as duas Infecgdes, os pontos de egquilibrio
retratam a dinamicae de uma interacdo, seja ela negativa ou positiva,
entre duas infecgdes distintas num mesmo hospedeiro.

Interacfo negativa & aquela onde a situagdo alingida caracteriza~
se pelo fato de ums populagio afetar o crescimento ou a taxa de
mortalidade da outra: predagfo, parasitismo ou competicido infer-
especifica, que & o caso onde uma doenca prevalece sobre a outra, Na
positiva, a interagdo de populacgfes distintas resulta em beneficio e,
consequentemente, o estade de equilibrioco atingide resulta em
coexisténcia estavel: comensalisme, cooperaghe e mutualismo, que & o
caso onde as duas doengag coexistem no NeSMO hospedeiro.

Inicialmente, =z analise do modelo MATH, que simula a situagido
endémica de wum presidio, fica restrita a estabilidade do ponte de
equilibrio trivial, iste &, o ponto onde todos os individuos sio sadios
(estado livre das doencas). Desta andlise, determinamos ©0$ valores
"limiares” dos coeficientes de transmisgio da AIDSY e THB, os quals
fornecem condigies para a erradicacfio das doengas ac longo do tempo.

Em seguida, a determinacgic e analise de estabilidade dos pontos de
equilibrie nfco triviais do MATE também fornecem as condigles necessarias
para que ag doencas existam e, além disto, persistam na populacdo @o
longo do tempo.

Por fim, com a hipdtese de que a pepulacio total se mantém
constante, & andlise feita para o MATB pode ser entio estendida para o

sistema representado pelas eguacdes (1.2.1) a (1.2.7}.



CAPITULO - 2

2.1. ESTABILIDADE DO PONTO DE EQUILIBRIO TRIVIAL

Neste estude inicial estames preccupados em obter condigdes

que favoregam a extingfio das duas doengas existentes no

limiares,

presidiec. Desta forma analisaremos somente o ponte de equilibrio trivial

P L = {0,0,0,0,0,0) do MATE gue & gquandoc toda populagio estd gadia:
-4

X = N = 1. Neste ponfo, temos y = g t{ef. 1.2.8).

1
A matriz de linearizacfo em PPt = (0, O, 0, 0, 0, 0} & dada pela

matriz Jjacobiana:

[ - { oy ) Atp o 0 0 0 ;
o =~ { pr+8) 0 O 0 0
M po= Q o B—{utew] B Q a
®t 0 0 -(&+n) 0 0
0 (Al O ~{pral $]
] 0 o £ 0 ~(ura+d) |
cujos autovalores sfo
A= -{p + £}
PLE = (g 4+ )
33 = (g + o+ 8)
A= B - [ptw) (2.1.1)
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Além dos autovalores Aq & RE da nmairiz

~{o+pe) Atp
o ~{ prt+a )

-

que s8o negativos ou tém parte real negatliva se, e somente se, o trage

da matriz B for negativo e o seu determinante positiveo., Mas,
trago B = — [{o+u) + {(pru+e)]

& sempre negativo, peols os parametros s&o todos positivos, e
det B = {g+p) {p+p+8) - {a+p) o > Q

implica na desigualdade

g {pru+d} + o [p+6)
o

A < {(2.1,2}

Como todos os pardmetros sio positives, temos que os autovalores A
1

(i=1,2,3) sho negativos e A4= R - {ptw) serd negativo se,

£ < (prw) (2, 1.2)

Portanto, o Pet = {0,0,0,0,0,0) serd assintolicamente egtével se, =
somente ge, as desigualdades (2.1.2} e ({(2.1.3} s#o simultaneamente
satisfeitas.

Epidemiclogicamente isto significa que deve existir um par de
valores (BE’ AE} tal gque, se 0 < B < B£ e <A< Rg, ambas ay doengas
serédo extintas. Acima desses valores, uma das deengas ou  ambas
persistiro e o F;t sera instéavel.

Fate conceito estd intimamente ligado ao Teorema do Limiar, tratado
pela primeira vez por Kermack e Mckendrick (1827). Esse teorema
refere—se ao fato de que deve existir uma densidade populacional minima
de suscetiveis, abaixo da qual uma epidemia pode extingulir-se.

Ora, se existe o coeficiente de infecclo, e se a transmissio da
doenca depende do numerce de suscetiveis e do numere de infectados
dentro da populacdo, por consequéncia deve existir tanbém um valor
minimo desse coeficiente, para que haja a transmissio efetiva da doenga
entre 0% suscetivels e infectados. Mais precisamente, devem existir

valores minimos dos coeficientes de transmissio por HIV e por TE para
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que as doengas progridam na populacfio. A partir de agora estes wvalores

serao denotados per "A limiar” & "B limiar”, Kg e Bf, respectivamente:
ﬁk = {p+e)
& 2.1,
N g (ptp+e} + o {p+g) (2.1.8)
£ o

Em relacio a esses valores limiares temos os seguintes casos:

{1y B « Bf e A < AE {(FIG. 2)
P . ¢ agssintoticamente estavel, e X1 tendse = 1 dquando
cresce.
(2 B < ﬁe e A > Ag {FIG.3)

Existira um ponto de egullibrio eonde irfo existir somente as
populagdes de suscetiveis (Xz} ¢ de tuberculeses (Th}, Jj& que o

coeficiente de tramsmissfo por AIV estd abaixo deo limiar.

{3} # > 53 e A< Ag (FIG.4)

Individuos HIV® sem tuberculose latente {Yl} e individuosg
aidéticos {A) existirSco na populagic pois o coeficiente de {ransmissio

por TR estd abaixo do =seuw limiar.

{4y g » 52 e A > hg

Este caso sera analisado nos proximos topicos. Isto se deve ao
fato de gque se f e A esgtico simultaneamente acima dos seus valores
"limiares”, tanto a competicio como a cooperacio podem estar presentes,
e por agora nada podemos afirmer. A "intuigle"” nes diz due como os dols
coeficientes estfo acima de seus limlares deve existir um estigioc onde
ambag as infecgdes se mantém no hospedeiro ([interacéo posiftiva); ou
entdo um estagio onde uma das doencas é extinta da populacso (interacéo

negatival.
Oka 2.1.1: Nas FIG. 2,3,4,4A,5, os valores dos parametros de modelo

MATB sZo dados pela TABELA-Al (cf. apendice), enguanto que & condicao

inicial do modelo é dado por P_ (cf. pg. 100).
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2.2. DETERMINACAC DOS EQUILIBRIOS NAG TRIVIAIS

Ja sabemos que o ponto de equilibrio trivial Pet: (0,0,0,0,0,0) &
assintoticamente estavel se o5 coeficlientes de transmissfc da
TUBERCULOSE e da AIDS, respectivamente A e £, forem menores que 0S seus
valores limiares. Neste caso, =z populacfic do sistema carceraris tera no
futurc somente individuos susceiivels sadios (Xl},

Por outro lado, = existencia de pontos de equilibrio nd3c trivials
esta relacionada com a transmiss3o das infecctes. Assim, se B > 3£ e
AP RE’ o eguilibrio trivial serd instével, & portantoc podemos suspeitar
da existéncia e establlidade de outros pontos de equilibric nao triviais
onde prevalega uma ou anmbas as doengas.

Usaremos =a palavra enradicacice de uma variavel (ou extinglo de
compartimento) guando sua coordenada for nafo no ponto de equilibrio; e

presabencia de uma varidvel quande as coordenadas forem nde rwdas. B

temos os seguintes resuliados:

Bioteorema 2.1: Dado o sistema MATB com B > B? entao a condicao

suficiente para a prevaléncia da AIDS é que TB seja erradicada.

Dem Seja o modelo MATB, se Th = O no ponto de eguilibric, temos:

r dXz
g = T8 Xg (Yl+ Yz) - {o+p) Xz = 0
dTb
G S X =0
dYI
- ——— = - - % - - -— i - =
e By, + Y ) (1 - X-Y =Y =4-Ath) ~ (prw) Y = 0
dyY
— =B X (YY) - ()Y = O (z.2.1)
d4 -
&t——w»—le*ffl'*a)A”?tﬁﬁfb-—O
d4th = A A Atb + £ Y -~ {pra+8) Atb = O
3 dt, o
dTh . "
De e = o temos, X2 = 0, logo, o sistema (2.2.1) fica:
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ayY
1 .
= = B8 {Y1+ YE} {1 - Yl~ Y2~ A~ Atb) - {(y+w} Y1 = {
de
vy PR (§+,li} Yz = ] (2.2.2)
d4
""'a"E""” wai'“(u*oc)ﬂ—RAﬁfbw—O
WQAte A A Atb + £Y ~ (pta+6] Atb = D
dt 2
L
de
Cono —ar = ) e Y2= G, o sistema (2.2.2} flca reduzido au
dY1
‘—&*{"“={3Y1[I"Yﬂ“ﬂ"ﬁtb)"(}ﬂ’wjylxo
i 44 _ B
= G v Yl - {ute) A - A A Atb =0 (2.2.3)
_ggzg = A A Ath ~ [p+a+8) Ath = O
€,
GAED Ath = O {caso 1A
= ) ey ou
dt A A~ {pra+8) = 0 = 4 = LE%Eigi {case 1B}

CASO 1 A Se Athb = (O, do sistema (2.2.3} temos:

ay,
T BY {1~ Y- 4 ) ~ {(ptwl Yl = Q o
dA ~ N ceE
“a""i———*wyl {Fl+£x.}f”‘i“0
e,
dd  _ o Al A
aE 0 o= 07 o
dy,
e, = y T - - - =
I B Y, {1 Yl Al (pre) ¥, = O

« BY -8B Yf -BY A - (ww) Y =0



2
B Apra) A 8 [ {ura) A } - (prad 2 (pro) {(pra) A=0
@ tw w @
ou 5
{B (“;‘E’Elw . B {p+e) ] RN [(gw){pm} B fpta) } A=0
W o @ Ix
{B(p+m)fﬁ)ﬁa+[{u+w}-ﬁ} A=0
W
E assim,
- - B w~ v ()
A =0 ou A= B (orira
Mas como, "(1 = Ef%?.‘l A temos que;
- o B - {p+w)
Yl = () ou Y{- {p+a) [w—-——W_M)
Portanto, se Atb = 0 {CAS0 1A) temos dolig pontos de equilibrio:
F&t‘—' {0, 0, 0, 0, 0, 0} &= B < SE
Pl = {0, 0, Yl, 0., 4 0} onde,
(el B e - e (pru)
v,= w4 e 4= B (wi+a) = B> B
CASO 1B) Se 4 = L&tﬁ;ﬂi (2.2.5)
dA R _ "
= Yl (pre) A - A A Ath = 0
wY -~ {u+tel 4 w Y .
_ 3 - 1 _ {prad
L= Atb = R s ww——w%*—{}ﬁoﬁe} 5 {(2.2.6}
® ay,
—_— = - - — - Y =
= A Yl {1 Y1 A~ Ath) (p+e) X O
o Y =0 ou Y o= - -Emm'}——~+l~:’iw14tb
1 1 B
Se ¥ =0 de (2.2.8) temos arp = - L)
Se Ya = - {—‘%—(’ﬂ-—m + 1 - A~ Ath , entso de {2.2.8) = {2.2.B)},
AR - Ba — A {urel {p+ra+@}
Yo= ERaks
Y4 [ AR ] {wHurats) e portanto,
Atb = ABw — Bow - Awl{p+w)  (pre)
) A Blorptatg) A
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(pra+g)

Assim, ge A = — s {CASC 1B}, tfemos o ponto de equilibric:
P = (0, 0, 0, 0, A Atb) com  Atb = - ‘“;“)
. .
Pq = {0, 0, Y, 0, A Atb) com g > Bg
_ X I8 (u+el)l - B8 (pe+o+e }
Yi [ AR J (tu+o+0) ©
Ath = Aw (B~ (prw)l - BB (p+a)
- A Blotp+ro+s) A

n

Observe que a presenca da TB no ponto P3 & Jjustificada por uma das
hipéteses do modelo: os individuos aldétices com TB {Ath) e sem TE (A)
estdo iscladogs e assim, & infeccdo por TH é transmitida entre eles.

Por hipbdtese do modelo MATBE os parédmetros séo posgitives e ag
variaveis, que sob o aspects bioldgico representam populagdes de
individucs, sZc ndo negativas. Entretanto, sob o ponte de vistay
matematico, os valores nae nulog das coordenadas nog pontos de
equilibrio ngo triviais, podem ser positivos ou negatives. Diante de tal
fato, apresentamos & segulr a condigfio de bilcexisténcia de cada um

degses pontos:

1) O ponto P] = {0, 0, Yo 0, A O} onde,
(p+oed . Bew-we {pre)
e e A & A B Toiiiod

é viavel bioclogicamente, se Y1 > 0 e A> 0 e portanto, se £ > [u+w).

Mazs, por hipotese B > B, = (utw) e o ponto P, & sempre biologicamente
viavel.
2) O ponto Pz = {0, 0, 0, 0, A Ath} com
_ {prare) . fpre)
A = N — e Ath = 5

ndo ¢ biclogicamente viavel, desde gue , «, A s8o positivos e Athb é

negativa.
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3) A condicio de bicexisténcia do ponto P3 = {0, 0, Yi’ 0, A4, Atb]

onde,
v o | ALB-(prw)] - BO (p+o+8)
1 A B (ot prra+0 )
. (pror@l
A““ MTW o
Ath = O [B-(p+w)] - BB (u+a)
' A Blotu+o+6) A

com B > 88 & gue Y& >}, A> 0 e Aftb > 4, isto é:

Y, >0 e 1- {p;w} > 2 e B> B, for suficientemente grande

para cada A dado, (2.2.7)

At > 0 e A B w-B 6w~ aw {urw)] - B (wrprerg) {(pra) > 0 &

A > B (M?S+T+?;+i?;“i tB8 e3> A for suficlentemente grande para

cada B > ﬂg dado. (2.2.8)

E o ponto P & viavel biologicamente se (2.2.7) e (2.2.8}) sdo

simultancamente salisfeitas.

Determinamos o8 outros pentos de equilibrios ndo triviais, usande a
mesma ltécenica do Bicoteorema 2.1. Podemos portanto pensar num eguilibrio
no presidic onde existe somente a prevalencia da TB ocu equlvalentemente,

a erradicacac da 41DS. Neste caso, obtemos ¢ seguinte resultado:

Bioteorema 2.2: Dado o sistema MATE com A > A, , entac a
condicdo suficiente para a prevaleéncia da TB & gque AIDS  seja

erradicada.

Dem: (andloga ao caso anterior) Considerande no MATB um ponto de
equilibrio com a coordenada A = 0, determinamos as outras coordenadas no

equilibric resclvendo-se o sistema:
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dx
z
— - - - — — ’ - i - s
a7 A Th (1 X2 Th Y1 Yg Atb} + p Th s Xé‘Y£+Y2) (ovp} 32 0
S e e X~ BTb (Y,+ Y ) - (pture) Tb = 0
dYI
= B (Y 4 1-X ~Th=¥ ¥ - - v =D
ar B (.1 KZJ { X2 To=Y Y Atb) {1tw) , =0
day {2.2.8)
e 2 3 Yoo v ) o~ v o=
dt A Yin *EB XE ( H gj (E+u) 2 v
dA S
- PR
dAth . . - ) ~
! “'-a“f{**—* - B ib {13+ YE} E_ YB {}l"'ﬁf.'f'e} Atb = 0
4 - -
De = = G temos, Y& = {, e o sistema (2.2.9) torna-se:
an )
= I CI TR . “ T . . N . -
ST ATbh (1 X2 Th Y2 Ath) e Th I Xé Y, {orpn) X2 O
dTb _
S = O X~ BTb Y, - (pwre) Tb =0
|y
G - ~Th— - =
<% B Y2 {1 Xé Th Yz Ath) 0 {(2.2.10)
de
A B X2Y2 - (&4 Y, = 0
D - g Th Y+ £ Y, - (prare) Atb = 0

Temos que

=20 & Y =0, Jhaque X=(1~-X~Th - Y~ Ath) # 0
2 H P 2

Como ?é= 0 entdn do sistema [(2.2.10}:

dAth - -
dTe _ {p+ru+e) Th
a"f"““* = 0 oy ,"{2 = o
dx f Tb =0 ou
__._.z'i._, = O a— .
dt o _ A g - olpta) - ulprurg)
Th = P
A Ao+t

Portanto, se 4 = 0 temos os seguintes pontos de equilibrio:



P =1(0, 0,0, 0,0 0) e A<a,

et [

P =(X,Th, 0,0 0, 0) con x = L8 o &

2 2 2 -

TH = Ao - olu8) — plpru+s)
A {o+prptr8)
N
A condigio de bicexisténcia de P & definida por:
3
Th > 0 e A > - {“+e)¢+ g (ptut0) A,

e comc por hipotese, A > Ay temos que P4 & sempre biologicamente

viavel.

Um outro caso possivel seria a ewnwadicacde dos individuos HIV' sem
TB latente. Ou seja, o MATE pode ter um ponto de equilibric ndo trivial

onde & coordenada Yiz 0. E temos entao o seguinte resultado:

Bioteorema 2.3: Se no MATB a populacioc dos Individuos Y1 for
erradicada entioc o fnico ponto de equilibrio nido trivial consistente
biplogicamente & o ponte onde temos o5 individuos suscetivels com T8

latente sz) e os individuos tuberculosos {Th), desde que A > Ay

Dem: Considerando gue no MATB existe um ponto de equilibrio onde

Y = 0, fLemos:

dX
2 =

an = A Th {1~X2*waY2~A”£tb) + o Th 51 Xé Ya (o) Xé = 0

dTh -

T o X2 3 Th Y2 [p+p+8} Th = 0

in

'—a"{:"m = B }2 [1 - Xz" TH - Yg" A~ Atb) =
< de {(2.2.11)

o S BX Y- (E+i1) Y, = 0

d4 _

a3 " - {}1‘5‘02] A-Xx A Ath = O

dAth . _ B
] ar = A A Ath + B Th Yz + £ Y2 (u+a+8? Ath = 0
Mas,



dy
—5 7 Y =0 iz {1 - X - - ¥ -3~ 4 =
3t 0 = Y, 0, Ja que Xg Th 52 A~ Atb} O

E o sistema (2.2.11) fice reduzido a:

dX
e = A Tb (1-X ~To-d-Atb) + p Tb ~ (o#p) X =0
ares o
5P = g ng {prp+8} Th = {
A {2,123
d
"df = - (pta) A - A A Atb = 0
i —ggfg A A Atb ~ {uter8) Ath = 0
Assin,
gtrb s 0 e x = Lerur8) Tb o
o o
A 4 =0 (CASD 3A}
I S (p*ec)
Ath = - ‘__“E_Xm (CASO 3B}

CASO 3A) Se A = 0 entde do sistema (2.2.12),

dAthk

& =0 — Ath = O e

dXé

G = ATb (1= X~ Tb) + p Tb - (o+p) X, =0

Ao - oo (ut8) - g {pru+e)
A {orprprd)

s Th =0 ou Thb =
e temos os pontos de egullibrie:

P & (¢, 0, 0, G, 0, O) emp A € Ag

+p+B )
P o= (X, Tb, 0, 9, 0, 0} com X = iﬁhﬁwulﬂﬁﬁm
1 2 2 o
T = Ao~ o (ut8) — p (pru+r8}

A {o+p+u+8)
com Th >0 e a > AE

CASO 3B) A% 0 o Ath = - —Lﬁgﬁl _ entdo
d
dﬂtb = A A Ath - (pre+B) Ath = 0 e A = T8
T 7Y
B
X .
G = ATb (1= X~ Th - A= Atb) + p Tb - {ewu) X =0
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= Th =0 ou All - X-Th - A~ Ath) + p ~ (o+p) ( Eigiﬁ.; =0

Se Fih = Q entao X =0, 2 ftemos o ponto:

F

Pz = {0, 0, 0, 0, 4 Atb)

_ {u+a+n) . fpta)
com A= g e Atb = T
Se M1 =X - Th - A= ath) +p - (oo B2y =6 entaa,

Ao =~ ol{p+8) - ulp+p+d] - & 8

Th = T (oepr 6] ¢ temos o ponto:
Pq = (X%, To, G, 0, A, Atb) com
_ {p+pt+B) Tb _ Ao~ o{utd) ~ ulp+p+0) - o @
X = ~EIETELIP 0 Th o= ,
2 o A lo+p+ru+p]
. (uta+e] o (e
A = B S ) Atb = B

Negste caso, Afb & sempre negativa e portanto os pontos Pg e PG nao
sao vidveis blologicamente.

A partir da tecnica do  ewadicacde verificamos que todas as
possiveis composicBes de erradicacac de populacdes (ou extingac de
compartimentos) forneceram como pontos de equilibrio, aqueles Ja
determinades pelos Biofeoremas 2.1, 2.2 e 2. 3.

Entretanto, convém citar gque da erradicacac de Y2 {individuos HIV®
com TR latente), obtemos um peonto de equilibrio ndo trivial distinte des
anteriores: PB = (X, Tb, Yi, 0, 4, Atb) ; que ndo & blologicamente

%
vidvel, pois as coordenadas ?1 s T e Atb  szho sempre negativas.
Devido a isto, ndo incluimos esse caso come um bioteorema.

A seguir, apresenfamos um resume dog Bioteoremas anteriores e osg

pontos de equilibrio obtidos pela tecnica da ennadicacto:



i
1) Th =0 J (Bioteorema 2.1}

CASO 1A} Se Atb = 0 temos dois pontos de equilibrio:

P = p—
p.=(0,0,0 0 0 0 o B<g
P1 = {0, 0, Yl, g, 4, 0} &= pg > B£ onde,
Y = tpra) A e 4= Bo-w (prw)
1 w 8 {wrp+ta}
CASO 1B) Se 4 = {“+§+8) , temos:
P, = (0, 0, 0, 0, 4 Ath) com Atb = (“;“}
e
P o=

(o, 0, % , D, A, Atb} conm

y = [ AR - BB - A {u+w) ] {pu+a+e)

! A B (orprar8) " £ € suficientemente

grande

ABw - Bow ~ dw{ptw)  (pta)

Atb = se A & suficientemente
A Blorproro) A grande
2] A=0 {Bioteorema 2.2)
P = {0, O, O, 0, O, O] Y A <A
et &
&
P =1{X, Tb., O, 0, 0O, 0} =se A > A Com
q 2 £
¥ = {p+u+8 ) h - Th = Ao - o8l — p(prpo)
2 2 A lo+p+p+s)
3} Y1= 0 (Bipteorema 2.3}
CASO 2A) Se A = 0 obtenos:
Po= {0, 0, ¢, O, 0, 4] s A < A,
et !f
e
P = (X, 7Tb, G, G, 0, D) se A > A, com
1 e £
¥ = _{ptu+e) Th o Tp o= AT _o*(p*&) ~ p{p+p+s)
2 o A lo+ptu+e)

55



(o]

CASD 3B) Se A =0 e Ath = - 5 temos:
?2 = {0, 0, O, 0, A Atb}
P = (X,, Tb, 0, 0, 4, Atb) com
¥ = {p+u+e) Th Th = Ao - o{pre) - ulptu+B) ~ o 8
2 P : A {orptu+8]
_ luta+s) o fpta)
A AT ’ Atb = a7

Desta forma podemos dizer gque, guando empregamos a fecnica do

ennadicacae, além do equilibaie fniuial: Pet: {0,0,0,0,0,0}, o MATR
tem "SEIS TIPOS" de pontos de equifibnics ndo triviais; dos gquals
apenas trés sio biclogicamente viaveis: 91’ Pq e P{

Pontos de equilibrics niie  tnisials wiaveis  (com o tecnica de

ennadicacae de populagaes)

iy
f

(0, 0, Y., 0, 4, 0 (FIG.4)
= (0, 0, ¥, 0, A4 Atb) (FIG.4A}
(X, Tb, 0, 0, 0, OJ (FIG.3)

1
{

Além destes pontos, indicamos também a existéncia de um outrc tipo

de ponto de equilibric ndo trivial, biologicamente viavel, onde todas as

variavels sac positivas, e portanto onde =se tem =a persisténcia

simultdnea das doencas {FIG.5}):

P o={X ., Te, Y , ¥ , 4 Atb)
7 2 1 2

Este ponto n3o pode, evidentemente, ser obtido com a euatrategia da

erradicacdo de alguma variiavel e, devido & complexidade do modelo, suas

coordenadas ndo podem ser explicitadas.
Considerando~se o sistema M4ATB, e usando o métcdo de Newton—-Raphson

para zeros de fungdes (Mathematica, Hyun Mo Yang (1894]), além do

equilibrio trivial, também encontramos os mesmos TIPOS de pontos citados

ahteriormente.
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Vale agul a observacfo de que quando dizemos TIPOS de pontosm,
significa que as coordenadas dos pontos de equillibrio nfio triviais podem
ser positivas ou negativas, e que essa afirmacBo é valida mesmo gue
todos o3 parametros sejam considerados positivog. Entretanto, como
estamos nog referinde a populacdes, scb o ponto de vista biolégice,
pontos com coordenadas negativas ndo sae viaveis.

Partante, £ interessante sublinharmes gue além do equilibrie
trivial, existem SETE TIPOS de pontes de equilibrio nfio triviais para o
MATE dentro do espaco positive de parametros.

Veremos mals adiante que dentre os cete tipos de ponitos de

equilibric nio triviais, oz estdvels sao somente agueles biolegicamente
vidveis. Ou seja, mostraremos gque no modelo MATB, a estabilidade dos
pontos de equilibrio nfo triviais esta intimamenie relacionada com a
existéncine biolégica deles e com og valores dos parametros gue devem sep
positivos,

Finalmente, com a hipdtese da populagio tetal ser constante,
podemos estender essas consideracBes para o modelo gleobal representade

pelas equacgdes {(1.2.1} w (1.2.7).

2.3. ANALISE DE FSTARILIDADE DOS PONTOS DE EQUILIBRIO NAD TRIVIAIS

No paragrafo (2.1}, vimos gue, se os coeficientes de transmissio da
AIDS e da TB estfio acima dos seus valores limiares, o equilibrio trivial
& instavel, devendo persistir pelo menos uma das doencas.

Resta—nos, entfo, respondermos a seguinte questfo: se exliste doenga
na populagio, ou seja, se B > 32 ou {el A > Rg , gual a relacéo entre
os parametros B e A para que os pentos de equilibrio nd&o iriviais,
anteriormente relacionados, sejam estavels ou instaveis?

Para respondermos egsta questfo, analisamos o comportamento do
modelo MATB em cada ponto de equilibrio nfo trivial, e temos o gegulnte

Tresultado:
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Bloteorema 2.4: HKas condicBes dos Bioteoremas 2.1}, 2.2) e 2.3)

temos queé:

1) P=1{0, 0 Y, 0 4 0} & estavel se para B > By

ne Wrers) o luratolp
A A B w~ o {

{w+ p+ o)
g+ w) T

BY {ao+2u+p+ 8+ ﬁz Yg o (p+ 8} + i+ u+ 6]
A< B 1 i

J =
c i+ o) 2

2} P2: {0, Q, 0, 0, A, Ath) & sempre instavel.

3) P3 = {0, 0, Y, 0, A, Atb) & estavel se para g > By

y 5 Blou+wa+6+w (pgral +RBwd _ _*

w [ g~ {u~+ wll
£

B e Br(or2pu+p+8) +olp+r8) +plp+p+o) -
AR | et - -2

ol g + w)

4) P4 = (X, Th, 0, O, 0, O} & estavel se para A > AV

A Tb + (2 u+ &+ w)]

B o< Th = 1) = B
&
g < I A Th + {p+w) ] (Exul = g
(E+p) (Th - 1) + X, (E-w) + ATk {Tb - 1) 2
5} Pq = ( X, Tb, 0, 0, 4, Atb) & sempre instavel.
" *
OBS: A _ = & A=A
2 3 1 2
Dem: a demonstracgfio deste Dbioteorema ¢ obtida através das

linearizacfo do sistema MATE em torno de cada ponto de equilibrio e da

analise dos sinais dos aufovalores. Iniciemos ent@o com o ponto

&0



1) P1: (2, 0, Y, O, A, 0 onde

fu s

Ym{“+ajﬁ>0, B ow =~ w [te)

1 f _ - R{p+ate) >0 e B> H»E

A matriz jacoblana do MATB no ponto 'Pl Sera:

B B
M b = z: Yy oa i onde
1 171 i=1
o e - -+ =
a B Yl {g+p] a. gY
= R - i =
- ?\{Ylﬂi) + o a,= A Y
a = a =g =5 = = a = a =10
13 11 15 718 43 45 4%
= —{f+
a,. (E+1]
d21: v aE'lm a52= a’:‘l" 0
S - + i+ =
é.. e Yl {p+u+0] a_=
BT Pag” Fpg™ g 0 Zeg ~(ure)
a = ~A A
56
T 8557 25T TR Y Zor” Pg2™ Fgs O
- e = = F
A3a YI(B A "Bz B Yz
a.= B - R (2 Y1+A} a,= €
a,.= a34“(u+m} = A A = (p+e+s)

det LA 5 (a, ~ Ri) = 0 i=f= 1,...8
¥} i=

Rezolvendo-se o delterminante por matriz de cofatores, obtemos

seguinte polindmic caracteristice:



PR} = { { [-B Y1~ {o+31 - R1 } . { I-8 Ylm (p+p+a} | ~Rz } .
{ ~(&+p) -~ Rae } . { (A A~ {protB) ] - Re } . det o } -
- { {eo}r. {2a-2 (Y1+ Ay + p b} o {~(E+p) -~ Ra } .
{A£~(u+a+8}~‘}{s}.¢etsfi} = 0

onde
B-pgi{2Y+ A - (pte) - Ra -8B Y

Fatorande P {Ri} obtemos:

P AR} = { =(€+p) - Re } . { {x A~ (pra+8)] ~Re } . det &4 .
{ {[ -8 Y1~ {p+u+8) 1 — Re bt . { [~ B Yl— {o+p)l -~ R1 } -
-{ 5. [ A -1 (YJ+ A) + o ]} } = 0 {2.3.1)

onde os autovaleres sfo dados por:

a) Ry = -{&+uj, e como £ & M sfc parametros positivoes,

temog gue R4 & sempre negativo.

bl ®s = A4 ~ {(p+a+8) e para Res ser negativo devemos ter:

A < {ptoa+8) (2.3.2)

|

e) det 4 =0

Para simplificarmos esta analise, consideremos & matriz 4 da forma:

B~ p (2 Y. A) - [prw) - BY

2 - e

i



Sabemos que as ralzeg do polindmio caracteristico asseciado 2
matriz 4 sfio negativas ou tém parte real negativa se, e somente se, o

trage de 4 for negativo e determinante de 4 for positivo. Mas,

taca 4 = B - 8 (2 Y1+ Al ~ {p+wr - {ural < 0O
= g (1~ 2 Y1+ Ay <2 p+ 0+ g

. 2 M v oW oo

» B vy T4

1

Se substituirmos os valores de A e Yé obtemos
g> -«

e essa desigualdade é sempre valida peis, por hipétese, B € pesitivo.

Ve lamog agora o determinante de o
det 4= [ B-p (2 Y A) - {p+w) ].[~€ﬂ+a)] + BY ©>0
=2 B> {u+w)

e essa desigualdade tanbém ¢ sempre satisfeita, pois por hipdtese,

B>By = {prwl.
Asgim, como fngoe # < O e del 4 > 0, temos que X3 < 0 e £s < 0.

d} Finalmente, vejamos agora em gque condigbes podemos ter og

autovalores R2 e %1 negativos. De (2.3.1) temos que:

{ {[ -8 Y1“ {prpt8) 1 - R}y . { {-BY - to+p)] - R} -

- {o. [ Ax-2 {Yz+ A} + o 1} } = 0 (2.3.3)

Resolvendo-gse (Z.3.3), obtemos:

Rz + {2 8 Y1 + Zpu+p+r@+o) R+ g yl (o + 2 u+ p+ 8} + 82 Yf +
rofp+B)+plptru+rBl-acli-Y -—4)=0

Seja entio:

2ZRY T2 prp i+ 0o

1

2
3

&

. BY o+ 2pu+p+0) +B Y «o(p+8) +plp+p+6) -

- Ao {1~ Y1 - A}



Sabemos que se a, e a forem positives, entio as raizeg

assocladas ap polindmic de segundo grau serdo reals negativas cu terfo

parte real negativa. Temos que,

"jl = {pﬁ»a}

Par hipotese, B > Bg = {p+e), os pardmetros sac todos positives e
Y1 € positivo. Portanto, a > 0.
Analisemos, agora, o coeficiente a, Temos que:

a, = BY le+2pu+p+a)+ ﬁg Y? +

g {p+8)rpulp+rp+8)-aec(i~-Y+ A)>0 =5

BY (o+2u+p+0) +B ¥ +olpro)+plp+p+o)

A <R
o { u+ 6]

(2.3.43

Assim, se [(2.3.4) for satisfeitz, os autovalores %z e %1 sac reais

ou tém parte real negativa.

Resumindo, o ponto P1 = { 0, 0, Y1’ 0, A 0 ) é& estavel se as

degsigualdades (2.3.2) e (2.3.4.] forenm satisfeitas.

Az desigualdades que determinam guando og autovalores sio negativeos
ou tém parte real negativa, ou seja, gquando o ponto de equilibric nde

trivial ¢ estavel serfo chamadas de "CONDIUOES DE ESTARILIDADE".

2) Analisemos o ponto P2 = {0, 0, 0, 0, A Ath} onde

A = “‘“’;‘*8) >0, ath= i

(Oeﬁ)fa’?

A matriz jaccbiana do MATE no ponto P? Sera:

85 5
Mp = L ¥ a onde
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a = ~{o+ui) a = a =g =g =g ={

L A a,,= ~(Er)
a = a = a4 =g =0
13 14 18 16
a = a = a = a =0
21 51 52 54
22: ~{g + u+ 6} 353= i} o
a;;:gz ,5124:: 3;35: agax O assm ~{p + &} ~ A Ath
a = ~A A
86
a =a =a =ag =0 a = g = 3 =
ey 22 35 36 61 62 53
a,= B (1 - 4 - Atb) a,” &
= - + =
a =&, {4} 2 A Aib
= A A - +
g (pte+s)

E a equagdo caracteristica da mairiz jecoblana no ponto P2 &;

det Y ooa + {a - Ri) = i=i= 1,..,6
] 1, T i,]
P#] i=j

Resclvendo-gse o determinante por matriz de cofatores, obltemos o

geguinte polindmio caracteristico:

P (Ri} = { { [~{e+)] ~ R} . A [~{pruro}] - K2}
{ [ {1 -4~ Atb) ~ (prw)l -~ Rz}t . { [~{E€+)}] ~ Ra }

det % } - { { [Bl1-4-Ath) - (u+w)] - Rz }

{oy . 4 [-(€+p)) -~ Ra } . { 2 {1 ~ A~ Atb} = p }
dei B } = 0
onde
-~ {p+wx) ~- A Ath - Rs - A4
B =
A Atb A A - [protd ) — Fe

Fatorande P (Ri}, tem-se gue:
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PR} = { [B {i-4-4tb) - (p+w)] = Rz } . { —(&+u) — Ra } . det® .

{ [-{o+p)] - R1 } . { [~(p+p+0)! ~ Rz } =

-~ { o . Ian { 1-A-Atb) + p] } 1 =
J {2.3.5)

Bonde tiramos gque:

a) Re = 4 (1 - A ~ Ath) ~ {u + w) sera negativo se:
g < {p + w} . lp o)A
{1 -~ A - Atb) (A — 8}
b} Ra = - (E+u) < O, pois £ e i s8o sempre positivos

c) deft 8 =10

Substituindo-se os valores de 4 e Atk em %, temos que:

~ R - {p+ o+ 8)
det B = det =}
- (g o+ o} - R
PRy ®° - (p+ o+ 8) {pg+wa) = 0
[
2 Ra,p = * A4 (prar6) {pred
com

Rs < 0 e  ® > 0

E o ponto P = {0, 0, 0, Q, A, Atb) smeréd sempre instavel, pois um

dos autovalores sera sempre positivo.

3} Velamos agora a estabilidade do ponto P3= (0, O, Ya’ 0, A, Atb)

onde
v = AR - B - A {p + w) {p + o + 8) _
1 AR {0 + p + o + 8] ’
4 = { u +ha a8 o,
. Afw - Baw - Awlp v w) {u + oal .
Atb= AR {w+ u+ o+ B} A >0 = B> Bﬁ
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A matriz jacobiana do MATE no ponto Pg sera:

3] &5
Py R -
M 5 = ) 2, onde
3 P
2n0 7 B Yim (otp) Tl B Ya
a = A (1-Y-4-Atb)+ p a =xY
12 1 4z
= g = g = 3 = = a4 = g =
13 14 15 16 e 45 a8
2,7 - { &)
a = o a = a = a_ = {J
Z1 51 52 5a
&,,% = B Yl = {p+u  +6} a. =
4 = a = a4 = 4 = {3 a = —{p+a} - A Atk
23 24 25 26 55
a = - & A
56
= = = - = 2 =0
a31 &35 aﬁﬁ B YI aﬁl 383
a = - {R+A3] Yl 2= 3 Yl
a,,= g (1-2 Y1~A“Atb) 2, £
AT 2, {p+w) 2= A Ath

= A A ~ [u+a+8)

e a equacBo caracteristica da matriz jacebiana no poento PS é:

B

det { L - + % la - Ri} ] = jmj= 1,..,8
i _i::j o

- i!}
i

Regsolvende-se o determinante por matriz de cofatores, obtemos o
seguinte polindmic carscteristico:
P {Ri) = { { - Y1~ {o+p)] ~ B1 3 . { [-B Ylm {ptu+g)] - Rz }
{[~(E+v)) - Ra b . det € } .
- { { {[-{€+x3] - Rae } . o . fA -2 {Y1+ A+ Atb) + pl
det & } = 0

onde



11 ’ i

e =B - B 2Y+ A+ Ath) - (p+ o)
e =~ (pral - A Alb
e, = A A~ {u+ a+ 8)

Fatorande P {Ri) tem-se que:

P {Ri) = { ~(€+u) -~ Re } . det €
{ { [-B Y}“ (o+pld] - Ky v . {187 - (prprg)] - R2 } ~
~ {or . frx -2 (¥1+A+Atb} + p} } = 0

{2.3.8)

I os autovalores sio dades por:

al o = - (E+pn) < 0, pois € & u s#Ho sempre positivos.

B) det & = 0

Consideremos a matriz € anteriormente definida, da seguinte forma:

e - R - RY -~ R Yl

33

Resolvendo~se ¢ determinante de € por matriz de cofatores, obtemos

o seguinte polindmio caracteristico:

R+ Rziu+a+h,4tb+ﬁ‘fl}+iR[f3Yq(u+ea+AAtb+w}+

AAR { p+a+ B ) ] + A B AL Y (p+a+8+ 01 =0
{(2.3.7)
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Tomando

ao = 1

at = ot ot A Ath v B Y

a2 = BY [ p+a+d Atb+w) = A Ath ( g+ a+0),
a3z = A Bvﬁtb Y; (g +a+ 8+ w

Usando o Critéric de Houth Hurwitz {zm1 > 23 ¥ 0 e a1 a2 r a3z }

E

G
podemos dizer que cada raziz do pelindmic (2.3.7) deve ser negative ou

ter parte real negativa. Mas,

83 = A B ALY (p+a+8 +w) > O

implica em
¢
(1a) é Y >0 e Ath >0
ou
{Z2a} { Yl <0 & Ath < (O
E,
I Aw ]
F: = Y = } -— =
al M+ o+ A Ath + B Y, Y1 Pt (+as8) J
-y { B (pra+®) + A w ] .o
1 {utor@)
se e somenle se,
-
Yl > 0 e
{1b)
[{3 {pro+a) + A w ]>O
S {u+a+o)
ou
Y1 < 0 e
{Zb} 4 ;
| B lurord) + 3w ] <o
- {pt+o+8)
Pela condicdo de biocexisténcia do ponto P lef. 2.2.7), Y, @
sempre positiveo. Além disso,
[ B lprard) Aw |, 4
(u+ro+e)
pois todos os parametros sfo positivos. Assim,  (2b}  n#io pode ocorrer,
Ede {ib} temes gque a1 > (.
For outro lado come Y > O, (2a) também ndo pode ocorrer. Pela

condicdo de bioexistencia, Atb > 0 ier. z.2.8). E de (la}), az > 0.
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Por sua vez, az > 0, Jja que Y1> a, Ath > 0O e todos os

pardmetros sdo positivos., Resta mostrarmos gue & az > a3, Mas,

al az = (;Aﬂﬁ—ﬁyi) [B Yg{wmm.tbw}} + {p+e) A {pro8) Ath +
+ B A (pra) Y Ath + A (1+p+a+8) Ath Ath + A £ Aib Yi{pma—me} >

> A B Ath Y&(g+a+w+8} = a3

donde garantimos gque os autovalores de (2.3.7) sdo negativos ou iém
parte real negativa.

Resumindo, os autovalores Ra, Fs e Rs sidc negativos ou tém a
parte real negativa guando as condigBes de bloexisténcia do ponto Ps s80
satisfeitas (er.(2.2.7) = (2.2.85), isto &,

Yy >0 e,
1

+ 8
A > B {2.32.8}

:8 - {?“'M}J

£ Atk > O gquando,

Blp+oa+80+@ (Lol +8wéd {2.2.9)

w i B - {p+ w]

lembrando gue, por hipdtese, tedos os parametros sfo positives e £ > Bg

c) De (2.3.8} Lemos:
{ { [-B Y1~ {o+p}l -~ R}y . { {-B Yl - {ptp+ral)] - R} -

b
- {o} -{A*R(Y1+£+Atb}+p}j:0

resolvendo~se a equagac acima, tem-se

o {p+8) +ulp+pu+0)-2aec+do/ Y1 + A+ Ath) = 0
{2.3.10)

As raizes de {(2.3.10}) serdo negativags se e sgomenie e om

coeficientes forem positivoes, isto &, se
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o
i

2!3Y1+2p+p+0'+9>0 e

&

i
™
~
[

“a
‘2 ! + Yliv 2Rt e B} (g B} v (pr o+ 8-
- A0 {1 - Y1 - A~ Atk > 0

Mas, a > 0 &= ¥ >0, e esta condicfic ¢ a obtida em {2.3.8}.

B a_ » 0 se o soments se:

2 .
B Yf'r BY(lo+2u+p~0)+0(n+8)+puip+p+a)-

- Ao 1 - Y1 - A - Ath) >» D ey

32 Yf * BY{o+2p+p+8)+o{p+8)+pulp+u+a)
& A K : -

o1 - Y, -4~ Atk)

Substituindo og valores de Yi, A e Atbh obtemos:

Bzyf+ 13Y1(0'+f2p,+p+9]+0'{u+8)-i~‘u(p+p+6}]

A <R

ol u + wl

{2.3.11}

e os autovalores Ri1 e Re s8o negativos ou tém parte real negativa se a
desigualdade (2.3.11] for satisfeita.

Observe também que =z condigfio (2.3.11) ¢ idéntica & obtida para o
ponto PI: {o, 0, ?i, G, A 0O} (er.2.3.8}.

Resumindo, P3= {0, 0, Yl, 0, A, Atb) é estavel se as condigbes de
estabilidade (2.3.8]1, (2.3.9) & (2.3.11) forem satisfeitas, Como (2.3.9)
implica em (2.3.8) temos gue N é estavel se estiver na regizoc limitada

por (2.3.9) e [2.3.11) com R > Bg

4) Analigsemos a estabilidade de Pﬂz {Xg, Th, G, 0, U, 0) onde

= =

5 = {P+Hf§lm,rb >0 . Th = Av ~ o{p+8) “Iy(p+g+6}
2 o A {o+p+u+s)

e
>

>0 & A
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A matriz jacobiana do MATE no pente P‘1 sera:

& &
Mo, = £ L & | onde
T4 imy ojer )
T “A Tb - {oty) % %2 Yus P 0
o™ A - + T 3 = T + A X

A, A A(Xg 2 Th) o 2,., ATh v+ R Yz.
a,.=a,= ATb - B X a,,= B X - (£+p}

ais: a = - A Th

& = @ a = a = a =g = {
a1 51 B2 D4 58
8, ~ {pHp+8) o™
Aog oy B T A - (pra)
a = a =0

25 28
g = a =a =g =0 a = a = a = {}

31 32 25 - 3B 81 82 &8
a, = g - B {X2+ Thl 2= B3 Th
a =38 =X Th - [u+ep) a = a + &

33 34 64 83

a = -«(|u,+&’_+8}

e a equacio caracteristica da matriz jacoblana no ponto P4 é:

def Y a + ¥ ola -~ Ry =0 {mi= 1,..,8
Pl H

1] i ]

Resolvendo-se o determinante por matriz de cofatores, obtemos o

seguinte pelindmic caracteristico:
P(Ri} =4 {1 8~-8 (X2+ Thy - A Th - {(ptw} 1 - Rz } | {~(p+tax} - Rz }
{i-8 XQ— {o+ull ~ Re 3 . { {pra+8) - Re } . det § } -
“{ AATE XY A BB TE) Y . { —(ura) - 5}

{ (pro+8) - Fs b . det 3 = 0

onde



ek

? -2 Tb ~ {o+p] -~ R A= A (X2+2 Th) + p
F =
o -{p+tu+8) ~ Rz
Fatorande P (Ril temos gue:
PARi) = 4 —~{pu+ro) - Ras } . { [-(prat0l}] - Re } . dei 3 .
{ { (B sz {€+p}i ~ Ra } ., { [B - R (X2+ Th) — A Th - (prw)} -~ Rz } -

-{ATh+ 8 X, F.o4iB-8 {x2+ Thb} } } =

(2.3.12}
£ os autovalores sso dados por:
4 = . {
a) #s (pra) 0 pois u, «, & sdc pardmetros positivos.
b} Re = —{p+x+g) < O
c) det 3 =0
Para simplificarmos esta andlise, consideremos a matriz:
~[A Th + {o+p)] A A Xg ~2xTh +op T
8:
L o [~{p+p+8)] J

Ja sabemos que as raizes do polindmio caracteristice associado A

matriz § sfo negativas ou tém parte real nepativa se, ¢ somente se, o

trage de § for negativo e determinante de & for positive. Mas,

traga 3 = [ X Th + (g+pl + {p+u+8)] < O

implica em

A» Lot e+ e+ Pe) [ (arp+o+2u) (ovp) + p° + (pra+2u) o] ]

Th o

Por hipdétese, A & positive e z desigualdade acima & sempre valida.

Ve jamos entfic o determipante de 5. Temos que:

det 5 = [A Tb + (orp)l . [p+pse)] ~ [o (A - A X - 22 7Tb+ el] > o



~ o (@) - p (pru+d}
Th {p+u+8] + ¢« (X2~ 1V + 26 Th

Substituindoe os valores de Xﬁ 2 da Th aobtemes

=

olp+8) + plp+u+s)
a

Ag { 2 limiar]

E come a desigualdade acima também ¢ sempre valida, temos,

portanto, que R < G & Rz < Q.

d) Finzlmente, wvejamos em que condigdes os autovalores Ra e Rz
serdo negativos ou terdo parte real negativa.

Pe (2.3.12) temos a equagdo:
{ I8 Xé~ {(E+p31 =R}y . H{ I8 -8 (Xé+ Te) - A Th - {utw}l -~ R } -~
~{ AT+ B X)) (B - R (X+ To})1 } =0
Nonde oblemos:
%2+ { (E+p) ~ B + Th (B+A) + (u+w) } R o+
{ (g -8 X2 ~ Th {B+A)} - {p+w}l . IB X2 - {E+p)] -
- ATh X1 . (BB X - B Tb] } = 0 (2.3.13)
Se Ja:
a = { {(E+u) — B + Th (B+A) + {p+w) }
a = { (B - # X2 ~ Th (B+A} — fu+rwl)l . [B X2 - (&€ + p3l -
A Th + B xgi . iB-B X, - B Tb}}

Ja szabemcs gue se a1 ¢ az forem positives, entéo as ralzes
associadas a {2.3.13) serfo negativas ou tém parte real negativa.
Assim, de a > 0 devemos ler:
) B{Tb - 1] > ~{(ATbh + 2 u+ £ + w}
Mag {I'b ~ 1} & gempre negativo, pols Th & sempre menor gus um,

Portanto,
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~{ATh + 2+ &+ w

Th = 13 com C <Th <1

3

Fay

{2.3.14)

g obtemcs a primeirz condicio de estabilidade para o ponto Pé,

De az > O, teremos;
gl et b -0 v x 0] > (21 ] e

Jé sabemos que {Th ~ 1} & sempre negativo. Além dissc, £ e w sfo
respectivamente, o inverso do pericodo de incubaco da AIDS com TB ¢ da
AIDS sem TB, e portanto (£ - w) & sempre positivo, pois £ > w. Logo,

de a2> 0 & possivel termos doigs casos:

al} Se (&£ + y + A Th} {Th - 1} =+ Xé (£ - wl < 0O, entBo:

i
{ X Th + (prw) | (E+p} ‘
7+ pw+aTh) {Tp -~ 1) + X_(&-w] | (2.3.18)

0 < B <

a coerencia desta desigualdade sai do fato gue A > Ay

az2) Se (€ + p+ ATh) (Th - 1) + X2 (£ -~ w} > 0, entso:

= b AaTh+ (wow) 1 (£+u)
B2 (€ + p+ X Th) (Th - 11 + X, (6w (2.3.18)

e [ serd sempre malor que algum valor negativo. Iste é sempre verdade,
peis B & o coeeficiente de transmissio da AIDS. E de {(2.3.16]) néo
pademos tirar nenhume condicdio de estabilidade.

Bartanto, para termos B4 < 0 & R2 < 0, & necessaric gque {(2.3.14)

e {2.3.15) sejam gatisfeitas.

Resumindg, se as desiguzldades (2.3.14) e (2.3.15) sfo satisfeitas,

o ponto viavel P4= {Xz’ Th, 0, O, O, 0} & estavel.

5] Apalisemos agora o ponto Ps = {Xz, Th, G, O, 4, Atb) com

_{p+p~a) - g o A0 o(pF8) - plprprd) - o8 -~
Xé P Th G, b S Torpiig)

P T : "8 Lo . ath = :iﬁwgwﬁl_ <0 e A
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MP =
5
a, = “A Tb - {o+u)
a = A (1—X2—2waAwAtb) + p
a =a = A Tb -fA X
13 14 2
a = a = - x Th
15 16
a = «
21
.= -{p + p + &)
23 “aa B Tb
a =a =10
75 26
& = a = g =g =}
31 32 38 3B

a = B {1-X ~Th-A-Ath) - {p+w)
33 2

A matriz jacoblana do MATE no ponto

a = B {1-X -2Th-A-Atb)
34 2

I

A

o

i!.j

B
v a
1oj=1

sSera:

onde

a = a = a =)
51 s2 S4
=4

a3

a .= ~{pra) -~ X Atk
a = =A A

B8
a = a =0

51 B2
a = B7Thb

83
a,= BTh + E
a = A Ath

65
2 = A A - {pre+d)

&

e 7 equaglio carascterigtica da matriz jaccobiana no ponto PS &:

dei

a’. -
LY

Z

¥

Resolvendo-se o deferminante por matriz de cofateres,

{a Ry
R
i

)

i

seguinte polindmic caracteristico:

P{R:

ande

-

{ (B (1—X2w2 Th-A~Ath}-{p+wl)] -~ Rz}

i
1

(B X - (E+u}] - Ra }

det © }~ {{ B X, +ATb} . 4B (1-X~2 Th-A-4tb) }

-

det@}

- R

Fatorande P (R;),

i
a a
12 15
a — Rz @
22 25
a ~ Ks
52
a ~{ ol

852

tem-se ogue:

78

“{prp+a}

a
186

a
28

- Re

.

obtemos o



P{Ri) = {{ I8 X, = (€l ~ Ra } . A (B (i-¥ -2 Th-A-Atb)~ {p+w)] ~ R3 } -

H
o

-4 B X2 + A Atb) . (B (l“Xé—Z Th-A-Atb)] ¥ } . { del & }

(2.3.171)
E os autovalores sdo dados por:

a) det § = { {I-ATh - totpil - R} . { (ptpu+d} - Re '} - { o}
{ail—xszb~A~mb)}}. {dat?} =
onde 2
¢ = - Rs ~{ pro+r@) ]
—{ MHec) ~ Rs J
Mag, det & = 0 PR del § = O &
det § = 0 - B~ (p+a+8) (p+a)=0
s, = + v/{p+a} {p+e+s)
s
= Rs » O & Re < 0

£ como um dos autovalores & real positive pedemos concluir que o

ponto PS ¢ semprz instavel.

2.4. UMA ABORDAGEM CRITICA DESCRITIVA DAS REGIUOES DE ESTABILIDADE

Da andlise de sensibilidade dos parametros do wmodelo MATH
(apendice), observamos gue os coeficientes de transmissso das doencas,
B e A, Jjuntamente com o parametro p (taxa de mortalidade natural ou
fluxo de saida do presidic), estio entre os parameiros mais sensiveis no
modelo proposto. Além disso, do paragrafo anterior (2.3}, temos gue as
condigdes de estabilidade dos pontos de equilibric também s3o
estabelecidas come fungles destes par8metros.

Isto posto, faremos neste pardgrafo um estudo sintético das regides

de estabilidade, baseado nas variacoes destes parametros mais sensiveis.
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Salientamos, entretanto, que a analise mals rigorosa dos tfipos de
bifurcacdes que nodem ocorrer ndc sera abordada neste capitule, pois
aléem de ser muito complexa, =la e ineficiente no aque diz respeito &

epidemiclogia das doengas.

Dos paragrafos anteriores temos:

1] P L= (0, 0, 0, 0, G, D) & estivel se:
[~

g < Bg e A< hg (2.4.1)

2] P1= (0, 0, Y, O, 4, 0} é estéavel se, para > BE’

{(p+a+8) _ (pro+s) B (wrpra)
Ao A - B w~ @ (prol Aiiﬁ}
(2.4.22
[~
B Y (o+2utpsB) + §° Y?+ o (p+e) + p (p+p+a)
A B o {pte) = 4,08
3] PS: (0, 0, Y. 0, 4, Atb) & estavel se, para £ > Bg*
B {pto+e+rw) (pra) + Bwa _ . * "
A > T A T A 2{3} AI(B}
(2.4.3)
2
2 Yg{¢+2y+p+8} + BEYT + g {p+g) + u {p+p+e) } R
A< gy | = A3(§} = Aziﬁ)
4} P4 = {X_, Th, 0, 0, O, 01 & estavel se, para A > aé,
- [A Th + (2p+E+w)] -
o< (75 1) = 8,0
{2.4.4)
e
g -1 AT + (prw) ] (E+pj = B (A)

(E+p) (Th - 1) + X_ (E-0) + & Tb (Tb - 1) TP

Como @_(A) < B (A} entan PQ é sgtavel se B < B (A3,
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5} Poo= {X;, Th, Y. Yg A, Atb), onde todas =as coordenadas do
J e 1

ponto sao positivas, & estavel para quaisquer valores de B 2 de A que,

simulianeamente, ndo satisfazem as desigualdades ({2.4.1), {2.4.2),

{2.4.3) e (2.4.4).

Como ja foi ohservado, as desigualdades (2.4.1), (2.4.2}, (2.4.3) =
(2.4.4} dependem doz coeficientes de transmiss8o das doencas (B e A},
que além de serem o5 mais sensiveis, sfc também o= parametiros maig
dificieis de serem estimados diretamente. Entretanto, os outros
paraﬁetros podem ser obtidos do conhecimento epidemiclogico com uma
certa confiabilidade (discutimos a esse respeito no apéndice). Esses

valores, gue ao longe de todas as simulacles numéricas permanecem fixos,

sd0 dados por:

p =108 {recuperacic natural da T8 = 2 anos)

o = 0,05 (reativacBo da TB = Z0 anos)

w = 0,1 {pericde de incubaclo da AIDS sen TR = 10 anos)
£ =0,2 {periodo de incubagfio da AIDS com TR = 5 anos)
e = 0,08 (taxa de letalidade por TB = 20 anos]

a = 0,33 (taxa de letalidade por AIDS = 3 anos)

Usando estes valores, e tomando as regides limitadas por (2.4.1),
(2.4.27, (2.4.3) e (2. 4.4} {ou curvas fronteiras de equilibrio), obiemos
as regides Ret’ Bl’ RB’ 94 e RT onde os pontos Pet’ Pi’ Pz, P4 e P7 580
respectivamente estaveis., Estas regifes serdio chamadas de regides de

estabilidade dos respectivos pontos de equilibrio, e sfo definidas por:

1) A regific (R,} onde o P & estivel:
et et

Ret:{{(s,a}:(s-:;sg & A<2L£}

2} A regido (RI} onde P1 é estavel:

R1 = { (R,AY. B > ;33 ., A< 7‘1(6) e A < 32{,8}

Mooyt

3} A regiso (83} onde Pg & gstavel:

RB = { (B.A}: B> B, , a7 &2(63 = RI(BJ e A< Ag(B} = RQ(B)}
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4) A reglao {Rg} onde ?4 & estavel:

,
R, = { (B,A): B < B0 = A>a, }

5} A regidc (R,) onde P? & estavel, e gque corresponde a regizo

onde os pontos P . ?1 . Pq e P4 séo simultaneamente instaveis.
1= I

r *

R? = { {B,A}: B > ﬁg{h) 2 A > 33 = AQ{B), P Rﬂ e B> BE }

6) A regiso (R,R,) onde os pontes ¥ e P s&o simultaneamente
estaveis, e é dada pela interseccifio das regices B e R,.
= . i3 5 defini :
Como an Ag Ag I Ai, & regiao R1R4 e definida por
r

b
R,R, = {_iﬂ,a}: BB, e ACAB A>A e B> B }

Salientamos que a existéncia da regidoe R134 depende fortemente do
valor atribuide ao parametro up (tempe de permanéncia no presidic ou

fluxo de saida do presidioc).

Estas regices de estabilidade acima definidas, podem ser welhor

visualizadas através da FIGC.B, que indicz a relago entre os valores de

8 e A para os quals cada um dos tipos de pontos de equilibrio é estavel.
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10,

)
, By Ry
4
?11: A
2 R,
el
0 L2 0.4 0.6 0.8 1
PE = {Be‘?te} = {0.2, 1.45%
= (B ,A ) = (0.2B0168, 3.B0758)
Ll [ SR o
P, o= fB*,l.] = {0.342581, £€.1125}
FIGURA-G: Regides de estabilidade dos pantos de equilibrie
biviogicamente viaveis def inidas pelos coeficientes de transmiss;u das
doengas (B & A). 0s valores dos par ametros sao dados pela TABELA-A1 com

#d = 0.1 {tempo de perman'éncia no presidic de 10 anes)



Antes de apresentarmos uma andlise mais descritiva destas regides

de estabilidade vamos responder & pergunta do inicio deste capltulo:-

sera gue sé & estavel o ponto gue biclogicamente & viavel ?
Primeiramente, observamos gue na regiéio Ret o ponto P . & estavel,

&
isto &, se B e A pertencem = esta regifo, entfo as doencas serao

extintas na populagac.

Em R,, © pento P@ & estavel e temos a TE prevalecendo na
populacio. Em Ri’ o ponto P& estavel e AIDS sem TB prevalece na
populacio. Em R, P3 & estavel, e portanto AIDS com TR existira na

populacdo. Por fim, na regiio R?, onde P? & estavel, a populacio sera
composta por todas as varidvels de estado ne horizonte {ou equilibriol.

Nos pardgrafos {2.2) e (2.3) observou-sze gue, desde que B > Bg 2
A > AQ, todos esges pontos, com suas respectivas condigdes de
egtabllidade, sdo bhiologicamente vidvels., Vale ressaltar que o ponto P3
¢ aceltavel biclogicamente pelas hipblteses do MATBE: - os individuos
aidéticos {A e Atk} estfo isolades e todos os casos de TE ativa sio
infecciosas. Sends assim, o8 individuos do compartimento Afh ftransmitem
a infecgho por TB zos individuos do cempartimento 4 e peortanto, é
natural obtermos coendicBes de estabilidade para tal pento.

Mostramos ainda que os pontos: P = (0, 0, 0, 0, A, Ath) e

P= (X, Th, 0O, G, 4, Atb)

onde Ath = - _iﬁughﬁlﬂ , gdo instaveis,

De forma andlogs, verificamos tambem que o ponto do tipo
P6= {Xé,Tb,Yi,O,A,Atb), onde as coordenadas Th, Yl e Atb sae negativas,
também é instavel. OUs calculos nao foram apresentados, por economia de
linguagem & por este ponto ser biologicamente inviavel.

Az regifes de estabilidade s8c definidas somente para poentos de
equilibric biologicamente viaveis, e gque sido ewxatamente os pontos que
podem ser estaveis em nosso modelo MATE.

A partir de agora, faremos uma andlise mals descrifiva das regifes
de estabilidade.

Inicialmente, observames que nas regides: Ret‘ (Rivﬂlﬂéj, 33,
(R4~R1R4} e R7 ., com o modelo MATB, a estabilidade de cada ponto de
equilibrio nao depende das condicoes iniciais. T npa regifo H1R4, onde

pontos F e P sdo simulianesmente estaveis, o HMATE depende das

A

1 %
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condigdes iniciais {observagio testada numericamente),

Nas regifes onde o MATB nao depende das condices iniciais,
qualsquer que sejam os valeres do par (B, A) pertencente 2 uma
determinada regifo de estabilidade, somente o ponto correspondente 2
esta regifio é estavel. Por exemplo, se § e A satisfazem as condicoes de
R1"Rlﬂg’ ohtemos PI astavel e o0s pontos Pet, Pi {i=2,3,4,8,8,7}
instéveis. Todos esses tipos de pontos foram determinados analiticamente

nos RBicteoremas 2.1, 2.2, 2.3,

Na regisdo Riﬁq’ isso ndoc acontece. Existem “baciag de atracio®

dos pontos P e P . Isto significa que se é dada uma condigBo inicial
para o MATB onde sé temos individuos HIV {Yi} e individuos aidéticos
(A}, a solucko converge paraz o ponto fz ;o uma condicdo inicial com
individuos sucetiveis com o bacile da TH [X?) 2 individuos com TE doenga
{TB) implica numa solugho convergente para PQA Mais que isso, qualquer
condigdo inpicial onde predominem individuos com TR ou individuos
aldéticos, a solugio converge para ¢ pento P4 ou Pl, respectivamente.

Assim, dependendo da condig8o iniclal., en R:R4 podemos ter P1 it
P estavel, para um mesmo valor de B8 e de A. SBalientamos, ainda, que
somente os pontos P e P podem ser estaveis pa regizo R R,.
{Rioteorema 2.4)

E importante ressaltar gue ms regides de estabilidade dependem dos

valores dos parémetros dados pela TABELA-Al {apéndice) e que até agora
foram mantidos constantes. Que, evidentemente, para outros valores
destes parémetros chitemos diferentes regiaas de estabilidade para oz
tipos de pontes biclogicamente viaveis do MATB. E que a analise feita
anteriormente no parsgrafo (2.3) € baseada na variacic dos parametros
mais dificies de serem estimados, B & A, os guais estaco também entre os
mais sensiveis (cf. apéndice).

Diante disto, e em continuidade =20 gque J& foi feito, podemos
atraves de simulacfes numéricas verificar como se comporiam as regioces
de estabilidade se considerarmos o parametro p varidvel, desde que ele é
o Unico parametro relativamente sensivel para todas =as variaveis do
modelo MATER (cf. apendice]. Do ponto de vista epidemioldgico isto &
muito significative, pois u representa o fluxo de saida do presidic {1/u
& o tempo médic de permenéncia no presidic por cumprimento de pena ou

mortalidade natural), e parece Obvio gue, guanto maior o tempo de
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permanencia dos  individuos no presidic, mais Ffacil torna-se a

transmissao das doencas.

Neste contexto, verificamos gue a regido R1R4 ¢ a que mais se

transforma com a variacao do parameiro u.

A regiao R134 & limitada pelas curvas g < BQ(A) g A < 12{6) dadas
pelas expressces (2.4.4) & (2.4.2), respectivamente. Tais curvas sao
concavas no planc-8i e tem gomente dois pontos de interseccio guando

e B = BE {cf. FIG.B): Pg = {Bp . AE} 2 PC u {Bc’ KC]

Az A
<+

Obaprasacden:

=

2.4.1) Para todo p » 0, B8 {Ag) =8, e k?(ﬁp} = Ag o que implica que

o ponta P, = (f, A,} pertence as fronteiras dag regides R, B R,

e RIHQ'

De fate, quande A = kg , temos:

b = AT Ot - ulpt®) | o o cong x = BT g enide x = o,

A {orpru+d) 2 o 2
Portanto,

o ~lpre) (E+pd "
Bz(hg} = (e = {p+w) By
Por outro lade, guanco ff = ﬁg . lemos que
a= Br- o el o nhe v = B4 ntse v = 0.
R{ptorac) 1 ¢ 1

Assim,

. _ of{p+v8) + plprp+el

AE(BE) = = = A,
ou seja, o ponto limiar P (B, . Kfi é um ponto de interseccss das

curvas B e A que deliritam a regiao RlﬂéA

Observe tambén gue, como o valor das coordenadas de F’4 e de Pl 5RO
nulas, quando A = A, e g = By regpectivamente, entdc o Onicoe ponto
de equilibric gue existe em Pg = (3£s3£) & o ponto de equilibrio

trivial P .
et
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2.4.2} A condicao necessaria s suficiente pars que exista a regiso 3134
e gue ﬁc > BE e hc > AEA

Uma analise numérica desta condigao mosira-nos gue existe um valor
i tal que P, (B (), A u)) = P (8 (u),A {p)) , ou seja, se u = U entho

£ e £ I < «

a regiao R1R4 desaparece. Para os valeres dos outros parameiros dados
pela TABELA-A1l, tem-se p & 0,3 {cf. FIG. 12} o que equivale a um tempo
médio de permanencia no presidioc de aproximadamente 3,3 anos.

Ne. TABELA-1 temos og valores das coordenadas de Pg e P para

valores de u entre 0,01 e 0,4 (permanéncia de 100 a 2.5 anos).

fp. = {011, 0,172}

o= 0,01 £ = 0,20

{ Pg = {0,3, 3,25;

(FIG.7) L P_ = (0,223118, 2,85733)|(FIG.11) “ P _ = (0,340721, 4,49598)
= =07 = 1y

4= 0,05 { P, = (0,15, 0,7) g = 0,25 { P, = (0,35, 4,30)

(FIG.8) ' P_= (0,248887, 3,1834) |(FIG.12) ' P_ = (0,370241, 4,85675)

4= 0,10 { P, = (0,2, 1,45) = 0,30 [ F, = (0,4, 5,45)

(FIG.8) L\ P = (0,280168, 3,60758}|(FIG.13) ¢ P_ = (0,39934, §,42725)

L

o
;

1 =
(0,25, 2,3) L= 0,40 [ P, = (0,5, 8,08)

o= 0,15 { ¢
(0,310728, 4,04582) [(FIG. 14) L P. = (0,456427, 6, 39576)

(FIG.10) P
c

i
fi

i
H

TABELA-1

2.4.3) As coordenadas de PE crescem c¢om L e poriantc a pessibilidade
de erradicacfio das doencas no presidic & proporcional aso valor de u
{quanto menor o tempe de permanéncia no presidic, malor serd a regido
B de estabilidade do ponto P 1.

et et
2.4.4} O aumento de 4, com 8 > ﬁ% e A * AH , vropicia também uma
diminuicgo da regiac R, onde AIDS e TB ceoexistem. As regides R, e R,

aumentam e R, diminui. Em termos epidemioldgices isto significa aue

. - - - * 2 £ -
guanto menor ¢ itempo de permanencis dos individuces no presidio, mengr

sera a possibilidade das doencas coexistirem, isto &, existe uma forte

interacdo negativa entre as duas infeccoes no hospedeiro,
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2.4.5) Uma visdo geometrica deste fendomeno de interagac entre as duas
infeccoes, pode ser vista através das Tiguras (FIG.7,8,9,10,11,12, 13, 14}
que se seguem.

Os graficos da parte superior destas figuras representam as regices
de estabilidade dos pontes de equilibrio bhioclogicamente vidveis, de
acorde com a variacao crescente do parémetro p {0,01= y = 0,40).

A regisoc R de cada uma dessas regices de estabilidade & ampliada

1Ra
para podermos ter uma melhor visualizacac do gquanto R1R4 diminui, de
acordn com o wvalor crescente do parameiro gp. Tal regific é dada pelos
graficos inferiores das figuras correspondentes. Observe que guando
g = 0,30 (FIG.12) temos gue PE (Bgiu},kg(p}) = PC (Bc{u},hc{u}} & a

regiao R,R, = $ .
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FIGURA 7: Regioces de sstabiiidade dos pontos de squiiibrias

biclogicaments viaveis & regiao Rzﬁg ampiilada () = 0.031)

*
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1 a2
Ry
0.6 ‘ 0.8 l
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3
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FIGURA B: Regioes de estabilidade dos ponteos de equilibrios

bislogicamente viaveis e regizo le‘(‘i ampliada (p = 0.085)

A=A
1 e
B
5.8 1
0.3 0.4



FIGURA 8: Regioes de estabilidade dos pontes de equilibrios

biologicamente viaveis e regiao RiR& ampliada {(p = 0.10)

3
A= A
1
R,
.8 N
3 0.7



FIGURA 10: Regioes de estabilidade dos pontos de equilibrios

biologicamente viaveis e regi:o R1R4 ampliada (4 = G185}
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FIGURA 11: Regioes de estabilidade dos pontos de equilibrios

biclogicamente viaveis € rcqi;o Rll?(& ampttada (p = 0.20)
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FIGURA 12: Regices de estabilidade dos pontos de equilibrios

blolagicamente viaveis e regias R R, ampliada {y = 0.285)
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FIGURA 13: Regioes de estabilidade dos pontos de equilibrios

biclogicamente viaveis & regi';o Rgﬁi; ampliada [p = 0.30)
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FIGURA 14: Regi;es de estabilidade dos pontos de equilibrios

biojogicamente viaveis e regiso R184 ampitada (g = 0.40)



2.5. CURVAS DE BIFURCACDES

As curvas que delimitam as regides de estabilidade estudadas no
paragrafo anterior {2.4) sao, geralmente, condigdes de bifurcacac para
os pontos de equilibrio wviavels. Existe uma mudanca na estrutura
qualitativa do MATB quando os parameiros f e A variam, mantendo todos os

outros parametros constantes (FIG.6):-

(1} Quando B « B8, e A < A, {regigo R ) o ponto P = (0,0,0,0,0,0)
£ 4 et et

& assintoticamente estdvel e ambas as doengas se extinguem na populacio.
Da analise de estabilidade do MATB no Pet . observamos que existem dois
autovalores nuleos guando # = ﬁt e A= Ag ou um autovalor nuloc gse f = BE
ouw A = AE {ef.2.1,1 ¢ 2.1.2). Portantc, no ponto P2 e nas fronteiras da
Ret nada podemos afirmar a respelio da estabilidade do Pet'

f2) Se B > B, e A < A, temos o ponto P, estavel e o ponto P .
4 e

£
instavel, A curva dada por c o= { (B.x): B = B, = O, }
determina uma condicao de bifurcagso para oS pontos P1 e P ¢’
=3
{3} Analogamente, a curva 82 = { (B,A}: [ <R < B? e A = AK b

determina uma condicac de bifurcagac para os pontos P4 e P .
=
Observamcs que sobre as fronteiras da regigc R . dadas pelas curvas
&

C1 & C2 e numa vizinhanca delas, o© modele MATB depends das condigdes

iniciais.
Quando B = Bg . as condicdes de estabilidade para o ponto P1 nao
sac definidas (of. Bioteoremwa 2.4). Da mesma forma, quande A = A? 1

condigdes de establlidade para o ponto P também nao sac definidas (er.

A = AE , as

e
coprdenadas de P1 e Pq sgo nulas, donde Fl = P4 = P N (cr.Cho 2.4.17,
q: =]

Temos que nao s$O as fronteiras ds regide R , do modelo HMATB
[+

Bicteorema 2.4). Mals que 1isse, guandoe £ = ﬁE

determinam condicdes de bifurcagzo, como também o ponto Py= B, o Ay )

um ponto de bifurcacao,

Além disso, numa vizinhanca V{PE), podemes ter a estabilidade de um

dos pontos Pat , Pl ou P!L , dependendo da condigfo inicial do MATSH.
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(4) Se B > B, 2 A > A, podemos Ter os pontos P}’ Ps’ P ou P

£ 4 7

estaveis.

{a) Se (B,A) & R1R4 temos o ponto Pz ou Pch estavel, dependendo
das condicoes iniciais do MATB.

Bilolegicamente, quando f§ e A pertencem a essa regifio parece gque
existe uma competiciic forte entre AIDS e TB no presidio e, dependendo da
condigdo inicial do MATE, a prevaléncia de uma delas deve acontecer na
populacao.

Esta competicBo em R1R4 existiré até que (R,A)] = (BC, AC), Neste
ponto e préximo dele, oz wvalores de B e de A gfc itals gue novoes
individuos surgem: 2 competicfio fol tanta gue individuos tuberculosos
entraram em contacto com individuos aidéticos e individuos HIV+, @
transmitiram a infecgéo por T8, surginde os HIV' com TB latente »
individuog aidéticos com TE doenca (Yz e Atk).

Sabemos gque um sistema de EDO {linear ou nfc linear} ¢ totalmente
deterministico se, dada ss ceondicBes iniciais, o sistema converge sempre
para um mesmo ponto. No caso linear igto sempre ocorre. No ndce linear,
pode haver uma “"quebra de lei". Quando o sistema ndc linear depepde dags
condicoes iniciais, igto &, se uma dada configuragiic inicial levar o
equilibrio para um ponto, e ocutra configuracgioc levar para outro, entdo
tém-se caocs deterministico. E caocs deterministico, porque o egquilibrio é
sempre o mesmo para uma dada condigao inicial,

Portanto, R134 & uma regifdo de caos deterministico.

E comc npas suag {ronteiras 32 e AE o MATE também depende da
condicac inicial, estas fronteiras sfo também de bifurcacio. Além disso,
o ponte P = {BC ,KC) ¢ o ponto de interseccfo das curvas Bz e Az .
onde elas tém um valor oritice para a regio R? existir,

Note gue no ponto Pc = {Bc . kc } nio temos s6 um valor minimo do
par {#,A) para a existéncia de P? 7 mas, temos um valor onde existe ume
mudanca ne egstrutura gualitativa do modelo. Neste ponto, dependendo da
condigde inicial do MATB, dois pontos sfio simultancamente estaveis: P? @
um outro ponte (do tipo P?) gque ndoc & biologicamente viavel. Esse ponte
apresenta alpgumas coordenadas coordenadas negallivas, © come ne caso de
P7, também 56 é possivel determinid~lo numericamente.

Portante, o ponto Pc = (Bc . AC } também £ ponta de bifurcacio.
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Como em Pg = (82 . Ag V., numa vizinhanca V(PC} o sistems deixa de
ter uma estrutura estavel para pequenas variagdes desses parametros. E
também uma vizinhanca onde o MATB depende da condigfio inicial. Nela,
alem dos trés pontos de equilibrio ndo trivials {P1’ Pg e P?) poderem
ser egtavels, existem outros pontos estavels, mas gue nio sio
biologicamente vidveis. Estes pontos, gue sdo do tipo P?, tém algumas
das coordenadas negativas, e como Jj& foi dite, nfo fol possivel
determind~los analiticamente. Podemos dizer que numa vizinhangs de
Pc = (ﬁc . AC }, tudo pode acontecer.

Be qualquer forma, n&o soé R194 . mas também uma pequena vizinhanca
?{Pc} podem ser consideradas regices de caos deterministice. Talvesz,
tanto A como £, tenham atingido novamente os valores limiares criticos
de coexisténcia gimultanea das doencag T mEsSmo hospedeiro.
Infelizmente, ndo pudemos demonstrar tais fatos analiticamente. Apenas

fazemos Interpretacdes das simulacdes numéricas.

(b} Se (B,1) € H1 temos o ponto Pl estavel., Se, com B8 fixo,
tomames A crescente, entfo A pede atinglr outre valor limiar (ef.2.2.9),
tal gue para A suficientemente grande, =a infecglo por TR comega =
existir. E temos, entéo, Ps estavel.

Diferentemente dag fronteiras de R1R4 . @ passagem de Pl para P3 &

continua e pode ser demonstrada através da seguinte Bloproposigéo:

Bioproposigac 2.5.1: A transigac entre as regides R, e R, &

continua para cada B fixo, B > P

Dem: Temos que =z fronteira entre R1 @ RS & dada por:

A = ?\; = ;\1 = B (pratw) (p+e+d)
w (R - {prw)]
onde A é decrescente em f e admite uma inversa B(a) = B; , também
decrescente.

Devemos entfo mostrar que:
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que neste caso, € sguivalente a:

Lim, PS = Pi e lim P = Pz
BB, BB,
Devemos mostrar gque cada coordenada de P3 = (0, G, Yl, D, A Ath)

converge para a respectiva coordenada de Pz = (0, @, ¥, 0, A 0O}

Mosiraremos somente para uma das coordenadas pois o procedimento &
andlogo para as cutras. Se jam,

Mot 8

A= X

a coordenada de P3 emn R3 e

*, w {B -~ (prol}]

A a coordenada de P em R
1 1 1
B{w+p+o}
entio
Lim, A= lim, (pre+@) w [B ~ (p+wl] . @ IR - (prel]l A:
A 12+ A A2+ Blpro+rd+w} (pu+o) + Buwb Bltpral

Reciprocamente, temos gue

lim A = A* com A =" 1B - (pro)] a cocrdenada de P em R
* 2 1 1
B 32_ Bl{uwrpre}
e A* = pretd a coordenada de P em R
2 A 3 3

1
Ohka Z2.5.1: o3 mesmos argumentos podenm ser usados para as oulras

coordenadas.

{c) Anmlisewmos, agora, para a regiio R?' Aqui  temos uma outra
fronteira Az = A* e na vizinhanga dessa fronteira o MATE também deixa de
ter uma estrutura gualitativamente estavel. Para qualquer A fixe
pertencente a RS' e f3 decrescente, parece natural o fato dos parametres
atingirem outro limiar (er. 2.3.11), onde =2 TE comeca também a
prevalecer na populacio. E as duas infecgles comegam a coexistir no
mesme  hospedeiro [RTB' Mags se £ continua decrescende, na fronteira
limiar {82} fef. 2.3.18) novamente o MATB deixa de ter uma estrutura
estavel e a 7TB prevalece sobre a AIDS. O que fol dite sobre as

fronteiras Bg e AQ em R1R4 também vale neste caso, embora os pontos

sejam outiros,

98



{d)} Ja fizemos B decrescer até o ponto onde TR prevalece sobre a
AIDS (R43. Facamos agora A decrescente, com (#, A} pertencente a R4.
Observande & FIG.6 temog trés casos, dependendo do valor de 8: {1] para
2 > Bc e A > Ac podemos atingir novamente R? e depois Ri' (2} para
BE < B < BC podemos atingir Rlﬂq e depois RI ou entio {3) se B < B£

e A < }”E , para Ret onde obtemos novamente a populacgfo inteiramente

sadia.

E tedog esses trés casos j4 foram discutides anteriormente.

Oba 2.5.2: Existe também um ponto de intersecgio P = ({3*, Al entre

* *
ay curvas Azz }“3 & llz }\2 gque ndo fol discutide, porgue a vizinhanca
desse ponto é analeoga a do ponto Pc. E pelos metivos ja apresentados en

Pr , P= (B, A, ) também & um ponto de bifurcagho.
Qko 2.5.3: Os tipos complexos de bifurcagio que aparecem no MATB,

exigem uma anslise mais refinada, = no momento esta fora do escopo deste

trabalhe, podendo ser retomada no futuro.

2.8. CONCLUSAO

Devido ao fato de existirem duas infecgfes agindo simultaneamente
no mesme hospedeiro, o modelo proposto dado pelas equacBes {(1.2.1) =
{1.2.7}) tornou-se bastante complexo.

Ficou eclarc que as simplificages de cardcter Dbioldgico,
introduzidas no desenvolvimento deste capitulc atraves dos Bioteoremas
2.1, 2.2 e 2.3, tém relativa importancia na determinagic dos pontos de
equilibrie. E tornam-se valldadas quande mostramos ogue os  pentos
estavels sfc Jjustamente os pontos que, sob o aspecto blolégilco, sio
vidvelis.

Também analisamos as regifes de estabilidade em fungdo da variagédo
do parametro u (fluxe de saida ou tempo de permanéncia no presidiol.
Muito embora os tipos de pontos de equilibrio do MATE permanscam os
mesmos, para gualquer variagfo dos outros pardmetros, as regifes de
estabilidade s#o diferentes. Entretanto, as analises de variagdes dos

outros parametros nac sac muito significativas, pois da analise de
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sensibilidade temos gue o8 parametros mels sensiveis sd30 B, A e p
{apéndice).

Ressaltamos, ainda, o fato de que sob a hipbétese da populagdo total
ser constante, podemos extender para o modele mais complexo {egs. 1.2.1
a 1.2.7) todas as consideragoes feitas para o MATB.

Finalmente, nume pesguisa realizada juntoc ao presidio do Carandiru,
em Sz@o Paulo, pelo aluno de mestrade da Faculdade de Salide Piblica da
USP e tendo comc suporte basico a Disciplina de Informatica Médica da

Faculdade de Medicina da USP og valores encontrados das populacoes sao:

* * ¥ * *

P o= (X X ,TE.Y .Y A, AthT) com X = 0,077 v' = 0,03
4] 1 2 1 2 1 1

X = 0,748 Y, = 0,117

Tb = 0,018 A = 0,008

Ath = 0,010

o que faz crer que os valores de § e de X devem satisfazer as condigoes
para a existéncia da regiso R, isto €, a coexistencia das duas deengas
ne mesme hospedeiro.

Se congideramos a hipétece mais otimista para a existéncia desta
regiso, isto €, os menores valores dos coeficientes de transmissac onde
temos a coexisténcia das doengas, ent3o os valores do par (B,A) sdo os
do ponto PC = (BC, KC) dados pela TABELA-1. Para estes valores, com a

- e v - - g -
condi¢ao inicial dada per PD temos entac o seguinte:
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hipatese

17u ) korizorte do sistema
atimista (P }
o
Y B A X X" | v ¥ A7 1 a”
L Lo 1 2 1 2

0,01 G,223] 2,857 (¢, 108510, 782 {0,0667 {0, 003410, 0386 {0,00080,022

0,08 | 0,248} 3,183{0,2781|0.008 [0,0484|0,010710,0354(0,002410,018

0,10 | 0,280 3,80710,472030,429 10,032310,021010,028310,004410,013

.15 00,3101 4,045 |0,643210, 277 10,018410,0293(0,01841{0, 0057 0,007

0. 20 0,340; 4,495;0,7815)0, 155 10,010210,030630, 008710, 00560, 003

Q.25 | 0,370} 4,95610,900610,068 0,004110,022410,0023(0,003810,0008

0.30 0,389 5,4271{0,970810,018710,000910,009810,0002 |0, 00150, 00008

0.40 0,45861 6, 398(0,898510, 000110, 000010, 000410, 00000, 0000 |0, 60Q00

TARBELA-2: P = {XT ,xﬁ TH® ,YT ,yﬁ CA® atb™): distrivuigae da
*

populagac depois de 100 anos, considerande os valores inicias PO

Observe que conforme o valor do parametro u cresce, P® tende ao
ponto de equilibric trivial, Pet. Come era o esperado, ou seja, guanto
menor o tempe de permanenciz no presidio, mais dificil & a chance do
individuo ser infectado e maior a possibilidade de erradicagdoe das

doencas no presidio.
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CAP[TULD ~ 3

MODEL.OS AGLUTINADOS DA AIDS E TB EM UM PRESIDIO

3.1. INTRODUCKO

Devido ags simplificacbes de caracter bicldgico adotadas através da
tecnica da eanadicacie, foi possivel a resclugdo e a analise do modelo
MATB que, a principio, parecia analiticamente intratével (CAP.2}. Tendo
em vigta gue, embora eficliente, essa técnica ndo ¢ facilmente aplicada,
pois para obtermos todos os tipos de pontos de equilibrio ndo trivials,
precisamos fazer todas as composicdes de erradicacdo das populagdes,
propomos neste capitulo uma outra esiratégia para a analise do MNATES.

Considerando separadamente individuos que s8o suscepliveis ao HIV e
individuos gque sfo susceptivels ao bacilo da TB, obtemos dois modelos
aglutinados do MATB, que descrevem a dindmica de cada uma dasg infeccdes,
Coma a dindmica dos modelos aglutinados é descrita a partir do mesmo
contexto epidemioldgico do MATE, consideramos as variavels ja definidas,

¢ denotadas por:
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Xl = individuos susceptivels a ambas as infeccies
Xé = individuos susceptiveis com TE latente {susceptiveis ao HIV)

Th = individuos com 7B doenca (suscepltiveis ao HIV)

Y1 = individuos HIV' (susceptiveis a TR)
Y, = individuos HIV® com TB latente
A = individuos aidéticos (susceptiveis a TH)

Atbhb = individuos aidéticos com TB deenca

COm 0S5 MEesSmos parﬁmetros {(taxas de thahaicka) usados no modelo MATE.

For hipdtese, os pardmetros anteriormente definideos sfo todos
positivos e estamog interessados em solugdes gue, por sua vez, também
sejam nio negativas (solucdes compativeis ou biologicamente viaveis),

0 gue propomos nheste capitulo & o "agrupamento” das squacdes do
sistema MATHE e que estd fundamentado na susceptibilidade dos individuos
a cada uma das infeccBes. Tal técnica serda chemada de {ecnica do
agrupamenta e, através dela obtemes dois submodelos aglutinados do MATH,
gue degcrevem a dinamica da AIDS e da TB. Denominaremos o primsiro de
MSAIDS (modelo aglutinado da AIDS) e o segunde de MSTE (modelo
aglutinado da TR).

Se pela lécnica da earadicactdo fol posgivel determinarmos os pontos
de equilibrio nio triviais do MATB, na analise que agora faremos,
mostrames que ¢ possivel "recuperar” de forma aglutinada {ou compacta}
estes mesmos pentos determinando os pontos de equilibrico do MSAIDS e do
MSTB. Hosso objetive € mostrar a relagfic entre os modelos aglutinades e
o MATH.

Com estas consideracdes, iniciamos este capitulo com uma andlise
qualitativa do MSAIDS, determinando seus pontos de equilibric, e asz
condicdes de estabilidade de tais pontos. Usando a {écnica do
agnupamento, mostramos que o MSAIDS recupera somente o3 pontos de
equilibrio nio trivials estavels do MNATB que estlo relacicenados com =
AIDS. 4 mesma analise serda feita para o modelo MSTB., Veremos, entfio, gque
o ponte de equilibrio nfio trivial estével do MSTB, é Jjustamente o ponto
de equilibrio nic trivial estavel do MATE que nfio pode ser recuperado

pelo MSAIDS.
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3.2. O MODELCO AGLUTINADO DA AIDS (MSAIDS)

Estamos interessados num modelo asglutinade do MATB que descreva a
dindmica da AIDS. Consideremos, entfio, as classes dos individuos gue tém
caracteristicas semelhantes do ponto de vists epidemiolégico, e gue,
portanto, podem ser aglulinadas em um tnico compartimento.

0 MSAIDS serd formado por trés compartimentos:

fa) § = X1+ X2+ Th {individuos susceptiveis aoc HIV} ;
(b) I =Y + Y (individuos HIV")
{c) R= A + Atb {individuos aidéticos e portanto doentes) ;

gatisfazendo a condic¢lo de invaridncia:
{d) N=8+ ]+ R=1 (3.2.1)

Desta forma, o modelo MATE {egs. 1.2.1 a 1.2.7) fica reduzido a:

d 5 - o B B
3% =y RS I g 8 6 Thb {3.2.2)
4 I _ . B

s = 37 (Xl+ Xz) u i~ o Yl g Ya

d R = wY +* &Y - {u+ta) R-8 Athb + B8 Tb I

dt - 2 pras '

d N L N

"""d—t‘““ = P ¥ & {Tb + Atb ) e R

Come no MATB, agui também a snalise ¢ felita num presidio. Desde que
os presidios brasileiros estdo sempre super lotados e o fluxe de entrada
& aproximadamente igual ao de saida, a variacfic populacional pode ser

conglderada nula, isto &,

d N 0 dusp y=upu+ 68 1 Th+ Ath ) + xR (3.2.33

Substituindo (3.2.3) na egquagic [(3.2.2) e considerando, por
hipstese, que a relagdo entre as variavels é relativamente constante,
quando estio proximas dos pontos limites, podemos entfo adotar as

segulintes simplificagdes, sem que sSe perca a generalidade do modelo:
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Athb *

a* K=o R+ 8 Ath m* = g + 8 = E constante = o= (3.2.4)
~ Atb ) ~ ) .

A relacas g significa a praporgan de individuos Atb
existentes em relaa;;o 70 total de individuos doentes, o pode ser
congiderada aproximadamente constante.

# #* L3
BS:BX1+BX2=>BS--B£S-T£}}—:»B>(3 (3.2.85)
Y ¥
* * 1 2
k I =uw Y& + & Y% =2 K= W 7 £ - = constante (3.2.8)
Obtemos entdo o sistema (normalizado e) aglutinado:
mg—%w == RS I +pu{i-S +a R
a ! [3 *
3T = B ST it I k T
d R # * ) .
T = k I - uR e R + R Th I
Mas como,
fSS=BX1+BX2+BTb=B*S+BTb
#*®
= (RS -BS)=RTb
0 sistema aglutinade fica reduzide a:
43 = -8 8 [ + 5 (1 - 8) + a* R {(a.2.1
dt
ad I * *
- - B SI-pl-k I (3.2.8)
d R + * #
T = k [ -{p+ral}lR +(-8B 185I (3.2.9)

#
onde § & o coeficiente de transmissio da AIDS, o & 3 taxa de letalidade

por AIDS, k* € o periecdo de incubachio da AIDS ¢ g & a taxa de salda do

presidio por mortallidade natural ou por cumprimentce da pena.

De (3.2.1) temos gque o sistemz acima fica reduzido a:
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d ' ¥

S egsIrp s ra (LS 1) = £ (S D) (3.2.10
d * . . *

e = g s Topl-k I=g 5D (5211

com as condigfes iniciais:

34
o

Sz, M) =z0 e RtEY=1-8-1 (3.2.12)

A partir de agora as equagBes de (3.2.10) a {3.2.12) serso
denominadas MSAIDS (modelo aglutinado da A&IDS).

Lemz 3.1: O conjunte ® = {{§,f}: S=0, I 20, S+ I % 1} no plano

de fase SI & positivamente invariante para o MSAIDS.

Prova: Temos gque um conjunto compacto 2 & invariante se o campo de
diregdes do sistema HMSAIDS ¢ tangente ou aponta para © interlor da
regido em cada ponto da fronteira &3.

a) Seja a fronteira 813 definida por:

f{s,0) = {u+ a*} {1 ~ %}

i

208,00} 9]

Anormal A reta I = 0 & n = {0,1) e o produto interne

n. {f,g) = (0,1 . [ {u~+ a ) (1 -58), 0 ) se anula,
implicando que o campo & tangente 5 fronteira 513.

b} Seja a fronteira BQQ definida por:

Hl

FO, 1) =+ a (1-1)

- {u + K'Y 1

3]

gi0, I}

= {1,0) & o produto interno

o

A normal & reta § = O
n . {f,gl= p+ a (1~ 1)>0
implica que & cresce e portantoc o campo estd apontande para o interior

de .
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C}ﬁgﬁ:S*Fle

Tomando como normal 7 =1{ 1 /v 2, 1/ ¥ 2}, temos que o produto
interno,
1 * *
m . (f{§, 1-8), g(8, 1-8)) = -~ — ((ﬁ - B3 S5 {1 -8)+ k{1 - S:}]«: 0
v 2

. *
desde que B > B (cr. z.2.8). Logo as trajetériss que atravessam 833

dirigem-se para o interior de 9.

Obs 3.2.1: 0 Lema 3.7 mostra que o MSAIDS & "bem posto” uma vez que

as trajetdrias que comecam em 3 permanccem neste conjunto.

Oba 3.2.2: As sgoluctes do MSAIDS existem para t & [0,®) e sBo

(nicas dado que f(S.I) e g{(5,]) sdo fungbes Lipchitzianas em 3.

Corolarico 3.1: Se ID> 0, entfio toda trajetéria que passa por 8,9
ou.833 ndo permanece na fronteira, e se dirige para

o Interior de B.

Lema 3.2: Nio existem trajetdrias periodicas para o MSAIDS.

Prova: {eritéric de Dulac)

Seja B = §ET . De {4.2.10) temos
B . f{§ 1) = §£T" [ - B ST +u (1-58} + a*(l-Suf} ]
B S 1) = "s g -k I
. g(8,1) = T [ B 5 H -
Come,
& Br f{p +a {1-771 a 8 Bg _ o entio
3 s S 8 I
3 Bf + WE_§§ < 0, e portanto ndc existem orbitas fechadas na
a4 g 1 .
regifc D,
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3.3. DETERMINACAG DOS PONTOS DE EQUILIBRIOS %
ANALISE DE ESTABILIDADE DO MSAIDS

Os pontos de equilibrio do sistema MSAIDS sdo:

a} o ponto de equilibrio trivial {ou o ponto livre da doencal, que

& onde todos os individuos egtéo sadios, e corresponde a
P = {5 , I }=1(1, 0}

et et -2+

#) o ponto de equilibrioc ndo trivial {existéncia da doengal:

{3.3.1;

otk (,u+a:*} {B*—{u+k!)}}
8 Bilp+k)+8 o

A matriz de lipnearizagBo no ponto de equilibrio trivial & dada pela

matriz jacoblana:

~fu + a*} - g - m*

G ﬁ* - [ + k*}
et

cujos autovalores tém & parte real negativa se, e somente se, o irago da

matriz A for negative e zeu determinante positive. Mas,

* * *
traco A= - {(p + o ) + Bt - {pg+ k) <O

implica em,
*

* *
Bt < Zp+ro tok
e de

d { *} i ( K*} ] > 0
= - - + K
et B ot oa Bﬁet 1 J
tenos que
*

B < fp+ k)

det
* L . - I3 = z )
Desde que Bd . < B, o ponto de egquilibrio trivial serd estdével
&

sSe
#* *
B < {u+ k3 {3.3.2)
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Analogamente, a matriz de linearizaciio no ponto de equilibrio ndo
trivial ¢ dada pela matriz Jacobiana:
£ % . * + 1
~{utrel B {ae + B -3 {utk } - a
% . » #*
B o+ B (pvk ) B

*

(uee’) (87~ (u+ k1B 0
3 B {p“l-k*) . ﬁg* {x* ip

Fazenda,

temos entio que,

-a {c + 1) ot
R T B o)

a (B-R b 0
B b+ a* P

e ¢ ponto de equilibrio ndo trivial serd eztavel ge, e somente se:

-afc+ 1)
- = - <
trace B WY o,
e
* * *
det B = (p+a) g~ (p+k I >0
Engquanto gue, "
fraco B < 0O implica em ¢ = wf: > -1 e esta
B
desigualdade ¢ sempre verdade,
# o
det B> 0O implica em B > (u + k }.

Concluimos entio que =2 condigho de estabilidade do ponto de

equilibrio nio trivial, P, & dada por:
(=]

B> { p+ k) (3.3.32)
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Estamos considerande populagfes de individuos, e portanto =a

condig8o para o eguilibrio ndo trivial,

& * * *
P=ES,I,R}:[”—1~—}E [—‘{*“)[B"[“"k”,l—s~r}
e e * * # e e
B ]8(}}.4“}{}1‘_85{
(3.3.4)

ser factivel gu existir biologicamente € gue suas coordenadas sejan
positivas.

Por hipétese do medelo, tfodos of parémetros s&o positives. De

(3.3.4}) temos gue

S >0 e _1'e>0<—_,4;3*>(;_1+k*)
L=
Alem disto,
R=(1~b1[1~—mim—, >0
N { b B+
* * *
u{B-B81+Bk >0er B>8 (3.4.5)
o e
* .
b<leB >p+ k {3.3.8)

Observe que a condigic (3.3.3) € conzistente com a hipdtese seobre
os valores de 8 e ﬁ* (ef.z.2.5)., Entdc para o equilibrioc nio trivial

Flz {S&,I , R} ser factivel precisamos ter simplesmente:
] e e
L4 *
B> (u+ kjJ

£ como a condiclo para o equilibrie ndoc trivial ser factivel & a
pesma para o ponto de eguilibrio nfie trivial ser estavel (or.3.3.0,
concluimcs que o ponto de equilibrio ndo trivial & sempre estavel, se
ele existe biglogicamentie.

Podemos epunciar todos os resultados anteriores no seguinte:

Biotecrema 3.1 : O equilibrio endémico do MSAIDS (se existe) e

localmente assintoticamente estavel [LAS).

Alnda em relagBo & estabilidade dos possiveis pontos de equilibrio
do  MSAIDS, podemos obter informacdes globals conforme o segulinte

bioteorems:



Bioteorema 2.2: Considere o MSAIDS com todos os parfmetros rio

negativos. Seja 31= {Sz0, I z0, R=0, 5+ I+ R= 1}. Entio:

{a) 0 equilibrio livre da doenca (ELD) (Set,fet,Ret} = (31,0,0)
sempre existe, e e globalmente assintotlicamente estavel (GAS) na
regifo 31 sempre que §*< (g + k) e instavel quando B> (u o+ P
(FIG. 15}

(b) Quando £ > fg =+ k') existe um Gnico equilibrio endemico

F=(S, T ,RYcom I >0, R >0, que & GAS em B = B -{(1,0,0)}.
e g & a e 4 1

{(FIG, 18)
Prova:
- w e d s d [
{a) Das condigbes de equilibrio 3T =0 e e 0 vemos gue

I =0 implica em § = 1 e aszgim, R = 0. Loge, o FLD sempre existe. Note
também gue o equilibric ndo trivial dado por (3.3.4) nfc estd em B (er.
Lema 2.1, A estabilidade local do equilibrie trivial Pet= (1, 0} é
dada por {3.3.2), enquantc gue =z instabilidade, por {3.3.3}. Portanto,
para B < (ptk ) o P = (1, 0) & L&S em 3,

Suponha  gque E:t= {1, 0} ndo seja GAS. Entdo, para qualquer
condicéo inicial escolhida adequadamente fora da vizinhanca de ?et, a
solucio correspondenie permaneceria na regldoc limitada que nio contém
putros pontos de equilibric { pois B < (y&k*} . Entéo pelo Teorems de
Poincaré-Bendixon, esta sclugBeo & um cicle ou tende para um ciclo
tmite., Mas pelo Lema 3.2, o MSAIDS ndo possul solugbes periodicas em 3.
E isto & uma contradigio. Portanto, Petz {1, 0} & GAS na reglbo
invariante 3. Além disto, quande (S{t),7(t}) - (1,0), R{t) = 0.
Portanto, ELD & GAS enm Bf

(b} O MSAIDS tem um Unico ponto de equilibrio ndo trivial,
Pe = (Sﬂ, Ie 1 tef, 3.2,1), e pelo Rioteorema 3.1 temos gque este ponto &
LAS. Pelo Lema 2.2, temes a ndo existéncia de érbitas periddicas, e
portanto  tedas as  solugbes  devem  convergir para o esguilibric
Pe: {Se, I&}. Logo PE & GAS em 3. Mas como R;= 1 - Se“ I, entéo o

£
equilibrio endémico P = (S ,I R) & GAS em 2 =3 - {(1,0,0)}.
e =8 e =& o 1

{OBS : o resultade ds parte (a] tambem = valide para o MATB).
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Ares reprocontads : D.000 ¢ x ¢ €2,000 ;. 0.000 { 4 ¢ #1.000 G.M.88

FIGURA 15: 0 equilibrio iivre da doenga do MSAIDS

L] ® »
B=0.2, B =0.1, k =0.1, M=0.1, & =0.33



firea regrosentada : 0.000 { x ¢ +2.000 ¢ 0.000 { y { +).000 G.M.48

FIGURA 18: 0 equilibrio endemico do HMSAIDS
.

* »
B=6.5, B =0.4, K =0.1, pM=0.1, o =0.33



3.4. O MODELG AGLUTINADO DA TUBERCULOSE (MSTB)

A analise gue faremos agora £ semelhante & feita pera o MSAIDS.
Considerando-se gque:

{a) 0s individuos dos compartimentos Xﬁ‘ Yl e A sic os individuos
sugceptiveis ao bacilo da T8 , e agsim, g = X€+ Y1+ A

{b} Os individuos dos compartimeniog X2 Y Y2 s8o os individuos com
tuberculose latente, e portanto estio infectados pele bacilo da TB,
donde [ = X2+ Y2 ;

{ec} Os compartimentog Th e Atb sfo oz individucs com tuberculose
doenca, isto &, R =Thb + Atb,

As equacbes (1.2.1) a (1.2.7) do MATB ficam entac aglutinadas no

seguinte modelo:

3 f =3 ~- A Th {X1+ Y1 -8 - A A Alh -« & (3.£.1)
a = Th -~ X = £Y +AaThb {(X+Y )]~ !

d t P v Z 2 1 1 #

g R =g X -~ (p+g) R- pTh - « Atb + £ Y _ + A A Atb

d t 2 T2

d N _ _ N

T =y 9 8 R a (A + Ath)}

Como o tamanho da populagio total N permanece sempre constante,

temos
y = p+ 8 R+ a {(A+ Atb) (3.4.2)

Substituindo-se (3.4.2) em (3.4.1) & sob as mesmes consideragdes

das simplificacfes anteriores (3.2.4) a (3.2.8), escrevemos:

'R =« Atb + 8 R = 8 =a 4%9 r8 0w 8 =z 8
}{* I = ¢ X2 + £ Y., N }{*: Pe m}_f_% + £ ..,};%_,
. . Th

o R=p {R~ Ath) = p Thb = O p o
A'S = A { X1+ Y1) e A LS -~ A) = h“ T o A 3*

* *
A R= 1A - A} Ath,

: (3.4.3)
* *
Aa R=2x{R - Atb).
» E 3 £
A = A+ A
12 i 2
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Observamos mals uma vez que nestas simplificagdes consideramos as
relacdes entre as variiavels de estado relativamenie constantes, quando ¢

& grande (iste €, no equilibriol.
Assim, a dinfmica do modelo MSTE fica representado pelo seguinte

gsistens;
d s ~ * *
T = {1 S+ 6 R- Alz S R {3.4.4)
a1 = - K "R+ A SR

i = - I I +p 5 (3. 4.5)
2 f =¥ 1 - (g + B+ p*} R+ A: SR (3.4.8)

*

onde A* & o coeficiente de iransmissdo da TR, 2 & a taxa de letalidade
] L3

por THB, p €& a taxa de recuperagic natural da T8, K & a tawxa de

reativacio da TB e 4 é a taxa de saida do presidic {(por morte natural ou

cumprimento de penal.
Como § + I + R =1, temos que o sistemd acima pode ser reduzide a:

d 5 B ot - .

T = H {1t -8} +6 R A, S R= $(S, R} (3.4.7)
4 R * * * =

Tt =K (1 ~8 - R} ~{pu+8+p IR+ AI S R = gl& R} (3.4,8)

com as condigbes iniciaisw:

13.,4.4}

H
P
I
G
1
=y
i
f)

S{0y = 0, R{O) = 0O & It

4 partir de agora o MSTB sera representado pelas equagdes (3.4.7) a

{3.4.8).

S+ R=11Y no

=

Lema 2.3: O conjunto 3 = { (§,R) : § =0, Rz (0,
plano de fase SR e positivamente invariante para o MSTB.

Prova: (analoga 2o Lema 3.1)

Okt 3.4.1: O Lema 3.3 mostra que o MSTB & "bem posto”’ uma vez que

as trajetdrias gque comecam em § permanecem neste conjunto.

Oba 3.4.2: As sclucdes do MSTB existem em [o,w) e sS3c Unicas dado

que £{S,R) e g(S,R) sd@o fungdes Lipchitzianas em jJ.
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Coreclarico 3.2: Se IO > 0, entdo foda trajetdoria gue passa por 825
il asg néa permanece na fronteira, ¢ se dirige para

¢ interior de j§.

Lema 3.%4: Ndop existe solucho periodica para o MSTB.

Prova: (analoge ao lema 4.7, Tomando B = w§l§~ temos que,
5 B + o Bg < O, donde podemos concluir que nio existem
gs 8 R érbitas fechadas na regiso j.

3.5. DETERMINAGCAO DOS PONIOS DE EQUILIBRIOS
E ANALISE DE ESTABILIDADE DO MSTSH

Og pontos de equilibrio do sistems MSTE sio:

a) O ponto de equilibrio trivial {ou o ponto livre da doenca)}, onde

todos os individuos estio gadios, gue corresponde a

b) O ponto de equilibrio nfio trivial {existéncia da doencaj:

* + j{x— _MS.
P:{S'R}”[MT&’—“T“W“E&““%“—T—“M]z
¢ N ° g+ AlER K+ p+06 +p -~ Aas

) [ A K aT ’ Al (x o'+ o) - A 6
K o+ + -
12 * Kl H 12 H * P i

S&K‘+ u(Kﬁ+u+8*+p*} K*(AZQ— 8*) - M {K*+ f+ 8*+ p - h:} }

{3.8.1)

A matriz de linearizacio do MSTB, no ponto de eguilibrio trivial ¢

dada pela matriz Jjacobiana:
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-

' jpet

~K -x"- go- o - pﬁ + A

cujos autovalores tém a parte real negativa se, ¢ somente se, o trago da

matriz € for negative e seu determinante positivo. Mas,

. * L3 *®
traco ¢ = (K + 2 pu+68+p ]+ AI < 0
#* * * *
gom Ai < K+2u+8 +p (3.53.2)
e de
L] * * o * * * *
det C= (K +u+8+p - Al) g+ K 8 -~ X 312 > 0

temos

{p + 8*+ p*} T R: TR % {p+ 6)

(3.5.3)

12 *
K

£ o ponte de equilibric trivial sera estavel somente se as
desigualdades (3.5.21 e (3.5.3) forem satisfelitas.
Anmlogamente, a matriz de linearizag&c no ponto de equilibric nio

trivial, P |, é dade pela mairiz jJacoblana:
L

#+ *® #*
B AIE Re & - ;\12 S&
0=
* o # L] * K-__'
K+ A_R i~ K-8-p+r $
i e e
FP
@
donde,
t D (2 AR + K +e+p ) +A S < 0
= - ¥ -+
rago By et ' P 1 e

* - * *
~K~2pn-8-p + hi )
=2 Rlz > N,

R

©

(3.5.4}

* * & * * * # *
A = N + S - - ~¥ +
det D= {p + Alz RIX+p+8+p Al bﬂ} {6 31238)( X A1 Ra} > 0



—p (K s pre v A Sy -6 (K -a R
) * 1 = 1T e
= A12> * - * {3.5.5)
R{u+8+p}+K(R&"S}

Portanto, o© ponto de equilibrio ndc trivial sera sstédvel somente sge
as desigualdades (3.85.4) e (3.5.5) forem satisgfeitas.

Resta agora analisarmos as condig¢des para este ponto ser factivel
ou biclogicamente viavel. Analogamente ac MSAIDS, aqui também estamos
interessados no fato de que a condigdo (3.4.89) sejn valida e que as
goluctes definidas para fodo ¢t 2 0 permanecam positivas. Assinm, de
(3.5.1}), temozn que SE & sempre positivo (Se> 0}, pois todos os
parametros sdo positivos.

Por outre lade, [ =1 - Se* Ré >0 , implica em

&

* * * *

. A (B R+ p) —plu+8+p)
1 e

A > {3.5.6}

L] *
- Rc(u+8+p}

Finalmente,

* L] - E3 L]
R {p+9+p)p—hip+}{(p+9)
R >0 = 312> (3.5.7)

*®

¥

™

Obo 3.4.3: Veremos mais farde que no equilibric AF O, e as
desigualdades (3.5.8), (3.5.4) e {(3.5.2) saoc sempre validas.

Portanto, para o equilibric n#ic trivial do MATB ser factivel e
estavel & necessario somente que as desigualdades (2.5.7) e (3.85.8)
ge jan satisfeltas,

Fniretants, observames que a condicBo para RE ser factivel
(cf.3.8.7) & ilgual a condiclo para o ponto de equilibric nfio trivial ser
estavel (er. 3.8.5), Conseguentemente, o ponto de equilibrio nio trivial

L ra - *
é sempre estivel, se existe blologlcamente. (Isso & valido guando Alx g3

Podemos resumir estes resultades no seguinte bloteorema:
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Bioteorema 3.3: O equilibric endémico do MSTB (se existe) &

localmente assintoticamente estavel (LAS),

O resultado seguinte fornece indicagdes mais fortes sobre oz pontos

de equilibrio:;

Bioteorema 3.4: Considere o MSTB com todos o0$ parametros ndo

negativos. Seja ﬁlﬁ {s=z0, I =20, R=0, §+ I+ R=1}. Entio:

{a) 0 equilibrio livre da doenca (ELD) (5 ,!I R } = {(1,0,0)
et et et

sempre existe, ¢ & globalmente assintoticamente estavel (GAS) na
regiso 51 sempre que

" (#+8*+p*)p">\:n+ﬁ*iu+8*3
Rlzc "
X

e instavel guando a desigualdade acima rfio for satisfeita (FIG.17)

{b) Se a desigualdade (3.85.8) for satisfeita, existe um unico

equilibrio endemico P = (8,1 ,R} com I 0, R > 0, gue é
(33 @ 2 2

o

globalmente assintoticamente estavel (GAS) em F, =8 - {{1,0,0)}.

{(F1G. 18}
Prova: é andloga ao Bioteorema 3.2

{0BS o resultadeo da parte {a) também é vélidm para o MATB).
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fres representads : 0.000 ( X ¢ 62,000 : 0.000 ¢ 5 ¢ +1.000 G.M.82

FIGURA 17: 0 equilibrio livre da doenga do MSTH
- »* » - L
Am:z‘a‘ klx o, X =0.08, 8 =0.08, g=0.1, p =0.5



frea represantada | 0.000 { x ¢ +1,000 ; 0.000 ¢ u { +1,000 G.M.88

FIGURA 18: 0 equilibrio endemico do HSTB
.

L L »* L 2
Alzza.s, 4\1= o, X =0.08, & =0.08, u=0.1, p =0.9



3.6. RELACAC ENTRE O MATB E 0S5 MODELOS AGLUTINADOS

Come ¢ nosso proposite & '"recuperar® pontos de equilibrice nfo
triviais estaveis do MATB através dos modelos aglutinados MSAIDS e MRTSH,

apresentames abalxe um resume de seus pontos de equilibrio estaveis

obtidog através da técnico da erradicacao {cf. TAP.2):

ELD { P =1(0, 0,0, 0, 0, 0)
el
o= * *
Pl = {0, @, Yl, O, A, 0} onde
* (pra) * o Buw- o (prw)
Yi - I 4 © A B (wrp+a)
. P.= (0, 0, Y. 0, 4, atb")  com
Th =0 -
Biot. 2.1 v* = { AR - Be - A {p+w) J {pro+e)
1 AB {o+ptoa+f )
*  {pto+0)
A= B
aip’ = ABw ~ Bow ~ Awl{p+w)  {pta)
A Blotpta+s) A
r #* * *®
P,=(x, ., T6, 0,0, 0, 0 com
A=0 |
v {pepte) * a0~ o{p+a) - plprute)
Biot.2.2 X2 % % ™ e b A (Grpiput8)

Pela andlise das regides de estabilidade (CAP.2) e tambem atraves
da simulagdes de paramelros, estabelecemos a regifo R7 dependente de 8 e

A, onde o ponto de eguilibrio:

E ) +* * * L » L]
P =(X ,Tb .Y ,Y , A, Atb ]
2 2

1
existe biologicamente e é estavel (vide FIG.6).
Os valores dos parametros usados nos modelos aglutinados sfo também

oz da TABELA-A1 {cf. Apéndice).
Além disto, os valores "limiares"” dos coeficientes de transmissio

por HIV e por TB, no MATR, sBo dados por:
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Bp = (prw)
a {3.8.1)
p {prp+8) + o {(p+d)
¢ o

Oba 3.6.1: Nem todos os pontos de equilibrio nao triviais do MATBR,
dependem simulifneamente dos coeflcientes de transmissio por HIV (B) e
por TB (aj. O ponto P por exemplo, depende somente de B. Isto quer
dizer que, fixando-se ; valor de B, o valor das suas coordenadas sera
sempre constante, qualquer que seja o valor de A. Por sua vez, o ponto
P4 depende somente de A. Assim, para A fixo, suas coordenadas serao
senpre 4S8 mesmas, qualquer gue seja o valor de B.

Yeremos mwais tarde gue esta obgervacice é importante na recuperacio
dos pontos de equilibric do MATSB.

Considerande ent8o os pentos de equllibrio do MATB citades
anteriormente, mestramos a seguir como cada um deles pode ser recuperado
através da fechica do agrupamente. Convém lembrar que, por hipbtese, a
populacido  total se mantém constante, e podemos estender estas

consideragdes para o modele global {egs. 1.2.1 a2 1.2.7].

Bioproposicho 3.1: $Se P= (S, I, R) & o ponto de equilibrio
L4

s e e

do MSAIDS, e P, = (X., 0, 0, Y., 0, 4", 0) & um ponto de equilibrio

* * . ,

estavel do MATB, entio S; =X , =Y , R = A5 Além disso, ?& &
i e 1 e i

tambem estavel para o MSAIDS.

Prova: Por definicdo do modelo MSAIDS temos:

S=X + X_ +7Thb
1 2

=Y +Y (2.6.2)
1 2
R = A+ Atk
# * * * »
De P1 . tem-se que, X = Th = Y2= Athb = 0 e de [3.8.2)
consideremos:
L] W * * > *
s = XI ) I = Y1 = B = A (3.8.3)
* * ) »

Mogtremos que: & = § = 1 & R= R

] & L
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Das simplificagdes (3.2.4) a (3.2.8) e de (3.8.3), no equilibrio

temos:

a’_*:(x-{-a ﬂmta% £
R
. It X; + 3 X
g = - = {3.6.4)
s
Y o+ EY
2 -6 I,
k* = ! 2 = g

Substituindo-se (3.8.4) em;

* F) * *
P = (S,I R} = { wrk o olwre) 8 - lwr k)l ]
8 Blp+kl}+ 5 «w e F
{(3.6.5)
para gqualguer que seja o valor de A, obtemos:

(1) 5_ = pro)
B
e como, X* = 1 - (X*+ Tb*+ Y¥+ ¥4 ﬁ*+ Atb*] = Lﬁmiuﬁl—‘
1 2 5 2 B
entio s = X:
(2) 7 = wre) B - e+l Y:
¢ B iu + w+ o)
{3) Além disto, como RP = 1 - SPF Ie , obltemos:
R o= Bow-wlp+w) i
© B (u+ o+ a)
Portanto, § = x:, I = Y: e R=4

Da eq. (3.3.3) temos a estabilidade deste ponto de equilibrio.

Bioproposicdo 3.2: Se FP= { §, Ie, R} é o ponto de equilibrio
e s

. e . ¢ )
do MSAIDS, e ;m (x_. 0, 0, Y:, 0, A", Atb') é um ponto de equillibrio
estavel do MATB, entho S= X , I =7Y |, R = A+ Atb . Além disso, P

=] s 1

+
£ £

&
& também estavel para o MSAIDS.
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E L * k3
Prova: De P; temos XO = Th = Yé = 0 , e de {(3.8.2)
consideremos:
* * * # * * L
S = X1 . I =7, =) R = A + Afb £3.8.6]
Andlogo a Bicproposicic 3.1, das simplificacbes (3.2.4) a {3.2.8) e

de {3.6.8), no equilibrio temos gue:

o =8 + 8 — =
*
* & X1 *B Xz
B - 5 = B (3.6.7)
5
*
. w Y + £ Yz
k = m = {g
I

Considerando-se que do MATE:

Beilp+at+o)+rwlf - (prall
A B lw+ p+ at 8)

L *
A+ Ath = (3.6.8)

E substituindo-ze (3.6.7) e {3.8.8) em (3.6.5) temos:

(1) s = el
3
e como, K= 1 (e TR e Y Y AT Ay = TRl
i 2 1 2 ]
*
entfo 8§ = Xl
. * .& B . k*
(2) I {(p+ ) [B (p T

Blu+k)+8 o

[(A"+atb’) (% o) *+ @ Atb ] 1@ ~ (wrw)] _
B I{p+ w+ &l (Am+ Ath )+ 8 Atb*I

[ AB - BB~ A {ptw) } {ptre+o) L
A B (wrpta+ )

pra
[J
gl



(3} Egsendo R =1 -5 -] , entdo:

@ @

R =1 - {(p + w) ~ [ AR - BB - A {prw) ] {pro+8) B
e B A B {wrptor8)

Be(p+ra+B)+Awl[f-(p+wl
ABle+ -+ o+ 8)

= A+ atb’

Portanto, § = x: LI =Y e R = A+ Ath
[=3

] 1 e

Da eq. (3.3.3) temos a estabilidade deste ponte de equilibrio.

"
Bioproposicio 3.3: Se P = | S, I, RE} € o ponto de equilibrio
] e :
do MSTB, e p: = (x: i x; L Th, 0, 0, 0, O) & um ponto de equilibric
* # s
estavel do MATB, entao S = X: L I= X, R = Tb . Além disso, Pe e
L= =

tambem estavel para o MSTB,

Prova: Por definicie do MSTB,

S§=X +¥Y¥ =+ A4
1 1

=X + Y
2 z
R = Tbh + Ath
L] L] + * *
De Pg, temos que Y1 = Y2 = A = Atb = 0 . Consideremos,
* »: * & * *
§ = Xl , I = X2 e R=Thb (3.8.9)

Das simplificacSes adotadas no MSTB e de ({3.8.9), ne eguilibrio
devemos ter:

* * *
g = O Aib r 8 =0 h: = Eﬁwiuéxlwéig = Q (cf.0b5.3.4.3)
R R
X*. Y*
o + £ . *ont Y
; - - - Atk *
K*= E§ a:::.(J-— Azx }-—{l.fa«ru-«-—-—..»—v—)z;\
I R
A X
+‘
R R N R = A
R ’ ' 5
(3.6.10)

Subgtituindo-se {(3.6.10) en,
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0 R + 1 K (1 -5)
Pe=[S,I,R}:{ = i-$ -R , -t ]
=] a 3 A I @ L *d. _*_ ®
o+ AlgR& K+ p+8 +p Aj Se
(3.8.11)
para gualquer gque seja o valor de B, temos:
O S I I € AL I N
(1) R&: _'_”""_HTMM;MM - # #* * =
312(1{4-;;4»8 Tp) a8
. o8 —plerprecp)
Ao+ p+y+ 8]
Ao -o (8 +pul~p{p+pu+ o) - Th"
A o+ il S TR a)
{2} Por outro lado, , I = 1 - Se* RG e de (3.8.11},
e \
"
e * - *
 mg. J2IBTH ot PR AYE oy
o * e 2
u+ ATh
) 5o Q*Rxe;”# - BTb*"'"““ - u(p+g+8+ﬁ')+0:_£
p+hpRe ut+t A Thb A O
E como,
K= 1 (e bt v vt AT Aty = Bleipr 8 o) ro®
1 2 ! 2 Ao
temos que § = X
& 1
Portanto, § =X , I =X e R =Tb
& 1 e 2 &

E de {3.5.5) temos a estabilidede deste ponte de equilibrio.

Oks 3.6.1: Note que este ponto ¢ composto por individuos com T3H
latente e TB deenga e por isto, nac podemos recupera-lo atraves do

MSAIDS.

0o 3.6.2:A reciproca também & verdadeira para as Bioproposicoes

3.2 e 3.1 (n#o se pode recuperar os outros pontos através do MSTB).
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Finalmente, congideremos o ponto P7: {X:,X;,Tb‘,Y:,Y;,A*,ﬁtb*}

Nao feol possivel determinar analiticamente as coordenadas desse
ponto  de equilibrio, devido & nfo linearidade do modelo MATB.
Entretanto, mostramos no CAP.2 que exisite uma regifo onde P? & factivel
e estavel.

Par exemplo, para 2= 0,32 = A = 8,0 temos que P7 € R7 &

estavel. Da resolucio numérica do MATE obtewmos:
*
X, = 0,199624
* * *® * *
X, = 0,70611 5> s'= X] + X + Tb = 0,959304
ThH = 0,08357
*
Y, = 0,002886 s 1= Y+ Y’ = 0,028396
Y; = 0, 02551

T
H

= ® » *
= 0000351 }_& R'= 4 + Atb = 0,0123
Atb = ,01175

Vamos mosirar que: S‘r 5 , I'=1 @ R = R;.
[ =

Com as simplificactes adotadas no MSAIDS, po equilibrio temos:

*
a* = o + & éz?— = {,37776
B
. BX B
B = - = 0,30213
5
N & Yl + & Y2
k = " = (), 189836
I

Substituindo-se esses valores em (3.8.5), obtemos:

S =0,95831 = X + X + Th
o 1 2

I =0,02838 = Y + Y.
e 1 2

R =0,01220 = A+ Ath

E da eq.(3.3.3) temos =z estabilidade deste ponto.



Observe que:

1 * L3
= X + X +Th
€ 1 2
‘l " ‘1 L3 *
PT = (5 I, R} onde M= Y + VY
e ¢ 1 =2
1 * *
R = A+ Atb

& ponto de eguilibric do modelo MSAIDS, e que

-

PP=(s®, 1 R®) onde 4 I°=x +vY
£ > 3 L= 4

R® = Tb + Ath

¢ ponto de equilibric do MSTB.

s 1 .
Embora az coordenadas destes peontos de equilibrio Pe ] Pj ge jam

conhecidas, ndoe  podemos  determinar as  coordenadss do  ponto
P = (x:,x;,rb'*,}*:,y;,A*,Afb*}, pois os sistemas sio dependentes, visto
que,

L R R T I

2 @ = & il il

Desta forma, também ndo podemos calcular explicitamente o ponto PT

dos modelos aglutinados

3.7. A RAZAQ DE REPRODUTIBILIDADE BASAL {Ra} E VALORES LIMIARES
B0S MODELOS AGLUTINADOS

importante na teoria de epidemias e de endemicidade,
1982,

Un congceito
introduzido por MacDonald {(Jacguez et al., 1988, Anderson e May ,
1983}, & ¢ namerc de cagos secundarios gue um individuo infectade pode

gerar durante seu periodo infecclosc. Embora as consideragbes sejam

feitas gob a hipdtese idealizada dos individues se "misturarenm”

homogeneamente na populacgio, atualmenie este conceltfo, padrdc dentro da

Capasgo  {1883),
(1990,

literatura epidemioldgica, esta sendo modificado:

Castillo~Chavez {1989), Diekmann, Hesesterbeek, Dietz and Metz

1981, 1992, 1393), Jacquez et al. (1531}).
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A idéia basica & gque sendo A o periodo infeccioso médio, ¥ o nimero
de contactos por unidade de tempo e § 2 probabilidade de transmissio num
contacto, entdo um individuo infecciose tem By contactos efetivos por
unidade de tempo, isto &, By contacios nos quals ocorrem a transmissdo
da infeccio.

Se 5 é a fracio de susceptivels da populagée, entie ccorrem S x S
contactey efetivos por unidade de tempo. Portante B x S A € o numers de
contacios efetivos gue um individuc infeccioso tem com og individuos

sugceptivelis durante seuy perigde infeccioso. Este nimere nade mais & do

que o pumerc de casos geradeos por um individuo infeccioso e & chamado de

nozgao de neprodutividade efetiva, R.
Agora, se um individuo infeccicse €& introduzido numa populagio

inteiramente susceptivel, S§ = 1 , R & entfio chamada de nagde de

nepnodutibiibidade basal, R . e
Rb =R ¥ A {3.7.1)

De B e Hb podemos obier os classicos valores limlares. Isto pode
ger traduzide ne sentidoc de que para termos ums epidemia, um individuo
infeccioso deve ser introduzide numa populagdo inteliramente susceptivel
& Rc deve ser maior gque um, ou seja, um individuo infecciosc deve
infectar mais gque um individuo susceptivel e portanto o condigio g 3 A
deve ser maior gue um.

Quando uma epidemia esta estabilizada, a fragico de susceptiveis
decresce e = epidemiaz tende a declinar ne tempo, de acordo com ¢ numerc
de infecciosos que se recuperam com ou Sem imunidade, ou morrem, isto &,
o numero de individucs infecciosos também decresce,

Se mals susceptiveis sdo introduzidos na populagio, seja por uma
taxa de entrada ou por individuos que se recuperam sem imunidade, pode
exigtir um estade endémico quando cada infectade & substituide por
exatamente um infecclose, istec &, f x § A = 1. Alénm digto, desde gue
0 < 5 <1, num estade endémico devemos fer entéo g x 4 > 1.

Este conceilo & muito gensivel para populacdes onde o3 individuos
se “"migturam homogeneamente”, E como a interacgio homegénea & uma dag
hipoteses do MATB, entio tal concelito também & valldo para os modelog
simplificados (MSAIDS e MSTBH).

Dentro deste contexto, determinemos @ razio de reprodutibilidade
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basal, R . para esies modelos. E importante salientar que para isto,
precisamos saber quals sdc os individuos gque transmitem a infecgio,
independentemente deles estarem doentes ou ndo.

No MSAIDS, os individues gue transmitem a infeccfio s8o os

individuos HIV', denotados por I = Y+ ¥, De (3.2.8) temos que,
1 (p + k)
K
g > 0 = 5> AL A
d L *
5]
Se, no tempo t = 0, um numero pedquenc de individucs infecciosos &
introduzido em uma populacdoc Iintelramente susceptivel, isto &,
J{I0Y = ¢ >» 0, RO) = 0 e S(0) = 1 - & = 1, entho a razao de

reprodutibilidade bzazl, ﬁu , & dada por

#*
& = g _ (3.7.2)
Btk

£ 3 -
Partanto, se ﬂb < 1, ento B < (g + K}, e de (3.3.2] temos o

seguinte resultado:

Bioproposicio 3.4: Se 3{0 < 1 ¢ equilibrio triwial, P&t— (1,0} do

MSAIDS & LAS (GAS), Se ﬂo > 1, entdo Pf_t ¢ instavel.

Podemos concluir que se ﬂo representa o numerc esperado de casos
noves produzidos por um  individue infeccioso numa populagio de
susceptivel ne equilibrio, entdc (3.7.2) é = condicac limiar do modelo
MSAIDS,

Determinemos agora a razao de reprodutibilidade basal para o MSTB.
Para este modelo, aszs consideracdes sio diferentes as feltas para o
MSAIDS, pois agora o individuo que transmite a infecgio é ¢ individuo
com tuberculose doenca, denctado bor R = Thb + Afb.

Assim, de {3.4.8) e {3.4.8) temos que:
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%% v -(;»1;}{{'2[)++}i§:f{i ;*‘?l P
12 1

AR Lo L ope ¥ (1 - s)

a¥

* * L3
K+ p+868 +p- Als

e* K*+ i K*+ i+ 8*+ p*)

A K onT
L .
12 3 H

{32.7.3}

S >

Supondo que um numerc pequenc de  individuos  infeccioses  é
intreduzide na populacio inteiramente susceptivel a tuberculose, igto g,
no tempo t =0, RO) £ e, J{O) =0 e S{0) = 1 - ¢ & 1. Entdo, 2 razac de

reprodutibllidade basal & dada por:

*® - . *
hiQ K=+ &1 H
E = {3.7.4)

0" K v ( Krpre’r D)

Se R < 1 entéo,

E * E > * N
plpg + 8+ p )} - a1 po+ K{e+ ul
X

Dbservando que & condigho (3.7.8) & idéntica A condigio de
estabilldade do eguilibrio trivial do MSTE (cf. 3.5.3), temos entdo o

seguinte resultado:

Bioproposicao 3.5: Se ﬁo < 1 o equilibrio trivial, Pefz (1,0} do

MSTB & LAS (GAS). Se RO > 1, entdo P . & ingtavel.
fd

Analogamente ao MSAIDS, a desigualdade (3.7.4) é a condigac limiar

para o MSTE.
Resta agora mostrarmos gual a relagfo dque existe snire o valores

limiares doz coeficientes de transmissfic dos modelos MATB, MSAIDE e

MSTH.
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No MSAIDS, temos que o ponto de equilibrio trivial (P t} & estavel
e
* *
se < (p+ k) e que o ponto de equilibric ndc trivial [Pﬁ} é estavel
* &
gse > (g + k ). Isto significa que a doenga existird ns populagio acima

do wvalor Btz (o + k*}. Por ocutro lado, sabemos também que k"= w e

portanto, o valor limiar do coeficiente de transmissio {BZ) para o
MSAIDS & dado pom:

B; = {y + ) ol R o= 1 (3.7.6)

Atnalogamente para o MSTB, temos due a condigdo de esgtabilidade para
o Pet ¢ dada pela desigualdade (3.5.3) e a estabilidade do P? & dada por

{3.5.8). Portanto, o valor limlar do ceeficliente de transmisséo (hz)

para o MSTB & dado por:

© . wrerpipro e oL . (3.7.7
] o ° B

Comparando {3.7.8) e {3.7.7) com (3.5.1). concluimos que os valores
limiares dos coeficientes de iransmissdo do MATE podem ser recuperados
separadamente, através dos deig modelos simplificados,

*
Além disto, esses valores 82 e AE correspondem respectivamente aocs

valores das razces de reprodutibilidade basal do MSAIDS e do MSTB, no

estads endémico.

3. 8. CONCLUSAD

Pelos resultados obtidos podemos observar que, de certa forma, os
modelos aglutinades (MSAIDS e MSTB) recuperam os nmesmos pontos de
equilibric estaveis do MATE. Apesar de ndc termos, em alguns casos,
informagdes a respeito da preoporgde de individues em cada classe da
populagio, a tecnica da agrupamento torna-se interessante
epidemiclogicamente quando analisamos co-infeccdes na mesma populacgdo de
hospedeiro.

Através dela fieca mals facil empregar os conceitos basicos da
tecria epldemiclédgica que fornecem resultades lmportantes no que se

refere a controle ou erradicacio de uma doenca. Por exemplo, de [3.7.2)
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fica comprovado gue a AIDS & ume deoenca comportamental. Se os individuos
midarem o comportamento sexual, diminuinde ¢ numere de parceiros {8*},
essa infecgdo podera ger controlada desde gque os parémetros p (taxa de
mortalidade} e K {periodo de Iincubaciic da AIDS}] sdoc mantidos
praticamente constantes. Se p & o fluwe de saida do presidio, podemos
entdo conclulr due guanto menor o tempo de permanéncia no presidio,
menor sera Ro‘ desde que o comportamento sexual ndo geja alterado.

Além disto, se usamos adequadamente a ténica de agrupamento,
podemos obter os modelos simplificados onde os pontozs de equilibrio sfo
facilmente determinades e onde a teoria matemdtica existente pode ser
splicada. Conseguentemente, os resultados dos modelos simplificades
podem ser generalizados para ¢ modele MATB, e z fecnica do agrupamento
pode ser, portanto, uma ferramentza  importante na modelagem de

co-infeccdes na mesma populacle de hospedeiros.
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CAPITULD ~ 4 : REALIDADES DE UM PRESIDIO FEMININOG

4.1. INTRODUCKO

Oz modelos MATB, HMSAIDS e MSTE formuladeos e analisados nos
capitulos anteriores para estabelecer a interacio entre AIDS e TB num
presidio pressupdem uma entrada idealizada de individuos, iste &, todos
0% indiv{duos entram sadies e portanto, susceptivels a ambas as
infecgoeg. Nesta analise determinamos, conforme os valores dog
coeficientes de transmissdc (8 e A}, as regides onde as doencas s30
extintas e onde existe a prevaléncia de uma ou de ambas as doengas.

Entretanto, sabemos que a realidade carceraria € bem diferente, e a
nossa hipbtese ofimista dos individuos entrarem susceptiveis a ambas as
infecgoes certamente nac ocorre nos presidios, principalmente noes
brasileiros.

Dados coletados por uma pesquisa realizada de outubro de 1892 =&
novembro de 1993 (14 meses) no presidio feminino de Sao Paulo, pela
médica Marizete M.C.Ferreira do Instituto de Infectologia Fmilio Ribas
(S.P.), mostraram claramente gue as mulheres chegam no presidio com as
condigbes de satde mais veriadas: tanto podem entrar sadias, serem
portadoras do HIV ou do bacileo da TEB (MI'B) ou doentes.

Nesta pesguisa, um totml de 350 mulheres com idade média de 29 anos
foram entrevistadas, avaliadas para o HIV e para o MTB, e acompanhadag
clinicamente: 234 participaram desde o inicio e 116 ingressaram no

presidie durante o periodo da pesquisa.
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0 objetivo do estudo de Ferreira et al. {1884} fol caracterizar a
incidencia (ocorréncia de casos novos) e o risco da TB infecgdc e T8
doence no presidio feminino, onde existe também uma alta presalencia
{(numero de casos conhecidos) da infeccao por HIV (25%).

0 teste de PPD {ou de Mantoux} fol usado para avaliar a infecgdo
pele MTB. Para o PPD-negativo o teste fol repetido B8 meses mails tarde.
Durante o ewame meédico fol wverificade se houve a vacinacae do BCG
através da cicatriz caracteristica observada no bracgo. Mulheres com oz
sinais clinicos ou sintomas sugestivos de TH pulmonar foram encaminhadas
para o raio-X, Alem dissoc, durante as entrevistas, as mulheres que
concordaram em serem avaliadas para o HIV fizeram o teste FELISA. As
amostras de sangue soropositivas foram submetidas a anglise Western
Blot.

Das 350 presidiarias, 20 {(5,7%) tinham 7B e 87 (25%) eram HIV®

Um total de 209 mulheres {59,7%) eram PPD-positives. Durante o
pericde da pesquisa, a2 taxa de conversac para o teste de PPD fol 20%
entre as mutheres AIV' e 32% entre mulheres HI¥ , isto é, 29% dessas
mulheres eram HIV' com TB latente e 32% eram HIV com TB latente.
Entretanto, a incidéncia da T8 pulmonar {ocorréncia de casos novos de TR
durante o periode da pesquisa) fol de 9,9 % /{ano de pris@c) para o rIv”
e 0,74 /lano de prisdc) para o AIV , o que mostra gue a infecgdo pvor HIV
teve um impacto sobre a incidencia da TB. A reativacaoc da TB ocorreu em
7 mulheres que eram PPD-positivos, sendo B en HIW, enguante gue =a
transmissad do MTB  ocorreu em 30% do  total dag  mulheres,
independentemente da infecgdo pelo HIV.

A soroprevaléncia do HIV nesta populagde fol de 25%. 0 uso de
drogas intravenosas foi o fator de risco mals fortemente assoclade ao
HIV'. Embora =z infeccdo por HIV ndo tenmha afetado a positividade e =
taxa de converssc do PPP, ela certamente influenciou a incidéncia da T8
na populacio carceraria. Das 20 mulheres que tinham TB: 16 eram HIV', e
9 morreram (31%) durante os 6 meses de acompanhamento; as ocutras 4 gque
eram HIV , scobreviveran.

Quatro variaveis foram associadas com o desenvolvimento da THE: =
positividade do HIV, uso de drogas intravencsas, a fregliencia com que as
presidiarias voltavam para o presidic e o tempo de permenencia no

presidic menor que um ano. Uma andlise de regressac indicou gque a
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soropositividade do HIV e o tempo de permanéncia no presidic foram as
variaveis associadas com o desenvolvimento da TB pulmonar.

A conclusao do irabalho de Ferreira ef al. (1994) é que 2 TB é um
grande problema entre as mulheres HIV" do presidio feminine de Sao
Paulo: a infeccao por TB ocorreu em aproximadamente 1/3 das mulheres.
Devido a associaciio da TB com um menor tempo de pris@c especula-se a
possibilidade de que, ambas as infeccoes, sejam adgquiridas antes delas
chegarem na Penitenciaria Fenminina, gquando permanecem em delegacias,
convivendo com um ambiente de maior promiscuidade. O amblente da
delegacia & considerado de zlto risco tanto para a TB como para o HIV
devido & pouca ventilacBo, ac pouco espaco fisico, a superpopulagao.
Segundo varios relatos, o uso de drogas intravenogsas com
compartilhemento de seringas e agulhas ndo é incomum nestes ambientes.
Na Penitenciaria Feminina, além da vigilancia constante, na maloria das
VeZes, em cada cela esta alocada apepnas uma detenta, e o
compartilhamento de seringas ou agulhas filca pouco viavel, E como esse
fator & fundamental para gque haja a transmissfo do HIV, podemos esperar
que, nesta populagfio, o coeficiente de transmissido do HIV deva ser nulo.

No Brasil, na era pré-AIDS [1976-1880) um estude mostrou uma
incidéncia anual de 1.073 casos de TB/(100.000 homens) (Niero, 1991} em
um presidio do estado de Sap Paulo. Portante, =2 populagio carceraria
constitui um reservatorio grande de THB. Nesta mesma populacde, outros
estudos demonstraram gque a infecgac pelo HIV era de 12,57 para as
mulheres e de 28% para os homens (Peixinho et al., 1890 e De Paula et
al.,1891).

Todos estes trabalhos mostraram gque =a populagdo carceraria
constitul uma importante fonte de novas transmissces de AIV e de TB e

portante, mals esforgos sao necessarios para que haja um controle destas

infecgdes nos presidios.

4,2. SOBRE A HIPOTESE OTIMISTA
Neste paragrafo, antes de propormos um medelo alternativo = mais

realistice, faremos uma aproximaca@o inicilal no nosso modelo original de

estude, ¢ MATB, aplicando o5 regultados da pesguisa de Ferrelira et al.
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Un de seus regultades, obtidos durante os 14 meses de acompanhamento das
mulheres no presidio, & o nlmero de casos ou a propeorcac populacional,
de cada compartimento, que contemplamos no nosso modela MATH.

A idéia desta simulacio inicial & supor gue os numeros de casos
coletados, no tempo ¢t = 14 meses, estao razoavelmente prowimos do
equilibrio do nosso modelo MATB. Tal suposicio torna esta simulacio
bastante irreal, pois para isto nao se levou em conta os fluxos de
entradas do presidio, nem as prevalencias das populacdes durante o
periodo da pesquisa.

Considerando-se ent3o que o numerc de casos de cada subpopulacio,
no tempo t = 14 meses, esteja razoavelmente proximo da condigaoc de

establilidade do presidio, podemos tomé~lo como o horizonte do sistema

MATB, 1sto &, o ponto p¥ = {XT,XZ,TEW.YT,Y:,ﬂm,ﬁtbm)? e dado por:

TABELA-1: horizoeate do smistema

¥° x® L2 Y™ 2% 1 4% 1 total
1 2 P SR NN R
an-e i BT 108 4 28 35 2 13 282

prcwnpgo 0,338940,3723(0,014210,008330, 1241:0, 007110, 04861 1
| N

s+ s

Fonte: Ferrsira et al

Tomando agora os valores da TABRELA~1 como sendo uma aproximacao do
horizonte {ou o ponto de equilibric) do MATB, atraves da simulacdio do

modelo {SOLVER), determinames os valores dos parametros (TABELA-2):

[ TABELA~2: valores estimados doS parametros

—

53 [““; M & P i £ 8 &

0,32 S.OWJ 0.110,05]0,86{ 0,110,167 0,08] 0,2

Com estes parametros estimades, pela simulagac do MATE (SOLVER),
obtemos como ponto de eguilibria, P°= (X%, %, 70%,¥°. 7%, 4%, 416"}, dado
pela TABELA-3:



TABELA-3: horizonte do sistema {(da simulagao!

-4

x° X° ThH® y© ye A° AtbS | total

1 2 1 2
{0,388510,361531(0,0183|0,0612|0, 1168 (0,007910, 0484 i

a

Comparando-se os valores de P° (observado) com os de P° {simulado)
notamos que tais valores estdo bastante proximos. Infelizmente, ngo
podemos concluir nada a respeito dos valores dos parametros estimados. O
nosse modelo otimista MATE {foil formulade apenas com - entrada de
susceptiveis sadios, e ja sabemos, isso esta muito longe de ser real.

Mesmo assim, ainda sob o aspecto matemdtico, podemos verificar a
estabilidade do ponto P°, através do critério de Routz-Hurwitz:

0 polindmie caracteristico agsociade & matriz Jacobiana do sistema
MATB no ponto P° é dado por:

K%+ 2,01 K% 3,13 k*+ 1,59 K+ 0,39 &7+ 0,04 k + 0,000 = O

E como todogs 05 determinanies das matrizes de Routz-Hurwitz s@o

« - = r - - &
positivos, temos que P e assintoticamente estavel.

4.3. UMA HIPQTESE MAIS REALISTICA: o modelo MATBR

O objetivo deste paragrafo é dar um enfoque "mails realistico” para
a modelagem de interagdo entre o HIV ¢ a TB no presidio, utilizando os
dados da pesquisa de Ferreira et al. Para isto, a primeira modificacdo a
ser feita no modelo MATB, & no que diz respeito aos fluxos de entradas.

Segundo a pesquisa, depois de passarem pela delegacia, o fluxoe de
entrada das mulheres no presidio iasntc pode ser ne classe das
susceptiveis a ambas e a uma das infecgdes {Xl = ij como na classe das
HIV positivas (Yl e Yzl

A primeira consequéncia disto sao os valores limiares das duas
infecgdes que, com esses fluxos, nio existem mais. Come as entradas 30
em fluxecs continuos, os compartimentos X1 . X2 , Y1 2 Yé nunea se
anulam, de tal forma que ndo pode mals existir o ponto de egquilibrio
trivial. Portanto, as doencas nac podem mais serem extintas do presidio

e o unico tipo de ponto de equilibric nac trivial bislogicamente viavel

e do tipo P (ef. cap.2).
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Observe que os valores da TARBELA-Z, quando comparados com oS
valores dos parametros de Ferreira et al. {TABELA-4}, est3c um pouco
distantes da realidade. Por exemplo, o periodo de permanencia dessas
mulheres no presidic foi, em média de 2,5 anos (ou ug = 0,4). Devido ao
"stress" causado pelas condigdes do presidio, as mulheres reativam a TB
num curto periodo de tempe, 3 meses em media {(ou ¢ = 4). Tic loge
diagnosticadas com TH doenga, elas sdo iscladas ou transferidas para o
Hospital Central do Sistema Carcerarioc ou para o Emilio Ribas, onde s3o
tratadas, com a taxa de letalidade por TH, portanto, nula {8 = 0). Com o
tratamento, a recuperacio de TB &, por sua vez mals rapida, e de
aproximadamente 1 semana (p = 52). Muito embora as mulheres com Sintomas
de AIDS sejam transferidas para o Hospital Emilic Ribaz, a morte pela
doenca & mais rapida também devido ao “"stress” causado pelo presidio, e
ocorre aproximadamente em 4 semanas (« & 12). Finalmente, os periodos de
incubagdo da AIDS com e sem TR sac de 2 e 4 anos (£ = 0,5 e w = 0,258),

respectivamente.

TABELA-4: valoress dos parameiros observades

B A L o p e £ 8 «

— - 0,4 ¢ 4,00f 52 | 0,251 0,8 0 12

Fante: Fervelra st al

Desde o inicic deste trabalho comentamog sobre a dificuldade de se
estimar diretamente os valores dos coeficientes de transmisssdoc (B e A),
uma vez que eles sao derivados do grau de interagdo entre os individuos.
Estima~los diretamente serin, por exemplo no caso da AIDS, saber gual o
nimero de parceiros de cada individuce, ou entdo se o individuo usa
drogas Intravenosas, qual o numerc de picadas que ele sofreu. No caso da
TB, & situagdo seria iguslmente complicada, pols sendo tal infecqgido
aeraogena, comoe poderiamos determinar o grau de contacto entre os
individuos que realmente acarreta numa transmissao efetiva da doenga?

Entretanto, agora temos as condigaes para propormecs um medelo mais
condizente com a realidade de uma populagdo carceraria brasileira.
Através do ntmero de casos das subpopulagOes, dos fluxes de entradas e

dos valores dos parametros observados por Ferreira et al. no presidio
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feminine de Sao Paulo, podemos estimar os valores dos coeficientes de
transmissao das duas infecgdes (f e A}, utilizando um ajuste ndo linear
por minimes quadrados. Neste modelo, vamos considerar as nesmas
varidveis de estado e os mesmos parameires introduzidas no CAP.1. Além
disso, sejam:

i taxa de entrada de individuos sadieos (X1)

7, taxa de entrada de individuos com TB latente (Xé}

t taxa de entrada de individuos HIV  sem TB latente {Yl)

7,

taxa de entrada de individuos HIV' com TB latente {?2}

Sdc mantidas as hipoteses das aidéticas encarceradas estarem num
mesme ambiente, iscladas das demais detentas {cels de fratamento). Isto
esta representando o fato de que elas, na realidade, s3c transferidas
para o Hospital. Das infecgoes, AIDS e TB serem transmitidas,
respectivamente, por individuos HIV' (Y e Yg) e individuocs tuberculosos
{Thb}. Embora as detentas com TB doenga bLambém sejam transferidas para o
Hospital, elas azinda =30 as Unicas que transmitem a infecgao por TB no
presidio, peis existe um tempo entre a fase infecciosa, o diagndstico e
a transferencia delas.

E temos entac o modelo MATBR:

dx
b
dt
d¥
2
dt
~§§EMA= o‘Xz ~ B Tb {(HIV") - (p+p+6} Tb (£.3.3)
dyl +
i P B Xl(HIV } o~ A Y1 T - {p+w) Yl (4.3 43
ay

__..‘_.2..,_,_ = + + 2 - I \rr
ar ¥, A X2(HIV } A Ylib {E+u) Y, (4.3.5)

%g_- =wY - A A Atb - (pra) A (4.3.6)

L o gy s a4 dTo ¢ B To (HIVY) - (urare) Ath (2.3.7)

H

7,- 21 XE(HIV o~ A XlTb - M X1 (4.3.1)

4

32 + p Th + 4 Xl Th -~ 8 XszIV } o~ (oty) XB {(4.3.2)

onde HIV'™= (Y + Y ).
1 =2
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Qo 4.3.1: No modelo MATBR existe apemnns um tipo de ponto ds
equilibric ndo trivial biologicamente viavel (onde todas as coordenadas

sac positivas): P= (X, X, Th , Y, Y, A, Atb )
1 2 1 el

De fato, como as entradas estao em X1’ X, Y, e Yé, tais variaveis

i H

sao sempre ndo nulas. Assim.

ax
L xlinv*) CAXTE r X =7

dt 1

e X =0 = 7, = 0, 0 que é apsurdo. Logo X1 >0

dX

2 _ + -
T = O e [B (HIV) + (o+u)] X, 7, * (p + A Xl} Th > 0 = Xé > O

4 =0 e (B (HIV)+(prure)] Tb = o0 X, >0 = Tb >0

—— = = [ X€+ A Thb + (p+we)] Yi = ¥y + B XIYZ > 0 = Yl > 0

dy
2

v i 0 e [B Xé+ {g+pll Y2 = ¥, A YlTb + B Xé Y1> 0 = Y2 > 0

dA

g =0 e A Atb v (pre)] A= wY >0, pois Y >0 = 4>0

LD 0 e (oA A+ (urak0)] At = € Y+ B Th (HIV) > 0 5 At 2 0

Se (p+x+B) < A A = Ath < O (biologicamente inviavel)

Se (urare) > A A = Atb > QO

A determinacao explicita deste ponto de equilibric nfoc trivial e
impossivel devide a complexidade do sistema MATBR.

Entretanto, desde que temos a informagéo de que o compartilhamento
de seringas ou agulhas & muitc pouco viavel, podemos esperar que o valor
de B neste presidio deva ser nulo. Se tomamos essa informacao come uma

hipdtese, isto &, se fazemos B = 0 no modelo MATBR, entdo ele fica

reduzido a:
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dX

a’r = 3"1_ A XlTb - M Xl (4.3.8})
dXP
=i = ¥t e Th + A Xl Tb - (o +u) Xé {4.3.9)
aTb
i G‘XZ {ptu+8) Tb {4.3.10}
ay,
Tl s A Y1 Th - (u+w) Y1 {4.3.11)
4y
Ty, t A Yin ~ {(E+u) Yz (4.3.12)
dA
e Y1 A A Ath {pro) A £4.3.13)
t
=§§“E =gY + A A ATh ~ (pro+8) Atb (4.3.14)
2
Bioproposicdo 4.3.2: Existe um unico ponto de equilibrio viavel
biologicamente P*: [Xl,Xé,Tb,Yi,Yz,ﬁ,Atb) com todas as coordenadas

positivas, para o modelo representado pelas egquagoes {4.3.8) a (4.3.14).

Pem: De {4.3.8) e {(4.3.10} temos:

dxl ¥y

rran A XlTb - X1 = Q & X1 = NTE S

are } _ o (pu+e) Thb
T o XE {pru+d) Th = O = X2 s

De {4.3.9), temos:

dX
2
dt

=yt p To + A Xl Te - (o +p)} Xg = 0

b+ [bz +4ac}1/2

s com a = A [o{pra) + ulprp+s)l

Th =
. 2
b= {~o{pu+@)lp - § {prp+a)+ yzai]

= [ o :
c {o{A ¥R 32}}

2 172 . - o s g s
Mas comoe  (b7+ dac) > b entac exisie um unice valor positive da

* F . . . f
coordenada Th do ponto P, gque e biologicamente viavel.
E como Th > 0O & unico, entéc os valores das coordenadas x> 0 e
I3 . * - e - -
Xé > 0, biclogicamente viaveis de P , tambeém gac unicos.

Além disso, de (4.3.11) e (4.3.12) temos que:
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le ?{3

de v, t A Yl Th
HE S AN TR B 20 e S )

E desde que existe um Unico valor da coordenada Th > 0, entio os
valores das coordenadas ?i e Y_, s3o também biclogicamente viaveis e

Unicos: Y>0 e Y2> 0.

Aléem disso, de {4.3.14),

gj:tb = €Y+ 1 A ATb - (prave) Ath = 0 o
2 /e
{£ Yé+ % Yi) & ( (€ Yé+ 5 YI} + 4 A (pro+8) £ Ye[p+m}]
Atb = T A (ptash)
5 /2
& Como (£ Y2+ @ Yl} < [(i Yé+ w Y&] +4 A {pra+nl) £ Yé(u+a)]

temos que a coordenada Afb > 0 @ a unica biologicamente viavel,

Finalmente, de (4.3.13),

iy W YI
G E @Y, T A A AL - (pre) A =0 en A= smpers

Fi -

e o valor da coordensda 4 e unice & 4 > O,

4. 4. AJUSTE DU MODELD MATBR

Como fol abordado anteriormente, o objetivo deste capitulo é
estimar os valores dos dois coeficientes de transmissao de acordo com os
dadog coletados por Ferreira ef al. usando um ajusie nso linear por
minimos quadrados. Isto € realizado, através do programa computacional
"l.east Square Non Linear" degenvolvido pele Prof. Dr. Hyun Mo Yang,
1886, UNICAMP (cof, APENDICE-A1}.

Do estudo de Ferreira et al., temos o numerc de casos coletados dasg

subpopulagoes {xz, Y3= Yg}, que foram acompanhados no presidic feminino
durante os 14 meses da pesquisa, € dados pela TABELA-B. Tem-se ta: 0, o
tempo onde ge iniciou a pesguisa, nac se considerande a vida pregressa

das mulheres na delegacia; ¢ = 6 meses; t = 12 meses ¢ § = 14 meses,
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TABELA-S: numero de casos das subpopulacoes coletadas
no pr‘esfdio durante o periodo de 14 meses
t t t £
O i 2 3
X2 84 i 83 2] 108
Yl 21 13 18 28
Yz 18 22 3z 35
Fonte: Ferreira et al.

0 nimerc de casos das subpopulagdes ¥, Tb, A e Atb foram coletados
no inicio da pesquisa. Ndo houve um acompanhamento dos casos dos doentes
{(Th, A = Atp) pois elezs eram encaminhados para o Hespital. O nimerc de
casos na subpopulacso X1 foi estimado de forma indireta: da populaciioc do
presidic gque participou do inicio da pesqguisa e do nimeroc de casos das

outras subpopulacdes observadas. Os valores iniciais foram Xlitc} = 93,

Tb{ta} = (3, A{to) =1 e Atb{ta) =5

As entradas sac consideradas nos compartimentos Xi, Xz’ Yl e Yé

Embora existam individuos que ingressaram no presidic nas

Tb, A e Ath, informacac

individues, a partir da data da pesquisa, foram diagnosticades, isclados

{TABELA-8}.

classes dos deentes, temos a de gque fais

ou transferidos Hospital. Portante, nac & conveniente

considerarmos tals entradas., Observe gue as entradas sao diferentes para

para o

cada intervalo de tempo e, portanto, = populaco total do presidio nio &

mais constante.

TABELA-B:taxas de entradas nas subpopulaq’c‘;es
do presidfo (indivi’duos por anoj}
[to,t1] {t1,121 £t2,13]
31 34 Q0 12
4z 2 8
?2
28 0
33 20 3
0 8
34 12
Fonte: Farreirvra el al.
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Com estas consideracoes, =a regressac pae linear por mwminimos
quadrados, descrita no APENDICE-A1 (Least Sqguare Non Linear Begression),
forneceu os valores ajustados dos parametros: 8 =0 e A = 0,176 fanas )

E estes valores justificam o realidade carceraria feminina:

- como neste presidio feminino ndo fol observade o uso de drogas
intravenosas e nem visitas intimas, é razoavel supor a inexisténcia da
transmizsao do HIV e, portante, o valor de B pode ser considerado nulo,

- embora o valor de B seja nulo, o Unico ponto de equilibric € o da
Biopropesicao 4.3.2, devido as entradas nos compartimentos X:‘ X2, Ya

e Y

Y,
- sabemos do isolamento ou encaminhamento das presgidiarias para o
Hogpital tBo logo elas sao diagnesticadas com TR doenca. Entretanto,
como existe um intervalo de tempo entre a fase infecciosa, o diagnodstico
e a transferéncia delas, = transmissac da T8 pode, portantso, existir no

pr‘esidio {d = 0,176 anog_l}‘
0 grafico da solucio de modelo MNATBR, com o8 valores dos parametros

ajustados, € dado pela FIG. 19.

149



100

80 .- X
& Yi
Ny % R
40
20 f.
0 MtL J_ |
0 0.5 1 1.5

tempo {anos)

FIGURA 19: valores observados e as curvas (XE,Yi,Yz)
obhtidas pele ajuste

Com os valores dos parametros estimados (8 = 0 e A = 0,178} e os
valores dos parametros observades por Ferreira et al. (TABELA-4}), a
selugBo numérica de equilibrio, do modelo MATBR {SOLVER), é o ponto:

£

pl= {x:, XZ,Tbe,Y:,Yz,Ae,ﬁth), dado pela TABELA-7:

TABELA-7: horizonte do sistema (simulado}

X x© ™| ¥° ¥ A® Atp®
2 1 2
total 182} 22 124 g 7 19 8] 1
% ae 12,1 [ 88,1 | 8,2{ 3.7{10,4{ 0,1]0,4
presidio

onde as entradas s3o dadas pela média dos valores fornecidos pela
TABELA-8, as condicles iniciais pela TABELA-5 e por X&{to} = g3,
Tb(ta} = 0, ﬂ(t0}= 1, Atb(tc) = B.

Verificamos, pelo Critério de Routh-Hurwitz, gue o ponto de
equilibrio nao trivial Pi e localmente assintoticamente estavel.

Com a3 condigdes descritas acima, o graficoe da solugdo do modelo

MATBR é dado pela FIGURA-20.
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4.4. Hipoteses ideais para um controle epidemiologice

Vamos supor gque exista um presidio ideal onde seja possivel fazer
todos om tipes de exames, e onde as duas infecgdes sejanm diagosticadas,
antes mesmo gue haja a transmissac. Para isso, & necessaric que na
entrada no presidio, cada portador do HIV ou do MIB seja reconhecide e
imediatamente isolade do resto da pepulagao carceraria.

Por exemplo, Se conseguissemos isclar todos os individuos HIV®

{Y1 e Yg) antes deles entrarem no presidic o MATBR ficaria reduzide a:

Xm

FTa 31— A X1fb -t Xl

dX2

T AP Tb + A Xl T = {¢ + p) X2
dTk

=T = o X2 (ptu+e) Th

le

dt = ?3 - (e Yl

de

dt = ?4 - (&) Yz

44 _ _ _ .
el Y1 A A Atb - (u+a) A
dALh

a0 £ Yg + A A ATh - [(u+a+B) Alb

Observe gus também neste caso, P = (Xi, Xz, Th, Yl, Yé, A, Ath) e
o Unico tipo de ponto de equilibric nao trivial que existe. E de forma
analoga ao MATBR podemos mostrar que este ponto e Unico.

Isolarmos os individuos com TB doenga seria também uma cutra forma
ideal de controle epidemioldgice. HNeste caso, © sistema MATBR fica

reduzido a:
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dxX,
g T T BT -

dX

2 Al

G T E, e Ib -8B XQ(Y1+ Yzl - o +p) Xé
dTh .

T o X2 - fp+p+8) Th

dy
1

[ L A
dt 75 v B X1(Y1+ Yaj () T
de

g Tt B X2(Y1+ Yz} - (&) ¥

dA
rraial b A A Atb ~ (pra) A

—gézéx g Ya + A A ATh - {u+a+0) Alb

2

i

Os individuos com TB deenca, depcis de tratados voltam para o
presidio e entram na classe dos susceptiveis X, Mao podemos
desconsiderar a transmissac da TH entre os aidéticos, pois por hipotese

eles est3o sempre isolados.

Finaimente, uma hipctese ideal para todo controle epidemiclogico
. z - - “ -+
geria conseguirmos isolar todos os individuos HIV e todos 08

individuos com TB doenca. Neste caso, o modelo MATBR se reduz a:

ax
qar T Y T KX

dx
2

dt
aTh
dt

dy
1

Tdt
dY
z

dt
dA
dt
dAtb
dt.

=¥t P Tb - (o +u} X2

= Xé - {p+p+al} Th
=4, {+uw) Y1

=7, - {E+p1) Y2

= Y1 - A A Atb - (ptral} A

= g Yg + A A ATh - (pra+elAflb

Nos dois casos pode-se observar que o ponto de equilibrio ndo

trivial Dbiologicamente viavel alinda continua sende o do  tipo
*

P={X, X, Th, Y, Y, A, Atb).

17 e 1t g

A analise matemética desses modelos ideais segue o mesmo caminho
dos modelos anteriores, Infelizmente, como nac temos dados experimentais
coletados nos presidios ideals (e que talvez ndo existam), nae tivemos a

pogssibilidade de validar tais modelos.
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APENDICE

UMA INTRODUGAD A ANALISE DE SENSIBILIDADE

Ja& fol comentade nes capitulos anteriores da dificuldade en
estimar-se com preciséoe, os valeres dos pardmetros envolvidos em um
modelo, Em geral, assume-se gque tais valores nféo estdeo sujeitos =2
variagoes. Entretantc, sabemos que isto ndoc ¢ realistico. Além das
simplificacfes adotadas entre o gistema observade e o seu modelo
matematico, existe também um intervale de variacdo destes valores e, as
veres, o sigtemp pode apresentar comportamentos distintos mesmo dentro
de um pequeno intervalo.

Sabendo  que existem consideraveis desvios nos  valorses  dos
pardgmetros do neosso modeleo, e que suas solugdes s80 sensivels a estas
variacdes, um estudo da sensibilidade do sistema dindmico MATE devido
ags variagdes destes parametros, torna-se um aspecto importante a ser
analizade neste trabalho.

Muite embora os modelos compartimentails estefam dentro do contexto
deste tipo de analise, as aplicag¢Bes dessa teorizs em trabalhos
epideniologicos, particularmente na dindmica de doencas Infecciosas,
néo sAoc muitas: Bailey (1975, 1880), Dickison e Gelinas (1878), Frank
(1978}, Anderson e May (1983), Yang et al. (1994).

Una técnica  empregada, wrincipalmente quando o numero de

parametros envolvidos po modelo € grande, & s admensionalizacéo.

158



Entretanto =sérias difliculdades surgem guando, além de ser grande o
numero de parémetros, alguns desseg valores ndo podem ser conhecidos
com grande precisfo ou entfo sfo dificiels de serem estimados
diretamente. Na realidade, =2 maior parte dos pardmetros nos modelosm
matemdticos s&o oblidos empiricamente.

No nosso modele de estudo, o MATB, = obtencio inicial dos valores
dos parametros ou tawas de ftnonoicae fundamenta-se no  conhecimento
epidemioldgico, com excecdo dos coeficlentes de transmisszo por HIV (B}
& por TR (A}, que sfo extremamente dificeis de serem estimados. A
estimativa destes ooeficientes envolve dols aspectos importantes: =
frequéncia média de contacto entre susceptivels e lInfecciosos e 2
probabilidade de gque um contacto resulfe numa transmigsfo efebtiva da
doenca.

Qualquer estimativa direta desses coeficientes & provavelmente
invidvel, pois eles sio decorrentes dos diferentes graus de intimidade
de contacto entre os diversos grupos de infeccloses e susceptiveic da
populacdo. Entretanto, ¢ pogsivel uma estimativa indireta desses
cgeficientes, a partir do perfil soroldgico ou da porcentagen
cumitlativa de cases por idade. (Anderson e May, 1883}

Diante das dificuldades pera estimar essags duags taxas e desde que
ag ouiras cio conhecidas com, no wminime, algum grau de conflianga,
analisaremos neste capitule o comportamento das solucles de equilibrio
do modelo MATB, em um provavel espage de variacéo dessas taxas. A
ferramenta usada para isto é a analise de sensibilidade.

A base de todas azs consideragdes dessa teoria, particularmente no
caso de variacbes de parametrog independentes do tempo, ¢ a champada
Funcho de Yenaibilidade, que & usualmente definida em termos dos
coeficientes diferenciais parciais das varidvels de estado com relagéo
acs Varios parémeires enveolvides (Bailey, 19801,

Se a Funcha de Yenaitibidade & conhecida, & possivel calcular as
variactes resultantes no sistema em equilibric, mediante um desvic dos
parametros, Jja gque eles sio conhecidos dentro de um certo intervalo de
confianca.

Usa-se, portanto, a andlise de sensibilidade para descrever a
forma com gue a variabllidade dos parametros afeta as variaveis de

estade do sisiema, ordenando-os conforme s gua malor capacidade de
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alterar as variavels dindmicas envolvidas no modelo.

Em ocutras palavras, o objetivo de uma andlise de sensibilidade é
determiner o efeite das incertezas dos parametros na gsoclugdo do
sistema. Através degta analise podemos saber quals os parametros mails
gsensiveis em um sistema, oy sein, se pequenos desvios nos valores dos
parametiros acarretam mudancas substanciais na solugho.

Dizemos que um pardmetno & aenalvel se pequenas nudangas no sey
valeor produz grande mudanca na seolugdo do preoblema. Caso contréario,
dizemos que o pardmeino € pouce oensliuel.

No caso mails simples, guando estamos Interessados numa Unica
funcio «(P) dependente de um unice parémetro P, & queremos relacionar
ag mudancas em «, devido a pequenas variages do parametro P,

definimos:

- d «
o = W ar (1.1}

onde da/dP & a Funghao de Fenaibilidade,
Isto pode ser generalizado considerando-se k fungdes dadas pelo

vetor coluna x = { «, ¥y, 1i=1,..,k 2 p parémetros indicados por

P:*:{[Pj} . 4 = 1,....P

Assim, {1.1) pode ser escrita como:

&x = H &P , {1.2)

5
iy { 5P }
J J

A matriz H é& chamada Matrig de Fenaibilidade, cujos elementos hij

onde

o
Hi

{1.3}

=~}
i
—
g
et
H
W 8
Qo s
avill-

sfo as fungdes de sensibilidade,

A técnica padréic para esta analise & desenvolver um conjunio de
equactes para as funcBes de sensibilidade. Se o modelo tem Kk equagdes
diferencials ordinarias com p parémetros, entfo femos kp fungbes de
gensibilidade. Quando adicionadas ao sistemn original, obtemos um total
de k{p+1) equagles para serem resolvidas (Dickinson, 1878].

Suponhamos que o veter P egia sujeito a uma distribuicio
multinomial, com a matriz de covariancia dada por V{(P}. O vetor x, como
funciéo de P, terda entio uma correspondente distribuicfo multinomial,

cuja matriz de covariancia, ¥ix), & definida por:



Vix) = F [{3x){ax) ]

= F [(H 8P) (H 6P} ]

= F [(H 8P P H')}] (1.4
= HE [(6P 8P H
= H ¥V(P) H'

onde E & o valor esperado {média) e H & dada por (1.3].

Em geral, os elementos de V(P} sfec baseados em valores
paramétricos obtidos de investigagdezs ad hoc e do conhecimento
epidemiolégico.

Em muitos casos, egpecialmente quandoe todos oS valores
paraméiricos estfio sujeltos as estimativas anteriorez, ¢ possivel
assumir que todos os Pj sdo ndo correlatos (s valor de um pardmetro
ndc possui a tendéncia de acompanhar o valor do outro, iste e,

cov (.1 = 0, I = j). Entde a matriz de covariancia V{(P) tem a forms

diagonal dada por:

o 0
! 2
vip) = o £1.5)
2
o2
b 0 b -
onde
2
o, = var {F.) Jo=1,.., (1.8)
J J P
e todos os elementos fora da dimgonal (cov(?jj} = 0] sic nulos.

Substituinde {1.5) em (1.4), obtemos que os componentes de ¥Fix)

sdo dades por:

2 )
var(mi} = hj, o I =1,...n (1.7}

=
Este resultado permite-nos identificar os pardmetros mais
sensiveis para um dado LT Como a sensibilidade dos parémetros &
propercional 2 var{mi}, os parémetros mals sensivels maximizaréo
Var[mi). Quantoe melhor forem as informagBes sobre og parametros, mals

confiaveis serfo azs estimativas de var(miﬁ.

Suponhamos que todos os wvalores dos parametros sio determinadoes

independentemente, com coeficientes de variacio Ej. Entdo;
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var{fP j = £ P° N S
J i J P

Dependendo do grau de informacdes disponiveis. estimativas

razoavelis para cada O, podem ser consideradas. Por simplicidade,

tomando Qj = {constan£ej, de (1.7}, temos:

P
. 2 2 2 .
varta,) = Z R, O BT o= i=1,...n (1.83
1 . L] 4 J
J=1

P

2 2 P

= ¢ ):h.. P .

L iJ b (1.9}

A expressio (1.9) permite discriminar as contribuicfes individuais
de cada parametro, ou seja, cada parametro j contribui com um erro de
c h?i Fi para cada varisvel 1.

Estamos interesgados num sistema dinamico gue envolve interagdes
de doengas infeccicsas onde as variaveis de estado dependem deo
parametros, isto €, das foxea de {nanaigia.

Suponhamos entfoc gue o medele analisado seja composio de &

compart imentos, cujas variaveis de estado sio dadas por:

i

X {mj(P,t)}, f=z1,....&

onde

880 oS paranmetros.

A tasta de variacio do i~ésimo compartimento & dada por:

ki = f} (%, P} , i =1,...,& {1.10}

ol na forma vetorial,
¥ = f {x,P) £1.11}

0 interesse maior € analisar a sensibilidade em torno do
equilibrie endémice. Entdo, para um dade P, guando £ (x,P) = D,
corresponde um unico X LAS (localmente assintoticamente estavel).

A base da anédlise de gsensibilidade & gue existe uma correspondente
distribuicio mulfinomial para o ponto de equilibrio, X, , se a priori

supomes uma distribuicdo multinomial para P,

Como existem lncertezas nos valores dos pardametros, vamos estudar

2 efeito de peguenas variag8es em P em torno de seu wvalor meédio Pg,

escrevendo na seguinte forma:
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FP=P + &P (1.12)

E(P}) = P & E(8P) = 0

Se a correspondente digiribulcio para ¥ tem ¢ seu valor médio xo,

entio:
¥ =¥ + dx £1.13)

20/
Elx) = % , E(dx) =0

Assumimos que a fungie £{x, P} seja diferenciavel. Substituindo
{1.12) e {1.13}) en fix, P} = 0 , e tomando a expansfo de Taylor em torno
do ponto {xO,FO), (nfo se considerando os termos de ordem superior,

pois estamos interessados em pequenas perturbagdes em torne do ponto)

obtenos:

f(x,P! = flx, P} +F(x-x})-GI({P~P) =0 {1.14)
2] 4] [#] 4]

Como f{xo, PQ} = , temos:

¥F éx = G 8P {1.18)

a fi 8 fi
com F:{ﬁmj}’ qu{é‘[?,}

onde ¥ & uma matriz &£ x & , e G & uma matriz & x p.

Substituindo em {1.13}), temos:
Sx = F " G &P =H 3P (1.18)
onde H ¢ & matriz de gsensibilidade, & x p, definida por:
H= F'g (117

-1 e s s ; C 7 ips
F* é& a matriz inversa da matriz jacobiana calculada no equilibrio e G
2 a matriz onde cada elemento gij. & a derivada parcial de fi com

relaclo zos parémetros, também calculada no equilibrio, (xb, Pol



RESULTADOS

0 estude da sensibilidade dos parametros do modelo MATR & feito
com os valores médiogs dados pela TABELA-A1l. Este conjunte de valores
szo derivados de dados epidemiolégicos fornecidos pela literatura, e os
valores dos coeficlentes de transmissfio por HIV e por TB, B e A
respectivamente, $ic tomados de acordo com a regifio onde cada ponto de
equilibric & estavel {FIC.B). As estimativas de um valor méximoc e de um
valor nminime para cada pardmetro ou para cada ums das fazar de
fhancicBn sdo também dadas na TABELA-A2,

0 valor de cada pardmetro usado no MATE {TABELA-All, & o de maior
frequéncia, Jja que eles 530 obtidos da literatura. Se comparados com a
TABELA-A2, podemos observar gque tais valores estfo proximes de seus

valores médio de variacgdo.

TABELA-A1 | TABELA ~A2
p = 0,5 0,2 =p =20 e 6meses =p " =5 anos
o= 0,05 10,028 5 ¢ 52,0 <« © meses = ¢ ° = 40 anos
o= 0,1 0,03 =p=0,33 = 3anos = = = 30 anos
w= 0,1 0,08 =w=1,0 s 1ano =& = = 20 anos
£ = 0,2 0,125 = £ = 2,0 = £ meges = 5"1 = 8 anos
8 =0,08 {0,010 =8=0,2 « 5anos =8 = 100 anos
a= 0,33 0,2 =g = 2,0 = B meses = & ' = 5 anos
TARELA A: valores dos parametros do modelo MATB
Todas as taxas esifo na unidade {ano}—l. Por exemplo, 0,2 = p = 2
equivale a variago de B meses a 5 anos; isto significa dque o

coeficiente de variagio (€j} de p esta em torno de B0 %,

Se estimativas razoavels de @j podem ser feitas, a férmula (1. 8)
pode ser aplicada. lsto pode ser obtide de informacbes epidemioldgicas,
e tem uma vantagem no fato de que a taxa de salda do presidio por morte
ou por cumprimento de pena sdo usualmente estimadas com uma ordem de
exalldio multc malor do que, por exemplo, o pericdo de Incubacgio da

AIDS com ou sem TB.
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Pela TABELA-AZ, podemos obter os valores de Gf para cada um dos
parametros. Entretante, tem—se observado enm muifos CAz0g  que  as
aproximacdes de primeira ordenm s80 satisfatérias para valores de Ej, no
maximo, em torno de 30% {Frank, 1978). Vamos considerar portanto, um
mesno coeficiente de variacfo para todes os parémetros, da ordem de 204

(Bailey, 1880}, isto é,

vari®j)

i P = 0,2 J=1,..,8

J

Para qualquer outreo valor gde U (por exemplo, € = 0,2 ¢}, a,var{mi)
estinmada é simplesmente multiplicada por £, devido a (1.8).

Usando a férmula (1.9}, podemos ndc 56 ldentificar og parametros
mais sensiveis para uma dada variavel @, calculande a contribuicée
individual de cada um desses parametros J, come também obitemos a
var(mi} ti=1,..,8) gue ¢é a somaldria de todas as contribuigdes (ou
todos os erros).

Esta anglise fol feits numericamente com o programa “Analise de
Sensibilidade de Parmetros” desenvolvido Prof. Dr. Hyun Mo Yang
(UNICAMP): para cada valor de g e A (FIG. 8), calcula-se os pontog de
equilibrio do MATE, mostrando a estabilidade deles, através de seus
autovalores. Usando (1.8) =sfc calculadas as contribulgdes individuais de
cada parametro, ordenando somente os quatro mais sensiveis. Da somatéria
de todog vs erros {var(mi}), temecs a informacdo de gue quanto malor a
varidnciz mais sensivels sfo oz parametros pars a variavel 1.

E interessante observar que além desta analise ser local e valida
gsomente para pequenos desvicos de parametros, ela também depende das
condigBes iniciais do modeloe MATE. Dado os valores de B e A, pela FIGC. 8
determina~se qual & o ponto de equilibtrico em guestfico. A condigéo
inicial para o problema da sensibilidade é entdo dada de acordo com =z
regido gue contém o ponto de equilibrio.

Egta analise ¢ feita para cada um dos pontos de equilibrie, =
cltaremos somente um exemplo para cada uma das regifes de estabilidade.
No geral, peodemos notar gue os quatro pardmetros mals sensivels estdo

intimamente relacionades com o ponto de equilibrio em guestéo.
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Por exemplon, na regifo RI’ onde PI: {0, 0o, Y, 0. A 0} ¢ estavel,
temos que os parameiros mals sensiveis s@o: B, u, «©, .
Tomando A = 2,0 fixo, e variando § na regifioc de egtabilidade deste

ponto (FIG.B) temos que =a ordem de sensibilidade dos pardmebiros para

cada uma das variaveis é dads por:

A= 2.0 B =0,4 =086 g =0,8 B=1,0
Yl B p w « B M w « B u ©w o B p « «
A w £ o B w B o u w B o u w £ a M

e

TABELA B: Ordem de sensibilidade dos par;matrcg na regiao Ri

OBS: Se Pi ¢ mals sensivel gue ?j indicamos: Pi > Pj

Para A = 2,0 , o parametro mails sensivel para a variavel Y1 & o
coeficiente de transmissfo por HIV , seguido pelo fluxe de saida do
presidio, pelo pericdo de incubagic da AIDS sem TB e finalmente pelsa
taxa de letalidade por AIDS. Pela notagfo adotada: B >y > 6 » o

Para a variavel 4, o periodo de incubagho da AIDS sem TB é mais
sensivel gue o coeficiente de transmissio, e a taxa de letalidade por
AIDS torna-se mais sensivel dque o fluxe de saida do presidio. Da
notagao: w > 8 > > i

Também neste casoe, (A = 2,0 e B = 0,4), a variancia de x, é dada

por:
var(Yl) = 0, 3432453747E~-02
var(4) = 0,2150892714E-02
E o walor real (VR) de cada variavel ¢ dado por:
/ 1
VR(mi} =, F var(mj}
donde
!
Yi = 0, 40886037T4E+00 7 1/0,9432453747E"02
A = 0,9423982264E-0.1 F V/D,2150892714E—02£
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Na regido R,, onde P4z (Xé, Tb, 0, 0, 0, 0) & estavel, temos que
o8 parametros mals sensivels sfc ordenados por: A > » o > o

.Tomando como exemplo a tabela abalxo, podemos observar que os
pardmetros mals sensivels estio sempre na mesma ordem para gualguer que
seja a variavel. Talvez pelo fato de TB ndo ser t3o letal quanto AJIDS,

isto € valido para toda a regifio onde este ponto & estavel.

B =01 A= 2,0 A=4,0 A =80 A=80
Xz A g oo p A g oocop A W0 op A B oo op
Th A porop A g oo P A oo p A M o p

TABELA C: Ordem de mensibilidade dos par;metrcﬁs na ragign 34

Na regiso R3, onde PS: (o, 9, Y1’ 0, A, Atb) é estavel, temos gue

08 parameiros mais sensivels so: B, M, @, w, A

A = 8,0 B=10,4 B=0,5 r‘ g =06
Y1 B 4 w A B B w A B u w &
A B w p A B & B A B w ¢ A
Afh W0 A M w A B A B w o

TABELA D! Ordem de sensibilidade dos parameiros na regiao Rﬁ

Este ponto depende de A £ de B, portanto podemes fixar A e variar

 ou entio fixamoz £ e variamog A, como mostra a tabela abaixo:

B =0,6 A = 4,0 A= 86,0 A =8,0
Y. B u w A B M o w A B w A
A B w u A Rt B A B w u A
Atb w o g R AR wou W A B M

TABEFLA E: oOrdem de sensibilidade dos pargmetr‘oﬁ na regiao R3
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Para & variavel Athb, se ¢ parametro A cresce, entao ele sera o
mais sensivel. Entretanto, A também ndo pode crescer muito, sendo acaba
"esgotande” os individuos do compartimento 4; e para que haja reposicdo
dos individuos em 4, o parémetro w tem gue ser o mais sensivel.

Se compararmos os resultados obtidos na TABELA-D, com os obtidos
na TABELA-B, podemos notar que os parémetros mals sensiveis sic os
mesmos, tanto para P quante para P, com excegdo do parametro A que &
substituido pele parémetro «. Isto esta concordante com ¢ esperado, Jja
que os individuos dos compartimentos A e Atb estdo muito doentes e
portanto, isolados. BSende assim, existe a transmissSo da 7B, do
individuo Ath para o individueo 4, donde, A > «

Na regifio onde P?: {Xe’ Th, Yl, Yz’ A, Atb} & estavel os gquatro
pardmetros mais sensivels s8o: A, #, ¢, p. Pode parecer que este
resultado nic esteja de acorde com as coordenadas do ponto, peis estes
paramelrog estfio somente relacionados com a TH e 0 que se esperava era
gque, no minime, algum parameiro relacicnado com a AIDS, fosse sensivel.

Entretante, comparando os valores de 8 & A , com os seus valores
limiares, chservamos gque na regifio onde P? é estavel {FIG.8) os valores
de B estfo muite mals proximos do valor limiar [61} do gque os de A do
valor Ekg). Por isto, como mostra a TABELA-F, os parametros mais

sensiveis para este ponto, s#io de fato, aqueles relaciocnados com a TB,

J& gue para valores de B, proximes de BE , & AIDS coexiste com a TEH.

g = 0,32 A =8,0 A= 8,0 A =3,0

—
Xg A g oo op A Moo op A oo p
Th A poT op A p oo p A g oo op
Yl A p oo op A M oo p A oo P
Yz A w0 op A pov o p A u oo p
A A oo p A M TP A p oo op
Ath A pooop A ooop A uoo p

TABELA F: ordem de sensibilidade dos parametros na regiac R.?



Finalmente,

egtiveis,

P o=
1

na regiao

{O,O,Yl,O.A,G}

B R,

e P=
4

onde

podemos ter dois ponfos

(X4,Tb,0,0.0,0) '

regido que depende da condigio inicial do models.

Tomando B =
ponto Pl, no caso (2},
Observe que em (1),

obtidos quando analisamos o ponto P{

0,2561827 fixo,

o ponto

P .
2

A variando,

nae caso

e que & uma

(1},

obtemos ©

(1) Condigbes inicials: le A0 sz Th = Y2 Ath
A = 22,6182 A= 2, 8287 A = 28797
Yi B g w g M W o« B w «
A w B o« M w f o p w B o i
TABELA G: ordem de sensibilidade dos pargmetrag na regiao R‘lR‘l
com predmningncia da AIDS na condiz;;o inicial.
{2) Condigdes iniciais: X,=Tb #0 Ylﬁ er = Ath
=
A= 2,8182 A= 2,82587 A= 2,8797
Xz A B v p A p oo p A i o p
Th A u o op A g oo p A K oo p

TABELA H: Ordem de sensibilidade dos pargmetraﬁ na regiao R1R4
com predomin;ncia da TB na condi¢ac inicial.
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Qhoesagaes Senala:

a} Fm todog os casos, o©s parametros mais sensiveis estio

relacionados com o ponto de equilibric em guestso.

b} Os pardameiros mais sensivels no models 80 B, A e 1, o que nos

permite simulagfes variando apenas estes parémetros (CAP.2).

¢} O fluxo de saida do presidic (u) & sensivel para todas as

variaveis de esiado.

d)} A letalidade por TR (8) e o periodo de incubac@o da AIDS com TR

latente {£) séo pouce sensiveis para todas zs variavels de estado.

e) Finalmente, como o controle szobre R e A & muito compl icado,
podemos dizer que o parametre u (periodo de permanéncia no presidic) é
o mais efetive para ser controlade. Quanto maior a pena de cada
presidiario, malor a tendéncia de se contrair uma ou as duas doengas -

o gue é evidentemente esperada.

187



APENDICE-A1

Com as consideracdes feitas em relacadc aos dades coletados por
Ferreira et al. faremos, a seguir, um resumo tedrico do programa de
regressio ndo linear por minimos quadrados {Least Square Non Linear
Regression, 138495, HYUN MO YANG):

Consideremos o sistema dinamice representade pelas equagdes

(4.3.1) a {4.3.7), .
X(p)=F{X{t}}

COR
X(£) = (X (1), X (e}, X (), X (), X (), X At), X (t}} =
= { X, X, Th, Y, Y, A Aib}.
17 T 17 =
Na pesquisa de Ferreira et al. foram acompanhados as subpopulacdes
composta por X, Y e Y . Portanto, as subclasses X°, com X' {t) < X(&}

compartimentos, podem ser egoeritas como

T
¥wig) =0 . Xt)

onde D = diag [0 10 1 1 0 0J.

Como foram observadas 3 subclasses em 4 itempos, temog
n = 3 (Xé, Yl, Yz} e N = 4 [ti, 1=0,1,2,3}, respeciivamente

. ‘s . . 2

No ajuste de Minimos Quadrados, minimiza-se o qui-quadrade ( X7)

dado por:

2
[ Xty - Xt} ]
i 3 1 i

onds
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Xi(t_): nimero de casos das subpopulagoes tedricas do sistema
3

X;{tj}: numero de casos das subpopulagges observadas por Ferreira et al.

Suponde que a variancia tanto nos 4 tempos, Ccomo nas 3 subclasses
; : ; ~ foa . 2 . . s e
gsejam iguais, entso minimizar X7 e equivalente a minimizar (Bateg e

Watts, 1988)

H =
2 axXx{t)
gg =Z zz[xxp}-xmt}].wwiﬂi.=o
j=1 T v L 38
%2 Non 8 Xt} a2 ¥
dmag):zg[umim’_m]>o, onde 8=[B A]
aJa & ji=t i=1 g 8

e na segunda derivada fol usado aproximagao devido a:

- N n azx_{r_)
]>>Z [ij}_xﬂr)].Mﬂ%ﬂL.
1 i=1 v v g8

j: i=

bt S

L}

j:l i=

[ 3 X (t )
1

Usando o Método de Levenberg-Marquardt {Newton Raphson modificado)
para resolver numericamente o sistema de equacdes naoc lineares, a
regressao nao linear (Least Square Non Linear Regression , 1986} forneceu

os valores ajustados dos parametros 8 e A.
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