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sur®uo 

Neste trabalho ireros discutir sobre várias medidas de infonna-

ção generalizada, ( tais carD a entropia não-adtiva de ordem a, a entropia 

de ordan (a,B), a divergência dirigida não-aditiva de ordan a, a impreci-

são de orden a, a divergência dirigida não-aditiva de ordem (a,B), a div-

ergência-J de ordan a, etc. ) , suas propriedades e equações funcionais as 

quais ten aplicações na caracterização de algumas das rrroida.s de inforna-

-çao. 

capitulo 1 dá urna idea de 1'11Erlidas de infornação e suas definiçõ

es. Algurrus equações funcionais que serão usadas nos capítulos fX)sterior-

es e alguns teorem.s relevantes que caracterizam axianaticarrente rocrlidas 

de infornação são também introduzidos. As aplicações das várias rredidas 

de infornação são também mencionadas na ult:i..Iro secção. 

NJ capitulo 2 discute-se duas ff!UB.ções funcionais as quais sao 

versoes generalizadas da equaão funcional de caundy e ~t:::IEod (1960). A eq-

uação funcional en uma variável é usada na caracterização axiomática da 

entropia não-aditiva de ordan B enquando que a equação funcional em duas 

variáveis é usada para caracterizar a medida de infornação toorica I~:~ 

de um evento • As propriedades destas medidas de informação são listadas. 

NJ capitulo 3 discute-se dUc1s equações funcionais as quais surg-

em naturalrrente da não-adti vidade das rralidas de informação e..nvol vendo 

uma e duas distribuições de probabilidade respectivarrente. A equação fun-

cional an urra variável é aplicada na caracterização da entropia não-adti-



va de ordem 13 errJUéU1Clo a equação funcional an duas variáveis é aplicada 

na caracterização axiamãtica de uma medida de informação generalizada de 

ordem (a, 13), a divergência dirigida de ordem a, e a imprecisão de o:rdem 

1+8 respectivamente. Propriedades das ITIErlidas de informação são tambÉm 

listadas. 

capitulo 4 é dedicado à divergência-J de o:rdem a e suas propri

edades. Um teorere. caracterizando a divergência-J de ordan a é provado 

assumindo-se um a:mjunto de cinco postulados. 

Parte desta tese foi submetida para publicação nos três artigos 

seguintes: 

B:Juations. 

(a) On The tvresurable Solutions of Certain Functional Equations. 

(h) On The ~asurable Solutions of non-l\Llc1itive Functional 

(c) The J-Divergence of Order a. 

O artigo listado em {h) esta em fase de revisão para sua public

ação em Annales Polonici Matherratici. 



StM1ARY 

In this WJrk we shall deal wi th various generalized infonnation 

rreasures, ( such as non-addi tive entropy of order a, the entropy o f order 

(a,S), the non-additive directed divergence of order a, the inaccuracy of 

order a, the non-additive directed divergence of arder (a,S), the J-dive-

rgence of order a, etc. ) their properties and functional equations which 

have applications in characterizing some of the information measures. 

Chapter 1 gives an idea of information measures and their defi-

nitions. Sare functional equations which will be used in the later chapt-

ers and sare relevant axicr.atic characterization theorans of infonnation 

neasures are also introduced. 'lhe applications of various information rre-

sures are also m:mtioned in the last section. 

Chapter 2 deals 'V li th t'V.o functional equations which are genera-

lized versions of the functional equation of Chaurrly and M:::Leod (1960). 

The functional equation in one variable is used in an axianatic characte-

rization of the non-additive entropy of arder R of an event while th fu-

nctional equation in two variables is used to characterize the information 

theoretic neasure Ia,S of an event. 'lhe propPrties of roth of these inf
y,ó 

ormation measures are listed. 

Chapter 3 deals wi th t'V.o generalized functional equations which 

arise naturally fram the non-additivity of the information measures invo-

lving one and t'V.o probability distributions respectively. 'lhe functional 

equation in one variable is applied in axianatic characterization of the 



mn-addi tive entropy of order 13 while the frmctional equation in tv..o var

iables is applied in axicm:1tic characterization of a generalized infonna

tion rreasure of order (a, 13) , The directed divergence of order a and the 

inaccuracy of order l+B respectively. Properties of the infornation meas

ures are also listed. 

Chapter 4 is devoted to the J-diverge_nce of order a and. its pr

operties. A theoran characterizing the J-divergence of order a is proved 

by assuming a set of fi ve :r:ostulates. 

Part of this thesis has been sul:nd tted for publication in the 

forrn o f following three papers: 

Equations. 

(a) On The Measurable Solutions of Certain Functional Fquations. 

(b) On The r~surable Solutions of Non-1\dclitive Functional 

(c) The J-Divergence of Order a. 

The paper listed in (b) is under revision for its publication 

in Annales Polonici Mathanatici. 
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1.1 INimOOçí\D 

CAP!wro 1 

11EDIDAS DE INroRHAÇ.ÃO E f.UJAÇÕES 

~I<N\IS : UMA 1NI'RODUÇÃO 

Shanoon (1948) introduziu o trabalho pioneiro de una rredida de 

infonnaç-.-ão ou entropia de distribuição geral de probabilidade finita e 

c:x:npleta. Ele deu, originalmente, um teorera de caracterização da entropia 

introduzida por ele, desde então, vários artigos de pesquisa tan sido 

p.lblicados os quais si.nplificam e estendem o trabalho original de Sha.nrDn. 

Entropia pode ser interpretada caro uma Iredida da incerteza ou 

una rredida de informação. A entropia de Shannon é generalizada para a 

entropia de ordem a, e isto será discutido em detalhes nos capítulos 2 e 

3. Generalizações adicionais de entropia ( chamadas imprecisão, divergência 

dirigida, di vergência-J, e suas generalizações de ordem a, etc. ) são 

tambán discutidas nos proxirros capítulos. Estas generalizações envolvem 

duas distribuições de probabilidade, falando vagamente, a maioria delas 

são para Iredir a discrirni nação de uma distribuição de probabilidade contra 

a outra, ou a discriminação entre duas distribuiçÕes de probabilidade. 



1. 2 DEFlliiÇÕES 

A fim de permitir uma. introdução global sobre este trabalho, 

oameçamos por definir as várias medidas de informação e estatísticas, 

anl::ora elas serão definidas novrurente en capítulos respectivos a fim de 

que os capítulos sejam auto-suficientes. 

Seja 
n 

~n= { (pl, ••• ,pn): pi~ O, t pi= 1} ' e 
i=l 

n 

~~= { (pl, ••• ,pn): Pi~ o, I Pi~ l} 
i=l 

para n = 1, 2, ••• 

2 

- a ( ~ usaremos a convençao 0-log O= O e O= O a r O) nas expres~s 

ao longo ào texto e os logarí tnos serão t.crrados na base 2. 

Definição 1. A entropia de Shanmn de uma. distribuição P = (p1 , ••• ,pn) 

en ~n é definida por 

n 
(1.2.1) Hn(P) =-I p.log p. 

i=l 1. 1. 

Definição 2. A entropia aditiva de ordan a (Rényi (1960)] de um distribu

ição P = (p
1

, ••• ,p ) e: ~ é definida por n n 

(1.2.2) 
-1 n a 

ft (P) = (1-a) log (I p. ), 
n,a i=l 1. 

a I 1 

Definição 3. A entropia não-aditiva de ordan a [riavrda e Charvát (1967)] 

de uma. distribuição P = (pl' ••• , pn) c ~n é definida por 

n 

(1.2.3) H (P) = n,a 

(l 
I p. - 1 

i=l 1. 

21-a_ 1 
a I 1 



' Definição 4. A entropia de ordem (a,B) [sharma e Taneja (1975)] de urna 

distribuição P = (p
1

, ••• ,pn) e: t.n é definida por 

(1.2.4) 

n ct e 
1: (pi - p. 

i=1 
1 

H 
0

(P) = 
n,a,~ 21-a_ 21-8 

Definição 5. A divergência dirigida [Ku1lback (1959)] ou ganho de 

infonração [Rényi (1960) 1 entre duas distribuições P = (p1 , ••• ,pn) e 

Q = (q
1

, ••• ,'ln) em t.n é definida por 

n 
(1.2.5) I (P:Q) = L p.log(p./q.) 

n i=1 1 1 1 

onde sempre que um qi= O, o correspondente pi= O. 

Definição 6. l\. divergência diriqida aditiva de ordem a [Rf....nyi (19GO) 1 
entre c:luas distribuições P = (p

1
, ••• ,pn) e Q = (q1 , ••• ,~) em t.n é 

definida por 

(1.2.6) ! (P:Q) 
n,a 

1 n a 1-a 
= ct - 1 log ( . L p i qi ) ' 

1=1 
ct t- 1 

3 

Definição 7. A divergência dirigida não-aditiva de ordem a [Rathie e 

Karmappan (1972)] entre duas distribuições P = Cp1 , ••• ,pn) e Q = Cq1 , • • • ,qn) 

em t. é definida por 
n 

n a l-a 
L p. q. - 1 

(1.2. 7) 
i=1 1 1 

I (P:Q) = .::;....;;:-----
n,a 2a-1_ 1 

ct t- 1 

Definição 8. A divergência dirigida não-aditiva de ordem (a,8) [Karmappan 

e Tathie (1975 a)] [shanra e Taneja (1975)] entre duas distribuições 



i P = (p
1

, ••• , pn) e: l'.n e Q = (q1 , ••• ,<1n) e: !'.~ é definida JX>r 

(1.2.8) 

n a e 
t p. q. - 1 

i=1 ]. ]. 
I 

0
(P:Q) = e , 

n,a,~ 2- - 1 
8 c/ o 

Definição 9. 
A medida de informação teórica de ordem (a'~) [Sharma e y ,u 

em l'.n é definida p::>r 

(a - y) (<5 - 8) < O 
(1.2.9) 

4 

Definição 10. A divergência-J ou divergência siirétrica [Ku1lback (1959) 1 
entre dtES distribuições P = (p

1
, ••• ,pn) e Q = (q 1 ,.o.,~) é definida JX>r 

n 
= t (p. - qi) 1og (p./qi) 

i=1 ]. ]. 

onde q. = O se e sérrente se o corresp::>ndente p. = O. 
~ . ]. 

Definição 11. A divergência-J ou diverqênci silretrica de ordE!TI a I neste 

trabalho, Capítulo 4] entre duas distribuições P = (p1, ••• ,pn) e 

Q = (q
1

, ••• ,~) em l'.n é definida por 

(1.2.11) J (P:Q) = I (P:Q) + I (Q:P) 
n,a n,a n,a 

n n 
= (2a-1_ 1)-1{ L P~ q~-a + L q~ P~-a- 2}, 

i=l ]. ]. i=1 ]. ]. 
a 1 1 

Definição 12. A :iJTprecisão [Kerridqe (1961)j entre duas distribuições 

p = (pl' ••• ,pn) e Q = (q1' ••• ,~) em l'.n é definida rX)r 



I' 
i 

n 
(1.2.12) K(P:Q) = - ~ p 1og q 

i=1 i i 

onde seropre que um q. = O 1 o aJrrespondente p. = O. 
1 1 

Definição 13. A imprecisão de orden 8 [Rathie e Karmappan (1973)] entre 

duas distribuições é definida JXJr 

(1.2.13) 

n 8 
~ p.q. - 1 

a i=1 1 1 
K..,(P:Q) = 

2-B_ 1 
B I O 

Definição 14. A afinidade [Matusita (1961)} entre duas distribuições 

P = Cp11•••1Pn) e Q = Cq 1 1•••1~) em ~n é definida por 

(1.2.14) An{P:Q) 
n 1/2 = L (p.q.) 

i=1 1 1 

5 

Definição 15. A rredida de distância quadratica [r1atusita (1966)1 entre 

duas distribuições P = (p11 ••• 1pn) e Q = Cq11 ••• 1 ~) E ~n é definida por 

{1.2.15) 
n 

D (P:Q) = 2 ~ (p~/2_ q~/2)2 
n i=1 1 1 

n 1/2 = 2{1- ~ {p.q.) } 
i=1 1 1 

Definição 16. A estatística x2 de Peurson é definida JXJr 

(1.2.16) 
k 2 k 2 -1 x2 = ~ { (n.- np.) /{np.)} = n{ ~ q. p. - 1} 

i=1 1 1 1 i=1 1 1 

k 
onde n = E n. 1 n. e np. são as frequências obse..rvadas e esperadas 

i=1 1 1 1 

aJrreSFOndentes ao i -ésirro gru.JXJ rcspecti varrcnt.o e p. é a probabilidade 
1 

de obterrros uma ohservac;:\o no i -ésinD qrl.lfX1 1 C' q . =: n. /n. 
l :L 



~ claro que, quando a -). 1, os dois tirx>s de entropia de ordan 

a em (1.2.2) e (1.2.3) reduzem-se à entropia de Shannon em (1.2.1), 

portanto são entropias generalizadas. fl e H são ligadas pela n,a n,a · 

relação 

(1.2.17) H n,a a i 1 

A entropia de ordem (a,B) em (1.2.4) envolve dois pararnetros, 

quando B = 1, é Óbvio que (1.2.3) e (1.2.4) coincidem. 

Teros relaçoes similares entre divergência dirigida em (1. 2. 5) 

e dois tipos de di vergêcia dirigida de ordem a em (1. 2. 6) e (1. 2 o 7) • 

Quando a -). 1, amlx>s os tipos de di vE>...rgência dirigida de ordem 

a roouzem-se à divergência dirigida em (1.2.5), é claramente, de (1.2.6) 

e (1. 2. 7) , ! e I tem a seguinte relação n,a n,a · · 

(1.2.18) a i 1 

I definida em (1.2.8) envolve dois pararretros, é Óbvio n,a,B 

que qua.rrlo B = 1 - a , ( 1. 2. 8) coincide can ( 1. 2. 7) • 

Tarnbán é evidente que qua.rrlo a -). 1, a di vergência-J de ordan 

a em (1.2.11) reduz-se à divergência-J em (1.2.10). 

A medida Ia,f>ô definida em (1.2.9) envolve mais pararnetros. 
y, 

Quando y = 1, ô = O e a + B = 1, ela dá a divergência dirigida de ordem 

a. CUarrlo ô::O, y = 1 e a = 1, ela dá a imprecisão de ordem e. 

As relação entre divergência de ordan a e medidas estatisticas 

tais CCitD afinidade, estatistica x2 de Pearson, e medida de distancia 

quadratica são explanadas no capítulo 4. 
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1. 3 EU]AÇÕES FUOCIONAIS 

A equação funcional desarq:>enha tnn papel :i.Jr~Ix>rtante na caracter

ização de 111Erlidas de infonmção, desde que quase todas as medidas de 

informação tan "representação de sa:ra r f ( ) ", é fácil obter urna equação 

funcional envolvendo f ( ) através do uso de r-oucas propriedades das 

medidas de infonmção. 

(1.3.1) 

careçamo cem a equação funcional 

n m n m n m 
r r f(xiy.) = r r x~ f(y.) + r E y~ f(xi) 

i=l j=l J i=l j=l 1 J i=l j=l J 

Vere:ros no CapÍtulo 2 que cem a condição de nonmlização 

f(l/2) = 1/2, a solução ~surãvel é da forma 

(1.3.2) 

a qual junto can 

n 
(1. 3. 3} H (X)= E f(x.), 

n,a,8 i=l 1 

prcxiuz 

H a (X) 
n,a,~ 

Similarrrente, Caneça.ndo a equação funcional 

n m 
(1.3.4) 1: 1: F (X. y . , ui v . ) 

i=l j=l 1 J J 

n mae n m ó 
= 'E E x. ui F (y. 1 v. ) + E 1: y ~ v. F {x. 1 ui) 

i=l j=l 1 J J i=l j=l J J 1 



" 

para a,e,y,ô positivos e (a- y) (ô - e) < O • 

v)Ell. m m 
vereros no capítulo 2 que <XIn a condição de normalização 

F (1, 1/2) = 1, a solução mensurável é da forma 

(1. 3. 5) 

a e y ô 
F (X y) = X y - X y ' -e -ô 2 - 2 

(a - y) (ô - e) < o 

a qual conjuntarrente <XIn 

n 

(1.3.6) Ia,~ (X:Y) = ~ F(xi,y.) 
y, i=l J 

para X= (x
1

, ••. ,xn), Y = Cy1 , ... ,yn) E lln. 

produz 

n a e y ô 
~ (xi y. - x. yi 

Ia,e (X:Y) = i=l 1 1 
y,ô 2-e _ 2-õ 

As propriedades não-adtiva dos tipos 

(1.3.7) F (Xt'Y) =F (X) +F (Y) + X•F (X) Fm(Y) 
mn n m n 

(1.3.8) 
F (X~Y : u~V) =F (X·U) + F (Y:V) + X•Fn(X:U) F (Y:V) 

mn n • m m 

para X,U E li , Y,V E li • n m 

são possuidas por diversas medidas de informação. 

(1. 3. 9) 

Assim, no capÍtulo 3, defini.JrOS 

xa Ye - x F(x y) = _ .... __ 
' 2-e - 1 

Entao, pela representação de sara 

8 



(1. 3.10) 
n 

H a (X) = >:: f (x. ) 
n,P i=l 1 

n 
I 

0
(X:Y) = r. F(x.,yi) 

n,a, P i=l 1 

a não-adi ti vidade prcxluz as seguintes equções funcionais 

n m 
(1. 3.12) í: í: f (x . u . ) 

i=l j=l 
1 

J 

n m n m 
= í: f(x.) + í: f(u.) + (21- 8- 1){ >:: f(x.)}{ >:: f(u.)} 

i=l 1 j=l J i=l 
1 

j=l J 

e 

n m 
(1. 3.13) I: í: F (X. u . , y . v . ) 

i=l j=l 1 J 
1 

J 

n m n m 
= í: F(xi,y.) + >:: F(u.,v.) + (2-8-1){ 1: F(x.,y.)}{ >:: F(u.,v.)} 

i=l 1 j=l J J i=l 
1 1 

j=l J J 

V= (v1, ••• ,v) E 6'. m m 

RecUrsividade é outra propriedade i.m[x:)rtante partilhada pela 

maioria das rredidas de informação. RecUrsividade em uma variável significa 

que a diferença de Fn(p
1

, ••• ,pn) e Fn-l (p1+p2,p3 , ••• ,pn) é uma função de 

p
1 

e p
2 

sárente. Analogarrente, par? o caso de duas variáveis, significa que 

a diferença de Fn(pl, ••• ,pn:ql, ••• ,~) e Fn-1 (pl+p2,p3, ••• ,pn:ql+q2,q3, ••• , 

Assim, no capitulo 4' taros 

(1.3.14) f(x,y) = r
2 

(x,l-x:y,l-y), 
,a 

(x,y) E [0,11 x [o,l} 

e 

(1.3.15} g(x,y) = J
2 

(x,l-x:y,l-y), 
,a 

(x,y) E f_o,l] x [n,ll 



lO 

Então a recursividade e simetria de r 3 da a seguinte equação ,a 

funcional 

(1.3.16) g
(x,y) + (1-x)a(l-y)l-af( lu '.2.-) + (1-y)a(l-x)l-af( lv ' u ) -x 1-y -y 1-x 

= g(u,v) + (l-u) a(l-v)l-af( lx ' _L) + (1 ) a(l )1-af( L x ) -u 1-v -v -u 1-v ' 1-u 
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1. 4 TEDREMAS DE CARACTERIZAÇÃO 

Existem diversos teoranas de caracterização e resultados na estru-

tura de equações funcionais relacionadas a este trabalho os quais serão 

listados abaixo sem prova. 

Teorana 1. 4 .1 A única solução continua da equação funcional 

(1. 3 .1) sob a condição de oonnalização f (1/2) é dada ror 

a 8 

f(p) =l-a- l-e 
2 -2 

A correspondente representação de sana de H em terrros de f é 

H(P) 

n a 8 
r (p. - P·) 

i=l l. l. = .:.;._,,__.,...--....,......-
21-a_ 21-8 

a qual é a entropia de ordem {a, 8) • 

[shanna e Taneja (1975)] 

Teorema 1.4.2 A única solução cantina da equação funcional 

{1. 4. 1) 

n m n m n m 
r r f (x. y.) = L f (x. ) + L f {y.) + C• L 1: f {x. ) f {y.) 

i=l j=l l. J i=l l. j=l J i=l j=l l. J 

satisfazendo a condição f (1/2) = 1/2 é dada fX>r 

funcional 

(1.4.2) 

a 
f(p) = p- p 1 p E [0,1] 

1 - 21-a 

[Behara e Nath (1973)] 

a ~ O, ai- 1 

Teorema 1. 4. 3 As funções f, q, h E c [O, 1] satisfazendo a equação 

m n m m m n 
r. r f(xiy.) =L g(x.) +r h(y.) + x r. r. g(xi)h{y.) 

i=l j=l J i=l l. j=l J i=l j=l J 



são dadas por 

(a) f (x} = r (abx8- 1), g (x) = r (ax
8
-

1
-l), h {x) = r (ax

8
-

1
- 1) 

p:rra todo x E: [O, 11 , onde ab 'f O, 8 ~ O são constantes arbitrárias. 

(b) f (x) = g (x) = - x/Ã, h (x): arbitrária. 

(c) f(x) = h(x) =- x/Ã, g(x): arbitrária. 

Oovolário do Teorema 1.4.3 A entropia H de uma distribuição de pvobabili

dade ccrnpleta P = Cp
1

, ••• ,pm) E: t.m can não-aditividade e a "represe..ntação 

n 
de sana" H(P) = 1: f (p.) onde f continua, sob a condição f (1/2) = 1/2 e f (1) = O, 

i=l l. .. 
e 

H(P) = 

n 8 
1: p. - 1 

i=l l. 

2-8- 1 

[Mittal (1976)] 

f\ > 0,0 t 1 

Teorema 1.4.4 A solução continua da equação funcional (1.3.4) 

sob a oondiçaÕ F (1, 1/2) é dada :r:or 

a 8 y ô 
F (p q) = E q - E q , -8 -ô 

2 - 2 

a 'f y , (8 ~ ô) quando 8 = ô, (a = y) 

A correspondente "representação de sana" de I associadada can 

as distribuições P e Q é 

I {P:Q} 

n a 8 y ô 
1: (p. q. - p. q. 

i=l l. l. l. l. 

= -----------------2-e - 2-ô 

onde os paranetros são os mesrros caro acim:l. 

[Shanna e Taneja (1975).] 



Teorema 1.4.5 suponha que J(P,Q) satisfaz as hipotéses 1 e 2 

seguintes: 

Hipotése 1. J{P,Q) assume a forrra 

J(P,Q) = J F(pÀ (x), qÀ (x))pÀ (x) À(dx) 

orrle F é função mensurável fixada. À é uma medida tal que aml:x>s P e Q 

absolutamente continuas relativas a À enquando pÀ (x) e qÀ (x) são as 

densidades corresporrlentes. 

adicionalmente com 

J{P,Q) = J{Q,P) 

Então J(P,Q) é (a rreoos de uma constante multiplicativa) a 

divergência s:i.mêtrica 

J 
PÀ (x) 

J{P,Q) =a (pÀ- qÀ) log( qÀ (x) ) À(dx) 

[Haalarrl, Rrockett e Levine {1979)] 

Teorema 1.4.6 Os cinco postulados seguintes determinam a 

n 
J-divergência J(P:Q) =r p.log(p./~) únicamente para P = (p1, ••• ,pn) 

i=l l l 

Postulado 1. (recursividade) Para p1+p2 > O, q1+q2 > O e para todo 

13 



pl p2 

pl+p2 , pl+p2 

Postulado 2. (sin'etria) Para qualquer pennutação arbi trãria Ca
1 

,a2 ,a3
) de 

{1,2,3), 

Postulado 3. (derivatividade) Seja f (x,y) = r 2 (x,l-x:y,l-y), f tem derivadas 

parciais can respeito a x,y e: (0,1) até segunda ordEm. 

Postulado 4. (nulidade) Para x e: [O, 1] 

J 2 (x,l-x:x,l-x) =O 

Postulado 5. (nonralização) 

J2(2/3,1/3 : 1/3,2/3) = 2/3 

[Kannappan e Rathie (1979)] 

Algurras outras caracterizações dessas ma:lidas de infonração 

generalizadas são citadas rx>r DarÓczy (1970), Sharrra e Autar (1974), 

Karmappan e Ra.thie (1973), Rathie e Kanna.ppan (1973), Forte e Ng (1973 e 

1975) 

Para detalhes sobre troraras de caracterização, estudas sobre 

e:JUações funcionais relacionadas canos teoranas e referências a respeito 

de várias aplicações, etc., veja Mathai e Rathie (1975) e Aczél e D.:-rróczy 

(1975). 
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1. 5 APLICAÇÕES 

A quantidade - log p. é interpretada caro a infonnação contida 
1 

oo evento E. [ Shanron ( 1948)] cnn probabilidade p. • Assim log (pi/q. ) = 
1 1 1 

log pi - log qi p:Xle ser tamda caro géll'lln de infonnação an predizer o 

evento E i. Para interpretações de ganho de infornação em previsão de 

tanpo e problaras econanicos, veja Theil (1967). O ganro nédio de infonna-

n 
ção, isto é L pi log (p./qi), é interpretado caro a infonnação nédia para 

i=l 1 

discr.iminação em favor da hi}X)tése H1 contra n2 an problaras de inferência 

n 
estatística [Kullback (1959)]. Kerridge (1961) interpreta L pilog(p./q.) 

i=l 1 1 

cerro urra m:rlida do erro feita :r:or um observador ao estirrar um distrihli

ção de probabilidade discreta caro Q = (q1 , ••• ,c~) a qual, de fato, é 

Em análise de informação obtida de questionários, a divergência 

-J J (P:Q) é interpretada caro a quantidade de infonnação esperada em uma 

questão para distinguir entre indi viduos do grupo um e do <JrUFO dois. 

[Haalarrl, Brockett e Levine (1979) 1: 
Desde que o conceito de afinidade [úde ser interpretada caro 

a distância angular entre duas distrihlições, este conceito, an algun 

sentido, !rede a proximidade das distribuições. Para aplicações da afinidade 

en estimação pontual e por intervalo, veja [Ma.tusita (1954), (1955), (1961)]. 

~ rrostrado em George e Mathai (1974) que afinidade é muito útil em 

classificação de população de acordo cnn algurras características sacio-

antro-pJlÕgica. 



CAP!'ruw 2 

EQJACÕES FUNCICNAIS E CARACI'ERIZACÕF..S . ' 

DE HEDIDAS DE INFOR1AÇÃO 

Generalizaçoes da equação funcional de Cl1armdy e Mcieod (1960) em 

\ll1la variãval e duas variáveis são discutidas sob o ponto de vista de rrensu-

rãbilidade. tira das equações é util na caracterização axianãtica da entropia 

não aditiva de ordem e • 

2.1 IN'mDJÇÃO 
n 

Seja õn= { Cp1, ••• ,pn): pi~ O para i=l, ••• ,n, L pi= 1} para n~l 
i=l 

denote o conjrmto de todas n-uplas de distribuições de probabilidade. 

Neste capl tulo, nós consideranns duas equações frmcionais. 

(i) Fquaçdo FUncional em tJr1a Variável 

Seja f: [0,1] -+ R (Reais) mensuravel ( ou continua em um p:mto, 

ou limitada em um intervalo PffiUeno) e satisfazendo a equação funcional 

{2.1.1) 
m n 
L L f (x.y.) 

i=l j=l 1. J 

m n(l m ne 
= t r x.f(y.) + r ~ y.f(x.) 

i=l j=l 1. J i=l j=l J 1. 

a * e a,f3 > O. 

Quando (l = e = 1, (2.1.1) reduz-se a equação frmcional de Chaundy 

e Mci.eod (1960) 

m n m n 
(2.1.2) r L f(xiy.) = r f(xi) + L f{y.) 

i=l j=l J i=l j=l J 
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As soluções da equação funcional generalizada en uma variável 

(2.1.1) corrluz a uma caracterização da entropia de evento. A derivação da 

equação funcional (2.1.1) através da construção da informação é discutida 

abaixo. 

Considere uma variável aleatória discreta X assumindo valores 

finitos nos eventos El'E
2

, ••• ,En cem distri.OOiçôes de probabilidade 

n 

P = (pl, ••• ,pn) ' .r pi= 1 • 
J.=l 

A entropia de orden (a, 8) de uma distribuição de probabilidade 

P = Cp
1

, ••• ,pn) é definida como 

n a R 
t (p.- p.) 

i=l 1 ]. 
H 

0 
(P) = n,a,p 

2
1-a_21-e (2.1.3) 

OJarrlo a = 1 , ( 2 .1. 3) reduz-se a entropia de ordan 8 [IIavrda e 

CharVát (1967) J ou [paróczy (1970)] • 

(2.1.4) 

n 
t p~ - 1 

i=l 1 

H 0 (P) = --~--
ntP 21-s_ 1 n 

Quando 8 ~ 1. (2.1.4) reduz-se a entropia de Shannon -.t pilog pi. 
J.=l 

Ass:lln (2 .1. 3) é uma generalização a qual inclui não sárente a 

entropia de Shannün nas tarnl::lán a entropia de ordem R caro um caso particular. 

(2.1.5) 

Considere 

a e 
f()=! -p P-a 1-8 

2 -2 

r.ntão a entropia de orc1en (a,8) de uma distribuição de probabili-



n 
(2.1.6) H 

8
Cp

1
, ••• ,p) = ~ f(p.) 

n,a, n i=l 1 

Seja f {pi) a entropia de orden {a,8) do eventos Ei' i=l, ••• ,n, 

en outras palavras, f (pi) é um tipo de infornação contido no evento Ei, a 

incerteza do evento Ei. t: claro que f (p) ten a condição de ncmalização 

que f(l/2) = 1/2. 

Para duas distribuições de probabilidade P = (p1 , ••• ,pn) e: f..n' 

Q = (q 
1

, ••• , 'ln) e: f..rn, usando ( 2 .1. 5) , a entropia de orden (a , 8) do produto 

de P e Q é da seguinte fama 

n n 

(2.1.7) 
H a (P Q) = ~ ~ f (p.q.) 

rnn ,a , i=l j=l 1 J 

n rn = 1 ~ ~ ( a a B B 
1 1 

Q L L piq. - p.q. 
2 -a-2 -~ i=l j=l J 

1 
J 

1 n rn a a 8 n m 8 a 8 
= 1-a 1-8 { L L pi (q.- q.) - L L qJ. (pi-pi)} 

2 -2 i=l j=l J J i=l j=l 

Isto da a equação funcional (2.1.1). 

(ii) Equação Funcional en Duas Variãvels 

Seja F: [O, 1] x [O, 11 -+- R (Reais) rrensurãval en cada variável e 

satisfazendo a equação funcional 

n rn 
(2.1.8) L L F (X. y . , u. v . ) 

i=l j=l 1 J 
1 

J 

n rn a 8 n rn 6 = L 1: xiuiF{y.,v.)+ L L y"":v.F(xi,u.) 
i=l j=l J J i=l j=l J J 

1 

para a,8,y ,<5 > O, (a~) { <S-8) < O. 

orrle 



c ~m' n = 2,3; n =2,3 

e F(l,O) = O. 

Esta é uma generalização da equação funcional de Cha.urrly e 

r-tLeod an duas variáveis. 
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As soluçõea da equaç.ão funcional generalizada em duas variáveis 

(2.1.8) da uma m=dida de infonnaç..ão teórica para um evento associado can 

duas distribuições de probabilidade. A derivação do equação funcional (2.1.8) 

através da construção da infonnação teórica é discutida abaixo. 

Considere uma variável aleatória discreta X assumirrlo um núrrero 

finito de valores nos eventos E1 ,E2 , ••• ,En' sejam duas distribuições de 

Uma m:rlida de infonnação teórica associada can as distribuições 

de probabilidade P e Q é 

(2.1. 9) 

Se y = 1, ô = O e a+B = 1, (2.1.9) reduz-se à divergência 

dirigida de ordem a [Rathie e Karmappan (1972) ] • 

(2.1.10) 

n a 1-a 
L piqi - 1 

i=l 
I (P:Q) = -----a 2a-Í _ 1 

OJa,rrlo a -+ 1, (2.1.10) rmnz-se a 

n 
(2.1.11) I (P:Q) = L pilog(pi/qi) 

i=l 

a qual é a divergência de Kulll:a-:k (1959). 
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Em (2.1. 9), se ô = O, y = 1 e a = 1, obtem:>s a imprecisão de 

orden e [Rathie e Kannappan (1973) 1. 

(2.1.12) 

n B-
L p.q. 1 

i=l 1 1 
K!3 (P:Q) = 

2- 13 - 1 

Qua.Ixb e -+ o, (2.1.12) reduz-se a imprecisão de Kerridge (l %1) 

n 
(2.1.13) K (P:Q) = - L pilog qi 

i=l 

Assim (2.1. 9) é urra generalização que inclui a divergência dirigida 

não-aditiva de orden a, a divergência de Kullba::::k, imprecisão de orden e, 

e inq:lrecisão de Kerridge c:x::mJ casos particulares. 

(2.1.14) 

(2.1.15) 

Considere 

a e y ô 
F (p q) = p q -p q ' -e -ô 2 -2 

Então a rre:li.da de infonnação teórica em ( 2 .1. 9) f.XXle ser escrita 

n 
Ia,eô (P:Q) = E F(pi,q.) 

y I i=l 1 

.Aqui F(pi,qi) deoota a rre:li.da de informação teórica rontido oo 

eventos Ei, i=l, ••• ,n, é claro que F (p,q) tem a rorrlição de ranalização que 

F (1.1/2) = 1. 

Para distribuições de probabilidade X = (x1 , ••• ,xn) , U = (u1 , ••• , 

un) ent.neY= (y
1

, ••• ,ym)' V= (v1 , ••• ,vm) ent.m' r~:: tema seguinte 

relação 

(2.1.16) 

n m 
= L .L F(xiyj,uivJ.) 

i=l J=l 



21 

= -e -ô -1{ n rn [ a f\ y (i ] } (2 -2 ) ~ ~ (xiy.) (uiv.) -{x.y.) (u.v.) 
i=l j=l - J J l J l J 

-e -ô -1{ n rn [a e a e y ó y ó a 8 y ó ]} = (2 -2 ) ~ ~ x.u. (y.v. -y.v.)+y.v. (x.u.-xiui) 
i=l j=l l l J J J J J J l l -

Isto da a equação funcional (2.1.8). 

o objectivo deste capítulo é encontra a solução rrensurãvel {ou 

continua an um p:>nto, ou lirni tada an um intervalo pa:JUeno) de { 2 .1.1) e 

(2.1.8). 

Assim a equação funcional C 2 .1.1) foi resolvida p:>r Shanna e 

Taneja (1975) sob a condição de continuidade. No rnesrro artigo (2.1.8} foi 

resolvida son condição de continuidade para 

n rn n rn 
~ xi = ~ y. = 1, 

i=l j=l J 
~ui~ 1 e r. v. ~ l. 

i=l j=l J 

o tratarrento feito rx:>r eles não é claro an vários lugares p::>rque os danÍnios 

dos pararnetros não são proprianente definidos. 



2. 2 PROPRIEDADES 

I. Para A Entropia de Ordem (a , 13) 

n a f3 
r (p. - p. 

. 1 1 1 
1= 

H Q (P) = 1-N 1-D 
n,a,~ 2 ~- 2 P 

(i) Não-Negatividade 

22 

n > O, f3 > O, a f f3 

H a (P) é não-negativa, e é zero se e sórrente se p. = 1 para 
n,a,~ - 1 

a1gun i = 1, 2, ••• ,n. Isto é claro da definição de H a (P). n,a,p 

Isto significa que a entropia de ordem (a, f3) para a distribuição 

de probabilidade é generalm?nte positiva e será zero se e sárente se um 

dos enevtos acontece can probabilidade 1. 

(i i) Silretria 

H o(pl, ••• ,p) = II J(pa(l)'"""'Pa(n)) n,a,P n n,a,1, 

onde {a (1), ••• ,a (n)} é uma permutação arbitrária de { 1, ••• ,n}. 

A entropia não depende da ordem em que os eventos são fixados. 

(iii) Expandibilidade 

Hn a (pl, ••• ,p,,: =H +1 a (pl, ••• ,p ,o) ,a,P .. n ,a.,P n 

A adição de 'J<l evento de probabilidade zero não altera o valor 

da entropia. 

(iv) RecUrsivirj.Je 
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para p
1 
+ p

2 
> O, e orrle H

2
, a ( H

2
, 
8 

) é a entropia não-aditiva de ordem a (e) • 

(v) Não-Aditividade 

Para P c ~n' Q c ~m 

H o (P Q) = H o (P) + H o (Q) + 1-a 1 1-8 x 
mn,a,~ n,a,~ -m,a,p 2 - 2 

orrle H (H o) é a entropia não-aditiva de ordem a (e) • 
n,a n,~ 

(vi) Não-Adi ti vidade Forte 

1 1-a m a 
=H 

0
(P) + 

1
_a 

1
_

8 
{2 - 1) r. p. II (Q.) + 

m,a,~ 2 - 2 j=1 J n, J 

(21-8_ 1) ~ P~ I)n e (Q.)} 
j=1 J , J 

orrle H (H 
0

) é a entropia não-aditiva de ordem a ( 8) • 
n,a n,~ 

(vii) Continuidade 

H 
0 

(P) é tuna função continua de n variáveis. 
n,a,~ 

(viii) :tb:rrna1ização 

H
2 

(1/2,1/2) = 1 
,a 

Med 'da d f - ~ ' a,B II. Para A 1: e In o:rrnaçao Teor1:ca I Y , 0 
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n 
a S y ó 

t (p. q. - pi qi 
S i=l l l 

Ia' (P:Q) = ----::-----::---
y,ô 2-s _ 2-õ (a- y) (ô- S) <O 

(i) Não-Negatividade 

Ia,S (P:Q) é não-negativa, e é zero se e sérnente se p.:::q.= 1 
y ,ô l l 

- , · - a,S 
1~a algun i= l, ••• ,n. Isto e claro da úeflniçao de ry,ó (P:Q). 

Isto significa que a m:rlida de informação entre duas distribuições 

de probabilidade é geralm:mte r:osi ti va e será zero se e SÓirlente se as duas 

distribuições coincidan e um dos eventos acontece can probabilidade 1 o 

(i i) Sirretria 

r~:~ (pl, ••• ,pn:q1, ••• ,~) =r~;~ (pa(l)'•••tPa(n):qa{l)'···•qa(n)) 

orrle {a (1), ••• ,a (n)} é tnna. permutação arbitrária de { 1, ••• ,n}. 

A pennutação conjrmta de indices corres}X'ndentes de eventos não 

rruda o valor da medida de informação teórica Ia,Só (P:Q). 
y, 

(iii) Expandibilidade 

r~;~ (pl, ••• ,pn:q1, ••• ,~) = r~;~ (pl, ••• ,pn,O:ql, ••• ,~,o) 

A adiçaõ de um evento de probabilidade zero não altera o valor da 

m:rlida de infonração teórica Ia' 8
8 (P: Q) • 

y, 

(iv) Recursividade 
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onde I 
0 

(I ~> é a divergência dirigida não-aditiva de ordem (a,S) ((y,ô)). 
a,P y,u 

(v) Não-Aditividade 

= Ia,S (P:Q) + Ia,S (R:S) + -S l -ô {(2-8-1}
2

! (P:Q}I (H:S)-y,ô y,ô 2 _ 2 a,S a,S 

-ô 2 (2 - 1) I ~(P:R}I ~(Q:S)} y 1 u y,u 

Isto é claro das seguintes relações: 

Ia,S (P:Q} = _
8
1 -~ { (2-8- l}I 

0
(P:Q}- (2-

8
- l}I ~(P:Q)} 

y,ô 
2 

_ 
2 

u a,P y,u 

e 
-s I 8 cP~R: a~s> =r 

0
(P:Q} +I 

8
CR:s> + <2 - l}I 0 (P:Q}I 8 cR:s> a, a,P a, a,P a, 

onde I 
0 

é a divergência dirigida não-adtiva de orc~cm (a,B}. 
a, P 

(vi} Nâo-Aditividade Forte 

e ~ para i= l, ••• ,n. 
m 
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n 
.,. { ( 2 -~ _ ) a B ( '-' 1 p . q . I o pl . ' • • • 'p . : Ql. , • • • , o . ) -

i=l 1 l a,p 1 m1 1 Jmí 

Isto e claro da seguinte relação 

1 8 a B P1 I:\ 
-B -ô { (2-- l)rk & I B( --, ••• ,--

2 - 2 K a, rk rk 

--, ... ,-
~ sk 

onde I B (I ô) é a divergência dirigida não-adtiva de ordem (a,B) ((y,ô)). 
a, y, 

(vi i) Continuidade 

r~:~ (P:Q) é uma funçaÕ continua de 2n variáveis, para P, Q E ~n· 

(vi i i) tb:rrralização 

Ia,B (1,0:1/2,1/2) = 1 
y,ô 
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2.3 A SOLUÇÃO DE (2.1.1) 

A fim de derivar a solução rrensurável da equação funcional 

(2.1.1), oos p:rovanos alguns lanas que seguen 

Lena 2.3.1 f(O) = f (1) = o 

Prova: 

SUbstituirrlo (x1 ,x2) = (0,1), (yl'y2,y3) = (0,1,0) em (2.1.1). 

então 

(2.3.1) 2f(O) = f(l) 

Substi tu.irrlo (xl ,x2) = (0,1), (yl'y2,y3) = (y, 1-y, O) para 

y e: (0,1) em (2.1.1), produz 

(2.3.2) 3f(O) = {y 8+ (1-y) 8}{f(1) + f(O)}, y e: (0,1) 

Usando (2.3.1), (2.3.2) produz f(O) =O, e protanto de (2.3.1), 

taros 

(2.3.3) f(1) = f(O) =O 

n n 
L f (x ) = C• L [x~ - X~} 

i=1 i i=l 1 1 

onde C é 'l.liTE. constante arbitraria. 

Prova: 

Para n = 2, 3, desde que 

n n n n 
L L f(x1y.) = L L f(y.x1) 

i=1 j=l J i=1 j=1 J 

Usando (2.1.1), Temos 

a,B > O , 

n n n n 
( L x~ ){ L f(y.)} + ( L y~ ){ L f(xi)} 
i=1 1 j=1 J j=1 J i=l 



n n n n 
= (r y~ ){ r f(x.)} + c r x8 ){ r f(y.)} 

j=l J i=l 1 i=l i j=l J 

Assim , 

n 
r f (y.) 

j=l J 

n a f3 
E (y. - y. ) 

j=l J J 

n 
E f (xi) 

i=l =-----=c 
n (l e 
E (xi - X. 

i=l 
1 
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N:Jte que desde que a ~ B , o rlP..l1C1"li..nador não se anulará. Assim 

(2.3.4) 
n n 
E f (x. ) = C• E [X~ - xif3 ] , 

i=l 1 i=l 1 
X. E (0,1) 

1 

O qual junto <XIn o fato que f (1) = f (O) = O, teros (2.3.3) 
n 

verdadeiro para todo x E [O, 1) , <XIn r x. = 1. 
i=l 1 

Observação: I.ena 2. 3. 2 é provado acirra sau condição de 

regularidade. Quando a = 1 e f(l/2)= 1/2, o lema 2.2.2 da 

n 
E X - 1 

i=l i 
= 21-e - 1 

o qual é a entropia não-aditiva de ordem f3. Veja outra equação funcional 

an Rathie e Kannappan (1971). o rresrro resultato <XIn um teorema na p. 213 

foi provado p::>r Shanna e Taneja (1975) assumindo continuidade. 

Lema 2.3.3 Para x fixo, x E [0,1], se 

(2.3.5) Ax(t) = f(xt) + f((l-x)t) - [xa + (1-x)alf(t) - t 13 [f(x)+f(l+x)] 

para t E [0,1} 

Então 

(2.3.6) Ax<u+v) = Ax(u) + Ax(v), U,V,U+v E [0.1} 



Prova: 

a x,u,v,u+v e: [0,1]. Então 

f(XU) + f((l-x)u) + f(xv) + f((l-x)v) + f(x(l-u-v)) + 

f ( (1-x) (1-u-v)) 

= {f(x) + f(l-x)} 

n-a x,u,v,u+v caco acirra, então usando Lat\3. 2.3.1 

f(x(u+v)) + f((l-x) (1-u-v)) + f(x(l-u-v)) + f((l-x) (1-u-v)) 

{f(x) + f(1-x)} 

SUbstraindo (2.3.8) de (2.3.7) 
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!2.3.9) f(x(u+v)) + f((l-x) (u+v)) - f(xu) - f((l-x)u)-f(xv)-f{(1-x)v) 

= {xa+(l-x)a'}{f(u+v) - f(u) - f(v)} + { (u+v)
8
-u

8
-v

8
Hf(x) + f(1-x)} 

Para x fixo, x e: \0,1], seja 

Ax(t) = f(xt) + f((l-x)t) - !xn+(l-x)nlf(t) - tB{f(x) + f((l-x)) 

Então ( 2. 3 o 9) fornP.Ce-se 

~ (u+v) =A (u) +A (v), --x X X 

u,v ,u+v E: r o, li 

Isto significa que para x fixo, x e: fo,l\, ~(t) é aditiva em t. 

O seguinte 1eroa foi provado r:or naróczy e I.Dsonczi (1967), 

ortanto a prova é crni tida. 

Lat\3. 2. 3. 4 OJ,a1quer solução de equação funcional de cauchy 

(2.3.10) g(x+y) = g(x) + g(y) 
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Pcrle ser exten:Uda de 

(2.3.11) { (x,y): x,y,x+y e: l 0,1]} 

para R2• Isto é, se g é definida em [O,lj e satisfaz (2.3.10) em (2.3.11}, 

então existe t.m1a equação funcional de cauchy na reta real 

e tal que 

h(x+y) = h(x) + h(y), 

h(x) = g(x) x c f.n,l1 

A prova do seguinte ler:a é ~-:rr·11.;;1Tl or.útic1a [ver l\czél (l07:í) J. 
Lema 2. 3. 5 Se a equação f~ional de cauchy 

h(x+y) = h(x) + h(y} 

é satisfeita p::>r todos os reais x,y, e se a função h(x) é mensurável 

(ou continua em um p::>nto, ou limitada em um intervalo pequeno) , então 

h(x) = ex 

para tcdo real x, e onde c é tll'T'a constante arbitraria. 

Agora, nós provarros o seguinte teorE!TE.o 

Teorema 2.3.1 Se f: [0,1] ~ R (Reais) satisfaz a equação 

funcional ( 2 .1.1) e f tem qualquer das sequintes propriedades: 

(a) f é continua em um :r:onto. 

(b) f é limitada em um intervalo pe::JUeno. 

(c) f é mensurável. 

Então 

a,B > O, a "1: B 

onde C é uma constante arbitraria. 

i_)rova: 

Desde que A (t) definida em (2.3.5) é mensurável (ou continua 
X 

em um :r:on:to, ou limitada em um intervalo pequeno) , entretanto, cx:rro 
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rrostrado oo !.soa 2.3.3, para x fixo, x E Lo,ll, A:x (t) é aditiva an t na 

região definida an (2.3.11), concluirros pelos !.soas 2.3.4 e 2.3.5 que 

{2.3.12) Ax (t) = t•Ax Cl) , t E 1:0,1] 

Desde que f (1) = O, de (2.3.5) 

Ax(l) = f(x) + f(l-x) - {xa+(l-x)a}f(1) - f(1-x)- f(x) = O 

Este fato conduz a 

A (t) = O , 
X 

ou 

(2.3.13) f(xu) + f((l-x)u) 

t E !_o,1j 

Usando Lema 2.3.2 para f(x) + f(1-x), temos 

(2.3.14) f(xu) + f((l-x)u) 

= {xa+ (1-x)a}f(u) + C•u~{xa-x~+(1-x)a-(1-x)~} 

Novairente do Lema 2. 3. 2, temos que 

(2.3.15) f(1-u) + f(xu) + f((1-x)u) 

=C{ (l-u)a-(1-u)S+(xu)a-(xu)e+[C1-x)u}a-l_(l-x)uj~} 

SUbstraindo (2.3.14) de (2.3.15) 

SUbstituindo x = 1/2 em (2.3.16), 

Mas de (2.3.4) 



Combinando (2.3.17) e (2.3.18), temos 

a e} (2.3.19) f(u) = C{u -u , a r= 1, 

Para a = 1 , o lana 2.3.2 da 

(2.3.20) 
n n 
r f(x

1
) = C{l- r x~} 

i=l i=l ~ 

u ~: jo,ll 

Portanto (2.1.1) e (2.3.20) produz 

m m 
(2.3.21) r r f <x1y.) 

i=l j=l J 

m rn rn 
= L f (y. ) + C ( L y~) (1 - E X~ ) 

j=l J j=l J i=l 

rn e rn rnee 
= E {f (y.) +Cy.} - C E E xiy. 

j=l J J i=l j=l J 

Seja 

(2.3.22) h(t) = f(t) + ete 

(2.3.23) 

Portanto ( 2. 3. 21) torna-se 

rn 
rn rn 
E E h(xiyJ.) = E h(y.) 

J'=l J 
i=l j=l 

O fato f(O) = f(l) = O conduz a 

(2.3.24) h(O) = O, h(l) = C 

t"as iiesde <l'le 

rn rn rn rn 
E E h (X. y. ) = E E h (y. X. ) 

i=l j=l ~ J i=l j=l J ~ 

~ claro que 

rn rn 
(2.3.25) E h(y.) = L h(xi) 

j=l J i=l 

JL. 



De {2.3.25), é claro que 

m 
{2.3.26) r h(x1) = c, 

i=l 

orrle C é urna constante. 

para m = 2,3 

Para x fixo, x E lO, 1] , se tanarros 

(2.3.27) A (t) = h(xt) + h{(l-x)t), 
X 

t E [0,1] 

E usarrlo o IYÉtodo ert'precado no lenn 2.3.3, can a ajuda de 

{2.3.26), obtemos 

{2.3.28) A4u+v) = Ax(u) +~(v) 

para u,v,u+v E [0,1]. 

'tbValrente usarrlo o lara 2. 3. 4, o qual é um resultado de 

DarÓczy e I.Dsonczi {1967) , concluinos que 
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Desde que Ax (t) é definida caro em {2.3.27), junto can (2.3.26) 

temos 

(2.3.30) Ax(l) = h(x) + h(l-x) =C 

Portanto (2.3.29) torna-se 

(2.3.31) A {u) = cu 
X 

ou 

(2.3.32) h(xu) + h((l-x)u) =CU, 

Para x = 1, (2.3.32) produz 

(2.3.33) h(u) = CU 

U 1 X E lü,ll 

Cem a definição de h(t) em (2.3.22), nós vemos que 

(2.3.34) f(u) = C{u-u8}, U E [0,11 

Assim (2.3.19) (quarrlo n ~ 1) e (2.3.34) (quarrlO n = 1) 
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provamos o Teorema 2.3.1. 

Cato urna aplicação do Teorema 2. 3 .1, nós taros o seguinte I.em. 

Lema 2.3.6 A função mensurável f: fü,ll ~ R (Reais) satisfa-

endo a equação funcional (2.1.1) e com a condição de normalização 

f Cl/2) = 1/2, então f (x) é dado ror 

(2.3.35) f(x} = 1 
1 

1_
8 

(xa-xB} 
2 -a_ 2 

a qual é entropia de um evento oam probabilidade x. 

Prova: 

As solução nensurãvel da equação funcional (2 .1.1} é dada na 

seguinte forma 

Usarrlo a oorrlição de normalização f Cl/2) = 1/2, é fácil ver que 

Isto prova o lem. 



2.4 A SOLUÇÃO DE (2.1.8} 

(0,1,0} an (2.1.8), então taros 

(2.4.1} 2F(O,O) = F(l,l} 

(2.4.2} 4F (0,0} + F(y,v} + F(l-y,l-v} 

= {F(y,v} + F(l-y,l-v} + F(O,O)} + {yyvô+(l-y}Y(l-v)ô}• 

{F (0,0} +F(l,l)} 

Ol 

(2.4.3} JF(O,O) 
. y ô y ô = {y v +(1-y} (1-v} }{F(O,O) +F(l,l)} 

Combinando (2.4.3} e (2.4.1), taros 

(2.4.4) F(O,O} = F(l,l} = O 

A fim de derivar a solução para a equação funcional (2.1.8), 

ms precisanns provar alguns lenas. 

orrle a,e,y,ô são paréll'OOtros satisfazendo (a-y} (ô-B) < o. 

ProVa: 

Quando n = rn (2.1.8) é o que se segue 

(2.4.6) 

e 

(2.4.7) 

35 



(2.4.8) 

(2.4.9) 

an /J. • rn 
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Desde que 

rn rn rn rn 
!: !: F (x. y. 1 U. V. ) = !: r F (y. X. 1 V. u. ) 

i=l j=l 1 J 1 J i=l j=l J 1 J 1 

De (2.4.6) e (2.4.7), seque que 

rn rnae rn rn ô 
!: !: x

1
u.F(y.,v.) + L L y'!'v.F(x.,u.) 

i=l j=l 1 J J i=l j=l J J 1 1 

rn rnae rn rn ô 
= L L y.v.F(xi,u.) + !: !: xluiF(y.,v.) 

i=l j=l J J 1 i=l j=l J J 

ou equivalentanente 

m 
l: F (y. ,v.) 

j=l·. J .. J 

m a e y ô 
, para (a - "Y ) ( 6 - r3) < O 

r (y.v. - y.v.) 
j=l J J J J 

Deste que OS paréllretrOS a 1 e 1 y 1 Ô são positiVOS e satisfazem a 

relação (a-y) (õ-e) < O, o den:::rninador de 2.3. 9 não se anulará nunca para 

F(l,O) + F(O,l) = O 

O qual junto cem o fato que F(O,O) = f(l,l) = O, terros (2.4.9) 

verdadeiro para todos. X,Y,U,V em /J. • 
rn 

Portanto (2.4.9) significa que 

(2.4.10) 
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para todo X = (xl' ... ,~), U = Cu1 , ••• 1 '-)n) em llm' onde C é Ul'Pa constante. 

Lema 2.4.2 Para x fixo, x E [0,1], se 

(2.4.11) Axu(p,q) = F(xp,uq) + F((1-x)p, (1-u)q) - F(p,q){xauB + 

(1-x)a(1-u) 8}- pYq6{P(x,u) + F(1-x,1-u)} 

pn-a p,q E [o, 11. 

Então 1\ru (p,q) é aditiva an duas variáveis, ou equiva1entarente 

(2.4.12) AxuCy+v,w+t) = AxuCy,w) + AxuCv,t) 

para y,w,v,t,y+w,v+t E [0,1). 

Prova: 

SUbstituindo Cx1,x2) = (x,1-x), Cu1,u2) = (u,1-u), 

Cy1,y2,y3) = (y,v,1-y-v), Cv1,v2,v3) = (w,t,1~t) em (2.1.8). 

(2.4.13) F(xy,uw) + F(xv,ut) + F(x(1-y-v),u(1~t)) + F((1-x)y, (1-u)w)+ 

F( (1-x)v, (1-u)t) + F( (1-x) (1-y-v), (l-u) (l~t)) 

= {xau 8 +(1-x)~1-u) 8 }{F(y,w) + F(v,t) + F(1-y-v,1~t)} + 

{yYw6+vYt6+ (1-y-v)Y(1~t)ô}{F(x,u) + F(1-x,1-u)} 

Navarrente substituindo (xl'x2) = (x,1-x), Cu1,u2) = (u,1-u) 

Cy1,y2,y3) = (y+v,1-y-v,O), Cv1,v2,v3) = (w+t,1~t,O) em (2.1.8) cam o 

fato que F(O,O) = O, ternos 

(2.4.14) F(x(y+v),u(w+t)) + F(x(1-y-v),u(1~t)) + 

F ( (1-x) (y+v), (l-u) (w+t)) + F ( (1-x) (1-y-v), (1-v) (l~t)) 

= {xau8+(1-x)a(1-u) 8}{F(y+v,w+t) + F(1-y-v,1~t)} + 

{ (y+v)Y(w+t)ô+(1-y-v)Y(1~t) 6 }{F(x,u) + F(1-x,1-u)} 

Agora, substraindo (2.4.13) de (2.4.14) 



!i 
li 
!I 

(2.4.15) F(x(y+v),u(W*t) + F((l-x) (y+v), (l-u) (w+t)) - F(xy,uw) -

F((l-x)y, (1-u)w) - F(xv,ut) - F((l-x)v, (1-u)t) 

Seja 

(2.4.16) Axup,q) = F(xp,uq) + F((l-x)p, (1-u)q) - {xauS+(l-x)a(l-u) 8}F(p,q) 

-pyq0{F(x,u) + F(l-x,l-u)} 

Então (2.4.9) é simplificada para 

Axu (y+v,w+t) = ~ (y,w) + 1\ru (v,t) 

onde y,w,v,t,y+v,w+t E [0,1]. 

Lema 2.4.3 Para x,u f~s, x,u E [O,lj, se Axu<p,q) é mensurável 

(ou continua an um ponto, ou limitada an um intervalo pequeno), an cada 

uma de suas variáveis e satisfaz (2.4.12), então 

(2.4.17) Axu(p,q) = Axu(l,O)•p + Axu(O,l)•q 

Prova: 

Fazendo w = t =O em (2.4.12),temos 

(2.4.18) Axu(y+v,O) = Axu(y,O) + Axu(v,O) 

para y,v,y+v E [O,lj. 

Esta é uma função aditiva an mna variável, caro no lema 2.3.4, 

vares que 

(2.4.19) Axu(y,O) = Axu(l,O)•y 

Similarmente, se fazemos y =v= O em (2.4.12), isto conduz a 

(2.4.20) AxuO,t) = Axu(O,l)•t 

Portanto 



(2.4.21) Axu(p,q) = Axu(p,O) + Axu(O,q) 

(2.4.22) 

=Axu(l,O)•p + Axu(O,l)•q, 

r.ana 2.4.4 Para t00o p E [o,ll, teres 

(a) F(p,O) = pF(l,O) , F(O,p) = pF(O,l) 

(b) F(l,O) = F(O,l) = F(p,O) = F(O,p) = O 

Prova: 

A equação (2.4.17) para q = O produz 

(2.4.23) Axu(p,O) = Axu(l,O)•p 

para p,q E [o,ll 

A qual tlSéliXb a definição de Axu (p,q) en (2.4.11) da 

(2.4.24) F(xp,O) + F((l-x)p,O) - F(p,O){xauB+(l-x)a{l-u)
6

} 

= p{F(x,O) + F(l-x,O)- F(l,O)[xauB+(l-x)a(l-u)B_J} 

I1n (2.4.24), seja x == 1, jtmto cano fato F(O,O) = o. Então 

(2.4.25) F(p,O) - F(p,O)uB = p{F{l,O) - F{~,O)u
6
} , u f: fo,l] 

ou 

(2.4.26) F{p,O) = pF(l,O) , p f: [o,ll 

Similarmente, a equação (2.4.17) para p = O produz 

(2.4.27) A (O,q) =A (O,l)•q xu xu 

Da qual, usarrlo a definição de Axu (p,q) en (2.4.11) quarrlo u = 1, 

rxX!eros obter 

(2.4.28) F(O,p) = pF(O,l) , p E (0,11 

Seja (x
1

,x
2

) = (1,0), {u
1

,u2) = (0,1) en (2.4.5) de Lema 2.4.1, 

teres 

(2.4.29) F(O,l} + F(l,O) = O 

Desde que F (1, O) = O, isto implica 



F(O,l) = O 

e 

F(p,O) = F(O,p) = O , p E [_o,1j 

Teorena 2.4.1 Se F: !O,lJxro,lj +R (Reais) satisfaz a e:JLlação 

funcional ( 2 .1. 8) cem F ( 1, O} = O, e F ê rrensurável (ou continua an um p::mto, 

ou limitada an um intervalo pequerx:>} an cada urra de suas variáveis. Então 

orrle a,8,y,ô são parárretros !X)sitivos satisfazendo a relaão (a-y) (ô-B) < O 

e C ê urra oonstante . 

Prova: 

D:> I..ana 2. 4. 4, saba'ros que 

F(l,O} = (0,1) = F(p,O) = F(O,p) = O, p e: jO,l] 

Portanto, pela definição de -\ru (p,q) an {2.4.16} 

(2.4.31) A (1,0) = F(x,O} + F(l-x,O) - {xauB + (l-x}a(1-u) 8}F(l,O) =O xu 

e 

(2.4.32) AxuCO,l) = F(O,u) + F(O,l-u} - {xauS + (l-x}~1-u) 8 }F(O,l) =O 

A função Axu (p,q) caro definida an (2.4.11) ê aditiva an duas 

variáveis, !X)rtanto, pelo Le:na 2. 4. 3, ela !X)de ser representada da seguinte 

naneira 

AxuCp,q) = Axu(l,O)•p + Axu(O,l)•q 

De (2.4.31) e (2.4.32), concluímos que 

(2.4.33) Axup,q) = o 

A qual quarrlo combinando cem ( 2. 4 .11) , produz 

(2.4.34) F(xp,uq) + F((l-x)p, (1-u)q) 



Usando o Lema 2.4.1 

(2.3.35) O lado esquerdo de (2.3.34) 

= F (p,q){xaue+(l-x)a (1-u) e} + Cp yq 
0
{xau~ -xyuô+ (1-x)a (1-u) ô} 

Mas sabem:>s do Lema 2. 4.1 que 

(2.4.36) F(l-p,l-q) + F(xp,uq) + F((l-x)p,(l-u)q) 

=C{ (1-p)a(l-q)e-(1-p)Y(l-q)ô+(xp)a(uq)s- Cxp)Y(uq)ô+ 

[ (1-x)p] a [ (1-u)q] e_ [ (1-x)p} y [ (1-u)q] ô} 

Agora, substraindo (2.4.35) de (2.4.36) 

(2.4.37) F(l-p,l-q) =C{ (l-p)a(l-q) 8-(l-p)y(l-q)ô+(xp)a(uq)B+ 

[ (1-x>plal' (1-u>ql B_xauBpyqô-(1-x)a (1-u)Bpyqô} -

F(p,q){xau8+Cl-x)a(l-u) 8
} 

SUbstituindo x = u = 1/2 em {2.4.37), temos 

(2.4.38) F(l-p,l-q) = 2l-a-e{CpaqB-cpyqô-F(p,q)} +c{ (1-p)a(l-q)e

Cl-p) y (1-q) ô} 

Mas sabem:>s do, Lema 2. 4 .1 que 

(2.4.39) F(p,q) + F(l-p,l-q) 

= C{paqe-pyqô+(l-p)a(l-q)B-(l-p)Y(l-q)ô} 

SUbstraindo (2.4.38) de (2.4.39) 

ou 

(2.4.41) F(p,q) = C{paqB-pyqô} 

para a + B f 1 , p,q E [0,11. 

41 
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O:m.rrlo a + B = 1, LEma 2. 4 .1 fornece 

(2.4.42) 
n = 2,3 

-
Para xi=ui' i=l, ••• ,m; yj= vj' j=l, ••• ,n e a+B=l, a equaçao 

(2.1.8) reduz-se a 

(2.4.43) 
m n m n m n 
E E F(x.y.,x.y.) = E E xiF(y.,y.) + E E y'(+°F(xi,xi) 

i=l j=l ~ J ~ J i=l j=l J J i=l j=l J 

Esta é uma função de uma variável, p:>rtanto usaroo o TeorE!'ta2.3.1 

terros 

(2.4.44) F(x,x) = C{x-xy+ô} , y + ô :;: 1 

Sen perda de generalidade, para qualquer prq a:n [o.lJ,pcrlaros 

supor p < q, então (2.4.43) produz 

(2.4.45) F(p,q) + F(l-q,l-q) + F(q-p,O) 

a 1-a y ô y+ô = C{p q -p q +(1-q)-(1-q) } 

Desde que saberos de (2.4.44) que 

y+ô 
(2.4.46) F(l-p,l-p) =C{ (1-p)-(1-p) } 

e tambén que 

(2.4.47) F(q-p,O) = O 

SUbstraindo (2.4.46) e (2.4.47) de (2.4.45), temos 

a 1-a y ô} 
(2.4.48) F(p,q) = C{p q -p q , y + ô r 1, p,q E [0,1] 

Assim (2.4.41) e (2.4.48) provam o TeorE!'ta 2.4.1 

caro uma aplicação do TeorE!'ta 2. 4 .1, oos temos o seguinte Lana. 

LEma 2. 4. 5 A função nensurável F: [O, 1] x lO, 1] -+- R (reais) 

satisfazendo a equação funcional (2.1.8) e cam a condição de normalização 

F (1,1/2) = 1, então F (x,y) é dado p:>r 
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a qual é uma rredida de infornação teórica de um evento can probabilidade x 

ou y sob a distribuição de probabilidade X ou Y respectivamente. 

Prova: 

Aplicando o Teorema 2. 4 .1 1 a solução rrensurável da ~ção 

funcional ( 2 .1. 8) é dado JX>r 

Então usando a condição de nornalização F (1 1 l/2) = 1 1 é fácil 

ver que 

(2.4.51) 

Isto prova o lema. 
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CAP!Tuw 3 

EQUAÇÕES FUNCIONAIS E MEDIDAS DE 

INFORMAÇÃO NÃo-ADITIVAS 

RESlJM) 

Neste capitulo, as soluções rrensuráveis da ~ção ftmcional an 

urra e duas variáveis são obtidas. Estas ~ções ftmcionais surgan natur-

al.rrente de algumas propriedades de não-adi ti vidade de rredidas de inforrração. 

As soluções rrensuráveis, an casos especiais, são utilizadas para a caracte-

rização axiaratica de rredidas de inforrração não-aditivas. 

3.1 INI'R)DUÇÃO 

Vanos denotar 

n 
6n= {(pl, ••• ,pn): Pi~o, i=l, ••• ,n, .~lpi= 1 }, 

l= 

(i) Fquação Ftm.cional an Uma Variável 

n ~ 1 

n ~ 1 

Considerando funções rrensuráveis f, g, h 

satisfazerrlo a ~ção funcional 

!o,l] -+ R (Reais) 

n m n m n m 
(3.1.1) ~ ~ f (x. y . ) = r g (x. ) + r h (y . ) + /.. r r g (x. ) h (y . ) 

i=l j=l l J i=l l j=l J i=l j=l l J 

urra constante não nula. 
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As soluçoes do caso especial da equação funcional (3gl.l) conduz 

a uma caracterização da entropia não-aditiva de ordem R. A derivação ela 

equação funcional (3.1.1) quando f = g = h atrvés da npo-aditividade da 

entropia de ordem 8 é discutida abaixo. 

A entropia não-aditiva de ordem 8 I IJavrda e Charvát (1967) ] é 

definida caro 

(3.1.2) 

n 8 
~ p. - 1 

i=l ~ 
H 

0
(P) = ~~.....,....-n,.., 21-8_1 

para todo P = (p1, ••• ,pn) E ~n' n ~ 1, 8 ~ 1 , R > O. 

(3.1.3) 

Aqui usando a convenção o8= O. 

Seja 

X E [0,11 

a correspondente enb:opia do evento o qual é de probabilidade x, Então 

podemos escrever H 0 (P) oomo uma soma de f
0

(p.) para todo i=l,a •• ,n. n,.., .., ~ 

n 
(3.1.4) H 

0
(P) = ~ f 0 (p.) 

n,~-' i=l " ~ 

A propriedade não-aditividade de H a é dada abaixo: 
n,~-> 

(3.1.5) H Q(PiQ) =H Q (P) +H Q(Q) + (2-8-l)H Q(P)H D (Q) nm,.., n, ~-> -m, p n,~-> m, ~-> 

ou, se usarrlo a representação de sana. para Bn, 
8

, então 

n m n m 
(3.1.6) ~ ~ f

8
(x.y.) = ~ f

8
{x.) + ~ f

8
Cy.) + 

i=l j=l ~ J i=l ~ j=l J 
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1-8 n m 
(2 -1 ){I: f

8
(x.)}{ E f

0
(y.)} 

i=l 1 j=l ~ J 

Este é um caso especial da equação funcional (3 .1.1) , quando 

f = g = h. 

(ii) Equação Funcional an Duas Variáveis 

Um generalização de (3 .1.1) para duas variáveis segue-se. 

Para f, g, h : lo, 11 x L O, 1 J + R (Reais) nensurável an cada l.1ITB. 

de suas variáveis satisfazendo a equação funcional 

n m 
(3.1. 7) E I: f (x. y . , u. v . ) 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m n m 
= I: g(x.,u.) + L: h(y.,v.) +À I: E g(x.,u.)h(y.,v.) 

i=l 1 1 j=l J J i=l j=l· 1 1 J J 

onde X= (x1 , ••• ,x) E~, U = (u
1

, ••• ,u) E~·, Y = (y
1

, ••• ,y) E~, 
n n n n m m 

V= Cv1 , ••• ,v) E~· para n = 2,3; m = 2,3 e À é l.1ITB. constante não nula. m m 

As soluções do caso especial da ~ação funcional (3.1. 7) 

conduz á caracterização de várias Iredidas de infonnação generalizada 

não-aditiva da ~ção funcional (3.1. 7) quando f = g = h através da 

não-adi tividade da medida de info:rnação generalizada é discutida abaixo. 

A Diverqêncirl cliriqida não-aditiva 

na sequinte fonna: 

(3.1.8) 

n a e 
L: p.q. - 1 

i=l 1 1 
I 8 (P:Q) = e 
n,a, 2- - 1 

Si.milannente, 

de ordem (a,8) é dada 

e 1 o ' a,e > o. 
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(3.1. 9) 
a 8 

f (p q) = p q - p 
a ' _a ' 

a,~ 2 ~- 1 
8 ~ O , a,0 > O 

d.erxJta a m:rlida de info:rma.ção oontida no evento o qual assurre probabili

dade p ou q aoorào cana distribuição de probabilidade P ou Q respectiva

mente associadas do espaço de probabilidade. 

Então, é claro que I a (P:Q) é uma sam de f a (p. ,q.) para 
n,a,~ a,~ l. l. 

n 
(3.1.10) I a (P:Q) = L f a (p. ,q.) 

. n,a,~ i=l a,~ l. l. 

De (3.1.9), podaros ver que f a ( 1,1/2) = 1 
a,JJ 

Se sob a condição f a(l/2,1/2) =O, (3.1.9) dará a relação 
a,JJ 

a + 8 = 1, e nesse caso 

(3.1.11) 

n a l-a 
L p.q. - 1 

i=l l. l. 
I (P: Q) = .;..__---=--- , 
n,a,l-a 2a-l_ 1 

a ~ 1 

a qual é uma divergência dirigida de ordan a (a f 1) 

, a > O 

Quando f(l/2,1/2) = 1/2, (3.1.9) dará a = 1, e portanto 

(3.1.12) 

n 8 
L p.q. - 1 

i=l l. l. 
I 1 a(P:Q) = 8 n, ,~ 2- - 1 

a qual é uma i.Irq:>recisão de ordem 1 +e • 

8 f o, 8 > o 

A propriedade não-adi ti vidade de I a é dada abaixo: n,a,P 



(3.1.13) 

{3.1.14) 

Imn a (P,.Q 
,a,'-' 

R :>.6) =I 0 (P:R) +I 
0

(Q:S) + 
n,a,'-' m,a,'-' 

-B (2 - 1) I 0 (P:Q)I 0 {R:S) n,a,P m,a,'-' 

CXI, se usando a representação de sara para I a , então 
n,a,'-' 

n m 
r r f a {p. q . , r. s . ) 

i=l j=l a,'-' 1 J 1 J 

n m 
= t f a (p. , r. ) + r f a (q . , s . ) + 

i=l a,'-' 1 1 j=l a,'-' J J 

. n m 
-B (2 - 1){ r f a {pi,r. )}{ r f a (q.,s.)} 

i=l a,'-' 1 j=l a,'-' J J 

Este é uma caso especial da equação funcional ( 3 o 1. 7) , quando 

f = g = h. 
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A solução continua de (3.1.1) quando f = g = h foi dada 

anterionrente p:Jr Behara e Nath (1973) e Shanna e Taneja (1975). Mittal 

(1976) fornece a solução continua de (3.1.1). A solução continua de {3ol.7) 

quando f= g =h foi dada p:Jr Sharma e Taneja (1975). 

O objecti vo deste trabalho é encontra a solução rrensurãvel das 

equações funcionais {3.1.1) e (3.1.7). Uma caracterização de entropia 

não-aditiva é indicada <X:m:> uma aplicação de (3.1.1), enquando outra rra::lida 

de infonnação generalizada não-aditiva de ordem (a, B) é caracterizada cx:rro 

uma aplicação de (3.1.7). 



3. 2 PROPIEDADES 

I. Para A Entropia Não-Aditiva de Ordem ~ 

n 
l: p~ - 1 

i=l 1 

H a(P) = 1 8 
n,~ 2 - - 1 

(i) Não-Negatividade 

~ > o, ~ -I- 1 

H
11

, ~ (P) é não-negativa, e é zero se c F"i':m:~ntc se pi= 1 para 

algun i= l, ••• ,n, e os restos sao zeros. 
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A entropia é geralTI'ente positiva para a distribuiçoo de prohabi-

lidade e será zero se e s&nente se um dos eventos acnntece can probabilidade 

1. 

(ii) Simetria 

Iln, B (pl' • • • 'pn) = IIn, f) (pa (1) '· • • 'Pa (n)) 

onde {a(l), ••• ,a(n)} é tma permutaçaõ arbitrária de {l, ••• ,n}. 

A entropia não depende da ordem em que os eve.ntos são f ixa.dos. 

(iii) Expandibilidade 

A adição de um evento de probabilidade zero não altera o valor 

da entropia. 

(i v) Recursividade 



(v) Não-Aditividade 

Para P E ~ 1 Q E ~ n rn 

H 
0 

(P•Q) mn,p 

1-B = H 0 (P) + H B ( Q) + ( 2 - 1) H n (P) H n ( Q) n,, m, n,., m, p 

(vi) Não-Aditividade Forte 

(vii) Cbntinuidade 

H 0 (P) é uma função continua de n variáveis para P E t:. • 
n,i> n 

(viii) Norrralização 

H2, B (1/2, 1/2) = 1 

II. Para A Divergência Dirigida Não Aditiva de Ordem (a,f3) 

n a B 
L: p. q. - 1 

i=l 1 1 
I 0 (P:Q) = --::----
n,a,~ 2-B_ 1 

(i) S~tria 

a,R > O 

= In,a,B(pa(l)'"o•rPa(n): qa(l)'"""'qa(n)) 

onde {a(l), ••• ,a{n)} é uma pennutação arbitrária de {l, ••• ,n}. 

A pennutação conjuta de índices corres[X)ndentes de eventos não 

muda a valor da medida de inforrração I B. n,a, 

JV 



(ii) Expandibilidade 

dai n,a,e. 

In,a,B (pl, ••• ,pn:q1, ••• ,~) = In+l,a,~(pl, ••• ,pn,O:ql, ••• ,qn'
0

) 

A adição de um evento de probabilidade zero não altera o valor 

(iii) Recursividade 

pl p2 

pl+p2 , pl+p2 

(iv) Não-Aditividade 

Para P, Q E ~n' R, S E ~m 

I 0 (P~R: Q~S) 
mn,a,.., 

-e =I 
0

(P:Q) +I 
0

(R:S) + (2 - l)I 0 (P:Q)I 0 (R:S) 
n,a,.., m,a,.., n,an' m,a,.., 

(v) Não-Aditividade Forte 

E ~ para i= 1,2, ••• ,n. 
m 

Imn,a, B (plPll' • • • ,plPml' ••• ,pnPln' •. • rPrfmn: qlQll'. • • ,qlOml' • • •' 

qnQln, ••• ,~Offin) 

m a e 
1: P · q · Im, a, a (P li' • • • 'p mi: 0li' • • • ' 0mi) 

i=l 1 1 IJ 



Isto é claro da seguinte relação 

{vi) Continuidade 

I 
0 

{P:Q) é uma função de 2n variáveis para P, Q € ~ • 
n,a,~ n 

{vii) Norrralização 

r
2 0 

{1, J./2) = 1 
,a,~ 



li 
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3. 3 F'J;!..JAÇ$lJ F'UOCICNAL (3 .1.1} EM UMA VARii\VEL 

Nesta secção, dararos a solução nensurável da aJUação funcional 

(3.1.1), e aplicamos o caso especial de (3.1.1} para f= g =h para derivar 

uma caracterização para a entropia não-aditiva de ordan B. 

A fim de provar o teorata nesta secção, nos necessitarros 

desenvolver vários latas que segue-se, o lata 3.3.1 p:xie ser encontrado no 

livro de Aczél (1966), e então a prova será omitida. 

IBTa 3.3.1 A função rrensurável f satisfazendo a ~ção de 

cauchy 

(3.3.1) f(x+y) = f(x}•f(y) 

para totos os números reais rositivos x,y, tan a solução não-trivial 

(3.3.2) f(x) = ecx 

onde c é uma constante arbitrária. 

lBTa 3.3.2 A função rrensurável k katisfazendo a ~ção de 

cauchy 

(3.3.3} k(xy) = k(x)•k(y), x,y E (0,1] 

tan a solução não-trivial 

(3.3.4) C1 k(x} = x , X E {0,1] 

onde C1 é uma constante arbitrária. 

(3.3.5} 

(3.3.6) 

Prova: 

Seja 

u g{u) = k(e ) 

Para x,y E (0,1], podemos escrever 

X = eU 1 y = e V para algun U,V E {-<», 0/ 
Portanto, (3.3.3) torna-se 



(3.3.7) g(u+v) = g(u)•g(v), u,v e: (-oo,OJ 

lbvarrente, seja 

(3.3.8) h(t) = g(-t) 

Então, ( 3. 3. 7) }:X)de ser escrevi da caro 

(3.3.9) h(a+b) = h(a)•h(b), a,b E: lü,oo) 

Pelo rsna 3. 3 .1, h tem seguinte solução não-trivial 

(3.3.10) 
ex 

h(x) = e , x e: [O,oo) 

Da transfonração (3.3.5) e (3.3.8), então, k tem a solução 

não-trivial caro em ( 3. 3. 4) • 
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rsna 3.3.3 A solução geral, cem k,m,n mensuráveis, da equação 

de Pexider 

(3.3.11) k(xy) = m(x)•n(y), x,y e: (0,1] 

.. 
e 

caso I. Se mCl) ":f O e n(l) ":f O 

(3.3.12) k(t) = abta, m(t) =ata, n(t) = bta 

orrle a é um pararretro. 

suplerentada cem as soluções triviais 

caso II. Se m(l) = o ou n(l) = O 

(3.3.13) 

fk(t) = o 

l m(t) = O 

ln (t): arbitrária 

Prova: 

ou 

Seja y = 1 em (3.3.11), nós temos 

(3.3.14) k(x) = bm(x) 

orrle b = n (1) • 

r k (t) = o 

i m ( t) : arbi trãr:ia 

l n (t) = O 



Seja x = 1 em (3.3.11), então 

(3.3.15) k(y) = a•n(l) 

onde a = m(l) 

Caso I. Quando m(l) "I O e n {l) "I O 

SUbstituindo (3. 3.14) an (3. 3.11), taros 

(3.3.16) abk{xy) = k(x)•k(y), 

(3.3.17) 

Usando a transforrração 

<l> (t) = k (t) 
ab 

Então (3.3.16) toma-se 

(3.3.18) <l> (xy) = <l> (x) •<l> (y), 

x,y E (O,lj 

x,y E (O,lj 

Pelo Le:na 3. 3. 2, nós tatos a solução não-trivial caro 

(3.3.19) <j>(x) = xa 

onde a é tm1a constante arbi trãria. 

Correspondentarente, nós taros a solução não-trivial para k,m 

e n como em (3.3.12). 

Caso II. Quando m(l) = O ou n(l) = O 

De (3.3.14) e (3.3.15), é fácil ver que 

(3.3.20) k(x) = O, X E (O,lj 

e correspondent.em:mte, nós taros a solução trivial caro (3.3.13). 

Observação: No livre de Aczél (1966), a equação de Pexider é 
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resolvida na reg-ião tal que x, y são números reais rosi ti vos, nas aqui nós 

ms restringiraros ao caso em que x e y variam no intervalo (O, 1] • 

Teorana 3.3.1 Se f,g e h são soluções rrensuráveis da equação 

funcional (3.1.1) para X= Cx1 , ••• ,xn) E ón' Y = Cy1 , ••• ,ym) E óm' onde 

n = 2, 3 ;m = 2, 3 e Ãé tm1a constante não nula, então elas são dadas ror 



f(x) = ~ (abxB-1- 1 ) 
À 

(3.3.21) g(x) = Í (axB-
1
- 1 

h(x) =I (bx
8-

1
- 1 ) 

para todo x e: [0,1], onde ab f O e 8 é um pararnetro • 

ou 

(3.3.22) 

ou 

f(x) = g(x) =- ~ h(x): arbitrária 
À ' 

(3.3.23) f(x) = h(x) =- ~, g(x): arbitrária 

Prova: 

SUbstituindo Y = (y,u,1-y-u) e: ll 3 an (3.1.1), taros 

(3.3.24) 
n 
~ {f(x.y) + f(x.u) + f(x. (1-y-u))} 

i=1 ~ ~ ~ 

n 
= ~ g(x.) + {h(y) + h(u) + h(1-y-u)} + 

i=1 ~ 

n 
Ã•{ L g(x

1
)}{h(y) + h(u) + h(1-y-u)} 

i=1 
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I:bvanente, substituindo Y = (y+u,1-y-u) e: ll 2 an (3.1.1), taros 

(3.3.25) 
n 
~ {f(x. (y+u)) + f(x. (1-y-u))} 

i=1 ~ ~ 

n 
= { ~ g(x.)} + { h(y+u) + h(1-y-u) } + 

i=1 ~ 

n 
X•{ L g(x.)}{ h(y+u) + h(1-y-u)} 

i=1 ~ 



(3.3.26} 

Substraindo (3.3.24} de (3.3.25}, então 

n n 
1: f (x. (y+u}} - h (y+u} - À • { 1: g (x. } } h (y+u} 

i=l ~ i=l ~ 

n n n 
= ~ f(x.y} - h(y} - X•{ ~ g(x.)}•h(y} + ~ f(x.u} - h(u} -

i=l ~ i=l ~ i=l ~ 

n 
X•{ 1: g(x.)}•h(u} 

i=l ~ 

n n 
(3.3.27} Ax(t} = ~ f(xit} - h(t} - X•{ 1: g(x.)}•h(t} 

i=l i=l ~ 

para te: [0,1]. 
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Então, é fácil ver de (3.3.26} que ~ (•} é aditiva em J, onde 

(3.3.28) J = { (x,y}: x,y,x+y e: [o,~]l 

Ql equi valentanente, , dizarros 

(3.3.29} Ax(y+u) = Ax(y} + ~(u) em J 

Concluinos de I.ana 2.3.4, o qual é um resultado de DarÓczy e 

losonczi (1967} que a solução JTP.nsurável de (3.3.29} é 

(3.3.30) Ax(t) = t•Ax(l), t e: [o, 1.1 

Para ver a expressão de Ax (1), ros precisarros encontrar a 

-expressao para 

(3.3.31) 

n n 
~ f(x.} - h(l) -X •{ ~ g(x.)}•h(l) 

i=l ~ i=l- ~ 

Portanto, substi tuind.o Y = (1, O) em ( 3 .1.1) , teros 

n 
~ f(x.) + n•f(O} 

i=l ~ 



n n 
= L g(x.) + h(1) + h(O) + À•{ L g(x.)}{h(1) + h(O)} 

i=1 1 i=1 1 

Novamente, substituindo Y = (1,0,0) em (3.1.1), temos 

n 
(3.3.32) L f(xi) + 2n•f(O) 

i=1 

n n 
= E g(x.) + h(1) + 2 h(O) + À•{ L g(x.)}{h(1) + 2 h(O)} 

i=1 1 i=1 1 

SUbstraindo (3.3.31) de (3.3.32), então 
n 

(3.3.33) n f(O) = h(O) + À h(O) + L g(xi) 
i=1 

Conbi.nan:ID (3.3.33) can (3.3.31), teres 

n n n 
(3.3.34) L f(x.) - h(1) - À•h(1)•{ E g(xi)} =L q(xi) 

i=1 1 i=1 i=1 

Assim, 

n 
(3.3.35) Ax (1) = L g (x.) 

i=1 1 

De (3.3.30) e (3.3.35), e da definição de Ax(t) em (3.3.27), 

teres a seguinte relação 

n n n 
(3.3.36) E f(x.t) - h(t) - À•h(t) E g(x.) = t•L g(x.) 

i=1 1 i=1 1 i=1 1 

para todo X = Cx1, ••• ,xn) E lln' n = 2,3 e t E 10,11 o 

Seja X= (x,v,1-x-v) em (3.3.36), temos 

(3.3.37) f(xt) + f(vt) + f((1-x-v)t) - h(t) -

À•h(t)•{g(x) + g(v) + g(1-x-v)} 

= t•{g(x) + g(v) + g(1-x-v)} 

Nc>vam2nte, seja X = (x+v, 1-x-v) em (3.3.36), tem:>s 
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(3.3.38) f((x+v)t) + f((l-x-v)t) - h(t) - Ã•h(t){q(x+v) + g(l-x-v)} 

= t•{g(x+v) + g(l-x-v)} 

SUbstraindo (3. 3. 37) de ( 3. 3. 38) , conscgui.rros 

(3.3.39) f((x+v)t) - Ã·h(t)g(x+v) - t•g(x+v) 

= f(xt) - Ã•h(t)g(x) - t•g(x) + f(vt) - Ã•h(t)g(v} - t•g(v} 

Para t e: [O, 1] , defininos 

(3.3.40} Bt(w) = f(wt} - Ã•h(t}g(w} - t•q(w}, vl e: [0,1} 

Então, (3.3.39} pode ser reescrita <XITD 

para x,v,x+v e: [0,1]. 

Aplicando o resultado de DarÓczy e Losonczi (1967}, (ou I..GlR 

2. 3. 4} • Concluirros que 

x e: Lo,ll 

Para calcular para Bt (1), nós precisarros calcular para 

(3.3.43) f(t) - Ã•h(t)g(l) - t•g(l), t e: jo, 11 

Fazendo X= (1,0) em (3.3.36), temos 

(3.3.44) f(t) + f(O) - h(t) - Ã•h(t){g(l) + g(O)} 

= T•{g(l) + g(O)} 

'tbvanEI1te, tanando X = (1,0,0} em (3.3.36), temos 

(3.3.45) f(t) + 2 f(O) - h(t) - Ã•h(t}{g(l) + 2 g(O)} 

= t•{g(l} + 2 g(O)} 

Substraindo (3.3.44) de (3.3.45) 

(3.3.46) f(O) - Ã•h(t)g(O) = t•g(O) 

Então conbinando (3. 3. 46} junto cem (3" 3. 44), temos 

(3.3.47) Bt(l} = f(t) - Ã•h(t)g(l) - t•g(l) = h(t) 
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Para t e: [o ,1]. 

Assim de (3.3.42) e da definição de Bt(x) em (3.3.40), terros 

a seguinte relação 

{3.3.48) f(xt) = À•h(t)g(x) + t•g(x) + x•h(t) 

para todo x,t e: [0,1]. 

El'n particular, (3.3.48) é verdade para x,t e: (0,1]. 

Seja 

{
~F{x) = 1/x f(x) 

(3.3.49) G(x) = 1/x g(x) 

H.(x) = 1/x h (x) 

Então, {3.3.48) ton1a-se 

(3.3.50) xt•F{xt) = ÀXt•H(t)G(x) 

para todo x,y e: {0,1) 

Podem::>s reescrever { 3. 3. 50) na seguinte equação funcional 

(3.3.51) F(xt) = À•H{t)G(x) + G(x) + H(t) 

para x,t e: (0,1]. 

(3. 3. 52) 

Agora usando outra transformação. 

Seja 

(l (x) 

~m(x) 
I 
lncx> 

= 1 + À•F(x) 

= 1 + À•G(x) 

= 1 + À•H(x) 

Se multiplicarros (3.3.51) por À (Àt- O) e <icpois adicionarros 1 

an arnl:os lados, usando a transformação an ( 3. 3 o 52) , é fácil ver que 

(3.3.51) torna-se 

{3.3.53) k(xt) = m(x)n(t) , x,t c (O,lj 

Isto é a equação de Pexider a qual nós mencionarros no Lana 
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3. 3. 3, então ten a seguinte solução 

caso I. Se m(l) ~ O e n(l) ~ O 

(3.3.54) 

A solução m211surável de (3. 3. 51) é 

Jk(x) 

1
m(x) 

\n(x) 

para x e: (o, 1] 

= abxl-8 

= axl-8 

= bxl-8 

orrle a, b são constantes não nulas. 

(3.3.55) 

para x e: 

(3.3.56) 

De (3.3.52), a solução (3.3.54) significa 

I
F(x) = À-l(abx1- 8- 1) 

-1 1-8 l G (x) = À (ax - 1) 

~H(x) = À-l(bx1- 8- 1) 

(O, i]. 

Então pela transformação (3.3.49), (3.3.55) é o mesmo que 

f (x) = ~ (abx8- 1- 1) 
À 

r(x) 
-h(x) 

para x e: (0,1]. 

E isto é a solução (3.3.21) do Teorema 3.3.1 enquando x ~ o. 

caso II. Se m(l) = O ou n(l) = O 

Então 

(3g3.57) k(x) = m(x) =O, n(x):arbitrária 

ou 

(3.3.58) k(x) = n(x) =O, m(x):arbitrária 
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Corresp:mdendo à solução suplarentado (3.3.57) ou (3.3.58), a 

transformaç~o (3.3.52) dará 

(3.3.59) F(x) = G(x) = -1/X, H(x): arbitrâr:lt 

ou 

(3.3.60) F(x) = H(x) = -1/X, G(x): arbitrârb 

Então da transformação (3.3.49) 

(3.3.61) f(x) = g(x) = -x/X, h(x): arbitrãrL,, 

ou 

X e: (0,1] 

(3Q3.62) f(x) = h(x) = -x/X, g(x): arbitrária, x e: (O,ll 

62 

Assim as soluções (3.3.56), (3.3.61) e (3.3u62) implicam 

re51.:Jectivarrente as soluções (3.3.21), (3.3.22) e (3.3.23) no teorena 

enquerdo x 'f O. Para provar que (3.3.21), (3.3.22) e (3.3.23) t.ambÊm valan 

para x = O, procedaros caro segue. 

Quando X= 0 

Seja x =O em (3.3.48), temos 

(3.3.63) f(O) = g(O){X•h(t) + t}, t e: fo,l] 

Analogamente, seja t =O em (3.3.48), temos 

(3.3.64) f(O) = h(O)O.q(x) + x}, x e: [0,1] 

Caso I. Quarrlo m(l) 'f O e n (1) 'f O 

A solução (3.3.56) implica que 

(3.3.65) f(O) = g(O) = h(O) = O 

Então (3.3.56) ê verdadeireo para todo x e: f_O,l]. 

Caso II. Quando m(l) = O ou n (1) = O 

Tanto a solução an (3.3.61) ou em (303.62) implica que 

f(O) =O 

Ç2uando (3.3.61) for a solução para X e: (O,l} 1 teraros por 



(3.3.63) que g(O) = O, e portanto h(O) é arbitrário. 

Portanto (3.3.61) é verdadeiro para todo x c I 0,11. 

Similanrente, (3.3.62) é verdadeiro para todo x c [0,11. 

Isto prova o teorema. 

Observação: Q,lando f = g = h, a solução E!tl (3.3.21) reduz-se a 

X S-1 f(x) =- (x -1) 
À 

enquando (3.3.22) e (3.3.23) reduzemrse a 

X 
f(x) -r. 
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Agora aplicando o Teorema 3. 3.1, provarros tnn le:na de caracteri

zação para a entropia não-adti va de ordE!tl S 

lBPa 3.3.4 Se H(Pl E!tl lln' n ~ 1, satisfaz os seguintes 

postulados: 

(a) Postulado da sana 

(3.3.64) 
n 

H (P) = L f (p. ) , 
i=l 

1 

onde f é rrensurável. 

P = (p
1

, ••• ,p ) c ll , n = 2,3 n n 

(b) Postulado de não-adi ti vidade 

(3.3.65) H(PxQ) = H(P) + II(Q} + (2l-S_ l)H(P)•H(Q) 

(c) Postulado de oonnalização 

(3.3.66) f(l/2) = 1/2 

então H (P) é a entropia não-adti va de ordan S dada por ( 3 .1. 2) • 

Prova: 

De (3.3.64} e (3.3.65}, cerro virros antes, temrse a equação 



funcional 

(3.3.67) 
n m 
t t f (p.q.) 

i=l j=l 1 J 

n m 
1

_
8 

n m 
= t f(pi} + t f(q.} + (2 - 1){ ~ f(p.)}{ I. f(q.)} 

i=l j=l J i=l 
1 

j=l J 

onde f é rrensurável. 

Este é o caso especial da equação funcional (3.1.1} quando 

f = g = h, e >.. = (21- 8-1} onde B :1 1. Portanto pelo Teorana 3.3.1, sua 

solução rrensurável é dada por 

(3.3.68) 
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A outra solução f(p} =- p 
21-8_ 1 

é desprezada pelo postulado 

da norrralização. IX> postulado da saro. varos 

(3.3.69) 

n 8 
t p. - 1 

n i=l 1 
= t f(pi) = .::::.......;~~-

i=l 21- 8- 1 ' 
8 :1 1 H{P) 

Portanto H (P} é a entropia não-aditiva de ordem B. 

Isto prova o lana. 
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3. 4 FJXJAÇNJ FUNCIONAL ( 3 .1. 7) EM DUAS VARI!\VEIS 

Neste secção, a solução rrensurável da ccruaÇ,~ao frmcional ( 3 .l. 7) 

é derivada. A fim de realizar isto, prineiro resolverffrDs o caso especial 

da ~ção frmcional (3.1. 7) CJUando f = g = h, ou a scquinte ~ção 

frmcional 

(3.4.1) 

= 

n m 
~ ~ f (x. y . , u. v . ) 

i=l j=l l J l J 

n m n m 
1: f (x. , u. ) + ~ f (y . , v. ) + À ~ ~ f (x. , u. ) f (y . , v. ) 

i=l l l j=l J J i=l j=l l l J J 

V= Cv1 , ... ,vm) E~~, n = 2,3; m = 2,3 e À é uma constante não nula. 

A fim de provar os teoranas neste secção, precisarms provar 

primeira varies lanas. 

O lerra seguinte é uma extensão do Lema 3. 3. 2. da ~ção de 

Cauchy Em uma variável Em (O, 11 para a função de duas variáveis na 

região (O, 1] x (O, 11 • 

Lema 3.4.1 A função mensurável L(•,·) satisfazendo a equaçao 

frmcional 

(3.4.2) L(xy,uv) = L(x,u)•L(y,v) 

para (x,u), (y,v) E {0,11 x (0,1]. 

tem a solução não- trivial 

(3.4.3) x,v € (0,1] 

onde a, 8 são constantes arbitrarias. 

Prova: 

Seja u =v = 1, (3.2) reduz-se à ~ção frmcional an uma 



variável, pelo Lema 3. 3. 2, tem a solução não-trivial 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

Cl L(x,l) = X , X e: (0,1] 

Similarmente, seja x = y = 1 em (3.4o2), nós temos 

L(l,u) = u8 , u e: (0,1] 

Agora, seja y = u = 1 em (3.4.2), procluz 

L(x,v) = L(x,l)•L(l,v) 

e usando (3.4.4) e (3.4.5), temos 

(3.4. 7) (x, v) e: (O, 1] x (O, 1] 

onde a, e são oonstantes arbitrárias. 
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Lema 3. 4. 2 Se f é a solução rrensurável de ( 3. 4 .1) , então para 

z,w e: [0,1], 

n n 
(3.4.8) L G(x.z,x.w) - ( L x"!' ) G (z,w) 

i=l 1 1 i=l 
1 

n n n n 

= z{ L G (x. ,O) - ( L x"!' ) G(l,O)} + w{ L G(O,xi) ( L x"!' ) G(O,l)} 

i=l 
1 i=l 

1 i=l i=l 
1 

orrle 

(3.4.9) G(x,y) = Ã•f(x,y) + x 

Prova: 

seguinte fo:rma 

n m 
(3.4.10) L I: f( x.y.,x.y.) 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m n m 
= L f(xi,xi) + I: f(y.,y.) +À t E f(x.,x.) f(y.,y.) 

i=l j=l J J i=l j=l 1 1 J J 

Esta ~ção funcional envolve sárente 1..lffi:l variável, e de fato, 



este é um caso especial da fflllilção funcional ( 3 .1.1) quando f = g = h. 

Portanto, do Teorana 3.3.1, tcrrns as seguintes ~;oJnçÕes. 

(3.4.11) 

(3.4.12) 

X y-1 
f(x,x) =r {x - 1), 

ou 

f(x,x} 
X =--
À 
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Se multiplicarros À en ambos lados da e]Uação funcional (3. 4 o 1) 

e depois adicionamos 1 a ambos lados t~, (3.4.1} se reduzira a 

n m 
(3.4.13} E E À f (x. y . , u. v . ) + 1 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m 
= { L À f(xi,ui} + 1}{ L À f(y.,v.} + 1} 

i=l j=l J J 

V= (v
1

, ••• ,v} E~·, n = 2,3; m = 2,3 e À é uma constante não nula. 
m m 

Assim, seja 

(3.4.14} G(x,y) =À f(x,y) + x 

(3.4.1} torna-se 

n m n m 
(3. 4.15) L E G (x . y . , u. v . } 

i=l j=l 1 J 1 J 
= { L G (x. , ui) }{ E G (y . , v . )} 

i=l 1 j=l J J 

para X= (x
1

, ••• ,x) E~, Y = (y
1

, ••• y} E~, U = (u1 , ••• ,u) E ~n'' n n m n n 

V= Cv
1

, ••• ,v } E ~· e n = 2,3; m = 2,3. m m 

Q.lando X = u, Y = V, correspondentna1te a (3.4.11} e (3.4.12), 

a solução não-trivial de ( 3. 4.15) é 

(3.4.16) G(x,x) = xY, X E I o, 1] 

Especial.Irente, 



(3.4.17) G(O,O) = O; G(1,1) = 1 

n 
(3.4.18) i:1{G(xiy1,uiv1) + G(xiy2,uiv2) + G(xi (l-y1-y2)'ui (1-v1-v2))} 

(3.4.15), cama ajuda de (3.4.17), temos 

n 
(3.4.19) i:1{G(xi (y1+y2),ui (v1+v2)) + G(xi (1-y1-y2)'ui (1-v1-v2))} 

n 
= {i:1G(xi,ui)}{G(y1+y2,v1+v2) + G(1-y1-y2,1-v1-v2)} 

Substraindo (3.4.18) de (3.4.19), então 

n n 
(3.4.20) i~1G(xi (y1+y2)'ui (v1+v2)) - {i~1G(xi,ui)}G(y1+y2,v1+v2) 

n n 
= {r G(x.y1,u.v1)- l.r G(x1,u1)]G(y1,v1 )l + 

1=1 1 1 1=1 

Para X E ~n' U E ~~, X e U fixos, definimos 

n n 
(3.4.21) Ã __ (z,w) =r G(x.z,u.w) - { r G(x1,u.)} G(z,w) 

-~ 1=1 1 1 1=1 1 

~ féci1 ver que '1m ( ·, ··) é adtiva, ou 

(3.4.22) 'XJY+w,v+t) = ~(y,v) + 'Xu(w,t) 
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para (y,v),(w,t),(y+w,v+t) c [0,1] x [0,1] 

Pelo Lema 2.3.4 o qual é uma extensão simples do resultado de 

DarÕczy e I.Dsonczi (1967) an uma variável, sabrnos que 

(3.4.23) Axu<z,w) = z Axu(l,O) + w Axu(O,l), (z,W) C [0,1] X ro,l] 

Quando X= U, desde que Axu<z,w) é definido como an (3.4.21) 

com a ajuda de (3.4.16), temos 

(3.4.24) 
n n 

Ã __ (z,w) = ~ G(x.z,x.w) - C ~ x: 
-xx i=l 1 1 i=l 1 

G (z,w) 

Portanto, quando X = U, (3.4.23) produz (3u4.8). 

Isto prova o Lema 3.4.2. 

Agora estarros an condiçÕes de provar nosf".D pri.rreiro teorffOél. 

As soluções de (3.4.1) são dadas no teorffOél seguinte. 
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Teorema 3.4.1 Se f: [0,1} x [0,1] -+ R (Reais) é rrensurável an 

cada de suas variáveis, e satisfaz (3.4.1) para X c 6 , Y c~, U c~·, n m n 

V c ~', n = 2,3; m = 2,3 e À é uma constante não nula, então as soluções 
m 

não-triviais de f são dadas rx:>r 

(3.4.25) f(x,y) 1 a B =r (x y - x), a 'I O, B 'I O 

ou 

{3.4o26} f(x,y) 1 (xy- x), --
À 

y 'I o 

ou 

(3.4.27) f(x,y) 1 (yY-x), --
À 

y t o 

Prova: 

Seja X= Y = (1,0), U =V= (0,1) em (3.4.15), então, oam a 

ajuda de (3.4.17), temos 



(3.4.28) G(l,O) + G(O,l) = {G(l,O) + G(O,l)}
2 

Portanto 

(3.4.29) G(l,O) + G(O,l) = O 

ou 

(3.4.30) G(l,O) + G(O,l) = 1 

Caso I. G(l,O) + G(O,l) = O 

Seja Y = (1,0), V= (0,1) em (3.4.15), então 

n n 
(3.4.31) E G(x

1
,0) + E G(O,u.) =O 

i=l i=l 1 

(3.4.31), produz 

(3.4.32) G(x
1

,o) + G(x
2

,0) + G(l-x1-x2,0) + G(O,u1) + G(O,u2) + 

em (3.4.31), produz 

(3.4.33) G(x
1
+x

2
,o) + G(l-x1-x2,o) + G(O,u1+u2) + G(O,l-u1-u2) = O 

SUbstraiOOo (3.4.32) de (3.4.33), trnns 

(3.4.34) G(x1+x2,0) + G(O,u1+u2) 

Então, definirros 

(3.4.35) A(a,b) = G(a,O) + G(O,b) 

t claro que (3.4.34) pode ser reduzida a uma função aditiva 

de A, ou 
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Portanto 

(3.4.37) A(a,b) = a• (1,0) + b•A(O,l) 

para (a,b) E [0,1] x [0,1]. 
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A relação {3.4.37) cama definição de A{a,b) em (3.3.35), produz 

{3.4.38) G{a,O) + G{O,b) = a•G{l,O) + b•G(O,l) 

para todo (a,b) E [0,1] x [0,1]. 

Em particular, 

(3.4.39) G(a,O) = a•G(l,O), a E [0,1] 

e 

{3.4.40) G(O,b) = b•G{O,l), b E [o,1j 

Agora, seja xi= ui para 1 ~i~ n; Y = (v,l-v), V= (v,O) para 

v E (0,1) em (3.4.15), temos 

(3.4.41) 
n n 
L G(x.v,x.v) + L G(x. (1-v),O) 

i=l 1 1 i=l 
1 

n 
= { L G(xi,x.)}{G{v,v) + G(l-v,O)} 

i=l 1 

Desde que conhecemos de (3.4.16) que G{t,t) = tY, para todo 

t E fo,l] e de (3.4.39), temos 

n n 
(3.4.42) L(x.v)Y+ G(l,O) { L xi (1-v)} 

i=l 1 i=l 

n 
= ( L x! ){vY+ (1-v) G(l,O)} 

i=l 1 

n 
Desde que L x. = 1 e v 'I O, (3.4.42) é equivalente a 

i=l 1 

n 
(3.4.43) G (1,0) = ( L xY ) G(l,O) 

i=l i 



Conclui-se que 

(3.4o44) G(l,O) = O 

De (3.4.29), é claro que 

(3.4.45) G(O,l) = O 

De (3.4.39) e (3.4.40), vemos que 

(3.4.46) G(a,O) = O, a E [0,1] 

e 

(3.4.47) G(O,b) = O, b E [0,1] 

Desde que (3.4.23) cem a definição de ~(z,w) dada eu 

(3.4.21) produz 

(3.4.48) 

(3.4.49) 

n 
r: G(x.z,u.w) 

i=l ~ ~ 

n n 
= { L G(x. ,u.)} G(z,w) + z{ L G(x. ,O} 

i=l ~ ~ i=l ~ 

n n 
a { L G(O,u1) - [ L G(x. ,u. )) •G(O,l)} 

i=l i=l ~ ~ 

n 
[ L G (x . , u . ) ] • G (1 , O) } + 
i=l ~ ~ 

Com a ajuda de (3.4.44)-(3.4.47), (3.4.48) reduz-se a 

n n 
{r; G(x.,u.)}•G(z,w) =r: G(x.z,u.w) 
i=l ~ ~ i=l ~ ~ 

Z 1 W E [0,1] 

Agora, para z,w fixos, z,w E [0,1], nós definirros 

(3.4.50) Bzw(t,s) = G(tz,sw) - G(t,s)•G(z,w) 

Pela relação em (3.4.49), é fácil ver que para z.w fixos, 

z,w E [0,11, Bzw(t,s) é aditiva em (t,s) para (t,s) E [0,1] x [0,1], ou 
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(3.4.51) Bzw(x1+x2,u1+u2) = BzwCx1,u1) + BzwCx2,u2) 

000e (Xl' u1) 1 (x2 1 u2) I (x1 +X2 1 u1 +u2) E: r. 0 I 1 J X r 0 1 ll • 

(3.4.52) 

(3.4. 53) 

Similanrente, sabaros que 

B (t,s) = t•B (1,0) + s•B (0,1) zw zw zw 

Da definição de B (t,s) em (3.4.50), vemos que zw 

B (1,0) = G(z,O) - G(l,O)•G(z,w) =O zw 

e 

(3.4.54) Bzw(O,l) = G(O,w) - G(O,l)•G(z,w) =O 

(3.4.55) 

Combinando (3g4.52), (3.4.53) e (3.4.54), nós temos que 

B (t,s) = O zw 

ou 

(3.4.56) G(tz,sw) = G(t,s)•G(z,w) 

orrle (t,s), (z,w) E [0,1} x [0,1]. 

(3.4.57) 

Especialmente, (3.4.56) é verdadeiro em (0,1} x (0,11. 

Pelo Lema 3.4.1, (3.4.56) tem a solução mensurável oamo 

Cl 8 G(x,y) =X y 1 (X,y) E (0,1] X (0,1] 

orrle a, 8 são paréllretros abtrârios. 

A fim de te:rrros f3.4.16) consistente cx::tn (3.4.57), vemos que 

Cl + 8 = y 

O fato que de (3.4.46) e (3.4.47) 

G(a,O) = G(O,a) = O, a E: [0,1] 
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tornara a solução em (3.4.57) verdadeiro para todo (x,y) E: [0,1] x [0,1]. 

(3.4.58) 

Agora, pela definição de G(x,y) em (3.4.14), temos 

1 Cl 8 f(x,y) =r (X y- X), a,8 f. O, (x,y) E: [0,1] x [0,1] 



Caso II. G(l,O) + G(O,l) = 1 

Seja Y = (0,1), V= (1,0) em (3.4.15), então 

n n n 
(3.4.59) L G (x. , O) + ~ G (O, u. ) = ~ G (x . , u. ) 

i=l 1 i=l 1 i=l 1 1 

Portanto, oos def inirros 

(3.4.60) B(a,b) = G(a,b) - G(a,O) - G(O,b) 

para (a,b) e: [0,11 x [0,1]. 
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Então, caro antes, usando a relação em (3.4.59), depois de urna 

pequena manipulação, concluinos que B(a,b) caro definida acima em (3.4.60) 

é aditiva em duas variáveis na região [0,1] x [0,1]. 

Pelo rena 2. 4. 3 oo capítulo anterior, então 

(3.4.61) B(a,b) = a•B(l,O) + b•B(O,l) 

De (3.4.60) e (3.4.17), temos 

(3.4.62) B(l,O) = O 

e 

(3.4.63) B(O,l) = O 

Portanto da definição de B(a,b) em (3.4.60), sabaros que 

(3.4.64) G(a,b) = G(a,O) + G(O,b), Ca,b) e: [o,11 x I o,fJ 

Substituindo (3.4.64) em (3.4.15), temos 

n m 
{3.4.65) ~ L {G(x.y.,O) + G(O,u.v.)} 

i=l j=l 1 J 1 J 

n n 
= { ~ [G(x.,O) + G(O,u.)j}{ L [G{y.,O) + G(O,v.)]l 

i=l 1 1 i=l J J 

Seja U = (1,0), V= (1,0) em (3.4.65), usando o fato G(O,O) =O, 

taros 

n m 
(3. 4. 66) L L G(xiy.,O) + G(O,l) 

i=l j=l J 
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n m 
= { L G(x.,O) + G(O,l)}{ L G(y.,O) + G(O,l)} 

i=l 1 j=l J 

Seja 

(3.4.67) k(t) = G(t,O) + t•G(O,l) 

Então, é claro que 

(3.4.68) k(O) = O 

e 

(3.4.69) k(l) = 1 

E :IX>rtanto, (3.4.66) torna-se 

n m n m 
(3.4. 70) L L k(x.y.) = { L k(x.)}{ L k(y.)} 

i=l j=l 1 J i=l 1 j=l J 

Usando outra transformação, seja 

(3.4.71) k(t) = Ãm(t) + t 

Então, (3.4.70) reduz-se ã forma seguinte 

n m n m 
(3.4.72) L L À •m (x. y. ) + 1 = { L À •m (x. ) + 1 }{ L À •m (y . ) + 1} 

i=l j=l 1 J i=l 1 j=l J 

n m n m n m 
(3.4. 73) L L rn (x. y. ) = r m (x. ) + L m (y. ) + À E E m (x. )m (y.) 

i=l j=l 1 J i=l 1 j=l J i=l j=l 1 J 

para X= Cx1, ••• ,x ) E ~ , Y = Cy1, ••• ,y ) E ~ , n= 2,3; rn = 2,3 e À é n n m m 

urra constante não nula. 

Este é o caso especial da equação funcional (3.1.1) quando f = g = h, 

:IX>rtanto :pJdaros aplicaro resultado do 'l.rorrna 3.3.1 e obter as soluções 

não-triviais camo segue: 

(3.4.74) m(t) =! (ta-l_ 1), 
À 

t c [o,1j 

.. . .. - B onde a e um prramet.ro arb1 trario cem a convençao O = 1. 



SUplerrentado cx:>r,1 a solução trivial caro 

(3.4. 75) t 
m(t) = - -

À 
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Correspondendo a (3.4. 74) e (3.4. 75), taros o respectivarrente o 

seguinte. 

(3.4.76) k(t) =ta, t e: (o' 1] 

e 

(3.4.77) k(t) =o, t e: [0,1] 

Da definição de k em (3.4.67), (3.4.76) e (3.4.77) significa as 

duas relaÇÕes seguintes respecti varrente •. 

(3.4.78) G(t,O) + t G(O,l) =ta, t c [0,1] 

e 

(3.4.79) G(t,O) + t G(O,l) =O, t e: [0,1] 

Similarmente, começamos fazendo X= (1,0), Y = (1,0) em (3.4.65), 

taTos 

(3.4.80) 
n m 
~ ~ G(O,u.v.) + G(l,O) 

i=l j=l l J 

n m 
= { L G(O,u

1
) + G(l,O)}{ r. G(O,v.) + G(l,O)} 

i=l j=l J 

Seja 

(3.4.81) n(t) = G(O,t) + t G(l,O) 

Novarrente, nós tenns 

n m n m 
(3.4.82) ~ ~ n(u.v.) = { ~ n(u.)}{ ~ n(v.)} 

i=l j=l l J i=l l j=l J 

Usando a transformação 

(3.4.83) n(t) = Ã·k(t) + t 



Então, (3.4.82) reduz-se do caso especial de (3.1.1) quando 

f = g =h, aplicando o resultado do Teorena 3.3.1, ohterns as soluções 

correspondentes para n no que se segue. 

(3.4.84) n(t) = tB, t c [0,1] 

e 

(3.4.85) n(t) = O, t c [O,lJ 

Desde que n(t) é definido como em (3.4.81), (3.4.84) e (3.4.85) 

significam respectivamente as seguintes rela ções. 

(3.4.86) G(O,t) + t G(l,O) = t 8, 

e 

(3.4.87) G(O,t) + t G(l,O) = O, 

Desde que conheceros que 

G(t,t) = ty, 

e 

G(O,l) + G(l,O) = 1 

t c [o,lJ 

t c [0,1]. 

t c [0,1] 

De (3.4. 78), (3.4.86) e (3.4.64), é claro que 

t c [0,1] 

ou 

(3.4.88) I tY+ t = o, t € [0,1] 

(3. 4. 88) 1 é impJssi vel acontecer, portanto nós sá:rente consider

arros (3.4.88). 
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Os pararretros envolvendo a equação em ( 3. 4. 88) para todo t c [O, iJ 

tem que satisfazer mna dos seguintes relações. 

(3.4.89) a = 1, 8 = y f 1 

ou 



(3.4.90) 8 = 1, a = y 1 1 

Para ver isto, de (3.4.88), temos 

t. E: [0,1] 

ou 

(3.4.92) t 2Y+2ty+1+ t 2= t 2a+ t 28+ 2ta+~ 

Usando a relação an ( 3. 4 • 88) , substi tuincto t ]:X)r t 2 , pode ser 

visto que 

(3.4.93) t2a+ t28= (t2)a+ (t2)8= (t2)y+ (t2) = t2y+ t2 

Portanto ( 3. 4. 92) é aJUi valente a 

(3.4.94) 2ty+l= 2ta+8, 

Isto implica que 

(3.4.95) y + 1 =a + 8 

t E: [0,1] 

SUbstituindo esta relação (3.4.95) na re1a<ção 

ou 

(3.4.97) tY- t 8= ta- t, 

NÕs temos respectivamente 

ou 

(3.4.99) ta+S-l_ t 8= ta- t, 

(3.4.98) é o mesmo como 

(3.4.100) ta-1 (t8- 1) = t 8- t, 

Isto implica que 

(3.4.101) a = 1 

t r: [0,1] 

t E [0,1] 

t E: [0,1] 

t E [0,1] 

t E [0,1] 

78 
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E por outro lado de (3.4.95), temos 

(3.4.102) y = 8 f 1 

S:ilnilanrente, (3. 4. 99) dará que, se a f 1, p_ntão 

(3.4.103) 8 = 1, y = 8 f 1 

Portanto, (3.4.101), (3.4.102) e (3.4.103) provam (3.t1.R9) e 

(3.4.90). 

Quando (3.4.89) é vexdade, então de (3.4.78), temos 

(3.4.104) G(t,O) + t G(O,l) = t 

Seja Y = (v,l-v), V= (v,O) para v E (0,1] eU= X= Cx
1

, ••• ,xn) 

e~ em (3.4.15), temos 
n 

n n 
(3.4.105) E G(x

1
v, x.v) + E G(x. (1-v), O) 

i=l 1 i=l 1 

n 
= { E G(x.,x.)}{G(v,O) + G(l-v,O)} 

. 1 1 1 1= 

De (3.4.104) e (3.4.16), sabemos o seguinte 

(3.4.106) G(t,O) = t- t G(O,l); G(t,t) = tY, 

SUbstituindo (3.4.106) em (3.4.105), então 

n 
(3.4.107) vy E x: + (1-v) - (1-v) G(O,l) 

i=l 1 

n 
= (Ex: ){vy + (1-v) - (1-v) G(O,l)} 

i=l 1 

ou 

n 
(3.4.108) 1- G(O,l) = (Ex: ){1- G(O,l)} 

i=l 1 

t E: [0,1] 
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Tsto implica que 

(3.4.109) G(O,l) = 1 

(3.4.109) e (3.4.30) dá 

(3.4.110) G(l,O) = O 

Portanto de (3.4.104)' saberns que 

(3.4.111) G(t,O) = O, t c [0.11 

Por outro lado, combinarKlo (3.4.16), (3.4.111) e (3.4.64), temos 

(3.4.112) G(O,t) = tY. 

e 

(3.4.113) G(a,b) = G(a,O) + G(O,h) = by 

para (a,b) c [0,1] x [0,1]. 

t c f:o,1] 

Correpondentanente, da definição de G em ( 3. 4. 9) , temos 

1 y 
(3.4.114) f(a,b) =r (h- a), (a,h) E: [0,1] x [0,1] 

Sirnilanrente, se (3.4.90) é o caso, entc::lo 

(3.4.115) f(a,b) =f (ay- a), (a,b) E: [0,1] x [0,1} 

Isto prova o Teorema 3.4.1. 

Agora estamos para derivar a solução da equação funcional 

(3.1.7) a qual é uma versão generalizado da equação funcional (3.4.1) 

cem três funções mensuráveis diferentes. O seguinte teorana é provado 

utilizando-se o Teorema 3. 3 .1 e a discussão a qual é usado na prova do 

Teorana. 3. 4 .1. 

Teorena 3.4.2 Se f,g,h : [0,1] x [0,1] -+ R (RP..ais) sao 

ITEnSuráveis en cada uma de suas variáveis e satisfazan (3.1. 7), então 

as soluções não-triviais de f, g e h são dadas por 
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r(x,y) = l/À • (abxayS- x) , a,~ 1- O 

(3.4.116) g(x,y) = l/À• (axay8- x), a,~ t O 

h(x,y) a ~ 
a,~ t O = l/À• (bx y- x), 

r(x,y) = l/À• (abxy- x), y t o 

(3.4.117) g(x,y) = l/À. em?- x) , y t o 

h(x,y) = l/À • (bx y- X) , y t o 

Jf (x,y) = l/À • (ay Y- x) , y 1- o 

(3.4.118) 

1 
g(x,y) = l/À • (ay Y- x) , y t- o 

= l/À • (by y- X) 1 t- o -h(x,y) y 

suplanentada cem as soluções triviais 

(3.4.119) f(x,y) = g(x,y) =-x/À, h(x,y): arbitrária. 

(3.4.120) f(x,y) = h(x,y) =-x/À, g(x,y): arbitrárL1. 

Prova: 

Na equação funcional (3.1.7), fazerrlo X= U = Cx
1

, ••• ,x) E~ , 
n n 

n m 
(3.4.121) ~ ~ f(x.y.,x.y.) 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m n m 
= r: g(xi,x.) + r: h(y.,y.) +À r: r: q(x.,x.)h(y.,y.) 

i=l 1 j=l J J i=l j=l 1 1 J J 

Esta é 'lliTB. equação funcional de um:1. variável, portanto, pelo 

. Teorema 3.3.1, temos 

f(x,x) = l/À• (abxy-l_ 1) 

g(x,x) = l/À• (axy-l_ 1) 

h(x,x) = 1/À. (bxy-l -1) 

p:rra ab 'f O. 



(3.4.123) f(x,x) = g(x,x) =-x/f., h(x,x): arbitráriR 

ou 

(3.4.124) f(x,x) = h(x,x) =-x/f., g(x,x): arbitrária 

Similar á transformação nós temos para resolver (3.1.1), seja 

{

F(x,y) =À f(x,y) + x 

(3.4.125) G(x,y) = À g(x,y) + x 

H(x,y) = f. h(x,y) + x 

an (3.1. 7), então toma-se 

n m 
(3.4.126) 1: r F(x.y.,u.v.) = 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m 
{ L G (x. , ui)}{ L H (y., v.)} 
i=l 1 j=l J J 

V= Cv1, ••• ,v) E ~· e n = 2,3; m = 2,3. m m 
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Oorrespondendo as soluções em {3.4.122), (3.4.123) e (3.4.124), 

taTos o seguinte para F, G e H respecti varnente, 

rF(x,x) = abxy 

(3.4.127) 1G(x,x) = axy 

JJ{;x, x) = hx Y 

orrle y é mn pararretro e ab ~ O. 

(3.4.128) F{x,x) = G(x,x) = O, H(x,x) 

ou 

arbitrária 

(3.4.129) F(x,x) = H(x,x) = O, G(x,x) : arbitrária 

caso I. Quando F(x,x) = abxy, G(x,x) = axy, H(x,x) = hxy 

Em particular, (3.4.123) da 

(3.4.130) F(O,O) = G(O,O) = H(O,O) = O 

e 
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(3.4.131) F(l,l) = ab, G(l,l) =a, H(l,l) = b 

para élb 1- O. 

Seja Y = (1,0), V= (1,0) em (3.4.126), com (3.4.130) e (3.4.131), 

então teros 

n n 
(3.4.132) [ F(x1,u.) = h• t G(x.,u1) 

1=1 1 1=1 1 

para todo X= Cx
1

, ••• ,x) E t:, , U = Cu1 , ••• ,u) E ô', n = 2.3. n n n n 

Simi1arrrente, seja X = (1,0), U = (1,0) em (3.4.126), teros 

m m 
(3.4.133) t F(y.,v.) = a• t H(y.,v.) 

j=1 J J j=l J J 

para todo Y = (y
1

, ••• ,y) E~ , V= (v1, ••• ,v) E A', m = 2,3. 
m m m m 

SUbstituindo (3.4.132), (3.4.133) e~ (3.4.126), então 

n m 1 n m 
(3.4.134) t L F(x.y.,u.v.) = ah {L F(x.,u.)}{ t F(y.,v.)} 

i=l j=l 1 J 1 J i=l 1 1 j=l J J 

Esta é uma equação funcional envolve_ndo sámente uma função F, 

seja 

1 (3.4.135) R(x,y) = ab F(x,y) 

(3.4.134) torna-se 

n m 
(3.4.136) L E R(x.y.,u.v.) = 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m 
{ t R (x. , u. ) }{ L R (y. , v.)} 
i=l 1 1 j=l J J 

Esta é a equação funcional do tipo ( 3. 4 .15) a qual nós discutírros 

na prova do Teorana 3. 4.1 e tem as soluções não-triviais caro segue. 

(3.4.138) R(x,y) = xY, 

(3.4.139) R(x,y) = yY , 

a,B ,. O 

y ,. o 

y ,. o 



De (3.4.135), assim as soluções corresrx:mc1entes para F são 

a R (3.4.140) F(x,y) = abx y , 

(3.4.141) F(x,y) = abxY, 

(3.4.142) F(x,y) = abyY, 

a,P, I O 

y t o 

y t o 

Combinando cada uma de (3.4.140), (3.4.141) e (3.4.142) com 

(3.4.132) 1 rxrlE!IDs resolver G(x 1 y) caro seque: 

I(i) a S Quando F(x 1 y) = abx y 1 a.1R t O 

De (3.4.132), usando (3.4.130) 1 temos 

n 1 n n a S 
(3.4.143) I: G(x. ,u.) = b • I: F(x. ,u.) = a• r x.u. 

i=l 1 1 i=l 1 1 i=l 1 1 

Seja 

(3.4.144) A(t,s) = G(t 1 s) - a•tase 

para (t 1 s) E [0 1 1] x [0 1 1]; a 1 B "I O. 
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Usando a relação em (3.4.143) 1 depois de uma pequena ~tnipulação 1 

então é fácil ver que A(t,s) é aditiva ern [0 1 1} x [0 1 1] 1 pelo IBna 2.4.3 1 

taTOs 

(3.4.145) A(x,y) = x A(l 1 0) + y A(0 1 1), (X 1 y) E [0,1] X [0 1 1} 

Com a definição de A(t 1 s) em (3.4.144) 1 (3.4.145) torna-se 

(3.4.146) G(x 1 y) - axayB = x G(l 1 0) + y G(O,l) 

Para encontrar os valores exactos para G (1, O) e G (O, 1) 1 seja 

X= (x 1 l-x) 1 U = (u 1 0) para x,u E (0 1 1) em (3.4.132) 1 temos 

(3.4.147) F(x 1 u) + F(l-x 1 0) = b {G(x,u) + G(l-x 1 0)} 

Substituindo (3.4.140) para F e (3.4.146) paraGem (3.4.147) 1 

prodm; 



(3.4.148) b G(l,O) + u G(O,l) = O, 

Isto implica crue 

(3.4.149) G(l,O) = G(O,l) = O 

Portanto de (3.4.146), concluirros que 

(3.4.150) G(x,y) = axa~l 

JXrra (x,y) E [0,1] x [0,1} 

u c (0,1) 

a,0 :f O 

Similarmente, de (3.4.133) e (3.4.140), temos 

m m a 8 
(3.4.151) ~ H(y.,v.) = b ~ y.v. 

j=l J J j=l J J 

Pelo rresrro método de antes, conclui.nos que 

(3.4.152) II(x,y) = bxayf\ 

para (x,y) E [0,1] x [0,1] a,S ~ O 
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Por um método paralelo corro em I (i) , poderros obter os seguintes 

resultados. 

I(ii) Quando F(x,y) = abxY, 

Então 

(3.4.153) G(x,y) = axy, H(x,y) = bxy 

para (x,y) E [0,1] x [0,1], e y :f O. 

I(iii) Quando F(x,y) = abyY, 

Então 

(3.4.154) G(x,y) = ayY, II(x,y) = byy 

para (x,y) E [0,1] x [0,1}, e y :f o. 

y :f o 

y :f o 

Atraves da transforroa.ção €!11 (3.4.125), as soluções que obtivemos 

rnt I(i), I(ii) e I(iii) são (3.4.116), (3.4.117) e (3.4.118) respectivarrente. 

Caso II. Quando F(x,x) = G(x,x) = O, H(x,x): arbitrária, x E [0,1] 
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Seja X= U = (1,0) em (3.4.126), com a ajuda de (3.4.128), terras 

m 
(3.4.155) L F(y.,v.) =O 

j=l J J 

prcx1uz 

(3.4.155), prcx1uz 

(3.4.157) F(y
1
+y

2
,v

1
+v2) + F(l-y1-y2,1-v1-v2) = O 

Combinando (3.4.156) e (3.4.157), é fácil ver que F é aditiva 

em [O, 1] x [O, 1] , portanto caro antes, tenns a relação 

(3.4.158) F(y,v) = y F(l,O) +v F(O,l) 

can a condição que 

F(O,O) = F(l,l) = O 

~ trivial ver de (3.4.155) que 

(3.4.159) F(l,O) = F(O,l) = O 

Portanto 

(3.4.160) F(y,v) =O, (y,v) c [0,11 x [0,1] 

Seja Y =V= (y
1

, ••• ,ym) em (3.4.126), cam (3.4.160), é fácil ver 

que a função G também anula-se em todo parte, e pJrtanto a. função JI pcx1eria 

ser arbitráia em [0,1] x [0,1]. 

Portanto, correspondente as soluções desenvolvidas a qual é dado 

an (3.4.119). 

caso III. Quando F(x,x) H(x,x) = O, G(x,x): arbitrárid. x c [o,1j 
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A prova é paralela ao caso II feito acirra, e portanto teP'l as 

soluções cerro dado e:n (3.4.120). 

Isto prova o Teorema 3.4.2. 

Agora, usando o Teorema 3.4.1, provarros um lrna de caracterização 

para algumas nroidas de infom"lção generalizada. 

Lema 3.4.3 Se I{P:Q) em õnx ô~ , n ~ 1, satisfazando os s~ruintes 

JX>Stulados: 

(a) Postulado da sana 

(3.4.161) I(P:Q} = 
n 
L: f (p. ,q.) 

. 1 1 1 1= 

para todo P = Cp
1

, ••• ,pn) E ôn' Q = Cq1, ••• ,qn) E ~~, n = 2,3; e f é 

mensurável en cada \.liffi de suas variáveis. 

(b) Postulado de não-a di ti vidade 

(3.4.162) I(P~R:Q~S) 

= I(P:Q} + I(R:S) + (2-S- 1) I(P:Q)I(R:S) 

E t\ 1 

n' 
R= (r1, ••• ,r ) E ô , m m 

S = Cs
1

, ••• ,s ) E ô' , n = 2,3; m = 2,3. m m 

(c} Postulado de normalização 

(3.4.163) (i) f(l,l/2) = 1, f(O,l) =O 

(3.4.164) (ii) f(l,l/2) = 1, f(O,l) = O, f(l/2,1/2) = O 

(3.4.165) (iii) f(l,l/2) = 1, f(O,l) =O, f(l/2,1/2) = 1/2 

então I(P:Q) é 

(i) A divergência dirigida não-aditiva de ordem {a,S) 

(ii) a divergência dirigida de ordem a (a f- 1) 

(iii) a imprecisão de orde:n l+B 



88 

respec:ti~te. 

Prova: 

Dos postulados (a) e (b), terras a scqnint:~ er.p.1ação fnncional 

n m 
(3.4.166) L L f(p.r.,q.s.) 

i=l j=l 1 J 1 J 

n m n m 
= L f(pi,q.) + r f(r.,s.) + (2-8- 1) r L f{p.,q.)f(r.,s.) 

i=l 1 j=l J J i=l j=l 1 1 J J 

S = Cs
1

, ••• ,s) E 6', n = 2,3; m = 2,3 e~ I O. m m 

Esta é a e:JUação fnncional ( 3. 4 .1) quando À = 2-~- 1. Portanto 

pelo Teorera 3. 4 .1, as soluções sao 

a o __ xy -x 
(3.4 .167) f (x,y) -

2-8- 1 

Xy- X 
(3.4.168) f(x,y) = 

2-8- 1 

= yY- X (3.4.169) f(x,y) 0 
2-J..l_ 1 

A condição de normalização f(l,l/2) = 1 elemina a possibilidade 

da solução en (3.4.168), também da a relação 

(3.4.170) o = 8 

em (3.4.167) e 

(3.4.171) y = 8 

em (3.4.169) 

Mas can a condição de nonnalização f (O, 1) = O, a solução en 

(3.4.169) é t:arn1:x3n eleminada, e a única solução que existe é 



a S _xy-x (3.4.172) f(x,y) - _
8 

, 
2 - 1 

0 f o 

rbvamente, a condição de norm:1lização f (1/2,1/2) = O dá 

(3.4.173) a + S = 1 

Neste caso, (3.4.172) torna-se 

a l-a 
X y -X (3. 4.174) f (x,y) = --"'---::---
2a-l - 1 
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A condição de normalização f(l/2,1/2) = 1/2 em (3.4.172) produzira 

(3.4.175) a = 1 

E p:>rtanto, (3.4.172) dá 

- xys - x (3.4.176) f(x,y) - _
8 

, 
2 - 1 

0 f o 

Pelo p:>stulado da srna em (a), verros que (3.4.172), (3.4.174) e 

(3.4.176) produzem várias Iredidas de informação generalizadas (a), (b) e 

(c) no teorana respecti vam:mte. 

Isto prova o lana. 
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CAPÍ'IUI.D 4 

A D~IA-J DE ORD'fl1 a 

A divergência-J de ordem a é definida e suas propriedades são 

listadas. Um toorema de caracterização é tambÉm provado assumindo-se um 

conjunto de cinco p::>stulados. 

n 
Denotemos p::>r ~ = { (p11 ••• 1p ): pi~0 1 l~i~n 1 r. p.= 1} o conjunto 

n n i=l 1 

de distribuiçõens de probabilidade discretos. Para duas dessas distribuições 

[ Rathie e Kannappan (1972)] é definida caro 

(4.1.1) I (P:Q) = 
n 1 a I a~1 

Entre duas distribuições de probabilidade P= Cp11 ••• 1Pn) e 

Q= (q
1 1 ••• 1C!n) em ~n 1 existem diversas rredidas estatísticas as quais estão 

relacionadas cam divergencia dirigida. 

A afinidade [ Matusita (1961) ] é dada rx>r 

n 1/2 
An(pl1""" 1pn:q11""" 1qn) = .r. (piqi) 

1=1 

A rredida de distância quadratica [ Matusita (1966) J é dada p::>r 
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• 2 ~ 
E a estatistica x de Pearson e definida p:>r 

2 k 2 k 2 -1 x = ~ { (n.-np.) /(np.)}= n { r. qip. - 1 } 
i=l 1 1 1 i=l 1 

k 
orrle n= ~ ni, ni e np i são as frequências observad.c>s e esperadas corresp:>n

i=l 

dentes as i -ésiiro grup:> respecti varrente e p i é a probabilidade de obtemos 

uma observações oo i-ésim::> gru}X>, e qi= ni/n. 

{4.1.2) 

(4.1.3) 

~claro que 

In,l/2 (P:Q) = {An(P:Q} - 1 }/(2-l/
2
- 1) 

I 
112

CP:Q) = D /(2-21/ 2) n, n 

e 
2 

Ik,2(ql, ••• ,qk:pl, ••• ,Pk> = ~ 

l'l.rnú - o0 1 o(l--0 ( -LQ) ..-,..1, usarros a convençao = , Clf"" 

Quando n=2, (4.1.1) produz 

paql-a+(l-p)a(l-q)l-a_ 1 
I2 {P:Q} = ----=-1------

,a 2a- - 1 

Para a~l, {4.1.1) reduz-se a 
n 

I {P:Q} = ~ pilog (p./qi) 
n i=l 1 

, a=H 

orrle O•·log O = O e sepre que tnn qi=O, o correSJX>rrlente pi=O. 

I (P:Q) é a Iredida de divergen::ia dirigida [ KullJJél.:k {1959) j ou 
n 

ganho de infonnação [ Renyi (1960) J 
A divergência-J ( ou divergência sinetrica) entre duas distribui-

ções P e Q é definida IX>r [ Kullba~k {1959) 1 
n 

(4.1.4) J {P:Q) = ~ (p.-q.) log (p./qi) = J (P:Q) + J (Q:P) 
n i=l 1 1 1 n n 

r-ós definilros a divergência-J ( ou divergência sirretrica) de ordan 

a entre duas distrib..rlções P = Cp1 , ••• , pn) e Q = Cq1 , ••• ,qn) an fln 



li 
!i 
'I [i 
li 

li 
li 
li 
li 

li i 

fi 

li 
i! 
ti 

li 
lj I, 
I' ,I 

li 
i! 

li 
li 
!I 

li 
li 
i' 
I li 

li 
li 

I 

I 

(4 .1.5) Jn (P:Q) = I (P:Q) + I (Q:P) ,a n,a n,a 

Para a -+ 1, (4.1.5) fornece (4.1.4). Portanto (4.1.5) é uma 

generalização a um parametro de (4.1.4) 

Para n=2, ( 4 .1. 5) fornece a fonna. sequente 

(4.1.6) 

a =t 1. 
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Se H1 , H2 são as hiJX>teses que a variavel aleatória X é de uma 

população estatlstica oam distribuição de probabilidade P e Q repectivamente, 

a-1 
(p./q.) -1 

para o j-ésirro evento, nós definirros J ~ 1 corro a infonna.ção do evento 
2a - 1 

para discriminação en favor de H1 contra H2, então In,a (P:Q) é a infonna.ção 

média para discriminação en favor de H1 contra II2 e J (P:Q) é a infonna.ção n,a 

:ná:iia para discr:i.minação entre H1 e H2• 

tin teorema de caracterização para ( 4 .1. 4) foi dado recentarente }X>r 

Kannappan e Rathie (1979) 

O objetivo desse trabalho é dar algumas propriedades e um teorema 

de caracterização para (4.1.5) para a:Fl, usarrlo um oonjunto de cinco JX>stu1-

ados. esta é a prineira tentativa para dar uma fundamentação axianãtica para 

a di vergência-J de ordem a. 



4. 2 PROPRIEDADES 

A divergência-J de ordem a tem as seguintes propriedades: 

(i) Não-Nega ti vidade 

J (P:Q) é não-negativa, e é zero se c somente se pi= q
1
. para 

n,a 

totos i. Isto é claro da desiqualidade 

a 1-a p q ~ ap + (1-a)q 

93 

Isto significa que a informação nirlia para discriminação entre 

duas distribuições diferentes é gerallrente positivo e será zero se e sém:mte 

se as duas distribuições coincidirem. 

(ii) Silretria 

onde { a (1), ••• ,a (n) } é uma penrutação arbitraria ele {1,.. •• ,n}. 

A penrutação conjunta de indices correspondentes de eventos não 

m.rla o valor da di vergência-J de ordem a. 

(iii) Expandibilidade 

Jn+l,a(pl, ••• ,pn,O:ql, ••• ,~,O) = Jn,a(pl, ••• ,pn:ql, ••• ,~) 

A adição de um evento de probabilidade zero não altera o valor da 

di vergên:ia-J de ordem a. 

(iv) Recursividade 

a 1-a pl p2 ql q2 
+ (pl+p2) (ql+q2) I2,a( pl+p2' pl+p2 ql+q2' ql+q2 

( a l-a ql q2 pl p2 
+ ql+q2) (pl+p2) I2,a( ql+q2' ql+q2 pl+p2' pl+p2 

para pl+p2 >O, ql+q2>0. 

(v) Não-Aditividade 



J ( P>tR : Q~ ) 
rr.n,a -

= J (P:Q) + J (R:S) + l { In (P:Q)•r (R:S) + n,a m,a 2a-l_ 1 ,a m,a 

I (Q:P) • T (S:R) } n,a 1n,a 

(vi) Não-Adi ti vidade Forte 

em 6m para i=l, ••• ,n. 

n 
= Jn,a(pl, ••• ,pn: ql, ••• ,a) + "q~p~-(ti (()1., ••• ,(1 .:Pl., ••• ,P .) 

"TT • 
1 

_._ l m,n l Tll __ l TT1l 
l= 

n a 1-a... 
~ p.qi ~ (Pl., ••• ,P .: Qli' ••• ,o .) 

i=l 1 m,a 1 m1 lmi 

(vii) Continuidade 

Jn (P:Q) é uma função continua de 2n variaveis. 
,a 

(viii) Intercâmbiobilidade de distribuições 

Para P = (pl, ••• ,pn)' Q = (ql, ••• ,qn) em An 

Jn (P:Q) = J (Q:P) ,a n,a 

(ix) Nulidade 

Seja g(x,y) = J 2 (x,l-x:y,l-y), orrle x,y E: [0,1]. 
,a 

g(x,x) = O para x E: [0,1] 

A divergência-J de um evento e seu corrplerrento entre duas distri-

Wições de probabilidade identicas é zero. 

(x) tbrnalização 

g(O,l) = 2(1-2a-l)-l 



4. 3 O TEDRFMA DE CARACI'ERIZJ\ÇN:> 

Seja f(x,y) = r
2 

(x,l-x:y,l-y) para x,y F- K, onrle 
,a 

K = (O,l)x(O,l)u{ (O,z)}u{(l,z
1

)} com 7, ltJ,l) e z
1 

c (0,1] 

Nesta secção, u...sanos quatro das propriffiaoes ac.im3. e a existencia 

de derivadas parciais até segunda ordem de f(x,y) can respeito a x,y c (0,1) 

caro };X)Stulados para provar um teoralB. de caracterização para a divergência-

J de ordem a. 

Toorana. 4. 3 .1 As seguintes propriffiades 

a. S:i.rretria (ii) quarrlo n = 3. 

b. Recursividade (iv). 

c. Nulidade (ix) 

d. fb:rnalização (x) 

e. A existencia de derivadas parciais até segurrla ordem de f (x,y} ccro respeito 

a x,y e: (0,1) 

detennina de maneira nnica a di vergência-J de ordem a para a ?= 1. 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

Prova: 

Quando n = 3, seja X= (x,u,l-x-u), Y = (y,v,l-y-v). 

Da recursividade oos podenos obter o seguinte 

J
3 

(x,u,l-x-u:y,v,l-y-v) = J 2 (x~I,l-x-u:y+v,l-y-v) + 
,a ,a 

( a )l-a x u 
x+u) (y+v r2,a ( x+u ' X+ü _L_ v ) + 

y+v' y+v 

X U 
i+ü' x+u ) 

J 3 (u,l-x-u,x:v,l-y-v,y) = J
2 

(1-x,x:l-y,y) + 
,a ,a 

(1-x)a (1-y)l-ai..., ( ~' 1-x-u 
""'a J.-X 1-x 

v ~) + 
1-y' ----r=y 

u 1-x-u 
1-x' 1-x 



(4.3.3) · J 3,a (x,l-x-u,u:y,l-y-v,v} = J 2,a (1-u,u:l-v,v} + 

(l-u) a (1-v) l-ai
2 

( X 
,a 1-u' 

1-x-u 
1-u 

• _:y_ lly-v + • I=-V' -v ) 

x 1-x-u 
1-u' 1-u ) 

f)6 

.. 
De simitria quando n=3, nos saberos que (4.3.1}, (4.3.2} e (4.3.3) 

são eqrl valentes, uSéll1Cb a notação de f e g CCfTO definida antes, terros a 

equação funcional 

p:rra x,y,u,v e: [0,1), x+u, y+v e: [0,1j. 

e 

(4.3.5) o lado direito de (4.3.4) 

a l-a X _:y_ _L_ X = q(x+u,y+v) + (x+u) (y+v) f( x+u' y+v) +f( y+v' x+u) 

para x,y,u,v e: [0,1) e x+u, y+v e: (0,1]. 

Para u = v = O, (4.3.4} produz 

(4.3.6) a l-a a l-a g(x,y) = f(x,y} + f(y,x) -{ (1-x} (1-y) +(1-y) (1-x) }f(O,O) 

+ g(O,O} 

Desde que f tan derivadas p:rrciais até segunda ordan, o rresrro 

vale para g. 

A prova do teorerra é basiada no seguinte lerra. 

;r.erra. 4. 3 .1. A solução geral do equação funcional C 4. 3. 4} (a =I= 1) 

quando f (x,y) tan derivadas parciais até segunda ordem can respeito a 

x, y e: K, é dada por 

caso I. Quando a * 1/2 



(a) Quarrlo a 'F O 

a l-a ~ l-a 
(4.3.7) g(x,y) = {A-f(O,O)}{ (1-x) (1-y) +(1-y) (1-x) } + 

B{xayl-a+yaxl-a}+C+q(O,O) 

(b) ()léll1do a = O 

(4.3.8) g(x,y) =A{ (y-l)log(l-x)+y·loq x +(x-l)loq(l-y)+x·log y }+B{y-log y 

+ (1-y) log (1-y)+x-·log x+ (1-x) log (1-x) }+ (x+y) {C+f (O, O) }+q (O, O) 

caso II. Guarrlo a = 1/2 

(4• 3• 9) g(x,y) = Axl/2yl/2_B{xl/2yl/2+(l-x)l/2(l-y)l/2_1 }+ 

+2{1-(l-x) 1/ 2 (1-y)l/2}f{O,O)+g(O,O) 

Prova: 

Para y e v fixados, a e:ruação funcion.c"tl ( 4. 3. 4) prcx:luz 

(4.3.10) A(x)+(l-x)<lp( ~)+(1-x)l-aH( ~) 
~-x ~-x 

orne 

=B(u)+(l-u)aL( ~)+(l-u)l-a~1{ 
1

X ) 
~-u -u 

I'A(x)=g (x,y) 

l 
1
'B (x) =g (x, v) 
i 

J 1-a v 
(4.3.11) lF (x)= (1-y) f (x, l-y> 

a v 
H(x)=(l-y) f( ~,x) 

~-y 

I 1-a _L 
~L(x)=(l-v) f(x, r=v> 
I 
I 
I 

lrHx)= (1-v) af ( 1 ~,x) 

Diferenciarros (4.3.10) pri.rreiro can respeito a x, nós taros 

a-?~ u a-1_ u -a-1 u 
(4.3.12) A' (x)+u(l-x) r'' ( 

1
_x)-a (1-x) r'( 1_x)+u(l-x) H' ( 1-x) 

Então diferenciarros (4.3.12) rx::warrente can respeito a u, taros 



(4 .3.13) 

(4.3.14) 

(4.3.15) 

(4.3.16) 

orrle 

(l-ex) (1-x) ex-2p, ( ~)+u (1-x) ex-3F" ( ~)+ex (1-x) -ex-lH' ( ~) 
~-x ~-x ~-x 

+u (1-x) -ex-lH" ( ~) 
~-x 

=(1-exXl-u)ex-~, ( ~)+x(l-u)ex- 3 L" ( ~)+ex (1-u)-ex-~, ( ~) 
.L-U .L-U .L-U 

+x(l-u)-ex-;, .. ( 1~) 

. t U X -Agora, seJa = 1-x' s= l-u, entao 

s(t-1) x-- st-1 

t(s-1) u-- st-1 ' 

s-1 
l-x = st-1 

t-1 
l-u = st-1 

e (4.3.13) torna-se 

+ t( 1-s )-cx-lH"(t) 
1-st 

1-st ex-2 
Multiplicarrlo (4.3.14) {X)r { n-s) (1-t)} 

(1-t) 2-cx{ (l-ex) F' (t)+tF" (t) }+ ( ~ ) l-2ex (1-t) 2-cx{exH' (t)+tH" (t)} 
.L-st 

= (1-s) 2-ex{ (1-cx)L' (s)+sL" (s) }+ ( 1 =~~ ) l-2ex (1-s) 
2

-cx{a.M' (s)+sM" (s)} 

PodE!IDS reescrever ( 4. 3 .15) na seguinte fonna 

1-st l-2ex 
{ p(t)-q(s) H (1-s) (1-t)} = m(s)-l(t) 



I 
p{t) = {l-t) 2-a{ {1-a)P' {t)+tF" (t)} 

2-a 
1 q{s) = {1-s) {{l-a) L' (s)+sL" (s)} 

{
4

•
3

•
17

) ~ l(t) = (1-t)a+l{aH' (t)+tH" (t)} 

lm{s) = {1-s)a.+l{aM' (s)+sM"(s)} 

Caso I. ÇParrlo a. =r 1/2 

(4.3.16) e {4.3.17) implicam que 

p{t)-q(s) = m(s)-l(t) =O 

Isto é 

{4 .3.18) 
2-a. 2-a. {1-t) {{l-a.) F' {t)+tF" (t)} = (1-s) {(l-a.) L' (s)+sL" (s)} = a 1 

orrle a
1 

é uma constante 

e 

(4.3.19) {1-s)a.+l{aM' (s)+sM" (s)} = {1-t)a.+l{aii' (t)+tH" (t) }= b1 

orrle b
1 

é uma constante 

Resolverrlo a equação funcional (4.3.18), teros 

= a
1
log{l-t) + a2log t + a) , se a = O 

orrle ai' ar , l~i~3, são furções de y e v. 

similarmente, a equação diferencial (4.3.19) produz 

(4.3.21) M(s) = (1-v)a.f{ _y_' s) r-v 
bl 1-a. b2 1-a. 

= - a. (l-a.) {1-s) + l-a. s + b3 , 

= b
1
{s log s + {l-s)log(l-s)}+b2 s + b) , 

onde bi' bi, l~i~3, são funções de y e v. 

Caso I (a) • Q..larrlo a. =I= O 

se a. = O 



(4.3.22) 

(4.3.20) implica que 

v 
f(tl 1-y ) 
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v ... -Seja s = "'~"'""':":' , a parte a esquerda e urnc'l funçao de t e s, rortanto, 
~~ . . 

roclerros escrever 

(4.3.23) 
a a f(t,s) = a1 (s) (1-t) + a2 Cs) t + a3 (s) , s,t E: (0,1) 

E similarmente, (4.3.21) implica que 

(4.3.24) 
1-a 1-a f (t,s) = s

1 
(t) (1-s) + s2 (t) s + 83 (t) , s 1 t E: (0,1) 

onde ai e Si , l~i~3, são funções arbitrarias de s e t respectivamente. 

Combinando (4.3.23) e (4.3.24) obtemos 

(4.3.25) a
1 

(s) (l-t) 0 + a
2

(s) ta+ a
3

Cs) = e1 (t} (1-s)l-a+ s2 Ct) s
1

-
0
+ e3 Ct) 

Diferenciando (4.3.25) com respeito a t, temos 

Desde que (4.3.26) é verdade para todo s,t E: (0,1), seja t = 1/2, 

(4.3.26) torna-se 

(4. 3. 27) 

Seja t = 1/3 1 então ( 4. 3. 26) torna-se 

(4. 3. 28) 

+ 8)( i) 

1-a s 

Combinando (4.3.27) e (4.3.28) 1 e resolvando para a1 (s) e a2 Cs) 

respecti varrente 1 terros 

e 

1-a 1-a (4.3.30) a2 (s) = y1 (1-s) + r 2s + r 3 

onde '\ e y i' 1<1$3 1 são constantes arbitrarias. 

UNICAMP 

BIBliOTECA CENTRAl 



lf)l 

SUbstituindo (4.3.29) e (4.3.30) para a 1 (s) e a 2 (s) respectivamente 

em (4.3.26), então 

(4.3.31) ~i(t) (1-s)l-a+ ~2(t) sl-a+ BjCt) 

l-a l-a 
Ccrrparando os coificientes de (1-s) , s e constantes respect-

ivarrente, é claro que 

(4.3.32) 
a-1 a-1 

Bi' (t) = a{ y. t - o. (1-t) } , 
1 1 

i = 1,2,3 

Isto da 

(4.3.33) t e: (0,1), i = 1,2,3 

onde y i' ôi e ~i para l~ü3 são constantes arbitrarias. Portanto (4.3.24) 

produz 
a a } l-a a a } l-a 

(4.3.34) f(t,s) = {y
1

t + o
1 

(1-t) + ~l (1-s) + {y 2t + o2 Cl-t) + ~ 2 •s 

s, t e: (0.1) 

SUbsti tuirrlo a expressão ( 4 • 3. 34) para f em ( 4. 3. 6) , portanto 

(4.3.35) g(t,s) = {y
1

ta+l_o
1
-f(O,O)] (1-t)a+ F;

1
} (l-s)

1
-a+ {y 2ta+ ó2 (l-t)a+ 

Agora substituindo as expressões (4.3.34) para f e (4.3.35) para g 

respecti varrente em ( 4. 3. 4) , torna-se 

a [ ] a } l-a a a } l-a (4.3.36) {y
1

x + _o
1

-fCO,O) (1-x) + F; 1 (1-y) +{yr + o2 U-x> + F; 2 ·y + 



102 

( a 1-a{ L u a u a v 1 a 
l-x) (1-y) Y1 ( 1-x ) + êl (1- 1-x ) + r;lJ (1- 1-y ) - + 

h2< 1~x )a+ ê2(1- l~x )a+ s21 ( 1~y )l-a+jy3( l~x )a+ 

u a J} a ( 1-a{ ,- v a v a ê3 (1- 1-x> + s3 + (1-y) l-x) yl { 1-y ) + êl (l- 1-y ) + 

I:' 1 (l u ) l-a+ 1 ( v ) a+ ê (l v ) a+ I:' J ( u ) 1-a+ 
s1 - 1-x Y2 1-y 2 - 1-y "2 1-x 

para x,y,u,v e: ro,l) e x+u, y-w e: lO,lj. 

canpararrlo os coificientes de (1-y) l-a na equação acima, então 

Isto irrplica que 

(4.3.38) y
1
= s1= y3= õ3= o 

canparando os coificientes de yl-a em ( 4. 3. 36) , então 



I fJ "l 

Isto implica que 

Usarrlo (4.3.38) e (4.3.40) 1 assim f é reduzida na seguinte forma. 

(4.3.41) 

SUbstituindo ( 4. 3. 41) an ( 4. 3. 6) 1 então g é de seguinte forma 

1
- J a 1-a a 1-a 

(4.3.42) g(x
1
y) = _ô

1
-f(0 1 0) •{ (1-x) (1-y) + (1-y) (1-x) } 

{ a 1-a+ya 1-a} 2 (O O) y
2 

X y X + ~3+ g 1 

caso I (b) • <).larrlo a = o 

(4.3.20) implica que 

(1-y) • f (ti v = a1log(l-t) + a' l._og t + a' 
1-y ) 2 3 

OJ 

(4.3.43) f(tl 
v -1 -1 -1 

1-y ) =a (1-y) loq(l-t) + a2(1-y) · loq t + a)Cl-y) 1 . 

Seja s = l~y 
1 

desde que o lado esquerdo de (4.3.43) é mra função 

de t e s sorrente 
1 

p:>rtanto }XXleros reescre~..r ( 4 • 3 • 4 3) can 

(4.3.44) f(t,s) = a
1 

(s)log(l-t) + a2 (s) log t + a 3 Cs) 

E similarrrente ( 4 • 3. 21) implica que 

(4.3.45) f(t,s) = B
1 

(t} { s•log s +(1-s)log(l-s)}+ B2 (t)s + B3 (t) 

De (4.3.44) e (4.3.45), temos 

(4.3.46) a
1

(s)log(l-t) + a2 Cs)log t + a3 (s) - ~l (t)•{ s log s + 



]()/1 

Diferenciando (4.3.4fl) com respcit~ a t, temos 

a
1 

(s) a 2 Cs) 
(4.3.47) t-l · + ~ = Si (t){ s·loq s + (1-s)log(l-s) }+ S2(t)s + S)(t) 

s,t c (0,1) 

tbvartE11te seja t = 1/2, então 

- Si ( ~) { s-log s +(1-s)log(l-s)}+ B2( ~ )s + B)C ~) 

Substituindo t = 1/3 an (4.3.47) 

- e i c j ) { s log s + (1-s > log c 1-s > l "~' e 2 C ~ > s + e 3 c j ) 
Resolvemo a

1 
(s) e a

2 
(s) pela canbinação de (4.3.48) e (4.3.49), 

taros 

e 

(4.3.51) a
2

(s) = y
1
{ s log s +(1-s)log(l-s)}+ y 2s + y 3 

orrle ô i e y i, 1~ icÇ 3, são constantes arbitrarias. 

Substituindo a
1

Cs) e a
2

Cs) de (4.3.50) e (4.3.51) respectivamente 

an (4.3.47) produz 

(4.3.52) eiCt) { s log s +(1-s)log(l-s)}+ B2Ct) + B)Ct) 

Ccrnparando os coificientes an (4.3.52), obtaros 

(4. 3. 53) t E (0,1) 1 l<i<3 
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(4.3.54) e. <t> = õ.log(l-t) + y.log t + ~. I 
1 1 1 1 

t E: (011) 1 

onde ô. 1y. e ~. 1 l~i~3 1 são constantes arbitrarias. 
1 1 1 

SUbstituindo a expressão (4.3.54) para Bi m (4.3.45) 1 então 

(4.3.55) f(t1s) = { ô
1
log(l-t) + y1log t + ~ 1 }{ s log s +(1-s)log{l-s)}+ 

Agora substi tuirrlo { 4. 3. 55) an ( 4. 3. 6) 1 g é da seguinte fornB 

~ 2 ls + {ô
3
log(l-t) + y3log t + ~ 3 } + {ô1log(l-s) + y1log s 

+ ~ 1 }A(t) + {ô
2
log(l-s) + y2log s + ~ 2 lt + {ô 3log(l-s) + 

y
3
log s + ~ 3 } + (t+s-2)f(O,O) + g(O,O) 

onde A(t) = t log t + (1-t)log(l-t) 

SUbstituindo a expressão (4.3.55) para f e {4.3.56) para g respect-

ivaiTEJ1te an (4.3.4) quando cx=O. 

(4.3.57) {ôllog{l-x) + yllog X+ ~l}A(y) + {~ 2 log(l-x) + y2log X+ ~ 2 }y + 

[ 
u u 

(x+y-2)f(O,O) + g{O,O) + {1-y){ ô1log(l- 1-x ) + yllog{ 1-x ) + 

] L 
v v v v l ,. u 

~ • -1 log ;-:-: + (1- ....-:':' ) log (1- ;-:-: ) + ô 2log (1- ;-:-: ) + 
1· -y ~-y ~-y ~-y · ~-x 

(1-x) { [ôllog (1- v ) + yllog ~ + ~1]. r lu log lu + 1-y ~-y -x -x 



(4.3.58) 

(4.3.59) 

IOC 

{ó
2
log(l-v) + y2log v+ ~ 2 }u + {ó 3log(l-v) + y3log v+ ~ 3 } + 

(u+v-2)f(O,O) + q(O,O) + (1-v){ ló1loq(l- l~u ) + y1log l~u + r, 1 i· 

Agora, canparando os ooificientes de y log y 

Isto implica que 

ó = y = o 1 1 

Novarrente canparando os coificientes de y an (4.3.57) 

I u u 
(4.3.60) õ

2
log(l-x) + y2log x + r, 2+ f(O,O) - õ3log(l- 1-x) + y3log l-x 

+ r,3] 

Isto implica que 

(4.3.61) ó2= y2= -ô3 , y = o 
3 

SUbstituímos (4.3.59) e (4.3.61) an (4u3.55) e (4.3.56) respect-

i varrente. rortanto 

(4.3.62) f(t,s) = ~ 1 A(s) + õ2{ (s-l)log(l-t) + s log t}+ ~ 2 s + f(O,O) 
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e 

(4.3.63) g(t,s) = ~ 1 {A(s) + A(t)}+ ô
2

{ (s-l)log(l-t) + s log t + (t-l)log(l-s) 

+ t log s} + (s+t){r,
2
+ f(O,O)} + g(O,O) 

Se temJs A = ô
2

, B = E;
1

, C = E; 2, então (4.3.63) e da forna da 

(4.3.8), 

caso II. Q.lando a = 1/2 

Neste caso, a ~ção funcional ( 4. 3. 4) e ( 4. 3. 5) torna-se 

(4.3.64) g(x,y) + (1-x)l/2(1-y)l/2{ f( l~x' l~y) +f( l~y' l~x) } 

= g (u, v) + (1-u) 1/2 (1-v) 1/2{ f ( x _y_) + f ( _y_ x ) } 1-u' Fv I=V' 1-u 

(4.3.65) o lado direito do (4.3.G4) 

= g(x+u,y+v) + (x+u)l/2(y+v)l/2{ f( x~u' ytv> +f(~' x~)} 

para x,y,u,v e: 1_0,1) e x+u, y+v e: (0,1] • 

Seja u =v= O em (4.3.64), então temos 

(4.3.66) g(x,y) = f(x,y) + f(y,x} - 2(1-x~/ 2 Cl-y} 1 1 2 f(O,O} + g(O,O) 

SUbstituindo (4.3.66} em (4.3.64), então temos envolvida somente 

urra ~o desconhecida f. 

(4.3.67} f(x,y) + f(y,x) + (l-x)
1

/
2

(1-y)
112

{ f( l~x' l~y) +f( l~' 1 ~) -

2f (O,O)} 

=f(u,v} +f(v,u) + (l-u) 11 2 (1-v) 11 2{ f(~, _y_) +f(_y_, 1x}-
i-U I=V I=V -u 

2f(O,O)} 

Seja 

(4.3.68) h(x,y) = f(x,y) + f(y,x} - 2f(O,O) 

(4.3.67) é simplificada para a sequinte forna 

(4.3.69) h(x,y) + (1-x)l/2(1-y)l/~( l~X' l~Y)=h(u,v)+(l-u}l/2(1-v}l/2h( l:u' l~v} 



Esta fflllélção funcional (4.3.69) foi resolvida ynr Y-annappan e 

Rathie (1975), a solução de (4.3.69) é da seqnintP forrr.:"l. 
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(4.3.70) h(x,y) = Ax112y1/ 2-n{x112y1/ 2+ (l-x) 1/ 2 (1-y)
1

/
2
-l}, x,y c !O,l! 

De (4.3.66) e (4.3.68), é claro que 

(4.3.71) g(x,y) = h(x,y) - 2 { (1-x)l/2 (1-y)l/
2
- l}f(O,O) + g(O,O) 

Portanto de (4.3. 70) 

g(x,y) = Axl/2yl/2_ B {xl/2yl/2+ (l-x)l/2(l-y)l/2_ l} + 

2{1- (l-x) 1/ 2 (1-y) 1/ 2}f(O,O) + g(O,O) 

E isto é (4.3.9) 

Isto prova o lana. 

Continuação da prova do teoram. 

caso I. Q.larrlo a :;. 1/2 

(a) Quarrlo a =1:. O 

Da propriErlade (iv), g(x,x) = O para x c !o,ll , tams 

(4.3.72) g(O,O) =O 

E de (4.3.7) 

(4.3.73) O= g(x,x) ={A- f(0,0)}{2- 2x} + 2xB +C 

Isto implica que 

(4.3.74) f(O,O) =A= -B, C= -2B 

usamo (4.3.72) e (4.3.74), q torna-se 

a 1-a a 1-a a 1-a a 1-a 
(4.3. 75) g (x,y) = Àl { {1-x) (1-y) + {1-y) {1-x) + x y + y x -2} 

orrle Ã1= B. 

(b) <).larrl a = O 

A propriErlade (ix} produz 

(4.3.76) g(O,O) =O 



E de (4.3.8) 

(4.3.77) O= g(x,x) = 2A{ (x+l)log(l-x) + x log x} + 2B{x log x + 

(1-x)log(l-x)} + 2{C + f(O,O)}x 

Isto i.nplica que 

(4.3.78) A= B =O , f (0,0) = -c 

Usando (4.3.76) e(4.3.78), temos que (4.3.8) torna-se 

(4.3.79) g(x,y) =O 

Isto é uma solução trivial. 

Caso II. Olando a = 1/2 

A propriedade (ix) produz 

(4.3.80) g(O,O) =O 

E de (4.3.9) 

(4.3.81) O= g(x,x) = Ax + 2xf(O,O) 

Isto i.nplica que 

(4.3.82) f(O,O) = -A/2 

Usando (4.3.80) e (4.3.82), I_X>rtanto (4.3.9) torna-se 

(4.3.83) g(x,y) = X2{xl/2yl/2+ (1-x)l/2(1-y)l/2_ 1} 

orrl.e X 2= A - B. 

Da propriedade (x), é claro que 

Xi= (2a-l_ l)-1•2i-l 

A.•;sirn pcxlE!IDs escrever g na seguinte forrra 

l WJ 

1 { a l-a a l-a ( a l-a ( a( 1-a } (4.3.84) g (x,y) = 
1 

x y + y x + 1-x) (1-y) + 1-y) 1-x) -2 
2a- -1 

Quando a~ 1/2, seja u =v= O em (4.3.5), então 

x,y e: (0,1) 



Isto fornece 

(4.3.86) f(O,O) = f(l,l) = O 

SUbstituindo (4.3.86)em (4.3.41), temos 

(4.3.87) ôl= y 2= -f;3 

Isto é 

(4.3.88) 
a 1-a a 1-a f ( t, s) = ô 

1 
{ ( 1-t) (1-s) +t s -1} 

Usando o fato f(O,O) = g(O,O) = O, vemos de (4.3.6) que 

(4.3.89) g(x,y) = f(x,y) + f(y,x) 
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Deroe que g(x,y) é explicitanente dado em (4.3.84), isto levá a 

que 

(4.3.90) 

E 

(4.3. 91) f(t,s) 

Quando a= 1/2, seja u =v= O em (4.3.65), nós novamente temos 

(4.3.92) f(O,O) = f(l,l) = O 

Usando o fato f(O,O) = g(O,O) = O, vemos de (4.3.66) que 

(4.3.93) g(x,y) = f(x,y) + f(y,x) 

Desde que g(x,y) é explicitanente dado em (4.3.84) (t.are a = 1/2), 

{X)rtanto 

o uso sucessivo da propriErlade (iv) da 

(4.3.95) Jn,a(pl, ••• ,pn:ql, ••• ,qn) 



<).lando a t= 1/2 

(4.3.84) e (4.3.91) produz 

1 n a l-a n a 1-a 
= -

2
a---r-_-

1 
{ I: piqi + r q1.pi - 2} 

i=l i=l 

QJarrlo Cl = 1/2 

(4.3.84) e (4.3.94) produz 

(4•3•97 ) Jn,l/2(pl, ••• ,pn:ql, ••• ,qn) 

n-1 p q q. 
= g (pn,qn) + I: r~/2s~/2{f ( / ' :. ) + f ( s l 

i=l i 1 . i 

2 n 1/2 1/2 
= -1/2 { I: pi qi -l } 

2 -1 i=l 

Isto prova o teorema. 

p. 
.2:. ) } 
r. 

l 

lll 
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