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SUMARIO

Neste trabalho iremos discutir sobre varias medidas de informa-
cao generalizada, { tais como a entropia nao-adtiva de ordem o, a entropia
de ordem (o,B), a divergéncia dirigida ndo—-aditiva de ordem o, a impreci-
s3o de ordem a, a divergéncia dirigida nao-aditiva de ordem (a,B), a div-
ergéncia~J de ordem a, etc.), suas propriedades e equacoes funcionais as
quais tem aplicacOes na caracterizacao de algumas das medidas de informa-
c3o.

Capitulo 1 da uma idea de medidas de informagdo e suas definico-
es. Algumas equagSes funcionais que serao usadas nos capitulos posterior-
es e alquns teoremas relevantes que caracterizam axiamaticamente medidas
de informacao sao também introduzidos. As aplicagdes das varias medidas

de informacao sao também mencionadas na ultimo secgao.

No Capitulo 2 discute-se duas equacoes funcionais as quais sao
versoes generalizadas da equado funcional de Caundy e Mcleod (1960). A eq-

vacao funcional em uma variavel & usada na caracterizacao axiomdtica da

entropia ndc-aditiva de ordem 8 enquando que a equacao funcional em duas
varidveis & usada para caracterizar a medida de informagdo tedrica Iz'f;
14

de um evento . As propriedades destas medidas de informacac sdo listadas.

No Capitulo 3 discute-se duas equacoes funcionais as quais surg-
em naturalmente da nao-adtividade das medidas de informacao envolvendo
uma e duas distribuicoes de probabilidade respectivamente, A equacao fun-

cional em uma variavel & aplicada na caracterizacao da entropia ndo~-adti-



va de ordem f enquando a equacao funcional em duas variaveis & aplicada
na caracterizacao axiomatica de uma medida de informagao generalizada de
ordem (a,B), a divergéncia dirigida de ordem a, e a imprecisdao de ordem
1+8 respectivamente. Propriedades das medidas de informacdo sao também

listadas.

Capitulo 4 & dedicado a divergéncia-J de ordem o e suas propri-
edades. Un teorema caracterizando a divergéncia-J de ordem a & provado

assunindo~se um conjunto de cinco postulados.

Parte desta tese foi sulmetida para publicacao nos trés artigos

sequintes:
(a) On The Measurable Solutions of Certain Functional Equations,

(b) On The Measurable Solutions of Non~Additive Functional

Hoquations.
{(c) The J-Divergence of Order «a.

O artigo listado em (b) esta em fase de revisao para sua public-

acao em Annales Polonici Mathematici.



SUMMARY

In this work we shall deal with various generalized information
measures, ( such as non-additive entropy of order a, the entropy of order
(a,B), the non-additive directed divergence of order o, the inaccuracy of
order a, the non-additive directed divergence of order (a,8), the J-dive-
rgence of order a, etc.) their properties and functional equations which

have applications in characterizing some of the information measures.

Chapter 1 gives an idea of information measures and their defi-
nitions. Some functional equations which will be used in the later chapt-
ers and same relevant axiomatic characterization theorems of information
measures are also introduced. The applications of various information me-

sures are also mentioned in the last section.

Chapter 2 deals with two functional equations which are genera-
lized versions of the functional equation of Chaundy and McLeod (1960).
The functional equation in one variable is used in an axiomatic characte-
rization of the non-additive entropy of order 8 of an event while th fu-
nctional equation in two variables is used to characterize the information
theoretic measure Ia:g of an event. The properties of both of these inf-
omation measures are listed.

Chapter 3 deals with two generalized functional equations which
arise naturally from the non-additivity of the information measures invo-
lving one and two probability distributions respectively. The functional

equation in one variable is applied in axiomatic characterization of the



non-additive entropy of order 8 while the functional equation in two var-
iables is applied in axiomatic characterization of a generalized informa-
tion measure of order (a,B), The directed divergence of order o and the

inaccuracy of order 1+8 respectively. Properties of the information meas-

ures are also listed.

Chapter 4 is devoted to the J-divergence of order o and its pr-

operties. A theorem characterizing the J-divergence of order o is proved

by assuming a set of five postulates.
Part of this thesis has been sulmitted for publication in the
form of following three papers:

|

|

! (a) On The Measurable Solutions of Certain Functional Equations,
5 J] (b) On The Measurable Solutions of Non-Additive Functional

E‘j Equations.

l (c) The J-Divergence of Order a.

* The paper listed in (b) is under revision for its publication

in Annales Polonici Mathematici.
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captuio 1

MEDIDAS DE INFORMACAO E BOUACOES

| FUNCIONAIS : UMA INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO
Shannon (1948) introduziu o trabalho pioneiro de uma medida de
informacdo ou entropia de distribuicao geral de probabilidade finita e

| completa. Fle deu, originalmente, um teorema de caracterizacdo da entropia

introduzida por ele, desde entdo, varios artigos de pesquisa tem sido

publicados os quais simplificam e estendem o trabalho original de Shannon.
Entropia pode ser interpretada camo uma medida da incerteza ou

uma medida de informacgao. A entropia de Shannon & generalizada para a

entropia de ordem o, e isto serd discutido em detalhes nos Capitulos 2 e

3. GeneralizacOes adicionais de entropia ( chamadas imprecis3o, divergéncia

dirigida, divergéncia-J, e suas generalizactes de ordem o, etc. ) sao

também discutidas nos proximos capitulos. Estas generalizacoes envolvem

duas distrikmigGes de probabilidade, falando vagamente, a maioria delas

sao para medir a discriminacdo de uma distribuicdo de probabilidade contra

a outra, ou a discriminacao entre duas distribuicoes de probabilidade.




1.2 DEFINICOES

A fim de permitir uma introducio global sobre este trabalho,
comecamos por definir as varias medidas de informacio e estatisticas,
embora elas serao definidas novamente em capitulos respectivos a fim de

que os capitulos sejam auto-suficientes.

Seja
n

An= {(plroo-rpn): pi; 0, _Z Pi= 1} , e
i=l
n

A1'1= {(pl,...,pn): P2 0, iilpié 1}

paran=1, 2, ...
Usaremos a convengdo 0-log 0 =0 e %= 0 (a # 0) nas expressoes

ao longo do texto e os logaritmos serdo tomados na base 2.
Definicdo 1. A entropia de Shannon de uma distribuicao P = (pl,...,pn)
em A & definida por

n
(1.2.1) Hn(P) = —iilpilog P;

Definicio 2. A entropia aditiva de ordem o [Rényi (1960)] de um distribu-
icdo P = (pl,...,pn) e by & definida por
_ -1 N o
(1.2.2) ﬁn a(P) = (1=a) log (L Py ), a #1
! i=1

.~

Definicio 3. A entropia rSo-aditiva de ordem o [Havrda e Charvat (1967)]

de uma distribuicao P = (pl,...,pn) e b, & definida por

(1.2.3) Hn,a(P) = a#1



Definicio 4. A entropia de ordem

(a,8) [Sharma e Taneja (1975)] de uma

distribuicdo P = (Pyse-- p) € by & definida por

n ) R
T (p; = P,
j=1 +

)

(1.2.4) Hn,a,B(P) =

’ G#B

Definigao 5. A divergéncia dirigida [Kullback (1959)] ou ganho de

informacdo [Rényi (1960)] entre duas distribuigdes P = (pys..-sPp) ©

Q= (ql,...,qn) em A & definida por

n
(1.2.5) I (P:Q) = ifl__lpiloq(pi/qi

)

onde sempre que um ;= 0, o correspondente p,= 0.

Definicio 6. A divergéncia diriqida aditiva de ordem a [Rényi (1960)

entre duas distribuicoes P = (pl,.

definida por

1 n
(1.2.6) In,a(P:Q) = — 1og(ii

a - 1

..,pn) e (= (ql,...,qn) ezmAné

lpi qi—“) , o # 1

Definicdo 7. A divergéncia dirigida ndo-aditiva de ordem o [Rathie e

Kannappan (1972)] entre duas distribuicdes P = (pyse.-sPpy) € Q= (cyreeerdy)

em A & definida por

5 pa ql—a__
i=1 -

1

(1.2.7) In,a(P:Q) = 2a—l_ )

’ a #1

Definigéo 8. A divergéncia dirigida nao-aditiva de ordem (o,8) | Kannappan

e Tathie (1975 a)] [Sharma e Taneja (1975)] entre duas distribuicoes



P= (pl,...,pn) ed eQ= (ql,...,qn) € A;l & definida por

(1.2.8) In (P Q = ’ B#0

pefinicdo 9. A medida de informac@o tedrica de ordem (z’ﬁ) [sharma e

r
e Taneja (1975)] entre duas distribuicoes P = (pl,...,pn) e Q= (ql,...,qn)
em A & definida por

n
8
.Zl(p qg - pi qa; )

B _ 2

(1.2.9) Iz 8 (p:q) =

s (G—Y)(6—8)<0

-3 ’

Definicao 10. A divergéncia-J ou divergéncia simétrica | Rullback (1959)]

entre duas distribuicoes P = (pl,...,pn) e Q= (ql,.@.,qn) & definida por

(1.2.10) Jn(P:Q) In(P:Q) + In(Q:P)

= E (py - q,) log (p/q
i=1 i i

onde q;= 0see sanente se o correspondente p;= 0.

pefinicao 11. A divergéncia-J ou divergénci simetrica de ordem a|neste

trabalho, Capitulo 4] entre duas distribuicoes P = (pl,...,pn) e

Q= (ql,...,qn) em A & definida por

I

(1.2.11) Jn'&P:Q) In (P:Q) + In Ol(Q:P)

P ’

n n
i N p“q1°‘+.>:q‘?p}°‘-z}, @ #1

111 1

Definicdo 12. A imprecisdo [Kerridge (1961)] entre duas distribuicoes

P = (pl"oilpn) e Q = (quoon'qn) an An é definida Ix)r



n
f' (1.2.12) K(P:Q) = -1 pilog q

i=1 i

ornde sempre que um q;= 0, o correspondente p;= 0.

Definicdo 13. A imprecisdo de ordem 8 |[Rathie e Kannappan (1973)] entre

duas distribuicoes & definida por

n
z
1.2.13) ¥ =

B
lpiqi 1
' B#0

7B 1

| Definicdo 14. A afinidade [Matusita (1961)] entre duas distribuigdes

P = (pl,...,pn) eQ= (ql,...,qn) em A é definida por

n
(1.2,14) A (P:Q) = ¢
n i=1

(pyq;) 1/2

Definicdo 15. A medida de distincia quadratica [Matusita (1966)] entre

duas distribuices P = (Pyreeespy) € 0= (Gyreeesq) € B é definida por

n
. L 172 1/2,2
(1.2.15) D (P:Q) =2 % (p}" "= ¢;’")

n
=2{1 -z
i=1l

(piqi) / 2}

Definicio 16. A estatistica x? de Pearson & definida por

K 2 kK 2 4
(1.2.16) x2 =3 {(n,-np,)/tmp,)} =n{ £ g5 p.” - 1}
. i i i R R |
i=1 i=1
k
onrden=3%n 1 y Ny € mp, sao as frequéncias ohservadas e esperadas
i=1

correspondentes ao i~esimo grupo respectivamente e P; e a probabilidade

de obtermos uma observacao no i-ésimo grupo, e S nA.L/n.




E claro que, quando o » 1, os dois tipos de entropia de ordem
o em (1.2.2) e (1.2.3) reduzem—se & entropia de Shannon em (1.2.1),

portanto sao entropias generalizadas. Hn en sao ligadas pela

3% r

relagao

_ 1
(1.2.17) Hn o = {2

' 27% 1

(l—a)ﬁn,a -1}, a #1

A entropia de ordem («,B) em (1.2.4) envolve dois parametros ,
quando 8 = 1, & Gbvio que (1.2.3) e (1.2.4) coincidem.

Temos relacoes similares entre divergencia dirigida em (1.2.5)
e dois tipos de divergécia dirigida de ordem o em (1.2.6) e (1.2.7).

Quando o + 1, ambos os tipos de divergéncia dirigida de ordem

o reduzem~se a divergéncia dirigida em (1.2.5), € claramente, de (1.2.6)

e (1.2.7), In,a e In,a tem a seguinte relacao
1.2.18) T = —b— 20D oy o # 1
n,a zu-l_ 1
I definida em (1.2.8) envolve dois parametros, & Obwio

n,a,pB
que quando 8 =1 - a , (1.2.8) coincide com (1.2.7).
Também & evidente que quando o« + 1, a divergéncia-J de ordem

a em (1.2,11) reduz-se a divergéncia-J em (1.2.10).
A medida Iz’B definida em (1.2.9) envolve mais parametros.
’

Quando y =1, § =0 ea + 8 =1, ela da a divergéncia dirigida de ordem
o. Quando 6=0, y =1 e a = 1, ela d3 a imprecisao de ordem 8.

As relacao entre divergéncia de ordem o e medidas estatisticas
tais camo afinidade, estatistica x? de Pearson, e medida de distancia

quadratica sdo explanadas no Capitulo 4.



1.3 EUAQOES FUNCIONAIS

A equacao funcional desempenha um papel importante na caracter-
izacdo de medidas de informagdo, desde que quase todas as medidas de
informacao tem "representacdo de sama I f£( )", & facil obter uma equacao
funcional envolvendo £( ) através do uso de poucas propriedades das
medidas de informagao.

Comegando com a equagao funcional

n m n m n m
(L.3.1) = Dfbgy) = I Ixfly)+ T T yg £x,)

i=1 j=1 i=1l j=1 i=1 j=1
para X = (xl,...,xn) € An’ Y = (yl,...,ym) € Am, a # B.

Veremos no Capitulo 2 que cam a condicao de normalizacdo

£(1/2) = 1/2, a solucdo mensuravel & da forma

X - xB
(1.3.2) £(x) = =4—=—
21—0._21 B
a qual junto com
n
(1.3.3) Hn,a,B (X) = iilf(xi)’ X= (Xy700e,% ) € A
produz
n
Dot -eh)
n,a,B 21—u_ 21—8
Similarmente, canega.ndo a equagao funcional
n m
(L.3.4) I I FP(X.y.,u.v.)
=1 =1+
nomoog n m v 6
= I IX u F(yj,vj) + £ Iy vj F(xi,ui)

i=1 §=1 i=1 j=1



para o,B,Y .S positivos e (a = y)(6 - 8) <0

onde X = (xlb,...,xn), U= (ul,...,un) e, Y= (yl,...,ym), V= (Vyreees

v.) ed .
m m
Veremos no Capitulo 2 que com & condicao de normalizagao

F(1,1/2) =1, a solucao mensuravel & da forma

(1.3.5) Fly) = L= L (@ —-y) (8 -8) <O
2
a qual conjuntamente com

n
8
(1.3.6) T8 (R:Y) = I Fx4,¥5)
Yo =1 + 3

para X = (xl,...,xn), Y = (yl,...,yn) € b.

produz
n
a B _ Y 8
R AR I
1°"§ ay) = 2 R
Yr ) -2

As propriedades nao~adtiva dos tipos

(1.3.7) Fm(XfY) = Fn(X) + Fm(Y) + onn(X) Fm(Y)
(1.3.8) an(XiY : UnV) = Fn(X:U) + Fm(Y:V) + )nFn(X:U) Fm(Y:V)
para X,U € An, Y,V e Am.

sio possuidas por diversas medidas de informagao.

Assim, no Capitulo 3, definimos

8 a B
1.3.9) £6) =Fm— i Fouy) = X y - X
1P 7B -

Entao, pela representagao de soma



Y

n n
(1.3.10) Hn,B(X) = iilf(xi) ; In,a,B(X:Y) = i);lF(xi,yi)

paraX= (Xl,o-olxn)l Y = (Yl,..-,yn) € An

‘a nio-aditividade produz as seguintes equcoes funcionais

n m
(1.3.12) © I £(xu.)
i=1 =1 7

n m 1-8 n m
= ¢ £0¢) + I f(uj) + (20 "-D{ f(xi)}{ z f(uj)}

i=1 j=1 i=1 =1
e
n m
(1.3.13) iil jilF (xiuj,yivj)
n m -8 n m
= iilF(Xi’Yi) +jilF(uj,vj) + (2 - l){iilF(xi,yi)}{jilF(uj,vj)}

para X = (xl,...,xn) £ An’ U= (ul,...,um) e Ay Y = (yl,...,yn) € Ar'le
v = (Vl,...,vm) € Ar'n'

recursividade & outra propriedade importante partilhada pela
maioria das medidas de informacdo. Recursividade em uma variavel significa
que a diferenca de F (pl, cee ,pn) eF (p1+p2,p3,... ,pn) & uma funcao de
Py € P, <dmente. Analogamente, para o caso de duas variaveis, significa que
a diferenca de Fn (pl' oo Ipnqul coe rqn) e Fn—-l (pl+p21p31 ses ’pn:ql+q2 Iq3l ecey
q,) & uma fungdo de (pl,pzqu,qz) scente.

Assim, no Capitulo 4, temos

(1.3.14) f£(x,y) = I, (x,1=xzy,1-¥), (x,y) € [0,1]x10,1]
e
(1.3.15) glx,y) = J, Ol=xzy,1=v), (x,y) ¢ [0,1]x(0,1]



10

Ent3o a recursividade e simetria de I o da a seguinte equagao
4

\ funcional
o 1-q u v a 1-o v u
(1.3.16) g(x,y) + (1-x) ~(1~-y) £ ( = , T:§7) + (1-y) (1-x) f( —l-_—y- r Tox )

- gy + A0 ta TS ) (1) -w T P s oy )




11

1.4 TEOREMAS DE CARACTERIZAGAO

Existem diversos teoremas de caracterizacao e resultados na estru—

tura de equagbes funcionais relacionadas a este trabalho os quais serao

listados abaixo sem prova.

Teorema 1.4.1 A {nica solugao continua da equacao funcional

(1.3.1) sob a condigao de normalizacdo f(1/2) & dada por
o B

£ (p) =2P——-——P—l_ a1

A correspondente representac;éo de soma de H em termos de £ e

no 8

L (p; - p;)
H(P) = i=l

zl—a_ 21—8

a qual & a entropia de ordem (a,B) .

[sharma e Taneja (1975)]

1.4.2 A {nica solugdo contina da equacao funcional

Teorema
4 1) n m n m n m
(1. % s ¢ flxy.) =1 flx,) + I £(y.) +C2Z T f(x,)E(y.)
=1 §=1 T3 =1 T 3= ) i=lgEl )

para X = (xl""’xn) eb, Y= (yl,...,ym) €A .

satisfazendo a condicdo f£(1/2) = 1/2 & dada por

(¢
f(p):&—é%a,pe[o,l] (!;0, a#l

[Behara e Math (1973)]

Teorema 1.4.3 As funcoes £, g, h e c[0,1] satisfazendo a equacao

funcional

m n m m
(1.4.2) T I f(xiy.) = T g(xi) + T hiy.,) + A
1=1 =1 7 =1 =1

m n
T L glx

Yh(y.)
i=1 j=1 J

i



para X = (xl,...,xm) e b Y = (yl,...,yn) e b
s30 dadas por

X (ax®1-1), heo) =% @l 1)

(@) £6) =5 (abx®- 1), g(x)

para todo X e [0,1], onde ab # 0, B 2 0 sao constantes arbitrarias.
®) £(x) = gx) = - x/A, h(x): arbitraria.

(c) £x)

hi{x) = - x/A, gx): arbitraria.

Corolario do Teorema 1.4.3 A entropia H de uma distribuicao de probabili-

dade campleta P = (Pyse.. /D) € By com nao—aditividade e a "representacao

n
de sama" H(P) = T f(pi) onde £ ocontinua, sob a condicao £(1/2) = 1/2 e £(1) = 0,
i=1
e
n
b pi -1
i=1l

H(P) = —Z
2P 1

’ B>0,[)l#l

[Mittal (1976)]

Teorema 1.4.4 A solugdo continua da equacdo funcional (1.3.4)

sob a condicad F(1,1/2) & dada por

a B _ Y §
F(p,q)=p2(38 2869— a#y,(B#G)cpamioB=6,(a=y)

A correspondente "representagéio de soma" de I associadada cam

as distribuicoes P e Q &

n o B y.8
.El(pi q; P9 )
1(P:Q) = ——— %
7B~ 2

orde os parametros s30 os mesmos camo acima.

[Sharma e Taneja (1975) ]



Teorema 1.4.5 Suponha que J(P,Q) satisfaz as hipotéses 1 e 2

seqguintes:

Hipotése 1. J(P,Q) assume a forma

Je,Q = J F(p, x), 9, (x))p, (x) A (dx)
onde F & funcao mensuravel fixada. A & uma medida tal que ambos P e Q
absolutamente continuas relativas a A enquando p, (x) e q, (x) sao as

densidades correspondentes.
Hipotése 2. Suponha que Pl,leé'o medidas de probabilidade em 2, e P,,0,
s3o medidas de probabilidade em 92. Seja PlXP2 e QlXQ2 as correspondentes
medidas produto em Q,%%, . Entao

J(PxPy,Q)*Qy) = J(Py,0Q) + J(r,,0,)
adicionalmente cam

J(®,Q) = J(Q,P)

Entdo J(P,Q) & (a menos de uma constante miltiplicativa) a
divergéncia simétrica

p, (x)
J@P,Q =a J (px— q)\) log ( a-—(;{')- } A (dx)
A

[Haaland, Brockett e Levine (1979)]

Teorema 1.4.6 Os cinco postulados sequintes determinam a

n
J-divergéncia J(P:Q) = I p;log (pi/qi) dnicamente para P = (pl,...,pn)
i=1l

€ An, Q = (quoco,qn) € An.

Postulado 1. (recursividade) Para pl+p2 > 0, q;ta, > 0 e para todo

13



14

I PyreeesP dyreeesd)
= Jn"'l (pl+p2’p3l - oo'pn:ql—*qzlq3' LAY ,qn) -+

Py Py 9 =)

(P,+p.,) I, I : , ) +
17727 727 prtpy " opptpy T ptay gy,

q q D P
@iy (2 2 P 2
1720 72  gptay T aqptay PRy T PytR,

Postulado 2. (simetria) Para qualquer permitacao arbitraria (@, ,a,,a4) de

1,2,3),
J3(PyrPprP33d; 49, 93) = J4 (pal,pa2,pa3)

Postulado 3. (derivatividade) Seja f(x,y) = 12 (x,1-x:v,1-y), f tem derivadas

parciais com respeito a X,y € (0,1) até sequnda ordem.
Postulado 4. (nulidade) Para x ¢ [0,1]

Jo (x,1-x:x,1-x) =0
Postulado 5. (normalizacgao)

3,(2/3,1/3 = 1/3,2/3) = 2/3

[Kannappan e Rathie (1979)]

Algumas outras caracterizacoes dessas medidas de informacgao
generalizadas s@o citadas por Daroczy (1970), Sharma e Autar (1974),

Kannappan e Rathie (1973), Rathie e Kannappan (1973), Forte e Ng (1973 e

1975)
Para detalhes sobre teoremas de caracterizacao, estudas sobre

equagoes funcionais relacionadas com os teoremas e referéncias a respeito

de varias aplicagdes, etc., veja Mathai e Rathie (1975) e AczEél e Dardczy

(1975).
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1.5 APLICACOES
A quantidade - log P; € interpretada como a informacao contida

no evento E; [shannon (1948)] com probabilidade p;. Assim log(p,/q,) =
log P ~ log g i pode ser tamada camo ganho de informacao em predizer o
evento Ei' Para interpretacoes de ganho de informacao em previsao de

tempo e problemas econamicos, veja Theil (1967). O ganho médio de informa-
n

3o, isto & %

lp ;109 (p;y/a ny e interpretado como a informacao média para
i

discriminagdo em favor da hipot@se H, contra H, em problemas de inferéncia
n

estatIstica [Kullback (1959)]. Kerridge (1961) interpreta p, 109 (p, /q;)
i=1

como uma medida do erro feita por um observador ao estimar um distribui-

¢ao de probabilidade discreta camo Q = (@yree-rq) a qual, de fato, e

P = (pPyrecerpy).

HEm anilise de informacao obtida de questionarios, a divergéncia
-J J(P:Q)) & interpretada camo a quantidade de informacao esperada em uma
questdo para distinguir entre individuos do grupo um e do grupo dois.
[Haaland, Brockett e Levine (1979)]:

Desde que o conceito de afinidade pode ser interpretada camo
a distincia angular entre duas distribuicoes, este conceito, em algun
sentido, mede a proximidade das distribuigoes. Para aplicacoes da afinidade
em estimacdo pontual e por intervalo, veja [Matusita (1954), (1955), (1961)].
E mostrado em George e Mathai (1974) que afinidade & muito Gtil em

classificacio de populacio de acordo com algumas caracteristicas socio-

antropologica.



caPTTUIO 2

BEQUACOES FUNCIONAIS E CARACTERIZACOES

DE MEDIDAS DE INFORMACAD

Generalizacoes da equacdo funcional de Chaundy e Mcleod (1960) em
uma variaval e duas variaveis sao discutidas sob o ponto de vista de mensu-

rabilidade. Uma das equacoes & util na caracterizacao axiomatica da entropia

nao aditiva de ordem 8 .

2.1 INTRODUCEO
n

Seja A= {(pl,...,pn): P2 0 para i=1,...,n, iilpiz 1} para n21

derote o conjunto de todas n-uplas de distribuicdes de probabilidade.

Neste capitulo, nds consideramos duas equacoes funcionais.
(i) Bquacdo Funcional em Uma Variavel

seja f: [0,1] + R (Reais) mensuravel ( ou continua em um ponto,
ou limitada em um intervalo pequeno) e satisfazendo a equacao funcional

m n m n m n

(2.1.1)  § I fxy) = 3 Ifly) + I T voE(x,)

i=1§=1 ¥IJ  i=135=2t I =1 4210

a F B a,B > 0,

onde X = (xl,...,xm) A, Y= (yl,...,yn) eb ea, B sao parametros.
Quando a = 8 =1, (2.1.1) reduz-se a equacao funcional de Chaundy

e McLeod (1960)

m n m n
(2.1.2) I I fly) = I flx) + I fly)
i=1 =1 Y =1 j=1 I
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As solugdes da equagdo funcional generalizada em uma variavel
(2.1.1) conduz a uma caracterizacio da entropia de evento. A derivacao da

equacio funcional (2.1.1) através da construgao da informacao & discutida

abaixo.

Considere uma variavel aleatoria discreta X assumindo valores

finitos nos eventos E;,Eys... /E com distribuicdes de probabilidade

n
P = (DyseeerPy) ¢ I Py= 1e
1 n i=1 i
A entropia de ordem (a,8) de uma distribuicio de probabilidade

P= (pl,...,pn) & definida como

n o R
I (py- py)

- 1=
(2.1.3)  Hy o (P) = T

Quando a = 1, (2.1.3) reduz-se a entropia de ordem B |Havrda e

Charvat (1967)] ou |[Dparoczy (1970)].

n

z pf.% -1
‘ i=1 '
(2.1.4) H B(P) =
! 27 -1
n
Quando B - 1. (2.1.4) reduz-se a entropia de Shannon - I piloq p; -
i=1

Assim (2.1.3) € uma qeneralizac_;é'o a qual inclui nao samente a

entropia de Shannon mas também a entropia de ordem f camo um caso particular.

Considere

s B

(2.1.5) £lp) = =4
27 -2

Fntio a entropia de ordem (a,B) de uma distribuicio de probabili-

dade P=(pPyse«sPp) e




n
T £ (pi)

(2.1.6) Hn'als(pl,...,pn) - I

Seja f(pi) a entropia de ordem («,B) do eventos L, i=l, e,

) & um tipo de informacio contido no evento E,, a

em outras palavras, flp N

incerteza do evento E.. £ claro que f(p) tem a condicao de nomalizagao

que £(1/2) = 1/2.

para duas distribuigoes de probabilidade P = (Pyreee ) € Bpy

Q= (ql,...,qn) e Do usando (2.1.5), a entropia de ordem (a,B) do produto

de P e Q & da sequinte forma

n m
2.1.7 H Q) = & I fip.qa,
( ) Hop,a g i }lq])
n m
1l oo B R
= - — L z(pq.-p.q.)
AT

1 n m o a R n m B o 8
= —=—{ & Iplay ) - ¢ T ailpmpy)d
B SR R T R D N jt

Isto da a equacdo funcional (2.1.1).

(11) Bquacdo Funcional em Duas Variavels

seja F: [0,1]x[0,1] » R (Reais) mensuraval em cada variavel e

satisfazendo a equagdo funcional

n m
(2.1.8) iil j‘ilF(xiyj,uivj)
n m g n mo g
= i?_:]_ jilxiuiF (yj,vj)+ iil j‘_z:__lijjF (Xi’ui)

para o,8,Y,8 > 0, (a=r) (&8) < 0.
),V=(v1,...,vm)

onde x=(xl,...,xn), U= (ul,...,un) ed, eY= (yl,...,ym
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€ Am’ n=2,3 n-=2,3
| eF(L,0) =
Esta & uma generalizacao da equacdo funcional de Chaundy e

Mcleod em duas variaveis.

As solugdea da equacao funcional generalizada em duas variaveis
(2.1.8) da uma medida de informagao tebrica para um evento associado cam
duas distribui¢oes de probabilidade. A derivacdo do equacdo funcional (2.1.8)
através da construgao da informacao tedrica & discutida abaixo.

Considere uma variavel aleatoOria discreta X assumindo um numero

finito de valores nos eventos E,,E,,...,E , sejam duas distribuicoes de

probabilidade P = (pl,...,pn) eQ= (ql,...,qn) em A associadas a X.
Uma medida de informacdo tedrica associada com as distribuicOes

de probabilidade P e Q &

n o
& ‘piqi P;id; )

(2.1.9) I“'B (P:Q) =
B8

Sey=1,8=0eo+8 =1, (2.1.9) reduz-se a divergéncia

\

||

f;‘ dirigida de ordem a« [Rathie e Kamnappan (1972) ].
‘3

|

1

L (2.110) T (PrQ) =25

QlaIldO a > 1, (2 l.lﬂ) reduz-se a

n
(2.1.11) I (P:Q) = % p,loglp;/q,)
i=1

a qual & a divergéncia de Kullba=k (1959).
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Em (2.1.9), se 6 =0, y=lea=1, obtemos a imprecisao de

ordem 8 |Rathie e Kannappan (1973) 1.

bX p.q.B -1
i=1 * 7t
(2.1.12) & (P:Q) = ——5——
2 -1
ouando 8 + 0, (2.1.12) reduz-se a imprecisao de Kerridge (1961)
n
(2.1.13) K (P:Q) =-I P log g
s ) i
i=l
Assim (2.1.9) & uma generalizagao que inclui a divergéncia dirigida
nSo-aditiva de ordem a, a divergéncia de Kullback, imprecisdo de ordem 8,
e imprecisdo de Kerridge como Casos particulares.
Considere

aB_yG

(2.1.14) F(p,q) = — -
' B 278

FntSo a medida de informagdo tedrica em (2.1.9) pode ser escrita

oo

n
o,B . -
(2.1.15) I 's (P:Q) iilF(pi'qi)

Aqui F(p;,q;) denota a medida de informagao tedrica contido no
eventos E;, 1=,/ & claro que F(p,q) tem a condicio de nomalizagao que
F(1.1/2) = 1.

Para distribuicoes de probabilidade X = (xl,...,xn) , U= (ul,...,

= _ o,B .
un) enAneY = (yl,...,ym), V= (vl,...,vm) em A, IY'6 tem a seguinte

relacao

2.1.16) 1% (xey: URV)
Y'G

n m

= I I F(XY:,u5Vs)
=1 31+ L
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o8 —278) ¢ z s [y, tagv )F—(x 5 v ¥ 13
=] j=1

i

- _=8y=1, 7 8y 4oy
(2% =27) H{z: [xu(yv —yiv. > (x5
ML 6 1C b 16 REME !

Isto da a equagao funcional (2.1.8).

0 objectivo deste capitulo & encontra a solucdo mensuravel (ou
continua em um ponto, ou limitada em um intervalo pequeno) de (2.1.1) e
(2.1.8).

Assim a equac3o funcional (2.1.1) foi resolvida por Sharma e

Taneja (1975) sob a condigao de continuidade. No mesmo artigo (2.1.8) foi

resolvida son condicao de continuidade para

3

n m n
):xi Ty, =1, pX

le v, <1
=1 1 3=17 i=1

j=1 -

A

o tratamento feito por eles ndo & claro em varios lugares porque os daminios

dos parametros n3o sao propriamente definidos.
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2.2 PROPRIEDADES

1. Para A Entropia de Ordem (a,B)

n a R
T (pi—pi)
i=1

= a>0,8>0,a#8B

(i) Nao-Negatividade
H (P) & nAo-negativa, e & zero se e somente se p, = 1 para
n,a,B i

algun i = 1,2,...,n. Isto & claro da definigao de H_ B(P).
£

Isto significa que a entropia de ordem (a,B) para a distribuicao

de probabilidade & generalmente positiva e serd zero se e stente se um

dos enevtos acontece cam probabilidade 1.

(ii) Simetria

H (pl""’pn) - Hn,a,ﬁ- (pa(l)’“"pa(n))

n,a,B

onde {a(l),...,a(n)} & uma permitagao arbitraria de {1,...,n}.

A entropia ndo depence da ordem em que OS eventos sao fixados.

(iii) Expandibilidade

IIn,a,B (pl' N ,p}“;‘ = Iln'*'l,a'e (ply ewe ,pnlo)
A adicao de va evento de probabilidade zero nio altera o valor

da entropia.

(iv) Recursivid/de

p‘;l,a , B(pl, ev e ,Pn)
=H ) o gPy*PyrPyreeerPy) ¥
D p
1 l1-a o 1 ’ 2 ) -
e (@ D pyey) My G BB
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pl p2

1-8 f
27 P-1 + H, ,( }
( )(pl pZ) 2,8 pl+ P, ’ pl+ P, )

para p,+ p, > 0, e onde H (H ) & a entropia nac-aditiva de ordem a (8).
1 F2 2,0 2,B

(v) Nao-Aditividade

ParaPeAn,QeAm

X

_ 1
Hoa,g®Q =y q @+ Hn,a,0 @+ ST 18

_olB_q42
a(Q) (2 1) Hn'B(P)HmB(Q)}

1-a 2
{20 - 1) Hn a(P)Hm

’ ’ r

onde H _ (H B) & a entropia ndo-aditiva de ordem a (8).
r 14

(vi) Nao-Aditividade Forte
Para P = (pl,...,pm) € b s Qj= (qjl,...,an) ebdy I l,...,m.

1 (qull:---rpl(lln,---lpmqml,---,qunm)

m,o,B
m
1 1-a o
=H + {270 7=-1) £ p. 1l ) o+
m,a,B(P) 21."0.__ 21—8 )j___lpj n, (Qj)
1-B_ 1y 7 B
27 P=1) T p. t .
( )jzlpj 6 @)

onde H (H .) & a entropia ndo-aditiva de ordem a (B).
n,a n,B

14

(vii) Continuidade

H o, o® & uma funcao continua de n variaveis.
[ Al 4

(viii) Nommalizacgao

H 0L(l/2,1/2) =1

2,

IT. Para A Medida de Informagdo Tedrica Ii'g
I 4



i
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i
i
i
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n a B Yy 6
Lpyjay-pyq)
a8 (p.g) = L (@ - y) (5 = B) < O
IYlG ) 2"8 -8 ! o Y

(1) Nao—-Negatividade

I:’g (P:Q) e nao-negativa, e & zero se e sdmente se py=aq;= 1
r

para alqun i = 1,...,n. Isto & claro da definicac de Iz’g (P:Q).
14
Isto significa que a medida de informacao entre duas distribuicoes
de probabilidade & geralmente positiva e serd zero se e stmente se as duas
distribuictes coincidem e um dos eventos acontece com probabilidade 1.
(ii) Simetria

a,B
Y8

a,B

1 (pl""’pn:ql""’qn) - Iy,é (pa(l)""'pa(n):qa(l)""'qa(n))

orde {a(l),...,a(n)} & uma permutacao arbitraria de {1,...,nl}.
A permutacao conjunta de indices correspondentes de eventos nao

muda o valor da medida de informacao tedrica I?’S (P:Q).
14

(iii) Expandibilidade

o,B

a,B . — .
(PyreeesP iGyreeerdy) = L's (PyreeerPr0:dyseeerq ,0)

I
Y,8

A adicad de um evento de probabilidade zero ndo altera o valor da

medida de informacdo tedrica I$'§ (P:Q).
14

(iv) Recursividade

18

Y’G (pl,...,pn:ql'...’qn)

o,B

=1
Ys$

(pl+p2Ip3l ene ’pnqu+q2'q3’ oo an) +
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Py Pp 9 D

1
PP, PP,y 41, 9y,

-8 o B
;:E:T;:g {2 - 1)(pl+p2) (ql+q2) IQ,B (

PpL P 4 9D

1% s ’ ) }
P11, PPy gty 9t

- 270 1) pipy) Y (@t T g

Y0
para p;+p,> 0, qy+dy” 0.

onde I (I, ) & a divergéncia dirigida nao-aditiva de ordem (a,R) ((y,8)).

B Yr

(v) Nao-Aditividade

Para P, Q ¢ An eR, Se Am

'_]Zm’8 (PrR : QxS)

A

= a,B R a,B . 1 —-B_ 2 . Q) -
VoS (P:Q) + L (R:S) + P 5 {(2 1) Ia'B(P.Q)Ia’B(R.o)
(278 I)ZIYIG(P:R)IY'G(Q:S)}

Isto & claro das seguintes relacOes:

a,B . = 1 —-B_ . _ (5. .
IY,G (P:Q) 2'8_ 2—6 {(2 l)Ia’B(P.Q) (2 l)IY’G(P.Q)}
e
. O4S) = . . ~B_ . .
Ia,B(PrR : O4S) Ia,B(P.Q) + Ia,B(R'S) + (2 l)Ia,B(P'Q)Ia,B(R'S)

onde Ia & a divergéncia dirigida nao-adtiva de ordem (a,B).

B

(vi) Nao-Aditividade Forte

Para (pl,...,pn), (ql,...,qn) ed,e (Pli,...,Pmi), (Qli’°'°’chd)
e A para i=1,ee/n

Iz:i (PyPyqree=rPPrgree e PPynr e s Pl S EERREEA R AR

anln"°"anmn)
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— +o,B . 1
IY’5 (pl""“%fql""'qn) +-;q;?:;%-x

n
-8_ o B . _
iil{ (2 l)pi q; Ia,B(Pli""’Pmi'Qli""’Qmi)

CpeeesO )}

-8 _ Yy 6 .
(2 l)pi q. I (Py:seeesP “Qll T

i “v,98 1i mi
Isto & claro da sequinte relagao

Iz:g (Pl,...,pn:ql,...,qn)

~ o8B .
- I'Y,G (Pl+o.o+p]('13]<+l,...,pn-ql+oooﬂk’qk_*_l,o-o'qn) +

_ p ¥ q q
L e nxg 1,0 ;1,...,;5 e 5
2 P 2 e Iy T 5k Sk
- P q q
(2 S_ l)r;i sf,I 5 (I::L,...,?—(-:—-l-,...,—sl{-)
S k kK “k e
n .

para r = pyte. Py, 55 Qqtee et 1zkg

onde I (T, 4 & a divergéncia dirigida ndo-adtiva de ordem (a,B) ((v,8)).

B Yr

(vii) Continuidade

a,B
II
Y.S

(P:Q) & uma funcad continua de 2n variaveis, para P, Q e A..
(viii) Normalizagao

% (1,0:1/2,1/2) = 1
'Yl(S
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2.3 A SOLUGRO DE (2.1.1)

A fim de derivar a solugao mensuravel da equacao funcional

(2.1.1), nds provamos alguns lemas que seguem

entao

(2.3.1)

y e (0,1)

(2.3.2)

temos

(2,3.3)

Lema 2.3.1 £(0) = £(1) =0
Prova:

Substituindo (xl,xz) = (0,1), (yl,yz,y3) = (0,1,0) em (2.1.1).

2£(0) = £(1)

Substituindo (xl,xz) = (0,1), (yl,yz,y3) = (y,1-y,0) para
em (2.1.1), produz

3£(0) = {y P+ (- PyE@) + £(0)), v e (0,1)

Usando (2.3.1), (2.3.2) produz f(0) = 0, e protanto de (2.3.1),

f(1) = £(0) =0

Iema 2.3.2 Para X = (xl,...,xn) € An' n=2,3

n s 8
) =Cez [x5 - x|
=1 * 7

n
v fix

1 a,8 >0, a * B
i=1

onde C @ uma constante arbitraria.

Prova:

Para n = 2,3, desde que

n n n n

il jilf (xiyj) = iil j-E-lf (iji)
Usando (2.1.1), Tenos

n n n B n
(2 x )z £y + (2 yi )T £(x)}
i=1* y=1 =17 i=1
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n n
=(2y){Zf(x)}+(2xi){):f(y)}
j=1"J  i=1 i=1 3=1

Assim ,
n n
Zf(y) Zf(x)
. j= - nl—l =C
B o B
T o(ys - y.") T (xT - X, )
j=1 j ] i= i i

Note que desde que o # B, O denominador n3o se anulara. Assim
- B
(2.3.4) T £x) = c-z [x - xi] , x, ¢ (0,1)
i
i=1l i=l
0 qual junto com o fato que £(1) = £(0) = 0, temos (2.3.3)

n
verdadeiro para todo x ¢ [0,1), com T x; = 1.
i=1

Observacao: Lema 2.3.2 & provado acima sem condigao de

reqularidade, Quando o« = 1 e £(1/2)= 1/2, o lema 2,2.2 da

n
n in—l
i=1 2 -1

o qual & a entropia nio-aditiva de ordem B. Veja outra equagao funcional
em Rathie e Kannappan (1971). O mesmo resultato com um teorema na p.213
foi provado por Sharma e Taneja (1975) assumindo continuidade.

Lema 2.3.3 Para x fixo, x ¢ [0,1], se
(2.3.5) A (t) = £xt) + £((1=x)t) = [x* + (1=0*[£(t) - tB£ (x)+£ (14x)]

para t ¢ [0,1]
Entao

(2.3.6) A (uv) = A (1) +A (v), u,v,uv e [0.1]
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Prova:

Seja (xl’xz) = (Xpl-x), (YI'YZ'YB) = (U,V,l—u—v) em (2.1.1)
bra X,u,V,utV € [0,1]. Ent3o

.3.7) flxu) + £((1=x)u) + £(xv) + f((1=x)v) + f(x(l-u~v)) +

£ ((1=-x) (1=u=v))

G A= OHE@) + £v) + Q) 4 tubrvPs (1uv) Py
= {f(x) + £(1-x)}

Seja (xl,xz) = (x,1-%), (yl,yz,y3) = (utv, l-u-v,0) em (2.1.1)
ara X,u,v,utv camo acima, entio usando Lema 2.3.1

2.3.8) £ (x(utv)) + f((1-x) (1-u-v)) + f(x(l=u-v)) + £ ((1-x) (1=u-v))
- % (1) HE () + E(L-u=v)} 4 { (wrv) B+ (1w B

{(f(x) + £(1-x)}

substraindo (2.3.8) de (2.3.7)

2.3.9) fx(utv)) + £((1-x) (wv)) = f (xu) - f((l—x)u)—f(xv)-f((l—x)v)

{x°+(l—x)°"}{f(u+v) - f) - £V} + {(u+v)8—u6-v8}{f(x) + £(1-x)}

I

Para x fixo, x ¢ 10,1}, seja
A (®) = £6ct) + £((1-0)E) = GO+ (1m0 P (8) - tH{E) + £((1=0)]

Fntio (2.3.9) formece-se

Ax(u+v) = Ax(u) + Ax(v), u,Vv,utv € [0,1]

Isto significa que para x fixo, X € [0,1], A () & aditiva em t.
0 seguinte lema foi provado por Dardczy e Losonczi (1967),
ortanto a prova & omitida.

Lema 2.3.4 Qualquer solucao de equacdo funcional de Cauchy

(2,3.10) gxty) = g(x) + gly)
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] Pode ser extendida de
(2.3.11) {(x,y): x,y,xty ¢ [0,1]}
para R%. Isto &, se g & definida em [0,1] e satisfaz (2.3.10) em (2.3.11),

entdo existe uma equacao funcional de Cauchy na reta real

h(xty) = h(x) + h(y), XY € (=o,)
e tal que

hx) = glx) , x e [0,1]

A prova do sequinte lema & tarbém omitida [ver Aczél (1975)].

Lema 2.3.5 Se a equacao funcional de Cauchy
h(x+y) = h(x) + h(y)
& satisfeita por todos os reais x,y, e se a funcao h(x) & mensuravel
(ou continua em um ponto, ou limitada em um intervalo pequeno), entao
h{x) = cx
para todo real x, e onde c € uma constante arbitraria.
Agora, nOS provamos O seguinte teorema,

Teorema 2.3.1 Se f: [0,1] + R (Reais) satisfaz a equacao

funcional (2.1.1) e f tem qualquer das sequintes propriedades:
(a) £ & continua em um ponto.
(b) £ & limitada em um intervalo pequeno.
(c) f & mensuravel.
Entao
£(x) = Cofx® = x) 0,8 >0, a®8
onde C & uma constante arbitraria.
Prova:
Desde que Ax(t) definida em (2.3.5) e mensuravel (ou continua

em um ponto, ou limitada em um intervalo pequeno), entretanto, como
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mostrado no Iema 2.3.3, para x fixo, x ¢ [0,1], A, (t) @ aditiva em t na

regifo definida em (2.3.11), concluimos pelos Lemas 2.3.4 e 2.3.5 que

(2.3.12)

A () = tA (1), t e [0,1]

Desde cque £(1) = 0, de (2.3.5)

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)

A1) = £x) + £01-x) - (x4 (=) *IF () - £(1-x) - £(x) = 0
Fste fato conduz a

A () =0, t e [0,1]

ou

f(xu) + £((1-x)u)

= O+ (1-x) P () + wPLEX) + £(1-%))
Usando Iema 2.3.2 para f(x) + f£(1-x), temos

f(xu) + £((1-x)u)

= 6O (=)} () + C-uB{xa—x8+(l—x)a—(l-x)B}
Novamente do Lema 2.3.2, temos que

£(1-u) + £(xu) + £((1-x)u)
= Cf (1=u) %= (1=u) B+ () = (o) P+ [ (1) u] O] (-] P

Substraindo (2.3.14) de (2.3.15)

£ (1) = Cf (1mw) %= (1=w) P+ Ga) %= Gan) P+ | (1-00u] =] (1)l B -
x4+ (1-x) " (u) - uB{f(x) + £(1-x)}

Substituindo x = 1/2 em (2.3.16),

£(lmw) = C{ (1-u) %= 1-w P42 (w/2) 2 0w/2)®) - 2% ) -
Bty

Mas de (2.3.4)

fu) + £(1-u) = C{ua—u8+(l—u)a~(l—u)8}



(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)

para X = (xl,...,xm), Y

Carbinando (2.3.17) e (2.3.18), temos
f(u = C{ua—uB}, a*1, ue |0,1]

Para oo = 1 , o lema 2.3.2 da

n n 8
T f(xi) =c{1-1% xi}
i=1 i=1

Portanto (2.1.1) e (2.3.20) produz

m m
T I fx,y.)
=1 3=1 1
m m m

] )
T fly,) +C(zy.)(l~- ):xi)
j:l J j:]_ J i=1
m m m
I {f(y.)+CyB.} -Ctr I xiy‘?
3=1 BEE i=] §=1 * J
Seja

ht) = £(t) + ct’

Portanto (2.3.21) torna-se
m m

h{x,y.) = ¢ hiy
z 143 j=1

m
I
i=1 §=1

j)

0O fato f(0) = £(1) = 0 conduz a

h(0) = 0, h(1l) =C

Mas desde que

m m m m

f I hi{x,y.) = £ I hiy.x;)
=1 §=1 * 3 i=1 3= I
£ claro que

m m

T hiy:) = I hx)

=1 3 1=t

= (yl,...,ym) emA em= 2,3.

Q24
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De (2.3.25), @ claro que
m
(2.3.26) = h(xi) = C, param = 2,3
i=1
onde C & uma constante,
para x fixo, x ¢ |0,1], se tomamos

(2.3.27) %¢)=mm)+muqnn t e [0,1]

E usando o método emprecado no lema 2.3.3, cam a ajuda de
(2.3.26), obtemos
(2.3.28) Afutv) = A () + A, (V)
para u,v,utv € [0,1].

Novamente usando o lema 2.3.4, o qual € um resultado de
Dardczy e Losonczi (1967), concluimos que

(2.3.29) Ax(u) = U°Ax(l)

Desde que A (t) & definida camo em (2.3.27), junto com (2.3.26)
temos

(2.3.30) Ax(l) = h(x) + h(l1=x) =C

Portanto (2.3.29) torna-se

(2.3.31) Ax(u) = Cua
ou

(2.3.32) h(xu) + h({l-x)u) = Cu, u,x ¢ 0,1}
Para x = 1, (2.3.32) produz

(2.3.33) hfu) =Cu

Com a definicio de h(t) em (2.3.22), nds vemos que

(2.3.34) f@) = clu®), ue [0,1]

Assim (2.3.19) (quando o # 1) e (2.3.34) (quand0 o = 1)
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provamos o Teorema 2.3.1.
Como uma aplicacdo do Teorema 2.3.1, nOs temos o sequinte Lema.
Lema 2.3.6 A funcdo mensurdvel f: [0,1] >~ R (Reais) satisfa-
endo a equacdo funcional (2.1.1) e com a condigdo de normalizacao

£(1/2) = 1/2, entdo f(x) & dado por

(2.3.35) f(x) = —I:;l__—l_:ﬂ- (Xa"XB)
27 =2

a qual & entropia de um evento com probabilidade x.

Prova: |

As solucdo mensuravel da equagao funcional (2.1.1) e dada na
sequinte forma

£(x) = clx®x%)

Usando a condicdo de normalizagao f(1/2) = 1/2, é facil ver que

c = (2o 2178y

Isto prova o lema,



2.4 A SOLUCAO DE (2.1.8)

Seja (xlrxz) = (ulluz) = (0,1), (yer21Y3) = (V11V21V3) =
(0,1,0) em (2.1.8), entao temos
(2.4.1) 2F(0,0) = F(1,1)

Seja (Xl'XZ) = (Ul'uz) = (0,1), (YlIY2rY3) = (y,1-y,0) e

(V) sVprva) = (v,1-v,0) para y,v ¢ [0,1] em (2.1.8), entdo

(2.4.2) 4Fr(0,0) + F(y,v) + F(l=y,1-v)

- (Fly,v) + F(lmy,1=v) + F(0,00} + {y"v*+(1y)Y 1=0)°}>

{F(0,0) + F(1,1)}

Ou
(2.4.3)  3F(0,0) = {y"v*+1-y)Y (1=)°}F(0,0) + F(1,1))

Carbinando (2.4.3) e (2.4.1), temos
(2.4.4) F(0,0) = F(1,1) =

A fim de derivar a solucao para a equacao funcional (2.1.8),
nds precisamos provar alguns lemas.

Lema 2,4.1 Para X = (X),eeerX), U= Uy eeepyy) em A, m= 2,3
m v i)

m
(2.4.5) T F(x ,u)—CZ (xo‘B X:u
i=1 i ilii i

orde a,8,y,5 sdo parametros satisfazendo (a-y) (§-8) < O.
Prova:
Quando n = m (2.1.8) & o que se segue

m m m m m m

(2.4,6) 151 jElF(x yj,u vj) = 131 R i i F(y. ,vj) +i?-1 jEly;ng(x ,ui)
e
m m m m m

(2.4.7) 131 jEll?(iji,v:’ui) = 121 jilvaJF(xi'ui) +i):l JElxiuil"(y ,v )



36

Desde que

m m m m

T I Fix,y.,u.v.) = I T Fly.x,,v.u,
i=l =1 i3855 i=1 j=1 MR
De (2.4.6) e (2.4.7), seque que

m m m m

o B Y., 0
(2.4.8) i-E-l jilxiuiF(yj,vj) + iil jilijjr (xi,ui)
momo g m m .5
= 1§ Ivy.v.F(x,,u,)+ I I xuF(y.,v.)
=1 §=1 0 3 AT g gt T
Ou equivalentemente
™m m
. w
3 il“ (yj A6 ) iilF (xl' ui)
(2.4.9) - == , parafo - y) (8 = B) < O
o B _ _¥,0 aB _ _v,90
jf-l (ijj jvj) iil (xiui xiui)

mra X = (xl’...’)ﬁn)' Y = (ylyooo’ym), U = (ul'c-o'um):ve V = (Vl,.o-'vm)
en A,
i
Deste que os parametros a,B8,y,§ Sao positivos e satisfazem a

relacdo (a—~y) (6-8) < 0, o denominador de 2.3.9 nio se anulard nunca para

Xi oW Y0V, € (0,1).
Seja (xl,xz) = (yl,yz) = (1,0) , (2.1.8) torna-se

F(1,0) + F(0,1) = 0O
0 qual junto com o fato que F(0,0) = £(1,1) = 0, temos (2.4.9)

verdadeiro para todos X,Y,U,V em Am.

Portanto (2.4.9) significa que

m m
(2.4.10) = F(xi,ui) =C I
i=1 i=]1

aB _ _v96
(Xiui xiui)
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para todo X = (Xl""’}ﬁn)' U= (ul,...,um) em A, onde C € uma constante.
Lema 2.4.2 Para x fixo, x ¢ 0,1}, se
(o1 B y 8
(1-x) “(1-u) "} = p'q {F(x,u) + F(1l-x,1~-u)}

para p,q e [0,1].

Entao A, Pa) € aditiva em duas variaveis, ou equivalentemente
(2.4.12) Axu(y+v,w+t) = Axu(y,w) + Axu(V,t)

para y,w,v,t,ytw,v+t € [011] .
Prova:
Substituindo (xl,xz) = (x,1-x), (ul,uz) = (u,1-u),

(YlIYZIY3) = (y,v,1-y-v), (Ver2:V3) = (w,t,1-w-t) em (2.1.8).
(2.4,13) F(xy,uw) + F(xv,ut) + F(x{(l-y-v),u(l=wt)) + F((1=x)y, (1-u)w)+

F{(1-x)v, (1-u)t) + F({1-x) (1=y-v), (1-u) (1-w~t))
= {x“u8+(1—x)?l—u)B}{F(y,w) + F(v,t) + F(l-y-v,1-wt)} +

{wa6+th6+ (l-y—v)Y(l-w-t)G}{F(x,u) + F(l1-x,1-u)}

Novamente substituindo (xl,xz) = (x,1~x), (ul,uz) = (u,l-u)
(yl,yz,y3) = (y+v,1l-y-v,0), (vl,vz,VB) = (wtt,l-w~t,0) em (2.1.8) com o

fato que F(0,0) = 0, temos
(2.4.14) F(x(y+v) ,ulwt)) + F(x(1-y-v),u(l-wt)) +
F((1-x) (y+v), (1=u) (wt)) + F((1-x) (1~y=v), (1~v) (1-w—t))

= {xau6+(l-x)°‘(1-u)B}{F(y+v,w+t) + F(l-y~v,l-w-t)} +

{ (y+v)Y(w+t)6+(l-y—v)Y(l—w—t)G}{F(x,u) + F(1-x,1-u)}

Agora, substraindo (2.4.13) de (2.4.14)



(2.4.15) F(x(y+v),ulwit) + F((1-x) (y+v), (1-u) (wt)) - Fixy,uw) -
F((1=x)y, (1~u)w) - F(xv,ut) - F((1=x)v, (1-u)t)
= {xauB+(1-x)a(l-u)B}{F(y+v,w+t) - F(y,w) =F(v,t)} +
{ (y+v)Y (wi-t)é-yyws—thG}{F(x,u) + F(l-x,1-u)}
Seja
(2.4.16) A_p,a) = FGp,ug) + F(A=x)p, L-w)q) - {x*u’+ 10" 1w 1P p,q)
Yy S
-p'g {F(x,u) + F(l-x,1-u)}
Entfo (2.4.9) & simplificada para
Ay, ytvwrt) = A (y,w) + A (v, t)

orde y,w,v,t,y+v,wtt ¢ |0,1].
Lema 2.4.3 Para x,u fixos, x,u ¢ [0,1], se Axu(p,q) & mensuravel

(ou continua em um ponto, ou limitada em um intervalo pequeno), em cada
uma de suas variaveis e satisfaz (2.4.12), entao
(2.4.17) A, (P = A, L0 p + A (0,1)q

Prova:

Fazendo w =t = 0 em (2,4.12),temos

(2.4.18) Axu(y-Pv,O) = AXU(Y'O) + Axu(V,O)

para y,v,y+v € [o0,1].
Esta & uma funcdo aditiva em uma variavel, cam no lema 2.3.4,

vermos que

(2.4.19) %(y,O) = Axu(l,O)-y
Similarmente, se fazemos vy = v = 0 em (2,4.12), isto conduz a
(2.4.20) %O,t) = Axu(o'l)°t

Portanto



(2.4.21) A (P,@) = A, (P,0) + A, (0,Q)
=Axu(110) ‘p + Axu(oll) *d, para p,q € [Orll
Lema 2.4.4 Para todo p € [O,l], temos
(@) F(p,0) = gF(1,0) , F(0,p) = pF(0,1)
(2.4.22)
(b) F(1,0) = F(0,1) = F(p,0) = F(O,p) =0
Prova:
A equacdo (2.4.17) paraq =10 produz

(2.4.23) A (p,0) = A, 1,0p

A qual usando a definicao de Axu(p,q) em (2.4.11) da

(2.4.24) F(xp,0) + F((1-x)p,0) - F (p,0) (xuP+ (1) (1-0) )

= p{F(x,0) + F(1-x,0) - F(1,0) [+ (1) (1-w) P ]

mn (2.4.24), seja x = 1, junto cam o fato F(0,0) = 0. Intao

(2.4.25) F(p,0) = F(p,00u® = p{F(1,0) - F(1,00u°) , ue [0,1]
ou

' (2.4.26) F(p,0) = pF(1,0) , pe [0,1]

Similarmente, a equacdo (2.4.17) para p = 0 produz

(2.4.27) Axu(O,q) = Axu(O,l)'q
Da qual, usando a definicao de Axu(p,q) em (2.4.11) quando u = 1,
podemos obter

(2.4.28) F(0,p) = pF(0,1) , pe [0,1]

Seja (xl,xz) = (1,0), (ul,uz) = (0,1) em (2.4.5) de Lema 2.4.1,

temos
(2.4.29) F(0,1) + F(1,0) =0

Desde que F(1,0) = 0, isto implica




F(0,1) =0
e

F(p,0) =F(O,p) =0,  pe [0,1]
Teorema 2.4.1 Se F: |0,1]x]0,1] > R (Reais) satisfaz a equacdo

1

funcional (2.1.8) com F(1,0) = 0, e F @ mensuravel (ou continua em um ponto,

ou limitada em um intervalo pequeno) em cada uma de suas variaveis. Entao

(2.4.30) Flp,q) = cip’d® - p'c®)

onde a,B,Y,8 sao parametros positivos satisfazendo a relado (a-y) (§-B) < O

| e C @ uma constante,
|
i Prova:
|
]
|

Do Lema 2.4.4, sabenos que

I F(1,0) = (0,1) = F(p,0) =F(0,p) =0,  pe [0,1]

[ ~
i Portanto, pela definigdo de A . (p,q) em (2.4.16)

| (2.4.31) A (1,0) = F(x,0) + F(1-x,0) - P+ -0 -0 PIra,0) = 0

i

i

i

I e

(2.4.32) A (0,1) = F(0,u) + F(0,1-u) - 6P+ (0w iFo,1) = 0
A funcao A, Pra) como definida em (2.4.11) é aditiva em duas
variaveis, portanto, pelo Lema 2.4.3, ela pode ser representada da seguinte

maneira
Ixml(p,q) = Axu(l,O)'p + Axu(0,1)~q

De (2.4.31) e (2.4.32), concluimos que

(2.4.33) A pP/q@) =0
A qual quando combinando cam (2,.4.11), produz

(2.4.34) F(xp,uq) + F{(1-x)p, (1~u)q)




= F(p,q){xau8+(l-x)a(l—u)B} +pYg F (x,u) + F(l-x,1-u)}
Usando o Lema 2.4.1

(2.3.35) O lado esquerdo de (2.3.34)
v §
- Flpya) P+(10% @-w ) + o' fauf e Tud (1m0 % (1) )
Mas sabemos do Lema 2.4.1 que

(2.4.36) F(l-p,1—q) + F(xp,uq) + F((1-x)p, (1-u)q)
= C{ (1—p)a(l-q) B—(l—p)Y (l-q)6+(xp)°‘(uq)8— (xp) Y (uq)6+
| @~x)p]® [ (1-w)q] B[ (1=0)p] Y[ @-wq] ®)
Agora, substraindo (2.4.35) de (2.4.36)

(2.4.37) F(l-p,1-q) = C{ (1-p)® (1) B= (1-p) ¥ (1= o+ () ® (o) P+
[ A=0p]®[ Qmw)q] F-u’pla’- 1) * (1) BoYe®y -

F(p,q) {xau8+ (1-x)* (1) By
Substituindo x = u = 1/2 em (2.4.37), temos
_ al-a-f8 o B v¥.0 . o B
(2.4.38) F(l-p,1=q) = 2 {op’q"=Cp'q -F(p,a)} + C{(1-p) (1=q) -
(1-p) Y 1= °
Mas sabenos do,Lema 2.4.1 que
(2.4.39) F(p,a) + F(1-p,1-9)
- el Pp' g+ (1) (1= - (1=p) Y (1))
substraindo (2.4.38) de (2.4.39)

1-o-8

(2.4.40 Fp,q) = c1-2" ) ptfp'a’y + 2 T F(psa)

ou
(2.4.41) F(p,q) = 'C{p“qB-quG}

paraa+f3=f1,p,qe[0,1],

41



42

Quando o« + 8 = 1, Lema 2.4.1 fornece

(2.4.42) : Fx,u;) = C : (Su 1‘“-qu‘?) ., n=2,3

i=1 i=1 ol

Para X,=U,, 1=l eee M3 V5= Vi 3=1,...,n € otB=1, a equacao
(2.1.8) reduz-se a

m n m m n
(2.4.43) T I F(xyq 1X3Y5 )= L ): X F(y Y5 ) + L

i=1 =1 i=1 =1 J i=1 3—1 $

Esta & uma funcao de uma variavel, portanto usando O Teorema2.3.1

temos

(2.4.44) Flx) = Clxx""}, y+8#1

Sem perda de generalidade, para qualquer prq em [0.1},podemos
supor p < q, entao (2.4.43) produz
(2.4.45) Fl(p,q) + F(l—q,1—q) + F (g-p,0)

a l-o Y

- g Y+ (1) - (1) )

Desde que sabemos de (2.4,44) que

(2.4.46) F(l-p,1-p) = C{ (1-p)- (1-p) "*%)
e tambem que
(2.4.47) Flg-p,0) = 0

Substraindo (2.4.46) e (2.4.47) de (2.4.45), temos

(2.4.48) Flpq) = Clo’d o=p'a® , v +é7 1 pace 0]
Assim (2.4.41) e (2.4.48) provam O Teorema 2.4.1
Como uma aplicagio do Teorema 2.4.1, nBs temos o seguinte Lema.
lema 2.4.5 A funcio mensuravel F: [0,1]x]|0,1] = R (reais)
satisfazendo a equacdo funcional (2.1.8) e coma condicio de normalizagao

F(1,1/2) = 1, entdo F(x,y) & dado por
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(2.4.49) Fx,y) = —— 6P x"y%)
7~B-270

a qual & uma medida de informacdo tedrica de um evento com probabilidade x

ou y sob a distribuicao de probabilidade X ou Y respectivamente.

Prova:
Aplicando o Teorema 2.4.1, a solucao mensuravel da equacao

funcional (2.1.8) & dado por

(2.4.50) Flp,q) = C{paqs—qua}
Ent3o usando a condigao de normalizacdo F(1,1/2) =1, & facil

ver que

1
B 78

(2.4.51) C =

Isto prova o lema.
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CAPTTULO 3

BEQUACOES FUNCIONAIS E MEDIDAS DE

INFORMAGAO NAO-ADITIVAS

RESUMO

Neste capitulo, as solugOes mensuraveis da equacao funcional em
uma e duas varidveis s3o obtidas. Estas equacoes funcionais surgem natur-
almente de algumas propriedades de nao-aditividade de medidas de informagao.
As solugOes mensuraveis, em casos especiais, sao utilizadas para a caracte-
rizacao axiomatica de medidas de informagdo nao-aditivas.
3.1 INTRODUCBRO

Vamos denotar

n
A= {(pl,...,pn): pi_g_O, i=l,...,n, iilpiz 1}, n21
n
Ar'1= {(pl,...,pn): pi;O, i=l,...,n, iilpié 1}, n2x21

(1) Equagao Funcional em Uma Variavel
Considerando fungOes mensuraveis £, g, h : [0,1] + R (Reais)
satisfazendo a equagao funcional

n m n m n m
(3.1.1) & I f(x.y.) = Tglx.)+ fh(y.) +rzI I g(x)hly.)
i=13=1 T3  i=” P =1 ) i=1 =1 *+ J

onde X = (Xj,ee0sX) € Ay Y= (yl,...,ym) e A para n=2,3; 2,3 e ) e

uma constante nao nula.
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As solugoes do caso especial da equacao funcional (3.1.1) conduz
a uma caracterizagao da entropia nao-aditiva de ordem B. A derivacao da
equagdo funcional (3.1.1) quando £ = g = h atrvés da nfo-aditividade da
entropia de ordem B & discutida abaixo.

A entropia nao-aditiva de ordem 8 |lavrda e Charvat (1967) | &
definida camo

Toto

i=1

(3.1.2) Hn,B(P) = —-—-2—1-:E:-]--

paratodoP=(pl,...,pn)eAn,n;_l,B#l, g > 0,

Aqui usando a convencao of= o.

Seja
(.1.3) £ =Xzl - e [0,1]
ole 8 21—'8_1 X Uy

a correspondente entropia do evento o qual & de probabilidade x, Entao

podemos escrever Hn 6(P) camo una soma de fB (pi) para todo i=1l,...,Nn.

14

n

(3.1.4) Hn’B(P) = iilfs (pi)

para todo P = (pl,...,pn) e b, B #1, 8 > 0.

A propriedade nao-aditividade de 0o, é dada abaixo:
14

Para P = (pl'o-.,pn) € An, Q= (qllﬁ°ol%) € Am

o B
(3.1.5) (BKQ) = H, o (P) + H () + (27-1H, o (P, o ()

B, 8 ,

Ou, se usando a representacao de sama para 0 ar entao
[4

n m n m
(3.1.6) © f (x,y.) =1L fB(Xi) + I fB (yj) +

i=1 §=1 © Y3 i=1 =1
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-8 n m
-1 £, (x )M T £, (y.))
i=1 Pl 3 B

!

Este & um caso especial da equacao funcional (3.1.1), quando
f=g=h.
(ii) Bguagao Funcional em Duas Varidveis

Um generalizacao de (3.1.1) para duas variiveis segue-se.

Para f, g, h : |0,1] x [0,1] + R (Reais) mensuravel em cada uma

de suas variaveis satisfazendo a equacdo funcional

n m
3.1.7 z r f(x.v.,u.v.
( ) i=1 j=1 (xlyj'ulvj)
n m n m
= g X.,u.) + T hy.,v.) + 2 L T 0 ) h(y.,v.
i=1g( x l) i (y]. J) L j=1g(xl'u1) (y],vj)

onde X = (xl,...,xn) €A, U= (ul,...,un) € Ax'x’ Y = (yl,...,ym) € Am,
V= (Vyseeesvy) € by paran=2,3; m=23e} & uma constante ndo nula.

As solugOes do caso especial da equagao funcional (3.1.7)
conduz a caracterizacao de varias medidas de informagao generalizada
nao-aditiva da equacao funcional (3.1.7) quando f = g = h através da
nao~aditividade da medida de informacao generalizada & discutida abaixo.

A Divergéncia dirigida nao—aditiva de ordem (a,B) e dada

na sequinte forma:

(.1.8) 1, (:0) =i 840 + 8> 0.

para todo P = (pl,...,pn) €A, Q= (ql,...,qn) € Ar'l .

Similammente,
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a B _
3.1.9) £ _(p,q) =R -F, B#AO , a,p >0
o8 2P 1

denota a medida de informacao contida no evento o qual assume probabili-
dade p ou q acordo com a distribuicao de probabilidade P ou Q respectiva-
mente associadas do espago de probabilidade.

Entao, e claro que I ’B(P:Q) e uma sama de fa,B(pi’qi) para

1323

i = l,...,n, erquarld() P = (pl,-oo’pn) € Anl Q= (ql,...,qn) € A;l.

n
1] (3.1.10) .In’a,B(P:Q) = iilfa’s(pilqi)

De (3.1.9), podemos ver que fa B( 1,1/2) =1
14

|

J Se sob a condigao fa B(1/2,1/2) =0, (3.1.9) dara a relagao
H I 4

\

h a + 8 =1, e nesse caso
|

l

n z po.lq:.b-a- 1

i s s L .
1 (3.1.11) In,a,l—a (P:Q) = 2(1_1 N ’ a # , O >

a qual e uma divergéncia dirigida de ordem a (o # 1)

I Quando £(1/2,1/2) = 1/2, (3.1.9) darda o = 1, e portanto
n

I z p.q{.3 -1

j=1 41

! (3.1.12) In,l B(P:Q) = BR#0, B>0

o ' 2 -1

a qual & uma imprecisdo de ordem 1+8.

A propriedade nao-aditividade de I 0.8 € dada abaixo:
14

r

Para P = (pl,...,pn) € An’ Q= (ql,...,qm) € Am' R = (rl,.o.,rn)

] -— ]
€ An’ S - (Sl,...,sm) € Am.
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(3.1.13) I (P=Q : RXS) = In

n, a, B(P:R) + I (Q:8) +

1Oy m,o,8

| -B . .
| (2 "~ 1) In G'B(P.Q)I (R:9)

’ m,a,B

Ou, se usando a representacao de sama para In 0.8 ! entao
r-r

|
\
H n m

:],, (3.1.14) i-z—-l jiljfmls(p:.qu,r]._sj)

|

I

| n m
iilfa,s(pi'ri) + jilfa,s(qj'sj) +

P 10T E (o) IE - (@s))
il j=1 08171 5=1 a,8 7] ]

Este & uma caso especial da equacdo funcional (3.1.7), quando
f=g=h.

A solucao continua de (3.1.1) quando £ = g = h foi dada

anteriormente por Behara e Nath (1973) e Sharma e Taneja (1975). Mittal
(1976) fornece a solucao continua de (3.1.1). A solugao continua de (3,1.7)
quando £ = g = h foi dada por Sharma e Taneja (1975).

O objectivo deste trabalho & encontra a solugao mensuravel das

equacdes funcionais (3.1.1) e (3.1.7). Uma caracterizacao de entropia
nao—aditiva & indicada como uma aplicagao de (3.1.1), enquando outra medida
l de informacao generalizada ndo-aditiva de ordem (a,B) & caracterizada camo

uma aplicagao de (3.1.7).
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3.2 PROPIEDADES

I. Para A Entropia Nao-Aditiva de Ordem R

n
b pi -1
i=1l
= 0
Hn’B(P) e >0, p#1

(i) Nao—Negatividade

H g (P) @ nao-neqativa, e & zero se e somente se p;= 1 para
14

algun i = 1,...,n, e os restos sao zeros.
A entropia @ geralmente positiva para a distribuic¢so de probabi-

lidade e sera zero se e sdmente se um dos eventos acontece com probabilidade
l.
(ii) Simetria

Hn,R(Pl""'pn) - Hn,f%(pa(l)""'pa(n))

onde {a(l),...,a(n)} & una permutacad arbitraria de {1,...,n}.

A entropia ndo depende da ordem em que os eventos sao fixados.
(iii) Expandibilidade

Hn,B (pl, ces ,pn) = Hn+l,B (pl, cee ,pn,O)

A adicao de um evento de probabilidade zero n3o altera o valor
da entropia.
(iv) Recursividade

Hn, 8 (pl, e ,pn)

P3 Py

_ B _
=y, P#PprP3recerPy) + (Py#p)) I, o DEDE

para pl+p2 > 0.



(v) Nao-Aditividade

ParaPeAn,QeAm
P«
Hﬁnis( Q)

g (P)H.m Q)

_ 1-8_
=H L)+ @ + 27 bn "

14 4

(vi) Nao-Aditividade Forte

Para P = (plr-oorpm) € Am; Q]= (qjll~-olan) € Anlj =1,2,...,m

Hon, 8 Pr17 -+ /Pr1ny = o= Py 7= < P
m
B

= %'B(pl,...,pm) + jilpj Hn,e(qjl"“’an)

(vii) Continuidade

H o (P) € uma funcdo continua de n variaveis para P e b
14

(viii) Normalizagao

HZ,B (1/2,1/2) =1

II. Para A Divergéncia Dirigida Nao Aditiva de Ordem (a,B)

T (P:Q) = = , w8 > 0

(i) Simetria
In,a,B(pl"“’pn:ql""’qn)
= In,a,B(pa(l)"“’pa(n): qa(l)""'qa(n))

onde {a(l),...,a(n)} & uma permutacdo arbitraria de {1,...,n}.

A permutacao conjuta de indices correspondentes de eventos n3o

muda a valor da medida de informacao LI
[ Al



(ii) Expandibilidade
In,a,B (pl,...,pn:ql,...,qn) = In+l,a,6(pl”"'pn’O:ql""’qn’O)

A adicdo de um evento de probabilidade zero nao altera o valor

da In,a,B.

(1ii) Recursividade
In,a,B (pl' see ’pn:ql’ coe rqn)
= Th1,a,8 (Py+PysP3re e 1Py +dnrQdsre - a,) t

Py ) 4 q)

o B
+ 1 — P

para py+p, > 0, ql+q2 > 0.

(iv) Nao-aditividade
Para P, Q ¢ An, R, S ¢ Am

Imn,a,S(P’(R : OxS)

— . . ...8_ . .
= In,a'B(P.Q) + Im’a,B(R.S) + (2 l)In’a'B(P.Q)Im'a’B(R.S)

(v) N3o-Aditividade Forte

Para (pl,...,pn), (ql,...,qn) e B; (Pli,...,Pmi), (Qli'”"Qmi)

£ Am para 1 = 1,2,¢.4,M

Ilm,a,B (plpll' LA ’plprn]_l L4 IpnP]n' LA Ipnpm: qull' L 'quTnll L
IR S

= In,a,B (pl, eeerPiGyrees ,qn) +

m
o B .
S Toya,e it Tmif OygreeerCi)



Isto & claro da sequinte relagao

In,a,B (pll cee 'pn:ql’ o ,qn)

= In-k,a,8 (pl+. . o+p}<lf)](+ll L 4 Ipn:ql+o . o+(]quk+1' oo e 'q]’]) +

- P P d q
O 0T, (B e Bt e T
al k Sk Sk

o

onde r,= p1+"'+pk’ 8= q1+...+qk para 1 < k 2 n,

(vi) Continuidade

I (P:Q) & uma funcdo de 2n variaveis para P, Q e A .
n,a,B ; n

(vii) Nommalizacao

I (1,1/2) =1

2,a,B
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3.3 BQUACAD FUNCIONAL (3.1.1) EM UMA VARTAVEL
Nesta seccgdo, daremos a solucdo mensuravel da equagao funcional

(3.1.1), e aplicamos o caso especial de (3.1.1) para f = g = h para derivar
uma caracterizacdo para a entropia nao-aditiva de ordem 8.

A fim de provar o teorema nesta secgao, nos necessitamos
desenvolver varios lemas que segue-se, o lema 3.3.1 pode ser encontrado no

livro de Aczel (1966), e entao a prova sera omitida.

Lema 3.3.1 A funcdo mensuravel f satisfazendo a equagao de

Cauchy
(3.3.1) fixty) = £(x)-£(y)

para totos os nimeros reais positivos x,y, tem a solucdo nao-trivial

(3.3.2) f(x) = e

onde c @ uma constante arbitraria.

Lema 3.3.2 A funcdo mensuravel k katisfazendo a equacao de

Cauchy
(3.3.3)  kxy) = k(x)-k(y), %,y € (0,1]
tem a solucao ndo-trivial
(3.3.4) k(x) = x%, x e (0,1]
onde o & uma constante arbitraria.
Prova:
Seja
(3.3.5)  g(u) = k(e?)

Para x,y € (0,1], podemos escrever

(3.3.6) x = eu, y = e’ para algun u,v ¢ (-—oo,O']

Portanto, (3.3.3) torna-se



(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)
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g(utv) = g(u)+g(v), v e (—,0]
Novamente, seja

h(t) = g(-t)

Ent3o, (3.3.7) pode ser escrevida como

h(atb) = h(a)-h(b), a,b e [0,=)

Pelo Lema 3.3.1, h tem seguinte solugao nao-trivial

hix) = e, x e [0,%)

Da transformacdo (3.3.5) e (3.3.8), ent3o, k tem a solugao

n3o-trivial camo em (3.3.4).

Lema 3.3.3 A solucdo geral, com k,m,n mensuraveis, da equagao

de Pexider

(3.3.11)
e
Caso I.

(3.3.12)

k(xy) = m(x)-n(y), x,y € (0,1]

Sem(l) #0 en(l) # 0

k(t) = abt®, m(t) = at®, n(t) = bt

onde a & um parametro.

suplementada cam as solugoes triviais

Caso II. Se m(l) = 0 ou n(l) = 0

(3.3.13)

(3.3.14)

r((t) =0 {k(t) =0

m(t) =0 ou «%m(t): arbitraria
ln(t): arbitrarid ln(t) =0

Prova:

Seja y = 1 em (3.3.11), nos temos

k(x) = bm(x)

onde b = n(l).
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Seja x = 1 em (3.3.11), entao
(3.3.15) k(y) = a-n(l)
orde a = m(l1)
Caso I. Quando m(l) # 0 e n{l) # O
Substituindo (3.3.14) em (3.3.11), temos
(3.3.16) abk(xy) = k(x)-k(y), X,y e (0,1]
Usando a transformacgao

(3.3.17) 6(t) = E%E)

Entao (3.3.16) torna-se

(3.3.18) ¢ (xy) = ¢(x)+¢(y), X,y ¢ (0,1]

Pelo Lema 3.3.2, nOs temos a solugao ndo-trivial camo

(3.3.19) ¢ (x) = x>
onde a € uma constante arbitraria.

Correspondentemente, nds temos a solugdo ndo-trivial para k,m

e n como em (3.3.12).

Caso II. Quando m(l) = 0 ou n(l) =0
De (3.3.14) e (3.3.15), & facil ver que

(3.3.20) k(x) =0, x e (0,1}

e correspondentemente, noOs temos a solucao trivial como (3.3.13).
Observacao: No livre de Aczél (1966), a equacao de Pexider &

resolvida na regiao tal que X,y sao numeros reais positivos, mas aqui nds

nos restringiremos ao caso em que x e y variam no intervalo (O,l] .

Teorema 3.3.1 Se f,g e h s30 solugOes mensuraveis da equacdo

funcional (3.1.1) para X = (xl,...,xn) e By Y = (Yl"”'ym) € B onde

n=2,3;m= 2,3 e \& una constante nao nula, entao elas s3o dadas por



(3.3.21)
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1

(£x) =2 (abx’ *= 1)

dgt) =% @ - 1)

bhix) =% o= 1)

para todo x € [0,1],ondeab750e8émnparametm.

ocu

(3.3.22)

ou

(3.3.23)

(3.3.24)

(3.3.25)

fix) =glx) =- —)\)3 , hix): arbitraria
£(x) = h{x) = - § , g(x): arbitriria
Prova:

Substituindo Y = (y,u,1-y-u) € A3 em (3.1.1), temos

n
iil{f(XiY) + f(xiu) + f(xi(l-y—u))}

n
= I glx;)+ {hly) + h(u) + h(l~y-u)} +

i=l

n
re{ £ glx,)}h(y) + hu) + h(1-y-u)}
i=1 *

Novamente, substituindo Y = (y+u,1-y-u) € b, em (3.1.1), temos

n
£ {£(x, (y+u)) + £(x, (1-y-u))}
i=1 *

n
{z g(xi)} + { h(y+u) + h(-y-u) } +
i=1

n
Aol = g(xi)}{ h(y+u) + h(l-y-u)}
i=l
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Substraindo (3.3.24) de (3.3.25), entdo

(3.3.26) Z f(x (y+u)) = hiy+u) - xe{ 2 q(x ) Ih(y+u)
=1 i=1

= Zf(xy) - hy) = ae{ Zg(x)} h(y) +Zf(xu) - h() -
i=1l i=1l i=1

Ao Z g(x Y}eh(u)
i=1

Para X = (xl,...,xn) € An’ defina

(3.3.27) AX(t) z f(x t) = ht) = x+{ X g(x )}eh(t)

i=1 i=1
para t ¢ [0,1].

Ent3o, & facil ver de (3.3.26) que AX(-) & aditiva em J, onde
(3.3.28) J = {(x,y): X,y,x+y ¢ [0,1]}

Ou equivalentemente, dizamos
(3.3.29) Ax(y-m) = Ax(y) + Ax(u) em J

Concluimos de Lema 2.3.4, o qual & um resultado de Daroczy e
Iosonczi (1967) que a solugdo mensurdvel de (3.3.29) é
(3.3.30) Ay (t) = teA, (1), t e [0,1]

Para ver a expressao de A, (1), nds precisamos encontrar a

expressao para

z f(x ) = h(l) = x «{ Z q(x YYeh (1)
i=1 i=1

Portanto, substituindo Y = (1,0) em (3.1.1), temos
n

(3.3.31) T f(x )} + nef (0)
i=1



n n
= I g(xi) + h(l) + h(0) + xe{ = g(Xi)}{h(l) + h(0)}
i=1 i=l

Novamente, substituindo ¥ = (1,0,0) em (3.1.1), temos

n
(3.3.32) I f(xi) + 2n-£(0)
i=1

n n
= I g(xi) + h(1l) + 2 h(0) + Ae{ I g(xi)}{h(l) + 2 h(0)}
i=1 i=1

Substraindo (3.3.31) de (3.3.32), entao
n
(3.3.33) n £(0) = h(0) + A h(0) + ¢ g(xi)
i=1

Conbinando (3.3.33) com (3.3.31), temos

n n n
(3.3.34) £ f(x;) = h(1) = a*h(l)-{ L g(xi)} =1 qlx)
i=1 =1 i=1
Assim,
n
(3.3.35) (1) = g(x,)
Ay =T gty

De (3.3.30) e (3.3.35), e da definigao de Ax(t) em (3,3.27),

temos a sequinte relagao
n n n

(3.3.36) I f(xit) =~ h(t) = Aeh(t) T g(xi) = tf):

g (xi)
i=1 i=1 i=1

para todo X = (X),eeesX ) € A, N = 2,3ete |0,1],

Seja X = (x,v,1-x=v) em (3.3.36), temos
(3.3.37) fixt) + £vt) + £((l=x=-v)t) - h{t) -
Aeh(t)+{gx) + g(v) + g(l-x~v)}
= te{g(x) + g(v) + g(l=x-v)}

Novamente, seja X = (x+v, 1=x-v) em (3.3.36), temos
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(3.3.38) f((x+v)t) + £((1-x-v)t) = h(t) = A-h(t){gx+v) + g(l-x=-v)}
= te{g(xtv) + g(l-x-v)}
Substraindo (3.3.37) de (3.3.38), consequinos
(3.3.39) f£((x+v)t) = r+h(t)g(x+v) = teg(xt+v)
= f(xt) - Ash(t)g(x) - teg(x) + £(vt) = Aeh(t)g(v) = t-g(v)
Para t ¢ [0,1], definimos

(3.3.40) B _(w) = fwt) - Aeh(t)gw) - tegw), we [0,1]

Ent30, (3.3.39) pode ser reescrita como

(3.3.41) Bt(x+v) = Bt(x) + Bt(v)

para x,v,x+v ¢ [0,1].
Aplicando o resultado de Dardczy e Losonczi (1967), (ou Lema
2.3.4). Concluimos que

(3.3.42) B_(t) = x+B_ (1), x ¢ [0,1]

Para calcular para B (1), nds precisamos calcular para
(3.3.43) f£(t) - r+h(t)g(l) - t-g(l), te |0,1]
Fazendo X = (1,0) em (3.3.36), temos
(3.3.44) f£(t) + £(0) -~ h{t) - A-h(t){g(l) + g(0)}
= Te{g(l) + g(0)}
Novamente, tomando X = (1,0,0) em (3.3.36), temos
(3.3.45) £(t) + 2 £(0) - h(t) = A+h(t){g(l) + 2 g(0)}
= te{g(1l) + 2 g(0)}
Substraindo (3.3.44) de (3.3.45)
(3.3.46) £(0) = A+h(t)g(0) = teg(0)
Ent30 conbinando (3.3.46) junto com (3.3.44), temos

(3.3.47) Bt(l) = f(t) - r-h(t)g(l) = teg(l) = h(t)



Para t ¢ [0,1].
Bssim de (3.3.42) e da definicao de I?»t(x) em (3.3.40), teros
a seguinte relagao
(3.3.48) f(xt) = x*h(t)g(x) + teg(x) + x-h(t)
para todo x,t € [O,l].

Em particular, (3.3.48) & verdade para x,t ¢ (0,1].

Seja

F(x) = 1/x £(x)
(3.3.49) {G(x) = 1/% g(x)

H(x) = 1/x h(x)

Entao, (3.3.48) torna-se
(3.3.50) xteI'{xt) = AxteH(t)G(x)
para todo x,y ¢ (0,1)
Podermos reescrever (3.3.50) na seguinte equacao funcional
(3.3.51) Fixt) = A-H(t)G(x) + G(x) + H(t)
para x,t ¢ (0,1].

Agora usando outra transformacao.

Seja

(1(x) =1+ xF(x)
(3.3.52) <{m(x) = 1 + rG(x)

'Ln(x) =1+ XA*H(x)

Se multiplicamos (3.3.51) por » (A# 0) e depois adicionamos 1
em anmbos lados, usando a transformacao em (3.3.52), @ facil ver cque
(3.3.51) torna-se
(3.3.53) k(xt) =m(x)n(t) , x,t ¢ (0,1]

Isto € a equacgdo de Pexider a qual nOs mencionamos no Lema
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3.3.3, entdo tem a seguinte solucao
Caso I. Sem(l) #0en(l) #0

A solucio mensuravel de (3.3.51) &

k(x) = abxt P
(3.3.54) 1m(x) = axt7P
nx) = hx]“-B

para x ¢ (0,1]
onde a,b sdo constantes n3o nulas.

De (3.3.52), a solucdo (3.3.54) significa

2 a1

F (x)

AL (axl—B— 1)

(3.3.55) 1G (x)

Hx) = 2 Tt P- 1)

para X € 0,1].

Entdo pela transformacdo (3.3.49), (3.3.55) & o mesmo que

£) = ¥ (a1 1)
(3.3.56) r(x) =z (ax® 1= 1)
hx) =¥ o= 1)

para X € (0,1].

E isto & a solucdo (3.3.21) do Teorema 3.3.1 enquando x # 0.
Caso II. Sem(l) = 0oun(l) =0

Entao

(3.3.57) k(x)

1l

0, n(x):arbitraria

m(x)

ou

(3.3.58) k(x) = n(x) = 0, m(x):arbitraria
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Correspondendo a solucdo suplementado (3.3.57) ou (3.3.58), a

transformagao (3.3.52) dara

(3.3.59) F(x) = G(x)

-1/), H(x): arbitraria
ou

(3.3.60) F(x) = H(x)

-1/7, G(x): arbitraria

Ent3o da transformacao (3.3.49)

(3.3.61) f(x) = g(x) = -x/\, h(x): arbitraria, x e (0,1]
ou
(3.3.62) f£(x) = h(x) = =x/A, g(x): arbitraria, x e (0,1]

Assim as solucoes (3.3.56),(3.3.61) e (3.3.62) implicam
respectivamente as solugdes (3.3.21),(3.3.22) e (3.3.23) no teorema
enquendo x # 0. Para provar que (3.3.21),(3.3.22) e (3.3.23) também valem
para x = 0, procedemos canwo segdue.

Quando x = 0

Seja x = 0 em (3.3.48), temos
(3.3.63) £(0) = g(0){xeh(t) + tl, t e [0,1]

Analogamente, seja t = 0 em (3.3.48), temos
(3.3.64) £(0) = h(0){xg{x) + x}, x e |0,1]

Caso I. Quando m(l) # 0 e n(l) # O

A solucao (3.3.56) implica que
(3.3.65) £(0) = g(0) =h(0) =0

Ent3o (3.3.56) & verdadeireo para todo x e [0,1].

Caso II. Quando m(l) = 0 cun(l) =0

Tanto a solucao em (3.3.61) ou em (3,3.62) implica que

£(0) =0

Quando (3.3.61) for a solugao para X e (0,1], teremos por
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(3.3.63) que g(0) = 0, e portanto h(0) & arbitrario.
Portanto (3.3.61) & verdadeiro para todo x € |0,1].
Similarmente, (3.3.62) & verdadeiro para todo x e [0,1].

Isto prova o teorema.
Observacio: Quando f = g = h, a solugao em (3.3.21) reduz-se a
fe =2 F )
enquando (3.3.22) e (3.3.23) reduzem-se a
X

Agora aplicando o Teorema 3.3.1, provamos um lema de caracteri-

zagdo para a entropia nao-adtiva de ordem 8

Lema 3.3.4 Se H(P) em An’ n > 1, satisfaz os seguintes
postulados:
(a) Postulado da soma
n
(3.3.64) H(P) = E f(pi), P = (pl,...,pn) €bd s n= 2,3
i=1
orde f & mensuravel.

(b) Postulado de nao-aditividade

(3.3.65) H(PxQ) = H(P) + H(Q) + 1™P- 1uE)-n©
onde P = (pl,...,pn) € b, Q= (ql,...,qm) € 8, paran M= 2,3, eB #1.
(c) Postulado de normalizagao
(3.3.66) £(1/2) = 1/2
ent3o H(P) & a entropia nio-adtiva de ordem 8 dada por (3.1.2).
Prova:

pe (3.3.64) e (3.3.65), camw vimos antes, tem-se a equacao
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funcional

n m
(3.3.67) I I £(pq)
i=1 j=1 J

n m 1-8 n m
= I flp) +E flqy) + (20 7= DT £ % Flg)}
i=1 j=1 i=1 ¥ =1

i

para P (pl,...,pn) e b, Q= (ql,...,qm) e A, n= 2,3; m=2,3, 8#1.

mensuravel.

M

onde £
Este & o caso especial da equagao funcional (3.1.1) quando
f=g=h, eX = (21™B_1) onde g # 1. Portanto pelo Teorema 3.3.1, sua

solucao mensuravel & dada por

(3.3.68) £(p) = — " 1)
-B
27 -1
A outra solucao £(p) = - —l——%—— & desprezada pelo postulado
27 =1
da normalizacdo. Do postulado da sama vemos
n
T pE? -1
n jop 1
(3.3.69) H(P) = iilf(Pi) = —-2—1—_-1?-;— ’ B #1

Portanto H(P) & a entropia nao—aditiva de ordem B.

Isto prova o lema.



3.4 BQUACAO FUNCIONAL (3.1.7) EM DUAS VARTAVEIS

Neste secgao, a solucao mensuravel da equacao funcional (3.1.7)
é derivada. A fim de realizar isto, primeiro resolveremos o caso especial
da equagao funcional (3.1.7) quando £ =g = h, ou a sequinte equacio
funcional

n m

(3.4.1 ) I f(x.v.,u.v.
) i=1 j=1 Bi¥yr8475)

n m n m
= 5 f(x,,u,) + I fly.,v:) + 2 I T f(x.,u,)fy.,v.
L (x5,45) & (yj,vj) AN (%, ,4,) (yj.vj)
para X = (xl,...,xn) ed, Y= (yl,...,ym) ed , U= (ul,...,un) € A;l'

V= (Vy,eee,v.) e A', n=2,3; m= 2,3 e A &€ una constante nao nula.
1’ m m

A fim de provar os teoremas neste secgao, precisamos provar
primeira varios lemas,

O lema seguinte & uma extensao do Lema 3.3.2.da equagdo de
Cauchy em uma variavel em (0,1| para a fungdo de duas varidveis na

regiao (0,1] x (0,1].

Lema 3.4.1 A funcao mensuravel L(-,-) satisfazendo a equacao
funcional
(3.4.2) Lixy,uv) = L(x,u)L(y,v)
para (x,u), (y,v) e (0,1] x (0,1].
tem a solugdo nao- trivial

(3.4.3) L(x,v) = xavs, X,V € (0,1_]

onde o,B sao constantes arbitrarias.
Prova:

Sejau =v =1, (3.2) reduz-se 3 equagao funcional em uma
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variavel, pelo ILema 3.3.2, tem a solugao nao-trivial

(3.4.4) Lix,1) = x%, x e (0,1]

Similarmente, seja x =y = 1 em (3.4,2), nOs temos

(3.4.5) L(L,u) =u°, ue (0,1]

Agora, seja y =u =1 em (3.4.2), produz

(3.4.6) L(x,v) = L(x,1)L(1,v)

e usando (3.4.4) e (3.4.5), temos

(3.4.7) L(x,v) = xavB, x,v) ¢ (0,1] x (0,1]

onde a,B sdo constantes arbitrarias.

Lema 3.4.2 Se f & a solucdo mensuravel de (3.4.1), entao para
z,we [0,1],
n n
(3.4.8) pX G(xiz,xiw) - (z x} ) G(z,w)
i=1 i=1
n n n
z

n
=2z{ I G(x,,0) - (I in ) G(1,00} + w{ £ G(O,x,) =
i=1 i=1 i=1 i=1

¥
x; ) G(0,1)}

onde
(3.4.9) Gx,y) = r£(x,y) + x
Prova:

Para U= Xy 1 <m, (3.4.1) tem a

A
P
A
?
<
I
l.<
'.—J
HA
J
HA

sequinte forma

n m
(3.4.10) © I f( x.y.,x.V.)
i=l j=1 i3 1]
n m n m
= ¢ f(x,,x,) + I fly.,v:) +rx1  © fx,,x,) £fly.,v:)
=1 Y 5m 3D = j=1 b1 7373

Esta equagao funcional envolve sdmente uma variavel, e de fato,
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este & um caso especial da equagao funcional (3.1.1) quando £ = g = h.

Portanto, do Teorema 3.3.1, temos as seguintes solugoes.

(.4.11) fix,x) =X 1),

>

ou

(3.4.12) f£(x,x)

]
|
> %

Se multiplicamos A em ambos lados da equagao funcional (3.4.1)
e depois adicionamos 1 a ambos lados tambem, (3.4.1) se reduzira a

n m

(3.4.13 T T A flev.,uv.) +1
) i=1 j=1 ( lyj,ulvj)

n m

={zxf(x,,u)+1}H <
g=1 3 j=1

A £ly.,v.) + 1}
(y], J)

para X = (xl,...,xn) G Y = (yl,o..,ym) € s U = (ul,...,un) € Ar'l’

V= (vl,...,vm) > AI;I' n=2,3;m=2,3e )\ & uma constante nao nula.
Assim, seja

(3.4.14) Gx,y) = » £(x,y) + X
(3.4.1) torna-se
n m n m

(3.4.15) I I GOLy.,uv.) = { I Gx,u)M I Gly:,vi)}
T N = B

para X = (xl,...,xn) ed, Y= (yl,...ym) €, U= (ul,...,un) € Arlx’

V= (Vl,...,vm) € AI;I en=2,3;m= 2,3.
Quando X = U, Y = V, correspondentmente a (3.4.11) e (3.4.12),
a solugcdo nao-trivial de (3.4.15) &

(3.4.16) G(x,x) = x', x ¢ |0,1)

Especialmente,



(3.4.17) G(0,0) =0; G(1,1) =1

Para X, U fixos, X e 4 , Ue A;l, seja Y = (yl,yz,l—yl—yz),

V = (vy,Vy,1=v;=v,) em (3.4.5), entao
n
(3.4.18) i {G(Xiyl'uivl) + G(xiyz,uivz) + G(xi(l-yl—y2),ui(l-vl—vz))}

i=1

n
= {iilG(Xi’ui)}{G(Yl’vl) + G(YZ’VZ) + G(l—yl—yz,l—vl-vz)}

Novamente, seja Y = (yl+y2,1—y1—y2) evVs= (vl+v2,l—v -v2) em

(3.4.15), com a ajuda de (3.4.17), temos

n
(3.4.19) iil{G(xi (y1+y2)’ui (vl+v2)) + G(xi (l—yl—yz),ui(l-vl-vz))}
n
= {iilG (xi,ui)}{G(yl+y2,vl+v2) + G(l—yl—yz,l—vl—vz)}
Substraindo (3.4.18) de (3.4.19), entao ’
n n
(3.4.20) iilG(xi (yl+y2),ui (vl+v2)) - {iilG(xi,ui)}G(yl+y2,vl+v2)
n n 7
= { EG(xiyl,uivl) - [E G(xi,ui)]G(yl,vl)} +
i=1 i=1
n 'n
{2 Glryyymyvy) = |2 Gl puy)] Glyyevy)
i=1l i=1

Para X ¢ An’ Ue Ar'l’ X e U fixos, definimos

n n
(3.4.21) AXU(z,w) =iilG(xiz,uiw) - {iilG(xi,ui)} G(z,w)

£ fécil ver que AXU(*,”) e adtiva, ou

(3.4.22) A)d$y+w,v+t) = AXU(y,v) + AXU(w.t)

68
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para (y,v), (w,t), (y+w,v+t) € [0,1] x [0,1]
Pelo Lema 2.3.4 0 qual & uma extensao simples do resultado de

Dardezy e Losonczi (1967) em uma variavel, sabemos que

(3.4.23) Ay (z,w) = z A (1,0) + w Ayy(0,1), (z,w) ¢ [0,1] x [0,1]

Quando X = U, desde que AXU(z,w) & definido camo em (3.4.21)

com a ajuda de (3.4.16), temos
n n
(3.4.24) (z,w) = I G(x,z,x.w) = (L
e i=1 * ot i=1

in ) Glz,w)
Portanto, quando X = U, (3.4.23) produz (3.4.8).
Isto prova o Lema 3.4.2.

Agora estamos em condig('ies de provar nosso primeiro teorema.

As solucdes de (3.4.1) sao dadas no teorema sequinte.

Teorema 3.4.1 Se f: [0,1] x [0,1] > R (Reais) & mensuravel em

cada de suas variaveis, e satisfaz (3.4.1) para X € by Yen,Ue A;ﬂ
Veal,n=23;n=23e} & uma constante ndo nula, entdo as solucoes

nac-triviais de £ sao dadas por

(3.4.25) £(x,y) =-i- xvP- %), «#0, B#0
ou
I
(3.4.26) f(x,y) = N (x'- x), v #0
ou
(3.4.27) £(x,y) =% (y'= x), Yy #0
Prova:

Seja X =Y = (1,0), U=V = (0,1) em (3.4.15), entdo, com a

ajuda de (3.4.17), temos
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i

(3.4.28) G(L,0) + G(0,1) = {G(1,0) + G(0,1)}?

Portanto

(3.4.29) G(1,0) + G(0,1) =0
Ou

(3.4.30) G(,0) +G(0,1) =1

Caso I. G(1,0) + G(0,1) =0
Seja Y = (1,0), V= (0,1) em (3.4.15), entao
n

0) + ¢ G(O,ui) =0
i=1

n
(3.4.31) I G(x

14
j=1 &

Substituindo X = (xl,xz,l—xl-xz), U= (ul,uz,l—ul—uz) em

(3.4.31), produz

(3.4.32) G(xl,O) + G(XZ’O) + G(l—xl-xz,O) + G(0O,uy) + G(0,u,) +
G(O,l—ul-uz) =0
Novamente, substituindo X = (xl+x2,l-xl—-x2), U= (ul,uz,l—ul—uz)

em (3.4.31), produz

(3.4.33) G(xl+x2,0) + G(l—xl—xz,O) + G(O,ul+u2) + G(O,l—ul—uz) =0

substraindo (3.4.32) de (3.4.33), temos

(3.4.34) G(x +x2,0) + G(O,ul+u2)

1

= G(xl,O) + G(O,ul) + G(XZ’O) + G(O,uz)

Entao, definimos
(3.4.35) Afa,b) = G(a,0) + G(0,b)

£ claro que (3.4.34) pode ser reduzida a uma funcao aditiva
de A, ou

(3.4.36) A(xl+x2,ul+u2) = A(xl,ul) + A(xz,uz)
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Portanto
(3.4.37) Afla,b) = a<(1,0) + b-A(0,1)
para (a,b) ¢ [0,1] x [0,1].
A relacio (3.4.37) com a definigdo de Afa,b) em (3.3.35), produz
(3.4.38) G(a,0) + G(0,b) = a*G(1,0) + b*G(0,1)
para todo (a,b) ¢ [0,1] x [0,1].

Fn particular,

(3.4.39) G(a,0) = a*G(1,0), ae [0,1]
e
(3.4.40) G(0,b) = beG(0,1), b e [0,1]

Agora, seja x,= u, para l<izgn ¥= (v,1=v), v = (v,0) para

v e (0,1) em (3.4.15), temos
n

n
(3.4.41) T G(xiv,xiv) + I G(xi(l—v),O)
i=1 i=1

n
={z G(xi,x.)}{G(v,v) + G(1-v,0)}
i=1 *

Desde que conhecemos de (3.4.16) que G(t,t) = tY, para todo
t e [0,1] e de (3.4.39), temos
n

n
(3.4.42) ©(x,v)'+G(1,0) { ¢ xi(l—v)}
i=1 1 i=1

n
= (z x{ v+ (1=v) G(1,0)}
i=1

n
Desde que I x, =levV # 0, (3.4.42) & equivalente a
i=1

n
(3.4.43) G(1,0) = (¢ x} ) G(1,0)
i=1



para todo X = (xl,...,xn) € An

Conclui-se que
(3.4.44) G(1,0) =0

De (3.4.29), & claro que
(3.4.45) G(0,1) =0

De (3.4.39) e (3.4.40), veros que

(3.4.46) G(a,0) = 0, ae [0,1]
e
(3.4.47) G(0,b) = 0, be [0,1]

Desde que (3.4.23) com a definicao de Ay (2,w) dada em
(3.4.21) produz
n
(3.4.48) _2 G(xiz,uiw)
i=1
n

n n
= {iilG(xi,ui)} Glz,w) + Z{iilG(Xi’O) - [iilG(xi,ui)].G(l,O)} +

n
-i G(xi,ui)]-G(O,l)}

n
a { ZG(O,ui)-[
o i=1

i=1
Com a ajuda de (3.4.44)—(3.4.47), (3.4.48) reduz-se a
n n
(3.4.49) {E G(xi,ui)}-G(z,W) =E G(xiz,uiW)
i=1 i=1
para X = (X),eee,X) € A, U= (ay,ee.,m) € 87, z,w e |0,1]
Agora, para z,w fixos, z,w ¢ [0,1], nOs definimos

(3.4.50) Bzw(t,s) = G(tz,sw) - G(t,s)G(z,w)

Pela relacao em (3.4.49), e facil ver que para z.w fixos,

z,we [0,1], B, ,(t,s) & aditiva em (t,s) para (t,s) ¢ [0,1] x [0,1], ou

72
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(3.4.51) Bzw(xl+x2,ul+u2) = Bzw(xl,ul) + B, (x,,u,)
onde (Xl,ul),(x2,u2),(xl+x2,ul+u2) e [0,1] x [o,1].

Similarmente, sabemos que

(3.4.52) Bzw(t,s) = t-Bzw(l,O) + s-Bzw(O,l)

Da definicao de B, (tss) em (3.4.50), vemos que

(3.4.53) Bzw(l,O) = G(z,0) - G(1,0)-G(z,w) =0

e

|
=]

(3.4.54) Bzw(O,l) = G(0,w) - G(0,1)G(z,w) =

Cambinando (3.4.52), (3.4.53) e (3.4.54), nds temos que

(3.4.55) B_(t,s) = 0

ou

(3.4.56) G(tz,sw)

G(t,s)*G(z,w)
orde (t,s),(z,w) ¢ [0,1] x [o0,1].
Especialmente, (3.4.56) & verdadeiro em (0,1] x (0,1].

Pelo Lema 3.4.1, (3.4.56) tem a solugao mensuravel como

(3.4.57) Gx,y) =y, (x,y) e (0,1] x (0,1]
onde a,B8 s3o parametros abtrarios.
A fim de termos (3.4.16) consistente com (3.4.57), vemos que
a+ B =y
O fato que de (3.4.46) e (3.4.47)
G(a,0) = G(0,a) = 0, ae [0,1]
tornara a solugdo em (3.4.57) verdadeiro para todo (x,y) ¢ [0,1] x [0,1].

Agora, pela definicado de G(x,y) em (3.4.14), temos

(3.4.58) £ix,y) =+ - x), 0,8 #0, (x,v) ¢ [0,1] x [0,1]
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Caso II. G(1,0) + G(0,1) = 1

Seja Y = (0,1), V= (1,0) em (3.4.15), entdo

n n n

(3.4.59) iilG(xi,O) + iil(;(o,ui) = iilG(xi,ui)

Portanto, nos definimos
(3.4.60) Bf(a,b) = G(a,b) - G(a,0) - G(0,b)
para (a,b) ¢ [0,1] x [0,1].

Ent3o, como antes, usando a relagcdo em (3.4.59), depois de uma
pequena manipulacdo, concluimos que B(a,b) camo definida acima em (3.4.60)
€ aditiva em duas variiveis na regido [0,1] x [0,1].

Pelo Lema 2.4.3 no capitulo anterior, entao
(3.4.61) B(a,b) = a*B(1,0) + beB(0,1)

De (3.4.60) e (3.4.17), temos
(3.4.62) B(1,0) = 0

e
(3.4.63) B(0,1) = 0

Portanto da definicao de B(a,b) em (3.4.60), sabemos que
(3.4.64) G(a,b) = G(a,0) + G(0,b), (a,b) ¢ [0,1] x |o,1]

Substituindo (3.4.64) em (3.4.15), temos

n m

(3.4.65) iil jil{G(xiyj,O) + G(0,u3v,))

n n

={z [C(xi,O) + G(0,u) ]} = [Gy.,0) + G(0,v.)]}
i=1 =1~ J

Seja U = (1,0), Vv = (1,0) em (3.4.65), usando o fato G(0,0) = 0,

temos

n m
(3.4.66) I G(xiy.,O) + G(0,1)
i=1 §=1 ]
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n m
={ I G(x,,0) +G(0,1)}{ I Gly.,0) + G(0,1)}
i=1 j=1
Seja

(3.4.67) k(t) = G(t,0) + t-G(0,1)
Ent3o, @ claro que
(3.4.68) Kk(0) =0
e
(3.4.69) k(1) =1
E portanto, (3.4.66) torna-se
n m n m
(3.4.70) E E k(xiyj) = {.E k() H z k(yj)}
i=1l j=1 i=1 j=1
Usando outra transformagao, seja
(3.4.71) k(t) = am(t) + t

Entao, (3.4.70) reduz-se a forma seguinte

n m n m

(3.4.72)  © I em{xyy) +1={Idmx) + 1H £ Aem(y.) + 1}
i=1 §=1 J i=1 j=1 J
ou
n m n m n m

(3.4.73) I Imx,y.)= Im(x,)+ Imly.)+xz I mx )mly.)
i=1§=1 I =1 b =1 ) i=1 =1 * J

para X = (xl,...,xn) ed, Y= (yl,...,ym) €8, N7 2,3; m=2,3exeé
uma constante nao nula.

Este € o caso especial da equagao funcional (3.1.1) quando £ =g = h,
portanto podemos aplicaro resultado do Teorema 3.3.1 e obter as solugoes
nao~-triviais camo seque:

(3.4.74) m(t) = % £y, t e [0,1]

onde o & um parametro arbitrario cam a convengao 0f= 1.
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Suplementado con a solucdo trivial camwo

(3.4.75)

sequinte.

(3.4.76)

%(3.4.77)

m{t) = - %

Correspondendo a (3.4.74) e (3.4.75), temos o respectivamente o

k(t) = t%, te [0,1]
e
k(t) = 0, t e [0,1]

Da definigao de k em (3,4.67), (3.4.76) e (3.4.77) significa as

“duas relagaes seqguintes respectivamente.

‘(3.4.78)
(3.4.79)

temos

(3.4.80)

(3.4.81)

(3.4.82)

(3.4.83)

G(t,0) + t G(0,1) = t%, t e [0,1]
e
G(t,0) + t G(0,1) = O, t e [0,1]

Similarmente, camecanos fazendo X = (1,0), ¥ = (1,0) em (3.4.65),

n m
b T G(O,uiv.) + G(1,0)

i=1 j=1 J
n m

{z G(O'ui) + GOA,0¥ = G(O,Vj) + G(1,0)}
i=1 3=1

Seja

n{t) = G(0,t) + £t G(1,0)

Novamente, nos temos

n n n m
 rnfuv,) ={zZn)H nv.,)}

i=1 §=1 *J =1t g=1 )

Usando a transformacao

n{t) = xk(t) + t
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Entdo, (3.4.82) reduz-se do caso especial de (3.1.1) quando

f = g = h, aplicando o resultado do Teorema 3.3.1, ohteros as solucoes

correspondentes para n no que se segue.

(3.4.84)

(3.4.85)

n(t) = t?, t e [0,1]
e
n(t) =0, t e [0,1]

Desde que n(t) & definido camo em (3.4.81), (3.4.84) e (3.4.85)

significam respectivamente as sequintes rela coes.

(3.4.86)

(3.4.87)

(3.4.88)

(3.4.88)" t'+ t

G(0,t) + t G(1,0) = t5, te [0,1]
e

G(0,t) + t G(1,0) =0, t e [0,1]
Desde que conhecenos que

Glt,t) = t', t e [0,1]

e
G(0,1) + G(1,0) =1

De (3.4.78), (3.4.86) e (3.4.64), & claro que

£+ t

1l
o+
+
ot

t e [0,1]

ou

1
L

t e [0,1]

- . -

(3.4.88)' & impossivel acontecer, portanto nds samente consider-

amws (3.4.88).

Os parametros envolvendo a equacdo em (3.4.88) para todo t e [0,1]

tem que satisfazer uma dos sequintes relagoes.

(3.4.89)

a=1, =y #1

ou



(3.4,90) B =1, a=vy #1

Para ver isto, de (3.4.88), temos

(3.4.91) (t™+ 1)%= %+ )2, t e [0,1]
ou
(3.4.92) +2V42e Ly ¢ 2o (20, 2B, H 0B

Usando a relagao em (3.4.88), substituindo t por t2, pode ser
visto que

2

(3.4.93) +%%4 2

B 2% ) P= (9)V+ (12) = £21y4 2

Portanto (3.4.92) é equivalente a

(3.4.94) 2¢YH= o0t

, t e [0,1]
Isto implica que
(3.4.95) Yy +1=0+ 8

Substituindo esta relacao (3.4.95) na relacao

(3.4.96) t'- t% tP- ¢ t e [0,1]
ou
(3.4.97) t¥- tf= % ¢, t e [0,1]

NOs temos respectivamente

(3.4,98) to*B-lgon (Bl ¢ te [0,1]
ou
(3.4.99) OBl (B o t e [0,1]

(3.4.98) € o mesmo como

(3.4.100) t* T(eP- 1) = £B- ¢, £

™

l0,1]
Isto implica que

(3.4.101) a = 1
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E por outro lado de (3.4.95), teams
(3.4.102) y =B #1

Similarmente, (3.4.99) dara que, se a # 1, entao
(3.4.103) s =1, y =8 #1

Portanto, (3.4.101), (3.4.102) e (3.4.103) provam (3.4.89) e
(3.4.90).

uando (3.4.89) & verdade, entao de (3.4.78), temos
(3.4.104) G(t,0) + t G(0,1) = t

Seja Y= (v,1-v), V= (v,0) parav e (0,1] eU=X= (xl,...,xn)

€8 em (3.4.15), temos
n n
(3.4.105) ¢ G(xiv, x.v) + I G(x,(1-v), 0)
. i o i
i=1 i=1
n
={ I G(X,,x,)HG(,0) + G(1~v,0)}
=1t

De (3.4.104) e (3.4.16), sabemos o sequinte
(3.4.106) G(t,0) =t - t G(0,1); G(t,t) = t', t e [0,1]
Substituindo (3.4.106) em (3.4.105), entio

n
(3.4.107) v' ¢ x} + (1-v) - (1-v) G(0,1)
i=1

n
= (3 x} {v' + (1-v) - (1-v) G(0,1))
i=1
ou
n
(3.4,108) 1 - G(0,1) = ( in ){1 - G(0,1)}
i=1

para todo (xl,...,xn) € An.
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Tsto implica que
(3.4.109) G(0,1) =1

(3.4.109) e (3.4.30) da
(3.4.110) G(1,0) =0

Portanto de (3.4.104), sabemos que
(3.4.111) G(t,0) = 0, t e [0.1]

Por outro lado, combinando (3.4.16), (3.4.111) e (3.4.64), tenos

!

(3.4.112) G(0,t) = t". t e [0,1]

e
(3.4.113) G(a,b) = G(a,0) + G(0,b) = b’
para (a,b) ¢ [0,1] x [O,l].

Correpondentemente, da definicdo de G em (3.4.9), temos
(3.4.114) £(a,b) =% b~ a), (a,p) e [0,1] = [0,1]
Similarmente, se (3.4.90) & o caso, entao
(3.4.115) £@@,b) = § (a'~ a), () ¢ [0,1] x [0,1]

Isto prova o Teorema 3.4.1.

Agora estamos para derivar a solucao da equagao funcional
(3.1.7) a qual & uma versao generalizado da equagao funcional (3.4.1)
com trés funcbes mensuriveis diferentes. O sequinte teorema & provado
utilizando~se o Teorema 3.3.1 e a discussao a qual & usado na prova do

Teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.2 Se f,q,h : [0,1] x [0,1] > R (Reais) sfo

nmensuraveis em cada uma de suas variiveis e satisfazem (3.1.7), entao

as solucoes ndo-triviais de f, g e h sao dadas por



£(x,y)
(3.4.116) < g (x,y)
h(x,y)
f(x,y)
(3.4.117) Jg(x,y)
“h(x,y)
£ (x,y)
(3.4.118) ) g(x,y)

hx,y)

suplementada cam as

(3.4.119) f(x,y)
(3.4.120) £f(x,y)

Prova:

hix,y)

g

1/x+ (abx’v" - x),

a

/) (ax yS- x),

/2. ("

- x),
1/x- (abx'= x),
/A (@ax'- x),
1/xe (bx'- x),
1/Ae (ayY— X),
1/ (ay'~ x),

1/xs (by'- x),

solugdes triviais

glx,y) = - x/x, hix,y):

- x/\, g(x,y):

o8 # 0
aB # 0
a,8 # 0
Y#0
y#0
y #0
Yy #0
y#0

Yy #0

arbitraria.

arbitraria.
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Na equagao funcional (3.1.7), fazendo X = U = (xl,...,xn) € b,

Y=V= (yl,...,ym) € B entao

n m

(3.4.121) T I £Oygxy.)

i=l j=1

n
= I g{x
i=1

Esta @ uma equacao funcional de uma variavel, portanto, pelo

i'

m

X)) + Zh(y,y)+>\):

Ij=1

~Teorema 3.3.1, temos

f (x,x)

g(x,x)
h(x,x)

para ab # 0.

1/xe (abx' 1= 1)
1/ (ax' 1= 1)

? q(x Xy )h(y ,y )
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- x/», h(x,x): arbitraria

(3.4.123) f(x,x) = g(x,x)

ou

(3.4.124) f(x,x) = h(x,x) = - x/A, g(x,x): arbitraria

Similar & transformacdo nds temos para resolver (3.1.1), seja

i

Flx,y) = x f(x,y) +x

(3.4.125) {G(x,y)

i

A g(x,y) +x
H(x,y) = A hi{x,y) + x
em (3.1.7), entdo torna-se
n m n m
(3.4.126) iil j-Z_-lF(xiyj,u:.ij) = {iilG(xi,ui)}{jilH(yj,vj)}
para X = (xl,...,xn) € An, U= (ul,...,un) € Ar'm’ Y = (yl,...,ym) € Am,

V= (Vyjeee,v ) € b en=2,3;m=2,3,

1’°
Correspondendo as solugoes em (3.4.122), (3.4.123) e (3.4.124),

temos o sequinte para F, G e H respectivamente,

F(x,x) = abx'
(3.4.127) 1G(x,x) = ax'
Hx,x) = "

onde y @ um parametro e ab # 0.

(3.4,128) F(x,x) 0, H(x,x) : arbitraria

]

G(x,x)

]

ou

(3.4.129) F(x,x) = H(x,x) = 0, G(x,x) : arbitraria

n

Caso I. Quando F(x,x) = abe, G(x,x) = axY, H(x,x) = hx'
BEm particular, (3.4.123) da
(3.4.130) F(0,0) = G(0,0) = H(0,0) =0

e



(3.4.131)

para ab
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F(1,1) = ab, G(1,1) = a, H(1,1) =b
0.
Seja Y = (1,0), V = (1,0) em (3.4.126), com (3.4.130) e (3.4.131),

ent3o temos

(3.4.132)

para todo

(3.4.133)

para todo

(3.4.134)

seja

(3.4.135)

(3.4.136)

n n
I F(x,,u,) = be I G(x,,u,)
i=1 1 =1+t

X = (xl,...,xn) € An’ U = (ul,...,un) € A;l' n=2.3.

Similarmente, seja X = (1,0), U = (1,0) em (3.4.126), temos
m m

T F(yj,vj) =a* I H(yj,v

)
j=1 j=1 J

Y = (yl,...,ym) € Am’ Vv = (vl,...,vm) € Ar'n’ m= 2,3,

Substituindo (3.4.132), (3.4.133) em (3.4.126), entao
n m n m

1
I =z F(xiyj,uivj) =—=1{7z F(xi,ui)}{ I F(yj,vj)}

i=1 j=1 ab o j=1

Esta & uma equacdo funcional envolvendo sdmente uma funcao F,

R(x,y) = g% F(x,y)

(3.4.134) torna-se

n m n m

I I Rx.v.,u,v.) ={ZI R,,u)H & R(y.,v.)}
{51 521 ( lyj’ lvj) 121 17 l) =1 yjr J)

Esta & a equacdo funcional do tipo (3.4.15) a qual nds discutimos

na prova do Teorema 3.4.1 e tem as solucOes nao-triviais camo seque.

(3.4.137)

(3.4.138)

(3.4.139)

R(x,y) = a,3 #0

[
b
=

R(x,y) = x' vy #0

!
=

Rx,y) =y, y #0
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De (3.4.135), assim as solucoes correspondentes para I sao

o B

(3.4.140) F(x,y) = abx’y', a P # 0
(3.4.141) F(x,y) = abx', y #£0
(3.4.142) F(x,y) = aby’', vy #£ 0

Cambinando cada uma de (3.4.140), (3.4.141) e (3.4.142) com
(3.4.132), podemos resolver G(x,y) camo seque:

I(i) ouando F(x,y) = abxays, a,B #0

De (3.4.132), usando (3.4.130), temos

n n n
o B

1
(3.4,143) I G(x.,u.,) ==+ L F(X,,u,) = a* I X,u,
i=1 i’7i b =1 171 =1 11

para X = (Xl,...,xn) € An' U = (ul,...,un) € AA; a,B # 0.
Seja
(3.4.144) A(t,s) = Glt,s) - a-t®s’

para (t,s) ¢ [0,1] x [0,1]; a,B # O.
Usando a relacao em (3.4.143), depois de uma pequena manipulagao,

ent3o & facil ver que A(t,s) & aditiva em [0,1] x [0,1], pelo Lema 2.4.3,
temos r
(3.4.145) A(x,y) = x A(1,0) + y A(0,1), (x,v) ¢ 10,1] = [0,1]

Com a definicdo de A(t,s) em (3.4.144), (3.4.145) torna-se

(3.4.146) G(x,y) - ax™y® = x 6(1,0) + y G(0,1)

Para encontrar os valores exactos para G(1,0) e G (0,1), seja
X = (x,1=x), U= (u,0) para x,u ¢ (0,1) em (3.4.132), temos
(3.4.147) F(x,u) + F(1-x,0) = b {G(x,u) + G(1-x,0)}

Substituindo (3.4.140) para F e (3.4.146) para G em (3.4.147),

produz
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(3.4.148) b G(1,0) + u G(0,1) = O, ue (0,1)
Isto implica que

(3.4.149) G(1,0) = G(0,1) =0
Portanto de (3.4.146), concluimos que

(3.4.150) G(x,y) = ax*"

para (x,y) € [O,l] x [O,l'] a,B #0
Similarmente, de (3.4.133) e (3.4.140), temos
m

(3.4.151) I H(y.,v.) =b s
j=1 1 J j=1

=

a

B
V.
YJ J

Pelo mesmo método de antes, concluimos cue

(3.4.152) 1(x,y) = bXOLY8

para (x,y) ¢ [0,1] x [0,1] «,B8 # 0O
Por um método paralelo como em I(i), podemos obter os sequintes
resultados.
I(ii) Quando F(x,y) = abx', Yy #0
Entao
(3.4.153) G(x,y) = ax', M(x,y) = bx'
para (x,y) ¢ [0,1] x [0,1], e y # O.
I(iii) Quando F(x,y) = aby', Yy #0
Entao
(3.4.154) G(x,y) = ay', H(x,y) = by"
para (x,y) ¢ [0,1] x [0,1], e y # O.
Atraves da transformacao em (3.4.125), as solugoes que obtivemos
em I(i), I(ii) e I(iii) sdao (3.4.116), (3.4.117) e (3.4.118) respectivamente.

Caso IT. Quando F(x,x) = G(x,x) = 0, H(x,x): arbitraria, x e [0,1]
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Seja X = U = (1,0) em (3.4.126), com a ajuda de (3.4.128), temos
m
(3.4.155) t Fly.,v.) =0
3=1 J° 3
para Y = (yl,...,ym) e b v = (vl,...vm) € Am.
Seja Y = (yl,yz,l—yl-yz), V= (Vl,vz,l-vl—vz) e Ay em (3.4.155),
produz

5 . n 9 - - - - =
(3.4.156) F(yl,Vl) + F(YZ'VZ) + F(l-yy Yorl=vy v,) =0
Novamente, seja Y = (yl+y2,1—yl—y2), v = (vl+v2,l—vl—v2) em

(3.4.155), produz

(3.4.157) F(yl+y2,vl+v2) + F(l—yl—yz,l—vl—vz) =0

Cambinando (3.4.156) e (3.4.157), & facil ver que I & aditiva
em [0,1] x [0,1], portanto camo antes, temos a relagao
(3.4.158) Fl(y,v) =y F(1,0) + v F'(0,1)

Com a condigao que

F(0,0) = F(1,1) =0

£ trivial ver de (3.4.155) que
(3.4.159) F(1,0) = F(0,1) =0

Portanto

(3.4.160) Fly,v) =0, v,v) ¢ [0,1] x [0,1]

Seja Y

V= (y]seees¥y) em (3.4.126), com (3.4.160), & facil ver
que a funcio G também anula-se em todo parte, e portanto a. funcao 11 poderia
ser arbitraia em [0,1] x [0,1].

Portanto, correspondente as solugdes desenvolvidas a qual & dado
em (3.4.119).

Caso TIT. Quando F(x,x)-H(X,x) = 0, G(x,x): arbitraria. x € [0,1]
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A prova & paralela ao Caso IT feito acima, e portanto tem as
soluctes como dado em (3.4.120).

Isto prova o Teorema 3.4.2.

Agora, usando o Teorema 3.4.1, provamos um lema de caracterizacao

para algumas medidas de informacao generalizada.

Ilema 3.4.3 Se I(P:Q) em Anx Al:1 , n > 1, satisfazando os sequintes

postulados:
(a) Postulado da soma

n
(3.4.161) 1(P:Q) = ¢ f(p,,q;)

. i7i

i=1
para todo P = (pl,...,pn) e b, Q= (ql,...,qn) eA',n=2,3;efeé
mensuravel em cada uma de suas variaveis.
(b) Postulado de nac—aditividade
(3.4.162) I(PxR:QsS)

= T(P:Q) + I(R:S) + (27°~ 1) T(P:Q)T(R:S)

para todo P = (pl,...,pn) € An’ Q= (ql,...,qn) € Ar'l' R = (rl,...,rm) € Am,
S = (sl,...,sm) € AI’|ﬂ ,n=2,3;m= 2,3,

(c) Postulado de normalizacao

(3.4.163) (i) £@,1/2) =1, £(0,1) =0

(3.4.164) (ii) £(@,1/2) =1, £(0,1) = O, £(1/2,1/2) =0

(3.4.165) (iii) f£@,1/2) =1, £(0,1) =0, f(1/2,1/2) = 1/2
entdo I(P:Q) &

(i) A divergéncia dirigida ndo-aditiva de ordem (a,B)

(ii) a divergéncia dirigida de ordem o (a # 1)

(iii) a imprecisao de ordem 1+8
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respectivamente.
Prova:

Dos postulados (a) e (b), temos a scquinte equac;ﬁo funcional

n m
(3.4.166) iil jilf (pirj ,qisj)
n m " n m
= iilf(pi,qi) + jilf(rj,sj) + (2 7= l)i:z:__l jilf(pi,qi)f(rj’sj)

para P = (pl,...,pn) € An' Q= (ql,...,qn) € Al:l’ R = (rl,...,rm) e A,

S = (Sl,...,sm) € Ar'n' n=2,3;m=2,3e8 #0.

B

Esta & a equacdo funcional (3.4.1) quando » = 2 "— 1. Portanto

pelo Teorema 3.4.1, as solucdes sao

o 8
(3.4.167) fl(x,y) = 2L "X

B

XY - X
(3.4.168) £(x,y) = X

B

Y - X
(3.4.169) f(x,y) = L%

7B

A condicdo de normalizacdo £(1,1/2) = 1 elemina a possibilidade
da solucdo em (3.4.168), também da a relacao
(3.4.170) § =B
em (3.4,167) e
(3.4.171) y = B
em (3.4.169)
Mas cam a cordicdo de normalizacdo f(0,1) = 0, a solugao em

(3.4.169) & também eleminada, e a Unica solugao que existe €
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o B

(3.4.172) f(x,y) = L=, B # 0
27P-1

Novamente, a condicao de normalizacao f(1/2,1/2) = 0 da
(3.4,173) a + B =1
Neste caso, (3.4.172) torna-se
<& l-o _ %
(3.4.174) £(x,y) = L=
297 -1
A condicao de normalizacao £(1/2,1/2) = 1/2 em (3.4.172) produzira
(3.4.175) a =1
E portanto, (3.4.172) da
B _x
(3.4.176) £(x,y) = L=, B#0
2 -1
Pelo postulado da sama em (a), vemos que (3.4.172), (3.4.174) e
(3.4.176) produzem varias medidas de informacao generalizadas (a), (b) e

(c) no teorema respectivamente.

Isto prova o lema.
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capfTuIo 4

A DIVERGENCIN-J DE ORDEM a

A divergéncia~J de ordem o & definida e suas propriedades sao
listadas. Um teorema de caracterizacao € tambem provado assumindo-se um

conjunto de cinco postulados.

4.1 INTRODUCEO

n
Denotemos por A = {(pl,...,pn): pi>,0, l<i<n, .lei= 1 } o conjunto

l=
de distribuicGens de probabilidade discretos. Para duas dessas distribuigoes

p= (pl,...,pn) e Q= (ql,...,qn) ema , a divergéncia dirigida de ordem a
[Rathie e Kannappan (1972)] & definida como

? pgql—a
i=1 11

2

-1

(4.1.1) In,u(P:Q) = p a#l

a-1_

1

Entre duas distribuicoes de probabilidade P= (Pyreeespy) ©
o= (ql,...,qn) em A, existem diversas medidas estatisticas as quais estao
relacionadas com divergencia dirigida.

A afinidade [ Matusita (1961) | & dada por

n
] = 1/2
An (pl’ ene 'pn-ql, see ,qn) - iil (piqi)

A medida de distincia quadratica | Matusita (1966) | & dada por

n
_ 172 1/2.2 n
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E a estatistica X2 de Pearson & definida por

k k
2_ 2 _ 2 -1
x“= iil{ (n,-np; ) /(npi)}—— n { iilqipi -1}
k
onde n= I
i=1

dentes as i-esimo grupo respectivamente e p 1 e a probabilidade de obtermos

n,, n; e npy sao as frequéncias observadas e esperadas correspon-

uma observagoes no i-esimo grupo, e q;= ni/n.

£ claro que
.0) = .0) - -1/2_
In'l/z(P.Q) ={n (P:0) -1 1}/(2 1)
oAy = _,1/2
In,l/2 (P:Q) = D_/(2-27""7)
e

2
. =X
Ik,z(ql' ) ..,qk.p1, . .’E)}() n

Aqui usamos a convencao 0%=1 , 0°=0 (a#0)

Quando n=2, (4.1.1) produz
paql_a+(l—p)a(l-q)l_u- 1
P:Q) = #1
2,a( Q) 2a—l_ 1 ! @

(4.1.2) I

Para a»l, (4.1.1) reduz-se a

n
(4.1.3) In(P:Q) = I
i=1

onde 0<log 0 = 0 e sepre que um q i=0 , O correspondente pi=0.

p;log (p;/a,)

I, (P:Q) & a medida de divergéncia dirigida | Kullb®zk (1959) | ou
ganho de informacdo [Renyi (1960) ]
A divergéncia~J ( ou divergéncia simetrica) entre duas distribui-~
oBes P e Q & definida por | Kullbazk (1959) ]
n
(4.1.4) J_(P:Q) = iil(pi-qi) log (py/a;) = J,(P:0) + J, (Q:P)
Nos definimos a divergéncia-J ( ou divergéncia simetrica) de ordem

o entre duas distribuicdes P = (pl,...,pn) eQ= (ql....,qn) em A
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i

% (4.1.5) 3 (P:0) =T (P:0) + I (0:P)

a l-a o 1-a_
8 pyay '+ 2 q;P 2
Pl o S L

1
I a#
20

-1
Para « + 1, (4.1.5) fornece (4.1.4). Portanto (4.1.5) & uma
generalizacao a um parametro de (4.1.4)

Para n=2, (4.1.5) fornece a forma sequente

1y aq®a-p -

(4.1.6) J (P Q) = p q + (l-E) (l—g) + qap
2(1—1_ 1

a ¥ 1.
Se H,, H, s3o as hipoteses que a variavel aleatoria X & de uma
populacao estatistica com distribuicdo de probabilidade P e Q repectivamente,
(ps/a)”

para o j-esimo evento, nos definimos ] azl oconmo a informacao do evento
27 -1
para discriminacdo em favor de H, contra H,, entdo In,a(P:Q) & a informacao

média para discriminagio em favor de H) contra H, e J (P:Q) & a informac3o

14

média para discriminagio entre H; e H,.
Um teorema de caracterizacao para (4.1.4) foi dado recentemente por
Kannappan e Rathie (1979)
O objetivo desse trabalho & dar algumas propriedades e um teorema
de caracterizacao para (4.1.5) para a#l, usando um conjunto de cinco postul-
ados. esta & a primeira tentativa para dar uma fundamentacdo axiamatica para

a divergéncia-J de ordem a.



93

4.2 PROPRIEDADES

A divergéncia—J de ordem o tem as seguintes propriedades:
(i) Nao-Negatividade

Jn,a(P:Q) & nao-negativa, e & zero se ¢ somente se py= d; para
totos i. Isto & claro da desiqualidade

l_as ap + (1-a)q

P'q

Isto significa que a informacao média para discriminacao entre
duas distribuicdes diferentes & geralmente positivo e serd zero se e sdmente
se as duas distribuigoes coincidirem,

(ii) Simetria

Jn,a(pl’”"pn:ql""’qn) = Jn,a(pa(l)""’pa(n): a(l)""’qa(n))
orde { a(l),...,a(n) } & uma permutacao arbitraria de {1,...,n}.

A permutacio conjunta de indices correspondentes de eventos nao
mxyda o valor da divergéncia~J de ordem a.
(iii) Expandibilidade

Jml’a(pl,...,pn,O:ql,...,qn,O) = Jn'a(pl,...,pn:ql,...,qn)

A adicdo de um evento de probabilidade zero nao altera o valor da
divergéncia-J de ordem a.
(iv) Recursividade

Jn’a(pl,...,pn:ql,...,qn) = Jn_l'a(p1+p2,p3,...,pn:ql+q2,q3,...,qn)

Py Pp 4 92
: '
pl+p2 ! pl+p2 ql""q 2 ql+q2

+ (pypg) oyt oL, )

1-a 9 I 1 b2
+ a T H

para p,+p, >0, q1+q2>0.

(v) Nao-Aditividade



ParaP,QeAneR,SeAm

Jd 0E(P%‘R:QNS)

n,
= - . ____—__—l - - .
= Jn,a(P°Q) + Jm,a(R'S) + 1] { In’a(P.Q) Im,a(R'S) +

In,a(Q:P)-Im'a(S:R) }
(vi) Nao-Aditividade Forte

Para (plpotnlpn)’ (qlpoonlq_rl) en An e (Pli,.oo’Pmi)' (Qli,o.o'Qn‘i)

G’ﬂ Am m.ra i=l’...ln0

T, o P1P117P1P21 7 e« o Py Pra s e e o P P1pr oo o PP ® 09110,

9017 I Cypreee ,anm)

n
— . a 1-n .
Jn,a (pl’ ceerPp® dyree- 'q‘n) + j_—ilqipi Im,(t (Oli’ tec '(}ﬂi'p].i’ Tt ’pmi)

iglp?_qi_alm’a(Pli,...,Pm: QpyreeerQpy)
(vii) Continuidade

Jn,a(P:Q) & uma funcdo continua de 2n variaveis.
(viii) Intercambiobilidade de distrihligaes

Para P = (pl,...,pn), Q= (ql,...,qn) em A

Jn,a(P:Q) = Jn'a(Q:P)
(ix) Nulidade

Seja g(x,y) = Jz'a(x,l—x:y,l-y), onde x,y € [0,1].

g(x,x) = 0 para x ¢ [0,1]

A divergéncia-J de um evento e seu complemento entre duas distri-
buicGes de probabilidade identicas & zero.
(x) Normalizacao

g(0,1) = 2(1-2"H7t



4,3 O TEORFMA DE CARACTERIZACAO
Seja f(x,y) = I, a(x,l—x:y,l—y) para x,v ¢ K, onde
14

K= (0,1)x(0,1)u{ (O,Z)}U{(l,zl)} com 7 « |u,1) e z, e (0,1]

1
Nesta seog?:io, usamos quatro das propriedades acima e a existencia
de derivadas parciais até segunda ordem de f(x,y) com respeito a X,y ¢ (0,1)

camo postulados para provar um teorema de caracterizacao para a divergéncia-

J de ordem «.

Teorema 4,3,1 As seguintes propriedades

a. Simetria (ii) quando n = 3.

b. Recursividade (iv).

c. Nulidade (ix)

d. Normalizacdo (x)

e. A existencia de derivadas parciais até sequnda ordem de f(x,y) com respeito

a x,y ¢ (0,1)

determina de maneira unica a divergencia-J de ordem o para o = 1.
Prova:
Quardo n = 3, seja X = (x,u,l=x-u), Y = (y,v,1-y=v).
Da recursividade nds podemos obter o sequinte

(4.3.1) J3’a(x,u,l-x-u:y,v,l-'y-v) = Jz,a(x-!-u,l-x—u:yw,l-y—v) +

(xﬂl)a(y+v)l.a12,a( X u . Yy v

x+u ' x+tu v+v' o oytv )+

a l-a v v . X u
(y+v) = (x4u) IZ,a( y+v! oyv T o x+a!’ x+u)

(4.3.2) J3 a(u,l—x-u,x:v,l—y—v,y) = J2 a(l—-x,x:l—y,y) +

’ ’

z,a(‘.[fi’ l=x ° 1y Ly

(¢ 1-a v l=-y=v , u l-x-u
(1)~ (1-x) IZ,(x( =’ —ﬁy— P T Tk )
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(4.3.3) J3’a(x,l-x-u,u:y,l—y—v,v) = Jz’a(l-u,u:l—v,v) +

o 1-q X l1=x-u_ k6 vy l-y-v
(1-u) " (1~v) IZ,u( 1=0f l-u ° 1=’ 1-v ) +
a 1-- l-y~v . X l=x-u

(1=v) " (1-u) o 1L B =i el

De simitria quando n=3, nOs sabemos que (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3)
sao equivalentes, usando a notacdo de f e g camw definida antes, temos a

equacdo funcional

(4.3 gbuy) + 00" T 75+ a2

= glu,v) + aﬂn“uan“f( = )+ (10)° ulnL“f(fL 29

para x,y,u,v ¢ [0,1), x+u, y+v e [0,1].
e

(4.3.5) O lado direito de (4.3.4)

= o l-o A L X
alx+u,y+v) + (x+u) (y+v) = f( —— x+u y+v) £ vivr xm)

para x,y,u,v ¢ [O,l) e x+1, y+v € (0,1;].

Para u =v = 0, (4.3.4) produz
(4.3.6)  glx,y) = £(x,y) + £{y,%) ~{(1-%)® (l-y) T (1-9)® (1-%) T™)£(0,0)

+ g(0,0)

Desde que f tem derivadas parciais até sequnda ordem, o mesmo
vale para g.

A prova do teorema € basiada no sequinte lema.

Lema 4,3.1 A solugao geral do equacao funcional (4.3.4) (o#1)
quando f(x,y) tem derivadas parciais até sequnda ordem com respeito a
x,y € K, & dada por
Caso I. Quando o ¥ 1/2
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(a) Quando o # 0
(4.3.7) glx,y) = {A-f(0,0)}»{ (1~x)“(1—y)1’°‘+<1—y>“(1—x)1“°‘} +
By Myl Y 4CHq (0, 0)
(b) Quando a = 0
(4.3.8) gix,y) = Al (y=1)1log(1-x)+y-log x +(x~1)1og(1-y)+x log y }+B{y-log y
+(1=y) log (1=y)+x-1log x+ (1=x)log (1-x) }+(x+y) {C+£ (0, 0) }+q (0, 0)
Caso II, Guando a = 1/2
(4.3.9)  glx,y) = a2 250201 20 1m0 Y 2 (19 120104
+2(1- (1-x) Y2 (1-9) Y?1£(0,0) 45 (0,0)
Prova:
Para y e v fixados, a equagao funcional (4.3.4) produz

=)

(4.3.10) A(x)+(1-x)°F( ]_—l__li)-f-(l—x)l-ali( .

=B (u) + (1-u) “L( 13_‘-6)+(1-u)1’°‘M( &)

onde

A X)=g(x,y) B(x)=g (x,V)

I
!
J — (1 1-0 v 1 1-a
(4.3.11) lF(x)—-(l v)© f(x, -I——_y) Lx)=(1-v)" f(x, IY—-_V)

?
H(x)= (1~y) %€ ( I‘-_’?x) W= (1-v) °F ( gy )

Diferenciamos (4.3.10) primeiro com respeito a x, nds temos

(3.3.12) A 0+ 2P ()0 130 P (-0 T ()

= (1) (1-%) °H( =)

=(1-u) %~ 1L," ( 1’f—u)+(1—u)‘am' ( I’_‘—u)

Entio diferenciamos (4.3.12) novamente com respeito a u, temos



(4.3.13) (Lm0 (130727 ( 25401309720 (40 (10 ™ (1)

=1 u )

' (v

+u (1~-x)

= (1maX1o) 7200 (o (1) L (e (o) T ()
0Ly ett X

+x(1—-u) ZM ( ]._:l—l)

Agora, seja t= T:-l?' s= f_(—ﬁ, entao

- s(t-1) 1ex = 571
X = st1 ’ T Tst-1
u = t(s-1) 1-u = t=1

st-1 ' alir=roms |

e (4.3.13) torna-se

l-s ,~a-1

(maM)(k@(ﬁﬁ)”%wu+t<ﬁ§>”%wu+a(F§) H' ()

+ el ) T

Miltiplicando (4.3.14) por {TI:é§§%:E)}“”2

(4.3.15) (1=t) 27 (1) F* (£)+EF" (£) }+( I%?—s% 172 (1) 20 HY (£)+EH" (£) )

= (1-8) 2% (=) L' (s)+sL" (s) }+( I%g% y1=20 35y 20 Mt (s)+aM” (5) )

Podemos reescrever (4.3.15) na seguinte forma

(4.3.16) { pO)=ais) W =gyt

onde

= m(s)~-1(t)

98
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(k) = (1-£) 2 (1) P (£)+EF" (£)

Lq(s) = (1-8) 2™ (-0 L' (s)+sL" (s))
(4.3.17) "

1(t) = (1-t)* {aH" (£)+tH" (£)}

n(s) = (1-5) oM (s)+sM" (s)}

Caso I. Quando a * 1/2

(4.3.16) e (4.3.17) implicam que

p(t)=a(s) = m(s)-1(t) =

Isto &
(4.3.18) (1-t) 270 (1-a)F' (£)+tF" ()} = (1-5) 2" (1~a) 1" (s)+sL" ()} = a,
onde ay & uma constante

e

a+l a+l

(4.3.19)  (1-s)* " {aM' (s)+sM" (s)} = (1-t) " {all’ (t)+tH" (t)}= by

onde b1 & uma constante

Resolvendo a equacao funcional (4.3.18), temos

(4.3.20) F(B) = (-y) (e, T

a
—?ﬁ(l—t)+—2ta+a3 ' sea *0

ll

= allog(l—t) + aélog t + aé ’ se a = 0

onde a,, ag , 1ci<3, sao funcoes de y e V.

i 14
similarmente, a equacao diferencial (4.3.19) produz

(1-v) £ ( IX;, s)

b b

(4.3.21) M(s)

="‘-&—(I£—a—)(l"5) %4 T—zsl-a b3, sea*0
= bl{s log s + (l—s)log(l—s)}+bé s + b:'3 ’ sea=0

onde by, bi, 1¢i<3, sao fungoes de y e V.

Caso I(a). Quando o # O
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(4.3.20) implica que

v a4 a1 a, 22 a-1,0 a-1
(4.3.22) f(t, I-_—y— ) = - a—(l-_—a) (1"‘Y) (l"t) + — (l"'Y) t +a3 (l"Y)

o}

I¥§ , a parte a esquerda & uma funcao de t e s, portanto,

Seja s
podemos escrever

(4.3.23) £(t,8) = ay(s) (1-t) %+ o, (s) % az(s) , s,t e (0,1)

E similarmente, (4.3.21) implica que
(4.3.,24) f£(t,s) = Bl(t)(l—s)l_a+ Bz(t) sl_a+ 83(t) ’ s,t ¢ (0,1)

orde a, e Bi , 1l¢i<3, s3o funcoes arbitrarias de s e t respectivamente.
Combinando (4.3.23) e (4.3.24) obtemos

(4.3.25) ay(s) (1=t) %+ a,(s) t+ ag(s) = B, () (1-5) 17 8, (1) "% 85 (0)
Diferenciando (4.3.25) com respeito a t, temos
a—-1 a=ly _ .4 l-a ' 1-a '
(4.3.26) a{-al(s)(l—t) + “2(8) t 7} = Bl(t)(l-s) + Bz(t) sT 4+ 83(t)

Desde que (4.3.26) & verdade para todo s,t ¢ (0,1), seja t = 1/2,

(4,3,26) torna-se

8103 - By (5) ST BY(F)

(4.3.27) a{-al(s)-zl"“+ az(s)-zl’“}
Seja t = 1/3, entao (4.3.26) torna-se

(4.3.28) a{-al(s)-za"l-3l’“+ a2<s)-31'°‘}

i

81209+ 85 (3) s

N

1
+ 85( 3 )
Cambinando (4.3.27) e (4.3.28), e resolvando para al(s) e az(s)

respectivamente, temos

_ 1-a 1=
(4,3.29) al(s) = Gl(l—s) + 625 + 63
e
1~ 1~
(4.3.30) a,(s) = yy(1-s) Oy Y58 %4 Y4

onde §, e v, 1<ig3, sao constantes arbitrarias.

i

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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Substituindo (4.3.29) e (4.3.30) para al(s) e az(s) respectivamente
em (4.3.26), entdo

(4.3.31) Bi(t)(l—s)l‘“+ B (£) s17% gL t)

- 1- 1- : =17 1 -
= a{"[_(ll(l-s) Oy 625 %4 631 (l—-t)q +IY1(1—S) oy st o, Y3] ¢

1-a

Comparando os coificientes de (l—s)l—a, s e constantes respect-

ivamente, € claro que

(4.3.32) 8} (t) = a{yit“‘l- ci(l-t)“‘l} , i=1,2,3
Isto da
(4.3.33) B, (t) = Yit“+ si(l-t)“+ £y v te (0,1), i=1,2,3

orde Yir Gi e &, para 1<i<3 sdo constantes arbitrarias. Portanto (4.3.24)

produz
1- 1
(4.3.30) £it,8) = {yt%% 6, (1-0)% £,}(1=8) "+ {y,t%+ 8, (1-)% £))es

and¢ 3

Hy3t°‘+ 53(1—t)°‘+ A s,t e (0.1)
substituindo a expressao (4.3.34) para f em (4.3.6), portanto

(4.3.35) glt,s) = {ylt“+[al—f(o,0)](1-t)“+ gl}(l-s)l'“+ [y t+ 52(1—t)“+
£ best Ty 5t 65 (1-0)% Eghlys™+[6,-£(0,0)] (1-8)% £}

(1-£) 1%y 5%+ 6, (1-8)%+ £ bttt rlygs™t §5(1-5)%+£3)49(0,0)

Agora substituindo as expressces (4.3.34) para f e (4.3.35) para g
respectivamente em (4.3.4), torna-se

(4.3.36) Ly x™+[8,-£(0,00] (1= %+ £} (L=y) 1oy x4 6, (10" £ eyt

Ly gx™+ 84 (1-x) % £y+ly Y™ +[8,-€(0,0) | (1-y) %+ gl}(l—x)l““+

{Y2y°+ 52(1-y)“+ 52}-xl’“ +{Y3y“+ 53(1-y)a+ g4} +9(0,0) +
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1 . a
10 @) o Ly (2% 6,0 () eyl a- o)

= S LI = SR
u,\a a 1-a.,r v a v o
85(1- 157+ £5l} + (=y)” (Ax) vy g% 8 o)™

u )l

-a \'4 o v o u 1=
El](l— T= +[-Y2( I':y_) +62(l— F?) +52]( I:)-E) “4

[v3C 5 )% 830 5 )% 63

1l

= {yu+[6,-£(0,00] (1-w)*+ ;) Q) 1y 6, (L) % Ehev
lyqu+ 651 % £g)Hy =[8,-£(0,00] (1-v) % £} (1) ey
'{sza+ 62(ldv)a+ 52}'u1—a+{y3vg+ 63(l-v)a+ 53}+ g(0,0) +
A 1) 1 [y )% 8 0 5% gyla- g T
R A SESE
[va( 5% 850 =5 )% g5+ Q) (1w ey 5%
5 0= g% gl am 25 T Iy )% 5,0 5%

X l-a, o o .
(B ) o lvg 0 g% 650 5% 55D
para x,y,u,v ¢ [0,1) e x+u, y+v e [0,1].
Camparando os coificientes de (1~y)l“°‘ na equacao acima, entao
(4.3.37)  {y x"+[6,-£(0,0)] (1-x) %+ €93+ yqu'+ 85 (1-x-u)*+ £4(1-x)%= 0

Isto implica que
(4.3.38)

Camparando os coificientes de yl—a em (4.3.36), entao



(4.3.39)

(4.3.40)

(4.3.41)

(4.3.42)

1073
y2xa+ Gz(l—x)a+ E)= ny“+ Gz(l—x—u)q+ cz(l-u)q
Isto implica que

62= €2= 0

Usando (4.3.38) e (4.3.40), assim £ & reduzida na sequinte forma.
_ a 1-a a l-a
f(t,s)= 8, (1-t) (1-s) +y,t's T+ E
1 2 3
qubstituindo (4.3.41) em (4.3.6), entdo g & de seguinte forma

g(x,y) = [al—f(o,O)]-{(1—x)°‘(1—y)l“°‘+ (1) (1) 17

¥, x“yl'“-t-y“xl"“} + 2£5+ g(0,0)

Tomando §,= A, Y,= Be 2£3= c, (4.3.42) & o mesmo que (4.3.7).

Caso I(b). Quando a = 0

(4.3.43)

(4.3,20) implica que

(1-y) . £(t, I‘-_’-§ ) = ajlog(l-t) + ajiog t + aj
ou

£ (t, '1‘"-%7 ) = al(l—y)"1 log (1-t) + aé(l—y)—l log t + ag(l--y)_l

Seja s = I¥§ , desde que o lado esquerdo de (4.3.43) @ uma fungao

de t e s somente, portanto podemos reescrever (4.3.43) cam

(4.3.44)

(4.3.45)

(4.3.46)

f(t,s) = al(s)log(l-t) + az(s) log t + a3(s)

E similarmente (4.3.21) implica que

f(t,s) = el(t) { s*log s +(1-s)log(1-s) }+ Bz(t)s + 83(t)

De (4.3.44) e (4.3.45), temos

al(s)log(l-t) + az(s)log t + a3(s) z Bl(t)-{ s log s +

(1-s)log(l-s) 1+ B, (t)s + B4 (t)
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Diferenciando (4.3.46) com respeito a t, tams

al(s) az(s)

(4.3.47) £7— * £

=z Bi(t){ s'log s + (1-s)log(l-s) }+ Bi(t)s + Bé(t)
s,t ¢ (0,1)
Novamente seja t = 1/2, entao

(4.3.48) —2011(5) + 2(12(8)

B1(3)  slog s +(1-5)log (1-9) 1+ B} Lis+ay03)
Substituindo t = 1/3 em (4.3.47)

(4.3.49) = % a, () + 3ay(s)

m

B, ( %— ) { s log s +(1-s)log(l-s)}+ B ( }3— )s + B3( %— )
Resolvendo al(s) e az(s) pela cambinacdo de (4.3.48) e (4.3.49),
temos
(4.3.50) al(s) = 61{ s log s +(1-s)log(1l-s) }+ 8,5 + 83
e
(4.3.51) a2(s) = Yl{ s log s +(1-s)log(l-s) }+ Y58 + Y3
onde §; e vy, 1<i<3, sdo constantes arbitrarias.
Substituindo al(s) e °‘2(S) de (4.3.50) e (4.3.51) respectivamente
em (4.3.47) produz
(4.3.52) 8}(t) { s log s +(1-s)log(l-s)}+ B3 (t) + B3 (t)

Y 8

§ Y Y
s (k + == M s 1og s +(1-s)log(1-s)) + e

l+t s+

Comparando os coificientes em (4,3.52), obtemos
5 Vi
(4.3.53) Bi(t) =Tt T te (0,1), 1<i<3

Ou
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(4.3.54) Bi(t) = Gilog(l-t) + Yilog t + E;i P te (0,1), 1<i<3

onde §,

TERAT 1<i<3, sao constantes arbitrarias.

qubstituindo a expressao (4.3.54) para Bi em (4.3.45), entao

(4.3.55) f(t,s) ={ Gllog(l-t) + yllog t + gl}{ s log s +(1-s)log(1-s) }+
{ 6210g(1-t) +y,log t + gz}s + { 63log(l—t) + y3log t +&;3}

Agora substituindo (4.3.55) em (4.3.6), g & da sequinte forma
(4.3.56) alt,s) = {Gllog(l-t) + yllog t + F,l}A(s) + {Gzlog(l-t) + yzlog t +
Ez}s + {63log(l—t) + Y31og t + 5;3} + {Gllog(l—s) + yllog s
+ gl}A(t) + {Gzlog(l—s) +yylog s + gz}t + {GBlog(l—s) +
log s + £} + (t45-2)£(0,0) + g(0,0)

Y3
onde A(t) = t log t + (1-t)log(l-t)

Substituindo a expressao (4.3.55) para f e (4.3.56) para g respect-
ivamente em (4.3.4) quando a=0.
(4.3.57) {Gllog(l—x) + yllog X + El}A(y) + {Gzlog(l-x) + yzlog x + gz}y +

{63log(l-x) + Y3log x + 53} + {Gllog(l—y) + yllog y + gl}A(x) +

{azlog(l-y) +y,log y + gz}x + {63109(1—y) +y3log y + &:3} +

(x4y-2)£(0,0) + g(0,0) + (1=y){|6;1log(1~ 1-‘_‘; ) + yplog( 1-‘};) +

g )L T_Y:}-;logf_%ﬂl- f_’; Jlog(l- 15 )] +[6,log (1 o)+
vplog g + 5] (T + 831090 o) + vylog p + E510

v v u u
(l—x){[éllog(l— -i:_—y- ) + ‘YllOg F’? + El]‘ [ -]—-_&log -i:-}-z +

(- f)log- 2] + [8,loq(- 15 + vylog 135 + £ (1)
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: v
[6500g (1= 13 ) + v3l09 =5 + &3]

= {Gllog(l—u) + yqlog u + E,l}A(v) + {6210g(l—u) + y,log u + Cz}v +

(4.3.58)

(4.3.59)

(4.3.60)

(4.3.61)

ivamente.,

(4,3.62)

{63log(l—u) + Y31oq u + 5;3} + {Gllog(l—-v) + yllog v + &;l}A(u) +
{Gzlog(l-v) + yzlog v + E,‘2}u + {63log(l—v) + y3log v + 53} +

(uv=2)£(0,0) + (0,0) + (1=v){|6;1og(1= =) + v,log o+ 6yl

X X x
Al i%;) + [52109(1— T ) + Yzloq Tt gzl( I¥G) + |63log(l- I:E)
+ y4log ._[2_‘-‘1- +£5]} + (1-u){]s;1og (1~ fgv_ ) + y,l09 '1‘Y-=V LY 12_‘-6)

+ [6,009(1~ L) + vylog g + £,] (&) + [65l0g(1- =)+

v4log ps + &5

Agora, camparando os coificientes de y log y
- - X X
81109 (1=x) + yjlog X + £y = 8,log(1- 15 ) + yqlog 705 + &y

Isto implica que
517~ 0
Novamente comparando os coificientes de y em (4.3.57)
u u

8,109 (1-x) + y,log x + £t £(0,0) - l63log(l— =)+ Y3109 1
+ E5]

X X
§log(1l~ 355 ) + v log Tt &)
Isto implica que
s =0

) £4= £(0,0),

2- Y& P3¢ Y3
Substituimos (4.3.59) e (4.3.61) em (4,3.55) e (4,3.56) respect-
portanto

f(t,s) = ElA(s) + 62{ (s=1)1log(1-t) + s log t}+ Eys + £(0,0)
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e

(4.3.63) glt,s) = El{A(s) + A(t) 1+ 62{ (s-1)1log (1-t) + s log t + (t-1)log(l-s)

+tlogs} + (s+t){€2+ £(0,0)) + g(0,0)
Se temos A = §,, B = £y, C =k, entao (4.3.63) e da forma da
(4.3.8),
Caso II. Quando o = 1/2

Neste caso, a equacao funcional (4.3.4) e (4,3.5) torna-se

(4.3.60) glxy) + Q0?0?00 £, =) + £ = o )

= g,v) + - Y2 1-n 2 £ = Il_’—\;) + £ s )

(4.3.65) 0O lado direito do (4.3.64)

1/2 1/2 X X
()£ %\7) + £( §Y+V =1

= g(x+tu,y+v) + (xHa)
para X,y,u,v e [0,1) e xtu, y+v e (0,1] .

Sejau=v =0 en (4.3.64), entdo temos

(4.3.66) g(x,y) = £(x,y) + £ly,x) - 2 (1-x5"2 (1-y) %€ (0,0) + g(0,0)
Substituindo (4.3.66) em (4.3.64), entao temos envolvida somente

uma funcdo desconhecida f.
1/2 1/2 u v v
(4.3.67) fx,y) + f£ly,x) + (1-x) (L-y) 7 £( T’ 1:—}—,-) + £( = —) -

2f (0,0)}
= f(u,v) + £lv,u) + (1-w) Y2 1 Y2 £ 1'}':3' IX_\?) + £ ( Ig_v" X -
2£(0,0)}
Seja
(4.3.68) hix,y) = f(x,y) + £(y,x) - 2£(0,0)

(4.3.67) & sinplificada para a sequinte forma

(4.3.69) hixy) + =0720Yn( &, 11_’?)=h(u,v)+(l—u)l/ 2 (1) n ¢

7

X

2

1—u’ 1=v
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Esta equacao funcional (4.3.69) foi resolvida por Kannappan ¢
Rathie (1975), a solucdo de (4.3.69) & da sequinte forma.

(4.3.70) houy) = m/ 22 nu 2 2 a0 Y2021y, xy e 10,1

De (4.3.66) e (4.3.68), e claro que

@.3.71) g6uy) = hiay) - 2 {10 Y2a-nY2 13£0,00 + g(0,0)

Portanto de (4.3.70)

glx,y) = %Y B 2% (1 Y2 a2 1) «

21 - -2 0-)Y%1£(0,0) + 9(0,0)
E isto e (4,3.9)
Isto prova o lema.

Continuacdo da prova do teorema.

Caso I. Quando o # 1/2
(a) Quando o # 0

Da propriedade (iv), g(x,x) = 0 para x ¢ [0,1] , temos
(4.3.72) g(0,0) =0

E de (4.3.7)
(4.3.73) 0 = gix,x) = {A - £(0,0)}{2 - 2x} + 2xB + C

Isto implica que
(4.3.74) £(0,0) =A=-B, C=-2B

Usando (4.3.72) e (4.3.74), g torna-se

(0.3.75) gley) = 1L A= At Q)@ @1 0y oy D)

orde X,= B,

1
(b) quand a = 0
A propriedade (ix) produz

(4.3.76) g(0,0) = 0
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E de (4.3.8)
(4.3.77) 0 = glx,x) = 2A{ (x+1)1log(l-x) + x log x} + 2B{x log x +
(1-x) loqg (1-x)} + 2{C + £(0,0)}x
Isto implica que
(4,3,78) A=B=0, f(0,0) = -C
Usando (4.3.76) e(4.3.78), temos que (4.3.8) torna-se
(4.3.79) g(x,y) =0
Isto & uma solucao trivial.
Caso II. Quando o = 1/2
A propriedade (ix) produz
(4,3.80) g(0,0) =0
E de (4.3.9)
(4.3.81) 0 = glx,x) = Ax + 2xf (0,0)
Isto implica que
(4.3.82) £(0,0) = =A/2

Usando (4.3.80) e (4.3.82), portanto (4.3.9) torna-se

(4.3.83) glx,y) = A2{x1/2y1/2+ (1_x)1/2(l_y)1/2_ 1

orde )\2= A - B.

Da propriedade (x), & claro que

-1 ,i-1

A= (20 T= 1) Te2

i

Assim podemos escrever g na sequinte forma

1
201y

(4.3.84) glx,y) = g T (120 % (1) T (my) (10T 0-2)

Quando a # 1/2, seja u = v = 0 em (4.3.5), entao
(4.3.85) { (10 ° (1=y) ™% (1) ® (1) T™}£ 0, 0)

= Oy I x,y ¢ (0,1)



(4,3.86)

(4.3.87)

(4.3.88)

(4.3.89)

que
(4.3.90)

(4.3.91)

(4.3.92)

(4.3.93)

portanto

(4.3.94)

(4.3.95)
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Isto fornece
£(0,0) = £(1,1) =0

Substituindo (4.3.86)em (4.3.41), temos

817 Yo" %3
Isto &

_ a l-a, ,a l1-o
f(t,s) = 61{(1—t) (1-s)” +t's= -1}

Usando o fato £(0,0) = g(0,0) = 0, venos de (4.3.6) que
glx,v) = £(x,y) + £{y,x)

Desde que g(x,y) & explicitamente dado em (4.3.84), isto leva a

1
.=
1l 2a-l_1
E
£t,5) = —7— {0 £)% (1-s) 1% £2s1701)
2 -1
uando a = 1/2, sejau =v = 0 em (4.3.65), nds novamente temos

£(0,0) = £(1,1) =0

Usando o fato £(0,0) = g(0,0) = 0, vemos de (4.3.66) que

O

glx,y) = £(x,y) + £(y,x)

Desde que g(x,y) & explicitamente dado em (4.3.84) (tome a = 1/2),

Foe,y) + Elgyx) = =2 (MY 012 a2
2 -1

O uso sucessivo da propriedade (iv) da

Jn,a (pll"°lpn:q1l°"lqn)

Ty PrFe e Py Py 3 e ¥ ) +

n-1 py 9 ol 4G Py

“""l—)

Ty



orde r.= pyte.otp; i 857 qpte.etd;.

Quando a£l/2
(4.3.84) e (4.3.91) produz

Isto prova o teorema.
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- (4.3.96) Jn'a(pl,...,pn:ql,...,qn)
_ 1 ra l=a, g l-a, o 1-o I L
—;;_T_-I{Lpnqn +(1-p ) tmq) " appy () (1p) 2] +
n—
_ o l—a o l-a_ 2 l - a l-o, o l-o__c 1-a
=L pya; +r3181-17745 I+ iiz la§Py +siqry 1Sy 1
_ o _l=a o_l-a
= ———1r—— { 2 piq + lzlq Py -2}
Quando o = 1/2
(4.3.84) e (4.3.94) produz
(403-97) Jn'l/z(pl,.oo'pn:qlpoo-,qn)
n-1 P . . P,
- 1/2 1/2 i i i i
= qg(p,,q,) + IoryTsy £0+ 75-_—) + 0=, & )}
i=1 i i i
n
l/2 1/2
{ E p -1}
—172 -1 9
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