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Prélogo

A programacdo quadratica nfo é propriamente um tema muito novo dentro da
otimizagdo. De fato, até em virtude de sua aparente simplicidade, temos inicialmente a
impressido de que pouco ainda resta por ser difo sobre este assunto.

Nosso objetivo aqui é mostrar, todavia, que, pelo contrario, além de possuir um
nimero incontdvel de aplicagOes ainda ndo exploradas, a programacao quadritica pode ser
usada com sucesso na construcio de métodos compefitivos destinados a resolver problemas
de grande porte n ao lineares com restricoes.

Para tanto, usaremos como premissa a idéia, quase consensual nos dias de hoje,
de que para gerar algoritmos eficientes é preciso, em primeiro lugar, vencer o cardter com-
binatdrio associado & busca das restrigbes que estdo ativas na solugdo étima do problema,
e, como um segundo objetivo, evitar que muito esfor¢o seja dispendido & toa quando ainda
estamos longe desta solucgao,

Com base nesses conceitos, no capitulo primeiro, apresentamos um novo algo-
ritmo de minimizag¢do de funcdes quadraticas sujeitas a canalizagOes, que permite o uso de
diferentes estratégias para a determinagao de uma. dire¢io de descida nas faces do politopo
definido pelas restrigdes. Analisamos também seus aspectos tedricos e de implementagio
computacional e avaliamos seu desempenho com base em algumas aplicagdes praticas inter-
essantes.

O segundo capitulo é dedicado a analise de um método baseado na programagéio
quadrdtica seqilencial, destinado a resolugio de problemas ndo lineares com restri¢des, para
o qual apresentamos os primeiros resultados numéricos.

Por fim, investigamos, em um 1ltimo capitulo, a possibilidade de unir duas ver-
tentes da programagao nao linear, a programacio quadrdtica seqiiencial e os métodos que
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usam o lagrangiano aumentado, com o objetivo de apresentar um algoritmo hibrido que visa,
também, a solugdo de problemas com restrigdes.



CAPITULO 1

Minimizacao de quadraticas com
canalizacoes

Reunimos sob o nome de programaeg¢ao guadrdtica o conjunto de problemas de
otimizagéo cujo objetivo € minimizar uma funcéo quadratica satisfazendo restrigbes lineares,
Dentre os problemas assim descritos, iremos nos dedicar neste capitulo apenas a resolucéo
do mais elementar deles, ou seja, aquele no qual as tnicas restrigdes sao canalizagbes das
varidveis. Mas tal simplicidade ndo diminui seu interesse ou importancia, e tampouco implica
ser algo absolutamente trivial a obtencéo de sua solugao.

De fato, para ressaltar a relevincia da minimiza¢do de quadraticas em caixas
(isto é, com canalizagBes) .poderfamos nos deter em enurnerar suas aplicagbes, que vao da
mecanica dos sélidos (veja [28], [31]) & reconstrucfio de imagens (veja [17]), e que podem
possuir de poucas a milhares de variaveis.

Mais do que isso, a utilidade dos algoritmos para este tipo de problema simples
nio se resume as suas aplicagoes diretas, pois, como veremos nos préximos capitules, eles
também podem ser empregados com sucesso na resolucéo de problemas mais complexos de
programacgao nao linear.

1.1 Descricao do problema

O problema de minimizagao de uma fungao quadrdtica convera com restricoes de
canelizagao consiste em encontrar o vetor = que resolve

3



4 CAP{TULO 1. MINIMIZACAQ DE QUADRATICAS COM CANALIZACOES

minimizar g(z) = %-Q:TH:E + bl
sujeita a [<z<u (1.1)

onde o termo < é usado componente a componente, a matriz H é semidefinida positiva,
z,,ue R'el < u.

Dizemos que um ponto Z é factivelse [ < & < u. Se um ponto factivel ¥ tem uma
de suas componentes no limite, a canalizacdo correspondente estd ativa em . Assim, por
exemplo, se £; = I; (ou #; = u,;), chamamos de ativa em 7 a restricio z; > I; (ou z; < u;). Por
outro lado, uma varidvel ; que ndo estd em nenhum de seus limites (ou seja, §; < Z; < u;)
é dita livre.

Tanto podemos considerar o problema 1.1 como um caso particular da pro-
gramacao quadritica no qual as restrigdes lineares foram reduzidas as canalizacdes das
varidveis, como imaginar tratar-se de um problema de otimizagdo em caixas que tem como
objetivo minimizar uma funcao quadratica.

Entretanto, qualquer que seja a abordagem, devemos aproveifar algumas de suas
peculiaridades para facilitar a resolucio do problema. Por exemplo, o fato das restri¢oes
gserem apenas canalizacbes de varidveis ndo s6 garante a existéncia de nma solugdo para
1.1, como evita a possibilidade de existir degeneragdo primal {pois nenhuma varidvel pode
estar a0 mesmo tempo em seus dois limites). Temos, assim, uma vantagem com relacdo a
programagao quadrdtica geral, que inclui tanto problemas infactiveis quanto degenerados.

Além disso, neste caso é absolutamente trivial a escolha de uma solugdo factivel
inicial (outra dificuldade da programacédo guadrética).

Também a convexidade da fungéo objetivo deve ser considerada, pois implica que,
encontrado um ponto estacionaric para o problema, este serd wn minimizador global (vide
a segdo 1.2.2).

Qutro detalhe importante, o fato de ser limitado o nimero de faces do poli-
topo definido pelas restri¢cdes (ainda gue este nimero cresga exponencialmente 3 medida em
que anmentamos a quantidade de varidveis), permite-nos garantir, sob certas condigdes, ser
possivel identificar, em tempo finito, a face 6tima do problema. Com isso, a determinacio da
solugao passa a depender apenas do método usado para resolver um sistema linear restrito a
face étima, o que, como se sabe, consome uma quantidade de operagdes proporcional ao cubo
do nimero de varidveis livres nesta face. Por conseqiiéncia, podemos assegurar a existéncia
de algoritmos capazes de resolver o problema 1.1 em um nimero finito de iteragdes.

Finalmente, cabe também salientar que, em virtude do tipo de restricdo e de
funcdo objetivo que temos, a tarefa de encontrar uma dire¢do de descida no subespaco
definido pelas restrigbes ativas e a estimacdo dos multiplicadores de Lagrange séo enorme-
mente facilitadas.

s algoritmos tradicionais para este tipo de problema sdo divididos de acordo
com a estratégia adotada para trabalhar com as canalizagfes em:
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[y

o algoritmos que usam o método das restrigoes ativas (veja [22], [16]), nos quais a cada
iteragao & definimos o conjunto 7 de canalizacdes ativas no ponto z, e tentamos en-
contrar uma diregdo de descida dj. interna a face associada a [ (isto ¢, sem alterar
o valor das variavels que estdo nos limites). Para tanto, ignoramos a cxisténcia das
outras restri¢des. Em seguida, determinamos A tal que = 2 + Ady minimiza ¢{z) na
dire¢do definida por dj mantendo a factibilidade com relacho as canalizacoes que ndo
estavam ativas em . Se uma restricdo passou a ser ativa em Z, é preciso inclui-la em
I, depois do que podemos passar a iteragdo seguinte. Por outro lado, no caso de termos
encontrado o ponto de minimo na face associada a I {ou seja, se dy = 0 ) calculamos os
multiplicadores de Lagrange correspondentes as restricbes ativas e verificamos se seus
sinais estdo de acordo com as condi¢oes de otimalidade que iremos estabelecer na segio
1.2.2. No caso destes sinais estarem corretos, paramos o algoritmo {pois ja obtivemos
a solugdo do problema), senfio escolhemos uma restri¢do ativa e a excluimos de 1.

o algoritmos baseados no método do gradiente projetado (veja [4], [12], [31]) que tentam
corrigir as inconveniéncias gue se manifestam quando se usa a estratégia das restrigoes
ativas para resolver problema grandes, quais sejam a lentiddo com que se adiciona ou
exclui restrigdes do conjunto / citado acima e a necessidade de minimizar a fungéo
objetivo dentro de uma face antes de tornar livre uma varidvel. Para tanto, os al-
goritmos mais modernos desta classe (como o descrito em [31]) empregam o método
dos gradientes conjugados para encontrar direcges de descida denfro de uma face e o
método do gradiente projetado para alterar vdrias componentes de [ antes mesmo do
pouto de minimo na face ter sido encontrado.

Recentemente, Friedlander e Martinez {17] propuseram um método que combina
a estratégia das restrigbes ativas e o gradiente projetado. Nesta terceira linha de trabalho,
uma face é explorada com o auxilio do método dos gradientes conjugados, mas sem que seja
necessdrio encontrar nela o ponto de minimo da fungdo quadrédtica. A face é abandonada
numa iteracdo & quando € possivel garantir que saindo dela conseguiremos reduzir a funcao
objetivo a um valor menor do que poderiamos obter nos pontos contidos numa hola de
determinado raio centrada no ponto zj;. Neste caso, usa-se a diregdo definida pelo gradiente
projetado ou pelo gradiente “chopado” (cuja descrigiio serd feita na préxima secio).

Foram os bons resultados apresentados por este 1iltimo método que encorajaram
a elaboragio do algoritmo que passamos a descrever.

1.2 O algoritmo QuaCon

Reunindo resultados tedricos obtidos por Friedlander e Martinez [17] e novas
propostas para a minimizagao dentro de uma face, com base em diferentes alternativas
descritas por Friedlander, Martinez e Raydan em [20] e [19], elaboramos um algoritmo, que
passou a ser denominado QuaCon, cujas caracteristicas principais sio;
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¢ 0 uso do gradiente “chopado” nas mudancgas de face;

¢ 0 abandono de uma face F' com base na relagio entre a norma da componente do vetor
gradiente que é perpendicular a F e a componente tangente a F'; e

s a utilizacdoe de diferentes métodos para minimizacio irrestrita de acordo com a di-
mensio da face na qual estamos trabalhando, incluindo a decomposi¢ao de Cholesky, o

método dos gradientes conjugados e métodos de gradiente com retardo (apresentados
em [19]).

1.2.1 Defini¢oes € notacgao
Por comodidade, e também por uma questdo organizacional, vamos resumir
abaixo as principais defini¢des necessarias 4 descricdo do algoritmo QuaCon, juntamente
com alguns detalhes referentes & notacdo adotada no texfo.
e A regifo factivel do problema, €2, é dada por:
Q={re R"|I <z <u} (1.2}
e O vetor gradientc calculado em x é

g{z) = Vg{z) = Hx + 5. (1.3)

e Para representar corretamente as canalizacoes inferiores ¢ superiores ativas na face
em que estamos trabalhando, definimos I; e I,, subconjuntos de {1,2,...,n} tais que
LN, =0 (vide a descrigio de Fy feita abaixo).

s O conjunto que identifica todas as restrigdes ativas é I = LU I,.

e Descrevemos F; C {1, a face aberta de §2 associada aos conjuntos I; e [, por

Fr={zeQ|z=44seiel;, o;=u;sei€ I, [; <z <u; caso contrdrio }. (1.4)
s Desta forma, a varicdade afim correspondente a F; é dada por
IFrl={weR"|w,=lisei €}, wy=u;se1 € I} (1.5)
e Definimos, também, S(Fr), o subespago paralelo a [F;], como

S(Fp)={w e R" |w;=0seie ;UI,}. (1.6)
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e O fecho de F; é, entio, Fy=Qn [F1].

» A dimensio de S(Fy) é
dim Fr=n — |I]. (1.7)
o Para cada ponto w € (), o gradiente projetado em w, gp{w), é um vetor tal que
0, se w; = I e g(w); > 0;
gr(w) =< 0, se w; = u; e g(w); < 0, (1.8)

g{w);,  caso contrdrio .

e Para um ponto z € F; podemos dividir ¢g,(z) em duas componentes, o gradicnte in-
terno, gr{x), e o gradiente “chopado”, go{z), de modo que g,(z} = gr{z) + gc(=);

O gradiente chopado, introduzido em [18], é definido por

0, sei & LUy
ge(z)i = { gr(z);, caso contrério . (19)
e J4 o gradiente interno é dado por
0 sei € LU
. H ! Nl
g1()i { gr(z)i, caso contrério . (1.10)

1.2.2 Condicoes de otimalidade

As condigdes necessérias e suficientes para que um ponto x seja minimo global de
1.1 sdo dadas por:

g(’r)'—/\g—-/\u=0,

Az —1)=0,

Nolg —u) =0, (1.11)
<z <,

Ap2 0, Ay €0,

onde ); e A, sdo vetores de multiplicadores de Lagrange assaciados as canaliza¢oes inferiores
e superiores respectivamente. Estas condigdes podem ser confortavelmente resumidas na
eXPressao:

grz) = 0. (1.12)

O lema abaixo, retirado de [17], mostra que se £ é um ponto estaciondrio do
problema restrito a F; podemos concluir que ¢ é um minimizador global de 1.1 ou que g.(%)
né&o é nulo. Neste tltimo caso, go(Z) fornece uma estimativa dos multiplicadores de Lagrange
que ndo satisfazem 1.11 por estarem com o sinal trocado.
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Lema 1.1 Se & € F; € tal que ¢(2) < ¢(z) pare todo = € Fy, entdo é equivalente dizer que

q(z) < q(z) para todo = € §), ou que go(&) = 0.

Demonstragao. Veja [17). O

1.2.3 Descricao do algoritmo

Para definir QuaCon admitimos a existéncia de um ponto inicial zg € £ ¢ dos
parametros & € {0,1) e § > 0 (além de outros pardmetros utilizados nos critérios de con-
vergéncia, que serdo enumerados posteriormente}. Também iremos assumir que, em cada
iteracio k, o ponto zy pertence a uma face Ff de , de acordo com (1.4), e que a varidvel
légica MudaFace indica se decidimos ou nao abandonar uma face.

Algoritmo 1.1 QuaCon

1. ENQUANTO n3o € obedecido algum critéric de parada REPETIR
1.1. MudaFace— falso;

1.2. SE lge(w)lla > Ollge(xe)|2.

1.2.1, T—argmin{q(y) |y = zx — Agelzr), v € O}

1.2.2. SE q(z)} < q(zw) — 6||9:(zx)||2.

1.2.21. Thi1 T,

1.2.2.2. MudaFace—verdadeiro;

1.3. SE (NAO MudaFace),

1.3.1. Encontrar & € [F}] tal que ¢(Z} < q(zg);

1.3.2. SE z e FF,

1.3.2.1. Tpy 1T

1.33. CASO CONTRARIO

1.33.1. Encontrar 25, € FF — FF tal que ¢(zpq1) < g{zx);
1.4, Atualizar o conjunto I para definir a nova face Ff.

15. he—k+ 1,

Em cada iteragao do algoritmo 1.1 executamos, antes de mais nada, um teste
(apresentado no item 1.2) que evita a minimizacao exata da fun¢do na face, induzindo um
passo na dire¢do do gradiente “chopado”. Entretanto, este passo (1.2.1} pode ser recusado
se ndo provocar um suficiente decréscimo da fungdo objetive (conforme 1.2.2). A inclusdo
deste ultimo critério foi feita apenas para garantir a convergéncia do algoritmno quando hi
degeneragio dual. Nos casos em que a degeneragdo néo € problema usamos § = (.

Permanecendo na mesma face, escolhemos uma das diferentes alternativas de
passo dispoufveis para o problema de minimizaco irrestrita em [Fy| (item 1.3.1}, as quais
defalharemos em uma préxima se¢do. No caso de encontrarmos um ponto fora da regifo
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factivel, fazemos uma busca projetada para encontrar um novo ponto na fronteira de F
{1.3.3.1).

Nao € dificil garantir que Quacon estd bem definido, bastando para isso que nos
detenhamos um pouco mais nos itens 1.2.1, 1.3.1 e 1.3.3.1 do algoritmo. Em primeiro lugar,
no caso de go(zx) ser suficientemente grande, recorremos ao lema 3.1 de {17] (que iremos
nos abster de repetir aqui) no qual Friedlander e Martinez mostram ser possivel executar
um passco nesta diregdo. Por sua vez, a reducdo do valor da fun¢o guadrdtica quando nos
movemos dentro da face (item 1.3.1) sempre é conseguida em virtude de serem convergentes
os métodos de minimizagao irrestrita utilizados. Finalmente, a convexidade de ¢{z) implica
que a busca projetada ird gerar um ponto zp,; tal que ¢(zxyy) < g{z), como veremos na
secao 1.2.5.

1.2.4 Critérios de parada

Os critérios de parada adotados pelo algoritmo sao trés:

e Critério absoluto de convergéncia. Paramos quando a norma do gradiente projetado é
muito pequena:

| |.‘7P($k) ‘ I2 S €qa-

o Critério relative de convergéncia. Paramos quando o gradiente projetado é pequeno
se comparado ac valor obtido na primeira iteracao:

lge(ze)ll2 < e [lgp(za)lla-

e (ritério de progresso wmsuficiente. QuaCon também € interrompido sc o progresso
obtido numa iteragio, medido em funcéo do valor de ¢{x), é relativamente pequeno:

o(oe1) = ala) < e max {alzin) - qles):

Os valores de ¢, > 0, ¢, € [0,1) e €, € [0, 1) devem ser fornecidos como dados de
entrada do programa.

1.2.5 A busca projetada

A busca projetada ao longo da direcdo dg, partindo de zg, sugerida no item 1.3.3.1
do algoritmo, é [eita nos mesmos moldes de [21] e [31]. Definida a proje¢do de um ponto
sobre a caixa como o vetor P[z] cuja i-ésima componente é dada por

Plz]; = max{l;, min{z;, u;}} (1.13)
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queremos encontrar o tal que ¢(a) = q(Plzy + ady]) < q{zp)l.

A fungio ¢(a) = Plzy+ady], embora continua, é linear por partes. As mudancas
de inclinagio da fungfo ocorrem sempre gue alguma componente de z atinge um de seus
limites. Os m pontos de mudanga de direcdo correspondem a valores especificos de o que
podem ser enumerados em ordem crescente

0<ay < @< -+ < @y

de modo que (o) é linear no intervalo [a;, &;41].
Os valores de & e &, séo facilmente determinados por

a1 = max{a > 0{zx + ady € Q}; (1.14)

am =min{a > 0| (xx); + alde); = L; ou (zg); + aldg)i = uy, 2= 1,...,n} (1.15)
Inicialmente, atribuimos a a o valor que minimiza ¢{a} supondo que o problema
é irrestrito e envolve apenas as varidveis livres:
¢'(0)  di(Hzi+)h)
$"(0) di Hd,

o = (1.16)

Obviamente, se este valor de ag € menor ou igual a &3 néo hd problema em aceitar

Tks1 = Tk + aodi. Pensemos, entdo, no caso e que ag > @3, para o qual desenvolveu-sc o
algoritmo 1.2.

Algoritmo 1.2 Busca projetada

1. a+— min{ag, G}
2. ENQUANTO {(q(P[zr + ady]) > g{zx)) E @ > &; REPETIR
2.1 g — — - P’ ;
(@) -(0)—# (0} )’
2.2. SE 0.l € oy €090,
22.1. Qg
2.3, SENAO
2.3.1. ae—af2;
3. SE o < @y,
3.1 re—fr 1.

O critério de parada da busca projetada exige apenas que consigamos um ponto
capaz de diminuir o valor da Fungdo objetivo com relagao a xg. Se cste ponto ainda nao foi

TEwbora nsemos subindices Lanto para representar as comnponentes de unt vetor coino a ileragio na qual
astamos trabalhando, néo parece haver nisto motivo para confuso euntre os dois signilicados. Mas para ter
certeza de que a notaclo é clara, cabe citar que o indice k nesta fdrmula representa a iteragao.
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encontrado, calculamos a,. o minimizador da pardbola que interpola ¢(0) = g(zy), ¢'(0) =
g(zp)dy e ¢la) = q(Plzy + ady]) (veja 2.1). O novo valor para o s6é é aceito se oy €
[0.1e,0.9¢r]. Caso contrario reduzimos a pela metade.

O ciclo também pdra se o € menor que &, ja que sabemos ser este valor aceitdvel.
Para comprovar isso, basta observar que ndo hd mesmo, nesse caso, nenhuma projecio. Se
juntamos a isso o fato do minimizador de ¢{z) na diregdo dj nédo estar dentro da face, e
lembramos que a func¢io quadratica ¢g(z) € convexa, podemos garantir que

g(zg + ady) < g(zi). (1.17)

Este resultado é, inclusive, usado para mostrar que a busca projetada estd bem
definida, posto que dividimos o pela metade a cada recusa de um novo ponte, o que certa-
mente implica que iremos satisfazer um dos dois critérios de parada do algoritmo 1.2 em um
miumero finito de iteragoes. '

1.3 Alternativas para o calculo da direcao

O item 1.3.1 do algoritmo consiste em encontrar Z € [Ff] tal que q(Z) < q(z4).
Uma vez que as restricdes do problema sfo de canalizagdo, podemos usar para isso al-
gum método de minimizagao irrestrita de funcdes quadréticas convexas. As alternativas
disponiveis em QuaCon incluem:

1. O uso da decomposicao de Cholesky. A forma mais ébvia de encontrar uma direcao de
descida em [F;] consiste em determinar o minimizador da quadrdtica nesta variedade
afim através da resolugao por um método direto do sistema linear reduzido.

ZTHZz = 2% (b — Haxy) (1.18)

onde, naturalmente, H e b foram extraidos do problema 1.1, £ contém apenas dimFy
elementos, xy é um vetor tal que

Et' 5 (.’Bk):;, = -'fi
{(r)i=14 i se(ze);=w (1.19)
0 caso contrario .

e Z é uma matriz de dimensao # x dim Fr, cbtida a partir da matriz identidade pela
exclus@o de suas colunas que correspondemn as varidveis fixas na face Fy.

Uma vez que a matriz H ¢ simétrica, optamos por decompé-la na forma
LDLT usando uma fatoragdoe de Cholesky que leva em conta a esparsidade de ZTHZ.
Postergaremos para a secdo 1.5 o detalhamento da implementacio computacional deste
método, junfamente com o procedimento adotado quando a matriz H é quase singular.
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2. O método dos gradientes conjugados. Por convergir, a0 menos teoricamente, em um

numero finito de passos, este é o método mais lembrado quando se trata de resolver
de forma iterativa o sistema linear associado a uma face F;. Neste caso, se estamos
realizando a primeira iteragdo em Fy usamos

dy = 91(33.’«): (1-20)
e nas demais itera¢des
di, = g1(@x) + Pydic-1, (1.21)
onde lor(l
9:(zi)l3 .
B, = 91ZkNla_ 1.22
“ Tlor(en)| B .

seguindo a descricdo de Golub e Van Loan [23] para o cldssico algoritmo. de Hestenes
e Stiefel [26].

. Métodos de gradiente com retardo. Introduzida por Friedlander, Martinez e Raydan

em [19], esta classe de métodos de minimizacao de quadréticas é composta de genera-
lizacoes do método de maxima descida, do qual herdam a diregio escolhida em cada
iteracdo, diferindo tdo somente na escolha do comprimento do passo.

Para melhor ilustrar este tipo de método, vamos fixar a notagido usada
tomando como base uma iteragio — digamos a de {ndice & — do algoritmo de maxima
descida, que pode ser descrita como:

Trp1— Tk + Apgr(Tr), (1.23)
onde .
Ap = — gf("’”’“gp ACIN (1.24)
gr{ze)TH g, ()

Barzilai e Borwein [1] propuseram uma modificacao do método de méxima
descida que consiste em tomar o valor de A calculado na iteragdo anterior:

"

1Tk + Ap_19,(Tk), (1.25)

mantendo, é claro, o cilculo de A;. A escolha de A_; é arbitréria.

Friedlander, Martinez e Raydan [19] sugeriram outras variantes do método
da méaxima descida na forma:
Tk + Aoy g:(Tr), (1.26)

onde v(k}, o retardo wdotado na iteragao k, é um indice que pode ser escolhido de
diferentes maneiras dentre os elementos de {max(0,k —m),..., & — 1, k}. O valor de
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m. & conhecido como o retarde mdrimo, e é um pardmetro de entrada do algoritmo,
Em virtude de nao dispormos de m + 1 valores para A nas primeiras iteracoes, o indice
da iteragdo correspondente ao retardo maximo é dado por & = max{0, — m}. Como
se observa, se adotamos v(k) = k obtemos o método de mdxima descida. Além desta
alternativa, QuaCon ainda dispde das seguintes formas de escolher v{k):

(a) retardo mdzimo: v{k) = k. O método de Barzilai e Borwein é um caso particular
desta opc¢do, e ¢ obtido fazendo m = 1;

(b) retardo aleatério: v(k) € um nimero aleatério entre k e k;

(c) retardo ciclico: v(k) =k — (k mod (m + 1));

(d) retardo com o passo mazimo: v(k) = argmax{Az, ..., Ax};

(e) retardo com o passo minvmo. v(k) = argmin{Ag, ..., Ac};

(f} retardo minimo-mdrimo: v(k) = k se k & par, v(k) = k se k é impar (de outra

maneira: v(k) = max{0,% — ((¥ + 1) mod 2)m});

(g) retardo aleatdrio exzcetuando o método de mdzima descide: v(k) é um nimero
aleatorio entre k e k& — 1;

Essas varias opgbes para a escolha do passo produzem algoritmos que, em-
bora convergentes como 0 método de maxima descida, deste também diferem em outro
ponto fundamental: a nfo monotonicidade. Enquanto no método do gradiente geramos
a cada iteragio um passo que reduz o valor da fun¢io objetivo, o mesmo nao acontece
obrigatoriamente quando escolhemos um comprimento de passo com retardo. Com isso,
é preciso fazer algumas iteragbes até conseguir um ponto que forneca um decréscimo da
funcéo quadrética, como pede o item 1.3.1 de QuaCon, para entdo prosseguir fazendo
a busca projetada. Desse e de outros pormenores voltaremos a falar mais tarde, na
secdo dedicada exclusivamente & implementacdo computacional.

A determinagao do método mais indicado para a minimizacio de g(x) em [Fy]
é dificil e depende, denfre outros fatores, da dimensio da face Fy, da disponibilidade de
memoria do computador no qual implantamos QuaCon, do padrao de esparsidade da matriz
hessina H ¢ do bom ou mal condicionamento desta matriz, devendo ser feita, portanto, com
base nas particularidades de cada problema.

Em linhas gerais, como a resoluc@o do sistema reduzido 1.18 fornece j4 na primeira
iteragdo o minimizador da funcdo quadritica em [F;|, dever-se-ia optar por determinar desta
forma o vetor dj sempre que a dimensio da face e o padrio de esparsidade da matriz hessiana
reduzida assim o permitissem, deixando o método dos gradientes conjugados para sistemas
nos quais a matriz é um pouco maior ou mals densa, desde que bem condicionada. Os
métodos com retardo serviriam para sistemas muito grandes, em virtude de serem muito
econdmicos no que diz respeito a memdria computacional e ao tempo gasto em cada iteracao.

Mas como ndo é possivel definir de uma forma mais genérica qual alternativa
QuaCon deveria empregar para a minimizacdo denfro da face, estabelecemos uma regra
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bastante elementar. Se dim F7 € menor gne um valor limite fixado em fung¢io do problema que
estamos resolvendo, usamos um método direto, caso contrario optamos por um unico método
iterativo que também deve ser arbitrado antecipadamente {de acorde com as caracterfsticas
. da matriz H).

1.4 Resultados Teodricos

Os algoritmos mais recentes para minimizagao de quadrdticas convexas em caixas
costumam apresentar resultados de convergéncis fortemente baseados no desempenho do
método usado na minimizacdo irrestrita dentro das faces do politopo definido pelas ca-
nalizagBes. Apenas para corroborar esta afirmacio, lembramos ter sido a propriedade de
terminacgao finita do método dos gradientes conjugados invocada por Moré e Toraldo [31] e
Friedlander ¢ Martinez [18] para garantir a convergéncia em um niimero finito de passos de
seus proprios algoritmos.

Nao seria, portanto, a QuaCon que ousarfamos dispensar tratamento oufro
daguele usado nestes ja citados exemplos. E é exatamente por este motivo que iremos nos
limitar a estudar a convergéncia do algoritmo, ndo lhe exigindo terminagio finita, uma vez
que esta propriedade nao é observada pelos métodos de gradientes com retardo, empregados
por QuaCon para a minimizagdo nas faces (vide [19]).

Cabe ressaltar também, antes de prosseguir, que tude aquilo que apresentaremos
nesta se¢io nada mais é que uma reprodugéo dos resultados obtidos em [6).

Feita esta ressalva, comegemos por estabelecer wm tecrema que garante um
decréscimo suficiente da fungdo objetivo quando usamos o gradiente “chopado” como ve-
tor diregdo.

Para tanto, ndo so serd preciso supor a existéncia de um valor L > 0 tal que
||H||2 < L, bem coino definir v = min{u; — ;|7 € HUIy} e lembrar que, dada a convexidade
de g(2), podemos escrever, para todo z, 2 € IR™,

1

0 < qlz) — glx) = Va(e) (2 — ) = 5z~ ) H(z ~ 2) < oIz — 2} (1.27)

Lema 1.2 Se o wvalor de T € definido como no item 1.2.1 do algoritmo QuaCon , entao

_ . Ay A
o(er) = a(®) = mind Fllge(on)lla, 37 llortor) 13}

Demonstragao. Uma vez atingido o item 1.2.1 do algoritmo, é possivel garantit que ge(xg) 7
0. Assim, x ~ Age(zy) € 0 para todo X € [0, A}, onde
Y

TP

(1.28)
Delinida a funcao quadratica
. A2 .
(i — Agelan)) = alze) = AVq(zr) golzr) + ?Qc(frk)Ich(xk)? (1.29)



1.4. RESULTADOS TEORICOS 15

o tinico minimizador de ¢{z) — Ayc(zs)) no caso de go(zs)” Hge(zs) # 0 é dado por

[EZEDIIE
ge{zk)THge(mr)

AY =

Consideremos, inicialmente, o caso em que z; — A¥ge(zy) ndo ¢ factivel. Se isto ocorre,
podemos escrever B
7 = argmin{q(y) | y = z& — Age(zi) € O}

e também N -
9(@x — Ago(Tr)) 2 a(zk — Age{as)). {1.30)

para algum A tal que A < A < A*. Substituindo A dado por (1.28) em (1.29), obtemos

7290(15!:):”}{9'0(37;:)
2092613

Usando novamente (1.28) para reescrever o dltimo termo da equacio acima e lembrando que
A" > A, transformamos (1.31) em

g(zx) — g(zr — Ago(zi)) = ¥llge(ze)|le — (1.31)

a(zx) = gex = Jgelen)) > Slgo{wn)lle (1:32)

Combinando (1.32) e (1.30) cotn a desigualdade do passo 1.2 de QuaCon, obteinos, entéo,

oen) ~ 0(@) > Taclailllz > Lllas(zoll (133

Passemos agora a analisar a situagdo em que 2, — A ge(zy) ¢ factivel ¢ é, portanto, o valor
adotado para Z. Neste caso,

(/\*)2 . ”Qc(mi)[ld
y ol Hoclo) = 5 S e

q(zg) — q(8) = (1.34)

E, com base nesta equacio, em (1.27) e no item 1.2 de QuaCon, escrevemos diretamente

1 f
ataw) = 1(2) > lloolmlly > o llgn(ee)ll (139
Finalmente, no caso em que ge({xy)T Hgelry) = 0, usamos (1.31) para obter
a(wr) — aler = Agolzi)) = Yllge(za)ll2
e, por ser q(Z) < g{zr — Age(zr)), escrevemos, entéo,

q(zx) — a(z) > Yllgc(zi)lla > 67|]gr(24)]2. O

Posto este lema, estamos prontos para demonstrar a convergéncia do algoritmo:
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Teorema 1.1 Se z* ¢ um ponto de acumulagio de {xx}, o segiéncia infinita gerada por
QuaCon, entao z* € um ponto estaciondrio do problema (1.1).

Demonstra¢ao. A existéncia de pontos de acumulagio para {z;} é assegurada pelo fato da
seqiténcia permanecer em §2, um conjunto fechado e limitado.
Provemos entdo que ao menos um destes pontos de acumulagdo é um ponto
estaciondrio de (1.1). Para tanto iremos supor, por contradigao, que existe € > 0 tal que

llgp(zk)|2 > € para todo k. (1.36)

Consideremos primeiro a hipétese da condigdo estabelecida no passo 1.2 do
algoritmo? ser atendida apenas em um numero finito de passos. Neste caso, existe ky tal que
para todo & > kg temos zp € Fy para um conjunto 7 fixo. Com isso, a partir de & = kg,
os pontos da seqliéncia 580 gerados por um método de minimizacio irrestrita (passo 1.3.2.1)
usado denfro de Fy. Se este método € convergente, entdo ¢;(z;) tende a zero & medida que
k vai para infinito. Sendo assim, como estamos admitindo ser verdadeira a equacgio {1.36),
em algum passo k > ko suficientemente grande teremos satisfeito a condicio do item 1.2 de
QuaCon, o que contradiz nossa hipétese.

Suponhamos agora que existe um conjunto infinito de indices K7 € IV tal que a
condigdo do item 1.2 de QuaCon ¢é satisfeita para todo k € K;. Seja k; o j-ésimo indice em
K. Com base no fato de {q{z;)} ser monotonicamente decrescente, escrevemos

ky—1 -1
glog,) — alzm) = 3 (qlo) —alz)y < > (alwn) — alm)
=k g K, =k

Usando agora ¢ lema 1.2, temos

i . Oy 8 )
glag) —qlzn) < D *Irlll‘l{-j*ligp(m)llza ggllgp(xz)Hg}

leKy, =k
e uma vez que ||gp(x;)||2 > € para todo | € K7,

.. By 8
qleg,) — qlzg,) < =3 mln{—é—‘e, EEQ
donde concluimos que
lim g(zp,) = —oco,
j—reo

o que contradiz o fato de g{z} ser limitada inferiormente em £2.

Assim, ao menos um dos pontos de acumulagio de {x;} ¢ também um ponto
estacionario de (1.1).

Chamemos este ponto de z*. Como a seqiiéncia {q(x)} gerada por QuaCon é
mondtona decrescente, temos que q(%) = ¢(z*) para todos os outros pontos de acumulagao

2Oll seja, ch(:;:k)”'z = lgl|gp(3;k)”2, pard 0< @<l
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z # z* de {zx}. E sendo g(z) uma fungio quadritica convexa e z* um ponto estacionério,
concluimos finalmente que g,(Z) =0. O
Uma das conseqgiiéncias imediatas do teorema acima é o

Coroldrio 1.1 Se o problema (1.1) tem apenas uma solucao a*, entao a sequéncia {r;}
gerada por QuaCon converge para z*.

Também podemos usar o teorema 1.1, juntamente com o coroldrio 3.6 de [7], para
demostrar o seguinte resultado:

Coroldrio 1.2 Se {2} ¢ uma sequéncia gerada por QuaCen gue converge para um ponio

estaciondrio que nao € dual degenerado = € se x* € Fy. |, entao existe k € IN tal que
zy € Fre para todo k > k.

A propriedade de identificacdo em um nimero finito de iteragdes da face étima
do problema de minimizacio no caso deste possuir uma solugdo 6tima que nao é dual de-
generada, descrita no corolario acima, pode ser generalizada no

Teorema 1.2 Se nenhum dos pontos de acumulagdo de uma sequéncia {zi} gerada por
QuaCon ¢ dual degenerado, entao exisic k e uma face Fr tal que x € Fr para todo k > k.

Demonstragdo. Por contradigdo, admitamos que existe uma face F; e um conjunto infinito
Ky C IV tais que = € Fy e xp+1 € Fy para k € K. Ent&o zxy1 € obtido pelo passo 1.2.2.1
de QuaCon® para todo £ € K, e assim uma das restricoes que define F; deixard de estar
ativa em um subconjunto infinito Ky C K;. Sem perda de generalidade, suponhamos que
esta restrigio é.z; = l;, de modo que j € Ii{wx) € 7 € Li(wryq) para k € Ko Assim,

dq

833_? (.’Lk) 0. (137)

Por outro lado, se ¥ é um ponto de acumulagio de {zt}rer,, entdo 27 =1, e

usando (1.37), temos
9 ") > 0.
83:5,

Mas, pelo teorema (1.1), z* é wm ponto estaciondrio, de modo que —Qf-('c*) =0,
o que contradiz o fato de z* nao ser degenerado. U ’

Depois de apresentados tantos resultados tedricos baseados na hipétese de que o
problema nfo seja dual degenerado, vejamos 0 que acontece nos casos em que este 1iltimo
fendmeno ocorre.

Podemos demonstrar nao s6 que QuaCon converge mas que é capaz de identificar
a face 6tima de um problema do tipo (1.1) mesmo que este seja dual degenerado, desde que

Sappr-argmin{g(y) |y = 2 — Agelak), v € Q).
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incluamos como condi¢do adicional para abandonar uma face (no item 1.2.2 do algoritmo)
a exigéncia de que o novo ponto zy.q, isto é, o minimizador da funcéo ¢({z) na direcio do
gradiente “chopado”, obedega o seguinte critério de decréscimo suficiente:

q(Zre1) < glzr) = 8[|g: (2]l ]2, (1.38)

onde § > 0.

Este novo critério é usado no seguinte lema para mostrar que se saimos de uma
face na iteragio k, em nenhuma iteragio posterior de QuaCon retornaremos a algum dos
pontos da face inscritos numa bola com centro em x; e raio 6.

Lema 1.3 Sejam z;, € Fr e o ponto x4 gerado no pesso 1.2.1 do algoritmo. Se zpyy
satisfaz a condigao (1.38), entao para todo T € Fy tal que ||Z — zp)l2 < 6 vole a desigualdade
g{zrt1) < q(3).

Demonstragao. De (1.27) temos, para todo Z € Fi,
AZ) > qloe) + g:r(wi) T (2 — zp).

Usando, entdo, a desigualdade de Cauchy-Schwarz ¢ (1.38) podemos escrever, para todo
T € F; tal que ||;E — :{:k”g < §,

q(%) =2 qla) + 6llgi(er)lls > ¢(@psn). O

Terminando esta se¢io, usamos este dltimo resultado para estabelecer, finalmente,
a convergéncia global de QuaCon mesmo na presenca de degeneracio dual:

Teorema 1.3 Se {x;} € uma segiéncia gerada por QuaCon, entdo {zi} converge para
x*, uma solugao globul do problema (1.1). Além disse, existe uma face Fy e um indice kg > 0
para 05 quais nao somente ty € Fr para todo k > ky como também o* € F;. No coso de z*
nao ser dual degenerado, x* € Fj.

Demonstragao. Com base no lema 1.3 e no fato de ser finito o mimero de faces de €2, é possivel
definir kg e F; tais que = € F; para todo k& > kg, Entdo, a partir de kg, a seqiiéncia {zy}
é gerada por um método de minimizagdo irrestrita que converge em F;. Usando o teorema
(1.1), concluimos que {z;} converge para um ponto estaciondrio z* € Fy, ou z* € F; no ¢aso
de z* nao ser dual degenerado, O

De forma diferente do que acabamos de apresentar, Friedlander ¢ Martineg {17],
cin artigo recente, impuseram um critério para mudanga de face que envolvia o uso de um
limitante para a norma da matriz H como forma de garantir a convergéncia de seu algoritmo
quando submetido a resolucdo de problema degenerados. Entretanto, uma vez que este tipo
de limitante é dificil de calcular na maioria das aplicagoes recais, optou-se por incluir em
QuaCon um teste mais simples que dependesse de termos conhecidos come ¢{z) e g,{x).
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1.5 Aspectos Computacionais

Depois de termos comentado a importancia tedrica dos métodos de minimizagao
irrestrita utilizados por QuaCon dentro de cada face, parece oportuno lembrar que deles de-
pende nédo s6 a convergéncia mas também a eficiéncia do algoritmo. Isto porque enquanto em
cada um dos demais passos de QuaCon efetuamos algo em torno de n operagdes aritméticas,
onde n € o nimero de varidveis do problema, o calculo da diregdo interna a face pode vir
a consumir, em cada iteragdo, um valor cuja ordem de grandeza estd préxima a n? ou n3
operagdes. E como até mesmo o nimero de iteragoes realizadas pelo algoritmo estd inti-
mamente relacionado ao método usado neste passo, julgamos conveniente voltar ao assunto
para tornar mais claro aquilo que foi comentado de forma propositalmente superficial até
agora.

Dividiremos, entao, esta se¢io e trés para podermos analisar separadamente os
aspectos mais relevantes de cada método de minimizacio. '

1.5.1 A decomposicao de Cholesky

Examinemos primeiro como minimizar uma funcao quadratica convexa
1 ¢ T
q(z) = 5% Hz 4+ b2, (1.39)

resolvendo por um método direto o sistema linear

Para simplificar a notagao, consideramos aqui que a matriz simétrica H € R™"
e os vetores b € IR™ e z € IR™ correspondem ao problema quadritico ja reduzido a face F (de
dimensdo n) na qual QuaCon esta trabalhando, ndo contendo consegiientemente os dados
das varidveis fixas em F {vide 1.18).

Se decompomos a hessiana do problema na forma

H=LDL". (1.40)

onde L € uma matriz triangular inferior unitdria ¢ D € diagonal, o sistema passa a ser escrito
como LDLTz = —b e podemos encontrar facilinente sua solugdo por intermédio da seguinte
seqliéncia de passos:
Ly=-b, Dz=y; LTz = 2.
Obviamente, a resolugiio destes trés dltimos sistemas é elementar, motivo pelo
qual deteremos nossa atengdo na fatoragio de Cholesky (1.40) de H.

Os elementos da j-ésima coluna de L e de D podem ser obtidos de forma simples
em fungdo das colunas de indice menor através das expressoes:

i—1
di o hy— D dpld (1.41)
k=1
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1 =1
L — I(h,,-,j— S dilinla), F=d+1,...,n.
‘7 k=1

Mas embora a decomposicdo de Cholesky seja simples de calcular, seu emprego

em QGuaCon possui alguns grandes inconvenientes, dentre os quais salientamos

e A obrigatoriedade de efetuarmos n iteragoes para determinar I e DD, mesmo que te-

nhamos que abandonar a face logo apos a determinacao do minimizador da quadratica.
Nas faces muito distantes da solugdo 6tima do problema, a determinacio precisa do
minimizador da quadratica pode ndo ser necessiria e tampouco conveniente.

O alto consumo de memoria computacional. Dependendo da dimensio e do padrio de
esparsidade da hessiana do problema, o espago necessdrio para armagenar a matriz L
pode ser um fator limitante para a triangularizagio de H. E além de nao ser possivel,
geralmente, prever de forma inexpensiva o tamanho da estrutura de dados que deve
ser usada para armazenar L, existem mesmo casos em que H é hastante esparsa mas
a matriz triangular oriunda da fatoracgio é densa.

Por outro lado, se o sisfema ¢ suficientemente pequeno ou se, como fruto da

decomposi¢do, obtemos L muito esparsa, a ado¢io de um método direto para resolver (1.39)
torna-se extremamente atraente.

Levando em conta todas estas observagGes, a implementacgdo computacional da

decomposicao de Cholesky foi feifa de modo que:

(]

Adotamos este tipo de método sempre que a dimenséo do sistema for menor que un
limite, LimChol, passado para QuaCon como parametro, desde que a memdria do
computador assim o permita,

O algoritmo considera densa uma matriz se suas colunas contém menos clementos que
um valor inteiro fixo LimDen, ou se a densidade da coluna (ou seja, o nimero de

elementos ndo nulos dividido pela dimensdo da matriz) é maior que outro pardmetro
FracDen.

Se L é densa, guardames seus elementos por colunas em um vetor U. A matriz diagonal,
por sua vez, ¢ armazenada em outro vetor Diag.

Salvo se um dos critérios descritos acima indicar que L deve ser considerada densa,
aplicamos uma decomposicao esparsa. Com isso, guardamos em U e Coll/, novamente
por colunas, o valor e o Indice da linha correspondente a cada elemento nao nule de
L. Fornecemos ainda outro vetor, IniLU, cuja componente IniLU (k) indica a posicao
em U e CollU do primeiro elemento da coluna & de L.

A estrutura de dados usada para definir L pode ser hibrida. Ohserva-se com o decorrer
da decomposicao de matrizes esparsas uma tendéncia de aumento da densidade das
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colunas de L, pela introdugio de elementos nao nulos em posi¢des que originalmente
continham zeros, fenémeno que conhecemos como preenchimento. Se, com isso, em
algum momento um dos critérios descritos no item 2 for atendido, a parte ainda nio
decomposta da matriz passa a ser tratada como densa.

6. Né&o se supde disponivel a estrutura de dados do fator L no inicio da decomposicio. Dito
de outra forma, em QuaCon néo é feita uma fatoragdo simbdlica, jd que a dimensdo
de H pode variar muito entre as iteragoes.

7. A parte do algoritmo que depende do probiema que estamos resolvendo fica confinada
na subrotina PegaColHess que deve ser criada de forma a fornecer cada coluna da
hessiana original de (1.1) usando dois vetores, nm contendo os elementos nao nulos da
coluna e o outro os indices das linhas destes elementos. J4 a eliminacéo dos elementos
correspondentes as varidveis fixas na face F' é feita numa rotina interna a QuaCon.

8. B possivel promover a redugdo do nimero de elementos ndo nulos da matriz L cria-
dos durante a fatoragio através da reordenacio das colunas ¢ linhas de H, o que é
feito com base em um processo heuristico bastante conhecide, denominado metodo
do greu minimo {veja [15]). Obtém-se com isso, geralmente, uma redugéo do tempo
computacional consumido pela decomposicdo, além da economia de meméria.

Entretanto, nma vez que a determinacao desta permutacgido pode ser relati-
vamente cara e como as varigveis fixas do problema nunca si¢ as mesmas em iteracoes
sucessivas, € dificil definir mecanismos para decidir quando é conveniente tentar reduzir
o enchimento em L. Observa-se apenas que parece razogvel tentar manfer a mesma
ordenacdo das varigveis por algumas iteragoes de QuaCon, desde que nfio haja uma
mudanga de face tal que a dimensdo do subproblema aumente.

Embora disponivel em QuaCon, a subrotina de ordenagdo segundo o grau
minimo nio foi utilizada em nenhum dos problemas testados. Em lugar disto preferimos
dedicar um tempo maior & analise das caracteristicas de cada problema e estabelecer
uma ordem inicial conveniente para as varidveis,

9. Admite-se que a hessiana seja apenas semidefinida positiva. Nestes casos, usamos uina
fatoragdo de Cholesky modificada, decompondo a matriz

H=H+E

onde F é diagonal e seus elementos, além de serem maiores ou iguals & zero, sdo tao
pequenos quanto o necessirio para tornar H definida positiva e minimamente bem
condicionada. O procedimento é semelhante aqueles apresentados por Gill, Murray e
Wright [22] e Dennis e Schnabel [14], diferindo apenas levemente na definigio da matriz
E.

Descrevemos simplificadamente no algoritmo 1.3 a decomposicao, incluindo o
tratamento de matrizes semidefinidas positivas, na forma de um algoritmo. Nele, o termo
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nel; que aparece em alguns passos representa o nimero de elementos nio nulos da coluna «
de L, e ZrFat, um nimero positivo pequeno, é o menor valor admitido em D.

Algoritmo 1.8 Decomposigao de Cholesky

1.

2.

3.

3.1
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
35.1.
3.5.1.1.
3.6.
3.6.1.
3.6.1.1.
3.7.
3.7.1.
3711
3.8
3.8.1.
3.8.2.
3.8.3.
3.8.4.
3.9.

Be—0; pe1/[max{l,vn?—-1}]; p«ZrFat;
LimDenen — LimDen+1;
PARA k«1,...,n REPETIR
diagy—hi;, 1=k, ..., n;
B+ max{f,|diagg|}:
B— max{f, pl|diag|}, i =k + 1, ... n;
diagr—diagy + 8,
PARA i—1,... , min{k — 1, LimDen — 1} REPETIR
SE (I # 0), executar como uma operacdo esparsa
diagje—diag; — diagdelr;, =k +1,... n;
SE (k < LimDen},
SE {(nel, > FracDen{n — k + 1)},
LimDen—k:
SE (k > LimDen), executar como uma operagio densa
PARA i—LimDen,...,k — 1 REPETIR
diag;—diag; — diagipile;, j=F+1,... n;
SE (diagy < ZrFat),
c—0;
o max{c, |[diag;|}, s =k +1,...,n;
A+ max{c?/3, |diagy|, ZrFat} — diagy;
diagr—diagy + 6;
Passar os elementos de diag para a coluna & de L;

1.5.2 O método dos gradientes conjugados

A Implementagio computacional do método dos gradientes conjugados nédo cons-

titul dificuldade e decidimos, portanto, ndo nos deter demasiadamente em detalhd-la. Dos
aspectos que mais podem 10s interessar neste método iterativo, citamos apenas que

1. O custo computacional costuma ser pequeno sc comparado ao da decomposicao e
Cholesky, tanto porgue ¢ necessdrio calcular apenas uin passo do méfodo a cada ite-
racio de QuaCon (cnquanto um método direto promove uma minimizagdo exata na
face em que cstamos calculando o vetor diregio, o que pode néo scr necessdrio nem

conveniente se csta face é grande ¢ néo contém a solu¢iao do problema), como pelo
fato da parte mais cara de cada iterago estar rclacionada ao produto da hessiana do
problema por um vetor, o que, como se sabe, exige apenas um numero de operagies



1.5. ASPECTOS COMPUTACIONAIS 23

i )

proporcional a quantidade de elementos ndo nulos em H (geralmente pouco se com-
parado ao nimero operagbes necessarias a fatoracio de uma matriz, inclusive porque
matrizes esparsas costumam sofrer certo preenchimento durante sua decomposicio).

A propriedade de terminacao finita que na teoria o método possui é perdida na prética
em virtude dos erros de arredondamento oriundos do uso de niimeros com preciséo finita
pelo computador. Como veremos na secdo de resultados numéricos, particularmente
se H é mal condicionada, o nfimero de iteracbes efetuadas dentro da mesma face por
QuaCon pode ser muito grande.

A forma de evitar os efeitos negativos dos erros de arredondamento citados no item
anterior costuma estar baseada no precondicionamento do problema. Isto inclui a
solugio por um método direto de um outro sistema cuja matriz M é relativamente facil
de decompor. O precondicionador (termo usado para designar M) fregiientemente nao
passa de uma cOpia incompleta de H para a qual a decomposigio de Cholesky é barata,

Mas como pretendemos resolver problemas grandes, para os quals existe néo
apenas uma certa dificuldade em definir M corretamente, mas também uma limitacdo
natural de memdria computacional, ndo adotamos nenhum tipo de precondiciona-
mento.

A dnica salvaguarda que adotamos para a prevencdo de problemas relativos & con-
vergéncia do método consiste em recomegd-lo em alguns casos. Isto significa que volta-
mos & usar —g,{zx) como diregdo no caso de ja termos efetuado n iteragbes sucessivas
de QuaCon sem mudar de face (veja abaixo o item 2 do algoritmo} ou quando o vetor
diregao dg ndo forma um angulo agudo com a diregéo de —g,(z) (item 3.3).

A interface entre o problema gue resolvemos e QuaCon se resume, neste ¢aso, a rotina
MultHess, cuja funcao é multiplicar a matriz hessiana por um vetor.

No algoritmo 1.4 resumimos como obter uma nova aproximagdo da solugao do

problema, de minimizagio de uma quadrdtica dentro de uma face Fy, a partir de um ponto zy,
através de um passo do método dos gradientes conjugados. A varidvel iter informa quantas
iteracdes j4 fizemos dentro da mesma face em que estamos.

Algoritmo 1.4 Determinagdo do passo pelo método dos gradientes conjugados

1.
2.
2.1.
2.2,

iter«(
SE (iter = 0) OU (iter = n),

dre— — gz k) /1| g:{z k)] |00}
iter—1;
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3. SENAO

3.1 Be=lgr(zi)ll3/l9:(@n-1)lI3:

3.2, dxe = 9oz llg: 0)lloo + B g:(mn1) oo/ llgs (6] oo
3.3 SE (—dLg,(w)/(llgs (2 1o el |2) < 107),

33.L dpe— — g:(zx)/|19:(z4) oo

3.3.2. iter—1;

3.4, SENAO

34.1, ster—ifer + 1;

4, Ne— — dT g (xy)/dT H d,;

5. T—xp 1+ Adg.

1.5.3 Os métodos de gradiente com retardo

Como jé fol mencionado, o método dos gradientes conjugados costuma apresentar
uma taxa de convergéncia tedrica melhor que aquela obtida por métodos de gradiente com
retardo. Por outro lado, por consumirem menos memdria e tempo computacional em cada
iteragao, estes tltimos parecem ser mais indicados quando precisainos resolver problemas
muito grandes, para os quais uma economia de espaco correspondente a um vetor e uma
reducao da ordem de n operagOes aritméticas passamn a ter importancia.

Nio foi, contudo, esse uso diferenciado dos métodos o motivo que nos fez adotd-
los em QuaCon. De fato, estamos interessados em comparar o desempenho destas duas
alfernativas, de forma que permitimos o uso de qualquer uma delas para minimizar a funcao
quadratica numa face cuja dimensdo & relativamente grande (pois nas faces pequenas em-
pregamos a decomposicao de Cholesky).

E uma vez que os métodos de gradiente com retardo foram apresentados de forma
hastante satisfatéria na sec@o 1.3, iremos nos limitar aqui a expor um passo do algoritmo.
Lembramos, entao, que, devido & nao monotonicidade do método, sé consideramos calculada
uma nova aproximagio ¥ para a solugdo do problema quadrético se ¢{Z) é menor que o melhor
valor j& encontrado para ¢(x) (vide item 3 abaixo). Até que isso ocorra, permitimos que o0s
pontos intermedidrios {z4) gerados sejam infactiveis. Finalmente, apés a determinagio de
z, a busca projetada (item 1.3.3.1 de QuaCon) é feita apenas no caso de alguma de suas
compouentes estar fora dos limites.

Na descricao abaixo usamos gm, para representar o menor valor ja encontracdo
para q(z) e I+Tot para indicar o nimero total de iteragdes, inclnindo aquelas em que g(z)
aumentou.

Algoritmo 1.5 Determinagao do passe por um mélodo de gradiente com retardo

1. T Ty,
2. REPETIR
2.1. dy— —g/(z.);
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2.2, Aror—dydy /dLHdy;

2.3. Escolher A usando uma das alternativas citadas na se¢ido 1.3;
2.4, To—To + Ady;

2.5. ItTot —ItTot4-1;

3. ENQUANTO (¢(z+) 2 @min):

4. dm—:{:.;. - X,

b. Tz .

1.6 Aplicacoes

Das intmeras possiveis aplicagbes da minimizacdo de fungdes quadréticas su-
jeitas a canalizacbes selecionamos quatro tipos de problemas com caracterfsticas bastante
diferentes, e ja incluidos na bibliografia associada ao assunto, para auxiliar a andlise do
desempenho de QuaCon. O fator preponderante nesta escolha foi a possibilidade de ade-
quar os problemas ao estudo do comportamento do algoritmo, néo s6 no que diz respeito ao
tratamento de matrizes com dimenses e padroes de esparsidade variados (assunto que nos
interessa particularmente), mas também no que se refere, por exemplo, & convergéncia na
presenga de solugdes dual degeneradas.

1.6.1 O problema do obstaculo

O objetivo do primeiro conjunto de problemas que vamos comentar é a obtencio
da posi¢do de equilibrioc de uma membrana eldstica com tenséo T que, presa pela borda
a uma curva ' {no plano horizontal), foi submetida a uma forga vertical f e obrigada a
amoldar-se a um obstdculo inferior e a outro obstaculo superior, os quais irenmos representar
por intermédio de fungdes simples. A descricao completa deste problema e de seu significado
fisico encontra-se no livro de Ciarlet [8], referenciado em nossa hibliografia.

Como nos experimentos de Dembo e Tulowitzski [12], Moré e Toraldo [31] e
Friedlander e Martinez [17], consideramos constante a forga f, supomos que a curva I gque
define o dominio correponde a um retingulo e, usando elementos quadrados com lados iguais
a f, aproximamnos o problema através do método dos elementos finitos de modo a reescrevé-lo
na forma

minimizar qg{v) = %UTH’U — by
sujeita a I<v<u (1.42)

onde H é a matriz bloco diagonal oriunda da aproximacao por diferengas do operador lapla-
clano {(ou seja, com elementos iguais a 4 na diagonal principal e a -1 na outras posigdes) e
b = [b;] é tal que b; = fh? Cada elemento v; corresponde ao valor da funcéo v (isto ¢, &
posicdo vertical da membrana) no ponto de indice + do dominio, cujas coodenadas sio z;
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e ;. Os vetores [ e u definem para cada ponto a altura dos obsticulos inferior € superior,
respcctivamente.

Trés s8o os tipos de problemas desta classe que, a exemplo de Friedlander e
Martinez [17], utilizamos em nossos experimentos. Em todo eles consideramos que a forga
f tem valor constante e igual a 1 e descrevemos os obstdculos através das fungdes I(z,y) e
u(z,y), conforme a tabela 1.1.

Problema ez, y) u(z,y)
A p1/sin(3.22) sin(3.3y)] 2000
B [sin(9.27) sin(9.3y )™ [sin{9.22) sin{9.3y)}"? + 0.02
C [162(1 — x)y(1 — )] | [162(1 — 2)y(l — y)]P? 4 0.01

Tabela 1.1: obstaculos inferior e superior dos problemas

Observa-se que a definiciio de i(z,y) e u(z, y) foi feita propositalmente em funcio
dos parametros gy € pg. Atribuindo valores variados a estes termos, modificando a dimensédo
dos problemas e escolhendo pontos iniciais diferentes, com base nos vetores £ = [I, ... ,En]r’n?
wo= [y, .., w.n]T el=11,..., l]T, produzimos umna razodvel gama de testes, que reunimos
na tahela 1.2.

1.6.2 Problemas de reconstrucgao de imagens

QOutra aplicacdo interessante para QuaCon tem origem na tomografia computa-
dorizada (vide [25], [17]) e consiste em rcconstruir uma imagem definida por uma fungao
v : [0,1] x {0,1] — [{, %] usando integrais de linha. Para tanto, dividimos cada aresta do
quadrado [0, 1] x [0, 1] em nd intervalos de mesmo tamanlio 4 = - de modo que o dominio
da fun¢io contém n = nd? pizels, sobre os quais tragamos:

s nd ralos horizontais igualmente espagados, com alturas que vio de h/2 a1l — h/2;

e ndrajos verticais fambém igualmente espacados, com abcissas que vao de h/2 a 1—-1/2;

e 2nd—1 raios com angulo de 457 em relagio ao eixo-x, igualmente espacados, comegando
pelo raio que liga os pontos (0,1 — A) e (2, 1) e terminando no raio que liga {1 — 2. 0)
afl,h);

e 2nd ~ 1 raios com angulo de 1357 cm relagao ao ecixo-x, igualmente ecspacados,
comegando pelo raio que liga os pontos (0, k) e (A,0}) ¢ terminando no raio que liga

(1—=h,1)a(l,1~h);

o que totaliza rn = 6nd — 2 raios.
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# | Tipo | p1 |p2| = 0
1 A 1 1 2601 £
o| A | 1]1] 2601 1
3 A (03] 1] 2601 4
4] A o3l 1] 20 1
5 A 1 121 2601 4
6 A 1 72| 2601 1
7 A 113} 2601 {
8 A 1 ]3| 2601 1
9 A 1 1 7 5041 ¢
10 A 1 1 | 5041 1
11 A 0.3 1| 5041 ¢
12] A 03] 1 | 5041 1
13 A I | 2| 5041 ¢
14 A 1 2 | 5041 1
15 A 1|3 5041 ¢
16! A | 1|3/ 5041 1
17 A 1 1 | 10008 4
18 A 1 1 110000 1
19 A 03] 1 | 160000 {
20 A 031 1 10000 1
21 A 1 2 | 10000 ¢
221 A | 1| 210000 1
23 A 1 | 3 (10000 4
24| A | 1|3 10000 1
25 B 3 | 2| 5041 1
20 B 3 2 | 5041 £
o7l B | 3| 2| 5041 | (¢4w)/2
28 C 3 | 21 5041 1%
29 C 3 2 | 5041 ¢
30| ¢ |3 |2] 5041 |(£+u)2

Tabela 1.2: problemas de obstdculo.

27
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A imagem a ser reconstruida ¢ obtfida igualando-se a valores obtidos experimen-
talmente as integrais de linha discretizadas definidas pelas dire¢Ges dos raios.

Obtém-se assim um sistema linear esparso Az = d que tem como incognitas
os valores da funcdo v nos n pizels e onde cada elemento a;; da mafriz A corresponde ao
comprimento da intersecao entre o raio 4 € o0 pixel j. J4 o termo d; contém o valor fornecido
pelo tomdgrafo.

Para determinar a solugdo do sistema formulamos o seguinte problema de quadra-
dos minimos

. 1
minimizar  3||Az — d||3
sujeitaa [ <z <u (1.43)

cuja matriz hessiana, # = AT A, além de esparsa, ¢ singular, uma vez que o niimero de raios
é menor que o nimero de pizels (supondo que nd > 5). '

Os resultados numéricos que apresentarcmos na scgao 1.7 foram obtidos com
base nos dados gerados a partir de trés diferentes formulacoes da fungio », as quais cstao
enumeradas abaixo. Em todos os problemas supomos que, para cada pizel, o valor da funcio
que precisamos reconstruir é constante e equivale a v(Z,7), onde T e § s&o as coordenadas
do centro do pixel

e Problema A:
[, se0.25 <x <0.75

vz, ) = { A

,  ¢aso contrdrio .

+ Problema B:
va(z,9) = (% +y)/2.

e Problema C:
velm, y) = min{l, vale, y) + valz, y)}

Consideramos também que, em qualquer um dos casos, [ =@, v = 1 e nd = 256,
donde n = 65536.

1.6.3 Projegoes de pontos sobre politopos

O calculo da projecdo de umn dado pouto y € " sobre um politopo pode ser
descrito como wn problema de programacdo quadratica do tipo

manimizar %Hw — 9|3
sujerta o Aw < d. (1.44)
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Para transformar (1.44) em um problema de minimizagdo com canalizacdes for-
mulamos o seu dual:

mazimizaer  3||lw — y|3 + 2T (Aw — d)

sujeita a w—~y+ ATz =0 (1.45)
z 20
e substituimos
w=y— ATz (1.46)
de modo a obter
mazimizar —3l|ATz||% + 2T (Ay — d)
sujeita a z >0 (147)

ou, de forma equivalente,

minimizar 5T AATz — (Ay ~ d)Tw

sujeitc @ z > 0. (1.48)

Obviamente este problema tem a forma (1.1), onde H = AAT e b=d —~ Ay. A
matriz H é semidefinida positiva, tornando-se definida positiva apenas quando A tem posto
coluna completo (como alids € o caso dos exemplos que apresentaremos abaixo). O vefor w,
solugdo do problema original de projegdo (1.44), pode ser obtido facilmente usando {1.46).

Para analisar o desempenho de QuaCon empregaremos dois tipos de testes na
forma (1.44). No primeiro deles, denominadoe problema A, supomos que esteja disponivel
um vetor ¥ que representa as ordenadas de uma fungio y{z)} calculadas em alguns pontos
especificos z1, 22, . . ., zn. Procuramos, entdo, aproximar y{z) por uma fungio crescente w(z)
usando o método dos quadrados minimos, o que representamos por:

mintmizar  §||lw — yll3
sujeita ¢ w; S wyyy, 7=1,...,n— 1. (1.49)
Por sua vez, o segundo problema, ou problema B, difere do primeiro apenas no

fato de tentarmos aproximar y(z) por uma fun¢io w(z) convexa, em lugar de crescente.
(Queremos, neste caso,

manimizar %“w - y“%

sujeite a  wy < (wiy +wip)/2, i=2,...,n~1 (1.50)

Quanto & escolha de y(z), decidimos utilizar cinco fungdes em nossos experimentos
numeéricos:



30 CAPITULO I. MINIMIZACAO DE QUADRATICAS COM CANALIZACOES

1 y(z) = 2

2. y(z) = log(z + 0.01);
3. y(z) = sin(1.52);

4. y(z) = 1/(1 + 9e~%);

5 y(z) =1.62% - 0.72 + 0.1.

Em cada caso supomos conhecidos os valores de y(2) em uma centena de pontos
z1,-- ., z100 ignalmente espagados no intervalo [0,1]. Com base nestes dados, geramos um
vetor y cuja i-ésima componente é definida pela soma de y(2;) a um valor aleatdrio pequeno.

1.6.4 Problemas aleatdrios

Além de aplicagdes reais, incluimos, em nosso conjunto de testes, problemas
aleatdrios criados artificialmente segundo sugestdo formulada por Moré e Toraldo [30)].

Cada umn destes problemas,; escritos na forma (1.1), possui uma matriz hessiana
H definida por

H=YDY (1.51)

il
V=17~ T ’ZJy (1.52)
yl)
Para obter esta matriz YV, geramos aleatoriamente (dentro do intervalo [—1, 1])
as componentes do vetor y. Ja os elementos ndo nulos da matriz diagonal D sdo calculados
scgundo:

dy = 10( )n('rmd (1.53)

onde ncond ¢ um parfunetro cujo valor devemos escolher de acordo com o namero de condigao
desejado para H, j& que ncond = log(cond(f)).

A solucao do problema, 27, é gerada de forma tal que suas componentes cstao
distribuidas aleatoriamente em (—1,1).

Definida a solugao, podemos estipular aproximadamentc a dimensdo da face étima
do problema utilizando o parametro na{z*} € [0,n]. Uma varidvel &} estard fixada em um
de seus limites s¢ yn < na{z*}, onde g; é min niinero aleatdrio entre 0 ¢ 1.

Os conjuutos I e I rednem os indices das canalizagdes -— inferiores e superiores,
respectivamente — ativas em z*. Com isso, os lmites de cada componente 27 sao dados por

!{,"=

{ i, seielf (1.54)

—1, caso contrario .
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)z}, seie [l -
Uy = ,o {1.55)
1, Cas0 contrario .

O vetor b € calculado com o auxilio da férmula b = Hz* — r, onde

10-+deg sei € If
;== _lo—pdeg, ses € I; : (156)
0, caso contrério .

O parametro deg foi introduzido no expoente dos termos em (1.56) para que
possamos gerar solugdes mais ou menos proximas da degeneracdo dual,

Determinamos zo, nosso ponto inicial de forma semelhante aquela descrita para
z*. A partir de na(zp), um valor aproximado da dimenséo da face que contém zp, obtemos
os conjuntos I e 19, de modo que

b, sei € IP
(:I:g),; = s, se i€ Ig (157)
(I +m:)/2, caso contrario .

Problemas degenerados sdo criados a partir dos dados acima forgando alguns
elementos do vetor r correspondentes a variaveis no limite a assumirem o valor zero.

Da mesma forma, admitimos autovalores nulos na matriz H se permitimos que
alguns elementos da diagonal de D sejam iguais a zero.

Para as experiéncias que apresentaremos a seguir, geramos problemas com 1000
varidveis, a partir de diferentes valores fornecidos para os termos ncond, deg, na(z*) e na(zg)
supra citados, conforme disposto na tabela 1.3.

Incluimos, também na tabela 1.4 alguns outros problemas, agora degenerados
ou com hessiana semidefinida positiva, fazendo variar dois pardmetros, fdeg e nsing que
indicam, respectivamente, qual fra¢do do vetor r e da diagonal da matriz D seri constituida
de elementos nulos.
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Problema | na(z*) | na(zg) | deg
1 100 100 1

2 100 100 12
3 100 500 1
4 100 200 12
5 100 900 1
6 100 900 12
7

8

9

500 100 1
500 100 12
500 500 1

10 500 500 12
11 500 900 1
12 500 900 12
13 900 100 1
14 900 100 12
15 900 500 1
16 900 500 i2
17 500 900 1
18 900 900 12

Tabela 1.3: problemas aleatérios do tipo A.

| Problema na(z*) | na(zg) | deg | fdeg | nsing

1 00(} 100 |01 0 238
2 900 100 0 384 238
3 G00 100 0 650 238
4 900 100 0 0 740

Tabela 1.4: problemas aleatdrios do fipo B.
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1.7 Resultados numeéricos

Para que QuaCon pudesse ser avaliado, elaboramos uma primeira versao do al-
goritmo na forma de uma subrotina em FORTRAN, a qual implantamos em esta¢es de
traballio com ambiente UNIX,

Em linhag gerais, o programa segue a risca o disposto nas seges 2 e § acima, sendo
exigido para a sua utilizagdo apenas o fornecimento de duas outras subrotinas: uma que seja
capaz de calcular o produto da hessiana do problema por um vetor, e outra {necessdria
apenas quando pretendemos usar a decomposigdo de Cholesky) que fornega os elementos de
qualquer coluna de H.

Ao tentar resolver os problemas associados as aplicacoes que acabamos de men-
cionar, centramos nosso interesse nao apenas na andlise do desempenho geral do algoritmo,
mas pricipalmente nos efeitos relacionados a variacao de alguns de seus parametros como:

A dimensdo médxima da face na qual permitimos o uso da decomposicio de Cholesky
{dada pela varidvel LimChol);

O método usado nas faces de dimensdo maior que LimChol, isto ¢, se usamos gradicntes
conjugados ou algum tipo de gradiente com retardo;

A constante # utilizada para decidir se saimos ou nao de uma face (item 1.2, pig. 8);

A constante § que define se um passo na dire¢do do gradiente “chopado” serd aceito,
particularmente se estamos tratando de problemas dual degenerados (item 1.2.2 do
algoritmo).

Dado o numero muifo grande de dados colhidos nos experimentos, para evifar
que se torne macante a leitura desta se¢do decidimos apresentar agui apenas um resuimo
dos resultados que obtivemos, utilizando eventualmente alguma figura para reforgar uma
ou outra conjectura. Isto ndo significa, entretanto, que nossa andlise ndo esteja baseada cm
todas as informagoes fornecidas pelos inimeros testes feitos com QuaCon, as quais inclufinos
como uma colecao de tabelas no apéndice A,

1.7.1 Empregando a decomposicao de Cholesky

Vamos estudar, inicialmente, que efeito prédtico proprociona o uso da decom-
posicdo de Cholesky no calculo do vetor diregéo.

Como o desempenho deste tipo de método de minimiza¢io estd intimamente
relacionado ao problema que estamos resolvendo, por depender da estrutura de dados da
matriz lessiana correspondente a face na qual trabalhamos, vemo-nos forgados a tratar de
cada tipo de aplica¢dao em separado.
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Figura 1.1: Problemas aleatdrios do tipo A (# = 0.1).

1. Problemas aleatdrios

Se a matriz H é totalmente densa, como ¢ o caso dos problemas aleatorios
que geramos, muito cuidado deve ser tomado na definicao da dimensdo médxima da
face na qual utilizamos a decomposicao de Cholesky.

Dizemos isto tendo em menfe que cada vetor direcio calculado por um
método direto consome algo em torno de n? operacfes aritméticas, enquanto os métodos
iterativos exigem apenas cerca de n? operacdes. Como se nfo bastasse, tal como se
observa com relagfo ao trabalho computacional, a memdria gasta no armazenamento
da matriz triangular oriunda da fatoracao também cresce exponencialmente a medida
em que aumenfamos a dimensio da face. Desta forma, além de precisarmos exigir que
o sistema linear seja pequeno, sé conscguiremos alguma eficiéncia se a decomposi¢io
de Cholesky reduzir drasticamente o nimero de iteracbes necessdrias & obtencgao da
solucao global do problema.

Ainda assim, o fato dos problemas aleatérios serem totalmente controlaveis
permitiu ac menos que pudéssemos utiliza-los para caracterizar de uma forma geral
em quais circunstincias parece ser interessante empregar um método direto. Para isso,
vamos fixar nossa aten¢ao na Hgura 1.1.

Como a face que contém =y parece estar longe de ser 6tima, ndo percebeinos
em nenhum dos exemplos uma graude variacio do comportamento de QuaCon quando
alteramos na{zp) (0 mimero de componentes de zg que estio em algum limite). Por
outro lado, &4 medida em que reduzimos a dimensdo da face que contém z* (ou seja,
que anmentamos na(x*)), o desempenho do método direto melhora significativamente.
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Ainda que a melhora obtida nfo seja suficiente para compensar, no nosso caso, o custo
computactonal criado, achamos que este comportamento pode ser generalizado para os
problemas com matrizes mais esparsas, fazendo-nos crer que a utilidade da fatoracio
de Cholesky estd intimamente ligada a dimenséo da face 6tima.

Também consideramos importante destacar aqui que, se a face dtima é
pequena e se, portanto, nas iltimas iteragoes teremos que executar sucessivas fatoracées
de matrizes até certo ponto semelhantes, poderiamos aumentar a eficiéncia dos métodos
diretos se adotassemos alguma estratégia de atualizacao dos fatores L criados pela
decomposi¢io da hessiana reduzida, em lugar de recalculd-los sempre.

Embora nio a tenhamos implementado, esta atualizacio poderia ser feita
facilmente, por exemplo, com o emprego da conhecida férmula de Sherman-Morrison,
ou através da refatoracdo de uma parte pequena da matriz, economizando em muito o
tempo gasto na decomposi¢io, & custa de um pequeno consumo de memdria.

Problemas de reconstrucao de imagens

Mesmo quando a matriz hessiana naoc é completamente densa, existein
aplicacdes, como as de reconstrugdo de imagens, em que o padrido de esparsidade de
H nao permite o uso freqiente da decomposigao de Cholesky.

Percebemos isso facilmente a partir dos exemplos mencionados a secdo 1.6.2,
nos quais o dominio quadrado foi dividido em 2562 pizels, e sobre estes tracamos 1534
rajos, Deste modo, o problema quadrdtico resultante tem sua matriz hessiana dada
por H = ATA, onde A possui 1534 linhas, 2562 colunas ¢ mais de cem milhdes de
elementos, dos quais apenas 263144 sfo diferentes de zero. J4 o nimero de elementos
em H ¢ da ordem de 4 bilhdes, dos quais estimamos que cerca de 53 milhoes nio sdo
nulos, Neste caso, antes mesmo de fazer a decomposigdo, o proprio calculo de uma
pequena parte de H pode ser uma operagdo cara cm termos computacionals. Mas,
como veremos, as dificuldades ndo param por ai.

Antes de prosseguir analisando o que aconteceria se fizéssemos a decom-
posi¢iio propriamente dida, para simplificar o trabalho, vamos supor que estamos li-
dando com um problema com apenas 162 pixels e 94 raios, capaz de reproduzir em
menor escala o que acontece nos sistemas muito grandes. A mairiz A seria, enfdo,
aqucla representada pela figura 1.2, Por sua vez, a matriz H teria um total de 65536
elementos, 3397 dos quals seriam diferentes de zero.

Imaginemos que ¢ preciso resolver um problema no qual eliminamos de H
varias linhas ¢ colunhas de modo a obter H cuja dimensao é igual a 120, conforme
mostra a figura 1.3.

Obscrva-se que, neste exemplo, embora menos de 30 porcento do clementos
de H sejam diferentes de zero, a decomposi¢io desta matriz produz um fator L ex-

4Nos gralicos, o termo nz expressa o ntunero de elementos nao milos da matriz.
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Figura 1.3: Matrizes H e LT, onde # = LLT.
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Figura 1.4: A mesma matriz H reordenada, ¢ L7, onde H = LL”.

tremamente denso, com 5939 elementos ndo nulos de um total de 7260, o que significa
mais de oitenta porcento de preenchimento.

E mesmo escolhendo de forma totalmente diferente as colunas que compoem
H , obtivemos em outro exemplo semelhante uina matriz com 3397 elementos diferentes
de zero, para qual o fator L apresentou 93 porcento de enchimento, mostrando que estes
maus resultados naoc estio restritos a algumas faces do problema.

Poderiamos, entéoe, nos perguntfar se wm reordenamento das linhas e colunas
da hessiana néo seria suficiente para [azer com que L fosse mais esparsa. A resposta, ao
menos quando se trata dos problemas de reconstrugoes de imagens, seria um categdrico
nao, I é facil moera,r porque,

Primeliro vamos observar o que acontece se aplicamos uma permutaciao de
linhas e colunas, segundo o algoritmo do grau minimo®, sobre a Lessiana que define
o problema quadratico geral (e que no nosso exemplo reduzido tem dimensio igual a
256). Neste caso, extraindo de H a mesma submatriz H que definimos acima, esta
teria um padrio de esparsidade tal como o exposto ua figura 1.4. Como se observa
(na mesma figura), L temn 6100 elementos ndo nulos, mimero ainda maior que o que
foi obtido sem as permutagoes.

Se, insatisfeitos com o efeito negativo demoustrade pelo reordenamento de
uma mafriz grande sobre a decomposicao de uma submatriz sua, resolvermos utilizar
o método do grau minimo sobre H, de forma a tentar minimizar o enchimento de

SVeju a se¢io 1.5.1.

e T
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Figura 1.5: As matrizes 4 e LT depois de um segundo rcordenamento.

L diretamente, mesmo sabendo tratar-se de uma operagao cara e que provavelmente

50 serd aproveitada em uma iteragao, ainda assin obteremos resultados pifios, como
ilustra a figura 1.5.

Mais do que justilicar o fato de ndo termos resultados numéricos dos pro-
blemas de reconstrugao de imagens para apresentar, buscamos com esses coment4arios
expor os cuidados que devemn ser tomados para que seja possvel utilizar os métodos
diretos de forma eficiente,

Problemas de obstaculo

A diferenga do que vimos até agora, em um problema de obstéculo a matriz
hessiana ¢ bastaute esparsa, possuindo apenas cinco diagonais com eleraentos nao nulos,
Dessas diagonais as mais distantes estdo a m = /n posicoes da diagonal principal da
matriz, o que faz com que a decomposigio de Cholesky produza matrizes triangulares
L também com banda igual a m.

E mesmo que o gasto de memdria ainda nao seja comparavel ao consumeo
insignificante de métodos como o dos gradientes conjugados, poderiamos, a0 meuos,

conjecturar que se os sistemas lineares ralativamente séo pequenos os métodos diretos
sao favorecidos.

Mas para nossa infelicidade, como bem ilustra a figura 1.6, nos problemas
de obstaculo quase sé percorremos faces grandes. Até mesmo quando partimos de
um ponto inicial com muitas varidveis fixas em seus limites, um passo na direcio do
gradiente “chopado” j4 é suficiente para que aumentemos rapidamente a dimensao da



1.7. RESULTADOS NUMERICOS 39
300 T
|
as0 L
) , PR prﬂb'l
200 - ~—0=— preh 2
£t 2 O - —-—+— prab 3

]

a —"— prob 4

E" 150 +

g —— — - » —«— prob §

= r|J~—-——-——4:\—-——-—--D—-—-—Et_

3 x e < —¢- preb 8
100 { —~=—8—— prob ¥
- C—————— e ——AThae— Y]
o-—-—-—-——o—-—«-—————-o-_._____________‘- . ks N k S Ka .___J
50 S -
0 : frmmm e
Q 100 200 500
dim, Cholesky
Figura 1.6: Problemas de obsticulo do tipo A (n = 2601, # = 0.1).
face, de forma que em gquase todos os cxemplos verificamos na pratica que somente
quando DimChol® é muito grande o ntimero de iteragdes cai significativamente.
4. Problemas de projegao

Para encerrar esta segdo, vamos tratar dos problemas de projecio, nos quais
a hessiana tem banda pequena, sendo tridiagonal nos problemas do tipo A e pentadia-
gonal nos do tipo B,

Em ambos os casos, a decomposicao de Cholesky n&o somente pode ser
feita sem nenhum consumo adicional de memoria, como tem um baixissimo custo
computacional em termos de operacbes aritméticas.

Por outro lado, as matrizes sio muito mal condicionadas, fato que vai se
agravando 4 medida em gue aumentamos a dimensdo do problema, e que tem como
reflexo o péssimo desempenho dos métodos iterativos, conforme constatamos na figura
1.7 (cabendo inclusive mengao & escala logaritmica nela empregada).

Nos problemas testadoes, que possucm ndo mais que cem variaveis, o niirero
condi¢io das matrizes chega a atingir 4 x 10° para os problemas do tipo A e 3 x 108
para os do tipo B. Aumentando a dimens&o dos problemas de forma a fazer com que
contenham 1000 variaveis, estes valores sobem para 5 x 10° e 4 x 10'° respectivamente,
tornando imprevisivel os resultados relativos aos métodos do gradiente ¢ dos gradientes
conjugados.

L+]

variavel que reprosents a dimensio méaxima da face em que usanios a decomposicio de Cholesky,
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Figura 1.7: Problemas de projecdo do tipe B (com duas alternativas para o3 pontos iniciais).

() mesmo fenomeno foi observado quando alteramos o nimero de condigao
da hessiana dos problemas aleatérios. Se nos exemplos j& mencionados tinhamos
log(ncond(H)) = 3, fazendo subir este valor para 5 constatamos mais uma vez a
dificuldade encontrada pelos método iteratives na resoluc¢do dos sistemas lineares, fi-
cando também patente a importancia de termos includo um método direto dentre as
alternativas de minimizacio irrestrita usadas por QuaCon.

Apenas a titulo de ilustracdo, apresentamos no apéndice A, alguns gréficos
que contém os resultados relerentes a aproximacao de fungdes afravés da projecao de
poutos sobre politopus.

No que é possvel reunir todas estas informagoes para fazer uma andlise global,
parece inferessante que um algoritme para minimizacio de quadraticas inclua a possibilidacde
de que sistemas lineares pequenos sejam resolvidos da forma mais direta possvel. Contude,
para que esta alternativa seja completamente explorada, é imprescindvel que algum cuidado
seja fomado para que a dimensao em que usamos um método direto e a estrutura de dados a
ser adolada scjam cscolliidas em fungao das caractersticas do problema que estamos tratando.

1.7.2 Investigando o desempenho dos métodos com retardo

Além e terem servido para que pudéssemos esiudar o comportamento de QuaCon
em funcio da dimensao das faces percorridas pelo algoritmo, nossas experiéncias numeéricas
também tém como objetivo estabelecer em que condigdes as variantes do método do gradiente
sao capazes de concorrer, em termos de eficiéncia, com o método dos gradientes conjugados
e quais sao as melhores alternativas para definir o retardo.
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Figura 1.8: Problemas aleatérios do tipo A (zg = ¢)

Para permitir que este tipo de anélise fosse feita, aplicamos QuaCon a um nimero

razoavelmente grande de problemas, incluindo em cada um deles a possibilidade de escolher-
mos A segundo:

(O retardo maximo com m = 5;

O retardo méximo com m = 1 (a proposta de Barzilai e Borwein);

Um retardo aleatério, com m =5 e m = 10;

O retardo mnimo-maximo, com m =5 e m = 10;

Um retardo aleatério excetuando o caso em que v(k) = &k, com m = 5 e m = 10.

A partir dos dados obtidos experimentalmente, elaboramos gréficos de tipo mapa,

nos quais as colunas estdo relacionadas acs problemas, enquanto as linhas correspondem as
escolhas diferentes de retardo. Em cada regido, um determinado padrio representa o valor
aproximado da fracdo itye/it,., onde it.; indica quantas iteracdes foram necessdrias para
gque o método com retardo convergisse, e if,. representa o nfimere de iteracgdes gasto pelo
método dos gradientes coujugados. Os intervalos correspondentes aos diversos padroes sao
fornecidos na legenda que aparece a direita da figura.

Observando, entao, o graficos coluna por coluna, podemos tragar um paralelo

entre cada tipo de método com retardo. Da mesma forma, também nao hé dificuldade em
identificar, a partir das cotas dos pontos de interse¢io entre as linhas horizontais ¢ verticais,
qual ¢ comportamento dos métodos com relagio aos gradientes conjugados.
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Figura 1.9: Problemas de reconstrugao de imagens
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Figura 1.10: Problemas de obstacule do tipo A (zq = ¢)
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Figura 1.11: Problemas de obsticulo do tipo A (zq = 1)
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Figura 1.12: Problemas de obstaculo do tipo B e C
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Figura 1.13; Problcmas de proje¢iio (wg = 1)

No entanto, a prineira constata¢io qne fazemos a partir dessas figuras advém
de seti ntimero e ndo do conteido, pois parece 6bvio que a necessidade de exihir muitos
problemas ao mesmo tempo, mais que qualguer outra coisa, reflete a nossa dificuldade em
definir com alguma seguranca um comportamento médio para os diversos tipos de métodos
com retardo.

Mas mesmo scndo grande a variagfo dos valores encontrados em alguns gréficos

(0s de nitmero 1.8 e 1.13, por exemplo), podemos mencionar como conclusdes prelintinares
que:

e Os melhores resultados comparativos foram obtidos para problemas grandes, como se
coustata particularmente a partir da figura 1.11, na qual quatro problemas de obsticulo
sao apresentados em versdes que incluem 2601, 5041 e 10000 varidveis, de modo que
os dados que aparecem mais & esquerda sao relativos a problemas menores que os da
direita.

e () aumento do valor de m, o retardo maximo permitido, em geral provoca nma dete-
rioragao do mdétodo correspondente, sendo rares os casos em que os resultados para
m = 10 foram melhores que aqueles obtidos para m = b, independentemente da di-
mensao do problema.,

o () desempenho do métedo de Barzilai e Borwein parece ser, na média, bastante sa-
tisfatério, embora com algumas excegbes {que incluem, por exemplo, os problemas de
projecio).
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e [evando em conta que o cilculo do vetor diregio através do método de maxima de-
scida é muito barato, podemos admitir, para efeito de comparagio, que o nimero de
iteragoes dos métodos com retardo seja ligeiramente maijor que o valor obtido com o uso
dos gradientes conjugados. Com isse, alternativas como aguela em que escolhemos o
retardo de forma aleatdria ou a que alterna o uso de um retardo méaximo e win minimo
passam a ser interessantes,

e Para problemas como os de reconstugio de imagens do tipo A e C, nos quais as mu-
dancas de face sdo freqiientes, como também nos testes em que o parametro # era
pequeno, os resultados apresentados pelos métodos com retardo sdo muitas vezes me-
thores que os alcangados quando usamos gradientes conjugados, fazendo-nos crer que
é preferivel permenecer em uma face por algumas iteracoes, mesmo que passando por
pontos nos quais o valor da fun¢do quadratica aumenta, em lugar de adotar sucessivas
iteracées do método de maxima descida’.

Como comentério final, salientamos que embora em momento algum fosse do
nosso interesse mostrar que os métodos com retardo sdo a melhor opgio para o cilculo
da diregdo em QuaCon, as observages que fizemos parecem suficientes para que nao os
descartemos como uma alternativa bastante inferessante, principalinente quando os proble-
mas sdo muito grandes ou se, como foi lembrado por Friedlander, Martinez e Raydan [20],
pretendemos utilizar computadores paralelos.

1.7.3 Analisando as mudancas de face

No algoritmo 1.1, as mudancas de face sdo definidas em fun¢io de dois parimetros.
O primeiro deles, #, é usado para decidir se a norma do gradiente “chopado” é grande o
suficiente a ponto de justificar que este vetor seja usado como diregéo, enquanto o segundo,
§, permite que recusemos um passo na diregfo de g.(z;) se o decréscimo da funcio quadratica
ndo for suficiente.

A importancia de # estd relacionada ao fato de ser com hase em seu valor que
definimos até que precisao pretendemos nos aproximar do minimizador de uma face. E como
disso muito depende o desempenho de QuaCon, em uma larga maioria das experiéncias que
executamos, fizemos este parametro assumir os valores 1071°, 1072, 1072, 0.1 e 0.9, para que
pudéssemos verificar qual deles proporciona os melhores resultados préticos (em fermos do
numero de iteragdes).

O que constatamos como uma tendéncia comum a quase todos os testes fol que,
se¢ ndo exigimos a minimizacdo exata nas faces do problema, ao menos parece nao valer a
pena sair delas com muita frequéncia, j4 que o numero de iteragbes de QuaCon aumenta
consideravelmente quando nsamos valores muito pequenos de 6.

"Como acontece com a método dos gradientes conjugados quando mudamnos de face.
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FFigura 1.14: Problema de obstdculo do tipo A (n = 2601, p; = 0.3, zp = 1).

Por outro lado, independentemente do método de minimizacio que utilizamos
dentro da face, os melhores resultados foram sempre obtidos para § = 0.1 ou # = 0.9, com
uma ligeira vantagem para o primeiro.

Ja no que diz respeito a 4, sabendo que sua importancia limita-se aqueles pro-
blemas em que ha degeneracao dual, utilizamos de nosso conjunto de testes os problemas
que possuern essa caracterstica e variamos & entre 0 e 0.5, para analisar a influéncia deste
pardmetro sohre a convergéencia do algoritmo.

Observamos, entdo, que para obter bons resultados precisamos fazer § assumir
valores muito baixos, como mostra o grafico 1.7.3, havendo mesto certos casos cin que o
uso de valores altos para 6 provocaram uwm aumento significativo do nimero e iteracoes.

Embora isso parega contraditdrio com a sugestao de manter # grande, acredita-
mos que, na pratica, se por um lado o uso de valores altos para § evita que abandenemos
indevidamente a face étima, por outro também pode exigir que um hom nimero de it-
eraccoes sejam feitas desnecessariamente em torno de pontos degenerados pertencentes a
muitas outras faces.

Assim, se fosse preciso recomendar algum valor deste pardmetro para uso geral,
mesmo e problemas degenerados, certamente a melhor alternativa seria tentar usar incial-
mente & = (),



CAPITULO 2

Um algoritmo para minimizacao com
restricoes

Neste capitulo, bem como no préximo, iremos nos aventurar a tratar de problemas
de uma das classes mais abrangentes da otimizacdo: a programacao nao linear com restrigoes
de ignaldade e desigualdade.

Nossa atencdo estard centrada na apresentacdo de um método que, além de
ser absolutamente original, enquadra-se no que conhecemos como programagio quadritbica
seqliencial, permitindo a manutencdo da linha mestra da tese, e até mesmo o uso do algo-
ritmo recém descrito para minimizacioc em caixas.

2.1 Descricao do problema

O objetivo de um problema geral de otimizagio é a minimizagio de uma fungio
néo linear sujeita a quaisquer restri¢des também nao lineares. o que por conveniéncia iremos
@SCTCVEr cOMmo

minimizar  f{z)
sujeita e Clz) =0 (2.1)
[ <z <

onde o termo < é usado componente a componente e ! < w.
Embora esta nfo seja a representagdo mais freqiientemente utilizada, parecc claro
que a conversdo de um problema no qual aparecem restri¢des de desigualdade para o formato

47
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acima nao constitui dificuldade alguma, exigindo apenas a introdug¢éo de algumas variaveis de
folga e excesso. Por outro lado, nenhuma exigéncia adicional serd feita sobre as componentes
de (2.1), a néo ser a suposi¢do de que sdo continuas as primeiras derivadas parciais da fungio
. f:IR™ — IR e das restricdes C : R" — R™.

Para comentar de forma breve e superficial o tipo de abordagem utilizada pelos
diversos algoritmos ja apresentados para otimizagio com restrigdes, iremos divid{-los em:

1. Métodos do tipo gradiente reduzido (veja [22], [29]).

Retomando em parte a idéia dos métodos de restricoes ativas para pro-
blemas com restrigdes lineares, em uma iteragdo tipica de um algoritmo desta classe
as varidveis sdo divididas em dois conjuntos, O primeiro, zg, com m elementos, é
composto das varidveis bdsicas, que devem satisfazer Ig < zp < up. O outro, zy, tem
n—m. varidveis {(supondo, obviamente, que m < n) ditas nao bdsicas. Usando, entao, as
m restrigdes disponiveis, as componentes de g sdo isoladas de forma a tornar possivel
escrever o problema apenas em funcéo das varidveis nao bésicas e de suas canalizacgoes.

Em seguida, adota-se um passo na diregao definida pela minimizag&o de uma
aproximacao de primeira ou segunda ordem da funcao objetivo do problema reduzido,
mantido o cuidado de nao tornar infactiveis ag varidveis nao basicas cujas canalizagoes
estdo ativas. Com a mudanca dos valores das componentes de zy, as variaveis basicas
precisam ser recalculadas para manter C(z) = 0, o que € feito através da resolugao de
um sistema néo linear pelo método de Newton.

2. Métodos do tipo lagrangiano eumentado (veja [3], [10]).

Em cada iteracio deste tipo de método € preciso resolver aproximadamente
umn subproblema que consiste em minimizar, com relagdoe a @, o lagrangiano aumentado
{2.8) definido pelo problema (2.1), desconsideradas as canalizagtes, que sdo tratadas
separadamente!. A isto se segue uma atualizagéo criteriosa do vetor de multiplicadores
e do pardmetro de penalizagio (representados, respectivamente, por A e § em (2.8)).

3. Métodos que usam programagao quadrdtice sequencial (veja {16]).

Também nestes métodos resolvemos um problema quadratico por iteracao.
O modo como isso se da, entretanto, nos absteremos de comentar aqui para evitar
redundancia, j4 que na segao 2.2 apresentaremos detalhadamente um algoritmo desta
natureza.

2.1.1 Definigoes e notagao

Da mesma maneira que no primeire capitilo, para facilitar ums. eventual consulta
posterior cabe-nos o dever de mencionar que:

1Como o subproblema definido a cada iteragio é quadritico e possui apenas canalizagdes, o algoritmo
QuaCon descrite no primeiro capitilo pode perfeitamente ser ntilizado para sua solugdo, assunto ao gual
retomarenios brevemente.
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¢ Adotaremos o termo || - || para representar uma norma gqualguer em 12",

» Ao longo do texto, iremos tratar de forma diferenciada as restri¢ées de igualdade ¢ as
canalizacdes, de modo que definimos em separado o conjunto

R={ze R"|I<z<u} (2.2)
e denominamos factivel um ponto T se T € §2 e C(Z) = 0.

» Derivando a func¢fo objetivo com relacdo as componentes de z, escrevemos o vetor
gradiente:

g(z) = V f(=). (2.3)

o Definimos o Jacobiano das restrigoes € como uma matriz m x n cujas colunas séo
obtidas derivando C'(z) com relagdo a cada componente de z:

Alz) = vC(x)T. (2.4)

o Esquecendo, por hora, as canalizagdes, definimos em funcéo de z € JR™ e dos multipli-
cadores A € R™ o lagrangiano associado ao problema com restrigoes de ignaldade:

Uz, \) = f(z) + M Cla), (2.5)

cujas derivadas parciais com relagao as componentes de z fornecem

Vot(z, ) = g{z) + A(z)T ), (2.6)
e que tem como hessiana
V20(z,2) = V2 f(z) + > NVECi(x). (2.7)
=1

e Com base em um parimetro de penalizaciio § € [0, 1], usamos uma expressao bastante
original para formular abaixo o que conhecemos como legrangiano aumentado:

L{z,7,0) =00(z, ) + (1 — O)p(z). (2.8)

e Dada a fungio
1
o(z) = SIC)IE, (29)

dizemos que um ponto £ € £ é -estaciondrio se é um ponto estaciondrio de p(z)
sujeito a x € {0

e Derivando ¢(z} obtemos:
V(z) = A(2z)TC(z). (2.10)
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¢ A aproximagido de C'(z -+ s) obtida a partir da expanséo em série de Taylor até o termo
linear (em torno de z) denotamos por

Alz)s + C(z). (2.11)
o Com base em (2.11) definimos a aproximacio de ¢{z + s) como

Mz, s} = %HA(R?)S-FC(:E)”%, : (2.12)

de modo que
V. M(z,s) = A(2)(A(2)s + C(z)). (2.13)

2.2 Usando programacao quadratica seqiiencial

A tentativa de aplicar o método de Newton para encontrar a solugdo do sistcma
nio linear formado pelas condi¢des de otimalidade definidas a partir do lagrangiano de
problemas com restri¢des de igualdade deu origem & um conjunto de métodos ao qual nos
referimos sob a epigrafe de programacao quadrdtica seqiiencial.

Naturalmente, o uso deste tipo de método foi estendido para os problemas que
contém restrigoes nao lineares, tais como aquele que formulamos em (2.1). Apresentaremos,
em linhas gerais e apenas a titulo de ilustracao, as idéias centrais de um algoritmo que figura
nesta classe.

Tomando, entdo, como base a iteragio que, como é de praxe, tem indice k, e
supondo conhecido z, uma aproximagao da solugdo de (2.1), além de uma estimativa dos
multiplicadores de Lagrange, Ax, tentamos obter um novo ponto @+ s resolvende o modelo
quadréatico

1.
minimizar  q(s) = §3FH,;,3 + Vilze)Ts + flzp)

sujeita ¢ Alar)s +C{zy) = 0 (2.14)
I<zp+s<u

onde Hy é uma aproximagdo de V2_£(xx, Ax), a hessiana do lagrangiano calculada em ¢, Ax
(veja (2.7)).

Resolvido este problema, resta-nos usar algum critério relativamente simples para
atualizar as componentes de A2,

Infelizmente a convergéncia deste tipo de a,lgoritmo fica bastante comprometida
em pontos distantes da solugdo 6tima, nos quais nao se pode garantir que sejam validas as
condigoes suficientes de ofimalidade de segunda ordem, isto é, que a matriz H seja positiva

2Este passo tem geralmente menos importancia que o anterior e, como veremaos, poico iremos exigir dos
valores obtidos para A.
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definida no cone gerado pelas dire¢des factiveis obtidas a partir de 2, desconsiderado o seu
vértice (ou seja, a hipttese de s,=0).

Para contornar este problema € preciso usar o que chamamos de estratégia de
globalizagao. No algoritmo que ora apresentamos isto é feito restringindo em (2.14) a regido
na qual acreditamos ser valido o modelo quadratico. Introduzindo a exigéncia que encon-
tremos s restrito a uma regiao de confiancga definida pela limitagao do tamanho deste vetor
medido em alguma norma, obtemos o problema

minimizar Q(s) = %STHJQS + Vé{zp) s + 0(xp)

sujeita a Alzg)s + Clzy) =0 (2.15)
[<zp+s<u
llsll < 6.

Para medir se 0 modelo definido por (2.15) reflete razoavelmente o problema real
na vizinhanca de g e se s, € um “bom” passo, ou seja, se é capaz de diminuir de uma forma
que julgamos equilibrada tanto f{z) quanto a infactibilidade {medida pela funcio ¢(z), por
exemplo), langamos mio de uma funcao de mérito. No nosso algoritmo é o lagrangiano
aumentado, escrito na forma (2.8), que cumpre esse papel. O ponto z; + 54 56 6 aceito se
a reducdo prevista pelo modelo para o lagrangiano aumentado for préxima ao decréscimo
real obtida entre z; e xx + s5. Caso contrario, o valor de § ¢ considerado alto e a regiao de
conflanca é reduzida.

O dnico inconveniente grave da formulagao (2.15) para o problema quadratico é
a possibilidade de que, com a restricao sobre a norma do passo, este problema nao tenha
solucdo. Uma das formas de contornar isso consiste em dividir s em duas componentes. A
primeira delas, s,, é definida numa dire¢8o segundo a qual seja reduzida a infactibilidade {ao
melos para um valor de § suficientemente pequeno). J4 a segunda, s, que tem como fungéo
diminuir o lagrangiano, esti contida no espago tangente as restrigdes. Obtém-se, finalmente,
0 passo através de sy = 8, + 5.

2.2.1 Um novo algoritmo

Com base no que acaba de ser exposto, formulou-se, da forma mais abrangente
possivel, um algoritmo para o qual é possivel demonstrar convergéncia global com base em
hipétescs bastante flexiveis (veja [24]), generalizando e ampliando os resultados obtidos por
Dennis, El-Alem ¢ Maciel {13] para problemas que 86 contém restrigdes de igualdade.

Nossa intencio é apresentar aqui este método, dispensando-lhe um tratamento
cuidadoso como requer o seu ineditismo.

Vamos imaginar, entdo, que dispomos de uma aproximacgio zg € §2 da solugio
do problema que estamos resolvendo, uma estimativa Ap dos multiplicadores de Lagrange,
uma matriz Hp simétrica e um raio &y para a regido de confianca. Iremos supor tamhbém a
existéncia de um limitante L para a norma de A) e de um outre niimero real positivo, §ms,,
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usado para impedir que ¢ seja muito pequeno. Nosso objetivo é obter a cada iteragdo novas
aproximacées aceitdveis para z e A (eventualmente com a atualizagio de H, ¢ e §). Para
isso utilizamos o seguinte algoritmo.

Algoritmo 2.1 Minimizacdo com restrigdes

1. Atribuir valores iniciais:
ReduziDelta— falso,
k—0;
9_14—'1;
2. ENQUANTO ndo é satisfeito algum critério de parada REPETIR
2.1. SE z, é factivel,
21.1. Sp—0
2.2. SENAO
2.2.1. SE (NAO ReduziDelta),
22.1.1. Calcular uma direcao de descida com relagao as restrigoes:

Determinar d,(zx) tal que
df;Vr,o(a:k) <0e
i <zp+ad, <u,
para o > 0 suficientemente pequeno;
2.2.2. Calcular o passo de controle do decréscimo de infactibilidade:
Determinar 5,{zx, 8;) que
minimiza M{zy,s)
sujeita a I < x4+ 5 < n,
5]l < 0.85 e
s = ad,;
2.2.3. Caleular o “passo normal”:
Determinar sy, (x, 6x) tal que
ﬂ/f(:t:k, 0) — M(-’L‘k, Sn) > O.Q[M(:Ek, 0) — M(.’Ek, En)],
[<ap+s, <u e lls,|| <086
2.3. SE (NAO ReduziDelta) OU SE zy é infactivel,
2.3.1. Calcular wme diregao de descida com relagao ao lagrangiano:
Tentar determinar di(Hy, 2g, Ak, 8x) tal que
J?VQ(H]” Loy )\k: Sn) < 0,
A(Cck)dt =( e
| < zp+ 5, + 8dy < u para algum g > 0;
2.4, SE ndo foi obtido sucesso no passo acima,
2.4.1. g0,
2.5. SENAQ
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2.5.1.

2.6.

2.7.
2.8.

2.9.

2.10.

2,11,

2.11.1.

2.12.

2.12.1.

2.13.

2.13.1.

2.14.

2.14.1.

2.15

Calcular o passo de controle do decréscimo do lagrangiano:
Determinar 5.(Hy, Tk, Ak, Ox) que
minimiza Q(8y + 3)
sujeita a [ < zp+ s, + 8 < u,
[|sn + sl < 6 e
s = fdy;
Calcular o “passo tangente”:
Determinar s;(Hy, z, Ak, 81) tal que
Q(5n) = Qlsn+ 5¢) > 0.91Q(50) — Qsn + 5]
A($,’c)55 = 0,
I<ap+sp+s < e
[1$n + s:|| < ks
S8, + 54,
Calcular o otualizagao dos multiplicadores de Lagrange:
Determinar AX(Hg, zx, Ak, 65) tal que {|AN]| < L;
Caleular a redugao previste da funcao de mérito:
Pf?;én(Hka LThs )"k; Sk A/\) = Q(Hk, Tk, Ak, 0) - Q(H;ﬁ, Tgy Ak, Sk)
~ANT(A(zp) sk + C ()
Pl sp) = Mz, 0) — M(zp, si);
Pred(Hk,mk,/\k,sk,A/\,ﬁk) = E?kpfg?(Hk,:Ek, PYITAVADY
+(1 ~ 0) Pk, 58);
Calcular a reducao real da funcao de mérito:
Ared(Th, AL, Sk, AN, O) = Llxp, A, 0r) — L{zp + 51, A + AN, Br).
SE Pre,,{(Hk, Thy Ak, Sky A\, 91«,_1) = U.5[M (I, 0) — M(:E, Sk)],
Ope—0r_1;
SENAO
Caleular o parametro de penalizagao:
Determinar 8x(Hy, Zx, Ak, sk, AX, 8) € [0,1] tal que
Pred(Hfi‘.: Thy Ak Sk Asgk) > 05[M($30) - M($: Sk)];
SE Areq(zr, g, sk, AN, 8g) 2 0.1Ppoq(Hy, zr, As, g, AX, 02),
Aceitar o passo:
Tgr19— Tk + Sk,
Akri—Ap + AX,
Eventualmente, atualizar H e §;
ReduziDelta— falso;
SENAO
Manter o ponto e reduzir o regiao de confionga.
Trp1t— Lk
/\.‘c-—[—l*_)\ + k;
Escolher 6.1 tal que 0.18; < 8r 1 < 0.96;;
ReduziDelta— verdadeiro;
ek +1;
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Na descrigéo feita acima, permitimos que em alguns itens a clareza fosse sacrifi-
cada para evitar que o excesso de informagfo tornasse mais dificil a leitura do algoritmo. A
ocasido parece, assim, oportuna para comentarmos que

e Os motivos de parada aos quais o teste do item 2 faz referéncia incluem, além do
caso em que z € uma solucdo de {2.1), a possibilidade de encontrarmos um ponto
w-estaciondrio infactivel € um ponto factivel mas nao regular.

» O termo “passo normal”, foi cunhado em virtude de ser a dire¢do normal ao nicleo
do jacobiano das restrigdes a escolha natural para d, no item 2.2.3 acima (veja [13]).
Entretanto, isto pode ndo ter ficado claro & primeira vista j4 que fizemos exigéncias
bem mais brandas quanto ao referido passo. De forma andloga, mais suaves também
sdo as condiges estipuladas para a determinacio do “passo tangente” (o passo dado
no subespago tangente as restrigbes) e do parimetro de penalizaciio do lagrangiano
aumentado. Até mesmo a norma usada na regides de confianga é arbitrdria, o que
torna bastante genérico o algoritmo apresentado.

e A varidvel légica ReduziDelta ¢ usada apenas para evitar que alguns passos sejaim
repetidos desnecessariamente quando um ponto é recusado e iniciamos nova iteragao
sem atualizar os valores de z e A,

Por outro lado, deixamos de citar, também, algumas hipdteses que precisam ser
estabelecidas, por exemplo, sobre a seqiiéncia {6} e o vetor s,, para que tenhamos como
agsegurar a convergéncia do algoritmo. Antes de tratar deste assunto, porém, terminaremos
esta segdo provando ser possivel garantir que o algoritmo assim exposto é capaz de, em
um nimero finito de iteracdes, definir um par de vetores (s, A)) aceito segundo o critério
estabelecido no item 2.13. Em outras palavas, mostraremos que, a4 medida em que é reduzida
a regiao de confianca, o modelo quadratico se aproxima do problema real.

Teorema 2.1 Se f e C tém primeiras derivadas parciais continuas ¢ se xy nao atendeu
o um dos critérios de parada acima mencionados, entao o algoritmo 2.1 encontra, em um
numero finito de passos, umn novo ponto que satisfaz o teste imposto no item 2.15.

Demonstracao. Eliminando, antes de mais nada, os subindices que identificam a iteracho
de forma a simplificar a notagéio, vamos provar este teorema em duas etapas. Na primeira
delas suporemos que z ndo € factivel (ou melhor, que ndo é y-estaciongrio). Neste caso,
determinada d,, # 0 (item 2.2.1.1), definimos, para todo § > 0,

a(§)y =max{a > 0|z + ad, € 0, e l||lad,|| < 0.88},
v(6) =z + a(b)d,, e

1o 1
o= —Edivw(x)/HdnH = —§d,{VM(m,0)/IIanI-
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Obviamente, « > 0. Dado que M(z, s) ¢ uma fungdo quadrdtica, existe § > 0 tal que, para
todo § € (0,4),

M(z,0) — M(z,a(6)d,) > —%a(a)dﬁv@(m) = ra(f)||dp|| = 0.8x6.

Supondo que, na pior de hipéteses, obtivemos 5, = a{é)d, no item 2.2.2 do algoritmo, a
escolha do passo normal no item 2.2.3 permite que escrevamos
M(z,0) — M(z,s,) > 0.72x6.
E como A(z)s; = 0 (passo 2.6), obtemos
M(z,0) — M{z,s) > 0.72x5.
Definido, entdo, 8 segundo o item 2.9.1 ou 2.10.1, é possivel garantir que
Prog(H, z, A, 8, A, 8) > 0.36x6. ' (2.16)

Por outro lado, dada a diferenciabilidade de f e C e o fato de [|JAX(§)|| ser limitada, usamos
as defini¢oes de A,.q e Prog para obter

im 'Ared(é) - P‘red(é)r

| =0 2.17
&—0 4] ( )
Assim, com base em (2.16) e (2.17) podemos finalmente concluir que
. Ared(é)
lim}\=——"+=—-1=0 2.18
6—¢U Pred(é) ( )

Passando & segunda etapa, analisemos o que acontece guando x é factivel. Neste
caso, s, = 0 e existe d; # 0 que satizfaz os critérios definidos no passo 2.3.1. Desta forma, &
semelhanc¢a do que foi feito quando o ponto era infactivel, escrevemos, para todo § > 0,

A(8) = max{B > 0| &+ Gd: € Q, € ||8d| < &},
v(6) =2+ 6(6)d:, e

o = —3dVe(e, )/ lld)| = ~LdITQO)/ Nl

Observando que x > 0, considerando que Q(s) = Q(H, z, A, 5) é quadritica, e atendendo ao
prescrifo nos passos 2.5.1 e 2.6, existe § > ( tal que para todo § € (0,6) temos

Q{0) ~ Q(s) > 0.9x6.

Como o fato de z ser factivel implica A(z)s = 0e C(z) = 0, obtemos M (z,0) = M(z,s) = 0.
Com isso a condigio do item 2.11 do algoritmo serd sempre satisfeita, de modo que nuuca
recalcularemos # nas iteragdes em que & € reduzido. Assim, para § € (0, 6),

P‘.“'ed(H: z, /\r 5, A)\r 6) = |§[CQ(U) - Q(S)] 2 09§K5 (2]‘9)

onde @ é o valor de 8 calculado na tltima iteracio em que obtivemos z infactivel, Usando
agora (2.17) e (2.19) verificamos (2.18) facilmente. O
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2.3 Aspectos praticos do algoritmo

Reduzimos ao mdximo o detalhamento do algoritmo 2.1 na certeza de que quanto

~mais abrangente este fosse, tanto maior seria o mimero de alternativas eficientes para imple-
mentd-lo. Entretanto, como ja dissemos, para estabelecer resultados tedricos de convergéncia
serd necessario restringir em parte a liberdade de escolha que existe em alguns de seus passos.

Assim, com o intuito de tornar clara uma possivel formulacdc pratica do algo-

ritmo, apresenfamos abaixo maneiras simples e até certo ponto intuitivas de definir aqueles
itens que ficaram em aberto.

1.

Definindo a diregao dy:

Particularmente no que diz respeito a d,, a forma mais elementar de, con-
forme exige o item 2.2.1.1, garantir que esta dire¢fo, além de factfvel, faga um Angulo
agudo com —V(z,) consiste em escolher

dn(z) = Pz — Vip(z)) — x (2.20)
onde P{y) ¢ a projegio ortogonal de y em Q.

Calculando o passo normal:

Neste caso, uma sugestao seria obter s, como solucao de:

1
minimizar §||s||§
sujeita a  Alzg)s + Clzg) =0 (2.21)
I<zp+s<u
||8]|oe < 0.88.

Observamos facilmente que, se s, resolve este problema quadratico, entao
certamente satisfaz o critério descrito no item 2.2.3 do algoritmo, tornando inclusive
desnecessdrio o calculo de d, e 5, {segundo os itens 2.2.1.1 e 2.2.2, respectivamente).

Quando tratarmos da implementacdo computacional deste passe, veremos
como adaptar o algoritmo QuaCon, apresentado no capitulo anterior, para a deter-
minacao de s,.

Definindo a diregao dy:

Uma escolha natural para a direcao de descida do lagrangiano, definida no
espaco tangente As restrigdes (como pede o item 2.3.1), é dada por

d(x) = Po(~VQ(5n) (2.22)

onde P,(y) é a projecdo ortogonal de y em {y € N(A(z)) |1 <z +sn+y < u)’.

YNaturalmente, N{A(x)) representa aqui o micleo de A(x).
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4.

ot

Calculando o passo tangente

Embora a determinacdo de s; segundo o que foi disposto no item 2.6 seja
suficiente para demonstrar a convergéncia do algoritmo, aproveitamos o momento para
comentar também como € possivel encontrar s = s, + s; resolvendo um problema
quadritico, e evitando o cdlculo de d; e 5; (no item 2.5.1). Para tanto, é suficiente que
definamos o passo tangente como a solugdo de:

1
minimizar ESTH;:S + g(ze)Ts

sujeita a  Azr)s = A(ze)sn (2.23)
I<zp+s<u
|[sllec < &

onde Hi é uma aproximacio da hessiana do lagrangiano. Novamente aqui, a resolucao
de 2.23 pode ser feita recorrendo ao uso de QQuaCon.

Atualizando o termo penalizador da funcao de mérito

Um dos aspectos mais interessantes do algoritmo reside no fato da escolha
de & néo exigir que este seja monotonamente decrescente, como é comumente feifo
com parametros equivalentes em métodos do mesmo género.

Contudo, para assegurar que o algoritmo seja capaz de gerar uma seqiéncia
{x} com pontos de acumulacgéo @-estaciondrios precisaremos estipular como condigéo,
na p’roxima segdo, que {fi} seja convergente. Com o objetivo de satisfazer anteci-
padamente esta exigéncia® e a0 mesmo fempo permitir que ndo haja um decréscimo
mondtono de @, definimos no passo 2.12.1

02“” = 11]111{11 90! fety ﬁk - l};

I

= 0.5P% 2y, 51)/ [Pl (wh, 55) — PP (Hp, €k, Mgy 55y AN)]

ﬁiup = sup{ﬁ c [O, 1] | Pred(Hk, Lk, /\k, Sk, AA, 9) 2 OSP{:;(.Tk Sk)}.

e finalmente |
Ar—min{f, ¥, (1 — v/E)O7"}, (2.24)

onde v é um nimero escolhido de acordo com o grau de nao monotonicidade desejado.

2.4 Resultados tedricos

Mencionamos até agora em quails situagdes o algoritmo termina e provamos que

sempre ¢ possivel gerar em um niumero finito de iteragdes uma nova aproximacao z; aceitavel.

4A demonstragio da convergéncia de {#;} encontra-se em [24].
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Vamos, entédo, extrair de [24] os resultados que garantem a convergéncia de toda segiiéncia
‘infinita de passos gerada pelo algoritmo para um ponto estacionario do problema 2.1,

Comecemos por demonstrar que todo ponto de acumulacdo de [z} é -
estaciondrio. Para tanto serd preciso estabelecer as seguintes hipéteses sobre o problema
e o algoritmo:

Hipdétese 1 As sequéncias infinitas oy, Ay € Hy, estao contidas em subconjuntos compactos
de R™, IR™ e IR™ ", respectivamente.

Hipodtese 2 Para todo z,y € 2 temos
1V f(z) ~ VF(y)lle < O{lz — yl)

IVC(z) = VC(y)llz < O(jz — yI).
Hipdtese 3 Se z € Q ndo € g-estacionario, entdo dy, é continua em .

Lstas condigoes sao pouco restritivas se consideramos o tipo de problema que
queremos resolver e a generalidade com que definimos o algoritmo. Alem disso, ndo é diffcil
provar que a determinacao de d,, segundo (2.20) satisfaz a hipdtese 3 acima {vide [24]). Feifas
estas ressalvas, pode-ge formular o seguinte teorema.

Teorema 2.2 Se sdo atendidas as hipoteses supra citadas,e se {8} € convergente, entdo €

p-estactondrio todo ponto de acumulagdo de {zy}, isto €, da seguéncia gerada pelo algoritmo
2.1.

Demonstracdo. Definimos, primeiro, 8 tal que

lim tgk =§

k—oo

Supomos, estdo, por absurde que z* é um ponto de acumulagio de {z;} mas néo é -
estaciondrio. Do lema 4.3 de [24] temos que, sob as hipdteses j4 mencionadas, se z* nfo ¢é
w-estaciondrio e se K1 é um conjunto infinito de indices tal que limzeg, zx = =%, entdo existe
¢ > 0 para o qual

Ared(xk: Aky Sk, DA, 9!:) 2 c

Usando este resultado temos, para todo k € IV,

L(zhi1, A1, 0) = 08zppr, ) + (1 — 0)p(zpa)
= Onl{Tppr, Arpr) + (1 — O)p(@rt1)
+(8 — 1) [T a1, Ay} — o(@rp1)]
< Bpl{ag, M) + (1= 8p)p{as) — ¢
+(8 = 0 [(@ a1, Meg1) — 9(Trp1)]
= @E(mk,/\k) + (1~ é)so(i?k) + {0k — @)[9(5‘31«1 Ap) —wlag)] — ¢
+(6 — 00)[€(Xha1, Aey1) — 0(Thy1)]
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Counsiderando o fato de {#,} ser convergente e ¢ e ¢ serem limitadas, a seqiiéncia
80(zy, \x) + (1 — 8)p{z;) tende a —o0, o que contradiz a hipétese de que £ e  sdo limi-
tadas. Assim, z* € um ponto estacionario. O

Posto que os pontos de acumulagio de {z;} sdo p-estaciondrios, resta provar que
o algoritmo encontra um ponto critico de (2.1). Para tanto, iremos mais uma vez supor que
o problema e o algoritmo atendem a algumas condi¢des adicionais, quais sejam:

Hipdtese 4 Se z € p-estaciondrio, entdo z € factivel.

Hipétese 5 Todos os pontos de acumulacdo de {zi} sdo regulares, o que significa que sao
linearmente independentes os gradientes das restrigoes ativas nestes pontos.

Hipaotese 6 ||s,(z,6)]| < O(|C(2)l]), ou seja, existe um numero finito x > 0 tal que
llsn(z, 8}l < &/IC (@)

Hipoétese 7 s, € tal que
[M(z,0) — M(z,sa)] Z v||C ()18
sempre que ab < ||C(z)[| < B, onde v, B e o sao constantes positivas.

Hipdtese 8 Se z ndo € p-estaciondrio, entdo € possivel definir €1,¢1 > 0 tais que, para
IC()l] < €e1,6>0,
_‘VQ(Sn(x:é))Tdt(H:x:)\:é) = C1

e ||di(H, z, A, 6)]], além de ser limitada, nao assume o valor zero.

E mais uma vez constatamos que as formas propostas na se¢do anterior para
o calculo de s, e s; sAo suficientes para garantir que as trés ultimas hipéteses acima sao
satisfeitas.
Com base nessas premissas, demonstra-se em [24] que se, nenhum ponto de acu-
mulagio de uma seqiéncia {z;} é um ponto estaciondrio de (2.1}, entao obrigatoriamente
lim 8, =0 =0.
k—oa
Por outro lado, também se prova que, mesmo nas iteracoes em que é preciso redugzir 8,

é possivel garantir que §/8 é uniformemente limitado. Como consegiiécia da contradigio
exprimida pelas duas afirmagoes acima, obtém-se o teorema abaixo:

Teorema 2.3 Seja {zx} a seqiéncia gerada pelo algoritmo 2.1. Supondo vdlidas todas as

condicoes acima estabelecidas, existe um ponto limite de {x.} que é um ponto estaciondrio
de (2.1).

Demonstracio. Veja os detalhes em [24].
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2.5 Aspectos computacionais

Estabelecidas todas as condigGes necessdrias para que o algoritmo, além de bem
_definido, tivesse sua convergéncia garantida, resta-nos descrever como implantd-lo em um
computador.

Assim, apresentamos abaixo, em detalhes, tanto os passos que julgamos mais
importantes, como os dados do problema que € preciso fornecer.

1. determinando o passo normal.

Como mencionameos na se¢io 2.3, uma das formas de encontrar s,, consiste
em resolver o problema quadrético (2.21). Em virtude deste problema conter restricdes
de igualdade, além das canalizagdes, € de pretendermos utilizar o algoritmo QuaCon,
fomos obrigados a embutir na funcéo objetivo um termo de penalizacéo, obtendo assim:

1
minimizar %HSI 2+ SllAGen)s + clen)}
sujeita a Il —ap < s <u—xy (2.25)
[[5)loo < 0.86.

Reescrevendo o problema acima, temos

minimezar %.‘;T[p]f + A(mk:)TA(xk)]s T C(Ltlk)TA(;ck)s
sujeita a l—zp<s<u—xyp (2.26)
|[5]]ee < 0.86.

Nao hd dificuldade em aplicar QuaCon a (2.26), utilizando s, = 0 como
ponto inicial (factivel). Mas cabe aqui ressaltar que a escolha de g1 ¢ um detalhe
complicado desta formulagao, devendo ser feita cuidadosamente com base nos dados
do problema que pretendemos resolver. Na verdade, em muitos de nossos expceri-
mentos observamos que variando iy alteravamos razoavelmente o comportamento do
algoritmo.

2. determinando o passo tangente.

Também a determinacdo de sg = s, + s: (segundo {2.23)) exige a solucdo de
um preblema que, por conter restrigées de igualdade, precisa ser transformado, através
da introdugao de um termo penalizado na func¢do objetivo, de modo que possamos
aplicar QuaCon. Neste caso escrevemos

1 {
manimizar }u,g[isTHks + g(ze)Ts] + -2-||A(.Lk)[5 — .5',,_]”3

suieita a l—zp < s<u-—mzy4 (2.27)
“S“oo <48
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ou, de outra forma,

1 .
minimizar §ST[;£2HJ¢ + A(zg) TAzr)]s + [rag(en)T — sTA(zg) T Azs)]s

sujeite a l—-zp<s<u—mx4 (2.28)
[Islloo < 6.
Para este problema, um ponto inicial razodvel e factivel seria s = s,.

Além disso, pg deve ser escolhido de forma ainda mais cautelosa que uq, na tentativa,
de manter um equilibrio entre os objetivos de manter A(z)sg + C(zx) = 0 e reduzir o
lagrangiano.

escothendo H.

Diversas vezes ao longo do texto fizemos referéncia & matriz Hy, uma a-
proximacio da hessiana do lagrangiano do problema sem canalizagies. Nesta primeira
versdo do algoritmo, como n&o estamos demasiadamente preocupados com o esforco dis-
pendido no cédlculo de tal matriz, e como dispomos de todas as informagdes necesséarias
para definir V2_#(xy, M), resolvemos adotar como Hj, esta matriz.

Quanto & possibilidade de termos que fatorar H; (para resolver alguns sis-
temas lineares necessarios a determinacéo de d;), que pode nio ser definida positiva,
nada temos com que nos preocupar pois QuaCon possii uma rotina de decomposicao
de Cholesky modificada, particularmente indicada para estes casos.
definindo os critérios de parada

A interrupgao do algoritmo é determinada sempre que:
(a) O passo for muito pequeno:
llzk+1 — @hlloo < ez max{l, [[#x11]loc}; (2.29)
{b} A redugéo da infactibilidade e da funcio objetivo for pouco significativa:
Pl (ar, sk) < e € PO (Hp, @k, Mgy 55, AA) < € (2.30)

atuchizando os multiplicadores de Lagrange.

No passo 2.8, fazemos uma atualiza¢do de primeira ordem das estimativas
des multiplicadores de Lagrange diretamente pela emprego da férmula:

1
f\k+1‘_;;14($k,) [s5 — n) (2.31)

atualizando o do raio da regico de confianca

Toda vez que o passo € aceito, dobramos {em 2.13.1} o raio da regido de
confianga. Por outro lado, reduzimos {em 2.14.1) § pela metade se o passe nio for
aceito. Em qualquer caso, nio aceitamos § menor que 1074,
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7. Calculando o termo penalizador da funcao de mérito.

No passo 2.12.1, o valor de 4 depende de v, wm parametro utilizado para permitir
diferentes graus de nao monotonicidade. Durante os nossos testes, experimentamos
diversos valores para v, na tentativa de verificar qual influéncia este termo tem sobre
o desempenho do método.

. detalhando a estrutura de dados

Mais que uma aproximacao inicial da solu¢do do problema ou dos multipli-
cadores de Lagrange, para que possamos aplicar o algoritmo é necessario fornecer sub-
rotinas que calculem f(z), C(x), Vf(z), VC{(z), V2f(z) e V2Ci{z),parai = 1,...,m.

Na tentativa de fazer com que os dados sejam utilizados de forma eficiente
por QuaCon, estabelecemos algumas regras para a criacao destas rotinas;

e g{z) ¢ C(z) devem ser fornecidos em vetores densos;

o VC{x) deve ser fornecida como um conjunto de n vetores densos ou esparsos, cada
um deles contendo a derivada de todas as restricoes de igualdade com relagio a
uma das componentes de z.

e V?f(z) também deve ser fornecida como um conjunto de n vetores densos ou
esparsos, compostos das segundas derivadas de f com relagio a cada componente
de . Nesta versao do algoritmo, nao utilizamos uma aproximacao por diferengas
finitas para as hessianas.

e Cada matriz V2C,(z) deve ser fornecida da mesma forma que a hessiana da fungdo
ohjetivo.

No caso de desejarmos resolver um problema relativamente grande sem
usar a decomposi¢ao de Cholesky como método de minimizagdo irrestrita em QuaCon,
também permitimos que, em lugar do calculo de VC(z), V?f(z) e cada uma das ma-
trizes V2C;(x), sejam criadas apenas rotinas de multiplicagio destas matrizes por um
vetor qualquer.

2.6 Aplicacoes e resultados numéricos

Para testar este novo algoritmo, decidimos aplicd-lo & resolugae de um subcon-

junto dos problemas compilados por Hock e Schittkowski em [27].

A descrigdo completa dos problemas que selecionamos, incluindo o ponto inicial

sugerido para cada um deles, encontra-se no apéndice B. Mas apresentamos na tabela 2.1
um resumo das informagdes que julgamos mais relevantes, indicando, pela ordem, o indice
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problema nimero de tipo de funcdo

aqui | em [27] | var. |restr.| can. f. objetiveo restrigoes
1 38 4 0 8 polinomial -
2 41 4 1 8 polinomial linear
3 45 3 0 10 polinomial -
4 53 5 3 10 quadrética linear
5 54 6 1 12 | nao polinomial linear
6 55 6 6 8 | ndo polinomial linear
7 60 3 1 6 polinomial polinomial
8 62 3 1 6 nao polinomial linear
9 63 3 2 3 quadratica quadrética
10 74 6 0 12 polinomial néo polinomial
11 75 6 5 12 polinomial néo polinomial
12 80 ] 3 10 | nao polinomial polinomial
13 81 5 3 10 | ndo polinomial polinomial
14 99 7 2 14 | nfo polinomial | ndo polinomial
15 107 9 6 8 polinomial nao polinomial
16 110 10 0 20 polinomial -
17 111 10 3 20 | nédo polinomial | ndo polinomial
18 112 10 3 20 | ndo polinomial linear
19 113 18 8 8 quadrdtica quadratica
20 119 16 8 32 polinomial linear

Tabela 2.1; Problemas de Hock e Schittkowski
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de cada problema, o indice usado em [27], o nimero de varidvels, restrigies de igualdade ¢
canalizagoes®, o tipo de fungao objetivo € o tipo de funcéo usado nas restricoes.

A opcao por problemas pequenos mas com caracteristicas variadas revela nossa
intengdo de fazer apenas uma primeira andlise do desempenho do algoritmo quando sub-
metido a testes préticos, sem a preocupacdo de compara-lo a outros métodos conhecidos.

O algoritmo 2.1 foi implementado (em FORTRAN) conforme as especificagbes
contidas nas segoes 2.2.1, 2.3 e 2.5, feitas as seguintes ressalvas:

e Para definir os critérios de parada segundo (2.29) e {2.30), adotamos e, = 107%, 5 =
1078 e ¢, = 1078, salvo no problema 5, em que usamos ex = 1077 e ¢f = 1071, e no
problema 14, onde empregamos ¢, = 1071% e ¢, = 1071

e Escolhemos um valor inicial suficientemente grande para §, com base na magnitude de
xq0 e da solugdo do problema a ser resolvido.

e Na prética, em lugar de usarmos o teste mencionado no item 2.13 do algoritmo, accila-
IMOS UIN Passo Sempre que

A‘red(mkﬂ )\ku Sk, A)\i 9#) 2 Oooglp’red('ﬁrks Ty /\ka Sk A)‘s 9.‘{‘)

e Para a minimizagdo dos subproblemas quadriticos definidos em {2.26) e (2.28),
necessdrios & determicio de s,, e s, adotamos como critério de parada

llg=(sk)ll2 < 0.1[gn(s0)ll2-

Utilizamos p1 = 1078, exceto no problema 14, para o qual gy = 1071,

A tabela 2.2 contém os resultados que obtivemos para cada problema, incluindo
o numero total de iteracoes nas quais o passo fol aceito, a quantidade de passos recusados € ©
total de iteragoes de QuaCon, um nimero que indica qual critério de parada foi atendido de
acordo com {2.29) e (2.30), o valor de o utilizado e o valor de & obtido na tultima iteracéo.

Em todos os exemplos o algoritmo foi capaz de encontrar uma solucéo e, em geral,
o nlmero de iteragoes foi pequeno se comparado a dimensédo do problema.

Obtivemos os resultados mencionados usando v = () em {2.24), ou seja, exigindo
um decréscimo mondtono do pardmetro de penalizagdo do lagrangiano aumentado.

Para analisar a influéncia causada sobre o desempenho do programa por uma
estratégia ndo mondtona para a escolha de #, experimentamos resolver os mesmos problemas
atribuindo a v os valores 10%, 10 e 105. Mas apenas nos testes 6, 13 e 14 notamos alguina
difercnga, conforme mostra a tabela 2.3.

Atribuimos a pouca inAuéncia causada pela variagdo de v em nossos exemplos ao
fato cstarmos usando a propria hessiana do lagrangiano, além de boas estimafivas para os

5 . . . . — . .. - . .
“Para indicar o wimero de canaligacdes cousideramos que cada varidvel pode estar sujeita a win limite
inferior e outre superior, podendo ser sendo contada, neste caso, duas vezes.
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prob. n. de iteragoes crit. | pardmetros

total | recus. | QuaCon | par. 149 8 final
1 31 0 39 1 - -
2 5 0 12 2 {1074} 1.0
3 2 0 2 1 . -
4 2 0 4 2 |10 0.13
5 433 0 877 2 103 1.0
6 2 1 9 1 | 10°%) 0.28
7 7 0 14 1 110°%| 05
8 5 2 15 1 [10710| 1071
9 5 1 18 2 11079 | 0.64
10 9 0 21 1 | 1078 | 0.49
11 148 0 297 1 {10101 10-°
12 7 0 17 2 | 107% | 0.49
13 20 14 117 2 11074 | 0.037
14 12 24 337 1 |107% ] 1071
15 6 2 27 1 j10°10 ) 10°°
16 4 1 5 1 - -
17 52 2 390 1 [1071°) 0.017
18 12 0 33 1 [ 107 ] 1.0
19 5 0 15 1 11078 05
20 7 i 35 1 | 10°% | 107"

Tabela 2.2: Resultados numéricos

prob. | iteragoes 7

0 [10°7]10% [ 10°

total 2 3 3 3

6 recus. 1 0 0 0

QuaCon [ 9 9 9 9

total 20 ( 17 ) 72 | 85

13 recus. i4 7 37 ) 38
QuaCon | 117 | 76 | 390 | 466

total 12 4 4 4

14 recus. 24 | 20 ) 20 | 20
QuaCon | 337 ] 219 | 219 | 219

Tabela 2.3: Resultados para diversos valores de v
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multiplicadores de Lagrange. Com isso, obtivernos normalmente em cada iferacio uma bhoa
reducdo da infactibilidade e da fungdo objetivo {nos nossos exemplos quase nunca recusamos
iteracoes), de modo que o0s valores de # mantém-se altos, como se constata na tabela 2.6.

Embora seja necessario efetuar muitos experimentos mais para permitir que
cheguemos a uma conclusao segura, acreditamos que, nos casos em que contamos com esti-
mativas piores de H e A, a adogao de uma estratégia ndo mondtona para determinar de #y
fornega resultados mais significativos.

Por fim, ndo se pode deixar de mencionar novamente aqui & sensibilidade do
algoritmo a variagbes dos pardmetros up € ug, assunto que também deve ser objeto de uma
andlise mais demorada.



CaPriTuLO 3

Outro algoritmo para minimizacao
| com restricoes

Terminando nosso trabalho, voltamos neste capitulo & programacado nao linear
com restrigdes para tratar de um algoritmo que emprega diretainente, é ndo apenas como
funcdo de mérito, o lagrangiano aumentado. _

Se aqui a minimizagao de quadréticas ainda aparece, isto acontece de forma um
tanto sutil, ndo pela aplicacao direta de QuaCon, mas através da combinacio de um novo
tipo de método com aquele baseado na programacéo quadratica seqiiencial que acabamos de
analisar,

3.1 Usando o lagrangiano aumentado

Consideremos, mais uma vez, o problema de minimizacdo de uma fungao nao
linear sujeita a restrigbes de igualdade e canalizagées das varidveis descrito por:

minimizar  f(z)
sujeita ¢ Clz) =0 (3.1)
[ <z <u

onde, como ja sabemos, o termo < é usado componente a componente ¢ { < wu.

'Reproduzimos aqui a formulagio feita no capitulo anterior para tornar menos ahorrecida a lettura do
texto,
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Excluindo de (3.1) as canalizagbes, o lagrangiano aumentado do problema resul-
‘tante pode ser definido como a fungio

(2,2 p) = flo) + X C@) + inc(mm%, (3.2)

onde o vetor A contém uma estimativa dos multiplicadores de Lagrange e p é um parametro
de penalizacio®.

Com a atencdo voltada as aplicagBes de grande porte, Conn, Gould e Toint [10]
sugeriram, em artigo recente, um método que consiste em resolver a cada iteracdo um pro-
blema na forma

minimizar  L{z, A, p)
sujeitae 1<z < : (3.3)

Nosso objetivo é construir um algoritmo eficiente com base nesta proposta, recor-
rendo para isso a tudo o que j4 foi apresentado nos capitulos anteriores.

3.1.1 Definicoes e notacgao

Como sempre, & explanagio do algoritmo precederemos uma definigdo da notacgéo
adotada, ainda que tenhamos, com isso, que repetir alguns termos ja apresentados.

¢ Adotamos o termo || - || para representar uma norma qualquer em IR";

e As canalizagdes sdo representadas pelo conjunto 2, definido por:

Q={zec R"|I <z <u}. (3.4)

e O lagrangiano associado ao problema sem canalizagoes é:
Uz, X) = fz) + ATC(2) (3.5)
que derivado com relacdo a z fornece

Vié(z, A) = Vi(z) +VC(z)A (3.6)

o As derivadas da fungio L(z, A, ) com relagio as componentes de z sfo definidas pelo
vetor

VL(z, A u) = Vf(z)+VC(x)T[A+ 1110(3:)] (3.7)

2Apesar de equivalente a (3.2), & definicio do lagrangiano aumentado feita em (2.8) nio serd adotada
aqui.
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¢ Definindo como estimativa (de primeira ordem) dos muitiplicadores de Lagrange asso-
ciados 3s restri¢des de igualdade de (3.1) o termo

1&A402A+i0w) (3.8)

obtemos
VL(z, )\ p) = VE(z,A). (3.9)

e Para todo ponto z € 2, definimos também o vetor P(z, VL(z, A)) como
g — g, se z; — I < (VL(z,N)y;

(P(z,VL(z, M) = | w — i, se u; — zi < —(VL(z,A))s; (3.10)
(VL(z,)));, caso contrario . '

3.2 Descricao do algoritmo

Supondo conhecidas uma aproximacio inicial do problema (3.1), zg, uma esti-
mativa dos multiplicadores de Lagrange, Ag, além dos pardmetros €g, 7y, €*, #* € ug, cuja
utilidade tornar-se-4 clara abaixo, formulou-se, em [10], o seguinte algoritmo®:

Algoritmo 3.1 Minimizacdo com restricdes usando o lagrangiano eumentado.

1. k0

2. ENQUANTO || P(zs, VL(zr, Ai))|| 2 € OU [|C{z¢)|] = #* REPETIR
2.1. Resolver o problema quadrdtico definido pelo lagrangiano

cumentado e pelas canalizagoes:
Encontrar zy € ) tal que
|| P(zx, vr’(xk!’\k))“ < €k
2.2 SE [IC(@sllz < e
2.2.1. Acettar o passo:
Akp1e=de + Clzi) /i
Mg 15 Lks
a—min{ ey, v}
€yl OEE,
M1+ 0.97%;
2.3. SENAO

3Como sempre, para reduzir a notagio e facilitar o entendimento, na descrigio do algoritmo representamos
com nimeros alguns termos que sao tidos normalmente como parimetros.
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2.3.1. Recusar o passo:
Akt1 Ak
Hie+1T B
ave— min{ g1, v}
k1€ Qe
Ne+1+0.1770;

2.4, k—k+ 1.

Embora tenha uma estrutura muito simples, o algoritmo exige, no item 2.1, a re-
solucdo aproximada de um problema nio linear sujeito a canalizagdes, o que, como sabhemos,
encerra grande complexidade. Como a forma pela qual ¢ executado este passo estd rela-
cionada mais & eliciéncia do método que aos resultados tedricos de convergéncia, voltaremos
a tratar deste assunto na seco dedicada aos aspectos computacionais, ‘

Por sua, vez, a atualizagio dos valores estimados dos multiplicadores de Lagrange
adotada no passo 2.2.1, tendo por base a férmula (3.8), ndo é a unica alternativa sugerida
por Conn, Gould e Toint, que apresentam em [10] um outro algoritmo no qual A pode ser
calculado de forma bem mais genérica.

3.3 Resultados tedricos

Supondo que f{z) e C(z) tém segundas derivadas continuas, que a seqiiéncia
{zx} estd contida em um subconjunto compacto de IR™ e que os pontos de acumulacéo de

{a;} sdo regulares®, Conn, Gould e Toint [10] demonstraram que o algoritmo 3.2 satizfaz o
seguinte teorema:

Teorema 3.1 Seja o* um ponto de acumulacio de {z,} gerada pelo algoritmo 8.2, seja
também A" o vetor de multiplicadores definido pela estimativa de quadrados minimos® para
r=z% e K o conjunto de indices de uma subsequéncia infinita de {xy} que converge para
z*. Se sao satisfeitas as hipdteses do pardgrafo acima, entao:

o existem constantes o > 0, § > 0 € um inteiro kg tais que, para todo k > ko, k € K,

A% = A% < allzk — =7,

IC(ze)ll < pxlBer + |2k — ([ + edlax — 7|];

o se C(z*) = 0, entdo z* € um ponto estaciondrio de (3.1) e A* é o vetor de multipli-
cadores de Lagrange correspondente. Além disso, {\;} converge para A* e VL(zk, Ax)
converge para V{(z", A").

4Veja hipétese 6 na segio 2.4.
S0btida através da minimizagio de [|[VC(z")TA — VF(2*)]|3, onde C(2*) contém as restrigBes ativas em
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3.4 Aspectos computacionais

Como ja foi dito, o desempenho do algoritmo esté subordinado quase que exclusi-
vamente & forma pela qual é implementado o passo 2.1, descrito acima com certa liberalidade.

Para encontrar uma solugio aproximada do problema de minimizacao do la-
grangiano aumentado sujeito a canalizagoes, Conn, Gould € Toint sugerem o uso de um
método de minimizac¢do em caixas introduzido por eles mesmos recentemente (vide [9], [11]),
e J& bastante conhecido. _

Nada impede, porém, o emprego direto, neste passo, do método de programagio
quadratica seqiiencial que formulamos no capitulo anterior, que pode ser adaptado para ser
incluido como subrotina do algoritmo global. Para tanto, a Gnica alteragio que precisamos
fazer diz respeito 4 compatibilizagdo dos critérios de parada dos dois métodos.

Assim, para ndo termos que calcular a norma de P(zy, VL(zk, Ar)), adotamos
na minimizagao do lagrangiano aumentado o critério de parada definido no algoritmo 2.1.
Em fungio disso, precisamos modificar também o passo 2 do algoritmo 3.1, aceitando como
solugéo do problema 3.1 um ponto zj que satisfaz:

|k — k1|l < €||lzill2

IC (zi)ll2 < 7™

Estas alteragbes néo nos obrigam, felizmente, a definir novas férmulas para o
cdlculo de ¢ e ng, de modo que podemos manter inalterados os demais itens do algoritmo
3.1.

3.5 Experimentos numéricos

Ainda gue este novo método seja mais indicado para problemas grandes, de-
cidimos avalid-lo preliminarmente utilizando o conjunto de testes apresentado na figura 2.1
(excluindo os problemas 1, 3 e 16 por ndo possuirem restri¢oes de igualdade).

A tabela 3.1 exibe os resultados alcancados, fornecendo, pela ordem, o indice
do problema, o numero total de iteragdes do algoritmo 3.1, o niimero de iteragdes em que
aumentamos o penalizador do lagrangiano aumentado, a quantidade de iteragOes aceitas e
recusadas ao utilizarmos como subrotina o algoritme 2.1 e o niimero de iteragdes de QuaCon.
Indicamos entre parénteses os valores andlogos obtidos no capitulo 2, para facilitar uma
comparacio dos métodos.

No programa em FORTRAN que elaboramos, atribuimos ao pardmetro ¢* o
mesmo valor adotado para o parametro ¢, definido em (2.29). Além deste, outros valores
utilizados que merecem mencdo sdo: n* = 1075 g =1, n50=1e pg = 0.1

Os resultados obtidos mostram que esta nova proposta é interessante, tendo al-
cangado a solugdo em todos os testes feitos, e geralmente em um niimero razoavel de it-
eragbes. Na maijoria dos exemplos, entretanto, o desempenho foi inferior ao obtido pelo
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niimero de iteracgtes
prob. | algoritmo 3.1 algoritmo 2.1 QuaCon
total | recus. total recus,

2 4 0 5(5) 0(0) 5(12)
4 5 1 10{2) 0{0) 5(4)
5 8 ¢ 440{433) 0(0) 464(877)
6 2 0 5(2) 0(1) 8(9)
7 6 0 15(7) 3(0) 24(14)
8 7 3 22(5)} 2(2) 29(15)
9 ) 0 20(5) 9(1) 35(18)
10 3 1 32(9) 21(0) 61(21)
11 8 4 245(148) | 214(0) 472(297)
12 5 0 21(7) 12(0) 33(17)
13 5 0 13(20) 2(14) 16(117)
14 12 7 1012(12) | 1167(24) | 4655(337)
15 7 3 23(6) 2(2) 37(27)
17 6 1 1005(52) | 996(2) | 3446(390)
18 4 ] 18(12) 0(0) 22(33)
19 7 2 29(5) 0{0) 33(15)
20 5 2 17(7} 2(1) 23 (35)

Tabela 3.1: Resultados numéricos
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algoritmo 2.1, particularmente se observamos o nimero de iteragdes de QuaCon exigidas
pelos dois métodos, ainda que a quantidade de testes seja insuficiente para que possamos
extrair conclusdes definitivas. '

Além disso, o grande nimero de itera¢des efetuadas pelo algoritmo 3.1 em alguns
poucos casos sugere a necessidade de estudarmos novos critérios para a redugao do parametro
de penalizagéo inclufdo na funcio objetivo.

Mas o que mais nos impressiona é o desperdicio que ha em utilizar o algoritmo
2.1 para resolver um problema que contém apenas canalizagbes, em lugar de aproveita-lo
totalmente. Para comentar isso seremos for¢ados a recorrer a uma dltima segao ...

3.6 Mesclando os algoritmos

Tendo 4 méio duas maneiras diferentes de minimizar fun¢bes ndo lineares com
restrigdes, ndo foi possivel resistir 4 enorme tentagéio de entremed-las ainda mais e criar, com
isso, um método hibrido que divide as restrigbes de ignualdade e atribui a cada algoritmo o
encargo de tornar factivel uma parte delas.

Para ohservar como isso € feito precisamos, em primeiro lugar, reescrever o pro-
blema 3.1 na forma

minimizar  f{z)
sujeita a  Clz) = [ g;%g } =0 (3.11)
<z <,

Nesta nova formulagdo, supomos que apenas o conjunto de restricdes Cq(z) serd
inclufdo no lagrangiano aumentado, de modo que em cada iterag&o temos que

minimizar Lz, ), 1)
sujeita o Co(z) =0 (3.12)
<z <u

onde X contém os multiplicadores associados a Ci(z), e

Lz, 5, p) = [(z) + 3 Ci() + %ncl(m)n% (3.13)

Mesmo contendo as restrigbes Co(z), (3.12) pode ser resolvido no item 2.1 do
método se usarmos nesse passo o algoritmo 2.1. Esta alteracdo simples ndo exige sequer
que modifiquemos o programa descrito acima, mas apenas que redefinamos alguns dados de
entrada.

Dentre todos os nossos problemas, selecionando para estes 1iltimos testes os inicos
que continham dois tipos diferentes de restrigoes:
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restricbes niumerc de iteragdes
prob. usadas algoritmo 3.1 algoritmo 2.1 | QuaCon
em Ci(z) total | recus. | total | recus.
9 quadrética 7 3 21 1 47
linear 7 3 19 6 67
10 lineares 6 3 20 10 37
polinomiais 10 5 18 0 Y |
11 lineares 6 3 13 22 4]
polinomiais 10 3 21 2 56
19 lineares 9 4 27 1 60
quadraticas 7 3 11 0 27

Tabela 3.2; Misturando os métodos

e O problema 9, com uma restricio quadrdtica e uma linear;
e O problemas 10 e 11, que possuem duas restri¢des lineares € 3 polinomiais;

e O problema 19, composto de trés restrigies lineares e cinco quadraticas.

Como existem duas formas de dividir as restrigdes em dois conjuntos, resolvemos
cada problema ora fazendo Cj(z) conter as restricdes lineares, ora as demais. A tabela 3.2
resume as informacées colhidas nessas experiéncias.

Observando estes resultados, e comparando-os aos valores das tabelas 2.2 e 3.1,
malis uma vez somos levados a crer que ambas as alternativas sdo promissoras e devemn ser
melhor exploradas. E mesmo sendo muito pequeno o nimero e 0 tamanho dos testes feitos,
tudo indica que a divisdo das restri¢bes entre os dois algoritmos melhora o desempenho do
método que usa o lagrangiano aumentado.

Os resutados também sugerem ser melhor embutir as restrigdes mais complicadas
(ndo lineares) na fungio objetivo (em Ilugar das restrigfes lineares).

Além disso, cabe regsaltar que como o algoritmo 2.1 pouco mais foi que formulado,
do seu desenvolvimento ainda podemos esperar obter indiretamente algum progresso aqui.



Conclusodes

“,..como quereis vds que ndc me encha

de confusio o antigo legislador, chamado Vulgo,
quando ele vir que no cabo de tantos anos,
como hi que durmo no siléncie do esquecimento,
me saio agora, tendo ji tAo grande carga

de anos &s costas, com uma legenda

seca como as palhas, falta de invencao,
minguada de estilo, pobre de conceitos,

e alheia a toda erudicio e doutrina...”

Miguel de Cervantes

in: Dom Quixote de La Mancha

Chegando a este ponto do trabalho em que o damos por concluido, longe ainda
estamos de imaginar que nada mais haja por fazer. Pelo contrdrio, julgamos sim que a
utilidade deste relato de nossas experiéncias reside justamente no fato de termos dado um
primeiro passo.

Empregamos um algoritmo novo para minimizagao de quadraticas em caixas na
resolucdo de aplicagbes praticas e o resultado foi muitissime promissor, como também de-
monstraram grande potencial os algoritmos apresentados para problemas néo lineares com
restrigoes.

Mas dos resultados obtidos ndo podemos extrair mais que essa promessa vaga,
pois muito ainda resta por detalhar, definir, alterar até que venhamos a ter finalmente como
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assegurar aos métodos propostos eficiéncia ou competitividade.
' Cumpre-nos, assim, antes de bater o ponto final, apenas o dever de utilizar parte
do que aprendemos para sugerir temas de futuras linhas de pesquisa nesta 4rea, incluindo:

. o A comparacio de todos os algoritmos com programas do mesmo género j& bem estabe-
lecidos, visando principalmente aplicd-los a problemas de grande porte;

o A elaboragdo ¢ avaliagdo de uma rotina de atualizagdo da decomposi¢do de cholesky
em QuaCon;

e Uma andlise mais ampla do desempenho dos métodos do tipo gradiente com retardo,
particularmente no que diz respeito & programacio em paralelo;

» A discussio de alternativas para a resolucéo dos problemas de programagio quadrética
com restri¢cGes contidos no algoritmo 2.1, sem que seja usado, como fizemos, um método
baseado em penalizagéo;

o A defini¢do de novas propostas para o cdlculo de alguns passos no algoritme 2.1, aten-
dendo melhor ao espirito menos restritivo do método e reduzinde o custo computacional
de cada iteragdo.

s A especializagao de um dos dois métodos mesclados no capitulo 3 para o tratamento
exclusivo de algum tipo particular de restrigéio (as lineares, por exemplo), visando uma
melhoria do desempenho global do algoritmo.



APENDICE A

Experimentos do primeiro capitulo

Reunimos neste apéndice todos os resultados dos experimentos realizados com o
algoritmo QuaCon. Os dados aparecem agrupados em tabelas segundo o tipo de problema
a que se referem.

Inicialmente, investigamos qual o comportamento de QuaCon quando alteramos
a dimensio da face em que utilizamos a decomposicdo de Cholesky para a minimizacio
unidimensional.

Dedicamo-nos, em seguida ao estudo dos desempenho dos diversos métodos de
gradiente com retardo. Nas tabelas correspondentes, os resultados sio fornecidos em funcéo
do pardunetro ¢ {vide item 1.2 & pdgina 8), que define a freqiiéneia com que mudamos de
face.

Passamos, entao, 4 analise dos efeitos decorrentes do uso de vérios valores para
o termo § (vide item 1.2.2 & pdgina 8}, que tem por finalidade assegurar a convergéncia do
algoritmo quando resolvemos problemas dual degenerados.

Finalmente, apresentamos alguns grélicos que ilustram o resultado da aplicacao
do programa aos problemas de projegao de pontos sobre politopos.

Muitos dos termos que aparecem nas tabelas, como 8, na(z*), na(zg), deg e
6, ja foram mencionados e supomos conhecidos seus significados. Além disso, em alguns
casos, usamos expressoes como zp = 0 ou zg = U, por exemplo, para indicar que todas as
componentes da aproximacao inicial ufilizada séo iguais a zero ou seus limites superiores.

Nas tabelas Al17, A18, A19, A20, A29 e A30, os valores fornecidos representam
o numero fofal de iferagdes, o nimero de iteragdes com decréscimo da funcio e o {ndice da
iteracdo na qual foi encontrada a face 6tima.
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Teta | Dim. Problema
Chol 1 2 3 4 h 6 7 SJ

10~% 01127250 | 115 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
100 ; 127 } 250 | 115 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
200 | 127 | 250 | 115 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
500 | 88 | 250 | 80 | 235 | 202 | 259 | 229 | 240

1000 } 2111347 17165 | 202 | 259 | 229 | 240

2601 | 21| 21| 17| 18| 19; 20| 22| 23

10-° 0127 | 250 [ 117 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
100 | 127 | 250 | 117 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
200 [ 127 | 250 { 117 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
500 | 88| 250 | 80| 235|202 (250|229 | 240
1000 | 21 [ 134 | 17| 165 ) 202 | 259 | 229 | 240
2601 | 21| 21| 17! 18 19| 20| 22! 23

0.01 01 8812121 781254 1(153 (21111521229
100 | 88212 | 78 (254 ) 153 | 211 | 152 | 229
200 | 88 (212 | 778|254 153 | 211 | 152 ] 229
800 | 89| 212 | 76 234|153 | 211 | 152 { 229

1000 | 20 122 | 17 |170 | 153 [ 211 | 152 | 229

2601 20 19| 17| 18] 19} 20 20| 21

0.1 O 90128 | 65279 116 | 182 | 134 | 218
' 100 | 76 | 128 | 65279 | 116 | 182 | 134 | 218
200 | 76 (1281 65279 | 116 | 182 | 134 | 218
600 | 73 |128 1 58 (279 116|182 | 134 | 218
1000} 17 68| 156|210 ]116 | 182 ] 134 | 218
2601 | 17| 17| 15) 15 17| 18| 18| 19

0.9 0| 75| 146 64 {175 116 | 217 | 137 | 274
100 | 751146 | 64 | 175 | 116 | 217 | 137 | 274
200 73146 63 175|116 | 217 | 137 | 274
500 | 65146 | 55 176 [ 116 | 217 | 137 | 274

1000 | 21| 90| 18| 93116 | 217|137 | 274

2601 ) 21 20 18] 18] 18) 19) 26| 27

Tabela A.1: Problemas de obstdculo A (n=2601)



Tets | Dim. Problems
Chol [ 9 10[ 11 127 13] 14] 15[ 16
10749 0120013141211 14101330413 | 401 | 406
100 | 200 | 314 | 211 | 410 | 330 | 413 | 401 | 406
200 | 200 | 314 { 211 | 410 {330 | 413 | 401 | 406
500 1 200 | 314 | 211 { 410 | 330 { 413 | 401 | 406
1000 | 153 1 269 | 150 | 410 { 330 | 413 | 401 | 406
2000 | 321|116 | 25249 | 330 | 413 | 401 | 406
5041 | 321 271 25| 241 24 25| 311 32
107 0 (200|313 ) 211 | 437 ) 330 | 413 | 401 | 406
100 | 200 | 313 | 211 [ 437 | 330 | 413 | 401 | 406
200 | 200 | 313 | 211 | 437 | 330 | 413 | 401 | 406
500 | 200 | 313 | 211 | 437 | 330 | 413 | 401 | 406
1000 | 153 | 269 | 150 | 369 | 330 | 413 | 401 | 406
2000 | 32116 | 25257 (330|413 | 401 | 406
5041 | 32 27 25| 24| 24| 25| 31| 32
0.01 0148 [ 328 | 123 | 364 | 262 | 356 | 286 | 392
100 | 148 | 328 | 123 | 364 | 262 | 356 | 286 | 392
200 | 148 | 328 | 123 | 364 | 262 | 356 | 286 | 392
500 | 148 | 328 | 123 | 364 | 262 | 356 | 286 | 392
1000 | 133 | 328 | 110 | 364 | 262 | 356 | 286 | 392
2000 | 30]206| 21| 253262356286 | 392
5041 | 30| 24 21 22| 221 23| 28| 29
0.1 0)119]215| 751499 | 168 | 279 | 165 | 362
100 | 119 | 215 | 75499 | 168 | 279 | 165 | 362
200 | 119 | 215 | 751499 | 168 | 279 | 165 | 362
500 | 116 | 215 | 75| 499 | 168 | 279 | 165 | 362
1000 | 106 1 209 | 76| 499 | 168 | 279 | 165 | 362
2000 | 24 1135 20 359|168 |279 | 165 | 362
5041 { 24| 221 20 19t 21 22 26| 27
0.9 D]120]171 | 96 [ 478 | 166 | 335 | 219 | 388
100 | 120 L 171t 96| 478 1 166 | 335 | 219 | 388
200 | 119 [ 171 | 96| 478 | 166 | 335 | 219 | 388
500 [ 114 | 176 | 94 { 478 | 166 | 335 | 219 | 388
1000 | 981160 721|478 | 166 | 335 | 219 | 388
2000 | 30| 89 251281 (166 (3351219388
5041 30 26| 25| 23 22| 23| 34 35

Tabela A.2: Problemas de obstéculo A (n=5041)

79



30
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Teta | Dim. Problems,
Chol | 17 18| 19 200 21| 22 23| 24
10~1¢ 0428 | 1226 | 408 | 1851 | 813 | 765 | 742 | 850
100 | 428 | 1226 | 408 | 1851 | 813 | 765 | 742 | 850
200 | 428 | 1226 | 408 | 1851 [ 813 | 765 | 742 | 850
500 | 428 | 1226 | 408 | 1851 | 813 | 765 | 742 | 850
1000 | 428 | 1226 | 408 | 1851 | 813 | 765 | 742 | 850
2000 | 255 | 1226 | 259 | 1851 | 813 | 765 | 742 | 850
5000 | 41| 659 | 32| 1390 | 813 | 765 | 742 | 850
10000 | 41 35 32 28 32| 20| 37| 24
107° 071420 | 1224 | 406 | 1847 [ 812 | 765 | 741 | 850
100 | 420 | 1224 | 406 | 1847 | 812 | 765 | 741 | &850
200 | 420 | 1224 | 406 | 1847 | 812 | 765 | 741 | 850
500 | 420 | 1224 | 406 | 1847 | 812 | 765 | 741 | 850
1000 | 420 | 1224 | 406 | 1847 | 812 | 765 | 741 | 850
2000 | 254 | 1224 | 258 | 1847 | 812 | 765 | 741 | 850
o000 | 41| 658 | 32| 1388 | 812 | 765 | 741 | 850
10000 | 41 351 32 281 32| 29| 37| 24
0.01 01220 | 676 | 181 1 1046 | 430 | 487 | 499 | 604
100 | 220 | 676 | 181 | 1046 | 430 | 487 | 499 | 604
200 | 220 | 676 | 181 | 1046 | 430 | 487 | 499 | 604 |
500 1220 ] 676 ) 181 | 1046 | 430 1 487 | 499 | 604
1000 | 218 | 676 | 181 [ 1046 | 430 | 487 | 499 | 604
2000 | 221 | 676 | 187 | 1046 | 430 | 487 | 499 | 504
5000 | 38 | 347 | 27| 672 | 430 | 487 | 499 | 504
10000 [ 38 331 27 241 281 261 341 21
0.1 0| 154 351|146 | 732|355 | 552 ( 404 | 680
100 | 154 | 351 | 146 732 | 355 | 552 | 404 ! 680
200 | 154 | 351 {146 | 732 | 355 | 552 | 404 | 680
500 | 164 | 351 | 146 | 732 [ 355 | 552 | 404 | 680
1000 | 188 | 351 [ 133 | 708 | 355 | 552 | 404 | 680
2000 | 163 | 351 | 155 | 675 | 355 | 552 | 404 | 680
5000 33| 156 | 27| 597 | 355 | 552 | 404 | 680
10000 | 33 27 | 27 221 26 23| 35| 18
0.9 0171 | 275|158 1 584 | 230 | 472 | 314 | 649
100 | 171 275 | 158 | 584 [ 230 | 472 | 314 | 649
200 | 171 | 275 | 158 | 584|230 | 472 | 314 | 649
500 | 162 | 275 | 153 | 584 | 230 | 472 | 314 | 649
1000 | 165 | 273 | 146 | 584 | 230 1472 | 314 | 649
2000 | 150 | 248 | 114 | 584 | 230 | 472 | 314 | 649
5000 | 40| 147 | 36| 2871230472 | 314 | 649
10000 | 40 35| 36 28 | 28| 25| 48| 18

Tabela A.3: Problemas de obstdculo A (n=10000)




Teta

Dim.
Chol

Problema B

Problema C

25

26

27

28

29 |

30

(g™

0
100
200
500

1000
2000
5041

234
234
234
234
234
234

24

454
454
454
454
454
454

28

490
490
490
490
490
490

20

227
227
227
227
227
227

22

276
276
276
276
276
276

27

187
187
187
187
187
187

21

0™

0
100
200
500

1000
2000
5041

261
261
261
261
261
261

24

452
452
452
452
452
452

28

490
490
490
490
490
490

29

227
227
227
227
227
227

22

276
276
276
276
276
276

27

187
187
187
187
187
187

21

0.01

0
100
200
500

1000
2000
5041

170
170
170
170
170
170

21

281
281
281
281
281
281

24

289
289
289
289
289
289

26

104
154
154
154
154
154

21

204
204
204
204
204
204

25

184
184
184
184
184
184

20

0.1

0
100
200
000

1000
2000
5041

143
143
143
143
143
143

18

190
190
190
190
190
190

22

222
222
222
222
222
222

23

142
142
142
142
142
142

18

181
181
181
181
181
181

22

184
184
184
184
184
184

17

0.9

0
100
200
500

1600
2000
5041

113
113
113
113
113
113

18

166
166
166
166
166
163

28

223
223
223
223
223
223

25

128
128
128
128
128
128

23

191
191
191
191
191
191

29

195
195
195
195
195
195

22

Tabela A.4: Problemas de obstdculo B e C (n=5041}
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAPITULO

Teta | Dim. | na(zq) = 100 na(zg) = 500 na(xg) = 900
Chol | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 [ deg=12
10-10 0| 620 722 | 543 630 | 551 769
100 395 563 318 626 363 803
200 300 563 318 626 363 303
500 359 563 318 626 363 803
1000 9 21 22 14 15 24
10~ 0 604 639 543 630 551 769
100 355 618 318 672 363 908
200 3565 618 318 672 363 908
500 355 618 318 672 o63 908
1000 9 21 22 14 15 24
0.01 0 483 501 482 236 479 652
100 299 485 299 686 328 604
200 299 485 299 686 328 604
500 299 485 299 686 328 604
1000 8 19 14 12 14 24
0.1 0 506 510 494 520 481 548
100 285 453 298 498 315 454
200 285 453 298 498 315 454
500 285 453 208 498 315 454
1000 8 18 14 12 il 21
0.9 0 457 a08 472 496 521 538
100 283 329 307 309 316 306
200 283 329 307 309 316 306
500 283 320 307 309 316 306
1000 11 9 8 7 10 12

Tabela A.5: Problemas aleatérios (na{z*} = 100)




Teta | Dim. | na(zg) = 100 | na(zp) =500 na(zg) = 900 |

Chol | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
1071 0] 547 *1 530 * 569 *
100 375 1479 408 3046 396 4218
200 375 1479 408 3046 396 4218
500 159 1341 223 3046 119 4218
1000 20 33 14 48 20| 44

10°° 0 547 1878 508 * 569 *
100 375 1359 428 7173 396 4180
200 375 1359 428 7173 396 4180
500 159 1359 215 7173 119 4180

1000 20 33 14 47 20 44

0.01 0 502 1239 542 1014 a37 1253
100 382 661 372 663 370 651

200 382 661 372 663 370 651

500 142 661 140 663 141 | 651

1600 18 38 12 37 18 33

0.1 0 505 834 [ 527 851 922 883
100 336 609 361 507 355 047

200 336 609 361 a07 355 547

500 118 609 126 450 104 547

10060 11 29 10 30 11 33

0.9 Q 461 256 477 591 498 539
160 |~ 294 377 310 385 329 371

200 294 377 310 385 329 371

500 69 205 94 299 101 259

1000 7 8 13 17 15 20

®

excedido o limite de iteragoes

Tabela A.6: Problemas aleatérios (na(z*) = 500)
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAPiTULO

Teta | Dim. | na{zg) = 100 na(zq) = 500 na{zp) = 900
Chol | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
10-1° 0| 478 1790 471 ¥ 523 ¥
100 328 1211 325 3589 372 9458
200 172 1110 172 3326 154 9458
500 104 406 49 441 61 4882
1000 20 38 19 55 i9 51
1077 0 478 1711 465 * 523 *
100 328 1029 323 2755 372 9155
200 172 1029 170 2755 154 9155
500 104 403 47 428 61 4792
1000 20 38 19 55 19 51
0.01 (¢ 403 963 451 1371 454 1035
100 259 554 304 807 309 585
200 82 554 147 763 97 585
500 61 190 40 257 36 159
1000 24 56 16 50 17 41
0.1 0 399 844 430 976 422 983
100 254 452 286 498 276 625
200 80 337 84 384 68 419
500 60 95 44 98 35 123
1000 22 39 19 43 16 34
0.9 0 380 635 393 569 435 529
100 237 429 250 419 300 397
200 54 182 67 141 80 159
500 37 34 37 37 33 42
1000 10 16 11 15 18 16

*

excedido o limite de iteracOes

Tabela A.7: Problemas aleatérios (na{z*) = 900)




na(z*} | na{zg) | dimenséo em gue usamos Cholesky
0| 100 | 200 | 500 1000

100 100 | 3770 | 3770 | 3770 | 3770 23
000 | 4014 | 4014 | 4014 | 4014 26

900 | 4699 | 4699 | 4699 | 4699 19

500 100 | 9943 | 9943 | 9943 | 3846 38
500 | 8901 | 8901 | 8901 | 3676 47

900 [ 9597 | 9597 | 9597 [ 3086 69

900 100 | 6777 { 6777 { 1724 | 208 42
500 | 7296 | 7296 | 1439 | 236 117

L 900 | 6809 | 6809 | 1042 [ 267 54

Tabela A.8: Problemas aleatérios (cond=10°, # = 0.1, deg=1)

Prob. | zg | Dim.Chol.
0 100

1), 0} 40 7
1] 92 8

247 01 b7 9
1| 84 10

34+ 01 51 10
1110 11

4¢ 01 81 9
1130 10

51 0] b4 7
1128 8

Tabela A.9: Problemas de projecio A



APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAPiTULO

Prob. | =g Dim.Chol.

0 100

11 0} 8717 12
1111342 17

21 0| 6512 27
1 7517 28

31 0 5021 24
1 5053 29

4| 0 * 47
1 * 1

51 0} 5132 14
1| 4906 15

*excedidas 32000 iteracoes

Tabela A.10: Problemas de projecio B



Teta | Método Problema
1 2 3 4 5 6 7 8
10719 | gradientes conjugados 127 1 250 { 115 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
retardo maximo (5) 175 | 257 | 102 | 297 | 274 | 297 | 275 | 395
retardo maximo (10) 248 1 433 | 155 ) 367 | 423 | 391 | 550 | 490
barzilai-borwein 177 (199 | 128 | 203 | 240 | 245 | 330 | 260
retardo aleatorio (5) 208 | 212 | 170 | 357 | 346 | 313 | 277 | 325
retardo aleatorio (10) 202 | 283 | 178 | 323 | 312 | 292 | 292 | 329
retardo max-minimo (5) | 148 | 185 | 102 | 224 | 273 | 261 | 214 | 293
retardo max-minimo (10} { 166 | 217 | 113 | 338 | 244 | 358 | 222 | 208
retardo aleat. exc. k (5) | 164 | 244 | 134 | 285 | 303 | 301 | 228 | 317
retardo aleat. exc. k (10) | 167 | 224 | 124 | 364 | 306 | 327 | 248 | 336
10~* | gradientes conjugados 127 | 250 | 117 | 288 | 202 | 259 | 229 | 240
retardo maximo (5) 175 | 257 1 102 | 297 | 274 | 297 | 275 | 395
retardo maximo (10) 248 | 433 | 155 | 367 | 423 | 374 | 550 | 490
barzilai-borwein 177 ) 199 ; 128 | 203 | 240 | 245 | 330 | 260
retardo aleatorio (5) 201 | 212 | 170 | 357 | 333 [ 339 [ 277 | 325
retardo aleatorio (10) 190 | 283 | 178 | 323 { 353 | 292 | 292 | 329
retardo max-minimo (5) | 148 ( 185 | 102 [ 296 | 273 | 276 | 214 | 293
retardo max-minimo (10) | 166 | 217 | 113 | 358 | 244 | 358 | 222 | 298
retardo aleat. exc. k (5) | 164 | 244 | 134 | 285 | 303 | 301 | 228 | 317
retardo aleat. exc. k (10) | 167 | 224 | 124 | 364 | 306 | 327 [ 248 | 374
0.01 | gradientes conjugados 88212 | 7812541153 (2111521229
retardo maximo (5) 119 [ 209 { 115 | 264 | 205 | 316 | 223 | 308
retardo maximo (10) 117 [ 353 [ 134 | 363 | 370 | 362 { 511 | 605
barzilai-borwein 129 1 162 | 115 | 204 | 252 | 263 | 173 | 239
retardo aleatorio (5) 154 1189 {132 | 238 | 254 ) 285 | 201 | 255
retardo aleatorio (10) 157 | 282 | 135 | 283 | 284 | 285 | 298 | 321
retardo max-minimo (5) | 119 | 160 ) 93 | 235 | 200 | 296 | 210 | 248
retardo max-minimo {10) | 137 [ 235 | 94 | 215 | 203 | 224 | 230 | 311
retardo aleat. exc. k (5) | 120 | 207 | 101 | 202 | 256 | 264 | 214 | 293
retardo aleat. exc. k (10) | 109 | 188 | 103 | 242 | 227 | 295 | 202 | 272

Tabela A.11: Problemas de obstéculo A (n=2601)
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRQ CAP{TULO

Teta | Método Problema
1 2 3 4 5 6 7 8
0.1 | gradientes conjugados 90 {128 | 65| 279 | 116 | 182 | 134 | 218
retardo maximo (5) 150 { 212 | 911|249 | 180 | 302 | 233 | 293
retardo maximo (10} 219 | 372 | 153 | 261 | 434 | 543 | 559 | 494
barzilai-borwein 88 | 170 | 88 [ 201 | 143 | 232 | 201 | 216
retardo aleatorio (5) 06 | 189 | 107 | 199 | 199 | 262 | 211 | 285
retardo aleatorio (10) 145 1 174 [ 106 | 196 { 213 | 260 | 231 § 281
retardo max-minimo (5) | 129 | 144 | 131 | 273 | 262 | 278 | 214 | 237
retardo max-minimo (10) | 165 | 178 | 111 | 257 | 242 | 238 | 310 | 274
retardo aleat. exc. k (5) | 112 [ 191 | 98 | 227 | 216 | 257 | 184 | 341
retardo aleat, exc. k (10} | 137 | 151 | 106 | 257 | 209 | 267 | 227 | 277
0.9 | gradientes conjugados 7Hh | 146 | 64 | 175 | 116 | 217 | 137 | 274
retardo maximo (5) 165 | 218 | 122 | 257 | 275 | 292 | 290 | 322
retardo maximo (10) 2231590 | 185 ] 359 § 415 | 519 | 453 ! 530
barzilai-borwein 118 | 178 | 104 | 207 | 185 | 206 | 235 | 270
retardo aleatorio (5) 155 | 224 | 130 | 265 | 204 | 355 | 232 | 412
retardo aleatorio (10) 164 1229 1 169 [ 300 | 269 | 277 | 256 | 392
retardo max-minimo (5) | 146 | 219 | 100 | 251 | 244 | 290 | 268 | 352
retardo max-minimo {10) | 148 | 204 | 138 | 233 | 245 | 276 | 251 | 290
retardo aleat. exc. -k (5) | 145 | 197 | 111 | 234 | 230 | 243 | 202 | 313
| retardo aleat. exc. k (10) | 183 | 247 | 129 | 209 | 260 | 389 | 257 | 300

Tabela A.12: Problemas de obsticulo A (n=2601)




Teta | Método Problema
o[ o[ 1] 2] 13] 1] 15] 16
10~1Y [ gradientes conjugados 200 } 314 § 211 } 410 ) 330 | 413 | 401 | 406
retardo maximo (5) 273 | 447 | 300 | 416 | 398 | 405 ] 491 | 451
retardo maximo (10) 319 | 401 | 294 | 774 | 501 | 1103 | 838 | 1004
barzilai-borwein 294 [ 355 )1 294 | 590 | 434 | 416 | 425 | 410
retardo aleatorio (5) 245 1 429 | 341 | 907 | 620 [ 517 | 549 | 423
retardo aleatorio {10) 329 | 453 | 338 | 373 | 607 | 507 | 565 | 409
retardo max-minimo (5) | 242 | 331 [ 303 | 272 | 431 | 449 | 529 | 417
retardo max-minimo (10) | 251 | 351 [ 290 ( 397 | 429 | 471 [ 471 | 505
retardo aleat. exc. k (5) | 241 | 315 | 255 | 616 | 466 | 529 | 586 | 551
retardo aleat. exc. k (10) [ 284 [ 265 | 279 | 380 | 505 550 | 473 | 536
10™° | gradientes conjugados 200 313 | 211 | 437 | 330 | 413 [ 401 | 406
retardo maximeo (5) 284 1393 ) 300 | 416 | 398 1 405 | 491 | 451
retardo maximo (10) 318 | 401 | 294 | 687 | 501 | 1103 | 838 | 1004
barzilai-borwein 274 | 355 } 294 | 590 | 434 | 417 | 415 | 417
retardo aleatorio (5) 345 | 429 | 341 | 907 | 627 | 482 | 549 | 423
retardo aleatorio (10) 329 | 453 1 338 | 373 | 604 | 507 | 565 | 409
retardo max-minimo {5) | 245 [ 325 | 303 | 272 | 431 | 449 | 529 | 417
retardo max-minimo (10) | 256 | 456 | 200 | 397 | 429 | 471 {471 | 505
retardo aleat. exc. k (5} | 241 | 338 | 255 [ 577 | 466 | 529 | 586 | 551
retardo aleat. exc. k {10) | 262 | 265 | 279 | 380 | 505 | 550 { 473 | 536
0.01 | gradientes conjugados 148 | 328 | 123 [ 364 [ 262 [ 356 [ 286 | 392
retardo maximo (5) 192 | 400 | 169 | 330 | 350 | 393 | 320 | 483
retardo maximo (10) 211 1 595 {249 | 734 | 536 | 1246 | 406 | 1237
barzilai-borwein 195 | 268 | 156 | 301 [ 290 | 348 | 293 | 341
retardo aleatorio (5) 204 | 268 | 180 ) 320 ) 393 | 554 ] 385 | 415
retardo aleatorio (10) 202|296 | 194 | 291 | 347 | 363 | 376 | 394
retardo max-minimo (5) | 159 | 277 | 158 | 329 ) 306 | 306 ] 290 | 358
retardo max-minimo (10) | 196 | 302 | 154 | 318 | 382 | 394 | 360 | 442
retardo aleat. exc. k (5) | 187 | 230 | 151 | 351 | 284 | 425 | 362 | 438
retardo aleat. exc. k (10} | 173 [ 276 | 172 | 308 | 274 | 477 | 354 428 |

Tabela A.13: Problemas de obstdculo A (n=5041)
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAPITULO

Teta | Método Problema
9y 10| 11 12 13 14 15 16
0.1 | gradientes conjugados 119 | 216 | 75| 499 | 168 | 279 | 165 | 362
retardo maximo (5) 194 | 298 | 135 | 358 | 300 | 415 380 | 459
retardo maximo {10) 246 | 688 1 303 | 615 { 1090 | 1047 | 787 | 1593
barzilai-borwein 149 | 215 [ 120 | 308 | 220 | 306 | 255 | 460
retardo aleatorio (5) 162 | 276 | 128 | 335 | 286 ( 451 | 319 | 393
retardo aleatorio (10) 179 [ 260 [ 147 | 326 | 264 | 430 {320 | 413
retardo max-minimo (5) | 169 | 251 | 122 | 287 | 253 | 376 | 262 | 432
retardo max-minimo (10} | 261 | 251 | 184 | 371 | 341 | 396 | 400 | 444
retardo aleat. exc. k (§) | 161 {279 | 136 | 334 | 262 | 413 | 374 | 386
retardo aleat. exc. k (10) | 158 | 277 | 116 | 324 | 259 | 349 | 310 [ 401
0.9 | gradientes conjugados 120 | 171 96| 478 | 166 | 335|219 | 388
retardo maximo (5) 292 | 303 | 202 | 374 | 341 | 443 | 462 | 553
retardo maximo (10) 422 | 518 | 2562 |1 1067 } 483 | 1231 | 794 | 1056
barzilai-borwein 173 | 211 | 138 | 289 | 249 | 265|310 | 386
retardo aleatorio (5) 228 1282|171 | 316 | 302 ) 3991368 | 410
retardo aleatorio (10) 230 | 270 | 198 | 345 | 334 | 441|448 501
retardo max-minimo (5) | 198 [ 304 | 143 | 313 | 350 | 411 | 370 | 485
retardo max-minimo (10) | 264 | 338 | 192 356 | 385 | 379 | 464
retardo aleat. exc. k (5} | 235|296 | 177 346 | 411 [ 416 | 393
retardo aleat. exc. k {10) | 247 | 301 | 195 319 | 443 | 384 468J

Tabela A.14: Problemas de obstédculo A (n=5041)
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Teta | Método Problema. 4——]
171 18] 197 20 21| 22] 23] 24
10~ | gradientes conjugados 428 11226 | 408 | 1851 | 813 ] 765 742 850
retardo maximo (5) 430 | 625 1457 | 711 | 726 | 1006 | 815 | 798
retardo maximo (10) 620 [ 1195 {479 { 637 | 874 | 1231 1603 | 1566
barzilai-borwein 502 | 572 (470 672 | 785 | 935| 891 | K77
retardo aleatorio (5) 642 | 754 | 550 | 1004 | 931 713 [ 1098 [ 889
retardo aleatorio {10) 707 | 467 [ 539 | 673 923 | 672 | 1056 | 1002
retardo max-minimo {5) | 440 | 455 [ 450 | 786 | 813 | 726 | 861 | 694
retardo max-minimo (10) | 460 | 505 | 456 | 870 ) 749 | 809 | 849 . 573
retardo aleat. exc. k (5) | 445 | 599 {464 | 925 760 | 726 | 803 | 665
retardo aleat. exc. k (10) | 453 | 603 | 473 | 846 | 775 831 | 960 | 848
10~° | gradientes conjugados 420 {1224 | 406 | 1847 | 812 765 741 1 850
retardo maximo (5) 467 | 581|455 | 694 757 | 063 | 917 | 798
retardo maximo {10) 480 | 1064 } 477 | 819 | 1009 | 1683 | 1491 | 1566
barzilai-borwein 454 | 5724801 672 | 804 | 950 | 938 | 57T
retardo aleatorio (5) 616 | 718 1535 | 814 | 901 | 667 | 1068 | 798
retardo aleatorio {10} 596 | 467 537 | 663 8721 696 | 1134 | 992
retardo max-minimo (5) | 435 | 455|448 | 802 | 786 | 702 | 906 | 600
retardo max-minimo (10) 1 424 | 508 | 464 | 830} 745 718 i 825 678
retardo aleat. exc. k (5) |459 1 640 [ 462 | 961 | 771 | 726 | 841 | 665
retardo aleat. exc. k (10) | 432 | 621 | 478 | 727 | 742 | 883 | 841 | 848
(.01 | gradientes conjugados 220 | 676 ( 181 | 1046 | 430! 487 499 | 604
retardo maximo (5) 326 | 512 /197 | 527 370 | 607 ] 490! 619
retardo maximo (10) 302 1 1216 | 204 | 1279 | 926 | 1681 | 962 | 1471
barzilai-borwein 276 | 410 (275 ] 530 | 3301 530 438 | 533
retardo aleatorio (5) 297 ] 369|249 | 479 | 551 | 635 | 501 | 603
retardo aleatorio (10) 305 | 491296 | 505 | 474 5354 580 621
retardo max-minimo (5) (290 | 391 | 224 | 487 | 512 633 | 585 | 672
retardo max-minimo (10) | 370 | 438 { 325 | 468 ) 490 | 578 | 684 | 564
retardo aleat. exc. k (5) | 325 ] 483 (199 | 534 | 399 | 512 491! 751
| retardo aleat. exc. k (10} } 297 | 511 | 206 | 584 | 546 | 729 448 | 619

Tabela A.15: Problemas de obsticulo A (n=10000)



APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAP{TULO

Teta | Método Problema
17 18| 19 20 21 29 23 24

0.1 | gradientes conjugados 154 [ 351 | 146 | 732 | 355 | 552 | 404 | 680

retardo maximo (5) 302 1422 [ 205 | 584 | 512 723 | 594 | 607
retardo maximo (10) 684 | 753 | 536 | 1049 | 1165 | 1928 | 1516 | 1918
barzilai-borwein 254 | 313 | 168 | 398 | 407 | 534 | 367 | 633
retardo aleatorio {5) 236 [ 348 | 217 384 | 374 | 570 | 429 | 578
retardo aleatorio (10) 235 (405 [ 225 | 450 | 416 | 502 | 518 | 479

retardo max-minimo (5) | 323 | 356 | 210 | 385 | 512 | 646 | 489 | 509
retardo max-minimo (10) | 386 | 346 | 248 } 539 | 482 6367 592 | 681
retardo aleat. exc. k {5) | 253|323 | 201! 504 | 464 | 526 | 444 | 577
retardo aleat, exc. k (10) | 266 | 411 [ 216 | 548 | 446 | 531 | 571 | 878

0.9 | gradientes conjugados 171 1275 | 1568 | 584 | 230 | 472 | 314 | 649

retardo maximo (5) 436 | 580 {366 | 887 | 5961 779} 6611 704
retardo maximo (10) 618 | 757 | 473 | 1430 ) 911 | 1621 | 1234 -
barzilai-borwein 288 [ 378 [ 231 | 400 | 373 | 419| 530 | 5§72
retardo aleatorio (5) 315 | 380 | 268 | 655 | 450 | 528 | 609 | 721
retardo aleatorio (10) 374 1400 | 270 | 498 | 464 | 537 | 645 | 794

retardo max-minimo {5) | 348 | 426 | 250 | 558 | 594 | 580G | 747 | 841
retardo max-minimo (10) | 399 | 421 | 340 | 579 | 587 | 577 | 651 | 697
retardo aleat. exc. k (5) | 319 | 347 | 255 | 504 | 507 | 464 | 480 | 609
retardo aleat. exc. k (10) | 332 | 408 | 267 | 553 | 490 | 692 | 620 | 816

Tabela A.16: Problemas de obstdculo A (n=10000)
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zo={(L+U}/2 o =U 9= L !
teta | método iteragoes face | iteracdes face | iteragbes face
total | decr. | 6tima | total | decr. | 6tima | total | decr. | Stima
10~ grad. conjugados 234 | 234 | 225| 454 4541 437 | 490 490 | 478
ret. maximo (5) 2111 181 | 172 512 475 | 462 4821 412 401
ret. maximo (10) 315 | 228 187 | 542 452 429 | 830 | 499 455
barzilai-borwein 2411 211 179 { 611 | 583 541 | 482) 452 425
ret. aleatorio (5) 321 | 305 290 | 538 | 540 517 | 500 | 455 435
ret. aleatorio (10) 357 | 343 330 | 612 ) 578 561 | 511 448 426
ret. max-min (5) 219 | 208 174 | 533 | 514 484 | 510 | 502 486
ref. max-min (10) 260 | 253 197 | 533 | 524 499 | 502 | 490 438
r. aleat. exc. k (5) 218 | 178 161§ 474 | 448 425 | 481 | 451 438
r. aleat. exc. k (10} | 226 | 203 174 | 493 | 442 419 | 501 | 433 416
10~° | grad. conjugados 261 | 261 240 452 452 | 435 490 490 | 478
ret. maximo (5) 285 | 1991 172 525 | 464 | 456 | 482 | 412 401
ret. maximo {10) 492 | 216 183 | 6571 490 464 | 830 | 499 455
barzilai-borwein 242 | 215 184 | 536 | 517 497 | 482 | 452 425
ret. aleatorio (5) 3571 307 2841 5731 530 512 ) 500} 455 435
ret. aleatorio (10) 305 | 289 285 ] h46 | 535 501 ] Hi1| 448 426
ret. max-min (5) 247 230 193} 561 534 508 ) 510 ; 502 486
ret. max-min (10} 273 | 267 201 | 560 551 510 [ 502 | 490 438
r. aleat. exc. k (5) 201} 174 146 | 501 | 452 430 | 481 | 451 438
r. aleat. exc. k (10) | 289 | 210 200 | 485 | 460 430 | 501 | 433 416
0.01 | grad. conjugados 170 170 154 | 281 | 281 276 | 289 289 283
ret. maximo {5) 210 | 147 122 | 283 | 214 204 | 239 178 174
ret. maximo (10) 172 148 1 326 | 201 198 [ 448 | 233 211
barzilai-borwein 157 | 135 121 | 306 | 273 2568 | 238 [ 207 1M
ret. aleatorio (5) 193 | 161 134 | 307 | 264 241 | 316 | 259 254
ret. aleatorio (10) 230 | 168 130 | 378 | 325 298 1 3321 260 242
ret. max-min (5) 229 | 211 164 | 273 | 249 214 | 233 ] 201 177
ret. max-min (10) 280 { 261 226 [ 2251 211 172 7 238 219 187
r. aleat. exc. k (5) 216 | 157 141 264 | 231 211 | 250 ] 203 185
| r. aleat. exc. k (10) | 1731 129 116 1 293 | 232 203 317) 206 187

Tabela A.17: Problemas de obstdculo B (n=>5041)



94

APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAP{TULQ

$0:(L+U)/2 330=U zg= L

teta | método iteragoes face | iteragdes face | iteragGes face
total | decr. | 6tima | total | decr. | 6tima [ total | decr. | 6tima

0.1 | grad. conjugados 143 | 143 124 | 190 { 190 172 | 222 | 222 212
ret. maximo (5} 201 89 69 | 243 | 127 122 f 260 | 111 98

ret. maximo (10) 142 106 | 543 ) 167 130} 521 105 84
barzilai-borwein 182 [ 135 93| 233 | 195 177 2201 170 123

ret. aleatorio {5) 176 | 123 98 | 198 | 175 139 | 191 | 144 132

ret. aleatorio (10) 189 [ 151 116 | 252 | 204 193 1 256 | 203 190

ret. max-min (5) 193 | 159 126 [ 2291 207 191 1 250 218 157

ret. max-min (10) 197 | 136 110 | 296 | 239 199 270 ) 215 153

r. aleat. exc. k (5) 149 { 116 113 | 240 | 137 105 | 225 | 150 137

r. aleat. exc. k (10) | 233 | 109 94 | 292 | 156 125 | 175 | 108 91

0.9 | grad. conjugados 113 | 113 112 | 166 [ 166 139 | 223 | 223 165
ret. maximo (5) 229 96 86| 348 145 128 [ 325 | 163 148

ret. maximo (10) 392 93 71| 646 1 200 166 | 591 | 199 168
barzilai-borwein 143 | 101 75| 221 | 163 133 f 227 | 169 | - 168

ret. aleatorio (5) 205 | 120 1191 269 | 207 206 | 276 | 199 197

ret. aleatorio (10) 200 | 138 137 | 268 | 201 170 | 326 | 230 218

ret. max-min (5) 174 121 80 | 263 202 201 288 244 243

ret. max-min (10) 213 | 164 121 | 341 | 278 277 | 306 264 246

r. aleat. exc. k (5) 197 96 79 250 | 170 159 | 216 | 144 107

r. aleaf. exc. k (10) | 191} 119 103 | 3614 207 177 | 308 | 196 191

Tabela A.18: Problemas de obstdculo B (n=5041)
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B .’L‘O:-(L—F-U)/g zo=U zg =L

teta | método iteragdes face | iteragles face | iteracgdes face
total | decr. | 6tima | total | decr. | Otima | total | decr. | étima

10~ | grad. conjugados 927 | 227 | 208| 276 276] 254 | 187 | 187 167
ret. maximo (5) 257 | 167 153 | 391 | 338 317 316 191 168

ret. maximo (10) 360 | 176 138 | 654 | 356 300 | 355 185 162
barzilai-borwein 216 | 185 1661 444 | 392 361 ) 241 216 209

ret. aleatorio (5) 220 | 200 168 1 393 | 375 334 ] 294 | 272 246

ret. aleatorio (10) 263 ) 210 188 | 417 ] 356 320 | 331 280 254

ret. max-min {5) 209 | 195 158 | 351 | 340 297 ( 292} 269 220

ret. max-min (10) 2041 191 129 ] 3562 | 341 206 | 282 | 272 244

r. aleat. exc. k {(5) 210 1 139 108 | 398 | 358 344 2351 189 165

1. aleat. exc. k (10) | 232 | 140 126 | 390 | 327 3121 303 | 229 203

105 | grad. conjugados 997 | 227 | 208 276 | 276 254 187 | 187 | 167
ret. maximo (5) 257 | 167 153 | 391 | 338 317 1 316} 191 168

ret. maximo (10) 483 | 170 138 | 654 | 356 300 ) 355 185 162
barzilai-borwein 216 + 185 166 444 ) 392 361 | 241 216 209

ret. aleatorio (5) 220 | 200 168 | 393 375 334 | 294 | 272 246

ret. aleatorio (10) 263 | 210 188 | 417 | 356 3201 331 280 254

ret. max-min (5) 209 | 195 158 | 3611 340 207 0 2921 269 220

ret. max-min (10) 204 | 191 129 1 352 | 341 296 | 282 272 244

r. aleat. exc. k (5) 210 | 139 108§ 398 | 358 3441 235 189 165

r. aleat. exc. k (10} | 232 | 140 12_6_| 390 | 327 312 | 303 229 203

0.01 | grad. conjugados 154 | 154 141 | 204 | 204 171 | 184 184 170
ret. maximo (5) 208 | 113| 97 275| 180| 150 232 161 156

ret. maximo {10) | 357 156 | 132| 354 194 160| 866 | 211 | 177
barzilai-borwein 226 | 184 128 1 270} 232 201 ) 205, 171 135

ret. aleatorio () 225 | 174 154 | 308 | 289 278 | 248 204 180

ret. aleatorio (10) 270 1 238 223 321 253 226 | 284 | 203 163

ret. max-min (5) 183 | 167 125 | 273 | 233 184 | 271 253 220

ret. max-min (10) 192 181 149 | 268 | 247 191 ( 270 260 238

r. aleat. exc. k (5) | 220 144{ 125| 227! 167! 148} 251| 2021 188

r. aleat. exc. k (10) | 210 | 146 115 | 287 | 208 I87 | 248 164 168

Tabela A.19: Problemas de obstdculo C (n=5041)
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAPITULO

zo={L+U)/2 zo=U =1L

teta | método iteracoes face | iteragdes face | 1iteragdes face
total [ decr. | 6tima | total | deer. | 6tima | total | decr. | dtima

0.1 | grad. conjugados 142 | 142 112 | 181} 181 169 [ 184 | 184 167
ret. maximo (5) 228 | 120 103 | 272§ 148 131 | 284 | 113 93

ret. maximo {10} 528 | 141 911 632} 161 141 + 381} 147 106
barzilai-borwein 160 | 118 94 | 183 | 142 105 | 200 | 152 101

ret. aleatorio (5) 183 | 150 115 | 298 | 222 187 | 253 | 186 146

ret. aleatorio (10) 227 | 179 162 | 246 | 171 141 | 261 | 202 189

ret. max-min (5) 169 | 149 111 [ 240 | 204 1521 2081 183 144

ret. max-min {10) 206 | 160 141 [ 323 | 233 206 | 315 | 245 200

r. aleat. exc. k (5) 164 ; 101 86| 250 | 138 104 | 200 | 133 108

r. aleat. exc. k (10} | 193 } 117 98 | 215| 139 119 | 215 | 157 147

0.9 | grad. conjugados 128 I 128 108 1 191 | 191 169 | 195 | 195 155
ret. maximo (5) 249 86 70| 324 | 149 129 | 313 | 172 150

ret. maximo (10) 430 | 104 54 | 604 | 204 181 [ 576 | 196 174
barzilai-borwein 154 [ 112 89 | 253 187 154 | 2131 159 108

ret. aleatorio (5) - 198 | 140 120 | 311 | 268 236 | 2561 | 157 145

ret. aleatorio {10) 232 | 145 110 | 325 | 257 234 ] 293 | 176 155

ret, max-min (5) 214 | 151 114 1 288 | 219 195 | 241 | 196 163

ret. max-min (10} 224 | 184 156 | 345 | 276 251 | 343 | 307 223

r. aleat. exc. k (5) 213 | 115 104 | 316 | 188 162 | 237 | 154 123

r. aleat. exc. k (10) | 209 88 691 428 212 202 ) 283 | 2m 164

Tabela A.20: Problemas de obstéculo C (n=5041)
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[ teta | método na{zg) = 100 na(zq) = 500 na{zg) = 900

deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12

10710 | gradientes conjugados 620 722 543 630 561 769 |
retardo maximo (5) 830 1282 | 1352 1560 | 1758 1496
retardo maximo (10} - - - - - -
barzilai-borwein 1499 1337 | 1285 1426 { 1283 1142
retardo aleatorio (5) 1024 933 | 1197 1016 | 1168 1481
retardo aleatorio {10} - 1650 | 1253 1329 | 1270 1191
retardo max-minimo {5) 1519 1431 1225 1305 1385 1078
retardo max-minimo (10) | 1134 1662 | 1056 1885 | 1346 1374
retardo aleat. exc. k (5) 1075 1231 907 1534 1 1105 1278
retardo aleat. exc. k (10) | 1940 1347 | 1308 1356 | 1235 1521
107> | gradientes conjugados 604 639 543 630 551 769
retardo maximo (5) 830 1282 | 1352 1560 [ 1758 1496
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1499 1337 1285 1426 1283 1142
retardo aleatorio (5) 1024 1426 | 1197 1016 | 1168 1150
retardo aleatorio (10) - 1377 | 1253 1329 | 1270 1502
retardo max-minimo (5) 1519 1431 1225 1305 1385 1202
retardo max-minimo (10) | 1134 1606 | 1056 1416 | 1346 -
retardo aleat. exc. k (5) 1075 1231 907 1534 | 1105 1278
retardo aleat. exc. k (10) | 1940 1347 ) 1308 1295 | 1235 1521
0.01 | gradientes conjugados 483 851 482 536 479 652
retardo maximo (5) 1280 1074 | 1194 1400 | 1345 1434
retardo maximo {10) - - - - - -
barzilai-borwein 1566 1358 1386 844 1260 1300
retardo aleatorio (5) 1684 1372 850 1466 | 1635 1855
retardo aleatorio (10) 1764 1622 1416 1544 1144 1171
retardo max-minimo (5) 1757 1286 1241 1538 1786 1675
retardo max-minimo (10} | 1156 1694 832 1492 | 1144 1155
retardo aleat. exc. k (5) 1376 1550 | 1091 1106 | 1423 869
retardo aleat. exc. k (10} | 1474 1242 | 1076 1645 | 1807 1400

- excedidas 2000 iteracbes

Tabela A.21: Problemas aleatdrios [na(z*) = 100)



APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAP{TULO

teta | método na(zg) = 100 na(zq) = 500 na{zg) = 900
deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
0.1 | gradientes conjugados 506 510 494 520 431 548
retardo maximo (5) 1293 1302 | 1538 1481 | 1155 1129
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1430 1457 890 1690 | 1060 1139
retardo aleatorio (5) 1250 1226 1040 1306 1074 1207
retardo aleatorio (10) 988 1303 852 972 942 1426
retardo max-minimo {5) 1325 1491 | 1437 1362 | 1300 1168
retardo max-minimo (10) [ 1238 811 | 1110 1423 1 1649 1155
retardo aleat. exc. k {5) 1118 1216 | 1260 1273 1135 1225
retardo aleat. exc. k (10} 1684 929 1248 1350 1350 983
0.9 | gradientes conjugados 457 508 472 496 521 538
retardo maximo (5) 1269 1231 | 1213 1323 | 1650 1117
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1145 1378 1020 955 1434 1034
retardo aleatorio (5) 1163 1104 | 1312 1554 | 1175 1588
retardo aleatorio (10) 1631 042 | 1408 1662 | 1108 1323
retardo max-minimo (5} 1058 984 | 1812 1563 | 1058 1735

retardo max-minimo {10} 1189 1051 1358 1143 | 1534 1050
retardo aleat. exc. k (5) 1425 1520 | 1048 1656 | 1372 1171
retardo aleat. exc. k (10) | 1012 1369 | 1576 1355 | 1598 1032

- excedidas 2000 iteracoes

Tabela A.22: Problemas aleatdrios [na(z*} = 100]
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teta | método na(zg) = 100 na(zg) = 500 na{zxg) = 900
deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
10~ | gradientes conjugados 547 - 580 - 569 -
retardo maximo (5) 1108 - | 1508 -] 1573 -
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1026 - | 1806 - 1485 -
retardo aleatorio (5) 1076 -1 1239 -1 1482 -
retardo aleatorio (10) 1201 - | 1466 -] 1253 -
retardo max-minimo (5) 1118 -1 1699 -} 1356 -
retardo max-minimo (10) | 1136 - | 1086 - [ 1277 -
retardo aleat. exc. k (5) 1195 -1 1364 -} 1977 -
retardo aleat. exc. k (10) 975 -| 1201 - | 1694 -
107 [ gradientes conjugados 547 1878 598 - 569 -
retardo maximo (5) 1017 -| 1508 - | 1573 -
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1026 -| 1806 - | 1485 -
retardo aleatorio (5) 817 -] 1130 -1 1257 -
retardo aleatorio (10) 1201 -| 1370 -1 1169 -
retardo max-minimo (5) 1118 - 1339 -| 1356 -
retardo max-minimo (10) | 1136 - | 1086 - 1277 -
retardo aleat. exe. k (5) 1195 -| 1364 -1 1977 -
retardo aleat. exc. k {10) 975 -1 1291 - | 1694 -
0.01 | gradientes conjugados 862 1239 242 1014 537 1253
retardo maximo (5} 1139 - 1686 - 945 -
retardo maximo (10) - - - -1 2037 -
barzilai-borwein 902 -1 1660 - 1320 -
retardo aleatorio (5) 1320 1842 | 1165 - 834 -
retardo aleatorio {10) 989 -1 1059 -| 1284 -
retardo max-minimo (5) 1044 - | 1563 -1 1494 -
retardo max-minimo (10) | 1022 -1 1436 - | 1353 -
retardo aleat. exc. k (5) 1528 - | 1259 - | 1460 -
retardo aleat. exc. k (10} | 1186 - 809 -1 1376 -

- excedidas 2000 iteragbes

Tabela A.23: Problemas aleatérios [na(z*) = 500]
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teta | método na(zg) = 100 na{zp) = 500 na(zg) = 900
deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
0.1 [ gradientes conjugados 505 834 527 851 522 883
retardo maximo {5) 1143 - | 1069 - | 1049 -
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 945 -1 1429 -1 1397 1413
retardo aleatorio (5) 1599 -| 2033 -] 1174 1169
retardo aleatorio (10) 873 -1 1474 -| 1515 1770
retardo max-minimo (5) 879 - 987 - 987 1412
retardo max-minimo (10) 866 -{ 1009 - | 1120 1709
retardo aleat. exc. k (5) 1377 - | 1628 - 814 -
retardo aleat. exc. k (10) | 1661 - 961 1916 | 1398 -
0.9 | gradientes conjugados 461 956 477 591 498 539
retardo maximo (5) 1926 1601 | 1481 - | 1663 1098
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 996 1253 | 1369 1792 1148 1386
retardo aleatorio (5) 1067 1061 982 1782 888 1321
retardo aleatorio {10} 1237 1285 1408 1492 838 1686

retardo max-minimo (5) 1628 1015 | 1143 1777 | 1328 -
retardo max-minimo (10) | 1085 1809 | 1296 - | 1418 1427
retardo aleat. exc. k (5) 1107 1287 | 1744 1640 | 1193 1129
retardo aleat. exc. k (10} 1268 1171 1282 1622 808 839

- excedidas 2000 iteragoes

Tabela A.24: Problemas aleatérios [na(z*) = 500]
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teta | método na(zg) = 100 na{zg) = 500 na(xy) = 900 |
deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
10719 [ gradientes conugados 478 1790 471 - 523 -
retardo maximo (5) - - | 1092 - 858 -
retardo maximo (10} - - - - - -
barzilai-borwein - - 1156 - 849 -
retardo aleatorio (5) 1653 -1 1752 -1 1500 -
retardo aleatorio (10) 1573 -| 1671 -1 1222 -
retardo max-minimo (5) 1305 -1 1351 -1 1245 -
retardo max-minimo (10) | 1759 - | 1077 -1 1325 -
retardo aleat. exc. k (5) 1948 - | 1433 -1 1131 ~
retardo aleat. exc. k (10) | 1127 -1 1571 - | 1649 .
107° [ gradientes conugados 478 1711 465 - 523 -
retardo maximo (5) 1632 -| 1651 - | 1171 -
retardo maximo (10) - - - - - -
harzilal-borwein 955 - 992 - 849 -
retardo aleatorio {(5) 1653 - | 1160 - 1500 -
retardo aleatorio (10) 1573 - | 1253 -1 1222 -
retardo max-minimo (5) - -] 1203 - | 1382 -
retardo max-minimo (10) | 1868 - | 1322 - | 1057 -
retardo aleat. exc. k (5) 1457 - | 1065 - | 1131 -
retardo aleat. exc. k (10) - - | 1570 -] 1649 -
0.01 | gradientes conugados 403 963 451 1371 454 1035
retardo maximo (5) 1585 - 882 -1 1468 -
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1210 - 767 - 1138 -
retardo aleatorio {5) 1694 -1 1142 - | 1311 -
retardo aleatorio (10) 1631 -1 1638 - 809 -
retardo max-minimo (5) 1380 -] 1125 - 1230 -
retardo max-minimo (10) | 1817 - 997 - | 1597 -
retardo aleat. exc. k {5) 1324 -] 1439 - | 1345 -
B retardo aleat. exc. k (10) 1704 -1 1637 -\ 1627 -

- excedidas 2000 iteragdes

Tabela A.25: Problemas aleatérios [na(z*) = 900
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teta | método na{zg) = 100 na(zg) = 500 na(zp) = 900
deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12 | deg=1 | deg=12
0.1 | gradientes conugados 399 844 430 976 422 983
retardo maximo (5) 1557 - | 1365 - | 1258 -
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein - 1778 1629 - 1399 -
retardo aleatorio (5) 1549 - 1310 -1 1414 -
retardo aleatorio (10) - - - -| 1168 1948
retardo max-minimo (5) 1921 -] 1467 - 1212 -
retardo max-minimo (1Q) 1928 - | 1084 - 1438 -
retardo aleat. exc. k (5) 1904 - 1502 - 1438 -
retardo aleat. exc. k (10) 1883 - 969 - 1135 -
0.9 | gradientes conugados 380 635 393 569 435 529
retardo maximo (5) 1473 - | 1548 - - 1479
retardo maximo (10) - - - - - -
barzilai-borwein 1217 940 1 1076 1087 959 1746
retardo aleatorio (5) 1015 -| 1353 1228 | 1371 1523
retardo aleatorio (10) 1188 | - | 1225 1309 | 1144 1445
retardo max-minimo (5) 1645 - 1435 1552 1189 1991
retardo max-minimo (1(}) 1492 1484 1133 1240 1138 1582
retardo aleat. exc. k (5) - 1623 1062 1594 995 1490
retardo aleat. exc. k (10) 1480 - | 1236 1019 1453 1695

- excedidas 2000 iteracoes

Tabela A.26: Problemas aleatérios [ra(z*) = 900]



teta | método I Problema
1 2 3 4_|
10~ gradientes conjugados 381 -1 1437 170
retardo maximo (5) 979 - - 1375
retardo maximo (10) - - - -
barzilai-borwein 1350 - -| 898
retardo aleatorio (5) 1369 - -1 942
retardo aleatorio (10) 1269 - - | 1385
retardo max-minimo (5) | 1579 - - | 1287
retardo max-minimo (10} { 1272 - - { 1016
retardo aleat. exc. k (5) | 1405 - -} 669
retardo aleat. exc. k (10) | 1767 - -1 830
10~ | gradientes conjugados 381 -1 1498 | 170
retardo maximo (5) 979 - - | 1375
retardo maximeo (10) - - - -
barzilai-borwein 1350 - - | 898
retardo aleatorio (5) 1369 - - | 942
retardo aleatorio (10) 1269 - - | 1385
retardo max-minimo (5) | 1123 - - | 1287
retardo max-minimo (10) | 1272 - | 1967 | 1016
retardo aleat. exc. k (5) | 1405 - - | 669
retardo aleat. exc. k (10) | 1767 - - | 830
0.01 | gradientes conjugados 385 | 1011 | 1049 | 175
retardo maximo (5) 1493 - - | 998
retardo maximo (10) - - - -
barzilai-borwein 1300 - -] 600
retardo aleatorio {5) 1331 - - 882
retardo aleatorio (10) 1354 - - | 1211
retardo max-minimo (5) - - - 1220
retardo max-minimo (10) | 738 - -1 799
retardo aleat. exc. k (5) | 1174 - - 834
retardo aleat. exc. k (10) | 1009 - - | 636 |

- excedidas 2000 iteragoes

Tabela A.27: Problemas aleatdrios B

103



104 ' APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAP{TULO

teta | método Problema
1 2 3 4
0.1 | gradientes conjugados 380 | 945 | 941 | 124 |
retardo maximo (5) 1339 - - | 1303
retardo maximo (10) - - - -
barzilai-borwein 1313 | 1228 | 1812 | 962
retardo aleatorio (5) 794 - - 11334
retardo aleatorio (10) 1133 | 1640 - 877
retardo max-minimo (5} | 1687 | 1348 | 1769 | 1200
retardo max-minimo (10) | 1062 | 1389 | 1466 | 1438
retardo aleat. exc. k (5) 991 | 1778 - | 637
retardo aleat. exc. k (10} | 1437 - | 1522 | 918
0.9 | gradientes conjugados 381 491 | 478 | 149
retardo maximo (5) 1427 | 1292 | 1145 | 1535
retardo maximo {(10) - - - -
barzilai-borwein 1523 { 1364 | 1363 | 772
retardo aleatorio (5) 1582 | 1315 | 1592 | 748
retardo aleatorio (10) 1464 | 1228 | 1955 | 666
retardo max-minimo (5} | 1105 | 1496 | 1758 | 1223
retardo max-minimo (10) | 1438 | 1561 | 1339 | 910
retardo aleat. exc. k (5) | 1165 | 1500 | 1449 | 1179
retardo aleat. exc. k (10) | 1740 | 1189 | 1296 | 1608

- excedidas 2000 iteragoes

Tabela A.28: Problemas aleatérios B



105

Problema A Problema B Problema C

teta | método iteragoes face | iteragles face | iteragoes face
total | decr. | otima | total | decr. | dtima | total | decr. | 6tima

10~ | grad. conjugados 70 70 68 | 22! 22 17| 222 222 220
ret. maximo (5) 52 | 52 511 28 15 07 222 2221 220

ret. maximo (10) 61 61 60 62 23 0 222 222 220
barzilai-borwein 62 62 61 25 21 177 222 222 220

ret. aleatorio (5) 70 70 68 35 32 22| 222 222| 220

ret. aleatorio (10) 70 70 68 32 30 261 2221 222 220

ret. max-min (5) 63| 63| 61| 26| 24 o 222 222 220

ret. max-min {10} 63 63 61 24 21 04 2221 222 220

r. aleat. exc. k (5) 57 57 56 27 19 0| 222 222 220

r. aleat. exc. k (10) 57 57 56 33 19 01 2221 222 220

10~° | grad. conjugados 70 70 68| 221 22 17 222 222 220
ret. maximo (5) 52 52 51 28 15 01 222 222 220

ret. maximo {1Q) 61 61 60 62 23 0 222 222 220
barzilai-borwein 55 55 54 25 21 17| 222 222 220

ret. aleatorio (5) 70 70 68 35 32 22 | 222 222 220

ret. aleatorio (10) 70 70 68 32 30 25| 222 222 220

ret. max-min (5) 63 63 61 26 24 01 222 222 220

ret. max-min (10) 63 63 61 24 21 0| 222 222 220

r. aleat. exc. k (5) 57 57 56 27 19 af 222 222 220

r. aleat. exc. k (10) 57 57 56 33 19 0| 222 222 220

0.01 | grad. conjugados 68 68 67 22 22 20| 144 | 144 137
ref. maximo (5) 50 50 47 28 15 0 78 60 54

ret. maximo (10) 53 53 51 62 23 0] 141 63 59
barzilai-borwein 62 62 60 27 20 0 70 66 64

ret. aleatorio (5) 69 69 67 35 32 22 83 82 79

ret. aleatorio (10) 69 69 67 32 30 25 95 87 85

ret. max-min (5) 51 51 9 92 o 0} 60| 58 52

ret. max-min (10) 51 51 49 24 21 0 60 58 52

r. aleat. exc. k (5) 54 54 52 27 19 0 62 58 Hb

r. aleat. exc. k (10) 54 54 52 33 19 0 69 64 62

Tabela A.29:

Problemas de reconstrucéo de imagens
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAPITULO

Problema A Problema B Problema C

teta | método iteracdes face | 1teragodes face | iteragdes face
total | decr. | 6tima | total | decr. { étima | total | decr. | 6tima

0.1 | grad. conjugados 7| 47| 44| 19| 19 0| 130 | 130 123
ret. maximo (5) 57 33 30 28 15 0 60 38 25

ret. maximo {10} 46 46 35 62 23 ( 91 37 33
barzilai-borwein 45 43 36 27 20 0 49 38 33

ret. aleatorio (5) 33 33 32 32 23 0 69 42 40

ret. aleatorio (10) 31 31 26 38 27 0 64 53 51

ret. max-min (5) 48 46 45 26 24 0 46 42 36

ret. max-min (10) 48| 46| 45| 24| 21 0| 63| 42| 39
r.aleat. exc. k (5) | 47t 43l a1l 27| 19 ol 751 m3t 51

r. aleat. exc. k (10) 47 43 41 33 19 0 50 52 50

0.9 | grad. conjugados 35 35 0 19 19 0 147 | 147 0
ret. maximo (5) 32 25 0 28 15 0 79 25 0

ret. maximo (10) 49 29 0 62 23 0| 168 43 45
barzilai-borwein 23 18 0 27 20 0 35 25 {}

ret. aleatorio (5) 23 20 0 32 23 0 42 28 0

ret. aleatorio (10) 26 24 0 38 27 0 53 31 0

ret. max-min (5} 21 18 0 26 24 0 50 40 0

ret. max-min (10) 28 27 0 24 21 0 42 38 0

r. aleat. exc. k (5) | 26| 21 ol 27| 19 ol 541 28 0

1. aleat. exc. k (10) 31 22 0 33 19 { 61 32 0

Tabela A.30: Problemas de reconstru¢ie de imagens




Problema

método 1 2 3 4 d

)] Zo iy Tp - iy
0 1 0] 1 0 1 0 1 0 1
gradientes conjugados 40| 92| 57 &4 | 51 (110 81| 130 | 54128
retardo maximo (5) 911121)101 129 | 96238 | 186 | 197 | 108 | 302
retardo maximo (10) 94 | 141 | 165 | 336 | 104 | 346 | 266 | 967 | 133 | 601
barzilai-borwein 60 | 118 1 106 | 124 | 75| 161 | 160 | 202 | 82 | 169
retardo aleatorio (5) 66 1 110 | 88 120 | 86230 | 138 | 184 | 102 | 226
retardo aleatorio (10} 69 | 153 | 103 (136 91 | 181 | 159 [ 249 | 96 | 216
retardo max-minimo (5) |50 | 116 | 94 | 107 [ 83 [ 159 | 143 | 227 | 92| 205
retardo max-minimo (10) [ 70 ] 121 | 110 [ 107 { 80 [ 186 | 158 | 165 | 111 | 211
retardo aleat. exc. k (5) [62 (122 ) 91 (133 | 87 (201|136 | 186 | 84 { 103
retardo aleat. exc. k (10) [ 78 1 168 | 89 [ 119 | 931182 | 146 | 166 | 68 | 267

107

Tabela A.31. Problemas de projecdo A (§ =0.1).
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APENDICE A. EXPERIMENTOS DO PRIMEIRO CAP{TULQ

Problema

método 1 2 3 4

i) o o e} Xy

0 1 0 1 0 1011 0 1
grad. conjugados 11342 { 8717 | 75171 6512 | 5053 | 5021 [ * | *| 4906 | 5132
ret. maximo (5) 25691 | 19903 | 24379 | 23032 | 19350 { 13385 | * | * | 8225 | 17425
ret. maximo {10) * * * * ¥ ol N * *
barzilai-borwein 13174 | 11125 | 5659 | 10456 | 8734 | 8959 [ * [ * | 10179 | 9529
ret. aleatorio (5) 7746 | 9353 | 8414 | 6403 | 5186 | 6378 | * | * | 6842 5294
ret. aleatorio (10) 14655 | 10195 | 7279 | 9524 { 8530 | 7037 [ *|[* | 7071 | 8582
ret. max-min (5) 15957 | 18523 1 11816 | 7902 [ 8062 | 8784 | * | * | 13686 | 13343
ret. max-min (10) 8936 | 8686 | 6703 | 9806 | 5239 | 8745 [ * | * | 4430 | 5842
r. aleat. exc. k (5) | 11322 | 12748 | 12705 | 12243 | 5490 | 7915 | * [ * | 8734 | 8933
r. alcat. exc. k (10) | 17545 | 11598 | 10748 | 9955 | 11013 | 7706 | ™ | * [ 10080 | 5964

*excedidas 32000 iteragoes

Tabela A.32: Problemas de projegio B (# = 0.1).




teta delta n
2061 | 5041 | 10000
1E-10 | 0.E4-00 | 288 | 410 | 1851
1LE-O7 | 253 | 422 | 1200
1L.E-04 1 415 1058 1916
1.E02 | 548 | 958 | 1809
1.E-01; 490 992 1512
1E-5 | 0.E400 | 288 | 437 | 1847
1.E-07 | 253 480 ] 1200
1.E-04 | 415 | 1059 1916
1.E-02) 548 ) 958 | 1809
1.E-01 ] 490 992 1512
1E-2 J0.E400 ) 254 364 | 1046
1.E-07 | 261 380 1448
1E-04 ) 489 ) 9857 1818
1.E-02 1 b48 | 958 | 1809
1.E-01 { 4901 9921 1512
I‘1]3—1 C.E+00 | 279 | 499 732
1.E-07 [ 279 502 732
1.E-04 | 544 | 808 1295
1.E-02 | 495 * 1 1782
1.E-01 | 540 * *
9E-1 | 0.E4+00 | 175 | 478 h&4
1.E-07 | 175 | 478 584
1.E04 | 175 481 637
1.E-02 | 292 776 *
1.E-01 | 436 * *

*nio obtivemos progresso suficiente

Tabela A.33: Problemas de obsticulo A (p1=0.3, p2=1)
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teta delta problema.
1 2 3 4
1E-10 | L.E-07 | 392 | 2876 | 3278 | 167
1.E-04 | 506 * | 4420 | 166
1.E-02 | 466 * * 11024
1.E-01 | 1081 * * 1 345
5.E-01 { 1370 | 4741 * *
1E-5 | LLE-07 | 392 | 2913 | 3184 | 167
1.E-04 | 506 14420 | 166
LE-02 | 466 * * | 1024
1.LE-01 | 1081 * | 345
0.E-01 | 1370 | 4741 * *
1E-2 | 1.E-07 | 385 | 1536 | 2150 | 175
1.E-04 | 382 | 1232 | 4534 | 133
1.E-02 | 638 { 4990 ¥1 708
L.E-01 | 1259 | 3461 ¥ 1 345
5E-0L | 779 | 2903 *1 904
1E-1 | 1L.LE-07 | 383 | 652 | 794 | 124
1.E-04 | 404 [ 1685 | 984 { 124
LE-02 | 767 | 1104 | 2235 | 342
1.E-01 | 1134 | 2539 | 1870 { 345
5. E-01 | 779 | 2578 | 2163 [ 628
9FE-1 | 1.LE-07 | 381 | 437 ) 455 149
1.LE-04 | 381 | 437} 455 | 149
1.E-02 ] 381 | 458 | 484 | 149
1.E-01 | 614 | 81| 680 | 303
5. E-01 { 1248 | 1238 | 635 [ 571

*excedidas 5000 iteracoes

Tabela A.34: Problemas aleatérios B



teta

delta

problema

A

B

C

1E-10

1.E-07
1L.E-04
1.E-02
1L.E-01
5.E-01

70
64
37
46
35

22
21
20
20
20

217
163
137
149
149

1E-5

1.E-07
1.E-04
1.E-02
1.BE-01
3.E-01

70
64
37
46
35

22
21
20
20
20

217
163
137
149
149

1E-2

1.E-07
1L.E-04
1.E-02
1.E-01
5.E-01

68
64
37
46
35

22
21
20
20
20

144
141
137
149
149

1E-1

1.E-07
1.E-04
1.E-02
1.E-01
5.E-01

47
47
37
46
35

19
19
19
19
i9

130
130
123
149
149

9E-1

1.E-07
1.E-04
1.E-02
1.E-01
5.E-01

35
35
36
35
35

19
19
19
19
19

147
147
147
147
147

Tabela A.35: Problemas de reconstruc¢io de imagens
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Figura A.1: Aproximando y(z) = x ¢ por uma funcéo crescente e por urna fungao convexa.
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APENDICE B

Problemas de Hock e Schittkowski

Apresentamos aqui os problemas extraidos do livro de Hock ¢ Schittkowski [27]
e usados nos captulos 2 e 3.

ProBLEMA 1 (38)

Funcao objetivo:

F@) = 100{z — 22)? + (1 — z1)* + 90(z4 — 22)° + (1 — 25)?
+10.1[(z2 — 1) + (24 — 1)} + 19.8(z5 — 1){zq = 1)

Canalizacoes:
—10< 2 <10, i=1,....4

Ponto mmircial:
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PROBLEMA 2 (41)

Fungao objetivo:

iy

Famiaa ™
=

S
I

2 — T1TaT3

Restricao:

1+ 2x9+289—34 = 0

Canalizagdes:

. i=1,2,3

o
2
L
IA A
S

Ponto inicial:

Ty = (2: 21 21 2)
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PrROBLEMA 3 (45)

Fungao objetivo:
flz) = 2~ —z1wow3m4%s

120

Canalizagoes:

Ponto inicial:

o = (2,2,2,2)
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ProBLEMA 4 (53)

Funcao objetivo:

flz) = (m-m)+(m+a3—2)" + (24~ 1)* + (m5 — 1)°

Restricoes:
r1+ 3z = 0
x3 4 24 — 2m5 = 0
T9—xy = 0
Canalizacoes:

{uiy |

-10< ® <10,i=1,..

Pornto inicial:

o = (2,2,2,2,2)



PROBLEMA 5 (b4)

119

Fungao objetivo:

fla) = -

hz) = [(z1—10%)2/6.4 107 + (z; — 10%)(z2 — 1)/2 10" + (zo — 1)?]/0.96

+(zg — 210%)2/4.9 10" + (24 — 10%/2.5 10°
+(z5 — 0.001)%/0.0025 + (g — 1 10%)?/2.5 10"

Restricao:

zy + 400029 — 17600 = 0

Canalizacoes:

0< = <2000
~10< 3y, <10
0< =z <107
0< 24 <20
-1< x5 <1

0< zg <2108

FPonto tnicial:

o = (6000,1.5,4105 2 0.003,5107)
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PROBLEMA 6 (55)

Fungao objetivo:

f(.?;) = Z1+ 2z9+ 45+ g1

Restrigoes:

z)+ 2z +625—6 = 0
T1+To+a3—-3 = 0
g+ Ty + a5 —2 = 0
#t+ay—1 = 0
ot as—2 = 0
3t ag—2 = 0

Canalizacoes:

0<
I Sl
g S]_

Ponto iniecial:

zg = (1,2,0,0,0,2)
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PROBLEMA 7 (60)

Funcao objetivo:
flz) = (z1—- D%+ (21 — 22)* + (@3 — z3)*
Restricao:
m1(1+$§)+m§—4-3\/§ = 0
Canalizagoes:
—10< = <10, 7=1,2,3
Ponto inicial:

o = (2,2,2)
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PROBLEMA 8 (62)

Fungao objetivo:

flz) = —32.174{255log[(z] + z + 73 + 0.03)/(0.09z1 + 22 + 53 + 0.03)]
+280 log[(z2 + 3 + 0.03)/(0.0729 + x5 + 0.03)]
+290log[(zs + 0.03)/(0.13z3 + 0.03)]}

Restricao:

3)1—{-3:24—:13::,—1 = U

Canalizagao:

0< o, i=123

Ponto inicial:

zo = (0.7,0.2,0.1)



123

PROBLEMA 9 (63)

Fungao objetivo:
f9z) = 1000 — z? - 223 xg — Z1Ta — 2173
Restrigoes:

8z1+ 14zo + 723 — 06 = 0
eivad+af—25 =

Canalizagoes:
0 S Ty, i = 1,2,3
Ponto inietal:

w = (2,2,2)
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PROBLEMA 10 (74)

Fungao objelivo:

. 2
@) = 3a;+107%3 4+ 2z, + 510-%3

Restricoes:
.’124—2?3—32‘5—|—0,55 = 0
Xg —Tq — 'caJrUSS = 0
1000[sin(=z3 — 0.25) +sin{—=x4 — 0.25)] + 8948 —»; = 0
1000[sin(zg — 0.25) + sin{zg — x4 — 0.25)] + 8948 — vy = 0
1000[sin{zg — 0.25) + sin(zq — x5 — 0.25)] + 12048 = 0O
Canalizagoes:

(s
A TA

1200, 7=1,2

—(1.5 T 0.00, 1 = 3,4

Ponto nicial.

_‘
on

2y = (0,0,0,0,0.

,0.55)

[

[



ProBLEMA 11 (75)

Puncao objetivo:

: 2
f(ﬁ:) = 35’31 + 10_633'13 -+ 2;{;2 + :9)']-0-_6333

Restricoes:
ry— 13— 75+ 0.48 =
Ty — Ty —.’L'6+0.48 = L
1000[sin{—z3 — 0.25) + sin(~z4 — 0.25)] + 894.8 — =, = 0
1000[sin{z3 — 0.25) + sin{xs — aq — 0.25)] + 8948 — 25 = 0
1000(sin(zq — 0.25) + sin(zq — z3 ~ 0.25)] + 1294.8 = 0
Canalizagoes:

Ponto inicial:

zo = (0,0,0,0,0.48,0.48)
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PROBLEMA 12 (80)

Fungdo objetivo:
f(x) —_ eIlﬂmxﬁxdxﬁ
Restrigoea:

2 2 2 2 2
i+ zy+ay+xy x5 — 10
oty — 5334(?;5 =
3 3

Il

0

Cuanulizagoes:

-23< a; <23,i=12
—3.2< x; <3.2,:=3495

Ponto inicial:

o = (~2,2,2,—1,-1)
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PrROBLEMA 13 (81)

Fungao objetivo:

fl@) = ™= _05(af + 23+ 1)°

Restrigoes:
2, .2 .2, 2, .2
ri+azz3+z3+zi+ 25— 10
Toxg — Dy =
iL?{ + :r% +1 =
Conalizagocs:

-'—235 Ty S23,?:1
-32< z; <32 ¢=3,4,5

Ponto tnicial;

Fp = (_21212$_11'_1)
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PROBLEMA 14 (99)

Funcao objetivo:

f() = -rg(z)’
Tl(il?) =0
ri{z) = ai(t; — ti1)cos{zig) +rii(z), i = 2.1 8

Restricoes:
ge{z) — 10° = 0
sg{z) — 107 = 0
mfxz) = 0
si{z) = 0
g:(z) = 0.5(k — ) |assin{z,_,) — b]
+{t: = tiet)sic (@) + qiza(z), 1=2,...,8
o) = (i~ to)lassin(oi) —
+s;4(z), i=2,...,8
al = [0,50,50,75,75,75, 100, 100]
£ = [0,25,50, 100, 150, 200, 290, 380
Caonalizacoes.

Ponto tnicial:

ro = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)
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PROBLEMA 15 (107)

Fungao objetivo:

f(z) = 3000z; + 1000z + 2000z, + 666.667z

Restricoes:
0.4 — =1 + 2czf — zswe{dyr + cy2) — ssmrldys +cy) = O
0.4 — T + QCSCG — 3‘5’126(dy1 - c’gg) -+ ?:6:127(()'3;:, - (’yr) = ()
0.8 + 2("(‘7 -+ $5T7(r}y3 - qu) — ’Pa‘l‘q(( s + (‘yh) = 0
02—I3+2dﬂ5+$5‘3()(('{{1—d?}2)—|— 5T 7((’g4’—(h“) = []
0.2 — x4 + 2dwg — zsre(cy) + dyo) — wezrleys + dyg) = 0
—0.337 + 2d2? — wseoleys + dys) + zerve(cys — dyg) = 0
y1 = sin{zg), y3 = sin(xg), y5 = sin{zg — xy)
yo = cos(zg), ya = cos(zg), ys = cos(ag — xg)
e = (48.4/50.176) sin{0.25),  d = (48.4/50.176) cos(0.25)
Canabzagoes:

0< @ i=1,2
0.90900 < =; 1.0909, i =567

Ponto tnicial;

@ = (0.8,0.8,0.2,0.2,1.0454, 1.0454,0,0)
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PROBLEMA 16 (110)

Funcao objetivo:

f=) = Z{llog i = 2 + [log(10 ~ #:)[°} - H&‘f
i=1
Canalizagoes:
20010 < 2; <€9999, ¢ =1,...,10

Ponto iniciol;

2o = (9,9,0,9.9,9,9,9,9,9)
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PrROBLEMA 17 (111)

Fungao objetivo:

10 10
fla) = 3 e%lej+a;—log(D e™)]
=1 k=1

&' = [-6.089,—17.164, —34.054, =5.914, ~24.721, . ..
—14.986, —24.100, —10.708, —26.662, —22.179]

Restricoes:
e+ 2eT F 2P 440 -2 = 0
e + 2(3-"35 + e-’»CEi R E‘.‘xT -1 = {
e+ e e 4 2™ e~ = 0
Canalizacoes:

-100< 2; <100, i=1,...,10

Ponto inicial:

oy = (—2.3,-2.3,-2.3,-23,-2.3,-23,-2.3 2.3, ~2.3, ~2.3)
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PrROBLEMA 18 (112)

- Funcao objetivo:

10 10
flz) = Z_:ﬂfj{cj—log[ﬂv‘j/(g )]}

T = [-6.089,—17.164, —34.054, 5914, —24.721, . ..
—14.986, —24.100, — 10,708, —26.662, —22.179]

Restrigoes:
$1+2$2+2$3+$6+$10—2 = 0
$4+2I5+ﬁ‘36+$7—1 =
T3t axr+ag+2zg+z0—1 = 0
Canalizagoes:

Ponto inicial:

zg = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)



133

PrROBLEMA 19 (113)

Fungao objetivo:

f(z) = x?+4 224 w0 — 142y — 1629 + (23 — 10)°
+4(za ~ 5)* + (w5 — 3)* + 2(wg — 1)° + 527
+7(zs — 11)% + 2(zo — 10)% + (2,0 — 7)% + 45

Restricoes:

105 -4z — bzs + 327 — Qg — 29y = O

— 10z +8zo+ 17a07 — 204 — 212 = (0

By — 229 - bxg+ 2np— 213+ 12 = 0

3z — 2% —dxy =3 — 25+ Tay— a2 + 120 = O
—5a 8wy — (23— 6) 4 224~ a5+ 40 = 0

—0.5(z —8) = 2z - 4)? — 322 x5 —25+30 = 0
ha:% — 2(zy — 2)? + 2wyzg — ldas + 625 — 197 = O

321 — 620 — 12(zg — 8)2 4+ Tayp — 25 = 0

Ponto inicial:

zo = (2,3,5,0,1,2,7,8,6,10,76,117,12,105,5,9,4, 10)
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ProBLEMA 20 (119)

- Fungao objetivo:

18 16
fle) = ZZaéj(m? + i+ 1)(9:? +z;+1)
i=1 j=1 '
Restrigoes:
16
waﬂ'}}—'cg — 0, = 17 ,8
=1
Canalizagoes:

Ponto inicial;

rn = (10::10)

Os elementos aij, bi; e ¢; sdo fornecidos na prozima pigina.
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