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Resumo

Descrevemos algumas propriedades dinamicas de uma familia de aplicacoes bilhares sobre
curvas convexas(ovais) as quais sao deformadas pelo fluxo de curvatura. Quando a mesa se
deforma, a razao entre as curvaturas minima e maxima converge a 1 e por um resultado
classico de Gage e Hamilton, depois de uma normalizacao, as curvas tendem a um circulo.
Como consequéncia, a regiao de Lazutkin, isto é, a regiao que contém cdusticas convexas,
cresce gradualmente. Descreveremos algumas birfurcagoes dinamicas nesse processo, em
particular, descreveremos o que acontece com a familia de dérbitas de periodo dois e as

orbitas " zig-zag”
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Abstract

We describe some dynamical properties of one parameter families of billiards on convex
curves (ovals) which are deformed by the curvature flow. As the billiard table deforms, the
ratio between minimal and maximal curvature converges to 1 and by a classical result of Gage
and Hamilton [GH], after a normalization, the curves tend to a circle. As a consequence,
the Lazutkin region, i.e. the region that contains convex caustics, gradually increases. We
describe some dynamical bifurcations in this process, in particular, we describe what happens

with the family of period two orbits and the ”zig-zag” orbits.
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Introducao

Em 1986, M. Gage e R. Hamilton provaram que o fluxo de curvatura contrai uma curva
fechada plana, simples, convexa e suave, num ponto. Durante a evolucao a curva permanece
convexa tornando-se circular a medida que encolhe, no seguinte sentido: a razao do raio
inscrito pelo raio circunscrito tende a um, a razao da curvatura maxima pela curvatura
minima tende a um, as derivadas de ordem superior da curvatura convergem a zero. Se além
disso aplicarmos uma homotetia a cada curva de evolucao e uma renormalizagao no intervalo
de evolugao de maneira que cada curva tenha area igual a m obtemos uma nova familia de
curvas que no limite assintético converge na topologia C'*° ao circulo de raio um.

O Problema do Bilhar sobre uma curva fechada plana, simples e convexa consiste em
descrever o movimento livre de uma particula na regiao limitada pela curva, com velocidade
unitaria e reflexoes eldsticas quando colide com o bordo. As propriedades que estudamos no
Problema do Bilhar sao: existéncia de pontos peridédicos, classificacao de pontos periédicos,
existéncia de curvas rotacionais invariantes, existéncia de outros conjuntos invariantes que
sao graficos sobre subconjuntos compactos do circulo, existéncia de érbitas que se aproximam,
no futuro ou passado, de outras orbitas.

Nesse trabalho estudamos a transicao da dinamica do bilhar de uma curva fechada plana,
simples, convexa e suave sob a agao do fluxo de curvatura normalizado. No primeiro capitulo
fazemos uma descricao dos resultados de Gage e Hamilton sobre o fluxo de curvatura, segundo
capitulo apresentamos um estudo da evolugao das érbitas de periodo dois. Nesse estudo ob-
tivemos(Teorema A) que para 6rbitas de periodo dois do tipo diametro hiperbdlico, o angulo
entre as variedades estaveis e instaveis tende a zero quando evoluimos a curva pelo fluxo de
curvatura. Ja as orbitas periddicas de periodo dois do tipo didmetro parabdlico(Teorema
B), sob certas condigoes de nao degenerescéncia sobre a soma das curvaturas, estas orbitas
desaparecerao.

No terceiro capitulo, apresentamos um estudo sobre érbitas do tipo zig-zag(Teorema
C). Essas sao érbitas peridédicas que iniciam seguindo a dire¢cdo normal & curva e depois
de um certo nimero de batidas encontram a curva na direcao do vetor normal. Portanto,
retornam ao ponto de origem seguindo o mesmo caminho no sentido inverso. Nosso resultado

afirma que orbitas desse tipo desaparecem com a evolucao do fluxo de curvatura. No quarto



capitulo apresentamos um estudo sobre curvas invariantes. Em 1973, Lazutkin[21] provou
que curvas convexas suficientemente regulares possuem cdusticas convexas arbitrariamente
préximas do bordo(regiao de Lazutkin). Em outras palavras, Lazutkin provou a existéncia
de curvas invariantes arbitrariamente proximas da fronteira do espaco de fase do bilhar.
Nosso resultado(Teorema D) descreve ampliagao da regiao de Lazutkin ao longo da evolucao
pelo fluxo de curvatura.

Finalizamos esse trabalho com algumas questoes ainda em aberto que serao objetos de

futuras investigacoes que pretendemos desenvolver.



Capitulo

1

Fluxo de Curvatura

A andlise Geométrica tem sido alvo de intensa e frutifera pesquisa nas ultimas décadas
por ter sido utilizada na resolucao de problemas relevantes e desafiadores no campo da
matematica entre os quais podemos citar o problema da geometrizacao de Thurston, a con-
jectura de Poincaré e o teorema de existéncia de geodésicas sobre superficies.

O ingrediente principal desse estudo é a "equacao do calor®. A seguir enunciamos um
resultado devido a M. Gage e R. Hamilton o qual sera ferramenta fundamental em nosso
trabalho sobre o estudo de aplicagoes bilhares sobre curvas planas regulares convexas:

Se M é uma curva convexa mergulhada em R?, a equacao do calor contrai M a um ponto.

A curva permanece convexa e torna-se circular a medida que encolhe, no sentido que,
(a) a razao do raio inscrito pelo raio circunscrito tende a 1, e
(b) a razao da curvatura méxima pela curvatura minima tende a 1;

(c) as derivadas de ordem superior da curvatura converge a 0 uniformemente.

1.1  Origem do fluxo de curvatura

Sejam M e M' variedades riemannianas e F; : M — M’ uma aplicacao suave. O Laplaciano

de F' é definido intrinsicamente como uma secgao do pull-back do fibrado tangente de M’,

AF € C®(M, F*TM'),

e ¢ dada pelo traco da matriz das derivadas segunda em qualquer dois sistemas de coor-
denadas normais sobre M e M’. Quando F' é uma imersao isométrica, o Laplaciano de F' é
dado por AF = kN, onde k é a curvatura média(o trago da segunda forma fundamental) e

N é o vetor normal unitario. Podemos deformar a imersao F' pela equacao do calor:

3
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Do ponto de vista geométrico, essa equagao tem um significado interessante associado
a um principio variacional: Seja M o espago de todas a subvariedades imersas M de uma
variedade M'. M tem a estrutura de uma variedade de dimensao infinita modelada sobre um
espago de Frechet [14]. O espago tangente ThyM a M em M é naturalmente indentificado
com o espago C°(M) de fungoes f sobre M, onde a variacdo em M é dada por mover
infinitesimalmente uma distancia f na dire¢do normal. O volume V(M) de M da uma

funcao em M cuja derivada na direcao de uma variagao normal é

AV (M)f = —/Mfk.

E segue que a equagao do calor %—f = kN descreve o fluxo gradiente para a funcao de Morse

V.

Para uma curva compacta M em uma superficie M’ a qual é ou compacta ou convexa
em oo Mattew Grayson provou que se a curva inicial estd mergulhada, entao ela permanece
mergulhada, e contrai-se a um ponto ou uma geodésica ver [12], [13]. Esse resultado, pela
teoria de Morse, tem implica¢oes importantes sobre o problema de existéncia de geodésicas

em superficies.

1.2 Curvas de Evolucao no Plano

Voltamos nossa atengao ao caso especial de uma curva nao necessariamente convexa no plano.
Nossa referéncia principal é o artigo [10]. Tomemos M = S! com parametro v mod 27 e
escrevemos a curva como X (u) = (z(u), y(u)).

Uma curva de evolugao é uma aplicacao suave (¢, u) — X (¢, u) com as seguintes :
(i) o dominio de X é (0,7] x S*
(ii) X(¢,-) é uma curva regular, e fechada para cada t € (0,7].

Obteremos equacoes de evolucao para o comprimento da curva, sua curvatura e para a
area da regiao que ela limita.
O comprimento de arco s ao longo da curva é Unico a menos de uma constante, mas

a derivada com respeito ao comprimento de arco é % estd definida unicamente. Podemos

4



escrever a equacao do calor para a curva como o sistema
9z __ 9%z
ot — 9s?
y _ 2y
ot~ 0s?

A derivada % ¢ tomada mantendo fixos os valores do parametro u. O operador % ¢ dado

em termos de u por

g 10

- - 1.1

Js vou (L.1)
onde v = /(%%)2 + (%)2. O parametro comprimento de arco é ds = vdu

Sejam T e N os vetores unitarios tangente e normal(apontando para dentro) a curva. As
equagoes de Frenet sao

T _ 9 mds _
_65T8u_UkN

ou

ON _ 0 Ads _

ou BsNﬁu = —vkT
Lema 1.1 A derivada de v com respeito at é %7; = —k?v.

DEM.: Usando as equagoes de Frenet e evolugao, obtemos

00,2 _ 0 _ 09X 0X
7)) =5 <%0 >

— X 92X
=2< 3u’8u8t>

=2 < T, Z(kN) >
=2 <ol %N — kT >

= —202k?

e
Ot

= —vk?.

2
Lema 1.2 Se L :/ vdu, entao
0



oL ,

DEM.: ) ) L
oL 0 T
—_— = —vdu = —/ kodu = —/ k3ds.
8t 0 at 0 0
i
Lema 1.3
99 99 L0
- — __+ -
Otds 0s Ot 0s
DEM.:
00 _ 910 _ 1219 , 100
5i0s — bivoe = F voa T voioa

0 __ Ok o) _ ok
Lema 1.4 ET = %N e EN = 4T,

DEM.:

3 _ 02 _ 9 29
sl = 8t85X - 858tX +k %X

=2 (kN) + k*T
=N - BT + kT = &N
A segunda equacao segue de
_ 0 __ar d
0=5 <T,N>=< G, N>+ <T, 5N >

pois %—sz deve ser perpendicular a N. |

Lema 1.5 Seja 6 o angulo entre o vetor tangente e o eixo x. Entao

06 Ok
- = 1.2
ot 0Os (1.2)
DEM.: Como T' = (cos 6, sinf), temos:
or _ o
ot ot
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Por comparacao das componentes, o resultado segue do lema 1.4.

Lema 1.6 o ok
— = — + k.
ot o5
DEM.: Derivando a fun¢do k(t,u) = k(t, s(t,u)) com relacdo a t e usando o operador 22

do lema 1.3 temos:

ok _ P00 ok
ot  0sot  Otds ds  0s2

+ k3.

Lema 1.7 Denotamos por A a drea regiao limitada pela curva C. Entdo

0A
TR o
ot m

DEM.: ) .

A = [ dedy=1 [, —ydo+zdy =1 [77 (—yL + z%) du
= _%fo% < X,vN > du
Entao,
94 — 127 (< &N >+ < X, ZN > + < X, 0D >) du

= —1/2 [ (kv+ < X, —k*0N > + < X, 02T >) du

= —1/2[02“ (kv+—k*v < X,N >+ < X, - 25T >) du

Integrando o ultimo termo por partes temos

94— 1/2 7 (kv+ —Kv < X,N > + < 2 kT > + < X, k0N >) du
= —1/2 [77 (kv+ < ZX kT >) du

= — [T kvdu = — [ kds

. 27 o _
=—J, k% = —2m.



Teorema 1.1 Seja X : S' x [0,T) — R? uma familia a um pardametro de curvas fechadas
satisfazendo a equagdo de evolugio % = AX = kN. Se |k(u,t)| < C(C éuma constante) e
se a curva inicial X (0,-) estd mergulhada, entio X (t,-) : S* — R? é uma curva mergulhada

para cada t.

A demonstracao utiliza o principio do maximo para mostrar que o comprimento de qualquer
segmento de reta ligando dois pontos distintos da curva de evolugao tem um minimo estri-
tamente positivo. Veja [10] (paginas 76-79) para mais detalhes. No mesmo trabalho eles

provaram que de fato a curvatura permanece limitada, teorema 1.4.

1.3 Curvas estritamente convexas no plano

Voltamos nossa atencao agora para curvas convexas no plano. Nessa situagao estudar o fluxo
de curvatura é equivalente a estudar um problema de valor inicial para uma certa equacao
diferencial parabdlica. No artigo [10], Gage e Hamilton, obtiveram estimativas necessarias a
priori para a existéncia de solucao para essa equacao, consequentemente provando que uma
curva convexa converge a um ponto.

Para curvas convexas usamos o parametro 6, o angulo entre a reta tangente e uma diregao
fixa(eixo ). Escrevemos a curvatura em funcdo desse novo parametro e o trabalho seguinte
é determinar quais fungoes positivas peridédicas de periodo 27 dao origem a curvaturas de

curvas convexas.

Lema 1.8 Uma func¢ao 2m-periédica representa a curvatura de uma curva plana simples,

C? e estritamente convexa se e somente se

T cosh / 27 §in 6
df = df =0
/0 k(0) o Kk(0)

DEM.: Suponhamos que k seja a fungao curvatura da curva. Entao a relagdo acima segue

do fato que fOL Tds = 0(a curva é fechada). Reciprocamente, dada uma fungao positiva k

arbitraria, a curva associada, a menos de translacao, é definida por

2(6) = / 9 i, 0(6) = / ’ j?ajda

Essa curva é fechada , tem curvatura igual a k e a aplicacao de Gauss é uma funcao um a

um, donde concluimos que a curva é simples. |



Observagao 1.1 Dado (t,u) € S* x (0,T], temos associado o dngulo 6(t,u) entre a tangente
em X (t,u) e o eiro x. Queremos encontrar a evolugcdo das curvas em termos de 6 e t como
varidveis independentes.

Seja (t,u) — 0(t,u) a fungdo que faz corresponder ao par (t,u) o angulo 0. Entdo,

96 96 s

Como as curvas de evolucdo sao estritamente converas, temos que > 0. Entao, aplicando

o teorema da Fung¢ao Implicita, para cada 6 fixado existe um unico u(t, 0) tal que:

0 = 0(t,u(t,0))

0
SN (8) = = N(0(t,u(t, ) =

Portanto, podemos escrever as curvas evolug¢ao nos parametrost e 8 como varidveis indepen-
dentes. Mais ainda, tomando (t,u) como varidveis independentes das curvas de evolugdo,
podemos reparametrizar as curvas usando o angulo 8 como parametro posicdo e a coordenada

t como parametro tempo.

Lema 1.9 A curvatura da familia {X(t,0)} satisfaz a sequinte equagao diferencial:

ok kQa%

3
ot 062 i

DEM.: Aplicando a regra da cadeia :

%_ak ok oo 8k ok ok 8k+ <%>2
of ot 9 ot ot t 90 0s ~ ot o0

por outro lado

052 0500 \ 9s 00 20 002

O lema 1.6 implica por sua vez:

2 2 2
ak_aea (89%) :k(8k> +k28k

ok 0%k nr
ot e
Logo,
ok 282k 3
ot =k 00? A

9



Observagao 1.2 Nas coordenadas (t,60) temos:

6X ok

Com efeito. Como X (t,u) = X (t,0(t,u)), N(§) = N(,u), e % =1 temos

20X X8
ot ot 00 ot
Aplicando agora o lema 1.7, temos

0X ok
7 (1.0) = k(L. ON(6) — = (L, 0)T () (1.4)

Observacao 1.3 Podemos remover a componente tangencial da equagdo (1.4) sem alterar
0s tracos das curvas de evolugao. Isto €, as curvas solucoes da equacao 1.4 sao equivalentes

as da equagao:

0X

= (,0) = k(t.O)N(6) (1.5)

Teorema 1.2 Para curvas convexas o fluxo de curvatura é equivalente ao problema de valor
wmacial para a sequinte equacdao diferencial parabolica:

Encontre k : [0, T) x [0,27] — R, periddica na sequnda coordenada, satisfazendo:

(i) k € C1T2te([0, 27] x [0, T—¢€)) para todo € > 0, onde a € a classe de diferenciabilidade
de ko = k(0,-);

(ii) by = khkop + K7

(iii) k(0,0) = ¥(0) onde 1 satisfaz:
a) 1 € C([0,2n], ¥(2m) = 1(0);
b) (6) >0 e

¢) JyTestdo = [;7 bdh =0

DEM.: Ver [10] I

Observacao 1.4 Observemos que a equacdo do lema 1.9 € uma equacgao estritamente parabdlica.

E possivel provar a existéncia e unicidade para essa equacao em um curto intervalo de tempo

10



usando resultados padroes sobre equagoes parabdlicas e em sequida usar o lema 1.8 para obter

as curvas de evolugao.

Definicao 1.1 FEscolhido um ponto O, origem, no interior de uma curva X, definimos a

fungao suporte de X como sendo a distancia da origem a reta tangente a curva, isto €,

h(#) = — < X(0),N(0) > .

Lema 1.10 A func¢do suporte satisfaz a sequintes relacoes com os invariantes geométricos

da curva:

1 0%h
=g Th (1.6)

2w
L:/ hdf (1.7)
0

A 1/2/0%[;12 - (%)Q]de (1.8)

DEM.:Para provar (1.6), observe que

%:—<T,X>

82h 1
1 0%

o T

11



Para (1.7),

L = [;"\/(2o)? + (yo)?do

k" k

27r1
= [ —ds
[

(1.6) e o fato que % é periddica implicam

2 a2h 21
L_/O (WJrh)d@_/o hd6

27 1 1
= / < =T,=T >'% 44
0

Para (1.8),

A =1/2¢, xdy — ydx
dy dx
=1/2 ji@% - yg)ds
:—1/2j§ < X,N >ds
X

27 2 82h
= 1/2?{ hds = 1/2/ h/kdf = 1/2/ (h——= + h*)db
X 0 0 892

1. 0h, ™ Oh., o o, Ohy,
= —h— | —1/2 — =1/2 — (=
Shglo //0 (89))d9+/0 h*d //0 (h (69))659

Observemos que:

oh
S—
ot
DEM.:
oh el
% = a < X,N >

=—<kN,N >=—k

12



Teorema 1.3 Se k satisfaz a equacgao
ki = kkgo + K°

ent@o kmin(t) = inf{k(t,0)|0 < 0 < 27} € uma fungdo nao decrescente.

DEM.: A demonstragao é por contradigao: Seja € tal que kuyin(0,:) > € > 0, e suponhamos
que kmin(t) = kmin(0) —€ para algum ¢. Seja tg = inf{t |knin(t) = kmin(0)—€}. A continuidade

de k assegura que este minimo é atingido em algum ponto (tg,6p). Nesse ponto,

ok 0k
E(to,@o) < O, w(to,eo) >0 e k(to,go) > 0.
o que ¢ uma contradicdo pois k é solucao da equacao k; = k%kgy + k3. |

Teorema 1.4 Se k : S' x [0,T) — R satisfaz as hipdteses do teorema 1.2, e as dreas das
regioes limitadas pelas curvas de evolugao sao limitadas inferiormente por uma constante

estritamente positiva, entdo k(t,0) ¢ limitada em S* x [0,T)

DEM.:O comprimento das curvas decrescem durante a evolug¢ao de modo que o limite inferior

uniforme sobre a drea produz um limite superior uniforme em k*(t) e por sua vez, através

das estimativas integral e pontual, produz um limite superior uniforme em k(t, 6). |
Teorema 1.5 Za—((?) — 1.
DEM.: Ver [10] I

Teorema 1.6 (Desigualdade Isoperimétrica) Sejam C' uma curva simples fechada, L o com-

primento de C' e A drea limitada por ela. Entdo

DEM.:Ver [7], [20] I

Teorema 1.7 (Desigualdade de Bonnesen)

2 7T2

T 47T Z e (Tewt - Tmt) .

A A

Proposicao 1.1 O tempo mazimal de existéncia de solucoes para o fluro pela curvatura

correspondente a curva inicial conveza, X (-,0), € sempre finito e limitado superiormente
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m onde kunin(0) denota o valor minimo da curvatura inicial. Mais ainda, se kuyin(0) > 0

¢ o infimo da curvatura inicial X (-,0) entao
k(ta 9) Z kmin«))

para quaisquer t € [0,T) e § € S*.
DEM.:Ver [9] I

Teorema 1.8 Se X(t,60) : [0, T) x [0,27] — R? é uma solugao mazimal do fluzo pela cur-

vatura com curva inicial convezra, entdo T = g‘—ﬁ, onde Ay € a drea da curva inicial X(0,-).
Em outras palavras a curvatura permanece limitada enquanto as curvas da evolucao pos-
suirem alguma drea e, na verdade, a curvatura sé explode, isto €, ||K ||« deiza ser limitada,

quando a drea das curvas zera.

1.3.1 O Fluxo Normalizado

O dltimo teorema da secao anterior afirma que o valor maximal do tempo de existéncia de
solugao para a equacao do fluxo de curvatura é proporcional a area da regiao limitada pela
curva inicial. O fluxo normalizado, que passamos a expor nessa secao, consiste em uma
homotetia e uma reparametrizacao no tempo de modo que a regiao limitada pela curvas seja
constante igual a m e o tempo maximal igual a oo.

Seja X (¢,0) : [0,T) x [0, 27r] — R? uma solugao maximal do fluxo de curvatura
Xt = kN

Chamemos de X = X (7,60) = [0,00) x [0,27] — R? por

X(1,0) = pX(t,0),
onde p = , /# = \/ﬁ e 7 = —1/2log(2T — 2t) O significado geométrico disso é aplicar
uma homotetia de fator u as curvas do fluxo original X de modo que A(X) = p?A(X) = 7.

A equacao do fluxo é:

X - -
Ccli—T:(—h-l-k‘)N-i-(he—ko)T

14



Proposicao 1.2 A funcao suporte, a curvatura, o comprimento e a drea das curvas nor-

malizadas evoluem de acordo com
hy =—k+h
Er=kkop+k —k
L,=—[kdd+L
A, =0
onde k = pk e h = ph

DEM.: Ver [9] I

Em [9] prova-se que existe um ponto P, € R? que estd contido no interior de cada
uma das curvas e, portanto, as curvas do fluxo normalizado possuem raio interior limitado
inferiormente por uma constante positiva e diametro limitado superiormente independente

de 7. Mais ainda, h e h’ sdo limitadas uniformemente em 7. Além disso vale as seguintes
desigualdades:

=
IA
S

ol
(VAN
3

Sl

’E@| S 37TE

onde D é o diametro de X.
Finalmente destacamos o decaimento exponencial das derivadas da curvatura ao longo

do fluxo normalizado. Elas mostram em particular que as curvas convegem na topologia C'*°

para um circulo de raio 1.
Teorema 1.9 ||2F||, < C(l)e " paral>1,0<a < 1.

DEM.: Ver [10] I

Para o fluxo nao normalizado temos:
Corolario 1.1 ||| < C()(T—t)*"* paral>1,0<a < 1.
DEM.: Ver [10] I
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1.3.2 Equacoes de evolucao da evoluta

Nesta subsecao descrevemos a evolugao das curvas ao longo do fluxo de curvatura. Recorde-

mos que a evoluta é o lugar geométrico do centro de curvatura, isto é:

Definicao 1.2 Seja o : I — R? uma curva parametrizada reqular plana. Suponha que
k(u) # 0, uw € I. Chama-se evoluta de o a curva 3 : I — R? dada por

1
Bu) = a(u) + @N(u)

Em outras palavras, a evoluta da curva o € o lugar geométrico dos centros de curvatura.

O Teorema dos Quatro Vértices nos diz que uma curva plana, simples, fechada e suave possui
pelo menos quatro vértices distintos( &'(u) = 0).
Seja X (t,-) uma curva integral do fluxo de curvatura normalizado. Entao a evoluta de

X(t,-) é dada por:

E(t,0) = X(t,0) + R(t,0)N(0).
Lembrando que X = —hN + h'T, temos:
E =hyT + (R — h)N.
A Evoluta também possui uma equagao de evolugao. De fato,

Et — Xt—|—RtN

=(k—h)N — (K —1\T — &N

—(k—h—k' —k+1/k)N+ (K — k)T

= (W' —K")N + (W — ¥)T

A pergunta natural que podemos fazer é: se a evoluta da curva inicial X (0, #) esta contida
na regiao limitada pela curva X (0, ), entao é possivel que em algum momento ela intersecte

a curva?

Proposicao 1.3 FExiste um valor T tal que a evoluta da curva de evolugao estd inteiramente

contida na regiao limitada pela curva.
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DEM.: Seja I:/

2log hdf. Logo
Sl

[t - 2f51 %d&

= 2]51 h_;kde =2 fsl %d@

=2 [ (1—5)do = 4m —2 [, ©db

Por outro lado

Jo E22Eh g = [ h(R" + h)dO — A

= fSl h? — h2df — A = =27
Logo

AV
It:—2/ Md@g—o/ (h — k)2d6 < 0
o kh o

Usando a definicao de I e o fato de que existe um ponto interior comum a todas as curvas

de evolugao:

/ log h0(t,0)db zlimsup/ log '™ (t,6)dd
st st

Logo
I(t) > —2m + 27w log(p/2)

onde p ¢é o raio do circulo interno a todas as curvas de evolugao. Como [; < 0, temos entao
que

lim I, =0

t—o00
e portanto segue que

llmk=Ilimh=1

t—o00 t—o00

Assim, se t é suficientemente grande temos

0t,0) — R(t,0) = ((h(t,0) + h(t,0 + )2 + (K(t,0) + K(t, 0 + 7))2)"?
—R(t,0) > h(t,0) + h(t,0 +7) — R(t,0) >0

o que mostra que evoluta esta contida no interio da regiao limitada pela curva de evolugao.

Observacgao 1.5 O termo k — h satisfaz uma equacao diferencial nao linear parabdlica.
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Com efeito.

(k—h), =k*k'"+Kk —k—h+k
= K2K" — K2R + K* + k2L — k?h — b (1.9)

= k2(k — h)" + (k2 + 1)(k — h)

1.3.3 Analise da evolucao dos vértices
Consideremos a equagao parabdlica:

ok Lk
a—k’ ﬁ—l-k — k.

Além disso, vamos supor que no instante inicial ¢ = 0, a curva X(0,-) seja estritamente

convexa e que existe um ponto 6, € S! tal que
k'(0,60) =0
k”(O, 60) =0
O ponto critico (0,60y) pode ser:
1 - um ponto de minimo absoluto ou relativo;
2 - maximo absoluto ou relativo;
3 - ponto de inflexao.
Como a funcao curvatura das curvas dessa familia satisfaz a equagao parabdlica:
ky = KK+ k2 — &

entao no ponto (0,6y) temos:

k= k(k — 1)(k+1) (1.10)

A primeira observacao que fazemos é que se k(0,60y) = 1, entao k.(0,6y) = 0 e portanto

o ponto é estacionario.
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A segunda, é que se k(0,6y) > 1, entao (0,6p) nao pode ser um minimo absoluto da
curvatura. Com efeito. Se k(0,6y) = kmin(0) > 1, entao k(0,0) > 1, para todo 0 € [0, 27).
Logo
2w 2 2 2
2 (fn0a) (fTRO,0) 40
— = = < — =47

A A A s
o que contradiz a desigualdade Isoperimétrica:

L2
Z Z 4.

Portanto a hipdtese de que k(0,6y) > 1 é um minimo absoluto conduz a um absurdo.

Observagao 1.6 (FORMA DO JATO DE k(t,6))
A expansao de Taylor de k(t,0) em torno de ty > 0 com 0 fixo, é:

( — t0)2 ok ( t())

k(t,G):k(to,G)—i—%(to, )(t—to)+ (to 0) o + - +%( 0,0) + On (|t — to],0) (1.11)
Por outro lado,
ok 0%k
=k +k -k
ot 00?
Pk _ o0k d? k1.2 _ 8k 2 Pk
) _28_8_+3 k + kg

2 3
= 05 + 3k — 1] + k0

:8—[282k—|—3k2—1]—|—k288022[/{:282k+/{}3 k‘]

= 0h2%k 1 3k2 — 1) + K22 [2k 0 Ok 4 K20k 4 320k _ Ok

= %[o2%k 1 32 — 1] 112

062
ok\2 8%k 22k ok Bk _ 8k k)2 %k 'k
FRA(2 (26)° 5k + 2k (%) + 4Rk — 2+ 6k (2)" + 3K 5% + K25
= K22k 4+ k* — k)[22k 4 3k% — 1]
k2[9 ( 2k 2 a% ok 22k 4ROk Ok a2k L (2% k2 0’k | 20k
+ [ (6 ) + 262 + 80 963 +6 (8 ) +3 262 + 894]
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Logo, 2 at2 ¢ uma soma algébrica envolvendo os jatos de k£ em relacao a variavel 6 até a

ordem 6. Assim podemos escrever

0k

@(t, 0) = Fo(J'k)(t,0)

h_ 0 () _ 0
ot3 Ot

- — 4 — « 6
BT atFQ(J k) = F3(J°k)

1

k
Afirmagao: g? = F,(J*"k)

Suponhamos que a formula vale para um inteiro positivo n > 1, e mostremos que também
vale para n + 1.

e ) (B”k) 0

0 ok
ot = a1 Lo ) = gy In(T"R) = Fua g (777h) = ”“"2”(*

= Fpy1J%" (J2k) = Fpp J20HDE
ot 8t) +1I7 (7R) +

Voltemos a nossa analise sobre os pontos criticos da funcao curvatura. Como citamos
no apéndice, o resultado de Gage-Hamilton [10], diz que a curvatura das curvas de evolucao
pelo fluxo de curvatura normalizado converge uniformemente a 1. Entao é interessante
analisarmos a evolugao dos pontos criticos da funcao curvatura a fim de tirarmos alguma
informacao para o problema do bilhar.

Suponhamos que y seja um ponto critico de minimo de k(to, ) e que k(to,6y) > 1. Da
equacao parabdlica da curvatura:

Ok —k2azk+k3—k:k2@+k(k—1)(k¢+1) (1.13)
ot 00? 00?
temos entao que 3 (to, 6p) > 0. Logo a funcdo curvatura é crescente na dlre(;ao de 6.

Por outro lado se 6 for um ponto critico de méaximo e k(ty, 6y) < 1, entdo 2 (to, o) <
Temos portanto que a funcao curvatura é decrescente na direcao de 6.

Como ’Z‘r‘ﬁ — 1 temos que a amplitude das oscilacoes da fungao curvatura diminui a
medida que t cresce.

E importante notar também que nos pontos de inflexdo (k'(to, 6y) = k" (to, 6y) = 0) onde
k(to,09) = 1 temos que o ponto é estacionério

dk

%(toy 6y) =0
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Capitulo

2

Bilhares

Considere uma regiao U no plano R? limitada por uma curva X simples(sem auto-
intersecdo), regular, de classe C*, fechada.

Associamos a essa regiao uma aplicacao bi-dimensional definida da seguinte forma: dado
um ponto p € X, tomemos a reta p(p, @) que passa por p e faz um angulo ¢ com o vetor
tangente a X em p. Ao par (p,¢) associamos o par (pi,¢1) formado pelo ponto p; de
intersegao da reta p(p, ) com X e o angulo ¢; entre p(p, ¢) e o vetor tangente a X em py,
de acordo com a regra angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao.

Mais precisamente, se X é uma curva plana, estritamente convexa e orientada positiva-
mente, parametrizada por 6 € [0, 27|, o angulo entre o vetor tangente e uma direcao dada,
uma aplicagao do tipo bilhar associada & X é uma aplicacao T'(6,¢) = (01, ¢1) tal que se ¢
é o angulo entre X'(6) e X (6;) — X (0), entdao ¢; é o angulo entre X (0;) — X (0) e X'(6,).

Observemos que 0 < ¢ < me que ¢ = 0 e ¢ = 7 sao invariantes. Logo, podemos
considerar a aplicacao definida no cilindro aberto [0, 27] x (0, 7).

Esta aplicacao possui uma fungao geratriz:
L(6.0) = || X(8) — X (0)]]

onde || - || denota a distancia euclidiana isto é:

L(6,0)? =< X(0) — X(0), X(0) — X(0) > .

Derivando L, obtemos:

LOL = — < X'(8), X () — X(0) >
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LoyL =< X'(6), X(0) — X(0) >

Logo,
aLz—%<xwpw®—X@>=—mmmw (2.1)
@L:%<X@%ﬂ®—X@>:M®mwl (2.2)

Portanto, T'(6,¢) = (©,®) se e somente se, R(d)cos¢ = —01L(0,0) e R(O)cosP =
0, L(0,0).
Observemos também que se X for estritamente convexa(curvatura positiva) entao fixado

0, a aplicagao ¢ — O(6, ¢) é estritamente crescente, o que equivale & condi¢ao twist: % > 0.

Proposicao 2.1 A aplicacdo bilhar € diferencidvel e sua matriz derivada DT nas coorde-
nadas (0, ¢) é dada por:

. L — R(#)sin¢ L

b= R(©)sin ®

L—-R(©O)sin® — R(A)sing L — R(P)sind

2.1 Estudo de érbitas de periodo 2

Os didametros de uma curva convexa
Esta secao foi tirada do artigo [5] bem como as demonstragoes das proposi¢oes que seguem
abaixo.

Seja X uma curva parametrizada por 6 € [0, 27], o angulo entre o vetor tangente e uma
dada direcao. Seja T'(f) e N(f) os vetores unitérios tangente e normal. Entao X'(6) =
R(O)T(0), T(0+m)=—-T(0) e NO+m)=—N(0).

Dado uma curva convexa fechada existe pelo menos um diametro e uma largura, car-
acterizados pelos maximos e minimos globais das distancias entre pontos com tangentes

paralelas(ver [17]).
Definigao 2.1 60y ¢é diametro de X se X (6y) — X (6o + ) € paralelo a N(6y).
Proposicao 2.2 Seja L(6) = | X (6y) — X(6g+7)|. Entdo 6y € diametro de X se, e somente

se,
dL
@(90) =0.
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DEM.:
2L =2 < X'(0) — X'(0+7),X(0) — X(0+7) >

— 2 < RO)T(0) — RO+ m)T(0 + ), X(0) — X(0 +7) >

=2 < (R(O) + RO+ ) T(0), X(0) — X(0 +7) > .

Portanto,

() = 0 < T(6), X(6) ~ X(0+7) >=0.

Seja LO = L(Qo), RO = R(eo) e Rﬂ— = R(eg + 7T).

Proposicao 2.3 Seja 0y um diametro. Se Ly — (Ro+ R,) # 0, entdo 0y é um diametro

1solado.

DEM.:
4 (2L9) =2(%) +20%%

= 2((R(0) + R'(0+ ) T(0) + (R(O) + R(6 + 7)) N(6), X(0) — X(0 +7) >

+ < (R(O)+ RO +m)T(0),(RO)+ RO+m)T(0) >

No diametro 6,

d*L
2L(QO)W(00> =2 (—Lo (Ro+ Rx) + (Ry — RW)Q) =—2(Ro+ Ry) (Lo — (Ro + Rx))
e temos que se Ly — (Ry + R,) # 0 entao 6y é um ponto critico isolado. |

2.1.1 Caracterizacao dinamica dos diametros de uma curva convexa

Seja X uma curva C*, k > 2, e T sua aplicacao bilhar associada.

Se 6y ¢ diametro para X entao (6, 5) ¢ uma érbita periddica de 7' de periodo 2, e como
observamos, toda aplicacao bilhar sobre uma curva estritamente convexa tem pelo menos

duas érbitas dessas. A caracterizacao dinamica dessas érbitas é dada pelos autovalores de
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LO — Rﬂ. LO LO — Ro LO
DT?(6y,7/2) =

RoR,
Lo— Ry — Rx Lo— Ro Lo — Ry — Rx Lo— R

Donde segue-se que:
1. (6o, /2) é hiperbdlico se
* Lo — (Ro+ R;) >0 ou se

* LQ—(Ro+R7r) <0e (LO—R())(LO—RW) < 0;

2 (6p,m/2) é eliptica se Lo — (Ry + Rx) <0 e (Lo — Ry) (Lo — R:) > 0;

3 (¢o,m/2) é parabdlico se
* Lo— (Rp— R:) =0 ou
*LO—(RO—FRW) <0e (LO—R())(LU—RW):O

Diremos que um diametro é hiperbdlico, eliptico ou parabdlico se a orbita periddica de
periodo 2 é, respectivamente, hiperbdlica, eliptica ou parabdlica. Uma consequéncia dessa
caracterizagao, é que para k > 3, o maior diametro de uma curva estritamente convexa, se

isolado, ¢ hiperbdlico ver [22]. De fato,

d*L (Ro + Rr) (Lo — (1o — Rx))
200, = —
a5z %) Lo <0
O menor diametro, por outro lado, pode ser de qualquer tipo.

Quando 6 é eliptico, os autovalores de DT(QG0 /2) sao dados por

. trDT? DT?
ei”:tTQ +i 1—“42

e logo,
(L— R, — Ry) (Lo — Ry)

RoR,

— 1.

cosy =2
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2.2 Familia de Bilhares sobre curvas geradas pelo Fluxo

de Curvatura

A proposta dessa secao é fazer um estudo local das érbitas de periodo dois sobre a familia

de aplicacoes bilhares geradas pelo fluxo de curvatura normalizado.

Descreveremos agora a equacao de evolugao dos diametros sobre a familia de curvas
geradas pelo fluxo pela curvatura normalizado. Denotemos por L o comprimento da corda
que liga os pontos X(¢,0) e X (t,6 +7) (T(0) = =T (0 + m)), isto é

L=1X(0)— X0+ )
Escrevendo essa expressao em termos da fungao suporte, temos:
L? =||=hO)N@)+hO)T(O)+h(0+m)N@O+7)—h(O+m)T(0+ )|

== Rh(O)N(O) + W (O)T(0) — h(6 + 7)N(0) + h'(6 + m)T(0)]?

| = (h(O) + B8+ M)N(G) + (R (0) + K0+ m)TO)| 2%
= (h(0) + (0 + 7))* + (W (0) + I'(0 + m))?
= LS = (h(0) + h(O -+ m)(H(0) + W6+ ) + (H(6) + (O -+ m)(H'(0) + (6 + )
Por outro lado, b = R — h.
Logo. L. 1
5 = T (W (O)+ (6 +m)(R(O) + R(6 + 7))
No ponto critico, isto é, no diametro, temos que
dL , , B
5 =0 H(O) +H(O+)=0.

Proposigao 2.4 Seja 0y um diametro. Se h'"(6y) + h"(0y + 7) # 0, entao 0y € um diametro
isolado.

Observagao 2.1 Note que no ponto critico 0y, temos que Lo = h(6y) + h(6y + ) e portanto
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podemos escrever
h”<90) + hN(QO + 7T) = LO - (R(Qo) + R(Qo + 7T)) .

Observe que um ponto critico da fungao L(6) se isolado, entdo ou ele é hiperbélico, ou

ele é eliptico.

Teorema 2.1 Os diametros isolados correspondentes a pontos criticos de maximo da funcao

L sao sempre hiperbolicos.

DEM.: Este fato segue diretamente da férmula de MacKay-Meiss, veja [1],[11]. I
Por outro lado, se h”(tg,6) + h"(to, 00 + m) # 0, entao aplicamos o teorema da Fungao

Implicita para obter uma vizinhanca V4 de 6y e uma aplicagao ¢ : Vo — R t — 6(¢), de
mesma classe de diferenciabilidade de X, tal que

dL , ,

@(t,é’(t)) =h'(t,0(t)) + h'(t,0(t) +7) =0
Proposicao 2.5 (Equagao de evolugio do diametro) A equagao de evolugdo dos diametros
da familia de curvas geradas pelo fluxo de curvatura é dada por:

dL R(0) + R(6 + )

a kT R(A)R(0 + )

DEM.: Com efeito. oL 0L o0
(Lt 000 = o + 25

No didmetro 6(t) temos (L(t,6(t))); = 2. Por outro lado,
QLI =2 < (k—h)(6+mN(O+7) — (k—h)(6+m)T (0 +7) — (k — h)(O)N(6)
(k= h)(O)T(0), X(0+ ) — X(0) >
= —2(k — h) (0 + )L — 2(k — h)(0)L

. dL_
.. dt -

R(0) + R(6 + m)

h(0 + ) + h(0) — k(0) — k(0 +7) = L — R(O)R(6 + )
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2.3 Estudo dos diametros Hiperbdlicos

Estudaremos agora a variacao do angulo entre os espacos estaveis e instaveis nos diametros

hiperbdlicos.

Teorema 2.2 (Teorema A) Suponhamos uma curva de diametros hiperbolicos {0;}:, nao
degenerados, sobre as curvas de evolucao do fluxo de curvatura normalizado. Entao o angulo

entre as variedades estaveis e instdveis tende a zero.

DEM.: Com efeito. Basta calcular o angulo entre os autovetores correspondentes e mostrar

que ele converge a zero quando t se torna arbitrariamente grande. Desde que

) L—- R, L L — R, L

DT? =
[ ] R()RT['

L—(Ry+Ry) L—Ry || L—(Ro+R:) L—R,

Portanto,

det[T? — M| = (A= (L—Ry)(L—Ry))+L(L—(Ro+R;))*—4L(L—Ry)(L—R,)(L—(Ro+Ry;))

A= (L—Ro)(L—R,)+L(L—(Ry+ Ry))+2/L(L — Ry)(L — R;)(L — (Ro + R)

Logo, [T? — M]v = 0 implica:

+2y/L(L — Ro)(L — Rx)(L — (Ro + Rx) 2L(L — Rx) v1

2(L — Ro)(L — (Ro + Rx)) +2y/L(L — Ro)(L — Br)(L — (Ro + Br) va

Entao, os autovetores de T? sao:

Uy= (2L(L— R,),2y/L(L — Ro)(L — R;)(L — (Ro + Rx))

Us = (2L(L = Rx),=2y/L(L = Ro)(L — Rx)(L — (Ro + Rx)))

Por outro lado, o angulo entre os autovetores de T2 pode ser calculado através do médulo
do produto externo entre eles:

|U1 x Us|| = 8L(L — Rx)\/L(L — Ro)(L — Rx)(L — (Ro + Rx))
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Quando t — 00, R, — 1 e Ry — 1. Logo ||U; x Us|| — 0 quando t — oo, 0 que por sua vez

implica que o angulo entre os autovetores tende a zero. I

Teorema 2.3 Seja X (t,-) uma familia de curvas de evolugao pelo fluro de curvatura. Supon-

hamos que curva inicial Xg = X(0,-) tenha um diametro hiperbélico 0y tal que L(0,0q) —

2C
(R(0,60) + R(0,6y)) = ﬁ , onde Cy e o sdo constantes dadas em 1.9 (ver [10]). Entdo

se Oy for diametro de alguma outra curva evolucao, digamos X(t,-), 6y também serd um
diametro hiperbdlico de X (t,-).

DEM.: Com efeito. Os diametros sao dados pelo equagcao:
B (t,0)+h(t,0+7)=0

e se 6 é diamtro entao L(t,0) = h(t,0) + h(t,0 + 7).

Seja w = h(t,0) + h(t,0 +7) — R(t,0) — R(t,0 + 7). Logo,
wy = h(t,0)+h(t,0+m) —k(t,0) — k(t,0+7) + 2(0) + &0 + )

= h(t,0) + h(t,0 + ) — R(t,0) — R(t,0 + ) + k"(t,0) + k"(t,0 + )
=w+k"(t,0)+ k"(t,0 + )
Resolvendo a equagao wy —w = k"(6) + k" (0 + )

we ™t —we ™t = e HK(0) + K" (0 + 7))

(we™") = e "(K"(0) + K"(0 + m))
we™ — wy = f(f e *(k"(s,0) + k" (s,0 + m))ds
w = woe' + €' fg e *(k"(s,0) + k"(s,0 +m))ds

De 1.9 segue que:
||k//Hoo < C2ef2at
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Logo,
woe! — 2C5¢et fot e fe s < w < wpe! + 2045¢t fot e Se2ds

woet — 2C,et fot e—s(1+20) dg < < wpet + 205¢et fot e—s(1420) g

t 202 t,—s(1+2a) |t t_ 20y t,—s(1+2a)|t
woe” + 1+2a€ € |0 < w < wpe 1+2a€ € |O

t 2Cy —2at _ 2Cy _t t 203 —2at 2Cy t
Wo€™ + 1154¢€ i12a€ S WS wee — g "+ e

209 t 2Cy —2at 2C t 203 —2at
(wo 1+2a>e t 119a€ <w < (wo + 1+2a)e 1+2a ¢

2C5
1+2a?

Usando a hipétese de que wy(6y) = w(0,60y) = temos que

20,
14+ 2a

0< ef2at < U)(t, 90) = L(t, 90) — (R(t, 90) + R(t, 90))
Logo, se 0y ¢ uma diametro da curva X(¢,-) segue da caracterizacdo de diametros (segao
2.1.1) que 6y é um diametro hiperbdlico.

Observagao 2.2 Se wy(6y) > %, entao toda vez que Oy for diametro ele serd hiperbdlico.

Em particular, nestas condicoes, existe um tempo T’ > 0 tal que 6y nao é mais diametro para
t>T

Teorema 2.4 Seja X(t,-) uma familia de curvas de evolugdo pelo fluxo de curvatura. Supon-

hamos curva inicial Xo = X (0, ) tenha um diametro eliptico 0y tal que L(0,65)—(R(0,6y) + R(0,6p)) <
2C,

1 e
evolutas das curvas de evolucdo estio contidas nas regioes limitadas de suas respectivas cur-

, onde Cy e a sdo constantes dadas em 1.9 (ver [10]). Suponhamos também que as
vas. Entao se 0y for diametro de alguma outra curva evolugdo, digamos X (t,-), Oy também

serd um diametro eliptico de X (t,-).

DEM.:Com efeito. Pela desigualdade :

20,
1+ 2«

20,
14+ 2a

20,
14 2a

2C
2 6—2at

t
Je + 1+ 2a

(wg — e 2 < w < (wo + )e! —

obtida no teorema anterior temos que

2Cy
14 2«

202 —2at < 202 672at

5 B _
w(t, By) < (wo(0,60) + 1122 = 1120

< 0.

)e'
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Como as possibilidades de diametro hiperbdlico reverso ou parabdlico isolado estao elimi-

nadas, ¢ é um diametro eliptico. |

Observagao 2.3 A hipdtese de que todas as evolutas estdo contidas nas regioes limitadas
pelas curvas de evolugao € perfeitamente factivel. De fato, pela proposicao 1.3 seque que
existe um tempo to tal que a evoluta E(t,-) estd contida na regido limitada de X(t,-) para

todo t > ty. Portanto nao hd perda de generalidade em supor que tg =0

Observacao 2.4 No caso em que 0y € um diametro eliptico da curva inicial X (0,-) e E(0,0))

2C3
1+e2a

a evolugao do diametro 0y é: Eliptico ou Hiperbdlico Reverso - Parabdlico Isolado-Eliptico.

estd no complementar da regiao limitada por X (0,-). Entdo, se wy(y) < — temos que

Corolario 2.1 Se a curva inicial X (0,-) tem um digmetro hiperbdlico 0y tal que w(0,0y) =

2C> 2C2
142« 1+2a°

largura constante durante a evolucdo do fluxo de curvatura .

Entao nao existem curvas de

ou um diametro eliptico 0y tal que w(0,6p) < —

2C>
14+2a

Observacao 2.5 Como w estd limitado entao wy <

2.4 Estudo dos diametros Parabodlicos

2.4.1 Interpretacao geométrica através da evolucao da evoluta

Consideremos a equagao que determina os diametros:

h'(t,0(t)) + W (t,0(t) +7) =0

Se 6 é um didmetro hiperbdlico da curva inicial X (0, ) entao h”(0,0)+ h" (0,0 + 7) # 0(Sem
perda de generalidade podemos supor que h”(0,0) + h"(0,0 + ) < 0, ver 1.3 ). Portanto do
teorema da Funcao Implicita obtemos uma curva de diametros hiperbélicos ¢ — 6(t).

Logo

hi(t,0(t)) + hy(t,0(t) +m) + (h"(t,0(t)) + h" (¢, 0(t) +m))¢'(t) = 0

K'(t,0(t)) +K'(t,0(t) +m)
L —R(t,0(t)) — R(t,0(t) + )

Considerando novamente a funcao w(t,0) = h(t,0(t)) + h(t,0(t) + ) — R(t,0(t)) —
R(t,0(t) + m) temos que sobre essa curva w(t,0) > 0. A fungao w(t,d) mede a distancia

9 =

entre os pontos da cdustica(ver a figura abaixo)
Queremos saber quais condi¢oes, em um diametro hiperbdlico, para que haja afastamento

ou aproximagao, ou seja, wy; > 0 ouw; < 0, o que significa ”maior” ou ”menor” hiperbolicidade.
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N A&’ |
V. N I

0 R(©) R(0+m) L

Figura 2.1:

Observe que isso pode ser interpretado como aumento ou diminuicao do angulo entre var-
iedades estaveis e instaveis.

Como vimos antes,
wy(t,0) = w(t,0) + k" (t,0) + k" (t,0 + )

Afastamento: se wy > 0 entao o angulo entre W* e W* serd crescente. Nesse caso o valor
de w sé comecara a decrescer quando w(t,8) + k"(¢,0) + k"(t,6 + m) < 0( Em particular,
k"(t,0) + k'(t,0 +7) < 0). E importante observamos que esse afastamento nao ¢ ”eterno”.
De fato, as funcoes suporte e raio de curvatura permanecem limitadas durantes a evolucao
pelo fluxo de curvatura.

Aproximagao: se w; < 0 entao o angulo entre W* e W" sera decrescente. Nesse caso

teremos
0<w< —k'(t,0) — k"(t,0 + )

50 < w < Che 2ot

Exemplo 2.1 No caso da elipse, o diametro coincide com os vértices, de curvatura mdxima,
entao haverd aprorimagao até chegar o momento, finito, to > 0 em que w(ty,0y) = 0. Neste

instante o diametro serd parabolico.

@ @ \I
/

Figura 2.2:

Podemos recuperar hiperbolicidade?

Isto nos leva a fazer o seguinte estudo

2.4.2 Estudo das bifurcagoes

Suponhamos entao que exista um tempo ¢, para o qual a curva de evolu¢ao X (to,+) tenha

um diametro parabdlico 6.
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Como vimos na sec¢ao 2.2, # é um diametro parabdlico da curva de evolugao X (¢,-) se:

(2.4)

R (t,0)+h'(t,0+7)=0
R'(t,0) + h"(t,0 + ) =0

Seja Z(t,0) = E(t,0+m)— E(t,0)
=—(W(t,0+7)+ R (t,0)T+ (h(t,0+ )+ h(t,0) — R(t,0) — R(t,0 + 7)) N

Assim, temos a seguinte equivaléncia:

h'(t,0)+ h'(t,0 +m7) =0

Z(t,0) =0«
(t,9) {h”(t,9)+h”(t,9+7r):0

Assim, se 0y é um diametro parabdlico(degenerado) da curva X(0,-) temos Z(0,60y) =

0)(sem perda de generalidade, tomamos o instante inicial). Veja figura

Figura 2.3:

Para estudarmos a evolucao desse ponto tomamos a derivada parcial de Z com relacao a

variavel t:
Zy(t,0) = Z(t,0) + (K'(t,0 + ) + k'(t,0)) T(0) + (K"(t,0 + 7) + k" (t,0)) N(6)

Se k'(0,6p + 7) + £k'(0,6p) # 0 temos um cruzamento ou disjungao. Veja figura

Figura 2.4: cruzamento Figura 2.5: disjuncao
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No caso (a) ndo ha mais diametro.

No caso (b) para t > 0 novos diametros hiperbélicos.

Figura 2.6: novos diametros Figura 2.7: deslizamento

Se k"(0,6y + ) + £"(0,6p) # 0 temos um ”deslizamento”
Notemos que 22 = —[R'(6 + 7) + R'(9)]N(6). Se R'(§ + m) + R'(f) # 0 obtemos uma
familia de diametros parabdlicos parametrizada por t: Z(t,0(t)) = 0

Mas se R'(6y + m) + R'(6y) = 0, juntamente com k'(6p + 7) + k'(6p) = 0, temos:

1 1

RIS T T

K (60)[
ou equivalentemente
K'(00)[k(6o) — k(0 + m)][k(60) + k(6 + )] = 0

Logo k'(6y) = 0 = k'(6p + m), vértices concidentes ou R(6y) = R(6y + m) o que implica
L =2R(6)).

Teorema 2.5 (Teorema B) : Seja 6y um diametro parabdlico da curva X (ty,-). Se existe
um inteiro positivo n tal que k™ (to, o) + k™ (to, 0y +7) # 0, ou que k™ (t,0y) + k"™ (t, 0, +
) nao € identicamente nulo numa vizinhanga (to — 0,t9 + 0), entdo existe t1(t; = to se
k™ (t,00) + k™ (tg,00 + 7) # 0) e um nimero positivo § tal que em Vo = {(6,t) : 0 <
|60 —6p| <0, |t —t1| <0} nao temos diagmetro parabdlico para as curvas de evolugdo do fluzo

de curvatura.
DEM.: Os didametros parabdlicos sao determinados pelas equacoes:
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1- B'(t,0)+h'(t,0 +7) =0
2- h'(t,0) +Rh"(t,0 +7) =0

Como h; = h — k, temos:

h(t,0) + h(t,0 + ) = €' (h(tg, 0) + h(tg,0 + 7)) — €' /t e *(k(s,0)+ k(s,0+m))ds

to
Definimos agora a fungao f : (0,00) x [0,27) — R, dada por:
F(1,6) = H(1,0) + /(1,0 + 7).

Como 6y é um diametro parabdlico de X (to, ), temos f(tg,00) = f'(to,60p) = 0. Além
disso,

ft<t0, 60) = —<kl(t0, 00) + k'/<t0, 60 + 7T))
Caso a) ]{il(to, 60) + ]C/(to, 60 + 7T) 7é 0.

Entao

Vf(to,00) = (f'(to,00), fi(to, 00)) = (0, &' (to, 00) + k' (to, 00 + 7)) # 0

Isto implica que existe uma vizinhanga Vo = (6y — 8,6y + 0) X (to — d,to + 9) de (g, 00)
tal que f(¢,0) # 0 para todo (t,0) € Vy, com t # t5. Portanto na vizinhanga (6y — 9,6y + 6)
as curvas X (t,-) nao tem diametros para t € (tg — 0,ty + ), com t # .

Caso by) k'(to,60) + K (to, 00 + m) = 0 mas a soma k'(¢,6y) + k'(t,0p + m) nao é identicamente
nula numa vizinhanca de t.

Se a soma k'(t,0y) +k'(t,0p+ ) ndo é identicamente nula numa vizinhanga de ¢, entao existe
um ponto t' nessa vizinhanca tal que

K'(t',00) + K'(t', 00 + m) # 0.
Logo, f(t',0y) # 0. Como f(t,0) é continua, existe uma vizinhanga de 6, tal que
1(#,6) £ 0.
Ou seja, nao temos diametros numa vizinhanca de 6y quando a curva evolui.
Caso by) k'(t,6p) + K'(t,00 + m) é identicamente nula numa vizinhanca de .
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Neste caso, suponhamos que existe um intervalo maximal (tg — b,tg + b), b > 0, tal que
K'(t,6y) + K'(t,00 + ) = 0 para todo t € (ty — b,to + b). Portanto, 6y é diametro de X(¢,-)
para todo t € (to — b, tg+b), e

t

F(00) = — / =2 (K" (s, 00) + K" (s, 60 + 7))ds
to

pois y é um didmetro parabdlico da curva X (to,-). Se k”(to,00) + k" (to,00 + m) # 0 entdo

procedendo analogamente como no caso a) temos que existe uma vizinhanga V; de (t¢, 0p)

tal que f'(¢,0) # 0 em Vi \ (to,60).

Portanto nao temos diametro parabdlico para t # ty em V.

Se k" (to, 00) + k" (to, 0o + ) = 0 mas a soma k" (t,0y) + k" (t, 6y + 7) nao é identicamente
nula numa vizinhanga de ¢y, entdo procedendo analogamente como no caso b;) temos que
existe um ponto t' tal que k”(t',600) + k" (t', 6y + m) # 0 e uma vizinhanga V; de (¢, 6,) tal
que f'(t,0) # 0 em V4.

Se a soma k”(t,00) + k"(t,00 + m) é identicamente nula numa vizinhanga de ty3. Como
no caso by) suponhamos que existe um intervalo maximal (o — b,y + b), b > 0, tal que
K"(t,00) + k" (t,0p + ) = 0 para todo t € (ty — b, to + b).

Se k" (to, 00) + k" (to, 00 + m) # 0, entdo existe uma vizinhanga W = (6y — §, 0 + 9) de 6,
tal que k" (to,0) + k" (to,0 + m) # 0 em W — {6y}. Como k"(t,0) + k"(t,6 + ) é continua,

existe uma vizinhanga V5 de (to,6p) tal que
E'(t,0) + K" (t,0 +7) # 0 em Vo \ Voan {0 =6y}

Logo, diminuindo V5 se necessério, temos que f'(¢,0) # 0 em Vo —\Vo N {6 = 6y}. Com

efeito. Note que

t
R'(t,0) + h"(t,0 + m) = €' (W (to,0) + h'(to, 0 + 7)) — et/ e (K"(s,0) + k" (s,0 + 7)) ds
to
se h'(to,0) + h"(to,0 + m) # 0, novamente pela continuidade, h"(t,8) + h"(t,0 + 7) # 0
para t suficientemente préximo de ty. Portanto existe uma vizinhaga V5 de (tg, 6y) tal que
F(t,0) # 0 em Vo — {0 = 6y}. Por outro lado, se h”(ty,0) + h'(tp,0 + ) = 0, entdo
R'(t,0) + h'(t,0 + m) = —é ftz e *(k"(s,0) +k"(s,0 +m))ds # 0 para t suficientemente
préximo de ty. Portanto f'(t,0) # 0 em Vo \ Vo N {0 = 6y}.
Se k" (to,60) + k" (to,00 + m) = 0 mas a soma k"' (t,60¢) + k" (t,00 + 7) nao é identica-
mente nula numa vizinhanga de ¢y, entdo procedemos analogamente como no caso by). Se

K" (t,00) + k" (t,0p + m) = 0 é identicamente nula numa vizinhanca de t,, entao procedemos
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analogamente como no caso by), analisando o quarto jato da soma k(to,0) + k(to, 0 + 7).
Suponhamos entdo que k™ (ty,0y) + k™ (ty, 0+ ) seja o primeiro jato nao nulo da soma

k" (to,0) + k" (ty,0 + 7) em 6y o qual existe por hipdtese. Logo,

(0 — 0p)"

K (to,0) + k" (to, 0 + ) = (K™ (to, 0p) + k™ (to, 0 + 7)) -

+0, 40

para 6 # 6. Como a fungao k"(t,6y) + k" (t,6p + 7) é continua existe uma vizinhanga V,,
de (to,6p) tal que k"(t,0) + k" (t,0 + ) # 0 em V, \ V,, N {6 = 6y}. Portanto existe uma
vizinhanga V5 de (to, 6p) tal que f'(t,0) # 0 em Vo \ Vo {0 = 6y}. I

Proposicao 2.6 Uma orbita periddica de periodo dois parabdlica, nao pode ser dois pontos
criticos de maximo local da fungdo curvatura se os valores da funcdo curvatura nesses pontos

forem menor que um.

DeEM.: Com efeito. Suponhamos por absurdo que 6y é um ponto periédico de periodo dois
parabdlico da aplicagao bilhar T™ sobre a curva X (to,-) e que k(to,60o), k(to,00 + 7) < 1.
Como L(ty,6y) = R(ty,0) + R(to,0p + m) > 2 temos que a curva X (fo,-) contém em seu
interior um circulo Cy de raio igual a ro = min{ R(to, 6y), R(to, 0 + m)} > 1. Logo,

A(X (tg, ) > A(Cp) = rgm > .

Por outro lado, A(X(to,)) = 7 e portanto temos uma contradigao. I
Nao sabemos quais implicagoes geométricas sobre as curvas de evolugao se todos os jatos
da soma k(t,60y) + k(t,00 + m) é nulo para todo ¢t > 0.

Nao sabemos quais sao as implicacoes geométricas sobre a evolugao se todos os jatos da

soma k(t,6y) + k(t,6p + m) sao nulos.
Questao: Pode para todo ¢t > 0 e todo inteiro positivo n, k™ (t,0y) + k™ (t,0y +7) = 0?
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Capitulo

3
Orbitas periodicas do tipo Zig-Zag

3.1 Primeira Antipoda A,

Existéncia de orbitas de periodo 2n

Figura 3.1:

Seja a uma curva estritamente convexa de classe C*, T sua aplicacao bilhar associada.
Sabemos que os diametros de « correspondem a érbitas periddicas de periodo 2. Gostariamos
agora de analisar 6rbitas especiais que provém da duplicacao do diametro. Essas sao orbitas
periddicas que iniciam seguindo a dire¢ao normal a curva e depois de um certo nimero de
batidas encontram a curva na direcao do vetor normal. Portanto, retornam ao ponto de
origem seguindo o mesmo caminho no sentido inverso, ou seja a frente de onda sofre uma
reversao de sentido.

No caso n = 1, comegamos com uma curva inicial cuja evoluta tenha pelo menos um
vértice exterior a regiao limitada pela curva. Com respeito a este vértice tomamos dois raios
r1 e ro, tangentes a evoluta, de tal forma que se interseptam fora da regiao limitada pela
curva e abaixo do vértice. Como o raio maximo é decrescente com a evolugao do tempo, esse
vértice ficard interno e portanto terda que passar pelo fronteira da regiao limitada pela curva.

Quando isso ocorrer o ponto da intersecao dos raios r e 79 ja passou pela fronteira em um
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instante ty. Logo, a aplicagao bilhar da curva X (¢, -) tem um ponto periédico do tipo zig-zag
de periodo 4. Nem sempre podemos garantir que a aplicacao bilhar de uma curva fechada
tenha orbitas do tipo zig-zag de periodo 2n. Neste capitulo estudaremos orbitas zig-zag de
periodo 4n. Mostraremos que ao longo da evolugao do fluxo de curvatura essas s6 existem
para periodos cada vez maiores.

Dado um instante ¢, tomemos a curva estritamente convexa X (¢, -), parametrizada pelo
angulo #, na familia de curvas geradas pelo fluxo de curvatura. Estudaremos agora a dinamica
da aplicagao m; o T restrita a reta horizontal S' x {m/2}.

Dado 6 € S! e a dire¢ao ¢ = 7/2, denotemos por X (¢, A(6)) o ponto sobre a curva X (¢, )
, primeira batida da frente de onda, isto é X (¢, A(0)) = X (t,0) + A(t,0)N(6). A aplicacao

A definida implicitamente pela equacao

F(0,A) =< X(A) — X(0),T(6) >= 0,

estd bem definida. De fato. Suponhamos por absurdo que 25 =< X'(A),T(f) >= 0. Entéo

X'(A)//N(6), donde A =6+ 7/2( ou 6 + 37/2). Mas nesse caso
X(0+m/2)— X(0)//N(0)

contradizendo a convexidade de X. Logo, g—i # 0 e pelo o teorema da funcao implicita, a
aplicagao A : 0 — 61(0) estd bem definida numa vizinhanca V' de 6 e é da mesma classe de

diferenciabilidade das curvas de evolucao, isto é, C*°.

Definigao 3.1 Dado 6 € S' e a direcio ¢ = /2, denotemos por X (t,01(0y)) o ponto sobre
a curva X(t,-) da primeira batida da frente de onda. Chamamos de primeira antipoda a

aplicagdo Ay : 0y — 01(t,6y) definida implicitamente pela equagdo:
F(90,91) =< X(t,Ql) —X(t,eo),T(go) >=0 (31)

Teorema 3.1 Os pontos criticos de Ay correspondem aos pontos onde a evoluta intersecta

a curva.

DEM.: Tomando a derivada parcial com respeito a A; na equagao (3.1):

0 :
EF(QQ, Al) =< X (Al),T(eo) >§£ 0,
1

pois a curva X (t,-) é estritamente convexa. Entao, pelo teorema da Fungao Implicita, A; é

diferencidvel da mesma classe de F e
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dA, _<X(A1)—X(90),N()>—R()

dbo Ri<Ty, To>

_ _Li—Rg
Ri<Th,To>

dA; __ —
WOI—O@LI—RO |

Definicao 3.2 Sejam X (t,-) uma curva da evolugao e Ai(t,-) a primeira antipoda. Defini-

mos Ly : S* x R = R, a fungdo comprimento da corda, por:
Lqi(t,0) =< X(t, A1(0)) — X(t,0),N(0) >

Queremos estudar o comportamento assintético das aplicagoes A;(t,-) e Ly(t,-) quando t —

Q.

0A1(t,0)
ot

0L (t,@) _ 0

Lema 3.1 lim;_, =0, lim;_, 5

DEM.: Novamente, pela convexidade de X(¢,-) podemos aplicar o Teorema da Fungao

Implicita para obter:

a (9F
A= -2
06,

Assim, basta provar que I _ (). Por outro lado,

%—f =< %—f(t,el) — %—f(t,e),T(e) >

< (k= h)|anN(A) = (K = 1) |t.a)T (A1) — (k= 1) |.oyN(0) + (K" — 1) |0.0)T'(0), T(0) >

= (k= 1) |ar) < N(A), T(0) > — (K = 1) [it.4) < T(A1),T(0) > + (K = ') [0

Como k—h — 0, ¥ —h’ — 0 quando t — oo , temos que £ 5 0. Donde lim;_,o aé? =0.

Para a segunda afirmacao, observemos que:

%(t,@) = % < X(t,A)) — X(t,0),N(0) >

— O X1, Ay), N(0) > + < X,(t, Ay) — X,(t,6), N(6) >
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Entao, pela primeira parte desse lema mais o fato de que k — h — 0, k¥’ — A’ — 0 quando

t — 0o , temos que limy ., % =0. |

Teorema 3.2 A funcao angulo ¢, definida por

X(A) - X

arccos < T'(Ay), 7
1

>

converge uniformemente a w/2 quando t se torna arbitrariamente grande. Isto €,

tlgilo o1(t, ) = m/2. (3.2)
, d
DEM.: E suficiente mostrarmos que tlim ﬂ = (. Derivando a expressao
—00

L4 cos ¢1 =<< T(Al),X(A1> - X >

com relagao a t, temos:
—Llsing, = (A1) < N(Ay), XER=X > 4 L < T(A1), (k= h)a, Na, — (k= h))y T(A1) = (k= h)N + (k= h)'T >

—1/L1 28 < T(Ay), XEU=X S

Por outro lado, k — h, (k — h)’, (k — h)"” tendem a zero quando t — oo e pelo lema 3.1
A1 (t,0) OL1(1,0)

hmt_>oo ot = hmt_>oo g =0. LOgO
doy
— — 0,
dt
e portanto ¢;(t, ) converge uniformemente a /2 na topologia C*°. I

Corolario 3.1 Ly(t, ) — 2 uniformemente quando t — oo.
Teorema 3.3 Euxiste um tempo ty tal que Ai(t,-) € um difeomorfismo para todo t > ty.

DEM.: Com efeito. A fungao t — R(t,0) converge uniformemente a 1 enquanto L; =
L(A1(0)) converge uniformemente a 2. Logo existe um tempo t, tal que para todo t > tg

Ry = R(t,0) < Ly, o que por sua vez implica que

dA,

22 .
a0
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Teorema 3.4 A aplicacio Ay converge uniformemente na topologia C* para a aplicagdo
Ay = id + 7. Mais ainda, existe um to > 0 suficientemente grande tal que A(t,-) € uma

difeomorfismo para cada t >ty .

DEM.: Para a primeira afirmacao note que:

T(Al(‘9>’ ¢1) - ('97 7T/2)'

Como ¢; converge uniformente a 7/2 e 8‘41 — 0 temos que A;(t,-) converge uniformemente
para a aplicacao Ay =id +m. A begunda afirmacao segue do teorema 3.3. I
Vamos agora refletir um pouco sobre as consequéncias desse teorema. A primeira delas,

de carater geométrico, pode ser descrita pelo corolario:

Corolario 3.2 A familia de grdficos da aplicagdo A converge uniformemente na topologia

C® para o grafico da aplicacdo Ay = id + 7. quando t — oo.

3.1.1 A dinamica da aplicacao A;

Proposicao 3.1 As drbitas periddicas de periodo dois da aplicacao A1 correspondem as

orbitas periodicas de periodo dois do bilhar.

DEM.: De fato. Primeiramente, note que
A%(eo) = 90 <~ TQ(Q(), 7T/2) = (90, 7'('/2)

Além disso, A; é um difeomorfismo que preserva orientacao para t > ty e a aplicacao bilhar
nao tem ponto periddico de periodo dois hiperbélico reverso((L Ry)(L — Ry) < 0). Logo

6y ¢ um ponto fixo instdvel de A? se =L (00) > 1 e estavel se —(90) < 1. Por outro lado,

dA2 L—RyL—R;
—L(6y) =
do R, Ry

donde —(90) >1<4< L— Ry— Ry > 0. Logo, um ponto fixo instavel de A% corresponde a

um ponto fixo hlperbohco de T? e vice-versa.
Se 6, é estavel, - (60) <le L—Ry— Ry <0. Como (L— Ry)(L— Ry) >0 parat > to,

ue um fix v IT u x0 elipti vice-versa.
temos que um fixo estavel de A? corresponde a um ponto fixo eliptico de T? e vice-versa

L—Ro L-Ry __
Ry Ro

a L — Ry— Ry = 0. Logo, um ponto fixo do tipo sela-né de A? corresponde a um ponto fixo

Para os pontos fixos do tipo sela-né de A%, temos —(00) = 1 o que equivale

parabodlico de T? e vice-versa.
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Observacgao 3.1 1. Como os diametros da curva X(t,-) correspondem a pontos fizos
hiperbdlicos de T?, temos que A3 tem pelo menos dois pontos fixos instdveis. Entao,
mesmo que A? tenha pontos fizos do tipo sela -nd, existird pelo menos dois pontos fizos

fracamente estdveis.

2. Os conjuntos o e w-recorrentes de Ay sao orbitas periodicas de periodo dois.

3.2 Segunda Antipoda Aj

Consideremos agora a segunda frente de onda que parte de X (t,6) numa direcao ¢(6), isto

E(6,\) = X(6) + Av,, (3.3)

onde vy = T'(6) cos ¢ + N(f)sin¢. Estamos interessados em determinar a envoltéria dessa
familia, isto é, queremos encontrar uma fungao A(f) de modo que a curva §(0) = X(6) +
A(@)vgo) seja tangente ao raio £(6, ) no ponto . Para isto, note que:

B'(0) = X'(0) + N(0)vy + A(0)v),

Por outro lado, § é tangente a reta E(6,A) = X(0) + Avg(#) o que implica 5’ L vy . Logo,

B v+ = 0 (condicdo de focalizacao de familia de raios
@
/.,UL /_,UL
S A= 1% B(6) = X(0) — 20,
s

o
Por outro lado,
Uqf = —Tsin¢ + N cos ¢
Derivando a equacaode vy, temos:
vg = Ncosg—¢Tsing —Tsing + ¢'Ncosg

_ I

= (14 ¢)vy.
Logo

Rsin ¢

b=X+1g

Vg (34)
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O que temos feito é exatamente o calculo da cdustica determinada pela frente de onda.
Consideremos agora o ponto da segunda batida da frente de onda, X (t,65(01,¢1)), de-

terminado implicitamente pela equagao:

F2(91,92) =< X(t,c92) — X(t,@l),vl(ﬁl) >=0

Como a%ng = R(t,0y) < T(0y),v"(0;) >+# 0, aplicamos teorema da Fungao Implicita para
garantir a existéncia de uma aplicacao A, : 7 — 65 a qual esta bem definida, isto é para
cada 6 existe um dnico As(6;) tal que

F5(61, A2(61)) = 0
Além disso, Az é da mesma classe de diferenciabilidade de X (¢, -).

Definigao 3.3 Dado 0y € S! e a direcio ¢o = 7/2, denotemos por X (t,0,(0y)), X (t,0:(6))
0s pontos da primeira e sequnda batida da frente de onda, respectivamente. Chamamos de

segunda antipoda a aplicagio As : 01 — 05(t,0y) definida implicitamente pela equagao:
F2(91,(92) =< X(t,eg) —X(t,@l),vL(Ql) >= 0 (35)
Temos a seguinte questao:

O que corresponde o ponto critico da segunda antipoda?

Na direcao a resposta dessa questao temos o seguinte teorema:

Teorema 3.5 O ponto critico da sequnda antipoda corresponde exatamente ao ponto onde

a cdustica intersecta curva.
DEM.: O ponto da segunda batida da frente de onda é determinado pela equacao:
< X(Ag(eo)) — X(A1(90)>, U;;(Al(eo)) >=0.
Logo,
0 =< X'(A2(60)), v} (A1(00)) > G52 — < X'(A1(00)), v (A1(00)) > G5t+ < X(Az2(60)) — X (A1(60)),vs > (&' (A1(00)) + 1) S5t

=< X'(A2(60)), v} (A1(60)) > G52 — R(A1(60)) < T(A1(60)), 03 4, (9y)) > Fo + (¢ (A1(60)) + 1) G521 X (A2(60)) — X (A1 (60)|

=< X'(A2(60)), v} (A1(00)) > G52 — R(A1(60)) sin(¢(A1(60)) G5 + (¢/(A1(60)) + 1) G+ (1 X (A2(60)) — X (A1 (60)|
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Pelo teorema 3.3 existe um 7" > 0 tal que %(t, 6p) # 0 para todo t > T'. Entao, %—g‘;(t, ) =

0 é equivalente a

R(Ay(6h)) sin(p(A1(0)))
1+ ¢'(A1(6o))

O que ¢ equivalente a condigao da cdustica interseptar a fronteira de X (¢, -). |

[1X (A2(6o)) — X (A1(60)]] =

Analisemos agora comportamento assintotico da segunda antipoda. Denotemos por

La(t,0) =< X(t,A2(t,0)) — X(t, A1(t,0)),cos p1(t, A1(t,0))T(A1(t,0)) + sin p1 (¢, A1(t,0))N(A1(t,0)) >

= [|X (¢, A2(¢,0)) — X (¢, A1(t, 0))]l,
o comprimento da corda correspondente a segunda batida da frente de onda.
Teorema 3.6 A aplicacao sequnda antipoda € de classe C.

DEM.: A demonstracao é analoga a da primeira antipoda. |

0A2
ot

=0, limy_, 22 =0.

Lema 3.2 lim;_, n

DEM.: Derivando a equacao
< X(AQ) - X(Al),’l)l(Al) >= O,

com relagao a variavel ¢ temos,
(A2), < X'(Az),U;(Al) > —(A1), < X'(Al),U;(Al) >+
(3.6)
< Xi(A2),v5 (A1) > — < Xi(A1),v5 (A1) > —(¢(A1) + A1)r < X (A2) — X (A1),v4(A1) >=0

Como as curvas de evolucao pelo fluxo pela curvatura sao estritamente convexas, temos
que < X'(A;),v5 (A1) ># 0. Por outro lado, (A1), (¢(A1))e, k—h e K — b/ tendem a zero
quando t — co. Segue portanto que (Asz), — 0.

Para a demonstracao da segunda parte note que

L2 =< X(AQ) — X(A1>,U¢(A1) >

Tomando agora a derivada parcial de Ly com respeito a ¢, temos:
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% =< (A2)tX/(A2) — (Al)tX’(Al),v¢1 >+ < Xt(Az) — Xt(Al),’U¢] >4+ < X(AQ) — X(Al), (U¢1 )t >

=< (AQ)tX,(AQ) — (Al)tX,(Al),Uqbl >+ < Xt(Az) — Xt(A1)7’U¢1 > +[(A1)t + (¢1)t] < X(Ag) — X(A1)7Uj5_1 >

Como k — h, k' — h', % e % tendem a zero quando ¢ — oo, temos que

. 0Ly
RTINS

I

Corolario 3.3 A funcao angulo ¢o, definida por

X(A) —X(A
arccos < T'(Ajy), (4) (41) >,
Lo
converge uniformemente a /2 quando t se torna arbitrariamente grande. Isto €,
lim ¢(t, ) = 7/2. (3.7)
t—o0
, 0
DEM.: E suficiente mostrarmos que tlim % = 0. Derivando a expressao
—00
Ly cos ¢p =< T'(A), X(A2) — X(A) >
com relagao a t, temos:
922 cosgy — Lasingo %92 = (A2); < N(A2), X(A2) — X(A1) > — < T(Az), (A2): X" (A2) — (A1): X' (A1) >
+ < T(A2), Xi(A2) — Xi(A1) > .
Por outro lado, &k — h, (k — h)’, (La):, (A1) e (A2); tendem a zero quando t — oco. Logo
Oy
— — 0.
ot

|

Observando a equagao:
< X(Aj+1) — X(Aj)7ng_j >=0
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e portanto

(Aj1), < X'(Aja),vg, > (A7), < X'(Aj) v, >+

(3.8)

< Xt(Aj+1) — Xt(Aj)7U$j > *(d)j =+ Aj)t < X(Aj+1) — X(Aj),v¢j >=0

segue por inducao o seguinte resultado mais geral:

%5 50,

24; oL;
Lema 3.3 -2 — 0, 52 — 0, —;

Observacao 3.2 Todos os pontos sobre o circulo sao diametros, entdo o fluxo de curvatura
faz {L;} e {¢;} convergirem pontualmente a 2 e w/2 respectivamente para todo j quando

t — o0. Seque do lema 3.3 que esta convergéncia é uniforme.

Teorema 3.7 Existe um tempo to suficientemente grande tal que a aplica¢ao Ay(t,-) € um

difeomorfismo para cada t > tg.

DEM.:

No caso da segunda atipoda, usamos a equagao:
< X(QQ) — X(01), Udt (01) >=< X9 — )(1,’01L >= O,

onde ¢; ¢ o angulo de saida da aplicagao bilhar na segunda iterada, e vy, = cos¢iTi +

sin ¢1 V7. Derivando implicitamente a equacao acima, temos:

dA, dA,  [dA, dé
e X/ 1 — X/ 1 L )

Seja v7 o refletido de v; com relagao ao vetor normal a X,
U1 = — cos @111 + sin ¢ Ny.

Portanto,
< X, — Xo,0f >=0,

dA ) ) dA,  do
= d_el < X}, 07 >=< X}, 01 > + (d_el - d_91> Ly (3.10)
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Das equagoes (3.9) e (3.10) obtemos:

dAy ro,L _ dAl dA;  dAy |1 <X{o1> <X}, 01>
@< Xp,uf > =< X, uf > + < a6 o [1 L +—0n Ly

<2L2+ < Xl vb > — < X|, 0t > Ll) T

= <2L2 + R < jﬁl,’(}lL > —R; < T'l,f)lL Ll) dAq + Ry < To,Ul i?

- (2L2 “ R sinqblL?L;lLl) W Ry < Ty, it > 2

Quando t — oo, Ly, Ly — 2, Ry, R, Ry — 1 e < Ty, 01 >— —1. Segue-se entdo que o
lado direito da ultima equacao acima converge a 1 quando ¢t — oo. Logo, existe um tempo
t1 < oo tal que dj% > (0 para todo t > t;. Mais ainda, como < X}, v >— 1 temos que
dde 1.
|

Este resultado comprova o que é aparente segundo a evolucao pelo fluxo pela curvatura,
uma vez que a curvas de evolugao convergem para circulo na topologia C°.

Vemos entdo que a aplicacio antipoda Ay (t,-) : S' — S' torna-se um difeomorfismo com
a evolucao do fluxo de curvatura. Isso traz como consequéncia dinamica a inexisténcia de
6rbitas de periodo 4 do tipo zig-zag . Com efeito. Seja 6y uma Orbita do tipo zig-zag de
perfodo 4. Entao A3(6y) = 6y o que implica que o nimero de rotacio, p(As), é igual a 1/2.
Por outro lado, todos os didmetros de X (¢, ) sao pontos fixos de Ay o que implica p(As) = 0,
o que ¢ absurdo. Portanto nao existe o6rbitas do tipo zig-zag de periodo 4.

Considerando agora a terceira frente de onda definimos, de maneira analoga a primeira

e segunda antipoda, a terceira antipoda Ajs : 6 — 63 definida implicitamente pela equacao:
X(t, 93) — X(t, 92), U%‘Q (t, 92) >=0

Continuando esse processo sucessivamente também definimos a n-ésima antipoda A,
como sendo a aplicacgao associada a n-ésima frente de onda definida implicitamente pela

equacao:
< X(t,0,) — X(t,0n-1),v5, ,(t,0,-1) >=0.

Proposicao 3.2 A aplicagao A, (t,-) € diferencidvel.
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DEM.: A afirmacao segue do teorema da Funcao Implicita. |

Teorema 3.8 FEziste um tempo ty suficientemente grande tal que a aplicagao A, (t,-) € um

difeomorfismo para cada t > tg.

DEM.: A demonstracao é por inducao. Os casos n = 1,2 ja foram demonstrados, para
termos uma pista de como aplicar inducao faremos o caso n = 3. Para simplificar a notacao
chamamos, X (6;) = X; e vy, (0;) = v;.

Na terceira antipoda, temos:

< X(A3) — X(Ap), vy (Ag) >=< X3 — Xo,vy >=0.

dAs o, dA, Ay d
W <X3,U2 >= d@ <X2, 5 >+<d0 d—0(¢2)) Ls (311)

Por outro lado,
< X9 — )(1,732L >= 0.

dA, . dA, 5 dA
= — <X, Uy >= —— 7 < X1, 0y >+ <d—92 — —¢2)> 2 (3.12)
A . dA, -
= Loy ¢2 < X|, 05 > +—= 7 (Lo— < X3, 0y >) (3.13)
A partir das equagoes (3.11) e (3.13) obtemos:
Lo < Xpop > =42 (< Xpof > -8 < X304 > +205) + W < X554 >

Lo Rj sin ¢1

— L2 (—Rysing; - ;Rgsin¢2+2L3) Lilisfo poging,  (3.14)

Ly Ry

= dA2 <2L L32_2L2 R2 sin ng) — LaIn—Fo

Quando t — oo, L; — 2 parai=0,1,2, R, —» 1 para:=20,1,2,3, %s —1le ¢y, o — /2.
Portanto, o lado direito da equagao( 3.14) tende a 1 quando t — co. Logo, existe um nimero
t3 suficientemente grande tal que dA3 > 0 para todo t > t3.

Suponhamos agora que existe um nimero t,, suficientemente grande tal que dA" > () para

todo t > t,, além suponhamos que d;;i — 1 quando t — oo. Logo,
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< X1 — X, vt >=0.

X = — | L 1
7 <X ,vy > d@ ny U > + + n (3.15)

Por outro lado,
<X, — Xp1,08 >=0.

dA / ~L dAn_l / ~ 1 dAn dQSn_l

= 70 <X, 0, >= 70 < X, _1,0 >+< 70 70 L, (3.16)
d¢n o dAnfl / dA !~

g 1= <Xt 70 (Lno1— < X[, 0y >) (3.17)

A partir das equagoes (3.15) e (3.17) obtemos:

dAn+1 / J_ _ dAp / Ln !~ dAn_1 Ln / ~ 1
<X,y > =S (<van> <Xn,vn>+2L>+ = < X, 1,0 >

__dA - L = dAn—1 L
=&a (—Rn sin ¢, — T:R” sin ¢, + 2Ln> - Lnann 18I0 ¢

dA;
@ 1 para

Agora, usamos a hipotese de inducao: quando t — oo, L; — 2, R; — 1 e
i =0,---,n mais o fato que {¢;} convege uniformemente a m/2. Portanto, o lado direito
da equagao (3. 18) tende a 1 quando t — oo. Logo, existe um ntimero t,,; suficientemente

grande tal que ”“ > 0 para todo t > t, 1. I

Teorema 3.9 (Teorema C) FEuiste to suficientemente grande tal que a aplicagdo bilhar de

X(t,-) nao possui orbitas de periodo 2n do tipo zig-zag para t > tq.

DEM.: A prova é analoga a da segunda antipoda A,. I

3.3 Estimativas de A,, através dos invariantes da curva

Sejam D, o diametro e L, a largura da curva X. Queremos encontrar agora uma estimativa

para as antipodas em termos desses invariantes.

dA,

a0 ——Rising; = — Ry,
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com 1 — ¢ <sing; < 1. Logo,

L - Rmax dAl D - Rmin
< <

Rmax o d9 o (1 - el)Rmin‘
Tomemos m; = Lif:fx e My = —(1’2 ;?R
dA, ) Lo+ 14 . dA, Lo
—R =(2Ly,— —R — — Ry—
a0 2 SN Oy < 2 I 1 8in ¢y a0 oL1
onde 1 — €3 < sin¢gs < 1. Logo,
2 D D Rmax dAQ 2 L Rmin
Rmax (L - meaX> e Z (1 - E2)-Rmin S W S Rmin(l - 52) (D a BRmin(l a 61)) Ml -k max
Tomemos
- 2 D D Rmax
m2 - Rmax (L B meaX) ml B f Rmin
2 L Rmin
MQ = —Rmin(l—€2) (D — BRmin(l — 61)) M1 — L o
A equacao da terceira antipoda é dada por:
dAs . Lo+ Lg ) dAs  dA; Ly .
—R =(2L3— ——R — — ——R
a0 2 8in @3 ( 3 Lo 2 Sin ¢y d0 a0 L, 18in ¢y

onde 1 — ey < sin¢y < 1. Logo,

2 D DR dA 2M. L i
e (L - —Rmax) My L 208 o T2 (D — Z Ruin(1 —62)) —m1 (1—e)
Rmax L L Ruin do Rmin(l — 63) D D Rpax

Observemos que as constantes mo e My dependem das constantes mq, M, €1, €5. Continuando

esse processo, para n-ésima antipoda obtemos as seguintes limitacoes:

2M,,_ D D Rumax A 2M,,_ L L R
1( ) Bmax . ddn ! (D ) Rm’”(1—en,2)(3.19)

L— = Rmax | — Mp_2— &on 22l (D ZRuin(l—€n_1) ) — Mp_o—
Rimax Lo "L Ruin © 0 Run(l—cn) p (=) J =M

Quando t — oo, D, L — 2, Ruin, Rmax — 1 € ¢, — 0 para todo i. Entao mqy, M; — 1
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quando t — oco. Nao é dificil de verificar que my, My — 1 quando ¢t — oo. Suponhamos por

inducao que m;, M; — 1 quando t — oo para todo i = 1,2--- ,n. Por outro lado,

2M,, (L - %Rmax) - Mn—l%

Rmax

Mpy1 =

Myt = L) (D = HRmin(1 =€) — My 15722 (1 — €, 1)

Rmin(1_€n+1

Portanto, my, 1, M,11 — 1 quando t — oo pela hipotese de indugao. Isto implica que

d:% — 1, quando t — oo, para todo n. Logo, dado n, existe t,, suficientemente grande tal

que
dA,
de

> 0.
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Capitulo

4

Curvas Invariantes

A motivagdo do estudo de curvas invariantes vem da Mecanica Celeste, e trata-se do
estudo de estabilidade do sistema solar sobre pequenas perturbagoes. Matematicos como
Laplace, Lagrange, Poisson, Weierstrass, Poincaré, Birkhoff, entre outros, se evolveram com

esse problema, ver [18].

Definicao 4.1 Dizemos que I' € uma curva rotacional tnvariantes por uma aplicacao do
tipo twist f se I' é a imagem de uma curva parametrizada continua, fechada e simples(sem

auto-intersecdo), homotopicamente nao trivial, tal que f(I') =T.

Exemplo 4.1 O cilindro esta completamente folheado por curvas rotacionais invariante pela
aplicagao twist que no recobrimento, se escreve: F(x,y) = (z + y,y) e restrita a cada uma
das curvas (y = c¢) temos uma rotagao.

Exemplo 4.2 O bilhar no circulo. T : (0,¢) — (6 + 2¢,¢). Como a sequnda varidvel

¢ preservada, o espago de fase (6,¢) € totalmente folheado por curvas invariantes do tipo

¢ = ¢o-

Exemplo 4.3 O bilhar na elipse.

Destacamos algumas propriedades conhecidadas do bilhar eli-ptico:

1) Ezistem dois pontos de periodo dois, que correspondem aos eizos da elipse. Apesar
de ambos serem pontos periodicos de mesmo periodo observa-se a grande diferenca na

dinamica proxima a estes pontos.

Para o diametro maior o ponto periddico associado € instdvel (hiperbdlico do tipo sela)
existem condicoes iniciais bem prorimas ao diametro, apos um certo tempo se afastam
do diametro. Além disso, existe uma curva de condicoes iniciais cujas orbitas tendem
assintoticamente a orbita periodica.
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Ao passo que o diametro menor corresponde a um ponto periddico estdvel, ou seja,
pontos suficientemente proximos do diametro menor e com angulo de saida prorimo a

/2 permanecerdao sempre numa vizinhanca deste diametro.

2) Raios que passam por um dos focos da elipse quando refletidos passarao pelo outro foco
e com o passar do tempo as cordas correspondentes terao inclinagoes cada vez menores

tendendo(mas nunca atingindo) o eizo maior da elipse.

Isto seque da propriedade da elipse: os raios que partem de um dos focos refletem em

raios que passam pelo outro foco.

Esta propriedade geométrica tem as sequintes implicagoes:

3) Cordas que cruzam o eizo maior da elipse entre os focos quando refletidas, geram
cordas que cruzam o eizo maior entre os focos. As cordas correspondentes envolvem

hipérboles confocais com a elipse do bilhar.

4) Cordas que cruzam o eizo maior em pontos fora do segmento entre os focos quando
refletidas voltarao a cruzar o eixo maior fora dos focos. As cordas correspondentes
envolvem elipses confocais com a elipse do bilhar. As orbitas correspondentes a tais

cordas estao contidas em curvas homotopicamente nao triviais no cilindro.

O bilhar na elipse retém alguma semelhanca com o bilhar no circulo: existe um sub-anel
que estd totalmente folheado por curvas invariantes restrito as quais a aplicacdo bilhar é uma

rotacao.

Teorema 4.1 (Birkhoff) Seja f : S* x R — S x R uma aplicacio do tipo twist de classe
C' que preserva orientacdo . Suponhamos que U seja um conjunto aberto relativamente
compacto e homeomorfo ao cilindro S* x R. Se U € invariante por f e estd contido no

conjunto nao errante de f, entao a fronteira de U € o grdfico de uma funcdo Lipschitz
g: St =R

DEM.:Ver [1], [17]. I

Corolario 4.1 Se~ € uma curva invariante rotacional, isto é, nao homotopicamente trivial,

por uma aplicacao do tipo twist que preserva drea entao vy € grafico de uma fungao Lipschitz.

Algumas aplicagoes do teorema da curva Invariante de Birkhoff.

Proposicao 4.1 Suponha que F seja uma aplica¢ao do tipo twist e z um ponto tal que
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lim sup w =b

lim inf w =a

com a < b. Entdo ndo existe curva invariante I' cujo nimero de rotagao p(I') satisfaz
a < p(I') <b.

DEM.: Ver [1] I

Corolario 4.2 Suponha que 91 < ¢po sejam duas funcoes definidas no circulo cujos grdficos
I'y e’y sejam curvas invariantes rotacionais por uma aplicacdo do tipo twist F' que preserva
area.

Se p(I'y) e p(I'y) denotam os respectivos nimeros de rotagdo entio p(I') < p(I'y)

DEM.: Ver [1] I

4.1 Causticas

Voltemos nossa atengao agora ao exemplo 4.3. O espago de fase é totalmente folheado
por curvas invariantes, algumas rotacionais outras homotopicamente triviais. As curvas
invariantes rotacionais, como foi visto, estao associadas aos raios que intersectam o eixo
maior da elipse em pontos fora do segmento entre os focos.

As curvas homotopicamente triviais estao associadas aos raios que intersectam o segmento
entre os focos.

O que faz a desconexao entre esses dois conjunto sao os raios que passam pelos focos, e que
correspondem a duas curvas invariantes rotacionais que se intersectam na orbita periodica
de periodo dois correspondente ao diametro maior.

As curvas invariantes rotacionais do bilhar definem uma familia de raios que tangenciam
uma elipse confocal com a elipse bordo do bilhar. Esta propriedade, é valida em geral para
os bilhares convexos. Ou seja, cada curva invariante rotacional define uma familia de raios

que tangenciam uma curva, denominada caustica, no interior do bilhar.

Definicao 4.2 Uma cdustica no bilhar definido por uma curva C' € uma curva vy situada no

interior de C' tal que todo raio tangente a v se reflete em C' em um raio tangente a 7.

O teorema seguinte nos mostra como associar uma curva invariante rotacional como uma

cdustica(condicao de focalizagao). A demonstragao feita aqui é a mesma feita em [1].
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Teorema 4.2 A cada curva invariante rotacional e diferencidvel, contida no anel S*x (0, 5),

estda associada um cdaustica no interior do bilhar.

DEM.: Seja A uma curva invariante rotacional que é o gréafico de uma funcao diferenciavel ¢
definida no bordo do bilhar C. Se a(s) é a parametriza¢ao de C' por comprimento de arco,
entao A = (s, ¢(s)). Suponhamos que 0 < ¢(s) < ¢ classe C".

Seja vg(s) = cos(o(s))(s) + sin(¢(s))n(s), onde n(s) é o vetor normal a C' no ponto
a(s). ve(s) é um campo de vetores unitario que faz um angulo ¢(s) com a tangente a C.

Considere a familia de raios definida por r(s,\) = a(s) + Ave(s). Queremos calcular
a envoltéria desta familia ou seja queremos encontrar uma fungdo A(s) tal que a curva
B(s) = als) + A(s)ve(s) é tangente ao raio (s, A) no ponto S(s).

Utilizando as féormulas de Frenet,

{ o/(s) = k(s)n(s)
0 = —ka'(s)

temos:
B'(s) = o/(s) + N(s)n(s) + A(s)[k(s) + ¢ (s)]vg (s), (4.1)

onde vy (s) = —sin(¢(s))a’(s) + cos(¢(s))n(s).
Como ((s) é tangente ao raio (s, \), temos:

< B'(s),v5(s) >=0
ou seja:

—sin(¢(s)) + A(s)[k(s) + ¢'(s)] = 0

Esta é a chamada condicao de focalizacao de familia de raios.

Se [k(s) + ¢'(s)] # 0, entdao obtemos uma caustica associada & curva invariante

sin(¢(s))

B(s) = a(s) + m%(s)-

Se k(so) + ¢'(so) = 0, entdo a condigao de focaliza¢ao implica que sin(¢(sp)) = 0, ou seja

(50, ¢(s0)) é um ponto da fronteira do anel o que implica ¢(sy) = 0 ou ¢y = 7, 0 que contradiz

a nossa hipotese. |

O bilhar na elipse é integravel: o espaco de fase é totalmente folheado por curvas in-
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variantes que estao associadas as causticas na elipse: elipses confocais e hipérboles confocais
com a elipse do bilhar.

Existe uma famosa conjectura atribuida a Birkhoff a qual afirma que se uma vizinhanca
de uma curva suave estritamente convexa é folheada por causticas, entao a curva é uma

elipse.

Observacao 4.1 As cdusticas, em geral, nao sao curvas requlares. Contudo, se a curva
mwvariante estiver suficientemente proxima do bordo do anel, podemos encontrar condi¢oes
para que a cdustica seja uma curva reqular.

Note que a aplicag¢ao bilhar é invariante pela reflexao em torno da reta ¢ = w/2. Isto
implica que se uma curva invariante cruza esta reta entao a caustica pode nao ser reqular.

Voltando ao exemplo da elipse, 4.3. Seja O a orbita periddica de periodo dois, correspon-
dente ao diametro(eixo maior). Estd orbita € hiperbolica e as variedades estdveis e instdveis,
W=(0) e W*(O), respectivamente, sao duas curvas invariantes que contém O. A cdustica

associada a essas curvas coincide com os dois focos da elipse.

O préximo resultado tem uma propriedade geométrica interessante sobre as causticas:
se apagassemos a curva da fronteira C' podemos redesenha-la através da caustica. Ademais,
podemos desenhar a fronteira C' de um bilhar a partir de uma convexa v dada, de modo que
~ seja uma caustica. Para isso, facamos um laco, com folga, em torno de -, estique-o com
um lapis e faga-o deslizar, bem esticado, em torno da curva. A curva tracada C' é o bordo

do bilhar com caustica 7.

Proposicao 4.2 (O parametro de Lazutkin) Seja v uma cdustica de um bilhar convexo com
fronteira C'" ambas orientadas positivamente(sentido antihordrio).

Dado wm ponto y € vy, considere o raio positivo r, tangente a y em y. Sejam x € 1, (| C
e z € v o ponto da cdustica tangente ao raio refletido em x.

Se m(y,z) € o comprimento de arco em v entre y e z, |y — x| = dist(y,x), |xv — z| =
dist(x, z), entdo:

ly — | + |z = z[ = m(y, 2)

¢ constante. Chama-se parametro de Lazutkin a constante associada a caustica.
DEM.:Ver [1]. I

Proposicao 4.3 Seja v a cdustica correspondente a uma curva invariante da aplicacdo

bilhar de uma curva convexa C. Entdo v estd contida no interior da regido limitada por C.
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DEM.:Ver [20] I
O préximo resultado é devido a John Mather e nos d4 uma caracterizacao de bilhares

que nao possuem curvas invariantes.

Teorema 4.3 Seja C uma curva C? com pelo menos um ponto de curvatura zero, tal que a
componente conexa limitada do seu complementar é convexa. Entdo o bilhar a ela associado
possui a sequinte propriedade:

Eziste um ponto (po, o) € C x (0,7) tal que se (pn, ¢n) denota a orbita de (po, ¢o), entdo
¢n — 0, quando n — oo e ¢, — T quando n — —oo.

DEM.: Ver [1]. I

4.2 Existencia de Curvas Invariantes

O resultado a seguir assegura a existéncia de curvas invariantes rotacionais numa vizinhanca

de um ponto fixo eliptico genérico, isto é, que possui algum invariante de Birkhoff nao nulo.

Teorema 4.4 Suponha que f: U C (R%0) — (R%0), onde U é um aberto de R? seja uma
aplicacao analitica real que preserva drea com ponto fizo eliptico na origem. Se a Forma
Normal de Birkhoff de f, numa vizinhanga de 0, se escreve em coordenadas complexas (z,Z%),
d(z) = Pz 4 O(|2]9), onde P € um polinémio real de grau menor ou igual que i1—-1e
nao constante, entao 0 é um ponto fixo estdvel.

Mais precisamente, para todo € > 0 suficientemente pequeno existe uma curva analitica v,

contida num anel em torno de 0, homotopicamente nao trivial e invariante por f, f(vy) = .

Para o estudo de estabilidade o mais importante é encontrar curvas invariantes sepa-
rando os bordos do anel. Contudo, a existéncia de tais curvas s6 podem, por enquanto, ser

estabelecidas para pequenas perturbacoes das entao chamadas aplicagoes twist

{ 0, o4 a(r) (4.2)

as quais evidentemente preservam area. Tais aplicagoes twist giram cada circulo » = ¢ por

angulo a(#).

Teorema 4.5 (Teorema Twist de Moser) Seja a(r) € C' e |d/(r)] > v >0ema <r <b,

para algum [ com
[>5 (4.3)
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e € um numero positivo.
Entao existe um § o qual depende de €1, o(r) tal que toda aplicacio F(r,0) = (f(r,0),0+
g(r,0)) do anel A = {a <r < b} em R? que preserva drea com f,g € C' e

lf=rli+ g —a(r)|, <vd (4.4)

possui uma curva invariante da forma

r=c+u(§)
{ 0 =¢&+0(6) 4

em A onde u,v sao continuamente diferencidvel, de periodo 27 e satisfaz
|U|1 + |U|1 < €,
e ¢ € uma constante em (a,b). Além disso, a aplicagcdo induzida dessa curva é dada por
E—=E¢+tw

onde w € incomensurdvel com 2w, e satisfaz a condicdo Diofantina: existem numeros, o e T

positivos tais que para todos os inteiros nao nulos, p,q temos:

De fato, cada escolha de w na imagem de a(r) e satisfazendo a condi¢io Diofantina dd

ortgem a uma tal curva invariante.

A primeira versao desse teorema foi provada com a estimativa da alta diferenciabilidade

[ > 333. E foi mais tarde provado por Riissman para [ > 5.

4.3 O teorema de Lazutkin

O teorema de Lazutkin diz que se a curva do bilhar for estritamente convexa( curvatura pos-
itiva) e suficientemente diferencidvel, entao existe uma familia de cdusticas numa vizinhanga
do bordo do bilhar, cuja uniao tem &area positiva.

A questao que levantamos em nosso problema de curvas geradas pelo fluxo de curvatura
normalizado é que a medida que ¢ se torna arbitrariamente grande as curvas de evolucao se

tornam estritamente convexa e convergem, na topologia C'™°, ao circulo de raio igual a um.
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Uma vez que bilhar do circulo é o limite assintético das aplicagoes bilhares associadas as
curvas evolucao € de se esperar que para t suficientemente grande a vizinhanca do bordo da

curva de evolucao onde se localizam as causticas do teorema de Lazutkin ”aumente”?

Como a demonstracao do teorema de Lazutkin é baseada na teoria KAM, podemos

formular essa questao da seguinte maneira:

- O dominio das estimativas do teorema KAM aumenta com a evolucao das curvas? Isto
é, a limitacao para os angulos de saidas ¢, na vizinhanca do bordo para o teorema de

Lazutkin aumenta com a evolucao de t?

A seguir expomos o roteiro de R. Douady para a demonstracao do teorema de Lazutkin.

Seja A = S* x Rocilindroe f: A — A, (0,r) — (¢,7") um difeomorfismo C*, k > 1.

Admitimos que numa vizinha de Ay = S* x {0}, f seja dado na forma:
0 =0+a+n0)r+o(r)
r=r+o(r)

O préximo resultado de devido a M.R. Herman e é conhecido como teorema das curvas

transladadas.

Teorema 4.6 Seja a € R, ¢ >0, k € R, — N, ¢ € C*(A,R), onde A, = S* x (—¢,¢), ¢
fA — A

O,r)— (@+a+rr+¢0,r).

Suponhamos que k > 3 e que a satisfaz a condi¢cao Diofantina: existe 0 < v < € tal que para

todo § €Q, |a— 75’\ > q%. Entao existe um 6 > 0, que somente depende de k, tal que se

1611k < 677,

entdo existe um nimero real X e aplicacoes W € C* 1S (—e,€)) e g € Dif fy2(S") que

verificam:

f(g(0), Wog(0)) = (9(0), ¥ og0+a)+A) (4.6)
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Além disso a tripla (A, U, g) € unica se impormos a condi¢do g(0) =0 e
: ¢
A+ 10 + g = s < U1 @7)

Observacgao 4.2 O grdfico de V é uma curva de A, transladada de A verticalmente por f. Se
f tem a propriedade de interse¢ao, entio N =0 e foF = FoR,, onde F' : 0 — (g(0), Vog(h)).

Corolario 4.3 Seja f € C*(A,, A) um difeomorfismo admitindo, em uma vizinhanca de Ay,

um desenvolvimento limite na forma:
f@,r)y=0+a+n0)r+o(r),r+o(r)) (4.8)

onde « € R en € C*1(SL,RY).

Suponhamos que [ tem a propriedade de intersecao bem como sua iteradas e que se
a € Q, k> 5, e que se a € irracional diofantino, k = oo. FEntdo, para todo v e todo
k' <k —4, existe um § > 0 tal que, se

Y|a — af
——}
q

e existe uma aplicacdo F : S' x K — A., continua, injetiva, e isotdpica a injecdo natural

>

K={aeR:|ja—a| < e para todo 1—76@, ]a—8|
q

tal que :
foF=FoR

onde R: S' x K — S'x K, (0,a) — (0 + a,a).
As aplicagoes F, - 0+ F(6,a) sio de classe C* e temos

ii_{%HFa_FaHC’V’ =0
com R, (6) = (0,0).

Teorema 4.7 Se k > 6, existe um conjunto de Cantor K formado por irracionais de [0,1/2)
e de 0, tal que , para todo o € K, existe uma cdustica Cy, de classe C1*¢, € > 0, de nimero
de rotagdo o. O homeomorfismo de C associado a C, é C**¢ conjugado a R,. As cdusticas

C, e as conjugacoes de R, dependem continuamente de cx.

DEM.: Ver [6]. I
Observacao 4.3 FEsse teorema foi provado inicialmente por Lazutkin ver [21], com k > 558
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O préximo teorema é o resultado principal desse capitulo. Ele diz que a vizinhanca do

bordo que é folheada por curvas invariantes aumenta com a evolugao de .

Teorema 4.8 (Teorema D) Seja X (t,-) uma curva de evolugdo pelo fluro de curvatura
normalizado. Dado t e um nimero €(t) > 0 tal que U(e(t)) € uma vizinhanca tubular do

bordo de X(t,-). Entao existe um conjunto Iy C U(e(t)) tal que:
1) Tewy = U{cdusticas de X (t,)}
2) (L)) > 0,(tem medida de Lebesgue positiva).
3) o nimero de rotagio das cdusticas em Iy satisfaz a condi¢io Diofantina.

4) a fungdo t — €(t) é mondtona ndo decrescente.

DEM.: A fim de aplicarmos o teorema de Herman temos que encontrar um sistema de
coordenadas adequado.

Olhamos agora para a expansao de Taylor da curva em torno do ponto 6:

X"(t,0)
ol

X™(¢,0)

X(t,0)) = X(t,0) + X'(t,0)(6, — 0) + ol

(0 —0)?- - (6, —0)" + R,

com
lim i =0.
01-6]—0 |0 — 6|
Utilizando as férmulas de Frenet, X' = RT, T" = N, N' = —T e o fato que temos uma esti-
mativa uniforme das derivadas da fungao curvatura(e portanto da fungao raio de curvatura),

isolamos os termos que nao envolvem essas derivadas:

X(t,01) = X(t,0) + R(t,0){sin(0; — 0)T(0) + [1 — cos(6; — 0)|N(0)}+
(4.9)
+S(t,601,0)T(0) + S1(t,61,0)N(0)

Usando agora o fato que a curva converge ao circulo pelo fluxo de curvatura podemos

escrever a aplicacao bilhar na seguinte forma normal:

(0,0) = (01 =0+ 20+ Y _ai¢' +O(n),¢1 = ¢+ Y _bi¢' + O(n))
=1 =2
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onde os coeficientes a; e b; sdo somas algébricas das derivadas da fungao curvatura k(t, 6).

Como ||k ||, < C(j)e™2* para todo j > 1e 0 < a < 1 existem constantes A; e B; tais que
|CLZ'| < Aie_zo‘t, e |b2| < Bi€_2at

Fazendo a mudanga de coordenadas (6, ¢) — (0,60, — ) obtemos:

m

(h=0+0,61 =0+ Z gl +0(m)) (4.10)

2

m
onde ¢ também tem um decaimento exponencial. Escrevendo ®(3,¢) = Z aé' + O(m)
2

segue que que para cada k existe uma constante Cj a qual depende de ngﬁ de modo que

@[]k < e*Cr(ll4ll)

Embora a constante C), dependa de ¢, ela é limitada e portanto é superada rapidamente
pelo decaimento exponencial e,

Usando uma nova mudanca de coordenadas, podemos escrever a forma normal 4.10 na

forma:

~

(0 =0+w+ 0,61 =6+ Dy(d)) (4.11)

onde w satisfaz a condigao diofantina: |w —p/g| > = onde 7>1e v > 0.
Como ||®y,(0)||x < e 2C/(k) obtemos para ¢ suficientemente grande ||, || < 072 Logo

aplicando o teorema de Herman provamos o teorema. |

Observacgao 4.4 Destacamos que no problema de curvas invariantes no bordo do bilhar, o
qual € gerado pelo fluzo de curvatura, nao hd mais restri¢cao sobre os angulos de saida. No
caso geral de um bilhar convexo, cujo bordo é uma curva de classe C*, k > 6, conforme
demonstrou Douady, a hipotese que os angulos de saida sao pequenos proximo de zero é

fundamental.

4.3.1 Questoes

1. Pode para todo t > 0 e todo inteiro positivo n, k™ (¢, 8y) + k™ (t, 0y + ) = 0?
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2. Existe um tempo T, para o qual o conjunto de ”ilhas“ elipticas na regiao priméaria

desaparece totalmente?

3. o que acontece com o bilhar exterior 7
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