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INTRODUGAD

O propdsito desta dissertagao & fazer um estudo da dualida
de entre 0s espagos #P de Hardy e os espacos de Lipschitsz. -Estamés
particularmente interessados numa exposicao detalhada desta  teoria
para valores peﬁuenos de p, como por exemplo 1 1/2 na reta, que
encontra-se enunciada em diversos trabalhos como [2] e [6], mas as

‘demonstracdes s3o omitidas ou apenas sao feitas algumas indicagoes.

No capitulo I apresentamos os resultados biasicos que usa-
mos no desenvolvimento do trabalho. Deixamos de fazer as demonstra —

'gSes, mas elas podem ser encontradas nas respectivas referéncias.

‘No capitﬁlo IT introduzimbs é nogcao de espacos de tipo ho-
mogéneo e definimos a classe f& de fungoes de Lipschifz sobré estes
espagos. Usando a nogao de atomo inﬁroduiidaz em [2].définimos os'eg
pagos HE de Hardy como_um-subeSpago do dualde-ﬁle caracterizamos o
dual de HP como certos espagos de Lipschitz. Os espacos de tipo homo
géneo & ﬁm dos contektos mais gerais para a_téoria doslespagos de
Hardy que foi desenvolvida em [4] e {9]. Entretanto estaiﬁoru;néainH
clui, por exemplo, o caso dé H® na réta com p< 1/2, devido ao fatoiu;
da nog3o de polindmio nao ter sentido nﬁs espagoé de tipo homogéné&,
Por esta razio estudamos no capitﬁlo_IiI OS espagos de‘HardylsobreiO'

espégo R".



No capitulo Iﬁ[introduzimos a nqgao de espagos de Lipschitz
"Integrais" e definimés 0S espagos gP sobre r? usando, como no Capi—
tulo II, a nocaoc de atomo definida em [2]. A demonstra¢ac que damos
da duélidade entre HP e certos espagos de Lipschitz ndac esta desen —
volvida na literatura sobre o assunto. Salientamos ainda gue pelos E?
uF

sultados contidos em [2] e [8]i esta teoria scbre os espagos coig-

cide com a teoria classica para todo p tal que 0 < p< 1, ver [1l1].

Dedicamos o capitulo IV & uma demonstragao elementar da e-
guivaléncia entre os espagos de Lipschitz "Integrais” e os espagos
de Lipschitz classicos. A prova gue apresentamos & uma adaptagdo pa-

ra o caso A0 espago R" daquela feita em [10] e simplifica muito : a-

original publicada em [12].



CAPITULO I

NOGOES PRELIMINARES

Neste capitulo daremos uma série de definigoes, teoremas e
propriedades gque usaremos nos demais capltulos. Nio faremos agui ne

nhuma demonstragao pois elas podem ser encontradas nas respectivas re

ferencias.

1.1 - NOGOES GERAIS SOBRE R'.

Chamaremos de espaco R ao conjunto de todas as n-uplas or

- ] ’ n '
denadas (xl,xz,...,xn) de numeros reais. Tomaremos em R a norma

|x] = (2221 | i|2)l/2 e a distancia definida a partir desta norma
por d(x,y) = |x-y|, gue & chamada distdncia euclidiana usual.

Dade r > 0 e x pertencente a R® a bola de centro x e raio
r, que denotaremos por B{x,r}, & definida como o conjunto de todos

n - * - - - - - a
og pontos de R cuja distancia ao ponto x & inferior a r.

Por um multi-indice o de ordem k, entenderemos uma k-upla

(al,az,...,ak) de nimeros inteiros ndo negativos. A soma de dois mul
ti-Iindices de ordem k, ¢ = (al,az...-,ak) e B = (81,82,...,8k), e
definida por o + B = (a1 + By 0y + By, og Bk)._

A norma de um multi-indice o de ordem k & dada por

|ai = E§=l ai’ Dado um elemento x de RY e um multi-indice a de ordem
' ' a - % Qg O3 o G
n, denotaremos por X O monomio X)7 Xy e Xy .. . X



Indicaremos por M{(E) a medida de Lebesgue do conjunto men-
surivel E contido em R" e usaremos a notagio J f(x)dx ao invés de

E
J f(x) dm(x).
E

Dada uma bola B = B(x,r) de centro x pertencente a. ﬁn g

raio r > 0, a medida de Lebesgue de B & dada por (ver 5]}

(1.1) m(B) =w_r,

onde w g a medida-de‘Lebesgue da bola unitaria.

Q0 teorema seguinte (ver [L5] - pag. 5) & conhecido :comb o)

tecrema de derivacao de Lebesgue.

TEOREMA 1.1 - Se f & uma fungao definida e localmente inte

- n -
gravel sobre R, entao

lim m(B(x,r)) "t £(y)dy = £(x)

0 IB(x,r)

para quase todo X.

1.2 - TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAGAO (ver [14])

Se X € um conjunto, e A esta contidé em X, denotaremos por
A o cdmplementar de A em relagao a X e-pqr # o conjunto vazio. Desig
naremos por P(X) o conjunto de todes os subconjuntos de X. _

Se & & um subconjunto de P(X), dizemos gque # & uma g=-alge-

bra sobre X se ® #¢g e se: -



(1.2) AER implica A € R
-+

(1.3) A €8, n€N, implica VU A_€ R,
n- ' n=1 P

Um espago mensuravel & um par (X,R) , onde X & um conjunto
e R & uma o-3lgebra sobre X. Os elementos de & sio denominados con-—

juntos mensuraveis.

Seja (X,8) um éspago mensuravel e £ uma fungao definida em
X e com valores em R = RU {-=, + =}, Dizemos gue £ & uma fungéo
ﬁensurével se, e somente se,f?l([-oo La])'pertence a ® , para todo «a
real. |

Dizemos gue u & uma medida sobre o espago mensuravel (X,R)

‘se | & uma aplicacao de & em [0,»] tal que:

(1.4) g =0
“{1.5) ' A € R, n €N, An disﬁuntos'dois a dois entre si, implica

Se‘u & uma medida sobre (X,8), dizemos que a.ferna (X,8,1)
& um espago de medida. Se A pertence a #, entao u{A) chama-se medi-
da de A.

Dizemos que uma medida p sobre um espago mensuravel (X,8®) e
c-finita se X & é unifo de uma colegao enumeravel de conjuntos mensu

raveis A, pertencentes a ® tal que p(a;) seja finita.
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Pizemos que uma propriedade P.de pontos de um conjunto men
surivel A vale guase Ssempre ou para quase - todo X se o5 pontos de A
paﬁiostiﬁiSP & falsa estiver contido num conjunto de medida nula.
Dados duas fungoes f,g definidas em um conjunto mensuravel
A e com valores em‘ﬁ, dizemos que elas sao iguais quése sempre se 6
conjunto {x € A | £(x) # g(x)} tem medida nula. |
Se A & um-subconjunto de X, denotaremos pec X, a fungao ca
racteristica de A (em relagdo a X}, que vale 1 se x pertence a A, e
vale 0 se x pertence é A. |
Dizemos que uma fﬁngéo mensuravel f & localmente integra —

vel se J If(xﬂﬂu(x) e finita, para toda bola B.
B _

Seja A um subconjunto aberto de X. Chama-se suporte de uma
fungao £ definida em A a0 menor conjunto fechado (relativamente a A)gque contém o

conjunto de todos os x pertencentes a A tal que f£{x} # 0.

1.3 - ESPACOS NORMADOS E ESPACOS LP(X). (ver [14])

Dado um espago vetorial E sobre um corpo XK{gue seri sempre
R ou C), uma norma sobre E & uma aplicagao que associa a cada x em E
um niimero real nac negativo |} x{| . chamado norma de x, com as se -

guintes propriedades:

(1.6)  lwyll < %Il + |yl quaisquer que sejam x, v om E
(1.7 Ir-x|] = |A] |lx}] , gqualguer gue seja x em E e A em K

(1.8) |l 1] =0 se, e somente se, x = 0.



Um espago vetorial munido de uma norma & denominado espago
vetorial normado. Num-e5pago normado, a fungao d(x,y) = | x-y |l &
uma disténcia, e consideramos sempre O espa¢oO normado munido desta
distdncia e da topologia a ela associada. Assim todo espaco normado
& um espago métrico. |

Um espago métrico M € completo quando‘toda sequéncia de.
Cauchy em M & convérgente.

Chama-~se espagé de Banach um espago vetorial normado e com
pleto.
| Um espago vetorial E munido de uma topologia # chama-se um
espago vetorial topoldgico se a adigao & uma fungao continua de ExE

em E e a multiplicagdao por escalar & uma fungao continua de RxE emE.

Seja 1< p<e e (X,8,1) um espago de medida. Chamamos de
LP(X,u) ao COnjunto de todas as fungaes f mensuraveis sobre X e com

suporte contido em X tal que [ lf(x)lpdu(x) seja finita, consideran-
X

do duas ftngaes em IP(X,p) como equivalentes se elas s3o iguais qua

se sempre., A norma de uma funcao f em Lp(x,u) ) definida por:

Cae el (fxif(x) P au(x) 2P

Definimos Lm(x{u) como o espago de todas as fungaes mensy—
raveis sobre X e com suporte contido em X tal que existe C real sa-
tisfazendo |f£(x)}| < C quasé sempre, onde identificamos duas funcdes
em L”(X,u) se elas sdo iguais quase-sempre. O Infimo de tais C & de-

notado por ||f]|l_ e e chamado supremo essencial de f, também denota-



T ORI T L

do por Sup ess |£(x)]. Salientamos qué -1, @ uma rorma em L (X,1) .
x €X .

Agora podemos enunciar o teorema de Riesz-Fischer gque garan

te que OS espagos LP(x, 1) sio completos.

TEOREMA 1.2 - Se 1 < p < @ , OS espagos Lptx,ﬁ) 530 espa-—

¢os de Banach.

Sejam p e g tais que 1< p<w, 1 <g< = e l/p+ 1)q#l.

Se f pertence a LP(x,1) e g pertence a Lq(X,u), entao f+g pertence a

Ll(X,u) e vale a chamada desigualdade de HOlder:

(1.10) IJf(x)g(x)du(x)l-in” . gl :
X _ P a

Notemos que se u(X) & finita e p e g saoc tais qué

1<p<g<=, entao aplicando a desigualdade de Hdlder temos

(1.11) (u(x)‘lf 1£(2) | au(xn P < '(u(X)_lJ £ |9 aun /e,
X X

ou seja,.Lq(X,u) esta contido em LP(X,U).

Dados f e g pertencentes a Lp(X,p), l<p<a=, temos a de

sigualaade triangular dag ndrmas.| ﬂip, conhecida por desigualdade de

Minkowski e dada por:

(1.12) fevgll ;o< Nl + "gllp- )

. Sejam E, F espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma aplica—



cao T de em E em F diz-se linear se:

(1.13) T(Ax+y) = AT(x) + T(y).,

quaisquer gue sejam X,y em E e X em K. Se F & igual ao corpo K dize-

‘mos que a aplicagao T & um funcional linear sobre o corpo K,
Consideremos agora E, F espa@os vetoriais normados sobre um

COYpo K e T uma apiicagab linear de E em ¥. Dizemos que T & cqﬁtinua

se, e somente se, existe uma constante C > 0 +tal que ' ‘
(1.14) leea) I < c+=ll

para todo x em E,

Um resultado muito importante da teoria dos espagos Lp(x,u)

& o teorema de representagac de Riesz gue enunciamos a seguir.

TEOREMA 1.3 - Seja T um funcional linear sobre Lp(X,u)com
l<p<w= e ¢t uma medida o~finita. Entao existe um Gnico elemento
g em Lq(X,u),'Qnde 1/p + 1/9 = 1, tal que

<wT, f> =17T(f) = J g(x)f(x)-dﬂ(x) ’
. X

para £odo f em LP(X,u), Além disso, temos

(1.15) IT]l =  Ssup 1{ g0 E(x) au(x ] = gl . .
£l Jx b



Em um espago vetorial normado temos a seguinte versdo do

teorema de Hahn - Banach.

TEOREMA 1.4 ~ Seja E um espago vetorial normado sobre C ,
F um subespago de E e T um funcional linear continuo definido sobre
F. Entao T possue uma extensao para um funcional linear continuo L

sobre E tal que
(1.16) loll = Hell -

Seja E um espago vetorial com produte interno (-,+} e de

dimensao finita e seja (ai) uma familia de elementos de E. Pa-

l<i<m

ra todo par i,j, com 1 < i,j < m, colocaremos aij'= (ai, aj) e

diremos que A = (aij) & a2 matriz do produto interno (-,+) em rela-—

gao a familia (ai}liiim . O determinante da matriz A & chamado deter

minante de Gram da familia (ai)} Nesta notagdo temos o seguinte lema
(ver [13] ).

LEMA 1.1 - Se a familia (a;) & linearmente indepen —

1<i<m

dente, entdo o determinante da matriz A e um nimero real estritamen

te positivo.



CAPITULO 1IT

ESPAGOS HP’Y E DE LIPSCHITZ SOBRE ESPAGOS

DE TIPO HOMOGENEO

Estudaremos neste capltulo os espaéos_de Lipschité £a e os .
espagos de Hardy_ Hp’q, sobre espagos do tipo homogéneo. O resulté
do principal vem a ser um teorema que afirma que os duais dos espa
cos #P'? 530 certos espaéos de Lipschitz L . Usaremos [9] como re-

ferancia principal para este capitulo.

2.1 - ESPACOS DE TIPO HOMOGENEO:

Uma quase distdncia sobre um conjunto X & uma fungao nao

negativa d(x,y), definida sobre X x X tal que :

H

(2.1) Para todo x e y em X, d(x,;y) 0 se, e somente se, X = Vy;

{(2.2) Para todo x e y em X, d(x,y)

Sl

d(y,k) e

(2.3) Existe uma constante finita K tal gue para todo X,¥ e 2 em X

d(x,y) < K(d(X,Z) + d(Z:Y))-

ﬁma quasewdisténcia .d(x,y) define uma estrutura uniforme scbre X.
As bolas B(x,r)'= {y: di{x,y) < r}, r > 0, formam uma base de vizi
nhangas de X para a toéologia induzida pela uniformidade sobre X.
Esta topologia & uma métrica uma vez gue a estrutura uniforme as-

sociada a d(x,y) possue uma base enumeravel, Nos referiremos a esta
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topologia como a d-topologia sobre X,
Dizemos que duas guase~distancias d(x,y) e d'({x,y) sobre X
sao equivalentes se exigte duas constantes positivas e finitas, cy

e c,, tal que
cl.d(x,y) < a'{x,y) < cy dix,vy),

verifica-se para'tbdo X e y em X, Cbservamos Que as uniformidades e

as topoleogias definidas pelas quase-distdncias equivalentes coinci
dem.

Seja X um conjunto munido de uma quase-distancia d(x,y) e

assumiremos Que u & uma medida positiva, definida sobré uma g-al-

_ gebra de subconjuntos de X gue contém os subconjuntos d-abertos e

as bolas B(x,r), e que existe duas constantes, a > 1 e A,tal que
{2.4) 0 < u(B(x,ar)) < a*u(B{x,r)) < =,

verifica~-se para todo x em X e r >_0.

Um conjunto X com uma quase-disténdia d{x,y) e uma medida
usatisfazendo a condigdo acima chama-se um espago de tipo homoge-
neo e sera denotado por (X, d, W).

Alguns exemplos destes espagos sao:

1) R" com a medida de Lebesgue e diversas gquase-distancias,

= (=P —y }H V2,
por exemplo dl(x,y) ( i=l(Xi yi) ) :
o _ :
dzﬁx,y) =1 !xi yi| b Oy 705 dylx,y) l?ignrgk yil.

2) Asvarijedadesriemannianas compactas.
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3) En—l = {x € R® : tx] = 1} , com a gquase distincia
d{x,y) = |1 - E?=l xi-yi|Ol ; o >0, e a inica medida p invariante
por rotagbes que satisfaz u(:__;) = 1.

2.2 - EspaCos HP'9,

Seja (X, d, M) um espago de tipo homogéneo. Dada uma fun-
cdo f definida e localmente integravel sobre X e uma bola B, deno-

taremos por mg(f) o valor médio de f sobre B, isto &,

(2.5) mg (6 = w® ™ £ ant
B

Consideremos uma funcgao f definida e localmente integravel

sobre X e o um numero real positivo. Suponhamos gue éxXista uma

constante finita C tal gue para toda bola B em X, tenhamos

(2.6) 1IE - my ()] X fl, <cou@®,

onde my (£) & o valor wmédio de £ sobre B.
Observemos que se f satisfaz (2.6) e k & uma constante gqual
quer, entao f+k também satisfaz, com a mesma constante C. De fato,

pela definigaoc de valor medio de £ sobre B, temos
NI(E+Kk) — mp (£H)) Xg. [[, =
ek - my () - KXy ||, =

|| E=mg (D1 %], < C ud) .
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Além disso, para toda constante k segue, da definicao de valor mé-

dioc de uma constante, gue.

ik = my kMIX g ], = 0.

Identificaremos todo par de fungoes satisfazendo (2.6) que

difiram por uma constante. Esta identificacac define uma relagaoc de

equivaléncia, modulo constantes, sobre © conjunto de todas as fun-
cbes que satisfazem (2.6). Dada uma funcao f satisfazendo (2.6), de-

notaremos por £ a classe de equivaléencia de f.

DEFINIC@O 2.1 - Seja X um espago de tipo homogeéneo tal que
WX) seja infinita. Chamaremos de £u ao espago das classes de equl-.
valéncia, médulo constantes, de fungdes gque satisfazem a condidao
(2.6). A norma de T em £, , denotada por ”§H£a, & definida como o
infimo das constantes C tal que, para uma fungéb pertencente a clas-

se £, a condigdo (2.6) verifica-se para toda bola B.

Notemos gue a norma [f|l, estd bem definida, pois de £
a .

e g pertencem a f,entdo g = f + k, onde kK & uma constante e pela ob

. servagdo feita apds (2.6) temos

Hlg=mg (9 Xgll, = 1EE-mg (DX I, .

LEMA 2.1 - £ & um espago de Banach.

Demons tragao: Seja'{?n} uma sequéncia de Cauchy em £a; entao dado

e > 0, existe WN{(e) tal que param, n > N(g), temos
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donde,'

(2.7 [IIE, - £) = my(£ =£01 Xg ||, < e-u(®)® ,

para toda bola B e todo n, m > N(e). Queremos provar gue existe uma
classe h em £; tal que ?n converge para h. Para isto mostraremos que
se £ e h sao representantes de ?n e h, respectivamente, entldo ’para

cada bola B e € > , existe N(e) tal gue
Nl = £) = mgth = £ X510, < e-um®,

para todo m > N(e). Para demonstrar isto seja X um ponto fixe em
X e para cada nlmero natural j, consideremos as bolas ‘Bj = B(xo,j).

Entéo"{Bj}§=l & uma sequéncia crescente de bolas em X tal que

[ev]

v B, = X.

j=1 1

Notemos que para cada n, existe um elemento fn da classe fn tal que

my (fh) = 0. De fato, se my (fn) # 0, entao basta tomarmos a fungao
1 . 1 : _

(fn), gque pertence 3 mesma classe e pela definicdo de valor

fn " Mg, |
medio de fn - mBl(fn) sobre Bl' temos

(F -m. (£)) =m. (£) - m (m. (£)) =0.

De (2.7) e pela definicac de valor médio de uma fungdo se-

gue que
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— — - - a
IIIfn my ()] Xp —{f_-~my (£)] Xp llo 2 u(Bj)
3 3 3 J
para toda bola Bj e todo n, m > N{e), donde concluimos que

. o« - - . o .
{[{fn—mBj(fn}] XBj}n=l & uma sequéncia de Cauchy em L (X). Seja g4 ©

limite desta sequdncia em L (X). Entdo, pela definigdo de valor mé-

dio de uma fungdo, temos

. * _l .
| mBl (gj) -mBl (_fn-mBj_(fn) )| < u(Bl) . [Bll gj {x)- [fn(x)-mBj ('fn)_] | & {20}

<llgy - [fn—mBj (£)] xBj e,

o] qﬁe implica gque

|1 (g.)- (f -m, (£ DX || < [[g,=[f =-m (£ X, ||
mBl ] mBl n Bj n B:.| 3 ntj. n Bj

. — X ) - »
Comq (£, TFLE,'j (£)] By converge para g, em L (X) entdo
[ -mB-l (fn-mBj (fn) )1 XBj converge para mB]_ (gj ) XB

T em o (X).

]
Seja h, =g, - )X, , entao el.o ue foi visto ante~
ja hy = g4 mBl(qj B, P q ,

riormente e pela definigao de"gj, temos

J

h, = lim [f - (£ )0 X
] ntj n . BJ n—-oc 1

n-—o>o

- lim [mB (fn-mBj(fn)] XB .

Como estes limites existem em L {X) e do fato de my (fn)=0,
- 1



para todo n, segue que

hj = i_z;g [fn-mBj (fn)-ntBl(fn) +mBj (fn)] XBj

lim £ X .
B o et n Bj

Por outro lado hj = hj+le como funcao de ff(x), pois pe-

J
lo gque foi visto anteriormente e do fato de Bj estar contido em Bj+1'

temos
h.-h. .x, = 1lim [ _X_ —-{f X I, ]
j jtl Bj o n Bj n Bj+l ?j
= lim [f X, £ X, 1 =0,
e s B
Portanto a fungao h satisfazendo a condigao hX; = hj,para

cada j, estd bem definida em X, h pertence a ﬂ”(x), localmente, e pg

ra toda bola B e todo Indice j tal que B estd contida em Bj' temos

onde os limites foram calculados em L (X). Dai segue gque mB(fn)xB
converge para mB(h)XB em L (X), gquando n tende para o infinito, don-

de pela definigado de valor médio de uma fungac, resulta gue
- - - X
[(fn fm) mB(fn fm)} g converge para

A n m » » »
[(h—fm)-mB(h—fm)]XB em L (X), se n tende para o infinito.
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Fazendo n tender para o infinito em (2.7), temos

[ [h=£ ) -my (h-£ ) Ixp ], < e um®,

para toda bola B e todo m > N(e), o que implica pela definigao da nor

ma || «|lp , que

o

=l <e
o

para todo m > N(g), ou seja,

-l <e
o

para todo m > N(g}. Portanto fm converge para h em £, - Além disso,

como h - fm pertence a £a e ?ﬁ pertence a £a temos que h pertence a

£ o que completa a demonstragiao do lema.

a’
DEFINICAOC 2.2 - Sejam p e g taisque 0 < p <l <g<wo ,
p < g. Dizemos que uma funcao a, definida e mensuravel sobre X, & um

{(p,q) atomo se:

(2.8) O suporte de a esta contido em uma bola B =Bl(y,§) para algum y
em X e algum § > 0;

{(2.9) [ a(x) dul(x) =0 ;

(2.10) (ii(B)leB|a(x)|q du(x))l/q < u(B)fl/p se ¢ <jh ;y OUu

1/p

lall , < WB)™ se q = o,
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Mostraremos agora gque se o = 1/p-1, ent3o as séries

@ © : '
\ P fs o e _
Zi=1 aja;, com Ei=l |ai] finita, podem ser interpretadas como fun

cichais lineares sobre £a .
Comegaremos_associando a um (p,q) 3tomo a, p< 1, um fun-

cional linear La sobre £a definido da seguinte maneira:

La@') = <a,g>= J a{x)g(x)dau(x) ‘,
X

onde g & um elemento da classe g pertencente a £a' Notemos que_La'eg
ta bem definido em £a, pois se g, e 9, pertencem & mesma classe, en-
tao 9."95 = k, onde k & uma constante, donde pela linearidade de La

e por (2.9), segue que

La(gl) - La(gz) = Jk a(x)[gl(x)—gz(xl]du(x)

It

k| atx aun = o,
X
o que implica.que La(gl) ='La(g2)._

LEMA 2.2 - La e um funcional llnea; sobre £(1/P‘1)' limi-

tado em norma por um.

Demonétragao: Observemos, inicialmente, que do fate do suporte de a

estar contido em uma bola B, segue que

La(f) = J al{x)fix)dul(x) = J a{x)f{x)du(x).
X B



Como mB(g).é constante temos por (2.9) que

|La(§)|'= ILB'a(x)[g(x)—mB(g)] du(x)l,

0 gue implica que

Mg () ~my (@) ] X5 (x) | Gu (=)

L (§] < J' a(x)
L (@] < . | |

< LBIa(x)|dn(x) . H[g-mB(g)]XBlLD-

Se q < «», pela desigualdade de Holder e pelas condigdes {(2.6) e
(2.10}) resulta que

pe)y/p-1

@1 < um - e jato (T acn g, |
. B ‘ (1/p-1) -

<u(®) wm VP L /e gy
| (1/p-1)

Por outro lado, se q = ® por (2.6} e (2.10) temos

y () 1Pl

L_(qg)
| a | 1/p-1)

| A

we) Jall, 191l

w(B) ue P el g .
L1/p-1)

A
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Portanto, para todo g pertencente a £(l/p—l)' temos

(2.11) L, (@] = | <a,g>] < |9l
(1/p-1) *

© que termina a demonstragao do lema.

Com o objetivo de facilitar a notagéo, identificaremos a
partir dagui o funcional linear L com o atomo a. Nesta notagdo "te-

mos O seguinte lema:

oo

LEMA 2.3 - Seja f{a,}

4j=p wma sequéncia de {(p,q) &tomos ,

. w - R -, e . .
p<l, e {o:i}i=1 uma sequéncia numérica tal gque Ei=l|ai[p seja fi-

nlta. Entao Ei=l osay define um funcional linear sobre £(l/p—l)9°m

norma limitada por (I, _ |a.]p)l/p.
i=1"'"i :
Demonstragao: Seja '{ai}?zl uma seéuéncia'de (p,q) atomog, p < 1 e

‘{a.}i=i uma sequéncia de escalares tal que Z:zllui|p seja finita .

Entao para todo § pertencente a £(1/P'l) e todo m » 0, segue de

(2.11) que

Em

\ i o N
=1 1oy <39 | = B ley] | <ay.9> ]

151, ™ oyl

Do fato de p < 1, resulta que
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— = 1
Zyle;<a,g>] < Hg]lt],_,(l/p#l (z5_ylag 1P /p

L}

< ”EHGg )(Zz-:]_’a

(1/p-1 S

; , a i el — oo P
0 que implica que a seguencia {Zi21|ai< ai,g'>[}m:l e limitada supe

(==

riormente, pois_Zi=l|ui|p & limitada. Alem disso, esta sequéncia &

- -, oo — -
monotona crescente, donde resulta que a serie Zi—llai <ai,g>§ e abso

. . -, oD i -
Iutamente convergente. Portanto a serie 21=1 oy <ai,g:>converge‘pa-

ra um valor gque dencotaremos por”<2;=l aiai;§3>. Isto define uma apli

~— £ - o0
cacao sobre (1/p-1) que denotaremos tanbem por Ei=l a;a; e que

satisfaz

| <z2._; a.a;,9 > < |9l (z_1 |as 1P ,
i=1l “ivi — £(l/p—l) i=11"1

para‘todo g em £(l/p—l) .

Para terminar a demonstragdo do lema provaremos que

L _ ;
Ei=l a;a. e linear. De fato, para todo f e g pertencente a (1/~1)

e todo escalar A temos, pela definicao de Ezzl a,a, e do fato deiLa

ser linear, que

. F — -— H m F )
Ty @430 Af+g > = lim iy @< ai,kf+g'>
TM->c0

. It - -
= 1im Ei=fhai{ ai,f>u+ui <ai,g:d.
m->oo



21

Como os limites acima existem, segue que

m - . m
1=1%4 < ai,f > + 1lim PR

<z” a.a,, rAF+g >=2Alim =
i i 100 -

) a.<a,,g >
i=1l i l:g

1

= A<Czi=l aa. £ > +<iﬁi=l a,a,,9 >,

Estamos agora em condi¢oes de definir o espago ubr y P < 1,

sobre X, como segue.

DEFINIGCAO 2.3 - Sejamp e g tais que 0 < p< 1< g< o .

9

*
Definimos © espago gP scbre X como 0 subespago linear de £(l/p—l)'

formado por todos os funcionais lineares h sobre_.L(l/p_l), que pos-

suem uma representagao em serie da forma h = o.a,, onde

- s ] - - . - ' -~ .
{ai}i=l & uma sequencia de (p,q) atomos e (o, uma seguencia

i
de escalares tal que Z;=l|ai]p gseja finita.
Devemos observar que esta representacao ndao & Unica. Entao
para cada elemento h em HP'9 definimos a "norma”:
- s . o ' p. _.-oo .-
th|gp,g = inf {2, fa;|7 ¢+ h = Lj=) @38; + onde os  a;, s&

(p,g) atomos}.

HP g nao & uma norma, pois nao & ho

Notemos gue se p # 1, entdo
mogénea, mas satisfaz a desigualdade triangular, o que permite defi-

nir uma distincia sobre HBP’'Y da seguinte maneira;
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(2.12) d(hl,hz) = lhl - h, IHp’q

Com esta distancia BY'Y & um espago vetorial topoldgico.

(ver parégfafo 1.3).

Existe uma inclusdo natural entre os espagos Hp’q, como ve

remos a seguir, -

LEMA 2.4 - Sejam p, d, e 9, tais que 0 < p <l<qg;<q, < =.
Entdo temos a seguinte inclusao:
Prdy

- P,q
uPr® cy  2cCH

Além disso, d(+,e) < als, ) :

| = M T CRE R - T P4

Demonstragao: Para provar a primeira parte do lema basta mostrarmos
que todo (p,q,) Atomo & um {p,qy) atomo. De fato, se 4y £ 4,,aplican

do a condigdo (1.1l) temos

o _ a, 1/q - q 1/q9
(1 (8) 1JB!a(x>| Pavea < e Hlam [P am) 2,
donde segue a afirmagao.
Para demonstrar que df(+,*} < dfes,*) ; Observemos que
' p!ql - Pidsy
o Prq2 — Prql
se h = zi=l aiai pertence a H entao h pertence a H , de on

‘de resulta, pela definicao da norma . ] P, ¢ que
1 _

1,

1h]HP:qlﬁi Eizllai
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p.d,

para toda expressao Z:=l a;a, em H . Dal segue, pela definigao

da norma Hp'qz , que

h h
[ IHp'ql < l |Hpqu !

o que completa a demonstragio do lema.

LEMA 2.5 - Seja g tal que 1 < g < » e suponhamos que

I '[a };=l

i & uma sequéncia de (1,q) atomos e'{ai}z=l uma sequéncia de

(2]

i=l]ai] seja finita. Entdo 2;=1 ®;a, converge em

escalares tal que z
1 o~ 1
L7 (X) para uma fungao h pertencente a L™ (X).

Demonstragao: Para demonstrar o lema basta verificarmos que toda se-

. _ <D - 1 . .
qguencia da forma Sh Liog 058 © de Cauchy em L™ (X}, pois unindo

isto ao fato de Ll(X) se completo. (ver teorema 1.2) o resultado se

segue. Comegaremos provando gue para todo'(l,q) atomo a, 1 < g«< =,

temos [la || <:1. De fato, se 1 < g < =, entdo pela condigdo (1.11)

e por (2.10) segue que

u(B)-lJ |a(x) |du(x) < (u (B)“ljB]a(x) 19 gy (xpt/d

B

<u@™t

donde resulta gue lafly< 1.

Por outro lado, se a & um (1,*) atomo, temos por (2.10)que
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a1l = [glataiac < llall, « um

<um ™t ewm

o que implica que [[|a|}, <1. Logo, para todo.{l,q) &tomo a, 1< g<w,

mms]hﬂlil.

Afirmamos agora que a sequencia definida por

= yh 2 A : - :
A, =T Haiai l{ & uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, pelo que

foi visto acima temos, para todo n > 0, que

n n
a= Iy eyl lally € 25y layl
-
= Zj_:]_ Iail '

o que implica que a sequéncia A €& limitada superiormente, pois
Z;Ll}ai| & finita. Além disso, & ficil ver que A & mondtona crescen
te. Logo An & convergente e portanto de Cauchy.

T

Agora estamos em condigOes de provar gue a sequéncia s, &

~de Cauchy em Ll(X). De fato, dado € > 0, existe N(e} tal que

.”sm_sn “l_= |]zi=n+l i’i ”l

se m>n > N(e), o que termina a demonstragéo do lema.
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O lema anterior sugere a seguinte definigao:

DEFINICAO 2.4 - Seja q tal que 1 < gq<=. Definimos o espa
co Hl"q sobre X como o conjunto de todas as fungoes h pertencentes

a Ll(X) gue podem gser expressas na forma h = Z;;laiai, onde

o - - . - " « -t - .
;=1 © uma sequencia de (l,q) atomos e {ai}i=l e uma segquencia

'{ai}

de egcralares tal gue .

j=1 /05| seja finita. A norma de um elemento h
. -

-
pertencente a Hl' e definida por

- ;OO o ~ -
|h| = inf {Eizllqi : h =2, j0,8,, onde os a; sao (1,9) atomos}.

glr9

. Observemos que o lema 2.4 também & verdadeiro quando p = 1,

2.3 - ESPACOS DUAIS

Ja foi wisto anteriormente gue a distancia definida SO
bre HF’9 em (2.12) nao provém de uma norma, mas com esta distancia
B9 3 um espago vetorial topoldgico. Logo, dado um funcional linear

Y'Y, n3o.& verdadeira a afirmacao de gue existe

L,.continuo sobre
uma constante C > 0 tal que |L(h)[< C |h[Hg,q. Mas temos o seguin

te resultado:

TEQOREMA 2.1 - Um funcional linear L sobre gPrq € continuo

se, e somente se, existe uma constante finita C > 0 tal que

(2.13) | <L,h >i< c-|n|P_
- Hpiq

para todo h pertencente a aPrq,
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Demonstracio: Seja L um funcional linear gsobre HP'9 | Ent3o L & con-
tinuo se, e somente se, L € continuo em 0. Pela definicdo de continui

~ dade, isto & equivalente 3 exist@ncia deumd > 0 tal que

(2.14) | <L,h>} <1 se |h| s .

<
Hqu -

- N

Mas pela defini¢3o da "norma" |-/ , para todo h # 0 pertencen~

zPrd

te a Hp’q, temos

1/p —l/p -1
8 *'h « h = § |h h =
| | ]Hp,q ]Hp.q | IHp,qI al,q S

donde segue que (2.14) & equivalente & condigao

(2.15)' | <L, st/P . Inl ~1/p . h>| <1,

paratndoh pertencente a gPrd, Pela linearidade de L, a condigao (2.15)

& valida se, e sd se, para todo h enm BP’Y  temos

|<L,h >|< §"1/P . lhll-/P ,
- leq

o que demonstra o lema.

— *
DEFINICAO 2.5 - Se L pertence ao espago (Hp’q) , 4 norma
* ' '
de L, denotada por Hldfﬁ q’ & definida como o infimo das constantes
- r

C gue satisfazem a condicao (2.13), para todo h pertencente a P9,

Sejam p.q e q' tafs que 0 < p< 1 <g<w,. p<gqg e
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1/g + 1/q' = 1. Consideremos uma fungao g, definida e localmente in-

tegravel scbre X, tal que existe uma constante finita C > 0, satisfazen

do

(2.16) (H(B)-IJBIg(X)—InB(g)Iqi d].l(x))l/ql i C .U(B)l/p-'l r

para toda bola B em X, onde mB(g) & o valor médio da fungcao g sobre

B, definido em (2.5). A condigao (2.16) & equivalente a

(2.17)  |[lg-mg (9} X '”q' <c u(B)l/p—}/q ,

para toda bola B em X.

Observamos que guando gq' = ® em (2.17) temos a condigao

(2.6) da definicao do espago £, com a norma

) '”q.'substituida pe

la norma H'”m e 1l/p - 1/g por a.

Notemos que se uma fungﬁé g satisfaz (2.17), o mesmo ocor—
re com g mais uma constante. Identificando estas fungoes temos uma
relagéo de equivaléncia, deulo constanfés, sobre o conjunto de to-
das as fungdes gque satisfazem (2.17). Denotaremos por g a classe de

equivaléncia de uma funcdo g, segundo esta relagao.

DEFINICAO 2.6 - Seja X um espago de tipo homogéneo tal gque

P{X) seja infinita. Definimos £ ; como sendo o ceonjunto das cclas-
J P9 J

ses de equivaléncia, mSdulo constantes, de fungoes que satisfazem a

; denota-

condigdo (2.17). A norma de uma classe g pertencente a £p
. L

da por HE]& , & definida como o Infimo das constantes C tal que,
Prq :
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para uma fungac de classe g, a condigcao (2.17) & satisfeita para to-
da bola B em X.

_ De.maneira analoga ad espacgo £a' temos o seguinte resulta-
do:

LEMA 2.6 - LP g’ & um espago de Banach.

A demonstragéo & semelhante 3 prova do lema 2.1, bastando substituir

a norma I}l pela norma []-]q, e a'pofllfp-l/q.

0O teorema seguinte fornece uma caracterizacao dos duais dos
espagos HP 9,
TEOREMA 2.2 - Sejam p,g e q' tais que 0 < p < 1< g < =,
. N * _
p<qg e 1l/g+l/gq* = 1. Entao o espago (#P'9) " ge todos os funcionais
lineares e continuos sobre HY'Y & equivalente ao espa@o £P q*
. r

seguinte sentido:

(2.18) Para todo E pertencente a £P q'’ existe um funcional linear LE
F

sobre Hp,q' obtido a partir de g, gue satisfaz a condigao (2.13).
(2.19) Para todo funcional linear L, continuo sobre Hp'q, existe um

elemento g pertencente a £

, que define um funcional linear I— que
p/q _ : : 1

coincide com L.

(2.20) Para todo g pertencente a £p g’ temos

r

* _ % .
— T— . .
15 Up,q < 13l | <2 ligllp g
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Demonstracao: Para provar (2.18) consideraremos uma classe g em £p g
- I

e fixaremos um elemento ¢ pertencente a g. Provaremos, inicialmente ,
oo - —_ - -
que se h = Eisl aiai e um elemento qualguer de Hp’q, entao a serie

oz

L,

1=1 ai‘ca'ai> converge, onde para cada (p,q) atomo a, definimos

(2.21) <g, a> = Lg(x)a(x) dp(x) -.

De fato, se a & um (ﬁ,q) atomo, B & uma bola satisfazendo as condi-
goes (2.8), (2.9) e (2.10) e mB(g) & o valor médio de g sobre B, en

tao temos

|<g, a>|= JJB g(x)a(x)ap(x) |
= IJB[Q(X)-mB(g)] a(x) -dp(x) |
JB' g(x)-m,(g) a(x) | auix) ,

donde, aplicando a desigualdade de Hlder e as condigoes (2.17). e

(2.10), segue que

s}

| <Gra>] < lllg-my (1% g lall

s P g ale
Prq-'... : . T

| A

ITall ¢
o} 'que implica gue

(2.22) <9 a>] < 19, '
. - _ 'p,lq' .
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para todo -(p,q) Atomo a. Logo, para todom > 0 e todo h = )Zoj;laiai

pertencente a pP 74 segue, de (2.22) e do fato de p < 1l, que

Tinpley <9sa;> = I, oyl J<g, ap |
It T
< (Zyag oD ”gllfp,q-
_ 1
5 ”-gH“Ep . (3 _q lag [ /p
<TG e PP
pra’  i=

- S ..M
donde resulta que a sequéncia (=

ic1l®y<9sa;> |} _; & limitada supe

- P - : '
riormente, pois I;_; |ailp & limitada. Além disso, como esta  se-—

gquéncia & mondtona crescente, entdo ela & convergente, donde segue

gue a série Ej":’:l a; <9, a;> & absolutamente convergente. Portanto a

i
série Z:=1 oy < g, a; > converge para um valor que denotaremos por
<73, % a, >e t '

Iy Ty @484 e temos
) — o] ) —_ [ 1
(2.23) | <9, Zi a;a; >| < ”9”439 g (Ej_:llailp) & ;
’ .

para tcdo .h=Z°.°_ a.a, pertencente a P9,
i=1 Ti7i _

Agora podemos definir um funcional linear L-é- sobre HP’9

da seguinte maneira:
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LB, P .
1l 1 -

B La(hy.= <9, i

. o v ; pP.d
para todo h zi=1_aiai perten§ente a H .

I— & linear. ito, =5 a.
Provaremos que g inear Com aefeito, se hl Zizl ulal

[+

e h, = I, , B:b, sao elementos qualquer de HP’9, ent3o para todo

escalar A, temos

)\hl-t-h2 =_Zi=l(kaiai + Bibi)’

donde, pela definigho de Lo e linearidade <g, a>definido em (2.21), ‘

segue gue

La(lhl+h2)

'_Ei=l < g,kaiai + Bibi'>

— 5 [Aai g,ai>g + Bi*Cg, bi>}.

i=1
Dal, pela convergéncia. absoluta das série resulta que
o

| Lg(lhl+h2) kzi=l_ai g, éi + E;=l Bi'<g,bi>

lLE:(hl) + Lg(hz)r'

- 0 que demonstra a afirmagao.

Observemos que pela definicdo da "norma" ' segue

LA
de (2.23) que
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RN ] PR Y
. P.q gPra -

'para todo h pertencente a Hp'q, o que implica que L§ satisfaz a con

dicao (2.13). Além disso, da ultima desigualdade e pela definicdo da

norma ”-]* temos
P.q
. . : I P : _— -
(2.24) L ”Prq 5_][9”£p'ql

Passemos & demonstragaoc de (2.19). Para isto, seija _L dm
funcional linear continuo sobre nPrq o para cada bola fixa B, defina

' mos o seguinte conjunto:

| i) ="1f € .9(B) : J_-f(x) du(x) = 0} .
' . ' B

Ent3o, se f pertence a Lg(B), a funcdo definida por

a(x) = u{B);/q_l/p ]]fH;l £(x) & um (p,q) itomo. De fato, pela defi-
nicao Lq(B) (vef_parégrafo 1.3)‘0 suporte de a esta contido em B} - a

‘condicdo (2.9) resulta de
JB a(x) du(x) = p@ /TP g7l f £(x) du(x) =0 ,
. o _ g JB
e finalmente,a condigdo (2.10) segue de

lally = w92 et ey



temosm
1£1MP o ue) PTI/A Lygy

prq - g
Dal segue que <L,f> estd definido e de (2.13) e da Ulti-

ma desigualdade, vem gque

(2.2 |<n, > < el wm VP

para todo f pertencente a Lg(B)r o que implica que L & um funcional li
near limitado sqbre Lg(B). Aplicando o teorema de Hahn-Banach {(ver
teoremé-l.4) L pode_ser extendido sobre _Lq(B), com a mesma nofma. Pe .
lo.téorema de repteéentagﬁo.de'RieSz (verlteorema.l}B} existe uma fﬁg_

. ' 1
: géo_g pertepcente a 19 (B) tal que

(2.26) < L,f> = JB g(x)£(x) Au(x) = < g,£ >,
para toda f pertencente a Lq(B) e

,_tz.z?)"' _||g|]'q, =-H'§§;IT| zl‘]JB g{x) £(x) du(x)}| .
! ‘ | q . -

As-fungaes pertencentes a Lq!(B) e éatisfazendo a condigao
(2.26), para toda.fungad f em Lq(B), diferem por uma constante. De fa
to, sejam g, e 9, duas fungoes pertencentes a Lq,(B).e satisfazendo
. a condicao (2.26). Notemos, inicialmente, que para toda fungiao f em

L9, pela definigcao de valor médio de f sobre B, temos
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JB [f(g)—nnB'(f)] duf{x) = JB fx)du(x) - u(p)'ljB F(y) du(y)IB du (x)=0, ..

donde concluimos gque f—mB(f) pertence a LE(B), para toda fungao £ em

L9(B). Dal segue que
< gl,f_—mB(f) > = <g2’f“nﬁg(f) >,

para toda fungdo f em Lq(B), o que implica due

(2.28) <g;=9, , E-my(£) > =0,

gualgquer que seja a fungdo £ em Lq(B).
Por outro lado, observemos gue pela definigdo de valor mé-
dioc de uma fung§o sobre uma bola B, temos

. L . r ) . .
<H_1_B_(gl-923 JE> = -JB m (g,-g,) £(x) du(_X)l

-u(B)-lJB(gl—gz)(y} du(y)JB-f(xi dy (x) -
= [ (5)79,) () my() au(y)

Dai e de (2.28) segue que
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<9179 " MployT9y) ¢ £22<9ymgyy £ 7 <mplgytey), £

=<gl-92‘ f> "<gl‘92: mB(f)>

= <97gp £ompfl>= 0,

para toda fungao'f em Lq(B), o que implica que
(2.29) 9179, = mylg,=9,}

quase‘sempre em B, 0 gque demonstra a afirmagéo-

'btsso'cbjefivo agora & definir uma funcdo ¢ sobre X gue pertenca a uma

classe G de funcbes em. £ _, e que para cada bola B em X satisfaga

P.d
 {2.26), para toda funcao £ pertencente équ(B). Para.fazer isto fi—.
Xemos em poéfo xo em X e para cada inteiro positivo i, consideremog
as bolas Bj_'= B(xo,i); Temos_que"{Bi};zl é uma sequéncia crescente
de_bo;as eﬁ X tal gue ;81 Bi_= X. &onsidérémos ain&a uma sequéncia de
_ i= _
fungBes'{gi};=i_tal que para cada i, g pe;tence a :Lq'(Bi) e  satis-
?faz a cOndiééd.(2_26); para toda fungéo.f em.Lq(Bi). Entao impoﬁdo'a

_condigao

(2;30) ' IB g, (x) du{x) = 0, para todo i > 1,
1t | -
. obtemos g definida sobre X da seguinte forma:

ig(x) =.gi(x), se X pertence a Bi .
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A fungdo g estd bem definida, pois para todo i > 1, a fungao 9541
restrita ao conjunto Bi & igual a fungao gi. Com efeito, do fato de

. [}
cada bola Bi estar contida na bola Bi+1 Segue gue L9 (Bi) esta conti

' .
do em 4 (Bi donde resulta gue a fungao 9541 Xp satigfaz (2.26)
i

+l)l‘
para toda fungao f pertencente a Lq(Bi) Pela observagao feita apds

(2.27) temos que -9, @ igual a wuma constante. Dal e

%i+1%B,
de (2.30), segue que

X

9,41 = u(Bl)‘IJB g, 1 (X, (X)=g; (x)] du(x)

-..g.
B, “i
i 1 i

Rl

-1
_u(Bl). f

. -1 . :
5 gi+l(x) XBi(X)du(}_{)—u(Bl) fBlgi(X)du(X)=0,

1

o'que implica que g

] - .

iv1’B, = 95

Provaremos agora gue g pertence a uma classe g de fuﬁéﬁes'
em £p . - Obéervemos, inicialmente,-que para toda“bola B em X e toda

_ fungéo £f em. L9(B), temos -
[ BGO-m ()] my (£ (x) =y () [pgean -1 7 gwa (y)JB,dﬁ(sén =0,

Logo, para toda bola B em X, segue de (2;27} e do que vimos

acima gue

- --“[94.:(g)lx I = sup [ fge0- (Gi]f(x)dﬁ(xi1
SR e Rt ey Thay T RO
) ) q. i ] - : .
(2.31)- - B R sup | jg'plxj—mB(gH{f(xJ*Hb(fH€M(xH -

[1Exg [ q=1
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Como  l£-my(£)1Xy pertence a 13(B), temos que (2.31) & igual & con-
digdo '
Sup | <L, [f—rrLB(f)]XB >].

Portanto segue da condigao (2.25) que

_ ;o . * . l/p'—'l/q . _ . .
Hlg-my (@ IXg < kaigT;;&”lLllp’q 1 (B) U g=my (£)T %5 1] 3

Aplicando a desigualdade de Minkowski , a Ultima desigualdade se trans

- forma em

AU TR S o, > --' ”
(2.32) || lgm@x, H o< [,  u® - sup {|EX) 4 |[|m (Bx, ]}
: el Hg < Il q gl Bl 1m0 g
Mas observemos que para toda funcdo £ em L9(B), | fXB”q majora
HmB(f) XB”{;’ Isto deco.rl;g da definigdo de mB(f) e da desigual;lade ‘de
Holder , pois - _ _
Img (3%, llg = Imge) | 1%l

< J}f(xj] duxo +u@ /el
l/g-1

1-1/q

= ”fXB”q u(B) * u(B)

Logo, decorre dal e de (2.32) gque
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- ¥ . * 1/p-1/9 ,
Mg —m (e ixgllge 2 2-lIBfly o wiB) EEE

o que prova gue g & répresentante de alguma classe g de funcoes em

L : . Alem disso notemos que pela definicao da no . '
P/ q’ aue pe rhiea rma ]+ llep, g

resulta da tltima desigualdade que

. ' 2L .
(2.33) HEHLP’q' < 2Ll 4

At@ agora obtemos um funcional linear definido em (2.26) a

partir de g pertencente a g , que coincide com L para tode {(p,q) ato-

- mo a, ou seja,

(2:38) . <t, a> = <g, a>,
para todo {(p,qg) atomo a.

Para completar a demonstracdo de (2.19) provaremos gue es-

- +e funcional possue uma Unica extensao para um funcional linear limi-

tado.Lg sobre Hp,q tal que Lg‘coincide com L. Para isto, definiremos

o funcionalllinéar LE sobre HP'?  tal que

<I— ,.h_>=)3°.° ai<g_, ai>,

g i=k

pgra todo h zi=l aja; pertencentg a .H .

Entao, para todo h = Z:_l_aiai em HP'S regulta de (2.34) que
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=<L , h > ,

o .que demonstra a afirmagao.

Para terminar a demonstragao do teorema 2.2 , observemos

‘que a prova de (2.20) segue imediatamente de (2.24) e de (2.33).

le’q

0 praximo teorema (ver [9]) afirma que os esPagbs o,

0< p< 1, coincidem como conjunto para todo g tal que 1 < g <o e

_pl§'q;  -

TEOREMA 2.3 ;_Sejam pegqg tai's gue 0 < p <1 < gg= e p<q.
Entao temos Hp'm_= uPr9, Além:disso, as_métricas'-sao egquivalentes.
Salientamos qué_uma parte da deﬁonstrag&o deste teoréma_jé

"foi feita no.lema 2.4 e o restante encontra-se em [9]..

p.4q; - Ps/d

»

'COROLARIO 2.1 - Se os éSpagos H ~eH '2_ estio defini- -
. . ) p,ql % p-,qz * ) ) . . B - )
dos, entac (H y =(H %) .
5 o . . : _p,ql jpfm oo
Demonstragao: De fato, pelo teorema 2.3 temos que H. = HY e
P:q L ) . o e S S I .
H 2 5 Hp'@, donde segue o resultado..

O corolario seguinte & um caso particular do coroldrio 2.1

quando p = 1 € & um resultado obtido por John e Nirenberg (ver '[7])
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gque envolve a definicao dos espa¢os B.M.O. (Bounded Mean Oscillation)
que & o gque faremos a seguir. Consideremos uma funcao g, definida e
localmente integravel sobre X, tal que existe uma constante finita C

satisfazendo, para toda bola B em X, a condigﬁo

(2.35) u(B)"ljqu(x)—mB(g) 17" an < ¢,

onde 1 < g' < =,

Notemos que (2.35) & um caso particular da condigdo (2.16)

]

"gquando p = 1, portanto continua vAlida a observacao que precede a

definicao 2.6 e podemos dar a seguinte definicgao:

”DEFIngﬁo 2.7 - éeja X um espago de'tipq hOmoééned'tal que-
Utﬁ) seja infinita. Défihimosf Bﬁotq')_como 0 donjuntd#de-tddés “as
classes de equifaléncia, mddulo constqﬂtés,‘de fungaes_que satisfa -
zem a condigéé (2.35) A norma de uma claséé E.eﬁ Bﬂojq'); dénotad;

por & definida como o iInfimo das constantes C tal que,

para uma fungdo da classe g, a condigdo {2.35) #e;ifipa—se'pafa toda
~ bola B em X.-
. Devemos obsérvar'que o) eépago BMO(q') coincide qxdoﬂespago 
£qul-? | .. S .- . - _ -
COROLARIO 2.2 - Sejam q] e g} tais que l< af< w e leglhesi
Ent3o temos: _ o o o _
¥ = : . .l
| BMO (ql) BMO (q2)
Demonstragao: Aplicando o corolario 2.1 com p =fl{ temos -

:l,q ® l,q . . o
H 1) = 2y * £, ., donde segue

. Pelo te ma 2.2 resulta £ =
elo ore; s que l'qi l’qz

{H

o resultado.



CAPITULO IIT

Espacos #P’? E DE LIPSCHITZ SOBRE O ESPACO R.

Neste capitulo vémos considerar o caso em que o espago de
tipo hombgéneo X seja R™. Redefiniremos (p,g) a&tomos e os espacos g9
e neste caso podemos considerar por exemplo, » < 1/2 na reta, o que
néo.ocorria no capitulo anterior.

Deixaremos de apresentar algumas demonsitragoes quando as
mesmag forem andlogas as ja apresentadas anteriormente.

CoﬂsideraremosemLtodo este capitulo o espago rR® munido da
distdncia euclidiana df#,y)-= lxﬁyl. Denotaremos por m{E) a medida

de Lebesgue do conjunto mensuravel E e usaremos a notacao J f(xdx

ao invés de I £(x) dm{x).
E
3.1 - Espagos HP'9 -
Seja B uma bola no éspago_nR#; Definimos em'Lz(B) o éeguiﬁ
tejprodﬁto interno:

(3.1) (£,9) ﬁm(B')"l'J' flx)g(x)dx ..

: | B -
"Consideremos uma-fun¢§o f definida e idbélmente integravel sobr_e'Rn
e {ﬁi}§=i':uma baSe ortonormal do subespago Wiy dé'Lz(B), formado = por
" todos os polindmios reais‘de”grau menor ou igual a M, onde M € um nb a

 fmerO inteiro maior ou igual a zero. Denotaremos;por'PB(f) o polindmio
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asgsociado a f sobre a bola B, de grau menor ou igual a M, definido

por
' .

(3.2) PB(f)(x) = Zi=1 (f,ﬂi)ni(x).

LEMA 3.1 - O polindmio PB(f) satisfaz as seguintes proprie
dadgs: “

k ' :
(3.3) J [£(x) - Py(£) (x)]x” ax = 0,
o B .

para todo multi-indice k tal que 0 < |k] < M ;

(3.4) PB(f+gJ(x),= PB(f)(x) + PB(g)(x).

quaisquer que sejam as fungbes £ e g, localmente integraveis.
(3.5) PL(0Q) (x) = Q(x),
para todo polindmio O pertencente a Wy -

Demonstrac@o: Para provar (3.3) observemos que da definigdo do poli- .

némi.o PB(f) e do fato da base'{ni}iﬁl ser orfonormal,temos -

r
J=1

(P f), m) pX (f,ﬁj)(ﬂj,nij 5
(£,m,)
para todo i tal que 1 < i< r, o qpe'impliqa que

(3._'6) _  ' C(f = PB(f),_Tri). = 0.,

para todo i tal que 1 < i < r.
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Como xk pertence a W

y’ Para todo multi-indice k. tal que

0 < |k| < M, entdo

k

r
x5 =z l.vi(x) '

i=1l i
onde os Ai, l < i < r, sao escalares, donde, da definigdo do produto

interno dada em (3.1) e de (3.6), segue que

J [f(x) - PB(f)(x)]xk dx = m(B) (f - PB(f); xk)
B o

Ai(f - PB(f),wi) = 0,

_ r

A prova de (3.4) résul;a, imediatamente, da definiéao do .
'pblinamio PB(f+g) e da bilinearidade'do produto internoc (3.1}, ' como
segue

Pylftg) (x) = Ii ) (£+9),7 )y (x)

r.

" =1

| T
(f'"i)wi(x)_+_Zi=l(g‘wi)?i(x)

Py(6) (0 + Py(e) ().

Finalmente, para prvar (3;5) basta7lembrarmos'que; do - fa-.

to da base-'{ﬁi}§=l ser ortondrmalp temos: '

Q(x) = 1i_{ (@) m (%),

para todo polindmio Q pertencente a Wy donde © resultado se segue.
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Consideremos agora uma fungdo f definida e localmente inte

- n . — . ) -
gravel sobre R, M um inteiro nao negativo e o um numerc real positi
vo. Suponhamos que exista uma constante finita C tal que, para toda

bola B em Rn, tenhamos

(3.7) | |If - PB(filbgBllco < C.“MBja'u

onde Pp{f) & o.polihamio de grau menor ou igual a M, definido em
(3.2).

Observemos éue se £ satisfaz (3.7) e Q & um polindmio éuai,
gquer pertencente a W,, entao f+Q tambem satisfaz, com a mesma cons-

M
tante C. De fato, por (3.4} e (3.5), temos

| H{(f}_m_ = Pglf + 'Q)]XB-HM - -~
||l + @ - pB(f_) <%l =
i - 2, < 'C_ L.

Aleém disso,. para todo Q em'wM; segue de (3.5)fque

ItQ - py@1xgll, = «0 .

Portanto identifiQaremo$ ton §af:dé-angaas éatiéfazeﬁdq L
(3.7) gue difiram por um polinaﬁié de1gfau:ménor ou igﬁ#i‘é M.'NOte%i )
mosuque esta identificacao define uma relacgao de equivaléncia,_ﬁédu—
lo pelindmiosde grau menor ou igual a M, sobré o} cénjUnto de I'todés'
as fungBes satisfazendo (3.7). Além disso, dada uma fungio sgtisfa:-

zendo (3.7), a classe de equivaléncia de f serd denotada por F .
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DEFINIGEO 3.1 - Chamaremos de 5( ao espago das classes

a,M)
de equivaleéncia de fungdes, mOdulo polinomios de grau menor ou igual

a M, que satisfazem a condig@o (3.7). A norma de f em £ denota-

{a,M)?

da por [ E|, .8 definida como o Infino das constantes C tal que,
(o, M)

para uma funcao da classe £, a condigdo (3.7) verifica-se para toda

bola B.

fe estd bem definida, pois se f
{a,M

Notemos que a norma

e g pertencem 2 mesma classe, entao g = f+Q, onde Q & um polinémio
de grau menor ou igual a M. Dai, pela observacio feita apds a condi-

gao (3.7), segue que

II {g - P:B(gj)])_(B”“’

”[f - PB(f)]XB”W ’

‘0 gue demonstra a afirmagdo..

LEMA 3.2 - & 'um espago de Banach.

p _

(a,M)
Demonstracao: Seja ?ﬁ uma sequéncia de Cauchy em £(a M);entéo dado
. . ! .

€ >'0, existe: N(e) tal que para Kk, m > N(e), temos

donde.,

(3.8) 11 = £) = Pplf = £010l, < e » m(B)®

para toda bola B e todo k, m > N(e).
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Queremos provar que existe uma classe h em £ tal que

- _ e (o, M)
fk converge para h . Para isto mostraremos que se fk e h sao repre-~
sentantes de fk e h, resPectivaménte, entdo para cada bola B e

€ > 0, existe N{(e) tal que

Wl - £) - Pyth - £DIX]], < € - m(B)?

para todo m > N{g).
. ' . . nn
Para demonstrar isto, seja x_  um ponto fixo em R e para

cada nimero natural j, consideremos bolas Bj = B(x_,3). Entao

00
[+ - . - N
e uma sequencia crescente de bolas em R™ tal que U B. = K.

Notemoé que pafa-cada k,.existe-um elemento  fk da claéée
(fk) # 0, entdo basta tomar-
1

f_ tal que P (fk)'# 0. De fato, se P

k B B

1

mos a fungio fk - Py (fk), que .pertence i mesma classe que £, e por
- - RS |

(3.4) é (3.5) vem que

- P (£)) =P (f) - P
By K B, 'k B, k' T "By By

B (f

De (3.8) e (3.4) segue que-

gy, - Py (501X - (£, = Py (E1% [l <& - mE)Y,
3 J J 3

para toda bola Bj' donde concluimos que
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U = By (1%}
3 J
& uma sequéncia de Cauchy em Lm(Rn). Seja gj o limite desta sequén=-

cia em L7(R™). Entd3o .por (3.4) e pela definicdo do polinOmio defini

do em (3.2), temos

Py (990 G0 = By (£ - Py (§)) (0] =

1 J

|p (gj - (£, - PB.(fk))(x)I =

-1 : ‘ ' '
1E§=l[m(Bf fB (gj—(fk—PBj(ka(x)wi(X)dx]ri(Y)l <

(3.9) 'Ei%l[m(Bf_lf ](gjf(fk—?Bj(fk))§x)|{wi(x)]dx; |ﬂi(Y)!‘

By

Mas para cada i, 1 < i < xr, existe uma constante finita'Ci
tal que |ﬁi(x)| < C;r pois cada 7, @ contihua em7Bl.'Ent5o se tomar
mos C igual ao maximo dos elementos ‘Ci} 1 <1i < r, segue que. {3.9)

& menor ou igual gue
LT w=1 .2 . b i 1 A
¥ m(By) ~ C JB |gj (£, .PB.ﬁfk))(x)Idx_.

i=1
1 3

Consequentemente,
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A

r 2,10
7g (95) (0 -_pBl(fk—PBj(fk))(x>l < i, ¢ Ing-(fk'PBj‘fk”JXBme

I~

2
we” Loy ePp (51 I,

o que implica gue

| A

' H[PBltgj)-PB (£ ~Pp (£01X5 I,

rc? [IERIERS
1 3 J _

s (ENIX .
j 3

_ _ e N L
Como [fk PB.(fk)]XB. converge para 95 em L (R'), entao

3 3
[P (£ - I G : ' YX 2R
[PB'(fk_ PB.(fk))] g - converge para Pj (gj}XBJ_em' L (R).
Seja h, =g, - P (g.)X, , entdo pelo qﬁe foi visto ante-
J B1 J Bj . _ . ‘ . A

riormente e pela definigao de gj, temos

B

by = lim [£-P (£ ) 1%y - lim'[PB'(fkaB;ﬁkDJX
_ By

ko k Bj J k'-lpoo K i

Como estes limités existem em  ﬁ#(Rn)-e'do'fatq_de PB (fk) =0, para
. - . . _I_ . - . ,.:

todo k, segue gue

(fk)+P

h, = lim [ £, ~-P_ (£ >~§ (£ i}x-
k "B, '*k' "B B. k' B,
1 ke j 1 3 3
= lim £ X5 .
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Por outro lado, hj = h'+le. como fungao de 7 (&M, pois

pelo que foi visto anteriormehte e de fato Qe Bj estar contido em

B temos

j+1’

h

”'+lej = lim(£, Xy

)X, = lim f X, = h. .
koo j+1- J

Bj ko k Bj

-

Portanto, a fungaoc h satisfazendo

hXB. = hj ; Ppara todo j ,

esta bem_definida em Rn, h pertence a Lw(Rn), localmente, e para to

da bola B e todo Indice j tal que B C Bj’ temos

1im. £ X. = Lim(f. Xo )Xo = huX. = hX.
% > co k"B kosoo k Bj B 3°B ‘B_

onde os limites foram calculados em L7 (RM) . Dai'segue que

o _ o | . o
PB(fk)xB converge para PB(h)XB _em L (R)

-qﬁando k tende para «, o que implica, por (3.4), que

[(fk T'fm) - PB(fk - ﬁmX]XB converge para
, _ | -
[ (h - fm) - PB(h - fm)]XB em L (R)

se k tende para o . Fazendo k tender para © infinito em (3.8), temos
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[Eth = £) = po(h - £)1X ], < e m(3)®

para toda bola B e todo m > N(e), o que implica, pela definicdo da

[ ]

norma £ r que

(a,M)

e A PR

(U.- fM)
para todo m > N(e}, ou seia,

Ik - £ I <e

para todo m > N{eg). Portanto, fm' convergé para h em £(d-M)'. Além
_ . : ; _

disso, como h - T_  pertencem a £(

n temos que H pertence a

oM}

L - : i o3 ama .
(a,M) * o qug conclql a demo§stragao do lema.

DEFINIGAOC 3.2 - Sejam p e g tais que 0< p< g< », p<q.
Dizemos que uma fungéo a definida e mensuravel sobre r? e um'(prQI_

atomo se: -

(3.10) © suporte de a estd contido em uma boia' B = Bly,8) para al- _-

gum y em R” e algum 6.> 0;

(3.11) Jn al(x) x> dx = 0
. .-. N R - . R

- para todo multi-Indice k, tal gue 0 < |k| < [n/pl - n, ondels] denota

UNICAMM
BIBLIOTECA CENTRAL
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o maior inteiro que nao supera s, e

(3.12) (mua'l-J latx) |% a9 < me3) P se g <, ou

B

lall, <n® P se q= .

Veremos a seqguir que se o = 1/p~1 e M =[n/p] - n, gntﬁo
-, oo o . P . R
as series Ei=l a.a;, com Ei=l|ai| finita, podem ser interpretadas
como funcionais lineares sobre £, .
(a,M)

Comegaremos associando a um (p,q) atomo a, p < 1, um fun -
cional linear L_ sobre £(a'M)' M=I[n/pl - n, a = 1/p-1, definido da

seguinte maneira '
La(g) =<a, g>-= JRn a(x)gl(x)dx,

onde g & um elemento da classe g ém £(a:M)5

Notemos que Lé ésté bem definiddemlﬁ ;Dé:fato,‘se 94 é

{a,M)

. gé pertencem 3 mesma classe, entao 'gl“gz = Q; onde Q & um polindmio
pertencente a Wy Mas.paré qualquer polindmio Q-perténcente a’-WM',_
M=[n/pl-n Q{x3 = -1 kak_e'témoé pbr (3,11)-que' _

| k|<M - - o
(3.13) f Loameixax = T J palxix dx =0
_ R . [k | <M R -

Logo, pela linearidade de La’ segue gue



Lé(gl) - La(Ez) JRn a(x)[gl(x)-— gz(x)}dx

J o a(x) o(x)dx = 0,
R

o gge implica que La(gl) = La(gz).

LE .3 - & i i L
MA 3.3 La e um funcional linear SQbre (a,M)’

em norma por um.

52

limitado

Demonstragao: Observemos, primeiramente, que do fato do suporte de a

estar contido em uma bola B, seque gque

: La(?)'= J.n a(x)f(x)dx = J a(x)f(x)dxlb
i “R B * o

Entao do fato de PB(g)_pertence; aw segue de (3.13) que.

M.
La(E)'= JB a(x)lglx) - PB(g)(x}]dx.',f
o que impiica'que‘

lata)] [g(x) = Py{g) (x) |dx -

|. '_L"-'.l(g)' |i | JB

< 'JB}a(x-)_ fax - g - 'PB(g)'JXB.'I.]W_I __

Se g <.m, aplicando a.desigualdéde de Hdlder e por (3.7},

lembrando que o = 1/p-1, temos
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L (@] < m(B)(m(B)_lf la(x) ]2 ax) /9 151 , m(@) 1/p-1

B . . (o, M)

donde resulta por (3.12) que

1, @] < n@n@E VP e P ) :
' (o, M)

Por outro lado, se g = =, entdo por (3.7) e (3.12), vem que

L, @1 <m@ fall, 51,  we/Pl
) (c, M) :
< m(B) m(B)-l/p m(B)l/P-1 I|§||ﬁ .
: - (oM '
Pbrtanto,-temos ' : *
3.1 o @l < IS,
R R

para todo g pertencente a .£(a M) ,onde a =1/p-l eM=[n/p l-n.
{a,M) 7 _ : . : .

Isso conclui a demonstragao.

Para facilitar-a-nbtagéo,Iidehtificaremos a partir daqui o;

funcional linear L, com a. Nesta notagico temos o seguinte lema:

LEMA 3.4 - Seja '{ai}z:l umé sequéncia de (p,q) atomos ,

p<l, e {ai}i=l uma sequéncia de escalares tal que
[+-]

Y |a;l sejalf;nlta. En#ao i-) ;3; define um funcional linear
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Notemos que se p # &, entdo | -|

(3.15) d(hy, hy) =|h, - h
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limitado sobre"f(a M)' com norma limitada pOr(E:=l]ai|P)l/p, onde
r . - .

@« =1/p-1 e M =1In/p l- n.

Demonstragao: E analoga 3 prova do lema 2.3 e nao sera repetida.

Da mesma forma come fizemos no capitulo II, poremos a se-

guinte definicdo de espago HP'9 gobre R® para p < 1.

DEFINIGAO 3.3 - Sejam p e g tais que 0< p< 1< q < . De~
finimos o espacgo #®’9 sobre R™ como o subespago linear.de'f*(d;m) ’
ﬁ =1/p~1 e M =I[n/p }l- n, formado por todos os funcionaisl linea-
res h sobre £fd,M)' que possuem uma representagdo em série na forma

s

. . i o ©@ = . . o : . = .
h.= Ei?l o.a., onde {ai}i.___l & uma sequéncia de (p,g) atomos e

11
w

o g - P ‘ o
1Fi=1 uma,sequenc1a de escalares tal que Zizl ]ai| seja f}nlta.

Devemos observar que esta representacdo niao & uUnica. Ent3o

~para cada h pertencente a uP’9 gefinimos a "norma”:

. - R . o0 i p .. . -= =] .. . ’ . - -. -
|h|Hp'q inf {zixlléil : h =12, _, 0;a,, onde os a; s&o (p,q) étomos}

,q nao é homogénea e portanto nao
HY ' '

& uma norma, mas .satisfaz a desigualdade triangular, o que permite de

finir uma distancia sobre Hp'q da seguinte maneira:

!
2 HP!q
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Munido desta dist@ncia HF’Y g um espago vetorial topoldgico. (ver pa
. ragrafo. 1.3). ‘

0s espagos #P’9 sobre R" também satisfazem a seguinte in- -
clusao:

LEMA 3.5 - Sejam p.q; € g, tais que 0< p< lf_q1:3?2 < wm o,

Ent3o temos a seguinte inclusao:

- _ P2d Prd
B cu 2cm 1

Aldm disso, d(°;')P'ql.f d(.'.)P:qz .
Demonstragaos: & semelhante.a demonstragao do lema 2.4 e nao.sera fei
ta.

LEMA‘B.G - Seja'g tﬁl qué, l_g-q < -e suPdnhéﬁﬁé que
”{ai}:=l seja uma éequéncia de (l,q) étomos.é'-bi}:;l-uma sequéncia
de escglargs tal que Z:=l|ai[ seja finita:. Entao :Z:=1 ojay gdnvg£.

ge em Ll(Rn) para uma funcdo h pertencente a 'Ll(Rn)‘_

'Demonstragio: E andloga 3 demonstragdo do. lema 2.5 e ndo serd repeti

. da.

Em face do lema anterior podemos dar a‘seguinte”definigao:-

DEFINICAOQ 3.4 - Seja q'tal que 1 < g < w -, Definimos o.één””

pago 719 sobre R™ como o conjunto de todas as fungdes h pertenCenr ---

==

tes a Ll(Rn), gue possuem uma representacac na forma h' = Eiﬂl.aiai.'

=]

onde {a.l}.

- - " . o - -
e uma sequéncia de (l,g) atomos e 3.}, € uma Sse-—
i“i=1 q (1.q e 1}1=l Se

quéncia de nimeros reais tal que E:=l!“i[ seja finita. A norma de
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um elemento h pertencehte a g4 e definida por:

|k

. ca 0 . - -
= inf{Z; _qla;| + h = Loy %424+ onde os a, sdo (1,q) &tomos}.

g1rd

Observamos que o lema 3.5 continua valide quando p = 1.

3.2 - ESPACOS DUAIS

Vimos no paragrafo anterior que a dist3ncia definida sobre
'Y em (3.15) ndo provém de uma norma, mas com esta distdncia HF’Y
2 um espago vetorial_toPOlégico. Logo, dado um funcional linear L ,

continuo sobre HP'?, n3o & verdadeira a afirmacac de gue existe uma

h] . Mas vale o seguin-

constante C > 0 tal que |L(h)| < C -
. . . T - Hp'q

te resultado:

TEOREMA 3.1 - Um funcional linear L sobre'Hp'? & continuo
se, e somente se, existe wma constante finita C > 0, independente
de h'pertehcénte a Hp'q, tal.qué,-

_C]hll/p

3. o <L, h->| < .
(3.16) | _I_' P

Demonstracdo: £ andloga & demOnstragao do teorema 2.1 e serd omitida.

' . _ w® s
DEFINICAQ 3.5 - Se L pertence ao espago w9, g norma
* ' ' . L
de L, denotada por HL|]p q & definida como o infimo das constan- -
: . _ :
tes C gue satisfazem a condicao (3.16), para todo h pertencente a

HPF q-
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Sejam p,gqe q' taisque 0 < p< l<g<w®, p<ag e
l1/qg + 1/q* = 1. Consideremos uma fungdo g definida e localmente inte
gravel sobre Rn, tal que.existe uma constante finita C, satisfazen-

do

(3.17) (m(B)-lj lg(x) - P () () [T a0 < ¢ om@/PTL
. B | . o

para toda bola B em Rn, onde PB(g) 2 o polinbmio, de grau menor ou

igual a M, definido em. (3.2). Entdc a condigdo (3.17) é equivalente a

o , 1/p-1/q
(3.18) || [g = Py(IXg llq. < C + m{(B) .

para toda_bola B em R". Observemos gue se q"= ©  em (3.18) temos a

condicao (3.7) da definicdo dos espagos £(a M) com a 1gua1 alp - 1/q.

Notemds qﬁe se uma fungao g satisfaz (3.181, 0 me gmo o&or;
re com g mais um polinbmio qualquer de grau menor ou igual a M. Iden:
tificando estas fungoes temos uma relacao de equlvalenC1a, modulo po
.llnomlos de grau menor ou 1gual a M, sobre o] conjunto:de todasasiMn
ces qﬁé saﬁisfazem (3.18) Denotaremos por g ‘a classe de equlvalen- :
| cia de uma fungdo g,'ségunao esta relagao.

Em face do que vimos acima daremos a segulnte deflnlga0°

DEFINICAO 3.6 - Definimos o espag0‘£p é;_como'o-cdnjunto_de
todas as classes de equivaléncia, mddulo polindmics de grau menor Qu
igual a M =1[n/pl- n, de fungdes que satisfazem a condigdo (3.18).

A norma de uma classe g pertencente a £ q' ! denotada por

P
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Hall, , & definida comc o Infimo das constantes C tal que, para
. . . p,q. - -— .- . P— R . . - —_—
uma funcio da classe g , a condigdo (3.18) e satisfeita, para  toda
pola B em R".
Um resultado andalogo ao que foi obtido para os espagos

L € ir.
(a,M) e dado a seguir

LEMA 3,7 - £p q' @ um espago de Banach.

Demonstrag3o: N3o faremo$ a demonstracdo deste lema por ser analoga
& demonstragdo do lema 3.2, bastando substituir a norma || || = pela

norma’ ||-”q, e @ por 1/p - 1/q .

Uma éaracterizagﬁo dos duais dos espagos pPrq 3 dada pelo

_seguinte teorema:

TEOREMA 3,2 - Sejam'p, q é g' tais que 0 < p <l<gqgc< w,
. . - ' : * .
p<qg e 1l/g +.1l/q' = 1. Entao o espago (#P’9)" ‘ge todos os funcio-

1r

nais lineares e continuos sobre #F'Y & equivalente ao espaco £p g
. . I

no sequinte sentido:

(3.19) Para todo g pertencente a £p - , existe um funcional linear

r

-Lg.'sobre Hp'q, obtido a partir de g, que satisfaz a condig¢do (3.16) .

{3.20) Para todo_funcional linear L, continuo sobre Hp’q; existe uma

classe g pertencente a £p g que define um funcional linear LE gue

r

coincide com L.

L

(3.21) Para todo g pertencente a £p q' temos
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* S - *
L. + T

Prg 4

onde C & uma constante.

Demonstracao: Para provar (3.19) consideremos uma classe g em £p g’ e
¥

fixemos um elemento g'pertencente a esta classe, Provaremos, inicial

gPd

. © _ _ _ _
mente, que se h = 1Z a,a, e um elemento qualquer de , entao

i=1 11

o

a séerie ZI=1 i <g, a; > & convergente, onde para cada (p,q) atomo

a com suporte em uma bola B, definimos:

(3.22) < g, a > = j' g(x)ea(x)dx .
’ B .

De fato, seja a um (p,q) étomo,‘B & uma bola satisfazendo as condi-
coes - {3.,10), (3.11) e (3.12) e.RB(g) o polindmio definido em

(3.2) para M =[n/pl - n. Entao por (3.13) temos

< g, aj>_% JB[g(x) - PB(Q)(X)]a(x)_dx .
Pela desigualdade de Hdlder, segue que .
< g, a> < fﬁlg('x) - P (@) (0] la(x) |ax

119 - pyt@ixgllg, - llally »

| A

donde, usando as condigdes (3.18) e (3.12), resulta qﬁe
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<G, a> < ||gll, w@®PYa. gpl/ie-l/p
p.q’ i

ou seja,

(3.23) <9, a> < l9ll;
. P:gq’

r

para todo (p,q) dtomo a, onde M = [n/pl - n. Logo, para todom > 0

e todo h = Z:=1 aiai pertencente a Hp,q' segue de (3.23) que
m - - m =
zizl Iai < EN ai >| = E::i_=]_ Iail |< Y a-}_>]
: m h— _
il Dl

Prg .

Do fato de p < 1 resulta que

r

Siales <8 e >l El @y e DR

o NP l/p _
< lallg (E.=l|a.]p). _
I plq' 1 L . :

i -» . ey . l . m : -_ o - x 1 I K
donde conclufmos que a sequenc1a-{zi=l]ai‘< d, ai_> |}m=l & limitada. . .

) . oo - ’ : I S .__. . . : " - )
superiormente, pois Zi=l [ai|p e limitada. Alem dissoé,esta sequencia

2 mondtona crescente. Logo, a série T;o1 9y < g, ai3> & absolutamen
te convergente e portanto converge para um valor gue denotaremos

por < g, Eizl.aiai > e temos
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(3.24) - | <g; £ Qiai:>¢"55||§||£ s

Prd

Agora podemos definir um funcional linear I— sobre HP’9 ,

da seguinte maneira:

’ — o
L) =<9, ;. oa; >

3 - ® . pfq
para todo h ;-1 %;2; pertencente a H -

o

Provemos gue LE e linear. Com efeito, se h1 = Ei=1 aiai e
h2'= Z;=l Bibi sdo elementos quaisquer de HP'Y, ent3o para todo es— ..

lcélar k-temos
w . :
Ah, + h, = zixl(xqiai +oBib),

donde, pela definigao de LE e linearidade de < g, a > definido em

(3.22), segue gque

lI
ra -

Pela convergdncia absoluta das séries, resulta que
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[++] - o0 -
LE(Ahl + hz) = lzi=l ay < g,.ai ?- + Zi=l Bi < q, bi>

H

ALg(hl) + La(hz)' ’

como queriamos demonstrar.

Observemos ainda que de (3.24) e da definigio da norma
. resulta que
1 pa d

1/p
hIHPrq

e < 15, -
Prd

donde concluimos pelo teorema 3.1 gque LE & um funcional linear con

tinuo sobre BP'?, Além disso, da Tltima desigualdade e da . definigao

da norma | .”;,q ’ éegue que *
G2s) Nl o< nal,
’ : . g Prq_“‘ I'Cp'q_t'

Passemos a demonstragao (3.20). Para isso, seja L um fun-
ciodnal linear e continuc sobre 1z L PN para cada bola fixa B em_Rn',

definamos o seguinte conjunto:

Lg(B) ={f € .9) : J f{x) xdx = 0,"para todo multi-indice ;_k'.
- o _ B A ke ke e

~ tal que 0 < |k|<[n/pl-n}.

' Entdo, se f pertence a Lg(B), a fungao definida por

Ca(x) = m(B)l/q_l/p'Hf||;l £ (%) & um {p,q) dtomo. De fato, pela defi
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nigcao de 1.9(B) (ver paragrafo 1.3) o suporte de a estd contido em B

a condicac (3.11l) segue de

J a a(x)x*dax = m(s) 1/9"1/P ”f}|_lj £(x)xtdx = 0 ,
R 9 /g

para todo multi-Indice k tal que 0 < |k| < [n/p]- n, e finalmente,

a condigao (3.12) resulta de
= memy1/a-1/p -1
= B .
lalt 4 = m®) lell 4 el -

prq

Logo, f pertence a e pela definicdo da "norma"

. temo
| pia PR

1/p " 1/p- 1/q S
]f|Hp'q_<_ m(B) }|f||q . -

Dal segue que <L, £ > estd definido e pelo teorema 3.l temos

.29 <m 2] ||L[| g mE PV e o,

para todo f-pertencente a LE(B), Qique implica qué.L é'um.funcionéi.
linear limitado sobre .Lg(ﬁ).'Apliqando o teorema Hahﬁ - Banach (vér-
teorema 1.4) L pode ser-extén&ido-Sobre.thB),-com é'meéma norma; Pé,
lo teorema de representagao de Rlesz (ver teorema l 3), ex1ste ﬁma:

funcao g pertencente a Lq (B) tal que

(3.27) <L, £> '=f g(x)f(x) dax = <g,'f >,
s _

para toda £ pertencente a LBy e,
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(3.28) gl .. = sup __._|J g{x)f{x)dx]. .
| ! nfxB?|q=1 B

As fungoes pertencentes a Lq'(B) e satisfazendo a condigao
(3.27), para toda fungao f pertencente a Lq(B), diferem por um poli-
némio de grau menor ou igual a M =[n/pl - n. De fato, sejam g, e
9, pertencentes a Lq'(B) e satisfazendé a condigao (3.27). Observe-;

mos gue para provarmos a afirmagao basta verificarmos gue

(3.29) <g - g, - PB(gl - gy, £> =0,

para toda f em Lq(B), pois dal segque que
f(3.30)“. | g9y = 9, = PB(gl - gz)XB v
‘quase sempre em B. Com o fim de provarmos (3.29).notemos, priméira-—
mente, que se £ pertence a L3(B) e PB(f) € o polindomio, de grau me-

nor ou igual a M = [n/p] - n, definido em {3.2), entao resiilta de

{(3.3) que f - PB(f) pertence a LE(B). donde concluimos que
<g £-By(H) > = <gy £-p(0) >,
para toda f pertencente a rd(p), ou seja,

(3.31) <g

qualguer que seja f pertencente a L9m).
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Por outro lado, cobservemos que pela definigéo do produto

interno dada em (3.1) e por (3.27), temos gue

(gl—gz,ni) < ni,f > = (ni,f) < gl-gz,ﬁi >,

para todo i tal que 1 < i < r. Dal segue gue

- =z

i (ﬁi,f) < gl--gz,-n'i >

= < gy=9,, PB(f) >,

para toda fungao f em .9(m) . Conzseguentemente,
< 917957 P (91790 £ > =< gy=9y £ > = < Bplgmgy) >
=. _<_gl-92'f. - -* _< gl—gZ'PB(f)_ >

= < g;-g,, f - PB'(f) >

' para toda funcdao f em L9(B), donde po; (3.3l)'reshlta que

< gl—gz - PB(g"l"lg_z)': £f>=0,

' paré toda £ em LY(B), como queriamos demonstrar.
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Nosso objetivo agora & definir uma fungao g sobre rR” que
pertenca a uma classe de fungSes em_£p’q, e gue para cada bola B em
Rn satisfaga (3.27), para toda fung&o f em Lq(B). Para isto, fixe-
mos um ponto - x  em rR® e para cada inteiro positivd i, consideremos

as bolas Bi = B(xo,i). Temos que'{Bi}z=l e uma sequéncia crescente
_ . ; _ .

de bolas em R™ tal que U B, = R". Consideremos ainda uma sequen-
i=1
r ) ' )
cia de funcoes {gi};=l tal que,para cada i, 93 pertence a 1.9 (Bi) e

satisfaz a condigdo (3.27) para toda funcido f em Lq(Bi). Entao, ‘im-

pondo a condigao

(3.32) | J g, () Hax =0 , -
. _ B, A
para todo " i > 1 e todo multi-Indice k tal que 0 < |k| < [n/pl-n,

obtemos uma fungao g definida sobre_Rn da seguinte'maneira:"
g(x) = g, (x) se x'pertencé_a Bi .

A fungdo g estd bem definida, pois para cada i > 1, a fungio gi+1‘;
' testrita ao conjunto Bi é'igual a funcao gi.'Com-éfeito, do fato de -
cada bola Bi estar contida na bola Bi+l; péra todo ik segue que

q - , q’ e . o - -
L (Bi) estd contido em L (Bi+l)f donde re5ulta_que.a.fupgao 9561
restrita ao.conjunto Bi satisfaz t3.2?); para toda fungﬁb f perten —

cente a LY(B). Além disso, por {(3.30) e (3.5) temos
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Bi i Bi

T gi+1xBi -9 z'PB'i(gi+1X

= P (P

g (Pg (951X ~ 932X )
1 i .

1 i

donde, novamente por (3.30), segue que
9i+1%B, ~ 91 T Pp_(9549%s ~ 9y) -
i _ 1 i
Logo a afirmacao estara demonstrada se provarmos gue PBl(gi+lXBi—gf=ﬂr

para todo 1 > l. Para fazer isto, observemos que por (3.4) e pela

defini¢cdo do polindwio PE {(g) dada em (3.2), temos.
S . : P L _ _

P, (g. . X, -g.)(y) =P (gl X ‘)(y) - P, (g.){y)
Bl i+l Bi- i 31 .lfl Bi _ _'Bl i

_.r ) . ' _ T
;(3.33) = Ej=l(gi+lXBi'“j)"j(Y) ijl(gi,wj)wj(y) .
Como cada 7. pértencé a W, M = [n/p] - n, entao T (x) = T Akxk;
S ' M - J IkLSM'

‘onde A, sdo constantes. Pela definigdo do produtco interno dada em

(3.1) temos
a L L
(omg) = mep ™ [ g Gy a
- By

' -1
= m(B,) DY J g o0 ax |,
l |k[£M k Bl i

donde por (3.32) segue que
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(gi,wj) = 0, para tode i > 1 e para cada j tal que 1< j<r.

Dai e de (3.33), resulta gue

Pp (951%, = 93) =0
1 i
como queriamos demonstrar.

Provaremos agora gue ¢ pertence a uma classe de fungoes em

£p q' - Para isso seja B uma bola qualguer em R® e £ pertencente a
Lq(B). Como o polinémio PB(f) definido em (3.2j pertence a WM'
=[n/p] - 1, entdo podemos escrever PB(f)(x) = T '1k£ﬂ X um mul

. Jle| <M
ti-indice e por (3.3) temos-

. : ) I - - k ! .
[gx}-P_(g)(x)]P_(f) (x)dx = L X J fg(x)-P_{(g)(x)])xdx =0 .
JB B B k|<M ®ip - B S

Dal e de (3.28) segue que -

H[g-PB(g)]XB lqr = J [g(x) -Py (g)(x)][f(x) P (f){x)]dx|

Ifx [? =1

ror (3.3) temos que [£ - PB{f)]XB pertence-a Lg(B),_donde vem por .

" (3.27) gue o ségﬁndo nembro da ﬁltimé.igualdade & igual a

| < L, [f - PB(ﬁj]xB > L

el =
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Pela condicdo (3.26) o termo acima & menor ou igual que

Su n)”  a@YP Ve e - eI |} .
”fXBqu=l Prq : B B g

consequentemente, aplicando a desigualdade de Minskowski,-resultacque

(3.34) NP (@1%. [, < NL 15 m@e P9 gup qex, . +
B B q_ P/q “fXBIq=l B q

+ ”PB(f)XB ”q} .

Mas pelo lema {3.8), que_prOVarEmos a seguir;'existe uma constante
finita'C, que independe das bolas B, tal que |
Dai e de (3.34) segue que

-

RS ACEEN P e

O gue prova que g @ repressentante de alguma_classe.de fungaeé em.

£ , . Além disso, pela definigao da norma 1K |£  temos
. . . ' -

P-4 ] | | | P,

. o "
. c+1) Jn)) . .
(3.35) H9”£pfqr < e inll g
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Até agora obtemos um funcional linear definido em (3.27) ,
a partir de g pertencente a E , due coincide com L para todo (p,a)

atomo, ou seja,
(3.36) <L,a>=<g, a> ,

para todo (p,qg) atomo a.

Para completar a demonstracio de (3.20) provaremos que este funcio-
nal possue uﬁa Gnica e%ténsao para um funcional linear limitado LE
sobre HP’9 tal que LE-coincide com L. Para isto, seja L§ o funcio-
hal linear sobre HP'Y gefinido pér

< Ly _h'>'_= BRI

<. g‘r ai >r
= . . ' yPrgq .
- para todo b Zi=l aja, pertencente a & .

Entdo, para todo h = z:=1_giai pertencente_a Hp,q' resulta de (3.36)

que

. | - . .
[a.+]
= Ei= o4 < L, ai >
= <L, h> ,

o que demonstra a afirmacg3o.

Para terminarmos a demonstracac do teorema, observemos que a

prova de (3.21) segue imediatamente de (3,25) e de (3.35).
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LEMA 3.8 - Seja B uma bola gualguer em_Rn, f uma fungao pertencente
a 19(8) e PB(f) o polinomio de grau menor ou igual a M definido em .
(3.2). Entdo existe uma constante finita C, independente da bola B e

da funcdo £, tal que

IPg () g g 2 CoIl x5l 4 -

Demonstragdo: Podemos supor, sem perda da generalidade, gque a bola B

" possue centro na origem e raio & > 0, ou seja, B = B(0,d). Faremos,

inicialmente, a deﬁonstragéo para n=1 e M = 2, com o objetivo de
esclarecer o raciocinio usado.e l@go ap0s generalizaremos. Para is-
so notemos gque o polindmio PBff)'defihido em (3;2) pode ser escrito
na forma’

. ;
jPB(f)(x) = Zj=0 ij_

e pela desigualdade_de Minkowski, temos .

' Lo 2 . 3 .
lzgtorg Ny < 35 Iyl ldeglly -

Mas ”ijBllq < & m(l‘:‘.)l/q = 21/q|63+1/q'; pois m{(B) = 28 e vpara.

x pertencente a B temos gque |x| < § . Segue dal ' que

2 1q s | Sl
(3.37) |_.|PB(f)xB||q < I 2 |xj_| §
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Achemos uma majoragiao para |lj . Observemos que do fato do po-

linomio PB(f) satisfazer (3.3) temos o seguinte sistema de 3 equa-

¢oes a 3 incognitas lo, Al e lzz

8 5 . |
(3.38) " £ ax = z?_o XL J Fexd ax , k=0, 1e 2.
Jag =03 J_; .

- 3
Fazendo uma mudanca. de variavel temos J xsdx = Gs+l Jl xs dx.
-6 -1

Usando isto e a definigao do produto interno dada em (3.1), sobre a

bola B(0,1) = {(-1,1), podemos reescrever o sistema acima como

. 5 - . o
(3.39) f £(x)xfax = 2 A, oI nis(o,1)) - (x5,%9), k = 0,1 e 2.

Pela regra de Cramer,-temos
_ -1
(3.40) kj = (det A} -det5hj

onde A & a matriz associada ao sistema (3.39) e Aj g a matriz obtida

de A substitpindo—se a j-esima Coluna pela coluna dos termos indepeg _

dentes. Como m{B(0,Ll)) = 2, a ﬁatriz A associada'ao sistema ' (3.39)5
& dada por

25(1,1) 2821, 28°(1,x%)

A= 26%(x,1) 28300 0 28%(x,x%)

25%(x2,1) 28%(x%,%)  28°(x%,x%)
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- {3.42) det Aj = ¥ —0 (J £{x)x dx) (~1)
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Por propriedades de determinantes, temos

14243  A+2 | . _ 59 .

(3.41) det A = § A

onde denotamos por Cl o determinante ‘da matriz

2(1,1). 2(1, %) 2(1,x%)
2(x,1) 2 (x,x) 2 (x,%°)
2(x2,l) 2(x2,x) 2(x2,x2)

fque-é_maior gue zero pélo lema {1.1) e independe ‘da bola B e da fﬁn_

cao f.

Encontremos agora O determiﬁante de Aj. Aplicando ¢ teore-~
ma de Laplace podemos desenvolver o determinante de Aj' segundo a co

‘luna j, da seguinte forma:

X+1 .
x -5 det ij .

onde ij € a matriz de ordem 2 dgue se obtém de_Aj suprimindo-se a k-

ésima linha e a j-é&sima coluna. Mas por propriedades de determinantes,

temos que

- 8-3-k _
(3.43) det Dy = 8 C, .

onde C, & o determinante da matriz de ordem 2 dada por

2
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(2(x°,%%)), 0< £<2, t#k, 0<s<2 s#i ,

que €& maior gue zero pelo Lema (1.1) e independe da bola B e da fun-

gao f.
Substituindo (3.43) em{3.42), segue dal, de (3.40) e de
{3.41) que
= 6% et ez 2 ([0 e e (0 BTk L ¢
3 1 k=0 ;5 2!
o que implica gue
hol<cloc, - s 52 ([ ey | | x|* ansF L
j -1 2 L Tk=0 Y _ - ax .
Aplicando a desiguaidade de HOlder e levando em ¢onta que - ]x] < &
temos _ |
L mleg 2 PN
. Ihjli C]_ Cz S . E].c=[} ”fXBHq m(B) . '.

donde vem, do fato da m(B) = 2 & , que
<ectt o, 27Me gmITMA ey

2. sllg +

Finalmente,.voltando em {(3.37), obtemos

LSEL 8 )

| ' /g |, | <3*l/a
.'“PB(f)XB]Iq s 2 jxj| 8

| A
1

2 .1/q -1 .
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ou seja,

-1
. IIPB(f)XBHq < 18¢y ) [I£Xg iy

Logo,

leg(0Xgllg < ¢ oGl -

onde C & uma constante que independe da Bola B e da fungao £.

Fagamos agora a generalizagao para n e M quaisquer. Para
isso seja B(0,8) uma bola gualquer em R" e observemos que o polind-

mio PB(f) deflnldo em (3.2) pode ser escrito na forma

PB(f)(x) = .f k.x;, onde'j-é um multi-indice. Pela desigualdade de
- 3l . | SRR )

Minkowski, resulta qhe

Guaay g%l < 2 Iyl gl

‘Mas para todo x pertencente a B e todo multifndice j de ordem n, te-

mos
(3.45) - 7] < SIS

De fato, se x = (xl.xzr-..,x ) ej = (ji,jz;..;yjn), gntéo’ﬁd fé#d”
de ]xi| |x|, para todo i tal que l < i< mn, segue que

] = e L )12 |x P2 g, ow sesa, 1x0) < sl
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Dai e de (3.44), vem que

legoxglly < 3 Il 6P mmi/a

r

donde resulta, do fato da m(B) = wnﬁn r w_ = m{(B(0,1)), que

‘ . 1/q 13 |+n/4q
(3.46) P_(£f) < ¥ w A.t &
” B xB”q-— |jl<” n ] Jl

Encontremos uma estimativa para |lj|. Do fato do polindmio P;(f) sa-

tisfazer {3.3)temos o seguinte sietema:

J f(x)xk.dx = I A J xk-x3 dx ,
B(0,/8) - |3km J UB(o, 8

para todo multi-indice k de ordem n tal que 0 < |x| < M. Fazendo

uma mudanca de variavel, temos

» dx .

%% ax = 5|S|+n:J s
' B(0,1)

JB(O,G)
para todo  multi-indice s de ordem n. Dai e da_definigao do prddﬁto ;
interno. dada em {(3.1), sobre a bola B{(0,1), conqluimbs-que o siste
ma acima pode ser reescrito na forma:

Fl)gS dg = % A, alk+3|+n

(3.47) J S : . . wn'(xk;xj)'; o
| JB(0,8) Sl o

. para todo multi~Indice k de ordem n tal que 0 < K| < M.
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0O determinante da matriz A associada ao sistema (3.47) &
dado’ por L -
( T (3l+n) + I _]k[)
(3.48) det A =g W3] Ixl<Mm ey
onde C, € o determinante da matriz

(wn-(xk,xj)) , 0 < x| <M, 0< 3 <m,

gue & estritamente positivo pelo lema 1.1 e independe da bola

B(0,8) e da fungao f.

Achemos uma majoragd@o para |det Ajl , 0< 151 < M, onde

A denota a matriz obtida de A substituindo-se a j-8sima coluna pela

(3.49)  |det als 3

coluna dos termos independentes. Desenvolvendo o determinante de Aj

pelc teorema de Laplace, segundo a coluna j, temos

L o
f(x)x ax| |det ij] '

T |k ]<M [B(O,S)

‘onde D, . & a matriz obtida da matriz A, suprimindo-se a k-8sima li-

kj

nha e a j—ésima coluna. Mas por propriedades de determipantes,'temos

(- L (|i|+n) + o |e| - 1x] - |5 - n)
det D=6 Vil 4] <M .- C

kj 2 !

onde C, & o determinante da matriz
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t s .
(w_ (x7,x7)); 0 < lt] <M, t#k e 0<|s| <M s#3 ,

gue € maior que zero pelo lema 1.1 e independe da bola 'B(0,8) e da

funcao f£. Logo, segue de (3.49) que

_ _ E“ (]i141ﬂ + I .|£]“|kl_l-|_n'
|f(x)I|xk|dx).5 Gi|§ﬂ e <M | ] )C _

| det A, < z (J :
] |x|<M ‘B(0,6) 2

donde por (3.45) vem que : _ !

| (g Izi-ljlf,n)
|det A.| < I (f | £ (x))ax) -6 1?1ﬁM |£1£g . |
37 |k|<m JB(O,8)

Pela desigualdade de HGlder e do fato da m(B) = wnﬁn =fesulta‘que‘

M R, l=ta)
gl e g || g mimi i

|det Aj]_i o

. (_z' CQatemd + 8 fRl=l3)=n)
wiT Mgl e ey 6P/

RS '

onde C, @ uma constante que indepénde da bola B(0,8) e dh'fuhgﬁo'f, -

~ Portanto segue da nltima desigualdade, de (3.40)'6 de (3.48), S que.
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AU o _ _ -
IA.] = |get A7+ |Get A,|
] J
_(lzl (l5]4n} + = IkD L 1 sz (]:'L|+n)+lz| |£[—|j|—n)
3| <M kjsM /=1 ., 1-1/q J|lik¥M 2|<M n/q
< M At SR el
ou seja,
-1 1-1/q . -n/q-13 :
Il < clrcy us /a . s~n/a-1il ”fXBllq .
voltando em (3.46), temos -
X /g =1 o ,1-1/q g-n/a-13ls13l+n/q
Py (£)Xg |§q < Ii}|:<M T A I T 8 | £X5 ||q
<clexg g
~onde C & uma conStante_gue independe de f e da bola B(O,S), cqmo'

gueriamos demonstrar.



CAPITULO IV

EQUIVALENCIA DE ESPAGOS DE LIPSCHITZ SOBRE O ESPAGO R®

Neste capitulo infrqduziremos a noggo de espacgos de Lips-
chitz "Integrais" e de Lipschitz Clissicos sobre o espacgo R". Faremos
uma demonstragao curta e simples da equivaléncia destes espagos, ou
seja, daremos uma demonstracao direta da equivaléncia dos.espagos de
Lipschitz "Integrais". Esta demonstracao e uma édaptagao para o espa
co R" daquela feita em [10] e simplifica muito a original publicada
em [12].

Em todb este capitulo tomaremos em R" a distﬁnéia euclidia
na usual d(x,y) = Ix;Y| e denoﬁaremos*por m(Ef e meéida.delxbesgmé
do conjunto mensuravel E. Usaremos a notagao J f(x)dx ao inves de
J £(x)dm(x) . | R

E ' .

DEFINICAD 4.1 - Sejam g e o tais que 1< g < o e 0<ci<wq
Dizemos que uma fungao £ definida localmente integrivel em R" perten

ce a Lip(a,q), 1 < g < = , se existe uma constante finita C tall que

(4.1 [m@? I | £(0) = mg () ]9 axt*/ < com@ye,
verifica-se para toda bola B, onde mB(f)'denoté-o valor médio de f
sobre B, definido em (2.5). Se g ?fnl, dizemos que f pertence a -

ILip(a,m) se existe uma constante finita C tal gue |



B tailque B

8l

(4.2)  Sup. ess. o |f(x) - m (D] < C m(g)“,

verifica-se para toda bola B. A menor constante C satisfazendo a con
dicdo (4.1) (respectivamente (4.2)) serad denotada por ||f||a q (res=-
) r

pectivamente |]f||(1 o) -
. r

DEFINICAO 4.2 - Seja o tal que 0 < o < », Dizemos que uma
fungao f definida sobre R" pertence a Lip(d) se existe uma constante

finita finita C tal ‘que

(4.3) |[£(x) - £ly)] < C-|x - y|™® ,

para todo X e y em R'. Denotaremos por | £]], a menor constante C sa

tisfazendo a condigdo acima. - : o i
Para demonstrarmos o teorema 4.1, que € um dos resultados

fundamentais deste capitulo necessitaremos dos lemas que seguem.

1EMA 4.1 — Sejam Bl = B(x,r) e B, = B(y,s) duas bolas em

i esta contida em B

2. Seja f peftencehﬁe a Lipla,q) ,

l<g i_&. Entdao temos

'[" n Sn(_a+1)

L. ’ .. ..- Iay
— < . .
]mB.l(__f) _ mBz(_f)I._.'u_sn €] oa Yo
onde m# denota a medida de Lebesgue da bola unitaria-em Rn.
Demonstragcao: Pela definicao de valor médio de f, temos

| N .
(f) - (f) = m(B.) f [f{x) - {(f)1dx ,
Tp H T T, 1 B, B,
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e portanto aplicando o valor absoluto a ambos os membros da igualda-

de e extendendo o dominio de integragéd de B; para B,, obtemos

|mB () - my (£)] < m(B,,) m(Bl)_l m(Bz)_l[ | £(x) - my (f) jax ,
1 2 | B, 2

donde, pela desigualdade de Hdlder e ao_fato de £ pertencer a

Lip(a,q), resulta que.

Img (5 = my ()] < miz,)emB) eine) T reo-my (019 a9
1 T2 . _ T By 2

L

< m(B,) m(B;L)— IfHa'q rg(_Bz)@ - -

Como m(Bl) = wnrn e m(Bz) = wnsn (ver (1.1)), temos

| R (L« | -n__n(o+l)
]mBl(f) - mBz(i)l < wy “fnan; r g T

o gue conclui a demonstragac do lema.

LEMA 4.2 - Seja f pertencente a Lipla,q), 1 < g<w®, a>0.

Seja x pertencente a R e r e s tais que 0 < r < s, Entdo temos

fH U_}a SnQ‘, , .
¢/ q B -

B R T LR

onde C & uma constante finita independente de X r I, 8 e f£.
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Demonstragaoc: Seja xo pertencente a R" ¢ re s tais que 0 < r < s. Con—
. ' s . - . m
sideremos agora ¢ maior inteiro nao negativo m tal gue 2 +r < s. En—

tdo m satisfaz a condigao

(4.4) shem .m0 < 2n(m+l) M

Seja ainda a sequéncia r, definida por r, = X.r se 0<k<m e

= g. Entdo r,_ verifica a condigdo

Tm+l X

g‘ .
=]

'(4_5) 2n(k—1) N <

hﬁp
| A
(V]
Ia]

para todo k tal que 0 < k < m+l. Observemos gue {4.4) iﬁplica_(4.5)
para k = m+l eos ocutros casos 550 obviamente verdadeiros. .

Notemos que podemos escrever a seguinte desigualdade_.
| (£) - (£ < ™. | NE 1£)].
mB(xo,r) . mB(xo,s) - ka_ ?B(xa,r mB(x 'rk+1) |

ﬁés de fato de cada bola B(xo,rk) estar contlda na bola B(x 'rk+l)'
segue do lema 4.1 gue - |

-n _nlat+l)

" oy :
)(f) | f_ mﬁ ”fl.ia’q 3?1; rk+l . _

| - (£) - .
mB(xo,rk) mB(xo,rk+l
Usando é condicac (4.5) ho Segundo-membrb da Gltima deSLguaidade_ob4f

temog

(£}~ ()] < £ n(k l) n(2n(k+1) n)a+l
|mB(xo,rk) mB(xo,rk+l) | < Il t| :

ou seija,
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+2n ,nok no
| () - (£)] < wle || £]] gioten onek  ma
mB(xO,rk) mB(xo,rk+l) n
Em consequéncia, temos
o nc+2n ,nak _no
]mB(x ,r) mB(x ,s)(f)| = E =0 “n I £} 2 2 T
_ o no+2 m | nok
= o) gy, g 2 D g 2T
Como 21T=0 phak _one gy mlopney ™l g sulta que
i 0.4 ”f” 2nC¢+2n rr_O‘.(z [(2 HH']. 1]

|mB(xo,r)(f) - mB(xo,s)(f)!

wi e ) 2na+2n(2na"l)~l »la ,nmo £

| A

donde, aplicaﬁdd a definigao de m dada em (4;4), obtemos

.na'

. ! : - ) ° a
]mB(xo,r) (£) - mB(XO,IS) (f)1 < c ”f”a,q .wn' s '

onde C = , © gue demonstra o lema

22na+2n(2na_l)-l
| LEMA 4 3 -~ Seja £ pertencente a Llp(a q), 1 <g<= o > 0.
Sejam x e y pontos pertencentes a B(xo,s) e r tal gque 0 < r <. s._En-

t3o temos

i ny
S

'ImB(x,r)(f) - thy,r)(f)I”i c-
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onde C & uma constante finita independente de f, x, Y, r e s,

Demonstragdo: Observemos, inicialmente, que para todo z pertencente
a bola B(xo,s) temos gue a bola B(xo,s) estd contida na bola B(z,2s)
e gue a bola B(xo,Zs) contem a bola B(z,s). De fato, se X pertence a

B(x,,s), entdo |x—xg < s e temos

Ix-2] < 1x—xd.+‘|x0—z| < 25 ,

o gue implica que x pertence a B(z,2s}). Por outro lado, se x perten

ce a B(z,s), entdo |x-z| < s, donde segue que
|x-% | < |x-z| + |z-x_|< 2g,
ol = o _
o gue acarreta gue X pertence a -B(xO,ZS).
Portanto, temos
lmB(x,r)(f) - mB(y,rﬂ =

< 1™ e, ) ()M ) (O] 4 T M 50,6) T, 29 (B0

+ inhtxb,ZS)(f) - IT!B(y,s)tf)l + Inb(y,s)(f)_nb(y;r)(f)

Pelo lema 4.2, o primeiro e guarto termos do segundo membro da Ulti-

H ng

ma desigualdade sdao limitados por Clmﬁ £ g S enquanto que ,
r
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pelo lema 4.1, o segundo e oterceiro termos sao limitados por

wi ”flla:i S-n(ZS)n(a+1) . Dai resulta que
, .
- o na o -n /,_.n{a+l)
Mg (e, z) () My (g, ()| < 2000p SN, o 8™ 20p E)], o 87T (28)
no+n+l o no,

N i
<co® ], ™
- n orq

onde C & uma constante finita que independe de £, %, vy, r e s, o)

gue termina a demonstragdo do lema.

TEOREMA 4.1 - Sejam o e g tais qie 0 < o <.« e Il<g<w»,
Ent3o uma fungdo f pertence a Lip{a,q) se, e somente se, £ & igual,
guase sempre, a uma fungdo g pertencente a Lip(a). Além disso, as -

normas Hff|;'q e |igll, SEQ equivalentes.

Demonstracao: Seja £ pertencente a Lipla,q) e x, Y ponto qualsquer

pertencenfes a R Con51deremos a bola B(xo,s) com x=4x+y)/2 é_

|x-y] , e r tal que 0 < r< s. Entdo X e y pertencem a B(x,,8) -

e pelo lema 4.3, temos

(4.6)  Imgy oy (B) = "5y, r)tf)l <cC- llflloﬁcI lxy[

onde C & uma constante finita que independe de £, x, v e r.
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Aplicando o limite em (4.6) para r tendendo a zero, resulta do teore

ma de derivagao de Lebesgue {ver teorema 1.1) que

a na
(4.7) l[£(x) = £ | < couy £l o [x-v]
para guase todo X e Y.

Queremos agora definir uma g sobre rR" que seja igual a f,

guase sempre, € gque g pertenca a Lip(a). Com este objetivo denotare-

- mos por A © conjunto de todos os pontos de R tal que a condigao'

(4.7) seja falsa. Entao A tem medida nula. Logo, para cada X perten-

cente a A existe uma sequéncia de Cauchy '{xk} em R convergindo pa

ra X tal que X nao pertence a A para todo k. Definimos uma fungao g

. i n . \ . . N . N .
sobre R da seguinte maneirar _ . .

g(x) = £(x) se X nao pertence a A e g{x) =-lim'f(xk).'
. : ’ k-%m _

se X pertence a A. A fungéd g estd bem definida. De fato;, Seja'x'pgz-

. tencente a Ae '{xk} uma sequéncia de Caachy cqnvergindo'para'x_

tal qﬁe x, nao pertence a A para todo k. Entao dado £ > 0, existe
N(e) tal que

|xj - xkl < €,

para todo d, k > N(e). Dai e pela condicao (4.7), seéue que
] no

[£lxg) = £0g) | < Coup [T o Ixymxg

<Cw§ ”fHCt,q €n0f. f
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para todo i, k > N(g), o que implica que '{f(xk)} & uma sequéncia de
Cauchy em R . Logo © limite de f(xk) para k tendendo ao infinito
existe. Além disso, a definigdo da fungdo g ndo depende da sequéncia
de Cauchy que converge para x considerada. Com efeito, seja '{yk} ou
tra sequéncia de Cauchy convergindo para x tal que Yy nao pertence a

A, para todo k. Entdo dado £ > 0, existe N(eg) tal gue

®, - %[ <e/2 e |y - x|<¢e/2

para todo k > N(eg), donde péla condigao (4.7) resulta que

|£(x) - £ly )] < C_'wﬁ HEH g, o Iﬁ_- ¥y |72

| A

cra® ]l.f||a'.q (Ihi.r.k—xl . ]:;—-;;kj)na

ng

.C'tﬁi ”fH E S

I A

Gy

‘para todo k > N(g), ou seja,.f(xk)'— f(yk)' tendé'pafé_zero quando

~k tende para 0 infinito, como queriamqs provar.

Provaremos agora que g pertence a Lip(a). Nao ha nada a de
monstrar no Caso em que X € Yy nao pertencem a A, pois resulta imedig -
tamente de (4.7). Temos entdc que considerar dois casos: 19) x per—
tence a A e y ndo pertence a A; 29) x e y pertencem a A. No primeiro

caso temos que ¢(x) = lim f(x )}, onde {x } & uma sequéncia de Cauchy

koo

convergindo para X tal gue xk,néo pertence a A, para todo k e
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gly) = £(y). Dal seque que

lgtx) - gly)| = |lim £(x) - £(y)]

koo

lim | £(x) - £(y) ],

k-0

donde, por (4.7} resulta que

o . no.,
l9tx) = gy} | < coul ], ¢ Lim | = - gl '

¢ que implica que

gt - g ] < coad g, o lx - yi™ .

Para provarmos o segundo caso, sejam'{xk} e'{yk} sequéncias
de Cauchy conﬁergindo, respectivamente, para X e y e tais qué x> e

Yy nao pertencem a A, para'todo k. Entao g(x) = lim f(xk) e

, , ke
gly) = lim £{y,) e por (4.7) temos
hu)éﬁwléﬁg|ﬂﬁ)ﬂﬂﬁu
. L. L na
< C'mi |Ifna;q-11m lxkfykl' o,
-0 que implida.que
_ | . _
lg(x) = g(y}] < Couy Hflquq_l x-y "% .
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Portanto em ambos os casos segue que g pertence a Lip(a) e

temos

(4.8) Hall, < Couy HEhy,q -

0 que prova a primeira parte do teorema.

Para demonstrarmos a outra parte do teorema consideremos
uma fungac g que pertence a Lip(a) e que seja igual a f quase sempre.
Seja B = B(xo,s) uma bola qualguer em R e X, ¥ pertencentes a B.

Entao, pela definigao de valor médio de g sobre B, temos

gi{x) - mylg) = m(B)-lJ [g(x) - g(y)ldy .

o - . *B L

Tomando o valor absoluto em ambos ©g membros da'igualdade aCiﬁa, se-
gue gue
lg(x) - my(g) | i'm(s')'lf lg(x)~g(y) |dy .
_ B o

PDal e do fato de g pertencer a Lip(a), obtemos

(4.9) tg(x) ~ mylg)|< m(5) "t Ji Hglhi-1X-y|nady .

L

Como x_é vy pertencem a B, temos que |[x-y| < 2s, donde vem, do - fato

da m{(B) = wnsn ‘ que
x = y1™ <20 T L

Logo, de (4.92) resulta que



e
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960 - mle) | < Jall, 2™ % nm®

0 gque implica que
-1 g no -0 o
m(B) fBlgcx)-mB(gH ax < 27%w "% g T me)*9
ou seja;

(m(B)‘lj lg(x) = myl(g) | ax) Ya o 2™ ¥ lgl] m(m)%,

B

para toda bola B em R™. Como g € igual a £, quase sempre, entio temos
P | S 1/q . ,na o oy O
(m(B) IB1f(x)—mB;f) 19 a0 /9 < 2 ol gl , mE@:®

para toda bola B em RY, donde segue que f'pertence a Lip (o,q) e temos

1€l g, o < 2% 2 gl -

Notemos gue a equival@ncia das normas “flla,q e Hg][a_

seque imediatamente de (4.8) e da Qltima desigualdade, ou seja,

27 Wt gl < lall, < cewd 1€l o, q

G, q
Isto conclui é demdnstragao do teorema.

Obéervemos qué pelo tecrema anterior temos gue 03 espagos
Lipschitz "Integrais" Lip(a,q) sa@o equivalentes para todo g variando

no intervalo [1, »].
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