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INTRODUCAO

-

Ja & bastante sabido gue o0s algoritmos para minimiza-
cao, baseados no fato de que uma fungaoc real, diferenciivel em HP,
pode ser aproximada por uma fungao quadratica numa vizinhanga de
um minimo, sao usualmente mais bem sucedidos quando se trata de
resolver um problema de minimizagdo de fungdes sem restrigoes. Em
tais algoritmos, um dos mais importantes aspectos que podemos con
siderar, & a estimacao da matriz hessiana da fungao a ser minimi
zada, atraves do calculo do gradiente. O0s métodos que utilizam
este procedimento s3o chamados de algoritmos de métrica variavel.

O primeiro e talvez mais conhecido algoritmo de métri-
ca varifvel foi proposto por Davidon [4] em 1959. Em 1962, foi
simplificado por Fletcher e Powell, passando a ser chamade de mé~
todo DFP, e pertencente & classe dos métodos quase-Newton. Poste
riormente, em 1970, surgiu um outro método do tipo quase-Newton
com o nome de BFGS, sugerido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e
Shannc.

Um outro algoritmo que também aproxima uma fungao nao
linear por uma quadratica surgiu em 1952, com o0 nome de metodos
de gradientes conjugades. Inicialmente, ele foi sugerido por -
Stiefel, para ser usade na solugao de equagOes lineares.  Poste-
riormente, foi aplicado pela primeira vez para otimiza¢do sem res
trigdes, por Fletcher e Reeves [8] em 1964.

Neste trabalho, cbjetivamos fazer um estudo tedrico -
dos métodos de tipo quase-Newton, para minimizacdo sem restricdes,
a fim de que o mesmo venha oferecer subsidios para todos agueles

que desejem um maior aprofundamento no que diz respeito a litera-
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tura especializada sobre o assunto aqui abordado.

Dessa forma, no Capitulo I, mostramos ccmo surgiram os
métodos quase-Newton e como obter as formulas de atualizagao das
matrizes. Neste Capitulo, apresentamos também a equivaléncia
existente entre os métodos de "tipo B" e de "tipo H".

No Capitulo II, definimos uma familia continua de £or-
mulas de tipo H, chamada de Familia de Fletcher. - Mostramos  as
suas propriedades e provamos alguns teoremas relativos & Proprie
dade de Estabilidade de Fletcher.

O uso do algoritmo guase-Newton com relaxagdao € mostra
do no Capitulo III, onde apresentamos alguns dos vAarios critérios
existentes para se fazer a busca unidimensional desses métodos.

A modificagdo da fatorizagao de Cholesky & estudada no
Capitulo IV onde, através de exemplos, mostramos como faze-la e
sugerimos a modificagd@c da fatorizagao usando as matrizes de
Householder.

0 Capitulc V foi dedicado & convergencia desses méto-
dos. Apresentamos alguns teoremas que garantem a convergéncia su
perlinear, como também convergéncia local. A convergéncia guadra-

tica € também, aqul, mostrada.

Mas, neste trabalho, © nosso interesse nao ficou ape

nas numa pesquisa tedrica sobre esses metodos.

Objetivando uma melhoria na eficiencia da busca unidi-
mensional, usada na SUBROUTINE VAl3A, através de um conjunto de
experiéncias numéricas, tentamos elucidar gual é a melhor maneira
de escolhermos certo parametro gue aparece nessa busca unidimen-
sional, mostrada no Capitulo VI, onde apresentamos também todos

os resultados computacionails obtidos.
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caPITULO I

0S8 METODOS BFGS E DFP

0s métodos quase~Newton tratam de resolver dois tipos

de problemas:
(a) Resolugao de sistemas nao-lineares sem usar jacobianos.
Seja F: R? - B ; F € Cl(IRn) .
O problema & achar x* € R" tal que F(x*) = 0, sem usar
derivadas, ou seja, fazendo apenas avaliagoes da fungao.
(b} Minimizag¢Oes sem restrigoes.
seja £ : R® s R, £ e ct(mrY) .

O problema & achar minimos locais de f sem usar derivadas se

gqundas.

Neste trabalho, estaremos abordando apenas © tipo (b),

que € um caso particular de (a).

Denotaremos

[ 3 T

axl
gi{x) = Vi{x) = : £ (x)

Lo
X

—n—-

para ser o gradiente e G(x) = ({&/Bxi axj}f(x)) o hessianoc.

Também usaremos as notacgoes:

£1(x) = VE(x)T

£V (x) = VAE(x) = G(x)
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1.1) DERIVACAO DOS METODOS QUASE~NEWTON:

n

Tomemos 0 problema de minimizar f : R » IR,

f € Cz(ﬂfﬁ sem restricOes. Desenvolvendo f(x), por Taylor,

0

- n
numa vizinhanga de x~ € IR, temos:

T
f(x) = f(x0)+f'(x0)(x—x0)+%(x~x0) f"(xo)(x-x0)+0(Hx-x0H2)

ou seja,

T T

£ 2 260+ (0 x4 e 1 ) ex¥)

Se f fossgse uma fung&o quadriatica, o hessiano seria

constante, portanto, £ poderia ser escrito como:

£(x) = % xTex + bIX + ¢
onde X = x-x0, b=¢£f(xD, 6=£f'%) e c=f£(x).

Se, alem disso, fosse G > 0 (positiva definida}, o
Gnico minimo de £ em IR" seria o ponto

x* = x° -6 1.gx% (1L.2.1)

com x° um ponto arbitrario.

A formula (1.l.1) d& origem ao método de Newton no ca

so geral:

-1
S N ST

Os métodos guase~Newton, na versac "“ingénua”, tém a

seqguinte férmula:

xk+l = xk - Bgl g(xk) (1.1.2)

ou, alternativamente,

k+1 L H g (x) (1.1.3)

X
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Aos métodos que usam a f£ormula (1.1.2), chamamos de

"tipo B" e aos que usam a £ormula (1.1.3) de “"tipo H".
As caracteristicas essenciais desses métodos sao:

e, em algum sentido, uma aproximagao de G(xk)

{ou Hk de G(xk)-l}.

(a) A matriz Bk

(b) A matriz B, (Hk+l) se obtéem da matriz By s através de

uma férmula recursiva que envolve somente avaliagdo de g em

k
x -

Agora, vamos determinar em gque sentido Bk(Hk) € uma

aproximagao de G(xk){G(xk)-l). Para isso, necessitamos de duas

propriedades do hessiano, no caso quadridtico, que sao:

Se y.[,z € KP, Ax = y=z e 8g = gly)-g{z), entao:

(1) G.ax = Ag

(2) ¢ Y. ag = ax

Para conservar essas propriedades, o0s nétodos ¢guase-

Newton requerem que suas matrizes satisfagam a:

xk+l k

-x") = g(xk+1)—g{-'xk)

(1) By, -

(2) Hkﬂ.(g(xkﬂ)—g(xk)) = X T-X

que chamaremos de eguagoes matriciais fundamentais (E.M.F.).

Faremos aqui, uma esquematizacdo dos algoritmos  dos

dois tipos:

TIPO B:

Dados: xo, BO' k = 0.
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Pagsso l:
Calcular xk+l = xk—B;l.g(xk)
Passo 2:

+
§ = xk+l~xk, Yy = g(xk l)-g(xk)

Obter Biral tal que Bk+l § = v

Passo 3:
k = k+1, va para o passo 1.
TIPO H:
Dados: xo, BO' k=20
Passo 1:
Calcular xk+l = xk-Hk.g(xk)
Passo 2:
8 = xk+l—xk,- Y = g(xk+l)—g(xk)
Obter Hk+l tal que Hk+l Yy = &
Passo 3:

k = k+1, va para o passo 1.

1.2) FORMULAS DE ATUALIZACAO DAS MATRIZES:

A seguir, mostraremos as fOrmulas mais utilizadas pa-
ra se obter as matrizes dos métodos quase-Newton. Para fixar -
idéias, usaremos as formulas DFP e BFGS para mostrarmos, atravées
de um exemplo numérico, a aplicagao dos algoritmos dados no para

grafo anterior.

‘Sejam ¢ = xkHi gk o y = g(xk+l)-g(xk)
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1.2.1) Formula de Corregdo de Posto 1 - Tipo B:

Seja By,; = B, +AB, onde 4B € uma matriz de posto l.

Usando a E.M.F. temos:

Bep 0% = Y
(B +4B) .8 = ¥
4B . 6§ = y=-B .38
que & satisfeita pondo,
(Y-B, 8)z" . .
AB = w—zfjg-—— ' ¥z € R tal que z°6 # 0 .

£ necessario que B seja simétrica, entdo:

k+1

T
(y=B, ¢) (y-B, S)
AR = k k

T
(v Bkﬁ) .8

1.2.2) Formula de Correcaoc de Posto 1 - Tipo H:

Procedendo como na demonstragao anterior, temos:

T
T

(Gﬂﬂkv) .Y

)

A =

1.2.3) FOrmula de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannc (BFGS):

E uma formula de corregdo de posto 2 - tipo B. Seja

Bk+l = Bk + ﬁBl + ABZ

Usando a E.M.F., temos:

Byer -8 = ¥
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(Bk+&Bl+aB2).6 = y
ﬂBl.6+ﬂBz.ﬁ = Y_Bka
que & satisfeita se,
:}.Bl.ﬁ = v e ﬂBz.ﬁ = —BkrS
e gue se cumprem, pondo
T -BkézT
AB, = Y-y e AB, 5 ————
1 yT.G 2 zT.é

Vvy,z € K" tais que: Yyi.6 £0 e 2z .6 #0 .

Para conservar a sSimetria temos:

T -BkéﬁTBk
v .8 §°B, §
k
Entao,

T
T B 66 B

= Yy . _k k

Bk+l Bk + T T (1.2.1)

Y é 8 Bkﬁ

1.2.4) Formula de Davidon-Fletcher—-Powell (DFP):

Esta formula de correcgdo & também de posto 2 - tipo H.
Procedemos analogamente, como na BFGS, resultando:

T
1 T 2 T
87y YOH Y

T

i Y T A
k+1 k T T

87y Y Hpy

(1.2.2)

EXEMPLO 1: Minimizar a fungao f(x) = % (xl)2+-%(x2)2-x X

1%3 ™ 2%y
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Usaremos para isto, os algoritmos da segao 1.1 e as

formulas BFGS e DFP.

1 0
Sejam xo = (-2, 4)T, B0 = (: i) e k=0
0 1

1) Usando a BF¥FGS:

_ -2 10\ /<12 10
4 0 1/\ 6 -2
30
£(xY) = 152 e  glx) = >
~12

Calculando,

12 42
§ = xl-xo = e Yy = g(xl)-g(xo) =
-6 -18
( 42) <l'?64 —756>
(42, -18) ¥
v T _ \18 _\-756 324/ _ (2.882352 1.235294)
T

VAN
VAL T _18)<> 612 1.235294  0.529411
-6

(1 o)(n) (1 0> 44 -72>

T {12, —-6) -

Bo 86 By _\o 1/\-6 ' 0 1/ _\-72__36 =<0'8 0'4>
T o\ /12

8~ By & (12, -6) ><> 180 0.4 0.2

0 1/ \-6

obtemos,

onde
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10 2.882352 -1.235294 0.8 =0.4
Blz + - =
01 <1.2352%4 0.529411 =0.4 0.2

3.082352 ~0.8352%4
<0.835294 1.323411

a
1 0.391003 +0.24567f>
Bq =
1 +0.245674  0.936575
Fazende k = 1 temos ,
(}o 0.391003 +0.245674 i. 217998
+0.245674  0.936575 1. 86868
onde

5 5 =0.214686
F(x®) = -0.740783 e glx™) =
0.650682

Calculando,
, | /~8.782002 £30.214686
§ = % -x = Yy =
3.86868 12.650682
T 2.904757 ~1.21620%
i A S
vT g -1.216202  0.509215
BlGGTBl 2.920486 =-1.202732 3.066623 —0.848?6?)
—_— = [+ B =
sTp_ s <1.202732  0.495313 2 \_-p.848764 1.34331

1
obtemos,
. 0.395204 0.249708
B =
2 0.249708 0.902206
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Pazendo k = 2, chegamos a
3 1.140362

x =
1.341239

3 3 0.079847
fi{x’) = -0.960122 e g{x”) =
0.200877

onde

Calculando
£0.077636 0.294527\
§ = e Yy o= )
-0.527441 ~0.449805 /
T 0.404639 ~0.617969
Y. - .
vIs  \~0.617969  0.943770

3255T52 0.136267 -0.417803
§TB.. 6 ~-0.417803  1.281009

2

chegamos a, |

3.334995 -1.04883 - 1 0.446170 0.46507i>
e B =
3 \c1.04883 1.00607;) 3 0.465072 1.478804

»

13
]

gque & uma boa aproximagao para a inversa da hessiana
-1 1/2 1/2
G a \
1/2 /2
(jZ) 71 0) f—l%) (/lO)
4 k0 1 k*6 =2

onde f(xl) = 152 e g(xl) = (;ig)

i

2) Usando a DFP:

»

1
"

I
fo &

o
[1a}
b

o
|
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Calculemos,
12 42
= e Yy = >
-6 18

12
(: j)(lZ; - 0.235294 =-0.117647
(:0 117647 0.058823
Y (12, -6) (: t)

42
Oyy TH, ( \> ( i)(42, —18) ) (:0.844827 -0.35206i>
10
Y Hyy (42, -18) (ﬂ ;) (: 0.362068 0.155172

para obtermos
(é f) 0.235294 -~0.117647 0.844827 —0.36206%)
- + -—
01 -0.117647 0.058823 =0.362068 0.155172
0.390467 0.2444271
H =
1 \0.244421 0.903651
Fazendo k = 1 obtemos,
10:) .390467 O. 244421 :) 1.219042
0.244421 0. 903651 .511182

2 14594
£(x") = -0.909347 e g(x )
0. 29214

onde,

Calculemos agora,
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-8.780958 ~29.854056
§ = e v =
3.511182 11.70786

66T 0.254258 -0.101668 HlYYTHl 0.256994 -0.095922
§Ty -0.101668 0.040653 yTH ~0.95922  0.035803/ |

1Y a

|
0.387731 0.238675
H, =
0.238675 0.90850

Fazende k = 2 temos,

e teremos,

: 3 1.09272
X =

com f£(x°) = -0.984415
1.21094

3 0.06724
e g{x~) = .
0.118211

Calculando H3 obtemos,

0.501958 o.49913i>
H =
3 \0.499134 1.50040

que & uma boa aproximagao da inversa hessiana G

_ll

1.3) DUALIDADE:

As fOrmulas de correcac apresentadas no paragrafo an-
terior, sugerem a dualidade entre as formulas de "tipo B" e as
de “"tipo H". Para isso, o principioc a ser usado poderia ser [7]:
"a cada formula de tipo B, corresponde uma de tipo H, que serda -

obtida a partir da substituigao dos BES por HAGAS, dos DELTAS
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por GAMAS e dos GAMAS por DELTAS". A reciproca € também natural

mente certa, logo, as formulas DFP e BFGS sao duais.

Porém, seja Hk = B;l e suponhamos gue, por exemplo,
as Bk+l sao geradas pela formula BFGS e as Hk+1 pela dual DFP.
-1

E, entio, H = ?

k+1 = Pg+l
Através de um exemplo numérico, mostraremos que isso

nem sempre acontece.

EXEMPLO 2: Tomemos,

0 10 (:1>
B. = E., = § = e Y
0 \o 1/ 0 \o 1/ 1

Usando a BFGS para determinar Bl' temos:

<?:)
3
T 46 B 8878 11
AB =1.T_T_=..'-‘I-".<6> e AB =__.g_.._._g-.=—..].'.< >
L yTs S\6o 2 6TB06 2\11
L /137
B, = B, + 4B, + AB., = —
1 = By 1 2510\ 45 o,

1 25 \.7 13

Calculando Hy atraveés da DFP, temos:

T
1 T 5 2 T 13
87y 1 Y Hyy 9

L /58 -17
H, = H,+ AH, + AH,, = ——
17 %7 1T 2 TR, g,
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-1
Portanto, Bl # Hl .

Assim, um metodo de tipo B e seu dual tipo H nao sao
o mesmo método.

A seguir, veremos que dado um metodo de tipe B{H) é
possivel encontrar um método de tipo H(B) que lhe seja equiva-
lente, mas nac o seu dual. Para isso, basta obter as £6rmulas
para a sequéncia das inversas B"lfﬁil) quando sdo dadas as ma-

k

trizes Bk(Hk).
Essas fdrmulas sio obtidas através do uso da férmula
de Sherman-Morrison [6], mostrada no teorema 3.1. Antes, vamos

apresentar um lema que serd usado na demonstragao do teorema.

LEMA - Sejam v,w € TR . Ent3o:

T T

det (T + vw ) = 1+ w v

PROVA: Seja P = I+\er e admitamos que v # 0, porgque para
v = 0, o resultado & trivial. Entdao, algum autovetor de P & ou
ortogonal a w ou um miltiplo de v.

Se o autovetor & ortogonal a w, o autovalor € unita-

- - - T
rio e se e paralelec a v, entac o autovalor e 1+w v .

TEOREMA 3.1l: Sejam u,v € IR e A uma matriz nsn, néo—singg
lar. Entao, Atuv? & nac-singular se, e somente se,

o = 1+vT A”l u # 0

& neste caso

-1

A+uvy) =a1 -3 a"lyeTa (1.3.1)
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PROVA: Do lema anterior, segue-se gue A+uv?l & nio singular

se, e somente se, o ¥ 0.

Agora, vamos mostrar gque se verifica (1.3.1).

-1..T -1
(A+uvT) Aﬂl - A___________u; z_kl
l1+v'A Tu

(A+uvT)(A+uvT)

} _ 1T -1, T -l T -1
= a.a ligwlat - AA "uv’A "+u(v'A Tu}v
l-+vT A-l u
=T 4 avTa LeurTa Lo Ta tucueTa oy Ta v Ta 1y
l+—vT A‘l u
=I4+0 = I.

EXEMPLO 2: Se as H, se geram pela fOrmula DFP, vamos mostrar co

k
mo podemos obter a férmula que gera as Hil .
Temos que aplicar duas vezes a formula (1.3.1); primei
ro, para AHl, e depolis para AHZ .
Entao:

-1

T
-1 5 &
(H, + 4H,) = @; : Y) (1.3.2)

entiao temos:

Tomemos u = v=u, A=H

T ¥ k!’

% -1 T -1 HEIGGTHil
VA u = - [ =] A Tuv A = e
T
§7 v §7 vy

Assim, fazendo as substituicdes em (1.3.2), temos:
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UL S g le M-l
1 -1 1 Hy 88 By -1 Hp 8 Hy
(H +4H)) = = H "= T.-1. "~ .T = H -5 -1,
S H "6 8y & y+6 H
X k
S
87y

Repetindo o uso da formula (1.3.1) quando agregamos

AHZ, tenos:
-1
-1 HkTYTHk
(Hk+AHl+aH2) 3 Hk+aH1— e {1.3.3)
Y HkY
Tomemos ,
Hky
u= - n ' v = Hky e A = Hk+AHl
Y H Y

Entdo temos:

Lss H
via™ly = Hkl 1 =
+5 Hk Y HkY
/ +TosTH 1 T T
T _ Yy 687y
R A = -i- T -1
Y+5 H Y HkY (8 Y+3 H 5)7 H Y
-1 sTu 1 -1, T ~1
-1 T =1 -1 k** H -1 Hy 88 Hk ~
A “uv A H - H = T, =
6 Y+4 H 8 +6 Hk
T -1, .7 -1
_ YY H . k 56 YY Hk —l _ k 66" Hy
ST Ty Ls)+T Hy sTvasTH Ls
. HkY (6 ¥+8 H X 8)y Hk Y+§ Hk

T HolssTyy T vy LssTa L

_ Y 4 k + k -
- T - T T 1

vy H (6 Y+6 Hk 6)7 HkY ¥ HkY(G v+8 Hk §)

x|
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-l1..vr 7 .7 -1
Hk S yy 66 Hk

T T -1 T T T -1
(6 y+38 Hk 8}y Hky(ﬁ v+é Hk 8)

Assim, fazendo as substituigaes em (1.4.3), temos:

-1 TH—l

H, 766 1
-1 _ -1k k
(Hy +aHy +8H)) = = Hp "= —F——g—3 T T
S y+8 H, TS Y 667y
k l1-1+ 7 T T
(87y+8 H "6) Y Hy ¥
T H"lGGTYYT TyTGGTH-l
Y 4 k + k -
: T . T.- T T T T -
YTHkY (6 y+8 Hklﬁ)y HkY ¥ HkY(G Y+§ Hk §)
-1, T T..T -1
) Hk 88 yy &8 Hk _
T  T.~1,,. T T , T.-1 -
(8§ y+6 Hy )y HkY(G y+§ H §)
-1,..T -1 T T =1 T
_ H”l-Hk 66 H i (8 Y+6 H, “8)y H_y
k GTy+6TH£16 YTGGTY
T H-IGGTYYT YYTGGTH_I
. F— + kT Tt Gy 2
Y Hky (6T7+6 Hk §)y HkY YTHkyté Y+6TH;15)
“1_ T T, . T. -1
_ Hk 56 yy 88 Hk _
T T 1., T T T -1 -
(6" y+6 Hy §)y HkT(5 Y+8 H, " 6)
. H lseTwlt (s y+sTH Loy yyY  H lssTyyT
-l ik k k _ 'k
Ko sTyreTH s yT86Ty vissTy
TYTaeTH;l Hils(aTnya)eTﬂil
- + =
viesTy (v esTy) (6 v+ H T8
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T., . T -1 -1, T, T
=8 K I
_ H;lw y{y“§)s Hk B (8 y)y N v (6TY) y .
T T
(v 6)6 Y (vT8) 87y (vT5) 6y
TSTH;lGYT . YaTH£1 H;layi T
+ oy — S Hk - 7 - T + Y% +
Y 887y 67y 67y 8y
T ~1. T T -1 -1_T
¥é Hk Sy -1 vs Hk Hk Sy
+ ————— = H - - +
Tooly k 5Ty 5Ty
sTH 1o\ T
ALt T L
7y 87y
ou ainda,
T T T
-1 -1 _ _ 6 -1 _ 3y Yy
Heyp = (B +aH +AH,) = G T H oI 6T7>4 5T (1.3.4)

Assim, dada uma fOrmula de tipo B (H) e a recorréncia

para as matrizes Bil (Hil): se agora, chamarmos H, = Bk

-1

(B, = Hk ), teremos que para todo k valem:

k
Hk7=6 ou Bk6=Y.

Definimos entdo, um método de tipo H (B) que, este sim, & equi

valente ac original, isto &, gera a mesma sucessac de pontos.Po

rém, desta vez, este novo método tem um dual que @ do tipo B (H)

como © original e que € equivalente ao dual do original. Para me

lhor entendermos isto, observemcs o diagrama 1.

2 seguir, relacionaremos as formulas (1.2.1) e (1.2.2)

e suas equivalentes:

T
T B 557B
k
(1) B = + X - K
K+1 By 5Ty 7o s

{BFGS)




(DFP)

(2) H,) = B +55

6" syT T
(3) By, = I—l,i,-— B, (I- }’, +Y; (DFP)
U 87y §7y

T T p
— $ Y $ §d
k+1 <: 6TY:) k (: 6TY:> 5Ty

Em diagrama, temos:

TIPO B | TIPO H

DFP

BFGS

BFGS

DFP

(Diagrama 1)

EXEMPLO 3: Se usarmos os mesmos dados do exemplo 2 e

-1

B, 4, pela férmula 4 teremos:

mos

H

(1)(1,1)

\Y VAR

(1.13(2>
3

e e e 2o e e e e
1
LHID & ¥ 1

; RO TELS A S iRAL

r
T
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CAPITULO II

A FAMILIA DE_FLETCHER

2.1) DEFINICAO:

Vamos mostrar uma familia continua de formulas de ti-

Seja (HE+1) uma recorréncia por certo tipo de férmg
las e (Hi+l) outra, Sabemos que para todo k, se § = xk+l-xk
+
e Yy = g(xk 1)-g(xk1,
] _ 1 _
HepqY =8 e Hi qv = 6
Agora, se 8 EIR e definimos:
8 _ 1 _ 0
Hepp =08 %w1+(la)fﬁ+l (2.1.1)

temos que:

8

ke = 6Hi+ly+(l—ﬁ)H£+ly = §&+(1-0}8 = &

H

. 6
ou seja, Hk+l saticfaz a EMF.

A formula (2.1.l1) define uma famIlia continua de fér-

mulas de tipo H dependendo do parametro 6.

DEFINICAO: A familia de Fletcher é& definida tomando-se Hg+l

como sendo a recorréncia DFP (1.2.2) e Hi+l a BFGS (1.3.5) ou se
ja, a equivalente de seu dual.

Assim, temos que:

9 _ _ 0 1
Hk+1 = (1-8) Hk+1 + 6 Hk+1
onde T
B0 - g o4 88T IV H
k+1 k T T

87y Y H Y
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GYTH H YGT YTH Y T
H]% o - A A A AN T
+1 koot 5Ty sTy / ey

2.2) PROPRIEDADES:

Daremos aqui algumas propriedades da familia de Flet-

cher.

PROPRIEDADE 1: A familia de Fletcher pode ser escrita da seguin
te maneira

8 .0 T

onde
H

8 kY
§7y Y Hkv

e YTHkY # 0 e H ., como na definigdo 2.

<
It

PROVA: -
40 - o+ st _ Hevy Hy
k1 k T T
87y Y HY
Sy H, H ysT yTH ¥ T
gl I kK _ 'k v {1+ k 86
b =
k+1 k 6TY GTY GTY 6TT
e fagamos a substituigdo em (2.1.1). Assim, temos que:
T  H yy H §6TH,  H_y&-
o = (1-9) (m +3&. . K Y + 6 B - k_ .k +
k+1 X LT T 3 T T
87y Y HY A 7y

~
| YTHkY §67T
+ (1 + =
T T

" & 87y
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T T
ssr vy Hy 066" Hevy By _
= H + - - 8 H + 8 + 8 H
k T k T k
8y Y H Y ¢y Y Hpy
GYTH H YGT T 6y H YGT
k k 868 k
- 8 -8 + p —= + 0 =
sT st st T 2
v Y Y (87 y)
T T T
Y e A S LA S
k T T T
§7Y Y HY Y H Y 87y
Hkyﬁ GYTHkyﬁT
—_ + = (202.2)
GTY 7 2
- (87y)
T
= Hk+l + 6 VW
pois
H vy T YTH
vl = (YTHkY)l/z g = Tk % allar k (YTHkY)l/2 =
' 8§y Y H, ¥ 87y Y Y
Xk He
/ T T T\
I S I S SA A }
- k 2 T T T T 2
T S 8 T
(sTy) YY Hkv Y'Y HkY (y HkY)//
T T T T
GYTHkyﬂ Sy Hk Hkyﬁ HkYY Hk
= - - +
2 T T T
(GTY) §7y _ 87y Y HkY

PROPRIEDADE 2: A H-formula de corregao de posto 1 pertence a fa

milia de Fletcher com 6 = 8y .
T T
$ Y=y Hyy

PROVA: Seja H_° . como em (2.2.2), isto &:

k+1



Hk+l = Hk +

e fagamos a
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.
§YTH.  H y8T Sy H yér
- k .k + k
T 2
(67v)

T ;ﬁ T,
66 _ k'Y Tk (kYT Tk
T T Gy T
6y YOH Y Y H, Y Ty §Ty

substituigao de 9, temos entao:

T T T
I T A SN o N e LAy S
k+1 k T T T T T T
67y Y H Y § vy H Yy N\ ¥ HY 87y
HkyéT GYTHkyaT
- + =
GTY (5TY)2
T T T T
. GGT _ Hkyy Hk N 8 YHkYY Hk _ dy Hk _
k T T T T T T T
§7y Y HLY (67y=y"H y)vy Hyy 8§ v-y Hey
HkyéT GYTHkyﬁT
- Tt T .
T T
§"y-y Hyy (8 y-vy Hpy)d'y
T T, T T T . . T , T T
Sy Hy8 (67 y=y Hp v} ~H vy H 87y (§Ty-y M v)
"t 5 vy TH, v (6 y=yTH, v) '
YY H v (6 y=y H ¥
-(GYTHk+Hky6T)6TYYTHky+5(YTHky)26T
+ —_
T T T T
8§ yy HkT(5 Y=Y Hv)
T 2 :
6 Tov T, v6Ty=6 (vTH_v) %6 -H, vy H,_(87y) “+H_yy H 6 yyH, vy
- H o+ k k kYY Fk k'Y Px k' .
k 8 vy H, y (8 y=vTH, v)
YY Hey (87 y-y H Y
T 2 T, T T T, T T T T 2, T
. {87y) "Hy vy H =Sy Hy 8 yy Hy y=H y8 vy H y8§ +5§ (y Hyy) "8

T T T T
87 yy Hky(é Y-y HkY)
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66T+H YYTH —GYTH -H YGT
_ k k k 'k
= H, +
k T T
8 y~y Hy v
Portanto,
(6-H_y) (8=H y) T
8 - on o+ k" kY
Hee1 = g

T
(6=H, v) "y
que é a H-formula de corregao de posto 1.

PROPRIEDADE 3: &Hﬁ & uma matriz de posto < 2 cujas colunas sao

combinagbes de § e H y.

PROVA: Por (2.2.1),

T
0 T 5 Hev 8 Hey
s = ORI {5 T TR T. = T
87y Yy H_ ¥y §7y Yy H v
k k
Entao,
pE Ly = A 8+, Hoy vy € r"
By - 18 T Ay vy .
Agsim, o subespa¢o gerado pelas colunas de Aﬂg esta contido no
subespago gerado por {§, HkT} . Portanto, a tese vale.
- 0 - x - e -
PROPRIEDADE 4: Se Hk+1 @ positiva definida, entao, Hk+l e

positiva definida para todo 6 > O.

6 0 T

PROVA: De Hk+l = Hk+l-ke‘vv , verifica-se diretamente.

2.3) A FAMILIA RESTRITA DE FLETCHER:

Vejamos que a ndo singularidade de HO implica na nao

k
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singularidade de 1 Ppara todo ¢ > 0.

0
Het

TEOREMA 2.3.1: Se GTY >0 e Hg é positiva definida, entao

0

Hk+l é positiva definida para todo 6 > 0.
. 0 - 0,~1 -
PROVA: Sabemos que Hk > 0 <=> (Hk) >0 , porem
T T T
o -1 _ _x8 0,-1 _ 8y YY
(Hk+l) = I T (Hk) I T >+ T
§7y 7y, 7y
T,.0 -1
Logo, se v # 0 , \'4 (Hk+l) v > 0.
Entao (H0 )-l & positiva definida => HO & posi-
k+1 P k+1 € P
. _ 0 = 0 T
tiva definida =»> HkJrl Hk+l + evv™ > 0 , v¥e > 0.

A segulr, mostraremos através de uma Propriedade e de
alguns teoremas, boas razoes para restringirmos mais ainda a fa-
milia de Fletcher (0 < 8 < 1) [7]. A famIlia com esta nova

restricdo, chamaremos Familia Restrita de rFletcher (FRF).

PROPRIEDADE DE ESTABILIDADE DE FLETCHER

1/2 1/2

Sejam K _ = cl/2y ¢ 8§ . Entao os au~

k k
estao, aoc menos, tao perto de 1 como os de

e zZ = G

tovalores de Kk+l

Kk.
Usaremos O seguinte lema [17], na demonstragao dos -~

proximos teoremas.

LEMA: Se A & simétrica com autovalores Al 2 Ay 2 cee 2 A @
A* = A+gvv' tem autovalores 1; > 1; 2 el > A; , entao, se

- ® * * -
g > 0, e: Al > Al > 12 > 12 2 e > An > An . Se o0 < 0, e:
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TEOREMA 2.3.2: A formula DFP aplicada a uma quadritica cumpre a

Propriedade de Estabilidade de Fletcher.

PROVA: Consideremos a fOrmula DFP,

P
ssT  Hpyy Hy

= H. + -
Hys1 k" ST YTHkY

aplicada a uma quadratica e escrevamos

1 1 1 1 1
H =G2K G'?', 6=G22 e ~(=G6=G.G22=G22
k k
Substituindo esses valores na formula acima, temos:
1 ; 1 11 1.1 1
_% ‘% _% -% G”i TG‘i G 2KkG 2622276%¢ %k, ¢ 2
G K. .C°%=0¢°Raqg*®+ 822 - k =
k+1 k IR X i1 11
zTG 2 Gzz zTGzG 2KkG 2G22
1 1
1 1 - -=
1 1 -= -= 2 T 2
-5 -5 c 2zzTG 2 G Kkzz KkG
= G K G + -
k sz zTK z
k
Simplificando, chegamos a
T
« Sk o+ zzT ) Kkzz Kk
k+1 k sz zTK z
k
Suponhamos gue o0s autovalores de Kk sejam 111121...

Tomemos
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T
K
N Gkl
k T

2 KkZ

Observamos que K tem um autovalor zero com autovetor z, pois,

T
_ Kkzz Kkz
Kz = Kkz -y = Kkz - Kkz = 0
z Kkz

Suponhamos agora que 0s outros autovalores sejam

A{ 2 A2 ... 2 0. Como zTKkz > 0, pelo lema anterior, temos
gue ha >k 2 lb > oi.. > 0.
zzT
Agora, ao agregarmos 5 o autovalor zero passa a
zZ z

ser 1, e os outros continuam inalterados. Assim, esses cutros
autovalores se comportam como os de Kk .

Vejamos, através de um grafico, como isso se apresen-

taria:
- A
1 Y 1t
X Al Al
T2 ' "
) Y ‘A'z
[}
A4
- A
3 1
BN -
A
O 4
Ry K Ry+1
(Diagrama 2)
Portanto, © que podemos dizer & que "os autovalores
de Kt estdo ao menos tdo perto de 1 guanto os de Kk", toda-

via, o ideal seria que Kk se parecesse com I, poils assim sendo,
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a Propriedade de Estabilidade de Fletcher se consideraria deseja

vel.

vVamos agora provar esse mesmo teorema, usando a BFGS.

TEOREMA 2.3.3: A formula BFGS aplicada a uma quadridtica cumpre

a Propriedade de Estabilidade de Fletcher,

PROVA: (Consideremos a formula BFGS

T ’ T T
H = (1-%8 ) =m - x$ + &8
k+1 6T k T T

v 8§y 6y

aplicada a uma guadratica e tomemos

L WL 1 1
Hk = G 2KkG 2, § = G 2z e Yy o= Gzz ’
teremog entao:
1 1 l 1 1 1
1 1 -z = 1 1 = - - -
.- -—= T - —
¢ g%=- [1-C 2,27G2 G ZK G 2 I__GzzzTG 2 + G iZZTG 2
k+1 1l k Wil Al
z1G 2(322 zTG 2G22 zTG 2Gzz
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L 1 3w 3 1N 11
-5 _-2' _ G 22 KkG I - GZZZTG 2 N G 2ZZTG 2
k ZTz T T

= G K, G -
“ AR A Z Z
Ao 11 1 A i
~% —% G 2KkG 2GzzzTG 2 G 2zzTKkG 2
= @ KkG - - +
z2'z 2z 2
G-%ZZTK G-%G%z TG*% _% T _%
+ k z + G "zz G =
T L2 sz
{(z"2)
L 1 i L
Hi -i G 2K zzTG 2 G 2zz K, G 2
2 2 k k
= G KkG - T - +
Z 27z
T T N S S|
. G “zz Kkzz G . G'zzzTG 2
T 2 sz
{z" 2}
Simplificande, chegamos a:
K zzT zzTK zzTK zzT T
K - g - _k - k o k + 22
k+1 k T T p) T
2z z z T zZ Z
(z7z)

Procedendo da mesma forma como no teorema (2.3.1), to
mamos

T

KkzzLII zzTKk zzTK zZZ
= L
K = K - - +
K sz sz T 2
(z"z)

e verificamos que tem um autovalor zero com autovetor 2z e esse -
T
zZZ

T
A

autovalor passa a ser 1l gquando acrescentamos o termo e 0s
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outros continuam inalterados.

TEOREMA 2.3.4: Todas as f&rmulas da FRF (0 < & < 1) cumprem a

Propriedade de Estabilidade de Fletcher.

PROVA: Consideremos a fdrmula (2.2.2)

T H yy'H H yy H, 6y H, H ys% &y H y6T
8 _ 66 k K k k k k k
H = H + + 6 - - +
k+1 k 6 H TH 6T GTY T 2
Y Y kY Y kY Y (67 y)
1 1l s
aplicada a uma quadritica e substituamos H =G 2KkG 2, §=G %z
1
e y = G%z. Entdo:
T T T T T
Kk Kk+ zz'1‘ Kkzz e Kkzz Kk.-zz Kk-_Kkzz _kzz Kkzz
T T T 2
z z z Kkz . Z Kkz Z27z7 ZZ (sz)
Se tomarmos
K zzTK K zzTK zzTK K zzT zzTK zzT\\
E = K - k k + 6 k X _ k _ 'k + k
k zTK z zTK z sz zT T 2
K k z (2" 2)
ela tera um autovalor zero com autovetor z e, ao adregarmos o -
termo E%— , esse autovalor passard a ser 1 e os outros autova-
z2°z

lores continuam inalterados.

EXEMPIO: Consideremos o problema de minimizar

_ 3 2 1 2 ~ o _
fix) = 3 (xl} + 5 (xz) + XqX, 2xl para x = (=1, 1)
3x. + x. -2 3 1
xl + x2 1l 1
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1) Usando a DFP temos:

0.433333 =-0.3 0.395019 -=0.257648
HO = HO =
1 -0.3 0.9 2 ~0.257648  0.940932
0 _ 1/2.0.1/2 _ 1.16076%9 0.83094
Kl = G HlG =
0.830939 0.733333
Os autovalores de Ki 830 kl = 1.805035; 12 =0.08907.§
Agora,

0o _ 1/2.0.1/2 1.233471 0.921218
K2 = G HZG =
1.070773 0.820655

e sSeus autovalores sao

1
A

[}
‘2

il

2.041469

Ik

0.012657

o - . 0
Podemos ver que estes estac proximos aos autovalores de Kl'

2) Usando a BFGS temos:
0.444444 -0.333333
-0.333333 1
0.411357 -=-0.300554
-0.300554 1.051247

oo glr2lgl/2 1.178621 0.859117:>
1 Hl =
0.859117 0.777778

P

b

_ Resolvendo a equagao

A% - 1.956399x + 0.17863 = 0
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temos que os autovalores de Ki sao:

Ay = 1.860381 12 = 0.096018

Agora,

1 1/2.1.1/2 1.244167 0.942609
K2 = G H5G =
0.942609 0.86149%6

e resolvendo a eguagao

2

(A')° - 2.1056632" + 0.183333 = 0

temos que os autovalores de K% sa0:

= 2.014664 AE = 0.090999

1
M
Podemos ver, também, gque estes estao proximos aos autovalores de

1
I(l .

2.4) USQ DA FORMULA DE CORREQﬁO DE POSTO 1:

Esta formula tem uma propriedade interessante para

fungoes quadraticas.

PROPRIEDADE: Se H_ esta definida e nao se faz singular, entao
-1 n+l1

H =67, logo, x & o0 minimo de f.
¢ 1 k
PROVA: Suponhamos que X ,X ,...,X Se geram por
3+l j J
X = x- - i. H. {x
j 73 g )

<a—ij)<a-ij)T
e as H. por H. = + H.
J I+ (s=H1) Ty J

e que ¢ = x3+l—xjr Yy = G(Xj+l)—g(xj) e vale Hj+lY =38

Agora, se &' = xp+l—xp, y!' = g(xp+l)"g(xp); p <3
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resulta:
T T
) i (5~va) (G—ij) v'
H. ¥ = H.y' +
+
I+l J (G—H.Y)TY
J
Porém, se f & quadratica e supomos, por indugao, que ij' = ¢!
&;
(3-H,v) Ty' = 8Ty Y HyY' = sy'-y 6t = 67G8'-s G8" = 0
j+l | ] ey
Logo, a propriedade H y' =4 se conserva. Ao ter
mino de n iteracgoes, Hny' = §', donde &' e y' assumem -
quaisquer dos valores xk+l~xk ou g(xk+l)—g(xk), respectiva-

. =1
mente, Portanto, se aqueles vetores eram independentes, Hn==G .

Apesar desta interessante propriedade, a corregao de

posto 1 nao se usa devido a:

1) O denominador da fdrmula de corregao pode ser zero.
2) H_ pode nao ser positiva definida.
3} Hk pode ser singular.

1) Hk pode tender ao infinito (causar overflow).

Mostraremos agora, Uma consideracao sugerida por Flet

cher (1970) como elemento de decisao entre a foérmula BFGS e DFP.
T

Para a f8rmula de corregao de posto 1 0 = —@QMIT——

§ " y-y Hy

na Familia de Fletcher. Como se pede que GTY > 0, entao:

GTY > TTHY => GTy—TTHY >0 => 9§ > 1

ou GTY < YTHY => GTy—YTHY < 0 => @ <0

Assim, a fOrmula de correcao de posto 1 nao estd na
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FamIlia Restrita de Fletcher.

Considerando gque He.m eﬂl—k(l-e) 0 se 6 =0 te

K K B » =
8 0 - 8 1l .

Ros Hk = Hk , 1isto @ a DFP e se 8§ =1, Hk = Hk ¢ Ou geja, a
BFGS.

Se 8 > 1 entdo a férmula de correcac de posto 1 es-
ta "mails perto" da BFGS, logo, devemos usar a BFGS e se 6 < 0
ela estd "mais perto" da DFP, logo devemos usar a DFP.

Entretanto, pode ser dada uma outra interpretagaoc pa

ra esta decisao:

6T <0 <=> YTHY > GTY
5TY'YTHY > 1 <= YTHY < GTT
Se nestas desigualdades escrevemos & = G_ly temos:
yTHY > ylg ly (2.4.1)
ou YTHY < YTG-lY _ (2.4,2)

Em (2.4.1) H & major que G—l, logo devemos diminuir

-

escolhendo a "atualizagdc menor" que € a DFP e em (2.4.2) H e

menor que G l, logo convem aumentd-la escolhendo a "atualiza-

cac maior" que & a BFGS.

9
4¢ﬁ‘ BFGS

Y
©
<0
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Devemos observar que estamos utilizando sempre a in-
terpretagao Hi = aHi +(1—B)Hg da Familia de Fletcher. De acor
do com ela, a familia é uma reta no espago das matrizes simé€tri-

cas e quanto mais 4 direita desta, as matrizes sao "maiores" ;

mais definidas positivas ou menos singulares.
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CcaPITULO III

A BUSCA UNIDIMENSIONAL

3.1) RELAXAGAO:

A condigao sTy > 0 pedida no teorema 2.3.1 do capi-
tulo anterior, implica assumirmos algum tipo de relaxagao, isto
&, supor que estamos iterando segundo

+
k+l xk-kk Hy g(xk) (3.1.1)

0

X

ou xk+l = xk-lk B;l g(xk) (3.1.2)

gque sao as formulas de iteragao dos métodos quase-Newton.

TY > 0 impGe uma condigao

Agora, vamos mostrar gue §
bastante importante sobre o parametro Ak

Dizer que GTT >0 & O mesmo gue

6T[g(xkﬂ)_ g(xk)] s 0

G’I‘g(xk+l)_6Tg(xk) > 0
ou sTa "ty > sTg )
Definindo
N k
¢ (A) = f(x “kﬁkgk)
- k .
onde 9y = g{x™), temos:
. _
aTg(xk l) = <6,g(xk-lkﬂkgk)> = ao'(Ak)
Analogamente,
ct(0) = &% g(xf)

Portanto, GTY > 0 equivale a ¢'(kk) > o' (0} .
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A outra condigao que, claramente deve ser pedida e
que também requer relaxagao, & f(xk+l) < f(xk). 0 fato de que
Hk (Bk) € positiva definida garante que isto acontega guando to
mamos Ay suficientemente pequeno.

A Ultima condigao & a mais importante, pois ndo deve
deixar de ser cumprida, enguanto que a primeira (GTT > 0), pode
nao se verificar em fungdGes nao convexas para nenhum A -

Qutra questao que devemos elucidar & se os métodos de
relaxagac - que determinam Ay — devem ou nac usar derivadas.

Se levarmos em consideragac que ao avaliarmos uma fun
cao de uma varilvel em dois pontos, teremos a mesma informagio
que avaliar a fungao e a derivada em um ponto, poderlamos argu-
mentar gue devemos usar derivadas se as avaliagSes de £ e VE em
um ponto fossem menos custosas que as de £, mas isto depende da
funcgao.

Entretanto, existem dois argumentos favoraveis ao uso

de derivadas que sao:

k .= ~ - ..
1) Em x , ja se conhece © gradiente e nao sera necessario re-
calculi~lo.

2) GTY > 0 exige 0 uso de gradientes.

Apresentaremos a seguir, alguns critérios de relaxa-

¢ao usados nos métodos quase-Newton [6, 14].

3,2) MINIMIZACAO UNIDIMENSIONAL:

Atualmente, o critério de relaxacao mais utilizado &

o de minimiza¢@o unidimensional. Ele foi utilizado por Fletcher
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e Powell em 1962, usando para isto, um método de interpolagao cil

bica {(com derivadas) que descreveremos no final do capitulo.
Como vimos, Ak deve satisfazer a f(xk+l) < f(xk)

porém, este requerimento pode ser satisfeito por um 1, arbi-

trariamente pequeno e, entao, {xk} poderd convergir para um pon

to onde o Yf nao & zero. Por isso, o mais razoavel & fazer

f[kk—xkﬂkg(xk)] < f(xk}-akk <g(xk),Hkg(xk)> (3.2.1)

com a, geralmente, sendo escolhido no intervalo [10_4, 10—1].
Fletcher (1970) usou o criterio de tipo (3.2.1) com
o = 10_4, provando primeiro com A =1 e depois dividindo por
10 até satisfazer o critério.
De uma maneira geral, os lk excessivamente pequenos
sao excluidos por procedimento de busca numérica, mas, teorica-

mente, necessitamos impor que

k+l

<g (x );5k> > B <g(xk),ak> com B € (a,l) (3.2.2)

Usualmente, tomamos B = 0.7 porém, outros valores
poderdo ser usados dentro do intervalo [10_4, 0.99], dependendo
da fungﬁo gue estd sendo usada, visando uma melhor eficiéncia do
algoritmo.

A primeira condigao (3.2.1) € chamada descida sufici
ente e a outra (3.2.2) e "de tipo Atman".

Em termos da fungac de uma variavel
o) = £ [xk—mkg x5 ]

A >0, ¢'(0) <0, as condigoes (3.2.1) e (3.2.2) passarao a

sexr;



1} w(xk) < ¢ {0)+2A

2) e'(r) > Bv'(0)

A sequir, vejamos para que condicoOes de ¢, existe

k

av ' (0)

lk que satisfaz 1l e 2.
De 1, temos que
¢(Ak)-w(0)
5 = a¢'(0)
k
como
1lim »(A)-»(0) @1 {0)
=0 A

0 <a<pg <1
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um

deduzimos que esta condigao se cumpre em todo um intervalo 0<i<b

(b ds vezes infinito) que chamaremos de I

O’
TEOREMA 3.2.1: Se y & continua e I, estd limitado (b < =)
entdo existe algum A que cumpre:
(1) olh) < o(0) +3 o ¢'(0)
(2) w'(lk) > Be'(0) 0 <a=<g <1

PROVA: Seja b = supremo de I, < =.

0

¢(b)-¢(0)
b

a ¢

e pelo teorema do valor médio, existe i,

p(b)—¢(0)
b

Logo,

Pela continuidade de ¢,

(0}

o' (A)
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e'(A) = a9'{0) > B ¢'(0)

pois a < B e ¢'(0) < 0. Portanto, » satisfaz a condigao 1,

mas como A € IO, logo satisfaz 2.

Atualmente, existe um outro critério de relaxagao que

combina a condigao (3.2.1) com a (3.2.2).

v {d}

e

\ N
o' (0) By (0)
(Diagrama 3)
[a +) «~ intervalo dos pontos que satisfazem (1).
{a,b) -~ intervalo dos pontos que satisfazem (2).

(A,v(2)}) - ponto ao que se refere o teorema 3.2.1 (a tangente -
por ele & paralela a R,) e que é determinado por in-

terpolacao ciibida, onde ¢(A) = f(xk—AHkgk).

3.3) O METODO DE INTERPOLACAO CUBICA:

Seja ¢ [tl, ») + R uma funcdo derivivel, tal que
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v'(tl) < 0. Suponhamos que exista um ponto t2 € [a, =) tal que,
ou w'(tz) > 0 (fig. 1) ou @(tz) > ¢(t1) {(fig. 2).

A A

A

7

N

1 t tl

¥

M. -
v

(Fig. 1) (Fig. 2)

" Entao, existe t € (tl, t2] gue é um minimo local de
¢. Além disso, existe um polinomio cibico

P(t) = pytpit+p,tt +p’t

que passa por (tl, w(tl)) e por (tz, w(tz)), tal gue:
PU{ty) = o' (%)) e PP ty) = ¢'(t;)
e que tem seu minimo local em (t,, t,].
0 minimo desse polinomio serd uma boa aproximagao a
um minimo local da fungao ¢.
As formulas para calcularmos o minimo de P(t) sao -
dadas por:

¢ (t))-p (t,)

ol (&) 4ot (k) =3
1 "2

[ui"w'(tl)¢'(t2)]l/2
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! -
¢ (t2)+u2 ]

t = k.- (t,-ty)
2 2 71 " - 1
@ (tz) 7 (tl)+2u2

Apds calcularmos © novo ponto t, pelas formulas acima
explicitadas, determinamos ¢(t} e ¢'{t) e t serd o minimo
local de ¢ se |¢'(t})] < e, onde ¢ é& um valor pequeno pré-es
tabelecido. Se isto ndc acontecer, testamos as condigbes  dadas
nas figuras 1 e 2, para escolhermos um novo intervalo (menor que
o anterior), a fim de determinarmos o minimo local de v, isto &,
caso ocorra ¢''(t) > 0 escolheremos o intervalo (tl’ t], no
entanto, se w(tz) > ¢ (t) o intervalo escolhido sera (t,t2].

0 processo continua até que o minimo local seja encontrado.
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CAPITULO IV

UM METODO PARA MODIFICAR A FATORIZACAOC DE CHOLESKY

No Capitulo II, vimos que se as matrizes Hy sao ge
radas pelo metodo DFP, osg Me sao determinados por minimizagao
unidimensional e Hy é positiva definida, entao, todas as matri
zes H, tanbém serdo. Entretanto, se estas forem computadas nu
ma maquina de precisao finita e nenhuma medida de prevengao for
adotada, as Hk poderao tornar-se indefinidas ou mesmo singular,
devido aos erros de arredondamento, levando o algoritmo a fracas
sar ou terminar prematuramente.

Para evitar isso, uma possibilidade & recomec¢ar com
Hy substitufda por uma matriz positiva definida e fixa, a cada
certo nimero de iteragles ou de acordo com algum critéric pré-es
tabelecido. Assim procedendo, a velocidade de convergéncia dos
algoritmos diminui e a solugao seria trabalhar, naoc com a mesma
matriz, mas com a sua fatorizagao de Cholesky.

E bom lembrar que as referéncias feitas acima sobre -
as matrizes Hk' valem também para todas as matrizes dos méto-
dos quase—-Newton, ou seja, tudo aguilo gque explicamos sobre as

fodrmulas de "tipo H", ocorre também para as formulas de "tipo B™.

4.1) A FATORIZACAO DE CHOLESKY:

Seja A uma matriz nxn, simétrica e positiva defini

da. Entao, A tem uma fatorizacdo triangular na forma
- T
A = LDL (4.1.1)

onde L & uma matriz triangular inferior, com os elementos da dia
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gonal principal iguais a um € D & uma matriz diagonal, cujos ele=-
mentos da diagonal sao positivos.

Os elementos de L e D, que sao inicos, podem ser deter
minados ou por colunas ou por linhas, igualando 0s elementos cox
respondentes na equacgdc (4.1.1).

Sejam &, . e a os elementos da i—-ésima linha e

1,1 i,J
j-8sima coluna de L e A respectivamente, e dj 0 j-&simo elemen-
to diagonal de D. Podemos entao, escrever o seguinte algoritmo

para a fatorizacao de (4.1.1):
1) Faga d, = a

2) Para i =2,...,n, faga

i-1
85,107, 5 % ik Py
£- 3 = ¥ j=k+].;.--;n
J.1 d
i
i-1 2
d = a, ,- L g, &, (4.2.2)
i 1ed 1 k "1,k
EXEMPLO: Seja
1 1 1 1]
1 5 3 2
A =
1 3 4 3
|1 2 3 2 |
Pelo algoritmo temos, d; =1
para i = 2: 21'2 = 1 e d2 = 4
para i = 3: & =1 2 - e da, = 2
: 1,3 ! 2,3 2 3 )




TR
[¢)]
ol

-

|
1
o)L

i = - = = .].'. -
para 1 = 4- R;l"l l; 22'4 4; 23'4

A equagao (4.2.2) estabelece cotas, a priori, dos ele-
mentos de LD]'/2 gue, portanto, nao podem crescer demasiadamen-
te, a nao ser que A tenha elementos diagonais muito grandes. Dis
to, resulta a estabilidade numérica da fatorizagao.

Existem subrotinas que implémentam a fatorizacao de Cho
lesky, possuindo um controle que preve quando a matriz for positi
va definida, podendo modifica-la ou mesmo avisar em gqualquer caso
de acidente.

- Para os métodos quase-Newton, melhor que calcular a fa
torizagao & fazer a sua modificagao guando a matriz se faz uma -

correcdo.

4.2) A MODIFICACRO DA FATORIZACAO:

Consideremos o caso em gue uma matriz n xn, simétrica
e positiva definida A, € modificada por uma matriz simétrica de

posto um, isto e,
AL = A+« zzT

onde, & & um escalar e z ¢ WY,

vamos adimitir gue conhecemos a fatorizagao de Choles-
ky de A, ou seja, A = LDLT. Para determinarmos os fatores I e
§ tais que, & = IDLY, faz-se necessirio admitir que A e A se-
jam positivas definidas, pois de outra maneira, os algoritmos que
determinam os fatores modificados sao numericamente instdveis ,

até mesmo se a fatorizag@o de A existe.

Considerando que
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A+ GZZT

g |
il

oY + o (Lp) (1p)T

if

L(D+app ) LT : (4.2.1)

onde, Lp = 2z, tudo o que necessitamos fazer & calcular a fatori
zagao de D+uppT tal que,

D+aepp’ = LDLY (4.2.2)

depois da qual serd D = D e T =1LL, porque o produto
de duas matrizes triangulares inferiores & uma matriz triangular
inferior.

Existem varios métodos que se distinguem pela forma de
fatorizar (4.2.2), cada um com sSeu mérito, mas todos baseados na
igualdade fundamental (4.2.1).

Neste nosso trabalho, usaremos a modificagao feita
através do uso das matrizes de Householder, o que para tanto, des
creveremos abaixo alguns comentarios sobre as mesmas.

Para reduzir um vetor dado z, para um multiplo da pri-
meira coluna da matriz identidade, necessitamos encontrar uma ma

triz ortogonal P tal que,
Pz = -y ey (4.2.3)

Isto pode ser feito usando uma matriz de transformagao de House-

holder P = I+-% uu’ [9] , onde

u o= oz +yoe

t o= ooy g (4.2.4)
e y = sin (z;) Hz”2

Uma matriz triangular superior especial Rip,p,y) tem
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a forma
Y] PPy PIP3 seeeeesne P1Py |
0 Yo PoPgy eeeeven .+ PP,
R(pre,y) = ? :0 Y? ......... °3Fn
0 0 ] Pn-1Pn
0 0 0 0 Yn
LEMA l: Sejam D = diag (dl,dz,...,dn), n = diag (yl,yz,...,

| _ il
Yn_l;l) a a = (l’l;-oofl'l) -

(1) R(P:p:Y)D = DR(E:E:;)

onde Ei =‘H_ r 51 = dipi 7 i = l,2,...,n

(2) R(po Dr'Y) = T]R(E’:Dre)

_ P -
onde p; = ;I (1 <n) , B,~ Py
- Py -
€ pi = ﬁ' (1 > l) r pl"" pl
LEMA 2: Seja R uma matriz triangular superior € Ri{p:p,v) uma

matriz triangular superior especial. O produto R = Rip,p,y)R
pode ser determinado usando a seguinte relacdo de recorréncia:

(1) _ T

(1} Seja w R'p

(2) Para i =1,2,...,n Sejam

i+l, i+2,...,n

It

Tii T Y4 Ty J
ECTS I eI

J J i+l; i+2;ao-,n

o

(o
[,
.

't_l

Il
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j = i+l, i+2,...,n

4.3) A MODIFICACAO DA FATORIZACAQ USANDO AS MATRIZES DE HOUSEHOL-
DER:

Para efetuar a fatorizagao (4.2.2) usaremos as matri-
zes de Householder, o que para tanto, faz-se necessario escrever

A =1 91/2(14- « VL) p+/ 2T

LDl/zv =

= Z.

(4.3.1)

onde v é a solugac da equagido

Podemos fatorizar I+uva = (I+cva)(I+ova) tomando

a :
g = !

1+ (1+ uvTvﬂ/z

onde (l+uvTv) & um miltiplo positivo do determinante de A e se
esta for positiva definida, ¢ sera real.

Queremos determinar a matriz

= T
L = (I+tovv )Ple...Pn_1

onde PYPZ""'Pn—l

Como ilustragao, consideraremos somente a aplica¢ao da primeira - |

sdo matrizes de transformagio de Householder. |

matriz Pl‘

Tomemos P, = I+111uT e v na forma v = [v wT] on
1l T 1

de w & um vetor com n-1 componentes. Como

: 2 T
10 v l+ov oV, W
I+0‘WT = + g 1 [vl WTJ = 1 1 - ,
01I w oV, W I+oww
fagamos l+avi = §., Assim, Pl transforma o vetor [@ vy W] em f

um multiplo de e, e usando as relagoes (4.2.4), definimos

Y2 = 62 + 02 vi wT W
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uy 8 + v onde y = +-V72 pois 6 > 0

To= Y Uy

i

e u terd a seguinte forma [u;,0 v, w] .

Consideremos agora que o resultado da aplicagao da pri

meira transformacao de Householder seja da forma

(T+ovv?) (T+iunl) = - (4.3.2)
T sw  I+oww

onde § e ¢ sao valores determinados a seguir.

Sabemos que

1+cv2 ov wT l+-l*u2 iu oV wT
T 1l T, _ 1l 1l 71 T 171
(I+ovv ™} {I+=~uu”} = T 1 1949 o (4.3.3)
T oV W It+ovv —U, gV W I+=0"v ww
1 T 1 1 T 1

De (4.3.2) e (4.3.3) temos que:

_ 1 .2 1 T
1) 6w = (l+-;ul) cv1w+-; ulcvlw (l+agww)

onde, através de simplificagoes,

v
§ = =g 1 (2 + ¢ vT V)
Y
2) I+ Ewa = -lu czvzwa+ I+ owa+ -l-ozvzwa +g'-o3v2wawa
1 1 T 1 T 1
dando
- _ 1 2 2 .22 13 2T
g = ruld vl4-0+ To vl-bTo vlw W

Para continuarmos o processo, devemos aplicar a segun-
da matriz de transformagac de Householder P,, da mesma maneira -
que Pl, e isso & possivel, pois a sub-matriz (n-1)}x(n-1) I+-Ewa

T ;
tem a mesma estrutura gue I+ovv e ainda,
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1+0 wiw = %(I+o$%)

o que garante que © sinal escolhido na definicao (4.2.4) permane-
¢a O mesmo.
Procedendo da mesma maneira, na aplicagao de todas as

transformagoes até chegarmos a P teremos:

n-1"

_ _., T
ge++Prp = RV,8,-7)

(I+vaT)PlP
Agora, a foérmula (4.3.1) sera:

2 = w/%Rv,s,-v)T Riv,s,-y) Dt/ 2Lt (4.3.4)

Mas, pelo Lema 1 da secao anterior temos:

R(v,s,-v)0Y2 = R ?y,s,-p1/2y)
= Dl/zR(p,Dl/za,-Y)
= b2 R(p.5,e)

onde n = diag (Yj)
1/2
. = a-
Py i Yy
-8, J :]_, 3]
Slalin v e
3 Y3

Substituindo este resultado em (4.3.4) temos:

A LR (p,8,e) 'nDY 21/ 2 R (p,8,e)LT

LR(p,B,e) nDaR(p,B,e) LT

I

Tomando R(p,B,e)T = L{p,B,e) vem

- T
A = LL(P:Bfe)nDnL(P;B;e)TL

e, portanto,
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L = LL{p,B,e)
e D = nDn
Agora, de D = nDn, temos que: aj = y§ d; e como
Y? € a soma de guadrados, esta expressdc garante gue o dj com-
putado pode nunca ser negativo.
Para computar Lde L e L(p.,8,e), usamcs o lema 2 da

secao anterior. Podemos entao, sumarizar © algoritmo:

1} Resolva Lp =z

2) Defina wgl) = Z.
] ]
n pf n j=1,2,...,n
5. = E _— z q
L B
al =
[+
c'l B e
l+Vl+as

1

3) Para Jj = 1,2,...;n compute

2
P.
-4
a) q] a.
j
b) ej = l+chj
MRS B
2 2. 2
d . = 8T+ g, . 5,
Yooy 37 % 95 B+
~ 2
3. = v2 4.
el dy =vydy
f} B. = o, p./d

g) g,y = ag/y
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o= g, (14y. (B +y,
051 = 04 1Y)/ [ry 65y )]
(§+1) (1)
w = w —p!. .
r r J r] r = j+1, j+2,...,n
- _ {+1)
ﬂrj Lrj+8jwr

Este método requer 3 1% + 0(n) multiplicagdes e n+l

rajzes quadradas.

EXEMPLO:

2
Sejam
3 2 1 1
A = 2 5 1| , z = 1 e a = 2 .,
1 1 4 1
Entao,
5 4 3
A = A+ azzT = 4 7 3
3 3 &6

Aplicando a fatorizagao de Cholesky vista no paragrafo

4.1 para A e A, temos:

1) L
2) L
ragrafo

4

1 0 o0 3 0 0

2 - i1

3 1 0 e D = 0 3 0

1 1 120

3 11 ¢t A

[ 1 0 0 5 0 0

0.8 1 0|l e D= {0 3.8 0 (4.3.5)
0.6 0.157894 1 0 0 4.105263

Usando agora, a modificagao da fatorizagdo dada no pa-

.3, temos:




(1)

e determinamos

=]

Resolvendo a equagao Lp=z,

(b}

(d)

(f)

(h)

(b}

(d)

(£)

(h)

{b)

(d)

1
{2) Definimos w;l) = |1
1
oy = 0,836721 e tomamos
(3) Para 3 = 1
(a) q. = = = 0.333333
13
(c) 5, = 0.13311
(e) El = 4.999992
(g) @, = 1.2
(2) _ 1 (2)
(1) W, 3 Wy
Para 1 = 2
= 1
(a) q, = 33
(c) 8y = 0.102797
(e} 32 = 3.799936
(g) «y = 1.181958
(1) wé3) = 0.636363
Para 3 = 3
(a) q5 = 0.102797
{c) s, = 0.
(e) d, = 4.069198

%

2

vem p1=l,

3,2

2

1t

I

It

S1

1.278907

1.666664

0.577782

= 0.8

1.01750

1.036346
0.105264
0.562685

0.157895

1.057842

1.119030

e

21
Py=3

2
4

e

=]

0
9

[

29

. 21
P3733 -
2001
0 e
¥, = 1.290993
3'1 = 0.6 -

Yy = 1.018001
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Podemos entao, formar as matrizes,

1 0 0 4.999992 0 0
L= |0.8 1 0 e D= 0 3.799936 0
0.6 0.157895 1 4,069198

gue correspondem a uma boa aproximagaoc dos resultados encontrados
em (4.3.5), quando aplicamos a fatorizagac de Cholesky.

Vemos aqui que, com o uso de fatorizagoes, os métodos
de "tipo B" nao sao mais custosos que os de "tipo H", como se pen
sava, porque se By esta fatorizada, calcular B;lg é tao custo
50 como calcular Hkg.

Por isso, a tendéncia atual @ usar métodos de "tipo B"
Uma razdo para preferi-los & que se dispomos de alguma informacgao
do hessiano, ela pode ser incorporada nas matrizes B;, mnas nao
nas H_. Exemplificando, temos: Se o hessiano € "esparso" sua in

k

versa nao .
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CAPITULO V

RESULTADOS DE CONVERGENCIA

5.1) A CONVERGENCIA SUPERLINEAR:

Um algoritmo para ser razoavel deveria, pelo menos ,
ter convergencia linear, no sentido de que se {xk} converge pa-

ra x* entao, existe o € (0,1) e k0 > 0, tal que,

”xk'l'l“xk” 3 a“xk_X*H ¢ k> ko

Isto garante que, eventualmente, © erro venha a ser decrescido pe
lo fator o > 1. Agora, para ser competitivo, deveria ter conver
géncia linear, isto &,
pim Lo
ke [l oxx |
Os principais resultados de convergéncia superlinear
foram obtidos por Broyden, Dennis e Moré {3, 5]. O primeiro teo-
rema dessa sequéncia refere-se a convergéncia geral de métodos do
tipo guase—Newton.
Consideremos o0 problema de resolver gi{x)} = 0, onde
g: R'> R, qge€ cl(nfh r g(x*) =0, g'(x*) nao singular. Su
ponhamos que IM > 0 tal que, para todo x numa certa vizinhanca
Vv de x¥*,

gt x)=g* (x®) || < Milx- x*||

Para todo x &€ V, B € ®*"  n3o singular, define-se

o par (x, B). Define-se, também, um método iterativo por xOEEV,

e R*M™¥!, M3 (x = x-8"Y9(x)), B = B. Entdo, vale o

B k+1

0
seguinte teorema:
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TEOREMA 5.1.1 (de convergéncia linear de Broyden, Dennis e Moreé):

Seja r €(0,1). Suponhamos que para tode x € V, B € Eﬁlxn, va

le que:

1By-g' (x*) I = (14K max{{le-x*(l, |lx-x*]) .

iB-g" (x*)||+K, max{|x-x*|l, |[x-x*]}
Entao, existem ,6 > 0 tais que, se on-x*“ <5 e
[By=g' (x*) || < e

a iteracao definida por

Koo ko B;l g (x*)

estd bem definida, lim xk = X* e para todo k = 0,1,2,...
k+w
el IR Pl

Este teorema garante a convergencia local e linear de
uma grande variedade de métodos como: Newton com refinamento, New
ton discreto, Levemberg-Marquardt, etc. (ver [5]), e em particu-~
lar de métodos do tipo quase-Newton.

Para se obter convergeéncia superlinear, precisa-se de
uma andlise mais elaborada. Dennis e Moré [5)} provaram a seguin-
te condigao necessaria e suficiente para que um método, com as hi

poteses do Teorema 5.1.1, tenha convergencia superlinear.

TEOREMA 5.1.2: Suponhamos as hipSteses do Teorema 5.1.1. Entao,

~ k .
a sequencia {x7} converge superlinearmente se, e somente se,

L HBk*q'(x*))(xk+l—xk)H . 5.1.1)
im = 1.
Ko " xk-l‘l__xk ”

Dennis e Moré mostram em [5] que alguns métodos parti-
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culares cumprem a equagao (5.1.1). Entre eles, se encontram méto
dos quase-Newton para minimizagio unidimensional. Concretamente,

eles obtiveram Os seguintes teoremas:

COROLARIO 5.1.3: Seja f : R°+ R, f & C2(}P); g'(x*) nao-
singular e tal que g' & continua em x*, Seja '{Bk} uma sequen
cia de matrizes ndo-singulares e suponhamos que para algum xO nu
ma vizinhanga de V de x*, a sequéncia'{xk}, gerada por

% = x—AkB;lg(x)
estd em V e converge para x*. Se a equagao (5.1.1) verifica-se,

entﬁo,'{xk} converge superlinearmente para x*, onde g({x*) =0

se, e somente se, {Ak} converge para a unidade.

TEOREMA .5.1.4: 8Seja £ : r" + R, f e CZ(BfU ;  convexa numa
vizinhanga V de x*, onde g¢'(x*} & simétrica e positiva defini-
da, e suponhamos que 3M > 0 tal gque, para todo x € V ,

o' =g (x*) | < M]x-x*|®

para algum p > 0, Seja'{xk} uma sequéncia em V que satisfaz a

| E-x* P < e
k=1

Entao, existe um inteiro positivo kO' tal que, para qualquer ma-

triz simétrica B € R** ™ a5 sequéncias {6.}, {v.} e {B,} do
ko k k k
método DFP sao bem definidas para k > ky- Além disso,
-— — *
(1) lim [ig’ (x*) l/zﬁkg'(x*) l/2--I||F ) existe e,
k+m
{*¥) Definimos a norma de Frobenius para Ae rUXD por:
n
2 2
A2 = I lagl? .
i,3=1
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[{B, -g'(x*)] & |
(ii) 1lim —& kK> - o
AT

TEOREMA 5.1.5: Seja f : R'» R, duas vezes diferencidvel em
um conjunto convexo e aberto V ¢ R", e admita que para algum
x* € V,g'(x*) & nao-singular e g' & continua em x*. Seja a se-

quéncia {xk} definida por

k+l _ k _ -1 .k
X = X A BT gix )
onde a matriz nao-singular B, e o escalar ) sao tais que
g(xk+l)6k = 0

e suponha que {xi} estd em V e converge para x*. Se

1B ~g* Ge* s,

lim = 0
e ol
entao {3, } converge para a unidade, g'(x*) =0 e (x5} converge -

superlinearmente para x¥*.

5.2) O CASO QUADRATICO:

Definigao: Seja G uma matriz nxn, simétrica e positi

va definida (G > 0) e dl,d2 € m®. Dizemos que dl e d2 sao G-
T

conjugados se, e somente se, led2 = (.

TEOREMA 5.2.1: Se f & guadratica (G > 0), o método DFP (BFGS),

com minimizacdo unidimensional, gera direcoes G-conjugadas. Alem

1 (B, = G_l) com k <n e KT =

dissco, H, = G K

%
X X%

PROVA: Sabemos que: § xk+l—xk

i

k
g (& g ()

Il

Yk
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Se &, & conjugado a Gj (i # j), por definigao &

i
T = , < T . T, _
aiGSj = 0, isto e, ain 0 ou Yiﬁj 0.
. - T
Suponhamos, por indugao, que Gij =0 e Hij = aj,
¥j <k, e provemos que elas se verificam para k+l
Sabemos gque 6k+l = ka+lgk+l , Jlogo, se vy <k ,
T T T T
G N I . <o b S A5 I ot 0 S S S
k+1 Ix+1"k 5 ST T,
kYK Tk k Tk
L= . - T
Mas, otes ducao, 8, y. =0 Hy, = 6.,
as, por hipotese de indug kY4 e ij 63
logo,
8T yi = A[gr,. 6, 40-0)
k+1'5 k+1"3
= T - -
= 287y [93,9%(95,07 9541+ -+ (G -9 )]
_ T
Porém, 5§9j+1 = ( pela minimizagdo unidimensional e
T (- . - T
Gj7j+1-= 0 por hipotese de indugao. Logo 6k+17j =0 e

T T
S 8% Y5 Hvev s

kTx Rk Yk
pdis GTy.= 0 e H .y, = 6. .
k'j k'] J
T —_ —
Agora, falta provarmos gue 6k+lYk = 0 e que Hk+1Yk'6k‘

A segunda se verifica pelo fato de ser a EMF que & sa-

tisfeita pela DFP e,

T _ T — T =
Se+1¥k = A1V T A1 = O

pela minimizagao na diregao 8y -
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As diregdes 8,8;,...,8 4 sao linearmente indepen-
dentes, pols sac conjugadas e nao nulas, a menos que um gradiente
seja nulo. lLogo, Yor¥pet o1 Ya sao linearmente independentes.
Entdo, H = ¢l e X o g,

A mesma demonstragao poderd ser obtida para o método

BFGS. Portanto, os métodos BFGS e DFP tém terminagao quadratica,

isto &, minimizam gquadraticas em um nimero finito de passos.

5.3) OUTROS RESULTADOS DE CONVERGENCIA:

O primeiro trabalho sobre a convergéncia dos  métodos
quase-Newton foi feito por Powell [14]. Para o caso em que a fun
¢ao & convexa, a busca linear & exata e o algoritmo DFP & aplica-

do, ele proveou 0 seguinte teorema:

TEOREMA 5.3.1: Seja f : R'+ IR uma fungido convexa tendo deri-
vadas segundas continuas em R" tais que, ||G(x)] <M para todo
X. Suponhamos que o conjunto {x/f(x) <« f(xo)} & compacto, en-

tao, se o método DFP é aplicado em f(x), a seguéncia {f(xk)}

(k = 1,2,...) converge para o menor valor de £{x).

O resultado de Dixon, de que os métodos  quase-Newton
geram a mesma sequéncia de pontos, estende a teoria de Powell pa
ra a formula BFGS.

Os resultados sobre convergéncia apresentadog no para-
grafo anterior, mostram que uma das dificuldades encontrada nos
métodos quase-Newton era a necessidade de uma busca linear exata
ser efetuada.

Um outro aspecto que dificultou bastante os trabalhos
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de pesquisa sobre a convergencia desses metodos fol o fato de que
eles foram criados para minimizar uma fungdo, por aproximacOes de
fungbes quadriticas, e sdo estendidos para fungoes diferenciaveis
em geral.

Por isso, nos ultimos anos, muito interesse tem sido
voltade para provar a convergencia desses métodos e num recente
trabalho, Powell [15] provou a convergéncia do algoritmo BFGS com

0 uso da busca linear aproximada, como veremos a seguir:

TEOREMA 5.3.2: Seja f : R+ R duas vezes diferencidvel e con

vexa sobre R® e admitamos gque para um dado x0 € Eﬁl, © conjun
to £(x0) é limitado, onde:
cix? = xeRr® | £(x) < £(x)}

Suponhamos ainda que {xk} é gerada por

k+1 _ k _ k
% = ¥ lk Hk g{x")

e kk e Hk sejam escolhidos por uma das seguintes maneiras:

(a) Uma busca linear exata e a modificacgao DFP.
(b} A busca linear dada por (3.2.1) e (3.2.2) e a modificagao -

BFGS,

Entdo, para toda matriz simétrica e positiva definida HO 1= 3(3{5

e ¢>0, existeum k > 0, tal que "vf(xk)u < £,

Para finalizarmos este capitulo, vamos apresentar um
resultado muito interessante sobre a ordem de convergencia dos mé

todos BFGS e DFP, que foi demonstrado por Schuller em 1970 [16].

TEOREMA 5.3.3: 8Seja £ : K> R duas vezes diferenciavel e con
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vexa sobre R” de modo que, para todo x que satisfaz f(x)_ff(xo)
existe uma constante L tal que

22800 _ 0280 | o ppee), 4
aXx . JX. IXI X -

7] i 73 J

1-[...,1’1

[

l,...,n

Suponhamos que a sequencia {xk} gerada pelos métodos BFGS e DFP
converge para o limite x*. Se existe ¢ > 0 tal gue, para todo
k=20,1,2,...

det(xk—xk+l,xk+l—xk+2,...,
k _k+1 k+1 _k+2 k+n-1 k+
e i g PO

k+n—l_xk+n)

[BS

{independéncia linear uniforme), entac, a R-ordem de convergencia
de {xk} € a raiz positiva de

gtl_on_ -
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CAPITULO VI

EXPERIENCIAS NUMERICAS

6.1.) INTRODUCAO:

Un dos problemas mais interessantes na  implementagao
numérica de métodos do tipo quase-Newton &€ a escolha do parametro
g na formula (3.2.2).

Pelo teorema de convergéncia de Powell (5.3.2) do capi
tulo anterior, sabemos gque qualquex valor de B pode ser escolhido

no intervalo («,l). Contudo, comumente aceitamos ao = 10_4, co

mo sendo uma boa escolha para esse parametro.

Varias experiéncias numéricas foram realizadas com di-
ferentes valores de g entre 10”4 e 1, cujos resultados serao apre
sentados neste capitulo.

Agora, sabemos que um valor de B pegqueno, implica numa
busca unidimensional exigente. No entanto, um valor proximo a 1,
reflete uma busca unidimensional que nao procura energicamente ©
minimo nessa diregao.

Observa-se ainda gue longe da solugao parecem ser ne-
cessarias buscas unidimensionais mais estritas, para compensar o©
fato de que a iteragdo newtoniana sem relaxagdo, nao garante pro
gresso longe do minimo. Reciprocamente, perto do minimo, esta -
iteragao com X =1 & eficiente, logo, uma busca unidimensional
exigente nac parece ser necessaria.

As observagoes expostas anteriormente, puderam forne-
cer subsidios capazes de sugerir uma experimentagao com g varid-

vel no processo dos métodos guase-Newton, onde o valor de B seria
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pequeno longe da solugac, tendendo para 1, quando perto da solu-
cao.

Na falta de outro tipo de medida, usaremos a neorma do
gradiente para avaliarmos a "distancia" a solucao.

A escolha "varidvel” de B, foi feita através das formu

las segquintes:

lgex®y ), 8, = 10

se g () | )

v

Se Hg(xk)ﬂ

i
=]

By

Em outros casos,

k
8, = =-0.9899 Hﬂiﬁaﬂl + 0.99
g (x|}

Dessa maneira, © valor de By sera lO_4 no ponto ini-
cial, 0.99 perto da solugao, variando linearmente entre estes va

lores em situagOes intermediarias.

6.2) FUNCOES-TESTE UTILIZADAS NAS EXPERIENCIAS:

Nas experiencias realizadas, utilizamos a sub-roti-
na VAl3A, do PACOTE DA HARWELL, que implementa o método BFGS, com
a busca unidimensional descrita no paragrafo 3.2, do Capitulo III
e matriz fatorizada.

Testamos o algoritmo para 11 valores fixos de B no in-

texrvalo [;0_4

, 0.99] e com B variavel de acordo com a modificagao
sugerida anteriormente.
Para realizarmos esses testes, fizemos uso de varios

pontos iniciais em cada funcao-teste, para que pudéssemos obser-
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var melhor o comportamento do algoritmo.

As fungoes-teste que utilizamos sdo classlcas na lite
ratura e foram usadas por varios autores.

Salientamos também, que a tolerancia usada para o cri-
tério de parada da VAl3A foi 1074,

Na tabela 1, descrevemos todas as fungoes-teste utili

zadas, com seus respectivos pontos-solugao.

TABELA 1
N D
] FUNCAO EXPRESSRO ANALTTICA Vﬂhiﬁvgla goLLgas
ROSEMBROCK f£{X] = 100(x2~x§)+:1-x 32 2 o= (1,1
1 *
— fix*) =0
BANANA DE £(X) = 100 (X,-X2) 24 (1-X,) 2+90 (%,-x2} 2+ (1-%} ¢ + R
2 "1 1 4 "3 3 X o= (1,1,1,1)
WoaD ; # 10.0T(%,-1) 24 (X,-112]+19.8 (X,-1) (X,- !
; . 2 4 -BlXy P £(X%) = 0
QUARTICA 2 2 4 4 ¥+ = (0,0,0,0}
bE powprr LK) = (Rp#10X) S5 (X=X, S (x-22,) THL0 (X - X,) 4 fixn) = 0
_ _ 2 2_.2.1/2 q2.,.2
iftx) = 100{[Xy-108 (X . X,) ] "+ [(X]-x3) 7/ “-0] “h+xg
VALE : [ 1 -1 % x* = (1,0,0}
=— tan — = X, » 0 3
HELICAL 2 % 1 .o =
-onde §(X,,X,) = Eix*) = ¢
. 1*'%2 1 1 -1 xz
| 3 + 2 tan }—{-]—- . Xl < 0
!
I 1.T 1
I.f()() =3 X'Gx onde Glj = l_+i:I sa 4 o# ] X* = 0
ELBA i N
- = - =
| Gii_n S § 1,....n Lix*) 0
(X,-X,. %X !
£ix _1) = xl+HH e L 3 1+l ’ 1i=1,...,n"1
QUASE n i . X* = (%}
UADRATICA - 2 n b
Q F (X} f(xn_l:"“xn‘l-}]l'l e fix*) = Q.08
;' onde HH = 1/float (N1} e Nl = (n-fl}2
{*) X* = (-0.03, -0.06, -0.0%, -0.1, -0.1, -0.1, -0.1, -0.09%, ~0.06, -0.06)

6.3) ANALISE DOS TESTES

Sabemos que o esfor¢o computacional de um algoritmo pa

ra a sua convergéncia estd diretamente ligado com o numero de ite
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ragOes e O seu trabalho por iteracdo. Porém, para medirmos a efi
ciencia de um algoritmo, nao podemos considerar esse esforgo com-
putacional como finico fator de andlise, visto que © sistema utili
zado para as nossas experiéncias (PDP-10 da UNICAMP), apresenta
"cargas de trabalho" bastante oscilatdrias.

Devemos ainda ressaltar que com a modificagaoc a que -
nos propomos fazer, acrescentamos ao algoritmo um nimero de opera
¢oes bastante consideravel, pois a cada iteracao necessitamos cal
cular a norma do gradiente, implicando isto em um aumento do tem-
po de CPU para a convergéncia do algoritmo.

Baseados no exposto acima e com o objetivo de comparar
mos o algoritmo quando faz uso do 8 fixo, chamado VA13A, com O
mesmo algoritmo usando o £ variavel que chamaremos VAl4A, fizemos
a analise dos resultados obtidos nas experiéncias numéricas reali
zadas.

Procuramos comparar para cada ponto inicial, o niimero
de iterag¢oes, de avaliagoes da fungao e tempo de CPU necessarios
para a convergeéncia do algoritmo nos dois testes.

Apresentamos, a seguir, as tabelas dos resultados obti
dos para cada fungao e sua analise. Usaremos as seguintes nota-

coes:

X, (t =1,...,6) - pontos iniciais.

1

I - nimero de iteracgdes.

II - numero de avaliagoes da funcao.
ITY - tempo de CPU.
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‘ TABELA 2
FPUNCAO=-TESTE: ROSENBROCK
,
% X, X3 X e Xg

’ I It} 111 I jry III I |1z 111 1|1z rtx I IrloIng I{I1]| 111
10" 30; 64;0.151 34] 83 10.1868), 20 ¢4 j0.121 33} b9 j0.149 5] £710.16GC 50114 ,0.240
0.1 24) s3lo.1i6)| 49 |1054D.229|{ 15| z8|o.087|] 27 s8 0.12;%- 32| sljo.151 || 42} 79o0.182
0.2 231 510,123 44 90 (0.225(| 18} 38]c.113 || 232 s8|0.137) 24| S3|0.130| 42) 91{0.183
| 0.3 | 26) S0ic.124] 42 aa}o.zln 221 3900.103 | 31|51 [0.122¢ 32] 56[0.146( 44 81 0o.181
0.4 I 26 4610.123 50 3?10.211 220 40 0.112 ] 3355 70.138)) 232 57)0.137); 42] 71 0.195
0.5 26 43}5.122 51| B1(0.224{} 25| 38 |0.108f} 34 |54 (0,134} 35| 54 (0.141 |} 441 72 (0.184
0.6 27| 43lo.118 || s4; a70.215 |1 25| 35 lo.108 || 32 |49 0.119] 36 55 [0.152| 48| 78 p.21¢6
0.7 32| 46 |0.120l| 57} 76i0.235 || 27! 35 o.o97 38 | ag [0-139 40| 520163 50| 73 j0.206,
0.8 371 4010.130 (] 59 77 0.247 || 29 | 38 b.1208 g 1 42 (9.139 01 41 55 Jo.170 59! 78 0.2321
0.9 i 37| 40ic.153 || 61 sojo.242 || 29 | a1 p.113!| 38 |42 [0.239| a1 ]s5[o.17al| 66! 74 b.za2
0.99 | 37[ 40 [¢.149 75? 88 10.274 || 35 ;41 p.148 '} 45 |50 [0.159 )t 49 {58 [o.298( 7079 b.2s57

i
1vanlavaﬂ 374 ioio.xai l ssi 67[0.236 || 25| 2v 0.141il 35i sl1fc.132

T

3171047 F.l?l 65 1 72 P 267!

Xl -

2;-

ls L]

Para o

(1)

(2)

(1.2, 1} Xy = (-12, 10)
(3, 2 L - (~2, 2)
{«3, -4) Xﬁ = (-7, 9

ponto (-120, 100) ndo houve convergencia.

ANALISE DA TABELA 2

Para esta funcio, podemos cbservar que em relagdo ao numero

de avaliag¢des da fungao, a superioridade de VAL4A sobre a

VAl3A, com qualquexr valor de B, & indiscutivel em todos os

pontos testados.

De uma maneira geral, a VAL3A comum B8 > 0.7 e VAl4A con

vergem em um numero de iteracoes maior que a de VAl3A, com

qualquer outro valor de g, © mesmo acontecendo em relagao ao

tempo de CPU.
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TABELN 3
PUNCRO—TESTE: BANANA DE WOOD
T T T |
| !
Xy Xy X3 Xy Xg ¥g j
] T F T T
I Ir, Ix I {11 11X I izl rrx 1 1rl 11 )11, IIl I}1x] III
1 1074 23! silo.209) 74l196do.s17fl erfres|o.sisll 30| 68 |a.2¢2!l 33| 72lo.279l 47lr01{0.352
0.1 51] 99:0.393} 40 SElP.29B 81)163 0,629 77167 |0.551] 36| 67|0.276] 39| 71(0.276
0.2 65(117j0.4681 37| 74 0.313|| 55|116]0.448)] 67[217|0.459] 16| 28(0.133(| 28| 45{0.294
0.3 62]|102.0.467] 34 53[0.259 64120 o.dsa]f 57 (112 {0.402 17! 2?10.159 19! 3210.139
0.4 62| 990,445 55/100 [0.460ll 53] 99 (0. s08l] ealioefo.433ll 17] 26]0.151 19J_35T5.15;
T i 4
0.5 66]107|0.444)| 71|10570.531[] 54| 97)o.426{] 62| 92{0.426] 18] 26|0.141 20| 290.154)
G.6 73110050.587 )1 €31 8210.477)] 64 9z 10.46B|] 67| 96 [0.428} 22} 12870.193} 20| 29 u.l4ﬁ
0.7 68| 55|0.456 66( B4 [0.47¢ 66| 9310.475 66 BB[0.414 22| 2810.160 27 33 {).1961|
] c.8 71) 86'0.504 ([ 74} 82l0.518]l 76]100]0.536(| 84|10z |0.507|[ 25| z0|o.2ae|| 30| 36 o.sz
0.9 80] 87|0.554 | 8% 39[0.535 139|151 o973 (| 83| 95lo.528lf 34| 37{0.232ll 37{ 40lo.231
0.99 | BO| 87/0-5441116]1290.76411 1551160{1.079([ 96|106|0.572[1 34| 37|0.257| 37| 40 |0.259
1 ]
i l |
EVARI!V'EL 31 'M'I n.273 FG 74} 0,538 | 139149 |0.96% 39 44 r‘},??Qi_l_r 3IR| 421n.1311 55| 64 |0.378
: |
X, 0= -3, ~1, -3, -1 X, = (-30, -0, -30, -10}
X, = (300, -100, 300, -100) Xy = (=6, -2, -6, -2)
Xg = (3,1, 3. D Xg = (3, 2,3, -1
ANALISE DA TABELA 3
- Y
(1) Podemos observar nesta tabela que, com excegac de B = 10 ’
a VAl4A & superior a VAL3A, tanto em tempo de CPU quanto em
numeroc de iteracoes e de avaliagoes da fungao, no que diz res

peito aos pontos iniciais Xl e X,.

{2) No pontc inicial xz, temos a observar gque:

(a) A VAl4A converge em um nimero de iteragoes menor que a da

-4

VAl3A, para os valores de 8 = 10 ~, 0.5, 0.8, 0.9 e 0.99

e maior, para oS outros valores de B.
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(b) Em relagdo ao nimero de avaliagdes da fungdo, com excegdo

de 8£=0.3, a superioridade da VAl4A & indiscutivel.

(c) Quanto ao tempo de CPU, a VAL4A & inferior a VAl3A, com

excecdo de B8=10 ", 0.99.

(3} Nos pontos X3, X5 e XG' com algumas excegaes, a execugio da

VAl42 apresenta uma inferioridade sobre a VAIl3A.

TABELA 4

FURCAO-TESTE: QUARTICA DE POWELL

X X2 Xy X Xy xg
A
plrr ! zex N ox |azpozer || oz zxfosxr ff oz |rrdozxzoff rojrx|owzx ff 2 | xx| zoc
1074 33l e2tp.311! srhie2le 511 77|215{0.85s8 selisifo.443ll as[129(0.38sf «o110(0.360

.1 241 47|6.215 437 9310.412 60114810.485 46| 99]0.338 33| 68 |0.245 32| 68|0.277

0.2 38| 79:0.313 53111 |0.447 85 184 |0.713 35} 72|0.265 30| 58;0.231 29 | 48|0.207

0.3 12| 6410.27] 491 980,410 71|150]0.561 8| 78 (0.291 as| 100,292 22§ 58,0.238

T
0.4 34| 66.0.302 48| 93[0.378 77 (153141.601 37) 721{0.277 41 82l0.308 23| 58]0,241

0.5 40| 57'0.346 695|102 0.45% 93 [134|C.677 44| 620,308 431 7710.309 22| 29)0.163

0.6 47| s4!0.308 67| 870,436 90 (116 0.564 48| 62)0.317 55§ 70 |0.366 25| z@|o.1la5

Q.7 46| 5310.338 74] 950.513 891{11%|0.615 48| 5810.330 63| 7010.3928 25| 28)0.187

0.8 491 55:0.392 64 7750.424 88 |128:0.634 56| 6410.366 52 56 |0.378 25| 28(0.187

0.9 561 59°0.421 93; 95.0.6041/221 [141|0.764 64| 69]0.397 58| 61 ]0.369 25| 28i0.178

0.9% 56| 59-0,435¢| 109|111 |0.697 || 139 |142|0.905 83, 85(0.519 58| 60 {0.396 25| 28|0.18BY
!

IVRRIRVEL GO 54io,4zc 104 11310.?13 I 131|14470.948 h6| 71[0.444 711 76 |0.518 52| s7vIn.360

Xy = (=3, -1, -3, - X, = (=30, =10, -30, -10)
X3 = (-300, -l00, -300, -100) 34 a (-5, 5, -5, 5}

= 5, —7, r - r
xs { i1, 1) Xg {1, 1, 1, 1}

ANALISE DA TABELA 4

(1) Para esta fun¢ao, notamos que com os pontos iniciais xl, XS e

X @ VAl3A, converge em um nimero de iteragoes e de avalia-



{2) Analisando os resultados dos pontos

(3)
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¢oes da fung@o menores do que os obtidos pela VAL4A.

demos observar que a VAL4A e melhor
entretanto, O mesmo nao acontece se

com 8, variando no intervalo [10

Quanto ao tempoc de CPU,

o trabalho computacional da VAl4A é

em todos os

4

[

: 2

niciais Xz, X3 e X4, PO

que a VAl13A com g8=0.99,
compararmos com a VA13A -

0.9].

pontos iniciais testados,

maior gue o da VAl3A.

TABELA 5
FUNGAO TESTE: VALE HELICAL
— T |
X X X3 Xy ' Xy %6
’ 1 {11 ! IIl I (11| 11X I l I1) 111 I |11 III 1| 1r| II1 I}II 1 It

1074 23] 45;0.168) 21| 48,0.165; 63{14770.428( 31| 72|0.226} 30 70{0.200 ) 44|105|0.320
g.1 24| 4ifo.169]] 19{ 36|0.132 f 18| 40t0.132(] 375 7700.231 1 32| 67(0.211Qf 22| 45 o.lsﬂ
0.2 24 alfc.154|| 18! 34|0.135 E 17| 37|0.136 ] 36| 75i0.216)} 31| &3 (0.201)1 211 42|0.164
0.1 a5f 42ip.164 ] 18| 3ale.120fl 18| 36|o.223|| 35f s9fo.201] 327 se)o.108|| 20| 4olo.as1
0.4 26] 40[0.169| 19 3510.13? 18| 36|0.138|) 35} s9)o.212}| 22| s7lo.z01l} 20! 4ilo.152
0.5 24| 39{0.153}| 18| 35[0.123|] 16| 34|0.122|| 38| 590.231 | 32| 55|0.188( 30| 49|0.187

h_-D-B 31| 42|0.1B3f; 20| 37|0.121| 16( 34(0.123|| 40| s8|0.21B|| 33| 43(0.179%f 34| 54 0.194
0.7 28} 37|0.169|| 23| 38|0.136{| 20| 35)0.138( 40| s4ajo.230) 27 43:0.168{} 31| 46 o.l?ﬁ
0.8 28| 33]0.168[} 36! 47'0.194| 42| 64|0.230|| 39] 52]0.212] 34 47 0.1851 32| 45 o.lsf
0.9 23} 28|0.135]| 39| 50|0.218|! 51| 70|0.283|| s8] 77{0.309( 45| 55|0.248|} 34| 45(0.200
0.%9 | 27; 31|0.148)| 44| 45]0.235) 64) 77/0.318|] 71! B5]{0.352|] 45| 5210.226| 35| 40(0.1%9

. ,

[E?RIAVEL] 34 4110.214[ 3?1 50]0.22?1 331 4210.225 45! 57 O.ESSL 44! 55!0.249{5 36 45(0.231

X, = (2,3, -2 2 {20, 30, -20}

x3 = {200, 300, -200) p (-2, =3, 2)

X, = f”5. 1, -2} 6 (10, -14, 4)

ANALISE DA TABELA

Em relagdo a esta tabela, temos a observar que:



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(1)

(2)
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Quanto ao numero de iteragbes, de avaliagOes da fungao e tem-

po de CPU, no ponto inicial X;, a VAl4A & inferior a VAl3A.

No ponto Xz, a VAl4A & superior a VAL3A, com B=0.9 e 0.99
tanto em nimero de iteracdes gquanto em nimero de avaliagles

da funcgao,

Em X,, a superioridade da VA14A se observa também em relagao

3'
aos g8 = 0.1, 0.8, 0.9, 0.99, tanto guanto ao numero de ite-

ragbes como ao de avaliagdes da fungao.

Nos pontos X4 e XS' a superioridade da VAl4A é verificada -
mais em relacao ao nimero de avaliagdes de fungoes que ao nii-

mero de iteragoes.

Com respeito ainda ao numerc de avaliagdes da fungao, a supe
rioridade da VAl4A & verificada também no ponto Xy, embora se

ja inferior em relagdao ao numero de iteragdes.

De uma maneira geral, o tempo de CPU & um pouceo maior gquando

executamos a VAl4A.

ANALISE DA TABELA 6

Observamos que para os pontos iniciais Xd' Xe @ XG' 0 compor
tamento da VAl4A coincide com o da VAl3A, quando usamos os va

lores de B menores que 0.6,

No ponto X,, 0 comportamento da VAl4A também € o mesmo da

4

VAL3A com os valores de g = 10 °, 0.1, 0.2, 0.99, sendo in-

ferior em relagao aos demais valores de B.
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TABELA &

FUNGAO-TESTE: ELBA (n = 1§)

T 3
X !
X | 2 X X4 *s X

[ ] [~ T
1 II . 111 I I III X II I1X I 11 III 1 I 11X 1 I1 Itx
wd o.cosh 361 80100.827] 12 33 |0.413F 5| 13]o.184f si t1fe.182l 11| 18lo.328

0.1 14| 22(0,380 8| 15|0.230 14| 310.398 5] 13{0.184 5§ 11]0,170 11] 18]0.362

0.2 14| 22(0.408 B 15i0.248 13| 2&6|0.37%9 51 13 0.184} 5 11lo.168 11t 1810.345%

z

0.3 12] 18i0.322 7| 11]0.193 11] 21 U.BZiT

s) 13j0.184f; 5| 11jo.169] 11| 18[0.348

0.4 12| 160,330 7| 1010.184 12] 2210.34%

in

0.5 12} 180,320 7) 10,0.185 117 20)0.320 51 13)10.184

]
13i0.184 [ 5 11|0.1?0 11 18|0.303
| 5| 1100.1681 15! 21}0.445

0.6 12] 18(0.342 71 10j0.184 11] 1930.321 6] 15)|0.200 10| 16{0.255 15| 21|0.482

0.7 | 2] 18|a.332f[ 7 10[0.135 11| 12{0.328)] &) 15]e.z00]l 10| 16lo.251|l 15{ 21l0.47

L_ 0.8 12| 18)0.243 7! 10|0.195 13| 12|0.358 8 17|0.261 10} 16(0.237 15| 21(0.406:

0.9 12) 1B} 0.327 7] 10{0,204 13| 1%{0.342 16| 28|0.425 101 16{0.272 15| 21}0.414

.99 14} 20|0.376 3] 1010.231

17| 20]0.415 18] 20(0.474 14} 18l0.347 157 20:0.382

—

lthIRVEL 14 22 0.392 17, 11 0.209‘ 165) 20)0.404 5111 0.200l 5] 11[o.195 11| 8 D.35ﬂ

X, = (-5,2,-1,3,0,-4,7,1,5,~3) X, = (-50,20,-10,30,0,-40,70,10,50,-30)

xz - {-500,200,-200,300,0,-400,700,100,500,-300) x4 = {«1,1,-1,1,1,~1,1,1,1,-1)

x5 » {-10,16,-10,10,10,-10,10,10,10,-10} xﬁ - (-1,-3,-%,-4,-2,-8,-2-7,-9-1)

(3) Para os valores de 8 = 0.3, 0.4,...,0.9, existe uma coinci-
déncia entre o comportamento da VAL3A e da VAl4A, em relagao
ao ponto X2.

{4} Quanto ao ponto X3, a VAl3A tem um comportamento bastante va-
riado para os diversos valores de 8 testados. Em comparagao
com a VaAl4A, verificamos apenas que tém um conportamentc pare
cido quando B = 0.99.

ANALISE DA TABELA 7
(1) As mesmas observacoes da Tabela 6 sao validas com relagao aos

pontos X4, X5 e XG‘
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TABELA 7
FUNGRO-TESTE: ELBA (n « 2§}
T T
X %, X3 X, ‘ Xs Xe
4 T !
I 11 III 1 II II1 I I ITI 1 11 I III I II [ I11 1 II I11
10_4 1i 1910.921 34 T312.309 ;12 3011.134 5 11i0.524 4 11]0.470 4 11l 0.41J

D.1 11| 19:0.856 34| 67|2.219 12| 29(1.029 51 1L10.481 4| 11 |0.445 4 Llljo.414

0.2 114 1910.58%94 34: 67(2.253 12| 29|l.040 5] 11,0.487 41 1140.438 41 11|0.394

0.3 13| 20|1.079 ?l 10|0.696 10| 1970.843 5 1110.56? 41 11{0.429 41 ilin.392

0.4 13} 19]1.048 7| 10|0.712 10} 19(0.920 5 l110.522 4| 11 (0.46% 41 11|0.4112

1110.461 4] 11|0.410

2.5 12| 19(1.050 7| lo|0.655|1 10| 19(0.881 5| 110.580

-

0.6 13} 19.1.038 ?I IOiD.EBG 10| 192(0.Bs0 121 18]1.029 61 13 |0.603 11] 19(0.92%

0.7 | 13) 19i1.083fl  7{ 10fe.622 13| 19j1.013) 12] 18'1.04al €| 13jo.6d0 11| 19]0.897

T

¢ > t
0.8 13 1951.063 7 1050.621 13] 19|1.026 12} 18.1.082 14| 23 |1.173 18] 27 l.EBa
r J

— f i

I
! 1
T !
0.9 ; 13] 19,0.594 TL 1¢,0.6¢0 2701.334

13] 1971.9632 12 1851.119 147 2371.120 18

G.99 15 21|1.154 9 ll|0.742 17| 20(1.221 16] 22]1.349 144 23 |1.230 18| 27 |1.362

tvaa:ﬂvaLI 13 2111.0591 7) lli0.639 [ 15] 20 1.1521 sl 11|n.5s7

41 11 jo. 475 [ 4] 21 jo. 422

(2)

{3)

(4)

(1)

= {-5,2,~1.,3,0,-4,7,1.,5,-3,-3,5,1.,7.,~4,0.,3, xz - 10 . X
-1,2,-5) 1
- 100 ., Xl x‘ - {-lD,lﬂ,*lD,lO,-10.—10,10,10,10,—10,
-10,1%.10,10,-10,-10,10,-10,10,-10)
- {1,1,1,1,1,:,1,1,%:1,1,1,1,1,1,1,2,1,1,1) xﬁ - {-Ls1l,-1,;3,-1,-1,3%,1,1,-1,-1,1,1,1,

-1,-1,1.-1,1,-1)

No ponto X, existe um comportamento entre os algoritmos, idén

tico ao da Tabela 6, porém, com relagao aocs 8 = 0.3, 0.4,...

.-0.9.

Podemos considerar a mesma observagdo da Tabela 6 para X5

Observamos apenas a superioridade da VAl4A em relacado a VA133,

como B = 0.99, no ponto X3.

ANALISE DA TABELA 8

il

No ponto Xl, ocbservamos que, Ccom excegéo de B8 0.9, 0.99 ,

o comportamento da VAl3A coincide com o da VAl4A, em nimero

de iterag¢Oes, sendo um pouco inferior quanto ao nimero de ava
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TABELA 8
FUNCAO-TESTE: QUASE QUADRATICA (N = 1g)
I T X X2 X3 % | Xg Xg |
? I }1IX ; 113 I §{II| IEI I |1r| Ift I x| r1z SETYE T 1|31} 3iX

1w07Y 14} 27%0.400[; 17} 36)0,636) 33| B3{1.173| 15} 35{0.441[ 17] 30l0.4480 191 4210.53%
0.1 14 23;0.394 17) 31{0.473{ 40) 87lL.239(] 1ej 27(0.402|) 17| 30(0.445| 19} 38/0.534
0.2 14 23%0.395 16| o0(0.4680 27] solo.sz28j| 15| 24(6.382} 17| 30|0.440 15| 28 0.42;
0.3 14 23%0.379 sl 2510, 440 341 65]0.9734 15! 24]0.371 i 16] 26]o.452¢ 17] 280,477
0.4 14 23;0.403 15{ 25[0.418| 31| 58|0.960f 17{ 26|0.412| 16 250.446 1 17| 25 0.453
0.5 14 22?0.43? 16| 25{o.452) 33j s52|o.922| 16| 24|0.394} 17| 24({0.447} 17| 25 0.453
0.6 14| 21.0.403]| 18] 23;0.455Y 34| s9{0.979(} 16| 24j0.387 17| 240.415]] 27| 29 [o.626
6.7 14) 21.0.3801 26 29!0.566 51} 62|1.254|] 16| 24}0.402f 17| 24 /0.4164 29 32 D.bSi
0.8 14} 21'0.397|} 26 29|0.543 570 65t1.405t 21§ 3210.58141 17} 24 (0,438} 303 32)0.71¢9
0.9 17 21!0.41? 22 24§0.507 57)] 61)1.2611 21| 32(0.472|] 19| 25|0.437} 30| 32{0.682

| 0.39 | 17 21,0.3981F 29, 30j0.663} 63| 65/1.445|] 18| 25(0.432|] 191 2510.444 | 30} 32 [0.665

7

VARIAVEL 14 zlio,dso 251_29 0.542] 56| 62 1.292i 19, 27{0.474 | 19} 29 lo.s525 4 22 30 [0.539

X, = {-1,-3,-5,-4,-2,-8,-2,-7,-9,-1) X, 10, X,

X3 = 100, X, X, {x,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

X, = {-5,2,-1,3,0,-4,7,1,5,~3) Xg (10,10,10,10,10,1¢,10,16,10,10}

liagdes da fungdo (com relagdo a todos os valores de g).

{2) Nos pontos X2,

VAl4A apresenta uma melhora em relacdo a VAl3A (em relagdo a

Xq, X,

e X

todos os valores de R).

(3) Com relagac ac ponto X

com a VAI3A, com g >

6!’
0.

6

5!’

a VA1l4A & superior quando

notames gue, em poucos casos, a

comparado
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CONCLUSOES

Os resultados das experiéncias numéricas que realiza
mos e que estdo apresentados nas tabelas 2,3,...,8 ndo fornecem
uma conclusao definitiva sobre a eficiencia relativa do método

com B varidvel (VAl4A) em relacaoc aos 8 fixos (VAl3a).

Também, nao aparece uma conclusaoc clara sobre qual &
0 g fixo mais razodvel gue pudesse ser usado no algoritmo, para
qualquer fungao a ser minimizada. Podemos observar ainda que to-
das as eficiéncias relativas parecem altamente dependentes da fun
¢ao que esta sendo considerada.

Em relacdo a implementagdc do método com g variavel,
seria necessario "medir" a "distancia" entre X" e X¥*, com uma
guantidade melhor que a norma do gradiente (Hg(xk)H, visto que
perto de pontos de sela esta medida também & pequena e onde, segu
ramente, uma busca mais exigente seria necessaria. Isto & o que

provoca © comportamento fraco do metodo com B variavel na fungao

"hanana de Wood".
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