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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria cldssica de formas normais como também as pro-
priedades simétricas de um campo de vetores. Almejamos a classificacio de campos de
vetores reversiveis. A seguinte questdo é explorada:

Seja f um campo de vetores S-reversivel defimido sobre uma vizinhanca de um dos
seus pontos criticos simétricos. Sob quais condi¢des podemaos afirmar que a forma normal

de Poincaré-Dulac de f também ¢ S-reversivel?



Abstract

In this work the classical theory of normal forms of vector field and their symmetric
properties are studied. The main aim is to apply such study to the classification of
reversible systems. The following question is explored:

Let [ be an S-reversible vector field on a small neighborhood of a symmetric critical

point. Under which conditions the Poincaré-Dulac normal form of f is also S-reversible?

[



Introducao

O objetivo deste trabalho é abordar, sob um ponto de vista algébrico, a teoria cldssica
de formas normais e as propriedades simétricas de uma classe de sistemas dinamicos
continuos, ou seja, queremos estabelecer condigbes que possibilitem o estudo de certos
sistemas (com énfase aos sistemas reversiveis) em torno de seus pontos criticos.

Em geral, a teoria de formas normais nos oferece uma boa “simplificacdo” desse
estudo. Através desta técnica podemos eliminar, por meio de mudancas de coordenadas
formais, tangentes & identidade, os termos nao lineares irrelevantes para este estudo.
Estes termos sdo chamados de mondmios ressonantes. A forma normal de Poincaré-Dulac
é caracterizada por conter somente monoémios ressonantes.

Por outro lado, as simetrias sustentam certas propriedades fundamentais de sistemas
fisicos, ajudando na formulacio matematica e na interpretagao de fendomenos naturais. O
estudo das propriedades simétricas nos fornece algumas informacdes essenciais sobre os
sistemas dindmicos, como por exemplo, quando ele pode ser reduzido & sua parte linear.
Iremos focalizar um tipo particular de simetria que € a simetria reversa.

O objetivo principal do trabalho é unir as teorias de formas normais e de simetrias
reversas, obtendo com isto um resultado bastante significativo. Mais precisamente, se
um sistema dinamico £ = f{z) é S-reversivel, entdo queremos exibir condigbes sob as
quais a sua forma normal canénica também ¢ S-reversivel. Este resultado representa uma
“simplificacdo”, em relacdo ao sistema inicial, muito maior do que a dada somente pela
teoria de formas normais. As referéncias guias para confeccdo deste trabalho so [6, 9].

() trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1, fazemos uma breve introdugio de alguns conceitos bésicos da teoria
das Algebras de Lie. Estes conceitos estdo seguidos de alguns exemplos.

No capitulo 2, apresentamos a teoria tradicional de formas normais. Nesta apresen-



tagio estao as definicbes de matriz ressonante, mondmios e vetores ressonantes, operador
homolégico, forma normal de Poincaré-Dulac e forma normal candnica. Apresentamos
também os teoremas de Poincaré, de Dulac e de Poincaré-Dulac. Para melhor entendi-
mento dos conceitos. em sua maioria eles estdo acompanhados de exemplos.

No capitulo 3, apresentamos as propriedades simétricas de um sistema dindmico.

Flas sdo apresentadas em quatro secdes, que sao:

e Nasecdo 3.1, tratamos do caso em que a matriz da parte linear do sistema dindmico
é semi-simples. Nesta se encontra a demonstracio do teorema da forma normal
simulténea, o qual sera de grande importancia no problema de linearizacao de sis-

temas.

e Na secao 3.2, tratamos do caso em que a matriz da parte linear do sistema dinamico

¢ nao semi-simples. Esta secao, apresenta resultados semelhantes aos da secao 3.1.

¢ Na secdo 3.3, apresentamos a definicdo de simetrias reversas, seguida de alguns

exemplos.

e Na secdo 3.4. apresentamos a definicao de sistemas dinamicos reversiveis, seguida

de alguns exemplos.

No capitulo 4, apresentamos o resultado principal deste trabalho. Este capitulo é

dividido em trés secoes que sao:

e Na secao 4.1, apresentamos uma introducdo e exposicao dos nossos objetivos neste

capitulo. Também introduzimos a terminologia a ser usada ao longo deste capitulo.

e Na secao 4.2, apresentamos dois lemas que serdo de grande importancia na demons-

tracdo do resultado principal.

e Na secao 4.3, apresentamos o teorema principal e a sua demonstragao, seguida de

exemplos.

O final do texto contém um apéndice (sem demonstracoes) apresentando uma breve

discussdo sobre a convergéncia de transformacdes normalizantes.



Capitulo 1

Algebras de Lie

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos basicos da teoria de Algebras de Lie
(para maiores detaihes, ver {14]). Estes conceitos serdo de grande utilidade nos capitulos
seguintes. Iniciaremos esta pequena introducdo, com a definicio do que vem a ser uma

algebra de Lie. Por isso,

Definicao 1.1 Uma Algebm de Lie consiste de wm espago vetorial g munido de um

produto (colchete ou comutador)
Lligxg—rg
com as seguintes propriedades:
1. € bilinear

2. anti-simétrico, isto €, [X, X] = 0 para todo X € g (0 que implica [X,Y] = ¥, X]|
para todo X, Y € g ¢ € equivalente se o corpo de escalares ndo € de caracteristica

dots)
3. satisfaz a identidade de Jacobi , isto €, para todo X, Y, 2 € g,

X, V. 2] + Y, 2. X))+ [2,[X. Y]] = 0.

Neste trabalho, utilizaremos somente corpos de escalares com caracteristica diferente

de dois.
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Exemplo 1.2 gl(n.K): o espaco de todas as transformacdes lineares de um espaco veto-
rial de dimensdo n sobre o corpo K o qual € isomorfo ao espaco das matrizes n X n com

coeficientes em K. U colchete € dado por
X Y] =XY-YX
com X.Y matrizes.

Exemplo 1.3 Algebras abelianas : (X, Y] =0 pare quaisquer X, Y € g.

Definicao 1.4 Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g € um subespaco vetorial
h de g que € fechado pelo colchete, isto ¢, [X. Y] € h se X,Y € h.

Evidentemente, uma subdlgebra de Lie é uma dlgebra de Lie com a estrutura herdada

pela estrutura de g.

Definicao 1.5 Um ideal de uma dlgebra de Lie g € um subespacoh C g tal que [ X, Y] € h
para todo X €g eY € h.

O centro de uma algebra de Lie g serd denotado por z(g):
zig)={X €g [X.Y] =0, paratodo Y € g},

ou seja, o centro de uma dlgebra de Lie é o conjunto de seus elementos que comutam com

todos os seus elementos. Evidentemente, z(g) é um ideal de g.

Definicdo 1.6 A série central descendente da dlgebra de Lie g € definida, por indugdo,
COTILG

g=g g’=ge, =88], ...8"=[gg
Proposicao 1.7 [gi,g’] C g/,
Demonstracéo: Por inducdo sobre j. Para j = 1 a inclusio é a definicao de g''.

Assumindo o resultado para 7,

&gt = g% g, g]] ¢ [[g'¢/] g] + g’ [g'g]]; (por 3 da definigdo 1.1)
C g7, gl +[g/.g"""]: (pela hipdtese de indugio)
c gi+_?+1

Portanto [g°, g/] C g™/, O
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Proposigao 1.8 g* ¢ o subespaco gerado por todos os possiveis produtos (colchetes) en-
volvendo k elementos de g« [X1, ..., [Xpor, Xi] .- |-

Demonstragao: Para £ =1 ou 2, é imediato a partir da definicdo. Para k& > 2, usa-se

k1

inducio sobre k. Assuma o resultado para k£ — 1. Os elementos de g"~! sdo entdo da

forma Y. Z; com Z; produto de k — 1 elementos de g. Daf que g* é gerado por elementos

> Xz,

i

isto é, por produtos de k elementos. Vice-versa, todo elemento de g que pode ser escrito

da forma

como produto de k elementos estd em g* como segue da proposicao 1.7. l

Os seguintes fatos decorrem da caracterizacao de g dada nas proposicies 1.7 e 1.8:
1. gF*tl C g*. pois um produto de k41 elementos também é um produto de k elementos.
E dai que

2. g* € um ideal para todo k > 1, pois [g, "] = g"** < g*. De onde se conclui que a
série central descendente é, de fato, descendente: :

1

g =828 ogto.
0 = = 0 0 x
Exemplo 1.9 g = g' = 0 0 = {(G 0 ;g = 0, assim
000 0 0
gt = 0 para todo k > 3.
a ® 0
Exemplo 1.10 g = g! = 0 a = 0 0 = :
0 0 a a0 0 a
0 0 =
g’ = 0 0 0 , assim g = 0 para todo k > 4.
0 0 0

Definicao 1.11 Uma dlgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente se anula
em algum momento, isto €,

g" = {0}

para algum ko > 1 e (e, portanto, g% = 0 para todo k > ky).
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Exemplo 1.12 As digebras abelianas sdo nilpotentes, pois [g.g] = 0.

Exemplo 1.13 Os exemplos 1.9 ¢ 1.10 também sdo dlgebras nilpotentes.



Capitulo 2
Formas Normais

Neste capitulo, primeiramente apresentaremos alguns conceitos basicos com o obje-
tivo de obtermos os resultados classicos da teoria de Formas Normais. O texto bésico
utilizado, neste capitulo, foi [6].

A teoria de Formas Normais foi introduzida por Poincaré em sua tese como uma
ferramenta para integrar sistemas nao lineares. Embora soubesse que a integracio desses
sistemas em geral € impossivel, a teoria de Formas Normais tem demonstrado ser uma
ferramenta 1til na analise local gualitativa e quantitativa de sistemas dinamicos.

Considere a seguinte relacao de equivaléncia: f; fo se, e somente se, existe uma
vizinhanca V' de 0 € R" tal que fi|v = fplv. Chamaremos a classe de equivaléncia de
uma funcdo f; por germe da funcdo fi, e, abusando da notacdo, usaremos o mesmo f;
para denotar o germe fi : (R* 0) — (R*,0)

Seja A" o espago de germes das funcdes analiticas em R” com f(0) = 0, isto &,
A" ={f:(R".0) - (R",0) analiticas; f(0) = 0}.

Admitiremos que &A™ estd munido com a topologia C*. Por simplicidade, nio faremos
qualquer distingdo entre um germe f e qualquer um de seus represeniantes {para maiores
detalhes, ver [7}). Como a origem é um ponto critico de f, vamos considerar a expansao
de Tayvlor de um sistema dinamico ao redor de um de seus pontos criticos. Seja entdo tal

sisterna dindmico expressado por:

b= fla) = Az + F(z) = Az + ) _Fils), 2€R (2.1)
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onde A=(Df)(0) e cada F, é uma n-upla de polindmios homogéneos de grau k. Clara-
mente a cada funcao analitica f estd associado um campo de vetores X; € V', onde V ¢é

o espago real analitico R® de campo de vetores,

. ad ,
Xy =D fil@)g-= (V)

Para facilitar a linguagem. daqui em diante, mencionaremos “o campo de vetores
f € V7" para dizer “o campo de vetores X; € V7.
A matriz A de (2.1) desempenha. neste contexto, um papel especial. Assumiremos,

A MEnos em mengao contraria, que a classe de campos de vetores satisfaz:
Propriedade P. A matriz A=(D f}){0) é semi-simples, ou seja, diagonalizdvel.

Podemos entdo, devido a propriedade P, fixar coordenadas tais que A é diagonal.

Definigao 2.1 Sejam A = {A1,..., \,} 05 autovalores da matriz A. Entdo A € resso-
nante se existem inteiros ndo negativos {qy,... g} e v € {1,.., ,n} tais que
n n
QA =>"gh=Xx e Q=D a>2 (2.2)
i=1 i=1

Neste caso, a ressondncia € dita ser de ordem Q.

Exemplo 2.2 Considere o matriz

O polinémio caracteristico de A € p(A) = N> —3A+2. Logo o0s autovalores de A sdo A = 1
e hy = 2. Obtemnos de (2.2) que g; + 2g5 = A; com i = 1,2. Se tomarmos ¢y = 2, go =0

el = 2 enitde teremos uma ressonancia de ordem 2.
Definigdo 2.3 Uma mudance de coordenadas, tangente a identidade, da forma
= I=x+ hp(x),

onde hy é uma funcgdo polinomial homogénea de grau k, com k > 2, serd chamada de

P-transformacao.
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Teorema 2.4 (Poincaré) Se ¢ matriz 4 é ndo ressonante, entdo o sistema dindmico

(2.1) pode ser reduzido, por meio de P-transformacées (formais), 4 sue parte linear.

Observacao 2.5 Enfatizamos gue estas séries [P-transformacgées), em geral, serdo so-
mente formais, ou seja, ndo podemos garantir em principio a convergéncia destas séries

produzidas em qualguer vizinhanca da origem.

Definicdo 2.6 z%; = (2% ... z0)e; é um mondémio ressonante de (2.1) se

i n
Q@A) =D ghi=X, com Q=) ¢ =2
f=1 g ]
Exemplo 2.7 Considere o sistema dindmico

=1+ a3y -+ 2’y

fla.y) = (2.3

= =2y +y° - 3z%°

4= (Df)(0) = (3 M )

Se e; e ey € a base candnica do R*, segque-se que (2°y)e; e (z%y?) ey sdo mondmios

Observe que

ressonantes de ordem 4, pots, chamando Ay = 1 ¢ \y = —2 temos que
qlAl -4~ QQ/\Q =3.1+ i.(_'g) =1= /\1
ml)\l -+ mg)\g =21+ 2(“—2) = -2 = /\2.

Definicao 2.8 Definimos vetores ressonantes como aqueles que sdo combinacdes lineares

de mondmios ressonantes.

Exemplo 2.9 Considere ¢ sistema (2.8). Jd verificamos que (23y)e; e {(2%y%)ey sdo
mondmios ressonantes com relagdo & A. Portanto, obtemos que F = (z%y, —3z%y?) ¢

um vetor ressonante.

Teorema 2.10 (Dulac) Se o matriz A é ressonante, entdo o sisteme dindmico (2.1)
pode ser reduzido, por meio de uma sequéncia de P-transformacdes (formais), & sua forma

ressonante, ou seja, d forma & = Az + Y ,., Fi(z) onde cada Fy &€ um vetor ressonante.
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Definicao 2.11 O sistema dindmico (2.1), com A semi-simples, é dito estar na forma
normal de Poincaré-Dulac se todos 0s termos ndo lineares Fy, sdo ressonantes em relacdo
a A.

Exemplo 2.12 Considere os sistemas

flz,y) = glz,y) =

y = -2y - 3x%y’ y=y

Lstes sistemas estao na forma normal de Poincaré-Dulac, pois, pelos exemplos 2.2 ¢ 2.7,

temos que Fy(z,y) = {2y, —31%y") € um vetor ressonante de ordem 4 em relacio o matriz
¢

. 1 0
(Df}(0) = (o L )

e Golz,y) = (2°,0) € um vetor ressonante de ordem £ em relacio a matriz

9 1
(Dg){0) = ( 01 )

Teorema 2.13 (Poincaré-Dulac) O sistema dindmico (2.1} pode ser reduzido, através

de P-transformagées (formais), & forma normal de Poincaré-Dulac.

Em nosso trabalho, nao faremos uma demonstracéo detalhada do Teorema de Poin-
caré-Dulac (para maiores detalhes, ver [1)). Enfatizamos que uma demonstragio deste
teorema pode ser feita utilizando os Lemas 2.17, 2.20 e 2.22.

Para qualquer série f(x) temos um campo de vetores X ¢ sobre R, 0 correspondente a

esta série. Os campos de vetores correspondentes as séries (formais) formam uma algebra

de Lie com colchete de Lie usual [, ], isto €,
[Xp, Xp] = Xp Xy - X Xy,
Introduziremos o colchete de Lie-Poisson {.,.} no espaco das fun¢des vetoriais:
{f.9} =(Dg)f —(Df)g
o qual satisfaz em particular

(X5 Xgl = Xp Xy — XXy = Xy gy = ({£9}-V).
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Definicdo 2.14 O operador homolégico A (também, as vezes, denotado por L4) asso-

ciado a matriz A € um operador linear definido como
Alglz)) = {Az, g(z)} = (Dg)(x) Az — Ag(z).

Exemplo 2.15 Considere

T =2z + 2?
fleyy =9
y=1y
Seja
T =21y
glmy)=q |
y=1y
Logo,

Alglz,y)) = (Dg)(z.y)Alz,y) — Ag(z, )
2y 2z 2z 2 0 2Ty
:(0 3yz>(9)m(0 1)(93)
dxy + 2xy 4zy
:( 3y’ )‘( v )
2xy
- ( 2y° )

Note que se A, B sdo duas matrizesn xn e C = [A, B] = AB— BA o seu comutador,

i

entdo temos que
{Az, Bz} = (DBz)Az — (DAz)Bz = (BA — AB)z = —-Cu.

Como aplicacao da identidade de Jacobi e do resultado anterior, obtemos o seguinte

resultado:

Proposicao 2.16 Se A, B e C sido respectivamente os operadores homolégicos associados
as matrizes A, B e C = [A, B, entdo [A,B] = ~C.
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Demonstragao: Seja g(z) uma funcgio vetorial. Entéo,

A Bl(g(z)) = AB(g(z}) — BA(g(z))

= A({Bz.g(z)}) - B({Az, g(z)})
= {4z, {Bz,g{z)}} - {Bz, {4z, g(«}}}
= {{Az, Bz}, g(x)}; {por 2 e 3 da defini¢do 1.1 )

= {-Cuz,g(z)}
= —Clg(x))-

Portanto [A, Bl = —C.

O

Lema 2.17 Se aplicarmos P-transformagdes, do tipo x — & = & + hn(2), no sistemna

dindmico (2.1), entdo cada termo Fy com k < m permanece inalterado e £, ¢ alterado

para Fp, = Frp, — A(hy).

Demonstragao: Sabemos que £ = x + hy,(2).

sistema dindmico (2.1) é transformado em

I”
=l +(Dhm)($)E 1f (Z)
= I + (Dhm) ()] flz + hon(z))

= [T = (Dhw)(x) + O(2I™)] | Alz + hry

Assim, 7 = [I + (Dhy,){z)lz. Logo o

)+ Filz+ hp(z }

k>2

-

k>2

= Az + Z Filz) + [Fo(x) + Ahp(z) — (Dhp){(z)Az] + O (2™

m=—1

= Az + Y Filz) + [Fulz) = Alhm(z))] + O (jz™7),

k=2

onde O(]z|™"1) representa os termos homogéneos de ordem m + 1 e ordens maiores. [J

Observacgao 2.18 Note que as P-transformagdes determinadas por hy, e h), = hy + dhy.,

com Shy € Ker(A), conduzem ¢ mesma Fy.
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Observacgao 2.19 Se a propriedade P ndo for sustentada, ou seja, A € ndo semi-simples,
entdo o Lema 2.17 {(bem como outros resultados deste capitulo, e a definicdo de res-
sondncia) continua vdlido sob certas condi¢ées. Neste caso, ¢ operador a ser usado €
o adjunto do operador homologico, A". Considerando os subespacos vetoriats Vi dos
polindmios homogéneos com componentes z/ = 'zl ...zl de grauw |J) = j1 + ... + jn,
temos que A 1 V; — V; e um produto escelar pode ser introduzido em cada V; (ver defi-
nicio explicita em [8]). Com a escolha conveniente do produto escalar (o produto escalar

de Bargman em [8]) em V., obtemos simplesmente AT = {4z, .}.

Lema 2.20 Qualquer termo Fy, com k > 2, contido na Im{A) pode ser eliminado, com

hi escolhido de maneira conveniente, através de uma P-transformacéo.

Demonstragao: Este resultado é um corolario do Lema 2.17, pois basta tomar um hy
conveniente tal que A{hy) = Fj. O

Definicao 2.21 A equacdo A(hg) = Fy serd chamada de equacdo homoldgica associada

a matriz A. Para mator simplicidade a trataremos como equacdo homoldgica.

Lema 2.22 Se Fy, ¢ Ker(A) com k > 2, entdo este termo € ressonante em relagio ¢ A.

Demonstragao: Sabemos que Fy é uma combinacéo linear de monomios, de grau &,
em uma base na qual A é diagonal. Seja x = {z1,... ,z,) as coordenadas com respeito a
k

esta base. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor Fp = zfe, = (x’fl xR e

e |kl > 2. Logo

0 = A(zFe;) = (Dze) (z){Az) — Azbe;)
ki .

n
= E “"CEAGZ;AE'.IZ' - }\i:z:kei
—1 Ty
o

Tt
= E ki/\iﬁ?kfii — Aixkei
1z=]

= [(k.A) — \Jz%;.

onde k = (ky,... . ky) e A= (A1,...,A,). Como z¥e; # 0. (k.X) — \; = 0. Portanto Fy é

—

ressonante em relagdo a matriz A. 0

Os seguintes fatos sao consequéncias do Lema 2.22:
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1. Se A é diagonal, entdo A também ¢ diagonal no espaco dos polindmios homogéneos.

e, = (x;fl .. .;r:f;)e.i é um autovetor de A com

o

Para cada 7= 1.... ,n, o mondmio z

autovalor (k.A) — A;.
3. Se todos os autovalores de A sdo diferentes de zero, entéo ele é invertivel.

4. Se A nao satisfaz a Propriedade P (ou seja, A tem blocos nilpotentes), entdo A
também tem blocos nilpotentes. Apesar disso, mesmo que os autovalores de A
_ tenham multiplicidades, os autovalores de A sio dados pela mesma férmula apre-

sentada no itemn 2.

Observacao 2.23 Nos Lemas 2.17, 2.20 e 2.22 usamos a propriedade P para garantir
que Im{A) é um subespago complementar do Ker(A), isto é, V = Ker(A) @& Im(A). Se
em particular ¢ matriz A € normal, isto €. [A, A¥] = 0 onde A" € a matriz adjunta de A
(note, eniretanto, que qualquer matriz semi-simples A sempre pode ser transformada em
uma matriz normal por meio de uma transformacdo linear, e qualguer matriz A normal

¢ semi-simples), entio Ker(A) € precisamente o complementar ortogonal de Im{ A}.

Coroldrio 2.24 Se A ¢ ndo ressonante, entdo a equagdo homoldgica, Alhy) = Fy com

k > 2, € soluvel para todo k.

Demonstracdo: Como (k.A) — A; # 0 para todo i = 1,... ,n, pela observacdo 2.23,
Fr € Im{A). Logo, pelo Lema 2.20, podemos encontrar hy tal que A{h;) = F; para todo
k> 2. U

Veremos agora uma definicao equivalente a defini¢ao 2.11, ou seja,

Definicao 2.25 O sistema dindmico {2.1) estd na forma normal de Poincaré-Dulac se
f e Ker(A), ou equivalentemente, se {Ax, f} = A(f) = 0.

Observagio 2.26 Em conseguéncia das observacdes 2.18 e 2.23, obtemos que se o equagdo

homoldgica, Alhy) = Fy, com &k > 2, for soluvel, entdo podemos escolher de maneira inica
hy € Im{A).

Aproveitamos a oportunidade para definirmos a forma normal canénica de um sistema

dinémico, a qual serd de grande utilidade no capitulo 4.
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Defini¢ao 2.27 Diremos que o sisterna (2.1) estd na forma normel candnica se no pro-
cesso de reduzir f. por meio de P-fransformagdes (formais), d forma normal de Poin-
caré-Dulac escolhermos somente hy € I'm(A), ou seja, se as P-transformagdes sio deter-

minadas por hy € Im(A).

Exemplo 2.28 Consideraremos neste ezemplo, © = (x1,22) e y = (11, y2). Seja

3-31 = 3331 WI%—PSCL‘E

flz) =
5&2 = To
Note que Fy(z) = (—25,0) € Im(A) e F3(z) = (523,0) € Ker(A). Isto implica, pelo
Lema 2.20, que F, pode ser eliminado. Queremos encontrar he(y) € Im(A) tal que @
(

mudanca de coordenada T = y + hy(y) elimine este termo. Seja ho(y) = (v3,0) (observe
que A(Fy) = (23,0) € Im{A)). Como z =y + hy{y),

2 =y + T2 = Yo
Segue que
y12l’1-$§ Y2 = T2
Isto vmplica que
U = Iy — 230 Yo = T,

onde &y = 3z, — 23 + 515 € Ty = x5. Logo,
U = 3z ~ 23 + 53 — 223 = 3(2; — x3) + 52l = 3y, + Sys
Yo = T2 = T2 = Y
Como Fy{z) € Ker{A), pelo Lema 2.22, este termo € ressonante (isto €, ele ndo pode ser

eliminade). Portanto a forma normal canénica de f(x) €

. 91 = 3y1 -+ 5up
fyl =4
Yo = Y2



Capitulo 3
Simetrias

As stmetrias surgem naturalmente em inameros fenémenos fisicos. Em certos casos,
elas ocupam um papel fundamental no estudo de sistemas dindmicos. Neste capitulo,
estudaremos campos de vetores que apresentam simetrias. Os textos basicos utilizados,
neste capitulo, foram {6, 12]. _

A nocao convencional de simetria consiste de uma aplicacdo no retrato de fase, €2,
de um campo de vetores que deixa invariante as trajetdérias (caminhos no espaco de fase
que sdo percorridos na mesma diregdo do tempo). Tal aplicagio leva trajetérias de um
sistemna dindmico para outras trajetdrias do mesmo sistema.

Vamos definir o conceito de simetria associado ao grupo dos sistemas dindmicos
gerado por campos de vetores sobre algum aberto, €2, do R?. Limitaremos a discussdo

para sistemas invertiveis.

Definicao 3.0.1 Um difeomorfismo g : Q0 — Q € uma simetria do sistema

dr . .
s —{%(g(z)) = flglz}), ou seja, (Dg)(z)flz) = flglz}).

Segue da definigao 3.0.1 que simetrias levam trajetorias em trajetdrias, preservando

a direcio do tempo nos trajetos percorridos.

Exemplo 3.0.2 Seja
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Considere

glz,y) = (Az, Ay).

Assim, obtemos que

A0 e Az
(Dg)z,y)flz,y) = ( 0 /\) (y ) = ( Ao )

Flo(z,y)) = FO, hy) = ( jf" ) _
y

Por outro lado,

Portanto g{x,y) é uma simetria de f{z,y).

3.1 Caso Semi-simples

Estamos interessados nas propriedades simétricas de (2.1).

Definicao 3.1.1 A aplicagio g : R* — R™, onde g{x) = Bx+G(x), € o gerador infinitesi-
mal de uma simetrio de (2.1) se [ Xy, X, = 0 (ou, equivalenternente, se {f{z},g(x)} =0).

Precisamente, estas aplica¢des ¢ sao conhecidas como as simetrias de Lie do sistema,

dindmico f.

Exemplo 3.1.2 Seju

Considere
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Varnos verificar que g(x,y} € o gerador infinitesimal de uma simetria de f(z,y).

Xy, Kol = Xy Xy - XX

___xma_<i x2ey_a__ Eyi - 9 i
N e Tyc?y dx T Iyém;cwi'yay

e — _a- 2.y a g 2,Y a Zya a, an 3
—< Iyam(xe)a$+yay(xe)ax — xeém;(-—xy)g;;xewé}—(y)b—;)

5 d o o
= | DoV o By ¥ N 2y T
( 2r7ye 5 roye &E) ( xoye &C)

== {}.

Exemplo 3.1.3 Seja

=z
fley) =
y =3y’
Considere
glz.y) = (z,2z7%).
Vamnoes verificar, utilizando o outro método, gque g{z,y) € o gerador infinitesimal de uma

simetria de f(x,y).
{flz.y),9(z,y)} = (Do), u) fz,y) — (Df){x, y)g{z, )

(o) (nla) () ()
“(2) ()

= {).
Observe que qualquer sisterna dindmico do tipo (2.1) admite um gerador infinitesimal

de simetria do tipo g{z) = cf{z}, com ¢ € R, pois

{fieft = (Def)f —{Df)ef = (Dfjef = (Dfjef =0.

Estes geradores infinitesimais s8¢ conhecidos como triviais.

Para facilitar a linguagem, daqui em diante, mencionaremos “simetria infinitesi-
mal” para dizer “gerador infinitesimal de uma simetria”.

Analogamente, se A satisfaz a propriedade P, podemos reescrever a definicdo de forma

normal de Poincaré-Dulac da seguinte forma:
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Definicao 3.1.4 O sistema dindmico (2.1) estd na forma normal de Poincaré-Dulac se
a funcdo linear Ar € uma simelria infinitesimal de f, isto ¢, {Az, f} = 0 ou, equivalen-

terente, se {Ax, Fy} =0 para tedo k > 2.

A partir daqui, assumiremos que o sistema dindmico (2.1) admite uma simetria infi-
nitesimal ndo trivial, ou seja, existe g # cf tal que [X;, X;] = 0. Claramente, esta relagio
geomeétrica ndo depende da representacdo das coordenadas de Xr e X, isto é, ela ainda
é conservada quando passamos para as coordenadas nas quais (2.1} estd na forma normal

de Poincaré-Dulac.

Denotaremos por Gy a algebra das simetrias infinitesimais de f:
Gr={g: X, Xg] =0} = {g: {f. 9} = O}

Também denotaremos por D, a dlgebra dos campos de vetores polinomiais em K", e por
M C D, a dlgebra dos campos de vetores lineares em R", isto é, de campos de vetores
da forma f(z) = Mz, com M qualquer matriz n x n. Usaremos a notacdo X,s para
o campo de vetores Xy, Por dltimo, chamaremos por M a subdlgebra das simetrias

infinitesimais lineares de f:
My = {Bz;[Xg, X¢] =0} = {Bz;{Bz. f} = 0}.
Para facilitar a notacao, usaremos B € M ao invés de Bz € M.
Observagao 3.1.5 Observe que Gy € o centralizador de f na dlgebra D, e M; € justa-
mente My = Gy N M.

Devemos ressaltar que G; ndo tem somente uma estrutura de dlgebra, mas também
de mdédulo. Na verdade, seja I o conjunto das constantes de movimento, ou de integrais

primeiras, para Xy, 1sto €,

Ir={¢p R 2R X;(p)=0={p: R" = R (Dy)f(z) = 0}.
E imediato verificar que Z; é uma dlgebra. Temos ainda que, se 1,92 € Gy e 01,9 € Ts
entdo (11 + w292) € Gy, pois

{flz), er(z)gi{z) + o2(@)g2(2)} = {f(2), er(2)g: (@)} + { f (2}, palz)golz)}
= () {f(z), g1 ()} + palx}{ f(z), g2(2)}
= (
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Isto significa que o conjunto Gy € um modulo sobre Z;.
Nao faremos a demonstraciao do proximo resultado mas para maiores detalhes indi-

camos [15].
Lema 3.1.6 O conjunto G; é um mddulo finitamente gerado sobre L.

Observagao 3.1.7 Observe gue se f admite integral primeire ndo trivial, entdo Gy serd

de dimensdo infinite como dlgebra, ainda que tenha dimensdo finite como mddulo.

Lema 3.1.8 O conjunto Z; € invariante sob Gy.
Demonstragao: Sejam ¢ € Iy e g € Gy Assim,
(X5, Xolle) = Xy Xo(0) — X, Xp() = 0.

Logo X;Xy(¢) = Xy Xf(p). Como X;(p) = 0, X, X¢(p) = 0 = X;Xo(p). Isto implica
que X,(¢) = 0. Portanto X (Z;) C Z;. O
Assumiremos para a simetria infinitesimal g(z) = Bz-+G{z) uma propriedade andloga

a propriedade P para o campo de vetores f. ou seja,
Propriedade P'. A matriz B = (Dg)(() é semi-simples.

Quando uma sequéncia de P-transformacoes é executada simultaneamente sobre f e
g de tal modo que f atinge sua forma normal de Poincaré-Dulac, evidentemente g ndo é
necessariamente reduzida a sua forma normal de Poincaré-Dulac. O teorema seguinte diz
que se g € uma simetria infinitesimal de f, entdo podemos levar simultancamente f e g &

forma normai de Poincaré-Dulac, ou melhor,

Teorema 3.1.9 Se f(z) e g(z) satisfazem {f, g} = 0, entédo a sequéncia de P-transformacées
alterando f & forma normal de Poincaré-Dulac. f — f € Ker(A), também transforma g
em § tal que § € Ker(A). Mais ainda, eriste uma sequéncia de P-transformacdes levando
simultaneamente f e g & forma normal de Poincaré-Dulac (a qual chamaremos de forma

normal simultdnea), isto €,
f=Ff g—=3§ comf geKer(A)NKer(B) (3.1)

onde A, B sio os operadores homoldgicos associados ¢ A = (Df)(0), B = (Dg)(0)

respectivamente.
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Demonstracao: Primeiramente, seja f expressa na forma normal de Poincaré-Dulac, ou
seja, f — f = Az+F. A simetria infinitesimal g, sob esta sequéncia de P-transformacdes,
é transformada em uma nova forma, g — § = Br+G (ndo necessariamente normal; reser-
vamos a notacéo . somente para forma normal de Poincaré-Dulac). Como a propriedade
comutativa, {f,g} = 0, independe das coordenadas de f e g, {f;é} = ( também. Ex-

pandindo f e ¢ em séries de poténcia formais, obtemos

fmA:c—{—ij} ng$+Zéj

jz2 iz2

onde I:-'} e @j sdo funcdes polinomiais homogéneas de grau j. Olhando para os termos de
primeira ordem nas séries expandidas, conseguimos imediatamente, de { f, §} = 0, que
[A, B] = 0. Procedendo, analogamente, para os termos de segunda ordem, obtemos que
{A:c, Gg} + {ngBm} = (), 0 qual implica que {Aa:,é'g} = {Ba:, Fg} Assim,

(6 = ({2
= A({Bz.F})
= {4z {Bs. £}

= {{_4;6, Br} ,Fg} -+ {B$, {AL Fg}} (por 3 da definicdo 1.1}
=0 ( pois, {Az, Br} = 0 e pela definici03.1.4, {49: B} =0).

Segue, pelo fato de A2 (ég) = A (A (ég)) =0, que
A (Gg) € Ker(4) e A (ég) c Im(A).

Como a matriz A é semi-simples, pela Observacdo 2.23, obtemos que A (@g) = {0, ou
seja, G € Ker(A). Nos termos de ordem & > 2 temos

"~

{4564} + { B Ba) = (B, Gy} = i

7

H
o

Afirmacdo 1 Se F;, G; € Ker(A), entdo {E},@} € Ker(A).

Vamos mostrar, usando inducéo sobre k, que ¢ € Ker(A).
Para k = 3, como Fy. Gy € Ker{A), pela afirmagao 1, {Fg, Gg} € Ker(A).
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Suponha para valores menores que k — 1 a implicacdo seja verdadeira. Sabemos que

A (k_ {ﬁﬁék_ﬁ;}) = A (kz (5.6, H}) ca({honc))

({FA 1, Gg}) (pela hipétese de indugio)

0 (pela afirmacao 1)

Assim, por indugdo, v € Ker(A). Este fato implica que

a({an.6) =a((m1))

Com raciocinio andlogo ao que usamos para mostrar que G, € Ker(A), concluimos que
Gr € Ker(A) (para todo k > 2). Logo F, G € Ker(A) e, portanto, f,§ € Ker(A). Mas
a série de transformacoes a qual normaliza f é, na verdade, completamente determinada
por elementos no Ker(A), ou seja, G € Ker(A) e B: Ker(A) = Ker(A). Portanto, sem
alterar a normalidade de f , ainda podemos aplicar mudancas de coordenadas para colocar
também ¢ na forma normal de Poincaré-Dulac com respeito a B. Para mostrarmos que
f € Ker(B), basta usar o mesmo argumento como antes para mostrar que § € Ker(A).
Com isto, 3.1 é obtido. 0

Demonstracao: (da afirmagao 1)
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Observagio 3.1.10 Claramente, no Teorema 3.1.9, os papeis de [ e g podem ser inver-
tidos. Veremos, ainda nesta segdo, que este fato serd usado no problema de linearizacdo

de sistemas dindmicos.

Imediatamente podemos estender o resultado do Teorema 3.1.9 se considerarmos néo

somente dois campos de vetores Xy e X, mas uma algebra abeliana g com dimensao d+1:

Teorema 3.1.11 Suponha que [ e {gi....,qq} geram uma dlgebra de Lie abeliana g
sob o colchete de Lie-Poisson. Entdo, por meio de P-transformacgbes (formais), podemos

colocar {f = go, g1.... , ga} ne forma normal simulianea, isto ¢,

d
Gy — Gy € ﬂKer(Ba) (para b=10,1,....,d),

a=={}

onde B, é o operador homoldgico associado & matriz B, = (Dg,)(0) ¢ A= By,

Serd de grande valor mais adiante, considerarmos os detalhes das relacdes entre Gy
e M definidas acima. Elas serdo frequentemente ateis ao considerarmos G,, M, e I
com h(r) = Az, onde A é uma matriz. Neste caso, escreveremos simplificadamente
Ga. Myely.

Enunciaremos por conveniéncia o resultado seguinte, o qual na verdade, j& demons-

tramos e usamos (veja prova do Teorema 3.1.9).

Lema 3.1.12 Se ¢g(z) = Bz + G(z) € uma simetria infinitesimal de f(z) = Az + F{x),
entdo obtemos que [A, B] =0, isto €, se [X;, X,] =0, entdo [X4, Xp] = 0.

Coroldrio 3.1.13 Se, em particular, g{z) = Bx, entdo M;C My e M;C Mpg,.
Demonstragado: Sabemos que
0=[X; Xp]={f, Bz} = {4z + F(z), Ba} = {Az, Bz} + { F(z), Bz}

Pelo Lema 3.1.12, {Ax, Bz} = 0, ou seja, My C My,. Como {Az, Bz} = 0, entdo
{F(JS) BI} = {}, isto é, Mf - J’\/fp(x). O

Corolédrio 3.1.14 Se o sistema dindmico f{z) = Az + F(x) admitir uma simetria in-
finitesimal linear g{z) = Bz, entdo existe uma forma normal § a qual admite a mesma

simetria infinitesimal g(x) = Bz, e esta forma normal satisfaz f € Ker{A) N Ker{(B).
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Demonstracao: Temos, pela hipdtese, que {f, Bz} = 0. Como {f, Bz} = —{Buz, f},
entdo {Bz, f} = 0. Ainda temos, pelo Lema 3.1.12, que {Bz, Az} = 0. Logo deduzimos
que f € Ker(B) e A: Ker(B) — Ker(B). Isto implica que podemos colocar f na forma
normal de Poincaré-Dulac com respeito & A, f ~» f € Ker{A), de tal maneira que f

ainda permaneca no Ker(B). O

Coroldrio 3.1.15 Se g(z) = Bz+G(z) € Gy, entdo, uma vez colocadas na forma normal

simultdnea, f € Ker(B), isto €, Bx € uma simetria infinitesimal linear de f.

Demonstracdo: Como f,¢ estdo na forma normal simultinea, pelo Teorema 3.1.9,
f e Ker(A) N Ker(B). Portanto {B:E,f} = 0. ]

Coroléario 3.1.16 Suponha que h é uma subdlgebra mazimal abeliana de g, gerada por
he(z) = Byx + Gylz) (com hg = f). Entdo, uma vez colocadas na forma normal si-

multdnea, temos que By, € M.

]
Demonstragio:  Obtemos, pelo Teorema 3.1.9, que hy = f € ﬂK er{B,). Isto

az=0
implica que {Baa:; f } == (). Como a propriedade comutativa nao depende das coordenadas,
{B.x, f} = 0. Portanto B, € M;. O

Lema 3.1.17 Se f(z) = Az + > ., Fi(z) estd na forma normal de Poincaré-Dulac,
onde todos os autovalores de A sdo ndo nulos, entdo qualguer integral primeira p(x) de

= f{z) é também uma integral primeira do campo de vetores linearizado Azx.

Demonstragio: Podemos assumir que ¢ é nio constante e ¢(0) = 0. Isto diz que
@ =3 g rej com T > 1 e . # 0. Decompondo Xf(p) = 0 em sua parte homogénea,
obtemos que Xa(p,) = 0 (pois, se Xa(g,) + Xr(or) = 0, entdo Xa(p,) = 0) e, além

disso,
Nalerej) + Xp(0raga1) + Xp(rpg-2) + .+ Xpy () = 0,97 2 1 (3.2)

Queremos mostrar que X 4(@,.;) = 0, para j > 0. Usaremos indugéo sobre j. Para j = 0,
j& mostramos que X 4(¢) = 0. Suponha que X4(¢r4x) = 0, para todo & < j. Aplicando

X4 em (3.2), obtemos

mXA(ﬂXA(‘pr»:kj)) + ‘YA(XFQ(WT—:FJ'—I)) -+ XA(Xps(W?“-%jv?)) T ‘YA(XFj-é-l({fQT)) = (0.
(3.3)
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Sabemos, pelo fato de f estd na forma normal de Poincaré-Dulac, que X4 X5 = Xp X2,

para todo ¢ > 2. Assim, (3.3) torna-se

Xa(Xalors)) + Xp(Xaleryya1)) + Xp(Xalorsj-2)) + ...+ Xp, (Xaler) = 0.

Logo, pela hipdtese de indugio,
‘XFQ (Xwi’-({r‘:r%—j—l)) - XFS (X:4($T+jmﬁ)) == ‘YF;,'H (XA(‘??T)) = 0.

Portanto, X 4{X4{r.;)) = 0 para todo 7 > 0. Como X4 é invertivel (pois os autovalores

de A sfo ndo nulos), X,(¢,4;) = 0, para todo j > 0. ]

Uma aplicagao da teoria de formas normais simultaneas pode ser visto em problemas
de linearizacdo de sistemas dindmicos. Claramente, se Ker(A) = 0, entdo o sistema
dindmico ¢é linearizdvel por meio de P-transformacgtes (formais). Mas, seja qual for a
matriz A, o campo de vetores linear X4 = (Az. V) comuta com o campo de vetores S
dado por § = ). xié—% = ([z.V), o qual seréd chamado de campo radial. Facilmente
notamos que apenas os campos de vetores lineares comutam com S. Por outro lado,
observamos que a matriz identidade nao admite ressondncia, pois para ela ser ressonante

teria que satisfazer [Q| > 2. Entretanto,

n T
Z%)\z’ = ZQ‘i =|Q| =X = L
f=1 izl
Entao podemos dizer que:

Corolario 3.1.18 Um campo de vetores [ (ou um sistema dindmico © = f(x)) pode ser
linearizado se, € somente se, ele admite uma simetria infinitesimal g{z) = Bz + Gz} tal
que B = {Dg){0) = 1.

Demonstracdo: Suponhamos que f pode ser linearizado (ou seja, existe uma sequéncia
de P-transformacoes (formais) tal que f — Az) e, além disso, admita uma simetria
infinitesimal ¢(z) = Bz + G(z). Assim, pelo Lema 3.1.12, [A,B] = AB — BA = (.
Como A é uma matriz genérica semi-simples, B = [. Reciprocamente, suponhamos que
f admite uma simetria infinitesimal g{z} = Bz + G(z) tal que B = (Dg)(0} = I. Como
B = I, Ker(B) = {0}. Assim, pelo Teorema 3.1.9 {com o papel de [ e g invertidos),
temos que A : Ker(B) — Ker(B). Como B nio admite ressondncias, Ker(A) = {0}.

Portanto f pode ser linearizado. 7
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Exemplo 3.1.19 Considere o sistema dinamico em R*, dado por

&=+ oty

flz,y) =

- 2

g = =2y~ 'y’

cuje parte linear € dada pela matriz

A= (Df)(0) = (é ° )

Seja
glz,y) = (z+ 42’y y — 42°y°).

Vamos verificar que g(x,y) € uma simetria infinitesimal de f(z,y)

_ 1+162%y 4t T+ oty
B —122%y° 1 —8z% 2y — z89?

1+ 4z%y zt x + 4zty
-3z?y? -2 - 22% y — 4z3y°

7+ Oty + 1227y ) ( T+ Ozty + 1227y? )

—2y + 3z8y? — 4z%y° —2y + 3z8y? — 4258

= 0.

Como (Dg)(0) = B = I, pelo Coroldrio 3.1.18, f(z,y) pode ser linearizado.

Exemplo 3.1.20 Consideraremos agora um sistema dindmico em R®, aparentemente



Caso Semi-simples 929

muito complicado, dado por

.
2,21

i = [az —y] — 3 - [3zy® + 2a9®] — 6]y + ax’y?]
—3[2° + 2azty + y°] — [202® + 152%y%] — 30[z'y® + 2%97]
—3[z* + 52%)]

v =[z+ay] - [az? - 2zy] + [22° + *] + [92%y* + dazy?]
+[152%y + 12a2°y?] + [72512a2%y + 6zy°]
+[4az” + 30z°y*] + 602°y° + 6027y + 6[5z°y + ]

flay,z) = ‘

2= fz+ 22y + y*{2a — 8)]
+{22% 4+ 22%y (20 — B) + 3zy® + ay® + ¥ {20 - §)]
+[2* (20 — B) — 3ax?y? + 6xy® + 2] + [62°y? + 8x%yP3y°)
+{122%2 + 2722 + 12azy®] + 9[5z%y3 + dax’y?]
+[22% + 828y + 212%%* + 360z°y® + 182y
+

12az7y? + 902%y%] + 18023y + 180z y?* + 90z%° + 18z11y?

cuja parte linear é dada pela matriz

—1
A= (Df)0) =

@ = D
T O O

e
0
onde o e 3 sdo constantes reais. Apesar deste sistema dinamico ser bastante compli-

cado, podemos verificar explicitamente que Xy = (f.V) comuta com Xy = (9.V), onde

9($y,3) = (gl(zryrz)aQQ(ﬂjty: Z):QS(:C:y: Z)) e cada componente ¢ dada por:

gz, y, 2) = x + =2y° — 62%y* — 6oty — 22°
ga(z,y. 2) = y — 2% + dzy® + 122%y% + 47 + 122%y
g3(z,y. 2) = 2+ y* + 202y + 2y% + ot — 3z%y? + 122y + 362%y* + 3625y + 12077

Observe que a parte linear do campo de vetores X, = (g.V) corresponde & matriz iden-
tidade, ou seja, (Dg){0} = B = I. Portanio, pelo Corolario 3.1.18, f{z,y,z) pode ser

linearizado.
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Observacao 3.1.21 Sen = 2, A = (Df){0} tem autovalores distintos e f admite uma
simetria infinitesimal g(x) = Bz + G{z) com B ndo proporcional & A, entdo f pode ser
linearizado. Na verdade, € suficiente considerarmos a combinagdo linear af + ~vg dando

uma outra sitmetria infinitesimal tal que oA +~B = 1.

Exemplo 3.1.22 Considere o seguinte sistema dindmico em R?

==z
[,y =
y = 3y — x°

Temos que a parte linear dele é

Aﬂ(Df)(O):(é 2)

Seja g(z,y) = (g1(z,y), g2{z, y)) uma simetria infinitesimal de f(x,y). O cdleulo explicito
de {f,g} ¢ dado por

{f{z,v), glz,y)} = (Dg){z,
_ ( %ﬂil" %qj Z _ 1 0 g1
n %%2- 3y — z? -2z 3 G
)+ F By~ 2%) — gy
%’%:%(iﬁ + %%(Sy —z2) — 2xg, + 39, |

=
)
=
=
ks
&
!
o
4y
-
i
=
iy
.
=
2
~—

Isto implica que
gz, y) =2 = (2,22%) ou glz,y)= 20 = (0,y — z?).
Isto diz que Gy € gerado por {z1, z5}. Uma simetria infinitesimal de f(x,y) € dada por

2z, y) = 22 + 8z = (20, 8y — 427)

2 0
(Da)(D)me(o 8).

Como B ndo é proporcional a A, pela observacdo 5.1.21, f(z,y) pode ser linearizado.

3

onde

Observe gue s{x,y) = 3f{x.y) — z(zx,y) é uma simetria infinitesimal tal que (Ds)(0) = I.
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Coroldrio 3.1.23 Se o sistema dindmicoz = f(z) = 443:4“2 Fi(z) admite urna simetria

k2
infinitesimal g{x) = Bz + G(x) tal que Ker{A) N Ker(B) = {0} [(se, em particular, B

ndo admite ressondncia, isto €, Ker(B) = {0}), entdo f pode ser linearizado.

Demonstragao: Temos, por hipdtese, que {f, g} = 0. Assim, pelo Teorema 3.1.9, existe
uma sequéncia de P-transformactes (formais) tal que f.oe K er(A) N Ker{B). Como
Ker{A)n Ker(B) = {0}, obtemos que F; € Im(A) para todo k > 2 (pois, caso contrario
F, € Ker(A) n Ker{B)). Logo, pelo Lema 2.20, estes termos podem ser eliminados.
Portanto, f pode ser linearizado. Em particular, se Ker(B) = {0}, entdo deduzimos, pelo
Teorema 3.1.9, que A : Ker{B) —» Ker(B). Isto implica que Ker(A) = {0}. Logo f pode

ser linearizado. L)
Exemplo 3.1.24 Considere o sequinte sistema dindmico em R®

I =z + 208y
flz,y) =
g = —5y + 6z°y”

Uma simetria infinitesimal linear para este sistema ¢ dada por
glz,y) = (z, —2y).

Note que, a parte linear de f e g sdo

1 0 10
(Df)(O)mAx<8 _5) (Dg)(@)zB:(O mz)

respectivamente. Para encontrarmos o Ker(A) e o Ker(B), precisamos determinar os

termos que sdo ressonantes em relagdo as matrizes A e B. O termo 2™ y™ € Ker(A) se
m;—Smngizl ou m1“5m2:A2:—5.
Isto nos diz que 08 termos ressonantes sao da forma
(™) ey e (2yY") ey, paran=1,2,...,00,

ou seja, Ker(A) = {0, (x®™ " y™) e, p (£™y" ey} com o, p € R Por outro lado, o
termo x%y®? € Ker(B) se
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Os termos ressonantes sio dados por
+ -1
(:C.?n lyn) e € (I2nyn~r )62} para n o= :21 50

Logo, Ker(B) = {0, 8(z* y™) ey, v (z*y" ea} com B,v € R Observe que, apesar
do Ker{A) e Ker(B) ter dimensdo infinita, Ker(A) 0 Ker(B) = {0}. Portanto, pelo

Corolario 3.1.253. [ pode ser linearizado.

Na verdade, a simetria infinitesimal reduz o sistema dindmico para sua parte linear e,
portanto, obtemos que a forma normal simultanea dele é & = Az. Neste aspecto, notamos
que Ker{A) N Ker(B) é gerado pelos vetores uy, = (uyg, ..., Uss) possuindo somente s
componentes diferentes de zero. Estas componentes sfo iguais & 27" ... z¥%, onde estes
mondmios =% sao ressonantes em relacdo & ambas matrizes 4 e B, ou seja, se A; 820 08

autovalores de A e ~; estes de B, isto diz que (M.u;) = Ay e (.15 = s

Teorema 3.1.25 Se um sistema dindmico em R* pode ser linearizado, entdo ele admite
n simetrias infinitesimais independentes comutando, as quais podem ser simultaneamente
levadas ¢ forma linear por meio de transformagdes de coordenadas. Se, em particular, a
matriz A do sistema dindmico é diagonalizdvel com autovalores reais, entdo - uma vez
linearizado e A sendo diagonal - & = :cfa%z_ ao longo de cada direcdo i, séo n simetrias in-
finitesimais lineares comutando com o sistema. Reciprocamente, se eziste um sistema de
coordenadas onde o sistema dindmico admaite n simefrias infinitesimais lineares indepen-
dentes (B;x.V) comutando tal que qualquer B; é semi-simples, entdo o sisterna dindmico

pode ser linearizado.

Demonstracdo: Linearizando o sistema dindmico, obtemos que £ = Az (onde A é uma
matriz genérica semi-simples). Pelo Coroldrio 3.1.18, este sistema admite uma simetria
infinitesimal g tal que {Dg){0) = B = I. Isto implica que se as matrizes [, A, ... K A"}
sao linearmente independentes, entéo elas fornecem as n simetrias infinitesimais lineares
independentes comutando entre si. Ainda se este nao for o caso, a existéncia destas n
simetrias infinitesimais com as propriedades exigidas € facilmente verificada se colocarmos
A na forma de Jordan. No caso da matriz A ser diagonal, os vetores correspondentes as
colunas de A formam uma base do E". Assim, a existéncia de n escalares independentes &;
é verificada se para cada coluna da matriz A associarmos a direcao xié—g:. Reciprocamente,

dado n matrizes semi-simples independentes B; comutando, elas podem ser diagonalizadas
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simultaneamente, ou methor, existe uma base ordenada do R" tal que cada matriz B; € re-

presentada, em relacao a esta base, por uma matriz diagonal: B; — diag (,5@, e ,,37{5} )
Agora, com respeito 4 base gerada pelos n vetores (linearmente independentes) dados por
3= (,8?}, o 1;‘5’55)), a simetria infinitesimal o; = (B;2.V) torna-se o; - £ = 5515%1 ot

seja, as dire¢des independentes ao longo de cada direcio 8°. Isto diz que

=1 izl :

é uma simetria infinitesimal do sistema din&mico. Portanto, pelo coroldrio 3.1.18, o

sistema dinémico pode ser linearizado. O

3.2 Caso Nao Semi-simples

Como mencionamos acima, muitos resultados considerados anteriormente para a ma-
triz A semi-simples também valem — &s vezes sob uma versao fraca — para o caso nio

semi-simples. Neste caso a notacio exigida ficard mais complicada.

Observacgao 3.2.1 Utilizaremos um resultade bastante conhecido, ¢ qual diz que uma
matriz genérica A se decompde de maneire dnica como A = A, + A, onde A, € semi-

simples e A, € nilpotente, além disso, estas comutam, isto é, [As, Apl = 0.

Lema 3.2.2 Se [A, B] =0, entdo [A;, B] = [A, Bs] = 0.

Demonstragao: Escrevendo as matrizes A e B em coordenadas nas quais A se encontra
na forma de Jordan (J4), obtemos A ~ Jq = Ja4, + J4, ¢ B — B (onde B nio ¢
necessariamente a forma de Jordan de B). Sendo a propriedade comutativa independente

das coordenadas, segue-se que
0=[JaB] = [Ja, + Ja,. B = [Ja.. B + [Ja.. B]

Logo{JAs,Bﬂi = [3, JAH}. Como B é uma matriz genérica, [JASJ;’] = 0. Portanto

[4;, B] = 0. Analogamente, mostra-se que [A, B] = 0. O

A definicdo de termos ressonantes sera modificada levemente, no caso de matrizes
com uma parte nilpotente, introduzindo os operadores homolégicos A,, A" associados,

respectivamente, as matrizes 4, A7 onde A, = {4,,.} e AT = {A",.}. Posteriormente
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usaremos B;, BT similarmente definidos. Assumiremos a escolha do produto escalar de
Bargman em V; ([8, 11]).

Definicao 3.2.3 f(z} € V ¢ ressonante em relacdo ¢ matriz A se flz) € Ker(AT),
ou seja, {ATz, flz)} = 0.

Lema 3.2.4 Os termos F{z) € Ker(A") sdo séries de poténcia da forma K{p(z)).z,
onde K € uma matriz o qual cormuta com A" e suas entradas sdo funcoes constantes de
movimento {ou inlegrais primeiras) analiticas ¢(xz) do tempo independente para o proble-

ma linear © = ATz,

Demonstracao: Pela hipétese, temos que A™ (F) = (DF) Atz — ATF = 0. Como

F o= (}3’1, . ,Fn), obtemos que a derivada direcional de F em cada direcao z; é dada

OF, . . . _ . « (o
por ( £ (47 ) ;= {ATF),. Assim, obteremos as seguintes equagdes caracterfsticas na

81’1‘

forma simétrica

dfy  dE, dm dm, (3.4
(A*F), T (aF), Atz T {Aa), ‘

Logo F = Kz, onde K é uma matriz que comuta com A* (pois, AT(Kz) = 0) e,

ainda, depende das constantes de integracio do subconjunto de equagdes envolvendo os n

primeiros termos de v z ] em (3.4), os quals, sao justamente as constantes de movimento
y _‘:E .
7

{ou integrais primeiras) do problema linear £ = A%*z. L

Lema 3.2.5 Seja A, o operador homoldgico associado ¢ parte semi-simples A; da matriz
A. Entao.
Ker(A) C Ker(A,) e Ker(A™) C Ker(A,) = Ker( AT},

Demonstragdo: Pelo Lema 3.2.2, se [K, A7] = 0 entéo [K, A;] = [K,A]] = 0 (se
colocarmos A na forma de Jordan (J4) e calcularmos a matriz adjunta correspondente a
parte semi-simples, entao obteremos que J4, = J}_ e, portanto, A, = A}). Por outro lado,
as solucdes dos sistemas lineares = A,z e © = ATz sio, respectivamente, combinacdes
dos termos et e t et Assim, as integrais primeira que podemos construir para o segundo
sistema {# = A7), com a propriedade de ser tempo independente e expressas em suas
formas analiticas, certamente também serdo integrais primeira do sistema # = A,z. Como
a reciproca é falsa, pela analiticidade dos elementos no Ker(A) e Ker(A™), obtemos que

pa—

Ker(A) € Ker(A;) e Ker(A%) C Ker(A,) = Ker(A]). i___f
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Observacgao 3.2.6 O Teorema de Poincaré-Dulac, reformulado para o caso semi-simples,
afirma que dado um campo de vetores f(z) = Az +F(x), entdo a parte ndo linear pode ser
levada, através de P-transformagdes (formais), a uma forma normal em relacdo a A™, isto
6 F— Fe Ker(A™). Observe que, neste caso, a condi¢do de ressondncia AT(F) =0
néo pode ser estendida para a parte linear, ou seja, Az ¢ Ker(AT). Entretanto, temos
que Az € Ker(A,) e portanto obtemos que f & Ker(A,).

Temos, para ¢ caso nao semi-simples, um teorema correspondente ao Teorema 3.1.9

que é dado por:

Teorema 3.2.7 Sejam f(z) = Az -+ F(z), g{z) = Bz + G(x) satisfazendo [X;, X, =0 ¢
as partes semi-simples A,, B, de A, B mairizes normais. Entdo podemos formalmente, por
meio de P-transformagdes, levarmos f, g em qualguer uma das sequintes Formas Normais

Simultaneas:

1. F = Fe Ker(AN O Ker(By), G -G e Ker(A,)Ker(Bt)

9. F s F & Ker{l A" Ker(B,), g— § € Ker(As) () Ker(B;)

3. f— fe KerlA)NKer(B,), G- Ge Ker(A)NKer(B)

4 o= F.g € Ker(A) ) Ker(B,)
Demonstracao: Semelhante a prova do Teorema 3.1.9 O

Este resultado pode ser extendido, como no Teorema 3.1.11, para o caso de qualquer

algebra abeliana finita gerada por g,(z) = B,z + G.(z) com a=0,1,....d; ou seja,

Teorema 3.2.8 Suponha que {f = g9, 91, .- . g4} gera uma dlgebra de Lie abeliana g sob
o colchete de Lie-Poisson. Entdo podemos colocar {f = go, g1, --. . ga}. por meio de uma
sequéncia de P-transformagdes (formais), em quelquer uma das seguintes formas normais

stmultaneas:

d d
1. G;—Gj e Ker(B) ﬂ Ker(B,s), 9 — G m Ker(Bgs)

=0 am=0

e b

d
2 gy G [ | Ker(Bas), (b=0.1,....d)

=l
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onde B, s € o operador homoldgico associado & parte semi-simples B,.

Para algebras nao comutativas é, em geral, dificil {ou impossivel) obtermos resul-
tados similares. Uma excecao importante é dada por dlgebras nilpotentes para a qual

verificaremos no préximo tecrema.

Teorema 3.2.9 Seja g uma dlgebra de Lie ¢ h wma subdlgebra nilpotente gerada por
Go = Ba+Golz) coma=0,1,....d. Entdo podemos obter, por meio de P-transformagdes

(formais), a mesma forma normal simultinen do Teorema 3.2.6.

Demonstracado: Sendo h uma subdlgebra nilpotente, entdo existe um inteiro m nao

negativo tal que
h'=h, k*=[hh], B®=[hh*.... , hbh"]=0
O qdltimo comutador, th, h™] = 0. diz que:

1. O ideal H™, gerado por h™, é abeliano {pois h™ pertence ao centro de h ).

2. Qualquer campo de vetores em #'™ comuta com qualquer g, € h.

Assim, aplicando o Teorema 3.2.8 em [g,, h™] = 0, para cada g, € h, obteremos o resultado
desejado. ol

Observacao 3.2.10 Note que nos teoremas acima assumimos explicitamente que a parte
semi-simples das matrizes envolvidas estdo escritas como matrizes normais: de fato, isto
pode ser obtido por meio de uma transformacdo linear, ndo somente no caso de uma
simples matriz - como jg¢ notado - mas também para uma dlgebra de matrizes nilpotentes

{ow em particular, abeliana).

3.3 Simetrias Reversas

Discutiremos um tipo particular de simetria que é a simetria reversa em sistemas
dindmicos com tempo continuo.

Um sistema dinamico com tempo continuo pode admitir aplicagdes R : Q — 0 que
levam trajetérias para outras trajetorias revertendo a direcdo. Isto é, se z(¢) é solucéo de
T = f(xz), entdo R{z(—t)) também serd solucao do sistema, a qual é a reflexdo por R da
trajetoria z{—t) percorrida no sentido inverso do tempo. Tais aplicagGes serao chamadas

de simetrias reversas.
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Definicao 3.3.1 Um difeomorfismo R : Q - Q € uma simetria reversa do sistema

dinamico f(x) se

= (R(z)) = ~f(R(z))

ou, equivalentemente, se
(DR)(z)f(z) = — f{R(z)).

Dizemnos que o sistema dindmico f(z) € fracamente reversivel.
Exemplo 3.3.2 Considere o sequinte sistema em R

T =2z{l —z).
Uma simelria reversa deste € dada por

R(z) =1~ =z,

pOiS,

“fRE))=—-fl-z)=-(1-2z)1~-({1-2)]=-2(1-z)

Por outro lado,

(DR)(x)f(z) = ~f(z) = —z(1 - z).

Ressaltamos que, em geral, as simetrias ndo precisam ser lineares. Vejamos agora um

exemplo de simetria nao linear.

Exemplo 3.3.3 Seja

=gy —z°

flz.y) =

y=1x-+y* -zt

Considere R{z,y) = (z,—y + 22%). A derivada de R no ponto (z.y) é

wmmww(iﬁi)

Logo,

1 0 Ty — 2° Ty — 2°
DRz, T, Y= ’ =
(DR) () (z,0) (éx ——},)(m—:—yQ—ﬁ) (wxwy2+4x2ym3x4

)
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Por outro lado,
3

—f(Rlz,y)) = =@~y + 22) = ( ey ) -

Portanto (DRY{z.y) f(z, y) = — f(R(z,y)).

3.4 Sistemas Dinamicos Reversiveis

Com base na secao anterior, estamos prontos para definirmos sistemas dinamicos

reversiveis com relacdo a involugdo S.

Definicao 3.4.1 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n e de classe C™,

Um difeomorfismo ¢ : M — M de classe C™ € chamado de involugdio se @* = 1.

Teorema 3.4.2 (Montgomery-Bochner) [15/

Seja G um grupo compacto de difeomorfismos de uma variedade M de classe C* (k > 1)
ou analitica. Suponha que cade difeomorfismo de G ¢ de classe C* ou analitico. Entdo na
vizinhanca de um ponto fizo estaciondrio, coordenadas admissiveis podem ser escolhidas

tais que os difeomorfismos sejam lineares.

Observagao 3.4.3 Se considerarmos G = {I,¢}, em consequéncia do Teorema de
Montgomery-Bochner, obtemos que tode involugdo, ne vizinhenca de um ponto fizo, po-
de ser linearizada. Assim, em nosso trabalho estaremos sempre supondo que M = R" e

SR - R* € uma involugdo linear.

Seja S : R™ —» R” uma simetria reversa linear do campo de vetores f(r). Como S é
linear,
(DS)(z)flz) = Sflz) =—f(S(z)}.
Note que, neste caso, o sistema dinamico f também pode ser visto como uma funcao

f:R* — R"* de classe O,

Definicao 3.4.4 O sistema dindmico (2.1) serd chamado reversivel se existir uma invo-

lucdo linear § : R* — R" tal que
[(8(z)) = —5f(z). (3.5)

Dizemos também que o campo de vetores f{x) € S-reversivel.
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O nome reversivel é devido ao fato que tal sistema ¢ invariante sob a transformacao

r— Sz
t s 1

Vejamos agora alguns exemplos de sistemas dinamicos reversivels.

Exemplo 3.4.5 Seja

7 = 3zy — 8y
fla,y) =9 .
g=2 -y
Considere
10
s:< )
0 -1
Logo,
~3z%y + 8
F(Ste.v)) = f(a. wy):( Y )
T-y

Por outro lado,

1 0 3%y — 8 —32%y + 8
Sf(e) = - Ty =8y \ _ Ty +8y |
0 -1 xr — y2 - y2
Portanto flx,y) € reversivel.

Exemplo 3.4.6 No plano todos os campos de vetores da forma

ro== hl b 2
fay =" " v
?;’2 h’l(x: y2)

sdo reversiveis com respeito a

Pois,

ik 2
F(S(z,y) = flz. —y) = ( yhlz,v%) ) |

hg(:ﬁ', yQ)

Por outro lado,

_ (10 vhi(z.v®) \ _ [ —yilz.¢)
—5f(x) = ( 0 —1 ) ( holz,37) ) - ( NS )
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Exemplo 3.4.7 Seja

T=xz 4y -2

f(m,y,z): Y= —T+yz

Considere
-1 0 0
S=1 0 1 0
6 ¢ -1
Logo,
Tz +y—2
2 —y? 43
Por outro lado,
-1 0 0 rz A4y —2
”Sf{x:y:z):“ 0 1 0 —T + Yz =
0 0 -1 —x? —y?+5
Portanto f(z,y, z) é reversivel.
Exemplo 3.4.8 Seja
Ty

Considere

Logo,

Simetrias

rz+y—2

"‘“‘“‘.’EQ—-QQ—FS
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Por outro lado,

1 0
"Sf('rfyz):‘mw g -1
0 0

Portanto f(z,y,z) é reversivel.

- — Yz
y* -3

41



Capitulo 4

Formas Normais de Sistemas

Dinamicos Reversiveis

Neste capitulo, apresentaremos o resultado principal deste trabalho. O texto basico

utilizado, neste capitulo, foi [9].

4.1 Introducao e Exposicao do Problema

No estudo de sisternas dindmicos reversivels, uma das muitas dificuldades reside no
fato que embora seja facil para decidir se um dado sistema dinadmico é reversivel com
respeito a uma dada involucdo S, ndo é facil saber se dado um sistema dinamico existe
alguma involucdo S sob a qual ele é reversivel. Neste aspecto, a teoria de formas normaijs é
de grande utilidade na classificagdo de sistemas dindmicos reversiveis. Em particular, ela
sera til se pudermos encontrar condicdes sob as quais um sistema dindmico S-reversivel,
quando reduzido a uma forma normal, esta forma normal é ainda S-reversivel.

Este é, na verdade, um dos principais objetivos desta dissertagao e demonstraremos
abaixo que é possivel encontrar tais condicdes para que a propriedade mencionada acima
seja. verdadeira.

O mesmo conceito pode ser expresso num caminho mais abstrato em termos de
diagramas, 0 qual oferecerd uma oportunidade de introduzir a notagéo & ser usada no que
segue-se.

Seja A o conjunto de campos de vetores de classe C*° definidos em R®. Seja Rg C N

o conjunto dos campos de vetores reversiveis com respeito a S. Sejam 7g a projecdo

42
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s : N — Rg (a qual estd bem definida, pois, demonstraremos na proxima secio que se
52 =17 entdo N =Cs @ Rg onde Cs = {f ¢ N} f(Sz) = Sf{z)}} C N), ¥ um operador
o qual associa a cada campo de vetores sua forma normal candnica (ver Definicio 2.27) e
P o conjunto de campo de vetores escrito na forma normal candnica, isto é, P = 9(N}.

Preferimos, entao, provar que o seguinte diagrama é comutativo:

N =Ly op

s J{?;‘S
s

’RSM‘E’W}{)DS

Observamos que, a priori, os conjuntos 9(Rs) # n¢(P). Na verdade, m5(P) representa o
conjunto de campos de vetores na forma normal candnica os quais estdo em Rs, isto é,
ﬂ's(P) — (p M Rs) = 795.

Observacao 4.1.1 Observe que se w € Pg, entdo w € Rs e ¥(w) = w, portanto
Ps CHRs) = Ps.

Pode acontecer que um campo de vetores reversivel seja levado por ¢ em uma forma
normal canénica nio reversivel (ou uma forma normal canénica reversivel com respeito &
uma S diferente). Vamos demonstrar que sob certas condigtes isto ndo ocorre, ou seja,
Py = Ps.

Como ja sugerimos anteriormente, consideraremos em nosso trabalho somente o caso
de involugdes lineares, isto é, S serd uma matriz real n X n. Note que, neste caso, z = 0 é
necessariamente um ponto fixo de S. O caso de involugdes nao lineares € consideravelmente
mais complicado, pois as transformacoes de coordenadas necessdrias para levar o sistema
dindmico & uma forma normal também modificard a representacdo das coordenadas de S.

Exigiremos que a matriz A satisfaca uma propriedade mais forte em relacio 4 pro-

priedade P do Capitulo 2, ou seja,
Propriedade T. A matriz A=(Df)(0) é normal, isto é, [4, AT = (.

Neste caso, também temos [A, A*] = 0. Isto implica, em particular, que

N = Ker(A) & Im(A). (4.1
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Introduziremos a projecao ¢ na imagem de A,

g: N — Im(A)
fo— 0(F) = 6(F)

E>1
Portanto, pela Observacédo 2.26, a equagio homelogica Alhg) = 0(Fy), k£ > 2, tem

solucdo unica, com relagio hy acima, para um Jh, € Ker(A).

Observacao 4.1.2 Obtemos, pelo fato do Ker(A) ser justamente o complemento orto-

gonal da Im(A), que
0, se F, e Ker(A
Fo, se FpeIm(A)

Como mencionamos acima, a solugdo da equacdo homolégica A(hy) = 8(F;), com
k > 2, é dnica desde que hy € [Ker(A)]°. Se a propriedade T ¢ satisfeita, entdo podemos

exigir hy € Im(.A). Isto nos diz que podemos expressar f na forma normal candnica.

4.2 Alguns Fatos Algébricos

Considere a matriz S satisfazendo S? = I. Para esta matriz associaremos dois con-
juntos de campos de vetores, ou seja, o conjunto Cs € A de campos de vetores comutando
com S e o conjunto Rg de campos de vetores, os quais sdo reversiveis com respeito & S

{anti-comutando com S):

Co=A{f e N;f(Sz) = 5f(z)} CN

Rs={feN;f(Sz)=-Sflz)} CN
Lema 4.2.1 Se S? =1, entio N =Cs ® Rs.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que para todo f € A existem campos

de vetores ¢ € Cg, ¥ € Ry tals que
flz) = olz) + ¥(z). (4.2)
Utilizando a decomposicio (4.2), obtemos

F(Sz) = 6(Sz) + (Sz) = So(z) ~ Sv(x). (43)
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Como S é um operador linear, ainda podemos obter de (4.2} que
Sf(z) = Suvlz) = So(z).

Substituindo S¢{z) em (4.3) obtemos que

f(Sz) = 5f(x) - 25¢(z).
Somando (4.3) com (4.4), temos que

f{Sz) = =5f(z) + 256(x).
Assim, de (4.5) e (4.6), definimos

6(2) = 5[S7(53) + f(a)] e viz) = ~5SF(Sw) ~ flz)].

i} ¢ € Cs, pois

6(52) = 5[SF(S50) + £{52)) = 5[57(x) + [(S2)] = So(z).

11) LJ) = RS? pOiS

0(Sz) = ~3[S7(552) = (S5)] = 5[/(55) - $f(2)] = ~Sw(z).

iii) &(z) +v(z) = 2[SF(Sz) + fl2)] + —3[Sf(Sz) — f2)] = f(x).

Por outro lado,
CsNRs={f e N, f(Sz)=S5f(z)e f(Sz) = ~Sf(z)}
— {f €N SF(z) = £(Sz) = 57 (x)}
= {0}.
Portanto N = Cs & Rs.

Lema 4.2.2 Se h € Cs, entao {Dh)(Sz) = S[{Dh)(x)]5™L.

Demonstracdo: Considere a funcio h(z) = h(Sz). Sua derivada é
(Dh){(z) = D[Ah(Sz)] = (DR)(Sz)S.

Como A(Sz) = Sh(z) (pois k € Cg), h{z) = Sh(z). Logo,
(Dh)(S2)S = (Dh){(z) = S[(Dh)(z)].

Portanto (DA){(Sz) = S{{Dh)(z)]S~*.

[
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Lema 4.2.3 Se h € Rg. entio (Dh){(Sz) = —S[(Dh){(z)]S™.

Demonstragao: A demonstragio é semelhante & do Lema 4.2.2. 0

4.3 Resultado Principal

Primeiramente, notemos que, como S ¢ um operador linear, {3.3) implica que
Fo(S7) = =SF,(z)
o qual impde em particular para o termo constante, Fp(z) = Fy, que
SFy = —Fy(S(x)) = —Fp.

Assumiremos, entao, que Fy = 0; assim a decomposigdo,

flo) =Y Falz) = A+ ) Falo),

nm=2
se aplica.

Portanto, para n = 1 obtemos |
AS = -SA. (4.7)
Agora podemos comecar a demonstrar o teorema principal. Dividimos a demonstragio
em poucos passos e assumiremos que o sistema dindmico f(x) é reversivel.
Lema 4.3.1 Se A satisfaz (4.7}, entdo A permuta Cs e Rg, isto €,
A:Cs—=Rs e A:Rs — Cs.
Demonstragio: Seja g(z) = A(R)(x) = [(Dh)(z)]Az ~ Ah{z). Agora, considere
g{Sz) = [(Dh)(Sz)]ASz — AR{Sz),
a qual para h(Sz) = £Sh{r) obtemos
g(Sz) = £S[(Dh)(2)]5 ' ASz = ASh(z) (pelos Lemas 4.2.2 ¢ 4.2.3)
= FS[(Dh)(x)]S7 SAz £ SAR(z) (devido 4.7)
= TS[(Dh}(z)|Ax = SAR(z)
= FS{{(Dh)(z)]Az — Ah(z)} (pois S é um operador linear)
= FSg(z).

Desse fato, concluimos a demonstracio do Lema. O
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Corolério 4.3.2 Se A(h) € Ry, entdo h = hg + hy com he € Cs e hy € Ker(A).

Demonstragao:  Sabemos pelo Lema 4.2.1 que N = Cs @ Rs. Seja h = hy + hy,
onde hg € Cs e hy € Rg. Assim A{h) = A(hy) + A(h1). Pelo Lema 4.3.1, temos que
Alhg) € Rs e A(hy) € Cs. Logo A(R) — Alhg) = Alhy), onde A(h) — A(hy) € Rs e
A(hy) € Cs. Como N =Cs® R, A{hy) = 0. Portanio hy € Ker(A). O

Corolario 4.3.3 Se g € RsNIm(A), entdo A{h) = g admite uma solugdo h € Cs.

Demonstragdo: Como g € Im{A), existe h = hy -+ hy com h; € Cs e hy € Ry tal que
A(h) = g. Assim,

A(R) = A(h1) + Alh2) = g.

Obtemos, pelo Lema 4.3.1, que A{h;) € Rs ¢ A[hy) € Cs. Logo
(A(h1) —g) + Alhg) = 0.
Como N = Cs @ Rs, temos que A(h) — g =0 com hy € Cs . M

Deve ser enfatizado que A controla a transformacao dos termos Fj, de mesma ordem
como também as funcdes h, geradas pelas P-transformacoes, mas nio as transformacoes
induzidas em termos de ordem superior. Em particular, pode acontecer a priori que a
acio da P-transformagdo com A € Cg leva um campo de vetores reversivel em um nao

reversivel. Esta eventualidade é excluida pelo resultado seguinte.

Lema 4.3.4 Se f € Rg e h € Cg, entdo [ € levada por meio de P-transformacdes,

T — Z =2z + h{z), em um novo campo de vetores f € Rs.

Demonstracao: A expressio explicita de f ¢ dada, na demonstracao do Lema 2.17,

por

F=1I+(Dh)(@)] flz + h(2)).
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Logo,

f(Sz) = [I + (Dh)(Sz)]” f(Sz + h(Sz))

[+

= [SIS7'+ S(DR)(z)S™ Y7  f(Sz + h(Sz)) (pelo Lema 4.2.2)
= [SIS™ 4+ S(DR)(z)S 171 f(Sz + Shiz)) (pois h € Cs)

= SI + (Dh)(z)]7' ST (S(z + hlz)))

= «S[{ + (Dh){(z)]" SIS f(x + h{x))

= —S5f(z)

(pois S é um operador linear)
(pois f € Rg)

Portanto f € Rs. O

Lema 4.3.5 Sejam S* = I, a matriz A satisfazendo a propriedade T e 8 a projecdo
6. N —Im(A). Se f € Rs, entio 6f ¢ Rg.

Demonstragdo: Como §% = [ e [4, AT} = 0, garantimos que o Lema 4.2.1 e 3 de-
composi¢ao (4.1) sdo vilidos. Consequentemente podemos decompor qualquer campo de

vetores f € AV em:
fz) = ¢.(z) + o_(7) + ¥ufz) + ¥_(z)
onde ¢ € Ker(A), vs € Im(A) e (4(Sz) = £5((z) com ¢ = 6,4 Sendo f € R, isto

implica que devemos ter ¢ (x) = —1.(z). Como estes pertencem a subespacos comple-
mentares (devido [A, A™] = 0), necessariamente ¢, (x) = ¢, (z) = 0. Assim, pela hipGtese
de # ser a projecio, # : N — Im(A), obtemos 8(f) = 0(¢_) + 8(¢_) = ¥_ € Ry (pois
¢ € Ker(A) e vv. € I'm(A); portanto, pela Observacio 4.1.2, temos que 8{¢. ) = 0 e
b) = ). 0

Isto também conchui a prova dos ingredientes necessarios para demonstrarmos o re-

sultado principal, o qual enunciaremos a seguir.

Teorema 4.3.6 Sejam S° =1, f € Rs e A = {Df)(0) satisfazendo a propriedede T.

Entio a redugdo de | a forma normal candnica € S-reversivel, ou seja, w = 9(f) € Rs.

Demonstragao: Seja f(z) = Az + ZF“ € Rs. Pela hipdtese, f € R, obtemos
k>2
que AS = —5A. Podemos garantir, devido ao Lema 4.3.5, §{F},) € Rs para todo £ > 2.

Logo, pelo coroldrio 4.3.3, é possivel escolher hy € Cg tal que hy, € Im(A), onde hg é a
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solugdo da equacdo homoldgica A(h,) = 6(Fy). Portanto, pelo Lema 4.3.4, ¥(f) € Rs,

ou seja, 9 : Rg — Rs. O

Coroléario 4.3.7 3(Rs) =P, =Ps = PNRs = 7g(P).

Demonstracao: Jia mostramos, pelo Teorema 4.3.6, que J : Rs ~» Rs. Isto implica

que
HRs) =P COHN)NRs=PNRs = Ps.
Por outro lado, como jd vimos, na observacdo 4.1.1, que ¥ é a identidade em P, entéo
IPs) =3P NRs)=PNRs=Ps CHRs) = Pe.
Portanto Py = Ps. M

Ressaltamos que sua prova também nos permite a identificar os sistemas dindmicos

reversiveis dos quais correspondem a uma forma normal candnica dada, ou seja,

Corolario 4.3.8 Dado um campo de vetores w(z) € Ps na forma normal, entdc um
sistema dindmico [ tal que 9(f) = w pode ser obtido estendendo-se, por meio de P-

transformacdes, a forma normal w com hy € Cg.

Exemplo 4.3.9 Sejam A e S, dadas por

() ()

Observe que A = AT ¢ A= A", ou seja, a propriedade T ¢ verificada. Seja

flz.y) = =)
g=f"(z,v)

Queremos encontrar condicdes tais que f € Rg. Para isto, primeiramente, suponha que

f tenha somente termos quadrdticos, isto €,

i = fT(z,y) = T+ a7 + azy + azy’
Hryl=19 , ,
g = f(z,y) = —y+ bz’ + bozy + b3y
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Pela condi¢do de reversibilidade (f{Sz)=-Sf{x)), temos que

( y 4+ ayy® + apry + azx? )m( y — bix? — bozy — by? )
= , .

. ¥ :
—z -+ 0 y* + bozy + byz? —T — 0y T° — ayTy ~ asy’

Logo,
b = —ay
by = —ay
bg == =

Generalizando este fato para termos de qualquer ordem, obtemos que f € Rg se, e somente

se,
oo
t=fx,y)=z+ Z o (z'y)
flz,y) = M (4.8)
§=/"(z,y)=-y+ Y —oul@’y)
f,j>1
Observe que ¢ matriz A € ressonante com ressondncias do bpo g — g = A = 1 ¢
gy — qo = Ay = —1. Isto implica que 0s mondmios ressonantes sdo da forma

(:qu~i-1yczz)el e (qu—lyw)ez_

Logo f € Ker(A) se, e somente se,

t=fHzy) =z+ Y Onley)"z
flzy) = (4.9)

=L
g=F(my) =~y + > vmley)™y
el

A teoria de formas normais nos diz que dado qualquer sistema f com parte linear A,
podemos reduzir o problema estudando um sistema dado por w = 9 f) € Ker(A), ou seja,
um sistema da forma ({.9). O Teorema {.5.6 garante que podemos considerar somente
formas normais reversiveis, isto €, basta estudarmos o caso em que f € Rg N Ker(A).

No presente caso, temos que f € Rg (M Ker(A) se, e somente se,

P= ey =+ S Beley)™a
flz.y) = (s (4.10)
v=f(zy) =y + > —Onloy)™y
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Claramente, isto representa uma grande simplificacdo com respeito a ambos sistemas (4.8)

e (4.9).



Apéndice A
Convergéncia das P-transformacoes

Neste Apéndice, vamos estabelecer algumas condi¢des nas quais podemos garantir a

convergéncia das P-transformagoes.

A.1 Convergéncia da Transformacao Normalizante

Como ja enfatizado na Observacio 2.5, a transformacao normalizante, isto é, a se-
quéncia de P-transiormacdes necessarias para levar o sistema dindmico f(z) & forma
normal de Poincaré-Dulac, é em geral somente formal. Do mesmo modo, nao podemos
garantir que o raio de convergéncia destas transformacdes normalizantes é maior que zero.
Estamos interessados na convergéncia ou divergéncia destas transformacoes normalizan-
tes, e veremos que as propriedades simétricas do sistema pode desempenhar uma funcao
importante neste problema. Assumiremos, como no Capitulo 2, que a matriz A = (D f}(0)
¢ semi-simples.

Uma condigao suficiente para garantirmos a convergéncia da transformacio normali-

zante € dada pelo critério de Poincaré {para maiores detalhes, ver [1}).

Definicao A.1.1 Sejo K ¢ R*. Defintimos o envoltdrio convexo de K como a intersegdo

de todos 08 conjuntos convezos que contém K.

Teorema A.1.2 (Poincaré) Se os autovalores, (A, ..., An), da matriz A = (Df)(0) do
campo de vetores analitico [ pertencem ao dominio de Poincaré, isto €, se o enwvoltério
convero dos pontos Ay, ..., A, no plano complezo ndo contém o zero, entdo a transfor-

macdo normalizante é convergente e a forma normal € analitica.

52
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Exemplo A.1.3 Considere o seguinte sistema dindmico em R?

i =g+ aky? -2t +aly
Hey) =< . -
§=3y+y’+yie—yr’

Cuja parte linear € dada por

A:(Dmx(; g).

Como os autovalores da matriz A pertencem ao dominio de Poincaré, pelo Teorema A.1.2,

a transformagdo normalizante € convergente e a forma normal, f, € analitica.
Exemplo A.1.4 Considere o seguinte sistema dindmico em R?

F o= -z 4+ 20%y + Bry?z
flz,y,2) = Qg = =3y + 32%y% + 1°2
3= =0z + 4727

Cuja parte linear é dada por

-1 0 0
A=DHO)=1 0 -3 0
0 0 -9

Como os autovalores da matriz A pertencem ao dominio de Poincaré, pelo Teorema A.1.2,

a transformacgdo normalizante € convergenie e a forma normal, f, € analitica.

Também existemn duas condi¢oes bastante utilizadas, dadas por Bruno, as quais cha-
maremos de Condigdo A e Condiclo w {para maiores detalhes, ver [3, 4]). Elas garantem
que uma funcéo vetorial, f(z) = Az + F{x), pode ser levada, por uma transformacio
normalizante convergente, em uma forma normal. Por conveniéncia, expressaremos a
Condicao A em sua forma simples: Para esta finalidade, assumiremos por um momento
que existe uma reta passando pela origem no plano complexo tal que esta reta contém
todos autovalores da matriz A {ou seja, A; = ¢;Ap para algum Ay € C e com ¢; € R Se
todos 08 ¢; tem o mesmo sinal, entdo a convergéncia é também garantida pelo Teorema

A1.2). Observe que se A é uma matriz real, isto implica que os autovalores sdo todos
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reais ou todos imaginarios puros. Entdo a Condigdo A diz o seguinte:

Condigao A: Um campo de vetores f na forma normal satisfaz a Condicdo A se f

tem a forma f(z) = Az + a(2) Az, onde a(z) é alguma série de poténcias com «(0) = 0.

Na verdade, dependendo da posigao dos autovalores da matriz A no plano complexo,
existem versoes diferentes da Condicao A. Estas versoes podem alterar a afirmacio acima
de acordo com [3]. Note, entretanto, que em muitas aplicagdes, e em particular quando a

forma normal é linear, a formulacao acima da Condicao A é suficiente. A outra condicio é:

Condigado w: Seja wy = min|{Q.A) — X;| para todo j = 1,... .n. Se toda n-upla de

inteiros nao negativos ¢; satisfaz
Tt T
k /
1<y <2 e QA=) qh#\,
i1 i=1
oG
entio ZQ'kin(wgl) < oc.
=1
Esta condi¢éo foi desenvolvida para controlar o aparecimento de pequenocs divisores

nas séries de transformagdes normalizantes. Ela é mais fraca que a condicédo generalizada

de Siegel, a qual diz que existern € > 0 e 7 > 0 tais que

QN =2l >e [Z lqzl}

Ainda, é mais fraca que a simples condigio

-

H(QA) =Nl > e> 0,

para toda n-upla @ = (g1,... ,¢n) satisfazendo (Q.A) # A; {ver [3, 4]). Com estas duas

condigoes, temos entao:

Teorema A.1.5 (Bruno) Se A = (Df){0} satisfaz a Condi¢io w ¢ f pode ser levado,
por meto de P-transformagdes, ¢ uma forma normalf a qual satisfaz a Condicdo A, entdo

eziste uma transformagdo normalizante convergente para f.

Aqui e no que segue “convergéncia” significard “convergéncia em alguma vizinhanca

aberta do ponto fixo zy = 07. Também assumiremos que a matriz 4 = {Df)(0) sempre
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Transformac¢oes Normalizantes na Presenca de Simetrias infinitesimais
satisfaz a Condigao w, ou seja,

Propriedade C A matriz A = (Df)(0) satisfaz a Condigéo w.

A.2 Transformacoes Normalizantes na Presenca de

Simetrias infinitesimais

Seja f um campo de vetores. Pode ser de grande ajuda, no problema de normalizar
este campo, a presenca de alguma simetria g. Discutiremos brevemente este fato.

Como para a matriz A, assumiremos que B satisfaz a Condigao w e também seja semi-
simples. Um resultado simples mas 1til, baseado na possivel introducao de transformacao

normalizante convergente para a simetria g, é dado por (para maiores detalbes, ver [3]}:

L

Teorema A.2.1 Suponha que o sistema dindmico © = f{z) = Az + F(z) edmita uma
simetria infinitesimal analitice g(x) = Bx + G(xz), com B ndo proporcional ¢ A. Assuma

também que um dos sequintes casos ocorrem:
1. Os autovalores de B pertencem ao dominio de Poincaré.

2. Eziste uma transformacdo de coordenadas levando g em uma forma normal g, sa-

tisfazendo a Condi¢do A [por exemplo, uma forma normal linear §{x) = Bz ).

Entdo, existe uma transformacde de coordenadas convergente levando (ndo somente g
a ume forma normal mas também) o sistema dingmico o forma f — Az + F(x) onde
F ¢ Ker(B), ou seja, F' estd na forma normal com respeito a B (ndo necessariamente

comn respeito @ A).

Observacdo A.2.2 De acordo com o Teorema 3.1.9, existe outra transformagdo de co-
ordenadas {possivelmente formal) levando F na forma normal com respeito o matriz A,

mas ele ndo garante que esta outra transformacdo € convergente.

O Teorema A.2.1 pode ser usado, por exemplo, no caso especial quando Ker(B) = {0}
(por exemplo, se B = I}. Portanto podemos usd-lo no problema de linearizacao de
sistemas dinamicos. De fato, agora os resultados da secao 3.1 podem ser completados da

seguinte forma (para maiores detalhes, ver {5, 10]):
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Coroléario A.2.3 Um sistema dindmico & = f(z) = Az + F{z) pode ser linearizado se, e
50 se, ele admite uma simetria infinitesimal g(x) = Bx + G(z) tal gue B = (Dg)(0) = I.
Ainda mais, a fransformacdo normalizante que lineariza [ € convergente se, e somente
se, eriste wma simetria infinitesimal analitica deste tipo. Mais geral, se g ¢ analitica e

Ker(B) = {0}. entdo a transformagio normalizante que lineariza | ¢ convergente.

Observe que, se g é analitica, entdo a convergéncia da transformacao normalizante
¢ garantida pelo Teorema A.1.2, no caso em que B = [, e pelo Teorema de Bruno (em

particular, pela Condicdo A em g¢) no outro caso geral em que Ker(B) = {0},

Exemplo A.2.4 Considere o sistema dinamico [ e a simetria infinitesimal g como no
Ezemplo 3.1.19. Temos que (Dg)(0) = B = I. Isto implica que Ker(B) = {0}. Como g
¢ analitica, pelo Coroldrio A.2.5, a transformacao normalizante que lineariza f é conver-
gente. Note que, neste caso, Ker(A) tem dimensdo infinita e 0s autovalores da matriz A

nao pertencem ao dominio de Poincaré.

Coroldrio A.2.5 Com a mesma notacdo do Coroldrio A.2.3, se Ker(A)NKer(B) = {0}
e g € analitica, entdo existe wma transformacio normalizante convergente levando [ em
Ker{A) e outra transformagdo normalizante levando g em Ker(B). Ainda temos que,
se g € linear, entao a transformacdo normalizante linearizando f — Ax e ¢ — Bz €

eonvergente.

Exemplo A.2.6 Considere o sistema dindmico f e a simetria infinitesimal g como no
Ezemplo 3.1.2{. Temos que Ker({A) N Ker(B) = {0} ¢ g ¢ analitica. Como g € linear,

pelo Coroldrio A.2.5, a transformacdo normalizante que lineariza f € convergente.
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