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Resumo

Em meados dos anos 90, a memoria associativa morfologica (MAM)
foi apresentada como um modelo de memoria associativa distributiva que realiza
determinadas operagoes morfolégicas definidas na teoria matematica de algebra mi-
nimax. Os modelos de MAMs vém em duas versoes diferentes que sao tolerantes a
diferentes tipos de ruido nos padroes de entrada. Para superar esta desvantagem,
recorremos a teoria mais recente da morfologia matematica em inf-semirreticulado
cujos operadores elementares sao auto-duais e definimos um modelo de memoria as-

sociativa neste quadro.
Palavras-chave: Reticulado Completo, Inf-Semirreticulado Com-

pleto, Reticulado com Ordem de Grupo, Morfologia Matemética, Imagem em Tons

de Cinza, Rede Neural (Morfologica), Memoria Associativa (Morfologica).
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Abstract

In the mid 1990’s, the morphological associative memory (MAM)
was introduced as a distributive associative memory model that performs certain
morphological operations defined in the mathematical theory of minimax algebra.
MAM models come in two different versions that are tolerant to different types of
noise in the input patterns. To overcome this drawback, we resort to the more re-
cent theory of mathematical morphology (MM) on inf-semilattices whose elementary
operators are self-dual and we define an associative memory (AM) model in this fra-

mework.
Keywords: Complete Lattice, Complete Inf-Semilattice, Lattice-

Ordered Group, Mathematical Morphology, Gray-Scale Image, (Morphological) Neu-
ral Network, (Morphological) Associative Memory.
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Apresentacao

conectivismo ¢ uma proposta de inteligéncia computacional inspirada na

estrutura do sistema nervoso biologico, principalmente no cérebro humano.
Nesta proposta o sistema aprende (via um conjunto de dados), podendo executar
operagOes nao logicas, transformagoes e comparagoes, assim, a estrutura de rede
neural artificial baseia-se no conhecimento que temos do sistema nervoso biolégico
[27].

O aprendizado, em certo sentido, ¢ um processo de formacao de
associagoes entre padroes relacionados. Aristoteles observou que a meméria humana
conecta itens que sao similares, contrarias, ocorrem proximamente ou ocorrem em
sucessao. Neste contexto, a memorizacao de um padrao pode ser considerada como
a associa¢ao do padrao com ele mesmo [12].

Neste trabalho, estudamos a associagao de imagens por meio de
uma rede neural artificial particular, a memdria associativa morfolégica (MAM)
[37]. As MAMSs sao modelos de memorias associativas descritas por uma rede neural
morfologica, isto ¢, pertencem a uma classe de redes neurais artificiais que efetuam
uma operagao elementar da morfologia matematica (possivelmente seguida por uma
aplicagao de uma fungao de ativa¢ao) em cada no, introduzidas por Ritter e Sussner
[36] e representam um dos primeiros modelos de redes neurais morfologicas para
padroes com valores reais.

A morfologia matematica é a teoria para a anélise de estruturas es-
paciais, sendo que a analise ¢ baseada na teoria de conjuntos, geometria integral e
teoria de reticulados [45]. Inicialmente, Serra e Matheron desenvolveram a morfolo-
gia matemaética para estudos de geometria de meios porosos e anélise de texturas em

imagens binarias e a base matematica era a teoria de conjuntos. Posteriormente, a



2 Apresentacao

morfologia matematica foi estendida para imagens em tons de cinza e sua base teérica
foi generalizada para reticulados completos [1|. Desde entao, a teoria de reticula-
dos completos tem papel fundamental na morfologia matematica, como os modelos
originais de MAMs que efetuam certas operagoes definidas na teoria matematica da
algebra minimax [4, 5, 7| e que podem ser consideradas operagoes elementares da
morfologia matematica em reticulados completos |21, 40, 43|.

As MAMs, junto de sua versao fuzzy, ganharam importancia com
suas extensas aplicagoes que incluem reconhecimento e classificacao de padroes [54,
58], predigao [59], autolocalizagao em robotica baseada em visao [34, 49|, compressao
de imagens [16|, segmentagao de imagem colorida [57] e analise hiperespectral de
imagens [38]. As memorias associativas morfologicas fuzzy surgiram do fato que a
classe dos conjuntos fuzzy forma um reticulado completo e considera muitos modelos
de memoria associativa fuzzy [55, 58, 59].

Outro avango na morfologia matemaética ocorreu com os estudos de
Heijmans e Keshet sobre uma abordagem para uma morfologia autodual por meio de
inf-semirreticulado [22]. Segundo eles, operadores morfologicos autoduais resultam
de modo natural quando a ordem em questao ¢ autodual visto que a caracterizacao
de classes particulares de operadores da morfologia matematica dependem, quase
inteiramente, da escolha da ordem parcial. Também mencionam a ocorréncia dos
operadores morfologicos em pares, dado o principio da dualidade em reticulados,
impede a construcao de ferramentas que tratam fundo e primeiro plano da mesma
forma. E neste artigo, intitulado Inf-Semilattice Approach to Self-Dual Morphology,
que inspirados na construcao de um operador de erosao em inf-semirreticulado com-
pleto, consideramos a relagao de ordem parcial proposta e desenvolvemos o primeiro
modelo de MAM em inf-semirreticulado completo.

O presente trabalho é organizado em ordem cronolégica. Em uma
visao mais geral, pode ser separado em duas partes: Os capitulos 1 e 2 tratam
do desenvolvimento da morfologia matemaética (a partir de 1964) e dos primeiros

modelos de MAMs em meados dos anos 90, respectivamente. Na segunda metade,



o capitulo 3 aborda os estudos de morfologia mateméatica em inf-semirreticulados
(2002) e finalmente, no capitulo 4, apresentamos o que vem a ser o primeiro modelo
de MAM em inf-semirreticulado completo. Cada uma destas partes obedece a mesma
regra: um capitulo considera a teoria enquanto que o capitulo seguinte trata da

aplicacao desta teoria no contexto de memorias associativas morfologicas.
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CAPITULO 1

MORFOLOGIA MATEMATICA EM

RETICULADOS COMPLETOS

I? il orfologia, etimologicamente, significa estudo das formas. Morfologia mate-
matica, segundo Soille [45], é a teoria para a andlise de estruturas espaciais,
sendo que a analise ¢ baseada na teoria de conjuntos, geometria integral e teoria de

reticulados.

Em 1964, os estudos de Jean Serra [42, 43| e George Matheron [29]
sobre geometria de meios porosos e analise de texturas, com o objetivo de extrair in-
formacoes de imagens binérias a partir de transformacoes de formas, culminaram no
desenvolvimento da morfologia matematica. Operadores elementares foram criados

a partir das operacoes de adigao e subtracao de conjuntos definidas por Hermann

Minkowski [30, 31] e Hugo Hadwiger [17, 18].

A generalizagao da teoria para o dominio dos reticulados completos
ocorreu mais tarde com a observagao de Serra e Matheron sobre a dependéncia de

uma rela¢ao de ordem nos resultados obtidos para conjuntos e fungoes [1, 43].

5



6 Morfologia matematica em reticulados completos

1.1 Aspectos histéricos

1.1.1 Morfologia matematica binaria

O elemento primitivo de uma imagem, no contexto de processa-
mento digital de imagem, é o pizel ou elemento de imagem. Uma imagem binaria é
composta por dois tipos de pixels: primeiro plano e fundo [11].

Inicialmente, a morfologia matematica era restrita a imagens bina-
rias. Nos estudos de Serra e Matheron, os meios porosos sao binarios no sentido de
que um ponto de um meio poroso ou pertence a um poro ou a matriz em torno dos
poros. Os objetos considerados (graos) eram representados matematicamente por
subconjuntos ou, equivalentemente, por fungoes binarias [45].

As imagens binarias podem ser consideradas como Euclideanas ou
discretas. Uma imagem bindria Euclideana ¢é identificada com um subconjunto A
de X onde X denota o espaco Euclideano R? ou o espaco digital Z? com d inteiro
positivo, no caso de processamento de imagens, d = 2. Em implementagao digi-
tal considera-se uma imagem discreta como um subconjunto da grade Cartesiana
bidimensional.

Na identificagao de uma imagem binaria com um subconjunto A
de X, no caso de suporte negro, os pixels do fundo (X) sdo pretos e os pixels do
primeiro plano (A) sdo brancos, assim, chamamos o subconjunto A de imagem. No
suporte branco, os pixels do fundo sao brancos e os pixels do primeiro plano sao
pretos. Banon e Barrera mostram em [1] a equivaléncia entre subconjuntos e fungoes
binarias, assim, uma imagem também é identificada por uma funcao binaria f de X
(ou um subconjunto Dy C X) em {0, 1}.

Com alguns conceitos de teoria dos conjuntos (unido, interseccao,
complemento), geométricos e algébricos, definimos soma de Minkowski e subtra¢ao

de Minkowsk:, respectivamente, por

AxB={xcX:JacAeIdbeB x=a+b} (1.1)
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A\B={xeX:VbeB,(JacA x=a—b)} (1.2)

com A,B C X. Os simbolos + e — nas defini¢oes anteriores sao intuitivos, todavia,
uma definigdo formal destas operagoes pode ser encontrada na segao 4.1 de [1].
Dados um subconjunto A C X e um elemento x € X, definimos a

translagdo de A por x como
Ay,={a+x:a€cA}
e a reflexao de A com relagao a origem como
A={-a:acA}.

Equivalente a (1.1), A x B = U A, ={xeX: B, NA # 0} e equi-
beB
valente a (1.2), A\B = [ AL, = {x e X : B, C A}.

beB
Segundo Matheron, o conhecimento que temos sobre uma imagem

depende de como a analisamos (observamos) [11]. Matheron referia-se ao padrao
predefinido elemento estruturante, um subconjunto S de X (logo, uma imagem).
Do elemento estruturante depende a informagao estrutural e sua natureza sobre a
imagem. Geometricamente, a imagem ¢ analisada no processamento morfologico
com o elemento estruturante quantificando a maneira em que este se encaixa (ou
nao se encaixa) dentro da imagem.

Os operadores (ou transformagoes) elementares da morfologia ma-
temética sao dilatagcao e erosao e estao associados ao elemento estruturante.

Sejam A C X uma imagem binaria e S C X um elemento estru-
turante. A dilatag¢io bindria (ou apenas dilata¢do) da imagem A pelo elemento

estruturante S é definida como

AdS={xeX:x=a+s,ac A;seS}

seS
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e a erosao bindria (ou apenas erosdo) da imagem A pelo elemento estruturante S é
definida como

AcoS={xeX:VseS,(Jac A, x=a—s)}

=(1As={xeX:S,CA}. (1.4)

seS

As expressoes (1.3) e (1.4) correspondem & abordagem de Stanley
Sternberg [46], coincidentes com as soma (1.1) e subtragao (1.2) de Minkowski. Serra

[42] define a dilatagao ligeiramente diferente:
ADS={xeX:S, NA#0}. (1.5)

A caracterizacao de dilatacao e erosao, bem como a conducao da
morfologia matematica, em um contexto mais geral requer uma estrutura algébrica,

contudo, a extensao da morfologia para imagens em tons de cinza a precede.

1.1.2 Morfologia matematica em tons de cinza

Imagens binarias mostram-se limitadas quando se trata de repre-
sentacao, visto que esta visao do mundo em dois valores é simplificada e em muitas
circunstancias nao tem relagdo com a realidade [33] enquanto que uma imagem em
tons de cinza relaciona-se com a realidade, a menos de cores.

Uma imagem em tons de cinza difere de uma imagem binaria no
contradominio, ou seja, enquanto identificamos uma imagem binéria com uma fungao
g: D, C X — {0,1}, uma imagem em tons de cinza pode ser identificada com
uma funcao f : Dy C X — G, onde § ¢ um conjunto cujos valores correspondem
aos tons de cinza da imagem. Esta diferenca pode ser vista na figura 1.1 onde temos
uma mesma imagem em uma versao binaria e em tons de cinza. Denotamos por GX
o conjunto das imagens definidas em X que assumem valores em G, desta forma,
dizemos que f € GX ¢ uma imagem. O grafico de uma imagem f € GX é o conjunto

dos pontos (z,y) tais que x € Dy e y = f (z).
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Figura 1.1: Imagens binaria (esquerda) e em tons de cinza (direita)

Ainda no contexto de relacionar uma imagem com a realidade, falta
incorporar cor (ou outros dados, conforme a necessidade), assim, temos o conceito
de tmagem multicanal. Uma imagem multicanal consiste de um vetor de imagens
monocanais f; : Dy C X — G (binaria ou tons de cinza) definidas sobre um dominio
comum Dy. O valor de cada pixel p € Dy de um imagem f de m canais ¢ um vetor
fp)=(1(),fa(p), -, fm(p)) [45]. Cada canal f; é processado como uma tnica

imagem em tons de cinza, portanto, nos restringimos as imagens em tons de cinza.

Naturalmente, as operagoes da morfologia matematica binaria nao
sao aplicéveis as imagens em tons de cinza, logo, estas também devem ser estendidas.
A abordagem threshold [42] de Serra considera a classe idéntica ao conjunto de sub-
conjuntos de retas, a classe de elementos estruturantes chatos. A erosao (dilatagao)
por um elemento estruturante chato pode ser vista como a erosao (dilatagao) de uma
imagem por um conjunto. Sternberg, porém, estabeleceu a ligagao entre os conceitos
aplicados a subconjuntos e fungoes através da nocao de “sombra de uma func¢ao”,

abordagem conhecida como umbra [46].

A relacgao de inclusao na teoria de conjuntos e a ordem de fungoes
herdada da relagao de ordem dos nimeros inteiros (reais) levaram Matheron e Serra
a generalizar a teoria para o dominio dos reticulados completos ao perceberem que
os resultados obtidos tinham a relacdo de ordem em comum |[1], desde entdo, a

morfologia matematica é definida e estudada em reticulados completos, como conclui
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Ronse em [40].

1.2 Reticulados completos

A teoria de reticulados é um ramo bem estabelecido da matema-
tica pura e aplicada que cresceu a partir da légica proposicional e foi descoberta
independentemente por Dedekind durante sua pesquisa sobre ideais de nimeros al-
gébricos [9]. Suas aplicagdes envolvem areas como morfologia matematica [43, 53|,
teoria de conjuntos fuzzy [14], inteligéncia computacional [23, 24, 50, 54, 58|, decisdes
automaticas [60] e analise de conceito formal [13].

Para Garrett Birkhoff [2|, a teoria de reticulados concerne as pro-
priedades da relacao binaria < e as propriedades mais basicas conduz ao conceito de

poset.

1.2.1 Defini¢ao (ordem parcial). Seja X um conjunto nao vazio. Uma ordem
parcial em X é uma realacao binaria < definida em X tal que para todo x,y,z € X,

a relacao < satisfaz

1. x <u; (Reflexividade)
2. x<yey<uz entdao r = y; (Antissimetria)
3. r<yey<z entao x < z. (Transitividade)

Na defini¢ao 1.2.1, dizemos que X é um conjunto parcialmente or-
denado ou poset (partially ordered set) e denotamos por (X, <). Se Vz,y, € (X, <)
temos z < y ou y < x, entdo < é uma ordem total em X e o poset (X, <) é dito
totalmente ordenado ou corrente.

Em um poset (X, <), também escrevemos y > x em vez de = < y,
logo, a relagao <’ dada por x <" y < x > y é uma ordem parcial, chamada ordem
parcial dual e o poset (X, <') é chamado poset dual. Esta relacao de dualidade é

conhecida como principio da dualidade.
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1.2.2 Defini¢ao (operadores em posets). Sejam (X, <x)e (Y, <y) posetsex,y €
X, o operador ¢ : X — Y é dito

e isotonico (ou crescente) se preserva a ordem, isto é, se x <x y implica ¢ (r) <y

Y (y);

e decrescente se reverte a ordem, isto é, se x <y y implica ¢ (y) <y ¢ (z);

e isomorfismo (automorfismo se Y = X ) se 1) é uma bijegao entre X eY tal que

1 e seu inverso 1) ~! sao isoténicos;

e isomorfismo dual (automorfismo dual se Y = X ) se 1) é uma bijecao entre X e

Y tal que 1) e seu inverso 1~! sao decrescentes.

1.2.3 Definigao (negagao). Seja v uma involu¢ao no poset (X, <), isto é, v :

X — X com v? = Id, Id o operador identidade em X. O operador v sera uma

e o-negac¢ao se v # Id e v é um automorfismo, ou seja, v é uma bije¢ao involutiva

diferente da identidade que preserva a ordem;

e x-negacao se v é um automorfismo dual, ou seja, v é uma bijecao involutiva

que reverte a ordem.

Na defini¢ao anterior, simplificaremos a notagao v (z), x € X, por x”
e quando necessario distinguir a negagao, escreveremos x° ou z* se, respectivamente,

v ¢ uma o-negacao ou *-negacao.

1.2.4 Defini¢ao (negacao de operador). Sejam X e Y posets com sua respecti-

vas negacoes vy e vy e : X — Y um operador. O operador

X — Y

z o (@)™

é chamado de negac¢ao de 1) com respeito as negagoes Vx € Vy.
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Ainda nas hipoteses da definicao 1.2.4, (¢")” = ¢ e se ¢* = 1),
dizemos que o operador 1) é v-autodual (ou simplesmente autodual).

Um operador o : Y — Y, Y um poset, é antiextensivo se
a(y)<y,yey. (1.6)
Se um operador 5 : X — X, X um poset, ¢é tal que
r<f(x),x e X, (1.7)

entao dizemos que é extensivo.

Seja Y um subconjunto do poset (X, <). Um limitante superior de
Y é um elemento u € X tal que y < u,Vy € Y. Analogamente, [ é um limitante
inferior de Y se | < y,Vy € Y. Um limitante (superior ou inferior) nao pertence
necessariamente a Y, logo, nao é tnico, todavia, se um limitante pertence a Y, entao
sua unicidade decorre diretamente do item 2 da definicao 1.2.1. O conjunto U dos
limites superiores de Y é um subconjunto de X e caso U possua um limitante inferior
ug em U, é chamado menor limitante superior ou supremo de Y, isto é, ug € X é

supremo de Y se ug satisfaz
(1) y < uo,Vy €Y;
(7)) ug < u para todos os limitantes superiores u de Y.

De forma semelhante, quando existir o maior limitante inferior [, € X de Y, é
chamado 7nfimo de Y. Denotamos o supremo de Y por supY ou \/ Y e o infimo de
Y por infY ou AY. Quando Y = {y; :i € I} para algum conjunto / de indices,
denotamos os supremo e infimo de Y por \/ yi € /\ y; respectivamente e no caso de
iel iel

Y ={z,y}, porxVyexAy.

1.2.5 Definigao (reticulado e reticulado completo [21]). Um poset £ é cha-
mado reticulado se todo subconjunto finito de L possui infimo e supremo. Um

reticulado I é chamado completo se todo subconjunto de 1L possui infimo e supremo.
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Um reticulado £ que possui elementos O, I € L tais que O < x <
I,Yx € L é dito limitado, e os elementos O e [ sao chamados limites universais,
assim, todo reticulado completo é limitado. Se todo subconjunto nao vazio e limi-
tado de um reticulado £ possuir infimo e supremo em L, entao £ é um reticulado
condicionalmente completo.

Quando a ordem de um reticulado completo é total, dizemos ser
uma corrente completa. O conjunto vazio possui infimo e supremo em um reticulado

limitado L, sao eles

No=\c=1, \o=Ac=o0
Denotaremos reticulados por £, M, ... e reticulados completos por L, M, ...

1.2.6 Exemplos (reticulados).

1. O conjunto dos ntimeros reais R com a relacao de ordem usual ¢ uma corrente,
logo, reticulado. O conjunto R = R U {—00,+00} (ou Ryy,) é reticulado

completo.

2. A colegao P (E) de todos os subconjuntos de um conjunto F com a relagao de

inclusao C é um reticulado completo. Para qualquer familia A de subconjuntos
{S,:a€ A} C E, \/Sa = USae /\Sa = ﬂSa, além disso, O = 0 e
acA a€A acA acA
I=F.
3. Dado um reticulado completo I com ordem <p e um conjunto nao vazio F
qualquer, o conjunto ¥ de todas as funcdes de £ em L é reticulado completo

com a ordem f<g, f,g: E — L, se f(x) <y g(x) para todo x € E e o

supremo e infimo sao dados respectivamente por

(\/ fi) (@) =\ (fi(x),z€E

iel iel

</\ fi) (@)= \(fi(),z€E

iel i€l
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para uma familia f; qualquer em L. Fazemos distincdo das ordens em L e
L¥, entretanto, uma vez que o reticulado L” herda propriedades do reticu-
lado L (como completude e negagdao, mas se I é uma corrente, L” nao seré

necessariamente uma corrente), ¢ comum nao fazer tal distin¢do na notagao.

1.2.7 Leis de De Morgan ([21]). Sejam £ um reticulado com %-negagao e x; uma

familia finita em L, entao

(/\) =\,

el i€l
*
(Va) - As
iel iel

Se L é reticulado completo, estas leis continuam validas para familias infinitas.

1.2.8 Defini¢ao (homomorfismo de reticulados, [6, 15]). Sejam L e M reti-

culados. Um homomorfismo de reticulados é uma funcao 9 : L — M tal que
O(xVy)=0(@)vi(y) ed(zAy) =7 (@) AD(y)
para todo x,y € L.

Na definigao anterior, se ¢ ¢ uma bijecao, diremos que ¥ é um iso-
morfismo de reticulados e neste caso é equivalente dizer que ¥ e ¥~! sao isotonicas.
Os reticulados exemplificados em 1.2.6 possuem uma propriedade

em comum salientada na proxima definigao:

1.2.9 Defini¢ao (Reticulado distributivo [21]). Um reticulado L é distributivo

se

zA(yVz)=(xAy)V(xA:z)

zV(yAz)=(xVy AxVz2)

para todos z,y,z € L.
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Birkhoff apresenta em [2| a seguinte caracterizagao de reticulado

distributivo:

1.2.10 Proposigao. Para que um reticulado seja distributivo, é necessario e sufici-
ente que

aNx=aANyeaVr=aVy implicax=1y. (1.8)

1.2.11 Leis distributivas infinitas. Dizemos que o reticulado completo L satisfaz

as leis distributivas infinitas se

y/\\/xi:\/(y/\a?i) (1.9)

i€l i€l
y\//\xi:/\(y\/a?i) (1.10)
i€l i€l

para qualquer familia z; em L e y € L. Em particular, chamamos a equagao (1.9)
de lei distributiva infinita do supremo e a equagao (1.10) de lei distributiva infinita

do infimo.

Mencionamos no inicio da se¢ao que a teoria de reticulados concerne
as propriedades da relagao binaria <, mas isto nao exime um reticulado de possuir

outras propriedades ou estruturas, por exemplo, a seguinte defini¢ao:

1.2.12 Definigao ([2]). Um reticulado com ordem de grupo (ou l-grupo) é um grupo

tal que ao mesmo tempo é reticulado e toda translag¢ao de grupo € isdtona.

A defini¢ao anterior pode ser generalizada para posets, os chamados
po-grupos. Assim como Birkhoff [2]|, usaremos a notagao aditiva para a notagao da
operagao do grupo L, isto é, as translagoes do grupo sao escritas como x — a+x+b, o

elemento neutro do grupo como 0 e o inverso aditivo de x como —z, com z,a,b,0 € L.

1.2.13 Proposigao. A afirmacao que toda translacao de grupo é isétona em L é
equivalente a

sex <y, entaoa+x+b<a+y+0bVa,beL. (1.11)
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Birkhoff observa que em qualquer po-grupo L, toda translacao de
grupo é um automorfismo e como consequéncia o tnico po-grupo limitado é o po-
grupo trivial £ = {0}. Tal fato leva a definir [-grupo completo como um I-grupo tal

que, como reticulado, é um reticulado condicionalmente completo.

1.3 Morfologia matematica em reticulados comple-
tos

Em reticulados completos, os operadores dilatacao e erosao sao de-
finidos como operadores que comutam com as operacoes de supremo e infimo res-

pectivamente.

1.3.1 Definigao (dilatagao e erosao). Sejam L e M reticulados completos. O
operador § : L — M é uma dilatagao (algébrica) se para todo X C L,
5 (\/x) =\ i (). (1.12)
zeX
Analogamente, o operador € : M — 1L é uma erosao (algébrica) se para todo

X c M,

e </\X> = A = (@). (1.13)

zeX
Com certa semelhanca, define-se os operadores anti-dilatagao e anti-

€rosao:

1.3.2 Definigao (anti-dilatagao e anti-erosao). Sejam L e M reticulados com-
pletos. O operador 6 : . — M é uma anti-dilatacao se para todo X C L,
5 (\/X) = N\ (). (1.14)
zeX
Analogamente, o operador € : Ml — I é uma anti-erosao se para todo X C M,

5(/\X> =\ 2 (). (1.15)

zeX
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O adjetivo “algébrico” acompanha os nomes dos operadores nas de-
finigdes 1.3.1 e 1.3.2 quando queremos ressaltar que estes sao definidos a partir de
certas propriedades algébricas [49], contrastando assim com as defini¢oes de dilata-
¢ao e erosao binarias, por exemplo. Também ¢é possivel definir dilatagao e erosao em

posets:

1.3.3 Definigao (dilatagao e erosao em posets). Sejam L e M posets. O ope-
rador 0 : L — M é uma dilatacao se para todo X C L tal que o supremo \/X
existe, entao \/ d (z) existe em M e § (\/ X) = \/ d(z). Aerosaoe: M — L

reX zeX
é definida similarmente.

1.3.4 Definigao (adjuncao). Sejam (L, <p) e (M, <) reticulados completos e &
e € operadores, 0 : L — M ee: M — L. O par (¢,0) é uma adjunc¢ao entre L e
M se

() <my <=z <pe(y) (1.16)

para todo x € L, y € M.

A adjuncao desempenha um papel importante na morfologia mate-
mética relacionando os operadores de dilatagao e erosao por meio de uma dualidade

[10, 28, 40| como veremos na proposi¢ao a seguir:

1.3.5 Proposigao. Sejam (L, <) e (M, <p) reticulados completos e os operadores

0:L—Mee:M— L.
1. Se (e,9) é uma adjuncao, € é uma erosao e § ¢ uma dilatagao;
2. Para toda dilatacao 0 existe uma tnica erosao adjunta € dada por
e)=\{rel:6() <uy}.yeM (1.17)

tal que (g,0) é uma adjungao;
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3. Para toda erosao ¢ existe uma tnica dilatacao adjunta 0 dada por
S(z)= N{yeM:z< ey}, z el (1.18)
tal que (g,6) é uma adjungao.
Além da dualidade, destacamos outras propriedades da adjungao:

1.3.6 Proposigao. Seja (e,9) uma adjungao entre L e M, entao e e § sao operadores

crescentes e

5 < Idy; (1.19)
ed > Idy; (1.20)
gde =¢; (1.21)
ded = 4. (1.22)

O operador dado pela composi¢ao em (1.19), o = e, nas condigoes

da proposigao 1.3.6, possui as seguintes propriedades [21]:

e « é crescente;
e « é antiextensivo (equagao (1.6));
e o & idempotente, , isto é, o? = a.

Um operador a que satisfaz estas trés propriedades (crescente, antiextensivo e idem-
potente) é dito ser uma abertura. Dualmente, um operador [ crescente, extensivo

(1.7) e idempotente é um fechamento, como a composicao (1.20).

1.3.7 Proposicao. Se v : L. — M é um isomorfismo de reticulados, entao o par

(9,971) é uma adjuncao entre I e M.

A adjunc¢ao também pode ser definida em posets, bastando trocar
“reticulados completos’ por “posets’ na definigao 1.3.4 enquanto que na proposicao

1.3.5, a erosao adjunta é definida em

M[§]={ye M: oconjunto {x € L:0(z) <y y} possui supremo em L}
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e (g,0) é uma adjungdo entre £ e M [J], semelhantemente, a dilatagdo adjunta é

definida em
Lle]={x € L: oconjunto {y € M :2 <, ¢e(y)} possui infimo em M}

e (g,0) é uma adjuncao entre L[] e M.

A negagao também desempenha um papel na dualidade dos ope-
radores dilatacdo e erosao (3, 32, 44, 56| da seguinte forma: a *-negagdo de uma
dilatagao ¢ uma erosao e a *-negacao de uma erosao ¢ uma dilatacao.

A préxima proposicao sintetiza as dualidades por adjuncao e nega-

¢ao:

1.3.8 Proposigao. Sejam IL e M reticulados completos e os operadores § : . — M

ee: M — L.

1. Se ambos reticulados I e Ml possuem uma x-negagao, (¢,6) é uma adjun¢ao

entre L. e M se, e somente se, (§*,¢*) é uma adjungao entre M e L;

2. Se ambos reticulados . e Ml possuem uma o-negagao, (g,0) é uma adjungao

entre . e M se, e somente se, (°,0°) é uma adjunc¢ao entre . e M.

As proposicoes 1.3.6, 1.3.7 e 1.3.8 continuam validas se formuladas
para posets. Finalizamos esta se¢ao com a seguinte observacao:

Vimos no exemplo 1.2.6 que a cole¢ao P (E) de todos os subcon-
juntos de um conjunto F com a relacao de inclusdo C e que o conjunto L. de todas
as fungoes de E no reticulado completo I com a ordem pontual herdada de L. sao
reticulados completos. Também vimos nas segoes 1.1.1 e 1.1.2 que, respectivamente,
uma imagem binaria (Euclideana) é identificada com um subconjunto A de X (X
(X =7Z%0uX = Rd) e que uma imagem em tons de cinza pode ser identificada com
uma fungao f: Dy C X — G. Se G =L (isto ¢, se G é um reticulado completo),
entao o contexto de reticulado completo pode ser aplicado nas morfologias mate-

maticas binaria e em tons de cinza, ou seja, as morfologias mateméticas binaria e
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em tons de cinza podem agora ser tratadas como casos particulares da morfologia

matematica em reticulados completos.



CAPITULO 2

MEMORIAS ASSOCIATIVAS

MORFOLOGICAS

O conectivismo é uma proposta de inteligéncia computacional que confia na
possibilidade de modelar uma estrutura do sistema nervoso biologico, como
o cérebro humano. Nesta proposta o sistema aprende, podendo executar operagoes
nao logicas, transformagoes e comparagoes.

Os modelos de redes neurais artificiais tentam alcangar bom desem-
penho através de conexoes densas de elementos computacionais simples, assim, a
estrutura de rede neural artificial baseia-se no conhecimento que temos do sistema

nervoso biologico [27].

2.1 Redes neurais artificiais

O cérebro é um computador (sistema de precessamento de infor-
magao) altamente complexo, nao linear e paralelo, o qual possui a capacidade de
organizar seus constituintes estruturais: os neurénios. [20]. Os neurénios transmi-
tem sinais entre eles por meio de impulsos elétricos que afetam os neurdénios aferentes

na sinapse, uma conexao simples que pode ou inibir ou excitar a geracao de impulsos

21
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no neurdnio aferente. Dizemos entao que o cérebro é uma rede neural biologica.

Uma rede neural artificial (ANN, Artificial Neural Network) ¢ um
modelo de computacao paralela composto de densas unidades de processamento
adaptativas interconectadas, sendo neural nao como um modelo fiel da rede neural
biologica ou da cognigao, mas no sentido de que pode ser inspirada na neurociéncia
[19].

A inspiragdo no modelo biologico estende-se em varios niveis: A
eficiéncia com a qual a sinapse transfere o sinal difere entre as sinapses e essa diferenca
é chamada de peso no contexto de redes neurais artificiais, neste caso, manifesta-se
como como um fator multiplicativo que modifica o sinal de entrada. Assim como o
neurdnio biolégico, o neurodnio artificial ¢ um elemento de processamento que recebe
um ou mais sinais de entrada e apresenta apenas uma saida. O modelo artificial

assemelha-se ao modelo biologico em dois aspectos [20]:

e O conhecimento é adquirido pela rede a partir de sua iteracao com o ambiente

através de um processo de aprendizagem;

e Conexoes entre os neurdnios, conhecidos como pesos sindptcos, sao utilizados

para armazenar o conhecimento adquirido.

Alternativamente, podemos definir uma rede neural artificial como uma estrutura de
processamento formada por neurdnios artificiais conectados por pesos sinapticos. Os
padroes das conexoes entre os neuronios (arquitetura), o método de determinagao dos
pesos nas conexoes (aprendizado ou treinamento) e a fung¢ao de ativagao caracterizam
a rede neural artificial [12].

Dentre diversos modelos de redes neurais artificiais, destacamos as
redes neurais morfoldgicas (MNNs, morphological neural networks), introduzidas por
Jennifer Davidson e Gerhard Ritter [8, 35] onde ¢ apresentada como uma rede neural
expressada por equagoes nao lineares, e as memorias associativas, tratadas na segao
seguinte. Existem dois pontos de vista na morfologia matemética que influencia-

ram fortemente no desenvolvimentos das MNNs e seus algoritmos de aprendizado:
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da perspectiva geométrica ou topolégica, morfologia matematica representa a teo-
ria para o processamento e analise de objetos, isto ¢, imagens ou sinais, por meio
de outros objetos chamados elementos estruturantes [41]. Da perspectiva algébrica,
morfologia matematica é uma teoria de operadores em reticulados completos, recen-

temente estendida para inf-semirreticulados completos |22, 26, 25].

2.2 Memorias assocliativas

O aprendizado, em certo sentido, é um processo de formacao de as-
sociagoes entre padroes relacionados. Aristoteles observou que a memoria humana
conecta itens (ideias, sensagoes, ...) que sao similares, contrarias, ocorrem proxi-
mamente ou ocorrem em sucessao. Os padroes que associamos juntos podem ser do
mesmo tipo ou modalidade sensorial (imagens, por exemplo) ou de diferentes tipos
(como associar um aroma com um sentimento), logo, a memoriza¢do de um padréo
pode ser considerada como a associagao do padrao com ele mesmo, neste contexto
[12].

As memorias associativas (neurais) (AMs, associative memories)
sao uma classe de redes neurais de camada tnica em que os pesos sao determina-
dos de forma que a rede pode armazenar um conjunto de associagdes de padroes.
Cada associagdo ¢ um par (x,y) de vetores de entrada-saida chamado memdria fun-
damental . O processo de determinar uma memoria associativa é conhecido como
fase de armazenamento onde apresenta-se o conjunto de memorias fundamentais
{(xﬁ, yﬁ) E=1,..., k:} e a rede ajusta seus pesos para guardar os padroes. A rede
aprende nao somente os especificos pares de padrdes apresentados no treinamento
mas pode também exibir resposta desejada quando dado uma entrada similar, em
outras palavras, o objetivo é encontrar um mapeamento F' tal que F (Xf) = y¢,
£=1,...,kesex%éuma versdo ruidosa de x¢, deseja-se que F (5{5) = y*. Quando
o conjunto das memorias fundamentais é do tipo {(X5, xﬁ) E=1,..., k}, dizemos

que a memoria é autoassociativa, caso contrario (se x¢ £yt ), a memoria é heteroas-
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sociativa.

As capacidades de armazenamento de informagao e de reconhecer
padroes com parte de seus dados perdidos ou desordenados sao caracteristicas lou-
vaveis de memorias associativas, entretanto, a memoria pode criar associagoes que
nao fazem parte do conjunto de memorias fundamentais, conhecidas como memdrias

espurias.

2.3 Memorias associativas morfolbégicas

As memorias associativas morfoldgicas (MAMs, morphological as-
sociative memories) sdo modelos de memorias associativas descritas por uma rede
neural morfologica, apresentadas por Ritter e Sussner [36] e representam os primeiros
modelos de redes neurais morfologicas para padroes com valores reais. Os modelos
classicos sao descritos em termos de produtos matriciais substituindo as operagoes

de soma e produto por operagdes correspondentes em reticulados [36, 37].

Raymond Cuninghame-Green desenvolveu um céalculo nao linear de
matrizes baseado nos produtos max e min, a dlgebra minimazx, onde encontramos as
estruturas algébricas chamadas belt e blog (bounded lattice ordered group) [4]. A
estrutura de blog é diferente de [-grupo , de fato, blog é definido como um reticulado
limitado G tal que o conjunto dos elementos finitos F (no nosso caso, F = G\ {0, I'})
¢ um [-grupo. Como o tnico reticulado limitado com ordem de grupo ¢é o l-grupo
trivial {0}, também chamamos um blog de extensao de reticulado limitado com ordem
de grupo ou extensao de l-grupo. Se G é completo, F é [-grupo condicionalmente
completo e dizemos que G é uma extensio de [-grupo completo [50]. Os conjuntos Z
e R, devidamente equipados com certas operacoes, constituem exemplos importantes
de blogs, prosseguiremos entao com G uma extensao de [-grupo completo, —oco e +00

seus limites universais e F = G \ {—o00,00}. Estendemos as operagoes aritmética e
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logica de G da seguinte forma:
a+(—00)=(—00)+a= - Va € G\ {+o0}
a+ (4+00) = (+00) + a = +o0 Va € G\ {—o0} @)
(—00) + (4+00) = (+00) (—00) = —00
aV(—o0)=(—0)Va=a Vaec G

O sistema (G, V, +) é um belt e se as operagoes “+” e “V” s@o vistas

como multiplicacdo e adi¢do, —oo age como o elemento neutro no belt (G, Vv, +), mas

+00 nao age como neutro no sistema (G, A, +), entao definimos uma nova operagao

<n+’77 como
a+ b=a+b a,beG
a+ (—o0) = (—00) + a= —o00 Va € G\ {+o0}
a+ (+00) = (+o0) + a = 400 Va € G\ {—o0}

(—00) + (+00) = (+00) (—00) = 400

(2.2)

e a A (+00) = (+00) Aa = a, Va € G. A estrutura do belt (G,A,+") é dual do belt

~ . / . . .
(G,V,+). As operagoes duais “+” e “+ "7 introduzem uma assimetria entre —oo e

400 e a estrutura resultante ¢ o blog (G, V, A, +, +l) [39]. Essa dualidade fornece

a ideia de elemento dual ou conjugado. Seja r € G, lembrando que em um grupo

arbitrario —x denota o inverso de x, o conjugado r* de r é definido por

(

—r serelF

ﬁ
Il

—00 ser =-4+oo

+00 ser = —00
\
e para quaisquer r, s € G, decorrem da definicao de conjugado:

(r) =r

(rAs) =r*vs'e (rvs) =r"As*

(2.4)
(2.5)

Dadas duas matrizes A, B € G™™, o maximo e minimo entre as
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matrizes A e B sao dados respectivamente por

C:A\/B, c,-j:a,-j\/bije

(2.6)
D:A/\B, dij :aij/\bij
para 1l <i<mnel<j<m. Tem-se as seguintes propriedades:
(AVB)"=A*ANB*e (ANB)" = A"V B*. (2.7)

No caso de matrizes, a conjugacao da matriz A ¢ a matriz transposta dos elementos
de A conjugados, isto é, dada a matriz A € G™*™, a matriz B = A* € G"™*" é tal
que b;; = (aji)"

Os modelos de MAMs tratados neste trabalho estao definidos na
extensao de [-grupo completo (G, VA, 4+, +') por dois tipos de produto de matrizes:
produto mdzimo e produto minimo. Assumiremos neste capitulo G uma extensao de
[-grupo completo.

Sejam as matrizes A € G™* ¢ B € G"™. As matrizes C =
AMB € G e D = AN B € G™™ sao, respectivamente, os produto maximo

e produto minimo de A por B, definidos pelas seguintes equagoes:

\/ ;1 + bl]

=1

~

k
k

/\ (all + blj>

~
[y

Ainda nas condig¢oes da definicao de produto méximo e produto minimo, temos as

relagoes de dualidade
(AMB)"=A"RB*e (AR B)" = A"\ B*. (2.9)

Consideremos o conjunto { (X5, y5) E=1,..., k} das memoérias fun-

T T
damentais, onde x* = [:ﬁ :cf] cG eyt = [yf yfn} € G™ (denotaremos

n

as matrizes [Xl Xk] c G"*k e [yl yk} € G™* por X e Y respectivamente).
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A fase de armazenamento das MAMs consiste em determinar as matrizes de pesos si-

napitcos Mxy, Wxy € G™*" em termos de produto méaximo e produto minimo como

segue:
k
Myy = YOX =\/y'® (x) (2.10)
£=1
k
Wxy = YRX = Ay'm (x)". (2.11)
£=1

Os elementos das matrizes Mxy e Wxy sao descritos pelas equagoes

=V (i (5)) ¢ = A+ () e

e obtemos

Wxy = (Myx)® (2.13)

a partir das equagoes (2.9) e (2.10).
Um novo par (xk“, yk“) pode ser adicionado ao conjunto das me-
morias fundamentais {(xﬁ, y5) E=1,..., k:} nas memorias Mxy e Wiy da seguinte

forma:
M3S™ = Myy V [yk“ + (xk“)*] e W™ = Wxy A [yk“ + (x’“*l)*] . (2.14)

Estes modelos de MAMs podem ser descritos através de operadores
Mxy : G" — G™ em termos da matriz Myxy € G™*" e produto minimo e Wxy :
G" — G™ em termos da matriz Wxy € G™*" e produto méximo. Dado um padrao
de entrada x € G", os processos de recordagao de um padrao y € G™ nos modelos

Mxy e Wxy sao dados respectivamente pelas equagoes

y= Mxy(x)=Mxy@xe (2.15)
y= Wxy (x)=WxyUx (2.16)

Os operadores (2.15) e (2.16) representam, respectivamente, uma

erosao (algébrica) e dilatacao (algébrica) do reticulado completo G™ para o reticulado
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completo G™, isto é, Mxy comuta com o operador infimo e Wxy comuta com o
operador supremo. Atentamos para o fato que X é uma versao corrompida de x com
ruido erosivo se X < x e uma dilatacao é usada para remover o ruido. De forma
semelhante, x ¢ uma versao corrompida de x com ruido dilativo se x < X e uma
erosao ¢ usada para remover o ruido.

Quando apresentado os padroes originais, a recordagao nao é per-

feita em geral, valendo assim a seguinte relacao:
WXYMXSYSMxme. (217)

A matriz dos pesos sinaptcos Wy representa o supremo das matri-
zes A; tais que A;M X <Y parai € I, [ algum conjunto de indices. Similarmente,

Mxvy representa o infimo das matrizes B; tais que Y < B; A X.

2.3.1 Proposicao. Se existem matrizes A e B tais que AMX =Y e BAX =Y,
entao sao satisfeitas as desigualdades

A<Wxy <Mxy <B e
(2.18)

WxyMX =Y = Mxy A X.
Em contrapartida, os modelos autoassociativos recobram perfeita-
mante os padroes originais e sob certas condigoes, até mesmo quando hé ruido.

Veremos na proxima segao esta e outras propriedades.

2.4 Memorias autoassociativas morfolégicas

Se o conjunto das memorias fundamentais é da forma { (x§ ,X5) :
E=1,.. .,k‘}, x¢ € G" para £ = 1,...,k, obtemos as memdrias autoassociativas
morfoldgicas (AMMs, autoassociative morphological memories) Mxx e Wxy defi-
nidas por

MX)((X)IMXXWX [§] WXX (x):MXXMx (219)
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onde
k
MXX:XMX*:\/Xglm (Xg)* e
£=1
i (2.20)
Wxx=XAX"= /\x§@ (XE)*.
£=1

A fase de recordacao das AMMs pode ser descrita em termos dos
seus pontos fixos e bacias de atragao [47, 48, 54]. Um vetor x € G" é um ponto fizo de
Mxx Wxx) se MxxAx =x (WxxMx = x) e denotamos o conjunto dos pontos
fixos de Mxx Wxx) por F (Mxx) (F (Wxx)). A proposigao seguinte garante a

capacidade absoluta de armazenamento das memorias Mxx e Wxx.

2.4.1 Proposigao. Paratodo X = [x' ... x*] € G™*, ambos os conjuntos F (Mxx)
e F'(Wx x) incluem o conjunto das memorias fundamentais {xl, - ,xk}. Além disso,
para todo x € G", tem-se Mxx A x =x e Wxx M x = X, onde X denota o infimo de

x em F' (Mxx) e x o supremo de x em F'(Wxx).

2.4.2 Corolario. Seja X € G™*. O conjunto F (M x x) consiste de todos Mx x [N x
tais que x € G". Semelhantemente, o conjunto F' (Wx x ) consiste de todos Wx x M x
tais que x € G". Além disso, Mxx N x = x¢ implica em x¢ < x e Wxx Mx = x¢

implica em x < x&.

O corolario anterior afirma que a fase de recordacao das AMMs é
realizada em um tnico passo, isto é, o padrao recordado pelas AMMs sdo pontos

fixos [54]. A seguir, um exemplo numérico:

2.4.3 Exemplo. Seja X = [x! x* x%] € RY?,

0.8 1.0 0.3
0.2 05 04
X = . (2.21)
0.7 0.0 0.9

0.1 03 0.6
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Pela expressao (2.20), determinamos

(0.0 06 1.0 07]
0.1 0.0 05 0.2
Mxx = [Xl — (Xl)T] v [X2 - (XZ)T] v [X?’ - (X?’)T] = 6 0s 00 06 (2.22)

0.3 0.2 0.3 0.0

e da equagao (2.13), obtemos Wxyx = — (MXX)T. Verifica-se que Mxx Ax¢ =
Wxx M x¢ = x5, =1,2e 3 (proposicao 2.4.1). Consideremos X = [x' %> %%] €
R4><3

0.8 1.0 0.3
- 0.0 0.6 0.1
X = , (2.23)
0.7 0.0 1.0
0.1 0.5 0.6
entao
0.6 1.0 0.3 0.8 1.0 04
- 0.0 0.5 0.1 - 0.2 0.6 0.5
Yu=MxxNX = eYw =WxxMX = , (2.24)
0.5 0.0 0.6 0.7 0.2 1.0
0.1 0.3 0.3 0.1 0.5 0.6

onde y§, = Mxx A% e y5, = Wxx %, = 1,2 ¢ 3. Notamos que y3, = x>,

yiy = x! e que na ordem usual em R?* x! < x' e x? < %2

Utilizaremos X (2.21) e X (2.23) no exemplo 4.2.6. Também ilus-
tramos os modelos com aplicacao em imagens, como segue:

Consideraremos os seguintes conjuntos de imagens (obtidas do banco
de dados do Computer Vision Group da Universidade de Granada, Espanha. Cha-

..., x!% de aircraft, voit, lena, church, tree, cameraman,

maremos os padroes x
clock, barche, papav e leopard, respectivamente.)! como sendo o conjunto das me-
morias fundamentais e suas respectivas versoes ruidosas a serem usados nos exemplos

decorrentes ao longo desta dissertacao:

Yimagens disponiveis em http://decsai.ugr.es/cvg/wellcome.html.
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Figura 2.1: Imagens (padroes) originais, de cima para baixo, da esquerda para

a direita, x!,...,x!°, respectivamente 4.2.05.pgm, voit.pgm, lena.pgm, nat4.pgm,

4.1.06.pgm, cameraman.pgm, clock.pgm, barche.pgm, papav.pgm e leopard.pgm,
como consta em http://decsai.ugr.es/cvg/index2.php.

As imagens utilizadas tém resolugao de 256 x 256 pixels e convertidas

por meio do método “row-scan” para dez padroes (vetores) em R3¢ onde sdo

operadas. Esta leitura das imagens para vetores estabelece uma bijecao entre R256x256

e R65536 10

, assim, referiremos as imagens apenas como x!,...,x!, independente dos

espagos onde se encontram (os espagos sao facilmente identificados pelo contexto).

1

10

Figura 2.2: Versoes ruidosas x!,...,x!0 de x!,...,x
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Os experimentos foram realizados no blog <E65536, VoA +, 4+ ) com

65536 —65536
CR

as imagens lidas em [0, 1] onde os valores 0 e 1 representam respectiva-

mente os pixels brancos e pretos, valores intermediarios (entre 0 e 1) correspondem
a tons de cinza e os valores que nao pertencem ao intervalo nao possuem significado

na escala de tons de cinza. Os ruidos adicionados foram Gaussiano de média 0 e

2

variancia 0.01 em x!, speckle de variancia 0.04 em x2, salt & pepper de densidade

3 4

0.1 em x°, incompleto (metade vertical esquerda preta) em x*, incompleto (metade

horizontal superior branca) em x°, salt de densidade 0.1 em x°, pepper de densidade

7 8

0.1 em x', arredondamento dos pixels em x° (resultando em uma versdo binéria de

x%, chamaremos de ruido binario) e nenhum em x° e x'°. Com a ordem usual do
blog, x* < x* x? < x5, x% < %6, X7 < x7, x¥ = X7, x!? = x!° ¢ 0s demais nao sao

comparaveis.

Sejam X = [x'x? ... x'% e X = [x' %% ... X As figuras a

seguir representam os padroes de saida Mxx N X e Wyx M X:

Figura 2.3: Imagens recordadas pela memoéria M xx quando apresentado X como

entrada.
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Figura 2.4: Imagens recordadas pela memoria Wxx quando apresentado X como

entrada.

9 10 6

Como esperado, dado que X e %' nao possuem ruido, x° e x

4

possuem ruidos dilativos e x* e X" possuem ruidos erosivos, a memoéria My x teve

5

bom desempenho na recordacao dos padroes X° e X% e Wxx teve bom desempenho

na recordacio dos padrdes X* e X”. Ambas recordaram perfeitamente (a menos de

9 10

erros numéricos) os padroes X’ e x'°.

Padroes como X% que nao sao comparaveis com o original segundo
a ordem do reticulado, isto é, se x é uma versao ruidosa de x no blog IL tal que nao
tem-se X < x ou x < X, em alguns casos, nao sao recordados por estas AMMs, ainda
que haja pouco ruido. Diante disso, ¢ natural indagar a existéncia de alguma ordem
tal que tenha-se X < x ou x < X para qualquer versao ruidosa X de x e que seja

possivel construir uma memoria associativa.

Estudamos no préximo capitulo uma relagao de ordem parcial pro-
posta por Henk Heijmans e Renato Keshet. Esta ordem define uma estrutura de
inf-semirreticulado completo no conjunto em questao, assim, o estudo da morfologia
matemaética em inf-semirreticulado completo deve-se a escolha desta ordem. O passo
seguinte é definir uma memoria associativa inspirada nas memorias M xy e Mxx,

tal que também é erosao, e analisar o uso de imagens como um parametro desta
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ordem.



CAPITULO 3

MORFOLOGIA MATEMATICA EM

INF-SEMIRRETICULADOS COMPLETOS

Heijmans e Keshet propuseram uma abordagem inf-semirreticulado como base
alternativa para processamento morfoldgico de imagem com o objetivo de criar
operadores autoduais, tais quais decorrem naturalmente quando a ordem parcial
considerada é autodual, por sua vez, proveniente de semirreticulados (completos)

22)].

Birkhoff ([2]) define semirreticulado como um sistema com uma
lnica operacao binéria, idempotente, comutativa e associativa. Esta defini¢ao esta
relacionada com a defini¢ao equivalente de Dedekind de reticulado como um sistema
com duas operacoes binarias idempotentes, comutativas, associativas e absortivas.
Neste trabalho, estamos interessados em um tipo especifico de semirreticulado: inf-
semirreticulado completo, logo, apresentamos na se¢ao a seguir sua defini¢ao como
poset semelhante & definicao 1.2.5, onde trataremos de inf-semirreticulados comple-

tos assim como feito em [22], porém, com outra finalidade.

35
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3.1 Inf-semirreticulados completos

3.1.1 Defini¢ao (inf-semirreticulado e inf-semirreticulado completo).
Um poset £ é chamado inf-semirreticulado se todo subconjunto finito nao vazio de
£ possui infimo. O poset £ é chamado inf-semirreticulado completo (cisl, complete

inf-semilattice) se todo subconjunto nao vazio de £ possui infimo.

No contexto de inf-semirreticulados completos, denotaremos a or-
dem parcial por <, o infimo por A e o supremo por Y quando existir. Alguns
subconjuntos de um cisl .Z podem ter supremo, porém, em geral um cisl .Z nao
possui maior elemento I € £, caso contrério, seria um reticulado completo (pro-
posigao 2.12 de [21]), assim, dado um subconjunto X C .Z, se o conjunto Y =
{ye & :x<y,Vx e X} dos limitantes superiores de X é nao vazio, entdao o su-

premo de X é o infimo de Y, isto é, YX = AY.
3.1.2 Exemplos (cisl).

1. O conjunto dos nimeros reais R (ou R) é um cisl com a seguinte ordem parcial
=:

r=ysel<zr<youy<xz<O0, (3.1)

z,y € R. Referiremos a R com esta ordem parcial como (R, =) ou apenas
como Ry. Interpretamos (R, <) como a concatenacao das correntes (R_,>) e
(R4, <), ou seja, ARy = 0 e dados =,y € R, se x e y pertencem a mesma cor-
rente R, (R_), entdo o infimo x Ay e o supremo x Y y coincidem respectivamente
com o infimo x A y e o supremo x Vy de R, (R_), sendo, se z e y pertencem
a correntes distintas, os conjuntos dos limitantes inferior e superior de {z,y}
segundo a ordem = sao respectivamente L = {z € R: 2 <z ez <y} = {0} e
U={zeR:z<zey=z}=10,isto &, z A y =0 e ndo existe o supremo de
x e y neste caso. A figura 3.1 ilustra a diferenca entre as relagoes de ordem <

e <.
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2. Dado um cisl (., <) e um conjunto nao vazio F qualquer, o conjunto .# =
Z¥ de todas as funcoes de F em £ também é um cisl com a ordem f =< g,
f,9: E— £ se f(x) 2 g(x) paratodo x € E. O infimo e a o-negagao vy

em .Z sao estendidos pontualmente para .-

(A fl-) (@) = A\ (fi(x)),z € E

el i€l

para uma familia f; qualquer em .Z e

v(f) (z) = ve(f (2)),2 € E.

Figura 3.1: Relagbes de ordem parcial <e <: 2 <z,y<zex <y, masy £ z.

Na defini¢ao 1.2.3 de negagao, fizemos distingao entre o-negacao e
x-negacao. Em reticulados completos, esta diferenca fica evidente na proposicao
1.3.8 (se € é uma erosdo, €* é uma dilatagdo enquanto que £° é uma erosao), ja em
semirreticulados, a presenca de uma x-negagao conduz ao seguinte fato: um cisl £
que possui uma *-negacao ¢ um reticulado completo. Uma das lei de De Morgan
(1.2.7) sugere como obter o supremo neste caso, de fato, o supremo de uma familia

x; em £ com uma x-negacao é dado por
*
Yo (Ast)
iel iel
Negagoes diferentes podem estar associadas a um mesmo operador,

como é o caso do operador v : R — R, v (z) = —z. v é uma bijec¢ao involutiva que



38 Morfologia matematica em inf-semirreticulados completos

reverte a ordem no reticulado completo (@, §), isto é, v é uma *-negacao em (@, S).
v é também uma bijecao involutiva no cisl (K j), etretanto, preserva a ordem, ou
seja, x = y se, e somente se, £° <X y°, portanto, v é uma o-negag¢ao no cisl (R, j) e
a ordem = é dita autodual.

As préximas proposigoes e definigoes sao referentes as bijecoes em

cisls:

3.1.3 Proposigao. Sejam (£, <¢) um cisl, .# um conjunto nao vazioe f : &£ —»

A uma bije¢ao. Entao .4 ¢é um cisl com a ordem parcial <y dada por
r3pye= (@) 22 W),

x,y € M e o infimo de uma familia x; qualquer no cisl (#,=y) é dado por

Nzi=f (A f-1<a:i>> .
f i€l
3.1.4 Defini¢ao (isomorfismo em cisls). A bijecao 0 entre os cisls (£, =<y) e

(M, = ) é um isomorfismo de cisls se

9 (Afﬂ) = A\ ¥ (z:)

iel el

para toda familia r; em £ .

Uma importante classe de cisls remete as leis distributivas infinitas
(1.2.11), os inf-semirreticulados completos de referéncia (cisls de referéncia). A equa-
¢ao 1.8 caracteriza um reticulado distributivo, todavia, sua ocorréncia em reticulados

recebe a seguinte definigao:

3.1.5 Definicao (Elemento de referéncia [22]). Seja (£, <) um reticulado. Um
elemento r € L é chamado elemento de referéncia se para quaisquer x,y € L temos

s ANr=yArexVr=yVr se e somente se, xr =Y.
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Para a proxima proposi¢ao, dado um reticulado (£,<) e r € L,

definimos a relagao binaria <, em £ x L por

IN

rTAY rTAZ
T =,y se (3.2)
rVy > rVa.

No caso de existir o maior elemento I (menor elemento O) no re-
ticulado (£, <), I (O) ¢é elemento de referéncia e a relagdo binéria na equagao 3.2

coincide com a ordem < (ordem dual >).

3.1.6 Proposigao (cisl de referéncia [22]). Seja £ um reticulado completo que
satisfaz as leis distributivas infinitas. Se r é um elemento de referéncia em £, entao
a relacao binaria <, é uma ordem parcial em £ e (£,=,) é um cisl com menor

elemento r e infimo de uma familia xr; em £ dado por

e <M\/x,.> v A

i€l i€l
= (7’\/ /\x,) A \/x, (3.3)
i€l iel

No exemplo 3.1.2, (@, §) satisfaz as leis distributivas infinitas e 0 €
R é elemento de referéncia, logo, a ordem = (equacdo 3.1) do exemplo é equivalente
a ordem =, na equagao 3.2 com r = 0 e o infimo de uma familia x; em (@, j) ¢ dado

por

A i = <0A\/xi> v A\ = <O\//\xi> A\ i

el iel iel el

Na figura 3.2, um exemplo de infimo em (R, <,.). Como veremos na proxima propo-

si¢ao, o cisl de referéncia (R, jo) é um caso particular.



40 Morfologia matematica em inf-semirreticulados completos

Figura 3.2: Em destaque (cinza), infimo de z e y no cisl (R, <,.).

3.1.7 Proposicao. Para toda corrente completa, as leis distributivas infinitas sao

satisfeitas e todo elemento é elemento de referéncia.

A proposicao 3.1.7 permanece valida para corrente condicionalmente
completa desde que os infimo e supremo existam no conjunto, isto é, se £ é uma
corrente condicionalmente completa, entdao L = £ U {0, I} é uma corrente completa
[2] e para todo familia z; em £ e y € L tais que \/xi, /\xz € L, as equagoes 1.9 e

iel el
1.10 sao satisfeitas, de fato, também temos x; uma familia em L e y, \/ T, /\ xr; € L.
il el
3.1.8 Exemplo. O reticulado completo (EE, S), L =R ou Z, com a ordem, su-
premo e infimo definidos como no exemplo 1.2.6, satisfaz as leis distributivas infinitas
e cada fun¢do r € £LF ¢ um elemento de referéncia, logo, F, = (£, =,) ¢ um cisl.
O operador 9, : F, — Fy, © — o —r é um isomorfismo com inverso ¥~ dado por

97 (x) = 9_, (x) = x+7r para r finito, assim, dado um operador ¢y em F,, obtemos

o operador ¥ em F, dado por ¢ (x) = ¢y (x — r) + r tal que o seguinte diagrama

comuta:
F L4 F
T T — rl ]:c —x+r
Fo Fo
Yo
isto &, 1 = ¥~ M1, em particular, a o-negagao v (r) = —x em JFy define a o-negacio

v () = vy (x—r)+r =2r —xem F,.
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H& uma outra maneira de obter um cisl de referéncia, neste caso, a
construgao do cisl (segao 5 de [22]) ¢ feita em um [-grupo (defini¢ao 1.2.12). Assumi-
remos daqui adiante (£, +, <) um [-grupo, 0 o elemento neutro relativo a operagao

+ do grupo e —z o inverso aditivo de x em L. Definimos o cone £ como
LT={rel:0<z}. (3.4)

Os elementos do cone L sao ditos positivos. Se x,y € LT, entao
r+y € LT, além disso, LT N—LT = {0}. Para qualquer elemento = € LT, definimos

os elementos z+, 2~ € LT como
rt=zV0ex =—(zA0) (3.5)

e o valor absoluto de x € L por
2| =2 + 2. (3.6)

Verifica-se que

(—x)" =27 e (—2)” =2 (3.7)

3.1.9 Proposigao. Para todo =,y € L, temos

. x=x" —a~;

2. |z| > 0 sex #0;

3. xt ANxT =0;

4. |x| =2V —ux;

5 |z —yl=(xVy) = (z Ay).

3.1.10 Defini¢ao. Dois elementos positivos x,y € L sao ditos serem disjuntos (ou

ortogonais) se x Ay = 0.

Conforme a definicao 3.1.10, 7 e 2~ sao disjuntos para todo z € L

pelo item 3 da proposicao 3.1.9. Equivalente a definicao 3.1.10:

x,y sdo disjuntos <= xVy=1x+y. (3.8)
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Definimos a relacao binaria < em £ da seguinte forma:
r=ysext <ytexz <y . (3.9)

3.1.11 Proposigao. (£, =) é um cisl com infimo de uma cole¢ao {x;}, 1 € I, I um
conjunto de indices, dado por

Ax,-:/\x;r—/\x;. (3.10)

i€l iel iel
O infimo satisfaz

+ —

<A$l> :/\xje <A$l> :/\x;. (3.11)
iel iel iel iel

O menor elemento de (L, =) é 0.
3.1.12 Exemplos.

1. O reticulado (EE, §) do exemplo 3.1.8 com £ = R ou Z e adigao (x + y) (p) =
z (p) +y (p) para p € E define o I-grupo (L7, +,<), e o cisl (LF, <) coincide

com o cisl Fy.

2. Considerando ainda o reticulado (EE , S), dado r € LF, definimos a adicao +,

(z+ry)(p)=2(p) +y) —7rp). (3.12)

Entao (EE, +r, S) é um [-grupo, o elemento neutro do grupo (EE, —l—r) éreo

cisl (EE , jr) é o cisl de referéncia F,.

3.2 Morfologia matematica em inf-semirreticulados

completos

A teoria de reticulados completos mostrou ser apropriada para a
morfologia mateméatica, mesmo assim é possivel definir operadores como dilatagao
e erosao em posets, assim, reformulamos a definicdo de erosao e a proposi¢ao da

dilatacao adjunta para cisls.



3.2 Morfologia matematica em inf-semirreticulados completos 43

3.2.1 Definicao (erosao em cisls). Sejam £ e .# cisls. O operador ¢ : M —

& é uma erosao se para todo X C .# nao vazio,

5<AX> = As(x)

zeX

A defini¢ao de erosao em cisl coincide com a defini¢cao 3.1.4 de isomorfismo em cisls,

assim, define-se também erosao em cisl como um isomorfismo de cisls.

3.2.2 Proposicao. Sejam & e .# cisls e N um poset. Assuma que ¢, : & — M

e ey M — N sao erosoes e que € = e9e1. Entao € é uma erosao de £ em N.

3.2.3 Proposigao. Sejam (£, <y) e (M ,= 4) cisls e € : M — £ uma erosao.

Definimos o subconjunto £ [e] C £ como
Lel={reZ:FyeHtalquex 2gc(y)}.
Se Z [e] é nao vazio, entao o operador § : L [e]| — .# dado por
S(r)= \{ye s :x=24e()},xe L]
é a dilatagao adjunta e o par (¢,6) é uma adjuncao entre L [e| e M .

H4 outras proposigoes relevantes sobre adjuncao e propriedades de
invaridncia nas segoes 3.3 e 3.4 de [22|, dentre elas, destacamos duas proposigoes

concernentes a familia de fungoes p,, v € R definida em Ry por

t+v set,t+v>0
pol(t) =19 t—v set,t—v<0 (3.13)

0 caso contrario.

3.2.4 Proposigao. A familia p, satisfaz as seguintes propriedades:
1. pp = 1d;

2. pwpPv = Potw S€ VW = 0;
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3. PewfP—v = Pv—w S€ UV, W > 0;
4. p_wpy = Po—w S€ V> w > 0;
5. (py)° = p, para todo v.
3.2.5 Proposigao. Para todo v > 0, o par (p_,, p,) define uma adjun¢ao em Ry.

Definimos erosao, dilatacao adjunta e adjungao em cisl, entretanto,
nosso interesse esta na autodualidade. Enquanto que a negacao de uma erosao é uma
dilatacao e a negacao reverte a ordem parcial em reticulados completos, Heijmans e
Keshet mostram em [22]| que operadores morfologicos autoduais resultam de modo
natural quando a ordem em questao é autodual. Veremos a seguir uma erosao &

autodual no sentido que ¢ (—z) = —¢ (x) para todo = € L:

3.2.6 Definicao. Um par de operadores ¢, ¢~ em LT é dito preservador de dis-

Jung¢ao (ou que preserva a disjungdo) se
rAy=0=yvT(x) Ay~ (y)=0,z,y € LT. (3.14)

O operador ¢t é chamado preservador de disjuncao se o par ¢*, 9" preserva a

disjuncgao.

3.2.7 Proposigao. O par ¢*, ¢~ preserva a disjuncao se ambos operadores sao

antiextensivos (equagao 1.6), contudo, a reciproca nao é verdadeira.

3.2.8 Proposigao ([22]). Sejam os operadores v, 1~ em LT preservadores de dis-

juncao. Definimos o operador ¢ em L por
Y(x) =yt (7)) —v~ (27),z €L (3.15)
e Se Yt 1)~ sdo crescentes em (LT, <), entao v é crescente em (L, =);
e se )T =1, entao ¢ é autodual, isto é, ) (—x) = = (z),x € L;

e se T =1~ sao antiextensivos em (L1, <), entao 1 é antiextensivo em (L, <);
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e se Yt =1~ sao idempotentes, entao 1) é idempotente.

3.2.9 Corolario. Sejam ¢ uma erosao em (L™, <) que preserva a disjungao e € sua

extensao em L dada por
e(x)=ct(a¥)—c (7)), 2 €L (3.16)

Entao € define uma erosao em (L, =). Para todoy € L[e], temos y*,y~ € LT [eT] e

a dilatagao adjunta 6 : L [¢] — L é dada por
S(y)=0"(y")—d" (7). (3.17)
onde 6T : LT [eT] — LT é a dilatagao adjunta de ™.

Este corolario mostra como construir uma erosao em um semirreti-
culado e serd empregado no proximo capitulo para definirmos um novo modelo de

memoria associativa morfologica.
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CAPITULO 4

MEMORIAS ASSOCIATIVAS
MORFOLOGICAS EM

INF-SEMIRRETICULADOS COMPLETOS

Vimos na secao 2.3 que as memorias M xy e Wxy representam, respectivamente,
uma erosao e dilatagao (algébricas) em G" e que usamos uma dilatagao (erosao)
para remover ruido erosivo (dilativo), todavia, a nogao de ruido erosivo/dilativo
depende da ordem em questao, logo, é desejavel uma relacao de ordem < tal que se
X é uma versao ruidosa de x, entdo x < x. Esta relacao sera possivel no cisl (£", =),
porém, nem sempre dispomos de x, veremos entao o uso de outras referéncias e suas

propriedades. Neste capitulo, G é a extensao de [-grupo completo Z ou R.

Apresentamos duas maneiras de obter um cisl de referéncia, cada
qual nos conduzird a um modelo de memoria associativa. Por se tratar de um cisl,

estudaremos apenas modelos de memorias baseados na MAM M xy-.

47
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4.1 Modelo M~

O cisl de referéncia (., <,) (proposi¢ao 3.1.6) proveniente da ordem
da defini¢ao 3.1.5 concebe naturalmente um modelo de meméria associativa ao subs-
tituir a relagao de ordem < de G pela relacao de ordem =,., obtemos entao o sistema
(G, Yoy Ay +, +'). Exigiremos adicionalmente nesta se¢ao apenas que G satisfaga as
leis distributivas infinitas (hipotese da proposigao 3.1.6). Neste novo sistema, nao
temos mais a estrutura de blog, pois a adicao nao ¢é distributiva sobre os supremo
e infimo, todavia, podemos definir as operagoes produto maximo e produto minimo
da seguinte forma:

Sejam A € G™* B € G**™ e r um elemento de referéncia em
G". As matrizes C = AN, B (quando existir o supremo) e D = AR, B sao,

respectivamente, o produto méximo e o produto minimo de A e B dadas por

k
= YT.(ail + blj)

7

i (4.1)
dij = Ar.(ail —|—/ blj),
=1
na forma de colunas, as equagoes (4.1) ficam
k
Y *l + blj
. (4.2)
A *l ‘l‘ blj
onde nesta notagao, A,; ¢ a j-ésima coluna da matriz A.
Seja o conjunto {(Xf,yg) E=1,..., k} das memoérias fundamen-

T T
tais, onde x¢ = [ﬁ o xg] €G ey = [yf o yfl] € G™ (denotaremos as ma-

n

trizes [xl Xk} c G™k e [yl yk} € G™* por X e Y respectivamente), como

considerado na secao 2.3 e r € G™ elemento de referéncia. Anélogo a expressao
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(2.10), determinamos, quando existir o supremo, M}}Y e G™ ™ como
My, =Y W, X, (4.3)

onde os elementos de M%,- sao dados por

k
=Y, (6 + (25) ). (4.4)
e=1
No caso der € G™, r; = —o0, i = 1,...,n, para qualquer Z € G"™*"

ArZ:/\ZeYrZ:\/Z, (4.5)

logo,
k * k *
=Y (5 (1)) =V (o () ) =m0
£=1 £=1

isto ¢, as matrizes M <y € Mxy coincidem neste caso, portanto, por simplicidade de
notagao, usaremos Myy no lugar de M <y - Computada a matriz Mxy, para uma
referéncia r € G™, o modelo M ¢ descrito por MYy (x) = Myy I, x, ¥x € G".
A referéncia nao precisa ser constante, assim, se X, Y € G™*¥ ¢ a referéncia ¢ variavel
(depende de x) ou é r € G", denotaremos por p (x) (p : G" — G") e temos o modelo

mais geral dado por

My (x) = Mxy W) X, Vx € G, (4.7)

onde Mxy M, X = M+ x)).
xv W) Z_AIP(X)( L+ @)

Ao substituir a ordem usual < pela ordem =) (basta substituir
r por p(x) em (3.2)), perdemos a distributividade da adigdo sobre o supremo e
infimo. Uma alternativa seria substituir a adicao pela operacao definida pela familia
de fungoes p, (3.13), porém, tal operagao nao é associativa. A principal consequéncia
de perder estas propriedades é que o operador M’))(Y nao comuta com o infimo A p(x)?

portanto, nao é uma erosao no sentido algébrico, mesmo assim, este modelo encontra-

se nesta se¢ao pois é inspirado na MAM M xy. Por outro lado, temos

P (%) Zp) Mhey (%) (4.8)
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e no caso autoassociativo
P (%) Zppo) My (%) 20 X (4.9)
O caso ideal ¢ quando p (x) = x. Se X ¢ uma versao ruidosa de x, entao
X 2y X € X <y MEy (X) =4 X (4.10)

Utilizamos o filtro estatistico de ordem (também conhecido como
rank filter) nos experimentos realizados para obter referéncias (figura 4.2) ou pré-
processar as entradas e para obter referéncia em exemplos (figura 4.1), dados custo
computacional baixo e resultados obtidos. Cada elemento z;; de x (enquanto x
possui duas dimensoes) é substituido pelo p-ésimo elemento no conjunto ordenado
de uma vizinhanga de z;; pelo filtro e denotaremos por y, (x). A vizinhanca adotada
¢ o quadrado de tamanho 3 x 3 (com borda espelhada) com centro em x;;, assim,
se p = b, temos a mediana (eventualmente, denotaremos ps (x) por apenas p (X)
oux. Se X = [xl Xk}, entdo X = [5{1 X’“D e quanto maior p, mais claro
o resultado. Quando p(x) = pu, (x) (ou alguma outra funcdo que representa outro
filtro diferente), substituiremos p pela fungdo em questdo, por exemplo, M*% e
M, - Sep= /\ 'Y, denotaremos por ./\;IQY As figuras a seguir mostram as diferentes

i

saidas produzidas pelo modelo ./\;l’))( + quando apresentado as figuras 2.2 sob diferentes

referéncias:

Figura 4.1: Mediana dos padroes originais apresentados na figura 2.1.
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Figura 4.4: Referéncia variavel: cada saida foi obtida por y* = ./\;lf;( X (5(5 )
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Figura 4.5: Referéncia varivel: y& = M, (x%).

4.1.1 Proposicao. Sejam X = [xl xk} €eG  ep:G"— G". Sep (Xf) <

x¢, VE,1 < € < k, entdo M5 (xf) =x°.

Demonstragao. Da definigdo do modelo em (4.7), segue que

(a04425) ) ¥ A (it 5).

(M*j +/ xf), logo,

x&

Mix (x°) = Mxx 0, (e) xt = <P (x°) A

n
=1

mas /\ (M*] +,1’§> = ]\4}(_}(|EX§ :Xg S

O modelo heteroassociativo pode ser empregado da seguinte forma:

calculamos a matriz Mgy e apresentamos p, (X) com p = /\ X, equacionando,

MB (1 (%)) = My @p oy (x) (4.12)

A figura 4.6 exibe o resultado para p = 8 (valor de p adotado apenas para exemplificar
e que apresentou, nos testes realizados em geral, melhor resultado considerando uma

vizinhanga 3 x 3):
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Figura 4.6: Modelo M%X ous: y¢ = Mgy My s (X).

Modelo Mxx MQX My | M%y Mﬁ\’(x O fig
Figura 2.3 4.3 4.4 4.5 4.6
aircraft 0.4015 | 0.4009 | 0.0805 | 0.0018 0.0642
voit 0.3410 | 0.3403 | 0.1701 | 0.0036 0.1255
lena 0.9603 | 0.8576 | 0.0778 | 0.0013 0.0396
church 0.9403 | 0.8583 | 0.7558 0 0.8470
tree 0.0277 | 0.0277 | 0.5892 | 0.0277 0.0787
cameraman | 0.0047 | 0.0047 | 0.0874 | 0.0047 0.0342
clock 0.9876 | 0.9140 | 0.0673 0 0.0748
barche 0.7793 | 0.7482 | 0.6044 0 0.7157
papav <1071 | < 1071% | 0.0274 0 0.0338
leopard <1071 | < 1071¢ | 0.0900 0 0.0582

Tabela 4.1: Erro relativo quadréatico.

Na tabela 4.1, exibimos a comparacao entre o modelo classico M x x

e os diferentes resultados obtidos por M&Y por meio do erro relativo quadrdtico
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(RSE, Relative Squared Error) dado por
e _ llys = x5
e(y) = TR (4.13)
onde y* ¢ a saida de um modelo para a entrada X*.
O préximo modelo também estd definido no mesmo cisl, porém,
visto sob a Optica da proposicao 3.1.11. A principal diferenca é que esta abordagem
permitira construir o novo modelo segundo o corolario 3.2.9, resultando em uma

memoria associativa que faz uma erosao, portanto, morfologica.

4.2 Modelo M?

O fundamento deste novo modelo ¢ o mesmo utilizado por Heij-
mans e Keshet ([22]) para construir operadores autoduais: decompomos um sinal
em suas partes positivas e negativas, processamos ambas partes independentemente
e sintetizamos as partes resultantes no sinal transformado. O conceito de positivo
e negativo sera relativo ao elemento de referéncia (finito), entretanto, com o auxilio
do diagrama do exemplo 3.1.8, consideraremos o elemento neutro como referéncia e
o processamento das partes consistird na aplicagao da memoria M x x.

Seja a extensao de [-grupo completo G", X = [xl xk] € Gk
e 0 € G" o elmento neutro. A rela¢ao de ordem (3.9) define o cisl (G", <), analogo

ao cisl Fo, assim, também denotaremos (G", <) por G{j. Definimos a matriz

X+ — [(X1)+ (x'f)Jr (xH ... (xk)_]

(4.14)
=[x'VO0 ... x*V0 —(x'AD) ... — (x*A0)] € (G T

como a matriz cuja &-ésima coluna é o vetor (xf)+ e a (£ 4+ k)-ésima coluna é o vetor
(x6)". A matriz Mx+x+ = XT® (XT)" € G"™", a qual denotaremos por My,

possui a seguinte propriedade:

4.2.1 Proposicao. Seja X = [xl xk} € G™*. Entao a matriz My é tal que

m;; > 0.
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Demonstracao. Pela definicao de X, (x*)ﬁ >0paratodo1 <¢<2kel<j<ne
existe um conjunto de indices /; com pelo menos k indices tal que (:1:+);D. =0,Vpel;.

Tomamos ¢ € I; tal que (z%)] = 0, logo,

2k
0< (@) = (@) + (1) <V @)+ (@) =mi. (4.15)
¢=1
Em particular, m;; = 0. n

+

No lema a seguir, x* é um elemento qualquer em (G")™ e MLy ¢

o operador definido pela matriz M5y, isto ¢, M%y (xF) = My @ xE.
4.2.2 Lema. M%, é um operador antiextensivo em (G")".

Demonstracao. Primeiramente, verificamos que, de fato, ./\/l} x ¢ um operador em

ny*t. SR S n\+ ;o + + + +
(G")": Sejax* € (G")". Paratodo1 <4, j < n, mj;+z; > 0, logo, /\ m;; +x; >0,
j=1
portanto, M%y (x*) € (G")*. Por outro lado, para todo i, 1 < i < n, tem-se

n
+ + + + 4 : + + +
x x; +m; 2/\mij+xi,ass1m, My (xF) < x*. [ |

i =
i=1

Ao ver o cone (G")" como um subconjunto de G", temos que X e
x* 80 elementos de G", logo, M % € G™*". Este ponto de vista permite interpretar
o operador M}, como uma restricio em (G")" do operador Mx+x+ definido em
G", assim, Mx+x+ ¢ uma erosio em G", em particular, M é erosio em (G")"
pois M%y (xF) € (G™")".

O operador M¥ ., pela proposigao 3.2.7 e lema 4.2.2, preserva a

disjungao. Consideremos sua extensao
Mxx (x) = My (xF) = MLy (x7) (4.16)
em (G", X). Temos o seguinte teorema:

4.2.3 Teorema. O modelo .#xx é uma memoria associativa morfologica que reco-

bra perfeitamente os padrées originais e representa uma erosao em (G", <X).
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Demonstragio. Se x € X, entdo x™,x~ € X+, ML, (x7) = xt e ML (x7) =
x7, logo, Mxx (x) = MLy (xt) — MLy (x7) = x* —x7, pela proposigao 3.1.9,
xT —x~ = x. A erosao definida por .#Zx x segue diretamente do coroléario 3.2.9, lema

4.2.2 e que M¥%y é erosio em (G")". |

4.2.4 Proposigao. A erosao #xx, para todo x € (G", <), é autodual no sentido

que Mxx (—x) = —Mxx (x) e satisfaz 0 < Mxx (x) = x.

Demonstragao. Seja x € (G", <) qualquer. Entao

Mx (=x) = My (0V () = M (= (0 A —x))
— My (= (0AX)) = My (0Vx)
= — (My (0VX) ~ My (— (0AX))) = —lxx (x).

Do lema 4.2.2, 0 < ME(x") < x" e 0 < M}y (x7) < x7, mas Mxx (x) =
ML (xT) = MLy (x7), entdo Axx (x) VO = MEy (xT) e — (Mxx (x) NO) =
My (x7), ou seja, 0 < (Mxx (x))7 < xt e 0 < (Mxx(x))” < x, assim, 0 <

);
'//XX (X) < X. B

Para definir o modelo .#Zxx em (G", =), r € G" referéncia finita,
podemos redefinir a soma em G" pela equagao 3.12, isto é, obtemos o cisl (G", <)
a partir da extensdo de l-grupo completo (G",+,,<). Apresentaremos a seguir
uma outra forma de definir o modelo .#Zxx em (G", <), inspirado no diagrama do
exemplo 3.1.8:

O menor elemento de (G", <) é r, que também é o elemento neutro
de (G", +,,<). Dados X,Z € G™*, definimos a matriz X; = X — Z € G™*. No
caso onde Z = R € G™* de colunas R,; = r, a matriz X;; pertence a ((G:"“’LC)Jr pois

9:G — Gy

’ (4.17)
X — X—T

é um isomorfismo de reticulados. Definimos o modelo M* em (G", <,) como

M (x) = My, [ ((x— r)+) - My, x, B (x—1r)7) +r,¥xeG".  (4.18)
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O modelo MT* pode ser reformulado como

MG — GY

(4.19)
X — Mxpxp(xX—1)+1r =0 My, x,0 (x).

A seguir, uma proposicao relativa ao modelo M" cuja prova decorre diretamente do

teorema 4.2.3 e da proposicao 4.2.4:

4.2.5 Proposigao. A memoria associativa (morfolégica) M* recobra perfeitamente
os padroes originais e para todo x € G}, a saida M*(x) € G} satisfaz r =,

M (x) =y X.

Demonstracao. ¥ : G} — G™ é um isomorfismo, portanto, uma erosao. Da propo-
sigao 3.2.2 e equagao 4.19, M* = 0"y, x, ¥ é uma erosio em G e M" (xﬁ) =
M x5 (x5 — r) + r, mas (X5 — r) pertence ao conjunto das memorias fundamen-
tais de Ax,x,, portanto, #x,x, (xf —r) +r = (X5 — r) +r = xt. Ao apli-
car o isomorfismo ¥~! na desigualdade 0 < #x,x, (x—r) < (x—r), obtemos
r <y Mxpx,( X—1)+r1r = (X—1)+r,isto é, r <, M*(x) < x. |

4.2.6 Exemplo. Sejam X = [x! x* x%], X =[x} x* x*] € R como considera-

dos no exemplo 2.4.3, isto é,

0.8 1.0 0.3 0.8 1.0 0.3

0.2 05 04 - 0.0 0.6 0.1
X = e X =

0.7 0.0 0.9 0.7 0.0 1.0

0.1 0.3 0.6 0.1 05 0.6

e ReR¥™ R=[rrr|comr=0.5. Aplicamos o isomorfismo (4.17) em X. Como

definido em (4.14), a nova matriz da memoria fundamental é

X ==t o)t ()t ()T ()T (¢ )]
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02" (05" (

-0.3 0.5 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.3 0.0
0.2 0.0 04 0.0 0.5
_0.0 0.0 0.1 04 0.2

analogamente,

03
0.0
0.2

0.0

b
=+
I

(0.3)*  (0.5)"  (-0.2)*
(—0.3)*  (0.0)%  (—0.1)

0
(—0.4)" (—0.2)* (0.

0.5
0.1
0.0
0.0

0.0
0.0
0.5
0.1

0.0
0.5
0.0
0.4

0.0
0.0
0.5
0.0

0.2
0.4
0.0

0.0

(4.20)

(4.21)

Notamos que cada linha da matriz X3 possui k = 3 entradas nulas, como mencionado

na demonstracao da proposigao 4.2.

1.

A matriz do modelo M* de associagoes dos pares ((x§)+ ) (x5)+)

e ((Xg)_ , (Xf)_>, £=1,2e3,¢

+ _

_0.0
0.3
0.5

_0.4

0.5
0.0
0.5
0.2

0.5
0.3
0.0
0.4

0.5
0.1
0.3
0.0

Denotaremos MY N (X¢ — r)+ por (yﬁ)Jr e My .0 (X*—r) por (y%) , &=

1,2 e 3. Notamos que (5{5 — r)+ e (5(5 — r)_ sao, respectivamente, as £-ésima e
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(€ + 3)-ésima colunas da matriz X},. Obtemos

0.3 05 0.0
0.0 0.1 0.0
)" = , ()= , ()= e
0.2 0.0 0.4
0.0 0.0 0.1
0.0 0.0 0.2
o3 0.0 o1
') = , ) = , () =
0.0 0.3 0.0
0.4 0.0 0.0

Assim, por (4.18), y& = M" (%) = (y9) " — () +r,

0.8 1.0 0.3

0.2 0.6 0.4
y' = , ¥ = , Y=

0.7 0.2 0.9

0.1 0.5 0.6

No exemplo 2.4.3, o modelo M xx recuperou apenas o padrao X2, o tinico com ruido
dilativo segundo a ordem usual. Por outro lado, o modelo M" recuperou os padroes
%' e %3, de fato, segundo (3.9), observamos em (4.20) e (4.21) que (x')" < ()7,

(x?’)Jr < (5(3)+, xH)" < (x') e (X3)_ < (5(3)_, isto &, x! <p5 X' e x3 <5 X°.

O uso de referéncias no modelo M* é sem duavidas um diferen-
cial quando comparado com os modelos originais de MAMs, além disso, a escolha
da referéncia exerce um papel importante na saida do modelo. Os efeitos de di-

ferentes referéncias podem ser observados nas figuras a 4.7, 4.8 e 4.9 que exibem

y§ = Mr (5(5):
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Figura 4.9: Saida do modelo M5,
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O modelo M* apresenta um resultado parecido com o do modelo
Mxx quando a referéncia é r = 0 (figura 4.7) e parecido com o modelo Wy x
quando a referéncia é r = 1 (figura 4.8). Esta semelhanga pode ser melhor observada
na tabela 4.2. O modelo M%® nao é tolerante a nenhum dos ruidos apresentados,
exceto o binario em barche, como mostra a figura 4.9. O ruido binario em barche
¢ um arredondamento dos pixels, isto ¢, 2% = 1 se 28 > 0.5, sendo, 7% = 0, para
todo 1 <17 < 65536. O resultado é uma imagem binaria com a seguinte propriedade:

x® <5 X

. Na figura 4.10, diferentes densidades de ruido binario foram usados, a
figura 4.11 exibe o resultado obtido por M%% e 0 RSE deste experimento est4 na

altima coluna da tabela 4.2:

Figura 4.10: %X com ruido binério aplicado em (10€) % dos pixels. Em todos os casos

%% representa uma versao de x¢ com ruido dilativo em (G", <g5), isto é, x¢ <5 X¢,

¢=1,...,10.
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Figura 4.11: Recordacao do modelo M%5 para padroes da figura 4.10.

Modelo Mxx | Wxx M, M Mo Mos
Figura 2.3 2.4 4.7 4.8 4.9 4.11
aircraft 0.4015 | 0.2249 | 0.4015 | 0.2194 | 0.2656 || 0.0026
voit 0.3410 | 0.5803 | 0.3371 | 0.5802 | 0.2470 || 0.0085
lena 0.9603 | 1.3434 | 0.9474 | 1.3193 | 0.4274 || 0.0134
church 0.9403 | 0.0605 | 0.9292 | 0.0647 | 0.4261 || 0.0134
tree 0.0277 | 0.7645 | 0.0277 | 0.7604 | 0.3041 || 0.0078
cameraman | 0.0047 | 1.1539 | 0.0047 | 1.1292 | 0.3942 || 0.0194
clock 0.9876 | 0.0037 | 0.9775 | 0.0037 | 0.3837 || 0.0092
barche 0.7793 | 0.7495 | 0.7755 | 0.7253 | 0.0213 || 0.0172
papav <1070 | <1071 | < 10716 | < 1071% | < 10716 || 0.0240
leopard <1076 | <1071 | <1071 | < 10716 | <1071 || 0.0187

Tabela 4.2: Erro relativo quadréatico.

Assim como o modelo M¥%.,., podemos empregar o modelo M"* com

referéncia variavel p(x). Uma forma de fazer isso ¢, assumindo que em certas
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ocasioes, p(X) fornece uma aproximagao razoavel para x (ruido salt & pepper e
p filtro mediana, por exemplo), armazenar os pares ((x¢ —p (x¢)), (x* — p (x¢))),
€ =1,...,k e apresentar os padroes X — p (X), como mostram as figuras 4.12 e 4.13.

Chamaremos este modelo de MP” e é definido por

MP (X) =l 5,0 (%= 9 (X)) + (%), Vx € G (4.22)

(

Por outro lado, (x£ —p (xﬁ)) pertence ao conjunto das memorias fundamentais de

Mx

o) Xp(x)» CNLAO

M (xF) = AKX 30X i) (x* = p(x)) +p (x°) (4.23)
= (xﬁ—p(XS)) +p(x§) =x5VE=1,...,k,

como mostra a tabela 4.3 para as figuras papav e leopard. Além do filtro mediana (),

também empregamos os filtros média e Wiener, denotados por v e w, respectivamente

e substituimos p em M?” pela funcao que representa o filtro aplicado.

Figura 4.12: Saida do modelo M*".
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Figura 4.13: Saida do modelo MH),

Comparamos o filtro mediana (colunas 2 e 4) com o modelo M?”
tendo a imagem mediana-filtrada como referéncia (colunas 3 e 5). Os resultados

estao na tabela 4.3:

Modelo | p(x5) | M* | p(x5) | MF ()

Figura 4.2 4.12 4.1 4.13
aircraft 0.0812 | 0.0749 | 0.0593 | 0.0485
voit 0.1768 | 0.1672 | 0.1298 | 0.1124

lena 0.0779 | 0.0660 | 0.0635 | 0.0464
church 0.7558 | 0.7553 | 0.0525 | 0.0473
tree 0.5902 | 0.5896 | 0.0595 | 0.0375
cameraman | 0.1062 | 0.0965 | 0.0856 | 0.0439
clock 0.0674 | 0.0623 | 0.0504 | 0.0248
barche 0.6080 | 0.6060 | 0.0748 | 0.0707
papav 0.0401 | <107 | 0.0401 | < 10716
leopard 0.1303 | < 107% | 0.1303 | < 10716

Tabela 4.3: Erro relativo quadrético.

Temos (X — p(X))* € (6™%)", (x—p()* e (x—p(x)” €
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(G”)+, portanto, . x é um operador em G" e da proposicao 4.2.4, vale a

p(X)Xp(X)
desigualdade

,O(X) =p(x) M?P (X) =p(x) x,Vx € G". (4.24)

Interpretamos a equagao 4.24 como uma aproximagao de x na dire¢ao de p(x) se-
gundo a ordem =,x) por meio de MP”, isto ¢, se 0 < (p(x)), < x; para algum

i,1 <i<mn,entdo (p(x)); < (M(x)), <z (0 caso z; < (p(x)); < 0 ¢ analogo e

esta interpretagao estende-se as desigualdades das proposigoes 4.2.4 e 4.2.5).

A figura 4.14 exibe diferentes resultados do modelo M?” para refe-
réncias obtidas pelos filtros mediana, média e Wiener. Os RSEs deste exemplo para
p (x) foram 0.1192, 0.1206 e 0.0965 ¢ para MP” (x) foram 0.1083, 0.1051 e 0.0955,

ambos respectivamente para os filtros mediana, média e Wiener. Na tabela 1.2, a

comparacao das aplicagoes destes trés filtros no modelo M? para o ruido Gaussiano

de média 0 e variancia 0.01.

Figura 4.14: Figura maior: imagem com ruido Gaussiano de média 0 e variancia 0.01.
Na linha superior, respectivamente, os filtros mediana, média e Wiener aplicados na
imagem com ruido Gaussiano e na linha inferior, os respectivos resultados obtidos

pelo modelo MP” para cada filtro.

Cada um dos modelos apresentados neste capitulo possui tolerancia

a ruidos e capacidades de recordagao particulares. Na proxima secao, comparamos
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os modelos por meio de resultados computacionais.

4.3 Resultados computacionais

Os resultados computacionais apresentados nesta secao foram obti-
dos como nas se¢oes anteriores, isto ¢, consideramos o mesmo cojunto de dez imagens
de resolugao 256 x 256 pixels exibido na figura 2.1. Cada um dos ruidos Gaussiano,
speckle, salt & pepper, salt e pepper foram aplicados aleatoriamente 100 vezes nos
10 padroes originais sob as condi¢oes da figura 2.2, ou seja, Gaussiano de média 0
e variancia 0.01, speckle de variancia 0.04 e salt & pepper, salt e pepper, todos de
densidade 0.1. (linhas 2 a 6 da tabela 4.4), gerando assim um conjunto de 1000
padroes ruidosos para cada um dos ruidos citados. Cada um destes conjuntos de
1000 padroes ruidosos foram apresentados para os modelos M x x, M’;( e ./\;lé\z « O Mg,
M3 MH e o filtro mediana p, respectivamente colunas 2, 3, 4, 5, 6 e 7 da tabela
4.4 e das tabelas do apéndice A. Os outros padrdes incompletos (metade vertical
esquerda preta e metade horizontal superior branca), versoes binarias dos padrdes
originais e padroes originais (respectivamente linhas 7, 8, 9 e 10 da tabela 4.4) foram
gerados e submetidos uma tnica vez a cada um dos modelos, pois estes padroes sao
Qnicos.

A tabela 4.4 apresenta, para cada modelo, nas linhas 2 a 6 as médias
dos RSEs médios e nas linhas 7 a 10 o RSE médio. Estes dados estao detalhados
no apéndice A. Comparagoes com outros modelos podem ser encontradas em [51] e

52].
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Ruido Mxx M’;(X Mé\’(x MO3 MH 1 (5(5)
Gaussiano 0.5058 | 0.1146 | 0.1176 | 0.3553 | 0.1101 | 0.1157
Speckle 0.3409 | 0.1361 | 0.1201 | 0.3028 | 0.1350 | 0.1395
Salt & pepper || 0.9660 | 0.0869 | 0.0423 | 0.4778 | 0.0765 | 0.0870
Salt 0.0048 | 0.0861 | 0.0406 | 0.3863 | 0.0892 | 0.0984
Pepper 0.9814 | 0.0962 | 0.0837 | 0.2699 | 0.0870 | 0.0964
Inc. v. pr. 0.9473 | 0.6883 | 0.8524 | 0.3434 | 0.6790 | 0.6796
Inc. h. br. 0.0498 | 0.8254 | 0.0869 | 0.4444 | 0.8095 | 0.8104
Binario 0.7479 | 0.6068 | 0.6667 | 0.0232 | 0.5567 | 0.5584
Padrao orig. < 10716 ] 0.1833 | 0.0364 | < 10716 | < 107'7 | 0.0746

Tabela 4.4: Médias dos RSEs.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO

oncluimos este trabalho destacando os modelos .#xx e MF¥, os primeiros mo-
Cdelos de MAMs em inf-semirreticulado completo. Também temos o bom de-
sempenho do modelo heteroassociativo Mé\’(x com filtro estatistico de ordem com
pg (expressao 4.12 e figura 4.6), a capacidade de M%® para recuperar versoes bi-
narias dos padroes originais (figuras 4.10 e 4.11) e o uso de diferentes referéncias
nos modelos M¥%, e M? (em (4.10), (4.12) e (4.22)), todos em inf-semirreticulado
completo.

Como resultados teoéricos, temos:

1. a proposicao 4.1.1 que estabelece a condi¢ao para recobramento perfeito dos

~ Y
padroes por M% y;

2. uma relagao entre o padrao de saida e elemento de referéncia para o modelo

~

MY na expressao (4.8);

3. uma relagao entre o padrao de entrada, padrao de saida e elemento de referéncia

para o modelo M%  em (4.9);
4. a proposi¢ao 4.2.1 sobre as entradas da matriz My y;

5. o lema 4.2.2 que caracteriza o operador M¥ , definido pela matriz M7y como

sendo antiextensivo em (G")™;

69
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6. o teorema 4.2.3 onde mostramos que o modelo .#x x é uma memoria associativa

morfologica no inf-semirreticulado completo (G, <);
7. a proposigao 4.2.4 sobre a autodualidade de .#Zxx;

8. a proposicao 4.2.5 onde estabelecemos o modelo M*, uma gereralizagao do

modelo .#xx para (G", <,);
9. o modelo M” em 4.22, generalizagao do modelo M".

Os modelos de memoérias em inf-semirreticulado apresentados tém
em comum a relagao de ordem parcial <, e inspiracao no modelo classico Mxy. O
parametro p é o elemento de referéncia que pode ser constante r ou uma imagem
(padrao de entrada processado pelo filtro mediana p (x), por exemplo).

O modelo M&Y foi obtido, em poucas palavras, trocando apenas
a relacao de ordem. A nova relacao de ordem, além de permitir o uso de padroes
diferentes como elementos de referéncia, também permite associar padroes distintos.
As saidas obtidas para os diferentes usos de referéncias e associagoes do modelo ./\;lg(y
estao ilustradas nas figuras 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6. Em contrapartida, a soma usual nao
¢ mais distributiva em relagao ao supremo e infimo, a principal consequéncia é que
M”XY nao comuta com A\ p © portanto M”XY nao representa uma erosao no sentido
algébrico.

O modelo .#x x representa, de fato, a primeira memoria associativa
em inf-semirreticulado. A partir da extensao de [-grupo completo (G", 4, <), obte-
mos o reticulado ((G”)+ , g) e o cisl (G", %), assim, ao definir o operador M, como
uma restricao de Mxx em (G™), temos suas propriedades como erosio, capacidade
absoluta de armazenamento e convergéncia em tUnico passo. Estas caracteristicas
sao preservadas pela extensio .#xx de M. As saidas obtidas para diferentes
referéncias fixas estao ilustradas nas figuras 4.7, 4.8 e 4.9. A figura 4.10 traz um
ruido tal que x <5 X com a saida na figura 4.11. As referéncias variaveis com o

modelo M? estao ilustradas nas figuras 4.12, 4.13 e 4.14.
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No capitulo 2, adotamos um conjunto de 10 imagens com suas ver-
soes ruidosas, respectivamente figuras 2.1 e 2.2. Estes dados foram utilizados ao
longo do trabalho e as tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 trazem os erros (RSEs) cometidos por
cada modelo para cada uma das imagens. Para comparar melhor os modelos, criamos
conjuntos de dados a partir das 10 imagens iniciais. Cada um dos ruidos Gaussiano,
speckle, salt & pepper, salt e pepper foram aplicados aleatoriamente 100 vezes ge-
rando assim um conjunto de 1000 padroes ruidosos apresentados aos novos modelos,
ao modelo original M x x e ao filtro mediana, além de versoes incompletas e binarias
que foram geradas e apresentadas uma tnica vez. A tabela 4.4 traz a média dos
RSEs médios onde podemos ver que para os ruidos Gaussiano, speckle, salt & pep-
per, pepper, incompleto vertical preto e binario, todos os modelos apresentados aqui
obtiveram resultados melhores do que o modelo original M xx, apenas com os rui-
dos salt e incompleto branco, ruidos dilativos segundo a ordem usual, que o modelo
original foi melhor do que qualquer outro. Como previsto, o modelo M?” recobra
perfeitamente os padroes originais. Os dados desta tabela estao delhados por figuras
e modelos nas tabelas do apéndice A, exceto a tabela 1.2 que traz os resultados

obtidos pelo modelo M? com os filtros mediana, média (aritmética) e Wiener.
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APENDICE A

RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Modelo MXX MI;{X Mé\ZX M0'5

aircraft 0.4183 | 0.0808 | 0.0777 | 0.2682
voit 0.6176 | 0.1621 | 0.1382 | 0.2960
lena 0.5663 | 0.1148 | 0.1291 | 0.3343

church 0.5149 | 0.1140 | 0.1344 | 0.4899
tree 0.4762 | 0.0956 | 0.1071 | 0.3040

cameraman | 0.4946 | 0.1131 | 0.1057 | 0.2898
clock 0.4162 | 0.0742 | 0.0884 | 0.2758
barche 0.5015 | 0.1092 | 0.1045 | 0.2601
papav 0.4879 | 0.1021 | 0.1326 | 0.4541
leopard 0.5647 | 0.1803 | 0.1581 | 0.5805

média 0.5058 | 0.1146 | 0.1176 | 0.3553
Tabela 1.1: Ruido Gaussiano.
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Modelo MH I MY v M¥ w

aircraft 0.0754 | 0.0815 | 0.0725 | 0.1286 | 0.0630 | 0.1036
voit 0.1524 | 0.1638 | 0.1420 | 0.2505 | 0.1285 | 0.2057
lena 0.1118 | 0.1153 | 0.1010 | 0.2118 | 0.1037 | 0.1803

church 0.1129 | 0.1143 | 0.1040 | 0.2165 | 0.1076 | 0.1855
tree 0.0926 | 0.0957 | 0.0866 | 0.1661 | 0.0837 | 0.1403

cameraman | 0.1084 | 0.1188 | 0.1056 | 0.1962 | 0.0958 | 0.1598
clock 0.0697 | 0.0746 | 0.0640 | 0.1243 | 0.0598 | 0.1042

barche 0.1046 | 0.1097 | 0.0970 | 0.1840 | 0.0938 | 0.1534

papav 0.1021 | 0.1023 | 0.0926 | 0.1961 | 0.1038 | 0.1623

leopard 0.1712 | 0.1810 | 0.1583 | 0.2847 | 0.1482 | 0.2326

média 0.1101 | 0.1157 | 0.1024 | 0.1939 | 0.0988 | 0.1628

Tabela 1.2: Ruido Gaussiano e filtros mediana (u), média (v) e Wiener (w).

Modelo MXX M&X Mé\_(X M0'5 MH H

aircraft 0.3508 | 0.1217 | 0.1258 | 0.3198 | 0.1202 | 0.1232
voit 0.3402 | 0.1698 | 0.1315 | 0.2462 | 0.1667 | 0.1768
lena 0.3363 | 0.1321 | 0.1141 | 0.2746 | 0.1316 | 0.1354

church 0.3391 | 0.1243 | 0.1133 | 0.3539 | 0.1235 | 0.1256
tree 0.3432 | 0.1262 | 0.1283 | 0.3126 | 0.1254 | 0.1275

cameraman | 0.3406 | 0.1387 | 0.1073 | 0.2405 | 0.1391 | 0.1476
clock 0.3511 | 0.1150 | 0.1301 | 0.3222 | 0.1141 | 0.1165

barche 0.3429 | 0.1387 | 0.1234 | 0.2445 | 0.1378 | 0.1411

papav 0.3349 | 0.1239 | 0.1046 | 0.3321 | 0.1242 | 0.1243

leopard 0.3303 | 0.1708 | 0.1229 | 0.3818 | 0.1672 | 0.1773

média 0.3409 | 0.1361 | 0.1201 | 0.3028 | 0.1350 | 0.1395
Tabela 1.3: Ruido speckle.
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Modelo | Myx | Myy | MR, | MO | M+ | g
aircraft 0.9793 | 0.0684 | 0.0297 | 0.3767 | 0.0609 | 0.0684
voit 0.9648 | 0.1396 | 0.0628 | 0.3310 | 0.1237 | 0.1397
lena 0.9625 | 0.0766 | 0.0413 | 0.4279 | 0.0652 | 0.0767
church 0.9602 | 0.0682 | 0.0410 | 0.6664 | 0.0590 | 0.0683
tree 0.9715 | 0.0735 | 0.0439 | 0.3907 | 0.0652 | 0.0736
cameraman | 0.9673 | 0.0964 | 0.0409 | 0.4173 | 0.0856 | 0.0969
clock 0.9784 | 0.0570 | 0.0291 | 0.3928 | 0.0509 | 0.0571
barche 0.9712 | 0.0847 | 0.0336 | 0.3310 | 0.0740 | 0.0847
papav 0.9597 | 0.0544 | 0.0362 | 0.6646 | 0.0468 | 0.0544
leopard 0.9448 | 0.1505 | 0.0646 | 0.7794 | 0.1334 | 0.1506
média 0.9660 | 0.0869 | 0.0423 | 0.4778 | 0.0765 | 0.0870

Tabela 1.4: Ruido salt & pepper.

Modelo Mxx M&X Mé\’(x M5 MH i
aircraft 0.0020 | 0.0649 | 0.0214 | 0.0796 | 0.0665 | 0.0734
voit 0.0048 | 0.1236 | 0.0643 | 0.3201 | 0.1339 | 0.1486
lena 0.0048 | 0.0769 | 0.0421 | 0.3994 | 0.0789 | 0.0886
church 0.0052 | 0.0829 | 0.0381 | 0.6187 | 0.0819 | 0.0889
tree 0.0038 | 0.0709 | 0.0475 | 0.2296 | 0.0741 | 0.0815
cameraman | 0.0051 | 0.0856 | 0.0352 | 0.3943 | 0.0942 | 0.1046
clock 0.0025 | 0.0553 | 0.0235 | 0.1406 | 0.0556 | 0.0610
barche 0.0052 | 0.0815 | 0.0315 | 0.2771 | 0.0839 | 0.0934
papav 0.0064 | 0.0705 | 0.0368 | 0.6351 | 0.0691 | 0.0745
leopard 0.0076 | 0.1485 | 0.0653 | 0.7688 | 0.1540 | 0.1693
média 0.0048 | 0.0861 | 0.0406 | 0.3863 | 0.0892 | 0.0984

Tabela 1.5: Ruido salt.
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Resultados computacionais

A

A
MXX

M0.5

Modelo Mxx M 14
aircraft 0.9897 | 0.0760 | 0.0737 | 0.3822 | 0.0693 | 0.0761
voit 0.9824 | 0.1486 | 0.1043 | 0.1545 | 0.1337 | 0.1488
lena 0.9791 | 0.0864 | 0.0739 | 0.2091 | 0.0768 | 0.0866
church 0.9784 | 0.0792 | 0.0792 | 0.3093 | 0.0716 | 0.0794
tree 0.9842 | 0.0823 | 0.0861 | 0.3370 | 0.0752 | 0.0825
cameraman | 0.9820 | 0.1069 | 0.0952 | 0.1886 | 0.0978 | 0.1075
clock 0.9885 | 0.0667 | 0.0808 | 0.3826 | 0.0615 | 0.0668
barche 0.9855 | 0.0927 | 0.0762 | 0.2144 | 0.0831 | 0.0928
papav 0.9768 | 0.0639 | 0.0584 | 0.2603 | 0.0576 | 0.0641
leopard 0.9675 | 0.1589 | 0.1093 | 0.2615 | 0.1433 | 0.1591
média 0.9814 | 0.0962 | 0.0837 | 0.2699 | 0.0870 | 0.0964

Tabela 1.6: Ruido pepper.

Modelo | Mxx | My | MB, | MO | M+ | 4
aircraft 0.9651 | 0.6946 | 0.8974 | 0.4374 | 0.6919 | 0.6922
voit 0.9476 | 0.7326 | 0.8374 | 0.2817 | 0.7219 | 0.7228
lena 0.9286 | 0.5982 | 0.8237 | 0.2115 | 0.5918 | 0.5921
church 0.9403 | 0.7633 | 0.8470 | 0.4261 | 0.7553 | 0.7558
tree 0.9528 | 0.6941 | 0.8797 | 0.4065 | 0.6880 | 0.6883
cameraman | 0.9434 | 0.6520 | 0.8393 | 0.2606 | 0.6431 | 0.6439
clock 0.9755 | 0.7644 | 0.9038 | 0.4768 | 0.7631 | 0.7634
barche 0.9636 | 0.7336 | 0.8656 | 0.3296 | 0.7266 | 0.7270
papav 0.9292 | 0.6243 | 0.8233 | 0.3106 | 0.6224 | 0.6226
leopard 0.9270 | 0.6259 | 0.8070 | 0.2936 | 0.5858 | 0.5883
média 0.9473 | 0.6883 | 0.8524 | 0.3434 | 0.6790 | 0.6796

Tabela 1.7: Padroes incompletos (metade vertical esquerda preta).




Modelo | Myx | Myy | MR, | MO | M+ | g

aircraft 0.0236 | 0.2779 | 0.0426 | 0.1108 | 0.2581 | 0.2595
voit 0.0537 | 1.0020 | 0.1458 | 0.4529 | 0.9855 | 0.9865
lena 0.0434 | 0.9367 | 0.0941 | 0.4671 | 0.9233 | 0.9239

church 0.0868 | 1.2498 | 0.1189 | 0.7365 | 1.2378 | 1.2381
tree 0.0277 | 0.6021 | 0.0787 | 0.3041 | 0.5896 | 0.5902

cameraman | 0.0478 | 0.7472 | 0.0730 | 0.4170 | 0.7286 | 0.7296
clock 0.0123 | 0.2439 | 0.0270 | 0.1270 | 0.2262 | 0.2273

barche 0.0150 | 0.5087 | 0.0333 | 0.2260 | 0.4916 | 0.4926

papav 0.0976 | 1.1284 | 0.1168 | 0.6924 | 1.1205 | 1.1207

leopard 0.0904 | 1.5577 | 0.1393 | 0.9097 | 1.5343 | 1.5352

média 0.0498 | 0.8254 | 0.0869 | 0.4444 | 0.8095 | 0.8104

Tabela 1.8: Padroes incompletos (metade horizontal superior branca).

Modelo MXX M&X Mé\_(X M0'5 MH H

aircraft 0.6027 | 0.3226 | 0.5739 | 0.0105 | 0.2930 | 0.2947
voit 0.8860 | 0.8587 | 0.7637 | 0.0258 | 0.7848 | 0.7871
lena 0.8405 | 0.7440 | 0.7463 | 0.0344 | 0.7129 | 0.7137

church 0.7408 | 0.5990 | 0.6408 | 0.0295 | 0.5569 | 0.5578
tree 0.6797 | 0.4958 | 0.5951 | 0.0139 | 0.4432 | 0.4444

cameraman | 0.7938 | 0.7118 | 0.7214 | 0.0376 | 0.6562 | 0.6590
clock 0.6000 | 0.3210 | 0.5684 | 0.0124 | 0.2885 | 0.2899

barche 0.7793 | 0.6498 | 0.7157 | 0.0213 | 0.6060 | 0.6080

papav 0.7594 | 0.6111 | 0.6868 | 0.0276 | 0.5801 | 0.5809

leopard 0.7966 | 0.7540 | 0.6553 | 0.0187 | 0.6459 | 0.6487

média 0.7479 | 0.6068 | 0.6667 | 0.0232 | 0.5567 | 0.5584

Tabela 1.9: Versoes binarias dos padroes originais.



Resultados computacionais

Modelo Mxx | Mhy ./\;lé\—(x MO3 MH 1
aircraft 0.1392 | 0.0185 0.0593
voit 0.2492 | 0.0582 0.1298
lena 0.1724 | 0.0372 0.0635
church 0.1758 | 0.0342 0.0525
tree 1015 0.1644 | 0.0431 FUPNETS R 0.0595
cameraman 0.1944 | 0.0317 0.0856
clock 0.1140 | 0.0204 0.0504
barche 0.1718 | 0.0286 0.0748
papav 0.1407 | 0.0338 0.0401
leopard 0.3116 | 0.0582 0.1303
média < 10716 | 0.1833 | 0.0364 | < 10716 | < 10717 | 0.0746

Tabela 1.10: Padroes originais.
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