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INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho foi analisar um sistema nao 

linear de equações que representa o modelo matemático usado na de~ 

cricão de reflectância e transmitância em filmes finos. Neste mo 

dele as constantes óticas apresentam-se implícitas nas equações 

deduzidas a partir dos coeficientes de Fresnel. 

Dados experimentais foram obtidos através do Grupo de 

Conversão Fotovoltaica do Instituto de FÍsica da UNICAMP. 

Com os problemas citados, utilizamos métodos numéricos 

para obter um melhor ajuste das constantes óticas, tentando adap

tá-las mais convenientemente ao modelo proposto. 

No Capítulo I fazemos uma apresentação do modelo físi

co, levando em consideração certas leis e métodos para obter as 

equações que representam o modelo matemático. 

Já para o Capítulo II apresentamos o método desenvolvi 

do por Manifacier, Gasiot e Fillard, através do qual são obtidas 

as aproximações iniciais para as constantes óticas n1 {Índice de 

refração do filme), k1 (coeficiente de extinção) e d (espes

sura). O método é de fácil programação, sendo possível codificá

lo em uma calculadora prograrnável. 

Para os Capítulos III e IV sao discutidos alguns méto

dos que foram utilizados. O método desenvolvido no Capitulo III 

e o de Levenberg-Marquardt, o qual é de grande aplicabilidade em 

problemas de estimativa de parâmetros não lineares. Tal método 
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apresenta o inconveniente da utilização das derivadas analíticas 

do problema, que em alguns casos são de difícil manuseio. Por es 

sa razão no Capitulo IV é apresentado o método de Nelder-Mead o 

qual somente avalia o valor da função objetivo nos diversos pon

tos. 

E finalmente no Capítulo V são apresentados os resulta

dos numéricos da utilização destes métodos no problema específi

co. 



1. 1) INTRODUÇÃO : 

CAPÍTULO I 

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA FÍSICO 

Neste capítulo apresentaremos o problema fisico com o 

qual lidaremos neste trabalho. 

O problema físico consiste em determinar o Índice de 

refração n
1 

, a espessura d e o coeficiente de extinção k
1 

de 

um filme fino absorvente depositado sobre um substrato transpare~ 

te espesso, a partir das medidas de transmitância e reflectância 

do sistema filme e substrato, como mostra a figura abaixo; 

Filme Substrato 
Luz refletida 

Luz transmitida 

Luz incidente 

A transmitância T é definida como a razão entre o 

fluxo de energia da luz transmitida e o da luz incidente. E a re 

flectância R como a razao entre o fluxo de energia da luz refle 

tida e o da luz incidente. 

A transmitância e a reflectância sao funções de n1 

k1 e d que se expressam convenientemente em termos dos coefi

cientes de Fresnel, que definiremos a seguir. 
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1.2) COEFICIENTES DE FRESNEL: 

Consideremos uma onda plana monocromática que incide 

sobre a superfície de separação entre dois meios, dielétricos de 

Índices de refração n 0 e como mostra a Figura 1, na qual 

o eixo x representa a separação entre o filme e o meio ambien-

te. 

nl 

no 

z 

+ 
E lU + + El.L EOI 

s (t) 

' + 
çl ' E O .L 

' 
~ ' 

~· 
'o 

s (i) 

Figura 1 - Reflexão e 
o plano de 
no xOz. 

' / 
/ 

/ 

' 
' 

/ 
/ 

ç2 

Eõu 

Eõ.l 

refração de uma onda plana; 
incidência como sendo o pl~ 

--"' 
X 
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De acordo com esta figura usaremos a seguinte notação: 

s(i) -onda plana incidente. 

S(r) -Onda refletida. 

S(t) -Onda transmitida. 

ç 0 - Angulo de incidência. 

~l Ângulo de refração. 

~ 2 - Ângulo de reflexão. 

Eo; e Eõ~ - Componentes do vetor elétrico para a onda refletida 

paralela e perpendicular ao plano de incidência, res 

pectivamente, para o meio n 0 

+ + E01 e E 0 ~- Idem para a onda incidente. 

E~; e EiL - Idem para a onda transmitida para o meio n1 . 

Assumindo que os meios tem permeabilidade magnética 

~O = P
1 

= 1 , o que efetivamente ocorre em frequências ópticas, 

as componentes do campo elétrico incidente são (veja Born e Wolf 

[ 5] ) : 

E (i) -i T i + 
; -E o# c os 'o e 

X 

E(i) 
-i T. 

+ l 
; EO.L e y 

E (i) 
-i T. 

+ l 
; E o# sen 'o e z 



onde 

= 

.lO . 

(. x sen 
w \_t - 'o + z cos ~o) 

v o 

Na expressao de Ti,. t representa o tempo; w a 

frequência circular da onda e v0 e a velocidade da luz no meio 

no . 
As componentes do campo magnético sao 

= 

H (i) 
y = 

H (i) 
z = 

+ 
- Eal. cos c0 

-i 

~e 
ti 

-i ti + 
~e - Eot 

-i t. 
+ 

~e 
l 

EOJ. sen 'o 

onde E0 representa a constante dielétrica do meio. 

Com relação ao campo transmitido temos: 

E(t) 
-i tt + = - El# c os çl e 

X 

E (t) 
-i tt + = ElJ. e y 

E (t) 
-i tt + = E li sen çl e z 

H (t) 
-i tt + r.;:- e = - El.l c os 'l X 



.ll. 

H(t) 
-i 't + r.; e = - Eu y 

H(t) 
-i Tt + 

~e = El.i sen l:;l z 

onde 

0 x sen ç1 + z c os 
ç~ 't = w t -

vl 

onde representa a velocidade da luz no meio 

Analogamente para o campo refletido ternos 

E(r) 
-i T 

- EÕ# c os 'z 
r = e 

X 

E(r) 
-i T 

EÕJ. 
r 

= e 
y 

E(r) 
-i T 

EÕ# 'z 
r 

= sen e z 

H (r) 
-i T 

-Eõ.L 'z "o' e 
r = cos 

X 

H (r) 
-i T 

- EÕ# ~e 
r = y 

H(r) 
-i Tr 

= EÕ.L sen 'z iÇe z 

com 

G 
X sen 'z + z c os '0 T = w -r 

v o 
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Agora vamos impor as condições de contorno sobre os 

campos E e H na superfície de separação entre os dois meios, 

j_sto é, a continuidade das componentes tangenciais do campo elé-

trico E e do campo magnético H Considerando a origem na Fi-

gura 1 temos, t = O, x = y = z = O o que implica Ti= 'tt = T r= O . 

Logo: 

Substituindo em (1.2.1) as expressoes apresentadas an-

teriormente, temos: 

de Maxwell n=/Eil'e 

sen r::
0 

sen r: 1 

= 

= (l.2.2) 

= 11.2.3) 

ou usando a relação 

= 
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temos: 

= E+ ' n
1 

li cos .,. 1 
(1.2.4) 

= (1.2.5) 

Nós podemos resolver (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) e (1.2.5) 

para as componentes das ondas refletidas e transmitidas em termos 

da onda incidente. De (1.2.5) tiramos 

como de (1.2.2) 

= 
cos 1;1 

cos ~;
0 

Substituindo (1.2.7) em (1.2.6) temos: 

+ 2 E li no c os 'o 
= tll = + 

EOI no c os '1 + nl c os 
'o 

De (1.2.3) 

+ 
E~.l El.l 

= 1 + 
+ + 

EO.l E o .L 

(1.2.6) 

(1.2. 7) 

(1.2.8) 

(1.2.9) 



e de (1.2.4) 

= 

.14 . 

- n 1 cos r; 
1 

no cos ço 
+ 1 

Substituindo (1.2.10) em (1.2.9) temos: 

= = 

Da mesma maneira acima, podemos obter 

= = 

= = 

n 0 cos r; 0 - n 1 cos r; 1 
n0 cos r; 0 + n 1 cos r; 1 

nl cos ço - no cos çl 

no cos çl + nl cos ço 

Desta forma temos os coeficientes de Fresnel 

r 1 ~ para a reflexão e t 11 e t 1 ~ para a transmissão. 

(1.2.10) 

(1.2.11) 

(1.2.12) 

(1.2.13) 

e 

As expressões (1.2.8), (1.2.11), (1.2.12) e (1.2.13) 

são válidas para dielétricos, no caso de meios absorventes subs-

tituimos os índices de refracão reais n 0 e pelos índices 

complexos e 
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1. 3) APLICAÇJ\0 DO MtTODO DA MATRIZ PARA AVALIAR A REFLECTJ\NCIA E 

TRANSMITJ\NCIA: 

Considerando um sistema de k camadas como mostra a 

figura abaixo; 

no 
---"---r1 

n1 
---=---r2 

rk-1 

nk-1 
rk 

nk 
rk+l 

nk+l 

e de acordo com Heavens [91 temos que 

= 

= 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

onde Ek-l , Ek , Hk-l , Hk representam as componentes do campo 

elétrico e magnético respectivamente, para um sistema de várias 

camadas. Nestas equações temos: 
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= 

Índice de refração da camada correspondente. 

Comprimento de onda da luz. 

Espessura da camada. 

Admitância caracteristica do meio. 

Podemos notar que as equacões (1.3.1) e (1.3.2) que re 

presentam a dependência linear de Ek-l' ~-l sobre Ek , Hk 

podem ser escritas na forma matricial 

= 

Chamando c = 
m 

usando os coeficientes de 

Fresne1 (1.2.8), (1.2.11), (1.2.12) e (1.2.13) e tomando ym="m em 

obtemos [9, pág. 71] a relação de recorrência 

iym-1 i Ym-1 

r:-1J 

e r e 

[:~] 
m 

1 (1.3.3) = 
t -i y -i Ym-1 

Em-1 m m-1 
r e e 

m 



onde 

.1 7 • 

Para um sistema de n camadas: 

= 

(em) = 

e 

r 

(c1) (c2) ••• (cn+1) 

t1 t2 .. • tn+1 

i Ym-1 
rm e 

-i Ym-1 -i 
e e 

m 

i Ym-1 

Ym-1 

Podemos portanto expressar EÕ e 

(1.3 .4) 

(1.3.5) 

em termos de 

E~ e obter os coeficientes de reflexão e transmissão. 

Escrevendo o produto matricial 

= 

nos obtemos de (1.3.4) 

x3 E;; 
r' = = 

x1 E+ o 

e 

t1 t2 t E+ 
n+l n+l t' = = 

xl 
E+ 

o 
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.. 
O fluxo de energia s correspondente a uma onda ele-

_.rom.agnética num meio de índice de refração n e dado pelo teore 

ma de Poynting 

":::ão dados por: 

e 

S = 4c n1EI 2 . A reflectância e 
n 

R 

T 
(E+ ) * 

n+l 
= 

transmitância 

onde por A* estamos denotando o conjugado de A . 

Usando as expressões acima: 

x3 x3 * 
R = 

xl xl * 

e 

(tl t2 tn+l) (t • tz • t* ) . . . l ... n+l 
T = 

xl xl * . 

Com o método da matriz exposto anteriormente e a par-

tir dos coeficientes de Fresnel, podemos deduzir métodos para o 

cãlculo da reflectância e transmitância para um único filme absor 

vente depositado sobre um substrato transparente. 

o filme em estudo é absorvente e portanto devemos subs 

tituir o índice de refração n 1 por n1 - i k1 . o método da 



.19. 

matriz sera aplicado para o caso de incidência normal o que e coe 

rente com as medidas realizadas sobre as amostras estudadas. 

O método: 

Os coeficientes de Fresnel de reflexão e transmissão 

na superfície de contato m serão representados por 

= 

= 

Os meios {m-1) e m sao absorventes com índices de 

refração nm-l - i km-l 

normal ternos: 

2 

e 

n m-1 + k2 
m-1 

gm = 
2 

(n 
1 

+ n ) + m- m 

2(n 
1 

k 
h 

m- m = m 2 
(nm-1 + nm) + 

i k • no caso de incidência m' 

2 - k2 n 
m m 

2 
(k 1 + k ) m- m 

n km-1) m 

2 
(k 1 +k) m- m 

Considerando 

1 Ym-l 
e 

d m-1 
a espessura da camada (m-1) então 

o termo de fase 

onde 

iy 1 me = 

na matriz (1.3.5) será escrito: 

i21f ( -n 
À m-1 e = 

am-1 iym-1 
e e 



e 

• 2 o . 

2• k d a = m-1 À m-1 m-1 

Ym-1 = 
2• 
T n m-1 

d 
m-1 

Por simplicidade usaremos a notação 

Pm + i qm r + i sm m 

(em) = 

tm + i u vm + i w m m 

Um subindice de notação dupla serve para denotar os 

elementos do produto matricial. Por exemplo os elerrentos de (c1) (c2) 

são escritos como: 

Na notação usada 

iy 1 i-y m-1 m-e rm e Pm + i qm rm + i s m 
(em) = -

-iy 1 -iy 1 m- m-
tm + i + i r e e um v w 

m m m 

onde 



r m 

s m 

t m 

w 
m 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

a . 
m-1 

e cos ym-l 

am-1 
e sen yrn-l 

a m-1 e (gm c os 

a 
m-1 

(hm c os e 

-a 
m-1 e (grn cos 

. 21. 

Ym-1 - hm sen Y m-1) 

Ym-1 + gm sen Ym-1) 

y 
m-1 + hm sen Ym-1) 

-etm-1 
e (h cos y 1 - g sen y 1 J m m- rn m-

-a m-1 
e cos ym-l 

-am-1 
- e sen y 

1 m-

Aplicando o método apresentado para um único filme ab 

servente sobre um substrato transparente, simplificações aparecem. 

A primeira matriz ou seja (c1 ) e: 

l 

l 

Para um filme, como mostra a Figura 2, de índice n1 - i k1 
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o espessura d sobre um substrato de índice n 2 (k2 ::: O 

este é não absorvente, como por exemplo vidro, quartzo) 

pois 

podemos 

encontrar a reflectância, para um determinado comprimento de onda 

À • Aplicando as 

FIGURA 2 

relações vistas anteriormente temos: 

2 2 2 
no - nl - kl 

= 
2 2 

(no + nl) + kl 

= 

2 2 2 
nl - n2 + kl 

= 
2 2 

(nl +n2) + kl 

= 
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p2 = e 
a1 

cos yl 

q2 = e 
a1 

sen y1 

a1 
(g2 - h2 Y1) 

r2 = e c os y1 sen 

t2 = 
e-al 

(g2 c os y1 + h2 sen Y1) 

s2 = 

u2 = 

v2 = 

w2 = 

onde: 

"1 = 

y1 = 

c ia: 

"1 
(h2 cos y1) 

e y1 + g2 sen 

-a 
e 1 (h2 cos y1 - g2 sen y1) 

e -al 
c os y1 

-a 1 sen - e y1 

2w k1 d 

A 

2w n1 d 
(em radianos) 

À 

Fazendo o produto de (c1 ) por (c
2

) obtemos a reflectân 

X * 3 

X * 1 

= 

2 2 
tl2 + ul2 

2 2 
p12 + q12 



• 24 • 

onde: 

= 

= 

= 

= 

no que resulta: 

= 

(1.3.6) 

sendo 

A = 2 (gl g2 + h2 hl) 

B = 2 (gl h2 g2 hl) 

c = 2 (gl g2 h2 hl) 

D = 2 (gl h2 + g2 hl) 

Como em nosso caso o filme e absorvente a reflexão pe-
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lo lado do filme (R1 ) e diferente daquela pelo lado do substra-

to (R2 ) . Substituindo r 1 por -r2 

çao da equação (1.3.6) temos: 

= 

e por na dedu-

(1.3.7) 

que é indicado por R' 1 na referência [9, pág. 77] apr~ 

senta um erro de sinal como também foi constatado por Nilsson [v~ 

na referência (24]]. 

sendo: 

t1 = 1 + 

t • 
1 = 1 + 

t2 = 1 + 

t * 2 = 1 + 

E finalmente para a transmitância temos: 

g1 

g1 

g2 

g2 

T = 

+ i h1 

- i h1 

+ i h2 

- i h2 

(t1 t2) . (t1* t2*1 

xl . xl* 

Resolvendo (1.3.8) obtemos: 

(1.3.8) 
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T = 

(1.3.9) 

Estas expressoes de R
1 

, R2 e T constituem o mode

lo matemático que utilizaremos na estimativa dos parâmetros n1 , 

k1 e d do filme considerado. Em termos matemáticos estaremos 

lidando com um sistema de equações não linear. 



CAPÍTULO II 

UM MtTODO DE AVALIAÇÃO DAS CONSTANTES ÓTICAS (n1 , k
1

, d) 

2.1) INTRODUÇÃO: 

Descrevemos agora o método desenvolvida por Manifacier, 

Gasiot e Fillard [17] para a determinação aproximada das constan-

tes óticas (Índice de refração do filme), (coeficiente 

de extinção) e d (espessura do filme) na região de fraca absor 

çao. 

O método descrito a seguir permite estimar explícita-

mente os valores de n 1 , k1 e d a partir de medidas da trans

mitância, T, da luz sobre o filme. 

2.2) O MtTODO DESENVOLVIDO POR MANIFACIER, GASIOT E FILLARD: 

Na Figura 3 apresenta-se um filme fino com índice de 

refração complexo a = n1 - i k 1 , limitado por dois meios trans-

parentes com índices de refração n 0 (do ar) e (do substra 

to). 
I 
I 
I E , 
1 nerg1a 
~incidente 

I 

"' I 
I 
1 Energia 
\ refletida 

l Energia transmitida 
I 

w 

FIGURA 3 - Reflexão e transmissão da luz por 
um Unico filme. 
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No caso de incidência normal a amplitude da onda trans 

mitida e dada por 

A = 
1 + r 1 r 2 exp (- 4" i a d 1 À 1 

onde os termos t 1 , e são os coeficientes de Fres-

nel para transmissão e reflexão respectivamente. A transmissão é 

dada por 

T = ( A A* I 

e como estamos tratando de camadas fracamente absorventes ou seja 

A = 

= 

Logo: 

T 

onde 

e 

= 

temos: 

ti t~ exp (- h k 1 d I À I 

y 
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y = 1 + r
1 

r 
2 

(exp ( 4w n
1 

di I À - 4• kl d I À l l + 

+ rl r2 (exp 1-4• n1 di I À -4•kldiÀ)) + 

2 2 
(exp (-8. k 1 d I À l l + rl r2 

ou ainda: 

Corno já foi mostrado no capítulo anterior, para inci-

dência normal temos: 

tl 
2n0 

= 
no + nl 

t2 

2n
1 

= 
nl + n2 

no - nl 
rl = 

no + nl 

nl - n2 
r2 = 

nl + n2 

Fazendo 

a = exp (-4w kl d I À l (2.2.1) 

cl = ln 1 + no) (n2 + nl) 
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e substituindo as expressões de e temos: 

T 

cos (4rr n
1 

d / À ) 

Os máximos e mínimos de T ocorrem para 

= m 1T (2.2.2) 

m inteiro. 

Nos casos que nos interessam (filme sernicondutor sobre 

substrato de vidro ou quartzo) temos sempre n
1 

> n 2 , onde pod~ 

mos verificar facilmente que c
2 

< O 

transmissão são: 

16 n
0 

n
2 

Tmax = 

(cl + c2 

16 no n2 

Tmin = 

(cl- c2 

Os valores 

2 
n

1 
a 

a)2 

2 
n

1 
a 

a)2 

Neste método Manifacier, Gasiot e Fillard 

extremos da 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

consideram 

Trnax e como funções contínuas de À • Estas funções seriam 
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as envolventes dos máximos T (Ã) max 

mo mostra a Figura 4. 

T% 

50% 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

e dos mínimos Tmin(Ã), co 

À ( •m) 

FIGURA 4 - Espectro de transmissão tomado como 
exemplo. 

Tomando a razão de Tmax 

T (cl - c2 max = 
M min (cl + c2 

donde: 

cl [l - (Tmax I 
a = 

c2 [l + (Tmax I 

e T . m1n 

a)2 

a)2 

T . )112] 
ffiln 

T . )112] 
ffiln 

temos: 

(2.2.5) 
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Da equação (2.2.3) temos: 

= 

onde 

N = + 2 n 0 n 2 
Tmax · Tmin 

T - T . max mln 

Notamos que n 1 é explicitamente determinado de Tmax, Tmin ' 

e para o mesmo comprimento de onda À • 

Conhecendo n 1 nós podemos determinar a da equaçao 

(2.2.5}. A espessura d do filme pode ser calculada de dois má-

xirnos ou mlnimos usando a equação (2.2.2) 

4 n1 (>.1) d 

).1 
= m1 

e 

4 n1 (). 2) d 
= m2 

).2 

o que implica: 

d = 

ou ainda: 
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d = 

onde M e o numero de oscilações entre dois extremos (M = 1 en 

tre dois máximos ou dois mínimos consecutivos). E À
1

, n
1

(À
1

} 

sao comprimentos de onda e índiC;es de refração cor-

respondentes. 

Com a determinação dos valores até aqui, podemos então 

encontrar o valor de k 1 da equação (2.2.1), o que implica: 

- À tn a 
= 

4, d 

Quanto maior a diferença n
1 

- n
2 

, maior a ampll·tude 

das oscilações do espect.ro de transmitância e consequentemente 

maior a precisão deste método. 

O método proporciona uma maneira simples de cálculo de 

n
1 

, k
1 

e d com precisão da mesma ordem dos métodos usados an

teriormente [16] no caso de filme fracamente absorvente limitado 

por meios não absorventes. 



CAPÍTULO III 

MtTODO Q! LEVENBERG MARQUARDT 

3 .1) INTRODUÇÃO: 

Para este capítulo reservamos a apresentação de alguns 

métodos que nos interessam particularmente. Primeiramente fala-

mos algo a respeito do problema dos mínimos quadrados em estimat! 

va de parâmetros não lineares, em seguida desenvolvemos o método 

de Gauss-Newton e algumas considerações a respeito do método do 

gradiente. Com os métodos expostos, apresentamos em seguida o me 

todo de Levenberg-Marquardt que é mais facilmente compreendido a 

partir dos anteriores. 

3.2) MtTODO DE LEVFNBERG-MARQUARDT: 

Um método comumente usado em problemas práticos de aju~ 

te de curvas é o método dos minimos quadrados. Consideremos o p~ 

blem~ de encontrar os parâmetros x1 , ... ,xn que minimizam 

F(x) = 
m 
r 

i=l 

E 

m > n (3.2.1) 

fi os valores observados e 

o modelo. Digamos que fi e linear nos parâmetros, ou seja, e 

da forma 

= (3.2.2) 
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Substituindo (3.2.2) em (3.2.1) obtemos: 

F(x) = 
m (' n l: l: 

i=l k=l 

c-~' ainda 

F(x) = 11Bx-fli 2 

onde B = (bik) e uma matriz (m x n} e f e o vetor de dimen-

s~o n dos dados observados. Podemos escrever F(x} acima na 

forma 

F (x) = < AX - f Ax- f> 

c;;_c melhor 

F lx) = 

P,-, relação, observamos que F(x) é urna quadrática nos parâmetros 

e como é positiva definida, exceto quando existem colunas 

vcoporcionais em B , podemos afirmar que F (x) tem um mínimo e 

e:Le satisfaz 

= o , k = 1,2, ... ,n 

c:Jc.~ onde obtemos o sistema linear 
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= 

que fornecem a solução de (3.2.1) e cujas equaçoes que constituem 

o sistema são denominadas de equações normais. 

O método de Gauss-Newton consiste na substituição da 

função t
1

tx) pelos termos de primeira ordem da sua série de 

Taylor. 

vamos supor que o xj, j:, l, ... ,n, 

inicial dos parâmetros que minimizam 

F = 
m 
E 

i=l 

Expandindo f em torno de 

onde 
o 

pj = xj - xj 

f = 

temos: 

n 
E 

j=l C:)f o 
J X 

e uma aproximação 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

Na equação (3.2.4) os únicos valores desconhecidos sao 

os constituindo um sistema linear nas suas incógnitas. Logo 

substituindo (3.2.4) em (3.2.3) calculamos as derivadas parciais 

de F , em relação aos parâmetros e igualamos a zero, ou seja: 

= o , j = 1,2, ... ,11 

de onde obtemos as equações normais, vistas anteriormente. Estas 
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equaçoes podem ser escritas na forma matricial, corno segue 

Gp = g 

af
1 

ax1 

R = 

a f 
n 

ax
1 

para o ponto j = l, ... ,n 

a f 
n 

(3.2.5) 

E finalmente obtemos o vetor p , uma vez que G e p~ 

s.i.tiva definida 

p = -l G g . 

Com este vetor p , encontramos uma nova estimativa e iteramos até 

cp.1e a convergência seja alcançada satisfatoriamente. Certos cuida 

dos devem ser tomados com o vetor p ; este deve ser corrigido 

para evitar uma extrapolação, que pode estar além da região onde 

a linearizacão representa satisfatoriamente a função não linear. 

No método do gradiente a busca do mínimo da função F 

e efetuada na direção negativa do gradiente de F • 

e uma estimativa de parâmetros 

= 
grad F (x (r)) 

grad F (x (r)) 

Assim se x (r) 



. 38. 

onde G e o tamanho do passo. 

Uma alterativa para os métodos de. Gauss-Newton e do 

gradiente que elimina certos problemas de convergência, é o méto-

do de Levenberg-Marquardt. Este método usa urna combinação entre 

a direção de Gauss-Newton e a direção do gradiente, como mostra a 

Figura S. 

~Método do gradiente. 
+++ Método de Gauss-Newton. 
+++Método de Levenberg-Marquardt. 

FIGURA 5 

Consideremos a equação 

(G + U)p ~ g 

onde >.I é uma matriz diagonal, >. > O • Observe que >. = O re 

caímos no método de Gauss-Newton. Pode-se mostrar também que 

>. + w corresponde ao método do gradiente [6] e [18). 

Corno podemos perceber o parâmetro >. e que determina 

no método de Marquardt a sua direção. Marquardt sugeriu a estra-
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tégia seguinte para escolha de À 

Seja Y > 1 e À (r-l) o valor de À na iteração an-

t~r·rior. Inicialmente faça Calcule 

Três condições controlam a escolha de À : 

l. 

" -'-·. 

' ... 

se F 0 (r-1) /y) 

Se F (À (r-1 ) /y) 

À (r) , À (r-1) 

Se F P (r- 1 ) /y) 

< F(r) ' 

> 

> 

faça À (r) 
" 

À (r-1) /y • 

e < ' 

e > 
' 

faça 

faça 

À (r) = 

satisfaz 

À(r-1) ,e, 

F(Ã(r-1)_ye) 

onde 

< 

e e o menor inteiro positivo que 

(r) 
F • 

Através deste processo uma vizinhança factível e obti

da e a convergência é alcançada quando: 

para todo j , e p 

P+lx(r)l 
J 

< < 

- -3 geralmente e tomado igual a 10 . 

Porém, segundo Fletcher [6] esta estratégia e pouco 

t'ficiente e una modificação é sugerida. Tal modificação e similar 

'' de Marquardt, consistindo em aumentar ou reduzir À multipli-

c;:mdo por y ou 1/y , 

F(x(r) +p) < F(x(rl). 

conforme a necessidade, para obter 

o critério utilizado para determinar quando 

~ deve ser aumentado ou reduzido consiste em se fazer a razão Q 
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entre a redução real da soma dos quadrados F(x(r))-F(x(r)+p) e 

a redução estimada da soma dos quadrados pelo modelo linearizado. 

Logo, se ~(x(r)) representa a soma estimada dos quadrados, ob

temos a redução estimada pela fórmula 

t 
p G p 

onde Q e dado pela fórmula 

Q = 

se Q é um valor próximo de 1, >. é reduzido e se Q é um valor 

próximo ou menor que zero, Ã e aumentado. Na prâtica, entretan-

to, foi observado que, para valores intermediários, seria melhor 

manter o valor de À para a próxima iteração. Assim, decidiu-se 

escolher constantes arbitrárias p e o tais que O < p < 0 < 1 

e reduzir À se Q > o e aumentar À se Q < P Os valores 

de p e o recomendados por Fletcher são p = 0.25 e o= 0.75. 

O método para aumentar À é similar ao usado por Mar-

quardt, multiplicando À por y, mas com a diferença de que o 

fator y não e fixo. Foi observado, na prãtica, que nas primei-

ras iterações o valor de y = 2 era adequado, entretanto quando 

À era pequeno, um fator grande, dito y = lO era necessário. 

Assim, decidiu-se escolher um fator y entre 2 e 10. Devido ao 

fato de que, para valores grandes de À , crescer À para 

corresponde aproximadamente a reduzir p para p/y e como e po~ 

sível est.imar urna correção ótima ap na direção p pela fórmula 
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a = 

o fator y = 1/a foi escolhido para aumentar À Este fator é 

f;L;bstituído por 2 ou 10 conforme seja menor que 2 ou maior que 10, 

r(~spectivamente. 

Para reduzir À , Fletcher usa a mesma idéia de Mar-

s_uardt, multiplicando À por 1/y , mas usando y = 2 e defi 

nLndo adicionalmente um valor Àc tal que qualquer valor reduzi-

do À < ).c é substituído por À = O . 

dc1 de modo a satisfazer 

O valor Àc foi escolhi-

= 1/2 

Fletcher demonstra que uma estimativa deste Xc pode ser encon

t:cada pela fórmula 

= 

c,.-.mo o cálculo de À 
c exige a avaliação de -1 

A ' o que e dispe_!!. 

di.oso, Fletcher propõe que 

f::-T necessário crescer 

À seja recalculado somente quando c 

de zero para algum número positivo. Is 

t-·, evita o cálculo repetido de >..c na estratégia de redução, co-

rr .. ) também fornece o uso da estratégia de crescimento, quando 

J.. = O na iteração anterior. 

Em resumo podemos descrever a estratégia de Fletcher 

c ,·,mo segue: 

1 . Inicie com À = O • 

2. Resolva (A+ ÃI)p =v para p e avalie F'= F(x+p) 
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3. Calcule Q • 

4. se Q > p , calcule a e faça y = l/a ( 2 < y ::.. 10) Se 

). = O , calcule À e faça À= (Y/2) .À 
c c Em caso centrá-

rio, faca >.. = y>.. . 

5. Se p < Q < o ' mantenha o valor de À da iteração anterior. 

6. Se Q > o ' faça À = À/2 

Se À < À c ' faça À = o . 

7. Se F' < F(x) ' faça X = X+p e recalcule A e v . Em ca-

so contrário volte ao passo 2 • 

A equaçao (A+ ÃI) p = v pode ser alternativamente subs 

titufda pela equaçao 

(A + .l..D) p = v 

onde D é uma matriz diagonal, cujos elementos Dii sao os ele

mentos da diagonal principal da matriz A. Ball [281 mostrou que 

a substituição da matriz ·r por D , como definida acima, é exa-

tamente equivalente ao escalonamento proposto por Marquardt para 

melhorar os aspectos numéricos dos processos computacionais. Mar-

quardt define a matriz escalada A* e o vetor escalado v* como 

segue 

A* = 

v* = (v.*) 
J 

= 
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onde c. = (a .. ) -l/ 2 é o fator escalar. Em virtude desta rnudan-
J JJ 

c .J. de escala, os elementos do vetor p são dados por 

onde p* e a solução de 

(_ p.* 
j J 

(A* + ÃI)p* = v* . 

Na verdade, a matriz o pode ser tomada como qualquer 

m.J.triz diagonal com D .. > O 
H 

para todo i Fletcher usa na im-

plementação de sua estratégia a matriz D como a diagonal de A , 

d\'aliada no ponto inicial, embora deixe como opçao ao usuário a 

utilização de D = I ou outra matriz diagonal qualquer. Um estu

do mais detalhado na escolha da matriz D é dado por Moré, J. na 

:r2ferência [20] . 

. 3) APLICAÇÃO AO PROBLEMA: 

Para aplicarmos o método de Marquardt necessitamos das 

d"-;rivadas parciais do modelo e de uma estimativa inicial dos par.e. 

JT·~tros com o propósito de obter a matriz Rt R e o vetor g 

A estimativa inicial para o problema foi obtida a par-

t- Lr do método deManifacier, Gasiot e Fillard (Capítulo II) e de 

<:Ügumas aproximações decorrentes da anterior. As derivadas par-

ciais do modelo em relação aos parâmetros n 1 , k 1 e d foram 

c·btidas, mas devido ao fato de serem muito extensas nao as coloca 

LOS neste trabalho. 



CAPÍTULO IV 

O MtTODO DE NELDER-MEAD 

4.1) INTRODUÇÃO: 

Em muitos problemas onde devemos estimar parâmetros não 

lineares a obtenção das derivadas analÍticas nem sempre são fáceis 

de se conseguir. Devido a este fato existem algoritmos que não 

necessitam de derivadas analíticas e nem de derivadas aproximadas 

numericamente. Um exemplo desta situação e o método de Nelder

Mead que apresentaremos a seguir, no qual somente avaliações da 

função são necessárias. 

Este método, também conhecido como Método Simplex, foi 

primeiramente descrito por Himsworth, Spendley e Hext {26] e pos

teriormente desenvolvido por Nelder e Mead [23]. 

4.2) O MtTODO: 

Um conjunto de n + 1 pontos em um espace n-dirnensio

nal forma um sirnplex. 

A idéia central do método é que podemos facilmente foE 

mar um novo sirnplex, a partir do atual, pela reflexão de um ponto 

no hiperplano construído através dos pontos restantes, Figura 6. 

Se nós escolhemos para este fim o vértice do sirnplex 

no qual a função é maior, nós podemos esperar que para o vértice 

refletido o valor da função seja menor. Se isto ocorre então po

demos continuar o processo e atingir o simplex final no qual um 

mínimo é obtido. 
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Nelder e Mead sugeriram uma aproximação mais flexível 

J .. o qual o simplex pode ser alterado tanto em tamanho como em geo-

r:·_etria. Com isto perdemos na regularidade dos sirnplex mas ganha-

r:.os com a possibilidade deles acomodarem-se ao comportamento lo

cal da função objetivo. 

' ~- . 

3 • 

Vamos considerar a seguinte notação: 

xh - vértice correspondente a 

i = 1,2, ... ,n+l. 

x~- vértice correspondente a F(x~) 

i= 1,2, ... ,n+l. 

x 0 - centróide dos x. , i f: h , isto e: 
l 

max 
i 

Os três passos usados no método são: 

REFLExJI.O: onde é substituído por = 
a > O é um parâmetro convenientemente escolhido 

de reflexão) . 

l 
n+l 

= l: xi . n i=l 
i ,Ih 

(coeficiente 

EXPANSAO: xr é expandido na direção ao longo da qual espera

se uma melhora do valor da função 

= 

o coeficiente de expansao y > 1 e escolhido convenientemente. 

-- CONTRAÇI\0: pelo qual nos cont.raímos o simplex, 

= exh + (1-6) xo, 
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onde o coeficiente de contração e escolhido tal que O < B < 1. 

' ' 

gura 7. 

onde E 

/ 

I 

é 

' 
' 

® 

' 
' 

I 

' A 

0) 

Centróide _ -- - · _ ... -

FIGURA 6 - Exemplos de um simplex. 

O esquema do método e apresentado no fluxuograma da Fi 

o critério de parada sugerido por Nelder e Mead e: 

{~ 
n+l 2y/2 

t (F (x.) -F!x
0
)) < E ' 

i=l l 

um numero pequeno. 
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Calc..i.le os x
1 

e F lx1) , 

izl 1 2 1 ••• 1n+l CO s~le:< inicial 

\Calcule ~" (l•<>l><o"'""""h 

1 

[calcule ~" !l+l)Xr4'Ko \ 

t 

Fluxuograma do Método Nelder-Mead 

FIGURA 7 
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4.3) APLICAÇÃO AO PROBLEMA: 

Na aplicação do método de Nelder-Mead ao nosso proble-

ma consideramos uma função objetivo na qual aparecem os termos 

provenientes das equações (1.3.6), (1.3. 7) e (1.3.9). 

Chamando 

Fl = Rl medido Rl calculado 

F2 = R2 medido R2 calculado 

F3 = T medido T calculado 

esta função objetivo sera: 

F 

Usando aproximações iniciais do mínimo fornecidas pelo 

método de Manifacier, Gasiot e Fillard (Capitulo II) aplicamos o 

método de Nelder-Mead. Os resultados estão apresentados no Capí-

tulo V. 



CAPÍTULO V 

EXPERieNCIAS NUMtRICAS 

5.1) INTRODUÇÂO: 

o objetivo deste capítulo é apresentar os resultados n~ 

méricos obtidos a partir da aplicação dos algoritmos apresentados 

nos capitules III e IV, à amostras em pesquisa pelo Grupo de Con 

versão Fotovoltaica da UNICAMP. 

Devemos levar em conta que devido ao problema de múlti

plas soluções para o sistema não linear de equações, tivemos que 

obter uma aproximação inicial coerente com os valores experimen

tais. Tal aproximação foi alcançada a partir do método desenvolvi 

do por Manifacier, Gasiot e Fillard, apresentado no capítulo II. 

Nos cálculos realizados admitimos como dados os valores 

de 

no - !ndice de refração ao ar; 

n2 - :fndice de refração do substrato em uso; 

Rl - Reflexão da luz pelo lado do filme; 

R2 - Reflexão da luz pelo lado do substrato; 

T - Transmissão da luz; 

À - Comprimento de onda da luz. 

Os valores de R1 , 

cos experimentais. 

R2 e T foram obtidos a partir dos gráfi-
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5.2) RESULTADOS NU~RICOS: 

Visando melhor entendimento apresentaremos os cálculos 

realizados em forma de oito tabelas, lA, lB, 2A, 2B, 3A, 3B, 4A, 

4B. Assim as tabelas lA e lB se referem à primeira amostra util! 

: 1da; lA é obtida da aplicação do método de Levenberg-Marquardt e 

lB do método de Nelder-Mead. Analogamente construlmos as outras 

tabelas. 

Para a tabela lA e lB levamos em consideração n 0 = L e 

n 2 = 1.46 (índice de refração do quartzo). 

Nestes experimentos foram usados como aproximação ini

cial de n 1 , k
1 

e d : 

i. os valores obtidos da aplicação do método de Manifacier, Ga

siot e Fillard; 

i i. Um valor médio de d , obtido com a variação do comprimento 

de onda À, e os valores de n1 e k
1 

usados em i 

iii. Valores arbitrariamente escolhidos. 

Em todas as tabelas identificamos as aproximações ini

ciais i, ii e iii, através dos dígitos 1, 2 e 3 respectivamente, 

apresentados na primeira coluna relativa às aproximações iniciais. 

Das tabelas lA e lB observamos que melhores resultados 

foram obtidos a partir de i e ii. Com relação aos dois métodos 

usados observamos que apesar dos resultados serem fisicamente vi~ 

veis, percebeu-se que o método de Levenberg-Marquardt é mais ráp~ 

do do que o de Nelder-Mead. Esta observação está baseada no núme 

ro de iterações necessárias em cada um dos métodos. Não apresen

tamos estes números na tabela para não torná-la mais extensa. 
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No método de Nelder-Mead o numero máximo de avaliações 

foi quase sempre atingido o que torna a execução um pouco mais!~ 

ta. O tempo de computação é desprezivel na maior parte dos tes

tes realizados. 

As tabelas 2A e 2B se referem à segunda amostra deposi

tada sobre o mesmo substrato utilizado nas medições anteriores. 

A aplicação do método de Levenberg-Marquardt forneceu 

alguns resultados fora da região fisicamente aceitável. Por exem 

plo em alguns casos o índice de refração do filme foi menor 

que um. Mas novamente no método de Nelder-Mead atingiu-se um nú

mero muito elevado de avaliações em vários casos testados. Obser 

vamos pelos resultados uma leve vantagem a favor do método de Nel 

der-Mead, uma vez que os resultados obtidos na sua aplicação são 

mais consistentes com o problema físico. 

Os dados apresentados nas tabelas 3A e 3B foram calcula 

dos tomando corno base urna terceira amostra fabricada na França 

Ainda neste caso o substrato é o mesmo dos casos anteriores. 

Temos urna nova situação com a presença de problemas mais 

sérios. A incidência de resultados fisicamente absurdos é maior 

sugerindo a influência do comprimento de onda e da espessura, re

lativamente bem superiores aos anteriores, na instabilidade do me 

todo numérico. 

Nas tabelas 3A e 3B apresentamos somente o que de me

lhor foi obtido. 

Para estes casos o método de Levenberg-Marquardt leva 

ligeira vantagem sobre o segundo método, uma vez que sua precisão 

e pouco melhor. 
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Finalmente nas tabelas 4A e 4B onde o substrato utiliza 

do foi o vidro com índice de refração n
2 

= 1. 5 , 

vos absurdos causados por problemas numéricos. 

observamos no-

Nestas duas tabelas finais a aplicação do método de Nel 

c!er-Mead causou problemas numéricos menos sérios que o método de 

Levenberg-Marquardt. 

Nas tabelas lC, lD, 2C, 20, 3C, 3D, 4C e 4D sao aprese!!. 

tados os erros relativos dos valores de R
1 

, R
2 

e T obtidos 

com a aplicação dos algoritmos. 

Nestes cálculos 

= 

sendo: 

n
1 

- valor medido 

R1 - valor calculado. 

Analogamente foram obtidos os valores de AR
2

eAT. 

Devemos salientar que todos os resultados obtidos foram 

realizados com a ajuda das subrotinas da referência {11] e E04GAF 

da NAG (22] relacionada com o método de Levenberg-Marquardt. E o 

computador foi o PDP-10 da UNICAMP. 
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À ó R1 ó R
2 ó T 

13000 0.002 0.004 0.022 

13000 0.002 0.004 0.000 

13000 0.002 0.004 o.ooo 

13000 0.002 0.004 0.000 
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15200 0.000 0.000 0.000 
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TABELA 4C 



. 66. 

' li R1 li R2 li T 

13000 0.002 0.004 0.000 

13000 0.002 0.004 0.000 

13000 0.004 0.004 0.000 

13000 0.002 0.004 0.000 

15200 0.000 o.ooo 0.000 

15200 0.000 0.000 0.000 

15200 0.000 0.000 0.000 

15200 0.000 0.000 0.000 

16750 0.094 0.080 0.001 

16750 o .111 0.080 0.003 

16750 0.101 0.080 0.001 

16750 0.101 0.080 0.001 
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TABELA 40 



CONCLUSl\0 

Os resultados numéricos obtidos a partir de dados exp~ 

rimentais, levam-nos a conclusão que o ajuste conseguido para os 

valores do Indice de refração, coeficiente de extinção e espessura do 

filme são satisfatórios matematicamente. Isto é, os métodos numé 

ricos aplicados fornecem solução viável do modelo matemático ado

tado com precisão superior à obtida pelo método de Manifacier , 

Gasiot e Fillard. 

Por outro lado a obtenção destas soluções está forte

mente ligada às aproximações iniciais fornecidas pelo método de 

Manifacier, Gasiot e Fillard. 

Corno é observado em [8], [14], [24] e [27] o modelo nt!'_ 

temático, equaçoes (1.3.6), (1.3.7) e (1.3.9), tem uma infinidade 

de soluções. Isto torna inevitável a correlação existente entre 

a aproximação inicial e a aproximação melhorada, que foi comprov~ 

do em vários testes realizados. 

Por ser necessário a utilização do Método de Manifa-

cier, Gasiot e Fillard, concluimos que se ele fornece aproxima-

ções com precisão fisicamente aceitáveis, torna-se desnecessário 

a utilização de métodos numéricos mais sofisticados. Isto sera 

útil quando for necessário melhorar a precisão. 

Com relação à comparação entre os métodos numéricosuti 

lizados no ajuste dos dados experimentais, concluímos que o méto

do de Levenberg-Marquardt apesar da necessidade das expressões 
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das derivadas analÍticas, aplicado ao problema, fornece resulta

dos mais rápidos e satisfatórios, levando em consideração a apro

ximação inicial dada por [17]. Mas se tal aproximação nao for 

ut~ilizada o Método de Nelder-Mead fornece soluções mais coeren-

tE;S. 
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