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Resumo

Nesta dissertagdo apresentamos generalizagoes de trés resultados muito conhecidos
em geometria Riemanniana: o Teorema de Myers, o Teorema de Bochner e o Teorema
de decomposicao de Cheeger-Gromoll. Em particular veremos que fazendo uma pequena
modificagdo sobre os requisitos destes teoremas no que se refere ao tensor de Ricci, os

resultados permanecem inalterados.
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Abstract

In this dissertation we present generalizations of three well-known results in Rie-
mannian geometry: The Myers’s theorem, Bochner’s theorem and the Cheeger-Gromoll
splitting theorem. In particular, we will prove that making a small modification of the

requirements of these theorems related to the Ricci tensor, the results remain unchanged.
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Introducao

Neste trabalho estudamos generalizacoes de trés teoremas de muita importancia em Ge-
ometria Riemanniana e com muitas aplicagoes. Em primeiro lugar consideramos o teorema

de Myers que teve a sua primeira versao em 1941 e pode ser enunciado da seguinte forma

Teorema 0.1. Seja M wma variedade Riemanniana de dimensao n completa e conezxa tal

que o tensor de Ricci satisfaz

Ric > (n—1)C > 0.
Entao M € compacta com grupo fundamental finito e

diam(M) <

Sk

O teorema de Bochner enunciado pela primeira vez em [12] pode ser escrito como

Teorema 0.2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel tal que o tensor

de Ricci é nao-negativo. Entao todo campo vetorial harménico € paralelo.
e tem como corolario

Corolario 0.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel tal que em algum

ponto o tensor de Ricci € positivo. Entao todo campo vetorial harmonico € identicamente nulo.

E finalmente o teorema de Cheeger-Gromoll enunciado pela primeira vez em 1971 em [1],

pode ser enunciado como

Teorema 0.3 (Teorema de decomposigao de Cheeger-Gromoll). Seja M uma variedade Rie-
manniana completa de dimensao n com Ric > 0. Entao M decompoe-se isometricamente
como N x R!, onde N é uma variedade Riemanniana Completa sem linhas, onde R' € o

espaco euclidiano de dimensao [.

Observamos que os enunciados destes teoremas tem como condigoes limitagoes do tensor
de Ricci , portanto é natural perguntar-se se enfraquecendo estas condigoes ainda continuam
valendo os resultados. Em particular podemos considerar as seguintes modificacoes ao tensor
de Ricci

Ric = Ric+ Lyg.



Para &k > 0
Ric = Ric+ Lyg—kV* @ V™,

e finalmente para uma fungao ¢ € C*(M),
Ricy = Ric+ Hess(¢),

é chamado de tensor de Ricci-Bakry-Emery. Um operador deste tipo é importante no estudo
de processos de difusdo como aparece em [7].

Para as primeiras duas modificagoes podemos generalizar o teorema de Myers como segue

Teorema 0.4. Seja M uma variedade Riemanniana completa e conexa de dimensao n.

Supondo que M admite um campo de vetores V satisfazendo as desigualdades
Ric+ Lyg>(n—1)C >0

e |V| <r. Entao M é compacta e o didmetro satisfaz

diam(M) < ﬁ (\/57“ +/2r2 4 (n — 1)2C>.

Teorema 0.5. Seja M uma variedade Riemanniana completa e conexa de dimensao n.

Suponha que M admite um campo de vetores V satisfazendo as desiqualdades
Ric+ Lyg—kV*@V*>(n—-1)C >0,

onde k > 0. Entao M ¢é compacta e seu didmetro satisfaz

diam(M) < Aﬂn— 1+£
(n—1)C k

Para o teorema de Bochner

Teorema 0.6. Seja M uma variedade Riemanniana fechada, orientada e coneza de dimensao

n. Suponha que M admite um campo de vetorial V' satisfazendo a desigualdade
Ric+ Lyg — div(V)g > 0.
Entao

(1) Todo campo de vectores harmonico é paralelo.
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(2) Se existe uma constante positiva C > 0 tal que
Ric+ Ly g — div(V)g > C, (1)
entao no existe um campo de vetores harmonico nao-trivial.

Por tltimo para o tensor de Ricci-Bakry-Emery temos uma generalizacao do teorema de

decomposicao de Cheeger-Gromoll

Teorema 0.7. Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensdo n com Ric +
Hess(¢) > 0 para alguma fun¢ao ¢ € C®(M) a qual é uniformemente limitada em M.
Entao M decompoe-se isometricamente como N X R', onde N é uma variedade Riemanniana

Completa sem linhas. Mais ainda a funcdo ¢ é constante no conjunto R' da decomposicao.

Esta dissertacao esta dividida da seguinte forma:

No primeiro capitulo apresentamos conceitos basicos da geometria Riemanniana de
forma geral com os resultados e as notagoes que serao utilizadas a maior parte deste

capitulo estd baseada na referéncia [3].

No segundo capitulo sao apresentados alguns resultados preliminares com as suas
demonstracoes, que serdao uteis nos seguintes dois capitulos. Alguns destes resultados

podem ser achados em [8] e [5].

No terceiro capitulo, sao demonstradas duas generalizacoes do teorema de Myers e uma
do teorema de Bochner. Tais demonstracoes estdo baseadas no artigo [10] o qual faz

uso de uma técnica conhecida como Técnica de Bochner.

Finalmente no dltimo capitulo demostramos a generalizagao do teorema de decom-

posigao de Cheeger-Gromoll. Este capitulo esta baseado nos artigos [4], [13] .



Conceltos Basicos da Geometria

Riemanniana

Neste capitulo preliminar, apresentamos algumas defini¢oes e fatos basicos sobre geome-
tria riemanniana e introduzimos a notacao que serd utilizada nesta dissertacao. A referéncia

basica é o livro Geometria Riemanniana de M.P. Do Carmo |[3].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferenciavel o : (—e, —¢) — M &
chamada uma curva em M. Seja a(0) = p € M, e seja C*°(M) o conjunto das func¢oes de M

diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva a é a fungio o/(0) : C*°(M) — R dada por

o)f = WD) e o,

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva « : (—e, —¢) — M
com «(0) = p. Denotamos por T,M o conjunto dos vetores tangentes a M em um ponto p.
O espacgo dual do espaco tangente T,M ¢ chamado de espago cotangente de M no ponto p e
serd denotado por T7M.

Uma fungao f: M — R é dita diferenciavel se para todo p € M e (U, ) carta local em

torno de p tem-se que

fop:UCR" — R,



é diferenciavel.
Analogamente se M e N sao variedades diferencidveis de dimensao m e n respectivamente,
uma funcdo f : M — N é dita diferenciavel se para cada p € M e quaisquer cartas (U, ¢)

de pe (V,¢) de f(p) temos que
v fop:UCR™ —V CR",
é diferenciavel.

Definicao 1.1. Sejam M e N duas variedades diferencidveis de dimensao m e n respecti-
vamente e f : M — N uma funcao diferencidvel. A diferencial de f em um ponto p € a
aplicacao df (p) : T,M — Ty N tal que

d

df(p)(v) = | fo o ' (p+tv),

onde (U, ) € uma carta local em torno de p.

Para uma variedade diferenciavel M de dimensao n o fibrado tangente é definido como
sendo

TM = UpenT,M
munido da aplicagao projecao 7 : T'M — M tal que
7(p,w) = p.

Observamos que T'M é uma variedade diferencidvel, de fato se consideramos {(U,, ¢,)} um

atlas da variedade M, para cada « definimos dy, : TU, — T, (U,) tal que

dip(x,v) = (p(x), dp(x)(v)),

entao (TU,,dp,) ¢ uma estrutura diferenciavel e

de, ' (p, W) = (z0, dp(x0) " (W),

¢ a inversa de ¢,, onde 7o = ¢ 1(p).
(TM,M,r) com a estrutura diferenciavel dada é chamado de fibrado tangente. De
maneira analoga pode ser definido o fibrado cotangente (T*M, M, 7) com o espago total

T"M = Upen Ty M e 7(p,w) = p.



Dada uma variedade diferenciavel M de dimensao n, um campo de vetores X é uma
correspondéncia que a cada ponto p de M associa um vetor X (p) no 7,M e uma 1—forma
0 sobre M & uma correspondéncia que a cada ponto p de M associa um vetor 6(p) no M.
Em termos de aplicagoes, X é uma secao de M no fibrado tangente T'M i.e. mo X =1y e 0
uma secao do fibrado cotangente.

Denotamos por X(M) o conjunto dos campos de vetores tangentes em M, por Q(M)
o conjunto das 1—formas em M e por C°(M) o conjunto das funcoes reais de classe C*>
definidas em M. Seja ¢ : U C R" — M uma parametrizacao ao redor de um ponto p € M
e X € X(M), se consideramos {0;}}'_; a base de T,M associada a ¢ e {dz;}", a base de

T, M associada a ¢, podemos escrever

n n

X(p) = alp)d e wp) =) bip)ds,

i=1 1=1
onde a; : U CR" — Reb;: U CR" — R sao funcoes em U. Dado um campo vetorial X
dizemos que X é diferenciavel se as fungoes a; sao diferencidveis. analogamente se 6 é uma
1—forma sobre M, 0 é dita diferenciavel se as fun¢oes a; sao diferenciaveis.

No que segue os elementos de X' (M) e (M) serao diferenciaveis.

Exemplo 1.1. A diferencial de uma funcao f € C(M) define uma 1-forma df tal que
(df)(v) = v(f) para todo vetor tangente v de M.

Se p € M entao (df)(p) : T,M — R™ é um funcional linear e para todo campo de vetores
X € X(M) a funcdo (df)(X) = X f ¢é diferenciavel.
Em um sistema de coordenadas (U, (z1,...,x,)) de M, as 1-formas dxy,...,dx, associ-

adas formam uma base dual. Se 6 é uma 1-forma, entao
0=> 0(0;)dux;,
em U. Se f € C®(M) e df(0;) = g—gj entao
daf

A diferencial satisfaz as seguintes propriedades:

(1) d: C®(M) — Q(M) ¢ linear sobre R.



(2) Se f,g € C®(M),entdo d(fg) = gdf + fdg.

(3) Se fe C®(M)eheC®R), entao d(h(f)) =

h(f)df.
1.2 Tensores em variedades

Definicao 1.2. Um (r,k)-tensor T em uma variedade Riemanniana é uma aplica¢ao

T X(M) x - x X(M) x QM)(M) % - x QM) —s C=(M),
rfgerzes k—;erzes

cowe € Q(M), entao

tal que se Y1,..., Yy € X(M) e wy,

(1) Para quaisquer f,g € C(M)

T(m7"'7f}/:97"'aYk‘vw17"'agwl7'"7w7”):ng(}/lw"v}/:S?"'vaawla "7wl7"'aw7‘)7

(2) Para todo Xs € X(M)

T(Yi,....Y, + X,

"'7Yk’aw177"-aw7‘) = T(}/lw"aY;w 'a}/}mwla" 70‘)7”)+
T<Yi7 7X87 ‘aYk7w17 7wr>7
(3) Para todo o € Q(M)
T(Y1,....Ywi, .., +a, .. wy) T(Y1, ..., Vi, wi, oo wpye e wy) +
Ty, ...,V wi, ..., 0, ., wp).
Seja p € M. O valor de T(Y3,..., Y, wi,...,w.)(p) s6 depende dos valores em p das
componentes de T, e dos valores de Y7,...,Y,, ws,

e, Wp em .
Definicao 1.3. Um (k,0)tensor T' é dito alternado se
T(v1, . VeV, vg) = =T (v, . ..

para quaisquer vy, ..., Vi, ..., Vj, ..., € T,M.

Denotamos por Q%(M) o conjunto de todos os (k,0)—tensores alternados. Em particular
uma 1-forma é um (1,0)—tensor.



Definigao 1.4. Uma funcio T que a cada p € M associa T (p) € Q¥(M) é denominada uma

k—forma em M.

Seja w € QF(M) uma k-forma diferencial de uma variedade diferenciavel M. O diferencial

de w, dw, é definido como sendo a k + 1-forma em Q*1(M) tal que

k
do(Xo, ..., Xp) = > (-1 X;(w(Xo,.... Xi,..., Xy))
=0
k+1 _ N N
= () (WX, X, X,y Xy Xy X)),
i<j

1.3 Derivada de Lie

Seja X um campo de vetores em uma variedade completa M. Denotamos por ®; o fluxo

associado a X. O fluxo ®; induz acoes

O CF(M) — (M)

d,: X(M) — X(M)

tais que para Y € X(M), w € Q(M) e f € QM)

¢ f = fody
(2.Y)f(p) = Y(fo®)(p)
(P w)Y = w(P,Y)

Dado um (7, k)—tensor T', definimos a derivada de Lie de T" ao longo de X no ponto p

como sendo

d * *
LxTy(Yr,...,Y5wi,...,w)(p) == 7 t—oT(q)_t*Yl’ e @ Y, P w, P W) (p).

Intuitivamente £x7T mede como o tensor 7" varia ao longo de X. As seguintes propriedades

podem ser achadas em [9] no capitulo 18.

Proposicao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel e sejam X,Y € X(M) campos de

vetores entao



(a) Se f € C*°(M), a derivada de Lie de f ao longo de X € igual 4 derivada direcional de

f ao longo do campo de vetores
Lxf=X(f)=df(X),
em particular £ € uma derivacao.
(b) A derivada de Lie de Y ao longo de X coincide com o comutador de X eY i.e

LxYf=[XY]f=(XY =YX)f, para toda funcao f € C*(M).

(¢) Para todo (r,0)—tensor T

(LxT) (Y, V) = Lx(T(Ya, ... Y) ~T([X,Yi], Yo, Yy) = =T (Y, [X,Y]),

1.4 Meétrica Riemanniana

Definicao 1.5. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma corres-

pondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno
gp : T,M x T,M — R,

tal que para um sistema de coordenadas arbitrdrio o : U C R" — M em torno de p, com

o(x)=qe pU) edi(q) =0(0,...,1,...,0), a fungdo g;; : U C R* — R definida por

9i5(q) = 94(0i(q), 95(q))

é uma funcao diferencidvel em U.

Se M é uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana g, dizemos que
(M, g) é uma variedade Riemanniana.
Se (M,g) é uma variedade Riemanniana, p € M e X,Y € T,M acostuma-se escrever

<X? Y>p = gp(X7 Y)'

Definicao 1.6. Sejam M e N duas variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M —

N ¢ chamado de isometria se

(u, v)p = (dfyp(u), dfp(v) ), VP € M,Vu,v € T,M.



E facil ver que o conceito de isometria estabelece uma relagao de equivaléncia entre duas
variedades Riemannianas.
Uma métrica Riemanniana também pode ser vista como um (2,0)—tensor da seguinte

forma.

Definigao 1.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, o tensor métrico G : C°(M) x
X(M) — C™(M) definido por G(X,Y) = g(X,Y) = (X,Y), € um (2,0)—tensor e suas
componentes no referencial {X;} sao coeficientes g;; da métrica Riemanniana em um sistema

de coordenadas dado.

O seguinte teorema garante a existéncia de uma métrica Riemanniana em uma variedade

diferenciavel Hausdorff e ¢ uma aplicacao simples da existéncia da particao da unidade.

Teorema 1.1. Toda variedade diferencidvel de Hausdorff com base enumerdvel possui uma

meétrica Riemanniana.

Demonstragao. Ver por exemplo [3] pagina 47. O

Nesta dissertacao, as variedades diferenciaveis consideradas serao Hausdorff e com base

enumeravel.

Exemplo 1.2. O espaco euclidiano M = R" ¢é trivialmente uma variedade diferencidvel e se

para todo p € M, T,M = R" define-se
(0i,0;)p = 04
M € uma variedade riemanniana.

Exemplo 1.3. O conjunto S" ' = {x € R™ : |z| = 1} com a métrica g tal que g(u,v) =

(u,v)gn para quaisquer u,v € T,5", é uma variedade Riemanniana, onde T,S™ C R"*1.

Exemplo 1.4. Sejo H = {(z1,...,2,) € R" : z, > 0}, H € trivialmente uma variedade
diferencidvel. Basta considerar a carta Id : H C R" — H. Seja p = (p1,...,pn) € H e
sejam w,v € T,H entao a aplicagao g, : T,H x T,H — R tal que

1

gp(ua U) = .I'_2<u, U)]Rn,

é uma métrica Riemanniana sobre H. Logo (H, g) é uma variedade Riemanniana esta var-

tedade Riemanniana é chamada de espago hiperbolico.

10



Definicao 1.8. Sejam M e N wvariedades diferencidveis, uma aplica¢ao ¢ : M — N € uma

imersao. Se dy, : TyM — T, N € injetiva para todo p € M

Exemplo 1.5. Sejam M e N duas variedades diferencidveis e seja f : M — N uma
imersao, se N tem uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M

tal que para todo p € M
(u,v) = (dfy(u), df,(v)) fp) POTa quaisquer u,v € T,M

A métrica de M induzida por uma imersao é chamada métrica induzida por f e, neste

caso, f é chamada de imersao isométrica.

Exemplo 1.6. Sejam (M, g1) e (Ms, g2) duas variedade Riemannianas e seja M = My x M,

M € uma variedade diferencidvel com a estrutura diferencidvel do produto. Sejam
m o My X My — My e mg : My X My — My
as projecoes canonicas, podemos introduzir uma métrica Riemanniana sobre M definindo

9.0 (U 0) = g1 (dm (w), dmi(v)) + g24(dma(w), dms(v)),

para todo (p,q) € M eu,v € Ty M. A variedade Riemanniana (M x My, g) € chamada de

produto Riemanniano.

1.5 Conexao Riemanniana

Nesta secao apresentamos a nocao de conexao sobre uma variedade Riemanniana que vai
permitir definir por exemplo o conceito de derivada covariante de um campo de vetores ao

longo de uma curva e o conceito de transporte paralelo.
Definicao 1.9. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:X(M)x X(M)— X(M),
tal que, para todo X,Y,7Z € X (M) e quaisquer f,g € C*°(M)
(i) VxivZ =VxZ +VyZ,

11



(i) VixZ = fVxZ,
(iii)) Vx(Y +7Z) =VxY +VxZ,
(iv) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Sejam p € M e ¢(z1,...,x,) coordenadas locais em torno de p, entao para X =) . a;0;
eY =) .b;0; temos que
ViZ=%" (Zaibjrfj + X(bk))c‘)k,
koo dj
onde cada T'}; é definido pela expressao Vy,0; = Y, I'1:0k. Os coeficientes T'}; sdo chamados

de simbolos de Christoffel da conexao.

Definigao 1.10. Dada uma curva diferencidvel o : I = (a,b) C R — M, um campo de

vetores ao longo de o € uma fungao V : I — TM tal que V(t) € TouyM.

Seja t € I. Em coordenadas temos a base {£} em T,/ = R. O campo vetorial da(%)que
denotaremos por o'(t) é chamado de vetor tangente &4 curva o em a(t).
A seguinte proposicao nos da uma maneira de derivar campos de vetores ao longo de

curvas diferenciiveis de uma variedade munida de uma conexao afim.

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afimV ea : [ —»
M uma curva diferencidvel. Entao para cada campo V' ao longo de a, existe um unico campo
denotado por % ao longo de a, denominado deriwada covariante de V' ao longo de «, tal

que
(a) BV +T) = B(V)+ B(W).

(b) B(fV) =4y 4 fLv.

L .o~ . .. ~ DV

(¢c) Se 'V ¢ a restricio de um campo Y definido numa vizinhanga de o(I), entdo =~ =
Va’(t)Y~

Demonstragao. Ver [3| pagina 57. O

Definicao 1.11. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo

de vetores V' ao longo de uma curva v : 1 — M tal que % = 0 € chamado de paralelo.
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Teorema 1.2 (Existéncia e unicidade de campos vetoriais paralelos). Seja M uma variedade
diferencidvel com uma conexao afim V e~y : I — M uma curva diferencidvel em M. Se
to € I ev € T,uy)M, entdo existe um tinico campo de vetores paralelo V (t) definido sobre I

que satisfaz V (tg) = v.

Demonstragao. Ver por exemplo [3] pagina 58.

[]

Definicao 1.12. O campo V(t) da proposi¢cao anterior é chamado de transporte paralelo de

v ="V(ty) ao longo de ~.
Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é simétrica se

VxY = VyX = [X,Y] paratodo X,Y € X(M).

Observamos que se V é simétrica, entao em um sistema de coordenadas Ffj = F?Z-

i,jed{l,...,n}

para todo

Definicao 1.13. Uma conezao afim V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se
XY, Z)y=(VxY,Z)+(Y,VxZ), paratodo X,Y € X(M).

O seguinte teorema é um resultado de grande importancia na geometria Riemanniana
pois garante a existéncia de uma tnica conexao afim, simétrica e compativel com a métrica

Riemanniana da variedade diferenciavel.

Teorema 1.3. Toda variedade Riemanniana possui uma unica conexdo afim simétrica e

compativel com a métrica.
Demonstrag¢ao. Ver por exemplo [3] pagina 61. ]

Dada uma variedade Riemanniana M a conexao afim simétrica e compativel com a métrica
é chamada de conexao Riemanniana ou de Levi-Civita de M. A partir daqui consideraremos
as variedades Riemannianas com suas respectivas conexoes Riemannianas.

Podemos estender a nocao de derivada covariante da seguinte forma.
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Definicao 1.14. Seja T um (r,0)-tensor, a diferencial covariante VT de T é um (r +
1,0)—tensor dado por

VI(Yi,....Ys, Z) = Z(T(Yi,...,Y,) = > T(Yi,...,VzYi,...,Y,).

i=1
Para Z € X(M), a derivada covariante VT de T em relagdo a Z é um tensor de ordem
r dado por
VI Yr,....Y,)=VT(Y,....Y,, 2)

Defini¢ao 1.15. Um (r,0)-tensor T' é chamado de paralelo se VT = 0.

Se M é uma variedade Riemanniana e X € X(M) é facil ver que a derivada de Lie do

tensor métrico satisfaz
(Lxg)(V,W) = (Vy X, W) + (Vw X, V),
pois
(Lxg)(V,IV) = Lx(V,W) = (X, V], W) = (V,[X, W])

= X(V,W) —(VxV = Vy X, W) — (V,VxW — Viy X)
- <VVZ, W> + <sz, V>

1.6 Curvatura

Nesta secao introduzimos o conceito de curvatura numa variedade Riemanniana que, in-
tuitivamente, mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana. Definimos
também curvatura seccional e o tensor de Ricci.

Sera usada notagao de Einstein onde omitimos o sinal de somatoério em somas que apare-

cem indices repetidos, por exemplo
n
> TEX =TEX,.
k=1

Definigao 1.16. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia

que a cada par X,Y € X(M) associa a aplicacdo
R(X,Y): X(M) — X(M)
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definida por
R(X,)Y)Z =VxVyZ = VyVxZ —Vixy1Z.

Em coordenadas locais a curvatura pode ser escrita como
_ pl

onde
Ry; 0= 0T — 0Ty + T3, — Ty T

iJk i J Js

ver por exemplo [3] pagina 103. Os coeficientes R!; sao chamados de componentes do tensor

ik
de curvatura e os coeficientes R;;i;, definidos por R;jp = Rﬁjk sao denominados coeficientes
de Ricci.

Usando a métrica podemos definir um (4,0)-tensor associado a R
R(X,Y, Z, W) =(R(X, Y)W, Z).
Definicao 1.17. A curvatura seccional de um 2-plano o € T,M ¢é definido como sendo
K(o)=R(X,Y,X,Y),
onde {X,Y'} € uma base ortonormal de o.

Pode-se mostrar que, se o € T,M é um subespago de dimensao 2 com base {X, Y}, entao
K(X,Y) nao depende da escolha da base de . Assim a curvatura seccional de o de uma

variedade Riemanniana M num ponto p fica bem definida.

Definicao 1.18. Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M o tensor de curvatura

de Ricci no ponto p, denotado por Ric, € um tensor covariante simétrico definido por

n

Ric,(X,Y) = Z<R(X(p)’ ;)Y (p), i),

i=1

onde {e1,...,e,} € uma base ortonormal de T,M.
Dizemos que Ric, > k sempre que para todo V € T, M
Ric,(V,V) > k(V,V).

Se M é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional nao-negativa em todos os

pontos, entao o mesmo acontece com a curvatura de Ricci, isto é, Ric, > 0 para todo p € M.
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1.7 Aplicacao exponencial

A nocao de derivada covariante permite definir o conceito de aceleracao de uma curva c
de uma variedade M o que permite definir as curvas de aceleracao nula que sao chamadas
de geodésicas. Em Geometria Riemanniana as geodésicas tém um papel fundamental e nesta

secao encontramos alguns resultados basicos sobre geodésicas.

Definicao 1.19. Seja M uma variedade diferencidvel, dizemos que uma curva o : I — M

€ uma geodésica se

D

%a(t) =0

E facil ver que se uma curva a ¢ uma geodésica entdo o’ tem norma constante, se |o/| =1

dizemos que a geodésica « esta normalizada.

Definigao 1.20. Seja M wuma variedade Riemanniana e 7 : [a,b] — M wma curva, o

comprimento de vy € dado por

o) = [ (e

Defini¢ao 1.21. Um segmento de geodésica 7y : [a,b] — M € chamado de minimizante se

p(7) < ple), onde ¢ € uma curva qualquer diferencidvel por partes ligando ~y(a) a v(b).

Usando o teorema de existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinérias,

tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 1.3. Sejamp € M ev € T,M. Entao a menos de escolha de I existe uma inica

geodésica vy : I — M tal que v(0) =p e v'(0) = v.

Dado v € T, M, denotamos por v, a Gnica geodésica de M que parte de p com velocidade

Definicao 1.22. Seja U, = {v € T,M : ~, estd definida num intervalo contendo [0,1]}, a

aplicagao exp, : U, — M, definida por exp,(v) = v,(1) é chamada de aplicagcdo exponencial.
Proposicao 1.4. A aplicacio exponencial satisfaz as sequintes propriedades:
(a) Para cada v € T,M, a geodésica v, € dada por 7,(t) = exp,(tv), para todo t € R.
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(b) A aplica¢ao exponencial é diferencidvel.
Demonstragao. Ver por exemplo |3] pagina 71. O

Observamos que é possivel aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o seu
intervalo de definicao.

Para todo p € M, temos que

derpy)o(v) = “(eapy(iv))eco

d

= S0l

= Y(®le=o0

= .

Entao d(exp,)o é o operador identidade de 7, M, usando o teorema de fungdo inversa temos
que exp, ¢ um difeomorfismo local numa vizinhanca de 0 em 7,M. Portanto existem uma
vizinhanca V' da origem de T,M e uma vizinhanga U de p, tais que exp, : V. — U & um
difeomorfismo. O aberto U é chamado de vizinhanca normal de p.

Para o estudo das propriedades globais das variedades Riemannianas é conveniente con-

siderar as variedades onde as geodésicas sao definidas para todo t > 0.

Definicao 1.23. Uma variedade Riemanniana M ¢é geodesicamente completa se, para cada
p € M, a aplicacao a aplicacao exp, estd definida para todo v € T, M, isto €, as geodésicas

~v(t) que partem de p estao definidas para todos os valores de t € R.
Definicao 1.24. Dados dois pontos p,q € M e definimos a distincia entre p € ¢ como
d(p,q) = inf{p(a); a:[a,b] — M é uma curva diferencidvel por partes tal que
a(a) = p e alb) = q}.

Pode-se mostrar que d define uma métrica sobre M e a topologia induzida por d coincide
com a topologia inicial de M.

O seguinte teorema torna importante o conceito de completitude.

Teorema 1.4 (Hopf-Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. Entao as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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(i) exp, estd definida em todo v € T,M.
(11) Os limitados e fechados de M sao compactos.
(1ii) M € um espaco métrico completo.

(iv) M ¢é geodesicamente completa.

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que
(iv) Para todo q € M ezite uma geodésica v ligando p a q satisfazendo () = d(p, q).
Demonstracao. Ver por exemplo [3] pagina 162. ]

Definicao 1.25. Dada uma variedade Riemanniana M definimos o didmetro de M como
diam(M) = sup{d(p,q) : p,q € M }.
Corolario 1.1. Uma variedade Riemanniana completa é compacta se, e somente se
diam (M) < oc.

Seja A C R? tal que a fronteira de A seja uma curva diferenciavel por partes. Uma
superficie parametrizada em uma variedade M é uma aplicacao diferenciavel s : A C R? —

M

Lema 1.1 (Lema de simetria). Se M ¢é uma variedade Riemanniana e s: A — M € uma

superficie parametrizada entao:

D os D 0Os
Jvou  Oudv’
Demonstrag¢ao. Ver por exemplo [3] pagina 76. ]

Lema 1.2 (Lema de Gauss). Seja p € M e seja v € T,M tal que exp,v esteja definida. Se
w € T,M, entao
((dexpy)o(v), (dexp,)y(w)) = (v, w).

Demonstracao. Ver por exemplo [3] pagina 77. ]
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1.8 Variacao do comprimento de arco e Energia

Nesta secao encontramos alguns resultados que sobre geodésicas que serao tteis nos capi-

tulos seguintes.

Definigao 1.26. Seja v : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes. Uma variag¢ao de

v € uma aplicagdo continua f : [a,b] X (—e€,€) — M tal que:

(a) f(t,0)=~(t), t€]0,d],
(b) existe uma subdivisao de [0,a] por puntos 0 = tg < t; < -+ < tpy1 = a, tal que a
restricdo de f a cada [t;,ti11] X (—€,€), 1 <i <k € diferencidvel.

Uma variacao diz-se propria se
f(0,8) =~(0) e f(a,s)=r(a) para todo s € (—¢,¢€).

Teorema 1.5 (Primeira variagao da energia). Seja vy : [0,a] — M uma geodésica com vetor
velocidade unitdrio, seja « : [0,a] x (=9,8) — M wuma variagdo de vy, e V o seu campo

vartacional. A varia¢do da funcdo energia

B(s) = /0 \%(s,m?dt

¢ dada pela formula:

%E'(o) = —(V(0),&(0)) + (V(a), a(a)).

Demonstragao. Ver por exemplo [3] pagina 215. O

Teorema 1.6 (Primeira variacdo comprimento de arco). Seja 7y : [0, a] — M uma geodésica
com vetor velocidade unitdrio, seja o : [0,a] X (=9,0) — M uma varia¢ao de vy, e V o seu
campo variacional. Para t fizo denotamos o = aft, s), a primeira varia¢io de p(ay) € dada

pela formula:

d _ \ [t=b
=] pla) = (vl

Demonstragao. Ver por exemplo [6] pagina 180. ]
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Teorema 1.7 (Segunda variacdo do comprimento de arco). Seja v : [a,b] — M uma
geodésica com vetor velocidade unitdrio, seja « : [a,b] x (=9,8) — M uma variagdo de vy, e

V' 0 seu campo variacional. A sequnda variacio de p(as) € dada pela formula:

i 2P — movt v de wovia |
) s) — . - ’ ) ‘7 t ) ) )
| oo = [ |GV =Rt anvh) ae v ]
onde V*+ é a componente normal de V.
Demonstra¢ao. Ver por exemplo [6] pagina 181. ]

Definicao 1.27. Seja v uma geodésica e sejam V e W dois campos variacionais ao longo
de v, diferencidveis por partes e se anulando nas extremidades. A forma do indice de v € a

forma quadrdtica associada a forma bilinear simétrica I definida por
*(,DV DW : .
I(V,W) :/ ((E, )~ (B V)W) dt.

Da definigao anterior segue o seguinte resultado

Corolario 1.2. Seja I' uma wvariacao propria de uma geodésica normal v cujo campo de
variagao € um campo de vetores normal proprio V , a sequnda variagao de L(T') é I(V, V). Em

particular se v é minimizante, entdo I(V,V) > 0 para todo campo vetorial normal préprio.

1.9 Segunda forma fundamental

Sejam M e M e seja f: M — M uma imersdo. Considerando M C ]Tj, em cada ponto

pe M, TpM decompoe-se como soma direta
TPM: M & (TpM)La

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em Tp]\N/[.

A conexao Riemanniana de M serad indicada por V e conexao Riemanniana de M seré
indicada por V. Para X,Y € X(M) com X e Y extensdes locais em M pode-se demonstrar
que

VxY = (ViY)T,
onde (6)217)T ¢ a componente tangencial de %XEN/
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Definicao 1.28. Sejam X, Y e Z campos vetoriais locais definidos em um aberto U € M e

seja
X(U)* = {X :U — TM diferencidvel : X(p) € T,M", para todo p € M}.
A aplicacio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) =VgY - VyY,

estda bem definida, além disso satisfaz que

(1) BIX+Z,Y)=B(X,Y)+ B(Z,Y).

(2) B(X,Y + Z) = B(X,Y) + B(X, 2).

(8) Para quaisquer f € C*°(M)

B(fX,Y) = fB(X,Y).

(4) Para quaisquer f € C*°(M)
B(X, fY) = [B(X,Y).
Pela bilinearidade de B temos que em um sistema de coordenadas o valor de B(X,Y")(p) s6
depende de X (p) e Y(p), entdo parap € M e n € (T,M)* a aplicacdao H, : T,M xT,M — R

dada por
H,(u,v) = (B(u,v),n), u,veT,M,

é uma forma bilinear e simétrica, isto permite a seguinte definicao.
Definicao 1.29. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por

11,(u) = H,(u,u)
¢ chamada de sequnda forma fundamental de f em p com respeito a 1.

Definigao 1.30. Uma imersao f : M — M é geodésica em p € M se para todon € (T,M)*
a sequnda forma fundamental € identicamente nula em p. A imersao é dita totalmente

geodésica se ela é geodésica para todo ponto p € M.

21



Proposicao 1.5. uma imersao f : M — M ¢ geodésica em p € M se e somente se toda

geodésica de M partindo de p € geodésica de M em p.

Demonstra¢ao. Sejam v(0) = p e v/(0) = x. Sejam N uma extensao local, normal a M,
de um vetor n em p e X uma extensdo local normal a M, de +/(t). Como X e N sao

perpendiculares, no ponto p temos

Hy(z,x) = (S,(z),z)
= —(VxN,X)
= —X(N,X)+ (N, VxX)
= (N,VxX).

Temos entao que uma curva o é uma geodésica no ponto p se e somente se, para todo
x € T,M, a geodésica v de M que ¢é tangente a x em p satistaz que %XX(p) nao tem

componente normal. Segue dai o resultado O
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Resultados preliminares

Os resultados deste capitulo formam a base para os resultados dos proximos capitulos.

2.1 Gradiente, Divergéncia, Hessiano e Laplaciano
Nesta secao serao definidos conceitos e provados alguns resultados usados nos proximos
capitulos.

Definigao 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana e seja f € C*(M). O gradiente de f

é defintdo como o campo vetorial gradf em M que em um ponto p € M, satisfaz

(grad f,v) = df,(v)

Definicao 2.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M) e Tx : T,M — T,M
dado Tx (Y (p)) = VyX(p). A divergéncia de X como a funcio div(X) : M — R ¢ dada
por

div(X) = tr(Tx).

Definicao 2.3. Sejam M uma variedade Riemanniana e f € C°(M). O Hessiano de f,

Hessf como a forma bilinear simétrica tal que para X,Y € X(M)
Hessf(X,Y) = X(Y/) — (VxY)/.
Equivalentemente pode-se definir o Hessiano por
Hessf(X,Y) = (Vx(gradf),Y).
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pois

(Vx(gradf),Y) = X((gradf,Y))— (gradf, VxY)
= X(Y(f) = VxY([)
= Hessf(X,Y).
Em coordenadas locais
Hess(f)i; = 0;0;f — (8kf)rfj
Definigao 2.4. Seja M uma variedade Riemanniana e seja f € D(M) O operador Laplaciano
de Hodge A : C*(M) — D(M) ¢ definido por

Af = tr(Hessf),

Proposicao 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensaon e p € M. Erniste uma
vizinhanca U C M de p e n campos de velores Fy,....E, € X(U), ortonormais em cada
ponto de U, tais que (Vg,E;)(p) = 0 . Esta familia de campos de vetores € chamada de

referencial geodésico em p

Demonstragao. Seja B(p) uma bola geodésica em p e seja {vy,...,v,} uma base ortonormal
de T,M. Entao para z € B.(p) fixo existe v, € T,M tal que exp,(v,) = x. Definindo a

geodésica normalizada
v(t) = expy(tv),
tem-se que 7 liga p a x e satisfaz que y(|v,|) = .

Definindo os campos vetoriais E; sobre v por
Ei(t) = P(v)(t), i=1...,n

onde P é o transporte paralelo de v; ao longo de v de p até ¢q. Para todo+ =1...,n, os

campos FE; sdo ortonormais, pois o transporte paralelo é uma isometria. Além disso, se
7i(t) = exppt(vy), i=1...,n
com t € (€, —¢), por definicdo de ;

E;(fi(t)) = (D).
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Considerando P;; : T,M — T, ()M o transporte paralelo de 7; de 0 até ¢ nota-se que para

cadat=1...,necadak=1...,n
Pi(Er(7(t))) = vk
logo
d d
(Ve Ej)(p) = dtht (E(v(t))le=0 = —vili—0 = 0.

[]

Proposicao 2.2. Seja {E1, ... E,} um referencial geodésico em p tem-se as sequintes for-

mulas

(1) Vf(p) = Zz(Ez(f))Ez(p);
(2) divX(p) = > ,(E(X, Ei))(p)-

(3) Af(p) =32 EXf(p).

Demonstragdao. (1) Como {E;(p),...E,(p)} é uma base ortonormal de T,M, segue que se

n

Vip) = ai(p)Ealp),

=1

entdao a;(p) = (Vf(p), Ei(p)) = df,(Ei(p)) = Ei(p)(f), logo V f(p) = 2, (Ei(f)) Ei(p).
(2) Considerando T : T,M — T,M tal que Tx(Y(p)) = Vy X (p) tem-se que

Tx(Ei(p)) = V&-(Z()@ Ej>Ej>(P)
= (EKXa Ej>>Ej(P) + (X, E})VE,Ej(p)
= <Ei<Xv Ej))Ej(P),
dai por definicao
div(X ZE (X, E;)
(3) Como Vg, E; =0 entao
Il =0,

logo
Af = tr(Hessf) = Z Ei,(E
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2.2 Formula de Bochner-Weitzenbock generalizada

Nesta secao apresentamos uma generalizacao de um resultado muito importante a féormula

de Bochner-Weitzenbéck, que é uma adaptagao do resultado que aparece em |[13].

Lema 2.1. Sejam M uma variedade Riemanniana, X,Z € X (M) campos vetoriais e f €
C>*(M) entao
<ngI'adf, Y> = <ngradf7 X>7

ou equivalentemente

Hessf(X,Y) = Hessf(Y, X).
Demonstracao. Usando as propriedades de conexao Riemanniana temos

(Vxgradf,Y) = X(gradf,Y) — (gradf, VxY),
(Vygradf, X) = Y{(gradf, X) — (gradf, Vy X),

dai

(Vxgradf,Y) — (Vygradf, X) = (X(gradf,Y) — (gradf,VxY))+ (Y(gradf, X) — (gradf, Vy X))
= XY(f) = YX(f) — (grad f, VxV — Vy X))
= [X,Y](f) = X, Y](S)
- 0,
logo
(Vxgradf,Y) = (Vygradf, X).

]

Teorema 2.1 (Formula de Bochner-Weitzenbock). Seja M uma variedade Riemanniana

completa. Entao para toda fungdio f € C3(M), tem-se
1
S Alarad f[? = [FessJ? + (gradf, V(Af) + Ric(gradf, grad),

pontualmente.
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Demonstracao. Seja p € M fixo e seja { £;}, um referencial geodésico em p, entiao

SAlaad P = S FEdgradf, grad )
— B{Vpgradf, gradf)
= Ei(Vyyeradf, E;)
= (Vi Vaaar VL, Ei) + (Vaaargradf, Vg, E;).
No ponto p
%A|gradf|2 = (Vg Vgaargradf, E;)

= (R(E;, gradf)gradf, Ei) + (Veraas Vigradf, Ei) + (Vi graajgradf, Ei)
= (Ric(gradf,gradf)) + (VgraarVegradf, E;) + Hess(f)([E;, gradf], E;),

como
(VgraafVigradf, E;) = gradf(Vggradf, E;) — (Vgegradf, VaaarE:)

= gradf(Vpgradf, £;) —0 em p
= (gradf)tr(Hessf)
= (gradf)Af
= (gradf,grad(Af)),

e

Hess(f)([E;, gradf], E;) = Hess(f)(Eigradf — gradfE;, Ey)

= Hess(f)(Vggradf — VgaarEi, E;)
= Hess(f)(Vggradf, E;) — Hess(f)(Vgraas Ei, Ei)
= Hess(f)(Vpggradf, £;) — 0, em p
= Hess(f)(Ei, Eigradf)

= <vEZ gradfa szgradf>
= |Hess(f)|*

temos finalmente
1
§A|gradf]2 = |Hessf|* + (gradf, grad(Af)) + Ric(gradf, gradf).
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Assim pela arbitrariedade do ponto p segue o resultado. [

Lema 2.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Entao para toda funcao f €

C3(M) e toda fungio ¢ € C*(M), tem-se

—(gradg)|grad f|* = —2(grad f, grad(grad f, grade)) + 2Hess¢(grad f, grad f)

Demonstracao.

—(grad¢)|grad f|* = —gradg(gradf, gradf)
= —2(Vyseradf, gradf)
= —2(Vguaargradf, gradg)
= —2gradf(gradf, gradg) + 2(gradf, Vgaasgrade)
= —2(gradf, V(gradf, gradg)) + 2Hessp(grad f, grad f)

= —2(gradf, V(grade(f))) + 2Hesso(grad f, grad f).
]

Por simplicidade a partir daqui usaremos V para denotar o operador gradiente. Com esta

notacao enunciamos o seguinte teorema que ¢ o objetivo desta secao.

Teorema 2.2 (Formula de Bochner-Weitzenbock generalizada). Seja M uma variedade Rie-
manniana completa e seja L = A—N¢-V. Entao para toda funcao f € C3(M) e toda fungao
¢ € C*(M)

LIV = 2[Hessf[* + 2(VLf, V f) + 2(Ric(V f,V ) + Hess(0) (V £, V ),
pontualmente.

Demonstracao.

LIV = AVF?=Ve([VFI?)
= 2Hessf|> + 2(Vf, VAF) +2Ric(Vf) —2(Vf, V(Vo(f))) + 2Hess(V f)
= 2|Hessf|* + 2(VLf, V) + 2(Ric(Vf,Vf) + 2Hess(¢)(V f, V f)).
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2.3 Principio do maximo

Nesta secao estudamos uma generalizacao do principio do méaximo para operador de

difusao L = A — V¢ - V, escrevendo primeiro o principio do méaximo classico.

Proposi¢ao 2.3 (Principio do maximo). Seja v : D C R" — R uma fun¢io de classe C*?

satisfazendo

- 0%u " Ou
Llu] = Z aijm + Zblﬁ_xl >0,

ij=1 i=1
em um dominio conexo D onde L € um operador eliptico, se as fungoes a;; e by; sao uni-

formemente limitadas e u atinge um mdrimo em um ponto de D. Entao u é constante em

D.
Demonstra¢ao. ver por exemplo [11] pagina 61. ]

Definicao 2.5. Uma funcao f em M satisfaz Lf > 0 no sentido de barreira, se para todo
q €M ee>0, existe uma funcao de classe C™ f, . em uma vizinhanca de q, tal que fo < f

mas foc(q) = f(q), e Lf,(q) > —e. Tal f,c € chamada de fungio suporte de f.

Teorema 2.3 (Principio do maximo de Calabi-Hopf). Seja (M, g) uma variedade diferen-
cidgvel completa e conexa, ¢ € C*(M), e L= A —V¢-V. Seja f uma funcio continua em

M tal que Lf > 0 no sentido de barreira. Entao f atinge um mdximo ou € constante.

Demonstracao. Seja p € M um maximo local, entao p ¢ um maximo de f num aberto V que
contém p. Suponhamos que f ndo é constante e consideremos uma bola geodésica B, () tal
que f(z) < f(p) para algum z € 0B,(d). Por outro lado consideremos (U, ¢) um sistema de

coordenadas normais tal que

Definindo h : B,(6) — R por
h((ﬂ(%l, <o 7xn)) =T — C(l’% ++ $i),
onde C > 0 é suficientemente grande tal que: se y € 9B,(0) e f(y) = f(p) entao h(y) < 0.

29



Notamos que
IVh(p(ay,...,2,)))> =14+4C a5+ +22)#0 , Ah(p(zy,...,2,)) = —C(n—1).
Seja ¢ : By(6) — R definida por
V(o) = e 1,
entao

Ay = (a®|Vh|]* +alAh)e™,

VUl = a1+ AC2 @ + ot a2),
assim para a suficientemente grande
AY >0, a|Vh]*+ Ah > |[Vo|V1 + 462C2,
e ¢¥(p) = 0, logo para 0 < n < 1 suficientemente pequeno

(f +n)lom,5) < f(p),  (f+n¥)(p) = f(p),

entdo f + ny tem um maximo em algum ponto ¢ € B,(6). Como f,. é suporte de f em ¢

temos

Lf,e> —e.
entao

L(fq,e + 77770) = qu,e + UW
> —e+ Ay —n(Ve, V)

de outro lado

(a*|Vh[* + aAh)e™ — 0|V ||V

ac™ V| V1 +462C? — | Ve[V

ae™ |V | (\/1 + 40202 — 77\/1 +4C?* (22 + -+ + 12) >
0,

Ay —n(Ve, Vi)

v

v

v

V
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dai
L(fq,e + TW) Z —€,

além disso (f,. +n¢)(q) = (f +nv¥)(¢) portanto f, .+ n é uma funcao suporte para de

f + nY e para e suficientemente pequeno

L(fqe +n¢) >0,

0 que nao ¢ possivel pela Proposicao 2.3 O]

Um resultado importante de regularidade sobre operadores elipticos em equacoes difer-

enciais que sera utilizado nesta dissertagao é o seguinte.
Proposigao 2.4. Seja u € C?(D) uma solucio da equacio
Lu=f,

em um conjunto aberto D onde f e os coeficientes de do operador eliptico L estdo em C*°(D).

Entao u € C*(D).

Demonstragao. Ver por exemplo [2] pagina 109. ]

2.4 Funcoes de Busemann

Nesta secao e no que segue desta dissertacao as geodésicas serao consideradas normal-

izadas.

Defini¢ao 2.6. Seja v : [0,00) — M uma geodésica definida. Se o conjunto dos nimeros
t > 0 para os quais d(v(0),v(t)) =t € da forma [0, 1], o ponto y(to) € chamado ponto minimo
de p ao longo de . Definimos o cut locus ou lugar dos pontos minimos de p, indicado por
Cut(p) como a unido de todos os pontos minimos de p ao longo de todas as geodésicas que

partem de p.

Definicao 2.7. Um raio v € uma geodésica definida em [0,00) tal que v é minimizante
de v(0) a v(t) para todo t > 0. Uma linha é uma geodésica definida em (—oo,00) que €

manimizante em cada intervalo.
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Se M é uma variedade Riemanniana completa e nao compacta e p € M, entao existe um

raio 7y tal que y(0) = p. Para provar isto consideramos uma sequéncia ¢,, € M tal que

lim d(p, gm) = oo,

m—r0o0

e seja 9, uma geodésica minimizante ligando p a g, partindo de p. Dai 5m(0) é uma sequéncia
de pontos na esfera unitaria S"~' C T,M. Pela compacidade de S"! existe um ponto de
acumulacio v € S"~!. Portanto existe uma subsequéncia {t;} C {t,} tal que 05(0) converge

ao vetor v. Seja 0 : [0,00) — M a geodésica definida por

I(s) = expy(sv),
entdo 6(0) = v e para um s, fixado temos

lim §,,(s0) = d(s0),

m—0o0

e como a funcao distancia é continua

lim d(p,dm(s0)) = d(p,d(s0)),

m— 00

mas para m suficientemente grande d(p, d,,(s0)) = so, logo

d(p,d(s0)) = so,

portanto 0 é um raio.
Do outro lado nem toda variedade completa e nao compacta possui uma linha, basta

considerar uma superficie como o parabolide de revolucao.
Lema 2.3. Seja v um raio, se definimos b} : M — R como sendo
b)(x) = r — d(z,~(r))
1 Para x € M fizo b) € crescente em 7.
2 b) € limitada por d(x,~(0)).

3 A familia de funcgoes {b)} € uniformente continua e para cada 7y, b) € Lipschitziana

com constante de Lipschitz igual a 1.
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Demonstracao. (1) Pela desigualdade triangular, para todo s > r,

entao
(r = d(z,y(r))) = (s = d(z,7(z,7(s))) 2 0
logo b7 (x) > b7 (x).
(2) Pela desigualdade triangular

b)(x) = r —d(z,y(r)) < d(z,7(0))
(3) Seja r fixo pela defini¢do de b) temos
6)(x) = bl (y)| = |d(z, () — d(y,7(r))| < d(z,y),
logo a familia 07 é uniformente continua. ]
O Lema 2.3 permite fazer a seguinte defini¢cao
Definicao 2.8. Seja v um raio, a funcao de Busemann associada a vy, bY é definida por
() = lim {t — d(x,7(1))}.

Se v : (—00,00) —> M é uma linha, podemos associar a ela duas fungdes de Busemann,

a saber:

bt (z) = lim t — d(z,v(+1)),

t—o00

b~ (z) = lim t — d(x,~v(—1)).

t—o00
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Modificacoes do tensor de Riccl e

Aplicacoes

Um dos principais Teoremas de estrutura para variedades Riemannianas com restri¢ao
sobre a curvatura de Ricci é o teorema de Myers que da informacao sobre a topologia da
variedade. Neste capitulo o objetivo é demonstrar duas generalizacoes do teorema de Myers

usando duas modificagoes do tensor de Ricci e de uma generalizacao do teorema de Bochner.

3.1 O Teorema de Myers Generalizado

Teorema 3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e conexa de dimensdao n.

Suponha que M admite um campo de vetores V' satisfazendo as desiqualdades
Ric+ Lyg>(n—1)C >0 (3.1)

e |V| <r. Entao M é compacta e o didmetro satisfaz

diam(M) < ﬁ <\/§r V2 (= 1)20).

E claro que se V = 0, temos o teorema de Myers.

Demonstracao. 3.1

34



Sejam p,q € M. Pela completitude de M existe uma geodésica minimizante v ligando p
a q de comprimento [. Seja

{El = ’7a EQ?"‘7ETI}7

um conjunto de vetores ortonormais, tais que {£;(0), E2(0),...,E,(0)} ¢ um referencial
geodésico em p e os campos vetoriais Fy, ..., E, sao paralelos ao longo de 7.

Seja f € C*(]0,1]) tal que f(0) = f(I) = 0. Entao a forma do indice satisfaz
l . .
I(fE;, [E;) = /0 ((fEi, fE) — (R(fEi, 7)Y, [E;)) dt
somando

ZI(szasz 1 Zf 17’7 ’Ya >) dt
=2

n—1)f Zf Ei )7, Ei) + R, 4)7,9)) dt
n_l Zfz 17777 >)dt

n—1)f* = f*Ric(7,7)) dt.

) = /
_ /Ol
_ /Ol
- [«

Usando 3.1 temos que

Z 1B SB) < [ (0P 4 PEGA) - (010

= [0 ey pet a

- /0 (-1 -+ 2f3(V5V,4)) di

como 7y ¢ uma geodésica V57 = 0 e dado que V é uma conexao temos

YV = (ViVoy) + (V. Vsd)
= <VWV7/7>7

logo

n

I(fE, fE,) < / ((n— 1)(f> — Cf?) +2/25(V.4)) dt,

=2
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onde 2f*4(V,4) = 2f* §{(V,4)((1)), assim
: d
2145V, A) = —4LF(V.4) + 2 (F(V.AD)

integrando a ambos lados
! !
[2rawvay = [ —arivades 27 vk
0 0

l
- / _Af VA

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

/0 _FV At < ( /0 | f2f2dt)%( /0 w Wdt);.

Como  ¢é unitério (V, )% < (V, V) e usando o fato que |V| < r temos

(/OZW,W)%’ <Vl

/ —fHV dt<r\//f2f2dt

Entao

Logo
n I . AN
S 1B B < [0 - o ani( [ fa)
tomando f(t) = sen(%t), tem-se ft) = Fcos(Th)) e
- s . i 2 Lo\
;I(fEi,fEi) < (n—l)/o (7;—20052 <WT> Csen” <7>>dt+%</o sen(%)) dt
L[ 2 2
= (n—l)/o (7;—2— (7;2 —i—C’)sen ( )) dt + 7v/2r
= (n—1)<7TT2— (7;22 +C> ) + V2
_ —Qll(m C OB — 2V — (n — 1)),
se (n — 1)C1? — 2/2rml — (n — 1)7* > 0 entdo 1E"(0) = S 1, I(fE;, fE) < 0, logo

I(fE,., fE,) <0 para algum m o que contradiz o Corolario 1.2. O
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Se M é uma variedade Riemanniana, dado um campo vetorial V' denota-se por V* a
1-forma associada a V' tal que V*(Y) = (V,Y). Podemos obter uma outra generalizagao do

Teorema 3.1 sem impor |V| < r.

Teorema 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e conexa de dimensdo n.

Suponha que (M, g) admite um campo de vetores V satisfazendo as desigualdades
Ric+ Lyg—kV*@V*>(n—-1)C >0, (3.2)
onde k > 0. Entao M ¢é compacta e seu didmetro satizfaz

diam(M) < éwn—l+é
(n—1)C k

Demonstracao. De forma analoga & demonstracao do teorema 3.1 e usando 3.2
S (B fEB) = /0 (- 02— fRic3.3)) di
=2
< /Ol((n — D2+ Ly 4) — kPVE @ V(3. 9) — (n = 1)Cf?) dt
= /Ol((n—l)(f Cf?) —4f (V. dt+k/ FAV.

fazendo P = —f e T = f(V,4), pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

/Ol_ff;(Vd)dt < (/oiPth)%</lT2dt>é
— ( /0 f'th> ( / 2 2dt> |

Tomando A = f 224t >0, B = fo kf2(V,4)?dt > 0 e usando que VAB < 4B temos
!
/ — AV Ayt < / (52 + 5 (V)% dt,
0
dai
I I
[ i de< [(m-1s hf - kpwa)) d,
0 0

e logo

n l
Z](fEi,fEi)g/O (n—1+%f2—(n-1)Cf?) at
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fazendo f(t) = sen(%t)

2

ZI(fEusz’) < T(@(n—1+7%)— (n—1)CP),

analogamente a demonstracao do teorema 3.1 temos

T 4
| < —F———\/n—1+ .
(n—1)C k

3.2 Teorema de Bochner

Definicao 3.1. Seja X € X (M), existe uma dnica 1—forma 0x associada a X tal que para
todo Y € X (M)
0x(Y) = (X,Y).

X € dito harménico se dfx =0 e div(X) = 0.

Proposicao 3.1. X ¢ um campo vetorial harmonico se e somente se div(X) =0e(Vy X, Z) =

(V,X,Y).

Demonstragao. Da Definicao 3.1 X é harmonico se e somente se dfxy = 0 e div(X) = 0.

Como

dox(Y,Z) = YOx(Z)— Z0x(Y) — 0x([Y, Z])

= (WX, 2) + (X, VyZ) = (VzX,Y) = (X, VzY) — (X, [V, Z])
= (WX, Z) — (V2X,Y) +(X,VyZ) — (X,V;Y) — (X,[Y, Z])
= (WX, 2) = (VzX,Y) + (X, [V, Z]) = (X, [V, Z])

= (WX, Z) = (VzX,Y),

segue o resultado.

Lema 3.1. Seja Y um campo vetorial harmonico entao
div(VyY) = Ric(Y,Y) + (VY,VY).
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Demonstracao. Seja p € M fixo e seja {E;}?_, um referencial geodésico em p, entdo pela

Proposicao 2.2

div(VyY) = Ei(VyY,E;)
= (Ve, VWY, E) +(VyY, Vg E;)
= (Vg VyY, E)
= R(Y.E,Y.E;)+ (VyVgY,E)+ (VY. E)
= Ric(Y,Y)+Y(VgY,E) — (VgY,VyE) + (Vg Y, E)
= Ric(Y,Y)+Y(div(Y)) = (VgY,VyE) + (Vig,yY, Ei).

No ponto p pela Proposicao 3.1 (Vg, vV, E;) = (Vg Y, [E,Y]) e (VE,Y, E;) = E(Y,E;) =
div(Y') = 0, entao

div(VyY) = Ric(Y,Y) = (Vi Y,VyE) + (VY [E,Y])
= Ric(Y,Y) = (VgY,VyE) + (V5Y,VEY — VyE;)
= Ric(Y,Y) + (VgY,VyY) - 2(VyY,VyE,)
= Ric(Y,Y) + (VY,VY) — 2(VpY,VyE),

como Vy F; =0, entao

div(VyY) = Ric(Y,Y) + (VY,VY).
Pela arbitrariedade do ponto o resultado segue. [

Teorema 3.3. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada, orientada e conexa de di-

mensdao n. Suponha que (M,g) admite um campo vetorial V' satisfazendo a desigualdade
Ric+ Lyg — div(V)g > 0. (3.3)
Entao
(1) Todo campo de vetores harménico é paralelo.
(2) Se existe uma constante positiva C > 0 tal que
Ric+ Ly g — div(V)g > C, (3.4)
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entao nao existe um campo de vetores harmonico nao-trivial.
Demonstragao. (1)Seja Y um campo vetorial harmonico e seja W definido por
W=VyY +2(Y,V)Y — (Y,Y)V,
entao tomando a divergéncia de W e usando que div(Y') = 0, temos
div(W) = div(VyY)+2Y (Y, V)) +2(Y,V)div(Y) = V(Y. Y)) — ((Y,Y))div(V)
= div(VyY) +2(VyY, V) +2(Y,VyV) = 2(V YY) — (Y, Y)div(V).
Pelo Lema 2.1 (VYY) = (VyY, V), dai
div(W) = div(VyY)+2(Y,Vy V) — (Y, Y)div(V)
= div(VyY) + Lyg(Y,Y) — (Y, Y)div(V).
Aplicando o Lema 3.1
div(W) = Ric(Y,Y) + (VY,VY) + Lyg(Y,Y) = (Y, Y)div(V)
integrando a ambos lados
0 = / div(W') dvol (3.5)
M
= /M(Ric(Y, Y)+(VY,VY)+ Lyg(YV,Y) — (Y, Y)div(V)) dvol (3.6)
pela desigualdade 3.3 deve acontecer que
0> / (VY,VY) dvol.

M

Do outro lado, como (VY,VY) > 0 entao
0< /M<VY, VYY) dvol.

logo (VY,VY') =0, portanto VY = 0, entdo Y é paralelo.

(2) Supondo que existe um campo de vetores Y harmonico ndo-trivial por 3.4 e 3.5
0> / (CY,Y) + (VY,VY)) duol,
M

como 0 < [, (C(Y,Y) + (VY,VY)) dvol, entdao C(Y,Y) = (VY,VY) = 0. Logo (Y,Y) =0

pois C' > 0, entao Y = 0 o que contradiz o fato de Y ser nao trivial.
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Uma generalizacao do teorema de
decomposicao de Cheeger-Gromoll via o

tensor de Ricci Barkry-Emery

O teorema de decomposicao de Cheeger-Gromoll é um dos teoremas de estrutura mais
importantes da Geometria Riemanniana para variedades nao compactas e possui muitas
aplicagoes. Neste capitulo demonstraremos uma generalizacao deste teorema, demonstrando

antes alguns resultados importantes que serao usados na demonstracao.

4.1 Estimativa sobre a funcao de Busemann

Teorema 4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e ¢ € C*(M) tais que
Ric+ Hess(¢) >0, (4.1)

em M. Seja p € M fizo definimos a fun¢ao distancia p : M — R como sendo p(x) =

dist(p,z). Entdo para L =A —V¢ -V tem-se

n—1 2 1 r(q)
_Z L o d ; u
p(q) p(q)¢(q) + 02(q) /0 ¢ o~y dt para todo g € M \ cut(p)

onde v é uma geodésica normal minimal ligando p a q.
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Demonstracao. Dado g € M seja v : [0, p(q)] — M a geodésica minimal normal de p a g e
sejam Fy(t),..., E,_1(t) campos de vetores ortonormais e paralelos ao longo de v, ortogonais,
definidos a partir do transporte paralelo de um referencial geodésico em p a longo de v sendo
{£1(0), ..., E,—1(0),%(0)} é uma base de T ) M.

Definimos os campos de vectores {X;(t)}"~! ao longo de 7 por

Considerando a base {X(t),..., X,—-1(t), Xn(t) = ¥(t)} de Ty M e usando que os E; sdao

paralelos, temos
Ap(q) = trago(Hessp)
= > Xip) ~ Vx.Xilp),
i=1
usando a primeira variacao do comprimento de arco do Teorema 1.6
VxXip = (Vx XA
e pela segunda variagao do comprimento Teorema 1.7 |
X2 = / " VX0 P — (ROG A X))+ (VX L,

logo

dai

IN

n—1 p(q) 2
T / Hess(9) (4, 4)dt
0

n—1 1 [r9 ¢
I L (bo~Nd
o0 +p2<q>/o Fap(@endt

n—1 d 2 r@) g
- Lo o))~ / 14 (60t

n— 1 p(q)




logo para L=A —V¢ -V

Lp(q) = Ap(q) —(Vo,7)(q)
n—1 2 1

— ——é(q) +

p(q)  p(q)

p(a)
2_/ ¢ o~y dt para todo ¢ € M \ cut(p)
p*(q) Jo

onde v ¢ uma geodésica normal minimal ligando p a q. O]

4.2 Teorema de Cheeger-Gromoll generalizado

Finalmente passamos a demonstrar o principal teorema desta secao.

Lema 4.1. Sejam M uma variedade Riemanniana, 7y : [0,00) — M um raio em M eq € M
fizo. Se 6, € a geodésica minimizante ligando q a ~y(t,,) com wvetor inicial unitdrio Sm(O),
entao existe uma sequéncia ty tal que 5k(0) converge a X € T,M e a geodésica 0 tal que

5(0) = X ¢ um raio.

Demonstracao. Seja ¢ € M fixo. Entao 5m(0) ¢ uma sequéncia de pontos na esfera unitaria
Sn=1 C T,M, logo pela compacidade de S"! existe um ponto de acumulagao X € S"1,
portanto existe uma subsequéncia {t,} C {t.} tal que dz(0) converge ao vetor X. Seja

d:[0,00) — M a geodésica definida por
I(s) = expy(sX).
Entdo 0(0) = X e para um s, fixado
lim 05 (s0) = 0(s0),
k—o0
e como a func¢ao distancia é continua
lim d(q, 0(s0)) = d(q,(s0)),
k—o0
mas para k suficientemente grande d(q, dx(so)) = S0, logo
d(g,6(s0)) = 0,

portanto ¢ é um raio. O
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Lema 4.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja v um raio. Se Ric +
Hess(¢) > 0 para alguma funcgao suave ¢ uniformemente limitada em M entdo as fungées de

Busemann associadas a v que chamamos bY satisfazem
Lb" >0,
no sentido de barreira.

Demonstragao. Sejam p = v(0) e b7 a funcao de Busemann ao longo do raio 7. entao para
q € M seja ¢ a geodésica saindo de g gerada por X. Pelo Lema 4.1 temos que § é um raio,

logo ¢ nao pertence ao cut-locus de §(r) para todo r > 0. Entao

(@) (x) =r—d(z,0(r)) +b"(q),

é de classe C*° numa vizinhanca U ao redor de q. Seja x € U, entao pela desigualdade

triangular

d(x,6(r)) < d(x,q) +d(g,6(r)) = d(x, q) + 1,

logo —d(z,q) <r —d(x,0(r)). De forma analoga r — d(z,0(r)) < d(q,r) dai
0<r—d(zdir)),

portanto [ satisfaz que fY < b com fY(q) = b"(q). Além disso pelo Teorema 4.1 temos

L) = —Ld((r).z)
n—1 26/(z) 2 wo
= d<6<r>,x>‘d<5<r>,x>+d<é<r>,x>2/o poadl

onde o é uma geodésica minimal ligando §(r) e x. Asim para todo € > 0, com r suficiente-
mente grande, LfY(x) > —e para  numa vizinhanca de ¢. Logo f7 é uma fungao suporte

para b?. O

Lema 4.3. Seja M uma variedade diferencidvel completa e conexa. Se Ric + Hess(¢) > 0
para alguma funcao suave ¢ limitada em M. Suponha que M contem uma linha v. Entao as
Jungoes de Buseman b* e b~ associadas aos raios vyt (t) = y(t) e vT(t) = y(—t), t <0, sao

ambas suaves e satisfazem Lbt = Lb~ = 0.
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Demonstracao. Pelo lema 4.2, L(bT +b7) > 0 no sentido de barreira. Seja z € M. Pela

desigualdade triangular

2t = d(y(t),y(—t)) < d(y(t), ) + d(z,y(—t)).

Logo
t— d(y(t), @) +t — d(z, y(~t)) <0,

segue dai que b* + b~ < 0 em M. Do outro lado, (b™ + b7)(7(0)) = 0, entao pelo Teorema
2.3
bt + b~ = 0 sobre M.

Como Lb™ > 0e Lb~ > 0 entao
0< Lbt =—Lb- <0,

mostra que L(bT) = L(b~) = 0 no sentido de barreira. Logo pela Proposigao 2.4 b* e b~ sao

suaves. [
Lema 4.4. Seja M uma variedade diferencidvel completa e conexa. Seja
Ric+ Hess(¢) > 0

para alguma funcao suave ¢ a qual € limitada em M. Suponha que M contem uma linha .

Entao [Vb*| =1 e Vb € um campo de vetores paralelo.

Demonstracao. Como bt ¢ de Lipschitz com constante igual a 1 entao Vb" satisfaz
IVbT|? <1,
logo a fungao H : M — R definida por
H(z) = [Vb (@) — 1,

satisfaz que H(z) < 0. Além disso

(b"oy)(t) = lim r—d(y(t),~(r))
= lim 7 —d(y(0),7(r)) + d(+(0),7(r)) — d(v(t),7(r))
= lim r —d((0),7(r)) +
= (b"ov)(0) +t,
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entao

Lt o) = 1

portanto (Vb",4(s)) =1 e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
L= (VD" 4(s)] < [VbH[[4(s)| < L.
Logo [Vb* 0~(s)| = 1 e Vb*(q) = 4(s), dai H(y(s)) = 0.
Por outro lado, da definicao de H,
LH = L|Vbt ]2
Assim usando a formula generalizada de Bochner-Weitzenbock (Proposicao 2.2)
LIV f|* = 2[Hess(f)|> + 2(VLf,V f) + 2(Ric + Hess(¢)) (V f, V f),
para f = b, temos que
LH = 2[Hess(b")” +2(VLb", Vb") + 2(Ric + Hess(¢)) (Vb*, Vb*)

> 2|Hess(b")[?

> 0,
isto ultimo como resultado da desigualade Ric + Hess(¢) > 0. Entao H(x) <0, LH >0 e
H(~(s)) = 0, logo pelo Principio do Méximo H = 0, ou equivalentemente |Vb*|? = 1.

Falta mostrar que o campo vetorial Vo' é paralelo. Aplicando a férmula generalizada de

Bochner-Weitzenbock para f = b™, pelo lema 4.3 e usando que Ric 4+ Hess(¢) > 0 temos
L|VbT > > 2|Hess(b™)|* > 0.

Como [VbT|? = 1 entao Hess(b") = 0, logo Vx(Vb') = 0 para todo X € X (M), portanto
VbT é paralelo.
[

Lema 4.5. Seja M uma variedade diferencidvel completa e conexa. Seja Ric+ Hess(¢) > 0
para alguma funcao suave ¢ limitada em M. Suponha que M contém uma linha v, e seja
N = {z € M;b"(z) = 0} onde b* € a fungao de Buseman associada a . Entao para todo

ponto p € M existe uma unica linha § perpendicular a N passando por p.
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Demonstracao. Seja p € M. Pelo lema 4.1 existem pelo menos dois raios diferentes d; e o
partindo de p construidos a partir de . Sejam bf e b; as respectivas funcoes de Buseman,

entao

(b 0d)(t) = lLim 7 —d(6,(t),6(t))

= lim r —d(6:(0),01(r)) + d(61(0), 61 ((r)) = d(d:(2), 61(r))
= lim 7 — d(6:(0), 51(r)) +1

= (bf 061)(0) +1¢
analogamente (by o0 d05)(s) = (by 0d2)(0) + s

Agora, pela desigualdade triangular

d(95(s),01(t)) + d(01(2), 01(r)) = d(da(s),01(r)).

Entao

(by 0 01)(t) — (by 0 d2)(s)
(by 0 01)(t) + (b3 0 d2)(s)

(b5 ©01)(0) + 1 + (by ©62)(0) + 5

d(da(s), 01(1))

v

v

) -
)+

= t+s+b(p)+b;(p)

= t+s.
Assim d(d2(s),d1(t)) > t + s. Pela desigualdade triangular d(d5(s),01(t)) <t + s, logo
d(d2(s),01(t)) =t + s.

O que implica que d; e d5 sao dois raios de uma mesma linha §, logo estes raios sao tinicos.

Para finalizar a demonstracao seja y € N

d(y,o1(t)) > (b7 001)(t) — b y(y)
= (b 001)(0) +t = by y(y)

= 1,

logo 7 realiza a minima distancia entre p e N, portanto é perpendicular a N. O
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Teorema 4.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensdao n com Ric +
Hess(¢) > 0 para alguma funcao ¢ suave a qual é limitada em M. Se M possui uma linha,
entao M decompoe-se isometricamente como N X R, onde N = {x € M;b"(x) = 0}. Mais

ainda a funcao ¢ € constante no conjunto R da decomposicao.

Demonstracao. Pelo Lema 4.4, X = Vb'T é um campo de vetores unitario e paralelo. O
cunjunto N = {x € M;b"(x) = 0} é uma subvariedade de M e se o ¢ uma curva diferenciével

em N, (b o«)(t) =0, logo

d _ IOt A —
E(b oa)(t) =(Vb",a) =0.

o que implica que & L X.

Parape N, Y € X(N) e Y € X(M) uma extensio de Y, Y L X

(Vo = VoY, X0y = (V¥ X)y — (VyY, Xy

= (VoY XD = Y, X) o + (Y, Vy X,
como 6;,}7 € T,N L X e X é paralelo
(VoY —VyY, X)y =0,

entao IV é totalmente geodésica.

Escolhendo uma orientacao para M, considermos F' : N x R — M definida por,

F(x,t) = exp,(t(0)),

onde § é a tinica geodésica perpendicular a N que passa por 6(0) = x € N. Mostraremos que
F' é uma isometria entre N x R e M.

Para ver a sobrejetividade de F', seja p € M. Pelo Lema 4.5 existe uma tnica linha o
perpendicular a N com §(0) = ¢ € N passando por p. Logo p = F(q, ty) para algum tg, entdo
F' é sobrejetiva.

Do outro lado se F(xy1,t1) = F(x9,t3) = p , entao t; = to = d(p, N) e pela unicidade da
linha perpendicular a N passando por p temos que z; = z3. Como ¢ é uma linha e exp, é

um difeomorfismo local, entao F' é um difeomorfismo.
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Falta mostrar que a func¢do F' é uma isometria entre N e o conjunto {x € M;b*(z) = t}.

De fatose ¢ € N, v = % e w € T,M pelo Lema de Gauss

(dF{12)(v), dF o) (w)) = ((dexp,)o(v), (dexp,)y(w))

= (v,w).
Agora se u,v € TyN, seja h(t) = (dF (1) (u), dF1)(v))), entdo

W(t) = X{dFgq)(w), dFqm(v))

= (VXdF(m)(u), dF(t’m) (U))> + <dF(t’m) (u), deF(t@)(v))).
Pelo Lema de Simetria e usando o fato de X ser paralelo

W) = (Var,,wX, dFew)(v)) + (dFm (), Var, . o) X)
pu— O’

logo h é constante e h(t) = h(0) = (dF(oz)(u), dFoq)(v))) = (u,v). Segue entdo que F' é uma
isometria.
Agora identificando M com a variedade produto N xR e aplicando a formula generalizada

de Bochner-Weitzenbock em f = bt temos

2
0 = L|VbT|? = 2(Ric + Hess(¢))(Vb", Vb)) = 2% '

Dai ¢ é linear em cada linha de M. Como ¢ é limitada superiormente, entdo deve ser

constante em cada linha. Isto prova o teorema.

O

Corolario 4.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensao n com Ric +
Hess(¢) > 0 para alguma fungio ¢ € C*(M) a qual € limitada em M. Entdo M decompoe-se
isometricamente como N x R!, onde N é uma variedade Riemanniana Completa sem linhas.

Mais ainda a funcdo ¢ € constante no conjunto R' da decomposicio.

Demonstracao. Se M possui uma linha, pelo teorema 4.2 M = N; x R e
(Ric + Hess(¢))(Vb",VbT) = 0,
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agora, para todo p € M, conseguimos uma base de T,M, {E1,..., E,_1,Vb*} tal que
(Ric + Hess(¢))(Vb', E;) = 0.

Como Vbt ¢ =0
Ricy + Hessy(¢) = Ricyr + Hessp(¢) > 0.

Entao se N possuir mais uma linha, o teorema anterior pode ser aplicado de novo e o resultado

segue por inducao. O
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