Universidade Estadual de Campinas
Instituto de Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computacéo
Departamento de Estatistica

COMPARAGCAO DE TESTES DE ADEQUABILIDADE DE
AJUSTE
EM DISTRIBUICOES MULTINOMIAIS

ANDRE JALLES MONTEIRO

ORIENTADOR: PROF. DR. EUCLYDES CUSTODIO DE LIMA FILHO.

Campinas - Sao Paulo
Agosto de 1995



COMPARACAO DE TESTES DE ADEQUABILIDADE DE AJUSTE

EM DISTRIBUICOES MULTINOMIAIS

Este exemplar corresponde a redagao final
da tese devidamente corrigida e defendida
pelo Sr. André Jalles Monteiro e aprovada
pela Comissao Julgadora.

Campinas, 25 de agosto de 1995

Prof. Dr]. Euclydes Custddio de Lima Filho

Dissertacdo apresentada ao Instituto de
Mateméatica, Estatistica e Ciéncia da
Computacdo, UNICAMP, como requisito
parcial para obtencdo do Titulo de Mestre
em Estatistica.

UNICAMP
l BIBLIGY s A CIRTRAL




Tese defendida e aprovada em, 25 de 08 de 1995

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

[)CM{N/}\M%

Prof(a). Dr(a). REGINA CELIA CARVALHO PINTO MORAN

Qe

Prof (a) . Dr(a). EUGENIA MARIA REGINATO CHARNET

Sccfud g =2

Prof (a) . Dr(a). EUCLYDES CUSTODIO DE LIMA FILHO




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

764p

Monteiro, André Jalles

Comparagdo de Testes de Adequabilidade de Ajuste em
DistribuigGes Multinomiais / André Jalles Monteiro.
Campinas, [ SP:s.n. ], 1995.

Orientador : Euclydes Custodio de Lima Filho
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computagdo.

1. Testes de hipoOteses estatisticas. 2. Estatistica nfio
paramétrica. 3. Teoria da informagdo. 1. Lima filho, Euclydes
Custodio de. II. Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computagdo. III. Titulo.




Homenagem P6stuma,

Quero salientar que esta disserta¢do ndo seria
possivel sem a primeira orientagdo do Prof Dr.
Hermann G. Rohrer.



Agradecimentos,

Quero agradecer a todos que direta ou indiretamente participaram na elaboragdo desta
dissertacdo:

i

Ao Prof. Dr. Euclydes Custédio de Lima Filho, pela orientagdo final deste trabalho,
bem como ao apoio necessario.

As Professoras: Regina Célia C. P. Moran e Eugénia M. R. Charnet, pela participagdo
na banca examinadora, bem como pelas sugestdes apresentadas.

As instituigdes: CNPq e CAPES, pelo apoio financeiro.

Ao Departamento de Estatistica e Matematica Aplicada da Universidade Federal do
Ceara, pelo apoio.

Aos funcionarios da UNICAMP, pelo suporte necessario.

Aos amigos e companheiros do IMECC, pela cooperagdo e afeto.



Dedicagdo,

A minha esposa, Fabiana
e ao meu filho, Ariel.



INDICE

INTRODUCAO
Introducio 1
CAPITULO 0
______ Motivacdo 3
CAPITULO I
1. Entropia 5
1.1. Introdugdo b
1.2. Defini¢do 6
1.3. Caso particular, k =2 6
1.4, Algumas propriedades 7
1.5. Caracterizagio de Entropia 12
2. Divergéncia Direcionada 13
__________ 2.1. Introducdo 13
2.2. Definigdo 14
2.3. Caso particular, k =2 14
2.4. Algumas propriedades 15
2.5. Caracterizagdo da Divergéncia Direcionada 17
3. Divergéncia Direcionada Generalizada 18
3.1. Introdugdo 18
3.2. Alguns exemplos 19
3.3. Divergéncia Direcionada de Kullback 20
3.4. Divergéncia Direcionada de Cressie e Read 22
CAPITULO Il
1. Introducio 25
2. Teste de Hipoteses Multinomial 26
3. Breve historico de testes Multinomiais 27
4. Teste Multinomial apresentado por Cressie e Read 29
4.1. Introdu¢do 29
4.2, Funcdo de Divergéncia 30




CAPITULO 111

1. Andlise em pequenas amostras 36
2. Aplicacdo da sugestdo de Radlow e Alf, em testes Multinomiais 37
3. Andlise de casos particulares 38
4. Procedimento para construcio das regides de rejeicdo 39
4.1. Teste Qui-quadrado 39
4.2. 'T'este como sugerido por Radlow e Alf 40
4.3. Aleatoriarizagio 40
5. Mascara de leitura dos graficos 41
6. Hipotese nula dada por (0.1,0.2,0.7) 43
6.1. Tamanho da amostra igual a 30 43
6.2. Tamanho da amostra igual a 35 46
7. Hipotese nula dada por (0.2,0.3,0.5) 49
7.1. Tamanho da amostra igual a 20 49
7.2. Tamanho da amostra igual a 30 52
8. Hipotese nula dada por ( 1/3 ,1/3,1/3) 55
8.1. Tamanho da amostra igual a 20 55
8.2. Tamanho da amostra igual a 30 58
9. Analise dos casos particulares 61
9.1. Hipotese nula dada por (0.1,0.2,0.7) 61
9.2. Hipoétese nula dada por (0.2,0.3,0.5) 63
9.3. Hipotese nula dada por (1/3,1/3, 1/3) 64
CAPITULO IV
I. Aplicacdo da Teoria da Informac@o na Estatistica 66
2. Divergéncia Direcionada 67
2.1. Divergéncia Direcionada em Testes de HipOteses 68
3. Comparagio de Testes 68
3.1. Comparagdo Assintotica 69
3.2. Comparagdo em amostras finitas 70
4. Conclusdes finais 72
APENDICE 1
Programa para formar regides de rejeicdo em testes Multinomiais aleatorizados 74
APENDICE 2
Programa para formar regides de rejeicdo em testes Multinomiais de Cressie e Read 77
BIBLIOGRAFIA
Bibliografia 79




INTRODUCAO

Com o trabalho de Cochran, W. G. ( 1952 ) [ 3 ], temos o inicio de uma discussé@o entre qual
dos testes: x’, apresentado por Pearson, K. ( 1900 ) [ 17 ] e o teste do logaritmo da razio de
verossimithanga, melhor se adapta em testes de adequabilidade de ajuste em distribuigdes
multinomiais. Muitos trabalhos, posteriores ao citado, ampliaram essa discussdo, onde, em alguns

casos, temos inclusive novas sugestdes de testes.

No trabalho de Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. ( 1984 ) [ 5 ], nos é apresentado uma
familia de estatisticas que podem ser utilizadas em testes de adequabilidade de ajuste em distribuigdes
multinomiais. As estatisticas: x°, apresentada por Pearson, K ( 1900 ) [ 17 ] e Logaritmo da Razdo de
Verossimilhanga, apresentada por Cochran, W. G. ( 1952 ) [ 3 ] bem como algumas outras
estatisticas apresentadas em outros trabalhos fazem parte dessa familia de estatisticas. Nesse trabalho
de Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ] temos, apos analise dessa familia de estatisticas, a
sugestdo de uma nova estatistica, pertencente a essa familia de estatisticas, como a que melhor se

adapta para testes de adequabilidade de ajuste em distribui¢gdes multinomiais.

No presente trabatho tentamos contribuir para essa mencionada discussio, abordando alguns
pontos ndo completamente analisados, realizando uma comparacﬁo das estatisticas pertencentes a
essa familia de estatisticas apresentadas em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ] por
intermédio das regides de rejeigdo denotada por essas estatisticas, sugerindo a semelhanga entre os
testes °, apresentada por Pearson, K ( 1900 ) [ 17 ] e Logaritmo da Razdio de Verossimilhanga,
apresentada por Cochran, W. G. ( 1952 ) [ 3 ], marco inicial da discussdo, bem como muitos outros
que utilizam as estatisticas da referida familia de estatisticas. Ndo temos a pretensio de finalizar essa

longa discussdo, porém amplia-la com novas argumentagdes.

No capitulo 0, temos uma primeira abordagem do assunto que trata este trabalho, além de
propiciar ao leitor a visio com que o mesmo serd estudado, no desenvolver deste trabalho. Temos

nesse capitulo uma introdugdo um pouco mais abrangente do conteido dos capitulos seguintes.

No capitulo I, temos uma breve revisdo de elementos da Teoria da Informagio, que

admitimos, devido a bibliografia citada, ser o ferramental tedrico inicial do trabalho de Cressie, N. A.



C.eRead, T. R. C. (1984 ) [ 5 ]. Apresentamos a Entropia, como definida em Shannon, E. C.
('1948 ) [ 16 ], bem como a Divergéncia Direcionada, abordada no trabalho de Kuliback, S. ( 1959 )

[ 71, e posteriormente generalizada por diversos autores como: Rényi, Rathie ¢ Kannappan, Cressie e
Read.

No capitulo 1, fazemos a ligagdo da Teoria da Informagdo com testes de adequabilidade de
ajuste em distribuigdes multinomiais. Temos também um breve histérico do desénvolvimento de
testes de adequabilidade de ajuste em distribuigbes multinomiais, bem como apresentamos uma
sintese do trabalho de Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 )[5].

No capitulo III, apresentamos uma simulagio de alguns casos particulares para alguns testes
utilizando as estatisticas definidas na familia de estatisticas apresentadas em Cressie, N. A. C. e Read,
T.R. C. (1984)[ 5], fazendo em seguida analises € comentarios dos resultados obtidos, que mesmo
ndo expressando todos os possiveis casos, nos revela uma amostra do que acontece em testes de

adequabilidade de ajuste em distribui¢des multinomiais utilizando essa familia de estatisticas.

No capitulo IV, apresentamos as conclusdes desse trabalho, partindo-se desde a relagdo de
Teoria da Informagdo e testes de adequabilidade de ajuste em distribui¢Ges multinomiais, até as
analises, em termos mais gerais, da simulagdo apresentada no capitulo anterior, incluindo-se a essa

analise comentarios também da analise assintotica dos testes da mencionada familia de estatisticas.



.CAPITULO 0

MOTIVACAO

Na Inferéncia Estatistica nos deparamos com um conjunto de dados, que assumimos ser
oriundo da realizagdo de alguma variavel aleatoria, que admitimos pertencer a um certo modelo cuja
fung¢do de probabilidade ou densidade de probabilidade € parametrizavel e pretendemos, através de
algum mecanismo, obter algum conhecimento desses pardmetros por intermédio desse respectivo

conjunto de dados.

Em alguns casos podemos ter interesse em um modelo que apresente variaveis aleatorias
discretas ou discretizaveis, assumindo somente um nimero finito de valores distintos, onde o
conjunto de dados, ao qual estamos associando este modelo é obtido em realizagdes independentes
de uma variavel aleatoria pertencente a este modelo. Nos interessa saber a possivel fungdo de
probabilidade da respectiva variavel aleatéria. Tratamos no caso de observagdes independentes de
variaveis aleatorias que assumem somente um numero finito de valores distintos, pois temos a

pretensdo de analisarmos somente o caso de distribuigdes multinomiais.

Um mecanismo possivel para a associagdo desse conjunto de dados & uma variavel aleatoria
pode ser a escolha, dentro de opgGes pré estabelecidas, de uma ou um grupo de variaveis aleatérias
que possuam uma maior plausibilidade com os respectivos dados, ou melhor, dentre duas op¢des de
variaveis aleatorias ou grupos de variaveis aleatorias selecionamos o que melhor se adequa na

possibilidade de ser a responsavel pela geragdo do conjunto de dados em questio.

Porém, podemos ter interesse em uma certa varidvel aleatoria particular, ou seja, temos a
pretensdo de explicar o surgimento de um certo conjunto de dados através de uma particular variavel
aleatoria do modelo acima descrito, ou seja, o conjunto de dados é oriundo de observagdes

independentes de uma variavel aleatéria que assume somente um nmero finito de valores distintos.



Podemos entdo pensar na possibilidade de medirmos o grau de plausibilidade existente entre essa
varidvel aleatoria de interesse e os respectivos dados apresentados, onde essa medida de
plausibilidade deve levar em consideragdo as possiveis variaveis aleatOrias alternativas, para a

explicagdo do surgimento do conjunto de dados em questio.

Ao atribuirmos o surgimento de um conjunto de dados a realizagdes independentes de uma
certa variavel aleatoria particular, ndo podemos nos contrapor a possibilidade de tolerarmos, como
geradora do conjunto de dados em questdo, variaveis aleatorias, cujas fungdes de probabilidade

tenham valores muito proximos a fungfo de probabilidade dessa certa varidvel aleatéria.

Uma primeira abordagem desse tema pode ser visto em Pearson, K. ( 1900 ) [ 17 ] quando na
generalizagio da estatistica y”, mostrando sua convergéncia para a distribuigio Qui-quadrado,
sendo posteriormente confrontado em Cochran, W. G. ( 1952 ) [ 3 ] com uma nova estatistica, a
raz@o do logaritmo da verossimilhanga, mostrando este que esta nova estatistica, sob alguns aspectos,
possuia propriedades mais atraentes do que aquela, sendo entdo melhor, sob esses aspectos, para
resolver problemas como os acima citados. Posteriormente a W. G. Cochran, muitos autores
defenderam ora esta ora aquela estatistica como a mais adequada na resolugdo desses problemas,
tendo também alguns autores novas sugestdes de estatisticas. Dentro desse assunto N. A. C. Cressie
e T. R. C. Read construiram uma familia de estatisticas, que continham como casos particulares

algumas dessas estatisticas sugeridas.

O trabalho de N. A. C. Cressie € T. R. C. Read nos da boas chances de questionarmos e
compararmos essas estatisticas, porém este trabalho tem como inicio a apresentagdo de uma familia
de estatisticas que ndo sabemos ao certo de onde surgiram. Partindo-se da teoria da informagdo, bem
como uma ligagdo desta com a inferéncia estatistica encontramos uma chave para essa explicagdo,

deixando-nos mais scguros para a utilizagdo deste trabalho na comparagdo dessas estatisticas.

Esquecendo-se um pouco da idéia de poder de testes de hipoteses, ja que para esses casos nao
possuimos um teste mais poderoso em todas as opgdes de hipoOteses alternativas, buscamos na divisdo
do espago amostral em regido de maior plausibilidade para a hipotese de interesse e regido com
menor plausibilidade, medida essa plausibilidade por intermédio dessas estatisticas apresentadas no
trabalho de N. A. C. Cressie e T. R. C. Read, mostrando-se as diferengas e/ou semelhangas entre
essas estatisticas por intermédio das diferengas dessas regides, medindo-se assim a afinidade entre

essas estatisticas.



CAPITULO 1

ENTROPIA E DIVERGENCIA DIRECIONADA

1. Entropia

1.1. Introdugdo

A Entropia, como definida em Shannon, E. C. (1948) [ 16 ], pode ser vista como uma
medida, do grau de flutuagdo do ponto que sera obtido na realizagdo de uma variavel aleatoria
discreta. Essa medida esta associada a fungdo de probabilidade de uma variavel aleatoria discreta, € €
encontrada partindo-se de propriedades requeridas para uma quantificagio dessa natureza. Outros
autores como Ash, R. (1965) [ 1 ] e Rényi, A. (1970) [ 15 ] chegam a mesma medida, partindo de
propriedades diferentes, porém algumas dessas propriedades repetem-se nos trés autores, bem como

em muitos outros.

A passagem para o caso continuo, ou seja, quando a variavel aleatéria em questdo €
absolutamente continua, ¢ quase que imediato, porém nesse trabalho enfatizamos somente o caso
discreto.

Seja Sy o conjunto de todas as variaveis aleatorias discretas que assumem, no maximo, k
valores distintos e Py a familia de distribui¢des de probabilidades dessas variaveis aleatorias, onde R

representa o conjunto dos nimeros reais, temos:



k
S, :{)E:(xl,xz,...,xk):x,. er, Vi=12,. ke ZP[X:xi]zl}

i=1

k
P, = {f)=(pl,pz,..,,p,‘):p, 20, Vi=12,.,ke) p = 1}

i=1

1.2. Definigdo

A Entropia da fungdo de probabilidade de uma variavel aleatoria discreta, com fungdo de

probabilidades em P, , definida em Shannon, E. C. (1948) [ 16 ], € dada por:

£

H(pyspysn i) ==, P, Log,p,

i=1

assumindo, por convengdo que 0.Log,0 =0, pois: lim p.Log,p=0
p—0"

1.3. Caso particular, k = 2.

Um caso particular, quando k = 2, € de grande importancia, possuindo algumas propriedades

interessantes, como apresentado em Shannon, E. C. (1948) [ 16 ].

Hy(p, 1-p)=-p.Log,(p) - (1-p).Log,(1-p)



observando-se em fung@o de p, temos:

f(p)=-p.Logy(p)-(1-p).Log,(1-p)

apresentando o grafico que seguc:

grafico 1.1: f{ p ) =- p.Logy(p) - (1-p).Log,(1-p), p€ [0, 1 ]

—

f(p)

1.4. Algumas propriedades de Entropia

1.4.1. Niao negatividade

H(p1Py->Pk ) 20, V (P1,Pgs---Px ) € Py



prova:

H(pi,pas-.P ) = -Z; piLogyp;, 1,2,k
1) se p; = 0, p;.Log,p,= 0, por convengdo.
i) se 0 <p; <1, Log,p, < 0 = p; Log,p; < 0

por (i) e (i) 2; p; Log,p; < 0 = -2 p; Log,p; >0 =

1.4.2. Aditividade

Sejam ( py,p,,.-Px ) € Py € (4,95, ) € Py, onde p; > 0, Vi=1,2,... .k e q; >0, Vi=1,2,...,h.

H, w(pi-q4- 5P -GoP2- 915 >Pk-Gn) = Hil P1sPas- 5Pk )+ Hh( 41,925+ ->n )
prova:

k

h k h k
22 i =2pi-2q;=2.pi=1
=1 j=I i=1

i=1j=1

k h

Hyn(P1-415-5P1-9n5P2-915-+5Pk-An) = ‘Zzpi-Qj-Lng(pi-qJ') =
i=1j=1



k h k

h k h
=-2.2.P;-q;.(Log,p; + Log,q;) =— 2. X p;-q;.Log,p; — 22> pi-q;.Log,q; =
i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1

k h I k k h
= —Zpi']‘ogZPi‘ij - Zqi-Lngq,‘-ij = (como, Zpl = qu = 1) =
1 J7=1 Jj=1 i=1 i=1 j=1

i=

k h

==Y p,.Log,p, - >.4,-L0og,q, = H (P, Ps>--» Pi) + H, (41,9551 q,)

i=1 =1

1.4.3. Méximo em equiprobabilidade

Sup Hi( p1.pa--»Py ) = H (VK VKk,.., 17k ), (py,Pgs---Px ) € Py

1.43.1. Lema: Log(x)<x-1,Vx>0.
prova; N
seja f{x) =x - 1 - Log (x), x > 0.

of() _, 1 8f(n)

0x X 00X /x=1

=0.

1)
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L 0%(x) 1 o .
n) ———=—> 0, Vx> 0, sendo entdo f( x ) uma fungio concava.
0 x X

por (i) e (it) podemos dizer que o ponto x = 1 ¢ um minimo global, como f{1) = 0, podemos dizer que
a fungdo f(x) ¢ ndo negativa, ou seja, f(x)>0, Vx>0 = x-1-Log,(x)20 = Log,(x)<x-1,

Vx>0,

1.43.2. Lema: Sejam: ( p;,Ps-Px) € Pre (q1,92-59c ) € P, comp, > 0eq, >0, Vi=l, 2, .k
Entdo:2; p; Log.p; = 2; p; Log.g;, i=1,2,... k.

prova

usando o lema 1.4.3.1. temos que: Log(x) < x - 1, Vx > 0, fazendo-se x = p/q;, temos que:

k k "
Log.(qi/p) <qi/pi—=1 = piLog.(ai/p)<qi—p = 2 piLog(ai/p)<2(pi-qi) =

i=1 1=1

k k k
=  p;.(Log.q; —~Log,p;)<0 = > p;.Log.p; > p;-Log.q; ®

i-1 i=1 i=1

provade 1.4.3:

usando o lema 1.43.2. temos que: X;p;Logp; =2 X, p;Logq, i=1,2,...,k V(py, P2 - > P>
(9;,93,..,q) € Py, comp; >0 e g, >0, Vi=l, 2, ... k. Fazendo-se q; = 1/k, Vi=l, 2, ...k, temos que:



. k k k k \
> p.Log,p, =Y p,.Log,(1/k)=Log,(1/k).> . p, = Log,(1/k)=>_(1/k). Log,(1/ k)

i=1 i=1 i=1 i=1

—1 k k

-1 k k
> pi-Log,p, < S U/k).Log,(1/k) = - p,.Log,p, <Y (1/k).Log,(1/ k) e
I,Og‘,z ,Zl:p' Ogepl Loge2 ;( ) Oge( ) izzl:pr g2px ,Z=1:( ) g2( )

1.4.4. Sub-aditividade

Para {p;;}i=1,2,.. k € j=1,2,...,h; com p;; € Py}, temos:

Hy n(Pr1s 5P1poP2, 1 »Pipn) < Hil Zj P> Zj Pyjs-s Zj pk,j) +Hy (2 Pi1> Zipi,z:“" 2 Pin)-

prova:
sejam: p; = 2. p; € p; = 2iDij

k h

K h
Hyy(Pvysecos Pris Pagoeoos Pip) = “ZZP;,;'-Lngpi,j < —Zzpi,j"LogZ (p..p,;)=
=1 =1

=1 j=1 J

k h k h k h
==Y p,,(Log,p, + Log,p,)==>.> . p,,.Log,p, —>.>.p,,.Log,p, =

=1 j=1 i=1 j=1 i=l j=1

k

h
==Y p..Log,p, =D p,.Log,p, =H,(p,,Pyses D)+ Hy(P1sPases Pa) ®
J=1

i=1
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1.5. Caracterizagdo de Entropia

A medida de Entropia como sugerida por Shannon, E. C. (1948) [ 16 ] pode ser encontrada
partindo-se de certas propriedades requeridas para essa medida de incerteza. Véarios autores,
posteriormente a Shannon, sugeriram diferentes propriedades. Em Kannappan, P. (1972) [ 6 ] essas
propriedades ficam parcialmente reduzidas a uma equag@o funcional, nesse trabalho podemos ver a
medida de Entropia, como definida por Shannon, por intermédio da solugdo da seguinte equagdo

funcional:

L2 fUx . y) =2 fix)+% (y;), comi=1,2,.. kej=1,2,..h; onde k e h sdo niimeros inteiros

> 1—

maiores que um, x;> 0, i=1,2,.. .k ey;2 0, j=1,2,..,h.

Sendo essa solugdo dada por: f{ x ) = Ax.Log,(x), de tal modo que A é uma constante,
podendo-se assim obtermos o logaritmo, relacionado pela fungéo, em qualquer base desejada.
Fazendo-se A = -1/Log,2, através de alguma outra propriedade especifica, chegamos & formula de

Shannon.

Outros autores, como Mathai, A. M. e Rathie, P. N. (1975) [ 10 ] chegam a medida de

Entropia através das seguintes propriedades:
i- Continuidade: H,( p;,p,,....Py ) € continua em relagdo a ( p,,p,,...,Py )-

ii- Monotonicidade: H,( 1/k,1/k,...,1/k ) < Hy,,( 1/(k+1),1/(k+1),...,1/(k+1) ).

iii- Recursividade: H( py,Ps->Pi-1-Pk-q1>Pk-G2o+ P n ) = Hil ProPas-->Px ) + P Ho( 415925+ )

onde:  (Pp.Py-Px ) € Py e (q1,95-.,q ) € Py
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iv- Normalizagdo: H,(0.5,05)=1.

v- Simetria: H,( p,.P2-..-Px ) = H( Pi1>Pigs---Pix )» Onde {11,12,...,ik } é uma permutagdo de

{ ]72"")k }'

2. Divergéncia Direcionada

2.1. Introdugdo

Partindo-se do conceito de Entropia, definido por Shannon E. C. (1948) [ 16 ], podemos
mensurar o grau de incerteza gerado pela fungdo de probabilidade de uma variavel aleatoria discreta,
ou categorizada em k células mutuamente exclusivas, onde essa medida é maxima quando essas
células sdo igualmente provaveis, ou séja, no caso equiprovavel e minima (zero) somente no caso de
haver total concentragdo de probabilidade em uma unica célula, ou seja, uma categoria com

probabilidade um, com as restantes somando probabilidade zero.

Podemos ampliar o conceito de medida de entropia para uma medida de divergéncia entre a
distribui¢do de probabilidade de uma variavel aleatoria categorizada em k células mutuamente
exclusivas e a correspondente equiprovavel. Uma generalizagio natural serd a de mensurar a
divergéncia entre distribui¢gGes de probabilidade de duas variaveis aleatorias quaisquer, dessa mesma
natureza. Esse termo foi primeiramente abordado por Kullback, S. e Leibler, R. A. (1951) [ 8 ] e
novamente mencionado em Kullback, S. (1959) [ 7 ]. Posteriormente alguns outros autores como
Rényi, Rathie e Kannappan, Cressie e Read, definiram outras medidas de divergéncias entre

distribuigdes de probabilidades de variaveis aleatorias discretas.
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2.2. Definigdo

Sejam: ( py,Py,---Px ) € Pre (q1,40--,0, ) € Py, com q; > 0, Vi=1, 2, .. k. Kullback, S. (1959)
[ 7 ], definiu como divergéncia direcionada entre as distribuigdes de probabilidades das variaveis

aleatorias discretas com distribui¢des de probabilidades acima mencionadas, como:

x
Kpi,psys P 4y5-549:) = Zpi'LOgZ(pi/qi)

i=1

O termo divergéncia direcionada indica que essa medida ndo deve ser observada como uma

medida de divergéncia propriamente dita, pois ndo possui necessariamente a propriedade de simetria,
geralmente K( py,p,,- Pk © Qi0z0--k ) # K( qQp,qk ¢ P1-P2s->Px )» tendo entdo um componente
direcional, ou seja, mede a divergéncia entre a distribuigdo de probabilidades ( p,,p,,....px ) de uma
variavel aleatéria em relagdo a uma certa distribuigdo de probabilidades ( q,,9,,...,q; ) de uma outra

variavel aleatéria.

2.3. Caso particular, k = 2.

Podemos ter uma certa idéia do que mede a divergéncia direcionada através da visualizagio

do caso particular onde k = 2. Temos que:
K(p,1-p : q,1-q) = p.Log,(p/q) + (1-p). Log,((1-p)/(1-q))

observando-se em fungdo de p e q, temos:
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f(p., q)=p.Log,(p/q) + (1-p).Log,((1-p)/(1-q)).
apresentando o seguinte grafico.

gralico 1.2: {( p, q ) = p.Log,(p/q) + (1-p).Log,((1-p)/(1-q)).

2.4. Algumas propriedades de divergéncia direcionada

2.4.1. Nao negatividade

K(pyP2se- P - Q159254 ) = 0, V(P1,P2s--Px ) € Pre (q;,95--.9 ) € Py, com ;> 0, Vi=1,2,.. k.
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prova:

K(P1.PgseaPiiA 10025 qk)—Zp. Log,(pi/a;) = Zp. (Log,p; — Log,q;) =
i=1

k
p;.-Log,p; —>.p;-Log,q; 20 (lema1.432.) e
i=1

nMw

2.4.2. Aditividade

Sejam: (ppr"--;pk) € Pk, ( q1>q2>'~"qh) € Ph> ( Sl>s2:"-:sk) € Pk € (r13r2)--->rh) € Ph7
coms; >0, Vi=12,.. ker,>0,Vi=12, h

K(p14p - > P1hs P2Q1s > Prn - S1T1s - > SiTpo SoTp5 - > STy ) =

=K(P;.Pgs > Pii 81> S35 -5 S ) TRy, gy oo Gyt Ty5 Tgy v 5 Ty )

prova:

Kk
P4,
K(plql>""[)lqh>])2ql>--‘>pkqh:slrlr"?Slrh>szrl,""skrh) = ZzpiqiLng( Srj] =

i=1 j=1 i’ j

i=1 j=1 i=1 j=1

Kok Kk oh kK h q.
=> > py, (log (1 j + Log, [—N Zzpiqjlogz( ) +ZZP:‘I,~LngE’r‘J‘J =
i=1 j=1 S; 5 J
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k l),' h h qj i k pi h qj
:ZpiLng ‘;“ qu +Zq1LOg2 ‘r_ Zpi :zpiLng ';‘ +quLOg2 =
i=1 i/ j=1 J=1 j/i=1 i=1 i

= K(D1sPyseos P850 08 H K(41, G55 Gy o) @

2.5. Caracterizag@o da divergéncia direcionada

Assim como na Entropia de Shannon, podemos obter a divergéncia direcionada entre
distribuigdes de probabilidade de varidveis aleatorias discretas, através de propriedades requeridas
para uma medida dessa natureza. Em kannappan, P. (1972) { 6 ] essas propriedades ficam reduzidas a

resolug@o de uma equagio funcional, com a adi¢do de outras duas propriedades especificas, sdo elas:

h

k h k
Zzif'(x,.y‘,,ui.vj)zZf(x,,u,)+2f(yj,vj), onde: x; 20,y, 20,u, >0¢ev, >0,
i=1

i=1 j=1 j=1

h

k h k
vi=1,2,...,kej=1.2,..,h com in =Zyj =Zui =Zvj =1
i=1 j=1 i=1

Jj=1

de tal modo que:
) f(1,05)=1

ii) f(0.5,05)=0
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sendo a solugdo Unica encontrada para f, dada por: f{ x, y ) = xLog,(x / y), com x € [0, 1] e
y € (0, 1]

Em um outro trabalho, Mathai, A. M. e Rathie, P. N. (1975) [ 10 ] chegam a divergéncia

direcionada, definida de mancira Gnica, através de certas propriedades, sejam elas:

1) Recursividade:  K(p,pa, Py Q15G2>50k ) = KCP1HPasPsyse 5Pk * 4iHdasdsse i ) +

+(pytp2 ). KCpi/(pytpy) > P/ (PiHp2) - 41/(q; 1) 5 42/(q;14y) ), com: py+p, >0 e q;+q, > 0.

i) Simetria: K(py,pz,-,Py © Aps9a5-Gk ) = K(PisPigs--Pix * Gt iz )» onde {i1,12,..ik } € uma
permutagdo de { 1,2,... .k }.

i) Derivavel: Sejaf(p,q)=K(p,1l-p:q,1-q),parape(0,1)eqe (0,1) f(p, q) possui

derivadas parciais de primeira ordem continua, com respeito a qualquer das variaveis.

iv) Normalizagdo: K(2/3,1/3:1/3,2/3)=1/3

v) Nulidade: K(p,1-p:p,1-p)=0,Vpe(0,1).

3. Divergéncia direcionada generalizada

3.1. Introdugdo
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Alguns autores, tomando como base a divergéncia direcionada definida em Kullback, S.
(1959) [ 7 ], construiram divergéncias direcionadas mais gerais, passando a ser aquela, casos

particulares destas.

Uma dessas generalizagdes pode ser visto em Rényi, A. (1970) [ 15 ], outra generalizagio foi
apresentada em Rathie P. N. e Kannappan, P. (1972) [ 13 ]. Tomando, possivelmente, como base

essa tltima Read, T. R. C. e Cressie, N. A. C. (1988) [ 14 ] sugeriram uma outra generaliza¢#o.

Assim como em Kullback, S. (1959) [ 7 ] essas divergéncias direcionadas generalizadas sdo

obtidas através de propriedades requeridas para medidas dessa natureza.

3.2. Alguns exemplos de divergéncias direcionadas generalizadas.

Sejam: ( py,py,...Px ) € P e (q,,9,,-.,9, ) € Py, com q; > 0, Vi=1, 2, ... k. Assumindo, por

convengdo, que: 0.Log,0=0.

3.2.1. Divergéncia direcionada de ordem a de Rényi.

I'k.(x (pl’pz ,'--,pk:ql,qz,...,qk)—_—

a-1 i=l1

Log, (zkj(pi“.qil_“)), o= 1.
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3.2.2. Divergéncia direcionada de ordem o de Rathie e Kannappan

" 1 k —
I Ko (Pl’Pz,...,Pkiql,(lz,...,qk)=W(Z(pia.qil * —1)], o # 1.
— 1 \i=1

Obs. para ambos os casos I' ; e I", | sdo definidas, por continuidade, através dos limites quando

o—1

3.3. Divergéncia direcionada de Kullback, vista como um caso particular

Para cada um dos casos, de divergéncias direcionadas generalizadas de ordem a,
apresentados anteriormente podemos obter a divergéncia direcionada de Kullback como um caso

particular, ou seja, para um valor particular de o (o = 1).

prova:

Lyt {ProP2ss PG Ch) = ML o (P Py P ) = hm—logzﬂn 4™)=

k

. 1 1- . .
(ngll (@ —Dlog.2 Log, El(pia .d; a) = (_derivando numerador e denominador ) =




i(Log,c(p )(p. 45 ()—Loge(Qi)(Piaﬂil_a))
i(pia-QiI_G)

i=1

~ Log,2

- = = . (Log,p; — Log,q;))= . Log,| =L||
Z[p (L%cz fop.2)) = 2 (Pi-(Logapy 8:0)) =X pi Loga

i=1

" 1(P1-P25>Pk:1>925>qk ) = lim 1"y, (P1>P2s>Pk:Q15q25->dK) =

k
(Z (piOL .qil_a - 1)) = ( derivando numerador e denominador ) =
i=1

_(l:g]l—i&-‘%;g;—(i(LDgcpi -(pia-(hm)—IﬁgeQi(Pia-Qil—a —1))) =

k k
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>§(Pi (Log.p; ~Log.q;)) =

- (Z(pi~(lngepi —Iogeqi)))=2(pi-[mgepi LDgeQiD =§(Pi-(h’g2pi ~Logzq;))=

Log,2 Log.2 Log,2

i=1

Sl

i=1 i=1
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3.4. Divergéncia direcionada de ordem o de Cressie e Read

Partindo-se da divergéncia direcionada de ordem o proposta por Rathie e Kannappan, com

algumas alteragGes, evitando a desagradavel situagdo de 1", o( Pp,Pz- Pk © Q1sd2se 0k ) =0,
YV (PysPasesPy) € P (qp,9,-.0 ) € Py, com g, > 0, Vi=l, 2, ...,k. Acontecendo de modo anélogo a
L' o( P1:P2o---Px  G1.925---0i ) = 0, ou seja, em ambos os casos a divergéncia direcionada generalizada

entre duas quaisquer distribuigdes de probabilidade ¢ zero. Podemos chegar a uma outra divergéncia
direcionada generalizada, como definida em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984) [C2], temos:

4

1 k pi)
Ik,(x(pl:er'-:pk:q]:q2>"'>qk)=a ((X,+1) Z pl(-q_l) -1 ) ae{_l,()}
. i=1 i

Definindo-se, por continuidade, através do limite nos casos o = -1 e a = 0, obtemos:

k
. q.
Ik~—|(P1>p2’---’Pkima%,---an): lim Ik,a(pbpz>---apk3Q1aQ2a---=Qk)=Z q;.Log, -
a1 p

i=1 i

k
. p.
lk,o(pl’Pz,---,pkim,%,---,Qk)=lu_1)})1k,a(p1,p2,---,Pk3Q1,Q2,---an)=Z(pi-L°ge(“iD

i=1 i

prova:
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, 1 X P; *
Ik,(x(pl’p2""9pk:ql>q29"'7qk): hln_-'-—___ Z[pl(—lj _1] ) aE{"l,O}

()L—)Zl(X,.((X,'l’l) i=1 q;

1 & (i)
( derivando numerador e denominador ) lim " Z{pi.Loge(g-‘-).(&) ]

a-—>a 2(1 + i=1 i qi

1 | & P | [ P |k q;
L PPy P oo,y ) = lim —— p-.Loge(—‘).(—j =>1q;.Log| —
K, 1(P1 P2 Pk 1,42 k) a1 2041\ 5 i ) \q; p D;

[ P =lim—— i —||— = - —
k,()(pl’pZ) >Pk-d1-92, 7qk) a0 20041 lgl bPi Loge(ql q le pl Loge q;

3.4.1. Relagdes entre outras divergéncias direcionadas generalizadas

No caso da divergéncia direcionada generalizada proposta por Cresie ¢ Read nenhum valor
particular de o transforma esta na divergéncia direcionada de Kullback, porém no caso a = 0, temos

uma razdo de diferenga em termos da constante Log 2.

Ik,()(pl’p2:~-’pk:ql’q2a---aqk)= K(Pl,Pzw-,pk:(ll,%>~-->Qk)

Log. 2

[
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A divergéncia direcionada de ordem a proposta por Cressie e Read, pode ser vista em fungio

das outras duas anteriormente citadas, através das seguintes equagoes:

1 (2a'l'k.u+l(pl sPasesPi 4, ’“'1qk) — 1)

1 Do D A1y ) = ————
ke (P1sP2s s PkiA15G050 k) i D)

2% -1

—_—" Porses P q1,d9 515
a(a+1) k,oc+1(p1 P25---.Pk- 41,42 Qk)

[k’a(pl’pz""’pk:ql>Q2:-~-,qk)=
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CAPITULO 11

TESTES DE  HIPOTESES DE  ADEQUABILIDADE DE AJUSTE EM
DISTRIBUICOES MULTINOMIAIS

1. Introdugdo

O modelo matematico do problema de comunicagdo, como visto em McMillan, B. (1953)
[ 11 ], pode ser encarado de modo andlogo com o problema de estimagdo. Uma mensagem €
transmitida, porém no decorrer da transmissio temos interferéncias desconhecidas, alterando a

mensagem recebida. Com base no que foi recebido temos que inferir ao que foi transmitido.

Podemos entdo fazer um paralelo com a inferéncia estatistica, onde temos uma amostra, que
admitimos ser proporcionada pela realizacdo de alguma variavel aleatéria e queremos obter
informag¢des sobre o possivel mecanismo aleatorio gerador de tais dados, ou seja, desejamos

conhecer tal variavel aleatéria.

Utilizando-se da Teoria de Informagdo, apresentada no capitulo precedente, vamos expandir a
idéia de medida de divergéncia direcionada para uma aplicagdo em testes de hipOteses, como
apresentado em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ]. Tomando-se ao invés da medida
de divergéncia direcionada entre duas distribui¢des de probabilidade de variaveis aleatorias discretas,
uma medida de divergéncia entre o ponto observado, na realizagdo de uma variavel aleatoria discreta

com distribuigdo multinomial e o respectivo valor esperado desta.
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2. Teste de hipoteses Multinomial

Seja Y uma variavel aleatoria discreta, ou discretizada, podendo assumir, com probabilidade
niio nula, os valores { y, yp, ... , Yk } com respectivas probabilidades dadas por: P[ Y =y; ] = 6;,
i=1,2, ..,k Definimos por espago paramétrico, denotado por A, o conjunto de todos os possiveis

valores dos 0;'s
k
A= {(91,92,-~,9k)19,- >0,i=12,.,ke> 6, =1 }

Desejamos testar a hipotese de ser ( py, p2, - > Pk ) ( (P15 P2> - » Pk ) € A) o possivel valor
do parametro ( 0y, 8, ... , Oy ). Para tanto tomamos uma amostra aleatéria de tamanho n, dessa
variavel aleatdria em questdo, ou seja, geramos n valores independentes dessa variavel aleatoria. Seja
{Y;},1=1,2, .., n, essa amostra, temos que as variaveis aleatorias Y;'s, sdo independentes e

identicamente distribuidas ( i.i.d.), onde a distribuigdo de cada Y; é a mesma que Y.

Como visto em Bickel, P. J. ¢ Doksum, K. A. (1977 ) [ 2 ], temos que a estatistica (vetor)
( X1, X5, ... ,Xx ), onde X; corresponde ao nimero de vezes que ocorre o valor y; na amostra acima

mencionada, é uma estatistica suficiente minimal em respeito ao parametro ( 0, 05, ... , 0y ). Para
testarmos algo em respeito ao pardmetro ( 94, 85, ... , Oy ) sera entdo suficiente analisarmos a
estatistica ( vetor ) ( Xj, X,, ... ,X) ). Sabendo-se que a distribuigdo de ( X, X,, ... X ) €
multinomial de pardmetros ( n, ( 9, 0,5, ... , 0 ) ), o problema de interesse, ou seja, testar se

(01,07, ...,0,)=(p1> P2, .- » Pk ) € reduzido a um teste multinomial.

Denotamos por €2, o espago amostral de ( X, X», ... ,Xj ), temos:

k
Q:{(xl,xz,...,xk):x,. €{0l,..n},i=12,. .k e D x, :n}
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O procedimento do teste sera o de observar o valor produzido pela estatistica ( vetor )
( Xy, Xy, ... , Xy ), dado pelo ponto ( Xy, Xp, ... , Xk ) (( X1, Xy, ... , Xk ) € Q) e posteriormente
decidirmos se ( 01, 0, ... , 0y ) pode ser dado por ( py, Py, ... » Pk )-

3. Breve historico sobre testes de adequabilidade de ajuste em distribui¢des multinomiais

Um primeiro trabalho, que podemos citar como base para o desenvolvimento de testes de
adequabilidade de ajuste em distribuigdes multinomiais, como citado em Lancaster, H. O. ( 1969 )

[ 9], ¢ a normalidade assintotica, mencionada por Moivre e Laplace, da estatistica:

%= (X-n.p)/\n.p.(1-p),

onde X € uma variavel aleatoria com distribuigdo Binomial, de pardmetros n ( n inteiro positivo ) € p

(pe(0,1)),revelando a expressdo:
¥ = (X =np) [ p(1=p)) = (X =n.p) [(n.p)+(X —np) [(n.(1-p)) =

=(X-n.p)? [(n.p)+ (@~ X -n(1- p)* [(n.(1- p))

que posteriormente foi generalizada por K. Pearson, para o caso de uma distribuigdo multinomial, ou

seja:

2 ¥ (X{-np;)?
A=
i=1 n.p;

b4
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onde ( X, Xp, ... , X ) ¢ uma variavel aleatoria ( vetor ) com distribuigio multinomial, de

parametros n ( n inteiro positivo ) € (py, P2 .. » Pk ) ((P1, P2» .- » Pk ) € A). Sugerindo que %2 tem

distribuigdo assintotica Qui-quadrado com k - 1 graus de liberdade.

Uma grande contribuigfio para a aplicabilidade de %2 foi feita por R. A. Fisher, no caso onde
existe uma necessidade de alguma estimagdo paramétrica. Para ser encontrado o valor de %2, temos a

distribui¢io assintotica de x2 Qui-quadrado com k - s - 1 graus de liberdade, onde s corresponde ao

numero de parametros estimados.

Em Cochran, W. G. ( 1952 ) [ 3 ], ap6s uma minuciosa analise da estatistica x2 apresentada
anteriormente, temos a sugestdo de um possivel concorrente, a estatistica do logaritmo da razio da
verossimilhanga, trazendo a luz outra estatistica, com convergéncia Qui-quadrado, apresentando

algumas propriedades, sob alguns aspectos, nio encontradas em x2.

Posteriormente muitos outros artigos estudaram essas estatisticas, onde em muitos desses
trabalhos temos uma analise da semelhanga existente entre essas duas estatisticas e, em alguns casos,

encontramos novas sugestdes de estatisticas alternativas a essas.

Alguns dos artigos que fazem comparagdo ou analises nesses testes com distribuigio
assintotica Qui-quadrado o fazem em amostras finitas, analisando casos particulares. Em muitos
desses podemos notar uma dificuldade de aplicabilidade desses modelos de testes em pequenas

amostras, principalmente em relag@o ao tamanho do teste que € sugerido e o real tamanho do teste.

Iissas discussdes prosseguem até os dias de hoje, com uma vasta literatura a esse respeito, e
ainda irdo prosseguir por muito tempo, pois nio temos uma estatistica, nesses moldes, que apresente
um teste com uma forte caracteristica, capaz de superar qualquer outra estatistica. Sempre que
analisamos o poder dos testes, podemos notar haver ora um, ora outro em melhor destaque,

dependendo do ponto alternativo que estejamos analisando.

Em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ], podemos ver grande parte dessas
estatisticas, com convergéncia Qui-quadrado, generalizados em uma mesma familia de estatisticas,
incluindo-se a essas as estatisticas de K. Pearson e o logaritmo da razdo de verossimilhanga sugerido
em Cochran, W. G. (1952 ) [ 3 ]. Porém, ndo contendo-se em generalizar essas estatisticas em uma
familia, Cressie e Read sugerem uma nova estatistica, com convergéncia Qui-quadrado, dentro dessa

familia, como forte concorrente entre as demais j4 mencionadas,
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I 2/3
o | ( X, ]
2n1* = 2 X N - =1,
5;1 [ n.p,

onde ( X;, X,, ... , X ) é uma variavel aleatéria ( vetor ) com distribuigdo multinomial, de

pardmetros n ( n inteiro positivo ) € ( py, P> - » P ) ((P1, P2, - > Pk ) € A).

4, Testes multinomiais apresentados em Cressie, N. A. C. ¢ Read, T.R. C. (1984)[5]

4.1. Introdugio

Partindo-se da divergéncia direcionada de ordem a de Cressie e Read, apresentada no
capitulo anterior, Iy o, ( Py, P2, .. » Pk : 41> 92, - » Gk ), pode-se encarar um teste de hipoteses
multinomial como uma aplicagio dessa divergéncia, onde o ponto ( qj, 9y, -.. , qi ) representa o valor
do pardmetro que queremos testar € ( pj, Py, ... , Pk ) uma estimativa, baseada na observagdo de

( Xy, Xp, ... ,Xg ), para o valor do pardmetro (0}, 05, ... , 0)).

Uma outra maneira de utilizagdo da idéia de medida de divergéncia direcionada, como é
sugerida em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ], é observarmos o valor da divergéncia
entre o valor esperado da variavel aleatoria multinomial em questdo, supondo que o valor do
pardmetro ( 0y, 0,, ... , O ) é dado por ( qy, qp, ... , q ) € o valor observado na realizagdo dessa
variavel ( X, Xp, ... , X ). Temos nessa medida um carater direcional, pois estamos analisando a
divergéncia entre um ponto esperado, de uma suposta varidvel com distribuigdo multinomial € um

ponto observado dentro do espago amostral relativo a esta variavel.
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4.2, Fungao de divergéncia apresentada em Cressie, N. A. C. ¢ Read, T.R. C. (1984 )[ 5]

Em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ] e posteriormente em Read, T R.C e
Cressic, N. A, C. ( 1988 ) [ 14 ] nos é apresentado uma familia de estatisticas construidas por
intermédio de uma variavel aleatoria ( vetor ) com distribuigdo multinomial de pardmetros n e
(81,6, ...,6, ), onde n éum nimero inteiro nio negativo e (0y,0,,...,0, ) € A. Essa familia ¢

definida como segue:

2
2 ¢ X,
onlt=—=__N'x (_'_) 1} 1 e . )
(A +1)§ 1[ E, } ( nimeros reais )

onde: ( Xy, X3, ..., Xj ) é uma variavel aleatoria ( vetor ) com distribuigdo multinomial, como acima

citado, ( E;, E,, ... , Ex ) é o valor ( vetor ) esperado dessa variavel aleatdria e A o paridmetro

indexador dessa familia de estatisticas.

Para os valores A = -1 ¢ A = 0, 2nI* é definido por continuidade, ou seja, pelos respectivos

limites. Temos entdo:

k A k Alog, | Xt
2nl "~ :!imZn[’1 =1im———2——-—ZXi (-)—(:’-) -1]|=lim 22 ZXi e S[E'] ~-1l=
> 1 A»—rlﬂ/(l_*_l) = b A—»—lﬂ’ +ﬂ’ -

i i

i
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P!

k

2nl’ = 11m2nl’1 = 11m ZX ( ) —1|=lim
0 ﬂ,(/l +1) 4

Essa familia de estatisticas, para um numero k fixo, possui distribuigfo assintética Qui-quadrado com
k-1 graus de liberdade, para qualquer valor de A. Essa afirmagdo é provada em dois passos,
primeiramente, utilizando uma expansdo em série de Taylor, pode ser provado que a distribuigdo da
estatistica 2nl* ¢ semelhante a distribuigdo dessa estatistica no ponto A = 1, ou seja, 2nIl. O segundo
passo é tdo somente a identificagdo de 2nI! como a estatistica de Pearson, que é ja bastante

conhecida como distribuida assintoticamente Qui-quadrado, com k-1 graus de liberdade.

4.2.1. Casos particulares de 2nI*

Para cada valor de A, na familia de estatisticas apresentada anteriormente, temos uma

estatistica diferente. Observando-se alguns valores de A podemos notar, nessa familia de estatisticas,
além da estatistica de Pearson, j4 mencionada, algumas estatisticas bastante conhecidas, dentre elas

podemos destacar as que seguem:
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4.2.1.1. Estatistica X2 modificada de Neymann (A =-2)

) k 2 [ E [ EL-XE
2nl Yy ZH)Z, [( ,,j l:|—§(j\7 'j—g( X, ]

- Z":(Ef ~ XY 42XE -2XE +X? - ij _ i(u —2XE +X!+2X,E, —2X,.2j _

X,

i

(X, - E) +2AXE, - X] k(X -E)
Z( D+ 2( ) (

) k k (X_E)Z
: —+2Y (£, -X)= ) ———
i=1 Xi ; Xi E( 1 ') IZ—-:]: X

4.2.1.2. Estatistica do logaritmo da razio de verossimilhanga modificado (A =-1)

k
2nl~" = lim 2nl* = 22 E, loge(%).

i=1

4.2.1.3. Estatistica de Freeman - Tukey (A =-0.5)

H

2l = OSH)ZkJXK )—0'5—1}= ij( X.E - X,)= 4i(—2 X,E, +2X,)=

‘ k 2
:42(— 2J XL + I, +X,)=4Z(\/X~“\/E)
i=1

i=1
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4.2.1.4. Estatistica do logaritmo da razio de verossimilhanga (A =0)

: X
2u1” = lim2ni* =23, X, l<>g(.(’7+}'

1=1 ‘i

4.2.1.5. Estatistica X2 de Pearson (A =1)

2 & x\ k (X.Z ] k (X?~X.E.j
/! = Xt =L] —1]= Zi Y | = i i~ | —
! 1(1+1),Z::‘ {[Ej } Z; E Z, E,

[Xf ~ X,E, - X,E, + X,E, — E? +Ef) ~ i(xf ~2X,E,+E! + X,E, —Efj ~
E,

k IR ARY k k _F)?
3o S E)- Z;(X,- _£)

i

4.2.2. Utilizagdo da familia de estatisticas em testes multinomiais

Em cada valor de A temos uma fungdo que de alguma maneira tenta quantificar uma
divergéncia entre o valor esperado ( vetor ) (E;, E,, ..., Ex ) e o ponto ( vetor ), do espago amostral
Q, observado ( xj, Xy, ... , X ) na realizagdo da variavel aleatoria com distribuigdo multinomial,

associada ao experimento em questio.

Temos, sob algum ponto de vista matematico, que ¢é refletido em diferentes valores de A, uma

divisdo, dentro do espago amostral ), entre pontos com maior plausibilidade a hipotese nula, que

levariam a sua ndo rejeigdo, caso fossem observados nessa realizagdo, acima descrita € pontos com
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menor plausibilidade a hipotese nula, que levariam a sua rejeigdo, caso fossem observados nessa
realizagio. Muitos desses diferentes valores de A, citado anteriormente, foram tratados
separadamente, criando-se um certo numero de testes de adequabilidade de ajuste com distribui¢do
assintotica Qui-quadrado. Na familia de estatisticas proposta por Cressie e Read, temos uma

generalizagdo de muitos desses, podendo analisa-los como casos particulares.

Observamos entiio, para cada valor de A, uma fungio que indica a divergéncia entre o ponto
observado, na realizagdo da variavel aleatoria multinomial e o respectivo valor ( vetor ) esperado

dessa variavel.

4.23. Comparagdo assintética entre os testes da familia Cressie e Read

Temos em 4.2. que as estatisticas de divergéncia 2nI*, ( A € R ) sdo assintoticamente
equivalentes, sob a hipotese nula considerada como verdadeira, com distribui¢do assintética comum,
Qui-quadrado com k-1 graus de liberdade. A eficiéncia assintotica dos testes, utilizando essas
estatisticas, para um nimero de células k fixo, utilizando o conceito de eficiéncia relativa de Pitman e
Bahadur, para algumas certas alternativas, foi mostrado em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C.
( 1984 ) [ 5 ], ndo haver grandes diferengas, ou seja, as estatisticas da familia 2nI*, mostraram-se,
nesses casos analisados, assintoticamente equivalentes em relagdo a eficiéncia em alguns casos

particulares de alternativas.

Em relagdo a velocidade de convergéncia das estatisticas de divergéncia 2nI*, (A € R ) o
método de comparagdo utilizado em Cressie, N. A. C. ¢ Read, T. R. C. (1984 ) [ 5] foi o de
observar, na expansdo assintotica dos momentos exatos da familia 2nI*, utilizando série de Taylor, o
valor de segunda ordem, fazendo-se modificagGes nas variaveis, de sorte a obtermos no valor de
primeira ordem o respectivo momento de uma variavel aleatdria com distribuigdo Qui-quadrado com
k-1 graus de liberdade. Observando-se para grandes valores de n, o valor de segunda ordem, em
relagdo a essas expansdes, para os trés primeiros momentos, mostra-se mais proximo a zero, nos
casos de A = 1 e A = 2/3, sugerindo uma boa velocidade de convergéncia nesses dois casos, bem

como mostra-se muito proximo a zero, paraA € [ 0.3,2.7].
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Observamos entiio o surgimento de mais um valor de A { A = 2/3 ), para ser estudado entre as

estatisticas, generalizadas em 2nI* ( A € 9 ) para sabermos qual é a melhor em testes de

adequabilidade de ajustes em distribui¢gdes multinomiais.

4.2.4. Comparagdo em amostras finitas entre os testes da familia Cressie e Read

O critério utilizado em Cressie, N. A. C. ¢ Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ], para comparagdo
entre os testes utilizando as estatisticas em 2nI*, ( A € R ) é o critério da fungdo poder, onde em
muitos casos, devido a complexidade de hipoteses alternativas, é matematicamente inacessivel. Para
essa comparagdo foram utilizados casos particulares onde a hipotese nula € a simétrica (1/k , ..., 1/k),
com k = 4, n = 20 e tamanho do teste aleatorizado 0.05, tomando-se alternativas fazendo-se uma

perturbagdo em uma das coordenadas, tomando-se as coordenadas restantes com valores iguais.

Os resultados mostram-se de tal modo que para alternativas onde a perturbagio ¢é feita para
valores maiores que 1/k, o poder do teste cresce com o valor de A e de modo contrario, para
alternativas onde a perturbag@o ¢ feita para valores menores que 1/k, o poder do teste decresce com

o valor de A.

Podemos notar que € possivel, para alternativas particulares, methorarmos o poder de testes ja

bastante discutidos, como o teste definido por Pearson bem como o teste da razdo do logaritmo da

verossimilhanga, escolhendo outros membros da familia 2nI*.
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CAPITULO 111

SIMULACAO PARA ALGUNS CASOS PARTICULARES

1. Analise em pequenas amostras

Como podemos observar em Tate, M. W. e Hyer, L. A, (1973 ) [ 18 ] a imprecisdo do teste
Qui-quadrado fica bastante evidente em amostras de pequeno porte. Dependendo da relagdo de n,
tamanho da amostra e k, nimero de classes ou categorias, podemos ter uma grande diferenga entre o
tamanho do teste que é sugerido e o tamanho real do teste. Isso fica mais acentuado ainda, quando o

valor associado a hipotese nula p, esta longe do caso equiprovavel ( 1/k, 1/k, ..., 1/k).

Uma das idéias encontradas na ampla literatura, como alternativa para a aplicagdo do teste
Qui-quadrado € defendida no artigo Tate, M. W. e Hyer, L. A. ( 1973 ) [ 18 ]. A sugestdo
encontrada nesse trabalho € a de que ndo devemos empregar o teste Qui-quadrado nos casos de
amostras de pequeno porte, tendo como alternativa, usar um teste de tamanho "exato" partindo-se
das probabilidades de ser verificado cada ponto do espago amostral, considerando que a hipoétese
nula seja verdadeira. A regido de rejei¢do, desse teste, € construida tomando-se os pontos de menores
probabilidades, sob a hipotese nula considerada como verdadeira, até a obtengdo do tamanho de teste
desejado. Temos como procedimento do teste a rejeigdo da hipdtese nula, sob um nivel de
significncia a, caso o somatorio das probabilidades de valores, que apresentam probabilidades

menores ou iguais ao ponto observado, seja menor do que o valor a.
Uma outra idéia, ndo tdo radical, em relagio ao abandono do teste Qui-quadrado, quanto a
primeira, é defendida no artigo Radlow, R e AlfJr. ,E. F. (1975)[ 12 ]. A sugestdo encontrada

nesse trabatho ¢ que devemos utilizar a estatistica 2, considerando a hipétese nula como verdadeira,

apenas para ordenar os valores dentro do espago amostral. A regido de rejeicdo desse teste é
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constituida pelos pontos que apresentam os maiores valores para a estatistica %2, considerando a
hipotese nula como verdadeira, até a obtengdo do tamanho de teste desejado. Temos como
procedimento do teste a rejeigdo da hipotese nula, sob um nivel de significancia a, caso o'somatorio
das probabilidades de valores, que apresentam o valor da estatistica x2 maior ou igual ao valor da

estatistica x2 aplicada no ponto observado, seja menor do que o valor de a.

Em ambas alternativas ainda devemos ter, na maioria dos casos, uma diferenga entre o
tamanho do teste que ¢ sugerido e o real tamanho do teste. Essa diferenga s6 sera completamente
extinta, caso fagamos uma aleatoriarizagdo no teste, ou seja, incluirmos na regifo de rejeigdo alguns
pontos, a partir de cada critério, acima mencionado, com uma certa probabilidade de rejei¢do da

hipotese nula, caso seja verificado esse ponto, adequada essa probabilidade de tal modo que o

tamanho real do teste seja o valor sugerido, o.

2. Aplicagdo da idéia de Radlow, R e AlfJr. ,E. F. (1975 )[ 12 ] em testes da familia definida em
Cressie, N. A.C. e Read, T R.C. (1984)[5].

De modo analogo ao teste Qui-quadrado, os testes da familia definida em Cressie, N. A. C. e
Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ], possuem uma grande imprecisdo para pequenas amostras. Dependendo
da relagdo de n, tamanho da amostra e k, nimero de classes ou categorias, podemos ter uma grande
diferenca entre o tamanho do teste que é sugerido, com o tamanho real do teste, isso fica mais
acentuado ainda, quando o valor associado & hipé6tese nula p, esta longe do caso equiprovavel ( 1/k ,
I’k , ..., 1/k ) e/ou quando o valor de A, na fungio de divergéncia, ¢ ou muito pequeno ( A — -0 )

ou muito grande ( A — +w).

Usando a sugestdo encontrada em Radlow, R e Alf Jr. , E. F. ( 1975 ) [ 12 ], porém
aleatorizando o teste, podemos estabelecer mecanismos de comparagdo entre os testes dessa familia,
com mesmo tamanho, em se tratando de pequenas amostras, inferindo em possiveis resultados para

grandes amostras.
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3. Andlise de alguns casos particulares em testes definidos através da fungdo de divergéncia definido
em Cressie, N. A. C. e Read, T R.C. (1984)[5]

A familia de estatisticas definidas em Cressie, N. A. C. ¢ Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ], gera
uma infinidade de testes, além disso temos infinita, ndo enumeravel, maneiras de optarmos pela
hipotese nula ¢ infinitas maneiras de selecionamos n, tamanho da amostra e k, nimero de classes ou
categorias. Tomamos, para uma analise, uma simulagdo de alguns casos particulares, porém com uma

certa representatividade dos demais casos.

i ) Optamos pelo modelo trinomial ( k = 3 ), pois poderiamos ver em graficos, com grande facilidade,

as regides de rejeigdo.

ii ) Tomamos tamanhos de amostras tais que ndo fossem muito pequenos, para obtermos uma boa
visualizagdo da regido de rejeigdo, porém ndo muito grandes para ndo extrapolar o tempo
computacional de execugdo do programa criado para a construgio das regides de rejei¢do (n € { 20
,30,35%).

iii ) Optamos por hipéteses nulas que pudessem ser um pouco representativas de todo o espago

amostral ((0;,6,,0;) € {(0.1,02,07),(02,03,05),(1/3,1/3,1/3)}).

iv ) Tomamos o tamanho do teste de 0.05 porque, além de ser um tamanho tradicionalmente usado
em toda a literatura de testes de adequabilidade de ajustes, ¢ um valor que apresenta uma regido de
rejeigdo contendo um razoavel nimero de pontos, para os tamanhos de amostra utilizados e possui

uma margem de significincia aceitavel, em testes de hipoteses.

v ) Tomamos os valores de A em {-5,-1,0,2/3 1,5 } pois: -5 representa um valor de tal modo

que as regides de rejeigdo com valores de A menores, ndo apresentam muita diferenca deste valor; -1
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representa o teste do logaritmo da razio de verossimilhanga modificado; O representa o teste do
logaritmo da razdo de verossimilhanga, 2/3 o teste com valor sugerido por Cressic ¢ Read; 1
representa o teste Qui-quadrado, com sugerido por Pearson; 5 representa um valor de tal-modo que
as regides de rejeigio com valores de A maiores, ndo apresentam muita diferenga deste valor, além
disso essa lista de valores de A cobre uma certa regido continua entre -5 e 5, com pequenas diferengas

entre as regides de rejeigdo apresentadas por eles.

4. Procedimentos para a construgdo das regides de rejeigdo

4.1. Teste Qui-quadrado, aplicado na fungdo de divergéncia definida em Cressie, N. A. C. e Read,
T.R.C.(1984)[5]

Denotamos por Teste Qui-quadrado, aplicado na fung@o de divergéncia definida em Cressie,
N. A C. e Read, T.R. C. (1984 ) [ 5 ] nesse caso, os testes construidos por intermédio de um
percentil da distribuigio Qui-quadrado. Como, para qualquer valor de A na fungio de divergéncia,
definida por Cressie e Read, temos uma convergéncia para a distribuigio Qui-quadrado, construimos
uma regido formada por pontos que fazem parte da regido de rejeigdo da hipotese nula como em um
teste Qui-quadrado comum, ou seja, caso o valor da fungdo de divergéncia, aplicado no ponto em
questdo, seja superior a um certo percentil da distribui¢do Qui-quadrado com k-1 graus de liberdade,
temos esse ponto pertencendo a essa regido de rejeigdio. Temos entdo essas regides formadas por
pontos que apresentam valores, da fungdio de divergéncia, acima mencionada, sob a hipdtese nula em

questdo, para os determinados valores de A, maiores que o valor critico x2 = 5.9915, onde esse valor

é tal que: P[X% > 5.9915] = 0.05, onde x% representa a distribui¢do Qui-quadrado com dois graus
de liberdade. “
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4.2. Teste "Qui-quadrado" como sugerido em Radlow, R e AlfJr. , E. F. (1975) [ 12 ], usando a
fungdo de divergéncia definida em Cressie, N. A. C. e Read, T.R. C. (1984 )[5]

Lissas regides sdo formadas por pontos que apresentam os maiores valores da fungdo de
divergéncia, para o respectivo valor de A em questdo, de tal modo que a soma das probabilidades
desses pontos, sob a respectiva hipotese nula em questdo, ndo ultrapassasse o valor do tamanho do
teste ( 0.05 ), ou seja, tomamos 0s pontos pertencentes ao espago amostral que apresentam as
maiores divergéncias em relagiio ao valor esperado, sob a respectiva hipotese nula em questdo, de

modo que a soma de suas probabilidades n3o ultrapassem ao valor 0.05

4.3. Aleatoriarizagdo

Como estamos tratando de uma variavel aleatoria discreta, para alcangarmos o real tamanho
do teste como é proposto necessitamos de uma aleatoriarizagdo. Os pontos aleatorizados sdo pontos
destinados a gerar o tamanho real do teste de 0.05, a respectiva probabilidade associada a esses
pontos € a probabilidade de rejei¢do da hipotese nula em questdo, caso seja verificado esse ponto, na

respectiva realizag@o da variavel aleatoria em questdo.

Obs: Podemos ter regides formadas por pontos que pertencem simultaneamente as regides definidas

em 4.1. e 42. ( pag. 39 e 40 ), bem como podemos ter pontos aleatorizados ( 4.3. pag. 40 ) que

pertencem a regido definida em 4.1. ( pag. 39).
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5. Mascara de leitura dos graficos relativos as simulagdes

Os graficos que serdo vistos nas paginas seguintes foram construidos para mostrar as regides
de rejeigdo apresentadas nos testes excolhidos para a simulagdo dos casos particulares mencionados:

distribuigio trinomial ( k = 3 ), com hipoteses nulas dadas por { (0.1,02,07),(02,03,05),

(1/3,1/3,1/3) }, para os tamanhos de amostras n € { 20 , 30, 35 }, para os valores de A, da
fungio de divergéncia de Cressie e Read, dados por { -5,-1,0,2/3,1,5 }, para o tamanho de
teste 0.05

i) Variavel aleatéria ( vetor ) em questdo: ( X; , X;, X3 ) ~ Multinomial (n, (6:,6,,03))
ii ) HipoOteses em questdo

Ho:(01,602,03)=(q1,92,9q3) Ha:(6:,02,03)#(q1,92,03)

i1 ) Valor de A: valor empregado na fungdo de divergéncia de Cressie e Read

1iv ) Ponto aleatorizado: Os pontos aleatorizados sdo pontos destinados a gerar o tamanho real do
teste de 0.05

v ) Grafico:
Titulo I (i. ). Hipotese nula em questdo
Titulo II (1. ): Tamanho do teste

Titulo III (1j.h. ): Valor de A, da fungdo de divergéncia de Cressie e Read, e os pontos aleatorizados

com respectivas probabilidades de rejeigdo a hipotese nula em questdo.

Eixos: x, valor da coordenada X, e y, valor da coordenada X; corespondentes ao espago amostral da

variavel aleatoria com distribuigdo multinomial em questéo.

Pontos:

() regido definida em 4.1. pag. 39 ( O) reguido definida em 4.2. pag. 40

( X ) pontos definidos em 4.3. pag. 40

( @) pontos que pertencem simultaneamente as regides definidas em 4.1. pag 39 e 42 pag. 40

(*) pontos que pertencem simultaneamente as regides definidas em 4.1. pag 39 e 4.3. pag. 40
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i. Relaciona a hipotese nula
1j. Relaciona o tamanho da amostra

i.j.h. Relaciona o valor de A, da fungdo de divergéncia de Cressie e Read, e os pontos aleatorizados

com sua respectiva probabilidade de rejeigdo a hipotese nula em questdo

Eixo y, valor da

coordenada X2 da O pontos definidos em 4.2. pag. 40
variavel multinomial
em questao X pontos definidos em 4.3. pag. 40

>‘< pontos definidos simultaneamente em 4.2. e 4.3. pag.
40
’ pontos definidos simultaneamente em 4.1. pag.
39e4.2 pag. 40

l:, pontos definidos em 4.1. pag. 39

Eixo x, valor da coordenada X1 da varidvel multinomial em questdo
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6. Hipotese nula dada por (0.1,02,0.7).

6.1. Tamanho da amostra 30.

5, ponto aleatorizado (3 , 1, 26 ), com probabilidade aproximada 0.617702
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1, ponto aleatorizado (3, 1, 26 ), com probabilidade aproximada 0.480912

6.1.2. labda
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6.1.3. labda = 0, ponto aleatorizado ( 0, 5, 25 ), com probabilidade aproximada 0.764531
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6.1.4. labda = 2/3, ponto aleatorizado (4, 1, 25 ), com probabilidade aproximada 0.465489
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18 ) }, com

,24),(1,11,18),(7,5,

labda = 1, pontos aleatorizados { ( 5, 1

probabilidade aproximada 0.431353

6.1.5.
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6.1.6. labda =5, ponto aleatorizado (2, 11, 17 ), com probabilidade aproximada 0.0744596
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6.2. Tamanho da amostra 35.

6.2.1. labda = -5, ponto aleatorizado ( 1, 4 , 30 ), com probabilidade aproximada 0.579405
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1, ponto aleatorizado (4, 2, 29 ), com probabilidade aproximada 0.613748

6.2.2. labda
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6.2.3. labda = 0, ponto aleatorizado ( 1, 3 , 31 ), com probabilidade aproximada 0.0904701

*.

oo

..ﬁ

...4

....*

..0.0Q

.0.0..4

.......*

.....OO.Q

.........4

..........*

.......0...*
O........O..*
.............4
.......O..O...ﬁ
...............Q
................*
...0.0...........*
...........0.....0*
................O..4
......Q...O.........@
.....................Q
.............Q........*
.......................*
......OO.....000000000004
....O....................*
000000000000000000000000000

0000000000000000008(] ...+
000000000000 000000 000
00000000000000000] H‘*
000000000000000000 ﬂt*
000000000000000000 ] .4
0000000000000000000 Cee
00000000000 000000000 0.+
000000000000 0000000000 x-.*

1 o 7o) (=) w0 o n o
™ ™ N - L

N
x

35

30

25

20

15

10

x1

6.2.4. labda = 2/3, ponto aleatorizado (0, 5, 30 ), com probabilidade aproximada 0.120898
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6.2.5. labda = I, pontos aleatorizados { (7,3,25),(0,11,24),(1,3,31,(6,11,18)},

com probabilidade aproximada 0.0235291
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5, ponto aleatorizado ( 7, 4 , 24 ), com probabilidade aproximada 0.487348

6.2.6. labda
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7. Hipotese nula dada por (0.2,03 ,0.5).

Tamanho da amostra 20.

7.1.

5, ponto aleatorizado (1, 6, 13 ), com probabilidade aproximada 0.218827

labda

7.1.1.
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1, ponto aleatorizado ( 1, 10, 9), com probabilidade aproximada 0.637488

7.1.2. labda
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7.1.3. labda = 0, ponto aleatorizado ( 1,4, 15 ), com probabilidade aproximada 0.400512
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7.1.5. labda = 1, pontos aleatorizados { (0,6,14),(0,9,11),(8,3,9),(8,6,6)},com

probabilidade aproximada 0.237699
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7.1.6. labda =5, ponto aleatorizado (3 , 11, 6 ), com probabilidade aproximada 0.749816
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7.2. Tamanho da amostra 30.

5, ponto aleatorizado (2, 11, 17 ), com probabilidade aproximada 0.179571

7.2.1. labda
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1, pontos aleatorizados { (2,8 ,20), (4,16, 10 ) }, com probabilidade

aproximada 0.330634
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7.2.3. labda = 0, ponto aleatorizado ( 2 , 7, 21 ), com probabilidade aproximada 0.659839

0000000000 ....4
000000000 0000
000000000 ooo+
00000000 XYY
0000000 0O 0..+
' YXIXYYYY m] eooe
o00000000S o000
00000000000 oooo+
000000000000 000004
s0000000000000(] X0000004
000000000000000000000000000000
0000000000000 000000000000000000
o n o w o w o
(ap ] N N L ol -
N
x

15 20 25 30
x1

10

7.2.4. labda = 2/3, ponto aleatorizado ( 1 , 10, 19 ), com probabilidade aproximada 0.593633
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7.2.5. labda =1, pontos aleatorizados { (1,9,20),(7,3,20),(11,9,10),(5,15,10)},

com probabilidade aproximada 0.569679
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7.2.6. labda =5, ponto aleatorizado ( 10, 11 ,9 ), com probabilidade aproximada 0.796866
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8. Hipétese nula dada por ( 1/3 ,1/3 , 1/3).

Tamanho da amostra 20.

8.1.

labda = -

8.1.1.

5, pontos aleatorizados { (2,9,9),(9,2,9),(9,9,2) }, com probabilidade

aproximada 0.654473

 EXIuN ¥ X )

eoe[i[Jece

eoe[] [Joeo

eee[] [eee

eee[] Doop

o o[ DXQF

eeeo[] Dooh
eoeo[] Dooh
eoe[] Dooh
eee[] Dooh
eeoe[i[] DDO.F

QQODDDDDDDDDDDDOQF

00 0000000000000 000

9-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0
o 0 (= e} o
N - -

N

x

20

15

10
x1

1, pontos aleatorizados { (2,8,10),(2,10,8),(8,2,10),(8,10,2),

(10,2,8),(10,8,2)}, com probabilidade aproximada 0.990636
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10),(2,10,8),(8,2,10),(8,10,2),

(10,2,8),(10,8,2)}, com probabilidade aproximada 0.142151

labda = 0, pontos aleatorizados { (2, 8,

8.13.
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8.1.5. labda = 1, pontos aleatorizados { (2,7 ,11),(2,11,7),(7,2,11),(7,11,2),
(11,2,7),(11,7,2)}, com probabilidade aproximada 0.466291
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8.2.1. labda = -5, pontos aleatorizados { (5,9,16),(5,16,9),(9,5,16),(9,16,5),

(16,5,9),(16,9,5) }, com probabilidade aproximada 0.705511

8.2. Tamanho da amostra 30.
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1, pontos aleatorizados { (6,7 ,17),(6,17,7),(7,6,17),(7,17,6),

(17,6,7),(17,7,6) }, com probabilidade aproximada 0.80503

8.2.2. labda
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13),(13,4,13),(13,13,4)}, com

labda = 0, pontos aleatorizados { (4, 13,
probabilidade aproximada 0.71885

823.

0..........+
.0........0.4
O.........O..*
eeo o] D....4

(IXY)) oooo+
0000 Xooo4
00000 00004
'YX XX) 00004

eoooeo[] Doooo+
000000 000004
o000 0000 0000004
00000000 00000000

YYXXIXIXI]m] Jeeeeveceee

0............x............+

o n o w0 o w (=

™ N N -

1
~N
x

15 20 25
x1

10
8.2.4. labda = 2/3, pontos aleatorizados { (4,12,14),(4,14,12),(12,4,14),(12,14,4)

(14,4,12),(14 ,12,4) }, com probabilidade aproximada 0.287073

e000 00 .....+
00000 ....*
00 00X X...4

' TYY) 0004

eooeX Xo.04

 IYrY] eoo0e

(YXYY} oooo«

00000 000004

e00000 00000
e000000 ooooooa
o0000000 ooooooow

' YYYYYYYYY 000000000
000000000000 Xo00000000004
oooooo0000000000000000000004
0000000000000000000000000000¢
oooooooo0000000000000000000004
0000000000000 000000000000000000

(=4 0 o w0 o w o
™ N N - -

N
x

30

25

20

15

x1

10



60

8.2.5. labda =1, pontos aleatorizados { (4,12,14),(4,14,12),(12,4,14),(12,14,4),

(14,4,12),(14 ,12,4),(6,8,16),(6,16,8),(8,6,16),(8,16,6),(16,6,8),

(16 ,8,6)}, com probabilidade aproximada 0.108329
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labda = 5, pontos aleatorizados { (7,7 ,16),(7,16,7),(16,7,7) }, com

probabilidade aproximada 0.112358

8.2.6.
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9. Analise dos casos particulares

Fim uma analise preliminar das regides de rejei¢do definidas pelas estatisticas pertencentes a
familia de estatisticas definidas por Cressie ¢ Read faremos uma comparagdo entre os testes definidos
cm 4.1, pag. 39 ¢ 4.2, pag. 40, observando-se a varia¢@o dos valores de A nessa familia, bem como a
varia¢gio do tamanho da amostra. Estamos tratando com essa analise inicial a velocidade de
convergéncia para a distribuigio Qui-quadrado das estatisticas pertencentes a familia de estatisticas
definidas por Cressie e Read. Fazemos também uma comparagdo entre as regides de rejeigdo para
diferentes valores de A, comparando-se assim algumas estatisticas da familia de estatisticas definidas

por Cressie e Read.

9.1. Hipétese nula dada por (0.1,0.2,0.7)

Sendo a hipotese nula dada por ( 0.1, 0.2, 0.7 ), para um tamanho de amostra igual a 30,
podemos notar uma grande diferenga entre as regides de rejei¢do do teste de tamanho exato, aplicado
em 4.2. pag. 40 e o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, para o valor de A = -5,
sendo essa diferenga amenizada no caso do tamanho da amostra igual a 35, 0 que sugere que em um

tamanho de amostra ainda maior possamos ter essa diferenga ainda mais abrandada.

No caso de A = 5, a diferenca entre as regides de rejei¢do dos testes ndo € tio grande como
no caso A = -5, porém apresenta ainda uma certa diferenga. Dos 496 pontos pertencentes ao espago
amostral, tratando-se do caso da amostra de tamanho 30, 422 pertencem a regido de rejei¢do para o
teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto aleatorizado;
para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados anteriormente
mais 16 pontos, o que representa um aumento indevido na regido de rejeicdo em torno de 3.79%,
obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.1381 . Tratando-se do caso da amostra de
tamanho 35, dos 666 pontos pertencentes ao espago amostral, 574 pertencem a regiio de rejeigdo

para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto
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aleatorizado; para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados
anteriormente mais 22 pontos, 0 que representa um aumento indevido na regido de rejeigdo em torno
de 3.83%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.1098, apresentando uma certa

diferenga do tamanho exato ( 0.05 ), assim como no caso da amostra de tamanho 30.

No caso de A = -1, a diferenca entre as regides de rejei¢do dos testes fica menor do que no

caso A = 5, porém apresenta ainda uma leve diferenga. Dos 496 pontos pertencentes ao espago
amostral, tratando-se do caso da amostra de tamanho 30, 379 pertencem a regido de rejei¢do para o
teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto aleatorizado;
para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados anteriormente
mais 52 pontos, o que representa um aumento indevido na regido de rejei¢do em torno de 13.72%,
obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.0831 . Tratando-se do caso da amostra de
tamanho 35, dos 666 pontos pertencentes ao espago amostral, 571 pertencem a regido de rejeigio
para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto
aleatorizado; para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados
anteriormente mais 20 pontos, o que representa um aumento indevido na regidio de rejeigio em torno
de 3.5%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.0726, um pouco mais proximo do
tamanho exato ( 0.05 ) do que no caso da amostra de tamanho 30, que também ¢ razoavelmente

proximo.

Para os casos onde A € { 0, 2/3 , 1 }, temos uma diferenga, das regiGes de rejei¢do, muito
pequena entre o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, e o teste Qui-quadrado,
como aplicado em 4.1, pag. 39, tanto para amostras de tamanho 30 como para amostras de tamanho
35. Além disso, podemos observar que as regides, quando comparadas com diferentes valores de A,
apresentam uma grande semelhanga, ou seja, os pontos de intersegdo para diferentes valores de A,
formam, com excegdo de alguns pontos, as proprias regides, tanto no caso de tamanho 30, e mais

acentuado ainda no caso de tamanho 35.
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9.2. Hipdtese nula dada por (0.2,0.3,0.5)

Sendo a hipotese nula dada por ( 0.2, 0.3, 0.5 ), para um tamanho de amostra fgual a 30,
podemos notar uma certa diferenga entre as regides de rejeigdo do teste de tamanho exato, aplicado
em 4.2, pag. 40 e o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, para o valor de A = -5,
sendo essa diferenga muito pouco amenizada no caso do tamanho da amostra igual a 35. Dos 231
pontos pertencentes ao espago amostral, tratando-se do caso da amostra de tamanho 20, 138
pertencem a regido de rejeicdo para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40,
incluindo-se a estes o ponto aleatorizado, para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39,
incluimos além dos citados anteriormente mais 61 pontos, o que representa um aumento indevido na
regido de rejeigdo em torno de 44.2%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.2793
. Tratando-se do caso da amostra de tamanho 30, dos 496 pontos pertencentes ao espago amostral,
344 pertencem a regido de rejei¢do para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pég. 40,
incluindo-se a estes o ponto aleatorizado; para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39,
incluimos além dos citados anteriormente mais 91 pontos, o que representa um aumento indevido na
regido de rejeicdo cm torno de 26.45%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente
0.2203, ainda bastante distante do tamanho exato ( 0.05 ) analogo ao caso da amostra de tamanho
20.

No caso de A = 5, a diferenga entre as regides de rejeigdo dos testes ndo € tdo grande como
no caso A = -5, porém apresenta ainda uma certa diferenga. Dos 231 pontos pertencentes ao espago
amostral, tratando-se do caso da amostra de tamanho 20, 154 pertencem a regido de rejei¢do para o
teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto aleatorizado;
para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados anteriormente
mais 30 pontos, o que representa um aumento indevido na regido de rejeigdo em torno de 19.48%,
obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.1583 . Tratando-se do caso da amostra de
tamanho 30, dos 496 pontos pertencentes ao espago amostral, 380 pertencem a regido de rejeigdo
para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto
aleatorizado, para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados
anteriormente mais 28 pontos, o que representa um aumento indevido na regido de rejeicdo em torno

de 7.37%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.1108, um pouco mais proximo do
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tamanho cxato ( 0.05 ) do quc no caso da amostra de tamanho 20, porém apresentando ainda uma

certa diferenga.

Para os casos onde A € { -1 ,0,2/3 , 1}, temos uma pequena diferenga das fegiées de
rcjeigdo cntre o teste de tamanho cxato, como aplicado cm 4.2, pag. 40, e o teste Qui-quadrado,

como aplicado em 4.1. pag. 39, tanto para amostra de tamanho 20 como para amostra de tamanho
30. Além disso, podemos observar que as regides, quando comparadas com diferentes valores de A,
apresentam uma grande semelhanga, ou seja, os pontos de intersegdo para diferentes valores de A,
formam, com cxcegdo de alguns pontos, as proprias regides, tanto no caso de tamanho 20, e mais

acentuado ainda no caso de tamanho 30.

9.3. Hipotese nula dada por (1/3, 1/3, 1/3)

Sendo a hipotese nula dada por ( 1/3, 1/3 , 1/3 ), para um tamanho de amostra igual a 20,
podemos notar uma ccrta diferenga das regides de rejei¢@o entre o teste de tamanho exato, aplicado
cm 4.2, pag. 40 ¢ o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1, pag. 39, para o valor de A= -5,
scndo cssa diferenga um pouco amenizada no caso do tamanho da amostra igual a 30. Dos 231
pontos pcrtencentes ao cspago amostral, tratando-se¢ do caso da amostra de tamanho 20, 153
pertencem a regido de rejeigdo para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40,
incluindo-sc a estes o ponto aleatorizado; para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1, pag. 39,
incluimos além dos citados anteriormente mais 35 pontos, o que representa um aumento indevido na
regido de rejeigdo cm torno de 22.88%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.1879
. Tratando-se do caso da amostra de tamanho 30, dos 496 pontos pertencentes ao espago amostral,
387 pertcncem a regido de rejeigdo para o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40,
incluindo-se a estes o ponto aleatorizado; para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39,
incluimos além dos citados anteriormente mais 39 pontos, o que representa um aumento indevido na
rcgido dc rejeigdo cm torno de 10.08%, obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente
0.1487, ainda distantc do tamanho exato ( 0.05 ), porém um pouco menos distante do que no caso da

amostra dec tamanho 20.
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No caso de A = 5, a diferenga entre as regides de rejeigdo dos testes ndo € tdo grande como
no caso A = -5, porém aprcscnta ainda uma certa diferenga. Dos 231 pontos pertencentes ao espago
amostral, tratando-sc do caso da amostra de tamanho 20, 156 pertencem a regido de rejeigdo para o
teste de tamanho cxato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto aleatorizado;
para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados anteriormente
mais 16 pontos, 0 que representa um aumento indevido na regido de rejeigdo em torno de 10.26%,
obtendo-se um tamanho de teste de aproximadamente 0.1162 . Tratando-se do caso da amostra de
tamanho 30, dos 496 pontos pertencentes ao cspago amostral, 369 pertencem a regido de rejeig@o
para o tcstc de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, incluindo-se a estes o ponto
aleatorizado, para o teste Qui-quadrado, como aplicado em 4.1. pag. 39, incluimos além dos citados
antcriormente mais 33 pontos, o que representa um aumento indevido na regido de rejeigdo em torno
dc 8.94%, obtendo-sc¢ um tamanho de teste de aproximadamente 0.0814, um bem mais proximo do

tamanho cxato ( 0.05 ) do quc no caso da amostra de tamanho 20.

Para os casos onde A € { -1,0,2/3, 1 }, temos uma diferenga muito pequena das regides de
rejeicdo entre o teste de tamanho exato, como aplicado em 4.2. pag. 40, e o teste Qui-quadrado,
como aplicado cm 4.1, tanto para amostra de tamanho 20 como para amostra de tamanho 30, onde

cm alguns casos este ¢ menor do que aquele e em outros casos o inverso. Além disso, podemos
obscrvar quc as regides, quando comparadas com diferentes valores de A, apresentam uma grande

semclhanga, ou seja, os pontos de intersegdo para diferentes valores de A, formam, com excegdo de
alguns pontos, as proprias rcgidcs, tanto no caso dc¢ tamanho 20, ¢ mais acentuado ainda no caso dc

tamanho 30.
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CAPITULO IV

CONCLUSOES

1. Aplicag@o da Teoria da Informagdo na Estatistica

O estudo da Teoria da Informagdo é fundamentado no conceito de mensagem, associados aos
elementos de sua geragdo, transmissdio e captagdo, onde existem falhas ( diferengas ) entre a
mensagem inicial e a mensagem final recebida. Analisando essas falhas como fendmenos casuisticos,
podemos abordar a mensagem recebida como aleatoria, sendo governada sob alguma lei
probabilistica. Podemos associar entdo uma medida de flutuagdo na transmissio da mensagem, essa
medida de flutuagdo, chamada de Entropia, foi tratada em Shannon, C. E. (1948) [ 16 ] € em seguida

por muitos outros autores.

Fazendo-se um paralelo com a Estatistica, no caso de variaveis aleatorias com distribuigdo
multinomial, temos diferentes flutuagdes dos valores amostrados em repeticdes de realizagdes de
variaveis aleatorias com diferentes distribuiges multinomiais, ou seja, sendo ( X1, X2, ..., Xk ) uma
variavel aleatoria ( vetor ), com distribui¢do multinomial de parﬁmetfos n ( n inteiro positivo, fixo ) e
(01,02,...,0k), ((01,02, ... ,0k) € A), tomando-se repeti¢des de realizagdes de (X1, X2,..., Xk),
para cada valor possivel de ( 01, 02, ... , Ok ), notamos diferentes flutuagdes no que é gerado. Para
alguns valores de ( 61, 62, ... , 6k ), caso sejam observados algumas geragdes de (X1, X2,..., Xk),
notamos grandes frequéncias em poucos pontos do espago amostral (pouca variagdo de observagdes)
e em outros valores de ( 01, 92, ... , 6k ) notamos muitos pontos com pouca frequéncia (muita
variagdo de observagdes), 0 que nos leva a uma maior flutuagdo dos valores amostrados em muitos

pontos com pouca frequéncia.
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Utilizando o conceito de Entropia, como definido em Shannon, C. E. (1948 ) [ 16 ], podemos
medir o grau de flutuagdo apresentado na realizagdo de varidveis aleatorias com distribuigdo
multinomial, sendo esse grau de flutuagdo maior, quanto mais proximo estiver de ( 1/k, 1/k, ..., 1/k)

o valor do parametro ( 01, 02, ... , Ok ) e menor, quanto mais proximo estiver ( 01, 62, ..., 0k ) de um

vértice do espago paramétrico, por exemplo (1, 0,...,0).

2. Divergéncia Direcionada

Partindo-se do conceito de Entropia, definido em Shannon, C. E. ( 1948 ) [ 16 ] e sua
aplicabilidade na Estatistica, podemos definir uma medida de afinidade entre fungdes de probabilidade
de variaveis aleatorias discretas. Uma dessas medidas, a divergéncia direcionada, pode ser vista em

Kullback, S. (1959 ) [ 7 ], sendo esta generalizadas por outros autores.

A Divergéncia Direcionada, aplicada em distribuigdes multinomiais, pode ser vista como uma
medida de afinidade entre um ponto do espago paramétrico A e os outros pontos desse espago.
Temos nessa medida um certo carater direcional, pois a divergéncia direcionada de um certo ponto
0(1) em relagdo a outro ponto 6(2), pertencentes a0 mesmo espago paramétrico A é normalmente
diferente da divergéncia direcionada de 6(2) em relagdo a outro ponto 6(1), podemos denotar esse
carater diferencial defido ao fato de que quando tomamos uma certa variavel, desse modelo, como

sendo uma outra, nem sempre € tdo drastico como o contrario.

Tomando-se como base a bibliografia citada, bem como a semelhanga existente entre essas
duas divergéncias direcionadas, podemos dizer que possivelmente, com base na Divergéncia
Direcionada Generalizada de ordem o proposta por Rathie e Kannappan, Cressie, N. A. C. e Read,

T.R. C. (1984) [ 5 ] construiram uma Divergéncia Direcionada Generalizada.
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2.1. Divergéncia Direcionada em Testes de Hipoteses

Utilizando o conceito de Divergéncia Direcionada Generalizada, pode-se encarar um teste de
hipéteses multinomial como uma aplicagdo dessa divergéncia, onde ao invés de medir o grau de
afinidade entre uma certa distribui¢io multinomial e outras possiveis, dentro do mesmo espago
paramétrico, ¢ medido a plausibilidade de um certo valor observado, na geragdo de uma variével
aleatoria com distribuigdo multinomial, e possiveis valores dos pardmetros dessa distribuigo,

geradora de tais dados.

A plausibilidade de um certo valor observado, pertencente ao espago amostral, com possiveis
valores dos pardmetros de uma distribui¢do multinomial, geradora de tais dados, pode ser denotada
pela divergéncia existente entre esse valor observado e o valor esperado na geragdo dessa variavel

aleatoria com distribuigdo multinomial.

Com base nessas idéias estamos ligando a familia de estatisticas definida em Cressie, N. A. C.
e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ] a teoria da informag3o.

Em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. ( 1984 ) [ 5 ] temos a generalizagio de uma certa
quantidade de testes de adequabilidade de ajuste em distribuigGes multinomiais, observados como
casos particulares de uma fung@o de divergéncia, indexada por um pardmetro A, onde em certos

casos particulares desta, ou seja, para alguns especificos A's podemos encontrar testes como o

definido por K. Pearson e o Logaritmo da Razdo de Verossimilhanga.

3. Comparagdo de Testes

Em Cochran, W. G. ( 1952 ) [ 3 ], ap6s um minucioso estudo da estatistica %2 apresentada
por K. Pearson, temos a sugestdo de uma outra estatistica, também com convergéncia para a
distribuigdo Qui-quadrado, essa estatistica é dada pelo logaritmo da razdo de verossimilhanga,

iniciando-se assim uma extensa discussio entre qual dessas duas estatisticas, a x> de Pearson e a



69

estatistica do logaritmo da razio de verossimilhanga, ¢ a mais bem empregada em testes de

adequabilidade de ajuste em distribuigdes multinomiais.

Com o trabalho de Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. ( 1984 ) [ 5 ], temos uma grande
ferramenta para comparagdo cntre, ndo somente essas duas estatisticas, a x> de Pearson e a estatistica
do logaritmo da razdo de verossimilhanga, porém algumas outras que surgiram nessa longa discusséo,
tais como: estatistica X° de Neymann, estatistica do logaritmo da razio de verossimilhanga
modificado, estatistica de Freeman - Tukey, pois estas ficam enquadradas como cascs particulares da

fungdo de divergéncia de Cressie e Read.

3.1. Comparagdo AssintOtica

Podemos ver em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ] que em relagdo a eficiéncia

assintOtica, os testes utilizando as estatisticas da familia 2nI*, para o caso do nimero de células k

fixo, mostram-se sem grandes diferengas, porém em relagdo a velocidade de convergéncia para a
distribui¢do Qui-quadrado existem valores de A que apresentam uma convergéncia mais rapida, no
caso, para A € [ 0.2, 2.7 ], o que inclui as estatisticas de K. Pearson ( A =1 ) e a estatistica definida

por Cressie € Read ( A = 2/3 ), porém exclui a estatistica do logaritmo da razio de verossimilhan¢a
(A=0).
Temos entdo através de Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ] que as estatisticas da

familia familia 2nI*, para o caso do niimero de células k fixo, mostram-se semelhantes para os valores

de A pertencentesa[0.2,2.7 ].
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3.2. Comparagido em Amostras Finitas

No presente trabalho foram feitas simulagdes de testes de adequabilidade de ajuste em

distribui¢gdes multinomiais para os seguintes casos particulares:

Hipétese nula valor de A tamanhos de amostra
-5 30e35
-1 30e35
(0.1,02,07) 0 30e35
2/3 30e35
1 30e 35
5 30e 35
-5 20 e 30
-1 20e30
(02,03,05) 0 20 €30
2/3 2030
1 20e30
5 20 e 30
5 | 20 €30
-1 20¢e30
(1/3,1/3,1/3) 0 20e30
2/3 20e30
1 20e30
5 20 e 30

Podemos ver através dos graficos mostrados no capitulo III que as areas de rejeigdo no teste

de tamanho exato definido em 4.2. pag. 40 e no teste Qui-quadrado definido em 4.1. pag. 39, para
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diferentes valores de A, nos casos A € { 0, 2/3 , 1 }, para o caso da hipotese nula simples dada por
(0.1,0.2,0.7), possuem uma diferenga muito pequena, para os tamanhos de amostra 30 e 35. No
caso da hipotese nula simples dada por (0.2, 03 ,05) ou ( 1/3, 1/3 , 1/3 ) temos as areas de
rejeigdo no teste de tamanho exato definido em 4.2, pag. 40 e no teste Qui-quadrado definido em 4.1.
pag. 39, além dos citados valores de A (A e {0, 2/3 1} ), A=-1, apresentando pequenas
diferengas, para os tamanhos de amostra 20 e 30, o que pode nos levar a um questionamento sobre a

velocidade de convergéncia comentada em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 )[ 5]

Observando-se os pontos de interse¢do nas regides de rejeigdo para os valoresde A € { 0,
2/3 , 1 } nos respectivos testes exatos definido em 4.2. pag. 40, levando-se em consideragdo a
aleatoriarizag@o definida em 4.3. pag. 40, temos as seguintes probabilidades de uma realizagdo da
respectiva vaniavel aleatoria, sob a hipotese nula considerada como verdadeira, pertencer a essas

regides de intersegdo.

il ) Hipotese nula ( 0.1 ,0.2, 0.7 ), n=30. Probabilidade = 0.0267149

12 ) Hipotese nula ( 0.1 ,0.2,0.7), n=35. Probabilidade = 0.0267223

il ) Hipotese nula ( 0.2, 0.3 , 0.5 ), n = 20. Probabilidade = 0.0472493

112 ) Hipotese nula (0.2 ,0.3 , 0.5 ), n=30. Probabilidade = 0.04144

iil ) Hipotese nula ( 1/3 , 1/3 , 1/3 ), n = 20. Probabilidade = 0.0424132

iii2 ) Hipotese nula ( 1/3 , 1/3, 1/3 ), n = 30. Probabilidade = 0.0437907
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Temos entio que as estatisticas: x° de Pearson, logaritmo da razio de verossimilhanga e
estatistica da familia Cressie e Read para A = 2/3, para os casos das hipoteses nulas pertencentes a

{(02,03,05),(1/3,1/3,1/3)}, nos casos de amostras de tamanho 20 e 30, e para a hipotese
nula ( 0.1 , 0.2, 0.7 ), nos casos dc amostras de tamanho 30 e 35, apresentam regides de rejeigéo

muito semelhantes.

Baseado no que foi exposto até entdo, podemos dizer que a familia de estatisticas
generalizadas por intermédio da fungio de divergéncia apresentada em Cressie, N. A. C. e Read, T.
R. C. (1984 ) [ 5], produzem resultados bastante semelhantes no tocante a aplicagdo destas
estatisticas em testes de adequabilidade de ajuste em distribuigGes multinomiais, para um certo
conjunto de estatisticas pertencentes a esta familia de estatisticas, onde em Cressie, N. A. C. e Read,
T.R. C. (1984 ) [ 5 ] é comentado que seja para valores de A pertencentes a [ 0.2 , 2.7 ] e neste
trabalho ampliamos para pelo menos a incluséo neste intervalo de valores até o valor zero, ou seja,

teriamos valores de A pertencentesa [0, 2.7 ].

4. Conclusdes Finais

Um dos objetivos desse trabalho era o de ligar a familia de estatisticas apresentadas em
Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5] a alguma teoria ja existente, para ndo ficarmos com a
impressdo de que essa familia de estatisticas tinham surgido do além. Essa ligagdo foi realizada com a
Teoria da Informag@o, devido principalmente a bibliografia citada no préprio artigo de Cressie e
Read. Expomos alguns topicos da Teoria da Informagdo e construimos passo a passo um possivel
trajeto para a obtengdo dessa familia de estatisticas, onde esse trajeto em momento algum é exposto
explicitamente no artigo acima citado nem tdo pouco em Read, T. R. C. e Cressie, N. A. C. ( 1988 )
[14].

O outro objetivo que provocou o surgimento desse trabalho foi o questionamento da
semelhanga existente entre as estaisticas: %> de Pearson e logaritmo da razio de verossimilhanga, para

aplicagdes de testes de adequabilidade de ajuste em distribuigdes multinomiais.
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Para analisar a semelhanga existente entre as estatisticas utilizamos a familia de estatisticas
definidas em Cressie, N. A. C. e Read, T. R. C. (1984 ) [ 5 ], através de uma simulagdo de alguns
casos particulares de estatisticas pertencentes a essa familia, em aplicagGes para testes de
adequabilidade de ajuste em distribuigdes multinomiais e apresentamos por intermédio de graficos
que as regides de rejeigdo para esses casos particulares. Para algumas das estatisticas utilizadas essas
regides de rejeigdo apresentavam uma razoavel semelhanga. Entre as estatisticas, cujas regides de
rejeigdo apresentavam uma razoavel semelhanga, estavam as estatisticas: %> de Pearson, logaritmo da

razdo de verossimilhanga e a estatistica sugerida por Cressie e Read (A =2/3 ).

Temos entdo, baseado no que foi exposto até agora, que as estatisticas : x° de Pearson e
logaritmo da razdo de verossimilhanga, quando na aplicagdo em testes de adequabilidade de ajuste,
apresentam uma consideravel semelhanga, bem como um certo subconjunto de estatisticas

pertencentes a familia de estatisticas de Cressie e Read.
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APENDICE 1

Programa para formar as regides de rejeigdo aleatorizada para a familia de estatisticas
de Cressie ¢ Read, com tamanho real o ( Pacote Mathematica )

(* Teste alternativo de ajustamento de distribuicdo, utilizando o conceito de Cressie & Read *)

(* (v1,v2,v3): Hipétese nula, g . Valor de A na familia de estatisticas de Cressie e Read;
n : tamanho da amostra; alfa : tamanho do teste *)

Clear [ hip,vl,v2,v3,q,n,alfa];

hip[vl ,v2 ,v3 ,q ,n_,alfa ]:=¢(

Clear[In, ff,f,1,1lp,i,j,lcr,val,soma,k,t,aux, beta, poder ],

In[x_ ]=lf[x==0,0,Log[x]];

ff[x_,y_]:=Multinomial [x,y,n-x-y]vi*xv2*yv3*(n-x-y),
flx_,y_1=1if[q==0,
2(xIn[x/(nvl)]+yln[y/(nv2)]+(n-x-y)In[(n-x-y)/(n(1-v1-v2))]),
Iffgq==-1,If[xy==0 || x+y==n, Infinity ,
2(nvlLog[nvl/x]+nv2Log[nv2/y]+n(l-vl-v2)Log[n(1-vl-v2)/(n-x-y)
D1

Iffq==99,1/ff[x,y],If[q>0,

2/(q(q+ 1)) (x(x/(nvl))*q+y(y/(nv2))*q+(n-x-y)((n-x-y)/(n(1-vl
-v2)))"q-n),

If{xy==0 || x+y==n, Infinity ,
2/(q(q+I))(X(x/(nvl))“q+y(y/(nv2))Aq+(n-x-y)((n-x-ij/(n(1-vl
-v2)))"q-n)]111}

I=Table[ {x,y,f[x,y]},{x,0,n},{y,0,n-x}7],



Do[lp=Join[lp,1[[i]]],{i,n+1}]

Print [ " Ordenando os dados " 1;
Do[Do[If[lp[[i,3]1<lp[[j,3]1],x=Ip[[i1};p[[i]]l=lp[[j]1];lp[[j]]}=x]
J{j,it L, (n+1)(n+2)/2})],{i,1,(n+1)(n+2)/2-1}];

soma = 0;

k=0,

Print [ " Calculando o valor critico do teste " ];

While [ soma < alfa, k =k + 1 ;soma=soma+ff[Ip[[k,11],lp[[k,2]11];
i=k-1

i=k+1;

While [Ip[[j,3]]1==1p[[k,3]],j=j-1F

While [Ip[[1,3]1==Ip[[k,3]],i=i+1];

val={ };

Do [val=Join[val, {Ip[[t]1]}],{t,j+1,i-1}];

ler=1{ };

Dof[ler=Join[ler, { {Ip[[t,1]],Ip[[t,2])}}],{t,1,i-1}];

ListPlot [ ler ;
If[i>k+1,Do[soma=soma+f[lp[[t,1]],lp[[t,2]1]],{t.k+1,i-1}]1;
aux =Sum [fF[Ip[[t,1]],Ip[[t,2]]],{t,j+1,i-1}]

beta = ( alfa - soma + aux ) / aux;

Print [" Fim do programa; para saber o poder do teste digite : poder ( pl, p2, p3), (pl,p2,p3)
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no simplex " |;
Prnt[" "],
(* funcao para medir o poder do teste para a regiao da hipotese alternativa *)
poder | bl b2 b3 ]:=(

Clear[ g, pd

g[x ,y_ ]:=Multinomial [ x,y,n-x-y]bl *"xb2"yb3*(n-x-y),
pd =0,
Do[Do [If[f[x,y]>Ip[[k,3]],pd=pd+g[x,y], If[f[x,y}==Ip[[k,3]],pd=
pd+betag[x,y]]]

Ay, 0,n-x}],{x,0,n}]

Print [ " "]; Print [" Poder [",b1,",",b2,",",b3,"1=",pd] ))
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APENDICE 2

Programa para formar as regides de rejeigdo para a familia de estatisticas de Cressie e
Recad, utilizando o conceito tradicional de testes Qui-quadrado. ( Pacote Mathematica )

(* Teste alternativo de ajustamento de distribuicao, utilizando o conceito de Cressie & Read *)

(* (vl,v2,v3): Hipotese nula; q : Valor de A na familia de estatisticas de Cressie e Read,

n : tamanho da amostra *)

Clear[ hip,vl,v2,v3,q,n];

hip{vl_,v2 ,v3_,q ,n_]:=(

Clear[In, ff,f,1,1p, rr, soma ],

In[x ]=If[x==0,0,Log[x]];
ff[x_,y_]:=Multinomial [ x,y,nx-y vl *x v2°y v3(n-x-y),
flx_,y_]=If[g==0,
2(xIn|x/(nvl)]+yIn[y/(nv2)]+(n-x-y)In[(n-x-y)/(n(1-v1-v2))]),
If[q==-1,If[x y==0 || x+y==n, Infinity,
2(nvlLog[nvl/x]+nvZLlog[nv2/y]+n(1-vl-v2)Log[n(1l-vl-v2)/(n-x-y)
D1l

If[q==99,1/ff[x,y],If[q>0,

2/(q(q+ 1)) (x(x/(nv1))"q+y(y/(nv2))"q+(n-x-y)((n-x-y)/(n(1-v1-
v2)))"q-n),

If[xy==0 | x+y==n, Infinity,

2/(q(q+ 1)) (x(x/(nvl))"q+y(y/(nv2))"q+(n-x-y)((n-x-y)/(a(1-vl-
v2)))*q-n)]1]111%

I=Table[ {x,y},{x,0,n},{y,0,n-x}1];
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Do [If[f[Ip[[i,1]1].p[[i,2]]]>599146454710798 ,rr=1Join[rr, {Ip[[i]]1}1], {i,
Length [Ip ]} ];

soma = 0,

Do [ soma=soma+f[rr[[i,1]],rr[[1,2]]],{1,Length[rr]}];

ListPlot [ rr ;

{"hip",{vl,v2,v3},"labda",q,"n",n," tamanho da amostra " , soma } )
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