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Abscissa do ponto E;.

Ordenada do ponto E;.

i Tp— Tpe1-

B ™ Zpot.

[(Aze)? + (Az)]5.

Aproximacdo inicial no Método de Newton.

Parametro de homotopia.

Caminho homotdpico de solugdes.

Famfilia de sistemas nao-lineares.

Caminho homotoépico do vetor de parimetros das velocidades.

: Aproximacic de Taylor da primeira iteracio do Método de Newton.

Matriz bidiagonal de ordem N x (N +1).

Caminho homot6pico da posicio do receptor.

Niimerc maximo de pontos na segiiéncia de continuacio.
Representacio paramétrica do raio.

Varidvel de integracio de superficie.

Coordenada do raio denominada Angulo azimutal.
Coordenada do raio denominada &ngulo de disparo.

Valor da amplitude a0 longe do raic no valer do parfmetro o.



xxii Lista de Stmbolos
J{o) Jacobiano do raio para o valor do parametro o.
A(E) amplitude (actistica/elstica)} no ponto E.
K Indice KMAH.
L : Divergéncia geométrica.
[ Coeficiente de reflexfio (actistico/ elastico}.
T : Coeficiente de transmissio {achstico/el4stico).
K+ Coeficiente de reflexio ou transmissio (achstico/elastico).

E- Limite ao ponto B ao longo do ramo incidente do raio.

T Limite ao ponto E ao longo do ramo refletido/transmitide do raio.
g Angtﬂo entre o vetor vagarosidade incidente e a m, no ponto E.
6" : Angulo entre o vetor vagarosidade refletido /transmitido  a n, no ponto E.

G(=z,%,%0,%) : Pungiio de Green da equagio de onda.
[P.N] : Grafo.
P Conjunto de nds de um grafo.
N+ Conjunto de arestas de um grafo.
ol Origem da aresta [.
T{) : Fim da arests [.
G(R} Grafo de representacio do modelo.
W Alfabeto ou conjunto de simbolos.
we Todas as palavras de W.
w : Palavra vazia,
A ¢ Autdébmato fnito.
Po : Subconjunto de estados iniciais.
F Subconjunto de estados finais.
] Funcio de transicio.
é Funcdo de transicio estendida.
L{A) : Linguagem aceita por A.
A(R) : Autémato do modelo.

Ng Ntimero de estados do autémato.

Ny Nimero de simbolos do autémato.

~ Aproximaggo assintética.
O Dominio de definicio das imterfaces, em modelos tridimensionais.

AYe Yk~ Yrt-

Hy @ [(Aze) + (Age)? + (Az)}5.

£ Sistema de tracamento de raios 3D,
Y : Solucdo do sistema de equagses ¥(Y)=0.
D : Caixa N-dimensional no espaco R”.
Ny Nimero de pontos no método de busca aleatoria.
Am @ Vetor deslocamento da frente de onda na superficie de observacio.




de raios para modelos sismicos que possuam uma geometria complexa. Hsses mode}.bs sdo
usados na exploracio do hidrocarbonetos, por exemplo, cunhas, lentes e falhas, denire outros.

Para fazer essa extensio utilizamos os-—conceitos; oriundos da Dinfimica Simbélica, de
autémato finito e de Hngnagem aceld

A Hsses conceiios nos permitiram montar o sistems
ndo-linear gue representa o tragamento de raios. O sistema € resolvido utilizando o Método
de Newton e o Método de Continuacldo nos parfmetros do modelo. Além desses métodos
numéricos, também utilizamos-uma busca aleatérie para encontrar a primeira apreximacio
do primeiro raio da classe de equivaléncia definida pela assinaiura do raio. Assim, nesta tese,
relacionamos alguns conceitos dos Sistemas Dindmicos Finitos com a Teoria dos Rmos
Estendemos as férmulas da amplitude ao longo do raio de modelos multi-camadas até
modelos multi-regides (modelos particionadosem sub-regifes arbitririas}. - Em particular,
encontramos as amplitudes ao longo do raio para modelos 2.50), em meios acfisticos e elasticos.
Essas formulas foram implementadas computacionalmente para a construcio de sismogiamas,
Criamos e implementamos uma biblioteca computacional que chamamos OC’?RAL, uti-
lizando a linguagem interpretativa OCTAVE. Isto permitiu fazer iracamentos de raios-e-sismo-
gramas sintéticos usando os conceitos tedricos anteriormente expostos.. Através do OCTRAL,
fizemos diferentes testes usando como referéncia a biblioteca CSHQOT do pacote computacio-
nal Seismic Uniz (SU), desenveolvido e mantide pelo Center for Wave Phenomena da Coelorado
School of Mines. Esses testes nos permitiram fazer comparacdes em diferentes modelos sismi-
cos. Dessas comparagtes, concluimos que o OQCTRAL foi capaz de estender o CSHOT para

modelos actsticos e eldsticos multi-regibes, como requerido para as aplicagdes mais realistas.
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tracing to seismic models that have a complex geometry. These models are common in

hydrocarbon exploration, as for example, wedges, lenses, faults, etc.

To acomplish this aim we used concepis such as finite-automatas and accepted langua-
ges, that arise from Symbolic Dynamics. These concepts permit us to assemble the non-linear
system that represents ray tracing. The system is solved using Newton’s Method and Con-
tinuation Methods in the parametersof the model. Alsc we use a random search to look for
the first approximation of thefirst ray of the equivalence class defined by the-ray signature.
In this way, we relate some concepis of Finite Dynamical Systems with Ray Theory.

The formulas that provide the value of the amplitude along a ray were extended from
multi-layered models to multi-region models (seismic model partitioned in arbitrary sub-
regions). In particular, we find expressions for the amplitudes along a ray for-2.5D models
in acoustic and elastic media. These formulas were implemented for the construction of
seismograms.

We created and implemented a computational library called QCTRAL, written in the
interpretative language OCTAVE. With the algorithms implemented in OCTRAL, we made
different tests using as reference the CSHOT library of the public domain computational
package Seismic Unix (SU), developed and mantained by the Center for Wave Phenomena
at the Colorado School of Mines. From the comparisons between OCTRAL and CSHOT,
we conclude that OCTRAL is able to extend CSHOT to acoustic and elastic multiregion
models, as required for more realistic applications.



Capitulo 1

Introducdo

A teoria dos raios é uma teoria matematica desenvolvida para encontrar solucfes aproxi-
madas {assintéticas) de equagGes diferenciais; ela da suporte 4 Otica Geoméirica. Esta teoria
& conhecida também por outros nomes como “Método de séries de Debye” e “Método de séries
de raios”, dentre outros.

As aplicagbes da teoria dos raios a problemas fisicos s80 conhecidas desde os inicios da
Otica, e permitiram resolver problemas basicos como a reflexdio, a transmissio e propagacio
em sistemas com espelhos e lentes, dentre cutros.

A teoria dos raios baseia-se em um método de aproximacic de uma eguagio de on-
da (eletromagnética, aciistica ou elastica) em alia fregiiéncia {comprimento de onda muito
pequeno), utilizando um tipo de solugio especial para resolvé-la. A validade desse método
depende da ordem de magnitude da freqiiéncia (altas freqiiéncias) e est4 relacionada com a
escala do problema (comprimento de onda versus tamanho do objeto de interesse).

A teoria dos raios permite resolver, de forma aproximada, porém eficiente, problemas
complicados da Otica, da Actstica, da Radio-fisica e da Sismica, dentre outras reas. Em
épocas recentes, esta teoria tem tido um ressurgimento muito importante, e a partir dos
trabalhos de Babich e Keller, nos anos cinglienta, tem sido possivel dar uma fundamentacio
teérica adequada a este método (Lewis, 1965; Kline & Kay, 1965).

Em Sismica de Exploragic, nossa érea de interesse, esta técpica pode ser utilizada
para construir sismogramas sintéticos para meios aclsticos, eldsticos isotrdpicos e elésticos

anisotropicos (Cerveny, 2001). Para essa aplicagio, os comprimentos de onda (fregiiéncias)

1



1. Introdugo

sio da ordem de 70 m (30 Hz), peguenas, se temos em conta o tamanho dos objetos de

interesse, que € de centenas e milhares de metros.

Matematicamente, a teoria dos raios & uma extensic do métodeo WKBJ* das equaches
diferencials ordinérias 3s equagles diferenciais parciais. Em resumo, a idéia central é supor
um tipo de soluco como uma série assintética {Apéndice A), onds cada termo da série & wm
produto entre um fator que representa a amplitude e uma funcio com certo nivel de descon-
tinuyidade, gque depende do tempo de transito do evento de interesse. Essa série & substituida
ns eguacio de onda no dominio ds freqgiiéncia, isto é, na Equacio de Hehnholiz. Igualando

_coeficientes da série, encontramos equagtes de ordem inferior que permitem construir as cha-
madas solugbes assint6ticas ou raios. Tode nosso trabalho baseia-se na Otica Geométrica de
ordem zero, onde apenas ¢ primeiro termo da série & considerado.

{ tracamento de raics, parte fundamental da teoria dos raiocs, & um méiodo matems-
tico e computacional que permite, utilizando os conceitos da Otica Geométrica, simular ¢
comportamento de um meio actistico ou eléstico submetido a uma vibraco.

Este método tem importéncia cientifica e tecnoldgica. Em particular, o tragamento de
raios vem sendo utilizado na indistria do petréleo para a construcio de modelos e imagens
do subsolo, usadas na exploracao de hidrocarbonetos.

Existe uma diversidade de técnicas para fager tracamento de raios, com diferentes niveis
de precisdo e complexidade computacional. Um método conhecido na exploracio do petréleo
& o denominado Método de Continuagdo, inicialmente discutido por Keller & Perozzi {1983),
Fawcett & Keller (1985) e Docherty (1985). Este método é muito eficiente computacional-
mente, porém, suas diferentes implementagGes, comentadas na literatura, ficam somente em
modelos multi-camadas, sem ser generalizadas para modelos de geometria complexa.

Os modelos sismicos de geometria complexa s&o, por exemplo, modelos cujas interfaces
tenham intersecgdes (Figura 1.1}, ou modelos cujas interfaces ndo estejam definidas em tode
seu dominio (Figura 1.2). Exemple do primeiro modelo sfo as denominadas discordancias
angulares que acontecem quando um fendmeno tecidnico produz uma rotagdo de algumas

camadas da Terra em relagdo 4s outras. Exemplo do segundo modelo sBo as estruturas

10 métodeo WKBJ é um método assintotico para encontrar solugdes aproximadas de equagtes diferenci-
ais ordinarias, inicialmente aplicado a problemas de Mecinica Quintics. Este método deve seu nome aos
pesquisadores que o utilizaram inicialmente: Wenzel, Krammers, Brillouin e Jeffreys.



Profundidade

Distancia

Figura 1.1: Modelo de geometria complexa: interfaces que se interceptam.

Profundidade

Distancia
Figura 1.2: Modelo de geometria complexa: interfaces nfo definidas em todo o dominio.

formadas por depésito sedimentério fluvial {lentes).

A importéncia destes modelos de geometria complexa € notdria na exploragio de zonas
de geologia estrutural ou tectdnica complexa, apresentadas nas zonas montanhosas do Canadé
e da Colémbia. Nesses palses se tém encontrado campos enormes de petréleo, como por
exemplo o campo de Cusiana (na cordilheira oriental dos Andes colombiancs).

O objetivo fundamental desta tese é estender o Método de Continuacdo, utilizado ne
tracamento de raios, para modelos sismicos que possuam uma geometria complexa. Para
fazer esta extensdo utilizamos os conceitos de autémato finito e dg {inguagem aceita. Esses
conceitos, oriundos da teoria matematica da computacio, permitem montar o sistema néo-
linear requerido para o tragamento de raios. Esse sistema & resolvide utilizando os Métodos
de Newton e de Continuagio (métodos numéricos locais) nos parimetros do modelo. Além

desses métodos numéricos, também utilizamos uma busca aleatéria para encontrar a primeira



1. Introducao

aproximacio do Método de Newton. Assim, nesta tese, estamos relacionando alguns conceitos
dos Sistemas Dindmicos Finitos {os autématos) com a teoria dos raios.

Estendemos, também, as formulas da amplitude ac longe do raic de modelos multi-
camadas até modelos multi-regifes. Em particular, encontramos as amplitudes se longo do
raio para modelos 2.50, em meios acisticos e elasticos. Essas formulas sfo implementadas
computacionalmente para a construgio de sismogramas.

Para essa construcio precisamos encontrar os tempos de trinsito, as amplitudes e o
plimero de pontos de cdustica ao longo do raio. Nesse sentido, nds calculamos ¢ tempo de
transito e as amplifudes utilizando o OCTRAL (biblioteca computacional criada e implemen-
tada nesta tese), estabelecendo uma comparacio desses célculos com os respectivos calculos
obtidos pelo CSHOT (biblicteca computacional implementada por Docherty, 1985). Mas,
também estudamos tecricamente os algoritmos implementados por Keller & Perozzi (1983).

Assim, fazendo uma comparac8o enire estes trés métodos, é importante destacar:

e O algoritmo implementado por Keller & Perozzi utiliza métodos numéricos de continu-
acao ¢ de Newton para fazer o tragamento de raios e, portanto, encontrar os tempos de
transito. Apos a determinacgio dos pontos onde o raio intercepta as interfaces, este al-
goritmo utiliza formulas analiticas para encontrar o valor das amplitudes e para avaliar

o mimero de pontos de cdustica (indice KMAH) ao longo do raio.

e O algoritmo implementado por Docherty (CSHOT) utiliza também o Método de Con-
tinuacio e de Newton para fazer o tracamento de raios. No entanto, o cdlculo da
amplitude final do raio se faz através de um procedimento numérico, utilizando os ralos
vizinhos a0 raio central para construir o chamado tubo de raios. O CSHOT néo calcula
o nfimero de pontos de cdustica ao longo do raio, embora utilize o tubo de raios para

identificar em que raios acontecem pontos de ciustica.

e O OCTRAL faz tracamento de raios utilizando Métodos de Continuagao, de Newton
e também utiliza conceitos da Matemdtica Discreta para fazer tracamento de raios
considerando modelos complexos. O célculo das amplitudes é feito utilizando o método
numérico do tubo de raios de Docherty. O OCTRAL também ndo calcula o nlimero de

pontos de caustica ao longo do raio. Assim, os sismogramas construidos ndo possuem



a2 mudanga de fase devido a esses pontos. A determinacio do indice KMAH, utilizando
métodos numéricos similares ao cilculo de amplitudes, sers objeto de trabalhos futuros.

Os capitulos que compdem esta tese foram organizados de modo que o leitor compreenda,
ern etapas, o assunioc em estudo.

No Capitulo 2, fazemos um resumo da teoria dos raios e de como se obtém as Equactes
Iconal e de Transporte de ordem zero pars meios continuos {actsticos ou elasticos). Apresen-

tamos também uma deducio da Lei de Snell, baseada na aproximacio geométrica de ordem
Zer0.

No Capftulo 3, transformamos o problema do tracamenio de raios na resoluciio de um
sistema ndo-linear; para solucionar esse sistema usamos o Método de Newton e ¢ Método de
Continuagdo.

No Capfiulo 4, aprezentamos a denominada parte dindmica da teoria dos raios, isto &,
deduzimos as f6rmulas para avaliar 2 amplitude ac longo de um raio.

No Capitulo 5, parte fundamental desta itese, definimos alguns conceitos, vindos da
Teoria da Computaco (autdmato do modelo e palavra aceita), para, a partir deles, estender
o Método de Continuacio a modelos de geometria complexa.

No Capitulo 6, apresentamos a biblioteca computacional QCTRAL, que criamos e im-
plementamos para realizar o tragamentce de raics ¢ sismogramas sintéticos em modelos de
geometria complexa. Também ilustramos os algoritmos propostos com vérios exemplos.

No Capitulo 7, & guisa de conclusdes, discutimos o potencial da utilizacio da teoria dos
autématos no tracamento de raios. Véarios tépicos abordados nesta tese podem ser melhorados
ou ampliados em trabalhos futuros, como indicado também nesée capitulo.

Finalmente, nos apéndices, apresentamos demonstracbes e algoritmos que ajudam o

leitor 2 uma melhor compreensic do texto principal, sem perder a continuidade do mesmo.



Capitulo 2

Teoria dos

2.1 Introducdo

Neste capitulo apreseniamos, primeiramente, as idéias basicas da feoria dos raios: a
obtencic da Equacic Iconal e da Equaciio de Transporte para meios acfisticos ou elisticos.
Depois, transformamos ¢ problema de resolver a Equacdo Iconal no problema de resolver uim
sistema de equagdes ordinarias, denominadas equacgbes caracteristicas, utilizando o método
das caracteristicas (tracamento de raios)!. Posteriormente, deduzimos a Lei de Snell para

um meio descontinno, baseada na aproximacio geométrica de ordem zero. E, finalmente,

definimos os modelos multi-regides.

2.2 Meio Aclstico

Deduzimos, nesta secdo, a Equagdo Iconal e a Equacio de Transporie, quer para um

meio actstico com densidade constante, guer para um meio acistico com densidade varigvel.

2.2.1 Meios Acisticos com Densidade Constante

Consideremos inicialmente o problema da propagagic em um meio acfistico com densi-

dade constante, onde a equagdo de onda est4 dada por:

1 Pu

Viu{z,t) — #(5) 58

=0, (2.1)

IR esclvemos a Equagio de Transporte utilizando o tracamento de raios no Capitulo 4.
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2. Teoria dos Raios

onde u{z,?) &€ a presso, o vetor = & a varigvel espacial, & o tempo, e v{z) é uma funcio
escalar que determina o valor da velocidade na posicio .

As solugbes da equagio (2.1) para um meio homogeéneo (v(z) = constante) sfo ndo
dispersivas, isto €, a forma das solucBes ndo muda no tempo.

No caso de uma fonte pontual na origem, a solucio & (Aki & Richards, 1980}
1 T
u(e,t) = ~f (‘t - g) . (2.2)

A solugio (2.2) representa uma onda esférica, onde f (t} & a forma original da onda (suposta
um pulso® real), e r = |z| & a distancia do ponto « & origem.

Da equacio (2.2} podemos chservar que a forma do pulso permanece a mesma, propagando-
se com velocidade ¢ e com amplitude gue dimingi com o inverso de 7. A solucio acima nos leva
a procurar solugdes similares para a equagio (2.1} em meios nio-homogéneos (v = (=)},

isto &, em meios onde & velocidade depende da posicio 2.

E conveniente trabalhar a equagio (2.1) no dominio da freqiiéncia. Aplicando a Trans-
formada de Fourier nessa equacfo, esta converte-se na chamada Equacio de Helmholtz

V2ii(z,w0) + 2{ )u(w \w) =0, (2.3)

onde w & a freqiiéncia angular e 4 é a Transformada de Fourier de u, definida como

o .
iz, w) = f u(z, et (2.4)
—oG
Notemos que a transformada de Fourier de (2.2) ¢ dada por

iz, w) = iu exp {zw (g) } : (2.5)

. 1 r ] ,
Na equagdo acima, ;= Aplz) e 5= T{z), elas represeniam, respectivamente, a amplitude e

o tempo de transito da onda ac longe da reta que une a origem z = 8 a0 ponto de observacio

de coordenadas z.

*Um pulso & uma onda cuja duragio & curta comparada com a escala de tempo de interesse {Sheriff, 1988).




2.2 Meio Aciistico

Este caso simples sugere a busca de uma solucdo aproximada {Anzatz) na forma

iz, w) = Ao(@)e™(®) f(w), (2.6)

onde 4y = Apl{z) e 7(z) sdo a amplitude ¢ o tempo de trinsito da onda ns posicio =,
respectivamente. Estas quantidades devem ser determinadas. A equacdo (2.6) representa a
chamada aproximacio da Otica Geométrica de ordem zero. Esta aproximacio inicial pode
ser interpretada como o primeiro termo de umas série em w™ (Apéndice A). Como veremos

adiante, o fator de amplitude Aq{#) pode ser complexo.

Expressio do Ansatz no dominio do tempo

E interessante agora reescrever & expressdo {2.6) no domfnio do tempeo. Neste caso,

obtemos

Uz, t) = Aol=)F(t — (), @7
onde U{z,t) & a extensdo analitica de u{z, 1) e F({) é o chamado pulsc analitico definido pelo
pulso real f(¢). Conforme éerveni(?@(}i), no seu Apéndice A, temos

Ft)=f{t) +19(9), (2.8)

onde g(t) representa a Transformada de Hilbert do pulse f{f}, dado por

o(t) = HIf ()] = ~P.V. j_ ~ 49 fgﬁi’w%‘ (2.9)

Como o sinal observado nos receptores & um sinal real, temos que a forma final do

sismogramsa® & ser obtido deve ser dado por

u(z,t) = Re {4Ay(2) F(t — r{x})}}. (2.10)

Determinacdo do tempo de trinsito e da amplitude

Consideraremos agora & determinagio do tempo de trénsito 7(&) (real) e da amplitude

Ag(z) (em geral complexa) a partir da eguaco de onda.

*Lembremos que wn sismograms e a representacdo grafica da parte real da solug8o de uma equacio de
cada.



2. Teoria dos Raios

Ao inserir a solucio sugerida (2.6) na Equacio de Helmholtz, obtemos uma equacio

polinomial em {—iw), de segundo grau:

0= [V2Ap(x)] (~iw)® + [2V Ag() - V() + Ao(2)VP7(z)] (~iw)’

. (2.11)

+ {VT(%} cVr{z) — ﬁj (—iw).

Como esta eguacdo é valida para todas as freqiiéncias, os coeficienfes de cada poténcia de
{—iw) devem ser iguais a zero, de forma independente. Assim, temos trés expressbes e dois
incognitas, 7(z) e Ag{®) {que ndo dependem de w). Portanto, a equacao (2.11) ndo pode
ser satisfeita exatamente. Para alias fregiiéncias, porém, os termos significativos seréo o
coeficiente de (—iw)® e o coeficiente de {—iw) (Cerveny, 2001). S&c esses os termos que

ignalamos a zero:

1
v

Vr-¥Vr—
(2.12)

IVAG- V7 + AVir = 0.

A primeira equacio de (2.12) & a denominada Equac3o Iconal e representa ¢ tempo de
trénsito da frente de onda. E a segunda equagfo é a denominada Equagfo de Transporte e

representa a variac8o da amplitude espacialmente.
2.2.2 Meios Aciisticos com Densidade Variavel

Se consideramos nm meio aclstico com densidade varidvel espacialmente, a equagio de

onda estard dada por

1 1 P
V-l-9Vu} =, 2.13
(57) = sy 213)

onde u = u(x,1) & a pressio e p = p(z) & a densidade do meio (Cerveny, 2001).
Aplicando a mesma abordagem do caso da equacfio aclstica com densidade constante

(aproximacdo da Otica Geométrica), vamos supor que

u(e,t) = Ag(a)Flt — ()], (2.14)



2.8 Meic Elgstico

Substituindo & equagdo (2.14) na egquacgfo (2.13), obtemos uma equacdo em poténcias de
{—iw). Ignalando os coeficientes dessa equagio a zero, chegamos a equagbes similares ao caso
da equagdo acistica com densidade constante. Por exemplo, para o casc em gue o coeficiente

de {—iw)? seja igual a zero, obtemos a Equacio Iconal

Vr-Vr= (2.15)

v {e)
Observamos gue essa equacio nao depende da densidade, isto &, o fempo de transito somente
depende da velocidade do meio. Para o caso em que o coeficiente de (—iw) seia igual a zero
obtemos a primeira Equacgio de Transporte para um meic com densidade varidvel

v {%} -V + (%} Vir =10, {2.18)

Notemos que 3 equagho (2.16) e a segunda das equagBes (2.12) tém a mesma forma ao subs-

tituir (Ao/+/B) Por A
2.3 Meio Elastico

Se consideramos um meio eléstico isotropico?, a equacio de onda em forma vetorial é

(Cerveny, 2001)

A+ VV - u+uViu+ VAV - a4+ Vux Vxu+2(Vu- V)u = pu, (2.17)

onde A = A(z) e p = p{z) sdo pardmetros do meio que variam espacialmente, chamados
Constantes de Lamé; p = p(x) ¢ a densidade; ¢ u = u(z,f) & um vetor que representa o
deslocamento de uma particula do meio do ponto de equilibrio, localizada na posicdo z, no
tempo ¢. Esta equagdo € chamada de equacéo elastodindmica.

A dedugdo das equacghes basicas para as aproximacOes nas alfas freqiiéncias da equacio
elastodinamica é similar ac caso achstico, com a diferenca de que o problema é de tipo vetorial
e temos que considerar as componentes. Vamos utilizar, a seguir, as componenies escalares
das equagbes e também suas formas vetoriais para mostrar os resultados, dependendo de gual

seja mais ilustrativa em cada caso. Também sers utilizada a notagio usual do calculo tensorial

4¥m um meio eldstico isotropice, as propriedades do meic nfo dependem da diregiio, somente da posicho.
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{Lass, 1950}, em particular, nesta se¢fo seré utilizada a notacéo de Einstein®, sendo que todos
os sub-findices tomardo os valores de 1,2,3.

A equagdo de onda para um meio eldstico ¢ isotrépico, em forma de componentes, tem

5 forms
(A + plugeg + purgs + At + i (urg + dip) = plx, k=1,2,3, (2.18)
. Py
onde Up = —é—tg’“

A aproximacio na Otica Geométrica para o vetor deslocamento é

wlz, i) = Ap(x)Fli —r(=)], £=1,2,3, {2.19)

onde u(z, 1) é a k-ésima componente do deslocamento, e A,(x) é a k-&sima componente do
vetor da amplitude A(x)}, as quals possuem uma variacio suave com a posicdo; e () é o
tempo de transito.

Derivando a equagio (2.19) com respeito as coordenadas espaciais e substituindo na

equacio (2,18}, transformamos a equacio elastodin&mica nas seguintes equaghes

Ni(A)(—iw)® — Mp(A)(~iw) + Ly(A) =0, para k=1,2,3; com A=A(x) (2.20)

onge
Ne(A) = —phi+ (A +mAmaty + uhet;75,
My(A) = (A+p)ld kTG + A Te + Aj T,kz] + #[QAimﬁz + A*‘TJJ‘]
(2.21)
-+ .;\,;,;Aj'?:j e ﬁ;A}ET,}' -+ #’jAjT,k,
Le(A) = (A+p)Ajps+ phegs + dpdss + 85 Ay + Asg) s
para k= 1,2,3.

Similar ao caso actstico, igualando a zero os coeficientes do polindmio em (—iw), temos
que

SMesta notacko os sub-indices duplos representam uma suma sobre esges sub-indices. Por exemplo, no
caso tridimensional, a; = Ezmi 4. Uma virgula antes do sub-indice representa a derivada parcial respeito 3
Fu;
33;,;3.1:_?

_ ba
varigvel i-ésima, por exemplo, a; = e . Por exemplo, no nosso caso u; 5 = Z
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NefA)=0, £=1,2,3, (2.22)

My(A)=0, k=123 (2.23)

As equagles representadas em (2.22) sfo as Equacbes Iconais das ondas elésticas. Flas
possuem dois tipos de solucdes na aproximacio das altas fregliéncias, que correspondem ao0s
dois tipos de ondas gue podem propagar-se em um meio elédstico. De um lado, as chamadas
ondas P (primérias), onde o movimento das particilas é paralelo & propagacio (movimen-
to longitudinal); e, de outro, as chamadas ondas S (secundéarias), onde o movimento das
particulas é perpendicular & propagacdo (movimentc transversal)®. A partir das equacdes
representadas em (2.23) vamos encontrar as Equacbes de Transporie para as amplitudes das
ondas Pe 5.

Se analisamos as eguagbes representadas em (2.22) mais detalbadamente, observamos

que estas podem ser escritas como

3
S Ty =) 4 =0, i=1,23 (2.24)
=1
onde cada
Py = At Erers+ %%T,kﬂks t,i=1,2,3, (2.25)

& uma componente da chamada Matriz de Christoffel, T', e 4; ; € o Delta de Kronecker definido
por §;; = 1sei=j, e 8;; = 0sei# j Observemos que a equagio (2.24) & uma equacédo

de valores e vetores proprios. Para resolver esta equacdo definimos, como no caso acistico, o
vetor vagarosidade p,

p=VT7; (2.26)
assim se pode demonstrar {Cerveny, 2001} que os valores préprios da matriz I sio
Gi(z,p) = Go(z,p) = £(z) (p* D),

G, p) = () (p-p),

Np inicio da Sismologia as primeiras ondas observadas em um sismograma foram denominadas de ondas
primérias P, e, as seguintes, ondas secundarias 5. Estes termos se mantém até hoje.

(2.27)
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onde

1/2 12
a=oalz)= {%ﬁﬂﬁj e B=p=)= {%i! : (2.28)

Também se pode demonstrar que os correspondentes vetores proprios de T, g, 82, © g5 DOS-
suem as seguintes direcbes: gs tem a direcio do vetor vagarosidade; e g3 e g2 sdo mutuamente
perpendiculares e também perpendiculares ao vetor vagavosidade. As direcdes de g; e gg ndo
podem ser determinadas em forma finica da equacio (2.24).

A interpretacdo fisica das equacdes (2.22) e (2.23) & que, nas altas freqiiéncias, existem

dois tipos de ondas se propagando em um meio elistico isotrapico:

1. Ondas &.

O tempo de transito das ondas P satisfaz a Equac8o Iconal

i

V7 Vr = — 2.29
TV (@)’ (2.29)

onde a(z) € a velocidade de propagacio das ondas P.

O vetor deslocamento u tem a direcdo de p, portanto,
A = D(z)N, (2.30)

onde D = D(z) é o valor complexo da amplitude da onda P, ¢ onde

N =oaop (2.31)

¢ wum vetor unitdrio que possui a direcio da onda, e D{z) sa

tisfaz a equacgio (2.23), ou seja,
My(A) = My(DN) =0, k=1,2,3. (2.32)

Multiplicando cada equagfo por p; = 7,; e simplificande, temos a Equagdo de Transporte

das ondas P:

2V7 - V(+/pa D) + / pa2DV?7 = (. (2.33)
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is
2. Ondas 5.
O tempo de trinsito das ondas S satisfaz a Equacio Iconal
1
Vr V7= 4, 2.34

onde B{x) & a velocidade de propagacio das ondas S.

O vetor de deslocamento é polarizado no planc perpendicular a N, ou seja, o desloca-

mento das particulas acontece no plano tangente 4 frente de onda. Definimos o vetor
vagarosidade das ondas S por:

P=Vr=—, (2.35)

w2

onde N € o vetor unitario perpendicular 4 frente de onda 7(z), sendo 7(z) constante.

Para representar ¢ deslocamento vetorialmente, definimos dois vetores unitarios, mutu-
amente perpendiculares, e; e ez, ambos perpendiculares a N, isto &, estes vetores geram
o plano do vetor deslocamento. Denominamos 3 e ey vetores de polarizacio das ondas

5. Assim, o vetor sclugiio u estd dado por

A(z) = B(z)e, + Clxz)es, (2.36)

onde B(z) e C{z) sdo as componentes que representam as amplitudes complexas nas

direcdes de polarizagio do deslocamento da particula do meio.

Se substituimos a equagio {2.36) na equaco (2.23) e tomarmos e; ¢ e, de forma con-
veniente, podemos demonstrar que B = B(z) ¢ C = C{z) satisfazemn as seguintes Equagbes

de Transporte (Cerveny, 2001)
2Vr - V(VoBB) + (VeBPB)Vr =0,

(2.37)
IVT - V(/pB2C) + (v pBC)V?T = 0,

respectivamente.
(Observaimos, na equagio anterior, que as duas componentes B e C estdo desacopladas;

portanto, e; € ez sac chamados vetores de polarizacao das ondas 5.
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2.4 Método das Caracteristicas e Equacdo Iconal

Existem muitas formas de resolver a Equacio Iconal, por exemplo, utilizando diféreagas
finitas, métodos de passo ripido, e, em particular, resolvendo as chamadas equacBes caracte-
risticas. N6s vamos utilizar o método das caracteristicas para fransformar a Equacio Iconal,
uma equacio diferencial parcial, em um sistema de equagfes ordindrias que dependam de
uma varidvel independente o, e assim encontrar 3 sclucio da Equacio Ieonal. Esse sistema
de equacdes pode, em certos casos, ser resolvido analiticamente. Esse tipo de solucdo serd a
utilizada neste trabalho.

2.4.1 WMétodo das Caracteristicas

0O método das caracteristicas consiste em transformar uma equagdo diferencial parcial

em um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, denominadas equagdes caracteristicas.
Esse método permite resolver problemas de valores iniciais. Nosso problema consistird

em resclver uma equacdo diferencial parcial (EDP) de primeira ordem

E{xayaz> h: T:@:m) =0, (238}

onde

h{z) (2.39)

& a varidvel dependente e também desconhecida; z,y, 2 s80 as varidvels independentes; e

oh oh oh

T= g g=z, M=z (2.40)

830 as derivadas parciais de & com respeito a z, ¥ e 2, respectivamente. Além disso, h(x) tem

que satisfazer condigdes de fronteira ao longo de uma curva no espago tridimensional. Esta

curva depende de um parimetro £, ¢ € [0,1], tal que z = zp(€), y=12{f) e z= ().
A solucio desse problema, em caso de existir, & uma superficie {2 em IR, onde um ponto

da superficie

(z,y,2,7,q,7,h) € Q {2.41)

satisfaz

Elz,y,z,7,q,mh) =0, hkiz)=h(z), =c4icuva {2.42)
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Bleistein {1984} demonstra que, dadas certas condices sobre a Matriz Jacobiana, uma

solugio pode ser obtida resolvendo o sistema de equaghes diferenciais ordinirias

gz _dy _dz  -dr _ —dg _ _—dm
Ef“Egngm——gx"‘g“?gﬁWEy“é“th_Ez'%“kam
(2.43)
dh
rE, +9E, + mE,,’

As equaches deste sistema s@o todas iguais a umn parfmetro de proporcionalidade que deno-

taremos pelo simbolo (.

Renomeando as coordenadas da equagio {2.43) da seguinte forma:

Ti=2Z, T3=Y, Tz3=2z

(2.44)
1=, g4, Tz=im,
o sistema pode ser escrito assim
dz; dr;
=CEy o —t=—((B,+miE), paai=1,23,
(2.45)
dh 2
- =0 ik,
k=1

onde ¢ & o parimetro de integragao ao longo de uma curva denominada curva caracteristica.

O parimetro ¢ tem diferentes interpretactes fisicas ou matemaéticas, dependendo da
escolha do parimeiro de proporcionalidade {. IEsse parimetro serd selecionado em cada
problema de acordo com a nossa conveniéncia’.

A solugio do problema ao longo da superficie solugdo pode ser escrita da forma

I; = :C,;(C", é') er; = ’I‘g(O‘, g)a para 1= 17 25 3; b= h(O‘, g): (246)

onde £ determina uma curva caracteristica dada, o ponto inicial da curva, enquanto ¢ varia

ao longoe da curva caracteristica.

7Qutra maneira de interpretar o parfmetro ¢ € utilizando a chamada formulacdo variacional da Equagéo
Tconal. Dessa forma, diferentes ( correspondem a diferentes Hamiltonianos do sisiema de raics (Cerveny,
2001).

¥Tste £ é 0 mesmo parimetro do qual depende a curva de condigio na fronteira, mencionado anteriormente
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2.4.2 Aplicacdo do Método das Caracteristicas 8 Equacdo iconal

Se aplicamos o método das caracteristicas & Equacio Iconal®:

8-\ [/ 8r\? ar\? 1
() +(3%) (&) =@ (241)
ar or A .
observandoque A=171, 13 = F ¢ lembrando que 5 = 7, teInos o sistema
H H

P o dp; 0 1 .
o = 2(p;, e i ~—€j§£; <;§f{‘§:§>: parai=1,2,3,
(2.48)

dr o
P 2@2?&?& = 2P,

onde p é a norma do vetor vagarosidade p, p = ||p||. Este sistema, de sete equacdes, corres-
ponde ao sistena das equagbes caracteristicas. Porém, observamos que as primeiras seis
equacdes estio desacopladas em relacio 4 Gltima, formando um sistema desacoplado de seis
EDO. Portanto, para encontrar a solugio da Equacdo Iconal podemos encontrar a solucéo
do sistema desacoplado (serd uma curva caracteristica pertencente a IRS). Utilizamos esta
soluciio para encontrar 7 na Gltima equagdo integrando respeito a ¢. Assim, 7{c) é a solugio
da Equacéo Iconal a0 longo da curva caracteristica, cuja projecfio no espaco IR® é o chamado

raic, no léxdco da Otica e da Sismica.

2.4.3 Escolhas Especiais do ( nas EquacSes Caracteristicas da Equa-
¢i0 iconal
Nas equactes caracteristicas podemos fazer diferentes escolhas particulares de {, que

sirnplificam o sistema convenientemente, dependendc do problema em questdo. Em particular

séo muito utilizadas as trés opgles descritas a seguir (Bleistein, 1984).

®Seja achstica ou eléstica, a forma da Equacio Iconal ¢ idéntica, somente varia a funcio de velocidade no
meio.
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Caso (=1/2

As equacdes caracteristicas (2.48) simplificam-se assim:
dz; dp; Op

dﬁ,—Pi € Eg:?é};’ para: = 1,2,3,

{2.49)
ar _ 4
do

Neste casc, o o tem unidades de distdncia X velocidade. Este parfmetro & conhecido na Otica
como comprimento otico (opiical length) (Sommerfeld, 1964). Utilizaremos este parametro,

no Capitulo 4, nas frmulas da amplitude.
Caso { =1/2p

As eguacbes caracteristicas (2.48) simplificam-se assim:
= _ o 9 Op

= p == 12
2o - e 2o = Bo Dars i , 2,3,
(2.50)
ar _
do b4

As unidades de o sio de tempo X velocidade, e o pode ser associado a0 comprimento de arco

ao longo do raio.

Caso ( = 1/29°

As equacdes caracteristicas (2.48) simplificam-se assim:
dr; dp; 19p X
i —p2 e EE";&; parat=1,2,3

(2.51)

dr
= =1.
do

As unidades do pardmetro ¢ sdo de tempo, e ¢ pode ser associado ao tempo de transito da

frente de onda.
2.4.4 SolucBes Analiticas das EquacBes Caracteristicas da Equaco

iconal

Nesta tese vamos considerar modelos para os quais as equagdes caracteristicas podem

ser integradas analiticamente em sub-regides gue compdem um modelo.
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Duas situagOes muito simples, mas muito importantes e freglientemente utilizadas na
sismica de exploracio, sdo aquelas em que consideramos meios bomogéneos, e meios nio-
homogéneos onde ¢ gradiente do inverso da velocidade ac quadrado é constante (Cerveny,
2001). Resolveremos, a seguir, analiticamente, as equacfes caracierfsticas nestes dois tipos

de meios,

Meios Homogéneos

Se integramos o sistema (2.49)(¢ = 1/2) em um meio bomogéneo (v(z) = constante),
obtemos
%0} =z +p00 e pio)=po, parai=1,2,3
(2.52)
T =17+ 3350}
onde o vetor (zy) € a posicio inicial do raio, o vetor (py) & 2 direcBo inicial do raio {vetor
vagarosidade inicial}, py é a norma do vetor vagarosidade inicial e 73 & o tempo de iransito
inicial (usualmente 7, = 0).

Estas equacGes representam um segmento de reta com ponto inicial z;; e direcio py.

Meios N3o-Homogéneos onde ¢ Gradiente do Inverso da Velocidade ao QJuadrado é

Constante

Assumamos que v~ & dada pela seguinte relacio:
v72(&) = 8o -+ 0121 + GoTz + 03T3; @1, 6o, a3 550 DMEros reais.

Consideremos uma regido do espaco onde v—2 () > 0 e um ponto inicial 2, nessa regido,

2

ou seja, v 2 = v (@) > 0, onde 2 = (zi0) e com diregdo inicial do raio pg = (Dio)-

A solucao do sistema de tragamento de raios (2.49), com ¢ = 1 /28

1 .
zi{o) = Zi+pio(o — oo} + JElo—o0), i=1,23,

i .
pilo) = Pi0+§ﬂ'z‘(9“0”e}a i=1,2,3,

=1

3 3
o) = 7{(o0) +v5* (o~ g0) + ’;Za‘a pio(o — ag) + 1"‘15 (Z a?) (o ~ a0)?,

i=1



2.5. Aproximaca8o da leoria dos Raios para Ondas através de uma Interface

onde, og & o valor inicial de . Ubservando a primeira das equagdes conclufimos que o raio é

uma parabola nessa regido.

2.5 Aproximacdo da Teoria dos Raios para Ondas atra-

vés de uma Interface

Nas secBes anteriores, utilizamos a aproximacio nas alias fregiiéneias para encontrar um
sistema de ED. Esse sistema representa a trajetdria do raio em um meio onde os pardmetros
do meio sio diferencidvels, por exemplo, a velocidade v{z).

Os modelos de inferesse na Sismica de Exploracfo sfo usualmente compostos por sub-
regides, onde se cumprem essas condicdes de diferenciabilidade. Porém, os parfunetros podem
ter descontinuidades bruscas de wma sub-regific a outra sub-regifo dada. Nestes casos, ¢
método das aproximacdes assintdticas ou Otica Geométrica também pode ser utilizado.

Vamos demonstrar, nesta se¢do, que para o caso de uma onda que viaja de uma reglao
4 outra, com uma mudanga brusca na velocidade {descontinuidade na velocidade), se pode
utilizar a conhecida Lei de Snell. Dessa forma, podemos continuar propagande um ralo em
outro meio (o qual pode ser 0 mesmo no caso da reflexfo) e aplicar a Equacdo Iconal para

propagar o raio de novo. No Capftulo 4, consideraremos as formulas de amplitude relacionadas

com situagdes desse tipo.

2.5.1 Dois Meios Aclisticos Separados por uma Interface

Vamos encontrar, em um meio acstice, expressdes que permitam avaliar a diregio do
raio depois de ter atingido uma superficie {para um meio elastico a analise é analoga). Para
esse fimm, vamos supor um raio incidenie em um ponto E de coordenadas z pertencente a uma
superficie 2., de forma gue a velocidade tenha descontinuidades'® através de . Suponhamos,
também, dois meios, B~ e R separados por T como na Figura (2.1). A velocidade no ponto
z, medida no meio B, & igual a v~ (&), e a velocidade no ponto &, medida no meic R, &
ignal a vH{z).

A normal n & interface 2 pode estar orlentada pars qualguer dos dois lados da interface

¥UOutros sindnimos para superficies, onde a velocidade tem descontinuidade, sdo “refleter” ou “nterface”.
Tages termos também serdo usados neste trabalho.
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‘\\“‘w N .
T~ Raio Incidente Raio Refletido

e

Raio Transmitido

Figura 2.1: Parti¢do do raio em uma interface.

2, i8to €, para o semi-espago 7, ou para o semi-espaco BT, Para diferenciar estes dois €as08,

definimos um indice de orientacio

¢ =sgn (p" - n}, (2.53)

onde o vetor p’ representa o vetor vagarosidade da onda incidente.

Das propriedades de um meio continuc, temos continuidade na solugfio através de I

Assumamos uma onda incidente da forma

ur(z,w) ~ Al(2)e ™ ®), (2.54)

onde A é a amplitude da onda incidente. B suponhamos, também, que a onda incidente na
superficie gera uma onda refletida up e wma onda transmitida ur, e que estas ondas tém a

mesma forma assintética

up(m,w) ~ AF{z)e™maT) (2.55)

onde AR & a amplitude da onda refletida e

ur(@, w) ~ AT (g)e* (T (2.56)

onde AT ¢ a amplitude da onda transmitida.
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A solucio da equacdo de onda actistica no ponto E &
U= ur+1ug, sexz€ R,
(2.57)
u=up, sez¢€H,
e a condicdo de que a solucio seja continua em X nos leva & eguacio {@ewen}’g 2001}
Al(@)e @) L AR(2)ew ™ E) = AT (g} TP g e T, (2.58)

Estas solugbes ndo poderiam coincidir assintoticamente em £, 3 menos gue as fases

coincidam®?, portanto,

Tr{z) = Tr(z) = rr(®), TEX. (2.59)

Da equagio 2.59 conclufmos que os compounentes dos gradientes de 77, 75 € 77, 0a super-
ficie ¥, devemn ser iguais.
Para encontrar um resultado que possamos utilizar na construcio dos raios, definamos

uma parametrizagao na superficie (Bleistein, 1984)

z = z{q, ¢2), (2.60)

onde ¢; e ¢; sa0 os pardmetros da superficie. Diferenciando a equacio 2.59 com respeito a ¢;
e g9, temos
oz &

x
Vi 22 - O .
T B, R Bg; r

dzx

-, t=1,2 2.61
aqﬁ 3 1 % ( )

Estas equagbes nos permitem afirmar que a projeciio do gradiente do tempo de trénsito,
em duas direcdes linearmente independentes na superficie ¥, é igual para as ondas incidente,
refletida e transmitida. Isto é, as projecdes dos vetores vagarosidade nessas diregtes sdo iguais.

Se definimos o operador

9
aan,

Tiilizande conceitos bésicos da anslise complexa (Rudin, 1974), € ficil demonstrar que o conjunio de
funcdes {e#(®) e®(2} (=)} ¢ linearmente independente. Portanto, a finica forma de que nma combinacio
tinear com coeficientes ndo-nulos, de fungles exponencialy complexas, seja igual a zero, & que os termos das
fases sejam iguals, isto &, a(z) = blz) =olz).

V,=V-n{n-V)=V (2.62)
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onde 1 & 0 vetor normal unitario na superficie 2, temos que Vg4 & a componente do gradiente

na superficie. Esta componente & igual para a onda incidente, a refletida ¢ a transmitida,
Portanto, podemos escrever

"i?,;’r; == ngrg = vgﬁﬁf. (263}

Se fizermos uma decomposicio dos vetores vagarosidade em componentes tangenciais e
normais, temos gue

P =pl+olm P =pl+ofn, P’ =p! +o7n, (2.64)

onde o/, 0%, o7 sdo escalares; e Pg bE, b7 s8o os componentes tangenciais dos vetores vagaro-
sidade p’, p%, p7, respectivamente. Observemos que pf, pZ, P; séo iguais pela equagiio (2.83).
Os ntimeros ¢/, 0%, 67 3o os comprimentos das projecbes dos vetores vagarcsidade p?,

p®, pT, respectivamente, sobre o vetor normal. Portanto, esses escalares podenr ser escritos
COIMO

O’I = pI a n’ @“R = pR - 0, g’T = QT » ¥R, (255}

Das equages (2.65), (2.64) e (2.63) temos que
pfw—n(pr-n)mpR—n(pR-n)mp"“«n(p’r?n). (2.66)

Vamos agora determinar p¥.

Da igualdade das componentes tangenciais pé = pg, temos que
P =p]+o™n. (2.67)

Se utilizamos esta Gltima equacfio e a Equacfo Iconal para a onda refletida, chegamos a

- 1 ;2 1/2
o me{;:z—rm—-_—i_-%“ (F -n}} : (2.68)

onde v+ = v*(E) e v~ = v™(E). A equacio final para o vetor vagarosidade da onda transmi-
tida &, portanto,

172
pfmpf_{(pr,ﬁ)__egﬁﬁmggﬂpf.n)?] }a_ (2.69)
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Vamos agora determinar o vetor vagarosidade das ondas refletidas. A eseolha do sinal
€ oposta

sgn{c™) =sgn (p® -0} = —sgn (p’ - n) = ~¢. (2.70)

Portanto, para as ondas refletidas, substituimmos € por —1 ¢ vs por v;. Entfo,

@R’.m }}I' -9 (@I . 11} n. (2;‘71}

As eguacOes (2.71) e (2.69) sio as equaghes finais para os vetores vagarosidade p” e p®
das ondas transmitidas e refletidas, respectivamente. Podemos agora propagar, de nove, ©
raio no segundo meio, no caso da reflexdo ou transmissdo.

A forma usual de apresentar essas idéias nos livros de Otica & utilizando o conceito de
plano de incidéncia. Para esse fim; defimimos o plano de incidéncia como o plano especificado
pelo vetor normal ynitério nn e pelo vetor vagarosidade da onda incidente p’. A equacdo (2.66)
implica que os vetores vagarosidade refletido e transmitido, p™ e p”, estSo situados no plano
de incidéncia. Também definimes #, % e #7 como os angulos entre a normal e os vetores
vagarosidade da onda incidente, refletida ¢ transmitida, respectivamente.

Fazendo o produto escalar a ambos os lados da equagio {2.69) e o vetor tangente na
interface, pertencente ao plano de incidéncia, temos que

sin@® _ sind”

= (2.72)

ou seja, a conhecida Lei de Snell de Transmissio.
Similarmente, fazendo o produto escalar entre o vetor (2.71) e o vetor tangente, perten-

cente a0 planc de incidéncia, temos que

sin &' _ sing*
v pr

(2.73)

ou seja, a igualdade dos Angules de incidéncia e reflex8o, um caso particular da Lei de
Snell.
Equagbes correspondentes sfio validas para ondas elésticas em meios isotrdpicos e ani-

sotrépicos. A seguir, consideraremos o caso eldstico isotropico.



28 2. Jeorig dos Raios

2.5.2 Dois Meios Elasticos Isotrépicos Separados por uma Interface

As idéias desenvolvidas na sub-secio anterior s3o similarmente apliciveis para ¢ estudo
de uma onda que atinge uma interface que separa dois meios elasticos {Cerveny, 2001 e AlS
& Richards, 1880). Porém, neste caso, onde dois meios el4sticos isotrépicos sio separados por
uroa interface, temos que levar em conta o chamado fendmenc de conversiic. Esse fenbmeno
scorre quando wmna onda P ou S atings uma superficie gue separa dois meios elisticos,
podendo-se provar gue a onda divide-se em guatro tipes de ondas: uma onda P refletida,
uma onda P transmitida, uma onda S refletida e uma onda S trapsmitida.

Se temos uma onda P incidente (& similar pars uioa onds S incidente) se satisfaz que

sin@’ _ sinf®  sind”  sing®  sing”

e e ey B By @74)

onde cv_ ¢ o, s80 as velocidades das ondas P no meio B~ e R*Y, respectivamente; f_ e f,
sdo as velocidades das ondas § no meio B~ e BT, respectivamente; &7 8% o ¢ sfio os Angulos
formados entre os vetores vagarosidade de tipo P (incidente, refletido e transmitido} e o vetor
normal; e, finalmente, $¥ e ¢7 sdo os angulos formados entre os vetores vagarosidade de tipo
S (refletida e transmitida) e a normal.

A equagio (2.74) é a Lei de Snell generalizada para meics elésticos. Esta equacgfic nos

permite encontrar a direcio dos raios refletidos e transmitidos (P ou 5).

2.6 Modelos Multi-Regides

Nesta tese estamos considerando meodelos onde as equacdes caracteristicas possam ser
integradas apaliticamente em sub-regies, com essas sub-regibes separadas por superficies,
onde os parametros das equagdes (velocidade ou densidade) possuem descontinuidade através
delas. Denominamos esses modelos (seja aciistico ou eléstico) como modelos multi-regiGes.
Sua definicio matematica serd apresentada no Capitulo 4.

Nos modelos multi-regifes, o problema do tracamento de raics se reduz a encontrar os
pontos de intersec¢io do raio com as interfaces do medelo. Ou, dito de cutra forma, se reduz

& um sistema nao-linear (serd analisado detalradamente no Capitulo 3).

Para fazer o tracamento de raios nos modelos multi-regides, utilizamos as equagtes {2.72),
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{2.73) e a Iconal {2.15), no casc de modelos actsticos, onde v(®) & continua em blocos (sub-
regiGes). Similarmente, utilizando as equagGes (2.74) e a Iconal (2.29) ou (2.34), no caso de
modelos elasticos. Os algoritmos que permitem farzer o tragamento de raics, nesses modelos,

serao discutidos no Capfiulo 3 e no Capitule 5.

A solugéo da Equacéo Iconal é denominada a parte cinemaética da teoria de raios, que
fol a desenvolvida neste capitulo. A parte di

& @
EE AN L

a da teoria de raios, ou sgja, o céleulo @ as
formulas da amplitude 2o longo do raic (em modelos acisticos on elésticos), vai ser estudada
no Capitulo 4.
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létodo de Continuacdo no Traca-

mento de Raios

3.1 Introducdo

Neste capitulo mostramos como tramsformar ¢ problems do tracamento de raios na
resoluc@io de um sistema nio-linear; esse sistems é resolvido pelo Métode de Newton. Assim,
o problema do tragamento de raios para muitos receptores é, portanto, equivalente a resclver
um conjunto de sistemas nio lineares que dependem de um parametro. Para solucionar esses
sistemas, utilizamos ¢ Método de Continuvagéo.

O Método de Continuacie é-um métode numérice que permite reselver, de-forma efi-
ciente, nm conjunto de sistemas nio-lineares. Este método pode ser utilizado para construir
o tragamento de raios em um modele composto por blocos de velocidade constante, quer em
modelos aciisticos; quer emr modelos eldsticos. |

Deserevemos como funciona o métedo matemética e-computacionalmente para modelos
2D, considerando apenas os modelos onde as interfaces nio possuem intersecgdes’. O Método
de Continuacdo no tracamento de raios foi descrito, inicialmente, nos trabalhos de Keller &
Perozzi (1983). Essas idéias foram implementadas e refinadas no trabalho de Docherty {1985)
na biblioteca computacional CSHOT, a qual faz parte do SU.

18y Método de Continuacgio foi estendido para modelos 3D multi-camadas por Fawcett & Keller {1885},
como mostrado no Apéndice (D).

20y SU deve seu nome as siglas em Inglés da expressac Seismic Uniz. O SU ¢ uma biblictecs computa-
cional desenvoivida pelo grupo Center for Wave Phenomene (UWP), de Colorado School of Mines {Golden,
Colorado, Estados Unidos). Esta bibliotecs, dedominio pablics, &€ wiltizads pare o processamento, inversio ¢

29
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3.2 Formulacdo Geral do Problema de Tracamento de

Raios

Assumamos gue & Terra é representada por um dominio de duas dimensdes R, ou, por
um dominio tridimensional com simetria cilindrica em relacBo a um eixo perpendicular ac
plano de interesse {modele 2.5D). Assim, o modelo matemético que representa a Terra & um
dominio de duas dimensfes, subdividido por uma particdo de subconjuntos ou sub-regides,
para os quais os parimetros fisicos do modelo (em particular a velocidade v{z) ou a densidade
p(z), onde o ponto & & um ponto arbitririo dentro da sub-regifo) sdo constantes.

Assumamos que © modelo da Terra estd contido dentro de um retbngulo definido por
{{z,z):a <z <8 0<z<c} Também assumamos que as interfaces entre as sub-regides (as
fronteirss entre elas) ¢ a superficie da Terra sfo funches de classe C* que n&o se interceptam
no intervalo [a, b} ,

Li={(z,2) |z€la,b, z=f®}, i=01,..., Ny (3.1)

QOu seja, todo o dominic é dividido em Ng subconjuntos disjuntos, como mostrado na Figu-
ra (3.1}, podendo, assim, construir uma partigio do dominio B. Neste capitulo, chamaremos
esses subconjuntos como regides, sub-regides ou camadas.

Em termos formais, temos uma colecio de subconjuntos fechados R, que satisfazem as

seguintes condigdes:

Mg
R=|]&;,
= o3

B[ \R; =0R,[\0R;, k,j=1,2,...,Ng,

ou seja, as interseccbes das sub-regides s30 apenas curvas no plano.
Usaremos a convencdo ¢ = ( para denotar o indice que representa a superficie da Terra,
e nosso dominic de interesse serd z > 0 (em Geofisica o eixo Z é orientado positivamente

em direcio do subsolo da terra). Chamemos por Int o conjunte de indices {0,1,---, N;}

modelamento sigmico. A criaglo e implementaciio do CSEOT fol parie da tese de doutorade de Paul Docherty
am 1985.
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Figura 3.1: Modelo sismico 2D, multi-camadas.

que representam todas as interfaces. Similarmente, definamos Feg ao conjunto de indices
{1,...,Ng} que representam as camadas. Usaremos estas idéias para definir o conceito de

assinatura mais adiante.

O problema é construir um raio que una dois pontos dados no dominio®.

Para a solugdo cinemética do problema, ou seja, para encontrar os tempos de transito,

levamos em conta;

¢ Um raio que une dois pontos que pertencem a uma regido onde a velocidade & suave,
satisfaz a Equacdo Iconal. Isso tem que ser satisfeito em cada uma das regiGes que o raio
percorre. Particularmente, para o caso de velocidade constante, a sclugdo da Equacdo

Iconal é nm segmento de linha reta, dentro de cada sub-regido.

e Quando acontece uma descontinuidade na velocidade de propagagdo, o raio satisfaz a

Lei de Snell nas interseccdes com as interfaces.

Formalmente, o problema pode ser escrito assim: dados dois pontos Eg (a localizacio da
fonte} e Enyy {8 localizagdo do receptor), ambos localizados em interfaces fixas (ndo necessa-

riamente na interface Lg), ¢ uma seqiiéncia de inteiros positivos 41,14a,... , iy que representam

Este problema & conhecido na liseratura técnica en Inglés como fwo-point ray fracing (Cerveny, 2001).
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Fy {Fonte) Ly Exq {Receptor)

Profundidade

Distancia

Figura 3.2: Representagio do problema geral de tracamento de raios em um modelo 2D.

os indices das N interfaces interceptadas pela trajetéria do raio, entdo, precisamos encontrar
Fy, para k = 1,2,...,N. Em outras palavras, o problema & encontrar a abscissa de cada
um dos pontos de intersec¢do da k-ésima interface com o raio (em total V abscissas). Nesses
pontos de interseccdo, a Lel de Snell & satisfeita.

O raio pode ser descrito enfre dois pontos consecutivos de interseccio, como o segmento
de linha reta By 5, By, para £ =1,2,... , N+ 1, como representado na Figura (3.2} para um
modelo sismico 2D. Observemos que o raio possui NV pontos de intersecgdo com as interfaces,
além de dois pontos nos extremos (a fonte ¢ o receptor}. Isto dé um total de NV + 2 pontos,
gue geram N -+ 1 segmentos de linha (estas quantidades sdo importantes na implementagio

computacional dos algoritmos para fazer tragamento de raios).

Mota: Os modelos considerados nesta tese nio levam em conta as interfaces laterais do

modelo, que separam as camadas do modelo da regifo exterior. Apenas levaremos em conta

as interfaces internas, a interface superior {superficie da Terra) e a interface inferior do modelo.

3.3 Assinatura do Raio

Em Sismologia ou Sismica, a assinatura do raio é uma forma de representar a natureza

de um raio dado. Lembremos que dols tipos de ondas podem ser geradas em um meio eldstico:



3.3, Assinatura do Raic

uma onda P longitudinal e uma onda 5 cizalhante. O tipo de onda determina a natureza do
raio. Quande uma onda atinge uma superficie onde h& uma descontinuidade na velocidade,
se produz o fendmeno de conversdo. Isto é, o raio pode mudar sus natureza de um tipo 2
outro {de P a S ou vice-versa) ou permanecer do mesmo tipo. Se consideramos a m—=ésima
sub-regific do modelo, vamos denotar as velocidades pela seguinte numeracdo global:

{ Gy E Yam, velocidade de propagac8o da onda tipo P na m-ésima camada, (5 2)
ey

Bm = Vo1, velocidade de propagacio da onda tipo S na m-ésima camada.

Como fol mencionado na segdo 3.2, um ralo que possui N pontos de intersecgio define
N -+ 1 segmentos de linha em sua trajetdria. Dada a fonte, o receptor e as interfaces inter-
ceptadas para cada segmento de linha, temos duas possibilidades de tipo de raio. Em oufras
palavras, o raio pode mudar de tipo virias vezes durante a trajetdria. Isso gera um tolal de
29+ tipos de raios gue podem coneciar dois pontos dadoes, interceptando uma seqliéncia de

interfaces dadas.
Cenforme a discussdo anterior, podemos construir duas segiiéncias finitas que carac-

terizam a natureza do raio completamente. Uma & a seqiifneia de N inteiros positivos,

que denominaremos de assinatura das interfaces, i;,49,... ,%4n, onde cada um dos indices i
para k = 1,..., N identifica as N interfaces interceptadas pelo raio. A ouira segiiéncia,
12 J9s -+ 2 JNs Gn+1, Que denominaremos assinatura das velocidades (esta seqiuéncia, que serd

retomada no Capitulo 5, pode ser de ntimercs, letras ou simbolos), ests relacionada as N + 1
sub-regides que o raio percorre. Esta seqiiéncia nos informa acerca do tipo de conversdo que
o raio possul em cada sub-regific em particular, da seguinte forma:

se consideramos a k-8sima sub-regifio atravessada pelo raio, entdo a velocidade de propagacio

das ondas nesss sub-regifio serd denotada por v;,, onde o simbolo j; & definido assim:

iy = { 2m, se temos uma onda tipe P no k-ésimo segmento do raio, (3.4)
= .

2m — 1, se temos uma onda tipo ¥ no k-8simo segmento do raio,

onde m & o correspondente indice global da camada onde estd localizado o k-ésimo segmento

de 1310
O caso actstico fica como uma situagio particular, onde a assinatura da velocidade

sommente possui um tipo de raic em cada sub-regifio.
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Fonie Receptor
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Figars 3.3: Ralos com diferentes assinaturas.

Com esta informacfo, a assinatura € definida por

[2:13?;2?,.. 72.1‘4’; jl:j%"'}jN—%-iE; {35}

onde 35 representa a k-&simna interface interceptada pelo raio, e j; representa a velocidade na
k-ésima regifo atravessada pelo raio?.

Se consideramos meios aclsticos, scmente temos ondas P, portanto, a notacio da assi-
natura, neste caso, fica como um caso particular do caso eléstico.

Exemplos de diferentes assinaturas de raios sfo mostrados na Figura (3.3). A assinatura
do raio vermelho & [1; 2,2], a assinatura do raio azul € [1,2,1; 2,4,3,1] e a assinatura do
raio verde € [1,2,3,2,3,2,1,2,1; 2,4,6,6,6,6,4,4,4,2].

Fixada uma assinatura, podemos definir uma relacdo de eguivaléncia no conjuntc de
raios do modelo sismico (aclstico/elastico). Dois raios se relacionam se possuem a mesma
fonte, interceptam as mesmas interfaces e atravessam as mesmas regifes (com os mesmos
parmetros de velocidade)}, mas, com diferentes receptores. Esta relagio gera uma classe de

equivaléncia. Depois de obter o primeiro raio de uma classe (Apéndices B e C}, os outros

14 notagho de assinatura que nés apresentamos difere da apresentada por Perozzi {1980}, isto para manter
a roerfncia com as idéias que introduziremos no Capituio 5.
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L

raios sdo obtidos por um procedimento de continuac8o nos receptores, como serd explicitado
mais adiante.

Podemos definir outra relacio de equivaléneia no conjunto de raios, mas, para modelos
elasticos: dois raios se relacionam se possuem a mesma fonte, o mesmo receptor, as mesmas
interfaces interceptadas e atravessam as mesmas regifes, mas, deixando as velocidades como
parametros livres (o vetor de parimetros de velocidades pode ser diferente para cada raic).
Lembremos que para cada segmento do raioc existern dois possiveis valores da velocidade
de propagacio do raio. Hssa relacBo gera uma classe de equivaldncia. Depois de obter o
primeiro raio de uma classe {Apéndices B e C), os outros raios convertidos séo obtidos por
um procedimento de continuacgdo nas velocidades, como serd explicitado mais adiante. Assim,
esta classe pode ter, no méaximo, 2¥7! raies.

Fssas duas classes de egquivaldncia de ralos serfo importantes para a implementacio
computacional dos algoritmos de tracamento de raios, mostrada nesta fese.

O conceito de assinatura serd utilizado para estender o algoritmo de continvagdo em
situactes onde se apresentam intersecedes das interfaces. Esta situacfio acontece em modelos
sigmicos de interesse como, por exemplo, falhas, cunhas, lentes, dentre outros. No Capitu-
lo 5, definiremos o conceito do autémato do modelo, um tipo particular de grafo que gera

assinaturas para este tipo de situacses.

3.4 Sistema N3o-Linear

Como para resolver o problema descrito na secfo 3.2 ndo precisamos resolver equagtes
diferenciais, porque a Equacdo Iconal possui schugdes analiticas em cada sub-regiso, entdo ele
pode ser caracterizado compleiamente pelos pontos de intersecclo By = {2y, z;), onde zr =
fi(z,), parat <K< N

Aplicando 2 Lei de Snell no ponto Ey, como mostrado na Figura (3.4), e utilizando
a representacio do vetor tangente na k-ésima interface em Ey, £ = (1, ] (2)) temos as

seguintes equacoes:

E;‘, - Ekwl h Ek+1 — Ek
. tr. R =0, .
< STE, B ) A\ T X o T (3.6

para k = 1,2,... N, onde <, ->> & o produto internc entre vetores. Na Figura (3.4) 77
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Figura 3.4: Representacio geométrica da Lei de Snell

é o angulo entre o vetor vagarosidade incidente e a normal, e % & o angulo entre o vetor
vagarosidade refletido/transmitido e a normal.
Substituindo By e $ na equacfo (3.6) temos um sistema ndo-linear de NV equacbes e NV

incbgnitas, xy, 2,... ,Zx, onde a k-ésima equacio é dada por:

(#r — zp-1) + 1 (26) (Fin(28) — Fiy (%))

= U,
P = Y (@5 — @p-1)? + (i (m0) = Foo_, (@6-1))7] 57
3.
o (Tr4s =~ p) + I (@) fons (Toea) — falz)) -0
o lmrer = 20)? + (foaa (340) — fi (7)) ‘
Em forma compacta o sistema nio-linear pode ser escrito como
(D(Xa V} = {{,ﬁl} ¢2; seny QE’N)T =0, (38)
onde
A= (zln L5 eeng :I:N)T € -HNa (Sg)
g

V= (?}ju Udas cens yjN“f‘*j}T = _gRNJ.-i (319}
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& o vetor de parémetros de velocidades, sendo w;,, 1 < £ < N +1, a k-ésima componente do

vetor V, que representa a velocidade do raio na k-ésima regiio percorrida.

3.5 Procedimentos de Solucio do Sistema N3o-Linear

Para a solugfo do sistema nio-linear apresentado na seclo anterior, usaremos o Método
de Newton (Dennis & Schnabel, 1983)°. Este método & um procedimento iterativo baseado
ra aproximacao de primeira ordem dada pela Série de Taylor.

Seja

&:RY —s RV (3.11)

uma funcio vetorial tal gue

B(X, V)= (8.(X, V), (X, V),...,8x(X, V)V, (3.12)

onde X & o vetor gue representa a varidvel independente ¢ V é o vetor dos parametros do

sistema néo-linear.
Seja X* um zero de &, ou seja, (X*) = 0. Se damos condigdes apropriadas de continui-

dade e um ponto inicial conveniente X podemos garantir que a seguinte seqgiiéncis iterativa

XH—I —_ Xi o+ BZ,
(3.13)
“(éf)iui = @l’

converge a uma solugio do sistema, onde ! é um contador inteiro, X! = (z}, 2}, ..., z%)7 &
a l-ésima aproximacio da solucio, D' & o passo de X! na l-ésima iteracio, & = &(X!), e
(@) = @' (X!, V) é a avaliagio da Matriz Jacobiana em X! (Ortega & Rheinboldt, 1970).

Para nosso problema de tracamento de raios, & Matriz Jacobiana @ & uma matriz
tridiagonal NV x N, isto &

SExistem outros métodos para solucionar sistemas de equactes nao-lineares, por exemplo, o Método Quase-
Mewton. Esse método é mais eficiente que o Método de Newton para problemas de grande porte. Nossa
escolha pelo Método de Newton para resolver ¢ sistema nao-linear em questfo, deve-se, principalmente, a
gue o3 sistemas nic-lineares que representam o tracamento de ralos sfo, em geral, sistemas de baixo porte
(tamanhos mencres e iguais gue 10). Exigtem, na literatura, trabalhos que utilizam o Método Quase-Newton
para solucionar sistemas que representam ¢ tragamento de raios, dentre eles, Pérer & Lopes {a ser publicado}.
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(a; 51 ) ] g 0 \
ez a2 b O 0 g
b £z s 533 g g
=10 0 - - S
g 6 o - - h

: : : o CNo1 Gt O

\0 0 ... 0 0 cy oay /

Isso se deve ao fato de que a Lei de Snell em cada interface depende da interface prévia,

presente e proxima do indice em questdo. As componentes da diagonal, sub-diagonal e super-
diagonal sdo dadas pelas expresses

] ] ; 2
ak:%ﬁii 1+Zg&zk+{3;)2m {w) }

-§k '@k
-l A Az )\
+ 1~ zg Az + (2 - ( Thil - % zﬁi) ;
Dy i Dy

(3.14)

By = —AKHL [1 + 2 2 - Az + 2, Bn\ Az + A% ,
Dk D;c

H

o = — vy 14+ Zi Z?'wx _ Azy + 2, Mz Azyy *?"chﬂﬁzk-s-i
Dy Dy Dy

paral1 <k <N, 2<k<N,e 1<k<N- 1, respectivamente, onde usamos a notacio

Azg=ap—ap1, Do =2 — 23, 1<kE<SN+1,

1<E<N (3.15)
Dy =[{Az)* + (M) Y2, 1<k < N-+1

Se o Método de Newton é aplicado e gera uma segiiéncia convergente a X*, pode-se
demonstrar (Ortega & Rheinboldt, 1970) que 2 convergéncia é guadratica. Isto &,
X - X < OfjXE - X2, (3.16)

para uma constante positiva C na interacio [-ésima. Portanto, em condigBes adequadas, o
Método de Newton converge muito rapido.
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Nota: Uma solugio valida do sistema (3.8}, X* = {2}, 23, ... , Ty}, deve satisfazer a seguinte
restricio:

a<z;<h 1<i<N,
onde g e b 880 os limites das abscissas do modelo sismice. Doravante, um raio serd considerado

uma solugdo valida do sistemas.

3.6 Meétodo de Continuacdo

UJm dos inconvenientes do Método de Newtion é gue ele ndo pode garantir a convergéncia
4 soluclo, em caso de existir, a menos que a aproximacioc inicial X° estela suficientemente
perto da solugio. Isto é, a aproximac8o inicial para a solugio de um sistema néo-linear pode
nio ser suficientemente boa para garantir a convergéncia do método, embora a solucio exista
e (X"} seja bem condicionado {Ascher et al, 1995).

Uma abordagem intuitiva para melhorar a aproximacio inicial X° do Métedo de Newton
& resolver, inicialmente, um problema mais simples que esteja perio do problemas de interesse.
A soluco do problema simples € utilizada para produzir um ponto inicial melhorado para o
problema original.

O procedimento consiste em resolver um conjunto de sistemas nao-lineares, comecando,
primeirc, por um sistema para ¢ gual conhecemos sua solugfo. Posteriormente, perturbamos
este sistema mudando os parimetros do mesmo, e utilizamos a solugio do primeiro sistema
para epcontrar uma primeira aproximacio dos outros sistemas. A seguir, vamos descrever
estes conceitos formalmente.

A idéia é que o sistema ndo-linear original

FX)=0, F:UcRY¥— R, (3.17)

esteja contido na seguinte familia de problemas ndo-lineares

HX,A)=0, 0<A<I, (3.18)

onde A é o denominado parfinetro de homotopia, e onde

HX,0)=0 (3.19)

& facil de resolver {ou & conbecido), e onde

H(X,1) = F(X), (3.20)
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ou seja, & o sistema nio-linear a resolver.

Definimos © conceito de um caminho continuo de solugBo A(A) (também chamado na

literatura como caminho homotépico) como a funcio de A

X:[0,1] — RY, (3.21)

definida pela identidade

H(X(A),A) =0, 0<A<I. (3.22)

Em outras palavras, X(A) & a solugio da equacdo parametrizada (3.22).

G método consiste em mover-se ao longo do caminhe com os passos maiores possiveis
desde a solugio A'(0) conhecida, que resolve a equacio {3.19), até a solugio X (1) = X* reque-
rida, que resolve a equacdo (3.17). Este procedimento & chamado Método de Continuacio.

3.6.1 Continuacio em Velocidades e Receptores

Podemos aplicar o método de continuagio, isto ¢, 0 método homotépico, nos valores das
velocidades ou nos receptores. Isso garante que podemos deformar o problema de um sistema
conhecido a um outro sistema. A seguir, vamos descrever como os métodos de confinuacio
poderm ser aplicados para obter as aproximacdes iniciais apropriadas para diferentes conjuntos

de sistemas ndo-lineares, caracterizados por um paramnetro vetorial.
Continuacdo em Velocidades

O sisterna ndo-linear (3.8) & caracterizado por um vetor de velocidades V. Para enfatizar
a dependéncia do vetor com respeitc a um parametro, substitufmos este vetor por V{A}. Este
vetor representa os valores das velocidades das V -+ 1 camadas percorridas pelo raio relativas
a0 pardmetro A. O vetor é um elemento da combinaco convexa® que une dois vetores de
RN+, que representa os pardmetros de uma equacio nic-linear de solugio conhecida, e V

que representa os pardmetros de uma equacio nio-linear a ser resolvida. Formalmente temos

VA)=AV+(1-AV, 0<A<I (3.23)

Uma combinacio convexa & um subconjunto de um espaco vetorial linear que, geometricamente, representa
o segmenio no espago que une 4ois pontos dados.
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Portanto, V(0) = Ve V(1) = V, e as solugdes do sistema (3.8), utilizando V ¢ V, sdo
X(0) e X(1), respectivamente. Isto &, o problema original ¢ encaixado em uma familia @ de

problemas parametrizados que representa, Bsicamente, uwma familia de raios com a fonte e o

receptor fixos e variacBes nos parimetros de velocidades

B(X(A),V(A)) =0, 0<A<L (3.24)

A idéia bésica do algoritmo & utilizar a solucfo conhecida para um valor de A dado, para

encontrar a aproximacdo inicial no Método de Newton para o valor do parametro A -+ AA.

Utilizando a Aproximacdo de Taylor de primeira ordem, temos

KA+ AA)Y 22 X(A) + (AAE(A), (3.25)

o gue representa uma perturbacfo do raio conhecido e uma primeira aproximagio para avaliar

o novo raio, com precisic da ordem de (AA)?. Podemos obter X(A) = % substituindo a

equacio (3.23) na equagdo (3.8) e diferenciando.

Utilizando a notacdo &' (X, V) = 0% a equacdo (3.24) e diferenciandoe, obtemos

X’
0% dX 09 -
5% dA + 55—;[\/‘ ~-V]=0. (3.26)
Ou em forma equivalente,
; dx ~
(X (1), V() T = ~BE(A), VOV - V), (3.27)
onde V-V = ?%E;A)#, ¢ onde onde B é a matriz bidiagonal N x (N + 1)
8eX, V|
EY (3.28)

Especificamente, utilizandoe a notagio das equagdes (3.15}, temos que 2 linha k-ésima
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de B possui os seguintes elementos

By = o _ _ ( ATy + 2 A% }
T Oy Dy ’
g, Az + Zi&z;,}
B = B R . 2
e { e (3.29)
B;g 3 = % = S}

para j#£ k, j#£ (k+1), 1<k<N.
O lado direito da equacdo {3.27) é portanto igual a

Bn .Sgg 0 ) . a ?[ Ty — ?}E \
. vg — U
0 By B -G . : Vg — s
- 0 0 .833 " T 0 2g — U4
) ’ BN—l,N 0 :
6 0 0 0 Bwnxy Byya / \ vv — Oy /

Como conhecemos ®'(X'(A), V(A)), podemos obter %(A) resolvendo a equacdo (3.27).

O procedimento descritc anteriormente permite encontrar todos os raios de uma classe
dada, onde a fonte, o recepior e a seqiiéncia das interfaces sfio fixas. Podemos encontrar
todas as possiveis ondas convertidas entre dois pontos dados, com uma seqiiéncia de interfaces
interceptadas fixas, utilizando este procedimento.

Cada uim desses raios pode ser construido utilizando homotopia. Comegamos a partir de
um dos elementos da classe e nos movimentamos no espago de parimetros, em combinacdes
convexas. Utilizamos o método de continuaciio em velocidades para construir um raio a partir
do raio anteriormente encontrado. Selecionamos todos os possiveis valores do parametro até
esgotar todas as possibilidades (existem no méaximo 2¥+! assinaturas de velocidades, se temos
N pontos de intersecgdo).

O algoritmo de continuacdo em velocidades pode ser simplificado ainda mais se fazemos
as variagbes do vetor de parimetros na ordem apropriada. Por exemplo, se selecionamos dois

vetores de pardmetros iguais em todas suas componentes, exceto na k-ésima posicao, temos
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o seguinte resultado
V-V=(0,..,0,0—,0,...,0), (3.30)

¢, portanto, o lado direito do sistema linear (3.27) 4 igual a

. . T
{ @, aan g b;;,k_;_i(vk s ’Uk), bk,is(vk . ’i}k), von ,@ ) . {331}
O que foi dito anteriormente sugere um algoritmo, 2 saber:
consideremos um modelo eléstico, fixadas 2 assinatura de interfaces 4;,4,... ,Bx, & posicio

da fonte e & posicio do receptor. Vamos descrever um procedimento recursivo para gerar os
possiveis 27+ raios com diferentes assinaturas de velocidades, definidas pelos diferentes tipos
de raios convertidos. Para isso, vamos utilizar o Método de Continuacio em velocidades ¢ 3
simplificacdo do método, dada pela equacio anterior.

Inicialmente temos um vetor de par@imeiros de velocidades e a solucio do sistema nio-
linear correspondente. Por exemplo, todas as velocidades das ondas tipo P. Construfmos
outro vetor de velocidades igual a0 anterior, exceto o primeiro componente, ou seja, todos os
valores de velocidade mudam unicamente no primeiro componente. Aplicamos continuagio
em velocidades, e obtemos a solugéo respectiva.

Passamos ao segundo componente do vetor do parametro de velocidades. A partir dos
dois vetores de parimetros anteriores, deixamos fixos todos os valores de velocidades, exceto
os segundos componentes. Aplicamos continuacio em velocidades, e obtemos outros dois
vetores de parimetros de velocidades e suas correspondentes solugGes {em caso de existir).
Assim, j4 temos guatro vetores de parimetros e quatro solughes associadas.

Seguimos a0 terceiro componente e aplicamos de novo continuagio, para obter um fotal

de oito vetores de parfmetros e oito sclugbes associadas.
Desta forma, podemos continuar iterativamente com cada componente, até chegar ac

N + 1-ésimo. Obtemos, assim, 2% vetores de velocidade e, possivelmente, 2¥*? solucGes

associadas a todos os tipos de raios convertidos.
Continuacdo na Posicdo do Receptor

Se conhecemos um raio para umas posigdes da fonte e do receptor dadas, Ep ¢ En.1,

respectivamente, & intuitivo utilizar a solugdio do raic que une estes dois pontos como uma
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aproximacio inicial para encontrar a sclucfo do raio que une os pontos Eg e E'yy;, onde
E'n+1 & um receptor localizado perto do receptor original,

Esta idéia pode ser formulada matematicamente assim:
consideremos ¢ vetor gue define a posiciio do receptor como um vetor de parimetros, e apli-
gquemos ¢ método de continuaclo para continuar a sclugio desde By até By,

De forma aniloga ao caso de continuacgio em velocidades, podemos definir um vetor de
pardmetros Ex 1 = (Tas1, Yya1), que depende do parfmetro A, 0 < A < 1, pela expressio

EnmlM)EAE N+ {1 - AE¥,;

(3.32)
= A vy, V) + (U= Azns, yva)

A medida que A percorre o intervalo [0, 1}, as coordenadas do receptor mudam de By
até B yiq-

Como no caso de continuacio em velocidades, denotamos a solugio do sisiema nio-
linear, dependente da posigio do receptor Ex.:1(A), como S{X (A}, V,Ex(A)) = 0. Vamos
denotar a soluco deste sistema por A{A).

Também utilizamos uma Aproximagio de Taylor de primeira ordem para encontrar a

primeira aproximacao & solucio com o parfimetro igual a A + AA,

XA+ AA) & X (A) + (AA)E(A), (3.33)

onde X{)} & agora obtido substituindo (3.32) em (3.8).
Para enfafizar a dependéncia do Jacobiano ®{X, V), com respeitc &s coordenadas do

receptor, escrevemos a familia de sistemas dependentes do parametro A como:

B(X(A),V,Enia{A)) =0, (3.34)

onde X' (A) é o caminho homotépico de soluges, V o vetor de parametros de velocidades fixo
e Eny1(A) & a posicdo do receptor que depende de A.

Diferenciando a eguagio anterior, obtemos

2 @OV + 5o (X),V,Ensa(d)Brsa = Bl =0,
(3.35)
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onde

]T — agN—i—l {A)

Eysy — F
i N4l N+1 8A 3

e utilizando a notacio para o Jacobiano temos, finalmente,

(XN, V) Evss )T = 5o (FD), V. Erns ) Brsa —Bwal|s  (339)

onde ¢ lado direito desta equac@o € o produto de uma malriz NV x 2 por um velor de 2
componentes.

Ot
OEn11

ser observado de (3.7) {as coordenadas do receptor somente aparecem na Gltims linha}, o lado

Utilizando esta informac8o e o fato de que = (, para 1 < £k < N — 1, como pode

direito da equacBo € igual a

O O ’
8,0,... -z s -2 .
{ 3 Yy 2 G: amN—H {3N+1 $N+1> + azN—g—i (ZI‘M& ZN4 H (3 3?}
onde
Obn Un <&$N+l } z 5 Aznis Aznyt
= e T § 20T ! T 3.38
OTns1 Dy Dy + fin(on) Dy (3.38)
e

2
a(féN S VN { :N(xN) <1+ (AZN+1) >+ A$N+1AZN+1 3 (3‘39)

2
Bz iz Dy i1 Dy D N+1

onde Dy estd definido como na equagéo (3.15).

Se temos os receptores em uma superficie plana, como é o caso em muitas aplicagoes
geofisicas, entao zw+1 = 2§41 portanto, o tltimo termo do vetor em (3.37) simplifica-se muito

mais.’

7(} mésodo de continuagio em receptores tem diferentes aplicagdes, por exemplo, pode ser utilizado para
encontrar raios paraxiais. Lembremos que na teoria paraxial se precisa, para tracamento de ralos, que o raio
a se construir esteja em uma regifio perto de um raio central dado (Hubral et al., 1892a, 1992b; Riiger, 1993).

Porsm, com o Método de Continuacio pedemos construir raics paraxiais, de forma eficiente, fazendo pequenas
perturbagbes na posicéo do receptor do raio central.
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Nota: Para utilizar o Método de Continuacdo ndo se precisa que a posicio da fonte oun
do receptor esteja em alguma superficie em particular, aliss, elas poderiam, inclusive, ndo
estar em nenhuma superficie. Nesses casos, apenas precisamos fixar as coordenadas da fonte
e do receptor, € & assinaturs, para montar ¢ sistems ndo-linear. Contudo, nos exemplos
computacionais, implementados nesta tese, vamos considerar modelos onde as fontes e os

receptores estejain localizados na superficie da Terra.
3.6.2 Implementacdo de Seqgiiéncias de Continuacio

A formea como o Método de Continuaclo € implementado na pratica, consiste em cons-
truir uma seqiiéncia finita de solugdes {12, estando cada um de seus elementos relacionado
um & um com os elementos de uma seqiidncia finita de nfmeros {A;}L,, de tal forma que
satisfazem as seguintes condicles

H(X,A) =0, 0<A<I, (3.40)

onde H(X,A) = 0 & a extensdo ao problema F(X) = 0, como j& foi discutido anteriormente.

Tomamos uma seqiiéncia de nfimercs igualmente espacados

{
Ay= — < | <
v 0< 1 £ Ng,

onde N¢ € igual a0 nfimero de pontos internos ac longo da combinagio convexa com a estamos
realizando o método de continuacso.

O algoritmo implementado comega com Np = 1 (Keller & Perozzi, 1983) ou, equiva-
lentemente, AA = 1 na equacio (3.25). Se o Métode de Newton ndc convergir em certo
pamerc de passos, entdo dobramos Ng, ou seja, dividimos AA por 2, e assim por diante.
(Observemos que, neste processo, o nfimerc de elementos da sequéncia aumenta (em poténcias
de 2}, gerando-se uma seqiiéncia de continuacic mais densa, ou seja, com mais pontos ng
combinagio convexa. Nessa seqliéncia mais densa tentamos todo o processo novamente.

Fixamos um valor maximo de Ng, por exemplo 27 = 128. Se 0 método de continuagio
ndo gera uma solugdo do sistema, dada a solug@o anterior, para o valor Ng, entSo desisti-
mos de resolver a equagio (3.24) para esse parAmetro vetorial de velocidades. Nesse caso,

consideramos que o sistema ndo possui solucdo. Isto €, no existe um raio pars a assinatura
dada.
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Portanto, precisamos comegar de nove utilizando um processo de busca inicial, como
por exemplo, o método do disparo {Apéndice B). Com o método do disparo, procuramos
um raio para uma assinaiura diferente. Se obtemos uma solugio, comecamos o algoritmo de
continuacio em velocidades e recepiores de nove, para obter outros possiveis raios.

Destacamos gue na implementacio computacional gue nés fizemos, dos métodos de con-
tinuagdo descritos anteriormente, ndo se apresentaram inestabilidades devido as sensibilidades
do céleulo das derivadas do caminhe homotépice. Explicamos isto assim: os termos das matri-
zes, que correspondem ao sistema 3.27 (para velocidades) e ao sistema 3.36 (para receptores),
possuem expressoes que dependem das posictes dos pontos consecutives que compdem o raio.
Em particular, elas dependem de Az, Az, Dy e 2}, Os deltas ndo sfo, em geral, quantidades
pequenas, e o célculo de 2}, o valor da derivada da interface f;, no ponto By, é avaliado por
uma expressio analitica (devido a que as interfaces sfo representadas computacionalmente

como splines chbicos).
3.6.3 Bifurcacio

Dentro de uma classe de ignal assinatura é possivel que, a partir de uma valor do
pardmetre, o Método de Continuagio nio serva mais para seguir construindo o resto dos
raios. Isto pode acontecer pelo fendmeno de bifurcacdo. Ele é uma caracteristica dos sistemas
nao-lineares que dependem de um pardmetre A. Acontece gquando, para um valor do pari-
metro, Ay, ndo existe uma vizinhanca onde a soluc8o possa ser estendida de forma univoca,
produzindo-se mudangas qualitativas na solucio do sistema ao redor de Ay (Seydel, 1994).

Para os valores Ay, onde acontece esta bifurcagfo, perde-se a relagfo de homotopia.
3.6.4 Mudiltiplas Solugtes

O Método de Newton e o Método de Continuagfo, no caso de convergir, apenas encon-
tram uma solugdo do sisterna nao-linear, no caso de que essa solucdo esteja dentro do domirnio
do modelo sismico, essa solugdo é um raio. Mas, podem existir outras solugbes do sistema,
também contidas no dominio do modelo. Essas outras solugGes n3o sdo encontradas por nosso
algoritmo. Para poder obter TODAS as possiveis solugbes dentro do modelo (fixada a fonte,
o receptor e a assinatura), terfamos que utilizar outre procedimento de busca, por exemplo a

Teorig de Otimizacac Global. Deixamos este problema para trabalhos futuros.
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3.7 Primeiro Raio da Classe

O primeiro raio de uma classe de raios, para uma assinatura dada, ndc pode ser en-~
contrado pele procedimento de continuacio. Isto acontece devido ao fato de ndo possuir um

raio ou solucio para wmn sistema prévio. Portanto, nosso procedimento de busca tem qgue ser
diferente.

Implementamos dois procedimentos para encontrar este raio: 0 método do disparo e o
método da busca aleatdria (Apéndices B e C).

A idéia, em ambos os algoritmos, & procurar uma solucic de um sistema pio-linear,
sem possuir nenhuma suposigio inicial. Os dois métodos sio, entretanto, muito diferentes

nos conceitos matematicos utilizados. U leitor pode consultar os Apéndices B e C para os
detalhes algoritmicos de cada método.

3.8 Critérios de Parada dos Algoritmos

Método de Newton

O critério de parada no Método de Newton & baseado na norma do sistema nio-linear
(J|®]) na i-ésima iteracdo, e na quantidade de iteragbes méximas. Escolhemos, neste trabalho,
o ntmero de iteraces méximas de 200. Dessa forma, se a norma do valor do sistemsa ndo

& menor que um valor prescrito, por exemplo 1074, em 200 iteragbes, consideramos que o
sistema nio converge.

Método de Continuacio

Definimos anteriormente Ng como o nimero méximo de pontos na segiiéncia de conti-

nuacio do método. No nosso caso, Ng = 27 = 128. Se utilizando esse n@imero, o método nio

converge, voltamos a0 método de busca aleatéria.
Método de Busca Aleatdria

Utilizamos uma busca aleatéria com um méximoe de N4 iteragdes, para testar a conver-
géncia do método. Neste trabalho, escolhemos um N4 méximo de 200 iteragdes aleatérias.
No caso de ndo conseguir uma solucgio para esse nfimero de iteragbes, consideramos que ©

sistema nfo possui solucdo.
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Método de disparo

Fazemos uma varredurs do dnguic de disparo, por exemplo cada grau, e festamos se o
ponto final est4 perto a localizacio do receptor {no méximo uma distancia de 100 m). Se ndo
estiver perto, fazemos uma nova varredura mals fina, cada 0.1 gran. Se esta nova varredurs

nio fornece um ponto final perto a win receptor, consideramos que ¢ raio nio existe.
3.9 Extensdo do Método de Continuacio a Modelos Nio-

Homogéneos onde a Equacio iconal & Integravel por
Camadas

Alguns exemplos, dentre outros, de meds

los ndc-homogéneos onde a Equacdo-Iconal &

, 880 agueles onde a velocidade ests representada assim:

%ntagz‘é.vei POT Camasas

e v{z) = a+bz, a funclo da velocidade depende da profundidade z, com ¢ e b constantes.

® V;%g-j— = canstante

Para este tipo de modelos {elésticos/acisticos) sfo validas todas as consideracbes que
apresentamos neste capitulo sobre o Método de Continnacio. :

Mas, & importante destacar gue, nestes modelos, o sistema ndo-linear, a ser resolvido pelo
Método de Continuagdo, difere bastante do obtido em modelos com velocidades constantes
{onde o vetor vagarosidade incidente e refletido/transmitido estd definido totalmente pelos
pontos de interseccio do raio com uma interface, anterior e posterior, respectivamente).

Nestes modelos acontece que ¢ raio em uma camada j4 ndoc é um segmexito de reta,
ele pode ser um arco de circulo ou outra curva. Portanto, o vetor vagarosidade, incidente
e refletido/transmitido, em cada ponto da intersecgiio depende das sclucbes analiticas das
equacbes caracterisiicas em cada camada.

Fazer uma descrigiio detalbada dos sistemas nfo-lineares destes modelos (e sua com-
paracio com os sistemas de modelos de velocidade constante) pode ser inferessante, com o
intuito de construir modelos mais complexos, do ponto de vista fisico. Deixamos esta idéia

como proposta de trabalhos futuros.




Capitulo 4

Calculo de A

mplitudes

4.1 Introducio

Neste capitulo, deduzimos as formulas para o calculo das amplitudes ac longo de um
raio no receptor (parte dinmica da teoria dos raios), utilizando o conceito do tubo de raios.
Essa construcao utiliza o principio de conservagdo de energia e permite encontrar 3 amplitude
n¢ ponto final do raio a partir das amplitudes no ponte inicial do raio. Essa construcio é
apresentada para meios aclisticos e eldsticos 3D. Além disso, deduzimos as férmulas para o
caso dos modelos 2.5D, ou seja, modelos 3D com uma simetria cilindrica.

Para poder generalizar o Método de Continuacgiio a esses modelos, precisamos montar o
sistema nio-linear de forma que considere interfaces definidas pela assinatura, embora estas
tenham uma distribuicdo geométrica complexa dentro do modelo. Com esse fim, definimos os
modelos multi-regiGes, os quais possuem a complexidade geométrica gue Drocuramos.

Destacamos que, para modelos simples, os calculos numéricos da amplitude, utilizando
o tubo de raios, coincidem com o cédlculo da amplitude utilizando férmulas analiticas. Assim,

validamos a correspondéncia entre a solucfio computacional e os principios fisicos da teoria

de raios.
4.2 Equacdes Basicas

No Capitulc 2, mostramos como & partir da Equagio de Helmboltz

W2
Viulz,w) + g-ze—-—ﬂ.z(z, w) =0, {(4.1)

(=)
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onde z € o vetor de posicio, w & a freqiiéncia angular e u(z,w) é a pressio, e utilizando a

aproximacio da Otica Geométrica

u(2,) ~ Ao(2)e" @), (42)
obtivemos 3 Equacio Iconal
1
NVr? = i
i Tii ’Uz{x} 3 {4 3}
onde 7 € o tempo de trinsito e | - || é a norma usual de vetores, Também obtivemos a
Equacdo de Transporte
VA Vr+ 4,V =0. (4.4)

Como neste capitulo deduziremos formulas que avaliam a amplitude ao longo dos raios,
vamos utilizar algumas das equagdes do Capitulo 2, em particular, da Equacdo Iconal. Fssa
equagao £ resolvida através das curvas caracteristicas (Bleistein, 1984) ou raios. Ao longo
dessas curvas, podemos representar ¢ = z(s), onde ¢ é o parametro escalar gue descreve o
raio. A equacdo do raio é dada por

dz(o)
5 =

¢V, (4.5)

que representa a condigdio de ortogonalidade do raio com respeito 4 frente de onda. Neste

capitulo escolhemos { = 1/2. Lembremos que as unidades de o estio dadas por comprimenio®/
iempo.

Multiplicando (4.5) por si mesma, calculando o gradiente do resultado e utilizando (A7),

chegamos a
dz 1 1
@ =37 E“‘F(@z] - (46)
Introduzindce o vetor vagarosidade
p = VT, (4.7)
temos entio

Ipll = ——. (4.8)




4.3. Amplitude ao Longo do Ralo em Meios Actsticos sem Interfaces

Podemos reescrever (4.5) e (4.6} em termos de p como:

dz
&E = By (4‘9)

=3 Lz;ﬁj ‘ (+10)

As equacgbes (4.7}, (4.9) e (4.10} sexfio utilizadas para encontrar s amplitude A a partir da
Equacdo de Transporte (4.4) ao longo do raio. Precisamos de uma equacio adicional para

esse fim. Diferenciandc 7 com respeito a o temos

dr dz

g V- gz %%P!jg - vi(z)’ (4.11)

4.3 Amplitude ao Longo do Raio em Meios Aclsticos

sem interfaces

Nesta segio vamos encontrar expressfes para a amplitude ao longo do raio para um meio
aciistico representado pela equagdo (2.3) com velocidade continua no dominio, com densidade
constante e sem nenhum tipo de descontinuidade. Voltando 3 Equacio de Transporte (4.4},

multiplicamos ambos 0s membros por A e podemos reescrevé-la como uma divergéncia

V- (47Vr) = 0. (4.12)

Para um volume fechado V ¢ tendo @ como superficie de fronteira, supondo adeguadas con-

dicdes de continuidade para a velocidade v e superficie J, podemos aplicar ¢ Teorema da

Divergéncia
f V- {AVr) dV = f AiVr-n dQ =0. (4.13)
v Q

Na equagdo acima, dV e d{} sac os diferenciais de volume e area, respectivamente, da regiso

em quest@o; e n é o vetor unitério normal 3 superficie.
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hxi

2

¥ 2(0)

Figura 4.1: Coordenadas do raio.

4.3.1 Tubo de Raios

Podemos descrever o vetor posicio de um raio, 2, através das chamadas coordenadas
do raio 2(o,7,72). Na Figura (4.1}, v, e 7, sio angnlos polares do raio no ponto inicial,
também chamados de dngulo azimutal e angulo de disparo, respectivamente. Estes ingulos
determinam o raic, que € descrito pelo parimetro ¢. Considerande um raic fixo, chamado raio
central, (o, 71, 72), 08 Taios em sua vizinhanca, determinados por perturbacdes diferenciais
dos pardmetros angulares v, e 7y;, formam o chamado fubo de raios relativo ao raio central

considerado. Para v: e 7 fixos, o vetor normal 3 frente de onda num ponto do raio determinado

por o & dado por

= —- 4.1
n = v(z)— (4.14)
Para este tubo de raios, o diferencial de 4rea transversa, d@@, nas coordenadas {o,v1,7), €
dado por

| B8z Sz
Q=P 5 ¥ 5

dyds. (4.15)

Uma interpretagio da férmula acima é que d representa & projecdo de uma superficie de o

constante scbre uma superficie de fase constante.
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Introduzimos agora o Jacebians do raio

Ho,m ) = vie) G2 g2 B2, (4.16)

O Jacoblano corresponde, simplesmente, ac determinante da Matriz Jacobiana da transfor-
macio das coordenadas do raio em relacfo ds coordenadas cartesianas orfogonais.
Consideremos agora que V), na equacio {4.13), & o volume (infinitesimal} definido pelo
tubo de raios sm torno do raio central, limitado nos extremes por duas frentes de onda
definidas. Como ¢ tubo de raios tem espessura infinitesimal ao longo do raio central, podemos
considerar v, € 7 sem variagtes ao longo do tubo. Portanto, V7 serd perpendicular 3 4rea
inicial e & 4res final do tubo, e paralelo acs lados do tube. Reduzindo o tubo de raios ao raio
central, podemes aproximar 3 integral de supesficie (4.13) 3 diferenca entre as integrais nos
extremos do tubo. Nio havendo variacdo da pormal nestas superficies, obtemos o resultado

A {G‘c)
v{og)

Ao} |
v(o)

AQ = LG, (4.17)
onde A{c) e A(oy) sfio os valores da amplitude nas duas superficies extremas do tubo. E AQy

e A representam as dreas das superficies da frente de onda que delimitam o tubo no seu
ponto inicial e firal, respectivamente.

Notemos que um tubo de raios é determinado pelos pardmetros angulares fixos. Desta
maneira, 0 Jacobiano no fubo somente tem variagio ao longo do parfmetro o, isto &, J(o) =

J{e,71,72)- As &reas da superficies inicial (em op) e final (em ¢) podem ser aproximadas

usando a equacdo (4.15), assim

AQg = J{og)Amly, e AG = J(o)AvAys. (4.18)

A substituicdo na equacdo (4.17) leva a

Afo) = A( g)\/ vo)  [J (‘"’) (4.19)

O quociente dos Jacobianos na equacdo (4.18) pode ser interpretado como uma medida da

expansao ou contragdo do tubo de raios.
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Segundo esta formula, a amplitude pode ter valores reais ou imagindrios positivos ou
negativos, dependendo dos sinais dos Jacobianos, ou ainda ficar sem sentido nenhum guando
¢ Jacobiano & nulo. Na proxima sub-secio, vamos dar um sentido fsico 2 estas situacdes.

Uma outra forma de interpretar a equagio {4.17) & através da definicio da chamada
densidade de energia a0 longo do raio

‘ii?, (4.20)

A equacdio (4.17) expressa o principic de conservagéo da emergia ac longo de um raio. A
densidade de energia é constante em todos os pontos do rajo. Observemos, finalmente, que, se
temos um campo de velocidade contfnuo, podemos avaliar Alo} em qualquer ponto do raio,

desde que J{o) seja conhecido,

Nota: nas formulas de amplitude, vamos utilizar, frequentemente, a seguinte notaco:
para denotar a amplitude em um ponto E do raio, escrevemos A(E} = Alog), onde og é 0
valor do parametro do raio correspondente ac ponto E. Para o ponto inicial do raio, com

valor inicial do parimetro o = oy, vamos denotar a amplitude inicial por A(Eg) = Alog).
4.3.2 Causticas

A equagdo (4.19) fica sem sentido se o quociente dos Jacobianos é nulo, J (¢} = 0. Esse
tipo de situagdo acontece, fisicamente, quando o tubo de raios é deformado em ums curva
ou em um ponto, chamadas de curvas cdusticas ou pontos de chustica, respectivamente. Os
pontos de ciustica representam pontos de singularidade da trajetéria de um raio, uma vez
gue nesses ponios a ampiitude torna-se infinita.

Esta situagdo tem sido observada na pratica como mudancas de fase, quando uma onda
atravessa um tipo de custica. Para poder estender a equacio (4.19) a estes casos e ter
uma expressao que possua uma transicdo continua da fase nas cAusticas, varias teorias tém
sido desenvolvidas. Dentre elas, ests a chamada Teoria de Maslov (Chapman 1978, 1985;
Kratsov & Orlov 1999). Utilizando esta teoria fisico-matematica, definimos a raiz guadrada

do Jacobiano como

VI = |JjEe ", (4.21)
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onde # é o chamado indice KMAH do raio’. Esse indice representa o nimero de pontos de
céustica com consideracéo de sua multiplicidade. Existem dois tipos possiveis de pontos de
chustica ao longo do ralo, eles so chamados de pontos de caustica de primeira e de segunda,
ordem. Um ponto de céustica de primeira ordem ¢ um ponto do raic no gual o tubo de
raios se reduz a uma curva perpendicular & direcio de propagacio. O valor do indice KMAH
aumenta em dois cada vez que o raic passa por um desses pontos. Um ponto de ciustica de
segunda ordem, também chamado de ponio de foco, é um ponto do ralo para o qual o tubo
de raios se reduz a um ponto. O valor do indice KMAH aumenta em um cada vez que o raio

passa por uim ponto de foco. Para os modelos 2D ou 2.5D, os pontos de c4ustica somente sio

de segunda ordem.

A raiz quadrada do valor absoluto do Jacobiane, /|7, é conhecida como divergéncic

geoméirica® do raio central e vamos denoté-la por £, ou seja,
L= /1 J{o) ] {4.22)

Desta forma, damos sentido & raiz quadrada no caso em gue J seja negativo.
Podemos demonstrar que, embora o quociente dos Jacobianos fique indefinidoc numa
caustica, a amplitude final possui uma mudanca de fase total ignal a ~~g— Zfiﬁ‘? onde > &; &

a soma de todos os indices KMAH ao longo do raio.

Nota: pas secOes seguintes, vamos escrever as formulas de amplitude utilizando o valor
absoluto do Jacobiano. Sendo que na se¢io (4.9) apresentamos a mudanca na fase que deve

ser feita nas formulas finais de amplitude, devido as causticas.

4.3.3 CondicGes de Fonte Pontual

Para a situagio de uma fonte pontual localizada em Ey, um raio qualquer z(o, 71, 72),

definido por parimetros angulares v, e 9, e tendo o ponto de partida E; especificado por

10 termo KMAT foi introduzido em 1980 por Ziolkowski & Deschamps, como reconhecimento aos trabalhos
de Keller em 1958, Maslov em 1965, Arnold em 1967 e Hérmander em 1971 {Cerveny, 2001).
2Na literatura técnica existerm diversas formas de definir a divergéneia geométrica.
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op = 0, satisfaz as condicgdes iniciais
Z(0, 11, 72) = Ey,

T{:&a ?15?2} = @, {423}

1 w L
B0, 71,72} = ~=—(cos 1 sin v, sin 1 sin 7y, cos o).
’U{E@)

Em uma vizinhanca infinitesimal da fonte, pedemos considerar a velocidade do meio
como constante. Assim, perto da fonie, as frentes de onda podem ser aproximadas por
superficies esféricas centradas em Ey. A solucio da Equacio de Helmholtz para o caso de
velocidade constante € a Fungéio de Green (Bleistein, 1984) dada por

ulz, w) = g%exp{&arjv}, (4.24)

onde

r=flz - Eol (4.25)

¢ a distancia entre um ponto qualquer do raio (o, v;, %) ¢ o ponto inicial (0,71, 72) = Eq.
Neste caso, as superficies de 7 constante e & constante sio iguais, e os raios sio segmentos de
linha reta; portanto, ¢ valor do parimetro ¢ na interseccio do raio com 2 esfera é igual a o,

onde ¢, = vrT.

Nesta situagio simples, podemos representar a transformagcio das coordenadas do raio

para as coordenadas cartesianas como
Z = TCOS Y 8in s,
y = rsiny siny, (4.26)

Z = T COS Yo,

ou seja, as frentes de onda sio superficies esféricas e as coordenadas do raio coincidem com as

coordenadas esféricas perto do ponto inicial. Derivando (4.26) com respeito a ; e Yz, temos

oz . . .
6 = T(_ LY 4] 8101 Y2, COS Yy 8IL Yy, 0)3
Y1

Oz ) )
s = 7(C08 71 €08 Y2, SiI 71 €08 Y2, — Sin Ya).
2

(4.27)
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Portanto, o diferencial de drea da superficie perto da fonte & igual a

Jx 3:8

er = lﬂ @"f}

i

d"‘/ld"fz = 1 sin yady1d s, (4.28)

o que fornece a expressdo do Jacobiano do raio em um ponto perto da fonte,

| J{o,) |= r¥sin . (4.29)

Para dar um sentido & fonte pontual, avaliamos o limite do produto Alo,)+/] J(or) |, quando

a raio da esfera tende a zern

lim A(e,)y/[J{o,) | = lim { k } [{7?\/8111"”2]

a0 a0 dmo. | LY

(4.30}
‘&fSé}} g
dr

Finalrnente, podemos avaliar a amplifude em um ponto qualquer z{o, v, 72), a0 longo do
raio, para uma fonte pontual utilizande o limite {4.30) e a equagio (4.19). Fazendo o limite

quando o, tende a zero, temos que

0 = 1 A2 [T

Alo) = i» Al 5'}'\/'U(o‘,.)\/[ J{o) |
:i\)/'z;(o'}a/sinh{g
i von) | T70)

onde v{ag) ¢ a velocidade do meio na posicdo da fonte.

(4.31)

De acordo com a notagdo definida anteriormente, A(Eg), a amplitude inicial, fica definida

se consideramos o limite anterior. Nas préximas segles, A{Fy) pode ser uma fonte pontual

ou outre valor inicial da amplitude.

4.4 Amplitude ao Longo do Raio em Meios Aclsticos
Através de uma Interface

Mesta secdo, vamos calcular as f6rmulas da amplitude para wmn raio gue atinge uma

interface ou superiicie de descontinuidade nas velocidades. Como jé foi analisado na secdo 2.5,
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Eq

\\\\\\Raio Incidente

K\
N
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Raio Transmitido

Figura 4.2: Particdo do raio em uma interface.

nesse Casc a energia da onda € particionada em um raio refletido e outro transmitido. Isto
8, temos duas regides semi-infinitas, B~ e R™, separadas por uma superficie suave I, como
mostrade na Figura (4.2) . As velocidades nos meios B~ ¢ BT sio continuas. Se atravessamos
a superficie X, a velocidade sofre uma descontinuidade. O raio incidente tem ponto inicial
E;, estd no meio &7 e intercepta X no ponto E. O ponto final pode estar na regifo K~
(caso de reflexdo}, ou na regiio R* {caso de transmissic). A superficie T é o conjunto de
descontinuidades da funcao de velocidade da propagac8o de onda. A funcdo de velocidade

v(z) & descontinua em E através da superficie £. Denotemos por v~ = é}izr% v{z) {em R} e
—
T=1 z) (em RT).
por v = lim v{z) (em BT)

Para deduzir expresstes gue fornecam uma medi¢do da mudancga de amplitude, quando

o raio atinge a interface, vamos utilizar a aproximacio assintdtica,

ur(e, w) ~ Al (z)e &), {4.32)
onde A” ¢ a amplitude da onda incidente no ponto = e 77(2) & o tempo de transito do raio
incidente. Também utilizamos a equacgdo de continuidade no campo,

up + Ug = Ur, (4.33)
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onde ur, ¥g € Uy 540 08 campos incidente, refletido e transmitido, respectivamente. Precisamos
de outra condigdo para encontrar as amplitudes iniciais do campo refletido e transmitido. Esta
condigdo & dada pela continuidade das derivadas normais do campo total na fronteira em P.
Matematicamente, podemos escrever

3?.@;_{_3%3‘_5&?
dn  Bn Bn’

(4.34)

o . . .
onde B € a derivada direcional na direcio da norma n,
7

Resolvendo o sistema das equagdes (4.33) e (4.34), podemos obter os dados iniciais A%
e AT, para ¢ campo refletido ug e o campo transmitido ur, respectivamente, a partir da

amplitude da onda incidente, 47. Para esse fim, definimos os coeficientes de reflexio e de

transnissdo:

)4
R = %2 (4.35)
e
T
T = %}-, (4.36)

respectivamente. Esses nfimeros sio uma medida da variacdo da amplitude, portante, da
particdo da energia do raio, no ¢aso em que o raio intercepte uma interface.

A express@o final do coeficiente de reflexo, em termos das velocidade e dos ngulos de
incidéncia e transmissdo (Figura 4.2), é

_vtcost — v cos 7
- vteos® 4+ v cos§T

(4.37)

e a expressao final do coeficiente de transmissgo, em termos das velocidade e dos angulos de

incidéncia e transmissio (Figura 4.2), é

2ut cos &
T ytcosb + v cos BT

(4.38)

onde # é o Angulo entre a direcio do raio incidente e a normal no ponto E, e 47 & o

sngulo entre a diregdio do raio trapsmitido e a normal.
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Doravante, representaremos por K o coeficiente de reflexSo ou transmissdo {achsti-

co/eléastico) em uma interface.

J& podemos encontrar a amplitude a0 longo de um raio gue atinge uma interface e se
propaga de novo. Fazendo referéncia  Figura (4.2), consideremos uwm raio com pounto inicial
E,, que intercepie um ponto E na superficie 2 e gue esieja particionado em dois raios, um
refletido e outro transmitide. Também vamos utilizar a notagio E~ e E* para nos referir
a0 mesmo ponto geométrico E, mas o considerado como pontc de incidéncia ou ponto de

reflexdo/transmisso, respectivamente.

Aplicando a equagio (4.19) e utilizando o coeficiente de reflexfio dado na eguacio {4.37),
a amplitude A(G:), no ponto final &; do raio refletido, é

_ J(Eo) || ﬂigi | J(E
Af@”“{ Eg)a/ {E}VI J(E) EV V77 Gz)}

v(Gy) [ J(Ep) |
“A(E“)\// (Bo) iJ(Gz) e

(4.39)

De forma anéloga, aplicande a equacio (4.19) e utilizando o coeficiente de transmissio dado

na equacio (4.38), a amplitude A(Gy), no ponte final G; do raio transmitido, &
B o= ] J(Eq) iv(G /| J(E)
A(Go) = {A(EG)V/U(E@ J(Eﬂ) 1 { : | J(G2) | }
N [o(Ga) [v= [cosB* || J(Ed) |
= A(Eo) p(Eq) VC:; cos§- Y | J(Ga) ]T'

Este tltimo resultado se deve ao fato de gue o guociente dos Jacobianos & igual ao guociente

(4.40)

dos cosenos dos Angulos antes e depois da intersecgio do raio com a interface (Cerveny, 2001),

ou seja,

[J(E1)| cosf*
| J(E~)|  cosh

(4.41)
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Figura 4.3: Modelo sismico multi-regibes

Modelos Multi-

4.5 Amplitude ao Longo do Raio em
regices

Vamos considerar uma generalizagio do caso anterior, gue chamaremos de modelo multi-
regiGes. Hste tipo de modelo inclui os modelos multi-camadas como um caso particular. Um
modelo multi-regido &€ um modelo tridimensional definido por um dominic R, composto por

vérias sub-regifes H;, com i =0,1,... , M, tais que

Ng
R={JR.  R[)R =0R([)0R;
i=1 (4.42)

OR;(0R; =Ly, 1<4,j<Np, i#], 1<k< N,

onde OR; & s fronteira da j-ésima sub-regifio, Ny é o ntimero total de sub-regides, Ly € a &-
ésima superficie de descontinuidade {ou interface), & Ny, é 0 niimero total de interfaces. Isto
4, a interseccio de sub-regifes ocorre somente nas superficies Ly, & = 1,2,...,N/%, em R,
portanto, ndo gse tem superposicdo de sub-regides {Figura 4.3). Esta é a descri¢do geométrica

do modelo.

Tie acordo com a descrigie fisica do modelo, para cada sub-regifio R; temos definida

3Negte trabalho, estamos considerando Ly como a superficie que representa a superficie da Terra, ela nio
poderia ser 2 interseccao enfre duas sub-regides,



4. Célculo de Amplitudes

uma funcio do campo de velocidade da onda no interior da sub-regifio int{R;), isto &,

U.?(m} : E‘HT‘(RJ‘) — }‘ZZ_!_} para j=1,2,...,Npg, <44‘3}

onde v; € uma fung¢do diferencidvel positiva e continua. Se construfmos uma fungéo que descre-
va a velocidade de propagacgo v{z) globalmente no modelo, ela vai estar definida no dominio
R, exceto no conjunto de interfaces Ufi_i_?_;;;x As funcgbes v{m), para cada 7 = 1,2,... ,Ng,

sdo restrictes diferencidveis com continuidade em int(R;) da funcio v(z), isto &,

vi{z) = v(z), para cada = € int(R;). {4.44)

Para todo ponto E que pertence a uma superficie de interseccdo Lg, tal que Ly =
OR; (Y8R, temos que

im vz £ lIm vz {4.45)
Py Z{ >?$~—+Ei 3( )? 12207

onde E? e B/ representam os limites direcionais ao ponto E, aproximando-se desde a regido R;
e R;, respectivamente. Ou seja, Ly é a fronteira entre as duas sub-regides R; e &;, e também
& um subconjunto de descontinuidades para a funcéio de velocidade da onda v(a).

Utilizando a mesma notacdo do Capitulo 3, ou seja, considerando um raio com assinatura

[i1y82,- -5 0n; Jiides- - s I ag)

que percorre IV + 1 sub-regides do modelo, R, B,,,... , B, temos IV interfaces definindo
uma seqiléneia de pontos By, com & = 0,1,2, ... N, N + 1, onde Ky & a fonte, Ey.; € 0
receptor, e B, Ey, ... , By s80 os pontos de interseccdo nas superficies que o raio intercepia
(Figura 4.3).

Para encontrar a amplitude final do raio temos que aplicar as equagfes (4.39) e (4.40)
de propagagio e transmissfio (ou reflexfio) em forma iterativa.

Podemos encontrar uma expressic para a amplitude final do raio no receptor Ewxs,

sendo conhecida a amplitude na fonte Ey. Para o primeiro ponto E;, por exemplo, antes de

-

atingir a interface, temos

j h (4.46)



4.5. Amplitude ac Longo do Raio em Modelos Multi-regides

depois da reflexfo ou transmissio temos

AE}) = A(E )X/ E+) gﬂ)} I!KZ;, (4.47)

onde Ky & o coeficiente de reflexdio ou transmissfo da primeira interface interceptada.
Podemos aplicar o procedimenio anterior em forms iterativa. Devido a que o raio
percorre N -+ 1 regifes e intercepia NV interfaces, entfo fazemos ¢ produto da amplitude
inicial A(E,) pelos fatores da equaglo (4.46), N + 1 vezes (levando em conta as regides).
Multiplicamos o resultado anterior IV vezes pelos fatores da equagio (4.47) (levando em conta

as interfaces). Esse produto nos leva ao seguinte resultades:

= o [ e (]

- | J(Bo) | [v(Eren) vy [vEDT T IED TV
et F = M

(4.48)

n=l

onde E; e Ef representam a aproximacéo ao ponto E,, na interface L,,, desde a sub-regifio
R;, e R;,,, respectivamente.

IED
[I(E:) 1

quociente entre os produtos internos do vetor vagarosidade normalizado e o vetor normal

O quociente dos valores absolutos dos Jacobianos & simplesmente igual ao

unitario 3 n-ésima superficie, antes e depois da interseccio, ou seja

| J(EF) |  cosff
| J(B7) | cosb’

(4.49)

onde #; é o &ngulo do raic com a normal, antes da intersec¢dio com a n-ésima superficie; e 6,
é o Angulo do raio com a normal, depois da intersec¢do com a n-ésima superficie.
Portanto, a expressao final da amplitude no ponto Ex,: do raio, em termos dos dngulos

de incidéncia e reflexdo (ou transmissdo), é

J{Eqg v(Exy; v(E; Y2 os B, 12 B
ABs) = ARy [ LEE L U(g:fm (2% Tk ws

(E)




66 4. Céleulo de Amplitudes

4.5.1 Amplitude aoc Longo do Raio em Meios AcGsticos com Veloci-

dade Constante por Sub-regifes

No caso de meios onde a velocidade permanece constante em cada sub-regide, a squa-
g (4.50) simplifica-se, pois v(E}) = v{E;,,}, parsa n=1,...,N. A formula da ampli-

tude final simplifica-se assim

N + ;_;2
A(ENH};—A(E@W E‘}) H{izz j . (4.51)

4.5.2 Ampiitude ao Longo do Raio em Modelos AcGsticos Multi-

camadas

Um modelo multi-camadas & um caso particular dos modelo multi-regido. Neste modelo,
as sub-regibes estao definidas de forma que cada uma delas tenha somente duas sub-regides
como vizinhas, e cada interface esteja definida de um extremo a outro do dominio do modelo
(Figura 4.4). Este tipo de modelo tem uma motivagao geologica no conceito da estratificac@o
da Terra no processo de sedimentacio através das eras geologicas. Este caso, embors muito
simples, pois ndo leva em conta falhas e lentes geolégicos {por exemplo, bolsas de gis) ou
terminacdes bruscas nas interfaces ao longo do dominio do modelo, tem sido usado com éxito
em muitas situacbes da exploracio sismica e da Sismologia.

Como os modelos multi-camadas sfc um caso particular dos modelos multi-regides, a

formula da amplitude final nestes modelos & a mesma formula da equagio (4.50},

~\1/2 1 1/2
e =am e S TR (5] e o

e para o caso de velocidade constante por camada, a amplitude final simplifica-se & equa-

¢io (4.51) assim:

J(Ee) | 1 [cos@i]"? }
A(EnN.1) = A(Bq) T%?ﬁ(;i%g Ez: 9_] K. (4.53)
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Ly E, Ex.

Profondidade

By

Distancia

Figura 4.4: Modelo sfsmico multi-camadas.

4.6 Amplitude aoc Longo do Raio em Modelos Acisticos

2.5D

Vamos apresentar as férmulas para o céleunlo da divergéneia geométrica nos chamados
modelos 2.53D. Um modelo 2.5D é um modelo para o qual os parimetros nfo tém variagio na
direcio fora do plano, ou seja, na diregfo perpendicular 4 nossa linha de observagdo. Esta
simplificagdo ¢ valida para estruturas geoldgicas para as quais a inclinacdo da estrutura nessa
direco & quase zero. Para este tipo particular de situacg8o, a divergéncia geométrica pode ser

avaliada em termos de guantidades em um plano de observacio (Bleistein, 1986).

As hiptGteses geométricas dos modelos 2.5D sdo

v = g($i§$3>7 E{} - (zgﬁ)?ei ‘T'Z{%Q} 3 (454)

e nossa linha de observacio é ao longo do eixo z;. No Apéndice E, apresentaremos a deducéo
da formula da divergéncia geométrica para modelos 2.5D multi-camadas. Os argumentos do

Apéndice E estdo baseados em Docherty (1986).



4. Célculo de Amplitudes

Amplitude ao Longo do Raio em Modelos Multi-Regifes 2.5D com Velocidade Cons-

tante por Sub-Regifes

A equacio (E.27) & estendivel acs modelos multi-regites com velocidade constanie por
camadas, j4 que o Jacobiano, | J{Ex.,) |, pode ser representado a partir de varisveis medidas
no plano de observagio. Finalmente, chegamos & mesma equagdo (4.56), mas agora utilizamos
3 seqii®ncia de pontos definida pelo raio, como j4 foi deserito na secio 4.5, para construir as
quantidades requeridas pela f6rmuls da amplitude.

O valor absoluto do Jacobiano no receptor estd dado pela equagdo (E.22),

| Howa) = TNl 313’}2) Jgﬁ icasﬂyﬂ (4.55)
Yz ||

U {EQ

onde v(Ey} & a velocidade na posi¢io inicial do ralo, 1 é um vetor medido ao longo da
superficie de observacio, v; € 0 &ngulo de disparc do raic no plano de observacio, & x4, €
o angulo que o raio faz com 2 normal na superficie de observacdo. A partir desia expressio,
a formula final da amplitude a0 longo do ralo para meios multi-camadas pode ser deduzida,
formula (E.27),

(EM)*?F&% }f{

Vi

dn
d’Yz

-1/2 N o8 gm;., i/?
K, L .5
COs 92\@1] H 7 [COS 5{{] 1 (4 36}

n=t

onde v;, & a velocidade na k-&sima camada percorrida pelo raio, D; é a k-ésima longitude
do segmento do raio, K, & o n-ésimo coeficiente de reflexiio/transmissio, e, finalmente, #,7 e

£, s&o os Angulos de incidéncia e reflex8o, respectivamente, na n-ésima interface.

4.7 Amplitude aoc Longo do Raio em ios Aclsticos
com Densidade Variavel

Para meios actsticos que t8ém variacio na densidade, a equagio de onda no dominio da

freqiiéncia & (Bleistein, 1986)

1 2
ov - {;V’Lﬂ] + %@5 =0, (4.57)
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onde p = p{z) é a funglo de densidade, espacialmente varidvel e u = u{z, w) & a pressio.
Fazendo a mesma aproximacido assintdtica da segio 4.3

u{e, w) ~ Agla)e™mE) (4.58)

onde Ay = Ay{x) & a amplitude correspondente, se pode demonstrar que se obtem a Equagio

de Tramsporte

fIos
(o)
wy
N

1y .
VA -Vr+ AgoV (;} T+ AV =0, (4.
Dividindo por /p e construindo uma divergéneia exata, chegamos a que a expressio

A . . .
—i— satisfaz a equagdo de transporte com densidade constante (equagio (4.4))

/ -»49:) Ag g
VL — | - Vr+ —Vir =10, 4.60
i\v’ﬁ /P (4:60)

Utilizando o parmetro o, de forma que z = (o), podemocs demonstrar que Aglx) satisfaz

B W)p0) [[ (o) |
o) = Ad(%}\/ o{o0)p(os) \/ @) ] (461)

onde Az{op) & a amplitude inicial.

4.7.1 Amplitude ao Longc do Raio em Meios Aclsticos com Densi-
dades Diferentes Separados por uma Interface

Neste caso vamos fazer algumas consideracdes andlogas ao caso de uma mudanca brusca
na velocidade.

Consideremos dois meios separados por uma interface I, onde existe nma descontinui-
dade na densidade (Figura 4.5). Neste caso, temos daas fungbes v(z) ¢ p(x), onde alguma das
duas tem descontinuidades ao longo de ¢, Analogamente ao caso de dois meios semi-infinitos
separados por uma interface sem variacfo de densidade, podemos utilizar a continuidade nos
deslocamentos e nas derivadas normais & superficie (éerveny, 2001) para chegar s seguintes

conclusées:

Em particular, se temos duas regifes com as mesmas velocidades de propagacio de onda, mas com
diferentes densidades, podemos obter uma particdo da energia baseada, somente, na mudanca de densidade,
Mas, neste cago, a Lel de Snell ndo produz efeito nenhum sobre a trajetoria do raio.
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Figura 4.5: Dois meios separados por uma interface com densidades diferentes.

1. A Lei de Snell ¢ independente das mudancas de densidade.

2. Os coeficientes de reflexfio, R, e transmissio, 7, dependem das mudancas de densidade
no ponto E, e sdo dados pelas seguintes expressdes
_proteost — pmv cosdT
~ ptutcosf + prycos BT

(4.62)
_ 2ptut cos §7
T prutcos 87 + pru cos 67
onde
47 = h > T= H 4.63
Gm_v(@), v = _lm ufe) (463
g
o= lim o), pp= lim plx) (4.64)

4.7.2 Amplitude ac Longo do Raio em Meios Aciisticos Multi-regifes
com VariacSes na Densidade

Como na segdo (4.5), vamos considerar uma regido tridimensional particionada em sub-

regides (Figura 4.3). Os mesmos conceitos e notacio desta se¢io sao validos para este caso,
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mas, além disso, temos que considerar uma funglo de densidade p{z). Esta funcio p(z) esté
definida no dominio R {exceto nas fronteiras das sub-regides). As restrigbes desta funcio p
ao interior das sub-regides definem funcdes diferencisveis com confinuidade, isto &, a funcio
p(z) & uma fungio C7 no interior das sub-regifes ¢ tem descontinuidades nas fronteiras entre

sub-regides. Malematicamente, podemos escrever isto da formsa

£ = Pimﬁ{%y
piint(R;) — R, p; € CH{int{Ry)), (4.65)

para 1< 7 < Npg.

Queremos encontrar a2 amplitude no ponto final de wim raic gue percorre um modelo
multi-regides, com variaghes na velocidade e na densidade, caracterizado por funcdes v; ¢ gy
definidas em sub-regiGes R;. Podemos aplicar, iterativamente, a eguagfo {4.61) de propa-
gacdo num meio com variagio na densidade, ¢ a equacio (4.62) dos coeficientes de reflexdo
e transmissdo. Utilizaroos de novo a notagdo do Capitulo 3, onde um ralo percorre N + 1
sub-regides B;,, R;,, ... , Ry, ,, e define uma seqiiéncia de pontos Ey, Ey,... ,Ex, En,,, onde
Eqp é a fonte, By, é o receptor, e, By, paran = 1,2,..., N, sfo os pontos de interseccdo do
raio com as interfaces.

A amplitude final do raio vem dada por:

A(ENH)"""
_ B0 ®) [17E) | | | [pEr)eEra) [17ER]
AiEﬂ)g {\/ p{En_i)wEMx/ TE) ] \/ PERoEE) | [ IEN.) i}

!JEﬂ)l p(EN%l)U EN—}-l} E ) (E ) /2 EJ(Ei)I 1/2
= AN TTEr D) TV o) Hi (B )o( E*J L J(E;) I] Ko

(4.66)

As expressdes p(E7 Jv(Ef) e p(Ej,,)v(Ey.,) representam o limite do produto da densidade

pela velocidade, avaliado nos dois extremos do raio, na fonte e no receptor, respectivamente.
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4.7.3 Amplitude ao Longo do Raio em Meios Aciisticos com Densi-

dade Constante por Sub-regites

Similarmente, como na secdo 4.5.1, consideremos um meio para ¢ qgual as velocidadss
¢ densidades s3o constonies por sub-regides. A formula para a amplitude no ponto final do

raio, equacgdio (4.66), simplifica-se bastante, pois

PEWET) = (B, w(BL,) paran = 0,1,... N,

. pEL Jv(E n1)
Portanto, o produto dos quocientes i ! & * passa a ser igual a 1, e a ex-
s PEN(ED
pressac final da amplitude & igual 5
J(Eg) | (B | cos 12
AlE = A | K. .
() = 4Bl 15257 T g E [ (467)

Amplitude ao Longo do Raic em Modelos Multi-Regides 2.5D com Velocidade e

Densidade Constante por Sub-Regites

O caso de um modelo 2.5D multi-regides, com parametros constantes por sub-regides e
com fonte pontual, pode ser analisado utilizando os argumentos do Apéndice E, para o calculo
do Jacobiano final, e da secio (4.3.3), para a fonte pontual.

A Fuac8o de Green no deminio do tempo para a equagdo (4.57) {éerveﬁy, 2001} &
G, t; 20, 1) = p( elr) (t -1y — i) (4.68)
v
onde r € a distancia do ponto z até Tg, portanto, a amplitude no ponto z é dada por

Ad(:c) TR e (469)

Para o caso da fonte pontual, consideremos um ponte do raio, #(s,), perto da fonte,

pertencente a uma esfera centrada na fonte de raio r. Similar a0 caso sem variaches em
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densidade, fazemos o ponto tender 3 fonte, entio temos que

lim Ag(z(o,))J (2(0)) = { 45:)} [W sin 'Yf*‘]

{4.70
= % sin Yo
onde p;, € a densidade na posicio da fonte.
Do Apéndice E, temos que
ons18iny | Oy
J |= .
1 {0‘;\;4_3_} ’U(EQ) 6’}’2 COB §N+;, {4 71)
portanto, a amplitude final é ignal 2
. W +y1/2
A1) = lim { {r}} /5D ] {c"s % E K,
r—0 | 4oy Cs1 SRy, || B fcas@ -+ jcos by
o(By) ||Fy)
Nt ~1/2 (4.72)
v, D -

onde p;, € a densidade da primeira sub-regidio atravessada pelo raio, e v; € a velocidade na

primeira sub-regido atravessada pelo raio.
Nota: Nesta tese, a forma que adotamos para apresentar as equactes da amplitude é

com o intnito de facilitar a comparagio com os resultados do artigo de Docherty (1986).

4.8 Amplitude ao Longo do Raio em Meios Elasticos
isotrépicos

Como jé se explicou na se¢iio 2.3, um meio elastico isotrépico estd representado pela
seguinte equacio de onda, no dominio do tempo (Cerveny, 2001)
A+pVIV-0)+ u(V-V)u+ VAV 1)+ Vi x (V x u)
e {(4.73)

+ Q(V}L > V)H = ,05{5‘11,
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onde Az} e p(#) sdo os chamados Parimetros de Lamé, p(z) & a densidade domeioeu é o
vetor de deslocamentos da particula.

Lembremos que nas alias fregiéneiss, dois tipos de ondas podem existir e elas propagam-
se independentemente uma da oufra: ondas de tipo P, para as quais a propagacio das par-
ticulas no meio é na direcio da onda, e ondas de tipo S, para as quais a propagacio das
particulas é perpendicular 4 propagacio da onda. Esses dois tipos de onda t8m diferentes
velocidades de propagacio. No Capitule 2, denotamos por a(z) ¢ por S{z) as funcbes de

velocidade de propagacio das ondas P e S no ponto 2 do dominio, respectivamente.

4.8.1 Amplitude aoc Longo do Raio em um Meio Elastico sem Des-

continuidades

Para encontrar as férmulas da amplitude ao longo do raio em um meio eléstico, utiliza-

mos as Bquagies de Tramsporte (2.33) e (2.37) para as ondas P e 5, respectivamente.

1. Ondas P.
Seja
Ulz) = adlz)p, (4.74)

o vetor deslocamento, onde A{z) & a funcdo escalar de amplitude de valores complexos.

Se consideramos a expressdo +/pa?A, podemos escrever a Equacdo de Transporte da

forma

V- (po”AA®VT) = 0, (4.75)
onde A* é o nimero complexo conjugado de A.

2. Ondas S.
Definimos dois vetores e; e ep, mutuamente perpendiculares e perpendiculares ac vetor

p, escolhidos de forma adequada (éerveny, 2001). Entdo, a representacio vetorial do

deslocamento estd dada por

U(=) = Bla)e: + C(@)es, (4.76)
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onde B{z) e C{z) sfo as funcbes escalares de amplitude da onda 5, que satisfazem as

Equactes de Transporte.

Como no caso das ondas P, podemos reescrever as Equacbes de Transporte em forma

de divergéncia como

V- (pf*BE*VT) =0, e V-(p?CC*VT)=0. (4.77)

Para um melo onde os pardmetros sdc diferencigveis com continuidade, podemos resolver
a Equacdo de Transporte ao longo de um raio. Integrando as equagdes {4.75) e (4.77) em um
tubo de raios, pars um dominio sem descontinuidades {como na se¢io( 4.3.1)), conseguimos,
finalmente, a amplitude no ponto final do raio em termos da amplitude inicial. Integrando a

Equacao de Transporte eldstica para as ondas P, ao longo do tubo de raios, obtemos

A0) = {ﬁ(cﬁ}a(em) | J(o0) !r’? Alo).

plo)elo) [ J(o) | (4.78)

Similarmente para as ondas S, obtemos a solugfo para as EquagGes de Transporte

_ [o(oo)edes) | J(ao) |17
B = 1 ol 1 70) |

B(gﬁ):

/ (4.79)
_ [plog)eton) | J{ow) 177
Clo) = o(0)alo) T (o) C{og)-

4.8.2 Amplitude ao Longo do Raio em Meios Elasticos Separados

por uma Interface

No caso da propagacdo em um meio dividido por uma interface L, fazendo uma andlise
andloga ac caso acidstico {(continuidade nos deslocamentos totais e nas derivadas normais
totals & interface}, obtemos os coeficientes de reflexfio e transmissio elasticos.

Este caso é mais complicadc gue o caso acilstico, pois podemos ter o fendmeno de
conversio. Por este fendmeno, uma onda tipo P pode tornar-se uma onda tipo 5, podendo
ser transmitida ou refletida. Assim, teremos quatro possibilidades, PP, PS, S5, 5P, ¢ duas

situaches fisicas, reflex8c e transmissdo. Isso d4, no total, oito coeficientes, quatro de reflex3o
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e quatro de transmissio (Cerveny et al., 1977):
Rpp =D @ P BPE, + pro2(BionPi Py — a1 5o Py Ps)
~ i PsPY? 4 0o o PP X7 — 030051 Bop? 27,
Rss =D g*p* PP P3Py — pypo{f10s PPy — 015 Py Py)
~ 1 PaPY? + 0afaPLP X —~ yaaf fop? 27,

Rps =2eD oy pP, (gPPyY + cofe X 23,

Rsp =~2eD7 ' BipPy(gPsPY + 05X Z), .
Trp =2D7'cu1p\ Pi(B X + B BY),
Tss =2D7' i p Py(on P5Y + 0 P X)),
Tps =— 2D 0y p1 PP Py ~ 1o Z),
Tsp =207 Bip1pPa(qPLPs — au 3o Z),
onde
D =[¢"0* PLP,Ps Py + prpo(Bron PPy + o 52 Pa ;)
+01 S P3PsY? 4 0o P Py X2 + an008 Bap? 77, .
e
7 = 2(p2f3a" — ;02512}=
X = pp — qp,
Y =p+ g0,
Z=py~ p1 - qp,
(4.82)

P=(1- 2?2,
Py = (1= 8%%2,
Py = (1 - ay?p%)1/2,

Py = (1 - B,%p%)'2,




4.8. Amplitude ao Longo do Raio em Meios Eldsticos Isotropicos

onde a; e o2 s80 as velocidades no primeiro e segundo meio, respectivamente; p; e g sio
a8 densidades no primeito e segundo meio, respectivamente; e p é o valor da componente

tangencial do vetor vagarosidade do raio.

4.8.3 Amplitude as Longo do Raio em um Meio Elastico em um

Modelo Multi-regiSes

Um raio, em um meio eldstico em um modelo multi-regides, estd composto por NV 41
curvas diferencidveis no espace tridimensional, e sua natureza fisica pode ser diferente em
cada curva, pois cada curva que representa um ramo do raic pode ser ums onda do tipe P
ou tipo 5.

De forma similar & segfic 4.5, podemos generalizar o método do tubo de raios para um
meio eldstico. Para isto, apliguemos iterativamente as formulas da amplitude final para ondas
tipo P, dada na equaglo (4.78), ou tipe S, dada na equacio {4.79). Entio, se temos um raio
que atravessa IV -+ 1 regides e intercepta NV interfaces, fazemnos NV + 1 multiplicagoes entre as
equaches {4.78) e (4.79), dependendo do tipo de onda em cada ramo do raio. O resultado

anterior o multiplicamos pelo produto dos N coeficientes de reflexio/transmissio, dados pela

equagio (4.80). Obtemos, assim, o seguinte resultade
A(En+1) = A(Ey) H

DuED) [[IED ]
11 \/ ByolB) | 7 <;)1’C“]

5 ! \/ p(Ev(ES) | | J(ES) | J
ﬁ(E§+l)v(E§+1) ] J(EQ—H) |

Escrevendo esta Gltima equacgio em termos da divergéncia geométrica € os cosenos dos angulos

(4.83)

entre a normal e o ralo, temos finalmente que

| J(Eo) | P(Eo)v(Eo) p(EL(ES) [cosbf
AlBr) = A(E“)\/ T T\ A EnrT | H [\/ (B, )o(E; )%/ o5ty ’C“} |
(4.84)

onde K, representa o coeficiente de reflexfo ou transmissio eldstico na n—ésima interface,
dependendo do tipe de conversfo em cada ramo de ralo. Esta expressio coincide com a

equacio (2.53) de Cerveny et al., (1977).
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4.8.4 Amplitude ao Longo de um Raio em Modelos 2.5D Elasticos,
com Densidade e Velocidade Constante por Sub-Regites

Para um modelo 2.5D elastico, com densidade e velocidade constante por sub-regifes,
sao validos os mesmos argurnenfos gue para 0 caso aclstico. Mas, existem duas diferencas: a
primeira é que vamos ter que considerar que em cada sub-regifo podem acontecer conversGes
dos tipos de onda gue se propagam (gue deve ser levado em conta para avaliar os coeficientes
de reflexfo/transmissdo); e, a segunda, também temos que utilizar uma FuncBo de Green na

equacio elastodindmica pars encontrar o Eiiz% A(E)J(E), onde E & um pontc ao longo do
—+Lag

raio que se aproxima da fonte.

Inicialmente avaliemos o limite. Para esse fim, consideremos um ponto (o, ), ao longo
do railo, perto da fonte e pertencente g umasa superficie esférica centrada em Ey e de raio r.
A Funcao de Green da Equacio Elastodin@mica pars um melo de densidade e velocidade

constante possui aproximadamente uma amplitude igual a

i
e 4.85
onde v = @ ou v = 5 & o valor da velocidade para ondas E ou E,, respectivamente; e r € 5
distancia do centro da esfera ao ponto z{c,). Entdo, fazendo o limite quando o raio da esfera

tende a zero, temos que

hmA z{o. )/ | J(=(o,)) |

/7% sin
—>e 47{,0(33( o) )uir s
1 .
+/sin 71,

" 47p(Eo)u(Eo)?

(4.86)

onde pg, € vg, 580 a densidade e a velocidade na posicio da fonte, respectivamente.
Utilizando a assinatura da propagacio, & equagio (4.84) da amplitude final, ¢ valor do
limite, equacdo {4.86), o Jacobiano para um modelo 2.5D, a equagio (E.22), e os coeficientes

de reflexao e transmissdo, que agora sio coeficientes elasticos, podemos encontrar ¢ valor da

amplitude final:

A(Enp) = o 9P {% 'UjkD&} - m%l

47 p, 5] ldwll

-1/2 N 2 1/2
(2089;\;'4,1} HICj {COSQ*E} . {4.87)

Pl cos b,



4.8. Correcoes na Amplitude ao Longo do Raio Produzids pelas Causticas 79

Lembremos que nesta situacfo v(Eg) = v;, e p(Eo) = p;,, ou seja, a velocidade e a densidade

da primeira sub-regido atravessada pelo raio coincidem com a velocidade ¢ a densidade na

posicio da fonte, respectivamente.

4.9 Correcdes na Amplitude ac Longo do Raio Produzi-
da pelas Causticas

Cada vez gue um raio ¢ruza ums ciustica, se produz uma mudanca de fase na onda.
Esta informacio deve ser utilizada na construcBo final do sismograma. Se denotamos por
#{Ep41, Eg) ac indice KMAH do raio que une uma fonte Ey e um receptor Exy1, 3 mudanca

de fase estéa dada pela expressdo (Cerven}’g 2001)
- 1
T (Eﬁq}_hEg} = m§ﬁﬁ{EN+1§Eg), (488)

Apbs a determinacao da correcio da fase devido 3s ciusticas, obtemos como expressio

final pars o sismogramsa

U(Ew11,t) = Re [A(By ) 7 EvetBI P (¢ — r(By,y, Bo))] (4.89)

pEZ)(ES) [costf
¢p(Eg)v (Ei) V/cas 6 K"J ’

(4.90)

onde, segundo a equacio {4.66),

] J{Eg) | P(Eni1)v(Exiz) =
A(En1) = A(Eo) J(Exiy) | p(Eg)v(Eo)

para o caso achistico; e, segundo a equacio (4.84),

_ | J(Eo) | [ p(Bo)u(Eo)
AlBx11) = AlEo) | J(En) | P(EN-H)QJ(EZH) H

(B w(Ei) [cos 9}
\/E)’UE) cos@;}cn’
(4.91)

para o caso eléstico.

Estas formulas nos déo, finalmente, o valor correto da amplitude no ponto final (receptor)
do raio.

Neste trabalho nfo fizemos o calculo do indice KMAH. Conforme indicado na introducio
deste tese, a determinacio do indice KMAH utilizando métodos numéricos similares ao calculo

de amplitudes serd objeto de trabalbhos futuros.



6lica e Tracamento de

5.1 introducdo

Neste capitulo, representamos o tracamento de raics em um modelo multi-regifio, acls-
tico ou eldstico, utilizando os conceitos da Dinfmica Simbdlics. Hssa disciplina estuda as
seqiiéncias (finitas ou infinitas) de simbolos a partir de conceitos geométricos, fisicos, ete.

Inicialmente, transformamos ¢ problema do tragamento de raios em um problema de
Matematica Discreta. Visuslizando o tragamento de raios como um movimento de uma par-
ticula virtual ao longo de um dominio (utilizando o conceito de autdémato finito}, podemos
representar um raio como uma seqiiéncia finita de sfmbolos que possui informacdo das in-
terfaces interceptadas pele raio (utilizando os conceitos de palavra aceita e de caminho de
estados).

A partir dessa representacio do raio como urna seqiiéncia, podemos resolver um sistema
nao-linear, como foi detalhado no Capitulo 3, e encontrar os pontos que definem o raio.

Finalmente, utilizamos o Métode de Continuagio para encontrar todos os ralos dentro

da chamada classe de equivaléncia dos raios.

5.2 Teoria de Grafos

Vejamos algumas definiches e propriedades basicas da teoria de grafos (Voss, 1993) que

utilizaremos, posteriormente, para o tracamento de raios.

81
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Definigio. 5.2.1 Dado um conjunio P ¢ um conjunto N, NN C P X P, a dupla [P,N] €
chamada grafo. Se temos pare todo p € P,{p,p} & N, entic [P,N| é denominade um
grafo sem lacos. Se (p,g) € N implica que (g,p) € N, dizemos gue [P, N é um grafo
néo dirigido. Os elementos de P sdo chamados ponios ou nds, ou vértices do grafo, e 0s
elementos de N sdo as arestas dirigidas de [P,A]. Se (p,¢) € N,e, (g,p) € N, chamamos
o conjunto {p,q} como uma aresta ndo-dirigida do grafo. Em forma abreviada, dizemos

gue {p,q} & uma aresta de [P, N].

Exempiﬁ 5.2.1 Seja P = {p* §TZ; gf} € v’)\f = {(ps Q) (Q,PL (Tf g)? (Q; !F}; (,’!3; T}i (Ts?}:
(r,m), (z,2)}. Uma ilustracio do grafo [P, N] € apresentada na Figura (5.1). Observamos,

nessa figura, que o nd T fem umae areste (2,z) [representada pelo circule maior).

Figura 5.1: Grafo com arestag dirigidas e nio-dirigidas.

Um grafo pode ser representado por um desenho de pontos e linhas no plano, como no
Exemplo (5.2.1). Embora os desenhos sejam ilustrativos, eles nfo tém validade nas demons-
tracoes da teoria. As linhas ndo tém que ser linhas retas ou linhas circulares, e os pontos de
intersecclo entre duas linhas na representagdo planar de um grafo n@c tém nenhum signifi-
cado. Hssas representages servem somente como ferraments heurfstica para demonstragdes

Iogicas ou algoritmicas.

Definicio. 5.2.2 Ume seqiiéncia de arestas (ki &, ..., k,) € wma segiiéncia de arestas
dirigidas com ki = (pi, ¢;) € N, eq=py1parat=1,2,...,n~ 1. O nimeron é chamado

de comprimento da segiiéncia de arestos.
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Definicac. 5.2.3 Ume seqiiéncia simples de arestas é uma segiiéncia de aresias, com
k; # ky para i # j. Uma segiiéncic fechada simples de arestas ou circuito satisfaz a condicée

de periodicidade ¢, = p;. Denominamos uma segiiéncia de arestas com periodicidade ¢, = p1,

mas com elementos gque podem ser iguais, como circuito geral

Definicdo. 5.2.4 Um grafo [P,N| para o qual dois pontos gquaisquer p,g € P podem ser

conectados enire st por uma segiéncio de arestas € chamade grafo conexo.

Ag definigles anteriores, relacionados com grafe, ndo consideram a possibilidade de
existéncia de arestas diferenies que unem um mesmo par de nds. Para esse fim, definimos
uma extensic dos grafos que val ser muito @til na representagdc da trajetéria do raio, o

denominado multi-grafe dirigido.

Definicgo. 5.2.5 Um multi-grafo dirigido (MGD) ¢ formado por uma duple de conjun-
tos, P e N, e por duas fungées O, 7. As funcdes estéo definidas assim: O N — P e
TN — P. O muili-grafo estd denotado por [P,N|. Denominamos P de conjunto de nds,
e N de conjunic de arestas do MGD. Dado um elemento o € N, 0 Né O{a) € a origem da

aresta a e T(a) € o nd denominado o fim da aresta.

Podemos notar que ndo colocamos na definicdo anterior a condicao N C P x P, justa-

mente para estender o conceito. Doravanie, grafo quer dizer multi-grafo.
Definicdo. 5.2.6 Dado um grefo [P, N, para cada p € P, definimos
Ulp) = {g € P| ezistel € N'},

tais que O(l) =p e T() = ¢, ou O{) = ¢ e T(I) = p, a vizinhanga de pontos de p, como o
subconjunto de pontos de P que possuem uma aresta e p como origem ¢u fim da aresta. Os

pontos de N (p) s@o denominados pontos vizinhos de p.

Definicdo. 5.2.7 Dado uwm grafo [P, N, uma segiéncia (p1,... ,pn) de pontos de P € de-
nominade um caminho em P, se ponios sucessivos p; e P 8Go vizinhos em [P N]. A
segiiéncia (p) que possui s6 um ponto p € P também € um caminho em [P, N|. O nime-

ro n — 1 de arestas dirigidas entre os pontos do ceminho € chamado de comprimento do

caminho.
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Definiggo. 5.2.8 Dois pontos p,q € [P, N| estdo conectados se emste um caminho (p,... ,q)
de pontos de P.

5.3 Relac3o entre a Teoria de Grafos e um Modelo Sis-
mico
5.3.1 Particdo do Modelo Sismico

Como j& fol visto no Capitulo 4, um modelo sismico multi-regides &€ um subconjunto

fechado R de B2 ou R®. R pode ser particionado como uma unifio de subconjuntos fechados

HCR, comi=1,...,Ng, (5.1)

gue satisfazem as seguintes condigbes:

Ng
R={JR, R \R =0R[)0R,
i=1 (5.2)

8R,(0R; =L, 1<i,j<Ng, i#j 1<k<Ny,

onde OR; ¢ a fronteira da j-ésima sub-regifo, Ny é o ntumero total de sub-regiGes, Iy é a
k-ésima interface e N; é o nlmero total de interfaces. Em outras palavras, a interseccio
de sub-regides ocorre somente nas interfaces Li, & = 1,2,..., N;, e, portanto, ndo se tem
superposicdo de sub-regides (Figura 5.2). Estas idéias sfo ignalmente validas em 2D e 3D,

pois somente dependem das relagtes de vizinhanca entre sub-regides.
5.3.2 Grafo de Representacio do Modelo Sismico

Definamos ¢ grafo da particdo, no plano ou no espago, como um grafo que representa
uma particio de um modelo. Vamos chamar esse grafo de Grafo de Representacdo e o deno-
taremos por G(R). Em particular, em um grafo de representagfio de um modelo sismico, um
nd representam uma interface, uma aresta representa a comectividade entre duas interfaces,
ou, dito de outra forma, uma aresta representa a sub-regifio que conecta duas interfaces’

(Figura 5.3).

1 Conectividade no sentido topolégico (Blackett, 1968).
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Figura 5.2: Modelo sismico multi-regides 2D.

Assim, a trajetdria de um raio dado, em wm modelo multi-regifies, pode ser agora
representada como um caminho no grafo G{K). Este caminho comeca na interface onde esta
localizada a fonte do raio (né inicial), passa pelas outras interfaces interceptadas pelo raio
(na ordem estabelecida pela assinatura do raic), e termina no né final (interface onde esta
localizado o receptor do raic). As arestas, neste caminho, representam as regiGes atravessadas

pelo raio.

Por exemplo, a trajetéria do raio, na Figura (5.4), estd representada no grafo pelo
caminho (Lg, Lb Lg, L4, ng Lg)

5.4 Autdomatos Finitos

A partir do conceito de grafo de representacdo de um modelo G{R), vamos introduzir

o conceito do autdmato finito associado a um modelo sismico. Um autémato finito & uma
estrutura matematica utilizada em Ciéncia da Computacio para representar conceitos como

compiladores, gramaticas, etc. (Hoperoft & Ullman, 1979). Vejamos algumas definigdes

bésicas para chegar, posteriormente, & construcio formal do conceito.

Definicao. 5.4.1 Dado um conjunto finito YW denominado alfabeto, definimos os simmbolos

commo 08 elemenios de YW.

Definicdo. 5.4.2 Ume palavra ¢ umag segiéncia finita de simbolos justaposios.
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Figura 5.3: Grafo de representacio de um modelo sismico.

Exemplo 5.4.1 Considerando o conjunto das letras da lingua portuguese como o alfabeto

W, se tem gque a, b, ¢ sGo simbolos, ¢ abch é uma polavra.

Defini¢do. 5.4.3 O comprimento de ume palovra w, denotado por |w], € o nimero de

stmbolos que compéem ¢ palovra.
Exemplo 5.4.2 Por exemplo, abch tem comprimento 4.

Definicao. 5.4.4 A palavra vazia, denofade por w, € ume palavra composta de zero simn-

bolos. Portanto |w| = 0.

Definicao. 5.4.5 Um prefixc € uma palavra formadae por gualguer quantidade de simbolos
que estdo no principio de uma palevra dada. Analogemente, um sufixo € gualguer polavra
formada por simbolos no finel de uma palovra dada. Um prefize ou um sufizo de uma palavrg,

diferente da proprie palavra, séo denominados prefize préprio ou sufizo préprio, respective-

mmenie.

Exemplo 5.4.3 abch fem prefizos préprios w, a, ab e abc. Os sufizes proprios de abch sio
w, b, ch, beh.
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Figura 5.4: Representagfo de um raio como um caminho de um grafo.

Definicdo. 5.4.6 A concatenacdo de duas palavras € a palavre formada escrevendo o pri-
meira, seguide da segunda, sem nenhum espaco enive elas. A jusioposicéo € ulilizade como o

operacdo bindria de concatenacdo enire duas palavras.

Exemplo 5.4.4 A concatenacdo enitre abeh e aa € abcbaa. Se w e z sdo palavras, ent@o wx

é o concatenacdo das duas palovras.

A palavra vazia é a identidade para a operaciio de concatenaco, isto &, ww =ww = w

para toda palavra w.

Definicdo. 5.4.7 Umac linguagem formal é um conjunte de palavras de algum alfabeto
W. O conjunio vazio, B, e o conjunto unitdrio formado pela palavra vazia, {w}, sdo casos

particulares de linguagens formais.

Definicao. 5.4.8 O conjunio de fodas as palavras de um alfabeto fizo W ¢ uma linguagem,

denotado por W*. Este conjunio é infinito, pois possui palavras de todos os tamanhos.

Exemplo 5.4.5 Se W = {a}, entdo W* = {w,qe,qa,qaq,...}. Se W = {{,1}, entdo
Ww* = {w,0,1,00,01,10,11,000,...}. '

Podemos visualizar a operagio de concatenacio como uma funcio x, tal que,

W X W — W,
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de tal forma que se w e z sdo palavras, entdo w* z = *{w, ) = w.

Vamos agora dar a definigio formal de autdémato finito {Arbib et al, 1984).

Diefinicao. 5.4.% Um auidmato finite A € um conjuntc de cinco objetos,

A= (PN W Py, F)}, (5.3}
onde
P = Conjunio de nds, denominados estados,
W = Alfabeto,
N = Conjunto de arestas, denominadas transicées de estado,
(5.4

NCPxWxP,
Py = Estados iniciais, {(Py CP),

F = Estados finats, (F CP).

Podemos visualizar um autémato finito (AF) como um grafo direcionado, composto
de cinco objetos: os uds {(os estados do sistema); um alfabeto W (um conjunto finitc de
simbolos arbitrérios); as arestas (com diregfio); um subconjunto de estados denominados
estados iniciais; e um outro subconjunto de estados, denominade conjunto de estados finais.

O conjunto A das arestas direcicnadas & usualmente representado na literatura como

uma funcdo, denominada fungao de tramsicao, denotada por

§:P x W —s 27,

onde 27 & o conjunto poténcia de P (conjunto de todos os subconjuntos de P). Assim, esta
func¢io envia duplas de objetos em subconjuntos de P. Em outras palavras, a funcio de
transi¢io representa a aplicac@io de simbolos do alfabeto sobre um estado. Consideremos o

seguinte exemplo como ilustragdo:
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Figura 5.5: Autémato finito.

Exemplo 5.4.6 Sejam, como representade na Figura {5.5),

P= {ﬁ{hebﬁz;ea} s

W= {0,1},

N = {(eo, 1, €1), (€0, 0, €2), (€0, 1, €3), (€1, 0, e3), (€3, 1, €3), 3
(e2,0,e3), (e2, 1, 1)}, (5.5)

Po = {po},

F ={es}.

A funcdo de transicdo (na verdade outra forma de escrever N) é dada por:

é(es, 0) = {ez}, 6(eo, 1) = {er, e}
5(81,0) = {63}, 5(8;,1) fous g)

o{e2,0) = {es}, 8eg, 1) = {er}
5(83,0) - @, 6(83,1) et {82}

£ também usual, na literatura técnica, descrever esta fungio por uma tabela. Para
nosso exemplo construimos a Tabela (5.1).
Como podemos ver na Figura {5.5), o autémato & representado como um multi-grafo.

Em geral, a representacfo grafica destes multi-grafos € a seguinte:
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Simbolos
| Estados | 0 | 1

€p {62} {els 33}
£1 {est | 0

€2 {es} | {e:}
€3 @ {82}

"Tabela 5.1: Tabela que representa 3 funcio de transicdo.

* Os nés sio desenhados como circulos, e em cada circulo vai ¢ simbolo do estado

correspondente.

* As arestas sSo representadas por setas direcionadas®, cada uma delas rotuladas com

senu correspondente simbolo do alfabeto.

* Us estados iniciais sfo usualmente desenhados como cireulos que tém dois segmentos
de reta diagonais, representando as entradas do autémato.

* O conjunto de estados finais é representado por dois circulos concéntricos ou, em caso
de ter mais de um estado, por vérios pares de circulos concéntricos. Dentro de cada par vai

o simbolo do estado correspondente.

E importante notar que um dos propdésitos fundamentais de um autémato & a represen-
tagdo da geracao de palavras através de um caminho em um grafo. Estendermos, na seguinte
definicao, o conceito de fungio de transicio para os casos nos que, sobre um estado, se aplica

uma palavra (ndo somente um simbolo).

Defini¢ho. 5.4.10 Definimos a fungdo de transigdo estendida 8,

6:2F x W* — 2%,
por um processo vecursive, da seguinte forma:

Primeiro passo.

Para todo estado g € P, temos gue §({g},w) = {q}.

*Quando uma aresta esté direcionada nos dois sentidos, colocamos uma linha sem setas.
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Passo recursivo.

Para toda polavra w, w € W*, para todo sémbolo o, a € W*, e pare todo subconjunio

de estados O C P, temos que
00, wa) = Uy pp,,0(, a).

O primeiro passo afivma gue sem ler um simbolo de entrada o AF nfo muda de estado;

e o passo recursivo diz como encontrar o estado depois de ler uma palavra n2o-vazia.

Exemplo 5.4.7 Considerando o Fzemplo 5.4.6, seja O = {eg,e3}r e a palavrg w = 10
Aplicando a funcdo de transicdo, {emos em forma recursiva que:
5{{6@3 ez, 1) = {e1,ea} , pois 8{ep, 1) =, e bles, 1) = en.
Aplicando o passe recursivg, novamente, temos
§({en, €3}, 10) = §({e1,e2},0) = {es}, pois 6(es,0) = 3 e 6es,0) = e3.
Portanto, 6({eq, ea}, 10) = {e3}

Se aplicamos ¢ 4 dupla composta por um conjunto unitéric e um simbolo, temos que

s({g},a)=¢ (5({g}, ™), a) = 8(g,a). Isto &, nfio existe discordancia entre & & & nos casos para
os gue ambos estejam definidos; portanto, por conveniéncia usaremos, doravante ¢, em vez de

-

3.

Definicio. 5.4.11 Uma palavra w se diz aceita por um autdmato finito, A = (PN, W, e, F),

se §(eg,w) = e para algum e em F.

Uma palavra aceita por um antdémato finite é uma seqiiéncia finita de simbolos per-
tencentes ao alfabeto W, que caracterizam as arestas usadas para construir o caminho. A
palavra aceita & uma seqgiiéncia de simbolos de W tais que a seqiiéncia de arestas determinada

comecs a partir do estado inicial {né inicial) e termina em um dos estados finais (26 final).

Definicdo. 5.4.12 Uma linguagem aceita por A, denotads por L(A), € um subconjunio

de W, tal que L{A) = {w|d(eq, w) € F}.



92 5. Dindmica Simbdlica e Tracamento de Raics

Observemos que a linguagem aceita pelo automato é equivalente ao conjunto das pala-

vras aceitas, ou caminhos que unem o estados iniciais com os estado finais.

Exemplo 5.4.8 Considerando os dados do ezemplo anterior, temos gue a linguagem aceita

pelo autémate, L{A), é

11,10,00,010, 110, 1010, 0010, 11010,01010.. .. }. (5.8)

Hste exemplo mostra nma propriedade interessante dos autématos finitos: o conjunto

das palavras aceitas & em geral, um conjunto infinito de seqiiéneias finitas. |

5.5 Relac3o entre os Autématos Finitos e um Modelo
Sismico

5.5.1 Construcdo do Autdmato de um Modelo Sismico

A partir do grafo de representacio G(R) de um modslo multi-regides, mostrado na secio
(6.3.2), podemos construir um autémato que represente as possiveis trajetérias de um rajo.

Definamos o automato A(R) do modelo da seguinte forma (Figura 5.6) e (Figura 5.7):

\\\ R.?,

Figura 5.6: Autémato de um modelo, fonte e receptor na mesma, interface.

1. Os n6s (P}, equivalem as interfaces do modelo (L;, i=0,1,... ;).
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Figura 5.7 Autdmato de um modelo, fonte e receptor em diferentes interfaces.

2]

. As arestas, (A), ou conectividade entre estados, equivalem 4s regides do modelo, que

unem as respectivas interfaces, (R;, j=1,..., Nz}

3. O alfabeto (W), equivale ao conjunto de simbolos que representam as velocidades nas

sub- regites do modelo (vj, ).

4. Os estados iniciais {Py), equivalem as interfaces do modelo onde estdo localizadas as

fontes.

5. Os estados finais (F), equivalem 4s interfaces do modelo onde estdo localizados os

receplores.

Por exemplo, o autdmato da Figura (5.6} é definido por:

P = {Lg,L1,L9, L3, Lu}

W = {v,v2,v3}

N = {(Dg,v1, L1}, (Lo, v1, Ls), (L1, Ve, La), (L1, 01, La), (L1, v1, L3},
(Lo, va, L), (Lg,vs, L), (Lo, vs, Ly), (L4, vs, L3}, {Ls, v3, La},
(LS: LED 134}, (Ls;’ﬂsyﬁz}; (z“l’n Y1, 331)7 {53; Y1, 5{})}

Py = {Lo}

.7:- = {Lg}

Nota: A representacdo de um modelo eldstico como um autdmato finito estd mostrada na

Figura (5.8). Nesta representacdo, devemos levar em conta gue cada aresta do grafo possui
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Figura 5.8: Modelo sismico eldstico e seu autdmato finito.

dois sfmbolos associados: o primeiro, representa g velocidade de propagacdo da onda tipo P,
na regifo respectiva; o segundo, representa a velocidade da onda tipo &, na regido respectiva.
O autdémato A(R) do modelo sisioico & mm autémato muite particnlar, pols tem duas

propriedades que em geral os autdmatos nfo possuem. Sio elas:

1. Entre dois nds gue t8m conectividade, sempre existem sarestas nos dois sentidos com
o mesmo simbolo. Isto &, dados dois estados e, g € P, conectados por um sfmbolo,
z € W, temos que §(e,z) = ¢ e §(q,z) = e. Fisicamente, isto representa o principio
de reciprocidade do raio, ou seja, que as posicbes da fonte e do receptor podem ser

permutadas entre si, e continuam definindo o mesmo raio.

B

Dados dois estados e;, s € A (e}, ou seja, vizinhos de e, ¢ dado ¢ € W, que satisfazem
dle,a) = e, € 0{e,a) = ey, entdo temos que d(e:,a) = ep. Fisicamente, isto exclul a
possibilidade de que duas regides com a mesma velocidade estejam separadas por uma

interface.

FEm suma, estamos estabelecendo um morfismo® entre a particdo de um modelo sismico
e um autémato finito. A relacfo interna da particBo do modelo, que representamos no autd-
mato, & a de conectividade topolégica. Duas interfaces diferentes do modelo esto conectadas
topologicamente, se existe um arco, no interior de uma sub-regido, que una um ponto de uma
interface com outro ponto da ontra interface. A representacio desta relacio no autdmato estd

dada pela fungio de transicao.

¥Um morfisme & uma funcio gue estabelece uma correspondéncia entre dois tipos de objetos matematicos,
e suas respectivas relagtes préprias.
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Neste morfismo, o ralo corresponde a uma palavra aceita e & um caminho de estados
especifico. A partir dessa palavra e desse caminho & construido o sistema ndo-linear de
equagdes {como serd mostrado adiante). Falamos de morfismo topolégico, e ndo geométrico,
pois uma palavra e um caminho especifico representam uma classe de trajetdrias de raios.

Por exemplo, considerando a Figura (5.6}, o antémato que representa o modelo tem
como conjunto de estados inmiciais {Ly} e conjunto de estados finais {Ls}. E o raio estd
representado pelo caminho de estados (L, Ly, Lo, Ly, L3, g} e a palavra aceita vivavsvsts.
Esta palavra e este caminho representam TODOS os ralos que possuem 3 fonte e o receptor
na interface Ly, e que interceptam as interfaces Ly, Ly, Ls & L3, nessa ordem. Veremos, mais
adiante, como construir todos os raios da classe de equivaléncia, com uma assinatura dada.

Considerando a Figura (5.7}, o autbmato que representa o modelo tem como conjunto de
estados iniciais { L} e conjunto de estados finais o conjunto {L;}. E o ralo est$ representado
pelo caminho de estados (Lg, Ls, s, Lg, L1} e a palavra aceifa v vavsvs. Esta palavra e este
caminho representam TODOS os raios que possuem a fonte na interface Ly e o recepior na
interface L1, e que interceptam as interfaces Lg, U5, e L3 , nessa ordem.

(s modelos sismicos implementados computacionalmente nests tese, que representamos

como autdmatos, tém algumas particularidades, a saber:

1. A fonte e o receptor do raio estdo localizados dentro de alguma interface.

2. A fonte e o receptor estdo localizados na mesma interface {como acontece tipicamente

na Sismica de Exploragio).

Consideramos estas particularidades na implementacio computacional dos modelos, com
o intuito de facilitar sua representago como autdmatos. Mas, é importante ressaltar que isto

ndo nos faz perder generalidade nas aplicacdes, pois:

e No caso em que a fonte ou o receptor estejam localizados fora de uma interface, ou
seja, no interior de uma sub-regifo, utilizamos a interface que esteja na fronteira da

sub-regiio em questio como Ly,

s No caso em que a fonte e o receptor estejam localizados em interfaces diferentes, como

mostrado na Figura (5.7}, também podemos construir os autdmatoes correspondentes.
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Este caso apresenta-se, por exemplo, em falhas geoldgicas que interrompem a superficie

da Terra e Sismica de poco. A seguir, veremos estes exemplos detalhadamente.

Se consideramos um modelo, comoe mostrade na Figura (5.9), onde temos uma falha
geoldgica Lz, que interrompe a superficie da Terra, podemos definir o autdémato A(R)
do modelo da seguinte forma: a superficie da Terra serd igual 4 unido das duas interfaces
Ly e L, {ou mals, se tivéssemos malis falhas), Assim, definimos os estados inicials do
autématc pelo conjunto {Lg, Li}, e os estados fnais pelo conjunto {Lo,Li}. Dessa
forma, podemos representar um raio que possus umsg fonte localizada em Ly, 3 um lado
da falha, e o receptor em L4, ac outro lado da falha. O raio estd representado pelo

caminho de estados Ly, Ls, La, Ly, ¢ a palavra aceita vivqts.

Figura 5.9: Autdmato de um modelo com falha geoldgica que interrompe a superficie da Terra.

Suponhamos, para o modelo de Sismica de poco (VSP), como mostrado na Fign-
ra {5.10), que a fonte estd localizada na superficie da Terra, L, e que o receptor
estd localizado em uma porg¢de do pogo, Ly, dentro de uma sub-regifo do modelo.
Lembremos que, fisicamente, L,, nfo é uma interface propriamente dita, mas, nela es-
t4 localizado o receptor, por isto serd representada no autdmato como ¢ estado final.
Assim, podemos rvepresentar o raioc por seu caminho Lg, Lg, Ls, I3, Ly, © pela palavra

aceita v vslsvs.

3igla em Inglés de Vertical Seismic Profile, ou seja, Perfil Sismico Vertical. Designa-se assim aos levanta-
mentos sismicos nos gue as ondas geradas na superficie sfo registradas por geofones, colocadoes em diferentes
profundidades no interior do poge (Duarte, 1997}
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Figura 5.10: Autdmato de um modelo de Sismica de pogo.

5.5.2 Tracamento de Raios Usando Autdmatos Finitos

Como fol dito anteriormente, o raio corresponds, no autdémato do modelo, a uma palavra
aceita e a um caminho de estados especifico. A partir dessa palavra e desse caminho, vamos
montar o sistema nio-linear de equacgbes que representa o tracamento de raios, para, posteri-
ormente, mostrar como funciona o algoritmo computacional implementado para o tracamento

de raios.

Relacdo entre a Assinatura de um Raic e o Caminho de Estados e a Palavra Aceita

dasse Raio

A relacio entre o tracamento de raios e os autdmatos finitos, estd dada pela relacdo
entre a assinatura do raio, no modelo, e o caminho de estados e a palavra aceita do raio, no

autémato. Vejamos como se di estd relagao:

Se o raic tem a fonfe na interface L;,, 0 receptor na interface L, .., intercepia as

interfaces Ly, ..., ... € Ly, e atravessa as regides K;,, H,;,, ..., H;,, e RB;,,, com velocidades
Vjis Ujgs - -5 Vjps € Uiy, TeSpectivamente, entdo a assinatura é dada por
[ils 3-2: LR ZN: jhj?s o 3jNajN+1]'

Chamando a assinatura de [, definamos as seguintes funcdes:
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E{f} = (Liei z’i;: .- =5Lijv§ Lig\f+1)3
(5.7)

) = U505 - - Vi Uiy, -

No autdémato do modelo, observemos que {{f} corresponde ac caminbo de estados do
raio, e r{f) corresponde 3 palavra aceita do raio. Assim, fixando a interface onde estd a fonte

L;, e interface onde estd o receptor L observemos que existe ums correspondéneia bijetora

it
entre a assinatura de um raio e o caminho de estados e a palavra acelta desse raio. Desta
forma, poderemos falar quer da assinatura do raio, quer do caminho de estados e palavra
aceita do raio, para determinar o raio em questio.

Como foi dito no Capitulo 3, a assinatura do raio define uma classe de equivaléneia de
raios no modelo sismico. Correspondentemente, o caminho de estado e palavra aceita do ralo,
no auibmato, definem a mesma classe de equivaléncia de raios.

Por exemplo, na Figura (5.11), um modelo actistico, a interface onde esta a fonte & Lg,
a interface onde estd o receptor é Ly, a assinatura do raio ¢ {2,5,3; 1,3,3,2]. Ou, de forma
equivalente, no autdmato do modelo, o caminho de estados do raio é {Lg, Le, L5, L3, L), e a
palavra aceita do raic é v v3vsvs.

No exemplo da Figura (5.12}, um modelo elastico, a interface onde ests a fonte & L, a
interface onde est4 o receptor & Ly, a assinatura do raio € [1,2,4,3; 2,4,5.5,2|. Ou, de forma
equivalente, no autémato do modelo, o caminho de estados do raio & (Lg, Ly, Lo, Ly, Ly, Lo} &

a palavra aceita do 1aio & aro(sfa0;.

Nota: Dentro do conjunto infinito de palavras de um autémato, £{A4), podemos selecionar
subconjuntos finitos de palavras que tenbam algum interesse geofisice. Estes subconjuntos
representam classes de raios. Apresentamos, a seguir, algumas classes especificas de raios,

baseadas somente nos tipos de palavras aceitas:

e A classe de raios representada por uma palavra que nfo possul uma sub-seqgiidneia de
dois simbolos iguais consecutivos. Por exemplo, vivav3v;. A esta classe de ralos pertence

o raic transmitido.

# A classe de raios representada per uma palavra que possul somente uma sub-seqiiéncia
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Figura 5.12: Representacio de um raio em um modelo eldstico e seu autémato finito.

de dois simbolos iguais consecutivos. Por exemplo, v, Tvg vy . ... Um raio refletido

primério faz parte desta classe de raios.

e A classe de raios representada por uma palavra gue tem duas o mais sub-segilncias

N . . . . P i i
diferentes, cada uma com simbolos iguais consecutivos. Por exemplo, v;vs V3u3 Uovs - . ..

Uma maltipla faz parte desta classe de raios.

Uma representagac de um ouire tipo de maltipla, & dada por uma palavra que possui,

pelo menos, uma sub-seqiiéncia de trés simbolos iguais comsecutivos. Por exemplo,

.
T UaUalg Uy .. ..

Assim, a partir desta taxonomia, podemos selecionar ou descartar diferentes classes de

ralos, de acordo ao problema que nos interesse solucionar.
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Construcdo dos raios da classe de equivaléncia

A partir do caminho de estados e da palavra aceita, que representam um raio, montamos

0 sistema ndo-linear que descreve a trajetéria desse raio

(X, V) =0,

onde X deve satisfazer as restricdes:

G, S T; < by, 1<E<N

- i

sendo a;, € b;, os limites esquerdo e direito, do dominio de definicdo da k-ésima interface
interceptada pelo ralo.
Em outras palavras, serfo considerados como solugdes validas do sistema, isto é, raios

do modelo multi-regides, os X que satisfacam

N
X e HEG@M bik}
k=1

N

D = []lm,, b;,] 6 uma caixa em RY, que define as restricdes da solucdo do sistema
E=1 :

nad-linear.

Nos programas computacionais implementados nesta tese, chamamos de “barreiras” os
intervalos |a;,, b;,|.

Depois de montado o sistema nio-linear, encontra-se o primeirg raio da classe e constroem-
se 08 outros raios da classe utilizando o Método de Continuacio. O algoritmo gue implementa

estas idéias € descrito no proxime capitulo.



6.1 Introducio

Apresentamos, neste capftulo, uma descricio da biblicteca computacional OCTRAL.
Esta biblioteca foi criada e implementada por nés, para implementar computacionalmente o
Métode de Continuacdo, no tracamento de raios, usande autématos finitos. Apresentamos,
também, varios exemplos de tracamento de raios e sismogramas, construoidos com esta bibli-
oteca, para algumas sitnacdes tipicas de modelos multi-regides. Para validar o modelamento
realizado pelo OCTRAL, fazemos algumas comparacGes com o modelamento realizado pela
biblioteca eemputacienal CSHOT.

6.2 Programas

6.2.1 0O CSHOT

O CSHOT é uma biblioteca computacional, de dominio piblico, cujos programas foram
implementados em FORTRAN. O CSHOT faz parte do Seismic Uniz (SU)* e foi criado e
implementado na tese de doutorado de Paul Docherty em 1985.

¢ CSHOT permite fazer modelamento sismico em modelos 2.5D actisticos, utilizando
tracamento de raios pelo Método de Continnacdo. Ele é muito eficiente computacionalmente
¢ tem sido utilizado, por mais de quinze anos, no CWF ¢ pela indistria geofisica em geral.

Porém, o CSHOT, tem limitacBes muito severas na geometria dos modelos. A razfo dessas

10 85U & uma biblioteca computacional desenvolvida pelo grupo Center for Wave Phenomene (CWP), de
Colorade Scholl of Mines (Golden, Colorado, Estados Unidos).

i0l
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limitaches estd na forma como foi concebido o algoritme, pois o CSHOT considera os mode-
los sempre como dominios mmiti-camadas, definides por sub-regites que estfo limitadas por
interfaces na parte superior e inferior, sem nenhum tipo de intersecgio.

Portanto, muitos casos de interssse na indfstria do pefrdleo nfo podem ser modelados
com este tipo de algoritmo. Alguns deles sfio: cunhas, onde se produz umsg interseccio das
interfaces; lentes, que estdo definidas por interfaces que nfo cruzam o dominic totalmente;
falhas, que representam deformactes do subsolo; e domos, com estruturas nos Hancos.

Para esses casos, o CSHOT aborta ou n#o d4 resposta correta. Contudo, isso néo
invalida es algoritmos implementados por Docherty (1983); apenas mostra 2 necessidade de
criar outros programas, utilizando outros conceitos computacionais, gue possam-se adaptar a
estas novas situacoes.

Consideramos importante ressaltar & forma como o CSHOT faz os sismogramas (Do~
cherty, 1986). O sismograma no CSHOT ests definido por uma série de tempo da funclo s(t),
dads por

fe)

f Af(w)e™ =7 gy,

—00

i

)= —
s(t) = o~
onde A é a amplitude calculada pelo tubo de raios, 7 é o tempo de trnsito do evento de
interesse e f{w) & o espectro de fregiiéncia da fonte. Para avaliar esta integral, o CSHOT
utiliza ¢ algoritmo da Transforma Rapida de Fourier (Brigham, 1974).

Observemos que guando ¢ = 7 obtemos o valor
1 o0
=A— 7
o) = A [ AF d,
—~00

ou seja, a amplitude pico nos sismogramas est multiplicada pela rea do espectro de freqiién-
cias da fonte. No CSHOT, 2 integral esta definida como a drea de um filtro passa-faixa que
define o espectro de freqiiéncias da fonte. Assim, para obter a amplitude pico para um evento,
temos que dividir pela integral. Nos exemplos apresentados nesta tese, o filtro é trapezoidal,

definido por gquatro freqgiiéncias, como mostrado na Figura (6.1).

Como a fonte & causal, temos que considerar também as fregiiéncias negativas (Cerven:h
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-50 =33 -25 -0 g 25 35 50

Figura 6.1: BEspectro de fregiiéncia da fonte.

2001}. Portanto, a 4rea do filtro, ou em forma equivalente, ¢ fator de escala ¢ dado por

(50 — 35)

, [0 2

7 14 (35 —25)-1+

: 1} = 50,
onde o 2 considera os dois trapégzios simétricos no dominio da fregiiéncia.

Os experimentos numéricos, realizados nesta tese com modelos de uma interface, mos-
traram que dividindo os valores numéricos méximos dos tragos do CSHOT pelo fator de escala
50, os novos valores ficam perto das amplitudes verdadeiras. Isto foi verificado através de uma
solucdo analftica. Baseados neste fato, poderiamos especular que para outros modelos, com
gecmetria considerada pelo CSHOT, os novos valores das amplitudes também ficam perto das
amplitudes verdadeiras.

Devido ao fato de que o CSHOT utiliza um interpolador tipo sinc, esse fator de escala

pode variar um pouco de um traco para outro®.. Esta variacio sempre est4 perto de 50.
6.2.2 O OCTRAL

O OCTRAL é uma biblioteca computacional que criamos e implementamoes na lingua-
gem OCTAVE?. Nesta biblioteca, implementamos computacionalmente as idéias desenvolvi-
das no percurse desta tese, permitindo testar a viabilidade das mesmas. Assim, o OCTRAL

nos permite estender ¢ tracamento de raios de modelos 2.5D multi-camadas até modelos

2As informagbes que apresentamos aqui foram discutidas, através de correics eletrdnicos, com Jobn
Stockwell (johnQ@dix.mines.edu), administrador de ST em Colorado School of Mines.

30 OCTAVE € uma linguagem interpretadsa de célculo numérico anilogs ao MATLARB. Essa linguagem &
de Hvre distribuicio e os codigos sfo abertos. Faz parte da Lcenga GPL, que opera no gistema LINUX.
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(actisticos/elssticos) 2.5D multi-regides?, utilizando o Método de Continnacéo e os autématos
finitos.

Esta biblioteca computacional {scripts e funcdes) e diferentes exemplos, de interesse
geofisico, estdo disponiveis no seguinte enderego eletrbnico:

hitp:// www.lgm.ime.unicamp.br/~cpiedrah/Archivos/Programs/Octave

O algoritmo principal, implementado nesta biblioteca, pars o iracamento de raios e a

construco de sismogramas, s¢ apresenta a seguir.
Algoritmo para o Tragcamento de Raios e Construcio de Sismogramas

1. Entrar os Dados

Entramos os dados do modelo ao computador: interfaces, velocidades, localizacio das

fontes e dos receptores.

2. Construir o Autémato fnito
Construimos o autdmato finito gue representa ¢ modelo sismice. Esta construcio & feita
manualmente.

3. Construir a Classe de Raios

A partir do autdmato, construimos um sub-conjunto de palavras aceitas de nosso inte-
resse e seu correspondente caminho de estados.’. Esta informacio é guardada em duas
matrizes, uma de palavras, e outra dos caminhos correspondentes. Selecionamos uma
palavra na matriz, e seu correspondente caminho de estados na outra matriz, determi-

nando assim uma classe de raios.

4. Montar o sistema nio-linear

Selecicnamos a localizago de uma fonte e de um receptor. Com esta informagso e com

s informacéo obtida no passo anterior, montamos ¢ sistema ndo-linear.

5. Encontrar o Primeiro Raio da Classe

4Neste momento, estamos fazendo outra versao do OCTRAL que permita o tracamenio de raios em modelos
3D multi-regibes, homogéneo em cada sub-regifo. Esta versao nao esté sendo incluida nesta tese.

SEsta construgio pode ser feita manual o computacionalmente. J& fizemos umsa primeira versio de um
programa, computacional que nos permite construir essas palavras, implementado em C++, e baseade na
funcao de transicho determinada pelo sutdmato. Nos exemplos mostrados nesta tese, na préximo secio, esta
construcio foi feita manualmente.
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g.

Como nao temos um raio especifico dessa classe de raios, aplicamos o método do disparo
{Apéndice B), ou o métede da busca aleatéria {Apéndice C) para obté-lo. Assim temos

o primeiro raio da classe.

Encontrar o Outros Ralos da classe

Como ja conbecemos uma solugo para o sistema nio-linear dado, aplicamos o Método
de Continuacio em receptores e ¢ Método de Newton, para encontrar os outros raios da
classe, correspondentes 4s diferentes posices dos recepfores com a mesma assinatura.

Este processo € feito com todos os receptores da configuragéo.

Terminado o anterior, mudamos a posicio da fonte e voltamos a0 passo 5. Continuamos

este processo iterativamente até esgotar todas as fontes da configuraciio do modelo.

Se o Método de Newton nfo convergir, pode ser que para esse par fonte-recepior, com
2 assinatura dada, o sistema no tenha solucio; ou pode ser que o Métode de Continua-
ndo tenha gerado uma hoa aproximagio inicial para o Método de Newton. Nessa situa-
¢éo, voltamos ac método do dispare ou de busca aleatéria para procurar um outro raio,
¢ voltamos ao Método de Continuagio.

Encontrados todos os raios para uma classe particular, voltamos ao passo 3, até esgotar

todas as palavras aceitas e seu correspondente caminho de estados.
Calcular Tempos e Amplitudes

A medida que o tracamento dos raios & feito, avaliamos os tempos de tramsito e as
amplitudes de cada raio. Para avaliar as amplitudes, utilizamos as formulas enunciadas
no Capitulo 4. Isto fornece dois ntimero,7 ¢ A, onde 7 é o tempo de trinsitoe A é a

amplitnde. O nmero 7 € guardado em uma matriz de tempos, e o nimero A é guardado

em uma matriz de amplitudes.

Construcio do sismograma

Terminade o tragamento de raios, utilizamos a matriz de tempos e a matriz de ampli-

tudes para construir o sismograma sintético.

Neste tese, utilizamos uma fonte representada por um Pulso de Ricker,

F@&) = 1~ 2An )t exp—(m fp)*1],

105
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onde f, & a freqiiéncia pico de 30 Hz.

Construfmos a extenséo analftica da fonte, F(t), e para cada par fonte-receptor modifi-
camos o sinal analitico, utilizando & forma AF(¢— 7). Esta filtima expressio, representa
o sinal modificado para o evento em questio. Dado um par fonte-receptor existem vérios

eventos gue s3o registrados no trago, representados pelos diferentes caminhos.

Definimos T H, uma func¢do do tempo de regisito que representa esse par fopte-receptor,
Ela & construida somando todos os caminhos possiveis que unem 3 fonte com o receptor,

isto é,

TR= Y AF(t—m), (6.1)

onde ¥ & a varidvel que representa o tempo de regisiro, e ¢ & o indice do caminho, gue

representa uma classe de raios com wma assinatura dada.

Finalmente, construimos wma série de tempo, definida por uma discretizacio de Re{TR}
(utilizamos uma discretizacio temporal definida pelo tempo de amostra, usualmente de

2 ms ou 4 ms). Esta série de tempo é graficada e constitui um trago do sismograma.

Nota: Os critérios de parada para os méfodos numéricos utilizados j4 foram explicitades na
secdo (3.8), assim: para o Método de Newton, até 200 iteracdes; para o Método de Continu-
acio, até 128 pontos da seglidncia de continuacio; para o método de busca aleatdria, até 200
buscas; e para o método de disparo, a varredura do &ngulo de disparc tem um valor minimo

de 0.1 grau.

6.3 Exempilos

Apresentamos, nesta se¢io, vArios exernplos do tragamento de raios para meios acisticos,

em diferentes tipos de modelos multi-regites, construidos com o OCTRAL.

Nota: Embora o OCTRAL permita trabalhar as unidades dos valores numéricos no sistema
inglés e no sistema MKS, as unidades utilizadas nos exemplos desta tese serdc no sistems
inglés. Isto, com o intuito de fazer algumas comparacgdes posteriores entre 0 OCTRAL e o
CSHOT. Os valores numéricos utilizados no OCTRAL, como parametros dos modelos, sdo os

mesmos dos apresentados nos exemplos do manual do CSHOT, gue utiliza unidades inglesas.
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Assim, as nnidades de disténcia est@o dadas em pés (ft}, e as de velocidade em pés por segundo

(£t/s).
6.2.1 Modelo de Cunha

Este exemplo é importante, na sismica de exploragio, pelo tipo de geomeiria que ele
envolve, pois esta geometria representa, muitas vezes, umn possivel depdsito de petréleo. As
cunhas sfo uma boa aproximacio geométrica das formas que o subscle tem, em regides de-
nominadas discordéncias angulares.

Neste tipo de modelos, as interfaces nfc estdo definidas ao longo de todo o dominio e,

além disso, apresentam intersecgbes, como mostrado na Figura (6.2).

YHY) pmmwmowoeancrevesassn e n e re s E T e rE e TR E T n T ]

Profundidade (/)

1
8000 10000 12000
Distancia {ft)

Figura 6.2: Modelo de cunba.

No modelo sismico da cunba, temos quatro interfaces de interesse, Ly, L2, Iz e Ly ¢, além
disso, a superficie da Terra, Ly, onde estdo localizados a fonte e o receptor. As velocidades
do modelo em cada sub-regido, estdo dadas por v; = 2500 ft/s , v, = 3500 ft/s e vy = 4000

ft /s, respectivamente.

No autémato do modelo, representado na Figura (6.3), temos:

‘P = {L{), LE,LQ’ 1;3,114},?@ = {L@},F = {LQ} e W = {@1,@2,’?)3}.

Lembremos que as classes de raios, no autémato, estdo determinadas por uma palavra
aceita e por seu correspondente caminho de estados. Vejamos, entdo, o tracamento de quatro

classes de raios, fixando a posi¢io da fonte na coordenada (0,0).

1. A classe de raios, determinada pela palavra aceita vyv; e pelo caminho de estados

(Lg, L1, Lg), esté representada na Figura (6.4).



108 6. Programas e Exemplos

Figura 6.3: Autdmato que representa o modelo de cunha.

H
2
&=
£
£
R o L L j : i e d L I
c 2000 4400 6000 8000 10000 12000

Distandia (£)
Figura 6.4: Classe de raios determinada por v1v; e (Lo, L1, Lg).

2. A classe de raios, determinada pela palavra aceita v,v2v27; e pelo caminho de estados

{(Lg, Ly, L, Ly, Ly}, esté representada na Figura (6.5).

3. A classe de rajos, determinada pela palavra aceita vy vovsv3vev; € pelo caminho de estados
(Lg, Lg_, Lg, L4,L2, Ll, L@), esta representada. na Fig;ara (55)

4. A classe de raios, determinada pela palavra aceits v;v;v3v3Y; € pelo caminho de estados
(Lg, Ly, La, Ly, Ly}, esté representada na Figura( 6.7).

6.3.2 Modelo de Lente

Este tipo de estrutura geoldgica, mostrada na Figura (6.8}, é de interesse por ser usual-

mente uma zona onde se acumula gés.
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Profindidade (1)

] 2000 4000 /OO0 8000 18000 12000
Distancia ()

Figura 6.5: Classe de raios determinada por viveugvy € (Lg, Ly, Lo, Ly, Lg).

Profundidade ()

8000 10000 12000
Disténcia (ft)

Flgﬂl‘& 6.6: Classe de raios determinada POT U1 VeV VsV € (LG, Ll, Lg, L4, L:g? Ll, Lg)
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0 2000 4000 8000 8000 16000 12000
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Figura 6.7: Classe de raios determinada por viwevstav;y € (Lg, Ly, Ly, Ly, Lg).
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Neste tipo de modelos, as interfaces nio estdo definidas a0 longe de tedo o dominio.

No modelo sismice da lente, temos trés interfaces de interesse, L;, L, e Ls e, além
disso, a superficie da Terra, Ly, onde estdo localizados a fonte e o receptor. As velocidades
do modelo sfo: v; = 4000 fi/s, para a sub-regific simplesmente conexa {Conway, 1878); e

vy = 6000 £t /5, para a sub-regifo conexa do modelo.

No autdémate do modelo, representade na Figura (6.9), temos:

Po={Lo, Ly, Lg, Lg}, Py = {Ip}, F={Ly} e W= {v1, %2}

Lg

it Y 1 1 T | i T T ]
e Ly
;% ““““““““““““““““““ o
£ 1000 «2” Ry bt -
g . -
g | T pomenen
=
& 2000 : ; 1 ; ; 52 : : i L £3

G 2000 4600 6000 8000 10000 12000

Distancia (ft)

Figura 6.8: Modelo de lente.

Vejamos o tracamento de quatro classes de raios, fixando a posicdo da fonte na coorde-
nada (6000,0).

1. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita v;v; e pelo caminho de estados

(Lo, Ln.Lo), esté representada na Figura (6.10).

2. A classe de raios, determinada pela palavra aceita v1%3v2; € pelo caminho de estados

(Lo, L1, L, L1, Ly), esta representada na Figura (6.11).

3. A classe de raios, determinada pela palavra aceita v1vov1 v 097 € pelo caminho de estados

(Lo, L1, Lg, L3, Ly, Ly, Ly), ests representada na Figura (6.12)

4. A classe de raios, determinada pels palavra aceita V1Yt ¥; e pelo caminho de estados

{(Zo: Ln, Lg, L3, Ly), est4 representada na Figura (6.13).
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Figura 6.9: Autdémato que representa o modelo de lente.
6.3.3 Modelo de Falhas

Os modelos com falhas representam estruturas que possuem deformacgdes. Por exemplo,
na zona montanhosa da Colémbia, as possiveis estruturas onde ¢ petréleo fica acumulado tém
esse formato. Na Figura (6.14) apresentamos um modelo desse tipo. Nestes modelos, as inter-
faces niio estio definidas ao longo de todo o dominio e, além disso, apresentam intersecgGes.

Neste modelo sismico com falhas, temos sete interfaces de interesse, Ly, Lq, L3, Ls, Ls,

Lg, Ly e, além disso, a superficie da Terra, Loy, onde estéo localizados a fonte e o receptor. As
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N
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g
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Figura 6.10: Classe de raios determinada por v, e {Lg, Ly.Lg).
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Figura 6.14: Modelo de falhas.

velocidades do modelo em cada sub-regifio, estdo dadas por vy = 5000 ft/s , vy = 7000 fi/s,
vy = BO00 fi/s, vy = 8400 £t /s e vs = 16000 ft/s, respectivamente.

No autémato do modele, representado na Figura (6.15), temos:

P ={Lo, L\, L3, L3, Ly, L5, Le, L7}, Po = {Lo}, F = {Lo} e W = {v1, 02,03, 04,05}

Vejamos o tracamento de trés classes de raios, representado na Figura {6.16), fixando a

posicio da fonte na coordenada (0,0):

1. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita v,v; e pelo caminho de estados

(Ly, Ly, Lg), esté representada pelos raios vermelhos.

2. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita vivsvsvyvsy; € pelo caminho de

estados (Lo, L, L3, Ly, Lg, Lg, Ly}, esta representada pelos raios azuis.

3. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita v, vsvsususvav, ¢ pelo caminho

de estados (Lg, L;, L3, L5, L7, Lg, Lo, L), estd representada pelos raios verdes.
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Figura 6.15: Autdmaio que representa o modelo de falhas.

G.
=
=~ 1000
]
s
=
=
E 2000
2
i

L —— — ay . —
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Distancia ()

Figura 6.16: Trés classes de raios diferentes em um modelo de falhas.
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6.3.4 Modelo de Domo

Os domos s8o estruturas geoldgicas que aparecem em situacdes de intrusao® salina, isto
&, as camadas sdo deformadas por um fluxo de um material viscoso (sal fundids) que produz
uma forma geométrica, como & ilustrado na Figura (6.17). Este tipo de estrutura pode ser um
possivel reservatério de hidrocarbonetos, pois o 6leo ou o gés podem fcar presos nos fancos
do domo. Os fancos de domos sdo reservatdrios comuns em diferentes bacias do mundo,
especialmente no golfe de México.

Neste modelo de domo, temos quatorze interfaces de interesse, Ly, Lo, Ls, La, Ls, Lg, L7,
Lg, Lg, Ly, L11, Zae, D13, L1y e, além disso, a superticie da Terra, Ly, onde estdo localizados
a fonte e o receptor. As velocidades do modelo em cada sub-regifo, estdo dadas por vy = 2500
ft /s, vo = 3500 ft/s, v3 = 4000 ft /s, vy = 5000 ft /s, vs = 7000 ft /s, ve = 7500 ft/s, vy = 7000

“Domo de sal: intrusdo salffers que corta verticalmente as rochas sedimentares. Sua formacde se deve ao
comporsamentc fuidico do sal e ao fato da sua densidade ser menor que a das rochas encaixantes. [Duarte,

1997).
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Figura 6.18: Trés classes de ralos diferenies em um modelo de domo.

ft/s e vg = 7500 ft/s, respectivamente.

Vejamos o tracamento de trés classes de raios, representado na Figura {6.18), fixando a

posicio da fonte na coordenada (4500,0):

1. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita v,v; e pelo caminho de estados

(Lg, Lg, Lg), estéd representada pelos raios vermethos.

2. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita vivotev; ¢ pelo caminho de

estados (L, Lg, Ls, Lg, Ly}, esta representada pelos raios azuis.

3. A classe de raios, determinada pela pela palavra aceita vvuswsvey; € pelo caminho de

estados { Ly, Lg, Ls, Ly, Ls, Lg, Ly}, esta representada pelos raios verdes.

Na Figura (6.19), vemos dois ralos pertencentes i classe determinada pela palavra
V9 UsUgUgUs Vet € pelo caminho de estados (Lo, Lo, Ly, Ly, Lo, L1, Ls, Lg, L), com uma fonte

em (0,0). Observemos que estes raios entram pelo flanco do dome salino.

6.4 Validacdo do Modelamento Feito pelo OCTRAL

No mercado existem diverses programas que fazem fracamento de raios para modelos

stsmicos de geometria complexa. Cada um deles usa métodos numéricos especificos nos algo-
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Figura 6.19: Dois raios de numa classe em um modelo de domo salino.

ritmos para realizar o tracamento. Dentre esses programas podemos citar SEIS88, NORSAR®
e GXII®,

Em particular, o SEIS887 (Cerveny et al, 1977; Cerveny et al, 1988) faz tracamento
de raios em modelos 2D e 2.5D, elasticos e heterogéneos por blocos. O tracamento € feito
integrando as equagbes caracteristicas do raio, através do Métode de Runge-Kutta. As infer-
seccoes do raio com as interfaces do modelo sfo obtidas utilizando o Método de Newion e o
método da bisseccdo.

Porém, para a validacio dos algoritmos e programas criados e implementados nesta tese,
através do GCTRAL, nés selecionamos programas que utilizam ¢ Método de Continuacgdo

para o tracamento de raios, descartando, assim, as cornparacgdes com o SEIS88 e com outros
programas.

Nossa escolha, baseada no objetivo fundamental desta tese, que é a extensao do Método
de Continuacdo para o tragcamento de raios em modelos de geometria complexa, nos levou
a fazer as comparacbes com o CSHOT, justamente porgue ele utiliza continuacio em seus
algoritmos de tracamento.

Para comparar os resultados que o0 OCTRAL e o CSHOT geram, analisaremos guatro

modelos particulares, mostrando o tragamento de raios e os respectivos sistnogramas:

7Criado e implementado por Viastislav Cerveny e Ivan PSentik, do Departamento de Geoffsica da Univer-
sidade de Charles {Repablica Checa).
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i. Modelo de uma camads horizontal.
2. Modelo mzulti-camadas.

3. Modelo com interfaces que se interceptam {cunha).
4. Modelo com interfaces ndo definidas em todo o dominio {lente).

Antes de iniciar as comparaches entre o modelamento feito peloc OCTRAL e pelo CSHOT
& importante lembrar que, como foi mencionado anteriormente, nos dols programas, ambos
os sismogramas sfo feitos de forma diferente: no OCTRAL eles s&o calculados e construidos
no dominic do tempo, utilizando a extensfo analitica da fonte (pulso tipo Ricker), enguanto
que no CSHOT eles s8o caleulados no dominio da freqgiiéncia, e construidos no dominio do
tempo, uiilizando a Transformads Inversa Rapida de Fourier.

Qutra forma de verificar a precisio numérica do OCTRAL (sem precisar de compara-
¢Bes) é construindo uma matriz, gue temos chamado matriz de residuos, da seguinte forma:
para uim experimento sismico com uma fonte fixa, n caminhos e n palavras aceitas (n as-
sinaturas) e r receptores, definimos uma matriz Res de dimensdes 1 x r. Nesta matriz, o
componente Res(i, ) estad definido como [|[B(X){|, sendo ®(X) = 0 o sistema de equacles
nao-lineares que define o raio, € X ¢ IRY representa o raio que une a fonte dada e o recep-
tor 7-ésimo, através do caminho i-ésimo. Difo de outrs forma, esta matriz contém todos os
erros numéricos do tragamento de raios, de todas as assinaturas consideradas, para todos os
receptores. _

Desta forma, se o valor méximo dos valores absolutos de cada um dos commponentes
desta matriz é pequeno, entac garantimos gue as solucdes dos sistemas ndo-lineares estio
bastante perto dos raios fisicos. Isto &, garantimos a precisio dos algoritmos implementados
no OCTRAL. Estas idéias serfio exemplificadas no modelo multi-camadas.

Finalmente, podemos garantir a validade do método de tragamento de raiocs feito pelo
OCTRAL, considerando alguns dos critérics que determinam a validade do método de tra-
camento de raios em geral. Em particular, consideramos o critério, de tipo heuristico, gue
diz que ¢ comprimento da onda, A, deve ser muito mais pequeno que uma dimensao carac-

teristica do modelo, I, (raio de curvatura das interfaces, dimens@es do modelo, profurdidade,

etc.). Isto é, A « ! { Bleistein, 1984; Kratsov & Orlov, 1990; Cervent, 2001). Nos exemplos
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Figurs 6.20: Tracamento de raios feito pelo OCTRAL, modelo de uma interface.

considerados nesta tese o comprimento de onda do raio é aproximadamente de 300 fi, e as
dimensdes caracteristicas tipicas dos modelos sio da ordem de 3000 ff. Segundo o critério de
Bleistein (1984), 300 < 3000 .

6.4.1 Modelo de uma Camada Horizontal

Apresentamos um exemplo de um modelo composto por uma interface horizontal, a 2000
ft de profundidade da superficie da Terra. A velocidade na camada do modelo é vy = 8000 ft /s
e a velocidade embaixo da interface & v, = 10000 ft/s. A fonte estd localizada na superficie
da Terra, na coordenada (4440,0). Os 101 receptores estio localizados na superficie da Terra,
ignalmente espacados, cada 120 ft; o primeiro receptor esté localizado na coordenada (0,0).

O tragamentc de raios feito pelo OCTRAL & mostrado na Figura (6.20), e o tracamento
de raios feito pelo CSHOT é mostrado na Figura (6.21). Observamos, nessas figuras, que ¢
tracamento de raios em ambos os programas é equivalente. Corroboramos isto com os valores

dos tempos de transito do evento, nos sismogramas mostrados na Figura {6.23). Desta forma,
validamos a parte cinemética do OCTRAL.

Nota: Neste exemplo, em particular, mostramos, na Figura (6.22), os sismogramas cons-
truidos pelo OCTRAL e pelo CSHOT (sem dividir pela 4rea do filtro); e, na Figura (6.23), os
sismogramas construides pelo OCTRAL e pelo CSHOT (depois de dividir os valores dos tra-
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Figurs 6.21: Tracamento de raios feito pelo CSHOT, modelo de uma interface.

¢os pela dres do filtro). Da mesma forma, mostramos os tragos nimero 38, nas Figuras (6.24)
e (6.25), em cada um dos sismogramas, respectivamente. Isto, com o intuito de que o leitor

veja as diferencas entre eles, mas, nossas comparagdes serdo feitas utilizando o sismograma e
o trago do CSHOT ja corrigidos.

0Os valores da amplitude podem ser comparados considerando um trago, por exemplo,
o nfimero 38 {traco com afastamento nulo da fonte), mostrado na Figura (6.25). Concluindo
gue existe uma coincidéncia entre as amplitudes pico para este traco.
Para comparar as amplitudes pico dos outros tragoes observados nos sismogramas, utili-
zamos 3 f6rmula analitica da amplitude para este modelo {Portugal, 1998), dada por:
_ R
" 4nd’
onde R é ¢ coeficiente de reflexdo da interface, e d e a disténcia total do percurso do raic.

Neste caso,

2 + (G)Q’
onde h é a profundidade da camada, e ¢ & o afastamento do receptor.
Na Figura (6.26) comparamos as amplitudes méximas de cada um dos tragos dos sis-

mogramas gerados pelo OCTRAL e pelo CSHOT (dividindo pela area do filiro}, com o valor
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Figura 6.24: Comparagio do trage namero 38 do sismograma da Figura (6.22).
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Figura 6.26: Comparacio entre as amplitudes do OCTRAL, “+”, e do CSHOT (dividindo
pela drea do filtro), “o”, com o valor analitico da amplitude, “o”.

analitico da amplitude (representado pelo simbolo o). Podemos concluir que as amplitudes
conseguidas pelo OCTRAL (representadas pelo sfmbolo +) estie bastante perto das ampli-
tudes conseguidas pela formula analftica, em todos os tragos, com um erro aproximado de
0.12%.

As amplitudes conseguidas pelo CSHOT {representadas pelo simbolo o) estio, também,
perto da solucio analitica: nos tragos menos afastados da fonte, o erro é de aproximadamente
2.31%; nos tracos mais afastados da fonte este errc aumenta; assim, o erro aproximado, em
todos os tracos, & 4.59%.

Em ambos os casos, ¢ erre calculado baseia-se na norma da diferenca dos dois vetorss

gue possuem o8 respectivos valores da amplitude, para todos os tracos.
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Figura 6.27: Tracamento de raios feito pelo CCTRAL, modelo multi-camadas.

5.4.2 Modelo Multi-camadas

Apresentamos um exemplo de um modele multi-camadas, com trés interfaces de inte-
resse, além da superficie da Terra. As velocidades nas camadas do modelo sdo v, = 8000 fi /s,
vy = 10000 ft/s, vs = 12000 ft/3 e vy = 13000 ft/s. A fonte estd localizada na superficie da
Terra, na coordenada (4440,0). Os 101 receptores estdo localizados na superficie da Terra,
igualmente espacados, cada 120 ft; o primeiro receptor estd localizado na coordenada (0,0).
Este exemplo utiliza os valores das velocidades iguais a0 modelo apresentado no exemplo (09
do manual do CSHOT (Docherty, 1991).

Podemeos observar, nas Figuras (6.27) e (6.28), a semelhanca visual das classes de raios
dos dois modelamentos feitos pelo OCTRAL e pelo CSHOT (dividindo pela area do filire),
respectivamente. Na Figura (6.29) podemos observar a semelhanca dos sismogramas cons-
truidos por ambos os programas. Também observames, na Figura {8.30), a comparagio entre
os dois tragos numero 51 de cada um dos sismogramas, onde podemos confirmar a igualdade
dos tempos de trinsito para esses eventos. |

Verificamos também a precisiao numérica do OCUTRAL, neste modelo, utilizando a matriz
de resfduos. Aqui a matriz é da ordem de 3 x 101, pois temos 3 classes de raios e 101 receptores.
O méaximo valor absoluto dos componentes da matriz Ressyipr € 0.098956, considerado um

nimero pequenoc.
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Figura 6.28: Tracamento de raios feito pelo CSHOT, modelo multi-camadas.

6.4.3 Modelo de Cunha

Apresentamos um exemplo de um modelo de cunha, com gquatro interfaces de interesse
e trés regides, como mostrado na Figura (6.31). A velocidade na primeira regifio do modelo
é v, = 8000 ft/s, a velocidade na segunda regifio & v, = 10000 ft/s, a velocidade na terceira
regido € vz = 12000 ft /s e a velocidade embaixo da Gitima interface é vy = 13000 ft/s. A fonte
est4 localizada na superficie da Terra, na coordenada (0,0). Os 31 receptores estdo localizados
na superficie da Terra, igualmente espacados, cada 400 ft; o primeiro receptor esté localizado
na coordenada (0,0).

Como j4 foi dito anteriormente, ¢ CSHOT nio faz tracamento para este tipo de modelos.
Porém, vamos tentar “simular” um modelo parecido a partir de um modelo multi-camadas, e
observar seu comportamento no tragamento de raios.

Para isto, suponhamos um modelo multi-camadas, como mostrado na Figura {6.32). A
idéis € deformar este modelo, fazendo com que a interface L, se intercepte com a interface
L. a partir do ponto (6000,1000) até ¢ ponto (12000, 1000). Em outras palavras, trata-se de

deformar topologicamente o modelo multi-camadas, mediante um homeomorfismo®, para que
¢le se assemelhe a0 modelo de cunha, multi-regides.

$Um homeomorfismo & uma funcdo bicontinua entre dois espagos topologicos. O homeomorfismo preserva
as propriedades topoldgicas dos egpacos, como, por exemplo, a conectividade (Blackett, 1968).
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Figura 6.31: Modelo de cunha, multi-regides.
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Figura 6.32: Modelo multi-camadas “simulando” um modelo de cunha.
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Figura 6.33: Tracamento de raios feito pelo OCTRAL, modelo de cunha.

Observemos no tracamento de raios, mostrado nas Figuras (6.33) e (6.34), que 0o CSHOT
nio consegue construir todos os raios de assinatura definida pelo caminho (Lg, Ly, Lo, Ly, L3}
e pela palavra aceita vivqusvy, enquanto que o OCTRAL consegue construir todos os raios
dessa classe.

Na comparacio dos sismogramas, na Figura (6.35), onde o sismograma do CSHOT néo
est4 dividido pela drea do filtro, observamos que perdem-se alguns eventos, j4 na Figura (6.36),
onde ¢ sismograma do CSHOT estd dividido pela area do filiro, observamos que os valores
da, amplitude no sismograma do CSHOT sic muito pequenocs, comparados com os valores do
OCTRAL. Na Figura (6.37), que mostra o trago niimero 5 dos sismogramas da Figura (6.35),

observamos a coincidénein dos tempos de trinsito dos eventos. J4 na Figura (6.38), que
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Figura .34 Tracamento de raios feito pelo CSHOT, modelo de cunha.

mostra o trage pémero § dos sismogramas da Figura (6.36), observamos que as amplitudes
pico do trago sdo muito diferentes. Todo o anterior, nos permite verificar que, de fato, o
CSHOT nao consegue construir os sismogramas adequados para este tipo de modelos. En-
quanto que o0 OCTRAL faz completamente ¢ tragamento de raios e constréi os sismogramas
adeguadamente.

6.4.4 Modelo de Lente

Apresentamos um exemplo de um modelo de lente, com trés interfaces de interesse e
duas regides, como mostrado na Figura (6.238). A velocidade na primeira regido do modelo
é vy = 4000 ft/s, a velocidade na segunda regific & v, = 6000 ft/s e a velocidade embaixo
da tltima interface & vy = 8000 ft/s. A fonte estid localizada na superficie da Terra, na
coordenada (6000,0). Os 31 receptores estfo localizados na superficie da Terra, igualmente
espagados, cada 400 ft; o primeiro receptor est4 localizado na coordenada (0,0).

Este modelc é um exemplo tipice com o qual o CSHOT n#o consegue lidar, pois suas

interfaces ndo estéo definidas em todo ¢ dominio.
De forma andloga ac exemplo anterior, vamos tentar “simular” um modelo parecido 2

partir de um modelo multi-camadas, e observar sen comportamento no tracamento de raios.

Para isso, suponhamos um modelo multi-camadas, como mostrado na Figura (6.40). A
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Figura 6.35: Comparacio dos sismogramas gerados pelo OCTRAL e pelo CSHOT (sem divi-
dir pela 4rea do filtro), modelo de cunha.
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Figura 6.36: Comparacio dos sismogramas gerados pelo OCTRAL e pelo CSHOT (dividindo
pela area do filtro), modelo de cunha.
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Figura 6.37: Comparagio do trace nfimero 5 dos sismogramas da Figura (6.35).
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Figura 6.38: Comparacfio do trace ntimero 5 dos sismogramas da Figura (6.36).
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Figura 6.39: Modelo de lente, multi-regifes.

idéia & deformar este modelo, fazendo com que as interfaces L, e Lo se inferceptem nos

segmentos compreendidos entre os pontos {0,1000} e (3000, 1000), e os pontos (8000,1000)

¢ (12000,1000). Em outras palavras, trata-se de deformar topologicamente o modelo multi-

camadas, mediante um homeomorfismo, para que ele se assemelhe a0 modele de lentes, multi-

regioes.
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Figura 6.40: Modelo multi-camadas “simmlande” um modelo de lente.

O OCTRAL consegue fazer o tracamento de raios, mostrado na Figura (6.41), e o

respectivo sismograma, mostrado na Figura (6.42). Enquanto, que o CSHOT, dependendo do

modelo, ou aborta ou faz um tracamento incompleio (ndo traga vérics raios de cada classe).
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Figura 6.41: Tragamento de raios feito pelo OCTRAL, modelo de lente.
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Figura 6.42: Sismograma feito pelo OCTRAL, modelo de lente.



Capitulo 7

Conclustes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusdes

Este estudo surgiu da necessidade de estender o Método de Continuacéo para ¢ traca-
mento de raios em modelos que tém geometria complexs. Para atingir esse objetivo, definimos
e relacionamos vérias idéias matemaiicas e computacionais.

Estas idélas matemaéticas s8o oriundas da Din&mica Simbélica. Esta teoria foi desenvol-
vida em 1930, por Marston Morse e George Hedlund (Béal & Perrin, 1999), para descrever

como se pode representar a trajetoria de um ponto gue percorre diferentes subconjuntos de
uma superficie dada. Essas idéias vém sendo utilizadas em problemas fisicos (Hao & Zheng,
1988) e biologicos (Edwards et al, 2001).

Assim, representamos, nesta tese, um modelo sismico como um autdmato finito, e um
raio como umas seqiiéneias finita de simbolos do autdmato: a palavra aceita e caminho de
estados. Com essas formas de representacfio, fizemos o iracamento de raios para modelos de
geometria complexa mulii-regides 2.5D, acfisticos e elésticos, utilizando o Método de Conti-

nuagdo. Estas idéias tedricas, foram implementadas na biblioteca computacional que criamos,
OCTRAL.

Desta forma, podemos enunciar os seguintes resultados de tipo tedrico:

e Encontramos uma relaciio enire conceitos geométricos e conceitos da Matematica Dis-
creta. Em particular, definimos ¢ conceito de autémato finito de um modelo sismico.
Representamos as trajetorias dos raios utilizando sequéncias de simbolos (palavra aceita

e caminho de estade).
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e Esse morfismo entre objetos {modelos sismicos e autématos) baseia-se na relagio de
conectividade entre interfaces. Na verdade, ¢ que ¢ autémato do modelo representa &
a estrutura topoldgica do modelo. Esie morfismo regultou ser adeguado na descricdo
do tragamento de raios em modelos de geometria complexas. Pensamos que ¢ estudo
topologico de modelos sismicos pode ajudar ao estudo gualitativo dos mesmos. Por
exemplo, poderia servir para determinar as condicbes necessérias para a existéneia de

um raic.

e Definimos ¢ conceito de modelo mulfi-regifes, permitindo uma representacdo mais pre-
ciss dos tipos de modelos que apresentam-se na sismica de exploracio. Em particular,
para modelos sismicos 2.5D multi-regiGes, actsticos e elésticos, estendemos as férmulas

da amplitude ao longo do raio.
s resultados de tipo computacional conseguidos sdo:

e Criamos e implementamos urna biblioteca computacional OCTRAL, de programas es-
critos na linguagem OCTAVE. O OCTRAL permite fazer o tracamento de ralos em
modelos 2.5D multi-regifes, utilizando o Método de Continuacfio. Em particular, nés
fizemos tragamento de raios em modelos que podem ter interfaces definidas apenas em

uma por¢do do dominic, e em modelos com intersecgio de suas interfaces.

e Entre as vérias rotinas computacionais, que fazem parte da biblioteca, destacamos:

- A elaboracio de um método heuristico, baseado em buscas aleatorias, para a busca de

umg primeira aproximacio para ¢ Método de Newton.

- Um algoritmo que faz iracamento de raios utilizando uma assinatura dada, determi-

nada por uma palavra aceita e seu correspondente caminho de estados.

& O OCTRAL apresenta uma boa qualidade no tracamento de raios, notamos isto a partir
das comparagoes que fizemos com ¢ CSHGT. O programa tem versatilidade e o usudrio
pode controlar quails assinaturas de raios s3o as de seu interesse, podendo representar

classes de raios primdrios ou miltiplas.

e Em geral, s precisfio do método do tragamento, utilizado pelo OCTRAL, foi testada ava-

liando a norma da matriz de residuocs, definida no Capitulo 6. Para infimercs exemplos,
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COmprovamos que a norma desta matriz era muito pequena. Este teste e as comparagdes
realizadas com o iragamento de raios feito pelo CSHOT, nos permitem garantir que os
pontos de interseccdo dos raios com as interfaces, encontradas pelo OCTRAL, estdo

muite perio da solugic do problema.

# s valores das amplitudes, no OCUTRAL, sfo calculados utilizando o tubo de raios. Nos
experimmentos computacionais feitos para um modelo de uma camada, definido por uma

interface horizontal, demonstramos a precisdo do célculo numérico do tubo respeito 3
formula analftica.

s A estrutura do OCTRAL permite que esta biblicteca seja ampliada e modificada no

futuro, por exemplo, criando interfaces graficas para o usuério.

s s algoritmos do OUTRAL podem ser também estendidos para modelos 3D, mas na
astualidade temos apenas resultados parciais a regpeito, utilizando os conceitos do autd-
mato do modelos para modelos tridimensionais e o Método de Continunacgio mostrado
no Apéndice (D).

# Visando & possibilidade de modelos mais complexos, j& comegamos a implementagio dos
algoritmos do GCTRAL em linguagem C. Este processo estd em andamento mas, nossa
idéia, & gue todas as rotinas de tragamento fiquem nesta linguagem. Temos denominado
esta biblioteca em C de RAYTRAL. Nela exisie, por exemplo, uma estrutura chamada
interface.h, ela possui toda a informacio relacionada com os ponios de intersecgdio do
raio com as"interfaces, o0s angulos, os coeficientes de reflexfio e transimissdo, dentre outras.

Também temos uma rotina que permite a geracdo autométics de palavras aceitas e seus
correspondentes caminhos de estados.

Ressaltamos que no mercado existem outros programas para tracamento de raios em
modelos que tém geometria complexa, como o SEIS88, NORSAR®, GXII®, dentre outros.
Mas, esses programas utilizam outros métodos numéricos e computacionais, diferentes dos
propostos neste trabalho (combinac@o de autématos finitos e continuagdo). Pensamos que a
alternativa proposta neste tese abre portas tedricas e praticas de interesse no modelamento
sismico, isto pela potencialidade da Teoria dos Sistemas Dindmicos. Por exemplo, ¢ morfismo

estabelecido entre modelos sismicos e autbématos finitos pode permitir estudar, de forma
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qualitativa, algumas propriedades de modelos sfsmicos complexos, come existéncia e unicidade
do raio. Algumas outras idélas s30 propostas como trabalhos futuros.

7.2 Trabalhos Futuros

A partir das diversas questbes levantadas duranie a realizacio desta tese, sugerimos

vérios temas que podem ser abordados em trabalhos futuros, a saber:

e Existéncia e Unicidade

Utilizando conceitos da anélise ndo-linear e da teoria de continuacio (Zangwill & Garcia,
1981}, pode-se o sistema ndo-linear que descreve o tragamento de raics., A pergunta
fundamental é de tipo qualitativo: seré gue, dado o problema basico {Capitulo 3), &
estrutura do sistema no-linear permite saber, sem resolver o sistema, se um raio existe

ou ndc enire uma fonte, um receptor e com uma deferminada assinatura?

Um possivel ponto de partida para resolver essa pergunta pode ser a natureza da Matriz
Jacobiana do sistema nao-linear. Por exemplo, pesquisar sobre o comportamento dos
vetores préprios da Matriz Jacobiana no dominic do problema (Ortega & Reinboldt,
1970).

Outras perguntas qualitativas que surgem estfo relacionadas com os efeitos de um paré-
metro no modelo. Por exemplo, dado um modelo e ixando uma fonte e uma assinatura:
como varia o sistema nac-linear, considerando as coordenadas do receptor como pari-
metro? Existem valores para os quais ocorre uma bifurcacio {Seydel,1988)7 Isto &, &

possivel que o sistema mude sua natureza totalmente para um valor do parimetro dado?

Perguntas como essas, embora tedricas, tém uma aplicagio pritica no desenho de uma
aquisicio sismica real, em termos da iluminacdo na zona de interesse. Implementando
critérios adequados para analisar a variacio em funcdo de um parimetro, poder-se-ia
estudar a eficiéncia de um arranjo de geofones para obter uma iluminac¢ao das interfaces
objetivos (Gibson et al., 1998 e Volker et al.,1998).

e Otimizacio Global

Para conseguir ¢ primeiro raic da classe de equivaléncia (Capitulo 3) pode-se, de um

lado, testar os métodos de Otimizacio Global; e, de ocuiro lado, podem-se utilizar os



- 7.2, Trabaibhos Fuiuros

métodos probabilisticos em Otimizacio Global (Hirsch & Smale, 1979}, como por exem-
plo ¢ método de Monte Carlo {Decker, 1991). Esses métodos poderiam ser comparados

computacionalmente com o método do disparo.

No caso da existéncia de multi-caminhos (multi-pathing) entre wma fonte, um receptor e
uma assinatura dada, pode-se testar o método de Otimizacio Global utilizando a analise
de intervalos pars encontrar TODAS as possiveis solugses do sistema nfo-linear, dentro
de nma caixa no espaco RY (Hansen, 1992), onde N representa o nfimero de pountos de

interseccdo do raio com as interfaces.

Maodelos Sigmicos com Incerteza

Utilizando os conceitos da Teoria Difusa {Klir & Folger, 1988}, é possivel quantificar
o nivel de incerteza de um evento (possibilidade). Podemos aplicar esses conceitos
para modelar os efeitos das incertezas dos parfmetros na resposta do modelo sismico
{sismograma). Em particular, poderia utilizar-se o conceito de ndmero e aritmética

difusa {Kaufmann & Gupta, 1891) para representar os pardmetros do modelo.

Como é comum na sismica de exploragio, os pardmetros do modelo sdo desconhecidos,
sendo representados por um intervalo de incerteza, ou mais especificamnente por um
nimere difuso.

O sistema ndo-linear deterministico considerado no Capitulo 3 é substituido por um
sistema difuso ndo-linear (Dubois & Prade, 1980). Este tipo de problema tem sido
considerado na literatura da Teoria Difusa, sendo possivel dar unma interpretacao 3

solucio do mesmo.

Desta forma, podemos analisar um modelo sismico, onde as velocidades do modelo sao
nimeros difusos. Esta etapa inicial transforma ¢ modelo em um problema difusc. Este
tipo de modelagem tem sido feita por exemplo em Petrofisica. A etapa posterior é
resolver o sistema na forma difusa e dar uma interpretacio, utilizando a teoria das
possibilidades, para que seja de utilidade para gedlogos, geofisicos e engenheiros na
industria do petrdleo.

Pensamos que utilizando conceitos de reconhecimento de formas, légica difusa e gra-

méticas livres de contexto, poderiam ser analisados dados reais. Diferentes tipos de
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palavras seriam testadas em um aulfmaic gue descreva uma interpretacio geofisica
particular. Com estes algoritmos se poderia tentar validar s interpretacio geolégica

com dados sismicos reais.

Calenle de Causticas

Neste trabalbo, pensamos como caleular o mmero KMAH {Capitulo 4) para fazer as
correcbes da fase na expressio final da aproximacio de ordem zero no receptor. Pa-
ra modelos mulfi-regibes, com cada sub-regifio homogénea, este célculo pode ser feito
encontrando expresstes analiticas para as Matrizes de Fresnel, e, a partir destas, encon-
trar tal nGmero utilizando a fatoragao descrita em Hubral et. al (1993). Como trabalho
futuro propomos, entdo, encontrar expressdes analfticas para esse tipo de modelos, &
implementar algoritmos que fagam as corregbes devidas a todas as ciusticas ao longo

do rajo.

Modeilos com Sub-regites Nao-Homogéneos, gue Possuem Equacbes Carse-

teristicas Integriveis

Este tipo de modelos, nfo-homogéneos, possuem sub-regides para as quais temos solu-
goes analiticas das equaghes caracteristicas. O problema do tracamento de raios, poderia
ser resolvido em forma similar ac caso de modelos homogéneos, considerando um sistema
nio-linear que represente 3 Lel de Snell em cada ponte de interseccio. Este sistema é
muito mais complexo que no caso homogéneo (Perozzi, 1980), ¢ a montagem do sistema

poderia ser realizado utilizando o conceito do autdmato do modelo.

Generalizacao para Modelos com Equacbes Caracteristicas N&o Integriveis

Estender o conceito do autémato do modelo (Capitulo 5) para o caso em gque as equacdes
caracteristicas ndo sejam sistemas integriveis analiticamente. Neste caso, teriamos um
sistema de equagdes diferencials com valores na fronteira (Ascher et al., 1995), alem de
um sistema nac-linear de equacoes algébricas. Este tipo de problema é conhecido na

literatura como Equacdes Diferenciais Algébricas {Brenan et al., 1996).
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Apéndice

Onda

1acao Assintética da Equac3o de

Um Ansatz' para s equacio de onda tem a forma de ums série assintética {Bleistein, 1984)

assim:

(@) ~ f(w)Z( 22 e (A1)

onde o simbolo ~ (aproximag8o assintética) significa que

ulz, w) — f(w} E Aﬂ(m) R ()

G aspecto importante desta aproximacio é a separacdo da freqiiéncia w e da varisve] espacial
. Pode-se demonstrar (Chapman, 1985) que a série (A.1) é assintética e divergente.

Nas altas freqiiéncias somente o termo principal & importante. Esta aproximacsio & cha-
mada Otica Geométrica de ordem zero. Jé para freqiiéncias finitas, os termos de ordem
superior permitem representar a distorcio do pulso na propagacio.

No dominio do tempeo, a série {A.1) se reduz a

u(z, ) mRe{F(t)*iAm)hniswr(m)}}, (4.3)

n={

YTermo aleméo que significa aproximacio ou suposicao inicial,
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152 A. Aproximacio Assintética da Equacio de Onda

onde x & a operacio convolugio, as funces hn(t) sdo

holt) = 3(2), ha(t) = H(2), ha(t) = tH(2),... (A4)

ou sgja, a Funclc Delta de Dirac, a Funcio Degraun de Heaviside e suas integrais de ordem

superior, respectivamente, ¢ F{1) & a extensio analitics do sinal Fl1), sto &,
Ft) = f(2) +19(2), (A.5)

sendo g(f} a Transformada de Hilbert de f(z).

Substituindo a suposicio (A.1} na equacio de onda (2.1}, obtemos uma série de poténcias de

(—aw)

S U= A (VT V7 o7 & (i) [2V7 - V4, 4, VP
sl {Aﬁ}

+ {(~iw) V24, } = 0.

Igualando a zero os coeficientes de cada poténcia, obtemos (Bleistein et al, 1999) para n = 0,

a chamada Equac8o Iconal

1
V1 -Vr = —r— A,
v3}{(z)’ (A7)
que representa o tempo de trénsito das frentes de onda,
Para n = 1, temos a primeira Equacéo de Transporte, que chamaremos Eguacdoc de Trans-
porte

2V A V7 + 4gV2r =0, (A.8)

onde Ay representa a amplitude da aproximacio de ordem zero.

Finalmente para n > 2, temos as Equacbes de Transporte de ordem superior

VA1 VT 4+ Ay Vir = ~V?4,-1. (A.9)

Nesta tese, apenas consideraremos a primeira Equacgo de Transporte, ou seja, 3 aproximacso
da Otica Geométrica de ordem zero. Isto ¢, apenas vamos ter em conta as equacSes (A7) e
(A.8).



lo do Disparo

Nesta tese, 0 método do dispare’ (MD) & uma versfo discreta do problema de valores inicias
para as eguacGes dos ralos, isto &, dada uma fonie, uma assinatura e um Angulo inicial,
determinamos o ponto final (receptor).

Este método diferencia-se da abordagem descrita no Capitulo 3, pois, nessa abordagem, co-
nheciamos o ponto inicial e final do raio e avalidvamos 0s pontos intermedifrios resolvendo
um sistema ndo-linear. Enquanto que no método do disparo, conhecemos o ponto inicial e o

angulo inicial do raio, e ndc conhecemos ¢ ponio final do mesmo.

No MD aplicamos irés processos em forma iterativa: propagacdo, intersecgio e a Lei de Snell.

1. Damos as coordenadas da fonte, (zg,%), o Angulc inicial § = 7% e a assinatura
[i1,%, .. wiN; J1sd2,--- ,jN,jN-;—l]. Damos também um valor de tolerincia de erro, ¢p,
para a distdncia final do raio com respeifc a algum receptor. Um valor tipico de ¢p é

10. Comparande com 10 (as ordens de magnitude do modelo), ep & muito pequeno.
Inicializamos o vetor direcdo do raic (vetor vagarcsidade normalizado):

(cos fy,8in fy). (B.1)

A partir deste vetor definimos a reta rg em forma paramétrica, como o lugar geométrico

IChamado de Shooting Method, em Inglés.

Lembremos que (1,72) € a coordenada angular do raic. Para modelos 2D e 2.5D, o disparc estéd deter-
minado totalmente pela quantidade v, ¢ &ngulo de disparo no plano X Z.
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B. O Método do Disparo

de pontos em IR?, tais que

z(v) = 2o + v cos by,
(B.2)
z{(v) = z + vsinfp.

2. Fazemos um lago nas V — 1 interfaces diferentes da superficie e atualizamos o valor do
ponto de disparo em cada ponto de intersecclio (zx, z )
Para k=20,1,--- , N~ 1 Faca
Encontrar a intersecgio da k-8sirns linhs reta ry, com a interface Ly.
Para isto, utilizamos o método de bisseccio e 0 Método de Newton em uma varidvel
na equacio gi(v) =0, onde gp(v) = 2p +vsindy ~ f, (T + v cos ;)5
No caso de encontrar um 4 que satisfaca 2 equacio g = 0, atualizar o novo ponto
de disparoc:
Tpty = Ty + vy cos by,
(B.3)
Zpp1 = 2p + 1 8in .
Avaliar a normal e, portanto, o 4ngulo de incidéncia, 6, , entre o segmento do raio
7 € a k-ésima interface.
Calcular o nove angulo de disparo, 87, usando a Lei de Spell. A partir do nove
angulo, encontramos a nova direcdo do raic em coordenadas referidas aos eixos
definidas pela normal e pela tangente & superficie no ponto.
Avaliamos a tangente no ponto de intersecclio e aplicamos uma rotacdo de coorde-
nadas e transformamos o vetor direcio em coordenadas globais.
Fim
3. Fazemos o Gltimo disparo e tentamos encontrar a intersecco do raio com a interface
Ly (superficie onde estd o receptor). Encontrado (z 11, 2n41) COmparamos a posicio
do zy41(8p) (colocamos a dependéncia funcional com respeito ac angulo inicial para

enfatizar) com respeito ds coordenadas dos receptores.

4. Se existe um elemento do conjunto do receptores, com abscissa z*¥, que satisfaca a

seguinte condi¢io

3Parak=0, 9{3:9(? == Y.
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Se |lzws: —z*|] < ep entio
O railo encontrado é satisfatério

Senao
Voltamos ao primeiro passo e incrementamos um delta de dngulo ou angulo de
disparc e procuramos novamente,

Fim

Nos implementamos o método do disparc pa linguagem OCTAVE, na bibliotecs computaci-
onal OCTRAL, no programa chamado shooting.m.

Comparando a solug@o obtida por este método, ou seja, o vetor de abscissas

{(z1,%2,... , %), com a solucdo obtida pelo Método de Newton, encontramos que as diferencas
relativas entre as normas das duas solugdes é inferior a 0.1%.

Este método tem a desvantagem de ser muito sensivel 4s variagles do &ngulo de disparo.
Para alguns modelos com intersecciio de interfaces, ele pode perder o primeiro raio da classe
facilmente. Também ele apresenta mais complexidade computacicnal que o método de bus-
ca aleatdria. Por estes motivos, escolhemos, finalmente, 0 método de busca aleatéris para

encontrar o primeiro raio da classe.



E e 3 t é ri a

Este método baseia-se na construgdo de uma seqiiéncia aleatéria finita de pontos pertencentes
& uma caixa N-dimensional, e na utilizacio de cada um desses Ponios como ponto inicial no

Método de Newton. O método de busca aleatéria & um método alternativo so método do
disparo.

Consideremos o sistema nao-linear

Q(Xi V} = (éla ¢2} (LSS éN)T = @3 (C.l)

onde X = (z1,7,,... ,Tn) € a incognita do problema. Este sistema possui restrigtes dadas
pelo modelo fisico, pois cada Zr perience 4 k-ésima superficie interceptada pelo raio. Um
modelo sismico é composto por interfaces ou superficies limitadas espacialmente. Para o caso
2D, cada interface é uma curvs que tem um dominio de definicio restrito a um intervalo
lax, b)), 1 < k<N, onde ax € o limite inferior e b, & o limite superior do dominio de definicdo
da k- &sima interface.

Se temos que construir um raio com assinatura de interseccies [i1,93,... ,4x], entdo a busca
da solugio esta restrita a uma caixs determinada pelos respectivos indices da assinatura. Oy

seja, a solucdo do sistems (C.1) & um elemento pertencente i caixa N-dimensional

N
D = [Tlas,. b, (C.2)

O método proposto constréi em forms aleatéria umsa seqgiléncia de pontos pertencentes a D,

Xy k=1,2,.. . N, {(C.3)
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158 . Métodp de Busra Aleatoria

onde N4 é o tamanho da segiidéncia aleattria.

Cada um desses pontos é utilizado como um primeiro ponto para comegar o Método de
Newton. Usamos cada um deles sucessivamente, procurando que um deles converia. Em caso
afirmativo, utilizamos este primeiro raio para construir o primeiro raio da classe. No caso
contrario, se utilizamos fodos os pontos iniciais sem encontrar um raio, incrementamos Ny
{por exemplo duplicamos o nlmero) e construimos uma nova seqiiéncia, com mais pontos,
dentro da caixa, comecando, novamente o teste com todos os pontos da nova segiidncia.

No caso de n8o conseguirmos convergéncia pars nenhum dos pontos iniciais utilizados, conti-
nuamos de uma forma iterativa testando os pontos da segiiéncia e construindoe seqiiéncias mais
finas {0 dobro de elementos da segiiéncia anterior). Se, finalmente, N4 excede um nimero
arbitraric, 200 por exemplo, sem encontrar uma solugfo, ent8o consideramos que ¢ problema
de tracamento de raios com valorss na fronteira nio possui solucdo. Modificamos a posigio
da fonte ¢ o receptor para comecar de novo a busca aleatéria.

Este método é muito mais estdvel que o méiodo do disparo para obter wm primeiro raio da
classe correspondente. No métode do disparo para certos modelos, pode se perder a soluco
do problema por uma pequena perturbagio do dngulo inicial.

O método de busca aleatéria tem uma complexidade computacional menor que fazer uma
amostragem regular na caixa . Por exemplo, se temos uma assinatura do raio que define ¥V
pontos de interseccio, uma arostragem regular de & divisdes em cada dimnensdio geraria kY
pontos iniciais para fazer a busca. Obviamente, N = 200 < k%,

A modo de exemplo, para uma assinatura com 7 pontos de interseccao e uma amostragem
deterministica de 10 divisbes por dimensdoc, teriamos um total de 107 pontos inicias para
testar. Essa & uma quantidade enorme de testes para serem feitos utilizando o Método de
Newton. Se, pelo contréario, testamos 200 pontos em forma aleatéria deniro da caixa D, a
complexidade computacional do problema se reduz em vérias ordens de magnitude, além de
ter uma amostragem de toda a caixa N-dimensional.

Os experimentos nos t&m mostrado gue o método de busca aleatéria, consegue encontrar um
primeirc raio da classe com guantidades da ordem aproximada de 100 amostras aleatérias.
Parece-nos que as bases tedricas deste método estdo no Método de Monte Carlo, o qual é usade

para fazer avaliacdo de integrais e expressdes complexas, utilizande amostragens aleatorias.



Método de Continuacio no Tracamen-

to Tridimensional de Raios

D.1 Formulacdoc do Problema

Este apéndice diz sobre a extensio do Método de Continuacio para o tracamento de raios,
em modelos 3D multi-camadas. Para s construgdo deste apéndice, nos baseamos no artigo de
Fawcett & Keller (1985).

Consideremos um modelo eléstico multi-camadas tridimensional, onde a superficie (interface)

L; entre camadas é dada por ums expressdo da forma

Li={y,2) e Bl =z=2(z,9) = fi(z,y), (z,9)€0}, i= 1,...,Ny, (D.1)

onde O é um subconjunto aberto de IR? que define o dominio das interfaces, e V; & a quan-
tidade de interfaces que o modelo possui.

Cada camada do modelo & um meio homogéneo elastico com parametros constantes a, S e
#, que representam a velocidade da onda tipo P, a velocidade da onda tipo § e a densidade,
respectivamente, em cada camada. Entre as camadas, temos descontinuidades nos valores
dos parametros. Portanto, wm raic em cada camada & um segmento de linha reta, e pode ser

especificado totalmente definindo o ponto inicial e o ponto final do segmento.
Consideremos um raio que une um ponto inicial (fonte) Eo, e um ponto final {receptor)
Eny1, interceptando N pontos, E; By, ..., E;,, nas interfaces {0 k-ésimo ponto perience &

interface L;,, k= 1,2,... | N}, e com uma assinatura li,92, ... 50N Fiod2,. .. 2Ny G-
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160 D. Método de Continnacgéo no Tracamento Tridimensional de Raios

A fonte e o receptor pertencem 3s superficies f, e fi,,,, respectivamente. Estas superficies,
em geral, podem ser diferentes mas, usualmente, nos problemas geofisicos, elas coincidem e
830 exatamente a superficie da Terra.

Vamos definir a seguinte notagio:

A normal na k-interface interceptada no k-ésimo ponto € igual a

~8f;, —0f: )
Ny=|—=% L1, .
: ( Bz’ By (D-2)
(O vetor B; — By, representa o k-8simo segmento do raio, para b =1,... N + 1.

Utilizando uma notagdo similar 4 do Capitulo 3, temos:

Ekg(fﬁks?k}zék}: kzls‘z:’“3N>

Hk = X/Q&xﬁ:}z “+ {‘ﬁ“yk}?; + (‘&zk}zs‘ k= 1, 2? sty N+ :E-? (@3}

Aop=xp—~zk~1, A=y — o, Dz =2 — 25

-3

A velocidade no &-ésimo segmento do raio éigual a v;, k=1,... ,N + 1, e pode ser a ou §,
em cada camada, dependendo da assinatura do modelo.

O problema bésico entdo, consiste em encontrar as coordenadas 2 e yp do k-ésimo ponto,
para k= 1,... ,N. A coordenada z de cada ponto E; & conhecida, pois z = f;, (zs, ¥ da
Equacio (D.1).

A Lei de Snell em forma vetorial, na k-ésima interface, pode ser escrita como

Uq U .
L (B — B 1) X N = =2 (B y — By) x Ny, para j=1,2,...,N, (D.4)
Hy, Hyq

onde x £ o produte vetorial entre dois vetores.

Em termos de componentes, temos 2V equaches

he %5 (A:ck -+ Ofis Azk) — b (Aka -+ %Asz) =0

Hk sz Hk.}.l 3333'
vjk+§ _§_fi_k - Ui % - (DS}
H, (A?Jk + Bu AZ&) T <Ayk-§»i -+ . Agga | =0

para k=1,2,... ,N.
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Temos ent8o umn sistema ndo-linear de 2N equaches e 2N incégnitas que podemos escrever
assim:

T(¥;m) =0, (D.6)

onde

Y= (25,91,% Y, TN, UN) (D.7)

e m denota um vetor de parimetros do medelo {velocidades ou coordenadas do receptor, por

exemplo).
D.2 Solucdo das Equacdes

As equagbes (D.6) so um sisterma nfo-linear, portanto, podem ser utilizados os métodos
descritos no Capitulo 3. Isto &, fazemos inicialmente uma busca global para encontrar o
primeiro raio da classe.

Encontrado um primeiro raio, podemos entdo aplicar 0 Método de Newton e o Método de
Continuacdo para encontrar os outros raios, gue serfo solughes a sistemas nio-lineares, cada
um deles representando uma mudanca do sistema inicial. Por exemplo, mudando a posi-
cdo do receptor até esgotar todas as possibilidades, utilizando continuacio nos recepiores,
conseguimos todos os raios da classe pertencentes a um disparo.

Depois de tracado um raio para um par fonte-receptor, podemos avaliar os tempos de trinsito
do raio entre a fonte e ¢ receptor, com uma assinatura dada. Esses tempos de transito os
denotamos por 7(Eg, Eny ;). Essa avaliacio pode ser feita utilizando os valores das variaveis

intermediérias gue sdo obiidas a partir dos pontos de intersecgdo, isto &,

N4l H,
7(Bo, Brvsa) = 3 —. (D.8)

k=1 Uk
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Aulti-
Camada para Meios Aciisticos 2.5D

Deducdo da Férmula Recursiva

E.I O Tubo de Raios

A seguir, vamos deduzir a f6rmula final da amplitude em um modelo multi-camadas actistico
2.5D, conforme ¢s argumentos dados em Docherty (1986). Este tipo de modelo & o considerado
no CSHOT. Vamos deduzir a expressio da amplitude final para um meio multi-camadas, com
velocidades constantes por camada,

A equagdo (4.31) & valida somente quando é aplicada em regiGes com velocidade continus,

entre interfaces. Se consideramos os fendmenos de reflexio e {ransmissdo temos que ter em

conta os coeficientes de reflexio e transmissio na interface.

No Capitule 4, definimos o tubo de raios como um volume do espaco, de tal forma que as
superficies laterais do tubo sfo paralelas 3 direcdo do raio considerado, o raio central. Para
um meio multi-camadas com velocidade constante em cada uma delas, o tubo de rajos &
composto por uma seqgiiéncia de tubos conectados nas interfaces atingidas pelo raio, desde
a superficie onde est4 localizada a fonte, até a superficie onde est4 localizado o receptor,
mudando a direcdo em cada camada de acordo com 2 Lei de Snell.

Consideremos uma seqfiéncia de N + 2 pontos, By, Ey,... ,Ex, Eyy;, que definem um raio
com a fonte localizada em E, e o receptor localizado em Epn.y, com assinatura

(815825 -« AN J1s 2y - .- » Jns In+1]. Temos, entdo, N+1 segmentos de raioc e N+1 sub~tubos

adjacentes. Para cada tubo deve ser satisfeita s Equacéo de Transporte. Vamos utilizar a
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164 £. Dedugdo da Férmula Recursiva Multi-Camada para Meios Acisticos 2.5D

Interface is::; i--~

k-ésimo segmento

Interface & _.--7~

-

Figura E.1: O tubo de raios entre duas interfaces consecutivas.
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forma integral desta equacio, correspondente & equacio {(4.13). Aplicando o Teorema da

Divergéncia, temos no k-ésimo sub-tubo, mostrado na Figura {(E.1), que

ﬁQ_V’?}c— cng-d0) = A?k_1}+VT(kml}+ . ﬁ{k...l}-i—dQ, para k=1,2,... ,N 4+ 1,
ites FiX 8 PO

(E.1)

onde A denota o valor da amplitude na k-ésima interface interceptada pelo raio, e os sub-
indices associados ao simbolo “—” referem-se aos raios incidentes, e os sub-indices associados
ac simbolo “+” referem-se aos raios refletidos/transmitidos.

Na equac3o (E.1), os raios transmitidos através da i;..;-ésima interface sdo incidentes na 4~
ésima interface. Nessa eguacfio, estamos considerando um tubo de raios muito fino, o que
implica gue as superficies AQJ), 880 pequenss.

Em geral, as superficies AQ,para £ = 1,2,... , N, nfo s8o superficies de fase constante,
pois elas sfo construidas fangentes is interfaces nos pontos de interseccio, as guais sfo in-
dependentes da fase do raic. O esquema usado para facilitar o método, descrito a seguir, é
tornar as superficies AQy e AQn; de fase constante, para simplificar os calculos e finalmente
poder avaliar Ay, em termos da amplitude inicial conhecida As.

Também sabemos que na interface i; temos

Apr = Kplp-, (E.2)

onde K pode designar o coeficiente de reflex@o R; ou o coeficiente de transmissdo Ti, na
interface iz.

Para enconirar a amplitude no ponto final do raio, fazemos um processo recursivo. Para
comecar este processo, devemos avaliar o caso em que & = 1. Para este fim, definimos a
primeira superficie, Ay, como uma superficie esférica de centro na posi¢io da fonte pontual
e de rajo r muito pequeno. Suponhamos também, que ¢ meio ao redor do ponto inicial
é homogéneo com velocidade v; . Desta forma, a superficie inicial AQJ, coincide com uma
superficie de fase constante. A amplitude nesta superficie é dada pela amplitude da Funcao

de Green, conforme a equagio (4.24)

Ag = —. (E.3)
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Da equacio (4.29) conhecemos a 4res transversa no tubo de raios que emana da fonte &

intercepta a esfera,

AQp = rPsin pApAy. (E.4)
Portanto, temos para g primeira camads que

j A2 VT o0 dQ = A2, Ve - mgd(Jg
Agh Ao

2 -
= G 2 {(r” sin v J Ay, (E.5)

1
= ————— §in Yo Ay Ay, .
(473‘)2’0:51 SII Yolr Yo LaTf

No k-ésimo segmento, de velocidade vy, , aproximamos (E.1) por

e
cosf;

cosé
; f 4.d0="" f A .49, 2<ESN+L (E.6)
A k-1 AQp g

Uis

onde 6 e &7 s30 os Angulos de incidéncia e transmissdo, respectivamente, na k-ésima interface.
Se levamos em conta que Agy = Ag- e substituindo a equaclo (E.2), entZo a equacio (E.6) se

reduz &

cos 87,

A2dQ =

IC‘{_] A2 dQ, 2<k<N+1L E.7
AG COS@E; k-1 AGhs k-1 Q - — ( )

No ponto final do raio consideramos a superficie AQy.;, de fase constante, e aproximamos

as integrais, obtendo

AB
[ Srag [ a3 Ve apedQ
LGNy YUinga AQw (E 8)
cos 07, .
~ 8y f A2,d0).
Ving AQy

Aplicando a relagdo recursiva (E.7), aproximando a primeirs integral da equaglo (E.8) e

usando os dados iniciais {E.5) em (E.8), temos que a amplitude no ponto final do raic &
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) N X N
42, o Sim ~olAyp Ay H Jco88 sin yo o COs B

N T (4r2AQu 4 FeosBy (42T (on41) P Feoshy

(E.9)
=l
Dada a trajetoria do raio, podemos avaliar os termos do produto da eguacio {(E.9). O &ngulo
de disparc é combecido se a trajetéria do raic ¢ é. Na proxima secdo, vamos avaliar AQy.

para um modelo 2.500.

E.2 Modelos Multi-Camadas 2.5D com Velocidade Cons-
tante por Camadas

Nesta secio vamos considerar um modelo 2.5D, ou seja, um modelo para o qual os parfmetros
néo tém variagio na direcBo fora do plano (na direcBo perpendicular a nossa linha de obser-
vacdo). Esta simplificacio & valida para estruturas geolbgicas para as quals a inclinagfo da
estrutura nessa direcdo € quase zero. Para este tipo particular de situacio, a divergéncia geo-
métrica pode ser avaliada em fermos de guantidades em um plano de observagio {Bleistein,
1986).

As hipoteses sao

U= ’U(fl‘?hxg), 23(0’9) - E(} - (81, 0363), (E}.G)

e nossa linha de observacio & ao longo do eixo z;. Nosso objetivo & avaliar | J |, dado
pela equagio (4.16), e dai poder calcular a 4rea transversal do tubo de raio no ponto final.
Usaremos as equagdes (4.9) e (4.10), e também os dados iniciais (4.23). De (4.10) e (E.10)
temos que

% — %5% Eﬁ} -0 (B11)
Como p; é constante em cada raio da equaciic (4.23), temos

Py = ;: sin ; sin 7e. (E.12)
Integrando (4.9) para z,, chegamos a

Ty = «i sin v 8in Ye. (E.13)

v.'h
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Podemos calcular agora a segunda linha da Matriz Jacobiana (4.16). O raio no planc &
definido para v, = 0. Similarmente, as derivadas sio avaliadas em v = {. Entfoc, para um

valor do parémetro o, temos que a equagio (4.16) torna-se

5:3 1 §$ 1 @51

do Oy Ove
| J(o) [=u(a)| O giﬁj”fz 0 (E.14)

oz K oz 3 bz g
do o7 B2

Denotando por o; ¢ valor do par&metro no k-&simo ponto {1 <k < N+1) definide pelo raio,

expandindo o determinante pela segunda linha e utilizando v(owi1) = v5,,,, temos

l '}(gN-i-i} i* Yina1 CN 41 SHl'Yz 8(£1?£2} (E,ES)
Vi 02,72} | ey,
Agora utilizamos vetores no planoc para expressar o determinante 2 x 2:
O(zy, zo) ”d@: dz
et e | iy il | E.16
B, %) 5% (E:16)
onde ¢ = {z;,0, z3).
Aplicando a regra da cadeia para determinantes, cbtemos
l :221,5172 I@(Sm, z3) 07, 7)) | de « oz g;g ’Tgfm (E.17)
|00, m) | | 8(nw) Blon)|  lldr ~ Bl § P ‘

dx . .
onde . € avaliada em uma superficie de 7 constante e, portanie, tangente & frente de onda.
Y2

dz . . . dz dx _ . .
Como —- aponta na diregio do raio temos, entdo, que — e . sag ortogonais, assim
Y2

dr dr
Oz, 22) | |de|l| dz||8r
e =|H % (E18)
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LA

.. Fase constante

Figura E.2: Superficie de observacio.

e usando (4.9) e (4.11) temos que

3($1 y 32)
8(02 '}’2)

mm5m|§§

c{z) || 07

. (E.19)

ds || || 6%

}B:c

Para a formmla final é conveniente expressar o deslocamento, Az, ao longo da frente de
onda em termos do correspondente deslocamento, A , ao longo da superficie de observacao.
Conforme 4 Figura (E.2) observa-se que An = Azcosfy,, onde fy,; é o angulo entre &

normal, na superficie de observacio, e o raio. Como conseqiiéncia, temos

dz | |10n
I g%;“ = i* B’}fg coB 9N+1- (E?ﬂ}
Usando (E.19) e (E.20) em (E.15), temos
6(371, .’Z?g) i i ox COS gj\r«i.,i 6’?}
= = ) E.21
[ O(a,72) Yin 4 31872 Vinaa Oz ( )
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Finalmente, substituindo o anterior resultado na equagdo (E.14), podemos avaliar o Jacobiano
obtendo

o) = (S ()

Ygy Yipas

oy || _
ﬁ"}’zg

Ty SNy ‘

on |
cos b (B.22
!M w1 (E22)

ﬁjx

Podemos agora obter a expressio da amplitude substituindo a equacio {E.22) na equa-

¢io (E.9). Lembrando gue

AGw+1 | Jons) | Al (E.23)

obtemos

A2 sin yo Ay Aye H 280 g
N7 @) [ J{ona) | Av Qg -

% cos 3_
E.24
sin vy, 1 ﬁ #2008 g (E24)
—_— 2 b ) T k S
(4w Poniising ; j’i €08 B4y B1 cos 8,
Apés algumas simplificacées, obtemos

17w, 1/2 dn -1/2 N cos B 1/2 )

L0 il g K ) E.Zi
Antr = 4r L’N%—lj drye CoBTN+1 H *1cos g (E-25)

Tendo em vista a condicao de gue a velocidade em cada camada é constante, podemos integrar

a equagio (4.9) para obter o valor final do parfmetro o = ox,,. Temos, portanto,

N4l

TNl = Z T;ijDk, (Egﬁ)

onde Dy é o comprimento do k-ésimo segmento do raio. Reescrevendo (E.25) e utilizando
(E.26), a amplitude no ponto final do raio é

-1/2
1 ﬁ-f Yl Dy | { dn
Ui dyz

AN-H == .

.....1/’2 N 9+ 1/2
cos QNH} H Ks {COS E ] ) (E.27)
k=1

cos &

A formula (E.27) é aguela obtida em Docherty (1986).
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