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INTRODUÇÃO 

Consideraremos neste trabalho as equações que descrevem o 

comportamento dlnê.mlco da mistura de dois fluidos incompressiveis e 

miscíveis, formando um fluido único não homogêneo {isto é, com 

densidade variável). As equações que governam o movimento desta mistura 

em um dominlo n !,;; !Rn (n ,. 2 ou 3) com fronteira an, durante um 

intervalo de tempo [0, T1, T > O, são: 

au 
p ãt + pu'í/u - Au + gract p = pf , 

(O. 1] divu=O, 

8p 
ai + u'ílp = o, 

acoplada coa; as condições de bordo e iniciais 

u =o sobre an X [O, TJ 

(0.2] P (x] 
o 

lJ (x) em 
o 

onde, por simplicidade e sem 

viscosidade é unitária; u( t, x) 

perda de generalidade, supusemos que a 
n e ~ denota a velocidade da mistura dos 
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n fluidos num ponto x e O s;;; IR (região de escoamento) do espaço e 

instante t do tempo; p é a densidade da mistura, f é a densidade das 

forças externas por unidade de massa; grad, A e di v representam os 

operadores gradientes, Laplaciano e divergência, respectivamente 
au 
at por ut), uVu indica o (também denotaremos o operador grad por V e 

1-ésima em coor·denadas operador de convecção. cuja componente 
aui 

cartesianas é dada por ( u'Vu) 
1 

= uj -
axJ 

{na notação de Einstein, onde 

indices repetidos se somam e uk indica 

velocidade u em coordenadas cartesianas); 

hidrostática. 

a k-ésima componente da 

p(t,x) é a pressão 

A equação dlv u = O indica que o fluido é lncompressível e a 

ú.l ti ma equação é uma 

última equação uV'p = 
equação de transporte para a densidade. Nesta 

8p u -- (z:totação de Einstein) é o operador de 
J axj 

advecção. As incógnitas são u, p. p. 

As equações clássicas de Navier-Stokes, correspondem ao caso 

particular em que a densidade p é constante e têm sido muito estudadas 

(veja Ladyzhenskaya [16], Lions tlBl. Tenam [29}, Fujita, Kato [8]}. 

As equações {0. 1), (O, 2) tem sido bastante menos estudadas 

que as de Navier-~Stokes usuais, talvez pelo seu caráter não totalmente 

parabólico devido ao acoplamento com a equação de transporte de massa. 

Na literatura matemática resultados de existência de soluções (local ou 

global, fracas ou fortes dependendo do autor) são apresentados em 

Kazhikov {14], Antonzev e Kazhikov [2], Lions [ 19], [20], Ladyshenskaya 

e Solonnikov [17], Simon [27], [28], Paduia [22], Okamoto (21], Ktm 

[15] e Salvl [26]. 

Os trabalhos de Kazhikov [141, Kazhikov e Antonzev [2] 

utilizam métodos de energia e aproximações do tipo semi-Galerkin junto 

com o teorema de ponto fixo de Schauder e fornecem soluções locais e 

globais, fracas no tempo e no espaço, com densidade 1n1cial 

satisfazendo O < a :S p (x) :S /3 < +ro. O trabalho de Lions [ 19]. é uma 
' apresentação detalhada dos trabalhos anteriores. Simon [27], resolve o 

mesmo problema, mas com densidade inicial podendo se anular; os 
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argumentos utilizados são similares aos de [141 usando, porém, um novo 

resultado de compacidade. Em [20], Lions considera um modelo penalizado 

similar ao (0.1), (0.2), com densidades podendo se anular; ele resolve 

este novo problema via métodos de compacidade compensada. 

O trabalho de Padula [221, nos apresenta ainda soluções 

fracas, porém em dominios ilimitados, com densidade O s p (x) s ~ < +oo 
' 

e força externa nula. O trabalho de Kim [ 151, também lida com 

densidades iniciais que podem se anular. Ele obtem soluções um pouco 

mais r·egulares do que as obtidas anteriormente (supondo mais 

regularidade nos dados iniciais e na força externa), mas ainda fracas. 

Este artigo contém uma estimativa que será essencial para o nosso 

trabalho, a qual foi obtida utilizando argumentos devidos a H.B. da 

Veiga [4], No trabalho [28], Simon faz um estudo bem detalhado 

das soluções :fracas e analisa, em particular, em que sentidos tais 

soluções satisfazem as equações. 

Todos estes artigos citados obtem soluções fraca..<> tanto no 

espaço quanto no tempo. 

A seguir descreveremos os trabalhos que nos apresentam 

soluções mais f"ortes. Ladyzhenskaya e Solonnlkov [ 17], fazendo uso de 

linearização e teoremas de ponto fixo, obtem um resultado de existência 

e unicidade local no tempo; além disso obtem teoremas de existência 

global para o caso bldimensional, com condições de não crescimento na 

força externa, e, no caso tridimensional, quando velocidade inicial e a 

força externa .forem suficientemente pequenas. Alguns lemas deste 

tr·abalho serão importantes para os nossos argumentos. Okamoto (21], 

obtem, via teoria de operadores de evolução, linearlzação e teoremas de 

ponto fixo, resultados de existência e unicidade local ou globais no 

tempo; ele trabalha com força externa nula. Seus teoremas de existência 

global, no caso bidimenslonal, é semelhante ao de [17]; no caso 

tridimensional ele exige tanto a pequenez na velocidade quanto a da 

densidade inicial. Para que seus argumentos continuem válidos para 

força externa não nula, deve ser imposto certo decaimento nela. Para 

finalizar, o artigo de Salvi [26], também apresenta resultados de 

!li 



existência e unicidade local. Maiores comentários sobre estes trabalhos 

poderão ser vistos nas introduções dos capitulos I e li. 

A questão da regularidade da solução obtida nos teoremas de 

existência local não é discutido em nenhum dos artigos anteriores, 

salvo o artigo [261 que discute só a regularidade da solução no tempo 

1n1c1al t • O, 

Convém f'azer notar que os únicos artigos que apresentam um 

método ''construtivo". baseados 

espectral sã.o [ 15] (no caso das 

soluções mais regulares). 

na chamada formulação semi-Galerkin 

so 1 uções fracas) e [ 26} {no caso de 

Estudo de estimativas de erro local {análogas às de Rautmann 

[23]) são feitos por Salvi em [25]; porém, ele não obtem estimativas 

com taxas otlmais. O caso de estimativas de erro uniformes no tempo 

{análogas à de Heywood [12]) também são discutidas em (25]; não 

obstante, seu argumento contém um erro essencial (mais comentários 

sobre isto são feitos nos capitules IV e V). 

O nosso trabalho aborda lodas as questões mencionadas 

anteriormente. As técnicas por nós ut11 izadas ser·ão "construtivas", uma 

vez que estaremos interessados na obtenção de estimativas de erro. Uma 

breve descrição dos capitules é feita a seguir. 

No primeiro capitulo fixaremos a nomenclatura e os espaços a 

serem utilizados; daremos uma formulação forte no tempo e fraca no 

espaço no sentido de L2
(Q)) do sistema (0.1), (0.2); apresentaremos um 

teorema de existência local. Ele sel"á provado via as aproximações de 

semi~Galerkln, obtendo-se estimativas independentes de aproximação, 

passando logo por métodos de compacidade à solução do problema; 

obtem-se também unicidade e convergências, bastante melhores que a 

obtida no trabalho [261. 

No capitulo II, a pa1~t1r do teorema de existência local, 

deduziremos alguns teoremas de existência global; no caso bidlmensional 

sem hipóteses suplementares e, no caso tridimensional impondo algumas 

hipóteses suplementares. Obtemos assim resultados análogos aos 

conhecidos para as equações de Navier-Stokes usuais. Em certo sentido 

!v 



os nossos resultados são melhores do que os citados anteriormente; uma 

comparação mais detalhada com tais resultados será feita na introdução 

do capitulo 2. 

O terceiro capitulo será dedicado ao assunto da regularidade 

da solução e, pelo que sabemos. apresenta o único resultado desta 

natureza existente na literatura para fluidos não homogêneos 

incompressivels. 

No quarto capitulo estudaremos o erro local das aproximações, 

obtendo-se estimativas de erro com taxas otimals. 

No último capitulo, discutiremos a questão da possibilidade 

de obtenção de estimativas de erro uniformes no tempo. Uma estimativa 

deste tipo pode ser obtida para soluções estáveis em um certo sentido 

(a ser precisada no capitulo V), e, como no caso local, obteremos uma 

estimativa com taxa otlmal. 

Finalmente. gostariamos de fazer a seguinte observação: 

poderia.mos tentar melhorar os resultados dos capitulas I, li e III no 

sentido de relaxar as hipóteses sobre o borde e a velocidade inicial; 

porém isto exigiria utilizar potências fracionárias de certos 

operadores e teoria do potencial, por simplicidade, preferimos não 

:fazê-lo neste trabalho. 
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CAPÍTULO I 

TEOREMA DE EXISTENCIA LOCAL, UNICIDADE E 

CONVERGÊNCIA DAS APROXIMAÇÕES 

Nosso pro pó si to neste capitulo é a apresentação de um leor•ema 

de existência local no tempo, via a técnica de aproximação 

Semi-Galerkin Espectral, a qual nos fornece soluções fortes no tempo e 

fracas no espaço (no sentido de L 2(0)). 

Provaremos também a unicidade local, assim como a 

convergência das aproximações em sentidos bastante satisfatórios. 

Gostariamos inicialmente de comentar o artigo de Salvi [26}. 

Neste artigo ele utiliza a mesma técnica de aproximação (Semi-Galerkin) 

por nós utilizada e, além disso, apresenta um teorema de existência 

local similar, porém mais fraco, do que o nosso. Várias das 

estimativas preliminares foram obtidas por ele de forma independente (e 

anteriormente). 

Um reparo, porém, deve ser feito no seu enunciado do Teorema 

de existência local: 

acrescentar a hipótese 

continue válido. 

ao acrescentar 
2 f e L (0, T, 

a força externa é necessário 

H1 
(Q)), para que seu argumento 

Apesar desta coincidência parcial, queremos ressaltar que os 

nossos argumentos divergem do dele a partir de certo ponto e são mais 

adequados em vários sentidos: exploramos mais adequadamente o fato de 

que a base de funções utilizada é a base espectral associada ao 

operador de Stokes (fato que Sal vi não explora). Dessa forma 

conseguimos mostrar, sob as mesmas hipóteses, uma regularidade maior da 

solução, conseguimos verificar os dados iniciais nas mesmas normas dos 

dados iniciais e, além disso, obtemos, a convergência das aproximações 

em sentidos, bastante mais fortes do que ele. Também, as nossas 

técnicas são adequadas à análise de estimativas de erro, como também 
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para provar resultados de regularidade. Isto será fel to em capi tu los 

que se seguem. Por estas razões, também por clareza de exposição e por 

seu uso Futuro apresentamos, a nossa demonstração de forma completa 

neste capitulo. 

Recordamos em primeiro lugar alguns espaços funcionais 

clássicos que serão utlllzados através deste trabalho. Os mesmos 

si.mbolos serão utilizados para denotar os espaços de campos vetoriais 

reais definidos sobre n 
normas nos Lp (O) , UI! 

Lp 

A norma em J}\m será denotada por I! 11, e as 

quando não houver confusão, simplesmente 

denotaremos Lp(n), por LP, para qualquer p e [l,oo]. O produto interno 
2 em L , se denotará por (. , . ) . 

Quando E é um espaço de Banach LP(o, T; E) denotará o espaço 

de funções g, fortemente mensuráveis sobre [0, Tl com valores em E tal 

que 

ltg!! 
LP(O, 

e 

llgll 
00 

L {0, 

T 

• [I llg(t)/Edt 
T; E) 

< + oo, 1 ~ p < 00 

= ess sup 
T; E) t E [O, T] 

llg(t)ll < "'· p = "' 
E 

no caso que E= LP(n), tem-se 

para p e 1, 00 J. 

Ck( [0, TJ); E) é o espaço de funções as quais são k-vezes 

contiuamente diferenciáveis sobre [0, Tl com valores em E e quando 

k = O, omitiremos o índice. A norma é definida de maneira óbvia. Se 

E = IR , denotaremos POl" Ck( [0, T]). 

Lp (OJ denotará o espaço das funções g E Lp(D) para qualquer 
Loo 

2 



subconjunto compacto D de O, analogamente define-se Lp (0, T; E}. 
Lo o 

ma - , C ' (0) denotará o espaço das funções m - vezes diferencia-

veis, com derivadas de ordem a, O < a < 1. 

usaremos 

Wm'p(Q) denotará o espaço de Sobolev usual, no caso p 

standar: vn' 2 Cn) ""Hm(n). 

= 2 

a notação 

H
1 

(Q) é o subespaço f-echado de H1 
(Q) que tem o valor na 

o 

fronteira igual a zero ( no sentido do traço ). 

C
00 

(0) denotará o espaço das funções g E C
00 (Q) com 

o,O" o
2 divergente nulo, o fecho deste espaço com respeito a L (0) e H1{0), 

-serao denotados H e V respectivamente. 

Pode-se provar que 

V= {v E H1(0) I dlv v= 0 }, 
o 

Além disso pode-se mostrar que 

onde G(O) = H1= {4> I <!> = Vp para algum p e H1
(0), Vp e L

2
(n)}. 

Denotando por P a projeção ortogonal de L2
(Q) sobre H e A = 

- PA com D (A) = H2(0) n V{o chamado operador de Stokes), tem-se que a 

equação (0.1) , transforma-se em: 

P(p(ut + uVu - f)) + A u = O. 

Agora multiplicando por v E H e integrando sobre O, obtém-se 

(put, v) + (puVu, v) + (Au, v) = (pf, v). 

Assim o problema (0,1), (O. 2) transforma-se em achar u e H 
!,oo 

e p e W (Q x [0, T]) soluções de 

(put, v) + (p(uV)u, v) + (Au, v) = (pf, v) Vv e H 

Bp + uVp = O 
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Ot 

u{x,O) = u (x) 
' 

; p(x,O) = P (x) 
' 

E= ao x Jo, TL 

Observamos que esta formulação do problema e uma formulação 

fraca no espaço e forte no tempo. 

Antes de apresentar a Iormulação de Semi-Galerkin do problema 

(0.1},(0.2), baseada na formulação anterior recordemos alguns fatos 

associados ao operador de Stokes A. 

É conhecido que o operador de Stokes A: H2(0) n V ~ H define 

sobre V Ç H um operador definido positivo simétrico que possui uma 

inversa compacta (Teman [29], Ladyzhenskaya [16J, Rautmann [23] ), logo 

ele possui uma sequência {i\k} de autovalores positivos i\k > O, \ s í\
2 

< , . . , com Àk -? + co quando k -7 oo e as correspondentes autof'unções 

{wk(x)} formam um sistema completo ortonormal em H . Além disso, as 

completo ortonormal em V (dotado do produto interno (Vu, Vv), u, v E V) 

2 e H (O) n V (dotado do produto interno (Au, Av), u, v E H(nJ), 

respectivamente. 

Também temos que se 80 é uma Cm subvariedade de ~n{n = 2 ou 

k m 
3, m ;;::, 2), então as autofunções w {x) pertencem a H (O). 

Seja Pk o operador de projeção de L2(Q) nos k-éslmas auto­

funções { w1(x), ... , wk(x) } de A. Então as soluções do problema {0.1) 

e {0.2) pode ser obtidas utilizando a aproximação de Semi-Galerkln, 

isto é, aproximação de Galerkin 

k k k i 
lf" = l: c! (t)w (x) 

i=t 
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Sobre a velocidade e uma aproximação lnf'lní.ta dimensional pk 

sobre a densidade, solução de equação de continuidade 

com lto) = p (x). 
o 

Para os k- coeficientes desconhecidos C~(t} = (uk, w1} = 
J uk(t,x)w

1
(x) d x temos o sistema de k equações diferenciais e k 

!} 

condiçÕes iniciais 

Pku(O) = Pku = 

Assim o problema aproximado 
. 
e 

( 1. 1) 
k k + ukvuk- f}) +A k o Pk(p (ut u = 

k k k 
Pt + u Vp = o ( 1. 2) 

Pku(O) = p u 
k p (x). • p (0) = k o o 

( 1. 3) 

-As equações acima constl tuem um sistema de equaçoes 

di:ferenciais ordinárias para o qual vale o teorema de existência local 

e unicidade de soluções. Assim, para cada k E N existe Tk >O tal que 

( k k) • • - [ J • u , p e a unica soluçao do sistema no intervalo O, Tk . Isto sera 

detalhado a seguir, além disso, as estimativas a sepem ppovadas nos 

1 ( k k) • emas que se seguem, mostram que podemos tomar T > O tal que u , p e 
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a Única solução no intervalo [O,T]. 

Teorema 1.1. Suponha que O é domÍnio limitado em ~ 2 ou ~ 3 com borda ao 

de classe C
3

, u
0 

E V" H
2

(0) , p
0 

E W
1

'
00

(0), o: l!í p
0
(x) :S {3 com« e fJ 

constantes positivas, O < T <+~e 
2 - 2 .... 

2 - 1 f e L (O,T; H (0)), ft E 

L (O,T; L (O}). Entao existe O< T l!í T tal que o problema possui uma 

única solução forte ( p, u } satisfazendo 

"L~ (0, T; H1
(Q)) 

Loc 

utt E L
2 

(O,T; L
2
(0) n V), 

Lo c 

para o qual E > O e 1 < p < oo. 

Além disso, as - ( k k) aproximaçoes u , p de Semi-Galerkin 

espectral convergem para a solução (u, p) nos seguintes sentidos: 
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k 00 3 
u ~ u fraco em LL (D, T; H' (n)) 

00 

k 2( 2-E ut -t ut fraco em L O, T; H (O:)) 

ukt -tu fraco em L~ (O,T; H1(Q)} 
t Loe 

u~ -t ut fraco em L~oc (O, T; H 
2
(0)) 

-> utt fraco em L 
2 

(0, T; L
2
(0)) 

Lo c 

k 00 
Pt 7 pt fraco-* L (O x (O,T]) 

A demosntração será felta em várias etapas. 

Lema 1.2. Sob as hipóteses f'eitas, existe um T > O, 
1 

~ - k k [ T
1 

::s 1, tal que as aproxlmaçoes p, u satisfazem em O,T
1

]: 

k 
(1,4) (X ::s p s /3; 

( 1. 5) 

( 1. 6) ~(t) 
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( 1, 7) ~ G( t); 

(1.9) lluk(t)lloo s K(t). 

onde as funções f(t), G{t) são funções continuamente diferenciáveis com 

respeito atE (O,T1], H(t) e K(tJ são funções continuamente diferen­

ciáveis com respeito a t e [O, T
1

] e continuas em t = O. C
1 

,C
2 

são 

con~tantes positivas independentes dos dados iniciais, 

r 
co "" c13fo llfll

2
ctl:" + 

Prova. (i) Podemos expressar a solução de {1.2) ( supondo uk 

conhecida) como segue: (Métodos das características), consideramos 

as trajetórias da partícula 

( 1, 10) 

dt 

k 
=-u(t,y) 

{ 

dy 

y (O) o X 

denota a solução de (1. 10), então 

(1.11) k 
=p(y(t)) 

o x 

usando (1. 11) em {1.1) nos dá um sistema de equações diferenciais nao 

lineares que possui existência local; é dizer existe T
1 

> O tal que o 

problema {1.1) possui solução única. De (1.11) é obvia a estimativa 

(I. 4). 

(i i) Se multiplicamos (1. 1) por v e Vk ' k = < w , .•• ,w >,temos 
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( 1. 12) kk kk k k k 
(p ut,v) + (pu Vu ,v) + (Au ,v) = (p f,v). 

Colocando v = uk na expresão acima, multiplicando (1.2) por 

luk 12 e d -soman o as expresoes obtidas, chegamos a: 

' e dizer, 

(uk)2 J 
2 dx+ ll~ 

I Pk 
dt 

Q 

d 

tendo em conta que dlv uk = O. Assim 

u2 
o 

2 dx. 

Usando esta identidade e (1.41 obtemos a existência global 

(em t) e 

(iii) Vejamos a seguir a estimativa (1.6). Fazendo uso da desigualdade 

(2.24} do Kim [15], temos 

(!. 13) 

onde C
3

, C
4 

são constantes positivas que ' so dependem de O e /3, C
1

, C
2 

g 



-sao constantes positivas independentes dos dados lnicials. Desta 

desigualdade se deduz em particular que 

(L 14) d nvukll 2 ::s c !1Vukll 10 + C,)!fl! 2• 
dt 4 

"' 

Claramente se tem que 

(1.15) 

pois { wn} são ortogonais em V e uk(O) 
k 

= l: 

( Wn) (" n " ) U , = vW , vUo , 
• 

U Vw-nll 2 

Agora ocupando o lema 3 de Heywood [10] 

~(O) 
2 5 > 2 = 11Vu

0
11 , w(t) = O, g(s) = s , , (s) = C

3
11fll , 

com lfo(t) 

obtemos 

k 
= 11\i'u U, 

[ ( 2)) ( 2) ' -para t E O, T U'ilu H , onde F , , ll'iluoll e a soluçao do problema de 
• 

valores iniciais 

F' (t) = g(F(t)) + j(t) 

F(O) = ~ ' • 

e [0, T(llilu 11 2
}) é o maior intervalo no qual a solução pode-ser 

• 
continuada. Para simplificar a notação de agora em diante colocamos 

Voltando a {1. 13), obtém-se: 

10 



o o 

:snvukn 2 (0) + 
t I FCT, 11 2u Jl

2
)

5dT 
o 

o 

t 
:s nvu 11 2 (0) + I FCt, 11

2
u ll

2
)
5
d-r 

o o 
o 

em vista de (1.15), a estimativa acima valendo para qualquer tE [0, T
1
], 

assim obtem-se (1.6} com 

t 
FCt) = nvu,._,l! 2 + J F(-r 

o 

2 5 ,!IAu U } d-r. 
o 

lv) Derivando a formulação :fraca da equação (1.1) com respeito a t 

obtém-se: 

V V E < 

v) + 

1 

k k k 
((pu Vu )t' 

W 1 • • o> 

Colocando v 

k k 
((put)t' 

Observe-se que 

Por outro lado, 

, temos 

v) -
k 

v) = ((p f)t, v) 

k k k k 
ut) - ( (p u Vu \• 



I k k k I - div(p u )futl 
Q 

I kk k I kk k :.s I p u VJut! + I p u f'ilut I 
Q Q 

onde C só depende de 0 . Assim 

Também 

k 

I k k k k I k 1 
8 lut!2 

= - di v (p u )ut ut + p 2 ôt 
n o 

+ 1 f!_ J 
2 dt g 

e 

12 



n 

• 11/11 llukll llut~l IIVut~l "' . . L L L 

Também temos, 

kkk kkk kkk kkk 
{p u 'ii'u ) t =< p tu Vu + p u tVu + p u Vu t 

e 

f kk k kk : I - dlv(p u lu Vu utll 
n 

f k k_ k k J k k k 2 k k f k k k k k • I p u-vu ut I + I p u u V u ut I + I p u u Vu Vut I 
n o n 

13 



k k k 
(p utV'u , 

L 

onde C
6

, C
4 

só dependem de Q e ~. 

Logo escolhendo e < 1/12 , obtem-se: 

onde c2. c3. c. são constantes positivas que dependem só de Q, (3, lfilftll 

sup UVukU, e-C
1 

~ t s T
1 

é uma constante que não depende dos 

dados iniciais. Agora integrando a desigualdade anterior de O a t 

obtemos: 

14 



( 1. 16) 

Por- outro lado, 

+ ê' 
1 

Consequentemente, 

(L 17) Uu~U (0) s: 1 

+ c • + 11 

1 

"' 
{C~IIVu 1111 + IIPAukii(O) + IIPAukii(O) + ~llfii(O)II} 

o 

Logo, para ter uma estimativa uniforme em k do valor inicial 
k 

Uut!I(O), precissamos em vista da desigualdade acima, uma estimativa 

uniforme em k para UPAukl! {O). Recorde-se que u E H
2

(Q) n V, e que as 
o 

autofunçÕes (wn(x) formam um sistema ortogonal neste produto interno, 

pelo qual fazendo uso da desigualdade de Bessel conclui-se que 

(L 18) 

15 



' k ja que u (O) = onde 

n (PAu ,P.âw ) 
' 

Logo voltando a (1. 17), tem-se, fazendo uso de (1.18) que 

= a 

Consequentemente, voltando a (1.16), vem que 

+ c 
1 

t 

f 11 

' 
Vu~ll 2 dt s G(t) 

onde G(t) = C
2

t + ê
3
F(t) + C/Ct) + (3 a. Claramente G(t) satisfaz o 

afirmado no lema. 

v}Agora vejamos { 1. 7). Colocando v = - PAuk na formulação fraca de 

( 1. 1) obtém-se: 

de onde 

IIPAukll • 11 kll 11 kll P oo ut 
L 

16 

k 
UPAu H, 



Por outro lado, 

Logo 

( 1. 17) 

$ H( t). 

pelas estimativas {L4), (1.6), (1.7), C> O constante que depende só de n. 

(vl) Por uma desigualdade devida !n!c!almente a N!remberg [Veja [!)), 

temos 

17 



• K(t) 

em virtude da desigualdade de Sobolev e as estimativas (1.6), (1.8). As 

afirmações feitas sobre FCt), G(t), H(t) e K(t} são claramente satis-

feitas. • 

Lema 1.3. Sob as hipÓteses feitas as aproximações uk, pk 

satisfazem [o.T'), T' • T I t ti ti em 
1

, as segu n es es ma vas 

(L 19) {2srs6) 

(L 20) 
t J IIPAVuklldT s V(t) 
o 

(1.21) 
t J U9"ukU

00
dT s \i{t) 

o L 

para todo te [O,T'], onde as funções U{t), V(t), V(t) sao funções 

continuas em [O,T' 1 e diferenciáveis em (O,T' ). 

Prova. Derivando a equação (1.2) com respeito a x
1

, 

i = 1, 2, 3, obtém-se: 

( 1.22) 
a 
at 

a 
axj [ 

a/ ) ~ au~ ax; -L a,ç 
J=l 

para cada 1=1,2,3. Agora considerando r> 1, e multiplicando (1.22) por 

[ 
apk Jr-1 e integrando sobre O , 
ax

1 

18 



ou equivalente 

[ 
k l [ k lr-1 

8p 8p 

8xi axi 

1 
r 

I 
3 

auk [ k l [ k lr-1 

-
0 
~ 1 ax~ :~J ~~~ 

para cada i = 1,2,3, ou equivalente 

[ ~~: ]r- f f 
o J=1 

Somando em 1 = 1, 2, 3, obtém-se: 

J: _d_ l!'íl k 11 r ::S 
r dt p r 

L 
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com notação Óbvia, ou equivalente 

(L 23) 

Por outro lado, observe-se que 

kk kk k k k 
Pk(p ut + p u ~u - Au + p f) = O 

é equivalente à existência de 0k E C00 (O, T; V), 

k ro 2 
p E C (O,T; H (Q)) com; 

l( t) E < 1 w, .... k >'" w ' 

para cada t e [0, T). onde AJ.. indica o or·togonal de A em L2
(n); tais 

que 

kk kk k k k k 
p ut +pu Vu - Au + ~ + Vp f. 

Agora derivando esta expressão com respeito a x
1

, obtemos; 

k + p 
a k k k 

+Luvu + ax1 

8f 
ax

1 

+ g 

k 
p 

20 
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Fazendo o produto da equação acima com - Pâ 
8
8u para 
xl 

i = 1, 2, 3, e somando em 1 vem que 

(L 24) k2 k k k k k k k k 
IIPâVu 11 =- (Vp f, PAVu ) - (p Vf, PAVu ) + (p Vu Vu , PAVu ) 

k k k kk k k k 
+ (p Vut, PàVu ) + {Vp ut' PAVu ) + (V0, PAVu ) 

+ (V(Vpk), PAVuk) + (V(Vpk), PAVuk) 

onde 1 + 1 = 1 (3 s r :S 6) , já que 
s r 2 

k 
(O, AVu ) = O. 

Consequentemente: 

(L 25) 
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+ ~ { IIVu~ll + K(t) v(;W + IIVfll }-

tendo em conta o lema 1.2, C só depende de O . 

Agora, substituindo esta última expressão em (1.23), temos 

+ C~IIVpk~r { IIVu~ll + K(t) v(;W + H(t) + IIVJII } 

onde C só depende de O 

Logo temos: 

onde ~ (t) = max {C { IIVu~ll + K(t) v(;(t} + IIVfll }.c~ { IIVu~ll 

+ K(t) v(;(t} + H(t) + IIVfll } 

Colocando Z( t) 
k = !!Vp ~r{t),a expressão anterior 

transforma-se em: 

dZ(t) 
dt 

~ {Z(t) 2 + Z(t)} ~(t) 

Se consideramos a equação diferencial 

22 



dy(t) = 2 y(t)~(t) 2 

dt 

y(O) = IIVp 11 , 
oLr 

vemos que Z(t} ::s y(t) em (0, T' ), onde T' é o maior intervalo de 

existência de y(t). 

Observe-se que a equação (1.26) pode-se resolver em forma 

exata, sua solução é: 

y(t) = y(O) 
t !-2y(Q)J ~(T)dT 
o 

1-211 

UVp U 
oLr 

t 
Vp 11 J ~(T)d<. 

o r o 
L 

Também notemos que O < T' ::s T. Tornando U(t) = y(t) obtém-se 

(1.19}. Para o caso 2 ::s r :s 3, basta observar que sendo n limitado 

tem-se L3 {D) ~ Lr{Q) ~ L2(0) com inclusões contínuas. 

Voltando a (1.25), temos 

+ ~ {11vu~ll + K(t)vílitl + H(t) + IIVfll} 

Assim, pata t ::s T', 

H( r) + IIVfll )d<} 
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o o l ) 

~ V( t l. 

Disto conclule-se que 

t 
:s C J UPh.VuklldT 

o 

s CV(t) 

= V(tJ. 

para todo t e [0, T' ). O que completa a prova do lema. • 

Observação. 1.4. Da desigualdade (1.25), pode-se concluir 

que: 

Assim para t ;S T'; 

t 
:S 3C J U( 't) 

2
11 'Vu~ll 2 dr 

o 

24 

t 
+ 3cJ U(r)2(K(r)

2
H(r) 

o 



t 
+ 4132J 11Vu~ll 2 dr + 

• 

t 
4tlJ (K(T}

2JH·r} + IH.)
2 + HVJU

2
)d.-

• 

s (3C sup U(-r) 2 + 4/32)G{t) 
Ü!S:T.:ST' 

t 
+ (3cf U(<J

2
(K(<)

2
H(<) + 11Vfll

2
)d< 

• 

t 
+ 4f3

2J U(r}
2
K(T)

2
H{r) + UVfll

2
)d"t' 

• 

para todo te [0, T'}. Consequentemente 

para todo te (O,T'). Assim se t > t, obtém-se: 
2 1 

::s. K(t - t ) 1
/

2 

2 1 

onde K = 
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ondeK= sup Y
1
(t) • 

O ::S 't ::S T
1 

De agora em diante consideraremos O < T ::s T' ::s T
1 

Lema.l. 5. Sob as hipÓteses feitas, as aproximações pk 

satisfazem: 

(1.27) 

::S CHílp 
• 

11 h(t) 
L~ 

(1.28) k 
::S CIJ'Vp 11 llu ti exp 

• 00 00 
L L 

" CIIVp 11 j(t) 
• 00 

L 

onde C só depende de n e 

h(t) = exp V (t) 

j(t) = K(t) exp V(t) 

onde \f{ t) e K( t) são as mesmas funções dos lemas 1. 3 e 1. 2 respectiva­

mente. 

Prova. As estimativas (1.27) e {1.28) são feitas do mesmo 

modo que em Ladyzhenskaya e Solonnikov [17, Lema 1.3], com as 

modificações correspendentes. • 

A seguinte observação será necessária nas próximas 

estimativas: 
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Observação 1.6. Suponha que f(t} ~ O, g(t) ~ O e 

f
t 

f(s)ds = g( t) 
o 

onde g(t) é finita. Então existe uma sequência + 
E _,. a tal que 

n 
E f(E ) -?>O quando n-?> co • 

n n 

De fato, suponha o contrário, é dizer que exista 

õ >O e C> O tal que para todo~ e [a,õ]: i;f(Ç) "l!: C. Então 

~=a+<; 

+oo=clogn(l;_-a)/ = 

a+õ 

I c 
- s Ç-a 

a 

<=a 
a+õ 

d~J f(s)ds ~ g(õ) < + ~. o que é absurdo. 
a 

• 

k Lema 1.7. Sob as hipóteses feitas, as aproximações u 

satisfazem: 

(1.29) 

(1.30) 

onde ~(t) = min{t,l} ert, sendo r>O, N(t) e N(t) funções continuas em 

[O,T] e diferenciáveis quase sempre em [O,T]. 

colocando 

Prova. Derivando a equação (1. 1) com respeito t e 
k ' v= utt' obtem-se: 

1 
2 
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Com o qual 

k + p f -
t 

k k k 
pt u Vu 

k k k 
-pu'Vu­

t 

11 p~!! :u PAuk!! 2uvukn 2!! vuku 2 

L 

~ c{nvp n2
l(t)IIJU

2 + cri~Uft!! 2 
+ nvp u2

/(t)H{t)f{t.) 
OLW OL~ 

+ UVp 0 ~!J''!(t)G(t)} + C(lH(t)UVu~U 2 

' ' em virtude dos lemas 1. 2, 1. 3 e C
1 

e uma constante positiva que so 

depende de a > O. 

Agora multiplicando por u(t) e integrado de e a t (e > 0), 

obtem-se: 

t 
I f <r(T) 
2 • 
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t t 
S cf ~(T)dT + C~

2
J ll(T)IIVu~ll 2 dT 

E E 

!!i! .f(t,E) 

Por outro lado, 1,.• {t) existe em quase todo ponto, pelo qual 

Consequentemente: 

+ 
Claramente quando E ~ O , temos que 

e 

§(t,E) -+ .f(t,O) 

já que i é continua em E. Também temos pela nota 1:6 que 

k 2 + 
q"(E;)!PJ'ut!l (e) -7 O quando E 7 O . 

29 



Assim: 

+ §(t,O) 

::s sup + §(t,O) 
Q:S-r:S 

s ( sup .,-• (,) )G(t) 
Ü::ST:St 

2 Jt 2 2 + IIVp 11 <r(,JJ (,)llfll d' 
o 00 

L o 

t t 
+ CJ32J a-("'t)!lfT112d"t" + C!lt1p 11 w(T)j {-rHH-r)F{T}dr 2J 2 -

o 00 
o L o 

t 
+ CU'VpQu

2J cr(-r)i(-T)G(·c)dr + C{3
2

( 
o 

Sup cr(T 
QS"(St 

)H(,J)G(t) 

a N( t). 

Claramente N( t) satisfaz os requerimentos do lema. 

Para a segunda parte do lema, observe~l:>e que 

I!Pli.V'ukll 2 s CI!Vpkll:llfll 2 
+ 

L 

+ CU'ilpku: llu~!! 2 

L 
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para cada k = 1,2, .... Assim 

k k Jt k llu (t,x) - u (O,x)U :::s llutlldt < Ct 
o 

de acordo com o lema1.2. Agora passando ao limite quando k converge 

para oo, obtemos 

Uu(t,x) - u(O,x)ll :::s Ct 

de onde fazendo + 
t conerglr a O • obtem-se {1.36). 

Para fazer (1.37), observemos que é suficiente mostrar que para 
k 

cada autofunção w (x), têm-se: 

J (Vu(t,x) 
Q 

k 
- Vu(O, x))Vw -) O 

+ 
quando t 7 O . 

Temos 

IJ (Vu(t,x) - Vu(O,x)) Vwk dxl 

" 
J

t d 
= I dt (Vu, 

o 

t 
= JJ (ut' PAwk)dtl 

o 

Ct 
2 + 

1 Jt k 2 + 2" UPA.w ll dT 
o 

+ ' logo, quando t -? O , obtem-se o pedido. • 

Na realidade a convergência anterior pode ser provada em 
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2 H {0), adaptando-se um argumento de Heywood e Rannacher [13] para o caso 

da equação de Navier-Stokes usual. 

(1.38) 

De fato, temos: 

Proposição 1.12. Sob as hipóteses feitas, 

11m+!!Pilu(t,x) - PA.u(O,x)ll =O 
t..Cl 

e consequentemente 

( 1. 39) lim+Hut(t,x)- ut(O,x)ll =O. 
t-;0 

Prova. A formulação fraca da equação (1.1) é 

kk k kk k k 
(p ut' v) + (Vu , Vv) + (pu V'u , v) = (p f, v) 

1 k 
para qualquer v E <w , . , . , w >. 

Co 1 ocando v = obtém-se: 

1 d k 2 
2 dt!IPAu 11 + 11 (pk)1/2Vu~ll2 k k k k = (p u Vu - p f, 

d k k_ k dt (p u-·vu , 

k k k 
•• (p u Vu + 

t 

k 
- p f t 

k k k 
p u 'Jut 

Integrando a expressão anterior de O a t obtém-se: 
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k 2 
llPAu I! + 

k k k k k 
(p u ~u - p f, Pdu ) 

k k k 
p utíJu 

k2 { kk k k k ::s I!Pó.u
0 

U + 2 (p u Vu - p f, PAu ) 

k k 
- (pu Vu - pj(O), 

o o o " 

k2 {kkk k k IIPAu
0

11 + 2 (pu Vu - p f.PAu ) 

Tomando e < «, obtemos em particular 

+ 2 {p u Vu - p f, PAu ) {
kkk k k 
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uniformemente em k. Disto conclufmos que 

PAul - (pu ~u - p f(O),Pt.u )} + Lt 
00 o o o 

Como pu.Vu(t.) ~pu Vu em L :,\rn e PAu ~ PAu 2 fracamente em L (Q) . . ' + quando t ~O , obtemos (1.38). Disto 
' é fácil concluir que 

forte na norma de L
2
(0}, com o qual ut é continua em t -= O. • 

Observação 1. 13. O argumento usado nas proposições L 11, 

1.12, na verdade podem ser feitos para qualquer t = t >O ao invés de 
' 

t = O. Isto fornecerá a continuidade à direita nos espaços adequados. 

O mesmo tipo de análise fornece a continuidade à esquerda para t = t 

>,0. Portanto obtem-se as continuidades indicadas no enunciado do 

teorema!. 1 .... 

• 

Consid~Jramos agora a questão da unicidade da solução. Por 

simplicidade denotemos por 

:L,= {v/v 2 3 E L (O,T
2

; H (Q) n V), 2 1 } Vt E L (O,T
2

; H (Q) n V) 

34 



p( 3-E ro 3 
" L O, T; H (Q)) " L (0, T; H (Q)), 

Lo o 

solução 

Então temos: 

Proposição 1.14. Suponha que (u,v) é qualquer outra 

1 "' em w ' (O x ]0, T
2
[) x ~, do problema (O, 1 )(O, 2), 

Então, considerando T
3

= min {T, T
2
}, onde T é o tempo 

obtido no teorema 1. 1 temos 

1 "' em [O, T
3

] , onde (p, u) é a solução obtida em w ' (n x ]O, T[ J x I::( 

(1.41) 

(L 42) 

(L 43) 

(L 44) 

Prova. Coloquemos w = u - v e n = p - u . Então temos 

uVn = - w'i/ry 

n:(O, x) = o 

Pp(t)wt + Aw(t) = - P(p(t)uVu) + P(c'(t)vVv) 

+ P(u(t) - p(t))vt + P(c(t) - p(t))f 

w(O) = O, 
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-Multiplicando a segunda equaçao por w- e integrando sobre O, 

obtém~se: 

(1. 45) (p(t)wt' w) + (Aw(t). w) = - (p(t)uV'u, w} + (ov'Vv, w) 

+ {n: vt, w) + (nf, wl. 

Por outro lado, multiplicando a equação (1.41) por rr e 

integrando em 0r =O x ]O, T3[, utilizando-se as estimativas dos lemas 

anteriores obtém-se: 

(!.46) 
t 

Uttll
2 

~ J llw!!UV'o-!I!XIIIn!!dt 
o L 

t 
:s C J Uw!!lln:Udt 

Ç_ 
2 

o 

Também temos que a equação (1.45) é equivalente a: 

+ (n:f, w) + 

= (nf, w) + (nvt' w) + (puVw, w} - (puVw, w) 

- (nuiJv, w) - (o-wV'v, w) 

= (nf, w} + (ttvt, w} - (nuVv, w) - {awílv, w). 

Observe-se que; 
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logo 

onde h(-r) 

l(nuVv, wll ~ 

!(O'W.'Jv,w)] .s lh::r-11 llw!l 
m 

L 

IIV.v11 llwll 
m 

L 

Tomando E< 1/(3+~ 2
), obtém-se: 

Integrando de O a t obtem-se: 

!!Vv11
2 

!!wll
2 

00 
L 

t cJ h{'dllnU
2
d'L 

o 

Agora somando esta desigualdade e a desigualdade (L 46), 
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1/2 2 2 
recordando que U p wn ~ cdl wl! e 

isto é, 

t J HVw11
2 

<: O, obtém-se: 
o 

Jt 2 2CJt 
+ c nwu d-e + a. 

o o 

2 + l!wl! )dT, 

+ C, ;c hC'd+l} que é integral e ~ O, 

logo pelo lema de Gronwall, obtém-se 

o que implica w = O e n: = O. a 

Uma vez obtido este resultado de unicidade, um argumento 

padrão fornece imediatamente que a seqüência { (pk, uk)} completa 

converge para à soluç~o {p,u) nos espaços indicados no teoremal.l. Isto 

finaliza. a sua prova. • 

Observação 1. 15. Se impusermos a condição de que O é 

uniformemente de classe C3, podemos obter as constantes envolvidas nas 

estimativas de forma independentes tanto do diâmetro do conjunto 

quru1to da medida adequada do bordo. Isto pode ser feito usando os 
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mesmos argumentos do Heywood [ 10]. Este tipo de estimativas é 

importante para dominios ilimitados. 

Podemos obter agora informações sobre a pressão. 

Proposição 1.16. Sob as hipóteses do teorema 1. 1, existe p e 

C
0

(E,T; H1
(0)/!R), V E > Otal que junto com as soluções u,p dadas pelo 

teorema 1. 1, satisfazem: 

au 
P at + P u'Vu - Au + Vp = pf, V t > O, 

âp 
ar 

di v u = O, 

+ uVp = O, 

u(O) = u ; p(O) = p ; a $ p s ~ . 
o o 

Prova. Temos que 

- Au + Vp = g 

onde g = p(f- ut- uVu) e L00 (0,T; L2(0)) n L2(0,T; H1(Q)), de onde 

utilizando os resultados de Cattabriga [7], deduzimos que 

00 1 2 2 
p e L (0, T; H (0)/m) n L (0, T; H (O) IR). 

Também temos 

de onde novamente utilizando os resultados de Cattabriga, obtém-se: 
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00 1 
Pt e L (e,T; H (0)/~lJ. V e> O. 

Assim deduzimos que 

p E C
0
(E,T; H 1(0)/IR), Y E> O. a 

Observação 1.17. Para obter informações em t =O, na 

proposição anterior, são necessârlas certas condições de compatibili-

dade sobre os dados. Isto é feito do mesmo modo que no caso 

das equações de Navier-Stokes usuais e para isto é muito instrutiva a 

discussão feita no artigo de 1-Iey-wood e Rannacher (13] pag. 280-282. 

• 
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CAPÍTULO li 

TEOREMA DE EXISTÊNCIA GLOBAL E CONVERGÊNciA 

GLOBAL DAS APROXIMAÇÕES 

Neste capítulo apresentaremos teoremas da existência global 

correspondentes às soluções obtidas no capitulo anterior, Os argumentos 

usados serão uma modificação daqueles apresentados por Heywood e 

Rannacher [ 131, 

Gostaríamos de fazer as seguintes observações: os únicos 

resultados de existência global de soluções fortes parecem ser aqueles 

devidos a Ladyzhenskaya, Solonnlkov [17} e Okamoto [211. O nosso 

teorema difere destes nos seguintes aspectos: neles a velocidade 

inicial pode ser um pouco menos regular do que aquela por nos exigida 

{embora utilizando multiplicadores envolvendo potências fracc1onárias 

do operador de Stokes, estas exigências poderiam ser relaxadas). 

Entretanto, o resultado de [17], para dimensão n=3, necessita que haja 

decaimento exponencial da força externa e, além disso, como no caso das 

equações de Navier-Stokes usuais, exige-se a pequenez da velocidade 
2 ~ 

inicial na norma L {Q), a qual depende da norma L {Q) do gradiente da 

densidade inicial, no sentido de que quanto maior tal gradiente menor 

deve ser a velocidade inicial. Também para dimensão n=3, o resultado de 

Okamoto [21]. necessita da pequenez tanto na velocidade (na nor-1ua 

L 2
(Q)) como no gradiente da densidade inicial (na norma L

00
(Q)) e, além 

disso, ele trabalha o caso f • O, Para que seus argumentos continuem 

válidos para f não nula é necessário um decaimento bastante forte da 

força externa. 

O nosso teorema para n = 3 também exige um decaimento da 

.força externa; porém mais fraco do que os anteriores (exigimos f e 
00 2 

L (0, oo; L (Q}). Além disso, não há exigência de pequenez no gradiente 

da densidade inicial (como em Okamoto), nem o vinculo existente entre a 

pequenez da velocidade inicial e o gradiente da densidade inicial (como 
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em Ladyzhenskaya e Solonnlkov [ 17]). 

Para o caso bldlmensional, Ladyzhenskaya e Solonnikov (17] 

não exigem pequenez da velocidade inicial, porém, para que a solução 

exista no intervalo de tempo [O,oo),os seus argumentos exigem que exista 

<;;>O e C>O independentes de t E [O,oo) tal que a força externa f 
t+Ç 

satisfaça J llfll (s) ds < C para algum q>2. Isto não permite forças 
t Lq 

externas que cresçam arbitrariamente no tempo. Os argumentos de Okamoto 

[21] para o caso n = 2, se feitos com força externa não nula, exigiriam 

a força externa com um certo decaimento. 

Enunciamos agora o seguinte resultado: 

Teorema 2.1. Se a dimensão do espaço for n=3, 

2 10'.1 :?: 1 w 2 u E V n H (0), p E w' (0:), fe LL· ([O,a:~);H (Q)) n L {O,~X~;L (Q)),ftE 
o o oc 

2 2( L ([O,oo);L f.!) forem tais que llu 11 e llfll seJam suficlente-
Loc o L2{(Ü,IXI)XOJ 

mente pequenas, então a solução (p,u} do problema (0.1),(0.2)obtida no 

Teorema 1.1 existe globalmente. Além disso, as soluções aproximadas 

(pk,uk} lá construídas convergem para (p,u), nos sentidos indicados no 

Teorema 1. 1 localmente no tempo. 

Prova. Consideremos um u EV A H
2
(0) qualquer e n solução 

• 
local (p,u) do problema (0.1), (0.2) com dados iniciais 

solução existe num intervalo [0, T]; anâlogamente ao 

demonstrar (1.5), obtém-se: 

1 d 
2 dt 

Integrando a expressão de O a S, vem, 

r(pf,u)dt 
• 

(p ,Ü). Tal 
• • 

feito para 

+ (upullO llfl!llulldt 
• L 
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Assim, 

(2.1) Upv2uU 2(s) + fuvull 2(t}dt 
o 

Por outro lado, da mesma forma que o Klm [16] 

(Proposição 2.4, pág.93) obtem-se a desigualdade diferencial 

(2.2) d 
dt 

Vamos mostrar que para i\ e [0,1] suficientemente pequeno, a 

solução (~,pÀ) do problema (0.1), (0.2) com dados iniciais (Ãu
0
,p

0
) e 

força externa Àf existe globalmente no tempo. 

Seja Y.,À(t) = IIV'uÀU
2
(t). Então (2.2) transforma-se em 

Suponhamos o contrário, 

~,\ (t) = 11Vu,\11
2
(t) tenha "blow-up" 

mente maior ou igual a T. 

Observamos agora que 

Portanto 
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ou 

Consideremos a solução ~À(t) da equação 

• que explode exatamente em t {Ã}. 

Vamos provar agora que ~À{t) está abaixo de ~A(t) para 

tempos t tais que tjl~(t) i:: l(A). 

• • 
De fato, tomemos tn > t (Ã} e tal que tn converge para t (Ã) 

quando n ~ oo , e consideremos as soluções ~_(t) do problema 

que explodem exatamente em tn 
• t ~ t {A) e que ~- é finita, 

t 
n • 

suficientemente próximos de t (À). 

tn 

notemos 

asslm: q;_( t) 

tn 

que 1/JÀ ( t) ,..; +to 

< 1{1>. (t}, para t 

quando 
• 

< t (À). 

Por outro lado, as definições de ~À(t) impedem que 

haja pontos T tais que 

(T) 

no conjunto dos t tais que tj~À(t) i:: l(A) e, portanto, neste conjunto 

~-(t) < ~À (t). 
t 
n 

• Além disso, para O • t • t (A), ~_(t) ~ ~A(t) 

tn 
quando n converge +a;~, Portanto, concluie-se que ~À(t) :5 1/tÀ(t) para tE 

• [O,t (A)] tais que ~A(t) ~ t(À). 
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Agora, calculando explÍcltamente, obtemos 

Cl.l - tl 
~~.(t). [ 

8C(t 

1 

e observamos que of>l!.(t) > t{;\) para t > t
1

(1!.), para t > t
1
(i\), onde t

1
(1!.) 

= t
0
(AJ- (Sct'C<ll-1

• 

• + 
Já que l(l\) ~ O e t {Ã) cresce quando i\ -? O , podemos 

escolher À suficientemente pequeno tal que (8Gt
4

(1\) )-
1 > T, e assim 

temos: 

• t (À) f * ~À (T)d't' !S 

t (Ã)-T 

• t (À) I· J/IÀ(-r)d"t'. 
t (;\)-T 

Por outro lado, a conservação da energia (estimativa (2.1}) 

correspondente à solução (pÀ,uÀ), para À suficientemente pequeno e tal 

que 

• O ~ t < t (i\}, transforma-se em 
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t J !IV'uf\. (r)U
2
d-r ~ 

o 

< 
4T3/4 

3(8C) 
114 

• isto é, concluimos que para O ~ t < t (Ã) 

• t (À) J • JI'VuÀ(s)U
2
ds. 

t (À)-T 

. -
Fazendo t -t t (Ã) , obtemos uma contradição. Portanto, para 

À suficientemente pequeno IIVuÀll ( t) existe globalmente, 

Por outro lado, 

é satisfeito para qualquer f/J e C
00 

(Q), 
o,<r 

Como p._ E Lm([O,C>:~}; L
00

(Q)). uÀ tE L2 (O,oo;L2(0)) obtêm-se 
,. , Loe 

para qualquer e> O, logo pelos resultados de Cat tabriga [7 J, conclui-se 

que 
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2 • .2,3+E u,EL (O,ro;w (Q)), 
A Loc 

agora pelas imersões de Sobolev, 

1 00 
'ilu E L (O,oo;L (0)), 

Lo C 

com o qual 

00 .. Vp e L (O,oo,L (!l)), 
Lo C 

e consequentemente 

00 .. 
pt E L (O,,.;L (O)). 

Lo' 

Agora, podemos raciocinar similarmente ao Teorema 1.1, o que 

conclui a primeira parte do Teorema. 

Vamos mostrar agora que 

independente de k, 

De fato, temos 

e 

pode ser estimado de forma 

s 
~À 2 J llf(t)ll 2d • 

• 

Se tomamos o mesmo e(;\) que antes, temos as seguintes 

possibilidades: 

Se para um certo t > O UVu~U 2 (t) :s !(i\) já. temos uma estimativa 

independente de k. 

Por outro lado, se existe t 1 > O tal que 11Vu~U 2 (t 1 ) = .f{A) e, 

em algum intervalo [t
1

, t
2
). vale IIQ'u~ll 2 {t) i!: ,f,p,), então, neste 
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intervalo e devido à escolha de t(À}, vale 

consequentemente, 

t 
2CJ 2 

t, 

2 observe-se que HÀ(t) é da ordem O(Ã ). Assim, 

1 + = 1 

311Vu~ll 6 (t 1 ) 

logo, 

[ 

que é independente de k, assim podemos concluir que para À 

suficientemente pequeno 

("} 
Uma vez obtida esta estimativa, analogamente ao feito 

anteriormente, obtém-se as outras estimativas necessárias, também de 
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forma independente de k. 

Isto é suficiente para garantir a convergência nos mesmos 

espaços indicados no teorema de existência local {localmente no tempo). 

Isto f'inaliza a prova do teorema. • 

No caso bidimenslonal o teorema anterior pode ser melhorado 

de maneira substancial. Isto depende basicamente da forma como é 

estimado o termo não linear. Para isto, recordemos inicialmente alguns 

fatos. 
2 

A seguir O denotará um domlnlo limitado em !R • Enunciaremos 

as coisas necessárias como o 

Lema 2.2. A inclusão de H1
(Q) em Lq(n) é compacta para 

qualquer q E [l,oo(, consequentemente, para VE H2(0): 

Uv!! 
c' 

11\i'vfl 
L • 

!S CUvH
112

Hvll
112 

H' 

:S C li vii
114

U vll
314 

H2 • 

2 
Teorema 2.3. Se a dimensão do espaço for n = 2, UE V n H (Q), 

tm 2 1 m 2 -f 
p E W' (0), fE L (fO,oo);H (Q)) n L {O,m; L (O)), ft E LLoc([O,c:o); 

L~(Q)) então a sor;ção (p,u) do problema, obtida no teorema 1.1 existe 
k k 

globalmente. Aléw disso, as soluções aproximadas (p ,u ) lá construida 

convergem para {p,u) nos sentidos indicados no teorema 1. 1, localmente 

no tempo. 

Prova. Colocando v na formulação fraca, 

(2.3) {put,v) + (pu.Vu,v) + (Vu,Vv) = (pf,v) 
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para qualquer v e V, obtemos, 

consequentemente, 

(2.4) d 2 2 
dtiiVull s {llluVu - fll . 

Agora colocando v= ePAu na formulação fraca (2.3), vem que 

(2.5) ci!Pilull
2 = c(p(ut + u'Ju-f), PAu} 

Somando as desigualdades (2.4) e (2.5), nos dá 

2 2 
• ({l + c{l )lluVu- fll). 

Escolhendo c = 1/2~. obtem-se na desigualdade acima 

(2.6) 

O feito anteriormente também é válido no caso 

tridimensional, a diferença acontece a continuação, 
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(2.7) 

~ nuu 

E 2 < 
~ 3 ~ IIPIIull + 311Vull • 

Observe-se que na estimativa acima é essencial o lema 2.2, 

daqui a restrição sobre a dimensão de n. 

(2.8) 

A seguir usa-se a estimativa (2.7) na desigualdade (2.6} e vem, 

!. !I 1/2 112 + 
2 P ut 

d 2 2 4 2 
dtiiV'u!t + ellPAull :s: 3(3011Vu!l + 3j311fll • 

Em particular, obtêm-se: 

onde c é uma constante positiva que só depende de a e n. 
Coloquemos ifi{t) = !I'VuU

2
(t), com esta notação (2.8} transfor-

ma-se em: 

~· (tJ ~ c~
2
(tJ + Cllfll

2
• 

Novamente, 

2 1/2 2 
onde C

1 
= C!lfll , para 1/J :s: {C/C) = t, logo O :s 1/J ::s t ou 1J! :s 2CI/I . A 

seguir, íazendo os mesmo argumentos que no caso tridimensional, 

chegamos a considerar a solução da equação 

~ = 2C"'2 
dt 'i' 
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• que explode exatamente em t . Podemos calcular explicitamente ~(t), de 

fato: 

Observe-se que 

• 
t J * ~(T)dT = 
t -T 

• 
t 

Jt•-T 
1 

2C(t 
d-r = 

- T) 
+o>, 

Por outro lado, trabalhando com a estimativa da energia vem 

que 

• t J 11Vu(t)U
2
dt s 

o 

Assim, 

• 
t J * ~(T)dT 
t -T 

• 
S: Jt• ll\7U('r)ll

2
dT :!> 

t -T 

o que é uma contradição. 

< +oo, 

• t J IIVu(T)II
2
dT <+oo 

o 

Assim IIVuU(t) existe globalmente. O argumento restante e o 

mesmo que no caso tridimensional. 

Para mostrar a convergência das aproximações, notemos que se 

consideramos o mesmo t que antes, temos as seguintes possibilidades. 

Se para um certo t > O 11Vukll
2
{t) s l, já temos uma estimativa 

independente de k. 

Por outro lado, se existe t > O tal que ll\i'ukll
2
{t

1
) = te, em 

algum intervalo [t ,t ). vale II'!Jukll 2 (~) c: t, então neste intervalo e 
1 2 

devido à escolha de t, vale 

consequentemente, 
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1 

= H(t) 

que é independente de k. Consequentemente 

s H( t), 

logo 

estimativa que é independente de k logo. 

o argumento agora continua da mesma forma que antes. • 

Temos também o resultado 

Teorema 2.4. Nas condiçÕes do Teorema 2.1 ou 2.3, com a 

condição 
2 n+E 

suplementar de que fe L {[O,())); L (O) para algum E > O, 

além dos resultados obtidos nos teoremas 2.1 ou 2.3, vale que: 

A demonstração é imediata observando o final das 

demonstraçÕes dos Teoremas 2.1 e 2. 2. • 

Observação 2. 5. O argumento dado nos teoremas 2. 1 ou 2.3 ' e 

bastante geral no sentido que, se temos uma desigualdade do tipo 
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d 2 ~ 
dtiiiJu!l :s: CIIVull , com 7 :s 4, 

o argumento anterior continua valendo. Se r = 4, obtemos a existência 

global sem impor condiçÕes de limitaçÕes sobre a velocidade. Porém, o 

caso r > 4 requer tais limitações. • 

Observação 2.6. O mesmo argumento dados nos teoremas 2.1 e 

2. 3 podem ser aplicados às soluções obtidas por Kim [ 15], para obter 

existência global. • 
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CAPÍTULO !I I 

TEOREMA DE RECULARIDADE 

Neste capítulo mostraremos que a solução obtida no Teorema de 

existência local, na verdade é mais regular para t > O, se os dados 

iniciais forem correspondentes mais regulares. 

Por facilidade de exposição o teorema será enunciado em 

termos de regularidade C~, porém, como poderá ser visto facilmente da 
' k 1 demonstraçao, enunciados similares com regularidade C poder am ser 

escritos. 

Gostaríamos de ressaltar que um resultado quo fornece 

condiçÕes de compatibilidade para garantir a regularidade em t = O é 

enunciado em Salvi [26], pág. 4. Tal resultado é similar aos dP 

Temam [ 30], Rautmann [ 24], Heywood e Rannacher [ 13] no caso das 

equações de Navier-Stokes usual. Porém, as técnicas de [26] não foram 

suficientes para que Salvi obtivesse um teorema de regularidade em t > 

O. As técnicas por nos usadas no capitulo I, li serão utilizadas para se 

obter estimativas de derivadas de ordem mais altas da solução. Isto, 

juntamente com adaptações de argumentos devidos a Heywood [ 10], [ 11 J. 

permite que obtenhamos um resultado de regularidade para t > O similar 

aquele válido para as equações de Navier-Stokes usual (Heywood [11]. 

pág. 660). 

O seguinte lema, de fácil demonstração, será muito Útil nos 

argumentos envolvidos no teorema de regularidade. 

Lema 3.1. Suponha que 

t 
O ::a J t(s)ds :S g(t) 

a 

com g(t) finito para os t E [a,T). Então para todo 6 > O existe t e 

[a, a+E] tal que 
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l(t) ~ g( a+5 ). 
a 

Prova. Por absurdo suponha que existe 5 > O tal que 

Então 

o qual é um absurdo. • 

Enunciamos agora o: 

l(t) > g(a+ó) 
-5-

00 2 00 
Teorema 3.2. Seja f e C (O_.). u e V 11 H ,p e C (n),verifi--r o o 

cando as hipóteses do Teorema 1. ! .. Então, as soluções correspondentes 

(p, u, p) são de classe C
00

(0 x (O, Tl). 

A demonstração será baseada em um argumento do tipo 

"bootstrap" no qual estimativas a priori de derivadas de ordem cada vez 

mais altas das aproximações da solução construidas no teorema 1. 1, 

sey·ão obtidas de forma cicUca. 

Prova. Vamos provar que para todo õ > O, (p, u) está em 

00 00 + 
C (Gx[&,T]).Consideremos uma seqvência {&n}n=O, 5

0 
e !R , estritamente 

crescente, tal que õ
0 

.:S õ 
2 

Passemos à obtenção de estimativa~ de 
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derivadas de ordem mais alta. 

Para isto, começamos derivando a formulação fraca das 

aproxlmaçõe~ de Galerk1n com respeito a t; obtêm-se: 

(3. 1) v) + k k 
(p utt' v] -

k 
v] = ((p f\· v] 

Colocando v= na expressão acima, obtêm-se: 

1 d li V kll2 + 11 (pk)tt2ukttll2 2 dt ut 

k k k k k J + k k = (pt ut' utt} + (ptf· utt (p ft· utt) 

k k k 
+ (p utvu, 

k 2 
~ 6elluttll 

+ c 
E 

+ c 

k k k k 
utt) + (p u Vut, 

E 
11 kll 211f 11 2 

p .. t 
L 

+ c 

k 
utt) 

E 
11 kll 211fll 2 
Pt '" 

L 

Agora tomando E < 1 , obtém-se 
6 

onde cl =C
1

(a)>O; 
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k k u Vu , k 
utt) 

+ c 
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(3. 2) 

Tendo em conta os lemas do capitulo I, temos que 

C~(t) .sC(t)::s Sup C2(t) = C· 
2 2' 

o s t • T 

C~(t) • c (t) • Sup c,ttl = cs. 
3 

o • t • T 

Assim obtém-se: 

Por outro lado, considerando E = a , t(ó) 
• 

lema 3,1, existe t(ó) e [O,õ 1 tal que 
o • 

(3.3) 
G(o l 

o 
-o-

o 

onde G( t) é a função dada no lema 1. 2. 

obtém-se: 

Agora integrando a desigualdade (3,2) de t(õ) > O a t, 
• 

• c t 
2 

T 

' c3J IIVu~ll 2 dT + 

t(õ ) 
o 

t 

s C
2
t + C

3
J IIVu~ll 2 dT + 11Vu~ll 2 (t(õ 0 )) 

o 

G(o l 
s C t + C (t)G(t) + ~ 

2 3 o 
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de onde 

(3.5) 

sF\t,ô), 
o 

ll'ii'u~ll 2 (t} !!i F(t,õ
0

), t ô1!:. Õ
0 

t 

o 

J llu~tll 2 dt < 

ó 

1 ~ 
C F(t,ó ), t ~ õ • 

1 o o 

o 

Agora colocando v = - em (3.1), obtém-se: 

Agora novamente apelando aos lemas do capitulo I e o provado 

acima, obtém-se 

k k UPAu~ll 2 
llpf)t' PAut) I < C A + • 

e 1 

k k k <C A IIPAu~ll 2 
I (pt ut, PAut lI + • 

• 2 

k k 
i(p utt' PAu~) I 

2 k 2 
::s C

6
/3 UuttU + • IIPAu~ll 2 

k k k PAu~) I IIPAu~ll 2 I (pt u Vu , < C A + • 
• 3 
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logo 

( 1 - 6 e) • AC 
E 

Tomando E < 1 e integrando de õ 6 o 
> O a t, obtém-se: 

(3.6) :=> c A + B c F( t, a ) 
o 

o 

• A+ 8 F(t,8 l +c 8 í"<t,8 l, 
El o o 

no lntervalo [& , T]. 
o 

Agor·a voltando à equação ( 1. 24), obtém-se: 

2+ c u/u llllfll 
E I." 

agora tomando e < 1 temos. em vtsta das estimativas dos lemas do 
7 

capitulo I e (3.5) que 
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(3.7) + c~
2 F(t,5 lt e [õ ,Tl. 

• o 

Para obter uma estimativa uniforme de 

de uma estimativa do ltVpkll com 3 ::s: r ::!'ii 6. Para isto, 
L' 

gradiente na equação da continuidade obtemos: 

precisamos 

tomando o 

logo para obter uma estimativa do precisamos de uma estimativa 

de Vpk x rot uk e D2pk. O primeiro termo é facilmente estimado pois 

(3.8) 

(3.9) 

de onde 

Assim 

uv/ x rot uku :s CH 'i7pkU llrot ukll :s: Cnvukn 
L' 

00 L' ' L L 

Para estimar o segundo termo devemos trabalhar mais. 

Recorde-se a, equação (1.11) 

k p (y (0, 
• 

t, x)) 

k 
3 

ap ( t 
8x ' 

j 

\ ap. k 
x) = L -k(y (0, t, 

t=t aye 

8 k Ye 
x)-- {0, t, x). 

Bxj 
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(/(0, t, x)) 

(3.10) 
3 

\ 8P 0 k +L k (y (O,t,xll 

I=• 8Yt 

Por outro lado, (veJa Lad;yzhenskaya e Solonnikov [17). 

pág. 702). temos 

k -f( k 
8y~ 8yl au

1 k 
(Ç, t,x)dÇ -- = iJ (y (Ç,t,xl,<;) 

8xJ lj 8 k ôxj 
p=t yp 

de onde, 

=-f r: 
p, q=1 

(ILt,x) u;. t, x)dÇ 

(Ç, t, x)dÇ, 

portanto: 

(3.21) 
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Somando em i,J obtemos: 

Fazendo uso de Gronwall obtém-se: 

~C exp(C
1
V(tJJ. 

Agora voltando a (3.9), temos: 

(3. 12) 

~C+ C exp(C 'V(t). 
2 3 1 

Assim, temos em virtude dos lemas 1.2, 1.5 e (3.12) 
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(3. 13) 11 'lp~lll' 
L 

~C K(t)(C +C exp(C V(t)) + 2Cl1Vp 11 j(t)H(t) 
2 3 1 oLOO 

&'!1
1
(t), 

k 2 
Agora estamos em condiçÕes de obter uma estimativa de lluttU , 

k 
De fato, derivando (3. 1) com respeito a t e colocando v = utt , temos 

2 ( kf k l + < k f k J ( k k k J < ( k kv kl k J + Pt t' utt P tt' utt - pttut, utt + Pu u tt' utt · 

Mais, 

Então, para 3 :s: r ::S 6 
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tendo em conta os lemas do capitulo I, (3.5) e (3.11). 

Portanto, 

õ Ji"(t, õ J • • 

:s c UV'p 0 !l 00 j(t)l!u~tu
2 

L 

+ E 

I (pkf uk J I ~ Ce llpktl~!!ftt!l2 + E llukttn• 
tt' tt -

L 

+ E 
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Também temos: 

Assim, 

I( k k" k k l 1 llpkll 11" kllll k 11 2 
P uttvu • utt ~ oo vU utt t 

L L 

k 2 k 2 k 
::s: c ltp n nu n Uuttll 

e m ro 
+ E 

L L 
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1 d 
2 dt 

• {s e 

• C IIVp 11 j(t)H(t)F(t,5 ) 
E o ao o 

L 

• 4 ll "uktll 4 11" k 11 2 
v + E vUtt 

+ E 

• C IIVp 11
2
j(t)

2
K(t)F(t,ó) 

E o oo o 
L 

• c K(tJH(tJ'i' (t,a ) 2 
+E 

E 1 o 

Chegamos finalmente a: 

+ ( 

+ C IIVp 11 j( t) 
o 00 

L 

2 e 
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onde 

(3. 14) 

Tomando e = e < 1/4, obtém-se: 
• 

onde fl(t,õ ) 
• 

= ~ (t,o ) e ~(t) = 
• • 

5 E + 11 Vp 11 j ( t) 
o o w 

l 

+ C ~ 2 K(t). • 

t(s) 

Por outro lado, usando o lema 3.1 com E= 

k 2 = Uuttn {s), existe t(õ
1

) e [õ
0

, õ
1

J tal que 

õ ) 
• 

õ ) 
• 

õ, a= õ, 
1 o 

De onde se deduz, integrando a desigualdade (3.14) de t{õ) 
1 

a t 

(3. 15) 

t 

II(/J 112 u~tll(t) +c I 11Vu~tll 2 dt 
t(õ,J 
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(3.16) 

t 

• ~~~u~tll(t(o 1 Jl +I~(<, o
0

)d< 

t (o 1 ) 

+ sup 
t(iS)::S't'::S 

1 

~( t) 
t 

F(õ
1

,ol t 
~ I ~(<,old< • c, o + 

1 o 

~(T) f k 2 + sup llutt!l dr 
t(o

1
l • T $ t o 

I' 
F(o

1
,ol 

~(T) • E + sup o 
t(Ql} ;$ t 1 1 T S 

= f(t,ó • õ
1

l. 
o 

I -E F(T, ol + 

A partir desta estimativa é fácil concluir que 

I F' c t, o ) E o 
1 

Para fechar o primeiro ciclo de estimativas devemos obter uma 
k k 

estimativa de U'Vpttlco e tlpttltw · 
L L 

Para isto precisamos inicialmente ter uma estimativa das 

aproximações uk na norma H4 (0), Antes disso, observemos os seguintes 

fatos: 
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l 
De f'ato, pois se g e H (O) ,então considerando o problema de 

Stokes: 

- ÀV + Vq = g 

div v = O 

concluimos, v e l+2 (0) e q e Hl+l(Q)/!R. Em particular óv e Ht(il), de 

onde 

Agora fazendo uso dos teoremas de imersão de Sobolev, temos 

Também temos: 

De fato P k(g) 

finita, obtém-se: Pk{g) 

logo como os w1 E C
00

(0) e a soma é 

Assim de b) e c) conclui-se que 

d) 
oo m 

p - p k : c (O) -> c (Q), 

Assim, da equação 

(3.17) 
kk kk k k k k 

p ut + p u Vu - Au + (~ + Vp ) 
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que é equivalente a formulação Iraca, concluimos que 

(P - kk kk k k k k 
Pk)(p ut + p u 9u - llu - p f) $ ~ 

Logo, tomando o Laplaciano na equação (3.17), tem-se 

é no sentido de funções, aplicando Pk na equação anterior temos: 

kk k 2k k 
+ p u Vu ) - Pll u = Pk(ll(p f)) 

1 
já que P kl!. = P kPll. = PA , pois < w , 

invariante por Pl!. • 

k >" ( ) , w ortogonal é 

Agora mui tlpllcrunos a equação anterior por tluk e lntegram0s 

sobre O 

3 

[L: 
l=t 
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+ {Apkf,A?uk) + 2 [L 
1=1 

De onde, 

as ,2 k 
axl'u u + (p AS. A u ) . l k 2 k 

Agora tomando e < 1/12 e .fazendo uso dos lemas do capítulo I 

e as estimativas {3,5). (3.7), (3.12), (3.16}, obtemos: 

(3.18) IIA2ukll
2 ~C + c{H(t,1i ,õ ) + F(t,õ) + C~"J:'(t,õ )} = G(t,õ ,ó) 

1 ol o o ol 
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Agora estamos em condições de provas as estlmatl.vas 

k e llpttUQ). Voltando à desigualdade (3.11), temos 
L 

11 

Consequentemente, 

• c + 

t 

c I 1102 k 1 Yt 
T 

Usando o lema de Gronwall: 

Assim 

IID
2
/II t 00 

L 

:s: C exp C
1
(t- T). 

:S 2 C exp c
1 
(t - T). 
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Com o qual, 

(3. 19) 

:s 2K(t)C exp C (t - T} + CI!Vp 11 j(t)llPl!.'Qukn 
1 o L~ 

~ 2K(t) C exp C (t- ,)+ CIIVp 11 j(t)(A + F(t, li)) 
1 ooo 1 o 

L 

=W (t, li ). 
1 o 

Agora, derivando a equação da continuidade com respeito a t e 
® 

tomando a norma L , obtemos: 

(3.20) k k 
llutll IIVp 11 

® ® 
L L 

::s l1Pl!.u~UII1.lp 0 11 00 j{t) + K(t)W
1
(t, "\) 

L 

As estimativas anteriores constituem um ciclo. Faremos o 

seguir um esboço das estimativas do próximo ciclo e que podem ser 

obtidas similarmente. 

Derivando novamente a equação (3. 1) com respeito a t e 
k • -colocando v = uttt' obtem-se; fazendo um 1ntegraçao por partes 

e usando as estimativas já obtidas concluie-se que em um intervalo 

[õ
2

, T] -5
2 

> -5
1 

> 3
0

, as seguintes estimativas 
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(3,21) k 2 
IIVutt IJ , 

o valor inicial 11Vu~tl! 2 , obtém-se apelando ao lema 3. 1 e a estimativa 

(3.15). Em continuação obtém-se 

(3,22) 

t 

J IIPAu~tll 2 d< • CF1Ct, ó
0

, õ1, õ2L 

õ2 

Para continuar é preciso obter uma estimativa de 

3 :s: r :s: 6, a qual obtém-se derivando convenientemente novalllf'nte a 

equação (3.9), e utiliza-se as estimativas já obtidas. A seguir 

deriva-se a equação (3.1) novamente com respeito a t, e coloca-se v = 
k ' uttt , isto nos da uma estimativa de 

(3,23) 

onde 0., > a
2 

> õ > O • Para obter uma estimativa uniforme em k do 
~ 1 k % 

valor inicial de Uuttt!! em t= ó
3

, usa-se novamente o lema 3.1 junto 

com (3.21). A partir de (3.23) e fácil concluir que 

Em continuação é necessária uma estlmat1 va Dal 

finalmente, outra vez a partir da ' equaçao derivada 

convenientemente, tomando 
00 

a norma L , concluie-se uma estimativa de 
k 

!!'Vptt!!w 
L 

e consequentemente de k 
Uptttllw , e f'echa-se o ciclo novamente. 

L 
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Esta sequêncla de ciclos de estimativas pode ser prosseguido 

com argumentos anâlogos. Plctórlcamente, os ciclos de estimativas são 

como seguem: 

t 

Ia 118 4 u~ll 2 dt,nva~uklla • F1(t,a •• .;1,a2,a3J 

3 em [5
3

,T] 

t 

Jo IIPA8 3 u~ll 2 dt "C F1(t,ó
0
,ó1,ó2,õ3 ) 

3 em [8
3

,T] 

11 "83 kll 2 ~ '''(t li • • ) • pt • ~ • • ,v ,v 
• o 1 2 

L 

nat'/n 2 • ~(t,o ,a ,a ,õ l 
Lr o 1 2 3 

na:ukn 2, (uva:ukll 2dt • F1(t,o
0
,o1,o2,o3,õ4l 

"• 

llp•a3tukll 2 H(t • • • li li l a :S ,uo''"'1'u2' 3' 4 
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ll "at4ukll 2 F (t • • • • • ) \f .S 1 ,uo,vl,v2,o3,u4 

v 
t I IIPA8~ukll 2 dt • c F

1
(t,ll

0
,õ 1,õ2 ,õ3 ,õ4 J 

õ. 

uva't/u • ~(t,õ ,õ ,5 ,5 ) 
Lr o 1 2 3 

v 
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llp•at'ukl1
2 

• H(t " "' "' -"' "' l ... ,o
0

,u
1
,u

2
,o

3
,u

4 

e assim por diante. 

A seguir os teoremas de imersão de Sobolev 

k k 00 Um argumento padrão concluir que u p E C (O X [ô, T]). 

então que u, p E Coo(Q X { o3' T]). 

permite-nos, 

fornece 

Agor·a, usando a mesma argumentação da proposição 11, Capitulo 

I, conclui-se que a pressão p E Cw(O x [5,!1) • 

Observação 3.3. a) Gostariamos de resaltar que as estimativas 

obtidas a partir da equação (3.17) poderiam ser obtidas diretamente da 
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equação (3. 1 ) colocando v = k 
ilu . Porém, isto exigiria que a 

força externa f fosse nula no bordo; o que excluiria forças externas 

realistas ( forças gravitacionais, por exemplo). 

b) Se 80 for regular (classe Cw) e f E C~{Õ x (0, T]) então, por 

(0, T]). Para 
w­

um argumento padr•ão, pode-se concluir que u, p E C (0 x 

obter a regularidade em t = O, são necessárias condições de 

compatibilidade sobre os dados, as quais parecem ser muito diffcies de 

vereficar na prática, como foi observado por J.Heywood e R.Ranacher 

[13lpara o caso das equações de Navier-Stokes usuais, isto também se 

verifica no caso das equações de Navier-Stokes não homogeneas, 

c} Os argumentos usados neste capítulo, Juntamente com aqueles do 

Teorema 1.1, fornecem um teorema de regularidade para soluçÕes 

fracas com dados iniciais u e V. Isto vale para soluções construidas 
o 

a partir das aproximações Semi-Galerkin como por exemplo aquela dada 

por Kim [ 15] {Teorema 2. 1, pág. 21). 

2~ d} No caso em que p e w' (0), das estimativas (3. 18) e (3.19) 
k 0

w. 16 k oo 16 
conclui e-se que ~\ E L (0, f; W ' (O)) e Vp E L (O, T; W ' (O)) com 

normas uniformemente liml tadas em k. Neste caso usando argumentos de 

compacidade ( Lema. de Aubin ), concluie-se que pk -t p forte em 

LP(o, T; W
1
'q(O)) para todo p,q e (l,w). • 
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CAPITULO IV 

ESTIMATIVAS DE ERRO LOCAIS NO TEMPO 

Neste capitulo vamos apresentar algumas estimativas do erro 

cometido ao aproximar a solução do problema pelo método de 

Semi-Galerkln espectral. Para isto basear-nos-emas no teorema de 

existência local; assim, os resultados serão locais no tempo e veremos 

que o erro aumenta exponencialmente com o tempo. A questão da 

possibilidade de estimativas de erro uniforme no tempo será tema do 

próximo capitulo. 

A seguir enunciaremos alguns fatos básicos que poderão ser 

encontrados no artigo de R. Rautmann [23 }. 

Se f E V, então a estimativa de erro 

( 4. 1) 

é satisfeita. Se ademais f E V 1"'1 H2
{0} , então 

(4.2) 

e 

(4.3) 

(4.4) 

1 

2 1 2 
ll~f - ~p fll s -- IIPâfll 

k Àk+l 

Outro fato conhecido é: 

80 

n - P lu 
k 



que é satisfeito para qualquer f E L2 (0) , sendo n > k e n k w-=u -u. 

O resultado anterior também é válido se w é trocado por wt ou Vw. 

Também será necessária a seguinte variante do lema de 

Gronwall. 

Seja a(t) ~O uma função absolutamente continua com a'(t) ~O 

e b{t) ~O somâvel em [O,T]. Suponha que a desigualdade integral 

t • 
~(t) + f~ (<)d• s 

o 

a(t) 
-x-

t 
+ f b(<)~(<)d< 

o 

• é satisfeita para as funções continuas positivas I(J e tp sobre [O,T], 

com uma constante h > o. Então 

Outros resultados importantes são: 

(PJ!,gl = 

( (P n - Pklf,g) = 

(4.5) 

(Pf,g) = 

((P- Pk)f,g) = 

que são satisfeitos para 

projeções ortogonais e 

(f,Pkg) 

(f,(Pn- Pklg) 

(f, Pg) 

(f, (P - Pk)g) 

. '' .. k 
w > 
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< w' ..... 

sendo <w1> ortogonais e completas em H(O). 

(4.8) 

e 

(4. 7) 

Para r1nalizar, temos as seguintes observações 

UVPgll 2 s Cllgll
2 

H'ml 

(4.6) é direta de (4.1). Para (4. 7), observe-se que P:H
1
(0) -7 H1(n) é 

um operador continuo, logo existe C > O tal que 

(4.8) 

IIV'Pgll 2 :s C!lgll
2 

H
1
(0) 

Assim, para qualquer g E H1(0) temos: 

ou, equivalentemente, já que PPk = PkP = Pk, obtém-se: 

(4.9) 

Observe-se ainda que (4.6), (4. 7}, (4.8) e (4.9) permanecem 

válidas se P é trocado por P com n > k. 
n 

Também temos a dizer que: 
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(4.10) 

Antes de enunciar os resultados, gostariamos de ressaltar que 

o teorema 4.1 é um teorema provado por Sal vi [25 ] (pag.202, Teorema 2). 

Fazemos aqui a sua demonstração mais detalhada por uma questão de 

clareza de exposição. Porém, a estimativa (4.29) do Teorema 4.3, embora 

também enunciada por Salvi [25) (pag. 203, teorema 3), na verdade não 

corresponde à prova feita por ele, Já que da demOnstração foi obtida na 
-1/2 verdade uma taxa de convergência não otimal (~ 

1 
). Para obter• a taxa 

-1 n+ 
de convergência otimal (Ã 1) temos que fazer uma análise distinta na 

n+ 
qual o resultado do Lema 4.2 joga um papel decisivo. Além disso, ::'l_s 

nossas técnicas, incluindo as do capitulo I, permitem que obtenhamos 

estimativas de erro de ordem mais alta sob as mesmas hipóteses de Salvl 

{Teorema 4.4, 4.5 e observação 4.6). 

Enunciaremos agora o seguinte 

Teorema 

aproximações uk, pk 

4.1. Sob as hipóteses do Teorema 

(4.11) 

(4.12) 

satisfazem: 

l!u(t) - uk(t)U
2 + J\vuCrJ 

o 

k 2 
- Vu ("r)U dT .s 

~(t) 

Àk+l 

~(t) 

Àk+1 

1. 1, as 

para qualquer t e [O,T]. As funções t,b(t) e ~(t) dependem das 

estimativas dadas nos lemas do Capitulo I. Elas são continuamente 

diferenciáveis com respeito a t E (0, Tl, continuas em t = O e, além 

disso, elas crescem exponencialmente com t. 

satisrazem também com qualquer 

respectivamente, n > k. 
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Prova. 

( ! ) Consideremos as seguintes equações (n > k): 

(4. 13) 

( 4.14) 

n 
(p • 

k 
p satis.fazendo a equação da continuidade com e 

k 
u 

respect.i vamente). 

( 4. 15) 

(4. 16) 

e 

(4.18) 

Subtraindo (4. 14) de (4.13), a diferença w = u0 - uk sa.Usfaz. 

Fazendo o produto interno em L2
(Q) de (4. 15) com w, obtemos 

Observe-se que 

Também temos 

kk kk k k 
(Pk(p ut + p u Vu - p f),w) -(Aw,w) =O 

k n k k 
(Pk(p - p )u Vu ,w) 

= 1 
2 
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e 

(4. 19) 

logo: 

e 

((P -
n 

Por outi·o lado 1 

com o qual 

(4.21) 

n n n 
pt = - di v(p u ), 

1 n n - (wdiv(p u ),w) 
2 

nn.....n nn k = (puvu,w}- (pu'ilu,w}. 

Agora, substituindo as identidades (4.16) 

(4.15), obté~-se: 
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acima 

(4.23) 

(4.24) 

- ( ( p 
n 

n k k k k 
- (Pk((p - p )(ut + u Vu - f),w) • 

Vamos estimar agora os termos do lado direito da equação 

:s: llpn!! llwl! 
w • 

L L 

llwll 

2 
+ EllVwll . 

Tendo em conta (4.4), obtemos: 

I (P -
n 

n n_ k k 
+ p u vu - p f), wl 

J nk nn_k k n = I (p ut +pu vu - p f)(I - Pk)u I 
o 

{11 n kll 11 pnun"ukll :!Oput+ v 

em vista de (4. 10). 

O último termo de (4.22) tem que ser tratado de forma um 

pouco diferente. Notemos que pn - pk com n > k satisfaz 
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e 

n k 
p (O) - p (O) = O. 

n Seja y (t,T,x) a solução do problema de Cauchy 

n n n Yt = U {y ,T) 

para t == T. 

Então, usando o método das caracteristicas, tem-se que a 

seguinte relação se satisfaz 

(4.25) 
t 

= -J ~ k(yn(T,t,X),T)dT, 
o n, 

onde n 
~ k(y ,t) n, 

nn kn kn = (u (y ,t) - u (y ,t)) Vp (y ,t) . 

Agora vem que 

n k Jt n k llp - p !I -:$ C !lu - u ll 
o 

uv/u d< 
L"' 

n tendo em conta as propriedades de y . 

Assim, para o último termo temos: 

(4.26) 

[Jt k k k k l = I (wVp )dT(ut + u Vu - f),w I 
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obtemos: 

1 d 
2 dt 

ft k {k k k } ~ 11 
0

(w'Vp )drll !! ut + u Vu - f !I 
L4 

llw!l 
L4 

Consequentemente, fazendo uso da desigualdade de Young, 

2 

I!Vpk~ 00 d1:) {u\i'u~ll 2 
+ UV(uk'Vuk)ll

2 
+ IIVJU''} + EIIVw!!

2
. 

Assim, de (4.23) ... (4.26) vem que 

n k 
llp utll 

Considerando E = 1/4, obtém-se: 
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+f~ .f{W + ~~ vf"éU' + ~IIJII} ~(t) . li k+l 

Por outro lado, fazendo uso da desigualdade de Schwarz temos: 

e 

s C H(t)
2

• 

Consequentemente: 

~ 2 (t) =C ~ 2 H(t) 
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= (c 

Agora, integrando de O a t, obtém-se: 

t 
+ J fP2{T)I!wU2d-r + 

o 

onde, utilizamos os fatos: 

e 

{<t>O) 

Up U 
OLOO 

tendo em conta (4.3) e o Lema 1.2 e sendo 

t 
= Ctlp 1!

2 
+ J f{J {1:)d1: • 

o "' 1 L O 

Agora, como t < T < +~. temos: 

t t 
:s J q:J2 (T)I!wll

2 
+ [ sup J rp 3 (-r)dT) 

o O<t<T o 
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onde = op
2

(-r) + sup 
O<t<T 

Logo, voltando a {4.27), temos: 

t 
Uw!!

2 
+ J tiVwU

2
dT :s 

o 

t 
+ J opt.(T)Jiw!l

2
dT, 

o 

Agora, aplicando o lema de Gronwall, obtemos: 

Fazendo n tender a infinito, vem 

k2 Jt k2 llu - u ll + UVu - Vu ll d-c ::s: 
o 

~(t) 

Àk+l 

para todo t E [O,T]. A função ~(t) satisfaz os requerimentos dados no 

teorema. 

i i) De ( 15), obtem-se 

Fazendo n tender a infinito, obtém-se: 
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Em vista de (i), conclui-se que: 

Cllgp 11 t 
o 00 ]1/2 

s _ ___!: [J h2 ('t)d·t 
( ~ ) 1/2 

k+l o 
[Jt ]1/2 

~(,) 

o 

= 
~( t) 

(À ) 1/2 
k+l 

para qualquer tE [O,Tl e claramente ~(t) satisfaz os requerimentos do 

Teorema e assim ele está provado. • 
Lema 4.2. Sob as hipóteses do Teorema 1.1, temos que as 

aproximações pk satisfazem: 

(4.28) 

para qualquer t E [O, T], 

,com2:Sr::S6 

A função ~ ( t) é continuamente diferenciável 
2 

em (O, T], continua em t = O e cresce exponenclalm~nte com o tempo. 

(4. 29 ) se satisfaz também com qualquer pn em vez de p, n > k. 

Prova. Comecemos considerando 3 ::S r :S 6. Agora, tomando n > 

k, temos: 
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n 
w = u 

Subtraindo estas equações e colocando 

k u , obtemos 

n k 
n = -wVp - u Vn 

multiplicando por lnlr-l e integrando sobre O, obtemos: 

1 
r 

Logo, 

d 
dt H n:~ r 

J n r-1 = - wVp lnl dx 
Q 

• c I!Vwll , 

já. que 3 :S r ::s 6 , C = C(Q). Consequentemente, 

lln~r 

t 
• c J 11vl11,. IIVwll 

O L 

• c IIVp 11 o .. 
L 

J h(T)IIVwli(T)dr 
o 

Fazendo n tender ao infinito, vem que 

llp(t) -l(t)~r s C IIVp 11 o .. 
L 
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onde temos utilizado o Teorema 4. 1. 

Assim 

llp(tl - /Ctlll; • 
L 

t 
_ , 2 I 2 onde .p (t) =C I!Vp 11 h(1:} dT 

2 o w 
L O 

~(t), função que 

estabelecidas no lema. 

cumpre as condições 

Para o caso 2 :s r :s 3, basta lembrar que O é 1 imitado e 

t t L
3 ' Lr ' L2, ! 1 ã ti i t é consequen emen e ""' ""' com nc us o con nua, s o ; 

n llp -

e ocupar o provado anteriormente. Isto finaliza a demonstração do lema. 8 

Teorema 4.3. Sob as hipóteses do Teorema 1. l, as 

aproximações u 
k satisfazem: 

IIVu - Vuku 2 
t 

k 2 ,>2(t) 
(4. 29) + J llut - utll d--r :s 

Àk+l o 

para qualquer t E [O,T). Onde a função ~ 2 (t) e continuamente 

diferenciável em (O,T], continua em t =O, e cresce exponencialmente 

com o tempo. Além disso {4.29) é satisfeita para qualquer unem vez de 

u, n > k. 

2 3 Prova. Tomamos o produto interno de (4. 15) com wt em L (nJ , 
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para obter: 

Por outro lado, 

[(PkpnwVuk, wt)J .:s CE llpnii
00

1!Vwll
2

11PAukll
2 + el!wtll

2 

L 

:s CEfl
2

H(t)llílwU
2 

+ ellwtll
2 

Os outros termos são mais dificies. 

95 

n n k 2 
-Pk)(puVu)ll + 



onde fizemos uso de (4.8), e a da desigualdade de Young, 

"t lI • CE!I(pn- pk)u~ll2 + ellwtu
2 

;S C l!pn - k 11 2 llu~ll: E p 3 
L L 

k 2 n k
11

2 
:s: CeiiVutll llp - p 3 

e finalmente 

n k k k 
I(Pn[p - p )[u Vu ), 

llP/'J-n 
n 

"t) I • c IIP p f -e n 

n :s: c llp -
e 

Consequentemente: 
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L 

llf~: + 

+ ellwtn
2 

+ ellwtll
2 

+C IIP lf e n 

llpnu~ukll 2 

H1(íl) 

C U n e P H( tl 



logo, integrando de O a t,e recordando que 

a e considerando e pertencendo a (0, 7 ) , obtemos: 

(4.30) + UpnunVuk!!2 
H'(nJ 

Por outro lado, valem 

nn_k 
llp u vu IJ 

H' ((l) 

nlfll~ • C(IIV(lflll 2 
+ n/JII 2

) 

H 
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logo em (4.30), 

~( t) 

Àk+l 

t 
+ C J H("t")UVwll

2
dT + Ullw(O)U

2 

o 

onde \IJ(t) = t{CIIVfll
2 

+ H(T) + 11Vp
0 

11: h<T) H(T) f(T)~ 2 H(T) 2 
O L 

Fazendo n ~ ~. obtemos 

(4.31) 

t 
< ~(t) +C f H(T)IIVu- Vukll 2d-r + II(Vu- Vuk)(O)II 2 . 

k+l o 

Também, 

(4.32) 

em vista de (4.3) e o lema 1.2. Substituindo (4.32) em (4.31) e usando 

Gronwall obtém-se: 

k 2 
Ullu - Vu !I + 
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e ~ 2 (t) satisfaz os requisitos do teorema. • 

Provemos agora o seguinte resultado: 

Teorema 4.4. Sob as hipóteses do Teorema 1.1, temos que as 

k k aproximações u , p satisfazem: 

(4.33) 

(4.34) 

t 
J IIPAu -

o 

llp( t) -

k 2 PAu 11 dT ~ M(t) 

Àk+l 

li c t l 

Àk+l 

para qualquer tE [O,T]. As funções M(t) e M(t) são continuamente 

diferenciáveis em (O, T], continuas em t = O, e crescem exponencialmente 

com o tempo. Além disso (4.33) e (4.34) são satisfeitas para qualquer 

u0 e pn em vez de u e p respectivamente, n > k. 

obtemos: 

(4. 35) 

(4.36) 

Prova. Tomando o produto interno em L2(QJde (4. 15) com -P.6w, 

Por outro lado temos: 

PAw) 
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PAw) 

Pt..w). 

k k 
p )ut • PAw) 



(4.37) 

e 

(4. 38) 

+ ( (p 
n 

PAw) 

nn_n kk.k 
(Pnp u vu - Pkp u~vu. PAw) 

( (p -
n 

n k PAw) = (P
11

( (p - p )f), PAw) 

+ ( (P 
n 

PAw). 

Pt.w); 

Substituindo (4.36), (4.37) e (4.38) em (4.35) obtemos: 

+ ( (P -
n 

+ ( (P -
n 

$ c 
e 

H n11 2 
p 00 

L 

+ c llpnll 
E 

L 

llwtll 
2 

.. JtwU~ 
L 

n kk n kkk 
(P

0
(p - p )ut• PAw) + ((Pn(p - p )u Vu , PAw) 

k k k n n 
+pu Vu ), PAw) + {P (pu Vw), PAw) 

n 

PAw) 

+ c n kll 11 kll2 + c llpnH l!unll 
e llp - p 3 "t • e .. " L L L L 

JIVukll
6 

+ c llp n - pkll2 lluk!l uvukn 2 
E L3 00 • L L L 
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Por outro lado, 

Assim: 

(4.39) UP.Awll 2 
$ 

I ( t) 
--+ 
i\k+l 

Integrando a desigualdade acima de O a t obtém-se: 

t J !!PAw('t')ll
2

dT s 
o 

t J .t(-dd't" 
o 

'\+1 

t t 
+ C13

2J llwtl!
2

d"C + Cf3
2 J H(-r)

2
1li7wll

2
d't" 

o o 

101 



consequentemente, fazendo n -t oo 

onde, 

+ C;32 sup 
O:s:;;st 

t I IIPAu- PAlll 2dr s CÀM(t) 
o k+l 

2 Jt H(r) ~(r)dr + G(t), 
o 

que satisfaz os requerimentos do teorema. 

11) Da equação (4.25) temos: 

n 
llp -

llp -

t 
s C J Uun -

o 

s c 
t 

IIVp 11 I IIPAun 
o "' L O 

k 
- PAu 11 h(T)dT 

s C !!'Vp H 
o "' L 

Fazendo n -t oo , e usando a parte (1) conclui-se que: 

s C IIVp 11 
o "' L 

[It 2 )112 [ M(t))l/2 
h(r) d-r .. --

o k+l 
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Consequentemente, 

Up -

claramente M(t) satisfaz os requerimentos do teorema. • 
Finalmente temos: 

Teorema 4.5. Sob as hipóteses do Teorema 1. 1, as 
k 

aproximações u satisfazem: 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

1 onde, O :i oc < 4 

t 
+ J a-(-r)HIJut - Vu~ll 2 d-r :s 

o 

cr(t)llu-

t J o-(1:)11\l'u -
o 
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Se a dimensão for dois, temos que para qualquer € > O, 

existe c€ > o : 

{4.45) 
t J oú)IIVu­
o 

para qualquer t E [0, T]. Onde as funções R{t), L(t}, L(t). [{t) são 

Funções continuas e diFerenciáveis quase sempre em [O,T], e elas 

crescem exponencialmente com o tempo. A função o-(t) é a mesma que no 

lema 1. 7. As estimativas anteriores permanecem válidas se u é trocada 

por un, n > k. 

(4. 14) 

(4.46) 

(4.47) 

Prova. Derivando com respeito a t as equações (4. 13), 
2 

somando e fazendo o pr·oduto interno em L (Q) com wt, obtemos: 

Por oub~o lado, 

• 1 d ll(pkl''"w 11 1 -
2 dt t 

+ {P (pn -
n 

Assim em (4.46), temos: 
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n 



onde, 

Z(t) 

obtêm-se: 

(4.48) 

(4.49) 

k k k 
(puVu)t-

I (P -
n 

Agora. multiplicando {4, 47) por O"(t) e integrando de O a t, 

s O'(O)II(pk)
112

wtll 2 (0) 
' 

t 
+ I O"('t") 

o 

Por outro lado, 

t k J O'('t)l!pn- p lloo 
O L 
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+ J o'<TJI(Z(<), 
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s 

s 

~) 1 
sup Jt 112 n 

tTh) uuttu 
l/2 

O'"('t) llwtlldT 
Ü::ST::St 

1 --
;-ç1 

1 

(;\ )1/2 
k+1 

;x;;:1 

sup~) 
O.s-r::st 

sup / M(T) 
osr:::st 

o 

[ t r2[ t r J cr(T)l!u~tll 2
dT J c-(-r)llwtU

2
dr 

o o 

;-;;u) exp (r t/2) )1";;ctll 
(h ) 1/2 

k+1 

/~ 2 (T)N(t) 
1 

sup ~) exp(r t/2) 
ÜST:::St 

tendo em conta os teoremas 4.3 e 4.4. 

(4.50) 

(4.51) 

t 
& J cr(-r) 

o 

c 
:::s 2 exp(r t) llVp U sup 

OLOO Ü::S't:St 

t f O'(T) 
o 

I ( (P -
n 
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(4,52) 

pois C'{O) = O. 

(4.53) 

Agm·a vamos es t 1 mar 

t 
J I(Z(-r), wtlloú)dT 

o 

t 
.s J O'"{"t') 

o 

Por outro lado observe-se que: 

t J <r(<)I(~(T), wt)ld< 
o 
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:S J o·('r) lliftll nwtlldT 

o 

U Pliu~ll 2 dT] 
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onde 4J{t) é qualquer dos termos que aparecem em (4.6), e utilizamos 

(4.4}, junto com (4.10). 

Tendo em conta os lemas do capitulo I, obtém-se 

t J u(-r)!!Q'Ill
2

d-r !5 A(t) 

o 

onde A( t) depende das funções correspondentes a cada termo. 

(4.54) 

Consequentemente, 

t J u(T)J(Z(T), wt)ld< s 
o 

Voltando a (4.18) 

(4.49}. .. (4.54), temos: 

O( t) 

~k+l 

e fazendo 

Disto claramente obtem-se (4. 41). 

uso 

R( t) 

Àk+l 

das estimativas 

Passemos agora à prova de (4.42). Multiplicando por o-(1:) a 

desigualdade {4.39), obtemos: 

<· cf<Y(t)IIVJII
2 

+ o-(t)ll(t)
2+ O"(t)I!Vu~ll 2 } f-

l k+l 
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{Vw, V~) 

{4.55) 

De onde faz.endo uso do lema 1.7, e o teorema 4.3, obtém-se: 

Fazendo n ,_ oo , 

q-(t)IIPAwll 2 :s L(t) 
Àk+l 

k 2 
o-( t) UPAu - PAu ll ;S 

(4.43) é direta da anterior. 

L{ t) 

Àk+l 

Vejamos a última estimativa. Temos de (4.15) que 

Por outro lado, 

+ n CP 
n 

k n - P )u t 

k k k p u qu - kfll 
p ' 

L 

p ( n k) n 1 + 11 k P - p ut ~ 4 

k n n 
- p )u Vu 11 + 

L4 
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k 
- p )f 11' 

L 

k 
!!P np w\7ull

4 
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Também observe que: sendo Tk = Pn - Pk temos 

c, 
--
{À }1/2 

k+l 

e como a inclusão 

norma IITk 11 
6 6 

L ,L 

de H
1 

em L
6 

é continua e Tk L
8 

L 6 
é continua com 

:s C (independente de n e k), então Tk : H
1 

L
6 

é 

continua com I!Tk I! ::> c.... Consequentemente, usando a teoria de 
Ht ,La "' 

interpolação Tk H' L4 
é continua e 

IITk 11 ~ 
Ht,L 4 [ c ]1/2 1 

Consequentemente, 

c 
(À )1/2 

k+l 

Assim, 

(4.56) 
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;c;c~ 

(I\ ) 1/4 
'k+l 

IIVfll + 



c 
(À )1/4 

k+l 
{ IIÇp 11 h(t)vf[;j + ~IIVJII + 

OLoo 
IIVp 11 h(t)llfll o ., 

L 

+ IIVp 11 h(t)K(t),f("U + 2 ~ H(t) + ~ K(t)F(t) o ., 

+ 

L 

c 
M(tl 

C\ )1;2 
k+l 

+ PK(t)IIPAwll + 
(À ) 1/2 

k+1 

Hultlplicando a desigualdade anterior por u(t) e lnte~rando 

de O a t, obtém-se: 

t 
J aü) 

o 

+ 

+ 

nn nn n n kk kk k k 
IIPn(p ut +pu Vu - p f) - Pk(p ut +pu Vu - p f) 

c t t I d<J~, (T)d-r + cn J aú)IIVwtlld< 
o o 

c 

c 
(;\ )1/2 

k+1 
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c'--;,. 
L\ )t/4 

k+l 

+ ---"1--;-; 
(À ) 1/2 

k+l 

c + --''----;-;c; 
(I. ) 1/2 

k+l 

+ 

Assim: 

(À )1/4 
k+l 

L ( t) 
1 

------ + 
(I\ }1/2 

k+l 

c 
(i\ )1/2 

k+1 

L ( t) 
2 

N ( t) 

em virtude dos resultados de Cattabriga [7]. Consequentemente, usando 

os teoremas de imersão de Sobolev, conclui-se 

c 1: Ctl 
" 

(À )1/2 
k+l 

Com o argumento acima. a estimativa obtida é a melhor 

possivel em termos da taxa de convergência. Isto é porque quando n = 3 

o maior p para o qual H1 "~ L6 
é p = 6. 

A estimativa {4.46) é obtida similarmente usando o fato de 

que, em dimensão n = 2. H1 pode ser imerso continuamente em L q para 
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qualquer q finito. Assim finalizamos a prova do Teorema. .. 
Observação 4.6. Utilizando os resultados de regularidade, as 

estimaUvas para a velocidade e a densidade podem ser melhoradas. Por 

exemplo, vale o seguinte resultado 

t J o-(r)liV'u -
o 

De fato, tendo em conta (4.56) os termos onde a taxa de 

convergência obtida nãv é otimal, podem ser tratados de maneira melhor; 

mostremos isto tomando, por exemplo, o termo a segu1r 

11 (P 
n 

tendo em 
anterior, 

Com o qual, 

conta a 
conclui-se: 

(À ) 1/2 
k+l 

c 
1 ---

(À )1/2 
k+l 

regularidade. 

t J o-('t)UVu 
o 

- Vu U 
® 

L 
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c
1

CtJ 

+ llpnt! 00 1l1Ju~Jl 
L 

(1\ )1/2 
k+l 

Disto, em forma análoga 

c, ( t) 
(À } 1/2 

k+l 

à 



e consequentemente, 

&(-r)IPJp - Vpkn! :s; 

L 

De fato, tomando as duas equações 

fazendo a diferença utilizando o método das caracteristicas, obtém-se 

t 
o-(-r)ll'ilpn- 'i7pkl!

00 
:S J o-(-r)U'JvVp!l

00
d1:' 

L O L 

t 
+ J o·(T)II7u"v(pn -

o 

t n n 
+ J CT(T)UVu II

00
1!V(p -

o L 

logo, fazendo uso de Gronwall: 

n 
<r(t)ll~p -

C( t) 

(;\ )112 
k+l 

Consequentemente, 
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CAPÍTULO V 

ESTIMATIVAS DE EMG UNIFORME NO TEMPO 

No capitulo IV obtivemos estimativas de erro qtn dependem 

exponencialmente do tempo. Em geral, sem condições adicior~ls, istv é, 

o melhor que se pode obter; entretanto, se a solução a ser aproximada 

foi~ assintoticamente estável, em algum sentido adequado, espera-se que 

seja possivel obter estimativas de erro uniforme no tempo. 

Isto foi provado por Heywood [ 12], para o caso das equações 

de Navier-Stokes usuals (densidade constante) e, neste capitulo 

provaremos que um r·esult.ado exatamente similar àquele de Heywood vale 

para as equações de Navier-Stokes para fluidos não homogêneos. 

Para descrever em detalhes a noção de estabilidade e 

hipóteses suplementares que estaremos considerando, recordamos mais uma 

vez que as equações que governam o movimento de um flui do viscoso 

lncompressivel não homogêneo sã.o: 

p ut + p uVu- Vu ~- Vp + pf, 

(5.!) pt + uí!p ~O em n x (0, +oo}, 

di v u = o, 

com condições de contorno uj 8n = O e inlclais u(x,O)= u {x), p(x,O) = 
o 

p
0

(x) e O< a~ p
0

(x) ~ p com a, ~ constantes positivas. 

Suporemos que os dados do problema {5.1) satisfazem 

(A!) 
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(A2) 

e que a solução (u,p) satisfaz 

(A3) !!Vu{t}!! ~ M Vt i!c O. 

Gostariamos de observar que sob as condições (Al) e U2) o 

Teorema 2. 4, implica que (A3) é necessariamente verdadeira nos 

seguintes casos: para n = 2 sem nenhuma restrição suplementar; para 

dimensão n = 3, se f é a velocidade inicial forem suficientemente 

:pequenas. 

Além disso, assumiremos que ( u, p) é "parcialmente 

assintoticamente estável" no sentido da condição (A4} a seguir. 

As questões relativas à estabilidade de (u, p), para serem 

respondidas, necessi tarn do estudo do comportamento de "soluções 

perturbadas". Para isto, consideramos uma solução (ü, Í)) do problema de 

Navier-Stokes não homogêneo. 

div ü = O para (t,x} E {t
0

, w)xO 

Começando no tempo 

H na vizinhança de u(t ) (em 
o 

= i)(t ). 
o 

o 

inicial t ~ O, com um ~dlor 1niclal O E 
o o 

um sentido a ser precisado posteriormente). 
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Refe:rlr-nos-emos às variável s <: = ü - u, ' 71 = p - p cw,no 

perturbações de u e p, respectivamente, e t
0

, e ~o = Q
0 

- u(t
0

) e 710 = 

p{t ) - p(t ) como o "tempo inicial" e "valor inicial da perturbB-c;ão na 
o o 

velocidade e "valor' inicial da perturbação na densidade". Asslm a 

equação satisfeita por <: é; 

(5.2) 

seguinte: 

(A4) 

divl; = O 

Ç(lJ=<; 
o o 

p(l)+Tj(t). 
o o 

A hipótese suplementar da estabilidade que consideraremos é a 

(u,p) diz-se "par•cialmente assintótlcamente estável" se para 

L
2

(A, B), F( A, B)' 
+ 

[O,oo) 7 !R 

contínua não crescente, com F(O) = 1 e llm F( l) = o e existe O = 
t -} +w 

õ{A,B) > O tal que para todo t ;;:. O e todo<: E V n H2
{Q) e 11 E La.~(Q) 

o o o 

< õ, UA<;; 11 :S A, lln 11 :S B e J~o = O então o problema o o 00 
L 

perturbado (5.2) é solúvel de forma única com 

z ([t , oo); V f\ H (Q)), 
o 

1 ([l
0

, oo); H {Q)), 
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e tal que 

i) 3 :s p :$ 6, 

i i) uw;u(t) • L uw; IIF(t- t ) . 
2 o o 

Observação 5.1. A condição i) acima é automaticamente 

satisfeita com p = oo nas condições do teorema 2.4; a condição 11) pode 

ser p!~ovada em ce1·Los casos para us equações de Navier-Stokes usuals, 

-rt 
obtendo-se F(t) -= e ,com r > O. Para as equações não homogêneas 

espera-se o mesmo tipo de comportamento em casos similares. 1111 

A seguir, damos o enunciado do resultado principal deste 

capitulo: 

Teorema 5.2. Existem constantes C, N e K que dependem só do 

dominio n, as normas dos dados referidos em {Al), (A2) e as constantes 

introduzidas em (A3), (A4), tal que: 

e 

para todo n ~ N, e todo t ~ O. 

K 
À n+l 

Ct 
À-­

n+! 

Antes de iniciar a demonstração deste resultado precisaremos 

de uma série de estirLativas a prlorl que serãv derivadas nos lemas que 
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se seguem. Um ponto importante é que, diferentemente do caso das 

equações de Navier-Stokes para flul.dos homogêneos várias estimativas 

não podem ser obtidas de forma uniforme com respeito ao tempo. Assim, 

oo andamento da análise de Heywood [ 12] não pode ser usada diretamente. 

Porém, seremos capazes de mostrar uma série de estimativas integrais, 

as quais dependerão apenas da diferença dos extremos de integraç.ão. 

Isto será suficiente para completar a demonstração do Teorema. 

Recordemos mais uma vez que a n-éslma aproximação espectral 

de Galer-kln 

n 

un(t,:x:) "" L 
k =- 1 

da solução do problema (5. 1) está determinada de forma única pelas 

condições 

(5.3) 

n 

- u o' 
n = O para toda if> da forma: 

í: dkwk(x) e a densidade por uma aproximação infinita d1mens1onaJ 

k=l 

solução da equação de continuidade 

(5.4) n n n 
P +uVp =O 

t 

n com p (O) = p
0 

• 

" p • 

Passemos agora, à comparação do erro com as perturbações. 
m 

Seja u = [ Ck(t)wk(x) e a expressão nas autofunções da solução u dv 

k=l 
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n 

problema (5. 1). Seja vn = L Ck(t}wk(x) a n-ésima sorna parcial da série 

k""l 

de u. Seja en = un - vn e vP = 
n aproximação de Galerkin. Então u - u 

A seguir, temos 

n n n 
u - v , donde u 

""en- vP. 

Lema 5.3. Sob as hipóteses feitas obtém-se: 

(5,5) 

Prova. É análoga à feita por Klm [15). 8 

Corolário 5.4. 

é a n-ésirna 

C H'Ju{t )!!
2 

+ C UVuU;~} d< + 
2 

3 o 

C UQ'u(t )11 2 
3 o 

Consequentemente sob as hipóteses feitas: 

C(t - t ) + C llVu(t )11
2 

o 3 o 
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(5.6) 

e 

logo, 

• C(t - t ) + C UVu(t )U 1 
o 3 o 

:SM(t-t)+M 
1 o 2 

Prova. Basta integrar (5. 5) de t a t
0

• a 

Corolário 5.5. 

c 
Àn+l 

t 

I n 2 
!!e (1:)!! dT 

t 

C( t - t ) 
o 

(Ã ) 2 
o n+1 

Prova. Temos que, 

m 
ll'i7en(T)ll 2 = U'íl(u- vn)ll 2 = II'V L 

k=n+l 

00 

"' 
1 

À-- UPA ~ ckwku• 

• 
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n+1 

c 
À--

n+1 

c 
~.- n+1 

k=n+l 

IIPAu(1;)U 2 , 



c 
-;;-(t-to). 

n+l 

Para a outra estl.mativa, tem-se: 

consequentemente, 

em vista de (5.6). 

" 

n 2 
ne (r)!! = !! 

1 

An+l 

c 
À 2 

n+1 

I: 
k=n+l 

I 
;;--IIV 

n+l 

.. 
r 

k=n+1 

1 
À-­
n+l 

n 2 
I!Ve (-r)ll , 

t 

f n 2 IIVe (-r)ll dT 

to 

( t - t ) 
o 

O seguinte lema também será necessário: 

Lema 5.6. 

(5.7) n vçn 2 
+ 
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onde E, a, C1, C
2

, C
3 

são constantes positivas. 

Prova. É análoga à feita por Klm [ 15]. 

" 
Corolário 5. 7. 

t I IIPAÇII
2
d-r 

t 
o 

:s C IIW:. 11
2 + C (t - t ) 

o o 1 o 

:sN(t-t)+N 
1 o 2 

• c 11 vç 11 2 
+ c ( t - t ) 

o o 1 o 

~ N (t - t ) + N 
1 o 2 

Prova. Temos que II'Vull ::s M, IIVÇ!I :s: Lll( 11, logo integrando de 
o 

t a t (5.7}, obtém-se: 
o 

1 
42 E 

t 
+ C IIVÇ 11

10 

2 o f d< 
t 

o 

IIVÇ(t )11
2 

o 

< C li VÇ ( t ) 11 2 + C ( t - t ) + C ( t - t ) + C ( t - t ) o o 1 o 2 o 3 o 
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t. 
e em forma análoga para J HPllt;U

2
dr, em vista do lema correspondente 

to 
para u. 111 

O seguinte lema será utilizado muito frequenlemente 

(5.8) 

Lema 5.8. Suponha h{t) <!. O para todo t ô!': O e que 

t J h('r)dT 
t 

o 

:sa(l-t) 
o 

+ a 
1 

para algumas constantes a, a
1 

positivas ou nulas. 

Então 

(5.9) -t 
e 

é uniformemente limitado em t, o que quer- dizer 

é finito. 

Prova. Suponha inicialmente que O :s t ::s 1, então 

-t 
e 

tendo em conta (5,8). 

-t 
e 

t 1 

J h(r)dr ::S J h(T)dr s 
o o 

a+ a 

Agora suponha t > l, então existe n E IN tal que t = n + r 

com O ::s r < 1. Logo 
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1 

I 2 :s e h{'t'}dr + e 
o 

fazendo uso de (5.8} deduzimos que 

1 

J h(T)dr :S. a + a
1 

o 

2 

J hh:)d-r :s a{2 - 1) + a
1 

1 

n J h(-r)dr s a{n- n+l) + a
1 

=a+ a
1 n-1 

t 
t I e h('ddT :s 

n 

Consequentemente, 

n+1 
e Í

1+1 

n 
h(T)dT 

n+l 
:S.e (a(n+l-n)+a) 

1 

n+l 
:se (a-+·a) 

1 

t ' 2 J e h(r)dr :s e(a + a
1

) +e (a+ a
1

) 
n 

+,,,+e {a+ a
1

) 

o 

n+l 
e e - e 

s (a + a ) 
1 e 1 
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t 
et J h(r)d·r, 

n 

n+l 
+ e (a + a ) 
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o qual implica que 

(5.9) 

(5. 10) 

-t 
e 

Corolário 5. 9. 

n+2 
.... - ( n+r) [ e -e J ( 
~e --·-- a+ e-1 

z-r 1-n-r 

• e -e 
(a + ) a e-1 1 

2 

• e (a+ a1) -e-1 

<+ooVt~o. 

-t ft 
e , o < + "' 

-t 
e 

t f e
17

11PAu(T)H
2

dT < + w 

o 

para qualquer t ~ O. 8 

posterior. 

(5.11) 

(5. 12) 

{5. 13) 

A seguir vamos mostrar um lema fundamental em nosso trabalho 

Lema 5.10 

-t 
sup e 
t>O 

sup l!ut!l < + w 

ti:!:O 

sup !!Páu(t)U < + oo 
t>O 
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assim 

Prova. Vejamos primeiro (5.12) supondo (5.11). 

Colocando v=- -PAu na Formulação fraca de {5.1), obtém, 

- {put, PAu) - {pu'llu, P.ó.u) + IIPAuU
2 =- (pf, Pllu). 

UPlmH
2 

:s ( 11putll + UpuV'ull + UpJH) JtPAull . 

Consequentemente, 

IIVuJ! + {31! fll 
L3 

!JPAuJJ 

o qual implica, 

de onde 

UPllu!J :s 2/3sup!!utu + 

< +oo 

se é satls.felto {5.11). 
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Vejamos a seguir (5.11) e (5.13). Derivando a for·rnulação 

fraca de (5.1) com respeito a t e colocando v"" ut, obtém-se: 

= 

11 " 11 2 111p1
/

2 11 2 
vUt + 2 ut 

Mas, por outro lado 

!lpll 
w 

L 

!lull 
c' 

= 1- f d!v(pu)futl =I f puV(fut)l 
n G 

::s ! J p u V f ut! 
Q 

+ I J pufV'Ut ! 
Q 
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e 

temos 

Para o último termo, observe-se que 

Consequentemente 

= !·-J div(pu)(uV'u ut)! 

" 

Voltando a (5.14) e utilizando as estimativas anteriores, 

1 2 Z IIPAun + 2C 
€ 

!29 



o qual implica tomando e < 

{5. 15) d 
dt 

I 
fa 

, 
C UVu

1
11"' :1t C 

1 ' 2 
+ C llf·"ull

2 
+ C 11 11

2 
3 "" 4 ut 

onde as constantes C
2

, c3 , C4 só dependem de O, supiiVuJf, 
t>O 

C1 é uma constante positiva. 

2 
e HVJII , 

t Multiplicando a desigualdade anterior por e e intezranJo de 

O a t obtém-se 

Jt T 1/2 2 
+ e Up ut ll dT 

o 

!t 112 
11 p ut 

Consequentemente 
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de onde, 

lema. 

-t 2 2 
se f1 Uutll (O} 

+ (C + (~)e-t 
• 

t 
-tJ T + C

2
e e dT 

o 

lendo em conta o L:vrolar·lo 5.9, deduz-se o estabelecido no 

• 
Corolario S. 11 

c 
À n+l 

c 
(À ) 2 

n+l 

para qualquer t ~ O. 

" 
Corolario 5.12 

(5, 16) ~ C(t-t ) + C 
o l 

Prova. De (5. 15)' integrando de t a t, tem-se 
o 

t 
C I 11 " 11

2
dt + llp

112
utll

2 
1 vUt 

o 

+ c • 

2 
ut 11 (O) + c ( t-t ) + c 

2 o 3 
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0
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o que implica (5. 16). .. 
Uma estimatl va a priori, slmi lar ao lema será necessária paca 

as soluções < de (5.2} se UVÇ(t
0

)U < ô, (A4) assegura que ll'VÇII <L
2
o 

para todo t ~ t
0

• De modo que ú. = u + Ç é uma solução da eqdr>.Ção de 

Navier-Stokes não homogênea com UVüH(t) s UVull(t) + IIVÇ!l(t) < M + L
2
ó, 

par·a t ~ t
0

• Tendo em vista o lema 5.10, f!PAúJI(t ) :s UP.ó.uJI(t } + 
o o 

l!Ph.Ç!l (t ) é limitado se UPA<.';U (t ) o for. Assim as estimativas a prior i 
o o 

para as soluções (ü,PJ das equações de Navier-Stokes não h0mogêneas, 

logo 

t~t ' o 
(Al), 

quais 

apelando para o lema 5, 10, temos que IIPAÇII é limitado, para todo 

em termos de JlPbÇII (t ) e as constantes e normas das suposições 
o 

(A2}, (A3} e (A4). Em resumo: 

Lema 5.13. Para perturbações ç (isto é soluções de (5. 2)) as 

inicialmente satisfazem I!PA<';I! ( t ) 
o 

~ ô e l!Pt.i;H(t) 
o 

s a, se 

satisfa2. !!PA<';U (t) < C para todo t 

depende s6 de ô, Q e as estimativas 

condições (Al), (A2), (A3), (A4). 

~ t , onde C é uma constante que o 
assumidas para as várias normas das 

" 
Lema 5.14. 

(5, 17) c ( t -t ) + c 
o 1 

onde C, C
1 

são constantes positivas. 

Prova. Observe-se que 

logo, tendo em conta o corolário 5.12, nos basta estimar 
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t J !!Vü!!
2

dT. 
t 

o 
resultado. 

Mas isto é feito da mesma forma que para u, de onde o 

.. 
c, 

se satisfaz em algum l ntervalo 
Àn+l 

Então 
• 

(0, t ) ' para alguma constante C > O. 
1 

existem A
1 

1,2) constantes positivas independentes dental que 

(5.18) 

(5. 19) 

t t 
o 

Prova. 

A (t-t ) 
::s U\11,lPH 2 Ct ) + A (t-t ) + 1 0 

o 2 ~' À n+l 

A(t-tl+ 
2 o 

A ( t-L ) 
1 o 
À 

n+l 

n Temos que 1/J satisfaz a equação 

nn n nn n n n n = (p et, <P ) - (p ~ Vu, ~ ) - (p u V,P , <P ) 

nnnn n nn 
+ (p e V,P , <P ) + (p u Ve , f ) 

para toda ~n da forma: ~n{x) 
k 

=:E dkw {x). 

n n Colocando rp = 2!/lt em {5.20) obtém-se 
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(5.21) 

n n 
Agora colocando~ = Pà~ em (5.20), obtemos 

(5,22) 

9 J n 2 + 2 J(p-p ){ut + u Vu-f) I dx 

Multiplicando (5.22) por d > O e somando o resultado com 

(5,21), obtém-se: 
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::s; ( 8{3 + 

+ (C + r 

Tomando d = 1 
9i3 , temos: 

:s 1713 J (!e~! 2 
+ ltJ1°Vul 2 

+ !ü'VIjl
0

1
2 

n 

(C ., + 1 
2{l I n 2 J l(p-p)(ut+uVu-Jlldx+ 

o 

Por outro lado, lembrando que 

e considerando a seguir- q < a/2, obtemos 
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d 
dt 

1 
Tíl/3 

n...n2 n....n2 nz 
+ I~ ve I + le v~ I + luVe I 

+ !enV'vnl 2 
+ rvPvvP1 2 Jctx + C

3 
f l<p-pn}(ut + uvu- Jl1 2ctx 

n 

Observemos também que: 

consequentemente, temos, considerando E < 
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n 2 
+ C

3 
ll(p-p )(u

1 
+ uVu- J)ll , 

Por outro lado, em virtude do lema 5. 10, corolário 5. 11 e as 

hipóteses, obtém-se: 

Jle~ll
2 

::s 

nvP Vu!l
2 

:S 

llu V!jlnU 2 :> 

HyP Venll 2 ::s 

ue11 vvPu 2 
::s 

uu Venu 2 :s 

!!en Vvnl!2 :5 

n 2 
11 ( p-p ) ( ut + u Vu - f) l! :s 

c 
!PJut ~~ 2 ,_-

n+l 

u tJPu 2 
!1Vull

2 c • ,--• • L L n+l 

llul! 2 lllltp
0

U 
2 

::s 
c 

00 
À--

L n+l 

uyPn 11Venll c • Àn+l ' c' L 

llenll 2 IIVI/Jnll 2 ::s c 
00 

À--
L n+1 

lluii 2 1Pb;:nU 2 ::s c 
00 An+l L 

lle
0

1l !!Vvnll 2 c • À--

' ' L L n+! 

n 
C!lp-p 11 

00 
L 

2 
llut + u Vu - fll 

• c. 
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Fazendo uso das estimativas anteriores, 

t, e apelando ao corolário 5.12. obtém-se o lema. 

e integrando de O a 

.. 
c 

Lema 5.16. Se !!IJI/PH 2
(t) :S --

1- é satisfeito em algum 
OI * n+l 

intervalo (O,t ), então existe C2 independente dental que 

• para todo tE (O,t ). 

Provn. 

ele é limitado tendo em conta o lema 5. 10. Portanto, nos bastarla 

estimar !!Pôun!! para ter a conclusão. 
• 

Pelas hipóteses, no intervalo (O, t ) temos: 

{C;,\ )tn 
1 n+l 

de onde 

t t 
o 

(C/,\ }
112 + M s 

1 n+l 
(C/,\ )t/2 + M. 

1 1 

Fazendo os mesmos argumentos dados para u obtemos 

!!PAun!! 2d-r ~ M (t-t ) + M 
1 o 2 

t J Uu~ll 2
dr ~ N (t-t

0
) + N • 

1 2 
t 
o 
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com o qual, apelando ao lema 5.8, tem-se: 

e 

são l imi lados. 

sup 
t~o 

sup 
t~o 

e-t t 
o 

Agora derivando a formulação fraca da equação de 

obtém-se: 

n 
u ' 

Co 1 ocando-se tf1 
n = ut e estimando os termos correspondentes vem 

que: 

d 
ar + c ' 

3 

onde C
1

, C
2

, C
3 

são constantes que só dependem de n, fi, 

sup IIVJII 
t•O 

n sup !!\ht H, 
t•o 

Multlpllcando a desigualdade anterior por et. e it:.tegrando de 

O a t, vem que: 
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Consequentemente 

.,-t Jt e--r U'ii'u~H2 d'r + !!{pn)tnun~z 
o 

-t 
n (p) 1 / 2 u~ll 2 (0) c ~ e + 

3 

t 

-t 
e 

-t 
+ c J T n 2 e e UP.ô.u 11 d·.c + 

2 
o 

s K 

para todo t ~ O. Em particular 

t o 

(C + 
1 

para todo t ~ O. Disto conclui-se que 
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(C, 

' d< • 

t 
p)e -t J ' n 2 e l!utll dr 

o 



s (3 11 u~!! + (3 11 fi! + 

Consequentemente 

tendo em conta {5. 23) e (5. 24). 11 

Para uso futuro, queremos ago1·•a fazer urna esllmativa de 

VP n(ljin-Ç) = VIJP - VP nç, Para isto, observe que vn satisfaz a equação 

(5.25) n n n n n 
(put,~ l + (Vv , Vf l + (puVu, ~ ) = (pf, f ) 

para toda 4Jn do tipo ~n(x) = z 
k=l 

Sublraindo (5.3) de (5.25) obtemos 

(5.26) 

n n n n n = (p et, ~) + ((p-p )(ut+ uVu- f,~) 

n n nn n n 
+ (p u'Vu, o/ ) - (p u 'Vu , f/; ) 
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Por out.ro lado, multiplicando a equação da perturbação por r.pn 

e integrando sabre O, temos: 

( ) ( , n (" n " n " n n 5.27 pÇt, ~ ) + puVÇ, ~ ) + (pÇVu, f ) + (pÇVÇ,~ ) + (VÇ,a~ ) 

n n 
= (( p - p ) ( ut + uVu - f,~ ) . 

Subtraindo (5.26) de (5.27) obtém-se; colocando B = Wn- { , 

( n n.... n n (' n (" n " n " n - pu vu .~ ) + pÇt, f ) + puVÇ, f ) + (pÇVu, ~ ) + (pÇVÇ, <P ). 

(5.28) 

(5.29) 

Note-se que 

n n n n n n 
+ (p e Vv , r.p ) + (p u Ve , 1/J ). 

Observe também que, já que P
1
p = p (~n-Ç) = 

n 
~n - p ç 

n 

n n n n = (p u VP e, f ) + (p uVP Ç, <P ) 
n n 
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(5.30) 

(5. 31) 

Temos assim que: 

n n nn n n 
(p uVu, ~ ) - (p u Vu , ~ ) 

nn n nnnn n n {p uVe , p ) + (p e Vv , ~ ) - (p uVP Ç , 9 ) 
n 

n n n n nn n nn n 
- (p P evu,f l - (p P I;Vu,f l - (p ~ VP e,p l - (p ~ VP é. f ). 

n n n n· 

tem-se 

Em vista de (5.29), (5.30), (5.3:). 

Por outro lado, tendo em conta que 

Também, 

I;=PI;+QI; 
n n 

= (puVP Ç, l'J + (puVQnÇ' ~n) 
" 
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Consequcntemente 

Logo 

Assim 

= -

,.. n n ,., n nn n nn n n 
( (p-p )P I;Vu, ~ ) + (pQ <:;Vu, q, ) - (p 0/J VP e, ~ ) + (p 01 Ve , q, ) 

n n n 
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Finalmente do feito anteriormente, obtém-se 

(5.32) 
n n n 

(p "t' f ) + (00, 01 ) 

(5.33) 
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logo: 

• 

= (P (VO) + Q (VO), P (V9t)) 
n n n 

= (P VO, P VOt) + (Q VB, P VOt) 
n n n n 

= 1 ~ JIP VOH 2 

2 dt n 

já que P e Q são projeções ortogonais. 
n n 

Logo, substituindo (5.33), (5.34) em (5.32), temos 
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de onde 

(pnP GVP ,, P Ot) + (puVQ Ç, P et) + (pQ Ç Vu,P Ot) + 
nnn nn n n 

(p"? ÇVQ Ç, P et) + (pnQ Ç VP Ç,P et) + (p"QnÇ' Pnet). n n n- n n n 

Obset·ve-se que 

c (e) 
1 

Àn+l 

I (pnu'VP a. p Ot) I :S Ell9tll
2 

+ c (e)!l'í.lP OH 2 
n n 3 n 

I (pnP evu, P etl I s eiiOtll
2 

+ c (e)IIVP 011 2 
n n 4 n 

n n n I ( p e Vv , P ot J I s 
n 
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n 
Pnetll ~ 

2 + C (E)11Pó?;;II
2

11VP Bll
2 l(pPOVPÇ, eue

1
11 

n n B n 

2 
C (e) 

!(puVQ Ç, P e
1

l! ~ el!9tll + ~-
9
- UPA<';;l! 2 

n n Àn+l 

l(pQ çvu, p "t)l ~ E:l!Btll2 + 
cto{e) 

!!P.ô.Ç!!2 -;i--n n n+l 

n 
Ell9tll

2 
+ 

c
11 

(e) 

IIPAÇII
4 j(pPÇVQÇ, Po

1
)! ~ 

Àn+l n n n 

EU8tU
2 

+ 
c (e) 

IIPIIÇII
4 n 

P et li 
12 !(pQÇVPÇ, • À n n l1 n+l 

El!Btll
2 

+ 
C (E) 

11PliÇ!!
4 n 

P a
1

J I 10 I (p Q
0

ÇVQé, • A l1 n+i 

onde as constantes c
1 

dependem possivelmente só de {3, n e sup !IPh.u!!, 
t>O 

que é finito em virtude do lema 5. 10. 
, n n 

Seja rr = p-p e g = ut + uVu - f + <t + u'VPn<: 

Para ter todos os termos de (5.35) nos resta estimar 

isto precisará de alguns lemas. 

Lema 5.17. Seja p ~ 6. Então 

a + a UP.ó/'!!
2 

+ a !!Ptu';:11
4 + 

1 2 --, 3 

+ P Çílu + <;;VÇ. 
nn 

!(ng, P e,) I, n , 

onde a
1

, a
2

, a
3

, a
4 

são constantes }X)SU.ivas que só depende de Q, e a
1

, 
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a
3 

também depende do 

Prova. 

sup HPó.uU 
t>O 

l!P (lJull + 
n LP 

Por outro lado, já que p s 6, obtém-se 

de onde o resultado. 1111 

Lema 5.18. Se q s 6, r ~ 3, s ~ 6 com 

então 
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1 
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1 
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fi n:!l 2 
t 

{5.36) ~ 8 Unll
2
(t ) + a (t - t ) f !IVP Ol!

2
d-r p p o 1 o t n L L 

o 

a a ( 2 
(t - t )2 + 3 

(t - t
0

) HPAÇII
2
d<: + À-- À--

n+l o n+l 
o 

onde as ai dependem possivelmente só de n, 

(5.37) 

Prova. Observe-se que 

n n n 
pt + u Vp = O. 

Subtraindo as duas equ.'l.Ções anteriores obtém-se: 

Por outi'O lado, lembrando que U = u + 1:;. tem-se 

n ,.. n n u - u = u - u - ç = P a - Q ç - e . 
n n 

Consequentemente em (5, 37) temos: 

Multiplicando por ln:lr-l e integrando sobr·e n, obtém-se 

1 d 
r ctt (P 9 -

n 
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<II(PO-QÇ­
n n 

conclui-se disto que 

d 
11 (P O -- u ·n:l! • - Q ç -

dt L r n n 

Poc outro lado 

(5.38) 11 (P O "J VPII ;S IIP a - Q ç - e 
n n p n 

L 

:s u VPII {11 v P eu + 
Ls n 

tendo em conta as estimativas anteriores. 

"J -e VpU • 
p 

L 

- Q ç - n , 
e 11 IIV'p!! 

n L q L s 

{ IIVP OU + IIVQ r11 + UV'enu} 
n n"' 

c + C li PhÇ!~ } 
{,\ )1/2 

n+l 

Agora integr·ando de t a t {5. 37} e fazendo uso de (5. 38} 
o 

conclui-se: 

( t ) 
o 
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+ [( 
c 

d{ + [ t CIIP6ÇII r l 
(1\ )1/2 t (i\ )1/2 n+1 o n+J. 

Mais, 

[J:mneuctr) s (t - to) t IIVP 9!!
2
dr 

t n 

r r: p, c_) 1/2dr] 2 c (t - t )2 s À--n+1 o 
' o n+l 

c 
À-- (t - to) n+1 

de onde o resultado. • 

Voltando a (5. 35) obtemos 

2 _1 d 2 
a!!Otl! + 11 V'P 011 

2 !it n 

c ~2 
.:s 14E!!B

1
1J 2 + _E __ 

i\n+l 

c ~2 
E 

i\n+l 

c ~2 
E 

+ ,-­n+1 !lPAull
4 

2C ~
2 

+ € !!Pô.u11 2ll PAÇ!! 2 + 
i\n+l 

3C rl 
E 4 

X~~ !!PAÇ!! 

Logo tomando E 
1 

= 14 [a - ~ J e integrando de t 0 
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{5.39) 

(5,40) 

c t c 
1 f f!\l'(t 112dT 

2 + + --
À 
n+l Àn+l to 

t t + c J llrrllz UgnU dT + cs 4 t Lr Lp t o o 

SomnnJo (5. 3G) e {5, 3D), Lemos 

( t) 

s JIVP eU
2
(t o) + c Un:U

2 ( t ) + 
c 

Àn+l 
(t -

n 

c 
3 

+ À--
n+l 

c 
2 

+ x-­
n+l 

r o 
L 

c, 
(t - t o) + À--

n>l 

t 

f 2 
IIVutll dT + C 

t 4 
o 

t I !!V<:tll2d't" 
t 

o 

t 

f 2 11 Td! 
t Lr 
o 

c 
3 

À-­
n+l 

( t - t ) 
o 

t 
J llVutll

2
d-c 

t o 

UVP Olt
2

d--r. 
n 

t ) 2 
o 

+ c 
6 

t 

f UVP 9!!
2
dT 

t n 
+C(t-t) 

o 

t o 

f 11\I'P Oll""'dT. 
t n 

o o 

Fixando t > t , conclui-se de (5.40) que no intervalo [t , tJ o o 
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c 
:s C (l!ílP 011 2 + 

1 n lln!l~ )(t ) + 
o 

c • x--
n•l 

+ 
3 

{t - t ) + 
Ãn+l o 

c, 
À-­

n+l 

+ c 
5 

Seja, 

L 

A( t) 

+ c ct 
7 

+ !!n:ll (t), 
L r 

com esta notação desigualdade anterior transforma-se em· 

A( t) < C A( t ) + 
1 o 

c2 
À--+ 

n+l 

c 
3 

À-­
n+l 

( t-t ) + 
o 

c, 
;..--

n+l 
(t-t ) + 

o 

(t - t ) 2 

o 

Aplicando uns dos corolarios do lema de Gron·,·~·-11 (veja J. Hale 

[9], pag. 36) obtém-se para tE [O, tJ: 

Mtl ~ Ic A(t 1 + l• o 
(t - t ) + 

Àn+l o 
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t 

exp { Jt a(t)dr} 

o 

Assim temos provado o 

Lema 5.19. Seja t
0 
~O e< como no problema (5.2). Então, 

n para rr, e, g , A(t} deflridos como antes, se satisfaz: 

(5.41) 

+ 
c3 ,-­
n+l 

+ U~rll (L) 
L r 

( t-t ) + 
o 

c, 
À 

n+l 

t r J a(T)dT} 

' t o 

para qualquer te [0, il. u 

Agora estamos em condições de provar o Teorema. 

Observe-se em primeiro lugar que 

t a{T)dr 
t 
o 

:s c + c (t. - t J + c ct - t Ht - t J 
5 6 o 7 o o 

em vista do lema 5. 17, com o qual 
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c ( t-t ) 
6 o 

+ c (t-t )(t-t )}. ., o o 

Escolhendo T de modo que L2F2(T) s 1 
5 

e tomando K
1 

lO(C + 
2 

C3T + C T) 
4 

exp {c + C T 
5 6 

+ C\r2
} e N > O natural tal que para 

K 
n ~ N' 

1 < O, afirmamos 
Àn+l 

que: 

(5.42) uv;Pu ltJ < 
(À ) 1/2 

n+l 

"' 1/2 onde K = (K ) . De fato, se {5. 42) for falso, isto é, (5, 42) é 
1 1 

• falso para algum n, seja t o prlrnelro valor de t para o qual 

(5.43) 
• 

11W0 11 (t ) = 

• Para mostrar que é impossivel ter t s: T, considere o lc;:~:-~ 

5. 19 com t o 

caso !!IJP 9!! 
n 

n o • 
IIW ll•(t ) + 

s [ 
c 

2 
À-- + 

n+l 

K 
1 = 

10 ?.n+l 

= O, .:; = o, " =o 
= n vyPu. 

• 
Hn!!

2 

L r 
( t ) 

C T cJ' l _,_+ 
1\.n+l 

À--
n+l 

- . 
e t = t , obtemos, lembrando que neste 

r - + C T21 CGT exp l c
5 

+ 
7 J 
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< 
A 
n+l 

o qual contradiz (5.43). 
• Por outro lado, se t > T, então usando o lema 5.19 com t. ""' 

• • 
t , t = t - T, <Ct) e ~(t) perturbações tais que 

o 

= ~n(t ), ~(t ) 
o o 

temos, 

n 2 n 
IIV~ "VP Çll"(t) + llp(t)- p (t) + 

n o o 

Con.sequentemente, ternos 

• n • 
+ llp(t ) - p (t ) + 

e assim 
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< 
K, ,--
n+l 

• o qual novamente contradiz nossa escolha de t , 

Assim deve satisfazeJ~-se: 

uvvPn 2 Ctl < 
K, 

x--
n+l 

Agora bem, tomando K = 2K
1 

+ 2C
1 

, temos 

1 1 
~ x-- + A--

n+l n+l 

K • -x-
n+l 

que é a primeira parte do teorema. 

Para a segunda parte do teorema, notemos que 

pt + u 'i/p -- o 
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fazendo a diferença das duas equações anteriores obtemos 

(p - n 
V(p - p ) = n ( u - u) Vp. 

Agora multiplicando a equação anterior por 

integrando sobre n obtem-·se: 

n r-1 lp - p I e 

1 
r 

d 
dt llp -

De onde 

d 
- llp -dt 

J 
n n r-1 = (u - u) Vp lp - p I 

(l 

Il :s C!!u -

ull llp 
Lq 

r-1 
n - p 11 

r 

' n 
:S Cllílu -

L 

VuH
5 

L 

integrando de O a t a expressão anterior, obtém-se 

C K 
---"'- t 
(À )l/2 

n+l 

+ !lp -

ObservaçÕes 5.20. 

C K 
---'-' t 
(À )1/2 

n+l 

a) As demonstrações de vários dos lemas preparatórios poderiam sef' 

simplificados um pouco se tlvessemos trabalhado com estimativas em 

L00
{Q) para as derivadas das densidades (elas são fornecidas pelo 

Teorema 2.4). Porém, preferimos estas variantes das demonstrações 

porque elas evitam estas estimativas e podem ser úteis para soluções 

menos regulares. 
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b) Sal vi [25] (Teorema 4, p.210) 

estimativa de erro unif'orme no tempo na 

enuncia um resultado sobre 

norma L2
{Q) sob a hipótese de 

estabilidade assintótica exponencial também em L2
(Q). Entretanto, 

existem várias dificuldades com este resultado: 

i) as hipóteses de regularidade por ele exigidas sobr-e a 

solução são excessivas e provavelmente ir-realistas: u deve estar em 
00 3 

L (0, «), H {Q) f'\ V), o que, mesmo no caso das eqtmções de Navier-SLokes 

usuais, impllca a necessidade de condições de compatlbllldado não 

locais, Heywood e Rannacher [lJ] (Corolarlo 2.1, pag. 281). 

ii) A demonstração foi feita inicialmente para o caso das 

equações de Navier-Stokes usuais (densidade constante). Então para o 

caso não homogêneo, Salvl faz uma série de computações, e afirma que os 

mesmos argumentos usados anteriormente tamPem podem se~- ut11izado6 

concluindo então o resultado, Porém, uma dificuldade na demonstração é 

que na série de computações há enganos e alguns termos que seriam 

problemâticos desaparecem. Outra dificuldade mais essencial é que, 

mesmo que as computações tivessem sido feitas corretamente o argumento 

para as equações de Navier-Stokes usuais não poderia ser aplicado 

devldo a termos onde a diferença de densidades ocorre (ela sumente 

dispõe de estimativas exponenciais para tais termos), LtJssa forma, a 

estimativa de erro em L
2 {Q), com noção de estabilidade em L

2
(Q) 

continua aberta para o caso de fluidos não homogêneos. 

2 
ii 1) A demonstração de Sal vi da estimativa de erro em L {n), 

com establ idade está correta no caso das equações de .~avler-Stokes 

usuais, Porém, as hipóteses de regularidade sobre a solução por ele 

exigidas podem ser relaxadas substancialmente e a prova do resultado 

simplificada (veja Boldrlni e Rojas-Medar [6]), a 
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