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INTRODUGAD

Congideraremos neste trabalho as equagbes que descrevem o
comportemento dindmico da misturs de dols fiuidos incompressivels e
mizscivelis, formande wum fiuido dnice ndo homogéneo {isto &€, c¢om
densidade varidvel). As equagles que governam o movimento desta mistura
em um dominio 00 &€ R° {n = 2 ou 3) com fronteira 8f1, durante um
intervalo de tempo 0, Ti1, T > 0, s8o:

-

2] g% + puWu -~ Au + grad p = pf

(0.1} ¢ divu=0,

s}
3% + u¥p = 3,

.

acoplada com se condicdes de bordo e Iniclals

i
o= sobre 80 x [0, T3

i

{(G.2Y 4 pit (%)

={1" pai}()

ul (%) = uofx) em

=0

onde, por simplicidade e sem perda de generalldade, supusemos que a

vigscosidade & unitéaria; ult,x) € ®" dencta a velocidade da mistura dos



fiuldoes num ponto x € 0 % R" {regific de escoamento) do espage e
instante t do tempo; p ¢ a densidade da mistura, f & a densidade das
forgas exiernas por unidade de massa; grad, A e div , representam os
cperadores gradientes, Laplaciano e divergéneia, respectivamente
{também denotaremos o operador grad por V e g% por utJ, uVu indica o

operador de convecgBo, cuja  componente i~ésima em  coordenadas

éu .
cartesianas & dada por (uvu)i = uj vy {na notaglo de Einstein, onde
J
indices repetlidos se soman e u, indica a k-ésima componente da
velocidade u em coordenadas carteslanas); pli,x}) & a pressio

hidrostatica,
A equagBo div u = 0 Indica que o flulde & lncompressivel e a
Gltimas eguagio € uma equaglo de tramsporte para a densidade. Hesta

Gltime eqguagdo u¥p = u o, {notagBo de Elnstein) & o operador de

J axj
adveccBo. As Incdgnitas sBo u, p, p.

As equagdes classicas de Navier-Stokes, correspondem ao caso
particular em que o densidade p é constante e tém s5ido muito estudadas
{veja Ladyzhenskaya [18], Lions [18}, Tenam [28], Fujita, Kato [8]}.

Az equagBes {0.13, (0.2} tem sido bastante mencs estudadas
que as de Navier-Stokes usuals, talvez pelo seu carditer nfo toltalmente
parabbllico devido ao acoplamesnto com a equaglo de transporie de massa.
Ha literatura matematica resuitados de existéncia de solucdes (local ou
global, fracas ou fortes dependendo do autor) sfc apresentados em
Kazhikov [14], Antonzev e Kazhikov {2], Lions [18}, [20], Ladvshenskaya
¢ Solonnlkov {17}, Simon [271, (28], Padula {22}, Okamote {21], Kim
{181 e Balvi [26].

Ds trabalhos de Kazhikov {14], Kazhikov e Antonzev [2]
utilizam métodos de energlas e aproximagdes do tipe semi-Galerkin Junto
com o teorema de ponto flxo de Schauder e fornecem solugdes locals e
globels, fracas no Lempo € no espagoe, com  densidade iniclal
satisfazendo {0 < n % p;{x} < B ¢ 4. O trabalho de Licns {18}, & uma
apresentacgins detalhada dos trabalhos anteriores. Simon [271, resolve o

pesmo preblema, wmas com densidade inlclal podendo se anular; o©s
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argumentos utilizados sfo similares sog de {141 usando, porém, um novo
resultado de compaclidade. Em [20], Lions considers um modelo penalizado
similar ac (0.1), (0.2}, com densidades podende se anuiar; ele resolve
este nove problema via métodos de compacidade compensada.

O trabalho de Padula {22], nos apresents =alnda sclugdes
fracas, porém em dominles ilimitados, com dengldade O s po(x} £ B < 4w
e forga exterma nula. O {rabalho de Kim [15], também lida con
densidades Inicials que podem se anular., Ele obtem solugBes um pouco
mals regulares do que as  obtidas anteriormente (supondo mails
regularidade nos dadeos iniclals e na forgas externa), mes alnda fracas,
Este artigo contém uma estimativa gue serd essenclal para o nosso
trabalhe, @ qual fol obtlda utilizande argumentos devidos a H.E da
Veiga (41. Neo trabalhe [28], Simon faz um estudo bem detalhado
daz scolugles fracas e anallisa, em particular, em gue sentideos tsis
solugles satlslazem as equagles.

Tedos estes artiges citados obtem solugdes fracas tanto no
espago quantoe no tewmpo.

A seguir descreveremos os trabalhos que nos apresenitan
solucdes mals fortes., Ladyzhenskaya e Sclonnikov [17}, fazendo usc de
linearizaclio ¢ teoremas de ponto fixo, obtem um resultado de existéncia
e unicidade local no tempo; além disso oblem teoremas de exisiéncia
global para o c¢asce bldimenslonal, com condigdes de nBo crescimento na
forga externa, e, no case tridimensional, guando velocidade inicial e a
forga externa forem suflicientemente pegquenas. Alguns lemas deste
trabalho serfio importantes para os nossos argumentos., Okamoto [21),
obtem, via teoria de operadores de evolugfio, llnearizacfic e teoremas de
ponto fixe, resultados de existéneia e uniclidade local ou globals no
tempo; ele trabalba com forga externa nula. Seus teoremas de existéncla
giobal, no caso bidimenslonal, & semelhante ao de {17); no caso
tridimensional ele exige tanto a pequenez na velocidade quanto a8 da
densidade inicial. Pars gque seus argumentos continuem validos para
forga externa nfo nula, deve ser imposto certo decajmente nela. Para

finalizar, o artige de Salvi {261, tenbém apresenta resultados de
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exlsténcia e unicldade local. Malores comentarios sobre estes trabalhos
poderdo ser vistos nas Introdugfes dos capitulos I e II.

A questBo da regularidade da solugfio obtlda nos teoremas de
existéncla local ndo & discutido em nenhum dos artigos anteriores,
salvo o artigo [28] que discute s6 a regularidade da solucfio no tempo
infetal ¢t = 0,

Convém fazer netar que os unlcos artigos que apresentam um
método “"construtive", bageados na chamada formulagBo semi-Galerkin
sspectral sfic [15] (no casc des molucles f{racas) e (28] {no caso de
solugbes mals regulares)}.

Estudo de estimatlvas de errc local (andlogas as de Rautmann
{231} s8o feltos por Salvl em [25]; porém, ele nfic obtem estimativas
com itaxas obtimais. 0 caso de estimstivas de erreo uniformes no tempo
{andlogas A de Heywood [12]} também s8o discutldas em [25]; naoc
obstante, seu argumento contém ur erro essencial (mals comentéarios
sobre isto sfo feltos nos capitulos IV e V).

2 nosso  trabalhe aborda todas asz  questdes mencionadas
anteriormente. Az técnlcas por ndés utilizadas seréio "construtivas”, uma
vez gque esiaremos Interessados na obtencfo de estimativas de erro. Uma
breve desericBo dos capitulos 4 feiis a segulr.

No primeiro capitule fixaremos a nomenclatura e 08 espages a
serem utilizados; daremos uma formulagBo forte no tempe e fraca no
espagoe no sentlido de LQ(Q}) do sistema (0.1}, (G.2}; apresentaremos um
teorema de existéncla local. Ele gerd provade via as aproximacgdes de
geni-Galerkin, obtendo~gse estinmativas  independenies de aproximagdo,
passando logo por métodos de compacidade A solugBe do problema;
obiem-se tambén uniglidade e convergéneclas, bagtante melhores gue a
obtida no trabalho [2B8],

Ho capitulo 1Ii, a partir do tecrema de exlisténcia leocal,
deduziremos alguns tecremasg de exlsténcia global; no caso bidimensional
sem hipbéteses suplementares e, no caso tridisensional lmpoendoe algumas
hipbteses suplementares. Obtemos assim  resultados an&logos acs

conhecldos para as equaglen de Navier-Stokes usuals., Em certo sentido
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og nossos resultados sBo melhores do que os citadeos anterliormente; uma
comparagic mals detalhada com tals resuitados serd feita na introdugio
do caplitule 2,

D terceiro capitulo sera dedicado ao assunto da regularidade
da sclugle e, pelo gque sabemos, apresenta ¢ Unico resultade desta
natureze exigtente na  Iltersaturs  para  fluldes nfic  homogéneos
incompressivelis.

Ne quartc capitulo estudaremos o erro local das aproximagies,
obtendo-ge estimatlves de erro com taxas obimals.

No altimo capitule, discutiremos a quest8o da possibilidade
de oblengfo de estimativas de erro uniformes noe fempo., Una estimabiva
deste Lipo pode mer cbtlda para solugbes estévels em um certo sentlido
(a mer precisada no capitule V), e, como no caso local, obieremscs uma
estimativa conm taxse otimal.

Finalmente, gostariamos de fazer a seguinte observacio:
poderiamos tentar melhorar os resuitades dos capitulos I, 11 e 11T no
sentido de relawar as hipéteses sobre o borde & a velocidade inicial;
porém isto exigiria utlilizar poténclas fraclonarias de certos
operadores e teoria do potencial, per slmplicldade, preferimos ndo

fazé-lo neste trabalho.



CAPITULO 1
TEDREMA DE EXISTENCIA LOCAL, UNICIDADE E

CONVERGENCIA DAS APROXIMAGOES

Nosso propdésito neste capitulo € » apresentaclo de um teorema
de existéncla local no  tempo, via a téenleca de aproximagio
Seml-Galerkin Espectral, & qual nos fornece solugdes fortes no tempo e
fracas no espaco {no sentido de LE(H})‘

Provaremos também a unicidade local, assim como a
convergéncla das aproximagdesz em sentidos bastante satisfatérios.

Gostariamos inicimlmente de comentar o artigo de Salwi [281.
Neste artigo ele utiliza a mesma técnica de aproximagfio {Semi~Galerkin)
por nds utilizada e, além disso, apresenta um teorema de existéncia
ipeal similar, porém nmals fraco, do que © nosso. Varias das
estimativas preliminares foram obtidas por ele de forma independente (e
anteriorsente}.

Um reparo, porém, deve ger felio no seu enunclade do Teorema
de existéncia local: ao acrescentar a forga externa & necessario
acrescentar a hipdtese | e LQ{O, T, Hi(n]), para que seu argusento
cantimie valido.

Apesar desta coincidéncia parcial, gqueremos ressaltar gque os
nosses argumentos divergem do dele a partir de certo ponte e s8o mais
adequados em varios sentlidos: exploramos mals adequadamente o falo de
que a bagse de fungdes utllizada ¢ a base espectral associada =ao
sperador de Stokes (fato que Salvi ni3o explora). Desss  forma
conzsegulmos mostrar, sob as mesmas hipdieses, uma regularidade malor da
soluglo, conseguimos verificar os dados inleliels nas mesmas normas dos
dados iniclals e, além digse, obtemos, a convergéncla das aproximagbes
em sentidos, bastante mals fortes do que ele. Também, as nossas

técnicas sido adequadas 4 andlise de estimablvas de erro, como também



para provar presultados de regularidade. Iste sera felto em capitulos
que se seguenm. Por estas razfes, também por clareza de exposigio e por
seu uso futuro apresentamos, a nossa demonsiragdo de forma completa
neste capitulo,

Recordamos em primeiro lugar alguns espagos funcicnals
clagssices que serfio utllizades alravésg deste trabalho. 08 mesnos
simbolos serfic utillzades para denotar os espages de campos velorials
reals definldos sobre @ . A norma em L°(Q) serd denotada por I, e as

normas nos LP (@) , 41 p ! quando nic houver confusfio, simplesmente
L

denctaremos Lp(ﬂ}, por Lp. para qualquer p € {1,»]. O produto internc
en LB, se denotard por (...).
Guando E & um sspago de Banach Lp{O,T; E} denotard o espago

de funcgdes g, fortemente mensurdvels scbre [0, Tl com valores em E tal

que
T 1.2
P
(-2 £ j ggltin at <+ w 1%p<w
LPro, 1, B) E
&
tgh g2 ess sup Hg{t)l <=, p=oa;
L {p, T; E} t g [0,T] E

no case gue E o= LP(q), tem-se
tPeo, 1 Py = tPuo, 1l x @
para pe [ 1, o 1.

Ck(iO,T]}; E} & o espago de fungbes as quals sfe k-vezes
contivamente diferencisvels sobre [0,T] com valores em E e guando
¥ = 0, omitiremos o indice. A norma € definida de maneira obvia. Se
E =R , denotaremos por Ck([ﬁ,T]}.

]P

'lac{Q) denotard o espago das fungbes g € LPm para qualgquer



subconJunto compacts D de {4, analogamente define-se LSLCEO, T; El.

c™%f) denctara o espaco das fungbes m ~ vezes diferencia-

veis, com derivades de ordem &, 0 < o < 1,

Hm’p{ﬂ) denotard ¢ espago de Scobolev usual, no caso p = 2
usaremos a notacBo stander: WA = 1M,

H;(Q} & o subespage fechado de H gue tem o valor na
frontelra igual a zero { no sentide do trage }.

C:’w{ﬂl denotara o espago das fungoes g € C:{ﬂ) com
divergente nulo, o fecho deste espago com respeifo a Lz(Q} @ Hi{ﬂ},
serao denotades H e V respectivamente.

Pode-se pirovar que
V={veHl(n /divy=0}.
Além digso pode-se mostrar que
L) = H e G(0)

onde G(Q) = W'= {¢ / ¢ = Vp para algun p € H'(Q), Vp e LX)},
Denotando por P & projecgso ortogonal de L%(5) sobre He A =
~ PA com D (A} = Hziﬂ) n V{o chamado operador de Stokes), tem-se que a

squagae (0.1} , transforme-se em :
P{p(ut + ufu ~ fl]) + Au=0,

Agora multiplicando por v € H e integrando sobre 1, obtém-se
{put, vl o+ {puVu, ) + (&u, v} = (pf, v},

Assim o problema (0,1}, (0.2} transforma~-se em achar u & H
1,0

epeW {(2x {0, TI) solugdes de

li

(put, v) + (pfuVlu, v) + {Ag, v) {pf, vl ¥v e H

il
[

dp + uVp



0%

uix, 0}

f

Ub(XE v pix,0) pq(x}

ag o x 10,71,

i
o

ng
i

u|E

Ubservames que esta formulagao do problema € uma formulagio
fraca no espago e forte no tempo.

Antes de apresentar a formulagdo de Semi-Galerkin do problema
{0.1},{0.2), baseada na formulacdo anterior recordemos alguns fatos
associados ao coperador de Stokes A

£ conhecldo que o operador de Stokes A: B0 A V 5 H define
sobre ¥V { H um operador definido positive simétrico gue possul uma
fnverse compacts {Teman [28}, Ladyzhenskaya [18], Rautmann [231 ), logo
ele possul uma sequéEncia {Ak} de autovalores positives Ak > 0, hl s 32

< ..., com A, -+ mguando k 3 o ¢ ag correspondentes autofungdes

k

{uk{x}} formam um sistems completo ortonormal em H . Além disso, as
N » 3 1/2 k
autofungbes W {x] f(lk] e w (X} 7/ Ak formam um sistema

completo ortenormal em V {dotado do produto interno (Vu, ¥}, u, v & V}

e H(GD) f1 vV {dotade do produte internoc (Au, Av), u, v € H(Q}},

respectivamente.

Também temos que ge 80 é uma c™ subvariedade de R'{n = 2 ou

3, m = 2}, entfio ag autofungdes uk{x) pertencem a Hn).

Seja P, o operador de projegao de L%(0) nos k-ésimas auto-

k
fungdes { wi(x),..., wk(x} } de A. Entao as solugoes do problema {0.1)
e {0.2) pode ser obtidas utilizando a aproximegao de Semi-Galerkin,

isto &, aproximagzo de Galerkin

k
Uk = ) C?(t}wi{x)
I=1



Sobre a veleocldade e uma aproximagdo Infinits dimenslonal pk

sobre a densidede, solugdo de equagido de continuidade

Pi  u 9N = 0

o RIS P (x).

Pare oz k -~ coeficlientes desconhecldos C?(t) = (uk, wl} =

uk{t,waiix) 4 x temos ¢ sistema de k egquagdes diferenciais e k
f1
condigoes inlciais

P + W ru-f+avf=0
K t
Pku{O) = Pku =
Assim o problema eproximado £

(1.1) PPN + ufvd £y + A0S = 0

{1.2) p: v FopX = 0
(1.3) P u(0) = P u pR(0) = p (%)
) k Ko : o )

As equagSes acima constltuem um  sistema de equacdes
diferenciais ordinarias para o qual vale o teorema de existéncia local

e unicidade de solugles. Assim, para cada k € N existe Tk *G tal que

(uk, pk) & a {nica solucgdo do sistema no intervalo [0, Tk}‘ isto sera
detalhado a seguir, além disso, as estimativas a serem provadas nos

lenas que se seguen, mosiram que podemos tomar T > 0 tal que (uk, pk} é



a Gnica solugdo ne intervalo {0,T],

Teorema 1.1. Suponha que Q é dominio limitado em R® ou R° com borda o8
de classe Cs, u € Vn Hg{nl » P, € w’””(n), o S pQ{x) s Reocomaue f

constantes positives, 0 < T <tw e f e 120, %, wim), ft &
LQ(C!,"T"; La(ﬁ}). EntBo existe 0 < T 35 ¥ tal que o problema possul uma

intca solugdo forte { p, u ) sablsfazendo

p e WD, T] % 9),

u e CUO,TH KW@ a V) n L%0,T; BYHa)

F-E

A L210,T1 L) » LPoo, 1 %))

) . a3

u e clo,Th L3ay n V) n L2(0,T; % (m)

n Liw{o,'r; ¥y a P, 1 17%a)n

o

n LY (0,T; BY{O)
L.oo

2 2
Uy € LLo::(O’T’ LYY V),

para o qual € > 0 e 1 < p < w.

Além disso, a3 aproximagles (uk, pk} de Semi-Galerkin

sspectral convergem pars & solugdo {u, p) nos seguintes sentidos:

u* &> u forte em LP{O,T; 5 (0))



uk 3 u fraco em Lfoc(O,T; HS(Q}J

ut oy fraco em LQ(Q,T; H %))
k w 3

u, -+ u, fraco em L (0,T; H (8}
(A > Loe

ui +u, fraco em Po, 1 B ))
k -4 2

u_ - =+ u, fraco em L. (0, T; H(G}H
A L Loc

uk + u,. fraco em L2 {0, 7T inﬂl)
Lt tt Loc ™~ °F

o 5 p en LP(O,T; ¥ () 08y <1

?pk + Vo frace - * em L™(Q x [0,T])
k o
Py Py fraco - * L7(0 % {0,T])

A demosntracao serd felta em virias etapas.

Lema 1.2. Sob as hipbteses feltas, existe unm T, > G,

T, = T. tal gue as aproximacoes pk, u® satisfazem em {O,Tll:

(1.8) « = p~ =

k.12 k.2 t ko=
(1.5) 1Y% ) + L wouiPdT = C ;

k a t k.isz2 k.2 ¢ k 2
(1.8 400 (L® + ¢ L o) ufi®ar + ¢ L Ipaun 2dr = P()

-1



t

(1, 7) 1?4 I TN
t o

tﬂgdt < G(t):

(1.8) WpAuRten® = H(t)

(1.9) 15 (t)e 5 K(t).

onde as fungdes F(t), G(t) s3o funcles cont{nuamente diferenciiveis com
respeito a t € {O,Til, H(t} e K(t} sd8o fungdes continuamente diferen-
ciaveis com respeito a t e [O,T1] e continuas em ¢t = O. C:'Cz 30

congtantes positivas independentes dos dados inlcials,

73

F
= 2 ) 2
c, CBJ; nfu%ar « ip u i

Prova. (1] Podemos expressar a solugio de {1.2) { supondo uk
conhecida) como segue: (Métodos das caracteristicas), consideramos

as trajetorias da particula

{1‘10) i}_’ = uk(t.}’)
dt
y (0} = x

Se yi(t} denota a solugBo de {(1.10), entEo
(1.11) pfit, 1) = p(y5(1))

usando (1.11) em {1.1) nos d& um sistema de equagbeg diferencials ndo
lineares gue possul existéncia local; & dizer existe Ti > 0 tal que o
problema {1.1) possui solugdce Gnica. De (1.11} é obvia a estimativa
(1.4},

(11} Se multipllicamos (1.1] por v & Vk = g wi,.,,,wk >, temos



{1.12} (pkut,v} + EpkukVuk,v) + {Auk.v) = {pkf,v}.

Colocando v = uk na expresio aclma, multiplicande (1.2} por

[uk[2 e somando as expresoces obtidas, chegamos a:

K2

k 2
d k(u} k k {u) au - k., k
dr nﬁ ax + ‘[ g 3){ u 5 Jdx + Jng [6»?3 ] dx = J;lp fus,

e dizer,

d [k (u ) ¢ r k. .k
St dx«t»_[g[ ]dx-«fﬂr:fu,

tendo em conta que div uk = . Assim

2
i

K, 2 t k42 L
f pk igﬁ) dx + f J [ gH“ ] duds = J I pkfukdxds + f e 23
Q o2 *y o'n o °

Usande estm identidade e [1.4) obiemos a exlstencia global

{em t) e

U & linitada em L2(0,T;V) n L™(0,T; H).

{iii} Vejamos » seguir'a estimativa (1.6). Fazendo uso da desigualdade
{2.24) do Kim {[15], temos

(1.13) a nvd's? v ¢ i (") Puh® v C ipadi®

at t
2 k. 10
£ CHFIT « C Vel
3 i

onde C&. C& sao constantes positlvas que so dependem de 3 e 8, C1’ C2



sio constantes positivas independentes dos dados

desigualdade se deduz em particular que

(1.14) a 1vd1? = cg;swku“}

dt
Clarsmente se tem que

2
+ Caﬁfﬁ .

{1.15)} ||Vukn{a) < Ii?uoll

iniclals.

Deska

k
pois { W} sBo ortogonais em V e uk(D) = anEOJHR, onde an(O} #

n=i

(ua, W) = {an,Vuo},

now i ®

Agora ocupando o lema 3 de Heywood [10] com ¢{t) = ﬁVukﬁ,
$(0) = iiVuQiia, ¥(t) =0, gls) = s°, J(s) = Caiifllz, obtemos

BedHZ(t) € F(t, 1Vuol?)

para t € KO,T{H?QQHQ)], onde F(., HPuoll?) & a solucao do problema de

valores inlcials
Fr(b) = g(F(t)) + J(t)

F(0) = ¢,

e {0, T(HVuanz}} & o malor intervale no gqual a solugdo pode-ser

continuada. Para simplificar a notacso de agora em diante colocamos

T = T{§Vu 1%,
1 [+

Voltando = {1.13), obtén-se:

£ :
1vakn®ee) + c, I ™) 2l + ¢ J' §PauH 2ds

10



¢
stvuFnZ(o) + J' Flt, "2u0"2}5dr
A]
t 2 2.5
s 1vu_1%(0) + J' Fr, 1w k®)%ar
&

em vista de {1.15}, a estimativa aclima valendo pars qualquer t € [D, TI},

assim obtem~se (1.8} com

¢
F(e) = nvuu® + IF(": ,lfauoiiz}sdr.
3

iv) Derivando a formulagdo fraca da eguagdo (1.1) com respeito a t

obtém-se:

k) ko k

{(pkut o v R v - (Aui,:. v) = {(pkf}t, v}

1
¥ ve <w,..., W 2
.k
Colocando v = U temos

k

k k k
HVuiHE + ((pkut}t, ut) = ({{p f)t, ui} - {{pu VukEt, ut),

Obgerve-se que

-

155, w1 s 1s, w1+ 165, WL

Por outro lado,

il



KooKy, Lo k k.. Kk
e f, u)l = | jndiv{p u)ful|

= ;J P ufu | + ;f P ut vy
f 0

k k K k k k
s llp 8wﬂu_H4HVfHHutH4 + Il Ky HiﬂfH4HVUtH
L. L i i L L
= ceizcs}auvuknzn?faz + e uvuina.
onde U gd depende de §1 . Assin
k K k, 2 2 = 2 k.2 . 1. k.2
e F)y, utll = E1HVu WTBUFET + CHF N7 + eVu ™ + 5 Bu,ll

onde C1 = CI(C, B, Cs} e Cz = Ca(ﬁ}'

Também

k k k k k k
{{p ut}t. ut} = I {p ut) u, = I
2
8,4, 2
= -~ I div (pkuk]ufut + J pk _1WE1#
2 a

- & I pkuk? {ukuk] .
2 a tot

11 kk_, kk, _ k k_ k k
5 I pou V(ututi = f pu Vutuﬁ

iz



ko k
o Hthﬁgﬁubaﬂngl

i L L

A

A

k K k ¥k, 14 K, 34
Chip EWHVu HﬁVutE { ﬂutﬁ uvuﬁu }

csuvukuaufa““MVuiﬁ“*

A

kﬁanufﬁa + g ﬁ?u?ﬁz

1A

CE{CB}SHVQ

ks k2 k.2
] IIutII g il?utii

iA

§3HVU

onde C:s = C3 (B, C(q}, CE} > 0.

Tarbém temos,

( pkukfmk) L= piiukVuk + pkukt?uk + lol'cuk'(?u&:‘h

]{pkukvuk, uk}l = | - Idiv(pku'k}ukVukuk]l
t t 0 t
= | J' pkuk‘»}‘{ukVukuié)l
£

s | J pkuk‘?ukuicl + | J‘pkukukvaukuigl + | jpkukukvukVufi
19 ¥4 £

i3



P Eiii?ukiiiii}%ukiiz y3e ||=.?uf:'u2

k k, k k k k,, K. 2
| (p W Ve, u) [ o= et 4Ty Wi
L L
" CBHVukHHuiﬁifgﬁ?utﬂafa
4 k.4, k. 2 i k.2
= (CBIHVU # Hu H” + 5 BYud
kK kK, k k k s k. . k
[{p"u Vu,, “t)l % lp pmnu R E NN
i i L
s CRUVGSHI vuifu i ult‘n 1y vuff;z 374

5 CeccaEQHVukﬁaﬂufug + g gvufna

onde 55, ﬁi s4 dependem de Q e B.
Logo escolhendo € < 1712 , ebtem-se:

k N
o« clstv%ﬁ £c, T ud,

& kasz k
Gt e V7" u

. K
X - c, tpad i

ode 523 533 5‘ sao constantes positivas que dependem 50 de R, B, vatﬁ

HE N e sup Hvukﬂ, e‘ﬁi & uma constante que n3o depende dos
0=t = T1

dados inicials. Agora inltegrando a desiguaidade anterior de O a t

obtemos:

14



t
(1.18) if{pk}“zufuz s & J‘ Wuifuzd-r
3

¢ £
<Gt + 0 J 1 nPar + I iPau®inar + 1 (5 Y% 5i%0)
2 3 t ¢ J £
=t o+ EFL) + & By + siufon®
2 3 4 t

Far outro lado,

sipk)lfgufuﬁ(o) = { 1) 2w (o) + npadkico) + ﬁpkfﬂ{ﬂ}} nufﬁta}.

Consequentenente,

(1.17) nufutui » (opnead®n (o1vdku (o)« 1Paui(0) + prs(oIN}

Rir

R v

(CBITu t1 + uPAUNI(O) + WPAUNI(O) + BUIFN(O)N
[z}

Loge, para ter uma estimativa uniforme em k do walor inlcial
ﬁu%ﬁ(ﬂ], precissamos em vista da desigualdade acima, uma estimativa
uniforme em ¥k pars HPAukH{O). Recorde-se gue u € Hziﬂ) n ¥, e que as
autofuncoes {wn(x} formamn um sistema ortogonal neste produto interno,

pelo qual fazendo use da desigualdade de Bessel conclul-se gue

{1.18) iPAGSY (0] = BPAu

18



K "
Ja que W (0} = T Cn{o)wn, onde
¥y

{Pﬁuo,P&wn)

k 1
Cfol={u, wie=
n ° HPAW T2

Logo voltando & (1,17}, tem-se, fazendo uso de {1.1B) que

ﬁutﬁ(ﬂ} €

82 fim

{ BCﬂguaﬂﬁPAunﬁ + ﬁP&uc + B (0) }

#l
@

Consequentemente, voltando a (1,18}, vem que

k)1x2 kiz

u, ¥

§{p t

t k 2
s C f it Vuh at = G(t)
[s]

onde Git) = 52t + ﬁaﬁiﬁ} + 64?(t} + B a. Claramente G{t}] satisfaz o

afirmado no lems,

vidgora vejamos {1.7). Colocando v = - Pbuk na formulagBo fraca de
{1.1) obtem-se:

1PAUH® = { ﬁpkufu + 1R+ 1055 } Patl,

de onde

k K k k K, Kk k
HP&QIH s Itp Hmﬁutﬂ + Hp HmHu Vu't + lp Hmﬂfﬂ

L £, L

i8



Por cutro lado,

B v s gi ukitsii v .

L L

s peivuky { o e U R T }

s oty ¥ rad ™ + canvdn

2
% % PALSH + {sz Hoan + crvdn®

(1.17)  6PauH = 2 BIvei® + (CB)2va i + 2 gigl + 2 ,@nuf:zz

I/ 173

2 gF() + (CBIFF(Y)

H

+ & BHfH + 2 RG{L)

i

H{t).

pelas estimativas (1.4), (1.8), (1.7), C » O constante que depende so de £
{vi) Por uma desigualdade devida iniclalmente a Niremberg [Veja [1]],

temcs

b = eI Y e )
w 8 5 o

L L L L

2 s e Y 5 v

174 174 i/

s ¢ Bt HeeyYt o B

17



#® K{t]}

em virtude da desigualdade de Sobolev e ag estimatlvas {1.8},(1.8}, As

afirmagdes feltas sobre F(t), G(t), H(t) e K(t) sBo claramente satls-

feitas. u

Lema 1.3. Sob as hipdteses feitas as sproximagSes uk, pk

gsatisfazen em [0,T'), T = T1’ as segulntes estimativas

k

(1.18) eIl = Ut} (2 s r =86}
Lr
b K
{1.20) j iPAVG lldT = V{t)
fu3
N N
(1.21) f 1vu_dv s Vi)
[} L

para todo t & [0, T'], onde as fungdes W{i), V(t)}, V(t) sdc fungdes

cont{nuas em {3, T ] & diferenciaveis em {0, T’ ).

Prova. Derivande a eguagso (1.2) com respeito a Xy

i =1, 2, 3, obtém-ge:

3 3 k
(1.22) & EE}E - . K 8 Qéﬁ _ i{ié; ?,Bi
i ! :

pars cada 1=1,2,3. Agora considerando r > 1, e mulfiplicando {1.22} por

8x

[ 8 k ]r—z e Integrando sobre Q ,
i

i8



ou equivalente

r—1
so” || 80"
3 6x1 axi
%
6pk.
3 ﬁxi

k r 3

Lolbe jeet i o o _

r at 6xi J ax

Q 1 j=1 J

3 .k
"J Zau‘j apk][apk
8x ax g%
g j= t 3

para cada 1 = 1,2,3,

3 k
a
= - J Z Y1 ap [

a% ax

a9 Y
Somando em o= 1, 2, 3, obiém-se:
1 4 k.r k kr
= e 1T ﬁr‘ < CiYu IimIIVp III‘r_

18




k

< CIPAV IIYp il

L

com notagao obvia, ou equivalente

(1.23) L Vpkﬁr < EHPAVukHﬂVpkHr
L L

dt

Por outro lade, observe-se que

Pk(pkut + pkuk?uk - adk pkf) =0

K

é equivalente & existéncla de & € C° {0, T; V),

g e C°0,T; BHQ)) com:

¢k[t} € % wl, e wk >i, Vpk e vt

para cada t € (0,7}, onde AY indica o ortoegonal de A em LZ(Q}; tais

ue
pkuf + pkukVuk - auk + ¢k + Vpkf,
Agora derivando esta expressio com respeito a L3y chtemos;
k 6uk k k
dp uk 4 k"t + ap ukVuk + k 8u Vuk
ax, &t " P 3x ax P &x
1 i i i
k X k
LT SN Y Y
i i i 1
. %S, koar
é 1 Bxi
k

20



Fazende o produto da equagfio acima com - PA ggw para
i

i =1, 2, 3, e somando en 1 vem gue

(1.24) apawati® = - (0p%s, Pav) ~ (pXuf, Pav) + (pFuRudX, PavdK)

+ (pkukvauk, Pﬁvuk) +* (VpkukVuk, PAVuk}

+* (kauf, P&vuk} + (Vpkuk, Ph?uk) + (?zk, P&Vuk}

+ (WvpKy, PavA) + (v(9p%), PavdS)

s 4 uvee i+ 0% nvaienveSi i vd
rots w t r ]
1. k. L i L
o 1pFn oFvREE o™ nwd v« 0veSe
[ -] r a3
t. i L. L
+oup®y woen b oipavd®s
Lm
onde 1 + 1 = 1 (3=prs86), Jaque
5 r 2
(96", - pavX) = #5pavd®) + I eFdivpavd® = o

380

(veup®y, PavuX) = (P(v(up®)), avd®) = (0, avd®) = o.

Consequentemente:

(1.25) yPATEI = CHVpkHP { ﬁVu:H + KLY VR(L) + wug }
L

21



t

¢ B { v« ket viIcL) + s }

tendo em conta ¢ lema 1.2, C 26 depende de 121,

Agora, substlituindo esta Glitima expressfio em {1.23}, temos

d k meo, KB k
ar 19e ir = Ci¥p SP { WVu il + KOt} VHCE) + 19fH }

+&m%ﬁr{nm§n¢xm) (t)+H&)+nwu}
L

onde C s6 depends de .

Logo temos:

d k k. 2 k
Eg.uvp Er & { ivp ir + §Vp ip } $lt)

onde ¢ {t)} = max { ¢ { uvutu s K(t) diCe) + nosn },CB { nvutn

+ K{t) vﬁ(t} + H{LY + Iwf }

Colocando Z{t) = ﬁVpkﬁr{tJ,a expressic anterior

L
transforma—-se em:

BYARA
at

s {2(£)% + 2043} #(t)

s 2 206 %0(t).

Se conslideramos a equacio diferencial

22



dy{t)

3 2
3t = 2 yitlegl{t)

y{0) = IIVpoilp,
L

vemos que 2(t} = y{t) em {3, T'), onde T' & o malor intervalo de
exigténcia de y{t}.
Observe-se gue a equagio (1.28) pode-se resolver em forma

exata, sua solugho é:

KVp
Y(G) OLI"

1—2y(0)§:¢(r)dt 1~21 Ve}@‘ £}¢{t]dr.
L

y(t} =

Tambem notemos que 0 < T' % T. Tomando U{t) = y{t) obtém-se
{(1.18). Para o caso 2 =% r = 3, basta observar que sende f1 limitado
tem-se L(0) € L7(Q) & L*(5) com inclusdes cont{nuas.

Voltande a (1.28), temos

HFﬁVukﬁ s CU{t) HVuSH + K{t) Vﬁ(t) * vaﬂ}

t

+ g {H‘G‘ukll + K(twﬁ{t) + H(t) + uv;;s}.

Assim, pata L = T,

t &
L:zpﬁvuki:dr = CJGU{*::) n?u‘gu + K(r)sfﬁ(«c} + nv,rn}dr

t t —
+ H{LWui‘;zm + L{K(‘r}\/ﬁ?r) + H(T) + iin!I]d"c}

t £ t
# el " ([resgre ™ » o fecorhin s vl

23



t _ 1/2 t
+ B[I;ﬂvutﬁzdx] £ 4 ng{z}vﬁ{r} + H{t) + NOfR)dT

L 172 t
= C[I u(rszdt} VG(L) + CIQ[K(I) () + H?fﬂ]dt
o

t
v plolt) tV% 4 f [K(t}fﬁ{t) + Hit) + anﬁ]dr
2 V(i)

Disto conclule-se gque

t £
f HVukadt < C J yPavuNlidr
o L o

s CV{t)

= ¥(t),

pars tede ¢t & |9, T'). O que completa a prova do lema. s

Ubservagac. 1.4. Da desigualdade (1.25), pode-se concluir

que:
npavei® s acuie)? {ﬁvufnz + K(£)%Ht) + uv;nz}
TS aniaz « K{E)BH{L) + HI? + §V§H2}4
Assim para t 5 77,
L k, =z L 2 k, 2 £ 2 2 2
I;HP&Qu 1247 s SCJQU(t) ivufar + 3cj;uir3 (KC)%H(x) + n1vfid)dr

24



t ) t
+ 43?[ HVuzuzdt + 43?[ (ECe)®ln) + 10e)® « hofi®iar
5 0

= (3¢ sup  Ul}® + 28%6(1)
0=r=s T

t
+ (scf UK o) "HEe) + 1951 %) ae

t
+ 4$2J Ul) 2k (e )28y + 19 Par

para tede t € [0, T'). Conseguentemente

t
f 19 %ar s oV (6) = V(&)
sl ;) 1
o L
para todo t € {0,T"). Assim se t > t, obtém-se:

b Y 5
J iouE dr - J avakl dr = f avun g

-] o o]
o L. o i t L.

1A

172 £ k. 2 ir2
(t «~ %) [ J #%u i dr]
2 1 0

[+] L

12 6 -
{t2 - t1} iit}

7.3

/2

A

K{ta - t'xj

onde X =



onde K = sup V(L) »

De agora em diante conslideraremos 0 < T s T° = Tz

Lema.1.5. Sob as hipdteses feitas, as aproximacSes pk

sat isfazemn:

£
(1.27) ll‘\?pkilm s CIVp § exp {J' Hva (o dx }
L i o A

e CHVpQ Hmh(t)
E

K K bk
(1.28) Hptiw < CHVpeﬂwHu Il _exp { f 1Vu {t)ﬂmgt }
o

L L L

= Cﬂ?pﬂﬂmj(t)
L

onde C sb depende de Q &

hit}

14

axp vV o(t)

i

Jt) = K{t} exp V(t)

onde V{t) = K(t) s80 as mesmas PungBes dos lemas 1.3 e 1.2 respectiva~

mente.

Prova., As estimastivas {1.27) e {1.28) s8o feitas do mesmo
mode que em Ladyzhenskaya e Solonnikev [17, Lema 1.3], com as

modificagfes correspendentes. ]

A seguinte observagio serad necessaria npas proximas

estimntlvasg:

25



Observagac 1.B. Suponha que f(t)} 20, glt) =20 e

¢
f fls)ds = g(t)

onde g(t) é finita. EntBe existe uma sequéncia € a’ tal que

Enfien) 2 0 guando n 5 o,

De fato, suponha o contrarie, é dizer que exista

§>»0eC >0 tal que para tode ¢ € [a,8]: £f(¢) = C. Entdo

ma-&t
+ = ¢ log n {L~a) =
&=
a+5¢ a+3
j E:a L dtf fislds 5 g(8) < + w, 0 que ¢ sbsurdo. %
a 2

Lema 1.7. Sob ns hipbleses feltas, as aproximagdes uk

satisfazem:
t k .2 k 2
(1.28) f eleug 1%ar + o(t)Ivu® = N(L)
[x3
. k.2, ~
(1,39) et INPAVL 2 (L) = F(L).

¥t

onde e{t) = min{t,1} e?", sendo y>0, N(t) e N(t) funcdes continuas em

10,T] e diferenclavels quase sempre em [0,T1].

Prova. Derivando a equagaoc {1.1) com respeito t e

colocande v = utt, ocbtén~se:
k.12 kK 2 1 d k.2
H{p) uttﬁ Y3 5 HVutﬁ

27



. {.K k., _ kk.k kk,k _ kk_ok kk Kk
a {ptf + p ft pLu Vu p utVu puVu - opu, W,

k.2 2 k.2 2 k.2, k. =2 -1
5 Cg{nptiwufﬁ + lip iw“ft" + Hptgmﬁu EmHVu il

k.2, k2 k k2o k2 k.o k.2 k2
+ llp™ ﬁutum§HVu II8 + lp Hwﬁ?utﬁ + ﬁptﬁwﬁutﬁ } + 8 g "uttﬁ
L L L
Com o qual
cius 1%+ 1 d 1w
2 dt

K k

8 2 2 v

= C{ﬁp:uifnz+ 1p5n 15, 1% nptﬁiuPau
L L

L

k

k 2
N I

u 2
+ ﬁptHLmHu N

uz} s cnpkufmﬁPAukuaﬁvu

s C{ﬁ?p k22000 58% + cpfug a® o+ nve PR HFW
oLw t aLm

+ H?pOHiJgft}G(t)} + CSZH{t)HVutuz
i

b

Colt) + CB2H{t}KVu§§2

em virtude dos lemas 1.2, 1.3 e C é uma constante positiva gue sb
depende de ¢« > 0.
Agora multiplicando por of{t) e Integrado de & a t {€ > 0),

obtem-se:

¢ k .2 t kK2
c,[ et n®ar + 1 [ olw) d wvuiar
e 2 Je  dt

28
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t L.
s cf w(Tidr + caej H(T) 19ur T
€ [=3

= §(t,e]

Por outro lade, o’ {t) exliste em quase todo ponto, pelo qual

t t

[eto ¢ wvafiter = aenwafi? - etenveii®e) + [ o (vt
a v t t t
€ dt €
Consequentenente:

£
k .2 k. 2
Cijewit)ﬁuttﬁ dr + + o{1) d ﬁVutﬁ

dt

t
5 ¢(E)§VU§§2{63 + f;w'{r)"?u:"zdt + Flt,e}.

Claramente quando € > D+, temos gue

t t

.- kK .2
fﬁ«(r}ﬂuttu 4t < foatt)ﬂuttﬂ dr

¢ k .2 t k =
J o’ (117 1%t 5 j o' (D) VU e
& [+

Flt, &) -+ ${t,0) ;

Ja que § é continua em £, Também temos pela nota 1.6 que

ﬁie}ﬁVukﬁg(e) » 0 guando € > 0",

t

29



Assim:

L ko2 k .2
Cifﬁw(r}ﬂuttﬂ dr + o{T)iTu i

1A

t
j a'(t}HVufuzdr + §(£,0)
£

"
= sup a'{r}j H?utﬁ + §{t,03
G=x1t=st o

i

= ( sup o' (v)IG{L) + Hvp u? I o(t) 2o fiPde
0%t st %Y

£ ¢
+ caaf w{t)ﬁjtnzdr + Cﬂvpoﬂzj o{t) FoE(DF () dr
< L oo

t
+ Chvp iizjl U{T}sz‘t}(}{‘r)d‘t + C{32{ Sup o{r JH{t)IG{L)
A 0=sT=t

& N{t}.
Claramente N{t) satisfaz os regquerimentos do lema.
Para a segunda parte do lema, observe-se que
1PATLH? = Cﬁ?pkﬁiﬂfﬂz . Cﬂpkﬂzﬂ?fﬁz . cupkazuvukuznvukuz
L L L L L

+ Ol i 20 i Zv R E CﬁVpkHz Euknz Hoai® + cipi? avu

L L L L L

k.2
tﬁ

+ cuvp’n? uufﬁa

L
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para cada k= 1,2,.... . Assim

t
BRie, %) - 30, = I i;u’észdt < Ct
fr )

de acordo com o lemal.2. Agora passando ao limite guando k converge

para «, cbtemos
Bu{t,x) ~ uld, =)} = Ct
de onde fazende 1t zonergir a 0+, obtem-se {1.38),

Para fazer {1.37}, observemos que ¢ suficiente mostrar que para

cada autofunciic wk(x}, tém—-se:

j {Vult,x} - Vu(ﬂ.x)}?wk >0
{

quando £ » D+.

Temnos

#

1
|jﬂivm,x) - Yul0,x)) VWS dxl z]‘o gt{?u, 7y |

il

ta
[I (u,, PawS)dt ]
o

g £
1 2 1 k.2
s 2 _[ u, 1Pde + 3 f ipav i 2ot
{ fi]
Ct 1 k,2
= 25 e 2 uPad®
togo, quando t 3 01, obtém-se o pedido. .

Na realidade a convergenclia anterior pode ser provada em
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A, adaptando~se um argumento de Heywood e Rannacher [13] para o caso
da equagdo de Navier-Stokes usual.

De fate, temos:

Proposigae 1.12. Sob as hipdteses feltas,

{1.38) 11m+ﬁP&u[t,x) - Paul(d,x3l = 0
130

e consequantemente

{1,348} lim+ﬂu

{t,x) - ut{ﬂ,x}u = ],
£30

t

Prova. A formulacic fraca da equacio (1.1} é

{pkui, v) o+ (Vuk, Vv) + [pkukVuk, v) = (pkf, v}

1 K
para qgualquer v g <w ,...,W »>.

Colocando v = Pﬂut, obtém-se:

k. k
14 HPﬁukﬁa + H(pk}1X2Vukﬁz = {pkukVuk - pkf, PﬁukB - ukVp Vu
2 4t t t q i £
4 R, - o8, Pad®)
gt
- {pkuk?uk + puukVuk + pkuk‘\?uk
(A 4 k4
k k k k_ok., k
- ptf ~ P ft, FAyg™) = uth ?ut4
{1

Integrando a expressao anterior de 0 a t obiém-ge:
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¢
a2 f H(pk}lfa?uiﬁzdt = (" Fud® - B pad
3

H

{pk(OIuEVuE - pk(o)f(O), PAuf}

+

¢
nPAufua . f {(p%uk?uk s pkUEVuk
o

pkukvuf - pzf - pkft, PAuk}}dr

t
I f ukVkaukdt
t 4
o {1

-+

f

= ﬁP&ufuz + 2{(pkuki?uk - pkf, PAuk)

-~ {p WFgd® - p (0}, Phuk}} + Nt
[+ I +] a Q L]

k 2

2 toox
i 2% + ef 1Vu, b 2.
vl

0
L

;

K

+ cﬁf KVp A
f i

1/2vukﬁ2 2 aﬂ?uzﬁz, Lemos:

Comn H(pk} N

¢
1PauSi? 4 {ama}f H?uzﬁadr s §PAuEu2 + 2{(pkuk0uk - %5, P
O

- (p 0 - p F(0), PaLS } + HE
Lo B ] vl L+ a3
t
+ bC f i %o,
[ A
[+]

Tomando € < @, obltemos em particular

k

o

pan®aBit) = upauu® + 2{{pkuk9uk - o5, Pad)
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- {p ukVuk ~ p §{G7, Pﬁuk)} + Lt
¢ 0 Q i L]

uniformemente em k. Disto concluimes que
NPAul®(t) = ﬂ?&uﬂuz + 2{{uvu - pf, Pau) ~ (p u‘)VuG - p f(UJ,PAu_}} + Lt
[+] O a

Como pu.Vuf{i) = pouOVuo =il lg(ﬂ} e PAu - Pauo fracamente em L°(Q)

quando t > 0°, obtemos (1.38). Disto é facll concluir que
4
ut{o) -3 ut{Q)

forte na norma de thn}, com 0 qual uy é continua em t = Q. ]

Observagde 1.13. 0 argumento usado nas proposigles 1,11,
1.12, na verdade podem ser feltos para qualguer t = to > 0 ao inves de
t = 0. Isto fornecerd = continuldade & direita nos espagos adequados.
( mesmo tipo de andlise fornsce a continuidade 8 esquerds para t = tﬂ
»,0. Fortanic oblem-se as continuidades indicadas no enunciado do

teoremnl. l....

Consideramos agora a quesi3o da unicidade da solugao. FPor

simplicidade denotemos por

}: = {?fv € L?(O,Tz; B v, v, € LE(O,Tz; H () A V)}
1

& {m e C(10.T]: H® n V) aL%0,T: @) n L30,T; L%(0))

34



n Lo, 1 B0 n LY (0, T; B (R)),

v, € C ([0,T]; L2 a vl n L2001 8% n LFo, T 8%

2

2
LOCCO,T; H™ (%))

o0 SN |
n LLBCEG,I, H ) n L

v ¢ ] L2

2
¢ LBC{G,T, L) n V}}‘

Entéo temes:
Propesigace 1.14. Suponha que (o,v) €& qualquer outra

Liog x 10,T,{) x £ do problema (0.1}(0.2),

Entso, considerando T3= min {T, Ta}, onde T ¢ o tempo

solugBo em w

obtido no teorems 1.1 temosm

pET & UuwBYv

1.

em 10, Tsj , onde (p,u) & a soluglio obtida em w 0 x Jo, TI) % 22.

Prova. Coloquemos w=u - v e n = p ~ ¢ . Entio temos

Bnt
{1.41) 5{'* uVe = - wle

i
)

{1.42} {0, %} =

H]
H

{1.43) ?p{t]wt + Aw{t) Pip{tluVu) + Plo{tlvVv)

-+

Plo{t) - p{t))vt + Plo{t) - plt)llf

#
o

{1.44) w((}
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Multiplicando a segunda equagao por ¥ e integrandc sobre {1,
obtem-se:

{1.45) {p(t)wt, wi o+ {(Aw(t), w)l = ~ {p(tiuvy, w) + {ovTv, w)

+ (m Vi w) + {xf, w),

Por outro lade, multiplicando a equagdc (1.41) por =n e

integrando em QT = 0 x jG, TS{, utilizando-se as estimativas dos lemas
anterliores obtén-se:

£
(1.48) Rl = f Vol _Nniat
o L.

£
< C I il et

13
Y

S
{ J' il + I it 2t }
[+] [+]

Também temos que a eguacgio (1.45) é equlvalente a:

172 ., 2
W

Bp i

2o

% + ITwEe = - {pltiuvy, wi + {e(t)vWv, wl + (nv

£ W)

1
+ {nf, wl + 5 {w, ptw}
= {(nf, W) + (“Vt’ wl + (puVw, w) - {pu¥w, w)

- {mulv, w)} - {owlv, w)
= (uf, w} + {nvt, W) ~ {mu¥v, w} - {ou¥v, w).

Ubzerve—gse que;

38



lnf, wi] = Ul SI wll
L L

s Ceﬁfiiﬂuﬂz + & Igwl®

[y, Wi = C vy iiml® + e yvn®

tl

[(muvv, )| = C_tuhZupavi®imi® + ¢ nvun®

i

low. Uv,wi] = Hall  Iwli 1.l Nwi
Lm Lm

logo

14 e .2 2 2 a 2 2
5 3P fp 7 Wl + IV = {3e + g B87) VWY 4 C€ HV\«'III:asl Hwh

+C { npavitCIal® + nve 1% + wpn? } e 2.
& o t 4

L L

Tomando € < 1/{3+Be). obtém~se:

L4202« coiva® = ¢ noviZnan? + clipaviZion®
2 di i ® Lw

2 2 .2
+ ii\?vtii + i?flia } il

integrande de 0 & t obtem-se:

£ ; £
et Hha? . Clj bW Zdr = CJ 4ovi i ar + CI hi) il 2dr
o | B o

onde h{t) = ﬂuﬁi"?ﬁvﬁz + athﬁz + a;nf.

L L

Agora somando esta desigualdade e a desigualdade (1,481,
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t
recordando que g wh® = allwi® e f 1vul® = 0, obtém-se:
L]

t £ ¢
ful? + fap? = i cf nvv 2w e + CJ' foall %dr + %’:‘; f hi) i PdT
a L o [+

¢ 2
. j' bl 2de,
[}
izto &,
t %
Bl + o= f Eﬁ; uv\rui + C]iiwiigdr N '[ [& hit) + 1] el 2t
a L o o
. 2 2
= J hi(r}(ﬁnu + Bwli™ )dT,
[+]
onde hiftl = ma {?% ﬁ?vﬂz + C, %g h(r}+1} que & integral e = 0,
i

loge pelo lema de Gronwall, obtém-se

prl® + wwi® = 0

o que lmplicaw= 0 ¢ =n= 0. o

Uma vez obtido este resultado de unicidede, um argumento

padrée forngece Iimedistamente que a szeqléncia {(pk,uk)} completa
converge para a solucho {p,ul nos espages indicados no tecremal.l., Isto

finaliza a sus prova. L

Obzervagae 1.15. Se impusermos a condigho de que £ 6
uniformemente de classe Ca, podemos obter as constanies envolvidas nas

estimativas de forma independentes tanto do digmetro do conjunto

quanto da medida adequada do bords. Isto pode ger feito usando os
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mesnes argumentos do Heywood [10]. Este tipo de estimabivas é

importante para dominios ilimitados.
Podemos cobter agoras informagfes sobre a presséioc.

Proposicae 1.16. Sob as hipbteses do teorema 1.1, existe p e
e, Ty Hl(ﬁ}fﬁi, YV € > 0tal que Junto com as solugles u,p dadas pelo

teorema 1.1, satisfazem:

pg% + pufu - Au + Yp = pf, VL >0,
div u = {,
ap
Poos s
ot uVp = 9,

Ul =05 wl@) =u; pl0) =p; aspsp,

Prova. Temos que
- Au + Vp = g

onde g = p(f = u, - uPu) € L%0,7; L25)) » 120, T; 5(R)), de onde

uttiizande os resultados de Cattabriga [7], deduzimos gue
p e L™0,T; BHR/R) n L350, T; HARI/R).

Tambén temos

”3Ut*vpt“8t;

onde g, = pt(f W uVul + p{ft - Wy - u - uVut} e L, T; L2()),

de onde novamente utilizando os resultados de Cattabriga, obtém-se:
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p, € L7(e, T H (Q)/R)), ¥ € > O,

Assin deduzlimos que

peC%e,T: BHQI/R), V e > 0. »

Observagac 1.17. Para obter informagdes em ¢ = O, na
proposicio anterior, s&o necessérlas certas condigbes de compatibili-
dade sobre os dados. Isto & feito do mesmo modo gque no caso
das equacdes de Navier-Steokes usuals e para isto ¢ multo instrutiva a

discussiic felta no artigo de Heywood e Rannacher {13] pag. 280-282.
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CAPITULO 1T

TEOHEMA DE EXISTENCIA GLOBAL F CONVERGENCIA
GLOBAL DAS APROXIMAGOES

Neste capitulo apresentaremos teoremas da existéncia global
correspondentes as solugoes obtldas no capifulo anterior. (s argumentos
usados serdao uma wmodificacic dagqueles apresentados por Heywood e
Rannacher {13},

Gostarfamos de fazer as segulntes observacdes: os Unicos
resultados de existénclia global de solugdes fortes parecem ser agueles
devidos a Ladyzhenskaya, Solonnikev {171 e Okamoto [21]. O nosso
tecrema difere destes nos segulntes aspectos: neles a veloclidade
inicial pode ser um pouco menos regular do que aquels por nos exigida
{embora utilizando multiplicadores envolvendo poténcias fraccionarias
do operador de Stokes, estas exlgénciass poderlam ser relaxadas]).
Entretanto, o resultado de [17], para dimensdo n=3, necessita que haja
decaimento exponencial da forga externa e, além disso, como no caso das
equagdes de HNavier-Stokes usuails, exige-se & pequenez da velocidade
inicial na norma L@, a qual depende da norma L7(0) do gradiente da
densidade inicial, no sentido de gue guanto malor tal gradiente mener
deve ser a velocidade inicial. Também para dimenssc n=3, o resultade de
Ckamoto [21], necessita ds pequenez tanto na velocidade {(na noraa
%2 ) come no gradiente da densldade inicial (na norma L¥(Q)) e, além
disso, ele trabalba o case §f = 0. Pars que seus argumentos contlinuemn
vialidozs para §f nfo nula ¢ necessario um decalmento bagtante forte da
forgs externa.

0 nogso teorema para n = 3 também exige um decalmento da
forga externa; porém mals frace do que os anterlicres {(exligimos § «
L¥(0, w; LQ(Q}}, Além disso, nfio hé exigéncia de pequenez no gradiente
da densidade inicial {como em Ckamoto}, nem o vinculo existente entre a

pequenez da velocidade iniclal e o gradiente da densidade inicial {(como
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am Ladyzhenskaya e Sclonnlkoy [17]).

Para o caso bldimensional, Ladyzhenskaya e Solonnikov {17}
nfdo exigem pequenez da velocidade inicial, porém, pars que a solucdo
exista no Intervalo de tempo {0,®),0s seus asrgumentes exigem que exista

>0 e 00 independentes de t € {0,w) tal que a forga externa f
b+
satisfaca L b1 () ds < C para algum @2. Isto ndo permite forgas
L
externas que cresgam arbitrariamente no tempo. Os argumentos de Okamoto

[21] para o caso n = 2, se feltos com forge externa nfio nulm, exigiriam
a forga externa com um certo decaimente.

Enunciamos agora o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Se a dimensdo do espage for n=3,

ue Voo H@), pe v, fe L} ((0,e):H @) n L70,01%0)), ¢

L2 (10,w);L%(R) forem tals que Nu# e IfH seJam suficiente-
toc 3] 2

N L ({0, o}xld)
mente pequenas, entio a selugde {p,u) do problema (0.1),{0.2)obtida no

Teorema 1.1 existe globalmente. Além disso, as solugdes aproximadas

K

{p ,uk} 1a construldas convergem para (p,u), nos sentidos indicados no

Teorema 1.1 localmente no tLeapo.

Prova. Consideremos um u 2V A HE(Q) qualquer e n solugdo
L3
local (p,u) do problema (0.1),{0.2) com dados iniclails (pa,uo}, Tal
solugao exliste mum intervale [0,T]; =andlogamente =n felto para

demonstrar (1.8), obtém-ge:

g_{ e 2un? + 1vul® = (pf,u)

D3 e

Integrando a expressso de Q0 a &, ven,

% ppt Pun®(s) + J's:zvuua{t)dt = % ||p:"2uguz * f{pf,u)dt
[+3

o

1 1/2 2
% I
3 Hpo ubﬁ + ollpi{m fiNaiidt
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1 vz 2, CR P
= 5 llp0 L%" + é“‘Jf"fﬁ dt

+ % Jslli?ullait)dt,
4]

Assim,
(2.1} netfun®(s) + fiivuiiz(t}dt = npz’zuon"‘ + Csflifiiadt‘
0 o
Por outre lado, da mesma forma que o Kim [18]

{Proposicio 2.4, pag.93) obtem-se a desigualdade diferencial

(2.2) gf hyut® = cuvun® + cupu?

Vamos mostrar que para A € [0,1] suficlentemente pequenc, a
solucao [uk,pa) do problema {0.1},(0.2) com dados iniclals {Au;,po) e

forga externa Af existe glebalmente no tempo.

Se ja wh(t) = HVulﬁQEE). Entdo (2.2) transforma-se en
, 8 2 2
g, s Coy + ATCUICCe).
Suponhamos o contrario, isto @, que para dqualquer X € [0, 1],
»
@A(tl = ﬁvuaﬂzit} tenha "blow-up* em t (A}, finito, que & necessaria-

mente maior ou igual a T.

Observamcs agora gue
] 2 8
Cwa + LA = Ecwa

onde C = Chfn®, para b= {cifc:}“sf"s = #A).

Portanto

0= wA(t} s £(A)
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dy
A

ou gt

= 2cw§

Consideremos a soluglo @A(t) da equagho

L3
gus explode exatamente em t {A).
Vamos provar agora que ¢h{t} estd abaixe de wk(t} pars
tempos ¢ tals que &A(t} = £{A}.

- L2 - #*
De fate, tomemos tn >t {AY e tal que tn converge para § (A}

quando n » w , e consideremos as solugles p_(t) do problema

t
n
¢ = 2C¢°
que explcdem exatamente em t , notemos  gque wh{t) 5 de quando
Lo t {A) e que ¢_ & finita, assim ¢ (L) < wkft}’ para t < t (AJ,
ta - *n

suf icientepente préximos de t (A).

Por outro lade, as definigBes de ﬁaft) e ¢_ [t} impedenm que

t
n

haja pontes v tals que

@hit) =g {7}

ne conjunto dos t tals que $k(t} = i1} e, portante, neste conjunto

p_(t) < wa(t}.

t
n

*
Além disso, para 0 s t s t (1), ¢ (£} » @A(t)

t
n

quandc n converge +w, Portanto, concluie~gse que @ (¢} = w {t) para t =
{0, t {A}] tais que wA{t) = £{A).
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Agora, calculando explicitamente, obtemos

1 144
@a(t} = [ * ]
s8C(t {(A) - t)

€ observamos que @A(t) > E{A} para t > ti(l}, para t > tI(A}, onde tifh)
=t (a) - (BCE'AN

Ja que £A) o 0 e t*(h} cresce quando A - 0*, podemnos
escolher XA suficientemente pequeno tal que (gc2)1” > T, e assim

tenom:

#» *
344 t (A) t (A}

4t v, (T)dr f .

——— I‘ y, (T)dr,
ettt Yo (ay-T t (-1

Por outro lado, a conservagao da energla (estimativa (2.1))
correspondente & solugio (p}l'uk}’ para A sufilclientemente pequenc e tal
que
473t
a(ac)

¥

ag[ g Huoﬁz + ﬁj;ﬁfﬂz(tldr] <

»
0=t <t (A}, transforma-se em :
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2 t 2 B Z 2 t 2 2
allu, (£10% + J;ﬂ?uh(t)ﬂ gr s 5 a%men® + J 8% 511 %

4]

iA

00
AE[ g-ﬂuoﬁz + Bfuﬁfﬂzit)dt]

4T3{4

3{(8C)

174

" ()
I - y, (t)dt
£ (a)-T

TS .
I % ﬁ?ua{s}ﬂ dg,
£t {A)-T

*
isto é, concluimes gue para 0 = t < t (A)

»

v t (A)

I 170, (s)8%ds < f . 174, (s)1°as.
© t (A)~T

* - e
Frzendo t -+ t (A} , obtemos uma contradligso, Portanto, para
A suficlentemente pequeno ﬁVuAﬂ(t) existe globalmente.

Por ocutro lado,

fﬁua,¢) = (P(phtuh*t + u, . Vu, - Af), ¢)

& satisfeito para gualquer ¢ € C: w(n}.

Como P, € L2010, w; LO10)), u, . € lf;ﬁ{o,m;L?iQJ} obtém-se

2 G+E
P{ph(ua,t + u?‘.‘u’u‘.Jl - afl & LLQG{O,w,L {(Q3},

para gualguer €>0, loge pelos resuliados de Cattabriga (7}, conclui-se
que
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u, € L2 (0, W% (a)),
A Log

agora pelas imersdes de Sobolev,
Vu e L1 (0,=;07(02)),
Loc
com o gual
Ve e L (0,%,L7()),
{0
e consequentemente
m -]
P, € LLoc{O,m.L {11} ).

Agora, podemos raclocinar similarmente mo Teorema 1.1, o que

conciul a primeira parte do Tecorema,

Vames mostrar agora que HVukH pode ser estimade de forma

A
independente de k,
De fato, temos

d kK,2 k. 2.8 2, en?
T C{HVuKH )T+ CATHfH

e

k,2 k.2 2 2 2 ° 2
ahui® + f 1vanPar = A n® + g j ifityncd.

o o

A A

Be tomamos o mesmo £{A) que antes, temos as seguintes
possibilidades:

He para um certo t > 0 HVuiﬁzft) = 8A) JA temos wma estimativa
Independente de k.

Por outro lado, se existe t1 » ¢ tal que ﬁVu:HZ{ti) = £{(A) e,

em algum Intervale [tz’tz}’ vale ﬁ?u:ﬁz(t) = LA}, entdo, neste
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intervalo e devido & ascolha de £{A), vale

d k. z k. 2.5
Etﬁvukﬁ % ZC(ﬁVuhﬁ v,
conseguentemante,
i t
_[ 2l ek s 2c:j 2 noufn? ar
k,2.4 dt A A
t1 (ﬁVuAH ) t1

g
< 2[CBA2H ul® + 3caaf ’ fllzds]
i ]

= Hi(t),

cbserve-se que Hk{t) & da ordem 0{2%). Assin,

n 1 . 1 - - i + i

k.8 kK 8 k.6 3
3H?uaﬁ [tz) | 3nvuau {ti} 3HVuAn {t2) 38{A}
= Ha(t») 3
logo,

3 173

iivuiiiaftzi = ( 5;?‘) ]

EA)} -~ gﬂktta)

gque & Independente de ¥k, assim podemos concluir gue para A

suflcientemente pequeno

- 3 173
i:Vu;:;s“’{t) < max { g@a) [ 2;?‘) ] }
LAY - :3kat}

Uma vez obtida ests estimativa, analogamente ao feito

anteriormente, obiém~se as outras estimatlvas necesséarias, também de
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forma independente de k.
Iste & suficiente para garantir a convergéncia nos mesmos
espagos indicados no teorems de existéncia local (localmente no tempol.

Isto Tinaliza & prova do {eorema. ]

No caso bidimenslonal o teoremn anterior pode ser melborado
de maneira substancial, Iste depende baglcamente da forma como &
estimado o termo née linesar. Para lsto, recordemos inicialmente alguns

fatos.
A seguir Q denotard um dominio limitado em R°. Enunciaremos

838 ¢olsas necessarias como o

lema 2.2. A inciusfo de Hl(n) em Lqiﬂ) & compacta para

gqualquer g ¢ {1,w]. consegquentemente, para ve H2(f) 1

vl = Cvh vyt
4 1
L i

Movit = ClviPav)*/®
4 2
L H

-

< Clvit By ®7t u
H2

Teorema 2.3. Se a dimensfo do espaco for n = 2, u e ¥n H?{Q),

1, P ol 5 L2 2 .

pge W', fe llﬂu(fﬂ.w),H ()} n L7{0,e; L7(Q)), ft 3 Lloc([ﬂ.m),
L7513} entBc a solugdo (p,u) do problema, obtlda no teorema 1.1 existe
giobalmente., Alér disszo, as solucles sproximadas (pk.uk] 14 consiruida

convergem para {g,u) nos sentlidos indicados no teorema 1.1, localmente

ne tempo.

Prova, Colocando v = Eut na formulagéic fraca,

{2.3) {put,v) + (pu, Vu,v) + (Pu,Vv} = (pf,v)
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para qualquer v € ¥V, obtenos,

216" Zu 1% + gtmmuz = 2(p(f-uvul, u,)
= npmutna + 1p" % (uvu-£)4°
congequentemente,
(2.4) o' P 1% + gtﬂvuﬁz £ BhuVu - fi2,

Apora cveolocando v = gPAU na formulag8o fraca (2.3}, vem que

{(2.8) ehPAUL® = elpluy+ ufu-f), PAu)

< % HPAUl® + %Iziptz {mt]z + fuVu - “2} dx
0

< £ ypaui® + epip’®

2 2 2
5 utll + e HuVu-fii",

Scmande as desigualdades (2.4) e {2.5), nos da

152 i d 2 € 2
{1-eB}fip u BT 4 S WV o+ 5 dPAUl

s (B + ep)luve - £

Egcolhendo € = 1/28, obtem-se na desigualdade acima

(2.6) %ﬁp"autua * g;gsivuna + 2eiPAul® = 3,8{!%11?11112 + n;ng} .
g feito anteriormente também & validoe no

tridimengional, & diferengz acontece a continuacfo,
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(2.7} ﬁuVuﬁZ 5 Jul® HVuuf
L L

% fud fup i
e

€ 2 &
= B BPAull™ + SHVul .

Obgerve-ge gue na estimatlva aclma € essencial o lema 2.2,

daqui a resiricio sobre a dimensao de Il
A segulr usa-se a estimativa (2.7) na desligualdade (2.6} e vem,

% Hpifzutna * gtHVuﬂz + gllpaul® = 3gsuvul® + 3gufu®

Em particular, obiém-se:

4 vat? s civar® + cign?

{2.8} It

onde C & uma constante positiva que s depende de B e §.
Cologquemos @{t) = ﬁVquft), com esta notaciio (2.8) transfor-~

ma-5e¢ enl
¥ lEy s L) + cipn®l

Movamente,
cy? + ciin® s o 4 c, = 20y°,
2 /2 2
onde Cx = CEfIt™, para ¢ = {C1/C) = & logo D 5 § 5 £ ou s 2007, A
no caso tridimensional,

geguir, fazendo o5 mesme argumentos gue

b b
chegames a conglderar a solugao da equacao

db .2
9 - ac
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*
que explode exatamente em t . Podemos calcular explicltamente ${t), de
fato:

$e) = (20t ~ 0L
Observe-se que

»* L

t L 1

f « Plr)dr = I " e e | S
t ~T t -T 2C(t - 1)

Por outre lado, trabalhando com a estimatlva da energla vem

que
* *
2. " b 2 B 2 v z
aiui ¥ e ) + I vul)ifde s £ owun® o+ J’ Bt < +w.
Q ° 0
Assim,
* » ]
t t s t 2
_{ « dlridr s J' . ivu(z)iPdr = f vu(r) i <
£ ~T t ~T 0

o gue & uma contradigso,

Assim NVul{t} existe globalmente. 0 argumento restante € o
mesmo gque no opxo tridimensional.

Para mostrar a convergéncia das aproximagdes, notemos que se
conslideramos o mesmo € que antes, temos as seguintes possibilidades.

Se para um certo t > O nvukuait) £ £, JA temos uma estimativa
independente de k.

Por outro lado, se exlste t1> 0 tal que HVukHQ{tl} = § g, en
algum intervale [ti’tz}' vale ﬁ?ukﬁz(t} z & entao neste intervale e

devlido a escolha de £, vale

4 k.2 k,2.2
gtﬁ?u §° = 2C00%u ™)

consequentemente,
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t
f 2 11{ . gtiwukilz » 2CJ 2y 9 %t
b uvuSy t

1 1
2 ¢ 2
P z[cnu 0+ {:J' Tl dt]
© L4
= H(t)}
gque & independente de k. Consequentemente

k,2
I¥a (tz)

ll?ukﬁzttl)

log = H(t),

fogo
k.2
oy (ta) s fexp{H(t})
estimativa que € independente de k logo.

HVukﬂz{t) = max{f, fexpH(t}}

o argumento agora continua da mesma forma que antes. W
Temos tambem o resultado

Teorema 2.4, Nas condigdes do Teorema 2.1 ou 2.3, com =a
condigae suplementar de que fe L?{{O,m};hn¢e{n} para algum € > 0,

além dos resultados obtidos nos teoremas 2.1 ou 2.3, vale gue:

Vp.p, € L0, . L%(m).

A demonstragdo € imediata observando o final das

demonstracoes dos Teoremas 2.1 e 2. 2. =

Qumervagie 2.5. 0 argumento dado nos teoremas 2.1 ou 2.3 €

bastante geral no sentido gue, se temos uma desligualdade do tipo
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gtnvm;z < Clivult?, com 3 = 4,

o argumento anterior continua valendo. Se y = 4, obtemos a existéncia
global sem impor condigdes de limitagoes sobre a velocidade. Porém, o

caso ¥ > 4 requer tais limitagdes. s

Observagdo 2.8. 0 mesmo argumento dados nog teorsmas 2.1 e
2.3 podem ser aplicados as solugoes obtidas por Kim {15], para obter

existencia global. "
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CAPTITULO ITI

TECREMA DE REGULARIDADE

Neste capitule mostraremos que a solugdo obtida no Teorema de
existencia local, na verdade & mals regulasr para t » 0, se os dados
inicisis forem correspondentes mals regulares.

Por facilidade de exposigso o teorems serd enunclado em
termog de regularidade Cw, porém, como podera ser visto facilmente da
demonstragae, enunciados similares com regularidade Ck poderiam ser
eseritos,

Gostariamos de ressaltar gque um resultado que fornece
condicoes de compatlbilidade para garantir a regularidade em t = 0 &
enunciado em Salvi [26], pag. 4. Tal resultado é similar aocs e
Temsm {301, Rautmann {24}, Heywood e Rannacher [13] no czso das
equagoes de Navier-Stokes usual. Porem, as tecnleas de [28] nBEo foram
suficientes para que Salvi obilvesse um teorema de regularidade em § >
0. As tecnicas por nos usadas no capltulo I, II serfio utilizadas para se
obter estimativas de derivadas de ordem mais altas da solugdo. Isto,
Juntamente com adaptacoes de argumentos devidos a Heywood [101, [111],
permite que obtenhanos um resultado de regularidade para t > 0 similar
aquele valide para as eguagdes de Navier-Stokes usual {Heyweod [11],
pag. BBOY,

0 megulnte lema, de facil demonstraqga, gera muits (til nos

argumentos snvolvidos no tecrema de regularidade.

Lema 3.1. Suponha que

¢
0= J‘ e(sids = g(t)
a

com g{t)} finlte para os t € {a,T). EntSo para todo & » O existe t &

[a, a+e] tal que
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Ht) = g atd ).
&

Prova. Por absurde suponha gue existe & > 0 tal que

£{L) > gl(a+d)

7]
Entie
a+t+d A+
§£§~§m§l§ = J giggmé)dr < { t(ridr s g{u+s)
a a
o qual & um absurdo, ™

Enunciamos agora o:

Teorema 3.2, Seja { € Cm(QT}, u & ¥ Hg,pa € Cm{ﬂ),verifiw
cande as hipSteses do Teorema 1.1..Entfo, as solugbes correspondentes

{p.u,p} sfo de classe c®(a x (0,T1).

A demonstragio serd baseada em um argumento do tipe
"bootastrap” no qual estimativas o priori de derivadas de ordem cada vez
mais altas das aproximacles da solugdo construldas no teorema 1.1,

serdc obtidas de forma cliclica.

Prova., Vamos provar que para tods 8 > 0, (p, u) esta enm

Cmiﬂx[é,T]).Considaresz uma sequéncia {an}z=0 . 8n ¢ R , estritamente
crescente, tal que 6n % 4 . Passemos & obtenglo de estimativas de

2
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derivadas de ordem mals alta.

Para lsto, comegamos derivande a formulagfio fraca das

epro}imagles de Galerkin com respeito a t; obtém-se:

k k k

kk k
{3.13 (ptut, v} + {p Uiy v} *{(pku vu Jtl v) - (ﬁug, v} = {{pkf)t. vi

k o~
Colocando v= u na expressas acima, oshtém-se:

it
1 4 k. 2 kyi/2 k 2
5 E{Evutﬁ + H{p ) utt“

_ kk k k k k k k _ok_k k
= (ptut, utt} + {ptf, utt) + (p ft’ utt) + (pt T, utt}

+ {pku:Vuk, utt) + (pkukﬂui, utt}

k 2

if
L

i

g W

k .2 k
= Geﬁut "+ Ce lp Hutﬁ

2 2 K,2 2
N ﬁm"ft“ + Ce Hptgwﬂfu + Ce [Fs3

L

k.2, k.2 k= k. o2 k. = k.2
+ Ce Hptimﬁu HTETU ™ + Ceﬁp nmﬁu Hmnvutﬂ

o
L L L

k.2 k.= k.2
+ Cﬁﬂp Hm Hutﬁs (IR “a’
L L L

Agora tomando € < 1, obtém-se
B

kﬁz

k 2 kK k k.2
ﬁ?ut + Cx"ut ™ = Cait) + CS(t]HVutR

£ £

t

B —

3

- R » k,2 y 2 ke, k2. k2
cnde C1 = Cl (&) > O Cz(t) = Chp ﬂmuftJ + Cﬂptiwﬂu :wﬁVu i

L

k 2 2 k.2, k. 2 4 k,2 k. g2 k.2 k, 2
+ Cﬁptgwﬂjﬂ + Cﬁptﬂmﬁu s Cait} Chig ﬂwﬂu ﬁw + Cllp HmNPau .

t
L L L
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Tende em conta os lemas do caplitule I, temos que

k . = .
Ca{t) - Ca(t} s Sup Cz(t) = Cz’

0=tsT

k -
CS(t) = Csit) - Sup Catt} =C..

=%t =T
Assim obtém-se:
1 d k. 2 k .2 k.2
(3.2} 5 E£HVutﬁ + Ciﬂuttﬁ = C2 o+ Caﬂ?utﬂ.

Por outre lado, conslderando ¢ = 60, £{3) = H?ufﬂziﬁo) Jyls)

lema 3.1, existe t(&a} € EG,GGI tal que

G(s ]
..
3

<]

(2.3) iivufiizit{ﬁol) <

onde G(t) @ a funcio dada no lema 1.2.

Agora integrando a desigualdade (3.2) de t(&a) >0 at,

oblem-se:
t T
k2, k.2 | k, 2 k, .
H?utﬁ L) CiJ ﬁuttﬁ dr = Cat + C3J ﬁVutﬁ dr + ﬁVUtH{tfﬁg})
L8 2 tid )
] 1]

L
k.2 K, 2
= Czt + ﬁal HVutH dr + ﬁ?utﬂ (t{aﬂ))

[+]

G(So}
5

% Cgt + Caitjﬂ{t) +

58



= F(t,8 ),
i

de onde
k,a b
ﬁ?utﬂ {(t} = F{¢t,8 }, t = 3
L] [+
(3.5} N
k =2 1 0w
J ﬂuttﬂ dt = E: F(t,ﬁa), £ 60.
]
]
Agora colocando v = - Pﬂuf em (3.1), obtém-se:
k2 . kk K X k k k k_ Kk Kk
HP&ﬂtH = (ptut, PAut} + {p Ui PAnt) + ((pTu Yy )t’ Pﬁut}

- (e®h), . Pad).

Agora novamente apelando aos lemas do capitule I e o provade

acima, obtem-se

k k k.2
[(p7f),, PAUH = C A + e PAUH
k k k kK, 2
i{ptut,P&ut}i % C&,.&\.2 ¥ & HP&utﬁ
kE k kK 2 k o2 k2
iip utt’ Phut}l = CGB Huttﬂ f & Hpéutﬂ

k k., k k k o
I{ptu Ju -, Péut}; % CQAS + g ﬁP&utH

59



k k_k k k, 2 k 2
f{p utvu . PautJE % ceaéuvutu 4+ & ﬁPAutu

k k. k

| (p"u"vu, Ky 2

e ellPauti

K
PAut}i = CEASH?u N

logo

+ Bacénuk 42,

k.2
H] i

k 2
N i

{1 - 6 &) #PAu = ACﬁ + BCEﬁVut

Tomando & < é e integrando de 5 >0at, obtém-ge:

(4 £
{3.8) J‘HPﬁafuzdt s=CA+BC ?{t,ag} + BJ Huttﬂzdr
& &

4

s A+ BF(t, &) +CBFLS),
-C‘ i ] o

i
ne intervalo ESO,T}.

Agorsa. voltando 2 equagfio (1.24), obtém-se:

2 2 k 2 k k. o k. 2
Hmﬂfﬁ + Ceﬂp HwﬁVfﬁ + CEﬂp Hwﬁ?u ﬁSHUu Ba

i L L L L

k

1PAvLS P CGHVpk

e o udkn%vdd®n? « Rt ey
L] [ 7] € o0 o

L L i L

kﬁa

k.2, K, 2 k.2
+ Ceiip Ill‘miiVutii + Cﬁll‘ifp zmiiu

tﬂz N L

agora tomande € « % , temos, em vista das estimativas dos lemas do

capitulo I e {3.85) que
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(3.7) IPATLH? = A+ ca® F(t,5 )0t € [5,T1.

Para obter uma estimativa uniforme de Huftﬁz preclisamnocs
de uma estimabtiva do Hi?pkilr com 3 % r = B, Para Isto, tomande o
L

gradiente na equacgio da continuldade obtemos:
vpt + (uKQJVpk + {VkaJuk * vpk X rot uk = ),
logo para obter uma estimativa do fo , precisamoes de uma estimativa
k k 2 K : _
de ¥Vp' xrot uw e Dp. Q primelirc termo € facilmente estimado pois

{3.8) MVpk X rot ukﬂr 5 CHVpkﬂerot uknr = EuVukar

i L L L

Para sstimar o segundo terme devemos trabalhar mals.

Recorde-se a, equacle (1.11)

(3.9) oF L, x) = pofyk{G, £, %)
de onds
3 o K
apt P,k it p)
e (b, ®) = e ({0, b, ®)e (0, t, x}.
3XJ 3 k axJ
=19
Assim
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a 2 X k
% (t,x)= }: ZPe Mo ko) M e
ax, 8x * k. k é a¥
7 £ =1 3y 1
{3.10}
Bﬂo Bzy};
+ g“‘}'(' (3»‘ (O t, %)) é"}'é;“g}?_ .
g=1 Vg J
Por cutro lade, (veJa Ladyzhenskays e Solonnikev {171,
pag. 702}, temos
3:,;3; 2 t 8ul§ Byk
o -5%“-ZL — (Y8 60,8 52 (gt w0
p=1 p
de onde,
2 k 3 2 k k k
Ty Zﬁ Ty e, 8 Yq gt M og e 0008
ax, 8x 14 k dx, ax .
g
P e T W Yy ' )
3 t 3u & yk
1 J
portanto:
a*y% t 6%ul v ay™
(3.21) = J e g oo
a $ 8}{3 LF < Byk Byk F 6}(1 LT BXJ Lm
P.q=1 P q
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3 k 2k
£

E: t 3u d yp
+ ju Bl i
k4 Lm 6:&(1 t':?)c'} Lr

£ t

3 3
k
2 k 2.k dy .2 k 2 k
HIY yair % j ED uaﬂr E: Ej h"7g ﬁm + I Hﬁuzﬂmﬂﬁ yéir
qm

L
T - 1 i=1 i T

t
=L+ C1 J #Du

o

k

2 k
£HNHD yzﬂr

L L

Fazendo uso de Gronwall obtém-se:
t
2 k k
Iy s cC exp[ c, j 1D wds]
L T L
£ C exptciv{t)).

Agora voltande a (3.9}, temos:

(3.12} %K1 s 1p% 1 apy¥n® + 1pe HND%*u
L!‘ ULI‘ LW iy Ll‘

=CC, exp(01V{t).

Assim, temos em virtude dos lemas 1.2, 1.5 e {3.12)
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{3.13} IintHP = ﬁ(ukVJ?pkﬂr + B(Vka)ukHr + quk x rot uku;
L L L L

= ¢ e 1p%ekn  + 20c09p%n vk
24} = r

r
L L L L

=C K(t}{Cz+ C, exp(clv(tj) + BCvaoimJ{t}H(t}

-3 \Pl{t).

Agera estamos em condigdes de obter uma estimativa de | ui;tiia.

De fato, derivando (3.1) com respeito a t » colocando v = Uy, o femosg

k

bl k.isz k o2 2 k k k )
tt

d_ k - . k
At H{p™} U BT 4 T T {ptutt’ utt} + (py, S,

I Jeea

k k k k k¥ k k ¥ k., Xk k
E(pt}”t, utt) + {p E P utt) - {pttut, utt) + {{p"u W )tt’ “tt)‘

+

Mals,

ko k, k k. Kk
Py = ut?p qut.

Entdio, para 3 s r < 6

ﬂpttﬂ P ﬂVpkumnufu + ﬁukum H?pt"r
Lh L .’ L L

£ Ei?pkiistivutii + # ukllmliii’pi,zll
L L L

s 89p Il B(EIF(E, 8 )12 + Kit)y (t)
L
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=y (e, 8

)

tendo em conta o8 lemas do capitulo I, (3.5} e (3.11).

Portanto,

Loy fr Ui )

k k k
i(ptt“t \ utt}i

TOCARTRY
k K
LR N)

K

k
[t2 Pty utt)l

K
tt

] k 2
ﬁa + g Huttﬂ

=C lp
€ L

2
g
L

kﬁa

2 2
= C_ ¥ (b, 8 VA" + & Ny

ko a k2
t"e + & N, |

%= C
C tt

k
" Hpttiaﬁu

= = k .2
= CE wltt, 801F(t. ao) + & Bu, #

tt

k k

2
= Hptimﬂuttﬁ

§*

s C H?poﬂmjit}ﬁutt
L

k,2 2 k 2
3 Ce p iwﬂfttg + & Huttu
2 2 k2
- CE B thtﬁ + & Huttu
k,2 2

. 2 k
% 4 Ceﬂptimﬁftﬁ + & Hutt“

2 z 2 k .2
= C& HVpale{t} ﬁftﬁ + g “utt"'
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Também temos:

{pkukVutht = pttukVuk + zpku:Vuk + 2 ptukVu: + 2pku:9u§
+ pkugtVu + pkukVuft.
Assim,
](pkutt?uk, uft}| s upkumaVuknuuftuf
L L
< ﬁpk§WHVukuﬁuttﬁ1’2a9ufta3’2
< HpkgiHVukH§ﬁuztﬂz s Lol
< 3‘?(t)2ﬁu§tn2 + % ﬁ?uttnz
l(pkuk?uft, uft) s Hpkﬁmﬂukimﬁuftﬁﬂvuttﬂ
» CEHpkﬁiﬂukiiﬂuftﬁ ‘e ﬁVuftﬁz
< CeﬁzK(t}ﬁuEtﬂz + e ﬁ?uftﬁz
(2 pzu:?uk,uk3| 52 ﬁptzmnutziﬁVukﬁguuttu
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k 2 k, 2 k 2

-4
4 C ﬁptﬂ RPAUI ﬁVutﬁ + o€yl
< C_UVp I JOOH(LIF(E,8 ) + e Nu 2
& GLI?O o tt
kk_k k k k k
(2 p u Vi, utt)] s 2ip zwuutuiavutanuttii
k 2 k. & k , 2
s 4 C_lp ﬂw Iou 1™ + & WVu
By 2 k ,2
=C_8 F(t.ag} + € vy b
k k., kK k k k k, . k
l{zp uvu, “tt}l = 2 fp ¥ iy inVutHHuttﬁ
k.2, k = -
£2C Hptﬁ Hu E ﬁVu %+ e g A
] 2 k.2
= CEHVpﬁng{t] K(t)F(t,aa) + € llu
E k., k k k 2
i(pttu Yu -, uttii 5 c Hpttﬂ 2k 3 vl 2 + € “utt“
. 2 k. 2
# C KL (£,8 37 + e llu 17,

Chegamos finalmenie a:

g k12 k 2 2

1
5 3 10 ) Fug )

k
tt -2 € )V  #

v bt

1
2

% {% &+ CHVp il_J(t) + BA(EI® 4 ceﬁzx(t)} i:ufc“tu"2 + g (t, a),
L .
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onde

- 2 2 2 b3 2 Z
¢é(t,503 Céwiit, 59)“?{“ + Cawlft, EOIF(t, 50) + CEB "ftt“

2, % 2 2
+ Caﬂ?pDE JE)Hg 0% + CEHVpoEmJ(t) H(E)F(t, & )

B o

+ C_ B°F(t, 8 )%,
€ o
Tomando € = € < 174, obtém-se;

e 2 1 4 cnvd® 1% s e neE ? + gt 8)
dt tt o

{3. 14} tt Lt

[ HE

onde ¢(t,5 ) = ¢ (t,3 ) e p(t) = 5 e+ §Vp i _j(t) + gLy
L
2
+ C_ BK(t).

Por outro lado, usande o lema 3.1 com £ = 61, a® &,
&

k

) = Hutt

ﬂzis), existe t(aii € {60, 6‘} tal que

% s ) s 1 86, 8
i 1 [+

it
C.‘L 61

De onde se deduz, Iintegrando a desigualdade (3.14) de t(sl}

at
t
k. iz k k.2
{3.18) #(p) uttnﬁt) + C j kva,, li"dt
t(ai)
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(3.18]

t
% 3ﬁu§tuit(61)] + [ glr, 6o}dr

t(&l}
t
+ sup p{t) { ﬂuttﬁadr
t{ﬁil =T =t t[ﬁij
8 'ﬁ(al,a) t
=5 5 + J $(T,8)dr
1 1 5
t
+ sup wit) J ﬁu:tﬁzdr
t(éx} E 2 5
F(&_,8)
=8 2 sup plr) & Fle,8) + & Fe, )
1 1 t8 ) sTtst 1 ©

A partir desta estimativa & facil conclulr que
-
KPAU_ (L) = H{t,3 , & }.
1 o 1

Para fechar o primeiro ciclo de estimatives devemos obter uma

estimativa de vafﬂm e Np:tﬂw .
L L

Para isto precisames Inlclalmente ter uma estimativa das

aproximagbes uk na normna H}(ﬁ), Antes dlsso, observemos os seguintes

fatos:
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al P: Hg(ﬁ} > Hz{ﬁ} YEizO .

De fate, pois se g & Hgiﬂ},entﬁo considerande o problema de
Stokes:

- Av + Vq

i
®

]

div v g

concluimos, v € H£+2(Q) e q € H£+1{QJIR, Em particular Av € Hg{ﬁ}, de

onde
Pg = —~ Av € H;(ﬁ}.
Agoras fazendo uso dos teoremas de imers@o de Scholey, temos
b) P: CT() - CU(a) .
Tanbén temos:
Yy P2 CT(R) 5 V(R

k
k i i W
De fato Pkig) =¥ diw , logo como o3 W € C ({1} e a soma é

1=1
finita, obtém-se: P, (g) e c®(a).

Assim de b)) e <) conclul-se que

4} P-P 7t - .

i
Asgim, da eguacho

{3.171} pkuf + pkukVuk - ﬁuk + {wk + Upk] = Pkf
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gue 4 equlvalente a formulagfo frace, conclulmos que

(P - Pkifpku: + pkuk&?uk - 5uk - Pkf) = ¢k

k

pertence a C (R} ¢ Vp— e C°(R).

Logo, tomando o Laplaclane na eguacgdo {(3.17), tem-se

ﬂ(pkut + pkukVuk} - ﬁguk + &@k + A?pk = ﬁ{pkf)

& no sentlde de fungbes, aplicande ?k na equacio snteprior temos:

Pk&{pkuf + pkuk?uk) = PAauk = Pk(ﬂ{pkfil

JA que Pkﬂ = Pkpﬂ = P& , pois < wl, ce ,wk >t (ortogonall é
invarlante por PA .
Agora multiplicamos a eguagio anterior por Azuk e integramos
sobre
3
k du _
8% + 2 [ E: % *, Azuk]

T {apkuf.

3
k k
+ {ﬁpk{ukUBuk. 2%y + 2[ §: gg-— [ gﬁ—- V]uk,aauk]
i b1

i=1
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3 2 k 3 2 k
[Z X [a : v ] oK g2k ] . [pk{ukv) Z ng aRK }
=1 0%y 1=1%%

k
+ (8p%5, %05y « 2 [ g,gm g”?i“ A uk] + (oFaF, A%,
=3 1
De onde,
2 k.2 k.2 2 k.2 2 k.2 2
HaHT s C A T HANT + C_ip U ZHaN® » C nvptn uvst
L L L L
o i uvd® v oo ® vl ? vl
L) bos] 3 8 € o a
L i i L L i
» 19" 2k Zn v e ® + e avan? wviF?
& <] 5] a
L I.. L L L
+ € T b ii&uk!igllpkﬁz + € itpkiiallukllzliaukﬂ
3 o ] o
L L L L L
+C smpkn 0an2 v e P v e? « ¢ np®i%nad®n® + 12e0a%0%0?
L tL € L £ € L@ t

Agora tomando € < 1/12 e fazendo uso dos lemas do capltulo I
e as estimatives (3.8). (3.7}, (3.12), (3.18), obtemos:

{3.18} Hﬁaukﬁz = Ci + C{#(t,ﬁo,él) + ?{t,éu} + CﬁzF(t,au}} = G{t.éo.él}
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Agora estamos em condicdes de provas as estimativas Hthﬁw
L

e ﬂpttﬂw . Voltando & desigualdade (3.11), temos
L
2k t aauk ayk 6yk
L AN R E: R S T . S Py
gy, dx, m K o ax @ ax o
i 4 dy Byp L 1 J b
¢ aut 62yk
o
+ 2: ] i # e i,
j 3yk @ Bxi ijLm
T p
Conseguentemente,
i {4
2k 2k k 2 k 2 k
Bo y£ﬂm £ I D uiﬁm“ﬁyp"m + J "DuzﬂmﬁD ygﬁm
L v L L " L i

L

£ C+ 0 j ip%y®
1 £ L

o
T

Usande o lema de Gronwall:

2 k
HTi yz i

' 5 C exp Cltt ~ T},

Assinm

K

2 k 2 2
i p ﬁm s 211D poﬂmﬂﬁ yﬂﬁm

L L

s 2 exp Ca(t - %],
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Com o qual,

(3.19)  wvpgh_ = nu*n_pup%pNi_ + cnvp®n_nvuku
o0 oF 2 +3 furd o
L L L b L

s 2K(£)C exp C {t - T) + CiVp i mj(t)ﬂ?d?ukﬂ

L

3 2K(t) Cexp C (t - 1)+ cuvpogmg(tltﬁl + Fla, 8.1

wwl(t, 50}.

Agora, derlvande a equagao da continuidade com respeito a t e
tomandoe a norma Lm, obtemos:

k k K k
(3.20) Hptt!w s flu NNHVp IIm + fu

k
¢ I 490

L L L L

¥
5 ﬁP&utHHVpGEWJ{t) + K{t}wi{t, 50}

< (H(t,s ,8 0'7°
a 1

HVpole(t} + K(t)%l{t, 60).

As estimativas anteriores constituem um ciclo. Faremos o
segulr um esbogo das estimativas do proximoe ciclo e que podem ser
obltidas similarmente,

Derivande novamente a equagao {3.1) com respeito a t e
colocando v = uttt’ obtém-se: fazendo um Iintegracdo por partes
e usando as estimativas Ja obtidas concluie-se que em um intervalo

iaa,T] 3, >3 > &0, as segulntes estimativas
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t

k 2 k.2 X
{3.21} Iva, 1%, J uy, HdT s Fi(t, 81 3, 32)
8

2

o valor Inlcial H?uttﬁz, obtém-se apelando ac lema 3.1 e a estimativa

{3.15). Em continuacao obtém-se

L
(3.22) HPﬁuk ﬁadr % CF (t, & L] 8 7.
tt 1777 Tet 1t T2
a

2

Para continuar € precilso obter uma estimativa de ﬁvpftﬁr,
L

3 s r % 6, a qual obiém~se derlivando convenlentemente novamente a
equacdc (3.8), e utiliza-se as estimativas J& obtidas. A segulr

deriva-se a equacgdo (3.1) novamente com respelto 2 t, ¢ coloca-se v =
k

Yk ,isto nos dé uma estimativa de

t

k 2 k 2 ™
{3.23) ﬁutttﬁ . J ¥y g°dr s Fa(t’ 60, 8, 8, 8]
&

ittt 17 2 s

3

onde 63 > 62 > al » 8q‘ Para obter uma estimativa uniforme em k do

2

valor iniclial de #u em tw 63, usa-ge novamente o lema 3.1 Junto

et
com {3.21). A partir de {3.23) e facil conclulr que

RPﬁug

2
ﬁtn = H(t, 50, &, 52).

1

Em continuagdo é necesséaria uma estimativa { ukﬂ*4 Dai
H
finalmente, outra vez a partir da equaggo (3.89), derivada

443
convenientemente, tomando a norma L, conclule-se uma estimaliva de

K?pk i e congsequeniemente de Bpk # , e fecha-ge o ciclo novamente.
tth ttth
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Esta sequéncla de ciclos de sstimativas pode ser prosseguido
com argumentos anfilogos. Plctéricamente, os clclos de estimativas sdo

COMe Seguemn:

£
4+ K, 2 3 kK,.2 .
L B8 u W dL, 108 W s Fo(t,5 ,8,,8_,8,)
a em [ ,T]
3
y
£
3k 2
J; HPAS ut“ dt = Fi{t’50'61’62’63)
3 em {& ,7T]
3
y
a5 1% = wt, 5 .5 ,5) 3=r =6
tLr k-] 1 2
Y
i k.2 ~
io,p :sz = @{ﬁ,ﬁa,al,az,as) I3sr <5
y
£
4 kK. 2 4 k.2 e
ha uh”, J Iva uTiat = F (t,8 ,3,8,,8_,8,)
_ %
v
ipasdu®i® s H(t,5 .8 ,8 ,5..5 )
t et 1 e ety
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v

k

Bl s K(t,8 ,8.,5 .8 ,5 )
B @ 1 2 3 4
H
l
19X s w (1,8 ,5.,6.,8.,8)
t L ® S S R R MY
b

i1 kK e
uvatp ﬁw = Wi{t,ao,éi,az.éa,ﬁi)

i,
y
t
5 k. 2 4 ko2
J ragunat, Wwopui® < F (t,5.5,,5,,5,,8,)
s
&
)
o
£ k.2
f ﬂP&ﬁtu i1i7dt = C Fi(t’69’61’62‘63'64)
a&
)
wwate®s = w(t,s .8 .5 ,5) 45 50
t LT : elT1' T2 3
Y

5 k =
Hatp i’ = W1(t’6o’61’62’53’5&}
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i
165512, | nve®uFiZat = F (4,5 ,8.,6..5 .8 ,5.)
t £ 1 PR R R M T -
5
53
v
ipaata*i? = H(t.5 .5 .6 .5.,68)
t a i 2 3 -3
y
X
Bt = K(£,8 .6 ,8.,8.,5 .58.)
¥i o i e 3 4 g
H
)
etk s W (t,8 .5 ,5..6.,5 ,8.)
i . } R TR~ S S S -
¥
18 s % (4,8 ,5,5.,6.,58)
t 0 1 P Tet 1T T2 T e

e assim por dianle.

A segulr os teoremas de imersac de Sobolev permite-nos,

conclulr que uk, pk e CU(a x [8, T}). Unm argunento padrao fornece

entBo que u, p & C (R % [5, T1).

Agora, usando = mesma argumentagdoc da propesigio 11, Capitule

I, conclui-se que a pressdo p e (0 x [8,T]) »

Obgervagao 3.3. a) Costariamos de resaltar que as estimalivas

oblidas a partir da equagdo {3.17) poderiam ser obtidas diretamente da
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equagio (3. 1) colocande v = &uk. Porem, 1ste exigiria que a
forga externa § fosse nula no bordo; o gue excluiria forgas externas

realistas { Torgas gravitacionais, por exemplo).

b} Se 80 for regular ( classe C7) e f & C{Q x (0, TI) entdo, por

um argumento padrso, pode~se conclulr que u, p & ™0 x {0, T]}. Parn
obter =a regularidade em t = 0, s@8c necessarias condigoes de
compatibilldade sobre og dades, as guals parecem ser muitoc dificies de
vereficar na pratica, como fol observads por J.Heywood e R.Ranacher
[13lpara o case das equagoes de Havier-Stokes usuais, isto também se

verifica ne caso das equagoes de Navier-Stokes nao homogeneas,

¢}  Os argumentos usados neste capltulo, Juntamente com agueles do
Teorema 1.1, fornecem um teorema de regularidade para solugOes

fracas com dados inlciais u e V. Isto vale para solugoes construldas
a partir das sproximagdes Semi-~Galerkin como por exemplo aguela dada

por Kim {18] (Teorema 2.1, pag. 21).

d} Ho cazo em que p € wz’m(ﬂl. daz estimativas (3.18) e {3.18)
q 7]
K e 1%0, 1; W) conm

normas uniformemente limlitadas em ¥, Nesie czso ugsando argumentos de

conclule-se que pif e L7(0, T W) e Up

compaoidade [ Lewn de Aubln ), concluie-se que pk % p forte en

tPio, 1; wian para tode p,g & (1,w}. n
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CAPITULD 1V

ESTIMATIVAS DE ERRO LOCAIS NO TEMPO

Neste capitulo vamos apreseniar algumas estimatlivas do erro
cometide ac saproximar & sclugie do  problema pelo métode de
Semi~Galerkin especiral, Para Iisto basear-pos-emos no teorema de
existéncia local; assim, o3 resultados serfio lopcals no tempo e veremos
gue o erro aumenta exponenclalmente com ¢ temps., A guestfo da
possibilidade de estimmilivas de erre uniforme no t{empo sera tema do
préxime capitulo,

A segulr enunclaremes alguns falos basicos que poderis ser
encenirados no artige de R, Rautmann {23 1.

Se f € ¥V, entfo a estimatliva de erro

1

Aeri

(4.1} B - Pkfiia s posne

é gatisfeita. Se ademals f € V n Haiﬂl , entdo

(4.2) If - P gI° = 1 ypags®
Aert
€
(2.3) 4v§ - WP fu° s il ppafu®
k+1

Outre fato conhecldo é:

n
(4.4) jn({pn - P 3w = jnm - P )u

B8O



que € satisfeito para qualquer { £ L3 ., Ssendo n >k e wo= u" - uk.

Q resuliade anterior também ¢ valido se w & trocado por v, ou Fu.
Também smerd necessaria a segulnte varlante do lema de
Gronwall.
Seja alt) = 0 uma funciio absolutamente continua com a’{t) = 0

e bi{t) 2 O somével em {O,T]. Suponha que a desigualdade integral

alt

" t
p{t) + f o {ridt = + f b{tlp(ridr
o o

»
¢ satisfeita parsa as fungles continung positivag ¢ e ¢ sobre [0,T],

com uma constante A » Q. Entfo
o £ t
p{t) + I ¢ {t)dr = {1 + f b(t}dr} a(t}exp{ b(r}dr} .
o Te] A o

Quiros resultados importantes séo:

{Pkf,g} # {I,Pkg)
{(Pn - ?k)f,s) = (f.{?n ~ P gl
{2.5} 4
(Pf:g} = (f,Pg}
(P - P If,g)l =(f{F~PFlg
que sic satisfeltos para qualquer f, g € L*q), JA P;ak, k,P~P s50

projectes ortogonals e

PLA@) = <xt L, W

a1



Pn(L2(Q}} = <y feees LI ,

POLA) = HR)

sendo <wi> ortogonals e completas em H{D).

Para finalizar, temos as seguintes observagtes

(4.8) §(1-P, )Pgh® = Xi“ nopgl?
k+1
5
{4.7) nopgl® = cuguf :
H {1

{4.68) & direta de (4.1). Para (4.7), observe-se que P:Hi(ﬁ} > Hi(ﬂ} é

um oporador continuo, logo existe C > 0 izl que

KPR = Cﬁguf
H{)

Assim, para qualquer g ¢ H (D) temos:

(4.8) H(1-p, )Pgi”® < XE“ TN
k+1 H (W)
vu, eguivaientemente, J& que FPk = PkP = Pk, obtém-ge:
{4.9) IPg - P gi® = XEM TN
' k+1  H{Q)

Observe-se ainda que (4.8), (4.7), {4.8) e (4.8) permanecem
vilidas se P & trocado por Pn com n > k.

Tambén temos a dizer que:



- 2 1 2
(4. 10} {1 Pk)Pgii S (;-— }giigiliz{m.
k+1

Antes de enuncliar os resultados, gostariames de ressaltar que
o tecrema 4.1 & um teorema provado por Salvi [25 1 (pag.202, Teorema 2.
Fazemos agqul a sua demonstragio mals detalhada por ums questio de
clareza de exposicio. Porém, a estimativa (4.28) do Tecrema 4.3, embora
tambén enunclada por Salvl [28] (pag. 203, teorema 3}, na verdade nio

corresponde & prova felta por ele, JA que da demonstracéo fol obtida na
~1/2,
1 n+l

de convergéncia otimal {hnfl) temos que fazer uma anadlise disiinta na

verdade uma taxa de convergéncia nfico otimal {A Para obter a taxa

gqual o resultmgdo do Lema 4.2 Joga um papel declsivo. Além dlisso, 23
nessas técnicas, inclulndo ss do capitule I, permitem que obtenhamos
estimativas de erro de ordem mals alia sob s mesmas hipdlesesn de Salvi
{Teorema 4.4, 4.5 e obgervag8o 4.8},

Enunciaremos agora o segulnte

Teorema 4.1. Sob as hipdtegses do Teorema 1.1, as

aproximagtes uk, pk satisfazen:

t
(4.11) tult) - uee)u? + J‘ 1valt) - wWl(onar s i‘“‘) .
o E+1
(4.12) bp(e) - pM(en? s L
' k+1

para qualquer t € [0,T]. As fungBes ¢(t) e ¢(t)} dependem das
estimativas dadas nos lemas do Capitule I. Elas s#o continusmente
diferencidvels com respeito a t & {0,T], continuas em t = 0 e, além
disso, elas crescem e#ponencialmente ‘com t. {4.11} e {4.12) se
sabtisfrzem tamnbém com qualquer 2 e pn no Jugar de u e p

respectivamente, n > k.
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Prova.

{1) Consideremos as gegulntes egquacles {(n > k):

]
(on)

(4.13) Pn(pnu: + oot - ) - Pad®

ik k, k

{4.14} Pk(pku: + pu vy - pkfi - P&uk

#
o

ipn, pk satisfazendo @& equacSo da continuldade com W e uk

respectivamente).
Subtrainde (4.14) de (4.13), a diferenga w = u® - uk aniisiaz.

P_(p%u] + pMulu® - p7f) - Pk(pkuf + o5 - o557 - Paw = 0

{4.18)
Wi} = iPn - Pk)uek
Fazendo o produte interno em L35 de (4.15) com w, obiemos

k k

iPn(pnug + pnunVun - pnf}.w) - (Pk(pkut + gy ?uk - pkf),w} ~(Aw, W} = 0

Observe-se que
(4.18)  =(Pp"u W) = (P, ("~ p")u TS, W) + (P o WWS,w)
- (PkpnunVuk,w}

(4,17} {Pnpnu?.w) = (pnug,w} =4 9 ﬁ(pn)xfgw

1 2 n k 1 n
5 &t 17+ (p ut,w) -3 (wpt,w]

Também temos

(4.18) (P (p"u)w) = = (P ("™ = pIaf), w1} + (P ul), W)
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nn., k

(2.19) (P, (e "0d), v = (P (™)) = (P - P (™00,

logo:

nn k k
{4.20} ({Pn{p ut} - Pk(p ut}],w)

IQ.-

N
j=

L

+ (P ((p" - kau:3,w)

n,i/2 .2 n k i n
B{p )" “wlt™ + {(Pn - Pk)(p ut),w} -5 (w pt,w)

(P_1p"5) = PLp ) ) = (B_((e" - ) + (P = PR, W.

Por citro lado,
p? = - div(pnun},

ool o gual

1

(4.21) % (g} w) = - % (wdivp™™), w)

(pnuqun,w} - (pnunvuk,w}.

H

Agora, substituindo =as identldades (4.156)
{4.15}, obtén-se:

1 4 n, e 2 2 n . k
{(4.22) s ar Hp )7 "ull™ + §0all™ = (Pk{p wou ), W
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- (p_ - pk){p“u$ e p™E - K1),

- (P " = Py ¢ W -

Vamos estimar asgora os termos de ladoe direito da equacis

acimg

n k n k
{4.23] (Pkfp wlu ), w) = fip kuwﬁé HRYV) ﬂa #wilt

L L L

€ HpnﬂmﬂP&ukﬁ Nl 47wl
i

s CeﬂpnﬁiHP&ukﬂgﬂwﬁz + elvwi? .
L

Tendo em conta {4.4}), obtemoes:

{4.24) i(Pn - Pkiipnuz + pnunVuk - pkf}, wl

4

nk n K k o}
EI;(p ug +op iyt - g {1 - Pk)u |

1A

117
{anutﬂ + 1p"uPuu + ﬁpkfﬁ}-ﬁpiu L
k+1

em vists de (4. 10}.

C Gltimo termo de (4.22) tem gque ser tratado de forma um

pouco diferente. Notemos que pn - pk com n > k satisfaz

(pn _ pk}t . upV(pn _ pk) - - wﬂpk
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a0y - p¥(0) = 0.
Seja yn{t,r,x] a soluciio do problema de Cauchy

yz = un(yn,t)
y =X para t = T,

Entfio, usando o métede das caracteristicas, tem—se que a

seguinte relaclo se satisfaz

t
(4.25)  p%(x ) - piix,t) = —j o (Y (. t,x), Vdr,
D 1]

onde ?, k(yn.t} = (un(yn.t) - uk{yn.t)} Vpk{yn,t) .

Agora vem que

k

n t n k k
g -p%]SCI]lu - uH v ar
2

L

tendo em conta as propriedades de yn.

Assim, para ¢ Gltimo termo temos:
(4.25) 1P (o™ ~ P+ o - 1,01

t

z;U

(wVpk}dt(ui + ukVuk - f),w}i

a7



£
s J{w?pk}drﬂ i {%ﬁ + o - 5} n, I,
Q L i.

t
= [J‘ W wit H?pkiim d'l:] {ii’i?ut'll + if‘?{ukVuk}ii + il‘i’j’li} HRYENEH
o L

Consequentemente, fazende uso da desigualdede de Young,

ohtemos:

iiPk({pn - pk](uf + ukVuk - £}, w}

t 2
% C {f it wl R?pkﬁmdr] {ﬁvufﬁz + 1o (e + vaﬁg} + el ©,
€ (5] L
Assim, de {4.23) ... {4.28) vem que
i d n,1s2 .2 2
5 I H{p ) " Twl® + (1-2e M Vwl

n
s ¢ up™nfupadknZuwn® + L upPdi + upPudku « npfpe b IPALE
€ Lw £ Ak*‘i

t 2
c, [j uwuuvpkuwdr] { ﬂVutug + 19N « nepn® } .
o i

Considerando € = 1/4, cbtém-se:

+ Byan®

d n.isz .2
N H{p )" Tult

n,e k, 2 2 t k 2
= { fip ﬁwﬁPﬁu I THwllT o+ C[I fwll Vo det]
L o L
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1
{HVusﬁz + 19T+ nv;az} + {ﬁp“utﬁ + p el + ﬁpkfﬂ} ”iﬁ“ i
k+1

2 2 ¢ 2 k 2 2 k., k, 2
= CBTH{t twll™ + T [f ﬁwﬁh{r)dr] {HVutﬂ + BUFNT o+ B9 {u Vu }
o

+ {é YGiL) + Bvﬁ(ta V§{t) + Bﬂfﬁ} f(t} .

k+1

Por outro lado, fazendo usc da desigualdade de Schwarz temos:
L 2 t o t 2
[f Huﬁh(t)dr] 5 {I i dr][I B (t)dt]
0 Q o

av(uvaEya? = clnva®ude? + R

s cOPsH? + 1pad™Y)

= C H(t)Z,
Consequentemente:
gtu(pnii’awnz + 19wl = i;iil + g (L) + waitaf:uwﬂzdr,
onde @1{t) = {EVéE;§‘+ gY H(LIF(t) + Bufn} H{t)
g (t) = C B* H(t)
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k

3
w,(t) = ({: ii\?uttta + CUVFE 4 CH{t)z][ h”{q:)d-:].
Cr

Agora, integrando de 0 a t, obtém-se;

%l(ti t ) t £,
+ f v, (T)iidT + J' p,(T)dv f iwit2dr |
[4] o

t
fait? + J' B7wl 2dT = .
K+l

onde, utilizames os fatos:

o™ %a® = awl® (020}

2 P
lp #2 F{0)
neuoin® o

ny1/2
i{p (O¥w(o® = Hpotm e 2T & e

Kk+1 Kk*l

tendo em conta {4.3) e o lLema 1.2 & sendo

e, (t) = Clip_ s; Jgo (t)dt .
Agora, como t < T < +n, temos:

g ¢ t
f o (T %aT + f ¢, (T)dt f fwll 2dc
o [4] 4]

t
2
= J’Qspzir}iiwll + [ sup fg: {‘E)dt] f;twu dv

O<t<T "o

t
= J' @4{1»}1:1;;12&: ,
o]
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t
onde @4(T3 = wztr) +  gup p {tidT .
0<<T Yo

Logo, wvoltando a {4.27), temos:

2 ¢ 2 ‘pl t 2
e + I 1Pt s -t s _[ ¢ (v)lwidr .
[
Q kel )

Agors, aplicando o lema de Gronwall, obtemos:

o

$ {t)

¢ ¢ L
ha® + J' ol ®dr s [1 + J“’ (r)cir] LI exp{ I " {T}dr} .
i A 4
el (>} k+1 (4}

Fazende n tender a infinito, vem

k

Hgdr = ¢lt)

ka2
o~ uty +I;1Vu-Vu
a K+l

para todo t & {0,T]. A& fungBo ¢(t) sabtisfaz os requerimentos dados ne

teorena.
11) De {18), oblem-se

£
g™ - K4 = C j' - oKy IinkiImd'r
[} L

t
s Civp,_it_ J' ™ - W h(r)de
L. [+]

t o 172 0 L 0 k » /2
s cw%uw[‘{ h ['r}ﬁ'r} U - uh dt]
L O i

Fazendo n tender a infinite, obbémse:
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K t ” 1/2 t K 2 1/2
lp - pf% = ¢ HVpQﬁm[J h {T}dt] [f fia - uh dr]
L [#] O

Em vista de {1}, conzlul-se que:

Clivp &

o w L 172 t 1/2
fp - pkﬂ = -mmw$?2{j hzit)dr] [I ¢(T}]
(hk+1} 0 o

_ o)

(A }312

k+l

para qualquer t € [0,T] e claramente ¢{t) satisfaz 0s requerimentos do

Teorema ¢ sssim ele estd provado. B

Lema 4.2. Scb as hipbdteses do Teorema 1.1, ifemos que as

aproximagdes pk satisfazem:

$ ()
{4.28) Bo(t) - pk{tjnzr s ; .

L k+i

com 2 £ %5 6B

para gqualquer t & [0,7T1. A funglo $2(t) ¢ continuamente diferencisvel
em {0,T], continua em t = 0 e cresce exponencialmente com o tlempo.

{4.28 ) se satisfaz também com gualquer pn em vez de p, n > K,

Prova. Comecemos conslderando 3 % rr = 6. Agora, tomando n >

k¥, temos:

it
fov]

Py * uVp"

%
o

pf + ufyp"

g2



J2(0) = pFio) = o, -

Subtrainde estas eguagdes e colocando H=p o-p

0 k
w=1u = u, obtemos

"o -wVpn - uk‘fhr

multiplicando por ]uir“l ¢ integrando sobre 1, obiemos:

2 G Il = - I Wil T R
L Q
s 0vp™ wwi NwetT
o i
L L L
Lego,
d k
S uuir s C vp i” Wl

A gque 3 s r 56, C= G(R). Consequentemente,

£
I = C I 1S uvWE (T)dr
r w
L 1} 1.

s C W i I h{T) oWl (Tde
L (]

t s 142 . 2 12
< C v i [I hit) dr] [{ 17wl (T}dY] .
L o o)

Fazendo n tender ao infinito, vem que

t 12 t 142
hplt) - pk€t}ﬂp % HVponm (j h{t)zﬂr] [J 1vu ~ Vukuz]
L L ) o

a3



N 1/2 1/
s C ﬁVpgﬂw{f h{T;zdr] iﬁ%Eil__ ,
L el k+1

onde temeos utilizado o Teorema 4.1,

Asslm

¢ (1)
ip(t) - pk{t)ﬁi = ; '
L k+1

L
onde ¢2(t) = Caﬁ?pnﬁi f h{z)3%dr ¢({t}, funglio que cumpre as condigdes
L o

estabelecidas no lema,
Para 0 case 2 % pr = 3, basta lembrar gque & limitado e

conseguentenente L3 o LP L LF, com inclusBo continua, isto &;

e - pkﬁz s C k" - pkﬂi = C Bp" - pkﬂz
L L L

e coupar o provado anterlormente. Isto finallza a demonsiragio do lema. g

Teorema 4.3. Sob as  hipdoteses do Teorema 1.1, as

aproximagies uk satisfazem:

t ¢ ()
+ f T HiZar s W2
O

ne
L Agil

{4.28) N¥a - ?uk

para qualguer t & [0,T)., Onde a funcdo ¢é€t) e continuamente
diferencidvel em (0, T, continua em t = 0, e cresce exponencialmente
com o tempo. Além disso {4.29) ¢ satisfeita para gqualquer u' em vez de
u, o> k.

Prova. Tomamos o produto interno de {4.18) com w, em La{Q)S,

t
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para obber:

k. W, ) o+

d 2
¢ i i 9wt

t

3 fpus

n n n. n
{Pnp 'N‘tfwt} + (F’np un\?w,wt} + (Pkp wiu

= - {{Pn - Pk}pnuf, wt}— (Pk{pn - ka ut, wt} - ({Pn~ Pk)pnun?uk. wt}
- (Pn(pn - pk3uk ?uk, Wl o+ (Pnpnf - Pkpkf, W, )
wid) = {Pn - Pic)uc
Por outro lado,

3 o5 C 1™ nvwiupadkn?
& LW

2
+ gilw, |l

I k
I{Pkp Wwou o, W ¢

b

#

ceﬁgﬁtt}ﬁvwna + ﬁuwtﬂa ;

1A

n nn,2 n,2 & 2
[P p WP, w b= C_Ip N ZHPAU N g ® + et 0

t
L

A

Ceﬂaﬂtt}ﬁvwﬁz + Euwtﬂa.

(s oubtrog termos sfo mais dificles.

. n k nn_k, 2 2
iiPn - Pk)(p WY}, wt}i 5 CEH(Pn - Pk){p U Va T o+ Eﬂwtll

C 2
- . € IipnunVukiif . + &i?wtii :
K+ 1 H {£)
nx Ce nk 2
IiPn - Pk}(p ut). wt)i s 5 lp My Hl st eﬂwtﬁ ,
k+1 H Q)

45



onde flizemos uso de {4.8), e a da desigualdade de Young,

n k. k n k, k 2 2
iiPk(p g }ut , wf}] 5 ceﬂip p )“t" + el i

o

+ elw, 2

n k.2 2
= Ceﬁp P II3 Hu ﬁa v

L L
k.2, n k. 2 2
= CEHVutH g ~ p 53 + eﬂwtﬂ

e finnlments

n k k., k n k,2 k,., k.2 2
¥(Pn£p e uva), wtil = Ceﬁp o Ea fu Vu EB + Eﬁwtﬂ
= CEHFAukhaupﬁuknzﬂpn - pkﬁz + el i®

s C H(E) 2™ — pXu% + elw 42 |
< L3 L

n k n K..2 k n Koy 2 2
P o'f - P f, wll s CHP pf =P p fi° + CUPpf - P o fI%+ elwh

C
= Ceﬂpn - pkH§ H{N: + RE pX fﬂ + eﬁutuz
Y k+1 H ()
Congequentemente:
1 4d 2 n,ts2 2
5 ogr MewT e ) A
C C
< Ceﬁp - p u3 Hf" Aﬁ fﬂ P HpnunVukﬁf
L B K+l H () k+1 H {0
+ Hpnuktlzl + Ceﬂ?ufﬁzﬂpn - pkH: + Ceﬁp - p R H{t)
k+1 H () L L2

+ EceszH{t)ﬁVwﬂz + Te ﬂwtﬁz ,
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logo, integrande de 0 a t,e recordando que

2 2 .
ip wtﬁ = uﬂwtﬂ

e considerando ¢ pertencendo & (0, % ) ., obtemos:

£ t
nw o+ J Hwtﬁgdt 5 f [:{uvyuz + H?u§H2 + H(t}} e - pkﬂi
O o L

(4.30)  + < {upkfﬁf saptuwde? 4 ﬂpfukuf }
N

Ak B (q) 5 ) TR

+ CBQH(t}H?wHE]dt + #vw(o?® .

Por outro lado, valem

1o u s CHv(p u vy 52

1o

iA

Ci¥p W2n(E)PH(LF(L) + c8PHen)®
L.

np“ufuf
H™ (1)

1A

cav{pnuf)uz

A

CIVp, Zh{t)®6(t) + CB%ivu
L

k.2
tﬁ

cOviptrn® + 1o5m%)

L1

npkjnf
H

A

cigbifu® + Wopl ht)® + ghenn®y
L.
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ioge em (4.30],

P L wit) t 2
Nouit? + f w1 2ar = + C I H(o IVl 2de + now(0)1?
o K+l o)

onde Yit) = J {bﬁ?fﬁ + H{t) + ﬁ?p ; ntt) Ht) Flo)gun?
L

.
+HVpaHih(t)EG{T)+ﬁjﬂ2+ﬂ?poﬂi hir) 2 2+g%ura e + C(8%+ 1IG(E) .
L i

Fazendo n < «, oblemos

(4.31)  NIvu - vufi® f i, - ut" dr

Ki2ar + 1(yu - w53 (0002

A

t
= wit) + j H{t)livu ~ Vua
k+1 ol

Também,

{4.32} #Vu - ?ukfﬂ}ﬂz = E{Oj !

k+i

em vista de {4.3) e o lema 1.2. Substituindo (4.32) em {4.31) e usando

Gronwall obtém~se:

H9a -~ ?u ﬁ I ﬁu - uiﬁ dt

t L
{(g{t) + H(O)
% 41 + | Hiv)dy } exp{ H(t)dr}
{ I; Ak+i J;

o8



éa{t]

Rk+1

®

e ¢2{t) satlsfrz os requisitos do teorema. o

Provemos agora o seguinte resultado:

Teorema #.4., Sob azs hipdteses do Teorema 1.1, temos que as

aproximagies uk, pk sat lefazem:

Y
(4.23) f iPAu ~ PALSH%dr = g{t)
) k+1

(4.34) 1p(t) - pre s U
L k+1l

para qualquer t € {0, T]. Az funghes M{t) e M{t) sfo continuamente
diferenciavels em (0,T], continuas em ¢t = 0, e crescem exponencialmente
com o tempo. Além disso (4.33) e {4.34) sBo satisfeltas para qualquer

un e pn em vez de u e p respectivamente, n > k.

Prova., Tomando o produto interno em La{n)de (4.15) com ~PAw,

obtencs:

k k n n k k. K

2
{4.35) HPAWH® = - (Pkp Yy PAw) + (Pnp U, Paw) (Pkp u Yu , PAul

+ (Pnp“unvu“, PAW) + (Pnpnf, PAw) - {Pkpkf, PAwW).

Por outro ladoe tenmos:

nn k k _ n n_ k., k
(4.36} {Pnp U - Pkp Uy FAw) = (Pﬂp e PAw} + {Pn(p P )ut, PAW)

29



(e - Pk)pkuf, PAW) ;
(@.37) (P p"dw" - P o u V", PAw)
= (Pn{pnuan}, FAw] + (Pn(pnwvuk). PAw)
Kk, k

¢ (P (" - o3k vy, paw) + ((p_ - P (" W), Paw;

(3.38)  (P_(p"f) - Pk{pkf), Pav) = (P_((p" - p¥)f), Paw)

k
+ {(Pn - Pk)(p 1, PAw).

Substituinde {4.385), (4.37) e (4.38) em (4.38) obtemos:

ipast® = (P p"w , Phw) + (P (p" - pkzuf, Paw) + ((P_(p" - kol paw)

t"

kVuk}. PAW] + {Pn{pnuan), Paw)

k k k
+ (P - PoTu + o
n k n k
+ {Pn(p w Yu )}, PAw) + (Pn(iﬁ - p 1§}, PAw)

+ (P = P, Paw)

. n,?2 2 n K k,2 n n 2
% Le g Hm Hwtﬁ ¥ CE (¥ P Il3 ﬂutﬁa + Ce ip IIm fu Hm EVwi
L L L L L
n 2 k n k.2, k k 2
+ Ce o Hm Hwﬁs [|[RY% "B + CE g™ - p Hs Hu ﬁw 1Yy “B
L L L L L L
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kk k.2

n k.2 2 ¥ kK k
+ Co lip P 53 BVFU" + lI(Pn - Pk)(p f+p U rpu Vu 1

+ Be §PAWLS.

Por oulre lado,

JENES N Ypk5 + oMuF & pMukudn® < L Ry e pk\ik + pkuk‘{?ukliz
t Y
K+1 H*
s .o 1g® iNe - wvp 02 ne)®upn? + cgfuvd® + cive 1®  nin)%ely)
A O w i G mw
k+i H L L

" Cﬁﬂpaﬁz n(e) B F(e) + CﬁaH(t)z}
L

£{t)

Apel

Assim:

+ C {nv;nz + H)E + HVufnz}up“ ~ pkﬁi
L

e(t)

{4.38)  #PAwE® = 5

+ CBAw® + CETHIL) Pnvwi®,
Integrands a desigualdade acima de 0 a . obtém-se:

t
£ I L{Tl)dx
j RPAWCE I 2dT 8 ~Ce—e 4 C j [vanz + H(t)? + aVutﬂz1up - Pt

Ak*l L
2t. 2 4 t 2 2
+ CB j w1 %dT + CB I 800) 2o Zar
o] [+]

101

2
at
3



consequentemente, fazendo n -» =

C M(t)

Ak+1

¢ k. 2
J IPAU ~ PAUH 2dt =
a

onde,

£ t
ML) = j ) + C {uvrnz + m-c}z} 3, (viax + cg® _]' 9, (T)dr
o <

t,
v 8 sup H(D)® J' #ltidr + GlL),
O=rxt &

gue satisfaz os requerimentos do teorema.

it} Da equacho (4.25) temos:

k

t
n n k n
e - P s C fauu - nwpt dr

L L L

y
s CUvp i J' 1Pau® - PaGSI h{x)dr
L [+

t 2 172 £ n K 2 172
s C 9 I U h(t) dr] U 1pau” ~ Paukil d?:] .
IR ) Q

Fazendo n < o , ¢ usando a parte (1} conclul-se que:

i ' 172 172
ip - pkllw = C HVp i U h('rlzdr] [}:{”} .
L L o kvl
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Congegquentemente,

2 2
k. 2 ¢ ﬁvpozm t 2
hp - p 8% & [I hit} dt] ML)
o A
L k+} o
o HOD
k+1
claramente M(t) satisfaz os requerlimentos do teorema. =
Finalmente temos:
Teorema 4.5, Sob =8 hipdleses do  Teoremm 1.1, a5
aproximacdes uk satisfazem:
¥, 102 ¥,,2 & k, 2 RB(t)
(4.407 oGPy, - un? + j Ty, - valldr s okl
4 9 t £ A
0 k+1
(4.41) o(t)iu, - utﬁz = i %Li .
k+1
£4.42) ' o{t MPAu - lekll2 = iit) s
K+l
(4.43) oltiu ~ ukiii « ‘;_i LGz
Lo k+1
t k, 2 &Ly
{4.44) o{z)Ive - Yu ﬁo " de = Lol
° cr v vt
onde, O = w < 1
¥ 4 -
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Se a dimensfio for deois, temos que para qualquer € > 0,
exigte C_ > 0
&
f

(4.45) I o{T)IVa - Vukizi dr =
] L

32

g
-
St

et
Y -

para qualquer t € [0,T]. Onde as funcles R{t), L{t), ©(t), Ii{t) s30
fungdes continuams e diferencidvelis quase sempre em [0,T], e elas
cregcem exponencialmente com o tempo. A fungfo o(t) ¢ a mesma que no
lema 1.7. As estimativas anteriores permanecem validas se u € trocada

por un. n > k.

Prova., Derivando com respeito a L as equagbes {4.13],

{4.14) somande e fazendo o produto interno em Laiﬁ) COM W

v cbtemos:

I k k

& i
{4.48) H?wtﬂ + {Pnp L Pkp Upyr wt)
- k Xk Kk, k, _ .k
= (Pk{pt ug {pu Yu }t {p f)t,wt}
n n nn_n n,
=P {py, up v (pru VU - (0w )

Por oulro lado,

n n Kk 1 4 kyisz .2 _ 1 k
(Ppu, - Pp Uy W) o= 5 Gt g} W, b 5 (wt. Py wt}

n k., n k k
+ {Pnfp - p 3utt,wt} + ({Pn Pk}p utt,wt},

Assim em {4.48), temos:

d K. 1/2
£4,.47) 3

I wti?" + ﬁv;.:tr?

1
2
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n k n 1 k 2 Kk
= - = -
ot - p imizuttu g+ 3 Ilpt;l‘wiiwtii + 1P - Pptug,, )
» HL2tty, Wi
onde,
o Kk K kK, K, _ , K
L) = Pk(pt ug ot (pw vu }t. {p f}t)
n.n nn. N, .0
- ?nipt ut) + {p uwgu )t {p f}t) .
Agora, multiplicando {(4,47) por o(t} e Integrando de 0 a t,
abtém-ge:
i k172 y N 2
{4.48) et} $ip) w 15+ I e(TiiVy 8 dt
2 t o t
K,1/2 2 ¢ n k n
s o(0)(pN) 2w 1% (0) + Irr(r)iip - o5 G0 w0 dv
., L w Lt t
0 L
1tk 2 t
" §_{ Ip o) 12d + Iv[t)iizir}. W) ldr
o 0
& Kk k
+ L;r(*r) HP - Pdeug, w)ldr .
Por outro lado,
¢ n K n
(4.43) Iov{r-Jztp -p zw bul i i HdT
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L
= sup V Ml1) ! f w{t)Ifzﬁu?tH v(r)lxzuwtﬁdt

O=yp=t, Ak+1 o

t 172, .4 172
s 2 sup v M{t) [f w(r}ﬁuntﬂzdt] [I w(r}ﬂw_ﬁzdt]

t

fAk+i Oxrst el o v
s ¢ (1!
< L sUp VfMit3 N{t) exply trz mea e
112 gerst (x 7%
k+i k+1

s o v ¢2ET:thj sup vV M(t) exply t/2)

Ak*i Gsrst

tendo em conta os feoremas 4.3 e 4.4,

t
i k 2
(4.50) 3 J'a-{r) tpgh Hw i 7T
o L
C @2{t)
= ¥ exply L) WWe 1 sup  J{v)
e O™ osst Mest
t Kk
{4.51) J; olT} i((Pn - Pk)p Uy Nt}dt

1k

t,
jo»{-rl tj pkufjt (P - P) ul ld
G il

7 172 3 142
< B Una{r)emttuzdr] [j‘:,(,r} e - Pk)ugllgd'z]
t. 1/2
» ;\ﬁ W) U el (P - Pk}uz‘aadr]
K+1 o B

148



(4,82) vta}n(pk)l’zthQ(OJ = ¢(0Mp(0) (KDY = WO = 0

pois {0} = 0,

Agora vamos estimar

t,
(4.53) fztzm, w ) lolt)de
[

£ Kk n n
= J;w{t) I{Pkptut - Pnpt U, wt}idt

t £
+ f elr) {{P pkj - P pnf w, Hidr + I ofti| (P pkf - P pnf w, idr
o Kt 3 Al A o k t n A

k k

L
- J w(t)}i?kp uy Vuk - Pnpnuﬁ ", “t)l
o

t
+ j W(t)i(Pkpkuk Vuk - Pnpnun ?un, W

t t}i'
o

For outro lado observe-se que:

¢ £
f (T} {p(x), w)ldr = I o{T) gl v, Ndv

[ o]

i 1/2 L
» Ef o) u¢§2dz] [j elr) ﬁwtﬂzdr]

O o

t 142 {2 172
p [f olt) ﬁ¢n2dz} [f oz} ) upaufuzdr} *
a

o (g
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onde ¢{t) ¢ qualquer dos termos gue aparecem em {4.8),
(4.4}, Junto com [4.10).

Tendo em conta os lemns do ecapitule I, obltém-ge

:
j el gl dr < A(L)
O

&

onde A{t) depende das fungles correspondentes a cada termo.

Consequantementie,

t
{4.84) I olry| (201}, wt)idt = g{t) .

O k+1

Volitande &  (4.49) e fazende usc das
{4.48)...(4.54}, temos:

£
& w{t)u{pk)ifzw he e I o{T)}i%w gt s §££l
2 £ & A

o} k+1

Disto claramente obtem-se (4.41}).

utilizamos

estimativas

Passemos sgora & prova de (4.42). Multiplicande por elt)

desigualdade (4.38), obtemos:

LU IPAW® = ﬁ_;i‘_{,@i N C{a’{t)iwﬁtz v (L IH(LY w{t]%i?ul,ziiz
k+1

+ Cﬁac"{t)llwtiiz + CRMHILY S (L vwh ® .

iog

1

Ak+1




De onde fazendo usc do lema 1.7, € o tecrema 4.3, oblém-se:

sl PAE s i{tj )
k+1
Fazendo n -+ w» ,
e(t)IPAu ~ PACKI® = k(t} .
Kk+1

{4.43) é direta da anterior.

Veldamos & Gltima estimativa. Temos de (4,18} que

k k

(Vuw, Vp} = {Pn(pnui + pnun?un - pnj),@} - {Pk(p ug o+ pkuﬁ‘b"uk - pkf),@).

Por culro lado,

: v ko - pkfﬁ4

{4.55) H{Pn(pﬁu: + phafed” - PP, - Pk{pku
L

n n k, n ko,
= H(Pn Pk)ip ut}ge + HPk{p P )ut i‘ + ﬁPk(p wt;§¢

1 k., n k n K,
+ ﬁPk{p o }ut !4 + ﬂPk(p wt) ﬁ& + HPk(p gl 34

41 n k. n_ n k
+ H(Pn - Pk)p fi* + HPn{p g oju Vua i@ + HPnp qut&

k k. k k k
+ E(Pn - Pk}p u Vu ﬁ* + HPnp U Vwﬂi .

L L
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Também observe que: sendo T, = P - P ;  temosm

k n | 4
C
T : H1 L2 com HT, & =5 i
k k H1 L2 (A }wz
! k+i
e como & Inclusiio de H enm 1% e continua e Tk : 1.P L% & continua com
norna IITk W g = C (independente de n e k), entio Tk: S S
L ,L
continua com a’rk %SI e % 0_. Congequentemente, usando a teoria de
H.L
interpolagio Tk c 1t LY & continua e
172 S
C S CC
KT 0 ! e {czjl’2 . WM__K_EE?;
H,L A ,,) (yyy)
Consequentemente,
2 2 2
- - —
MPI} Pk]fpllé (A }Ua H{#?ix
k+i
Asglim,
{4.88) HP"H(;::HLIEL + p“unVun - pnf) - Pk(pkut + pkukvuk - pkfﬁié
L

C n n n n n B, ..
= N }l,i{ W i Bt + K™ BTu o+ M RUFE e 4T W B S
k+1

L L L L

N uv;;knm pa v+ 2005 el ® - i%pkiiwiiukﬂmlivzukii}
L L I L I
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+ CRINTw, Il + cRIvu™i 19wt + 1pMH wuH wpawl + e - o5 duvs
Lw Lm Lm LB{!

+ hoay o+ s uPau“a}
L Lm

S

L {nvp B OR(LIVG(L) + BUVEH + #Vp # h{L)HFR
{E }1/4 oLm QLW
k+1

» 1T K BCOKEIWF(D) + 2 8 B + B KF(L) + prou )
£ #

S Ly HOE) QHUsH + KCOVH(E) + ﬁ?uza} + CRUTw, I
(A ,y)
Lo (e et
+ BELLYUPAWE + CRITW™Y
Lm (A }1/2

K+l

Multiplicendo a desigualdade anterior por el(t) e Intesrando

de O a t, obtém-se:

}g + pkuk‘{?'uk - pkf) ﬂ& dt

t
f ot} %iF'n(,::-nuil + pluea” - pnj) -~ Pk(pku
o ‘ L

¢ t
I }1”; fga(r)@lfr)dt + Cf j‘og-(-r)"thiid;r

(;\k+1

&
* ] {&(T)"?“g“ oD + o()K(VH(D) } B(x)ar
O

t
F I {CEKET}O'{T) + CBrr(r)i!Vuniim} spa{"c)d'r
Ke1! © L

i1l



C

% ol
(X

C

ft
o{Tle {Tidr +
31K4 T b (A

}1/2
kel k1

L
PO --J Carltio(riv $2(t3 dt + EN{t}}
o

12
{Ak+1l
o t { . c
e S—— J e{T Vil + e(T)K{x)vH(T} } M{t)dt + - NIt}
[?ﬁ 31f2 (}‘ )11‘2
k+1 ¢ k+1

L, (£} L, ()
-1 ! + 2

172 i/&
(Ayy) (Apyp)
Assim:
t L (%) L (t)
j cleitu - uk32 o dF = U = 4 = —
o ve (a, ) Y

k+i k+1

em virtude dos resultados de Cattabriga [7]. Consequentemente, usando

0% teoremas de imersfo de Sobolev, conclul-se

3 N
_{w{«r)ﬂ\?u“ - Vuktig LS ﬁm%%é
o C {12} {Ak+1)

Com o argumenio aclma, 2 estimativa obtlida & a melhor
possivel em termos da taxa de convergéncla. Isto € porque quando n = 3
o malor p para o gual H » 1% e p = B,

A estimativa (4.48) ¢ obiida similarmente usande o fato de

gue, em dimensfio n = 2, e pode ser imerso conlinuamente em i para
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gualguer g finlto., Assim finallzamos a prova do Teorena,

Obgservagdo 4.8, Utilizando os resultados de regularidade,

estimalivas para a velocldade e a densidade podem ser melhoradas.

exemplce, vale o segulnite resultado

L C {t)
J olx)ive - Vukﬁz 5 1
w A

0 L k+1

De fato, tendo em conta (4.568) os termos

Ak

Por

onde a Laxa de

convergéncia obtida nfu & olimal, podenm ser tratados de maneira melhor;

mostremos lsto tomando, por exemple, o termo a segulr

"
nn H nn
ﬁ{pn ?k){p ut)ie = E;#MM)1/2 e Yy gz
k+1
Ci n 1 n n n n
= %HDH e+ N80 gu 8 + Rp it BSa 'l
(x yH/2 L™ t L ¢ *
k+1
2 n n n n
+ iD%p Hmﬁut& + Kp ﬁwﬁPﬁutﬁ} .
L L
Com o qual,
£ [t}
J-a"{t)ﬂ{? - P ™M =
o n k t Li (A }zxa
k+1
tendo em conta a regularidade. Disto, e forma
anterior, conclul-se:
L C ()
jga{t)ﬁvu - Yu f“ dr = o 12
k+1
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e consaquentemente,

"] Ca{t]

of{tv)iVo -« Vp i~ =
L Arel

De fate, tomando as duas equagdes

k

il
o

pi + ukVp

3
o

p? + uann

fazendo a diferenga utilizande o métoedo das caracterisiicas, obtém-ge

t ¢
o) vp™ - Upkllw s J (e ITTpl_dr + j (T wDpl
L Q L v L

t n k

+ I W{T)H?unV(p -~ P )Hmdr
o L

i) & n n k

s &bl f (vl _wv(p® - p*)_dr
(Ak+1) o L L

logo, fazendo uso de Gronwall:

¢
olt)1ve” - 9N = cit) o exp[j ﬁVundeT]
L (Ak+1) 0 L

Congegquentemnente,
Cg(t)

k
o(t)ip, ~ p. #o . om
t t L Ai‘:*'l
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capiTULO ¥

ESTIMATIVAL DE ERBO UNIFQRME NO TEMPO

No capitulo IV obltivemos esiimativas de erro gqus dependem
exponencialmente do tempe. Em geral, sem condigfes adiclionals, iste &,
o melhor que se pode obter; entretanto, se a soluglio a ser aproximada
for assintoticamente estavel, em algum sentido adeguade, espera-se gue
seja possivel obter estimallivas de erro uniforme ne tempo.

Isto fol provade por Heywood [12], para o caso das equagles
de Navier-Stokes ususls {denslidade constante) e, neste capitulo
provarenos que um resuliado exatamente similar agquele de Heywood vale
para as equaglfes de Navier-Stokes para {luldos ndo homogéneos,

Para descrever em detalhes a noglo de establlidade e
hipdteses suplementares que estaremoes considerande, recordames mals uma
vez que as equacles que governam o movimento de um fluldoe viscoso

incompressivel nfic homogéneo séo:

o w + puu - Vu=-~Vp+opf,

£5.1} 1P F wp = O em {1 ¥ (0, +w},

div u = Q,

com condi¢Bes de contorno u!aa = 0 e Initclals uix, Q)= uqfx), plx, 0} =
poix) 2 0 < a= po(x} = p comx, B constantes positivas.

Suporemos gue os dades do problema {8.1) satisfazem

(A1) u € Vo (o)
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{AZ2) sup iffll, < + » ; sup iiftn < %+ @
t=0 H =0

e gue a solugdo {u,p) satisfaz

{A3) gvu{t) s ¥ , ¥t = 0.

GCostariamos de observar gue sob as condicgles {Al} e (A2) ©

Teorema 2.4, lImplica que ({A3] ¢ necessarismente verdadeira nos

segulntes casos: para n = 2 sem nenhuma restri¢fio suplementar; para
dimengfo n = 3, se §f & a veloclidade iniclal forem suficientemente
pequenas,

Alem disso, assumiremos que {u, g} ¢ "parclalmente

assintet icamente estével® no sentlide da condicBo (Ad) a segulr,

As questdes relativags a estabilidade de {(u, p), para serem
respondidas, necesslitam do estudo do  coupertamento de  YgolugSes
perturbadas". Para lsto, consideramos uma solucfio (O, p) do problems de
Navier—-Stokes ndo homogénen,

ﬁat + pOVA - AD + Vg = 5F

#

div 4 = 0 para {{,x} & {tn, w0 ) 3283

Oy =10 tlag =0
[
Py vp = O

Comegando no tempo inicial t_o = 0, com um valor inicial &Q &

H na vizinhanga de u{to} {em um sentido a ser precisade posterlormente}.
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Referir-nos-emos as varidveis ¢ = Q0 ~ u, 7 = p - £ Cioao
perturbagdes de 4 e p, respectivamente, e to, e CO = ﬁo - u(to} e =
B{to) - p{te) como © "tempo Inicial®™ e "wvalor inicial da perturbacic na
velocidade e “valor inlcial da perturbagfio na densidade”. Aszim a

equagio satisfelta por £ &

r;‘sgt DUV ¢ PEVU ¢ POVE ~ AL ¢ VR = {p = ﬁ)(ut + uwWu - §)
5t+{u+€;}§7}5n0
{5.2) A divg = 0
{{LOJ e §0
5(1;03 = plt ) + mit))

& hipdtese suplementar da establlidade que consideraremos & a

seguinte:

{A4) {u,p} diz-se "parcialuente assiniéticamente estével" se para

todo AB 2 O existe L = L (AB), L, = L(AB), F(AB: [0,0) » R

continua ndoe crescente, com F{O) = 1 ¢ 1im F{L) = 0 e existe & =
t o 4o

LA, B} » 0 tal gue pafa todo to z (0 e todo qo € Vn HQ(Q} e, € L¥(0)

Lp =
noH Com quaﬂ < 48, H$§0§ = A, Hnuﬂm = B e jng = 0 entfic o problema
perturbado (85.2) 4 solavel de forma Unica com

2 ) 2

el (It , =) Vnui(Q)),
1 1

Qt € i;c {[2}, wiy H{Q1),
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7 e L""tito, »); L) a WP (o)),

e tal que

1) fvqall_ (£} s L_ , 3=p %86,
I 3
L

i1) gOCU(L) = LQHVQOHF{t - to)

Observagac S.1. A condigfo 1) acima ¢ automalicamente
satisfelits com p = » nas condiqgBes do teorema 2.4; a condigio 1i1) pode

ser provada em cerlos casos parn as equagdes de Navier-Steokes usuals,

obiendo-ze F(t)} = em?t seom y > 0. Para as equagdes nfio homogéneas
espera~se 0 mesmo tipo de comportamento em casos similares. &

A seguir, damos o enunciade do resultado princlpal deste

capitulo:

Teorema 5.2. Existem constanies C, N e K que dependem 86 do
dominic O, as normas dos dados referidos em {A41), (A2) e as constanies

introduzidas em {A3), (A4}, tal que:

EPu -~ Ve RO (L) = 7{5«
n+l
e
g - p“ur (1) = hm‘ 2sr %86
L n+l

para tedo n z N, e todo £ 2 O.
Antez de inlelar a demonsiracgio deste resullade preclisaremos

de uma série de estimalivas a priorl que seriy derivadas nos lemas que
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g8 seguenm. Um pontce importante & que, diferentemente do caso das
equagdes de HNavier-Stokes para fluldos homogéneos vérias estimativas
ndo podem ser obllidas de forma uniforme com respeito ac tempo. Assin,
oo andamento da andlise de Heywood [121 nfie pode ser usada direbamente.
Porém, seremos capazes de mosiprar ums série de estlmativas inlegrals,
as quals dependerfc apenas da diferenga dos exiremos de integragfo.
Isto serd suficiente para completar a demonsiragfce do Teorema.
Recordemos mals uma ver que a n~ésime aproximagfic espectral

de Galerkin

n
Pex) = ¥ Ckn(t}wk{x)
K = 1

da solucgio do problema {(5.1) esta determinada de forma Unlca pelas

condigies

{5.3) fp“uz, oM+ (PNTR, ) s (vl ) = (7, ¢™

para t = 0 e (uo) - U ¢n) = 0 para toda @ﬁ da forma: @n{x3 =
4]
Z dkwk{x) e a denslidade por uma aproximacSo Infinlts dlmensional pn,
k=1

solugio da equagho de continuldade
{5.4) p? * un?pn =
com pn(O} =P,

Passemos agora, & copparacdo do erro com as periurbagbes,
o0

Seja u = z Ck(t)wk(x} e a expressio nas autofunceles da solugBe u  do

k=%
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n
problema [5.1). Seja v o Z Ck(t)wk(x) a n-ésima soma parcial da série
k=1

n n n n n n n .
de U, Seja e’ = u -~ V¥V e ¢ = u =~ ¥, donde u & a3 n-ésima

aproximagioc de Galerkin. Entdoe u - un = @ - ¢n‘

A seguir, ifemos

lLema 5.3. Sob as hlipoteses feltas oblémse:

1 d z 1 z 1,12 2 2 10
(5.5) S gt Wait™ + 8 & fPaull™ + 4 ip utH = ChERT + Cigul .
Prova. £ spdloga & feita por Kim [18]. -
Corolario §.4.
b 2 & 2 10 2
I fPAult"dr = j {% g™ + C_HVull } dtr + C _ fiVuit )i
t t 1 2 3 Lv]
Lo e
t 2. .2 ¢ z 2
f ipt %u 4%t = J {? 0%« coval®y de o+ C pvult w7,
t t £ 1 2 3 o
O o

Consequentemente sob as hipbdteses feilas:

£
J’ iPAul®dr s Clt ~ £ ) + C_ivu(t JH°
" 2 3 Q

el

= let - to} + M2 ;

t t

f lu Pde = & f ot 2u 1 %dr
t & £
t &
[#] [s3

120



, 2
= C(t Lg{ + Caﬁ?u(ta}ﬁ
& Ml{t - to} + M2 .

Prova. Bagta integrar (85.5) de t a tg, ™

Corclaric 5.95.

L
(5.8) jfz?enmuadrs AC (t - t)
t n+i
0
e
t Cit -t )
f peoifar 8 e
to {hn+1)
Prova. Temos que,
n 2 b ® k 2
NWe {T)i" = #v¥{u - VH)H‘ = [V & Ckw i
k=n+l
£
s - UPA % Ckuklia
ki =it 1
< AC ipauf{cin®,
n+l
logn,
t n 2 C b 2
f e (tH™dr = 5 f fPAu( I} dy
t0 n+i tc
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C

= {(t -t ).
;\n+l o
Para s outra estimative, tem-se:
2 % I
te (e =4 X o T
=11+]
1]
s Sy ¥ ckwkna
n+i k=n+1}
= iiYFie@':n{'r}Il2 .
i+l
consequentemente,
b n 2 H t 2
j te (o = o f 1ve™(v)n3ar
t n+i 4
o o
s -Z (¢ - ¢ )
N G
n+l
em vista de (5.8). @

0 seguinte lema também serd necessirlo:

Lema 5.8,

X boc® + X e npaci®

d
d iz

B b

(5.7} auctnz +

= Ciii?z’;HzIIP&ulla + C2¥§?§Zim + Cs{iiutiiziipﬁuliz}
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onde &, a, Cl, Cz’ 23 s8o congtantes positivas,

Prova. E andloga & felta por Kim [18]. B

Corslario B.7.

¢
2 2
f; 1g, i%ar s g %+ C (- b))
(0]

= N {t -t ) +¥N
1 () 2

t
5 2 ~ # Both o+
J;uracu de s CIve " + £t - 1)

[#]

= Niit - EG} + N2 .

Prova., Temos gue NVull = M, 190 = LHQOH, loge integranddo de
to at (5.7}, obiém-ze:

£ t
a f BE WP ¢ GV ¢ i e f 1PACH “dr
t i3
£ £
4] o]
L 2 10 t
s C_1ve > f ¥PAGlPdT + C UTT | j dt
1 ¥ t 2 O £
o O

, £
+ C f u, i %dr + W° f iPaw 2art + nvelt >
3 & A t [}

t
= 2
- - - }
J Hqtﬂ dr = COHVC{to)H + Cl(t to) + Cz{t tO} + Ca{t to?

t
o
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t
e em forma anfloga para f HPAQﬁgdr, em vista do lema correspondente
t

o)
para u. B

0 segulnte lema serd utllizado muite frequentemente
Lema 5.8. Suponha h{L) = 0 para todo t 2 0 e que

i
(5.8) f hizidr = a(t - £ ) + a
t

0

para algumas constantes a, al positlivas ou nulas.

Entdc
-4, t T
(85.8) e J e hizldr
o

& uniforasemente limitado em t, o gue quer dizer
L
sSup e t J e'hit)dr
tah 0

& finito.

Prova. Suponha Iniclalmwente que G 5t 5 1, entdo

—t L T -t L - t 1
) I e hitldr = e I e hit)dr = I n{t)dr = I n{tidr € a + =
G o o o

tendo em conta (5.8).
Agora suponha £ > 1, entdo existe ne Ntal que t = n +

com 0 % v < 1. Logo
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i i A
j érh{T)dY = J efh(tldt + jzeth{r)dt L+ fneth{t}dr + f e h(t)dr
o Q 1 n-1 n

1 v W2 (A
5 e I hiT)dr + e° f hitldr +...+ e Jﬁh(T)dT + et f hit)dr,
o 1 n=1 n

fazendo uso de (5,8} deduzimos que

1
f hit)dt = & + a,
o

2
f hitldr = a{2 -~ 1} + a = a + &
1

n
I hitidr 5 af{n - n+l} + a, =ata
n-1

1

" £ 1 11
e J ntidr s e JJ hitidr
n n

= en+1 {aln+l - n} + ai}

n+l
s e (a + al}‘

Consequentemente,

T,
J ethi{tldr = ela + az) + eZ(a + a}} v+ e a ai) t e
[

n+1{a + ai}

n+i
g -~ e

s {a+a) e
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o qual impllca que

ri+a

t
e I e"h(r)ar = o (7T [ gwgliﬁe ] (a +a)
&)

o2 T g 17D°T
B A fa + a )
e~1 1

e2
B At a
a-1 ( 1}

<+ V¥t o
Corolario 5.8.
L
(5.9) ot [ é%ugﬁar<=+m
A+
-1, L T 2
(8, 10]) e I e iFAu{TIidr < + w»
4]

pars qualquer § = G. s

A seguir vamos mostrar um lems fundamental em nesso trabalho

posterior.
Lema 85.10
{5.11) sup ﬁutﬁ < + w0
=0
(5.12) sup #PAU(LYE < + w
L0
~% . T 2
{8,133 sup e J e ﬁ?utﬂ dt < + w
t=0 o
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Prova. VeJamos primeliro (5.12}) supondo (5.1137.

Colocando v = -Piu na Formulaclo fraca de {5.1), obtém,
- (pu,, Paw) - (puvu, Phuj + ipsuk® = - (p§, Pau)d,
agsgin
BPAUL® = (Npu i + fpuVul + HpfU) RPAul
Consecquentements,
iPAUE 5 B Hutﬁ + £ lul 5 HVult 3 + 3l

L L

s @ fhuh + CB #7ul {upéuuzfzﬁ?uﬁifz + HVuH} + U

oy
Bl i + HfU) + iﬁgi_ nvat® + cp pvun? + é-npauu

1A

o qual implica,
2.3 2
BPAgll = Bﬁﬂutﬁ + ZRIFE + (CR)TM + (OBM
de onde

sup HIPAul = 2psupiiu il + 2@suplfi + (g’ + cp®
£20 t20

sz & gsabisfelto [B.11).
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Ve jamos a segulr (8.11) e ({85.13}. Derivando a formulagio
fraca de (5.1) com respeito an t e colocando v = Uy obtém-ge:

F 1, 12 2
H?utﬁ oy ip utﬂ

jé pu¥lu u ddx + (p fa u ) + (pf . u) ~ ((puvu) v, ),

B

Masg, por culro lado

1
|~ 3 I puvlu u ) = il Wl R, Tl
£ L L L

A

CB WVull #Tu ¥ {nutﬂif* ﬁVu£u3’4l
H

o

4 T/4
HVutH

i

CR #9ul nutnlf

i

g 2 2
CE (CBRVuR) Hutﬁ + € HVutH

'S

2
+ Va i .
" el Va,

L

i

c, (CB Mm% Hu

2
B, 4% i 2
Heofy, w il = S 507 + 5 liwd
Hp,fy ut = {jn o fu,l = 1= jn asv(pulfu, |l = | fﬂ puv(fu, )|

= ij puvy uti + ij puf v |
£ ¥;

T

s C_ (208 wvuiivi)® + € 1y,
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-

c, (2 MivVEn)® + Eiqutllz :

Para o ltimc termo, observe-ge que

(puVu)t=

Consequentemente

Voltande a {5.14)

f{put’i?u, ut)i =

[ {puVu

i(pthu, ut}l

o
At
%

7 Tt

]

A

+ 4%0, 17

M+

L

i
2

ptuVu + pu

Tu + puVu

t t

4,4 2 1 z
g ﬂutﬂ * 5 HVutH

. 8 2 2
Ce (Capioul) HutH * EHVutH

{J Py uVu uti = ;wfédiv(pu}{uVu ut}i

(cg)® w® + %nmunz

+ 2CEECBJQ ut yPAul® + Eell’\)’utiiz.

e ubilizando as eslimativas anterlores,

ppAul® + 2c_ (cey* Mt ppaun®
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4,4 2 . g pr; 2
+ B M Hutﬂ + CQ{CSM) Hutﬂ + CQ(ECBHH?fH

1% 5 (5e + L yvu g®

8
+ CE(CﬁM} Hut 5 "

o qual implicae itomando € < %5 s

d 1.2 2 2 2 2
[ g " . "3 "
{5.15) qp T T it e CiiIVutil = C_ o+ CHPauR™ + €l
onde as constantes C , C ., € g6 depender de R, supliVal, ipl e HV{HE,
< 3 : L=l L

C1 & uma constante positiva.
Muitiplicando a desigualdade anterior por et e integrando de

0 at obhiém-se

t
etip Py n® + CJ &7y, 1 %ar
. .

172

t t t
s 1pt Py oy + C J- efdr + C f e #paiiar + C f ety b2t
£ 2 o 3 o 4 o T

t
+ J ezﬁplfzutﬁgdr
o

t L
= f&*ﬂutilziﬁ} + Caf e'dr + cgj’ e i PAul Zdr + (€, + fi]J. e'”izutliadr ,
Q ]

Consequentemente

t

fip”%tﬂ + e"tj etzivutizzar
]
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-t =z z -1 £ -t L T 2
= e g, 1%00) + Ce j edr + Ce f e “upaulZar
G o

-t - T 2
¥ ({:‘1 + Ble I 8 Hutn drt ,
o

de onde, tendo em conta o corolarlo 5.9, deduz-se o estabelecido

lemna. 5

Corelarie 5.11

nve™i? (6) = S
A
el
re™1%(t) = < ,
(An+1}
para qualquer § = 0. o
Corolaric 9.12
¢ 2
(5.16) j IVu %t s Clt-t ) + C
. t O 1
a

Prova. De (5.18}, integrando de to a t, tem-se

t
2 172 2
c, fgﬁ?utﬁ at + 1p" P

172

2 2 ,
s lip u, i (0) + € (-t _} + C_ sup faul (t-t )

L=l

g2

+ £ sup Hut

(t-t 3}
Lz0 ©
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o gue impllca (8B.18). w

Uma estimativa a priori, similar ao lema serd nocessarla para
as solugdes & de (5.2} se ﬁvq{to}u < &, (A4) sassegura que VI ﬂhza
para todo L o= to' De mode que O = u + § & uma sclugfio da eguncio de
Havier~Stokes nde homogénea com VALY = UVull(t) + HUZH{L) < M + LQS,
para § = to‘ Tendo em vista o lema 5.10, HP&&H{tO} = H?Auﬂ(ta} +
HP&iﬁ(to) & limitado se HP&§H(tQ) o for. Asslim as estimatlvas a priori
para as solucdes (0,p) das equagles de Navier-Siokes nfo homogéneas,
iogo apelande para o lema 5.10, temos que IPASK €& limitado, para ieodo
tztﬁ, em termos de HP&gH(tO} e as constantes e normas das suposicdes
{A1), (A2}, (A3} e {A4). Em resumo:

Lema 5.13. Para perturbagles { {isto € solug@es de (5.2)} as
gualis inicialmente satlisfazem HP&QH{tO) 5 & e EPACH(tO} 5 &, se
satisfaz HPAQH(L) < C para todo L = tn’ onde ¢ & uma consiante gue

depende s6 de &, 1 ¢ as estimativas assumliday para as varias normas das

condigBes (A1), (A2), (A3), (A4}, &
Lema 5,14,
t 2
(5.17) L Vg H%T = C (t-t ) +
G

onde C, C1 580 constantes positivas.
Prova. Ohserve-se gue

t

L t
f §19¢, 1%t = ¢ U §v0, 134T + J Wy !iadt] :
¢ ¢ g v g
Q o G

logo, tendo em conta o corclarle 5.12, nos bastes estimar
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L
j #von2dr. Mas isto & felto da mesma forma que para u, de onde o
t

O
resuliado. &

C

An+1

* ~
{0,t ), para alguma constante C1> Q. Entdo existen Ai e Ai {1 =

Lema 5.15. Se §wy#%(L) =

se sallsfaz ew algum intervale

i,2) constantes positivas Independentes de n tal que

It i, 2 n,2 A {tthB
{5.18) By #™ dr = BO% BE(t ) + A (t=t ) +
t t ] 2 i ;‘I'H' 1
o)
t n.2 5 I e El(tﬂtﬁ)
(5.18) j wpap e s 1wt ) ¢ K (bt ) v
t o 2 4] a+l
O

Prova. Temos que wn satisfaz a eguagioc

(plel, @) - (oW T, #7) - (p'u W o™

#

(P, ¢ + (v v

(phwﬂ vwn’ ¢n} " {pnwnven, ¢D)

{pnenv¢n, ¢n} + ipnu ve", ¢n3

L

+

(p%e™ WV, ¢™) + Clpmp) (Y, + uTu - ), 47,
para toda ¢n da forma; ¢n{x} ) dkwk{x}.
Colocando én = il

? em (5.20) obtém-se
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(5.21) 2ﬁ{p“)"2@§na-+ o 1w

s 1(pM12 w?"z . SJ 10" {Ieslz ¢ 1gfrur®
§2
+ Juvg™? e ive® + tewM? +juve”|®
n, n,2 f, 0,2

+ teov™i? + 1w % rdn ¢ g ®

n 2
+ Cﬁfﬁi(p e l{u + uVu ~ §)1%dx

Agora colocande ¢° = Pag” em (5.20), obtemos

(.22 1PayTn? s % ppaypi? + % f 10712 Clegt® + 1o1*
g
L A FE R L TE B P T
. ien aniz + iuvgniz + W;n v¢'ﬂ22}dx
8 n 2
+ 3 ! | {p~p }{ut + u Yu-f) | dx

Multiplicando (5.22) por d > 0 e somando o resultado
{5.21}, obtém-se:

r§1’2¢2n2 + g% i+ S pagti?

g
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= @8« S50 [ {1epr®e 1whour? o jusy®®
U S T L PR R P R v¢“!2}dx

8d
O jg;tpmp“3(ut Y u Tu = £)1%dx v oy

1
Tomando ¢ = 6§ tenos:
L™ o+ Lopgy™® 4 B pagh
2 ¢ dL 18,f3

= 178 [ Uel1? + vl + hawgp®
1

+ {&nVenég + Ien?wni + IuVe l + ien?vnla* I& V¢ i Tdx +

(€, + 35 ) j [ Gp=p™ (uy + w¥u = £)[%dx + 7lyls”

Por cuire lade, lembrandoe que

1 {p") "’%‘t‘ua > auq;tu

g considerando a segulr y < «/2, obtemos
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c w?ng o S e™® s L ipag™y®

< 178 j Geft1? o+ 1yfval® + puw®?
o
+ Iwnvenig * £envwniz + tuve'|?

+ 10 1?  lPuet Pax + c, f %{p-pn}(ut + uVu ~ F)1%dx
n

Obgervenos também gque:

f Wt W™ ax s g f Loyt | Fax

¥ L 2
n. 2 574 .2 574
s C U | PAY™ dx] U oy dx}
n n
& .2 1,10
s Tom WPaUT + suvyl

consequentemente, temos, conslderando € < T%ﬁ '

n, = 4 n, 2 n, 2
cz"wt“ + E{WRV¢ 8 4 CSHPéw it

< 178 {uef;szz e T ® 4 puwtn®
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+ e ® o e g™ + nave™i® + ne“vv“ﬁz} + 1783wy e

. T ﬁ{p~pn>{ut + uPu - FINZ,

Por outro lado, em virtude do lema 5.10, corolério 5.1l e as
hipbteses, oblém-se:

n,2 C 2
Iietil = .- iiVutL
i+l

c

ng” vun® s aw™i® onvw® s o
4 4 A
L L nrd

TR R P L e
L n+i
ny® ve™i® s gt v | s xﬁ__
L L n+i
e v = pe™? pwp% s &
[ A
L. n+l
tu ve™% s pw? nve™® s &
P A
L n+l
he wv'i® < we™i hwe s £
L L n+l

i(p-p™) (y, + u Vu - £1°% = Clip-p™i _ Hu, + u u - e

L

t
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Fazendo uso das estimativas anteriores, e Integrando de 0 =

t, & spelando ao coroléario 5,12, obtém-se o lema. &

[

1
% kn+1
intervalo (0,t )}, entdo existe 02 independente de n tal gue

Lema B.18, Se iﬁ}'yﬁzﬂlizit) = & satisfelto em algunm

ipa () = c,

¥
para todo t € (0,t ).

i

Frova. Observe-se que a,&n L RS vn, como NPAY I = [iPAull e

els & limitadeo tendn em conta o lema B.10. Pertanto, nos bastaris
est inar §pau para lLer a conclusio.

»
Pelas hipSteses, no Intervale {(O,t ) temos:

172

1 I n
B9 8 = VU - Wil = {Ci.fhm_ )

1
de onda

172 172

yroe +Ms(capF e u

Bvah s (C/A
A ¢% 2 ]

1
+ iV Il o= (Cifhn*i'l}

Fazendo os mesmos argumentos dados para u oblemos

L _ N
f ppaltZar s M (t-t ) + M
i o 2

t
3]

£ _ _

f hapn®ar s N (-t )+ N,

t 1 [#] 2
()
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com o gual, apelando zo lema 5.8, lem—-se:

t
sup e v I' eruuiﬁz dr
=0 0
e
e 2
sup e f € HPAunﬂ dv
t=0 Q

sio limitados.

Agora derlvando a formulagio fraca da equagfeo de w,

obtém-se:

(P, @) + (pT™) L ) ~ (e, @) = (7). 9).

I
Coleocando~ge ¢ = ut e estimando os termos correspondentes vem

ques

d

n,ifa n,2 n,.2
gt } i

u ft = C1ﬁut

n,. 2 n, 2
H?utﬁ + §{p N + CgﬁP&u o+ CS,

onde Ci, Cz‘ CS san constantes que 56 dependem de £1, 8, sup ﬁ?unﬁ,
tz=0

sup ﬁftﬂ ,  sup HYFl
taf t=0

Multiplicendo a desigualdade anterlor por et e integrando de

G a t, vem qua:
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|
f e” Hvulifar e¥ 1MV A"y2

o t
nise n, 2 t’f t'!? n,2 t"f T4
s 1™ Fuli? o) + caj o' dr + czf eTiran™Zr + (€ + 3}[ e"iulhar.
o 2 : G
Consequentemente
-% b T n, 2 n.i/2 n,2
- f e" Hvui” dr + H(p™ Ay
[+
-, 152 0, 2 i t T
s e  Hig) utll (o) + Ca @ J e dr
4]
. b € N2 ~% t T, D2
+C_e f e wpau®i®dr « (C+ Be f e %de
[} &
= K
para tode t 2 O, Em particular
(5.24) ahy? s B
t o

para todo £ 2 O, Disto conclul-se que

ipaut s (ip ™ v o+ Hpnuiﬁ + Hpen)
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= B nu;"zz « B NfE + é iPAu + “-3—%-— peds” ¢+ g v
Consedquentemente
ipauy = 2ﬁtzu§‘u + 28080 + poivue® + gnva™?
s K,
tendo em conta {5.23) e (5.247. w

Parea uso fubture, queremos agors fazer uma estimativa de

?Pn(¢n~il = an - ?Pﬁg. Para isto, cbserve que v satisfaz a equagio

{5.25) {put,én) + (an,v¢n} + {puW, ¢n) = {pf, ¢n}

n
para toda ¢° do tilpo ¢"(x) = I dkwk{x) .
k=1

Subiralnde (8,3} de (5.25) oblemos

(5.26) (e, #7) + (W7, )

nn 0o

(pwg, ") - (p vy, ") + (puvu. g™ ~ (PR, ¢

W

(p el
p t?

#

o)+ ({p“pn)(ut+ uvu - f, ¢

{panu. én} - (pnun Vun,¢n}

+
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Por outro ladeo, multiplicamdo a equagio da perturbagio por ¢n

¢ integramnio sobre £, Lemos:

(5.27) (B¢, )+ (Puve, @) + (PrVu, ¢M) + (Peve, ™) + (ve,3p™)

= {{p ~ ;:n}(ut + uVa - §,¢n}.

Subtraindo {5.268) de (5.27} obtém—se; colocando 8 = ¥

{pnﬁt.f,ﬁn) + (ve,ve™)

= {iﬁ-pn}{ut+u?u~5.¢n3 - Epnit,¢n}@ {pneg, ¢n) + {panu. ¢n}
- (M 9T+ (B, 9T+ (Buvg, #7) ¢ (BLVu, ¢7) + (BCVE, ¢,
Note-se que

(65.28)  (p"uvu, ¢ - (pRuTwd®, ¢ = ~(p"ylvy, ¢™) - (U, ¢T)
. (pnanQn’ ¢n} . (pnwnven’ ¢n] . {Pnen V¢“, ¢n}
+ (ple o, M) 4 (pMu ve”, ).

Observe também que, J& que Pnﬁ = Pn{wn“C) = ¢ - PnC

{5.28) {pan$n, @n} = (pnu VP 8, @n} + (pnuang. ¢n}
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{5.30) (p vy, ¢ = (pnPHBVu, &)+ (p“?ncvu, P
(5.31) (o "y, #7) = {pntanPne, &+ {pntﬁnVPn(‘;, &)
Tenos assim que:

o n, I

(pnu?u, q&n} - {pu e, ¢n}

n,n n

= - (pnuanﬁ, ¢n} + (g Vel ¢ )

. {pnen?¢n'¢n) . {pnuven’ ¢n} N (pHEHan’ ¢n) N (panPnﬁ , ¢n)

- (p"P_ BV, ¢") - (p"P LV, ¢} - (p WUP 6,p") - (p YOV 5. g").

Em vista de (5.28}, (5.30}, (5.31}.
Por outro lade, tendo em conta que
L= Pnf; + an s
ten-se

(puve, ¢ = (puvP 2. gty + (Puva, 2, )

s

(evu, %) = (3P cvu, ¢™) + (puQ Cvu, ¢7).

Também,

("w"vP ¢, ¢ = (P VP L, ¢7) + (7P VP L. ¢



('ev8. ¢ = (p"P &P £, ¢™) + (p7Q LvP ¢, ¢

+ (7P Lve ¢, ™) + (bhg gva g, 6.
Consegquentemenie

n n, .. n n, _ ,.n n
(p"PLVP L, 67) = (pCVC, ¢') - (p"QLVP.C, @)

In

n 1] n
- {P PnCvQHQs Q,’ } - {p aninga ¢' }-
Logo

- NP L, 97+ BV, ¢7)
= - (g"POWP L, ¢") + (p'P CVQ L, ¢)
+ (p7Q QWP L, ¢) + (p'Q LVQ L, #M) + ((B-pigvE, ¢
Assim
(0"wvy, ¢7) - (MW, ¢7) ¢ (Bu, 671 ¢ BV, o) + (FIVE, ¢
= = (puF 8, 9) + ((p-p") WWP,C, @) + (BuvQ g, ¢™) - (p"P 6Vu,¢")

n,n. n

((B-p™IP CVu, ¢") + (BQ LV, ¢) = (p"y'VP 8, ¢™) + (a4 ve", ¢)

nn. n 1’13

+ (plewel, @) ~ (PP 0P &, ¢7) ¢ (pTP LVQ L, ¢7) + (p7QLVP L. ¢")
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+ ("G CVQ T, 9 + ((3-p"IVE, @M.

Finalmente do feito anteriormente, obtém-se

{8.32) {p“et, @) + (v, V')

= ((B-p")uy + wWu + g + uwvp &+ P LVa 4 TV, ¢
+ (pey, ¢7) ~ (o7 wP 8, ¢") - (p'P 6Vy, ¢")

~ (p WP B, #") +

(pngnven

; é“) N {pnenvvn' ¢n} -

(p"P OVP £, #7) + (puvQ g, ¢7) +

(6.0 ¢V, ) + {ng £9Q &, "+

€ann§VPﬂC, oM + (p”anvanc. 6.

n = o
Colocando ¢ = Pnﬁt, temnos
n_n _,.n n
{5.33) {p a,, Pnet} = {po,, 8.+ (p 0, Q{Ct)3
_ n,1/2 2 n
= li{p} etﬁ + {p St, Qngt} ,

n»n

s - n - . = N = .
Ja que ﬁt« $t Ct’ implica Pnet wt ani, e ¥ {t Q&

0 e
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logo:

(5.34) (ve, vpnpt) m (T8, Pn(vot)}

#

{Pn(vﬁ} + Qniva}, Pn(vﬁt)}

it

(PHVG, ?nVGt} + (QHVB, anet}

#

{VPne, V{PHG}t}

I s

#

1 2
5 upnvaﬁ

o8

t

Ja que Pn e Qn sfic projecbes ortogonals.

Logo, substitulndo (5.333), (5.34} em (5.32), tenmos

n, 12 z 1 d : 2
Hp )% e 0%« 5 e WP VBl
L ofn I
{(5.38) = ({p~p }{ut + uVua + ct + uanc 4 Pncvu + LYY, Pngt)

+ (pneg, P o) - (pnu?PnB, Po) - {p“Pnavu, P68} -

n.n n, n. i n_n, N
{py VPRG, Pnﬁt) + (pTy Ve, Pnat) + (ple Uy, Pnet) -
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n Fat "
{p Pne?an. Pngt} + {puVQnQ, Pnat) + {ang vu,Pnet) +

. n n
(p"P 29Q 2, P o) + (p7QC VP LR B+ (pQT, Poo,).

Chserve-se gue

P 8 i = P _HEg § = #g #
14 n

t £ i
de onde
C (&)
n 2 1 -
% ¢l +
Hp Bt, Qngti EiQtH 5 HVQtH
i+l
non 2 CE(E} 2
i{p i Pn@t)i % € Hgtﬁ + An+1 HVutH

n 2 2
He u?PnG, Pnﬁtji e EHBtH + CG{Q)HVPHGH

2
i

41
[ {p Pnavu, Pnet}i = el

2
+ C4{E]H?PHSH

2

n ) A2y o 2
| {p wnvPﬁ@, P o)l s elod "+ C(e)upay i uvp o

C {g) )
[{p 4" ve", POl s Eﬁetﬂz * 5 Ay e
n+1
nn.n 2 Q?{e}
{pa %y, Po il sselig ™+
nt L A
n+i
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T e 2 2
Ip Pnavf’nc, Pnet}i 5 eiletil + {:Sieznmse;u e ek
2 CQ{G) 2
{puvg &, P a, 3l s e ™ + - HPACH
n nt t A
n+l
~ 2 {:10{&3 2
i(anCVu, ?natis = e::e}tu + - HPACH
n+l
Hp™P rvg &, PO )] = el 1® + “ ) Ak
P n{: n nt = &y A 5
n+l
Mo zvp &, PO = etto i + “12'€) ipacy®
g ni nc’ not = ety A g
n+l
({p'Q cvn P 6 )} = eig 1°+ “13'®) tpacut
PG P t’ An+1

dependenm possivelmente sd de B, §# e sup HP4ul,
=0

opde as constantes Ci

que ¢ finito em virtude do lema 5. 10.
Seja w = ﬁ—pn € gn = U + ufy - f + Ct + uVan + PnQVu + V.
Para ter todos os termos de {5.35! nos resta estimar i(ngn, Pne&}h

isto precisard de alguns lemas.
Lema 5,17, Seja p 5 B, Entho
n,z 2 4 2 2
ig ﬁ? % a, + aéﬁ?&{ﬁ + aaﬁPAQH + agﬂvutﬂ + asﬁvqtﬁ

onde By B, By By sho constantes positivas que s6 depende de D), 2 a
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a_, a_ também depende do sup HiPAull
2" 3 20

Prova.

n,a 2 2
Bg 8- = C fla I+ lubull ~ +
g7 < ¢ i, 2

hZ
L Lp L tLp

L L

Por ocutrg lado, Ja que p = 6, oblém-se

2 2
"uhip = CHVutﬁ

xqﬁﬁ; = cuvf;tu2
L

Huvuﬂz s CiPAul® WPaui? = a
i.

1

Hu?PnCH; < cupaulCtpach® s Sipacu®
i. .

u?nQVuu; < Chpault HPATH® s Cupacu®
i

qucu; s Chrpaciirac® s asupacu‘
i

de omde o resultado. b

Lems B5.18. Se g s 6, rx 3, s 8 com %

i

entdoc
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- t
(5.386) hai? =8 gan?t ) +a (t -t ) f YV o °dr
I r ¢ 1 Q t n

L i
o
ga 2 g3 2
* 5 (bt -t )%+ 5 (t -t ) HPACIH “dt
n+i n+l t
o
onde as Ei dependem possivelmente s6 de 2, HVpH _ ; sup HAul
L t=0

Prove. Observe-se que

#

By * W = (a - 4) VB

]
-

pn . uann
t
Subtrainde as duas equagBes anteriores oblém-se:

{5.37)} LA e = (b - G) Vp.

Por cutro lade, lembrando que G = u + L, tem—sa

1 A«n,._ _ - - ﬁf}
U U=y u C Pna an e .

Consequentemente em (5, 37) temos:
n, - _ Byoa
LA Vi = {Pne QnC e 1Vp.

Multiplicando por Iﬁ}rml e integrando sobre £, obtém-se

£31 £

1 T . N B r-1
LSl s J (P&~ Q& - e inl

b L f1
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1 )
n ~ T i ™
< {Iﬁ P o -t - eMvpl ] [f ™ ]

£

n B r““’l
= H(PnG - QHQ e )?pﬁr ﬁﬂﬂr

L L
conclui~se disto que
Syt =P o - Qz - e™)vpH
dt s n o) Lr'

Por outre lado
[3nd _ _ i -~ _ . n -
(5,38} H{Fns Qng e ) Vpﬁr = ﬁPna an e i HVpis

s VP JHVP el + vQ ol + §ve’y
Lﬁ 141 it

s WVRI_{1V P ol + ”E""“"1;z + C"Péﬁgjz
L (0% Oy

tendo em conta as estimativas anteriores.

Agora Integrande de tG a t {5.237) e fazendo uso de {5.38])
conclul-se:

pan® (6 =8 {gai® (L) 4 C [I
I 3 [H 1 t

2
VP Gﬁdt]
n
L L

G

ib1



£ £
. f C ax| J C“§&C"3,g
tD (Rn+1} to (An+1)
Mals,
t ¢ .
f'u?P oidrl = {t - t ) J' HUP i dr
It Ly} n
£ £
2
¢
{f L R AC (¢ -t )*
i tO {7\.:}+1} n+l
. 2
Yo c t 2
J - yPACNdr| = (L -t ) I ipach 2dr
(a9 A1 o Jyg
0 n+l 0
de onde o resuliado. -]

Voltando a {5.35} oblemos

g 1 4 2
ato 1% + = 5 17P ol
2 2 2
C.B8 c B CB8
= 14enatu9 + Ae 4vg, 12 + AE uvutng + AE nPAul “npay™e
ni+} n+l n+t
Cﬁ'Bz 4 ECEEQ 24 = 3C682 5
+ 5 ppaul®  + s WAl ZHPACH + i PACH
n+l n+l n+i

2, 2 2 2.2 2 n, 2 22
+ Cﬁnngrﬁg ip + HVPDGH {ZCEB Braut™ + CEB RP&Y T + CQB HPACH }.

Logoe tomando € = 3% [ - % ] e integrando de to & t obtém-ue
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t £
3

= z 2 2 N
(5.39) J; Bo, 8% av + ITP @12 (L) = HvP aN®(t ) + P (b -t )
i+l
O
c, & , c, &
+ X*”““'f 1w 1P + 2 f HVutuzdr
n+l to n+i to

1 t

e n b

+ C f bl ? ng™ ar 4 C f iYP o 2dr.
4 t, WL F 8 £, h

Somando (5.38) ¢ {8,239, Lemos

t
(%.40) f e 13T + HUP BBPcL) + ah? (1)
W n r

t L
o

sHvP it Y + Ccomnd () + S (4 -t )?
n Q r G A fs)
i n+l
C C £
bt (b=t ) I 1vg, i
n+i o+l t
e
C2 ¢ 2 t ' I
¢ Bl f Wva, i%ar + C, f i wg™n
nel Yt £, SR

t ¢
+C J B9P o%dr + C(t - t ) f 1P ol ar.
Ed t I o t 141

i Q

Fixando t > tﬂ, conclul~se de (5.40) que no intervaloe fto, t]



¢
f‘us 1207 + (4vP eu> + Hwa®)(e)
b £ n LP
4]

C C C
4

2 2 2 3
s C (WP ei™ « i 3 (L )+ S o+ o {t -~ ¢t 1 +
1 n Lr o) hn+1 An+1 o} kn&l

{t -t}
o

t ¢
z 1
. C, jt 2w dv 4 f

oi.. L 1.0

- - 2
{Cﬁ + L? [t - to}} H?Pnﬁﬂ dt.

Se Ja,

ALY = NP BE°(t) + #ah (),
i LI*

com esta nobaglo desigualdade anterlor transforma-se em:

C2 Cﬁ C& Ci
ML) S C ALL ) + T 0 R Sy () PP

An+1 1+l n+l n+i

{twta)“

£

n —

s C j; {?sﬁg :p +C_+ 87{t~t0)} Alt)dT.
[

Aplicando uns dog corolarios do lema de Gronuzll {veja J.Hale

191, peg. 36) obtém-ze para t £ [0, tl:

CZ CS C& 2
Alt) = {?1h(tc) + by + PO (t - tOJ + X (t -t} }
n+1 n+1 n+i b




t

exp { J a(t)dr }
t
[

N om o fe o0 T
ondde af{t] Ls{%sﬁg Ep G C, (t to}},

Assim temos provado o

Lema 5.18. Seja tc z (G e &£ como no problema (5.2). Entio,

para m, 9, gn. A{t) defiridos como antes, se satlslaz:

2., .
{5.41) ﬁ??nﬁﬁ (L) + Hnir (&}
2 2 Cy
« C {iﬂ?? onT{t ) + twi” (¢t }} + {
i n o Lr Q An+1
C C t
*oee (et ) ¢ (twtg)z} exp ,rj a('r)d‘r}
n+i n+i L
[+]
para gqualquer t € [0, tl. )

Agora estames em condigbes de provar o Teorema.

Dbserve-ge em primeiro lugar que

Jia{t}dt =% C5 + CS(L - toJ + L?(t - tg)(t - to)
Q

em vigta do lemm B.17, com o qual
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t
exp {jta(t}dt} S exp {55 + Eﬁ(t-to} + E?(gmto)(t—to}}.

Faoolhendo T de mode que L%(T) = 2 tomando Kl w

£ e

I{C+ CT + CT) exp {E: +CT+C Tz} ¢ N > 0 natural tal que para
2 3 1 8 & 7

1 .
n =N - <8, aflirmamnos que:

K
Aml

K

(5.42) g L) < d
{A )1/2

!

Y2 | ne fato, se (5.42) for falso, isto €, (5,.42) 6

onde K = (Kl}
.*.
falge para algum n, seja t o primeiro valor de t pars o qual

7
3

B

(5.43) 1wt (6 z
n+i

#*
Para mostrar gque & impossivel ter t = T, considere ¢ leas

- *
5.1% com to =0, =0, =0t =t , oblenos, lembrando que neste

mmoﬁ?ﬁ§n=sw£%,

1 »
I A ﬂnﬁi (t )

L
c, c,T T } r )
s + + exp 1+ C_+ CT + C T,
[ hn*l Am\,i Am“l 1 . 5 7 j
K
- 1
1¢ A

n+l
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1

n+1

o qual contradiz (85.43).
* -
Por ocutre lado, se t > T, entfio usando ¢ lema 5.19 com t =

*
t t(} = - 7T, £{t) & 7{t) perturbagdes tals que

e It -— n -
Clt) =y (), mlt ) =pi(t ) - plt )

L8nos,

hog” - ?Pnitiaita) +aple) - Pt ) n(ta}ﬁi . 0,
i

Consequentenente, temos

K
1

10 A

»* E 3 » * ]
gL ) - wP Lt W% s upte ) - p™ME ) o+ alt mi s
L N+l

e assin

iR ) s 2 [1:%“{1;*} - vpnc{t*)ua ¥ il’\‘?f’n(:(t&)lig]

X
1 i = 2
<2 [ el Liven®(e )F (T}]
K
S [é—+ Lzec?}]
n+1 L
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A
L3I0

®
o gual novamente coniradiz nossa escoiha de t

Assim deve satigfazer-sea:

K

sopid ) < -
el

i

Agora bem, Lopando K = ZKi + 261 , Lemos

NTlu -~ CINAL) = z[nvw“nzit) + §9{u - vn}xz(t3]

= LI 5 :
n+l n+l
n K
An+1

gue & a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte do teorema, notemos que

pt-é-qu"O

il
o3

p? vt an
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fazende a diferenga das duas equagles anteriores oblemos

{p - pn}t + oyl Vig ~ pni = (u" - u) p.

Agora multliplicandos a equagio anterior por ip - pnlrwl e

integrande sobre § cbtem-se:
n,r-1

i d _oon.r o no_ -
O L = ir = j# (W’ - u) Vp ip ~ p|

n a r—1
< WvelJiu” - ul lip - o™i
1. L L
De onde
Do = o™ = crd®™ - i = CIvd® ~ vl
gt L Ls Ls

integrando de Q0 a 1 & expressfo anterior, obiém-se

g K, i, ¢ K
}2/2t e - e i{rm) = (A2
n+l n+l

o ~p“np » 1
L {A

N H
Ja que p{0) = p . oy

Observacoes 5. 20,

al As demonstragdes de varles dos lemas preparatérios poderiam ser
simplificados um pouco se tlvessemos f{rabalhado com estimatlvas em
L% para as derivadas das densidades {elas sgfo fornecidas pelo
Teorema 2.4). Porém, preferimos estaz varlantes das demonstracgdes
porgue elas evitam estas estlmativas e peodem ser dtels para solugdes

menes regulares.
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bl Salvi {28} (Teorema 4, p.210} enuncia um resultadoe sobre
estimativa de errco uniforme no tempo na norma L?{Q) sob a hipétese de
estabilidade assintética exponencial iambém en thn}. Entretanto,

existen varias dificuldades com este resullado;

il as hipéteses de regularidade por ele exigldas sobre a
soiucio sdo excessivas e provavelmente irreallsias: u deve estar em
Lw{U, 0, Hs{ﬁ) n V), o que, mesmo no cago das equagdes de Navier-Sickes
usuzis, lmpllea a2 necessidade de condigies de compatibilidade nio

logmis, Heywood e Rannacher {[13] (Ceorolarlo 2.1, pag. 281).

11} A demonstragdo fol felta Inlclalmente para o case das
equacdes de MNavier-Stokes usuais (densidade constante). Ent&o para o
caso ndo homogéneo, Salvi faz uma sérle de computagdes, e aflirma que os
mesmos argumentos uysados anterliormente também podem ser ubllizados
concluinde entfo o resultado. Porém, uma dificuldade na demonsiracgo é
que na sérle de computagdes hi enganog e alguns termos que seriam
problematicos desaparecem. Quitra dificuldade mals essencial & que,
mesmo oue as computagdes tivessem sido feltas corretamente o argumento
para as equacfes de Navier-Stokes usuais nfo poderia ser aplleado,
devido a termos onde a diferenga de densidades ocorre {ela somente
displie de estimativas exponencislis pera tals termos). Lessa forma, a
egtimativa de erro em Lz{ﬂ), com nogio de establlidade enm Lﬁiﬁ}

continua aberta pura o caso de [luldos nlo homogéneos.

111) A demonstracio de Salvi da estimativa de erro em L°{Q),
com establlidade esté correta no case das equagdes de davier—Stokes
usuais. Porém, as hipdteses de regularidade sobre a solugio por ele
exigidas podem ser relaxadas substancialmente e a prova do resultade

gimplificada {veja Boldrini ¢ Rojas-Medar [8]). o
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