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Resumo

No presente trabalho derivamos a equação geral da onda em um meio VTI com anisotropia fraca

por meio da linearização do tensor de rigidez em termos do parâmetro de Thomsen δ. A equação da

onda resultante é um sistema de três equações diferenciais acopladas em relação ao vetor de posição.

Adaptamos a decomposição de Helmholtz e estudamos a propagação da onda em um meio homo-

gêneo VTI. Além disso, usando a teoria do raio de ordem zero, derivamos as equações iconais e de

transporte associadas aos modos de onda q-P, q-SV e q-SH. Por fim, reduzimos o problema ao caso

pseudo-acústico no qual a velocidade da onda S é nula no eixo de simetria vertical e, com isto, es-

tabelecemos um entendimento mais satisfatório do significado de artefatos que ocorrem nestes meios.

Palavras-chave: Equação de onda, Anisotropia, Propriedades acústicas.
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Abstract

We derive a general elastic wave equation in weakly anisotropic VTI media by linearizing the

expression of the stiffness tensor in terms of the Thomsen parameter δ. The resulting wave equation is

a system of three coupled differential equations for the three components of the displacement vector.

By using the Helmholtz decomposition is possible to study the wave propagation in homogeneous

VTI media. In heterogeneous case we use the zero-order ray theory. We derive the associated eikonal

and transport equations for q-P, q-SV and q-SH waves. These are finally reduced to the pseudo-

acoustic case where the vertical S-wave velocity is zero. This allows for a better understanding of the

pseudo-S wave artifact in such media.

Keywords: Wave equation, Anisotropy, Acoustic properties.
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Capítulo 1

Introdução

O conhecimento da equação da onda é de fundamental importância para um entendimento satis-

fatório do fenômeno de sua propagação. Uma razão para isso é que a solução da equação da onda

elástica simula numericamente o comportamento da onda em um meio anisotrópico dado. A simetria

do meio anisotrópico onde a onda se propaga é determinada pela forma do tensor de rigidez. Este ten-

sor estabelece como é a expressão da equação da onda elástica que se propaga neste meio (Tsvankin,

2001).

O meio anisotrópico mais geral em que as ondas elásticas se propagam é um meio que possui

21 elementos independentes e é chamado triclínico. Este meio não possui outra simetria que não a

reflexão em torno da origem e, portanto, não possui nenhum plano de simetria. Também existem

meios que são caracterizados por 13 parâmetros elásticos independentes e são chamados de monoclí-

nicos e possuem um plano de simetria. Para estes meios o eixo de simetria é invariante por rotação

de 180o. Quando o meio onde a onda se propaga é caracterizado por nove parâmetros independentes

este é chamado ortorrômbico, o qual possui três eixos duplos e três planos de simetria mutuamente

perpendiculares.

O meio que possui o maior grau de simetria é chamado isotrópico, que é um caso bem conhe-

cido, nesta situação os parâmetros elásticos são invariantes por rotações e consequentemente qualquer

plano é um plano de simetria. Em meios isotrópicos ocorre a propagação de ondas de pressão e de

cisalhamento que são ondas polarizadas perpendicularmente (Aki and Richards, 1980) e se propagam

com velocidades diferentes, sendo a onda de pressão mais rápida que a onda de cisalhamento.

O meio de nosso interesse é aquele que possui a simetria hexagonal e que também é chamada de

simetria transversalmente isotrópica (TI). Esta simetria é caracterizada por um eixo de simetria sêx-

tuplo, isso implica que uma rotação por um ângulo arbitrário ao redor deste não altera os parâmetros

elásticos. Basicamente este meio possui um plano de simetria no qual o tensor tem um comportamento

isotrópico. Em especial são de grande interesse os meios isotrópicos transversalmente que possuem

1



1.0 2

Figura 1.1: O modelo VTI possui um eixo vertical e camadas isotrópicas horizontais. Este tipo de
simetria também é conhecida como a simetria das “camadas horizontais finas” (reproduzido de Ts-
vankin, 2001).

um eixo de simetria vertical. Estes são denominados (Tsvankin, 2001) meios VTI (do Inglês,“Vertical

Transversely Isotropic”) e pode ser visualizado na Figura 1.1

Nas últimas décadas vários autores tentaram resolver por meio de aproximações as equações que

descrevem a propagação de ondas em meios VTI. Dentre esses autores se destacam Helbig (1983),

que contribuiu com uma aproximação elíptica, Thomsen (1986) que contribuiu com aproximações

de anisotropia fraca assim como Dellinger and Muir (1988) e Cohen (1996) que também obtiveram

resultados em relação a meios elípticos, que possuem os parâmetros de Thomsen ǫ e δ iguais, e

aproximações referentes a pequenos ângulos respectivamente.

Alkhalifah (2000) derivou uma equação da onda para meios pseudo-acústicos VTI usando rela-

ções de dispersão. Levando em consideração que tais meios não existem na prática, ele buscou obter

uma boa aproximação para a equação elástica. A equação obtida por ele é de quarta ordem e possui

duas soluções complexas conjugadas, uma destas correspondendo a onda que se propaga nesse meio

e a outra representando um artefato. Aplicando teoria de raios a esta equação de quarta ordem ele

obteve a equação iconal e do transporte para este meio. As relações de dispersão usadas por ele para

dedução desta onda foram obtidas heuristicamente e no processo foi assumido que o módulo de resis-

tência elástica do meio era nulo. Esta imposição do ponto de vista da Física do problema é inadequada
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Figura 1.2: A figura ilustra a direção do movimento da particula correspondendo às ondas q-P e q-S,
o vetor de movimento da onda q-S é decomposto em outros dois vetores q-SV e q-SH. O plano I é
o plano de propagação e contém os vetores q-P e q-SV, o vetor q-SH está no plano horizontal II . O
ângulo θ entre q-P e q-S é o ângulo de polarização da onda q-S. Em geral, para meios TI os vetores
q-P e q-S não são ortogonais.

pois assume que o meio VTI é acústico e, como já mencionado, isto não ocorre na prática.

Em uma linha de raciocínio diferente, Duveneck et al. (2008) obtiveram equações para meios

pseudo-acústicos VTI diretamente da lei de Hooke e da equação do movimento de Euler. Eles usaram

essa equação para realizar migração reversa no tempo em meios com densidade constante. Também

Liu and Sen (2010) estudaram esse problema realizando um modelamento acústico a partir de relações

de dispersão. Basicamente eles desenvolveram uma malha para resolver o problema em um esquema

de diferenças finitas. Mais recentemente, Pestana et al. (2011) derivaram as equações das ondas q-P

e q-SV usando relações de dispersão.

No presente trabalho deduzimos a equação da onda elástica em um meio VTI com anisotropia

fraca e obtivemos uma equação completa da onda que descreve a respectiva propagação. Para realizar

isso, linearizamos diretamente o tensor que descreve as propriedades dos materiais de um meio VTI

onde a onda se propaga. Desta forma, obtivemos uma expressão para o tensor que nos permite escrever

a equação da onda em um meio elástico VTI de uma forma muito mais elegante, compacta e funcional

do que foi apresentado na literatura até então. No entanto, não nos restringimos apenas a obter a

equação em si, mas também realizamos um estudo qualitativo visando compreender de maneira mais

sólida e formal a solução da equação nestes meios. Uma expressão específica para descrever a equação

da onda elástica em um meio VTI nos possibilita estudar qualitativamente a propagação da onda

nestes meios e explicar efeitos que são observados na prática.
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Usando nossa equação, estudamos formas de separar o campo de onda em três componentes, cada

uma representando um modo diferente de propagação que, devido a similaridade de suas polarizações

com o caso isotrópico, são chamadas ondas q-P, q-SV e q-SH (ver Figura 1.2). O problema de separar

o campo de onda em um meio VTI também foi explorado por outros autores. Podemos citar Dellinger

and Etgen (1990) que demonstraram a separação do campo de onda no espaço do número de onda

e, mais recentemente, Yan and Sava (2009) que também trabalharam no problema de separação do

campo de onda em meios elásticos VTI, usando soluções de ondas planas a partir da matriz de Chris-

toffel. No nosso caso, para realizar a separação do campo de onda, desenvolvemos uma generalização

da decomposição de Helmholtz. A partir desta decomposição encontramos uma solução da equação

da onda em meios VTI. Essa solução pode ser interpretada como uma generalização da solução de

Lamé.

Ainda no sentido de buscar soluções para a equação da onda deduzida, e adicionalmente interes-

sados em entender as características cinemáticas e dinâmicas nestes tipos de meios, usamos a teoria

do raio de ordem zero para buscar soluções aproximadas para o problema, sem perder o foco analítico

que guia o trabalho. Usando essa teoria em um meio desprovido de fontes verificamos que é possível

estudar independentemente as características cinemáticas de cada modo de onda obtendo equações

iconais correspondentes a cada um. No processo também obtivemos uma equação de transporte es-

crita de uma forma compacta e a lei da conservação da energia para meios VTI. Este fato, além de

evidenciar a coerência física de nossa abordagem, também implica em um modo prático e iterativo

de se obter as amplitudes aproximadas para cada modo de onda similarmente ao caso clássico (iso-

trópico).

O presente trabalho apresenta a seguinte estrutura: O Capítulo 2 consiste de uma breve revisão

dos conceitos básico de tensores e como estes se relacionam com a mecânica do contínuo e com

a equação do movimento de Cauchy, que é a base para nossa dedução da equação da onda em um

meio VTI. Não existe nenhum desenvolvimento original neste capítulo e as idéias resumidas neste

nele podem ser encontradas de forma completa e detalhada em Aki and Richards (1980) e Pujol

(2003). Os resultados originais desta tese serão expostos nos capítulos 3, 4 e 5. O Capítulo 3 contém

a dedução da equação da onda elástica para um meio VTI com anisotropia fraca. Esse capítulo serve

de base para os Capítulos 4 e 5. No Capítulo 4 deduzimos uma versão mais geral do teorema de

decomposição de Helmholtz para estudar a equação da onda elástica obtida no Capítulo 3 em um

meio homogêneo VTI. No Capítulo 5 usamos teoria dos raios de ordem zero para estudar a equação

obtida no Capítulo 3 em um meio heterogêneo VTI. O Capítulo 6 contém as conclusões e sugestões

para trabalhos futuros.



Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos sobre mecânica do contínuo num resumo subs-

tancial do que é importante saber para compreender as ideias que nortearam nossa pesquisa. Todos os

conteúdos descritos neste capítulo podem ser encontrados com mais riqueza de detalhes em Aki and

Richards (1980) e Pujol (2003).

2.1 Conceitos Básicos sobre Deformação

A mecânica do contínuo estuda a deformação e movimento dos corpos ignorando a natureza

discreta da matéria, considerando a estrutura do material em pequena escala. Neste tipo de abordagem,

um número básico de conceitos e princípios são usados para derivar relações gerais aplicáveis, pelo

menos de certa forma, para todos os tipos de meios. Para garantir que estas relações sejam úteis em

problemas específicos, acrescentamos relações adicionais conhecidas como equações constitutivas.

Estas são usadas para definir materiais ideais, tais como fluidos perfeitos, fluidos viscosos e corpos

perfeitamente elásticos.

Devemos levar em consideração que a mecânica do contínuo não trata da real natureza do material.

Para sólidos, por exemplo, a equação constitutiva é dada por,

τij = cijklǫkl, (2.1)

com τij e ǫkl denotando os tensores de tensão e deformação (estiramento), respectivamente, e cijkl
denotando o tensor de rigidez de quarta ordem responsável pelas propriedades do material. A nota-

ção de Einstein é usada na equação (2.1). O resultado da combinação com as relações de mecânica

resulta na equação da onda. No entanto, para podermos usar estas relações é necessário especificar

os coeficientes cijkl. No caso de meios isotrópicos, dois parâmetros são suficientes mas, em geral, 21

5
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parâmetros são requeridos, os quais dependem do tipo de meio em que o fenômeno ocorre.

Quando um corpo sofre deformação as posições relativas das partículas do corpo mudam. Seja

R(X1, X2, X3) o vetor posição correspondente a partícula do corpo ainda não deformado e r(x1, x2, x3)

o vetor posição de um corpo deformado correspondendo a partícula que estava originalmente na posi-

ção R. O vetor R apenas indica a partícula do corpo, enquanto o vetor r(R, t) descreve o movimento

da mesma.

Como R denota a posição de uma partícula genérica inicialmente dentro de um volume V , o vetor

r = r(R, t), (2.2)

representa o vetor de movimento de todas as partículas de V após o início da deformação. Na forma

de componentes, a equação (2.2) pode ser reescrita como,

ri = xi = xi(X1, X2, X3, t), (2.3)

e, além disso, se

Jc =

∣∣∣∣
∂(x1, x2, x3)

∂(X1, X2, X3)

∣∣∣∣ 6= 0, (2.4)

então podemos escrever R = R(r, t) com componentes

Ri = Xi = Xi(x1, x2, x3, t). (2.5)

A equação (2.3) corresponde a chamada descrição Lagrangeana (ou material) do movimento,

enquanto que a equação (2.5) corresponde a descrição Euleriana (ou espacial). Vamos escolher como

referência o tempo t0, ou seja,

r(R, t0) = R. (2.6)

Na descrição Lagrangeana seguimos o movimento de uma partícula especificada R, enquanto

que na descrição Euleriana estamos interessados na partícula que ocupa um ponto r no espaço em

um dado tempo t. Sejam dR e dr vetores representando os dois pontos antes e após a deformação

respectivamente. Seus comprimentos são dados por,

dS = ‖dR|‖ =
√
dR · dR =

√
dXidXi, e ds = ‖dr|‖ =

√
dr · dr =

√
dxidxi (2.7)

e serão usados para quantificar a deformação. Considere a diferença

(ds)2 − (dS)2 = dxidxi − dXkdXk. (2.8)
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Usando a descrição Lagrangeana, podemos escrever

(ds)2 − (dS)2 = (xi,kxi,l − δkl)dXkdXl = 2LkldXkdXl, (2.9)

com

xi,k =
∂xi
∂Xk

. (2.10)

O operador

Lkl =
1

2
(xi,kxi,l − δkl), (2.11)

é conhecido como tensor finito de Green ou tensor de deformação Lagrangeano. Na descrição Eule-

riana o resultado equivalente é:

(ds)2 − (dS)2 = (δkl −Xi,kXi,l)dxkdxl = 2Ekldxkdxl, (2.12)

sendo que

Ekl =
1

2
(δkl −Xi,kXi,l), (2.13)

é conhecido como tensor de deformação Euleriano. Introduzimos, agora, o vetor posição u (ver Figura

2.1) que é referente a deformação sofrida pelo ponto R dado por:

u(R, t) = r−R. (2.14)

Em forma de componentes, a equação (2.14) pode ser reescrita como

ui = xi −Xi, (2.15)

e desta forma, derivando em relação a Xk temos

xi,k = ui,k + δik, (2.16)

e a expressão do Lagrangeano pode ser escrita como:

Lkl =
1

2
((ui,k + δik)(ui,l + δil)− δkl) =

1

2
(ul,k + uk,l + ui,kui,l). (2.17)

Analogamente, temos que

Ekl =
1

2
(ul,k + uk,l − ui,kui,l), (2.18)

corresponde a expressão do Euleriano. Estamos negligenciando os produtos das derivadas em (2.17)
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Figura 2.1: A figura ilustra geométricamente o vetor de deslocamento u (reproduzido de Pujol, 2003).

e (2.18) devido a consideração de pequenas deformações. Neste caso, é possível introduzir o tensor

de deformação infinitesimal (ou estiramento infinitesimal) dado por

ǫkl =
1

2
(uk,l + ul,k). (2.19)

Como estamos assumindo pequenas deformações, distinções entre (2.17) e (2.18) são desneces-

sárias. A equação (2.19) mostra como calcular o tensor de deformação ǫkl quando é dado um campo

de posição, ou deslocamento u, e desta forma este tensor vai desempenhar um papel importante na

dedução da equação da onda elástica.

Por outro lado, esta equação pode também ser vista como um sistema de seis equações e três

incógnitas u1, u2 e u3. Levando em conta que o número de equações é maior que o número de

incógnitas, em geral tais sistemas não possuem solução para valores arbitrários dos componentes de

deformação. Isto nos leva a questionar-nos sobre quais condições sobre ǫkl garantem que u é único.

A resposta para isso é que, os componentes do tensor de deformação precisam satisfazer as seguintes

equações,

ǫij,kl + ǫkl,ij − ǫik,jl − ǫjl,ik = 0. (2.20)

O sistema acima possui 34 = 81 equações, mas devido a considerações de simetria se reduz a seis.

O tensor de deformação analisa a mudança linear do comprimento mas não representa o efeito
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total da deformação. O vetor u é uma função dos pontos do corpo considerado e, além disso, a

diferença u(R+ dR)−u(R) descreve a deformação na vizinhança de R. Como estamos assumindo

pequenas deformações, podemos expandir esta diferença em série de Taylor,

dui = ui(R+ dR)− ui(R) = ui,jdXj. (2.21)

Os termos de alta ordem em dXj podem ser ignorados. Manipulando a expressão acima obtemos

dui =
1

2
(ui,j + uj,i)dXj +

1

2
(ui,j − uj,i)dXj = (ǫij + ωij)dXj, (2.22)

com

ωij =
1

2
(ui,j − uj,i). (2.23)

O tensor ωij é conhecido como tensor de rotação e, portanto, a deformação dR consiste de dois

termos, um envolvendo o tensor deformação e outro envolvendo o tensor de rotação infinitesimal

de dR. É importante deixar claro que esta é uma rotação local associada a um dR particular e não

corresponde a rotação do corpo inteiro. Esta é uma informação relevante, uma vez que no próximo

capítulo deduzimos uma equação da onda elástica que irá descrever a propagação da onda em um

meio VTI em termos dos parâmetros de anisotropia do meio. Termos contendo rotações infinitesi-

mais irão eventualmente aparecer, e de acordo com as considerações feitas acima não poderão ser

negligênciados.

2.2 Conceitos Adicionais de Mecânica do Contínuo

Usamos a descrição Euleriana do movimento e indicamos por q(r, t) um valor referente a alguma

propriedade do meio (temperatura, pressão, velocidade) em um dado ponto no tempo t. Como a

variável t varia, diferentes partículas ocupam o mesmo ponto espacial r. Desenvolvemos os cálculos,

inicialmente, sobre uma partícula isolada na posição R. Usando

r = r(R, t), (2.24)

podemos definir

Q(R, t) = q(r(R, t), t), (2.25)

e observamos que, em geral, Q e q irão possuir formas funcionais distintas.

A quantidadeQ representa qualquer propriedade do meio, podendo ser escalar, vetorial ou mesmo

tensorial. Se Q é expressado em termos de r sua derivada material, que é uma derivada tomada ao
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longo de um caminho movendo-se com uma velocidade v, temos que

Dq

Dt
=
∂q(r, t)

∂t

∣∣∣∣
r

+
∂q(r, t)

∂xk

∂xk
∂t

∣∣∣∣
R

, (2.26)

com r e R fixados. Na expressão acima, foram usados a expressão (2.24) e a regra da cadeia para

derivadas parciais. A velocidade de uma partícula é definida portanto como

v =
Dr

Dt
=
∂r(R, t)

∂t
, (2.27)

ou em forma de componentes

vk =
∂xk
∂t

. (2.28)

A velocidade v é uma função de uma partícula particular identificada por R em um tempo t.

Usamos esta velocidade para descrever a velocidade de cada partícula do volume V̂ , que corresponde

ao volume V após a deformação, no lugar desta única partícula. Basicamente estaremos avaliando a

velocidade nos pontos em que todas as partículas do volume V que deslocam-se simultaneamente.

Esta distinção nem sempre é explicitada. Usando a condição (2.4), convencionamos escrever

v = v(R, t) = v(r, t), (2.29)

com v(r, t) representando o campo de velocidade em uma descrição espacial. Como estamos obser-

vando a velocidade em todo o volume V̂ nesta descrição, v é conhecido em todos os pontos do meio.

Comparando as expressões (2.26) e (2.28) podemos perceber que o segundo termo do lado direito de

(2.26) é o produto escalar de ∇q e v e, portanto, temos

Dq

Dt
=
∂q

∂t
+ (v · ∇) q. (2.30)

Expressando r em termos de u, segue que

v =
D(u+R)

Dt
=
∂u(R, t)

∂t
, (2.31)

pois R independe do tempo. Se u é dado em uma descrição espacial, então vk é obtido usando (2.26)

e (2.30),

vk =
∂uk
∂t

+ (v · ∇) uk, (2.32)

ou, em forma vetorial

v =
∂u

∂t
+ (v · ∇)u. (2.33)
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Figura 2.2: Geometria utilizada para definir o vetor de Tensão (reproduzido de Pujol, 2003).

Observe que a velocidade v é dada de forma implícita. Usando a descrição Euleriana e o fato

de que a aceleração de uma partícula é dada pela derivada material da velocidade desta, podemos

escrever,

a =
∂v

∂t
+ (v · ∇)v. (2.34)

Na próxima seção estudamos o tensor de tensão τij e, adicionalmente ao que já foi discutido,

serão também usados os conceitos de massa total, momento linear e momento angular, bem como

as de balanço de momento linear e balanço de momento angular. Estes tópicos são conteúdos de

mecânica clássica e suas definições podem ser encontradas em Aki and Richards (1980).

2.3 Tensor de Tensão

Em mecânica do contínuo, dois tipos de força são protagonistas: a força corporal e a força de

superfície. A primeira atua a uma distância do corpo ou corpos e a segunda atua na área de contato

entre dois corpos. Um exemplo de força corporal é a gravitacional, no entanto, o efeito desta força

é em geral desconsiderada no estudo de propagação de ondas localizadas. Um exemplo de força de

superfície é a de pressão hidrostática sobre a superfície de um corpo imerso em um fluido.

Para introduzir o conceito de vetor de Tensão, consideramos uma superfície plana ∆s que divide
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um meio, ou uma porção infinitesimal de um sólido, em duas partes que são representadas por I e

II que são as partes acima e abaixo da superfície ∆s respectivamente. Tomamos P um ponto sobre

esta superfície ∆s e vamos considerar n um vetor normal qualquer a ∆s no ponto P . Esta divisão

ocasionada por esta superfície pode ser vista na Figura 2.2.

Observe, de acordo com a Figura 2.2, que o meio I contém n. Assumimos que o meio I exerce

uma força sobre o meio II por meio da superfície ∆s, e que esta força é equivalente a força ∆F

agindo no ponto P mais uma força de acoplamento ∆C entre os meios I e II . Adicionalmente, as-

suma que a superfície é continuamente contraída ao redor do ponto P , ou seja ∆s −→ 0. Assumindo

que ∆C/∆s tende a zero e ∆F/∆s apresenta limite finito, o vetor de Tensão é definido como:

T(n) = lim
∆s−→0

∆F

∆s
=
dF

ds
, (2.35)

sendo que T(n) é o vetor de Tensão em P associado ao vetor normal n. Observe que ao mudar

n também muda-se T e, em geral, T(n) depende das coordenadas do ponto P e do tempo t, mas

para simplificar a notação não os usamos explicitamente. Levando em conta que T é uma força por

unidade de área, sua dimensão é de pressão. A projeção de T sobre n é dado por T · n.

Se a projeção for positiva corresponde a uma tensão; se for negativa corresponde a uma compres-

são. Para o caso de pressão hidrostática a força e a normal estão em direções opostas e, para sólidos,

elas estão usualmente em diferentes direções. Da expressão (2.35) podemos perceber que T é uma

função da posição. Então a força agindo sobre qualquer superfície infinitesimal dΣ é igual a TdΣ. É

possível usar o príncipio do momento linear (veja Pujol (2003)) para mostrar que T(−n) = −T(n).

Agora, encontramos uma relação funcional entre T(n) e n que automaticamente introduz o tensor

de tensão. Seja Σ a superfície de um corpo de volume V , e f a força corporal por unidade de massa.

Portanto, ρf é a força por unidade de volume. Para aplicar o balanço de momento linear a um corpo

qualquer de volume V e superfície Σ é preciso achar a força total agindo sobre o corpo, que é igual a

soma das contribuições das forças corporais e de superfície, representadas pela integral abaixo

d

dt

∫

V

ρvdV =

∫

Σ

TdΣ +

∫

V

ρfdV (2.36)

e, além disso, temos
d

dt

∫

V

ρvdV =

∫

V

ρ
Dv

Dt
dV . (2.37)

Consideramos, agora, um tetraedro infinitesimal possuindo três faces ao longo dos planos coor-

denados. O valor T(n) é o tensor de tensão através do plano ABC e n a normal, como podemos ver

na Figura 2.3. Temos que dΣi é a superfície normal ao eixo coordenado xi. Além do mais, a normal

a dΣi é −ei e a normal a dΣn que corresponde a face ABC é n. Aplicamos (2.36) e (2.37) a este
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tetraedro.

Usando o fato de que a integral de volume tende a zero mais rapidamente que a integral de

superfície, consideramos somente as forças de superfície. Seja Σ a superfície do tetraedro, então

dΣ = dΣn + dΣ1 + dΣ2 + dΣ3, portanto

0 =

∫

Σ

TdΣ =

∫

Σn

T(n)dΣn +

∫

Σ1

T(−e1)dΣ1 +

∫

Σ2

T(−e2)dΣ2 +

∫

Σ3

T(−e3)dΣ3. (2.38)

No entanto, estamos assumindo que as faces do tetraedro são infinitesimais, assim

0 = T(n)dΣn +T(−e1)dΣ1 +T(−e2)dΣ2 +T(−e3)dΣ3. (2.39)

Usando o fato que T(−n) = −T(n) temos que

T(n)dΣn = T(e1)dΣ1 +T(e2)dΣ2 +T(e3)dΣ3, (2.40)

podemos relacionar estas expressões diretamente com dΣn, levando em conta que

dΣi = (n · ei)dΣn. (2.41)

Portanto

T(n) = n1T(e1) + n2T(e2) + n3T(e3). (2.42)

Usando a convenção de soma temos Tei = τijei, sendo que τij é a componente xj do vetor de tensão

correspondente ao plano em que ei é a normal. Os valores τij constituem as componentes do tensor

tensão, assim sendo, podemos concluir que

Tj(n) = niτij. (2.43)

Ressaltamos que as componentes de τij dependem do sistema de coordenadas usado. Também é

importante ter em mente que o tensor de tensão pode ser calculado usando (2.43). Usando as equações

(2.36) e (2.37), temos que

∫

S

njτjidΣ +

∫

V

ρfidV =

∫

V

ρ
Dvi
Dt

dV . (2.44)

Usando teorema de Gauss para tensores escrevemos

∫

V

(
τji,j + ρfi − ρ

Dvi
Dt

)
dV = 0, (2.45)
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Figura 2.3: Tetraedro que utilizamos para introduzir o vetor de Tensão (reproduzido de Pujol, 2003).

sendo que τji,j é o divergente, de acordo com a notação de Einstein, de τji. Assumindo a continuidade

do integrando e conexidade do domínio de integração, concluimos que

τji,j + ρfi = ρ
Dvi
Dt

. (2.46)

A equação (2.46) é conhecida como a equação de Euler do movimento. Usando a definição de mo-

mento angular é possível provar que τij é simétrico. Assim,

τij,j + ρfi = ρ
Dvi
Dt

. (2.47)

Introduzindo a aproximação de pequenas deformaçẽs, isto é, negligênciando as derivadas espaciais

de u, temos

vi ≈
∂ui
∂t

; ai ≈
∂2ui
∂t2

. (2.48)

Assim, temos a equação

τij,j + ρfi = ρ
∂2ui
∂t2

. (2.49)

A equação (2.49) é a equação do movimento de Cauchy, que é a base a para obtenção da equação da

onda elástica para um meio anisotrópico qualquer. Nesta equação, o vetor u = (u1, u2, u3) denota o



2.4 2.4 Comentários 15

deslocamento da partícula e f = (f1, f2, f3) é a fonte referente à força por unidade de massa. Para

um meio com densidade conhecida e uma certa distribuição espacial aplicada por uma força f(x) a

equação (2.49) possui duas incógnitas: o campo de posição u e o tensor τij . No regime elástico linear

o tensor τij é dado pela equação (2.1), que como já foi mencionado é a equação constitutiva. O tensor

de deformação ǫkl é dado pela equação (2.19).

2.4 Comentários

Neste capítulo foi feita uma breve exposição, seguindo de perto Pujol (2003), Červený (2001) e

Aki and Richards (1980), cujo objetivo foi ilustrar de forma resumida como se obter a equação geral

da onda elástica anisotrópica ou isotrópica em termos do tensor cijkl. Fazendo uso de tal equação é

possível simular numericamente a propagação da onda para tais meios. No entanto, em aplicações em

Geofísica em que se busca em realidade um entendimento mais qualitativo do fenômeno de onda, é

possível perceber que a fórmula em sua forma genérica impossíbilita tal estudo.

Levando isto em consideração, no próximo capítulo obtivemos uma dedução para a equação da

onda elástica para meios anisotrópicos VTI em termos de outros parâmetros que descrevam a ani-

sotropia do meio. Por isso escrevemos o problema em termos de uma fórmula mais apropriada para

técnicas de inversão que possibilita investigar fenômenos que ocorrem nestes tipos de meios e que não

podem ser plenamente explicados usando a equação geral da onda elástica. Usamos os parâmetros de

Thomsen (1986) em nossa busca por uma descrição mais simplificada da equação da onda.



Capítulo 3

Equação da Onda Elástica em um Meio

Heterogêneo VTI

O objetivo deste capítulo é fazer uma investigação da equação da onda em um meio fracamente

anisotrópico VTI. Derivamos a equação que descreve a propagação da onda em um meio elástico

anisotrópico em termos dos parâmetros de anisotropia de Thomsen (1986).

3.1 Dedução da Equação Elástica para um Meio VTI

De acordo com Tsvankin (2001) é possível escrever a equação da onda para um meio elástico

anisotrópico qualquer usando a equação constitutiva (2.1), que relaciona o tensor responsável pelas

propriedades dos materiais com o tensor de deformação dado por (2.19). Usando o fato de que o

tensor de rigidez é simétrico, a equação da onda elástica para um meio anisotrópico qualquer pode

ser escrita como,

ρ
∂2ui
∂t2

− ∂

∂xj

(
cijkl

∂uk
∂xl

)
= fi, i = 1, 2, 3. (3.1)

A variável t representa o tempo e usaremos x1 = x, x2 = y, x3 = z para representar as coorde-

nadas no espaço 3D. Ressaltamos que sempre que for conveniente alternaremos entre x1 e x, x2 e y e

x3 e z. A notação de Einstein é utilizada visando uma melhor compactação das expressões e sempre

que for necessário usaremos este recurso.

Um tensor qualquer de quarta ordem possui 34 = 81 componentes. Entretanto, o tensor cijkl
possui diversas simetrias que reduzem o número de elementos independentes. Primeiramente, devido

a simetria dos tensores de deformação e tensão, é possível escrever

cijkl = cjikl e cijkl = cijlk. (3.2)

16
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Mais ainda, devido às considerações termodinâmicas (ver Pujol (2003)) temos

cijkl = cklij. (3.3)

Usando tais simetrias, podemos utilizar a notação compacta introduzida por Voigt, que escreve ij → a

e kl → b através das regras: 11 → 1; 22 → 2; 33 → 3; 32 → 23 → 4; 31 → 13 → 5 e 12 → 21 → 6.

Assim, podemos representar cijkl por uma matriz quadrada de ordem 6, Cab.

Cada simetria anisotrópica é caracterizada por uma estrutura específica da matriz que representa

o tensor Cab, de fato este tensor possui relação direta com o tipo de meio material onde a onda se

propaga. Um meio anisotrópico que é simples porém realista e que pode ser encontrado na prática

é o transversalmente isotrópico. Este meio possui apenas um eixo de simetria, os outros dois eixos

são diferentes mas equivalentes um ao outro, isto é, o plano formado por estes eixos definen um

meio isotrópico. Esta simetria é denominada simetria azimutal ou simetria das finas multi-camadas

isotrópicas. Usualmente, o eixo de simetria é vertical e o meio que possui esta simetria é chamado de

transversalmente isotrópico na vertical (VTI). A velocidade de fase e polarização do campo de onda

que se propaga em um meio transversalmente isotrópico podem ser obtidos da equação de Cristoffel

com o tensor cijkl especificado na forma

CV TI =




C11 C11 − 2C66 C13 0 0 0

C11 − 2C66 C11 C13 0 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

0 0 0 C55 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66




. (3.4)

Desenvolver notações adequadas para descrever as fórmulas não é apenas importante do ponto

de vista estético, de fato é de fundamental importância em situações que possuem uma quantidade

muito grande de parâmetros. Equações da onda sempre foram escritas utilizando-se os coeficientes

elásticos, portanto, tais coeficientes são importantes na elaboração de algoritmos que nos possibilitam

estudar certos modelos. Uma importante notação é a criada por Thomsen, a qual será introduzida logo

a seguir e é útil para a facilitação dos cálculos.

A ideia desta notação consiste em separar a influência da anisotropia das quantidades “isotrópi-

cas”, estas são representadas pelas velocidades das ondas P e S ao longo do eixo de simetria. Desta

forma, cinco coeficientes elásticos do meio VTI podem ser repassados pelas velocidades α e β das

ondas P e S, respectivamente, e por três parâmetros anisotrópicos dados por ǫ, δ e γ. Esta notação

combinada com a notação de Lamé permitirá que obtenhamos uma equação elástica que descreverá a
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propagação da onda em meios VTI.

Quando estamos tratando de meios isotrópicos a equação (3.4) é reduzida a

CISO =




λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ λ+ 2µ λ 0 0 0

λ λ λ+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ




, (3.5)

sendo que λ e µ são os parâmetros de Lamé. O tensor acima possibilita, usando (3.1), obter a equação

da onda elástica para um meio isotrópico heterogêneo que é dada por (Pujol, 2003)

ρ
∂2

∂t2
u = f + ∇ · [µ∇u] +∇[(λ+ µ)∇ · u] +∇µ× (∇× u) + 2(∇µ · ∇)u. (3.6)

Nosso objetivo neste capítulo é descrever uma equação da onda que é basicamente a equação acima

com termos de correção de anisotropia em um meio VTI.

É útil representar a matriz (3.4) em termos dos parâmetros de Thomsen (1986) ε, δ e γ, que são

dados por:

ε =
C11 − C33

2C33

, (3.7)

δ =
(C13 + C55)

2 − (C33 − C55)
2

2C33 (C33 − C55)
, (3.8)

γ =
C66 − C55

2C55

. (3.9)

Os parâmetros de Thomsen permitem descrever a anisotropia em termos de somente três variá-

veis e desta forma possibilita visualizar de maneira clara a isotropia como um caso degenerado da

anisotropia em meios TI. Os valores de ǫ, δ e γ são unicamente determinados pelos coeficientes que

descrevem as propriedades do material, denotados por cijkl. No entanto, a inversão dos parâmetros de

Thomsen para o material só será única (Thomsen, 1986) para os parâmetros ǫ e γ. Já δ pode ser inver-

tido de maneira única somente no caso de anisotropia fraca. Isto é uma motivação muito importante,

o que faremos é a dedução de uma equação que é válida para valores pequenos de δ. Desta forma,

obtemos uma equação que representa uma generalização natural do caso isotrópico e que descreve de

forma muito apropriada o fenômeno de propagação da onda elástica nestes meios.

De acordo com Tsvankin (2001) temos a informação que dados reais obtidos em laboratório

indicam que em alguns casos ǫ e γ são predominantemente positivos (Thomsen, 1986) e que seus
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valores variam de 0.3 a 0.5 em rochas com anisotropias fracas. Em meios transversalmente isotrópicos

temos ǫ maior que δ e nestes modelos γ é positivo. Além disso, comparações entre as velocidades

vertical e de afastamento em formações de xisto indicam valores de δ variando de 0.1 a 0.2 e em

casos de camadas isotrópicas finas podem ocorrer valores negativos para δ (Tsvankin, 2001). Para

meios VTI, δ é limitado superior e inferiormente,

δmin = −1

2

(
1− β2

α2

)
< δ < 2

(
α2

β2
− 1

)−1

= δmax. (3.10)

Devemos observar que α e β correspondem as velocidades das ondas P e S na direção eixo de simetria

e são dadas por

α =

√
C33

ρ
=

√
λ+ 2µ

ρ
e β =

√
C55

ρ
=

√
µ

ρ
, (3.11)

respectivamente. Portanto, em nossa dedução da equação elástica que é obtida em termos destes

parâmetros, respeitaremos estas restrições a fim de obter uma equação que descreva realisticamente

o fenômeno.

Vamos agora escrever os elementos da matriz de Cristoffel em função dos parâmetros de Thom-

sem e Lamé. Primeiramente, temos que

C33 = λ+ 2µ e C55 = µ. (3.12)

Assim, usando (3.12) e (3.7)–(3.9), obtemos

C11 = (2ǫ+ 1)C33 = (2ǫ+ 1)(λ+ 2µ), (3.13)

C66 = (2γ + 1)C55 = (2γ + 1)µ. (3.14)

e

C13 = −C55 ± (C33 − C55)

√
1 +

2C33δ

C33 − C55

= −µ± (λ+ µ)

√
1 +

2(λ+ 2µ)δ

λ+ µ
. (3.15)

Devemos ter em mente que os dois possíveis sinais na equação (3.15), refletem o fato que C13 pode

ser unicamente determinado por δ se o sinal de C13 + C55 for conhecido.

Para |δ| ≪ 1 temos a seguinte aproximação,

C13 = −µ± (λ+ µ)

[
1 +

(λ+ 2µ)δ

λ+ µ

]
. (3.16)
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Devido a considerações físicas devemos ter α > β e, assim, C33 − C55 = λ + µ > 0. Além disso,

sabemos que δ é limitado inferiormente. Portanto, usando a equação (3.10), a condição δ > δmin é

equivalente a

1 +
(λ+ 2µ)δ

λ+ µ
= 1 +

2α2δ

α2 − β2
> 0 , (3.17)

e a expressão na raiz quadrada da equação (3.15) é positiva. Levando em conta que no caso isotrópico

(δ = 0), C13 = λ, podemos concluir que na equação (3.16) devemos escolher o sinal + e, assim,

C13 = λ+ δ(λ+ 2µ). (3.18)

Esta expressão descreve um meio VTI com anisotropia fraca e, desta forma, vemos que a condição

|δ| ≪ 1 é suficiente para a linearização de (3.15) e nenhuma condição foi assumida sobre ǫ e γ.

Substituindo as expressões acima para Cij na matriz de rigidez (3.4), encontramos a aproximação

de anisotropia fraca para a matriz de rigidez de um meio VTI dada por

CV TI
fraca =




(λ+ 2µ)(1 + 2ǫ) λ(1 + 2ǫ) + 4µ(ǫ− γ) λ+ δ(λ+ 2µ) 0 0 0

λ(1 + 2ǫ) + 4µ(ǫ− γ) (λ+ 2µ)(1 + 2ǫ) λ+ δ(λ+ 2µ) 0 0 0

λ+ δ(λ+ 2µ) λ+ δ(λ+ 2µ) λ+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ(1 + 2γ)




.

(3.19)

Devido ao fato de que o tensor é uma transformação linear contínua, podemos observar que a matriz

de rigidez pode ser decomposta na seguinte forma

CV TI
fraca = CISO + Cǫ + Cδ + Cγ, (3.20)

com CISO sendo dada pela equação (3.5) e

Cǫ =




2(λ+ 2µ)ǫ 2(λ+ 2µ)ǫ 0 0 0 0

2(λ+ 2µ)ǫ 2(λ+ 2µ)ǫ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




, (3.21)
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Cδ =




0 0 δ(λ+ 2µ) 0 0 0

0 0 δ(λ+ 2µ) 0 0 0

δ(λ+ 2µ) δ(λ+ 2µ) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




, (3.22)

e

Cγ =




0 −4µγ 0 0 0 0

−4µγ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2µγ




. (3.23)

Agora, usando a linearidade da derivada podemos reescrever (3.1) como

ρ
∂2ui
∂t2

= fi +
∂

∂xj

(
cISOijkl

∂uk
∂xl

)
+

∂

∂xj

(
cδijkl

∂uk
∂xl

)
+

∂

∂xj

(
cǫijkl

∂uk
∂xl

)
+

∂

∂xj

(
cγijkl

∂uk
∂xl

)
(3.24)

Para Cǫ, os únicos componentes não nulos são

Cǫ
11 = Cǫ

22 = Cǫ
12 = Cǫ

21 = cǫ1111 = cǫ2222 = cǫ1122 = cǫ2211 = 2ǫ(λ+ 2µ), (3.25)

o que nos indica que

[
∂

∂xj

(
cǫijkl

∂uk
∂xl

)]

i=1,2,3

=




2ǫ(λ+ 2µ)
∂

∂x1

[
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

]
+
∂2ǫ(λ+ 2µ)

∂x1

[
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

]

2ǫ(λ+ 2µ)
∂

∂x2

[
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

]
+
∂2ǫ(λ+ 2µ)

∂x2

[
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

]

0




= ∇̂
(
2ǫ(λ+ 2µ)∇̂ · u

)
, (3.26)

aqui introduzimos o operador ∇̂,

∇̂ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, 0

)T

. (3.27)

Correspondentemente, os únicos elementos não nulos nas demais matrizes são

Cδ
13 = Cδ

31 = Cδ
23 = Cδ

32 = cδ1133 = cδ3311 = cδ2233 = cδ3322 = δ(λ+ 2µ), (3.28)
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Cγ
12 = Cγ

21 = cγ1122 = cγ2211 = −4µγ e Cγ
66 = cγ1212 = cγ2121 = cγ1221 = c2112 = 2µγ. (3.29)

Portanto,

[
∂

∂xj

(
cδijkl

∂uk
∂xl

)]

i=1,2,3

=




δ(λ+ 2µ)
∂2u3
∂x3∂x1

+
∂δ(λ+ 2µ)

∂x1

∂u3
∂x3

δ(λ+ 2µ)
∂2u3
∂x3∂x2

+
∂δ(λ+ 2µ)

∂x2

∂u3
∂x3

δ(λ+ 2µ)
∂

∂x3

[
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

]
+
∂δ(λ+ 2µ)

∂x3

[
∂u1
∂x1

+
∂u2
∂x2

]




= ∇̂ (δ(λ+ 2µ)∇ · u) +∇
(
δ(λ+ 2µ)∇̂ · u

)
− 2∇̂

(
δ(λ+ 2µ)∇̂ · u

)

(3.30)

e

[
∂

∂xj

(
cγijkl

∂uk
∂xl

)]

i=1,2,3

=




2
∂

∂x2

(
µγ

[
∂u1
∂x2

− ∂u2
∂x1

])
+ 4

[
∂u2
∂x1

∂µγ

∂x2
− ∂u2
∂x2

∂µγ

∂x1

]

−2
∂

∂x1

(
µγ

[
∂u1
∂x2

− ∂u2
∂x1

])
+ 4

[
∂u1
∂x2

∂µγ

∂x1
− ∂u1
∂x1

∂µγ

∂x2

]

0




= J∇̂
(
2µγJ∇̂ · u

)
+ 4J

[
J∇̂(µγ) · ∇̂

]
u , (3.31)

sendo que J é a matriz

J =




0 +1 0

−1 0 0

0 0 0


 , (3.32)

e o operador J∇̂ é, portanto,

J∇̂ =

(
∂

∂x2
,− ∂

∂x1
, 0

)T

= ∇̂⊥ (3.33)

Coletando os resultados (3.26), (3.30) e (3.31) e substituindo-os na equação (3.24) obtemos

ρ
∂2

∂t2
u = f + ∇ · [µ∇u] +∇[(λ+ µ)∇ · u] +∇µ× (∇× u) + 2(∇µ · ∇)u

+ ∇̂[δ(λ+ 2µ)∇ · u] +∇[δ(λ+ 2µ)∇̂ · u]− 2∇̂[δ(λ+ 2µ)∇̂ · u]
+ 2∇̂⊥[µγ∇̂⊥ · u] + 4J∇u∇̂⊥[µγ] + 2∇̂[ǫ(λ+ 2µ)∇̂ · u]. (3.34)

Observamos que a equação (3.34) descreve um sistema de três equações diferenciais acopladas.

Não apresenta dificuldade ver que para δ = γ = ǫ = 0 ela se reduz ao caso isotrópico. A equação

(3.34) descreve um modelo em que podem existir fortes heterogeneidades bem como anisotropias
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que variam espacialmente. Isto fica evidente nos termos que apresentam os gradientes dos parâme-

tros elásticos. Lembramos que a dedução da equação (3.34) usou a hipótese que |δ| ≪ 1, mas não

introduziu hipóteses sobre os outros parâmetros, λ, µ, ǫ ou γ.

3.2 Comentários

Neste capítulo obtivemos uma equação completa da onda elástica para um meio VTI com o pa-

râmetro δ enfraquecido. A discussão feita no capítulo nos possibilita entender que esta condição é

adequada aos modelos estudados na prática e desta forma, os ganhos do ponto de vista teórico que

esta dedução oferece são significativos. Uma vez de posse desta equação dedicamos os próximos

capítulos ao estudo de como obter uma solução para este problema. Além disso, a forma explicíta

da equação da onda possibilita o estudo qualitativo de muitos efeitos que são observados e que não

podem ser satisfatóriamente explicados usando a equação genérica (3.1) para meios VTI.

Uma vez deduzida a equação da onda é possível fazer um estudo analítico do fenomeno de pro-

pagação de ondas nestes meios de uma forma mais completa. Por isso procedemos de forma análoga

ao que é feito no caso isotrópico e estudamos o caso homogêneo anisotrópico para meios VTI bus-

cando inclusive obter soluções analíticas para o caso especial ǫ = δ. Além disso estudamos o caso

heterogêneo usando técnicas de aproximação em altas frequências.



Capítulo 4

Decomposição de Helmholtz em um Meio

Homogêneo VTI

No presente capítulo estudamos a equação (3.34) no caso homogêneo. Avaliamos como a decom-

posição de Helmholtz que apresenta utilidade na solução do caso isotrópico pode ser adaptada para

resolver o caso homogêneo VTI.

4.1 Estudos dos Campos de Onda Gerados em um Meio VTI

Com o objetivo de melhor entender o fenômeno de propagação, consideramos um meio homogê-

neo, neste caso os termos da equação (3.34) relacionados com os gradientes dos parâmetros elásticos

irão desaparecer.

4.1.1 Equações Desacopladas

A equação elástica VTI dada por (3.34) no caso homogêneo anisotrópico assume a forma abaixo:

∂2

∂t2
u =

1

ρ
f + α2∇(∇ · u)− β2∇×∇× u+ 2α2(ǫ− δ)∇̂(∇̂ · u)

+ δα2∇̂(∇ · u) + δα2∇(∇̂ · u) + 2β2γ∇̂⊥(∇̂⊥ · u), (4.1)

com α e β dados por (3.11). No caso isotrópico (ǫ = δ = γ = 0) a equação acima se reduz a forma

(Aki and Richards, 1980)

∂2

∂t2
u =

1

ρ
f + α2∇(∇ · u)− β2∇×∇× u. (4.2)

24
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e, utilizando os operadores do divergente e rotacional, é possível separar este campo de ondas em

dois, um representando a onda P e o outro a onda S. Usando as propriedades

∇ · (∇ (∇ · u)) = ∆ (∇ · u) e ∇× (∇×∇× u) = ∆ (∇× u) , (4.3)

é possível decompor a equação (4.2) em duas outras equações diferenciais parciais dadas por

∂2

∂t2
∇ · u = α2∆(∇ · u) , (4.4)

conhecida como equação da onda acústica e que possui grande aplicabilidade em problemas de geo-

física, e pelo sistema de equações acústicas que conjuntamente representam a onda S dado por

∂2

∂t2
∇× u = β2∆(∇× u) . (4.5)

Resolvendo as equações (4.4) e (4.5), obtemos a solução do problema homogêneo. Para mais detalhes

veja Pujol (2003). Esta solução é conhecida como solução de Lamé e se baseia na decomposição

de Helmholtz que garante que para um campo vetorial qualquer Ω(x, t) existem funções w e Υ,

conhecidos como potenciais escalar e vetorial do campo Ω, de modo que existe uma decomposição

única

Ω = ∇w +∇×Υ com ∇ ·Υ = 0. (4.6)

Para mais detalhes de sua demonstração veja as referências Pujol (2003) e Aki and Richards (1980).

Usando esta decomposição é possível separar o campo de onda isotrópico homogêneo em dois campos

de onda independentes, um destes representando a onda de pressão P e o outro a onda cizalhante S.

Um procedimento análogo pode ser feito em relação a equação (4.1). A ideia principal é encontrar

uma decomposição para um campo vetorial arbitrário de modo que a expressão (4.1) possa ser escrita

em termos desta decomposição e impor condições para que possamos encontrar os potenciais que

representam cada tipo de onda.

Considere agora um campo de onda Ω̂ : IR3 −→ IR3, com Ω̂ = (Ω1,Ω2, 0)
T . Vamos mostrar que

existem funções escalares φ,Φ : IR3 → IR tais que

Ω̂ = ∇̂φ+ ∇̂⊥Φ. (4.7)

Para verificar esta identidade, observe que a expressão abaixo é válida se Ω̂ pode ser escrito como

Ω̂ = ∂xxW + ∂yyW com W : IR3 −→ IR3 com W = (W1,W2, 0)
T , pois

Ω̂ = ∂xxW + ∂yyW = ∇̂
(
∇̂ ·W

)
+ ∇̂⊥

(
∇̂⊥ ·W

)
. (4.8)
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Assim, indicando

φ = ∇̂ ·W e Φ = ∇̂⊥ ·W, (4.9)

conseguimos obter (4.7).

Para comprovar que tal decomposição realmente existe, basta mostrar que o problema Ω̂ =

∂xxW + ∂yyW possui solução, o que é verdade pois trata-se de um problema bidimenssional de

Poisson. Esta decomposição é uma versão da decomposição de Helmholtz para campos horizontais.

A derivação desta decomposição é valida para volumes finitos, no caso de um espaço infinito, ‖Ω̂‖
precisa tender a zero “mais rapidamente” que h/s sendo h uma constante qualquer e s a distância até

a origem. Além disso W precisa satisfazer condições de continuidade e diferenciabilidade adequadas

ao problema bidimenssional de Poisson.

Agora mostramos que dado um campo vetorial qualquer é possível encontrar três funções esca-

lares e uma função vetorial de modo que possamos escrever tal campo em termos destas funções.

Para isso considere um campo vetorial qualquer L : IR3 → IR3. Podemos escreve-lo como a soma

de dois campos vetoriais: Ω que possui todas as componentes e Ω̂ que posssui somente componentes

horizontais,

L = Ω+ Ω̂. (4.10)

Como um exemplo, podemos escrever esta expressão com Ω = L e Ω̂ = 0 ou Ω = (0, 0, L3)
T e

Ω̂ = (L1, L2, 0)
T .

Usando as expressões (4.6) e (4.7) é possível verificar que existem potenciais escalares ψ, φ,Φ :

IR3 → IR e um potencial vetorial Ψ : IR3 → IR3 tais que o campo vetorial possa ser escrito em

termos destes potenciais da seguinte forma,

L = ∇ψ +∇×Ψ+ ∇̂φ+ ∇̂⊥Φ com ∇ ·Ψ = 0. (4.11)

Obtivemos basicamente uma generalização da decomposição de Helmholtz. A decomposição de

Helmholtz é única e (4.7) também o é. Porém, (4.10) não é única, o que implica que para cada forma

distinta de se escrever (4.10) é possível encontrar potenciais de modo que (4.11) é única. A imposi-

ção de condições adicionais ao campo L pode não apresentar problemas do ponto de vista puramente

matemático. No entanto, uma vez imposta alguma condição sobre este campo vetorial é interessante

avaliar qual o significado que ela pode possuir do ponto de vista da física do problema. Na prática,

para um meio anisotrópico VTI as ondas q-P e q-SV não variam radialmente devido ao plano de si-

metria. Este fato é comentado em Tsvankin (2001) e estas conclusões podem ser obtidas observando

o trabalho experimental realizado por de Figueiredo et al. (2012). Desta forma, para garantirmos que
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a decomposição (4.11) é única para um meio VTI vamos impor adicionalmente a condição

∇̂ · (∇×Ψ) = 0, (4.12)

que é equivalente a
∂

∂z

(
∂Ψ2

∂x
− ∂Ψ1

∂y

)
= 0. (4.13)

Essa decomposição sugere um modo de resolução para equação (4.1). Mostraremos, agora, que o

campo vetorial u que satisfaz a equação (4.1) pode ser escrito na forma da decomposição modificada

de Helmholtz. Observe que a fonte f pode ser decomposta em termos de potenciais, isto é, existem

potenciais ψf , Ψf , φf e Φf tais que

f = ∇ψf +∇×Ψf + ∇̂φf + ∇̂⊥Φf com ∇ ·Ψf = 0, (4.14)

esta decomposição é única sob a condição

∇̂ · (∇×Ψf ) = 0. (4.15)

De acordo com nossa dedução, (4.15) está diretamente relacionada com o modo como f é escrita da

forma (4.10). Substituindo a expressão acima na equação (4.1) obtemos

∂2

∂t2
u =

1

ρ
∇ψf +

1

ρ
∇×Ψf +

1

ρ
∇̂φf +

1

ρ
∇̂⊥Φf + α2∇(∇ · u+ δ∇̂ · u)

−β2∇×∇× u+ α2∇̂(δ∇ · u+ 2(ǫ− δ)∇̂ · u) + β2∇̂⊥(2γ∇̂⊥ · u). (4.16)

Integrando a expressão acima duas vezes em relação a t,

ψ = α2

∫ t

0

∫ τ

0

[(
∇ · u+ δ∇̂ · u

)
+

1

ρα2
ψf

]
dτ ′dτ, (4.17)

Ψ = −β2

∫ t

0

∫ τ

0

[
∇× u− 1

ρβ2
Ψf

]
dτ ′dτ, (4.18)

φ = α2

∫ t

0

∫ τ

0

[(
δ∇ · u+ 2(ǫ− δ)∇̂ · u

)
+

1

ρα2
φf

]
dτ ′dτ, (4.19)

e

Φ = β2

∫ t

0

∫ τ

0

[(
2γ∇̂⊥ · u

)
+

1

ρβ2
Φf

]
dτ ′dτ, (4.20)
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temos que u pode ser escrito na forma (4.11),

u = ∇ψ +∇×Ψ+ ∇̂φ+ ∇̂⊥Φ com ∇ ·Ψ = 0. (4.21)

Podemos perceber que os potenciais φ e Φ são dependentes dos parâmetros de anisotropia ǫ, δ e γ

e quando estes parâmetros se anulam estes potenciais desaparecerão a menos dos termos de fonte, e

consequentemente estes termos restantes serão considerados fontes do problema (4.16).

4.1.2 Cálculo dos Potenciais

Estamos prioritariamente interessados em encontrar uma solução para a equação (4.1) e podemos

observar que a expressão (4.21) sugere que podem existir funções ψ, φ, Φ e Ψ que formam o campo

vetorial u. Matematicamente, não existem limitações para que possamos impor condições sobre o

campo vetorial u. Como estamos procurando uma solução para a equação poderíamos buscar solu-

ções para o problema que possuam características adicionais ou mesmo propriedades específicas além

de, é claro, satisfazer (4.1). Este argumento não é uma novidade quando se trata de busca de soluções

para equações diferenciais parciais. Devemos lembrar que a teoria de espaços de Sobolev foi justa-

mente construída a partir de situações em que era necessário desfigurar as características (enfraquecer

a solução) da função que pudesse satisfazer a equação. Em muitas situações nem sequer uma função

é procurada para ser a solução do problema. Basta observar que em alguns casos utilizam-se distri-

buições e não funções para obtenção de soluções fundamentais. Para mais detalhes recomendamos

Adams (1975), Dancer and Sweers (1989) e de Figueiredo et al. (2004). Nestas referências existe uma

frutífera discussão a respeito de soluções fracas e distribuições.

Intuitivamente, podemos observar que ao fazermos β → 0 o campo vetorial u será escrito so-

mente em termos de ψ e φ ou seja, quando eliminamos a influência de β nosso campo vetorial pode

ser escrito em termos de dois potenciais escalares. No caso isotrópico uma situação semelhante nos

mostra que ao fazermos β = 0 o campo vetorial poderá ser escrito somente em termos de um po-

tencial escalar. No caso isotrópico isso corresponde à propagação da onda em um meio acústico, no

caso VTI seria a propagação da onda q-P em um meio pseudo-acústico. Em todo o caso, isso nos

indica que se β = 0 é possível obter a equação da onda P (caso isotrópico) e onda q-P (meio VTI).

Alkhalifah (2000) usou a hipótese de que β → 0 para deduzir uma equação da onda para um meio

pseudo-acústico.

No caso isotrópico é possível usar a decomposição de Helmholtz para estudar os campos de onda

independentemente, uma vez que a simetria destes meios permite esta separação, isto dispensa a

necessidade de assumir que β = 0. Queremos realizar o mesmo procedimento para um meio VTI

usando nossa modificação da decomposição de Helmholtz.
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Basicamente em nossa abordagem procuramos separar os campos de onda sem a necessidade de

impor condições sobre a velocidade β. Assim, procuramos campos vetoriais u que satisfaçam (4.1) e

que satisfazem a condição abaixo,

∂3u3
∂x2∂z

+
∂3u3
∂y2∂z

=
∂3u1
∂z2∂x

+
∂3u2
∂z2∂y

. (4.22)

Matematicamente, podemos impor esta condição. Além disso, de acordo com nossa teoria isso cor-

responde a maneira como são escritos Ω e Ω̂ em (4.10). Portanto, a condição (4.22) garante que

podemos encontrar potenciais cuja expressão de u pode ser escrita de acordo com (4.21) de maneira

única. Além disso, a definição (4.18) permite verificar que (4.22) é equivalente às condições (4.12) e

(4.13).

Nossa generalização no limite da anisotropia fraca (isotropia) não contradiz a solução de Lamé

para o caso isotrópico. Para verificar isso, basta observar que para ǫ, δ, γ → 0 as expressões (4.17)–

(4.20) ficam reduzidas a

u = ∇ψ +∇×Ψ com ∇ ·Ψ = 0, (4.23)

quando não levamos em consideração os termos de fonte. No entanto, no caso isotrópico é suficiente

considerarmos φf = Φf = 0. Isto garante que nossa técnica resolve o problema isotrópico quando

escolhemos ǫ = δ = γ = 0.

Ainda existe o problema do acoplamento, uma consequência deste fato aparece ao buscarmos as

soluções da equação da onda por teoria de raios (Červený, 1972). Este método apresenta resultados

incoerentes com respeito as polarizações das ondas q-S (Coates and Chapman, 1990). Neste trabalho

tratamos do problema do acoplamento, de fato é possível usar termos de fonte apropriados para buscar

suprimir a influência das ondas q-P e q-SH da onda q-SV (ver Figura 1.2).

Abaixo enunciamos e provamos um teorema no qual propomos que u seja escrita como uma

soma de pontenciais de acordo com a fórmula (4.21). Mostramos que estas funções satisfazem outras

equações diferenciais que possuem uma forma mais simples e possível de se resolver.

Introduzimos agora a notação auxiliar

∆ = ∆r +∆z, (4.24)

com

∆r =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
e ∆z =

∂2

∂z2
. (4.25)

Tal notação indica que estamos separando o operador Laplaciano em uma parte radial (ou horizontal)

e outra parte vertical.
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Teorema 4.1.1 Seja u : IR3 × IR → IR3 um campo vetorial contínuo diferenciável até a quarta

ordem, que satisfaz a condição (4.22) e as condições iniciais

u̇(x, 0) = 0 e u(x, 0) = 0. (4.26)

Então

u(x, t) = ∇ψ(x, t) +∇×Ψ(x, t) + ∇̂φ(x, t) + ∇̂⊥Φ(x, t) (4.27)

é solução da equação (4.1) desde que ψ, φ, Φ e Ψ resolvam as seguintes equações

1

α2

∂2

∂t2
ψ = (1 + δ)∆r(ψ + φ) + ∆zψ + F1,

1

α2

∂2

∂t2
φ = (2ǫ− δ)∆r(ψ + φ) + δ∆zψ + F2; (4.28)

1

β2

∂2

∂t2
Φ = (1 + 2γ)∆rΦ +∆zΦ + F3; (4.29)

1

β2

∂2

∂t2
Ψ = ∆Ψ+∇×

(
∇̂φ+ ∇̂⊥Φ

)
+ F4; (4.30)

∇ ·Ψ = 0; (4.31)

∇̂ · (∇×Ψ) = 0. (4.32)

Os termos Fi representam a fonte e dependem somente da fonte original f . Para i = 1, 2, 3 temos

que Fi são escalares e F4 é vetorial. Demonstramos este teorema e para tanto procedemos de forma

análoga ao que é feito no caso isotrópico.

A demonstração do caso isotrópico encontra-se descrita no Apêndice A. Abaixo segue a prova do

teorema. Já mostramos que o campo vetorial u que satisfaz a equação (4.1) pode ser escrito em termos

de quatro potenciais. A forma destes potenciais estão definidas nas equações (4.17)–(4.20). Agora

mostramos que estes potenciais satisfazem as EDP’s (4.28)–(4.31). Aplicando o operador divergente

na equação (4.1) obtemos

∂2

∂t2
∇ · u = α2∆(∇ · u) + α2∆r

(
2(ǫ− δ)∇̂ · u

)
+ α2∆

(
δ∇̂ · u

)

+α2∆r

(
δ∇̂ · u

)
+∆

(
ψf

ρ

)
+∆r

(
φf

ρ

)
, (4.33)
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que pode ser escrito como

∂2

∂t2
∇ · u = ∆

(
α2

[
∇ · u+ δ∇̂ · u+

ψf

ρα2

])
+∆r

(
α2

[
δ∇ · u+ 2(ǫ− δ)∇̂ · u+

φf

ρα2

])
.

(4.34)

Integrando a equação acima duas vezes em relação a t obtemos

∇ · u = ∆

(∫ t

0

∫ τ

0

α2

[
∇ · u+ δ∇̂ · u+

ψf

ρα2

]
dτ ′dτ

)

+∆r

(∫ t

0

∫ τ

0

α2

[
δ∇ · u+ 2(ǫ− δ)∇̂ · u+

φf

ρα2

]
dτ ′dτ

)
(4.35)

e, usando (4.17) e (4.19), segue que

∇ · u = ∆r (ψ + φ) + ∆zψ. (4.36)

De maneira análoga aplicamos o operador ∇̂· na equação (4.1) e usando (4.22) obtemos

∂2

∂t2
∇̂ · u = α2∆r (∇ · u) + α2∆r

(
2(ǫ− δ)δ∇̂ · u

)
+ α2∆r

(
δ∇̂ · u

)

+∆r (δ∇ · u) + ∆r

(
ψf + φf

ρ

)
+

∇̂ · (∇×Ψf )

ρ
. (4.37)

Novamente, integrando duas vezes em relação ao tempo temos

∇̂ · u = α2∆r (ψ + φ) +
1

ρ

∫ t

0

∫ τ

0

∇̂ · (∇×Ψf ) dτ
′dτ. (4.38)

Estas duas expressões (4.36) e (4.38) nos permitem mostrar que ψ e φ satisfazem as equações (4.28)

e (4.29). Derivando (4.17) duas vezes em relação ao tempo e sob a substituição de (4.36) e (4.38)

temos

∂2

∂t2
ψ = α2 [(1 + δ)∆r (ψ + φ) + ∆zψ] +

ψf

ρ
+
α2δ

ρ

∫ t

0

∫ τ

0

∇̂ · (∇×Ψf ) dτ
′dτ. (4.39)

Analogamente é possível mostrar que

∂2

∂t2
φ = α2 [(2ǫ− δ)∆r (ψ + φ) + δ∆zψ] +

φf

ρ
+

2(ǫ− δ)α2

ρ

∫ t

0

∫ τ

0

∇̂ · (∇×Ψf ) dτ
′dτ (4.40)
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e, usando a condição (4.15), podemos tomar

F1 =
ψf

ρ
e F2 =

φf

ρ
. (4.41)

Desta forma, é possível concluir que ψ e φ satisfazem (4.28).

Agora, aplicando o operador ∇̂⊥· na equação (4.1) obtemos

∂2

∂t2
∇̂⊥ · u = β2∆

(
∇̂⊥ · u

)
+ 2γβ2∆r

(
∇̂⊥ · u

)
+∆r

(
Φf

ρ

)
. (4.42)

Multiplicando esta equação por 2γ e integrando duas vezes em relação ao tempo segue que

2γ∇̂⊥ · u = β2∆

(
β2

∫ t

0

∫ τ

0

[(
2γ∇̂⊥ · u

)
+

1

ρβ2
Φf

]
dτ ′dτ

)

+2γβ2∆r

(
β2

∫ t

0

∫ τ

0

[(
2γ∇̂⊥ · u

)
+

1

ρβ2
Φf

]
dτ ′dτ

)
−∆

(
Φf

ρβ2

)
, (4.43)

que nos possibilita concluir que

1

β2

∂2

∂t2
Φ = (1 + 2γ)∆rΦ +∆zΦ +

1

ρβ2
Φf −∆

(
Φf

ρβ2

)
, (4.44)

que é a equação (4.29) com a escolha

F3 =
1

ρβ2
Φf −∆

(
Φf

ρβ2

)
. (4.45)

Para demonstrar (4.30) basta aplicar o operador rotacional na equação (4.1) e integrar duas vezes

em relação ao tempo e veremos que (4.18) satisfaz (4.29), e (4.32) segue imediatamente da condição

(4.22). Desta forma fica estabelecido o teorema.

Comentários sobre a unicidade dos potenciais

Considere a condição de radiação de Sommerfeld dada por

lim
‖x‖→+∞

‖x‖
(

∂

∂‖x‖ − ik

)
ũ = 0, (4.46)

que é uniforme em todas as direções. Na expressão acima k representa o número de onda e ũ repre-

senta uma função escalar que pode ser eventualmente interpretada em termos dos potenciais φ, ψ, Φ e

Ψi. A condição (4.46) é usada para se obter uma solução única para a equação de Helmholtz no caso
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isotrópico (Aki and Richards, 1980). Podemos usar as condições de radiação de Sommerfeld para

estipular condições de fronteira para a nossa generalização da decomposição de Helmholtz e (4.46)

pode ser usada no nosso caso para garantir a unicidade da solução desde que a fonte seja uma função

de suporte compacto (Adams, 1975).

Um aspecto interessante deste resultado é que os potenciais ψ e φ são dependentes e para obtê-

los é necessário resolver um sistema de equações. Adiante neste capítulo mostramos que este sistema

pode ser modificado e escrito de uma forma semelhante ao sistema obtido por Duveneck et al. (2008).

O teorema também evidencia que a onda q-S representada pelo potencial vetorial Ψ é acoplada a

onda q-SH que é representada pelo potencial escalar Φ que é solução de (4.29) e à onda horizontal

representada pelo potencial escalar φ, uma vez que estas aparecem como termo de fonte na equação

da onda que usamos para calcular Ψ. Mesmo na presença de uma fonte pontual onidirecional irá

existir propagação de ondas q-S, fato que não ocorre em meios isotrópicos. Portanto, em meios VTI,

este tipo de fonte não simula um meio acústico. Fontes desta natureza são o objeto de estudo em uma

seção adiante.

Assim é suficiente estudar o problema de encontrar a solução do sistema (4.28), da equação escalar

(4.29) e das três equações desacopladas dadas por (4.30). Um fato que ocorre em um meio isotrópico

é que ao escolhermos uma fonte f = ∇×Ψf é possível estudar separadamente a propagação de uma

onda transversal livre da propagação da onda de pressão. Nosso resultado mostra que em um meio

VTI para tais tipos de fonte ocorrerá a propagação de ondas de pressão. Ao impor a fonte f = ∇×Ψf

com a condição

∇̂ · (∇×Ψf ) = 0, (4.47)

irá somente ocorrer a propagação da onda S pura e livre da influência dos parâmetros de anisotropia

ǫ, δ e γ. Tal fato é usado no estudo da separação dos campos de ondas em seção adiante.

Para obter a solução de (4.29) e (4.30) é suficiente encontrar uma função χ : IR3 → IR que resolva

o problema
1

c2
∂2

∂t2
χ = ν2∆rχ+∆zχ+ F, (4.48)

com F sendo o termo de fonte da equação, ν =
√
1 + 2γ para (4.29) e ν = 1 para (4.30), denotamos

c é a velocidade da onda. Denotando por G a função de Green causal para o problema acima, isto é,

a solução de (4.48) com F (x, t) = δ(x)δ(t) e impondo G(x, t) = 0 para t < 0, temos que

χ(x, t) = G(x, t) ∗ F (x, t), (4.49)

com ∗ denotando a convolução nas variáveis x e t.
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Na próxima seção mostraremos que

G(x, t) =
1

4π‖d‖ν2 δ
(
t− ‖d‖

c

)
com d =

(x1
ν
,
x2
ν
, x3

)T

. (4.50)

As equações (4.49)–(4.50) serão usadas para o cálculo da solução analítica da onda P para um meio

elíptico ǫ = δ. Basicamente, este resultado é uma generalização da função de Green para o caso

isotrópico.

4.2 Função de Green para um Meio Elíptico

Nesta seção encontramos a expressão analítica para a função de Green causal, solução do pro-

blema abaixo,

1

c2
∂2

∂t2
G(x, t)− ν2∆rG(x, t)−∆zG(x, t) = δ(x)δ(t) com G(x, 0) = 0, t < 0. (4.51)

Este problema descreve a propagação da onda em um determinado meio. Se ν = 1 o meio em questão

será homogêneo isotrópico.

Considere a transformação de coordenadas, d = (x1/ν, x2/ν, x3) e defina G(d, t) = G(x, t).

Logo,

ν2∆rG(x, t) + ∆zG(x, t) = ∆d G(d, t), (4.52)

com ∆d denotando o Laplaciano nas coordenadas d. Usando as coordenadas d em (4.51), obtemos

1

c2
∂2

∂t2
[ν2G(d, t)]−∆d[ν

2G(d, t)] = δ(d)δ(t) com G(d, 0) = 0, t < 0. (4.53)

Portanto, ν2G é igual a função de Green causal em um meio homogêneo isotrópico. Assim (Pujol,

2003),

G(x, t) = G(d, t) = 1

4π‖d‖ν2 δ
(
t− ‖d‖

c

)
. (4.54)

Esta expressão é a generalização da solução fundamental ou função de Green para um meio VTI

elíptico. Evidentemente para cada equação dada em (4.29)–(4.30) as constantes ν e c assumem dife-

rentes valores. As condições requeridas para que (4.54) seja solução para estas equações são determi-

nadas principalmente pelos parâmetros de anisotropia ǫ, δ e γ. Como já estamos assumindo |δ| ≪ 1,

para que (4.54) seja solução de (4.29) basta que γ > −1
2

uma vez que ν =
√
1 + 2γ deve ser real

não nulo. Podemos perceber que no caso da equação (4.30) a função de Green é a mesma do caso

isotrópico e nesta equação a influência dos parâmetros de anisotropia se notarão através dos termos
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de fonte. Na seção sobre meios elípticos (ǫ = δ), mostramos que (4.54) é solução do problema (4.28)

para os valores −1
2
< ǫ = δ < 1. Finalmente, para obter a solução do problema basta convoluir (4.51)

com o termo de fonte.

4.3 Fonte Pontual Onidirecional

O aspecto da fonte irá determinar o corportamento do campo de onda, se o campo de ondas é

gerado por uma fonte pontual compressional que emite a mesma energia em todas as direções, existirá

somente a onda P para o caso isotrópico (ver Aki and Richards (1980)). Como já foi comentado, em

um meio VTI isto não ocorrerá. Considerando uma fonte f(x, t) = ̥(t)∇δ(x), é possível simplificar

bastante as equações descritas no Teorema 4.1.1. Para esta fonte, temos Ψf = 0, φf = Φf = 0 e

usando (4.50) podemos ver que não ocorre a propagação da onda Φ. Assim, ocorre a propagação de

ondas que são descritas pelas equações abaixo,

1

α2

∂2

∂t2
ψ = (1 + δ)∆r(ψ + φ) + ∆zψ +

1

ρα2
δ(x)̥(t), (4.55)

1

α2

∂2

∂t2
φ = (2ǫ− δ)∆r(ψ + φ) + δ∆zψ (4.56)

e
1

β2

∂2

∂t2
Ψp = ∆(Ψp) +∇×

(
∇̂φ

)
. (4.57)

A equação (4.57) confirma que na presença de uma fonte pontual onidirecional irá existir a propaga-

ção de uma onda S aqui denotada por Ψp, que estará acoplada ao campo q-P. No entanto podemos

obter, ao resolver as equações (4.55)–(4.57), a expressão para cada modo de onda. Repare que se im-

pusermos a condição β = 0 não existirá Ψp restando somente o sistema de equações (4.55)–(4.56).

4.3.1 Caso Pseudo-Acústico

Alkhalifah (2000) e Duveneck et al. (2008) realizaram contribuições para o caso pseudo-acústico.

A equação da onda para este meio assumindo µ = β = 0. Uma vez que usamos a condição (4.22),

nossa dedução para descrição do campo q-P não exige a condição µ = 0. Na realidade, em nossa

dedução no caso pseudo-acústico, com β = 0, a onda descrita pela equação (4.57) deixa de existir

como já observado na seção anterior. Portanto, a equação que descreve a propagação da onda q-P não

se altera com tal imposição.

Somando as equações (4.55) e (4.56) e denotando por ϕ = ψ + φ, é possível obter um sistema
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equivalente dado por

1

α2

∂2

∂t2
ϕ = (1 + 2ǫ)∆rϕ+ (1 + δ)∆zψ +

1

ρα2
δ(x)̥(t) (4.58)

e
1

α2

∂2

∂t2
ψ = (1 + δ)∆rϕ+∆zψ +

1

ρα2
δ(x)̥(t) (4.59)

O sistema acima é similar ao sistema deduzido por Duveneck et al. (2008). No entanto, nossa versão

é linearizada em δ. Além do mais, nossas equações são dadas em termos dos potênciais ψ e φ. Os

sistemas de equações (4.55)–(4.56) e (4.58)–(4.59) são equivalentes e tanto faz usar um ou o outro.

Optamos por usar (4.58)–(4.59) pois oferece uma maneira (no que se refere aos cálculos) mais cô-

moda de se deduzir a equação da onda unidirecional para um meio VTI. A mesma conclusão pode

ser obtida usando (4.55)–(4.56).

4.4 Equação da Onda Unidirecional

O estudo de estruturas geológicas possui grande importância na busca por reservas de petróleo. Os

métodos de migração por equação da onda apresentam grande utilidade em meios com significativa

variação lateral de velocidade. Tais métodos em sua grande maioria consistem em resolver a equação

da onda acústica, no caso isotrópico evidentemente, em uma única direção. Nesta parte do trabalho

adaptamos as ideias conhecidas do caso isotrópico de maneira a estabelecer uma generalização dos

métodos que possibilitem fazer migração unidirecional, visando sua aplicação em um meio pseudo-

acústico VTI. Para isso consideramos um modelo em que y = x2 = 0.

Considere um experimento hipotético onde fonte e receptor estão localizados na mesma posição,

isso é conhecido como afastamento nulo. A seção de afastamento nulo é registrada com o tempo

de trânsito duplo, vamos descrever o modelo de refletor explosivo e desta forma consideramos a

velocidade de propagação valendo a metade da velocidade verdadeira. Neste tipo de modelo uma

migração consiste no reposicionamento da onda sísmica registrada para t = 0.

Considerando o modelo 2D e desconsiderando o termo de fonte, o sistema de equações (4.58)–

(4.59) se torna,

1

α2

∂2

∂t2
ϕ− (1 + 2ǫ)

∂2ϕ

∂x2
= (1 + δ)

∂2ψ

∂z2

1

α2

∂2

∂t2
ψ − ∂2ψ

∂z2
= (1 + δ)

∂2ϕ

∂x2
(4.60)
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Aplicando a transformada de Fourier dupla no tempo e na variável x nas equações acima, obtemos

ϕ̂ =

[
−(1 + δ)

ω2

α2 − (1 + 2ǫ)k2x

]
∂2ψ̂

∂z2
(4.61)

e
ω2

α2
ψ̂ +

∂2ψ̂

∂z2
= (1 + δ)k2xϕ̂. (4.62)

Substituindo (4.61) em (4.62) obtemos a equação

ω2

α2
ψ̂ +

∂2ψ̂

∂z2
=

[
−(1 + δ)2k2x

ω2

α2 − (1 + 2ǫ)k2x

]
∂2ψ̂

∂z2
. (4.63)

Observe que desde o início estamos assumindo o parâmetro |δ| ≪ 1, por isso estamos negligên-

ciando os termos quadrados de δ e, consequentemente, vale a aproximação abaixo

(1 + δ)2 = 1 + 2δ + δ2 ≈ 1 + 2δ. (4.64)

Assim, a equação (4.63) se reduz a

ω2

α2
ψ̂ +

[
1 +

(1 + 2δ)k2x
ω2

α2 − (1 + 2ǫ)k2x

]
∂2ψ̂

∂z2
= 0. (4.65)

Após manipulações de caráter algébrico temos

∂2ψ̂

∂z2
+
ω2

α2

[
ω2

α2 − (1 + 2ǫ)k2x
ω2

α2 − 2(ǫ− δ)k2x

]
ψ̂ = 0. (4.66)

Definindo o parâmetro de anelipticidade η (Alkhalifah, 2000)

η =
ǫ− δ

1 + 2δ
, (4.67)

podemos reescrever (4.66) na forma
∂2ψ̂

∂z2
+ k2z ψ̂ = 0, (4.68)

com

k2z =
ω2

α2

[
ω2

α2 − (1 + 2δ)(1 + 2η)k2x
ω2

α2 − 2(1 + 2δ)ηk2x

]
. (4.69)
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Usando agora a definição a velocidade NMO (Tsvankin, 2001),

VNMO = α
√
1 + 2δ, (4.70)

obtemos

kz = ±ω
α

√√√√1−
V 2

NMO
k2x

ω2

1− 2η
V 2

NMO
k2x

ω2

. (4.71)

Seguindo a notação de Fei and Liner (2008) definimos

m2 =
V 2
NMOk

2
x

ω2
, (4.72)

o que implica em

kz = ±ω
α

√
1− m2

1− 2ηm2
. (4.73)

A expressão (4.73) é denominada relação de dispersão e coincide com a expressão heurística

que Alkhalifah (2000) usou para deduzir sua equação acústica para um meio VTI. Esta relação é

usada por Amazonas et al. (2010) para desenvolver uma migração em meios VTI por diferenças

finitas utilizando a aproximação complexa de Padé. A equação (4.73) é válida somente em meios

homogêneos; em meios heterogêneos kz irá denotar o símbolo de um operador pseudo-diferencial.

Nosso método se apresenta como uma generalização do caso isotrópico. Note que se tivermos ǫ =

δ = 0 a relação de dispersão kz se reduz a sua forma isotrópica e ψ representa a onda P. Levando em

conta que nossa abordagem possui uma forma que generaliza o caso conhecido, podemos escrever a

onda que se propaga em uma direção por

∂

∂z
ψ(kx, z, ω) = −ikzψ(kx, z, ω), (4.74)

a expressão acima é relacionada com ondas que se propagam para cima.

A equação (4.74) possui solução analítica dada por

ψ(kx, z, ω) = ψ(kx, 0, ω)e
−ikzz, (4.75)

a solução analítica acima é válida somente quando a velocidade do meio é constante. A conclusão

neste caso é que o campo de onda em qualquer ponto do modelo dado pode ser determinado somente

com o campo de onda medido na superfície (z = 0).

Portanto, nesta seção deduzimos a forma geralmente usada para migração em uma direção para

meios VTI a partir de uma base teórica sólida e consistente de uma equação da onda para tais meios.
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4.5 Caso Elíptico

Vamos investigar o caso em que ǫ = δ conhecido como caso elíptico (Helbig, 1983). Através das

expressões (4.17) e (4.19) podemos observar que

δ · ψ = φ+O(δ2). (4.76)

Como estamos negligenciando termos de ordem maior ou igual a 2 em δ, podemos considerar φ = δ·ψ
e, uma vez que definimos ϕ = ψ + φ podemos escrever ϕ = (1 + δ) · ψ. Substituindo tal relação em

(4.59) e, novamente aproximando (1 + δ)2 ≈ 1 + 2δ, obtemos

1

α2

∂2

∂t2
ψ = (1 + 2δ)∆rψ +∆zψ +

1

ρα2
δ(x)̥(t). (4.77)

A solução para este problema pode ser encontrada diretamente de (4.49)–(4.50) usando ν =
√
1 + 2δ

e c = α. Assim,

ψ(x, t) =
1

4π‖d‖(1 + 2δ)

1

ρα2
̥

(
t− ‖d‖

α

)
, (4.78)

sendo

‖d‖ =

√
x21

1 + 2δ
+

x22
1 + 2δ

+ x23. (4.79)

Utililizamos agora uma função de fonte específica para apresentar um exemplo de propagação

de onda em um meio pseudo-acústico elíptico. Usamos para este fim a wavelet de Ricker (Aki and

Richards, 1980),

̥(t) =
[
1− 2 (πfpt)

2] e−(πfpt)
2

, (4.80)

com fp representando a frequência de pico. Nas Figuras 4.1 e 4.2 podemos ver os campos de onda

no meio pseudo-acústico usando a expressão (4.78) e a wavelet de Ricker, para alguns valores de

anisotropia.

4.6 Outros Tipos de Fontes

O único elemento na equação (4.1) que de fato temos algum controle é o termo de fonte. Por

isso é natural de acordo com nossa teoria escolher outras fontes além da pontual onidirecional. Por

exemplo, ao escolhermos uma fonte do tipo f = ∇̂⊥Φf não existirá a propagação de ψ e φ, assim
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(a) (b)

Figura 4.1: Campo de onda 2D com a fonte localizada na origem em um meio pseudo acústico VTI
elíptico obtido usando (4.78). A figura (a) é referente aos valores ǫ = δ = 0.2 e velocidade α = 1.5
km/s enquanto que a figura (b) foi obtida para os valores ǫ = δ = −0.39 e a mesma velocidade α do
caso anterior.

Figura 4.2: A figura da esquerda representa o campo de onda P com a fonte localizada na origem em
um meio com ǫ = δ = 0 e α = 1.5 km/s.
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podemos estudar somente as equações

1

β2

∂2

∂t2
Φ = (1 + 2γ)∆rΦ +∆zΦ + F3 (4.81)

e
1

β2

∂2

∂t2
Ψs = ∆Ψs +∇×

(
∇̂⊥Φ

)
, (4.82)

com Ψs correspondendo a uma onda q-S e Φ corresponde a uma onda q-SH. As equações acima

deixam muito claro o problema do acoplamento e a influência que o parâmetro γ possui na expressão

de Ψs no caso 3D.

No entanto, existe uma possibilidade de se estudar o potencial Ψ livre das influências dos parâ-

metros de anisotropia γ, ǫ e δ. Para isso basta escolher uma fonte, f = ∇ × Ψf , de maneira que

∇̂ · f = 0. Observe que este tipo de fonte foi usada em nossa decomposição do campo u em termos

de quatro funções potenciais. Com esta escolha para fonte podemos estudar o potencial Ψ, que para

estes tipos de fonte, denotaremos por ΨISO. Para esta escolha de fonte estuda-se a equação

1

β2

∂2

∂t2
ΨISO = ∆ΨISO + F4, (4.83)

com o termo de fonte.

F4 =
Ψf

ρβ2
. (4.84)

Sob a escolha de tal fonte apenas a onda S se propaga e é livre da influência dos parâmetros de

anisotropia δ, ǫ e γ. Usamos fontes que tornam possível simplificar matematicamente as expressões.

4.7 Separação de Modos de Onda

Nesta seção mostramos como nossa teoria possibilita a separação dos campos de onda em um

meio VTI. Isto é importante pois podemos separar os modos de onda que viajam com diferentes

velocidades. Por isso essa searação tem aplicações em migração da equação da onda, pois se usarmos

a equação geral da onda elástica não será possível tratar corretamente cada um.

No caso isotrópico a decomposição de Helmholtz possui grande utilidade e é usada para separar

os campos de onda de pressão P dos campos transversais ou de cizalhamento S. Na prática (4.6) não

é usado diretamente, o que se faz é aplicar os operadores de divergência e rotacional ao campo de

onda extrapolado. Em meios VTI o uso dos operadores de divergência e rotacional não apresentam

resultados satisfatórios quando usados para separar os modos de onda, por isso em sua forma isotró-

pica a decomposição de Helmholtz não pode ser usada para fazer a separação para tais meios (Yan
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Figura 4.3: Modelo heterogêneo VTI com três camadas, a primeira camada possui δ = −0.2704 e
ǫ = −0.2187. A configuração fonte receptor é colocada em branco.

and Sava, 2009).

Dellinger and Etgen (1990) fizeram a separação dos campos de ondas em um meio anisotrópico

homogêneo pela projeção do campo de onda nas direções onde as ondas q-P e q-S estão polarizadas.

Para meios heterogêneos Yan and Sava (2009) usaram pseudo-operadores para separar o campo de

onda. Sua técnica se baseia em resolver a equação de Christoffel no domínio do número de onda e

apresenta significativas desvantagens do ponto de vista computacional. Mostramos aqui que é possível

utilizar nossa teoria para fazer a separação do campo de onda em um meio VTI.

4.7.1 Separação do Modo de Onda q-P

A expressão para o potencial q-P é, de acordo com a equação (4.18), dada por

φqP = ∇ · u+ δ∇̂ · u. (4.85)

A expressão (4.85) indica que para um meio anisotrópico homogêneo VTI é possível separar o campo

q-P do campo q-SV. A Figura 4.3 é um modelo VTI 2D de três camadas com parâmetros de aniso-

tropia distintos, trata-se de um exemplo sintético e usaremos ele para ilustrar nossa técnica. Se

olharmos a Figura 4.4 podemos perceber os componentes horizontais e verticais de um campo de

onda na primeira camada que possui δ = −0.2704 e ǫ = −0.2187. Aplicando o operador (4.85) a

estes campos obtemos somente o potencial q-P representado pela figura à esquerda na Figura 4.5.

A Figura da direita é o campo q-P obtido ao aplicarmos o operador isotrópico. Evidentemente que

estes campos estão relacionados à primeira camada que não possui heterogeneidade e o resultado de-

monstra que a equação funciona corretamente, como previsto pela equação (4.85). Observe que para

este meio |ǫ − δ| é muito pequeno, considerando um meio elíptico com ǫ = δ = −0.2704 e mesmas

velocidade e densidade da primeira camada deste exemplo sintético, é possível ver na Figura 4.8 que

o campo de onda obtido com nossa solução analítica para meios elípticos é coerente. Portanto, para
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(a) (b)

Figura 4.4: A figura representa os snapshot 2D u1 dado em (a) e u3 dado em (b) que se propagam na
primeira camada para t = 1s.

(a) (b)

Figura 4.5: A figura (a) representa o snapshot q-P obtido ao se aplicar o operador (4.85) em u1 e
u3 que estão representados na Figura 4.4. A figura em (b) representa o campo q-P quando aplicado
somente o operador isotrópico ∇·. É possível ver que a influência da onda q-SV foi melhor removida
quando usamos (4.85) do que no caso em que usamos o operador isotrópico.
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(a) (b)

Figura 4.6: Aqui os snapshots 2D representados pelas componentes u1 dado em (a) e u3 dado em (b)
para t = 2s que inclui ondas refletidas q-P e q-SV.

(a) (b)

Figura 4.7: Após aplicar (4.85) é possível perceber que mesmo na presença de heterogeneidade existe
a supressão das ondas q-SV. A figura em (b) é a do campo de ondas obtido usando o operador isotró-
pico. A diferença neste caso é mínima mas é possível ver que para as ondas refletidas nossa técnica,
que pode ser vista em (a), não deixa nenhum rastro das ondas mais lentas.
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Figura 4.8: Na figura, o campo de onda é referente a um meio elíptico com δ = −0.2704 com
velocidade α = 4000m/s no instante de tempo t = 1.1s.

meios com tais característica (ǫ ≈ δ) a equação (4.78) pode ser usada para descrever o campo q-P.

Outro fato que deve ser ressaltado é que para obter o campo q-P foi necessário o conhecimento do

valor do parâmetro δ, o valor de ǫ não foi necessário conhecer.

Este exemplo nos permite estudar como o operador (4.85) funciona em meios heterogêneos. Por

exemplo, a Figura 4.6 corresponde a dois snapshots em que ocorrem reflexões, o acoplamento entre as

ondas q-P e q-SV se faz notar neste caso. Quando aplicamos (4.85) nestes campos de ondas obtemos

o potencial à esquerda da Figura 4.7 que possibilita observar a supressão de ondas mais lentas. Nosso

método foi deduzido para meios homogêneos, mas é interessante avaliar os resultados que nosso

método obtem na presença de heterogeneidades.

4.7.2 Separação do Modo de Onda q-SV

Nossa técnica permitiu separar com sucesso a onda q-P atenuando a influência da onda q-S usando

o operador (4.85). A presente seção nos permite concluir que ao aplicarmos o operador rotacional,

assim como é feito no caso isotrópico, a este exemplo não será possível separar completamente o

campo de onda q-S. Quando aplicamos o rotacional aos campos u1 e u3 representados na Figura 4.4

podemos ver, de acordo com a Figura 4.9, que o campo de onda q-SV é acoplado ao campo q-P, ou

seja, possui uma natureza mista incluindo a onda q-S e em menor escala a onda q-P.

Em nosso exemplo sintético 2D não consideramos a influência de γ que na modelagem foi consi-
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Figura 4.9: A figura mostra o resultado da aplicação do operador ∇× aos campos u1 e u3 na Figura
4.4. É possível perceber que o campo de onda q-P não foi totalmente suprimido.

derado nulo. Portanto, nossa expressão para o campo de onda u é dada por

u = ∇ψ + ∇̂φ+∇×Ψ, (4.86)

com

∇ ·Ψ = 0. (4.87)

Observe que ao aplicarmos o rotacional ao campo u obtemos

∇× u = ∇× ∇̂φ−∆Ψ, (4.88)

uma vez que

∇×∇×Ψ = −∆Ψ. (4.89)

É evidente, observando a expressão (4.88), que ao aplicarmos o operador rotacional a influência do

campo φ não irá desaparecer. Isto explica por que o operador rotacional não consegue separar o campo

de ondas completamente em um meio VTI. Tal fato também foi observado através de exemplos no

trabalho de Yan and Sava (2009). Nossa abordagem permite constatar este fato simplesmente pela

inspeção da equação (4.88). Uma vez que temos o conhecimento da forma genérica do campo u,

torna-se muito mais natural a busca por operadores que eliminem a presença do potencial φ.

Aplicando o operador ∇̂· à equação (4.88) é possível remover completamente o potencial φ, tal

operação resulta que

∇̂ · (∇× u) = −∇̂ ·∆Ψ, (4.90)
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Figura 4.10: A figura mostra o resultado da aplicação do operador (4.93) no campo representado pela
Figura 4.9. Como resultado ocorreu uma boa supressão da onda q-P.

pois ∇̂ ·
(
∇× ∇̂φ

)
= 0.

Como o tempo t não é levado em consideração nestas operações, usamos a definição (4.18) e

escrevemos
∂2

∂t2
Ψ = −β2∇× u. (4.91)

Segue que
∂2

∂t2

(
∇̂ ·Ψ

)
= β2∆

(
∇̂ ·Ψ

)
. (4.92)

A equação (4.92) tem a forma igual à equação (4.30), portanto a função escalar ∇̂ ·Ψ é solução desta

equação e vamos usá-la para representar o campo q-SV definindo o operador

ψqSV = ∇̂ · (∇× u) . (4.93)

Voltando ao exemplo sintético da seção anterior, aplicamos o operador (4.93) no campo de onda

da Figura 4.9, o resultado pode ser visto na Figura 4.10 e é possível perceber que o campo q-P foi

removido de acordo com o que nossa teoria previu.

4.7.3 Separação do Modo de Onda q-SH

Nosso exemplo sintético impossibilita estudar o caso 3D, mas nossa abordagem indica que pode-

mos definir um operador adicional que pode ser usado para separação do modo de onda q-SH no caso

de um meio 3D. Tal operador de acordo com (4.20) pode ser definido como

ΦSH = 2γ∇̂⊥ · u. (4.94)
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4.8 Comentários

A decomposição de Helmholtz se apresenta como uma alternativa para o estudo da equação (4.1).

Após obtermos uma forma mais geral desta decomposição dada por (4.11) foi possível escrever a

equação (4.1) em termos de funções potenciais de uma maneira análoga ao caso isotrópico. A técnica

apresentada foi derivada para meios VTI homogêneos.

Um outro fato interessante que pode ser concluído em nossa abordagem é que é possível dedu-

zir de uma maneira consistente as relações de dispersão de Alkhalifah (2000). Mostramos que esta

relação aparece naturalmente em nossa equação da onda pseudo-acústica unidirecional. Além disso

deduzimos de maneira elegante um método conhecido de migração em uma direção. Ao estudar o

caso elíptico ǫ = δ obtivemos uma solução analítica para este problema por meio da dedução de uma

função de Green para meios VTI elípticos.

Finalmente, constatamos que nossa abordagem via decomposição de Helmholtz possibilita a se-

paração dos campos de onda. Conseguimos visualizar por que o operador divergente e rotacional

não separam completamente os modos de onda em um meio VTI com anisotropia fraca e como é

importante a influência dos parâmetros de anisotropia na separação. Por isso desenvolvemos dois

operadores dados por (4.85) e (4.93), estes operadores foram obtidos determinísticamente de acordo

com nossa teoria e são válidos para meios homogêneos VTI.



Capítulo 5

Teoria do Raio

Neste capítulo encontramos soluções aproximadas para a equação (3.34) usando uma aproxima-

ção assintótica de alta frequência e desta forma obtemos informações sobre a cinemática e a dinâmica

do problema. Usando a teoria do raio de ordem zero, podemos observar que a equação (3.19) é sufi-

ciente para obter este tipo de solução em meios VTI. Mais detalhes podem ser encontrados em Aki

and Richards (1980), Červený (2001) e Pujol (2003).

Uma solução aproximada de ordem zero da equação apresenta vantangens, entre elas a possibili-

dade de obtenção de informações sobre a cinemática da onda no meio utilizando as equações iconais

que representarão as ondas q-P, q-SV e q-SH.

5.1 Equações Iconais

Iniciamos a partir da equação (3.1) desconsiderando o termo de fonte, isto é,

ρ
∂2ui
∂t2

=
∂

∂xj

(
cijkl

∂uk
∂xl

)
. (5.1)

Vamos considerar uma aproximação para a solução da forma,

u(x, t) = U(x)g(t− T (x)), (5.2)

ou, no domínio de frequência,

û(x, ω) = U(x)ĝ(ω)e−iωT (x), (5.3)

com U e T sendo funções a serem determinadas de maneira que satisfaçam (5.1). A função T (x, y, z)

representa o tempo de trânsito da onda ao longo do raio e a frente de onda é representada por

T (x, y, z) = constante. Introduzimos, agora, a condição de que g é maior que ||U|| e que g̈ ≫ ġ ≫ g

49
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(Pujol, 2003), que corresponde a aproximação de altas frequências. De acordo com Červený (2001) e

Aki and Richards (1980) o método de solução para a equação da onda elástica usando aproximações

em altas frequências, ou teoria do raio de ordem zero, é confiável quando o comprimento de onda

é muito maior que outras quantidades e características do meio relacionadas a unidades de compri-

mento. Sintetizando de maneira mais simples, a aproximação em altas-frequências, ou teoria do raio

de ordem zero, exige que os parâmetros não variem de maneira significativa com a distância e por

este motivo esta técnica é funcional somente para meios que não possuem heterogeneidades muito

fortes. O método também irá falhar na vizinhança de superfícies que possuem caústicas.

Substituindo a expressão (5.2) na equação (5.1) obtemos o problema de autovalores

ΓU = U, (5.4)

e a matriz de Christoffel Γ possui elementos

Γik =
1

ρ
cijkl

∂T

∂xj

∂T

∂xl
. (5.5)

Devemos observar que a cinemática do problema depende somente do tensor cijkl e não de suas

derivadas.

Agora, substituímos a expressão (3.19) em (5.5) de modo a obter a matriz de Christoffel para um

meio VTI. Inicialmente introduzimos o vetor de vagarosidade p e o vetor de vagarosidade horizontal

p̂, definidos por

p = ∇T e p̂ = ∇̂T. (5.6)

Podemos agora, de posse desta notação, escrever os elementos da matriz de Christoffel como

Γ11 = (α2 − β2)p21 + β2‖p‖2 + 2ǫα2p21 + 2γβ2p22,

Γ22 = (α2 − β2)p22 + β2‖p‖2 + 2ǫα2p22 + 2γβ2p21,

Γ33 = (α2 − β2)p23 + β2‖p‖2,
Γ21 = Γ12 = (α2 − β2)p1p2 + 2(ǫα2 − γβ2)p1p2,

Γ31 = Γ13 = (α2 − β2)p1p3 + δα2p1p3,

Γ32 = Γ23 = (α2 − β2)p2p3 + δα2p2p3. (5.7)

Aqui foram usadas as equações (3.11). Além disso, é conveniente notar que a matriz Γ se reduz ao

caso isotrópico quando ǫ = δ = γ = 0.
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5.1.1 Autovalores Exatos

Em nossa dedução, havíamos linearizado o tensor para um meio VTI apenas em δ e, portanto, ǫ

e γ ainda permanecem arbitrários. Desta forma, é interessante calcularmos os autovalores exatos da

matriz de Christoffel, que são dados por

Λ1,2 =
1

2

(
(α2 + β2)‖p‖2 + 2ǫα2‖p̂‖2 ±

√
(α2 − β2)2‖p‖4 + 4Π

)
(5.8)

e

Λ3 = β2‖p‖2 + 2γβ2‖p̂‖2, (5.9)

com

Π = α2
[
(α2 − β2)

(
ǫ‖p‖2 + 2(δ − ǫ)p23

)
+ α2

(
ǫ2‖p̂‖2 + δ2p23

)]
‖p̂‖2. (5.10)

A equação (5.4) condiciona que os autovalores devem ser todos iguais a um. Desta forma, obtemos

três diferentes equações iconais, dadas por

α2‖p‖2 + ǫα2‖p̂‖2 +Θ = 1, (5.11)

β2‖p‖2 + ǫα2‖p̂‖2 −Θ = 1 (5.12)

e

β2‖p‖2 + 2γβ2‖p̂‖2 = 1, (5.13)

com

Θ =
1

2
(α2 − β2)‖p‖2

[√
1 +

4Π

(α2 − β2)2‖p‖4 − 1

]
. (5.14)

As equações (5.11)–(5.13) definem o tempo de trânsito das ondas q-P, q-SV e q-SH em um meio

heterogêneo VTI. Pode-se perceber que as equações (5.11) e (5.12) não dependem de γ, fato que

já havia sido constatado por Tsvankin (1996). As substituições ‖p‖2 = 1/V 2, p23 = cos2 θ/V 2,

‖p̂‖2 = sin2 θ/V 2, com θ e V sendo o ângulo e a velocidade de fase, respectivamente, correspondem

as relações de dispersão para a velocidade de fase conhecidas da literatura (Tsvankin (1996)). Observe

que as equações acima são válidas para pequenos valores de δ, e para valores arbitrários de ǫ e γ. No

caso isotrópico (ǫ = δ = γ = 0) temos Π = 0 e Θ = 0. Neste caso as equações (5.12) e (5.13)

coincidem, descrevendo a junção das ondas q-SV e q-SH.

A partir da equação (5.13) imediatamente reconhecemos o já bem conhecido fato de que a su-

perfície de vagarozidade de ondas q-SH possui a forma de um elipsóide (Tsvankin (2001)), pois elas

podem ser escritas como

v2h‖p̂‖2 + v2vp
2
3 = 1, (5.15)
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sendo que vv = β é a velocidade vertical e vh = β
√
1 + 2γ é a velocidade horizontal. Levando

em conta que Θ depende das derivadas do tempo de trânsito, as equações (5.11) e (5.12) são mais

difíceis de interpretar. Inicialmente, devemos observar que todas as três equações (5.11), (5.12) e

(5.13) podem ser escritas com uma notação comum

v2‖p‖2 = 1− κ, (5.16)

estabelecendo que v representa a velocidade de fase de cada modo de onda ao longo do eixo de

simetria e κ é a correção de anisotropia, dada por

q-P: κ = ǫα2‖p̂‖2 +Θ, (5.17)

q-SV: κ = ǫα2‖p̂‖2 −Θ e (5.18)

q-SH: κ = 2γβ2‖p̂‖2. (5.19)

Em outras palavras, as equações iconais em um meio VTI podem ser interpretadas como as equa-

ções iconais para o caso isotrópico modificado por um termo de correção de anisotropia κ. Note

novamente que para a derivação das equações (5.16) foi requerida somente a condição |δ| ≪ 1 (como

desde o início assumido). No entanto, estas fórmulas são válidas para valores arbitrários ǫ e γ.

5.1.2 Anisotropia Fraca

Agora aproximamos as equações (5.16) para um meio VTI com anisotropia fraca. Vamos impor,

além de |δ| ≪ 1, que também |ǫ| ≪ 1 e |γ| ≪ 1. A linearização da equação (5.14) em ǫ e δ fornece

Θ ≈
(
ǫ+ 2(δ − ǫ)

p23
‖p‖2

)
α2‖p̂‖2. (5.20)

As derivadas do tempo de trânsito na equação (5.20) dependem somente dos parâmetros de Thom-

sen de acordo com as equações (5.16). A inspeção das equações (5.17) e (5.18) juntamente com (5.20)

revela que em ambos os casos κ não possui termos de ordem-zero nos parâmetros de Thomsen. Além

disso, de acordo com as equações (5.16), no termo que multiplica (δ − ǫ), podemos usar uma apro-

ximação de ordem zero ‖p‖ ≈ 1/v. Desta forma, obtemos as seguintes aproximações lineares para κ

nas equações (5.17) e (5.18):

q-P: κ ≈ 2
(
ǫ− (ǫ− δ)α2p23

)
α2‖p̂‖2, (5.21)

q-SV: κ ≈ 2(ǫ− δ)α4p23‖p̂‖2. (5.22)
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Na realidade, p3 também depende de ǫ e δ e, como é multiplo de (δ− ǫ), pode ser aproximado por

p23 ≈ 1/v2 − ‖p̂‖2 . Assim, as equações (5.21) e (5.22) são reduzidas a

q-P: κ ≈ 2
(
δ + (ǫ− δ)α2‖p̂‖2

)
α2‖p̂‖2, (5.23)

q-SV: κ ≈ 2

[
(ǫ− δ)

α2

β2
− (ǫ− δ)α2‖p̂‖2)

]
α2‖p̂‖2. (5.24)

Estas aproximações para correção de anisotropia da equação iconal em meios VTI confirmam o

bem conhecido fato de que as superfícies de vagarosidade para onda q-P são elipsóides somente em

meios elipticamente anisotrópicos (ǫ = δ). Neste caso, a equação iconal da onda q-P é dada por (5.15)

com vh = α
√
1 + 2δ e vv = α.

Para ondas q-SV, no caso elíptico obtemos κ ≈ 0 e, portanto, a equação iconal se reduz ao

caso istotrópico, ‖p‖2 = 1/β2. Para um meio geral VTI com ǫ 6= δ, as superfícies de vagarosidade

para ondas q-P e q-SV são quárticas nas coordenadas x e y. As velocidades verticais permanecerão

inalteradas.

Para cada equação iconal é possível associar uma equação do transporte correspondente, e desta

forma obter a informação sobre a amplitude de cada modo de onda. Desta forma, é possível encon-

trarmos uma solução aproximada para a equação da onda em um meio heterogêneo VTI. Estudamos

as amplitudes mais adiante. Primeiramente, investigamos a solução das equações iconais.

5.1.3 Solução das Equações Iconais Linearizadas

Podemos escrever as equações iconais (5.16) com κ dado por (5.19), (5.21) e (5.22) em uma

notação comum

v2
(
‖p‖2 + 2ξ‖p̂‖2 + 2ζα2p23‖p̂‖2

)
= 1, (5.25)

sendo que v representa a velocidade vertical das ondas q-P ou q-SV e os parâmetros adimensionais ξ

e ζ descrevem a anisotropia. Temos então,

q-P : v = α, ξ = ǫ, ζ = δ − ǫ, (5.26)

q-SV : v = β, ξ = 0, ζ = ǫ− δ, (5.27)

q-SH : v = β, ξ = γ, ζ = 0. (5.28)

Agora que possuímos uma forma compacta de representar as equações iconais para as ondas q-P,

q-SV e q-SH, vamos resolver a equação (5.25). Para isso, usaremos o método das características (ver
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Apêndice B). Primeiramente, reescrevemos a equação (5.25) na forma

H(x, T,p) = 0, (5.29)

com o Hamiltoniano H dado por

H(x, T,p) =
v2

2

[
‖p‖2 + 2ξ‖p̂‖2 + 2ζα2p23‖p̂‖2

]
− 1

2
. (5.30)

O método das características estabelece as seguintes equações diferenciais,

dx

dτ
=
∂H

∂p
= v2


p+ 2ξp̂+ 2ζα2p3



p1p3

p2p3

‖p̂‖2





 , (5.31)

dp

dτ
= −∂H

∂x
= −v∇v‖p‖2 −∇(ξv2)‖p̂‖2 −∇(ζv2α2)p23‖p̂‖2, (5.32)

e
dT

dτ
= pi

∂H

∂pi
= v2

[
‖p‖2 + 2ξ‖p̂‖2 + 4ζα2p23‖p̂‖2

]
= 1. (5.33)

Estas equações permitem encontrar a solução da equação (5.25) ao longo de suas características,

denominadas raios. A equação (5.31) estabelece a posição x em um certo raio, em função do tempo

de trânsito τ = T (x) e a equação (5.32) determina o respectivo vetor vagarosidade, p(x). O sistema

formado por estas equações pode ser resolvido usando condições iniciais apropriadas.

5.2 Simplificação da Equação de Transporte

A equação de transporte para as ondas q-P, q-SH e q-SV em um meio elástico arbitrário é dada

por (Pujol (2003))

∂cijkl
∂xj

Uk

∂T

∂xl
+ cijkl

∂cijkl
∂xj

∂T

∂xl
+ cijklUk

∂2T

∂xj∂xk
+ cijkl

∂Uk

∂xl

∂T

∂xj
= 0, (5.34)

que pode ser escrita de uma forma mais compacta como

∂

∂xj

(
cijklUkUi

∂T

∂xl

)
= 0. (5.35)

A utilização da aproximação (3.19) na equação (5.35) possibilitará a obtenção da equação geral

do transporte para um meio VTI com anisotropia fraca. Esta dedução segue o procedimento para um
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meio isotrópico como detalhado em Pujol (2003).

Iniciando pelas equações (5.4) e (5.5), temos

cijklpjplUk = ρΛUi, (5.36)

com Λ representando os autovalores da matriz de Christoffel. Para um meio heterogêneo VTI elástico,

os autovalores Λ são dados pela equação eikonal aproximada (5.25) e pm = ∂T/∂xm. Neste caso,

pegando as derivadas da equação (5.36) em relação a pm obtemos

cijkl(δlmpj + δjmpl)Uk + cijklpjpl
∂Uk

∂pm
= ρ

∂Λ

∂pm
Ui + ρΛ

∂Ui

∂pm
, (5.37)

com δij representando símbolo de Kronecker que não deve ser confundido com o parâmetro de ani-

sotropia δ. Multiplicando o segundo termo do lado esquerdo da equação (5.37) com Ui e somando

sobre i obtemos

cijklpjpl
∂Uk

∂pm
Ui = cklijpjpl

∂Ui

∂pm
Uk = ρΛ

∂Ui

∂pm
Ui, (5.38)

aqui utilizamos a mudança de índices i ↔ k, j → l, e a simetria cklim = cimkl. Multiplicando o

primeiro termo do lado esquerdo da equação (5.37) por Ui e somando sobre i temos, por meio da

mudança de indices i↔ k ej ↔ l, obtemos

cijkl(δlmpj + δjmpl)UiUk = (cijkmpj + cimklpl)UiUk

= (cklimpl + cimklpl)UiUk = 2cimklplUiUk. (5.39)

Juntando os resultados (5.38) e (5.39), a multiplicação da equação (5.37) por Ui e a sua subsequente

soma em i garante que

cijklUiUkpl =
ρ

2
‖U‖2 ∂Λ

∂pj
. (5.40)

Portanto,
∂

∂xj

(
cijklUiUkpl

)
=

∂

∂xj

(ρ
2
‖U‖2 ∂Λ

∂pj

)
= ∇ ·

(ρ
2
‖U‖2∇pΛ

)
, (5.41)

o que implica que a equação de transporte (5.35) em um meio elástico VTI qualquer pode ser escrita

como

∇ ·
(ρ
2
‖U‖2∇pΛ

)
= 0. (5.42)

Para um meio VTI com anisotropia fraca, as derivadas dos autovalores podem ser calculadas da
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mesma forma para os três tipos de onda usando a equação (5.25). Elas são dadas por

∂Λ

∂pm
= 2v2pm + 4ξv2(δ1mp1 + δ2mp2) + 4ζα2v2pm[δm3‖p̂‖+ (δm1 + δm2)p

2
3], (5.43)

ou, em uma forma vetorial [veja a equação(5.31)],

∇pΛ = 2v2


p+ 2ξp̂+ 2ζα2p3



p1p3

p2p3

‖p̂‖2





 . (5.44)

Substituíndo a equação acima em (5.42) temos

∇ ·
(
ρv2‖U‖2[I+ 2Ξ]p

)
= 0, (5.45)

sendo que I é a matriz identidade de ordem 3 e Ξ é a matriz de correção de anisotropia dada por

Ξ =



ξ + ζα2p23 0 0

0 ξ + ζα2p23 0

0 0 ζα2‖p̂‖2


 . (5.46)

Esta é a equação geral do transporte e podemos usar a teoria do raio Jacobiano como no caso

isotrópico. Seja Σ uma superfície fechada suave como mostrada na figura (5.1) e n um vetor normal

a ela. Usando o Teorema de Gauss e a equação (5.45) temos,

x

Σ

ρv2‖U‖2[I+ 2Ξ]p · n dΣ = 0. (5.47)

Podemos desta forma concluir que se a amplitude ‖U‖ é conhecida em um dado ponto, então

podemos determinar a amplitude em qualquer outro ponto após o cálculo em uma determinada seção

de área de uma forma análoga ao que é feito no caso isotrópico.

5.3 Caso Pseudo-Acústico

Em um meio isotrópico (ǫ = δ = γ = 0) no caso acústico (µ = 0 and β = 0), não existe propa-

gação de onda S, pelo fato de que os autovalores correspondentes Λ2,3 nas equações (5.8) e (5.9) são

nulos. Para muitos propósitos, é vantajoso estudar um meio VTI análogo ao caso acústico denomi-

nado pseudo-acústico. Neste caso, semelhantemente ao caso isotrópico o parâmetro de cizalhamento
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Figura 5.1: Tubo do raio usado para derivar aproximações para as amplitudes. As superfícies Σ0 e Σ1

são partes de frentes de onda nos instantes t0 e t1 (reproduzido de Pujol, 2003).

µ será nulo. No entanto, esta condição em nada afeta os valores dos parâmetros de Thomsen.

Alkhalifah (2000) derivou a equação iconal e da onda para um meio pseudo-acústico VTI a partir

de relações de dispersão da propagação de ondas q-P. Duveneck et al. (2008) substituiu a condição

pseudo-acústica c55 = 0 diretamente na equação (3.4) e derivou um sistema acoplado de equações

a partir disto. Em nosso trabalho iniciamos por meio da linearização da equação (3.4) com uma

condição de anisotropia fraca no parâmetro δ. Não é difícil verificar que a matriz linearizada (3.19)

com µ = 0 corresponde a linearização da matriz (3.4) no caso pseudo-acústico descrito por Duveneck

et al. (2008).

Vamos iniciar a partir das representações exatas (5.8) e (5.9) dos autovalores da matriz de Ch-

ristoffel (5.7) para a matriz de stiffness linearizada (3.19). Para β = 0 e após a linearização em δ,

escrevemos

Λ1,2 =
1

2
(a±

√
a2 + b), and Λ3 = 0, (5.48)

com

a = α2‖p‖2 + 2ǫα2‖p̂‖2, e b = 8α4(δ − ǫ)p23‖p̂‖2. (5.49)

Observe que as equações (5.48) e (5.49) não dependem de γ, portanto os valores de γ em nada

influenciam o caso pseudo-acústico. Como já mencionado anteriormente os autovalores de (5.48)
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precisam ser iguais a um para descrever a propagação das ondas q-P, q-SV e q-SH em um meio

pseudo-acústico VTI. A seguir analisaremos estas ondas com mais detalhes.

5.3.1 Propagação de Ondas q-P

Começaremos com a descrição de ondas q-P em meios pseudo-acústicos VTI. A condição Λ1 = 1

somente pode ser satisfeita para reais a e b se e somente se a ≤ 2 e

a+
b

4
= 1. (5.50)

Tomando a e b das equações (5.49) conseguimos obter a equação iconal para onda q-P em um

meio pseudo-acústico VTI,

(1 + 2ǫ)α2‖p̂‖2 +
(
1− 2α2(ǫ− δ)α2‖p̂‖2

)
α2p23 = 1. (5.51)

Observe que a equação (5.51) é linearizada somente em δ e é válida para valores arbitrários de ǫ.

A mesma equação é obtida quando substituimos a expressão linearizada (5.21) com β = 0 na equação

(5.16).

Em termos de velocidade NMO para um refletor horizontal dada pela equação (4.70) e do coefi-

ciente anisotrópico (4.67), podemos escrever (5.51) da seguinte forma

(1 + 2η)V 2
NMO‖p̂‖2 +

(
1− 2ηV 2

NMO‖p̂‖2
)
α2p23 = 1. (5.52)

Esta é exatamente a equação deduzida por Alkhalifah (2000) usando relações de dispersão para

ondas q-P.

5.3.2 Propagação de Ondas Pseudo-SV

Agora nos concentraremos em estudar a possibilidade da existência de ondas S em um meio

pseudo-acústico VTI. Podemos observar com bastante clareza da equação (5.48), que Λ3 = 1 não

pode ser satisfeito, ou seja, que a propagação de ondas SH não é possível. No entanto, a situação é

menos clara para o caso Λ2. Podemos ver da equação (5.49) que para um meio elíptico anisotrópico

com ǫ = δ, temos b = 0, que implica Λ2 = 0 e desta forma, não existe onda SV para estes tipos

de meio. Para δ > ǫ temos b > 0, que torna a raíz quadrada na equação (5.49) maior que a e desta

forma Λ2 < 0, novamente, não existirá propagação de onda SV para este caso. No entanto, para

0 > b ≥ −a2, a condição Λ2 = 1 pode ser satisfeita. De acordo com Alkhalifah (2000) e também por

Grechka et al. (2004), nos referimos a esta onda que se propaga como onda pseudo-S.
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Figura 5.2: A frente de onda q-P em um meio pseudo-acústico obtido pelo traçamento de raios (linhas
cinzas) usando o sistema (5.31–5.33). Esquerda: δ = ǫ = 0.2 neste caso a frente de onda possui a
forma de uma elípse. Direita: δ = 0.01 e ǫ = 0.4.

Para analisar a propagação desta onda pseudo-S, devemos notar que a condição Λ2 = 1 somente

pode ser satisfeita para valores reais a e b se a ≥ 2. Isto implica uma velocidade de propagação muito

baixa da onda pseudo-S. Se a condição a ≥ 2 é satisfeita, a onda pseudo-S precisa satisfazer a mesma

equação iconal (5.51), ou então (5.52), que a onda q-P. Esta conclusão coincide com a observação

feita por Amazonas et al. (2010), a qual diz que a existência da onda pseudo-S ocorre devido ao fato

de que as relações de dispersão da equação (5.51) tornam-se reais para propagações com ângulos

muito grandes ou velocidades de propagação muito baixas.

Como um exemplo, as figuras 5.2 e 5.3 mostram raios e frentes de onda q-P em um meio pseudo-

acústico homogêneo obtido usando o traçamento do raio (linhas cinzas) usando o sistema (5.31–5.33)

para dois casos de meios VTI com anisotropia fraca e outro onde os parâmetros de anisotropia são

nulos(meio isotrópico).

5.4 Comentários

Neste ponto, as vantagens de nossa abordagem ficam evidentes se comparadas aos métodos que

derivam a equação da onda e as equações eikonais a partir de relações de dispersão. Além disso,

provamos que a onda q-P e a onda pseudo-S são descritas pela mesma equação eikonal (5.51) e que a

última existe somente se η > 0. Em nossa abordagem fica muito claro que a equação eikonal (5.51),

ou sua versão alternativa (5.52) devida a Alkhalifah (2000), é válida para pequenos valores de δ e

para valores arbitrários de ǫ e γ. Adicionalmente a este processo, derivamos o sistema de traçamento

do raio (5.31–5.33) que nos permite traçar raios em um meio fracamente anisotrópico VTI.
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Figura 5.3: A frente de onda q-P em um meio pseudo-acústico obtido pelo traçamento de raios (linhas
cinzas) usando o sistema (5.31–5.33). δ = ǫ = 0 que representa o caso isotrópico e podemos perceber
que a frente de onda é circular.

Por fim, como temos em mãos a equação geral do transporte, podemos determinar aproximada-

mente o valor da amplitude não somente de ondas q-P, mas também das ondas pseudo-S utilizando a

equação (5.45) com β = 0.

Pestana et al. (2011) derivou equações independentes para as ondas q-P e q-SV usando as relações

de dispersão de Tsvankin (1996). Eles chegaram a mesma conclusão de Fei and Liner (2008), que em

um meio VTI com ǫ ≈ δ podemos usar a onda acústica quasi-P livre da influência da onda q-SV.

Em nosso trabalho estas conclusões surgem naturalmente e podem ser concluidas diretamente dos

autovalores da matriz de Christoffel. Nossa derivação mostrou que não existe onda q-SV em um meio

elíptico com ǫ = δ ou em um meio VTI com η ≤ 0.



Capítulo 6

Conclusão

Diante de uma efetiva carência na literatura de um estudo consistente, do ponto de vista analítico,

da equação que descreve a propagação de uma onda em um meio fracamente anisotrópico VTI, de-

duzimos neste trabalho uma equação da onda para tal meio. Em nossa abordagem usamos o tensor

responsável pelas propriedades do material cijkl substituindo suas componentes por uma combinação

dos parâmetros de anisotropia de Thomsen com os parâmetros elásticos de Lamé. Para isso fizemos

a aproximação de anisotropia fraca em relação ao parâmetro δ diretamente na expressão do tensor e

utilizando esta forma foi possível deduzir um sistema de equações diferenciais parciais cuja solução

é o vetor de posição da onda u, excitada por uma fonte f , que se propaga neste meio. O resultado

é que obtivemos uma equação que descreve a propagação da onda que está escrita em termos so-

mente dos parâmetros de Thonsem e Lamé. Esta equação tem uma forma mais elegante que quando

a escrevemos em termos somente dos parâmetros elásticos.

Uma importante conclusão é que as equações deduzidas para o meio pseudo-acústico não assu-

mem a hipótese β = 0. A validade destas equações é garantida pelas relações de dispersão que são

equivalentes as obtidas quando assumimos o meio com β = 0. Isso possibilita estudar a propagação

da onda quasi-P em um meio elástico anisotrópico fracamente VTI sem assumir a hipótese de que o

meio possui o módulo de cizalhamento nulo (µ = 0). Ou seja, deduzimos a equação da onda pseudo-

acústica sem a imposição de que o meio é um fluido e do ponto de vista da Física do problema isto é

importante uma vez que não existem meios anisotrópicos acústicos e isto inclui os meios VTI.

O uso da decomposição de Helmholtz para resolver a equação elástica VTI que deduzimos mostrou-

se bastante funcional, nossa modificação desta decomposição possibilita visualizar de uma maneira

analítica o por que não podemos usar os operadores de divergência e rotacional para obter a separação

dos campos de onda q-P e q-SV em um meio VTI. Também foi possível, usando esta decomposição,

estabelecer de uma forma determinística operadores que podem ser usados para a separação dos mo-

dos de onda em tais meios.
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Nossa abordagem sugere um modo confiável de se realizar migração em uma direção para meios

VTI elásticos. Nossas fórmulas são generalizações do caso isotrópico e possuem um aspecto didático

relevante uma vez que podemos agora começar o estudo pelo caso mais geral VTI e considerar o caso

isotropico particularmente.

Por fim, as ideias expostas no presente trabalho possibilitam investigações futuras, nos podemos

usar a teoria do Capítulo 4 em Migração Reversa no Tempo, uma vez que podemos estudar a propa-

gaçãos das ondas quasi-P e quasi-SV independentemente com o uso de termos de fontes apropriados.

A equação geral do transporte derivada no Capítulo 5 pode ser usada como ponto de partida para

estudos referentes a esplalhamento geométrico em meios VTI e polarização de ondas em um meio

fracamente VTI. Além disso, as técnicas desenvolvidas nesta tese, que são derivações de formas ex-

plicitas e funcionais para descrever a equação da onda em meios que possuem anisotropias, podem

ser expandidas para meios HTI e TTI.
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Apêndice A: Solução de Lamé para o Caso

Isotrópico Elástico

Apresentamos a demonstração da solução de Lamé para a equação da onda elástica 3D em um
meio isotrópico homogêneo,

∂2

∂t2
u =

1

ρ
f + α2∇(∇ · u)− β2∇×∇× u, (1)

coma as condições iniciais
u̇(x, 0) = 0 e u(x, 0) = 0. (2)

Esta demonstração pode ser encontrada em Pujol (2003) e Aki and Richards (1980). Já foi mencio-
nado no Capítulo 3 que as quantidades α e β representam as velocidades das ondas P e S respectiva-
mente. Além disso, o teorema de Helmholtz garante que existe um potencial escalar φf e um potencial
vetorial Ψf tais que o termo de fonte f pode ser escrito como

f = ∇φf +∇Ψf com ∇ ·Ψf = 0. (3)

Vamos verificar então que u é dado por

u = ∇φ+∇×Ψ, (4)

sendo que φ e Ψ são tais que
∂2

∂t2
φ = α2∆φ+

1

ρ
φf , (5)

∂2

∂t2
Ψ = β2∆Ψ+

1

ρ
Ψf (6)

e
∇ ·Ψ = 0. (7)

Integrando (1) duas vezes em relação ao tempo t, obtemos

u = α2∇
∫ t

0

dτ

∫ τ

0

∇ · udτ ′ − β2∇×
∫ t

0

dτ

∫ τ

0

∇× udτ ′

+ ∇
∫ t

0

dτ

∫ τ

0

φf

ρ
dτ ′ +∇×

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

Ψf

ρ
dτ ′. (8)
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Definindo os potenciais φ e Ψ da forma abaixo

φ = α2

∫ t

0

∫ τ

0

[
∇ · u+

φf

ρα2

]
dτ ′dτ (9)

Ψ = −β2

∫ t

0

∫ τ

0

[
∇× u− Ψf

ρβ2

]
dτ ′dτ, (10)

conseguimos garantir que u pode ser escrito na forma (4) e, usando (10) e (3), temos que a função Ψ

satisfaz (7). Derivando (9) e (10) duas vezes em relação ao tempo obtemos

∂2

∂t2
φ = α2∇ · u+

φf

ρ
(11)

∂2

∂t2
Ψ = −β2∇× u+

Ψf

ρ
(12)

Aplicamos o operador divergente na equação elástica e assim obtemos a equação

∂2

∂t2
∇ · u = α2∆(∇ · u) + ∆

(
φf

ρ

)
, (13)

e integrando duas vezes em relação a t segue que

∇ · u = ∆

(
α2

∫ t

0

∫ τ

0

[
∇ · u+

φf

ρα2

]
dτ ′dτ

)
. (14)

Usando a definição (9) vemos que
∇ · u = ∆φ (15)

e, portanto, (11) se reduz a (5). Agora, aplicando o operador rotacional em (1) obtemos

∂2

∂t2
∇× u = β2∆(∇× u)−∆

(
Ψf

ρ

)
, (16)

integrando, também, duas vezes em relação a t obtemos

∇× u = −∆

(
−β2

∫ t

0

∫ τ

0

[
∇× u− Ψf

ρβ2

]
dτ ′dτ

)
(17)

e desta forma
∇× u = −∆Ψ, (18)

garantindo que (12) se reduz a (6). Este teorema modifica um problema complicado em dois outros
problemas mais simples. Do ponto de vista do fenômeno de onda significa que podemos estudar cada
modo de onda independentemente.



Apêndice B: Método das Características

Neste Apêndice fazemos uma descrição bastante resumida do método das características visando
auxiliar o leitor ainda não familiarizado com este método. Optamos, seguindo Bleistein (1984), pela
demonstração para uma equação diferencial parcial em duas variáveis principalmente pelo seu apelo
geométrico e didático. O presente Apêndice pode ser generalizado para três variáveis e sua versão
em 3D pode ser encontrada em Pujol (2003) e Červený (2001). A demonstração feita neste Apên-
dice foi baseada em Bleistein (1984) e pode ser encontrada neste livro, nesta referência existe uma
demonstração do método das características no caso n.

Considere uma função de duas variáveis u = u(x, y) e nosso objetivo é representar a solução de
uma equação diferencial parcial de primeira ordem como uma superfície no espaço 3D, ou equiva-
lentemente por curvas de nível em um plano. As duas representações possibilitam o estabelecimento
de métodos para obtenção de soluções para EDP’s de primeira ordem lineares ou não.

Vamos, inicialmente, considerar a equação

a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u). (19)

Quando as funções a e b são independentes de u e a função c é linear em u dizemos que (19) é uma
equação linear de primeira ordem em u. Caso contrário dizemos que a equação é quasi-linear. Para
incrementos ao longo da superfície solução temos

uxdx+ uydy = du, (20)

e esta equação possibilita visualisar que o vetor normal (ux, uy,−1) é perpendicular em cada ponto
a qualquer vetor tangente (dx, dy, du) à superfície solução. A comparação de (19) e (20) sugere que
podemos expressar a solução como uma família de curvas nas quais a direção da tangente a cada uma
destas curvas é dada por (a, b, c). Estas curvas são denominadas curvas características e desta forma,
a solução de curvas características é dada por

dx
a

=
dy
b

=
du
c
. (21)

Quando pensamos na superfície solução u como uma família de curvas de nível no plano, estas
curvas são na realidade projeções no plano das curvas características que compõem u. Tais curvas
de nível são denominadas base de curvas características, e algumas vezes são chamadas até mesmo
de curvas características podendo, no entanto esta convenção causar confusão. Na realidade podemos
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separar a equação (21) em outras duas e escrevê-las como

dy

dx
=
b

a
,

du

dx
=
c

a
. (22)

Se atribuirmos dois valores iniciais a y e u, podemos encontrar uma curva solução com y e u
escritos em função de x e outros dois valores iniciais. Tais valores serão denominados de parâmetros
e ao fazermos variar este parâmetros podemos obter outras curvas soluções para o par de equações
dados em (22). A superfície solução consiste de um subconjunto de um único parâmetro desta família
de curvas que possuem dois parâmetros. Vamos supor de forma mais geral que procuramos uma
superfície solução que passa pelas curvas

x = xo(τ), y = yo(τ), u = uo(τ) (23)

e desta forma a superfície solução irá depender de um único parâmetro.
Afim de facilitar a solução de (21), introduzimos um novo parâmetro σ ao longo da curva caracte-

rística. Levando em consideração as afirmações a respeito de (a, b, c) e (x, y, u) fica claro que existe
um parâmetro λ tal que

(dx, dy, du) = λ(a, b, c), (24)

e levando em consideração o novo parâmetro σ que foi introduzido temos

dx
dσ

= λa,
dy
dσ

= λb,
du
dσ

= λc, (25)

sujeito às condições iniciais (23) quando σ = 0. A escolha de λ é arbitrária, por exemplo se indicar-
mos

λ =
1

a2 + b2 + c2
, (26)

então σ é o comprimento do arco ao longo das curvas características. Caso indiquemos

λ =
1

a2 + b2
, (27)

então σ é o comprimento do arco ao longo da base de curvas características. Em geral é conveniente
indicar

λ = 1,
dx
dσ

= λa,
dy
dσ

= λb,
du
dσ

= λc. (28)

Uma superfície solução consiste de uma família de pontos como dois parâmetros

x = x(σ, τ), y = y(σ, τ), u = u(σ, τ). (29)

Cada escolha de τ constrói uma curva característica, enquanto σ varia ao longo desta curva. Evi-
dentemente a existência e unicidade de soluções para as EDO’s serão garantidas sob certas condições.
O método que foi descrito é conhecido como método das características. Devemos ter em mente que
esta técnica não produz uma superfície solução u(x, y), para obter isto, é necessário inverter as duas
primeiras equações em (29) com respeito a τ e σ e escrê-las como funções de x e y, depois basta
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inserir estas expressões na terceira equação de (29).
Considerando a equação diferencial não linear

F(x, y, u, p, q) = 0, p = ux, q = uy. (30)

Para garantir que a expressão acima se trata realmente de uma equação diferencial parcial é necessário
que as seguintes condições sejam válidas:

Fp 6= 0, Fq 6= 0. (31)

Vamos resolver a equação (30), para tanto modificamos este problema transformando-o em dois pro-
blemas quasi-lineares e usamos o método das características para resolvê-lo. Para pequenos incre-
mentos dx e dy temos

∆F = 0, (32)

portanto, temos que

[Fx + pFu + Fppx + Fppy]∆x+ [Fy + qFu + Fqqx + Fqqy]∆y = 0. (33)

Vamos assumir que a solução deste problema é suficientemente suave, desta forma

py = qx. (34)

Como os incrementos em x e y são independentes, seus coeficientes precisam ser zero cada. Portanto

Fppx + Fppy = −Fx − pFu

Fqqx + Fqqy = −Fy − qFu. (35)

Obtivemos um sistema simultâneo de equações diferenciais parciais para p e q. A base de curvas
característica para estas equações são as mesmas e as equações descrevem simultâneamente a propa-
gação de p e q ao longo destas características. Portanto, podemos escrever

dx

Fp

=
dy

Fq

= − dp

Fx + pFu

= − dq

Fx + qFu

. (36)

Calcula-se a mudança em u ao longo desta base característica da seguinte forma:

du = pdx+ qdy = [pFp + qFq]

(
dx

Fp

)
, (37)

resulta que
dx

Fp

=
dy

Fq

= − dp

Fx + pFu

= − dq

Fx + qFu

=
du

pFp + qFq

. (38)

De maneira análoga ao caso quasi-linear, é de grande ajuda para nós introduzir parâmetros σ e λ ao
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longo das características. Assim , a equação anterior pode ser escrita como:

dx

dσ
= λFp,

dy

dσ
= λFq,

du

dσ
= λ[pFp + qFq]

dp

dσ
= −λ[Fx + pFu],

dq

dσ
= −λ[Fy + qFu]. (39)

O valor de λ é arbitrário e podemos escolher λ = 1, além disso não entramos no mérito se o sistema
possui ou não solução. A teoria de EDO’s garante que (39) possui uma única solução sob certas
condições, as quais serão detalhadas logo adiante.

Suponha que procuramos soluções passando por

x = xo(τ), y = yo(τ), u = uo(τ), (40)

e esta família nos fornece o dado inicial para σ = 0. Agora os dados po e qo também são necessários.
Estes dados iniciais devem satisfazer

F(xo(τ), yo(τ), uo(τ), po(τ), qo(τ)) = 0

u′o(τ) = po(τ)x
′
o + qo(τ)y

′
o(τ). (41)

Usamos (41) para obter os valores de po e qo, que juntos com (23) formam os dados iniciais da equação
(39). Uma condição suficiente para que possamos resolver o sistema em uma vizinhança de um ponto
τo onde conhecemos a solução é

Jc =

∣∣∣∣
∂(F, u′o)

∂(p, q)

∣∣∣∣ 6= 0. (42)

Se esta condição vale para qualquer curva inicial então resolvemos a equação ao longo da curva.


