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Resumo

No presente trabalho derivamos a equacao geral da onda em um meio VTI com anisotropia fraca
por meio da linearizacio do tensor de rigidez em termos do pardmetro de Thomsen ¢§. A equacdo da
onda resultante é um sistema de trés equacdes diferenciais acopladas em relacao ao vetor de posicao.
Adaptamos a decomposicao de Helmholtz e estudamos a propagacdo da onda em um meio homo-
géneo VTI. Além disso, usando a teoria do raio de ordem zero, derivamos as equagdes iconais e de
transporte associadas aos modos de onda g-P, g-SV e g-SH. Por fim, reduzimos o problema ao caso
pseudo-acustico no qual a velocidade da onda S € nula no eixo de simetria vertical e, com isto, es-

tabelecemos um entendimento mais satisfatério do significado de artefatos que ocorrem nestes meios.

Palavras-chave: Equacdo de onda, Anisotropia, Propriedades actsticas.
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Abstract

We derive a general elastic wave equation in weakly anisotropic VTI media by linearizing the
expression of the stiffness tensor in terms of the Thomsen parameter ¢. The resulting wave equation is
a system of three coupled differential equations for the three components of the displacement vector.
By using the Helmholtz decomposition is possible to study the wave propagation in homogeneous
VTI media. In heterogeneous case we use the zero-order ray theory. We derive the associated eikonal
and transport equations for q-P, g-SV and q-SH waves. These are finally reduced to the pseudo-
acoustic case where the vertical S-wave velocity is zero. This allows for a better understanding of the
pseudo-S wave artifact in such media.

Keywords: Wave equation, Anisotropy, Acoustic properties.
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Capitulo 1

Introducao

O conhecimento da equacdo da onda é de fundamental importancia para um entendimento satis-
fatério do fendomeno de sua propagacdo. Uma razdo para isso é que a solu¢do da equacdo da onda
eldstica simula numericamente o comportamento da onda em um meio anisotrépico dado. A simetria
do meio anisotropico onde a onda se propaga é determinada pela forma do tensor de rigidez. Este ten-
sor estabelece como € a expressao da equacdo da onda eléstica que se propaga neste meio (Tsvankin,
2001).

O meio anisotropico mais geral em que as ondas eldsticas se propagam € um meio que possui
21 elementos independentes e é chamado triclinico. Este meio ndo possui outra simetria que nao a
reflexdo em torno da origem e, portanto, ndo possui nenhum plano de simetria. Também existem
meios que sdo caracterizados por 13 parametros elasticos independentes e sdo chamados de monocli-
nicos e possuem um plano de simetria. Para estes meios o eixo de simetria € invariante por rotacao
de 180°. Quando o meio onde a onda se propaga € caracterizado por nove parametros independentes
este € chamado ortorrombico, o qual possui trés eixos duplos e trés planos de simetria mutuamente
perpendiculares.

O meio que possui o maior grau de simetria € chamado isotrépico, que € um caso bem conhe-
cido, nesta situacdo os parametros eldsticos sdo invariantes por rotagdes e consequentemente qualquer
plano € um plano de simetria. Em meios isotrépicos ocorre a propagacdo de ondas de pressdo e de
cisalhamento que sio ondas polarizadas perpendicularmente (Aki and Richards, 1980) e se propagam
com velocidades diferentes, sendo a onda de pressdo mais rdpida que a onda de cisalhamento.

O meio de nosso interesse € aquele que possui a simetria hexagonal e que também € chamada de
simetria transversalmente isotrépica (TI). Esta simetria é caracterizada por um eixo de simetria s€x-
tuplo, isso implica que uma rotagao por um angulo arbitrdrio ao redor deste ndo altera os parametros
eldsticos. Basicamente este meio possui um plano de simetria no qual o tensor tem um comportamento

isotrépico. Em especial sdo de grande interesse os meios isotropicos transversalmente que possuem
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X3

Figura 1.1: O modelo VTI possui um eixo vertical e camadas isotropicas horizontais. Este tipo de
simetria também € conhecida como a simetria das “camadas horizontais finas” (reproduzido de Ts-
vankin, 2001).

um eixo de simetria vertical. Estes sdo denominados (Tsvankin, 2001) meios VTI (do Inglés,*“Vertical
Transversely Isotropic”) e pode ser visualizado na Figura 1.1

Nas ultimas décadas varios autores tentaram resolver por meio de aproximagdes as equagdes que
descrevem a propagacdo de ondas em meios VTI. Dentre esses autores se destacam Helbig (1983),
que contribuiu com uma aproximacao eliptica, Thomsen (1986) que contribuiu com aproximacoes
de anisotropia fraca assim como Dellinger and Muir (1988) e Cohen (1996) que também obtiveram
resultados em relacdo a meios elipticos, que possuem os pardmetros de Thomsen € e § iguais, e
aproximagdes referentes a pequenos angulos respectivamente.

Alkhalifah (2000) derivou uma equacdo da onda para meios pseudo-acusticos VTI usando rela-
¢oes de dispersdo. Levando em consideracao que tais meios nao existem na préatica, ele buscou obter
uma boa aproximacao para a equagio eldstica. A equacao obtida por ele é de quarta ordem e possui
duas solu¢des complexas conjugadas, uma destas correspondendo a onda que se propaga nesse meio
e a outra representando um artefato. Aplicando teoria de raios a esta equacdo de quarta ordem ele
obteve a equacdo iconal e do transporte para este meio. As relagdes de dispersao usadas por ele para
deducdo desta onda foram obtidas heuristicamente e no processo foi assumido que o médulo de resis-

téncia eldstica do meio era nulo. Esta imposi¢c@o do ponto de vista da Fisica do problema € inadequada
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g-S

X1

X2

Figura 1.2: A figura ilustra a direcdo do movimento da particula correspondendo as ondas q-P e g-S,
o vetor de movimento da onda g-S é decomposto em outros dois vetores q-SV e q-SH. O plano [ é
o plano de propagacdo e contém os vetores q-P e g-SV, o vetor q-SH estd no plano horizontal /7. O
angulo 6 entre q-P e g-S € o angulo de polarizacdo da onda g-S. Em geral, para meios TI os vetores
g-P e g-S ndo sdo ortogonais.

pois assume que o meio VTI € acistico e, como ja mencionado, isto ndo ocorre na pratica.

Em uma linha de raciocinio diferente, Duveneck et al. (2008) obtiveram equagdes para meios
pseudo-acusticos VTI diretamente da lei de Hooke e da equacdo do movimento de Euler. Eles usaram
essa equagdo para realizar migracdo reversa no tempo em meios com densidade constante. Também
Liu and Sen (2010) estudaram esse problema realizando um modelamento acustico a partir de relacdes
de dispersdo. Basicamente eles desenvolveram uma malha para resolver o problema em um esquema
de diferencas finitas. Mais recentemente, Pestana et al. (2011) derivaram as equacdes das ondas q-P
e g-SV usando relagdes de dispersao.

No presente trabalho deduzimos a equagdo da onda eldstica em um meio VTI com anisotropia
fraca e obtivemos uma equacgao completa da onda que descreve a respectiva propagacao. Para realizar
isso, linearizamos diretamente o tensor que descreve as propriedades dos materiais de um meio VTI
onde a onda se propaga. Desta forma, obtivemos uma expressao para o tensor que nos permite escrever
a equacgao da onda em um meio elastico VTT de uma forma muito mais elegante, compacta e funcional
do que foi apresentado na literatura até entdo. No entanto, ndo nos restringimos apenas a obter a
equagdo em si, mas também realizamos um estudo qualitativo visando compreender de maneira mais
sOlida e formal a solugdo da equagdo nestes meios. Uma expressao especifica para descrever a equagdo
da onda eldstica em um meio VTI nos possibilita estudar qualitativamente a propagacdo da onda

nestes meios e explicar efeitos que sdo observados na pratica.
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Usando nossa equacao, estudamos formas de separar o campo de onda em trés componentes, cada
uma representando um modo diferente de propagacdo que, devido a similaridade de suas polarizacdes
com o caso isotropico, sao chamadas ondas g-P, g-SV e g-SH (ver Figura 1.2). O problema de separar
o campo de onda em um meio VTI também foi explorado por outros autores. Podemos citar Dellinger
and Etgen (1990) que demonstraram a separa¢do do campo de onda no espaco do nimero de onda
e, mais recentemente, Yan and Sava (2009) que também trabalharam no problema de separacido do
campo de onda em meios eldsticos VTI, usando solugdes de ondas planas a partir da matriz de Chris-
toffel. No nosso caso, para realizar a separacdo do campo de onda, desenvolvemos uma generaliza¢ao
da decomposicao de Helmholtz. A partir desta decomposi¢do encontramos uma solug¢do da equagdo
da onda em meios VTI. Essa solu¢do pode ser interpretada como uma generalizacao da solugao de
Lamé.

Ainda no sentido de buscar solugdes para a equacdo da onda deduzida, e adicionalmente interes-
sados em entender as caracteristicas cinemadticas e dindmicas nestes tipos de meios, usamos a teoria
do raio de ordem zero para buscar solu¢des aproximadas para o problema, sem perder o foco analitico
que guia o trabalho. Usando essa teoria em um meio desprovido de fontes verificamos que € possivel
estudar independentemente as caracteristicas cinematicas de cada modo de onda obtendo equacdes
iconais correspondentes a cada um. No processo também obtivemos uma equagdo de transporte es-
crita de uma forma compacta e a lei da conservagdo da energia para meios VTI. Este fato, além de
evidenciar a coeréncia fisica de nossa abordagem, também implica em um modo prético e iterativo
de se obter as amplitudes aproximadas para cada modo de onda similarmente ao caso classico (iso-
trépico).

O presente trabalho apresenta a seguinte estrutura: O Capitulo 2 consiste de uma breve revisao
dos conceitos bésico de tensores € como estes se relacionam com a mecanica do continuo e com
a equacao do movimento de Cauchy, que € a base para nossa deducdo da equacdo da onda em um
meio VTI. Nio existe nenhum desenvolvimento original neste capitulo e as idéias resumidas neste
nele podem ser encontradas de forma completa e detalhada em Aki and Richards (1980) e Pujol
(2003). Os resultados originais desta tese serdo expostos nos capitulos 3, 4 e 5. O Capitulo 3 contém
a deducao da equacgdo da onda eldstica para um meio VTI com anisotropia fraca. Esse capitulo serve
de base para os Capitulos 4 e 5. No Capitulo 4 deduzimos uma versdao mais geral do teorema de
decomposicdo de Helmholtz para estudar a equacdo da onda eldstica obtida no Capitulo 3 em um
meio homogéneo VTI. No Capitulo 5 usamos teoria dos raios de ordem zero para estudar a equagao
obtida no Capitulo 3 em um meio heterogéneo VTI. O Capitulo 6 contém as conclusdes e sugestdes

para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos sobre mecanica do continuo num resumo subs-
tancial do que é importante saber para compreender as ideias que nortearam nossa pesquisa. Todos os
conteddos descritos neste capitulo podem ser encontrados com mais riqueza de detalhes em Aki and
Richards (1980) e Pujol (2003).

2.1 Conceitos Basicos sobre Deformacao

A mecanica do continuo estuda a deformacdo e movimento dos corpos ignorando a natureza
discreta da matéria, considerando a estrutura do material em pequena escala. Neste tipo de abordagem,
um ndmero bdsico de conceitos e principios sdo usados para derivar relagdes gerais aplicdveis, pelo
menos de certa forma, para todos os tipos de meios. Para garantir que estas relagdes sejam tteis em
problemas especificos, acrescentamos relagdes adicionais conhecidas como equagdes constitutivas.
Estas sdo usadas para definir materiais ideais, tais como fluidos perfeitos, fluidos viscosos e corpos
perfeitamente eldsticos.

Devemos levar em consideracao que a mecanica do continuo nao trata da real natureza do material.

Para sélidos, por exemplo, a equagdo constitutiva € dada por,

Tij = Cijki€ki, 2.1)

com T;; € € denotando os tensores de tensdo e deformacdo (estiramento), respectivamente, € ¢;jx
denotando o tensor de rigidez de quarta ordem responsdvel pelas propriedades do material. A nota-
¢do de Einstein é usada na equagdo (2.1). O resultado da combina¢do com as relagdes de mecénica
resulta na equagdo da onda. No entanto, para podermos usar estas relagdes € necessario especificar

os coeficientes c;j;;. No caso de meios isotropicos, dois parametros sdo suficientes mas, em geral, 21
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parametros sdo requeridos, os quais dependem do tipo de meio em que o fendmeno ocorre.

Quando um corpo sofre deformacdo as posi¢des relativas das particulas do corpo mudam. Seja
R(X1, X5, X3) o vetor posicao correspondente a particula do corpo ainda ndo deformado e r(x1, 25, x3)
o vetor posi¢ao de um corpo deformado correspondendo a particula que estava originalmente na posi-
¢do R. O vetor R apenas indica a particula do corpo, enquanto o vetor r(R, ¢) descreve o movimento
da mesma.

Como R denota a posicao de uma particula genérica inicialmente dentro de um volume ), o vetor
r=r(R,1), (2.2)

representa o vetor de movimento de todas as particulas de V apds o inicio da deformagdo. Na forma

de componentes, a equacao (2.2) pode ser reescrita como,
Ty = T = JUi(Xl, Xo, X3, t)? (2.3)

e, além disso, se

a(mla X2, xd)
Jo= || #0, 24
‘8(X17X27X3) # ( )

entdo podemos escrever R = R(r, ) com componentes
R = X; = X;(1, 2, 23, 1). (2.5)

A equacdo (2.3) corresponde a chamada descri¢do Lagrangeana (ou material) do movimento,
enquanto que a equacgdo (2.5) corresponde a descri¢dao Euleriana (ou espacial). Vamos escolher como

referéncia o tempo ¢, ou seja,
r(R, %) = R. (2.6)

Na descri¢do Lagrangeana seguimos o movimento de uma particula especificada R, enquanto
que na descri¢do Euleriana estamos interessados na particula que ocupa um ponto r no espagco em
um dado tempo ¢. Sejam dR e dr vetores representando os dois pontos antes e apds a deformagao

respectivamente. Seus comprimentos sao dados por,

dS = ||[dR||| = VdR - dR = \/dX;dX;, e ds=|dr|| = Vdr-dr=/dz,dz (2.7)
e serdo usados para quantificar a deformacao. Considere a diferenca

(ds)? — (dS)? = dx;dx; — dXpd X}, (2.8)
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Usando a descri¢dao Lagrangeana, podemos escrever

(ds)® — (dS)? = (w; g2y — Opt)dX3dX; = 2Ly d X d X, (2.9)
com 5
T
= . 2.1
Tik OX, (2.10)
O operador
1
Ly = 5(%1@%1 — Ot), (2.11)

€ conhecido como tensor finito de Green ou tensor de deformacdo Lagrangeano. Na descri¢do Eule-

riana o resultado equivalente é:
<d8)2 — (dS)2 = (5kzl — XikaiJ)diEkdiEl = 2Ekld$kdl'l, (212)

sendo que

By = 5 (0u — XipXin), (2.13)

1
2
€ conhecido como tensor de deformacgao Euleriano. Introduzimos, agora, o vetor posi¢ao u (ver Figura
2.1) que é referente a deformacao sofrida pelo ponto R dado por:

u(R,t) =r—R. (2.14)
Em forma de componentes, a equagado (2.14) pode ser reescrita como

u; = x; — X, (2.15)

e desta forma, derivando em relagcdo a X temos

Tip = Uik + Oik, (2.16)

e a expressao do Lagrangeano pode ser escrita como:

1 1
Ly = 5((1%7;9 + 5ik)(ui,l + 51‘1) — 5kzl> = E(Ul,k + U+ Uz‘,k“z}l)- (2.17)

Analogamente, temos que

1
Ey = §(ulk + Upy — U U, (2.18)

corresponde a expressao do Euleriano. Estamos negligenciando os produtos das derivadas em (2.17)
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Y(R)

O

Figura 2.1: A figura ilustra geométricamente o vetor de deslocamento u (reproduzido de Pujol, 2003).

e (2.18) devido a consideragdo de pequenas deformacdes. Neste caso, € possivel introduzir o tensor

de deformacdo infinitesimal (ou estiramento infinitesimal) dado por

1
€kl = §(Uk,l + ). (2.19)

Como estamos assumindo pequenas deformacdes, distingdes entre (2.17) e (2.18) sdo desneces-
srias. A equacdo (2.19) mostra como calcular o tensor de deformacao €;; quando é dado um campo
de posicdo, ou deslocamento u, e desta forma este tensor vai desempenhar um papel importante na
deducgdo da equacao da onda eldastica.

Por outro lado, esta equacdo pode também ser vista como um sistema de seis equagdes e trés
incognitas uy, us € us. Levando em conta que o nimero de equagdes € maior que o nimero de
incognitas, em geral tais sistemas nao possuem solucao para valores arbitrarios dos componentes de
deformacao. Isto nos leva a questionar-nos sobre quais condi¢des sobre €;; garantem que u € Unico.
A resposta para isso € que, os componentes do tensor de deformacdo precisam satisfazer as seguintes
equagoes,

€ijkl T €rlij — €ikji — €k = 0. (2.20)

O sistema acima possui 3* = 81 equacdes, mas devido a consideragdes de simetria se reduz a seis.

O tensor de deformacao analisa a mudanca linear do comprimento mas ndo representa o efeito
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total da deformacdo. O vetor u € uma fungdo dos pontos do corpo considerado e, além disso, a
diferenca u(R + dR) — u(R) descreve a deformagdo na vizinhanca de R. Como estamos assumindo

pequenas deformacgdes, podemos expandir esta diferenca em série de Taylor,

Os termos de alta ordem em d.X; podem ser ignorados. Manipulando a expressdo acima obtemos

1 1
dui = E(ui,j + uj,i)de =+ é(ui,j — uj,i)de = (61']‘ + wij)de (222)

com 1
wij = 5 (Uij = ). (2.23)

O tensor w;; é conhecido como tensor de rotagdo e, portanto, a deformagdo dR consiste de dois
termos, um envolvendo o tensor deformacgao e outro envolvendo o tensor de rotacdo infinitesimal
de dR. E importante deixar claro que esta é uma rotacio local associada a um dR. particular e néo
corresponde a rotacdo do corpo inteiro. Esta é uma informagdo relevante, uma vez que no préximo
capitulo deduzimos uma equac¢do da onda eldstica que ird descrever a propagacdo da onda em um
meio VTI em termos dos parametros de anisotropia do meio. Termos contendo rotacdes infinitesi-
mais irdo eventualmente aparecer, e de acordo com as consideracdes feitas acima ndo poderdo ser

negligénciados.

2.2 Conceitos Adicionais de Mecanica do Continuo

Usamos a descrigdo Euleriana do movimento e indicamos por ¢(r, t) um valor referente a alguma
propriedade do meio (temperatura, pressao, velocidade) em um dado ponto no tempo ¢. Como a
varidvel ¢ varia, diferentes particulas ocupam o mesmo ponto espacial r. Desenvolvemos os célculos,

inicialmente, sobre uma particula isolada na posi¢dao R. Usando
r =r(R,1), (2.24)

podemos definir
QR 1) = q(r(R,1),7), (2.25)

e observamos que, em geral, () e ¢ irdo possuir formas funcionais distintas.
A quantidade () representa qualquer propriedade do meio, podendo ser escalar, vetorial ou mesmo

tensorial. Se () € expressado em termos de r sua derivada material, que € uma derivada tomada ao
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longo de um caminho movendo-se com uma velocidade v, temos que

Dq  9q(r,1)
Dt 0Ot

q(r,t) Oxy,
8xk ot

(2.26)

)
r R

com r e R fixados. Na expressdo acima, foram usados a expressdo (2.24) e a regra da cadeia para

derivadas parciais. A velocidade de uma particula € definida portanto como

Dr  0r(R,t)
- — 2.27
VoD T o (22D
ou em forma de componentes
axk
= —. 2.28
Ve = (2.28)

A velocidade v € uma funcdo de uma particula particular identificada por R em um tempo £.
Usamos esta velocidade para descrever a velocidade de cada particula do volume lA), que corresponde
ao volume YV ap0s a deformagdo, no lugar desta Unica particula. Basicamente estaremos avaliando a
velocidade nos pontos em que todas as particulas do volume ) que deslocam-se simultaneamente.

Esta distingdo nem sempre € explicitada. Usando a condi¢do (2.4), convencionamos escrever
v =v(R,t) = v(r,t), (2.29)

com v(r, t) representando o campo de velocidade em uma descri¢do espacial. Como estamos obser-
vando a velocidade em todo o volume ]7 nesta descricdo, v € conhecido em todos os pontos do meio.
Comparando as expressoes (2.26) e (2.28) podemos perceber que o segundo termo do lado direito de
(2.26) € o produto escalar de Vq e v e, portanto, temos

Dq 0q

2= (v V) (2.30)

Expressando r em termos de u, segue que

Du+R) _ du(R,t)

D1 T (2.31)

VvV =

pois R independe do tempo. Se u é dado em uma descri¢ao espacial, entdo vy € obtido usando (2.26)

e (2.30),

0
v = % + (v V) u, (2.32)

ou, em forma vetorial

Ou
V=5 + (v-V)u. (2.33)
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AF

Figura 2.2: Geometria utilizada para definir o vetor de Tensdo (reproduzido de Pujol, 2003).

Observe que a velocidade v € dada de forma implicita. Usando a descri¢cdo Euleriana e o fato
de que a aceleracdo de uma particula é dada pela derivada material da velocidade desta, podemos

escrever,

a= 08_: + (v-V)v. (2.34)

Na proxima sec¢@o estudamos o tensor de tensdo 7;; e, adicionalmente ao que ja foi discutido,
serdo também usados os conceitos de massa total, momento linear € momento angular, bem como
as de balanco de momento linear e balanco de momento angular. Estes tépicos sdo conteidos de

mecanica cldssica e suas defini¢des podem ser encontradas em Aki and Richards (1980).

2.3 Tensor de Tensao

Em mecanica do continuo, dois tipos de forca sdo protagonistas: a for¢a corporal e a forca de
superficie. A primeira atua a uma distancia do corpo ou corpos e a segunda atua na drea de contato
entre dois corpos. Um exemplo de forca corporal é a gravitacional, no entanto, o efeito desta forca
¢ em geral desconsiderada no estudo de propagacdo de ondas localizadas. Um exemplo de forca de
superficie € a de pressao hidrostatica sobre a superficie de um corpo imerso em um fluido.

Para introduzir o conceito de vetor de Tensdo, consideramos uma superficie plana As que divide
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um meio, ou uma porcao infinitesimal de um sélido, em duas partes que sdo representadas por [ e
1T que sdo as partes acima e abaixo da superficie As respectivamente. Tomamos P um ponto sobre
esta superficie As e vamos considerar n um vetor normal qualquer a As no ponto P. Esta divisao
ocasionada por esta superficie pode ser vista na Figura 2.2.

Observe, de acordo com a Figura 2.2, que o meio I contém n. Assumimos que o meio / exerce
uma forga sobre o meio /1 por meio da superficie As, e que esta forca é equivalente a forca AF
agindo no ponto P mais uma forca de acoplamento AC' entre os meios I e /1. Adicionalmente, as-
suma que a superficie é continuamente contraida ao redor do ponto P, ou seja As — 0. Assumindo

que AC'/As tende a zero e AF/As apresenta limite finito, o vetor de Tensdo é definido como:

AF dF
T(n) = A== (2.35)
sendo que T(n) é o vetor de Tensdo em P associado ao vetor normal n. Observe que ao mudar
n também muda-se T e, em geral, T(n) depende das coordenadas do ponto P e do tempo ¢, mas
para simplificar a notagdo nao os usamos explicitamente. Levando em conta que T € uma forca por
unidade de area, sua dimensao é de pressdo. A projecdo de T sobre n € dado por T - n.

Se a projecao for positiva corresponde a uma tensao; se for negativa corresponde a uma compres-
sd0. Para o caso de pressdo hidrostética a forca e a normal estdo em direcdes opostas e, para solidos,
elas estdo usualmente em diferentes direcdes. Da expressao (2.35) podemos perceber que T € uma
fungdo da posicdo. Entdo a for¢a agindo sobre qualquer superficie infinitesimal dX é igual a TdY. E
possivel usar o principio do momento linear (veja Pujol (2003)) para mostrar que T(—n) = —T(n).

Agora, encontramos uma relac¢do funcional entre T'(n) e n que automaticamente introduz o tensor
de tensdo. Seja 3 a superficie de um corpo de volume V, e f a forca corporal por unidade de massa.
Portanto, pf € a forca por unidade de volume. Para aplicar o balango de momento linear a um corpo
qualquer de volume V e superficie > € preciso achar a forga total agindo sobre o corpo, que € igual a

soma das contribui¢des das forgas corporais e de superficie, representadas pela integral abaixo

d
L vy = / Tds. + / ofdV (2.36)
dt Jy D) v

e, além disso, temos
d Dv
— dV = —dV. 2.37
5 | vy /vatv (2.37)

Consideramos, agora, um tetraedro infinitesimal possuindo trés faces ao longo dos planos coor-
denados. O valor T(n) € o tensor de tensdo através do plano ABC' e n a normal, como podemos ver
na Figura 2.3. Temos que d>2; € a superficie normal ao eixo coordenado x;. Além do mais, a normal

a dY; € —e; e anormal a dX,, que corresponde a face ABC' é n. Aplicamos (2.36) e (2.37) a este
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tetraedro.

Usando o fato de que a integral de volume tende a zero mais rapidamente que a integral de
superficie, consideramos somente as forcas de superficie. Seja X a superficie do tetraedro, entdo
dd = d¥y, + d¥y + dXs + dXi3, portanto

b)) n D] o

33

No entanto, estamos assumindo que as faces do tetraedro sdo infinitesimais, assim
0=T(n)dE, + T(—e;)dE; + T(—e2)d¥s + T(—e3)dXs. (2.39)
Usando o fato que T(—n) = —T(n) temos que
T(n)d%, = T(e)d¥; + T(eg)dXs + T(e3)dXs, (2.40)
podemos relacionar estas expressdes diretamente com d>,,, levando em conta que
d¥; = (n-e;)d%,. (2.41)

Portanto
T(n) = n1T(e1) + noT(e2) + n3T(es). (2.42)

Usando a convengdo de soma temos Te; = 7;;e;, sendo que 7;; € a componente x; do vetor de tensdo
correspondente ao plano em que e; € a normal. Os valores 7;; constituem as componentes do tensor

tensdo, assim sendo, podemos concluir que

Ressaltamos que as componentes de 7;; dependem do sistema de coordenadas usado. Também &
importante ter em mente que o tensor de tensao pode ser calculado usando (2.43). Usando as equacdes
(2.36) e (2.37), temos que

Du;
/ nTdS + / pfidV = / V. (2.44)
S v 4 t

Usando teorema de Gauss para tensores escrevemos

DUZ'
Tjij T pfi—p ) dy =0, (2.45)
/v ( I Dt
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M
C n
5 > T(n)
" N\
# } xz
ds o B

Xy

Figura 2.3: Tetraedro que utilizamos para introduzir o vetor de Tensdo (reproduzido de Pujol, 2003).

sendo que 7;; ; € o divergente, de acordo com a notacdo de Einstein, de 7;;. Assumindo a continuidade

do integrando e conexidade do dominio de integracdo, concluimos que

D’Ui

o (2.46)

Tjij +pfi=p
A equacdo (2.46) é conhecida como a equacdo de Euler do movimento. Usando a definicdo de mo-

mento angular € possivel provar que 7;; € simétrico. Assim,

D’Ui
Dt

Tijg +pfi=p (2.47)

Introduzindo a aproximac¢do de pequenas deformace€s, isto é, negligénciando as derivadas espaciais

de u, temos
8ui 82%
LT T (2.48)
Assim, temos a equagao
02ui
Tijg +pfi = P o (2.49)

A equacio (2.49) é a equacdo do movimento de Cauchy, que € a base a para obten¢do da equacio da

onda elastica para um meio anisotrépico qualquer. Nesta equagao, o vetor u = (uy, us, uz) denota o
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deslocamento da particula e f = (f1, fa, f3) é a fonte referente a forg¢a por unidade de massa. Para
um meio com densidade conhecida e uma certa distribui¢ao espacial aplicada por uma forca f(x) a
equacdo (2.49) possui duas incognitas: o campo de posi¢do u e o tensor 7;;. No regime eldstico linear
o tensor 7;; € dado pela equag@o (2.1), que como ja foi mencionado € a equacdo constitutiva. O tensor

de deformacdo ¢; € dado pela equacdo (2.19).

2.4 Comentarios

Neste capitulo foi feita uma breve exposicdo, seguindo de perto Pujol (2003), Cerveny (2001) e
Aki and Richards (1980), cujo objetivo foi ilustrar de forma resumida como se obter a equagao geral
da onda elastica anisotropica ou isotrépica em termos do tensor ¢;;x;. Fazendo uso de tal equagdo é
possivel simular numericamente a propagacao da onda para tais meios. No entanto, em aplicacdes em
Geofisica em que se busca em realidade um entendimento mais qualitativo do fendmeno de onda, é
possivel perceber que a férmula em sua forma genérica impossibilita tal estudo.

Levando isto em consideracdo, no préximo capitulo obtivemos uma deducdo para a equacio da
onda eldstica para meios anisotropicos VTI em termos de outros parametros que descrevam a ani-
sotropia do meio. Por isso escrevemos o problema em termos de uma férmula mais apropriada para
técnicas de inversdo que possibilita investigar fendmenos que ocorrem nestes tipos de meios e que nao
podem ser plenamente explicados usando a equagdo geral da onda eldstica. Usamos os pardmetros de

Thomsen (1986) em nossa busca por uma descri¢do mais simplificada da equagdo da onda.



Capitulo 3

Equacao da Onda Elastica em um Meio

Heterogéneo VTI

O objetivo deste capitulo é fazer uma investigacdao da equagcdo da onda em um meio fracamente
anisotrépico VTI. Derivamos a equagdo que descreve a propagacdo da onda em um meio elastico

anisotropico em termos dos parametros de anisotropia de Thomsen (1986).

3.1 Deducao da Equacao Elastica para um Meio VTI

De acordo com Tsvankin (2001) é possivel escrever a equacdo da onda para um meio eléstico
anisotrépico qualquer usando a equacgado constitutiva (2.1), que relaciona o tensor responsavel pelas
propriedades dos materiais com o tensor de deformacdo dado por (2.19). Usando o fato de que o
tensor de rigidez € simétrico, a equacao da onda eldstica para um meio anisotrépico qualquer pode

ser escrita como,

0%u; 0 Ouy, ,
p —— | im— ) =fi, 1=1,2,3. 3.1
o2 Oz; \ V" 0xy " o

A varidvel ¢ representa o tempo e usaremos r; = ¥, To = Y, T3 = 2 para representar as coorde-
nadas no espaco 3D. Ressaltamos que sempre que for conveniente alternaremos entre 1 € x, To € Yy €
x3 € z. A notacdo de Einstein € utilizada visando uma melhor compactacdo das expressoes e sempre
que for necessdrio usaremos este recurso.

Cod

Um tensor qualquer de quarta ordem possui 3° = 81 componentes. Entretanto, o tensor c¢;j

possui diversas simetrias que reduzem o nimero de elementos independentes. Primeiramente, devido

a simetria dos tensores de deformacao e tensao, € possivel escrever

Cijkl = Cjiki  ©  Cijkl = Cijlk- (3.2)

16
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Mais ainda, devido as consideragdes termodinamicas (ver Pujol (2003)) temos

Cijkl = Chiij- (3.3)

Usando tais simetrias, podemos utilizar a notagdo compacta introduzida por Voigt, que escreve 1 — a
e kl — b através das regras: 11 — 1;22 — 2;33 — 3;32 -+ 23 -+ 4;31 - 13 - 5e 12 — 21 — 6.
Assim, podemos representar c;j;; por uma matriz quadrada de ordem 6, Cy.

Cada simetria anisotrépica € caracterizada por uma estrutura especifica da matriz que representa
o tensor C,, de fato este tensor possui relacdo direta com o tipo de meio material onde a onda se
propaga. Um meio anisotrépico que € simples porém realista e que pode ser encontrado na pratica
€ o transversalmente isotrépico. Este meio possui apenas um eixo de simetria, os outros dois eixos
sdo diferentes mas equivalentes um ao outro, isto €, o plano formado por estes eixos definen um
meio isotrépico. Esta simetria € denominada simetria azimutal ou simetria das finas multi-camadas
1sotropicas. Usualmente, o eixo de simetria € vertical € 0 meio que possui esta simetria € chamado de
transversalmente isotrépico na vertical (VTI). A velocidade de fase e polarizagdo do campo de onda
que se propaga em um meio transversalmente isotropico podem ser obtidos da equacdo de Cristoffel

com o tensor c¢;;;; especificado na forma

Cii Cii—2C Cis 0 0 O
Cri — 2Cs6 Cu Cs 0 0 0
OVTI _ Cis Ci3 C33 0 0 0 3.4
0 0 C55 O 0
0 0 Cs55 O
0 0 0 0 0 Ces

Desenvolver notacdes adequadas para descrever as férmulas ndo € apenas importante do ponto
de vista estético, de fato é de fundamental importancia em situacdes que possuem uma quantidade
muito grande de parametros. Equacdes da onda sempre foram escritas utilizando-se os coeficientes
elésticos, portanto, tais coeficientes sdo importantes na elaboragdo de algoritmos que nos possibilitam
estudar certos modelos. Uma importante notacao € a criada por Thomsen, a qual serd introduzida logo
a seguir e € util para a facilitacdo dos cdlculos.

A ideia desta notacdo consiste em separar a influéncia da anisotropia das quantidades “isotrépi-
cas”, estas sao representadas pelas velocidades das ondas P e S ao longo do eixo de simetria. Desta
forma, cinco coeficientes elasticos do meio VTI podem ser repassados pelas velocidades « e 3 das
ondas P e S, respectivamente, e por trés parametros anisotrépicos dados por €, d e . Esta notacio

combinada com a notag¢do de Lamé permitird que obtenhamos uma equacao eléstica que descrevera a
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propagacdo da onda em meios VTI.

Quando estamos tratando de meios isotrépicos a equagdo (3.4) € reduzida a

A +2u A A 00 0
A A+20 A 000
cso _ A A At 000 0| 45
0 0 0 0 0
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 00 u

sendo que A e i sdo os parametros de Lamé. O tensor acima possibilita, usando (3.1), obter a equacao
da onda el4stica para um meio isotropico heterogéneo que € dada por (Pujol, 2003)

2

ﬂ%HZf + V- [uVu] + V(A + )V -u] + Ve x (Vxu) +2(Ve-Viu.  (3.6)

Nosso objetivo neste capitulo € descrever uma equacao da onda que € basicamente a equagdo acima
com termos de corre¢do de anisotropia em um meio VTI.

E qtil representar a matriz (3.4) em termos dos parimetros de Thomsen (1986) ¢, ¢ e 7, que sdo

dados por:
e = 0“2%;33 (3.7)
5 — (Ci3 + 055)2 — (C33 — 055)27 (3.8)
2033 (Cs3 — Css)
v = C"%ﬁ"’ (3.9)

Os parametros de Thomsen permitem descrever a anisotropia em termos de somente trés varia-
veis e desta forma possibilita visualizar de maneira clara a isotropia como um caso degenerado da
anisotropia em meios TI. Os valores de ¢, d e v sdo unicamente determinados pelos coeficientes que
descrevem as propriedades do material, denotados por ¢;;i;. No entanto, a inversdo dos pardmetros de
Thomsen para o material sé serd tnica (Thomsen, 1986) para os parametros € e 7. J4  pode ser inver-
tido de maneira inica somente no caso de anisotropia fraca. Isto € uma motivacdo muito importante,
o que faremos é a deducdo de uma equacdo que é vélida para valores pequenos de §. Desta forma,
obtemos uma equagdo que representa uma generaliza¢ao natural do caso isotrdpico e que descreve de
forma muito apropriada o fendmeno de propaga¢do da onda eldstica nestes meios.

De acordo com Tsvankin (2001) temos a informagdo que dados reais obtidos em laboratério

indicam que em alguns casos € e 7y sao predominantemente positivos (Thomsen, 1986) e que seus
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valores variam de 0.3 a 0.5 em rochas com anisotropias fracas. Em meios transversalmente isotrépicos
temos € maior que d e nestes modelos y € positivo. Além disso, comparacdes entre as velocidades
vertical e de afastamento em formacdes de xisto indicam valores de ¢ variando de 0.1 a 0.2 e em
casos de camadas isotrépicas finas podem ocorrer valores negativos para ¢ (Tsvankin, 2001). Para

meios VTI, ¢ € limitado superior e inferiormente,

1 32 o? -
5min = —5 (1 — ?> <0<2 (@ — 1) = 5ma:r:- (310)

Devemos observar que « e 3 correspondem as velocidades das ondas P e S na direcdo eixo de simetria

Oé:\/%:\/“”/L e 3:‘/%:\/3 (3.11)
p p p Vo

respectivamente. Portanto, em nossa deducdo da equacdo eldstica que € obtida em termos destes

e sdo dadas por

parametros, respeitaremos estas restricoes a fim de obter uma equagao que descreva realisticamente
o fendmeno.
Vamos agora escrever os elementos da matriz de Cristoffel em fun¢do dos pardmetros de Thom-

sem e Lamé. Primeiramente, temos que
033 =+ 2/1 € 055 = W. (312)

Assim, usando (3.12) e (3.7)—(3.9), obtemos

Ci = (26 + 1)033 = (26 + 1)()\ + 2@), (3.13)
Cee = (27 +1)Cs5 = (27 + 1)p. (3.14)
e
Ci3 = —Css £ (Cy3 — C \/1+—:— + (A + 14— 3.15
13 55 ( 33 55) Cis — Cos H ( M)\/ Xt ( )

Devemos ter em mente que os dois possiveis sinais na equagado (3.15), refletem o fato que C'3 pode
ser unicamente determinado por J se o sinal de C'j3 + C's5 for conhecido.
Para |§| < 1 temos a seguinte aproximagao,

(3.16)

Cis=—pEt(A+p) [1+M].

A+
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Devido a consideragdes fisicas devemos ter o > [ e, assim, C33 — C55 = A + pu > 0. Além disso,
sabemos que ¢ € limitado inferiormente. Portanto, usando a equagao (3.10), a condi¢@o d > O, €
equivalente a
A+ 2u)d 2029
A p a? — 3?2

e a expressao na raiz quadrada da equacdo (3.15) € positiva. Levando em conta que no caso isotropico

1+ 0, (3.17)

(6 = 0), C13 = A, podemos concluir que na equagdo (3.16) devemos escolher o sinal + e, assim,
Cis = A+ 5N+ 2p). (3.18)

Esta expressdo descreve um meio VTI com anisotropia fraca e, desta forma, vemos que a condi¢do
|d| < 1 € suficiente para a linearizagdo de (3.15) e nenhuma condigdo foi assumida sobre € e 7.
Substituindo as expressdes acima para C;; na matriz de rigidez (3.4), encontramos a aproximagio

de anisotropia fraca para a matriz de rigidez de um meio VTI dada por

(A4 20) (1 + 2¢) A1 +2¢)+4p(e —vy) A+d(A+2u) 0 O 0
A1+ 2€) + 4p(e — ) (A =+ 2u)(1 + 2¢) A+0(A+2u) 0 0 0
oV _ A+ (A4 2u) A+ (N +2p0) A+2u 00 0
e 0 0 0 w0 0
0 0 0 0 w 0

I 0 0 0 0 0 p(l+2y)

(3.19)

Devido ao fato de que o tensor € uma transformacao linear continua, podemos observar que a matriz

de rigidez pode ser decomposta na seguinte forma

CYTL — 0150 4 ¢4 % 4 7, (3.20)
com C'99 sendo dada pela equacio (3.5) e
[ 2(A+2u)e 2(A+2u)e 0 0 0 O ]
26N +2u)e 20N +2u)e 0 0 0 0
0 0 0 00O
O = , 3.21)
0 0 00 0O
0 0 0 00O
i 0 0 0 00O |
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0 SA+24) 0 0 0
0 SA+24) 0 0 0
oo | S +2m) 60N+ 2p) 0 000 322)
0 0 0 000
0 000
i 0 000
e ] ]
0 —4uy 0 0 0 O
gy 0 000 O
o |0 0 000 0 (3.23)
0 0 000 0
0 0 000 0
0 0 00 0 2uy |

Agora, usando a linearidade da derivada podemos reescrever (3.1) como

Pu; [ 1500ux d (s Ou o (. Ou o (., Ou
o =g (0 5) + o (s ) + i (me ) + iy () 029

Para C', os tinicos componentes ndo nulos sdo

Cfy = 05y = Cfy = C3 = 111 = Chpop = Cl1gn = Copyy = 26(A +2p), (3.25)

0 que nos indica que

0 [0u; Ous +026()\+2,u) Ou;  Ous

8 8’& 26()\ + 2M> 6$1 8ZE1 + 8ZE2 8951 61’1 * 61’2
Y (el — 0 |Ouy Ou 02¢(A+2u) [Ou;  Ou
Cijkl >] 9 9 1 2 M 1 2
{8%‘ ( Oy i=1,2,3 €A+ M)&cz 0, + 0o + 0xs oxq + 0s
0
= v (26()\ o)V - u> , (3.26)
aqui introduzimos o operador v,
-~ o a9 .\
==, — . 3.27
v <8x1,8@,0) (3.27)

Correspondentemente, os Unicos elementos ndo nulos nas demais matrizes sao

Cf:a = Cgl = 033 = 05(352 = C?133 = 03311 = 03233 = 03322 =6(A+2p), (3.28)
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Y o Y o Yy _ a4 7 .0 _
Cly = C9) = 199 = Co91; = —4uy € Cgg = Clg1g = Co191 = Clogy = Car12 = 2007 (3.29)
Portanto,

DPuz O (N + 2u) Ous

O(A+2
) 0 ' “>a§§ax1 aa(Aa 2 )gxg
v 5 uk us + 2,u us
|:an <Cijkl 895; z 12,3 )\ + 2,&) 81’361’ + 8x2 (%3
S+ 2 Oou;  Ous N O0(A+2p) [Ouy N Ous
'u 81’3 8?[)1 8952 8x3 8$1 81‘2
= V(A +2u)V - u)+v(5(x+2u>§-u) — 9V (5(A+2M)§-u)
(3.30)
e
0 0 (o [Ou D] [y 0w Oy
P P (91'2 81’2 81’1 8.1'1 83:2 61'2 3961
[_ (C;y]klﬂ)] = _Qi % _ % +4 Ouy Oy Our Opry
axj axl 1=1,2,3 8[E1 all E)xg 81:1 61’2 8x1 8[)31 81’2
0
— IV (zwﬁ - u> 443 [J@(W) : ﬁ] u, (3.31)
sendo que J € a matriz
0 +1 0
J=1 -1 00 [, (3.32)
0 00
e o operador J v ¢, portanto,
IV = i—ﬁoT—ﬁi (3.33)
N 8.732’ 8;1:1’ N )

Coletando os resultados (3.26), (3.30) e (3.31) e substituindo-os na equacgao (3.24) obtemos
92
p@u:f + V- [pVu]+V[(A+p)V-ul+Vux (Vxu)+2(Ve:V)u

+ VIEA+20)V - u] + V[6(A + 2u)V - u] — 2V[6(A + 2u)V - u]

+ V[V - u] + 4IVuVt i) + 2V]e(h + 20)V - u). (3.34)

Observamos que a equacao (3.34) descreve um sistema de trés equacdes diferenciais acopladas.
Nio apresenta dificuldade ver que para 6 = v = ¢ = 0 ela se reduz ao caso isotrépico. A equagao

(3.34) descreve um modelo em que podem existir fortes heterogeneidades bem como anisotropias
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que variam espacialmente. Isto fica evidente nos termos que apresentam os gradientes dos parame-
tros eldsticos. Lembramos que a deducgdo da equacdo (3.34) usou a hipétese que 0| < 1, mas ndo

introduziu hipéteses sobre os outros parametros, A, f, € ou 7.

3.2 Comentarios

Neste capitulo obtivemos uma equacdo completa da onda elastica para um meio VTI com o pa-
rametro ¢ enfraquecido. A discussdo feita no capitulo nos possibilita entender que esta condicio é
adequada aos modelos estudados na pratica e desta forma, os ganhos do ponto de vista tedrico que
esta deducdo oferece sdo significativos. Uma vez de posse desta equacdo dedicamos os proximos
capitulos ao estudo de como obter uma solugdo para este problema. Além disso, a forma explicita
da equacgdo da onda possibilita o estudo qualitativo de muitos efeitos que sdo observados e que nao
podem ser satisfatériamente explicados usando a equacdo genérica (3.1) para meios VTI.

Uma vez deduzida a equacdo da onda € possivel fazer um estudo analitico do fenomeno de pro-
pagacdo de ondas nestes meios de uma forma mais completa. Por isso procedemos de forma andloga
ao que ¢ feito no caso isotrépico e estudamos o caso homogéneo anisotropico para meios VTI bus-
cando inclusive obter solugdes analiticas para o caso especial ¢ = . Além disso estudamos o caso

heterogéneo usando técnicas de aproximacdo em altas frequéncias.



Capitulo 4

Decomposicao de Helmholtz em um Meio

Homogéneo VTI

No presente capitulo estudamos a equacao (3.34) no caso homogéneo. Avaliamos como a decom-
posicdo de Helmholtz que apresenta utilidade na solug@o do caso isotrépico pode ser adaptada para

resolver o caso homogéneo VTI.

4.1 Estudos dos Campos de Onda Gerados em um Meio VTI

Com o objetivo de melhor entender o fendmeno de propagagdo, consideramos um meio homoge-
neo, neste caso os termos da equacio (3.34) relacionados com os gradientes dos parametros eldsticos
irdo desaparecer.

4.1.1 Equacoes Desacopladas

A equacdo elastica VTI dada por (3.34) no caso homogéneo anisotropico assume a forma abaixo:

2
1 ~ oA
%u = ;f—kaQV(V-u)—BQV><V><u+2a2(e—5)V(V-u)

+30*V(V 1) +6a2V(V - u) + 2627 VH(VE - u), 4.1)

com « e (8 dados por (3.11). No caso isotropico (¢ = 6 = v = 0) a equagao acima se reduz a forma
(Aki and Richards, 1980)

2
1
%u = ;f +a?V(V-u) - 2V x V x u. 4.2)

24
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e, utilizando os operadores do divergente e rotacional, é possivel separar este campo de ondas em

dois, um representando a onda P e o outro a onda S. Usando as propriedades
V- (V(V-u)=A(V-u) e Vx(VxVxu)=A(Vxu), 4.3)

€ possivel decompor a equacgdo (4.2) em duas outras equagdes diferenciais parciais dadas por

ﬁV'UZQA<V'u), (44)
conhecida como equac@o da onda acustica e que possui grande aplicabilidade em problemas de geo-
fisica, e pelo sistema de equagdes acusticas que conjuntamente representam a onda S dado por

2

0 _ 2
@VXU—BA(VXU). 4.5)

Resolvendo as equagdes (4.4) e (4.5), obtemos a solu¢do do problema homogéneo. Para mais detalhes
veja Pujol (2003). Esta solucdo é conhecida como solu¢cdo de Lamé e se baseia na decomposi¢ao
de Helmholtz que garante que para um campo vetorial qualquer €2(x, ) existem fungdes w e Y,
conhecidos como potenciais escalar e vetorial do campo €2, de modo que existe uma decomposi¢do
Unica

Q=Vw+VxYT com V- -Y=0. (4.6)

Para mais detalhes de sua demonstracao veja as referéncias Pujol (2003) e Aki and Richards (1980).
Usando esta decomposig¢do € possivel separar o campo de onda isotrépico homogéneo em dois campos
de onda independentes, um destes representando a onda de pressdo P e o outro a onda cizalhante S.

Um procedimento andlogo pode ser feito em relagdo a equacdo (4.1). A ideia principal é encontrar
uma decomposi¢ao para um campo vetorial arbitrario de modo que a expressao (4.1) possa ser escrita
em termos desta decomposi¢do e impor condi¢des para que possamos encontrar 0s potenciais que
representam cada tipo de onda.

Considere agora um campo de onda € : [R3 —s IR3, com £ = (Q4, 2, 0)7. Vamos mostrar que

existem fungdes escalares ¢, d : IR* — IR tais que
Q=Vo+ Vo 4.7)

Para verificar esta identidade, observe que a expressdao abaixo é valida se Q pode ser escrito como
Q = 0,, W + 9,,W com W : R — IR3 com W = (W;, Wa, 0)7, pois

Q= 0. W + 0, W =V (V- W) + V* (V- W) 4.8)
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Assim, indicando
6=V -W e &=V W, (4.9)
conseguimos obter (4.7).

Para comprovar que tal decomposicao realmente existe, basta mostrar que o problema Q =
O0za W + 0,y W possui solucdo, o que é verdade pois trata-se de um problema bidimenssional de
Poisson. Esta decomposi¢io é uma versao da decomposi¢do de Helmholtz para campos horizontais.
A derivagdo desta decomposicao € valida para volumes finitos, no caso de um espaco infinito, ||ﬁ||
precisa tender a zero “mais rapidamente” que h/s sendo h uma constante qualquer e s a distincia até
a origem. Além disso W precisa satisfazer condi¢des de continuidade e diferenciabilidade adequadas
ao problema bidimenssional de Poisson.

Agora mostramos que dado um campo vetorial qualquer € possivel encontrar trés funcoes esca-
lares e uma fungdo vetorial de modo que possamos escrever tal campo em termos destas fungdes.
Para isso considere um campo vetorial qualquer L : IR* — IR3. Podemos escreve-lo como a soma
de dois campos vetoriais: {2 que possui todas as componentes e Q que posssui somente componentes
horizontais,

L=Q+Q. (4.10)

Como um exemplo, podemos escrever esta expressdo com {2 = L e Q=00uQ = (0,0,L3)" e
Q= (L, Ly,0)T.

Usando as expressoes (4.6) e (4.7) € possivel verificar que existem potenciais escalares 1/, ¢, P :
IR? — IR e um potencial vetorial ¥ : IR? — IR? tais que o campo vetorial possa ser escrito em

termos destes potenciais da seguinte forma,
L=Vy+VxW¥+Vp+Vd com V- -¥=0. @.11)

Obtivemos basicamente uma generalizacdo da decomposi¢cdo de Helmholtz. A decomposicdo de
Helmbholtz € unica e (4.7) também o €. Porém, (4.10) ndo € tnica, o que implica que para cada forma
distinta de se escrever (4.10) é possivel encontrar potenciais de modo que (4.11) € unica. A imposi-
¢do de condicdes adicionais ao campo L pode ndo apresentar problemas do ponto de vista puramente
matematico. No entanto, uma vez imposta alguma condicao sobre este campo vetorial € interessante
avaliar qual o significado que ela pode possuir do ponto de vista da fisica do problema. Na pratica,
para um meio anisotrépico VTI as ondas q-P e q-SV nao variam radialmente devido ao plano de si-
metria. Este fato é comentado em Tsvankin (2001) e estas conclusdes podem ser obtidas observando

o trabalho experimental realizado por de Figueiredo et al. (2012). Desta forma, para garantirmos que
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a decomposicdo (4.11) € tinica para um meio VTI vamos impor adicionalmente a condicao

V- (VxW) =0, (4.12)
que é equivalente a
0 (0¥, 0V,
il - _ 1) . 4.1
0z ( Ox Jy ) 0 (13)

Essa decomposi¢do sugere um modo de resolucdo para equagdo (4.1). Mostraremos, agora, que o
campo vetorial u que satisfaz a equacgao (4.1) pode ser escrito na forma da decomposi¢do modificada
de Helmholtz. Observe que a fonte f pode ser decomposta em termos de potenciais, isto €, existem

potenciais 1y, ¥y, ¢ € O tais que
f=Vir+Vx W+ Vo, +Vid, com V.U, =0, (4.14)
esta decomposi¢do € tinica sob a condi¢cao
V- (Vx®,)=0. (4.15)

De acordo com nossa dedugdo, (4.15) estd diretamente relacionada com o modo como f é escrita da

forma (4.10). Substituindo a expressdo acima na equacdo (4.1) obtemos
82

or

—B2V x V x u+a?V(5V - u+2(c — )V -u) + B2VE(29VE - u). (4.16)

1 1 1o 1~ _
u=;v¢f+;V>< \Iff+;V¢f+;Vicl>f+a2V(V-u+5V-u)

Integrando a expressao acima duas vezes em relacdo a t,

t T R 1 .
w:az/o /0 [<V~u+5v-u> +wa] dr'dr, 4.17)
/ / {V X u——\Ilf] dr'dr, (4.18)
¢>:a2//T{(5v-u+2(e—5)€-u)+i¢}dT’dT (4.19)
o Jo pa’ d ’ .

/ / lzwL 52@4 dr'dr, (4.20)



4.1 4.1 Estudos dos Campos de Onda Gerados em um Meio VTI 28

temos que u pode ser escrito na forma (4.11),
U=VY)+VXxT+Vp+V®d com V- -¥=0. 4.21)

Podemos perceber que os potenciais ¢ e ® sdo dependentes dos parametros de anisotropia €, § e
e quando estes parametros se anulam estes potenciais desaparecerdo a menos dos termos de fonte, e

consequentemente estes termos restantes serdo considerados fontes do problema (4.16).

4.1.2 Calculo dos Potenciais

Estamos prioritariamente interessados em encontrar uma solugdo para a equacgao (4.1) e podemos
observar que a expressao (4.21) sugere que podem existir fungdes ¢, ¢, ¢ e ¥ que formam o campo
vetorial u. Matematicamente, ndo existem limitacdes para que possamos impor condi¢des sobre o
campo vetorial u. Como estamos procurando uma solucdo para a equacdo poderiamos buscar solu-
¢oOes para o problema que possuam caracteristicas adicionais ou mesmo propriedades especificas além
de, é claro, satisfazer (4.1). Este argumento nio € uma novidade quando se trata de busca de solucdes
para equagdes diferenciais parciais. Devemos lembrar que a teoria de espagos de Sobolev foi justa-
mente construida a partir de situagdes em que era necessario desfigurar as caracteristicas (enfraquecer
a solucdo) da funcdo que pudesse satisfazer a equacdo. Em muitas situacdes nem sequer uma fungdo
¢ procurada para ser a solu¢do do problema. Basta observar que em alguns casos utilizam-se distri-
bui¢des e nao fungdes para obtengdo de solucdes fundamentais. Para mais detalhes recomendamos
Adams (1975), Dancer and Sweers (1989) e de Figueiredo et al. (2004). Nestas referéncias existe uma
frutifera discussdo a respeito de solugdes fracas e distribuigdes.

Intuitivamente, podemos observar que ao fazermos § — 0 o campo vetorial u serd escrito so-
mente em termos de ¢ e ¢ ou seja, quando eliminamos a influéncia de § nosso campo vetorial pode
ser escrito em termos de dois potenciais escalares. No caso isotrépico uma situacdo semelhante nos
mostra que ao fazermos 5 = 0 o campo vetorial poderd ser escrito somente em termos de um po-
tencial escalar. No caso isotropico isso corresponde a propagacao da onda em um meio acustico, no
caso VTI seria a propagacdao da onda g-P em um meio pseudo-actstico. Em todo o caso, isso nos
indica que se 8 = 0 € possivel obter a equacdo da onda P (caso isotrépico) e onda q-P (meio VTI).
Alkhalifah (2000) usou a hipétese de que § — 0 para deduzir uma equagdo da onda para um meio
pseudo-acustico.

No caso isotrépico € possivel usar a decomposi¢ao de Helmholtz para estudar os campos de onda
independentemente, uma vez que a simetria destes meios permite esta separagdo, isto dispensa a
necessidade de assumir que 5 = 0. Queremos realizar o mesmo procedimento para um meio VTI

usando nossa modificacdo da decomposi¢do de Helmholtz.
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Basicamente em nossa abordagem procuramos separar os campos de onda sem a necessidade de
impor condicdes sobre a velocidade 5. Assim, procuramos campos vetoriais u que satisfacam (4.1) e
que satisfazem a condi¢do abaixo,

83U3 63U3 33u1 83u2

0120z + Oy20z T 02200 * 0220y (4.22)

Matematicamente, podemos impor esta condi¢do. Além disso, de acordo com nossa teoria iSso cor-
responde a maneira como sdo escritos €2 e Q em (4.10). Portanto, a condi¢do (4.22) garante que
podemos encontrar potenciais cuja expressao de u pode ser escrita de acordo com (4.21) de maneira
unica. Além disso, a defini¢do (4.18) permite verificar que (4.22) é equivalente as condicoes (4.12) e
(4.13).

Nossa generalizacdo no limite da anisotropia fraca (isotropia) ndo contradiz a solu¢do de Lamé
para o caso isotrépico. Para verificar isso, basta observar que para €, 9,y — 0 as expressoes (4.17)—
(4.20) ficam reduzidas a

u=VyY+VxW¥ com V- -¥=0, (4.23)

quando ndo levamos em considerag@o os termos de fonte. No entanto, no caso isotropico € suficiente
considerarmos ¢y = ®; = 0. Isto garante que nossa técnica resolve o problema isotrépico quando
escolhemos e = § = v = 0.

Ainda existe o problema do acoplamento, uma consequéncia deste fato aparece ao buscarmos as
solugdes da equagdo da onda por teoria de raios (Cerveny, 1972). Este método apresenta resultados
incoerentes com respeito as polarizagdes das ondas g-S (Coates and Chapman, 1990). Neste trabalho
tratamos do problema do acoplamento, de fato é possivel usar termos de fonte apropriados para buscar
suprimir a influéncia das ondas q-P e g-SH da onda q-SV (ver Figura 1.2).

Abaixo enunciamos e provamos um teorema no qual propomos que u seja escrita como uma
soma de pontenciais de acordo com a férmula (4.21). Mostramos que estas fungdes satisfazem outras
equagoes diferenciais que possuem uma forma mais simples e possivel de se resolver.

Introduzimos agora a notagdo auxiliar

A=A, +A,, 4.24)
com
52 o o2
A= 48 oA=L 42
"Tar Tar © T Bz (4.25)

Tal notac¢do indica que estamos separando o operador Laplaciano em uma parte radial (ou horizontal)

e outra parte vertical.
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Teorema 4.1.1 Seja u : IR? x IR — IR um campo vetorial continuo diferencidvel até a quarta

ordem, que satisfaz a condi¢do (4.22) e as condi¢oes iniciais
u(x,0)=0 e u(x,0)=0. (4.26)

Entdo
u(x,t) = Vo(x,t) + V x ¥(x,t) + Vo(x, ) + V(x, ) (4.27)

é solucdo da equacdo (4.1) desde que 1), ¢, ® e ¥ resolvam as seguintes equacoes

1 0?

—ga¥ = (14 0)A (¥ + @) + A + i,
%g_;qs — (2 — )AL + ) + 6 + Fy; (4.28)
1 &
@@cp = (1+429)A,® + A, D+ Fy; (4.29)
%5_;\11 = AU +V x (%+€i<b) +Fy; (4.30)
V- -¥=0; 4.31)
V- (VxW)=0. (4.32)

Os termos F; representam a fonte e dependem somente da fonte original f. Para ¢ = 1,2, 3 temos
que F; sdo escalares e F4 € vetorial. Demonstramos este teorema e para tanto procedemos de forma
andloga ao que € feito no caso isotropico.

A demonstracdo do caso isotropico encontra-se descrita no Apéndice A. Abaixo segue a prova do
teorema. J4 mostramos que o campo vetorial u que satisfaz a equacgao (4.1) pode ser escrito em termos
de quatro potenciais. A forma destes potenciais estdo definidas nas equagdes (4.17)—(4.20). Agora
mostramos que estes potenciais satisfazem as EDP’s (4.28)—(4.31). Aplicando o operador divergente
na equacao (4.1) obtemos

P G u— A (T ) 1 a2A, (2(6—5)6-11) +a?A (5%-11)

ot?
+a?A, (5@ : u) + A (ﬂ> +A, (ﬂ) : (4.33)
p p
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que pode ser escrito como

2
a—V u=A V-u+46V-u+—L Vs + A (0 |6V-u+2(e— 86V -u+—L 91 :
ot? pa? pa?
(4.34)
Integrando a equacao acima duas vezes em relacio a ¢ obtemos
t T ¢
V-u:A(/ / {v u-+ov-ou+ fQ] d7>
0 Jo pa
t T ¢
+A, (/ / o? [5V-u+2(6—5)v u+ } dr dT) (4.35)
0 Jo po
e, usando (4.17) e (4.19), segue que
Veu=A, (¢Y+¢)+ A, (4.36)
De maneira andloga aplicamos o operador V- na equagdo (4.1) e usando (4.22) obtemos
PG uaia, (v 2N, (2(e — 6)6V 2N, (69
rY u=a (V-ou)+a r((e—) -u>+a ( -u)
v
LA, 5V -u) + A, (wf 0 ) (V) (4.37)
P p
Novamente, integrando duas vezes em relacao ao tempo temos
Vou= (Y +¢)+ //V (V x W) dr'dr. (4.38)

Estas duas expressoes (4.36) e (4.38) nos permitem mostrar que v e ¢ satisfazem as equacdes (4.28)
e (4.29). Derivando (4.17) duas vezes em relacdo ao tempo e sob a substituicdo de (4.36) e (4.38)

temos

2
% Q2 [(1+O)A (b + ) + M)+ L 4 //v (Vx ¥p)dr'dr.  (4.39)

Analogamente € possivel mostrar que

0? dp  2(e—308)a? [t [T < ,
o :QQ[(QE_(S)AT(q/J+¢)+5AZ¢]+—f+€T/O/0 V- (VxW¥)dr'dr (4.40)
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e, usando a condi¢do (4.15), podemos tomar
Fl = — ¢ FQ = —. (441)

Desta forma, € possivel concluir que ) e ¢ satisfazem (4.28).

Agora, aplicando o operador Vi na equacao (4.1) obtemos

0 oL 2 1 2 oL oy

73 -u_ﬁA(V )+275A,(v -u)+AT °ry (4.42)
P

Multiplicando esta equagdo por 2 e integrando duas vezes em relacdo ao tempo segue que

27§L-u:ﬁ2A (62/t/T [ 2’y§L~u) ﬁ2®f:| deT)
®
+295%A (52 / / { 2WL ﬁ2¢f} dr dT) ~A (p—é) (4.43)

que nos possibilita concluir que

L0y (142990 + Ab+ &, — A (2L (4.44)
> o R VA |
que € a equacdo (4.29) com a escolha
1 Oy )
Fa=—&,-A(—2%). (4.45)
STt (pﬁQ

Para demonstrar (4.30) basta aplicar o operador rotacional na equacdo (4.1) e integrar duas vezes
em relacdo ao tempo e veremos que (4.18) satisfaz (4.29), e (4.32) segue imediatamente da condi¢dao
(4.22). Desta forma fica estabelecido o teorema.

Comentarios sobre a unicidade dos potenciais

Considere a condicdo de radiagdo de Sommerfeld dada por

i klu=0 4.46
i (an H z)u | (4.46)

que € uniforme em todas as diregdes. Na expressdo acima k representa o nimero de onda e u repre-
senta uma func¢do escalar que pode ser eventualmente interpretada em termos dos potenciais ¢, 1, ¢ e

W,. A condi¢do (4.46) € usada para se obter uma solucdo tinica para a equacao de Helmholtz no caso
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isotropico (Aki and Richards, 1980). Podemos usar as condicdes de radiacdo de Sommerfeld para
estipular condi¢des de fronteira para a nossa generalizacdo da decomposi¢do de Helmholtz e (4.46)
pode ser usada no nosso caso para garantir a unicidade da solu¢do desde que a fonte seja uma fungao
de suporte compacto (Adams, 1975).

Um aspecto interessante deste resultado é que os potenciais 1 € ¢ sdo dependentes e para obté-
los € necessario resolver um sistema de equagdes. Adiante neste capitulo mostramos que este sistema
pode ser modificado e escrito de uma forma semelhante ao sistema obtido por Duveneck et al. (2008).
O teorema também evidencia que a onda g-S representada pelo potencial vetorial ¥ € acoplada a
onda g-SH que € representada pelo potencial escalar ¢ que € solucdo de (4.29) e a onda horizontal
representada pelo potencial escalar ¢, uma vez que estas aparecem como termo de fonte na equagao
da onda que usamos para calcular ¥. Mesmo na presenca de uma fonte pontual onidirecional ird
existir propagacao de ondas g-S, fato que ndo ocorre em meios isotropicos. Portanto, em meios VTI,
este tipo de fonte ndo simula um meio acustico. Fontes desta natureza sdao o objeto de estudo em uma
secdo adiante.

Assim € suficiente estudar o problema de encontrar a solucio do sistema (4.28), da equagdo escalar
(4.29) e das trés equacdes desacopladas dadas por (4.30). Um fato que ocorre em um meio isotropico
€ que ao escolhermos uma fonte f = V x W é possivel estudar separadamente a propagac¢do de uma
onda transversal livre da propaga¢do da onda de pressdo. Nosso resultado mostra que em um meio
VTI para tais tipos de fonte ocorrerd a propagagdo de ondas de pressdo. Ao impor afonte f = V x ¥
com a condi¢do

V- (Vx®,)=0, (4.47)
ird somente ocorrer a propagacao da onda S pura e livre da influéncia dos parametros de anisotropia
€, 0 e . Tal fato € usado no estudo da separacdo dos campos de ondas em sec¢do adiante.

Para obter a solugio de (4.29) e (4.30) é suficiente encontrar uma fungio y : IR — IR que resolva

0 problema
1 0?
TR
com F' sendo o termo de fonte da equacdo, v = /1 + 2 para (4.29) e v = 1 para (4.30), denotamos
¢ é a velocidade da onda. Denotando por GG a fungdo de Green causal para o problema acima, isto €,

=12\ x+A.x+ F, (4.48)

a solucdo de (4.48) com F(x,t) = §(x)d(t) e impondo G(x,t) = 0 parat < 0, temos que
X(x,1) = G(x,t) * F'(x,1), (4.49)

com * denotando a convolucdo nas varidveis x e ¢.
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Na préxima secao mostraremos que

1 ||d|| 1 T2 T
Gx,t) = ———=0 |t — — d:<—,—, ) : 4.50

(x,2) 47||d||v? ( c com v (4.50)
As equacoes (4.49)—(4.50) serdo usadas para o calculo da solu¢do analitica da onda P para um meio
eliptico ¢ = J. Basicamente, este resultado é uma generaliza¢do da funcdo de Green para o caso

isotrépico.

4.2 Funcao de Green para um Meio Eliptico

Nesta secdo encontramos a expressdo analitica para a funcio de Green causal, solu¢do do pro-

blema abaixo,

1 02

C—Z@G(x, t) — 2N, G(x,1) — A.G(x,t) = §(x)6(t) com G(x,0)=0, t <0. (4.51)

Este problema descreve a propaga¢do da onda em um determinado meio. Se ¥ = 1 0 meio em questao
serd homogéneo isotrépico.
Considere a transformagdo de coordenadas, d = (z1/v,z2/v, x3) e defina G(d,t) = G(x,1).
Logo,
VA G(x,t) + ALG(x,t) = Ay G(d, 1), (4.52)

com A, denotando o Laplaciano nas coordenadas d. Usando as coordenadas d em (4.51), obtemos

1 0?

C—Qﬁ[zﬂg(d,t)] — Ag[*G(d, )] = 6(d)6(t) com G(d,0) =0, t < 0. (4.53)
Portanto, ?G € igual a fun¢do de Green causal em um meio homogéneo isotrpico. Assim (Pujol,
2003),

Glxt) = G(df) = — 5 (t - M) | (4.54)

" 4r|d]|p? c
Esta expressao € a generalizacao da solu¢cao fundamental ou fun¢do de Green para um meio VTI
eliptico. Evidentemente para cada equacio dada em (4.29)—(4.30) as constantes v e ¢ assumem dife-
rentes valores. As condic¢Oes requeridas para que (4.54) seja solugdo para estas equacdes sdo determi-
nadas principalmente pelos parimetros de anisotropia €, § e v. Como jd estamos assumindo |0| < 1,
para que (4.54) seja solucdo de (4.29) basta que v > —3 uma vez que v = /1 + 27 deve ser real
ndo nulo. Podemos perceber que no caso da equacdo (4.30) a funcdo de Green é a mesma do caso

1sotrépico e nesta equacao a influéncia dos parametros de anisotropia se notardo através dos termos
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de fonte. Na secdo sobre meios elipticos (¢ = §), mostramos que (4.54) é soluc¢do do problema (4.28)
para os valores —% < € = ¢ < 1. Finalmente, para obter a solu¢cdo do problema basta convoluir (4.51)

com o termo de fonte.

4.3 Fonte Pontual Onidirecional

O aspecto da fonte ird determinar o corportamento do campo de onda, se o campo de ondas é
gerado por uma fonte pontual compressional que emite a mesma energia em todas as direcoes, existird
somente a onda P para o caso isotrépico (ver Aki and Richards (1980)). Como ja foi comentado, em
um meio VT isto ndo ocorrerd. Considerando uma fonte f(x,t) = F (t)VJ(x), é possivel simplificar
bastante as equagdes descritas no Teorema 4.1.1. Para esta fonte, temos W; = 0, ¢y = &y =0e
usando (4.50) podemos ver que ndo ocorre a propagacdo da onda ¢. Assim, ocorre a propagacao de

ondas que sdo descritas pelas equacdes abaixo,

1 02 1
1 02
550 = (2= AW +6) + 00 (4.56)
© 1 0?2
FrgmTy = AT,) +V (Vo). (4.57)

A equacdo (4.57) confirma que na presenca de uma fonte pontual onidirecional ird existir a propaga-
¢do de uma onda S aqui denotada por W,,, que estard acoplada ao campo g-P. No entanto podemos
obter, ao resolver as equacoes (4.55)—(4.57), a expressdo para cada modo de onda. Repare que se im-

pusermos a condi¢do 3 = 0 nio existird ¥, restando somente o sistema de equagdes (4.55)—(4.56).

4.3.1 Caso Pseudo-Acustico

Alkhalifah (2000) e Duveneck et al. (2008) realizaram contribui¢des para o caso pseudo-acustico.
A equagdo da onda para este meio assumindo ¢ = 8 = (. Uma vez que usamos a condi¢do (4.22),
nossa deducdo para descri¢do do campo g-P ndo exige a condicdo = 0. Na realidade, em nossa
deducgdo no caso pseudo-actstico, com 5 = 0, a onda descrita pela equacdo (4.57) deixa de existir
como ja observado na secao anterior. Portanto, a equacio que descreve a propaga¢do da onda g-P ndo
se altera com tal imposicao.

Somando as equagdes (4.55) e (4.56) e denotando por ¢ = 1) + ¢, é possivel obter um sistema
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equivalente dado por

1 02 1
e
1o (1+0)A0+A z/z+i6( JF (1) (4.59)
azorr’” s : pa? x '

O sistema acima € similar ao sistema deduzido por Duveneck et al. (2008). No entanto, nossa versao
¢ linearizada em 0. Além do mais, nossas equagdes sao dadas em termos dos poténciais 1) e ¢. Os
sistemas de equagdes (4.55)—(4.56) e (4.58)—(4.59) sdo equivalentes e tanto faz usar um ou o outro.
Optamos por usar (4.58)—(4.59) pois oferece uma maneira (no que se refere aos cdlculos) mais co-
moda de se deduzir a equacdo da onda unidirecional para um meio VTI. A mesma conclusdo pode
ser obtida usando (4.55)—(4.56).

4.4 Equacao da Onda Unidirecional

O estudo de estruturas geoldgicas possui grande importancia na busca por reservas de petréleo. Os
métodos de migracao por equagdo da onda apresentam grande utilidade em meios com significativa
variacao lateral de velocidade. Tais métodos em sua grande maioria consistem em resolver a equacao
da onda acustica, no caso isotropico evidentemente, em uma unica dire¢do. Nesta parte do trabalho
adaptamos as ideias conhecidas do caso isotropico de maneira a estabelecer uma generalizagdao dos
métodos que possibilitem fazer migragdo unidirecional, visando sua aplicacdo em um meio pseudo-
actstico VTI. Para isso consideramos um modelo em que y = x5 = 0.

Considere um experimento hipotético onde fonte e receptor estdo localizados na mesma posicao,
isso € conhecido como afastamento nulo. A secdo de afastamento nulo € registrada com o tempo
de transito duplo, vamos descrever o modelo de refletor explosivo e desta forma consideramos a
velocidade de propagacdo valendo a metade da velocidade verdadeira. Neste tipo de modelo uma
migracdo consiste no reposicionamento da onda sismica registrada para ¢t = 0.

Considerando o modelo 2D e desconsiderando o termo de fonte, o sistema de equacdes (4.58)—
(4.59) se torna,

1 8? 82y 2
argp? ~ (205, = (1+055
182 0% 82
azor? " g ~ g (4.60)
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Aplicando a transformada de Fourier dupla no tempo e na varidvel = nas equacdes acima, obtemos

p= [ —1+9) ] i 4.61)

2 (1+2¢)k2 | 022
e ~
w?~ 02 N
Sl = ok (4.62)

Substituindo (4.61) em (4.62) obtemos a equagao

o 5.7 = (4.63)

w_2$+ 0 | —(1+0)%k2 | 9%
@ (1+2e)k2 | 022

Observe que desde o inicio estamos assumindo o pardmetro |§| < 1, por isso estamos negligén-

ciando os termos quadrados de ¢ e, consequentemente, vale a aproximacao abaixo
(14+6)?=1+20+6*~1+26. (4.64)

Assim, a equagdo (4.63) se reduz a

w? ~ (1+20)k2 | 0%0
— 1 L =0. 4.65
Oz2¢+ +:—§—(1+25)k§ D22 (463)
Ap6s manipulagdes de carater algébrico temos
2P WG —(1+20k2] ~
Py Wl (4+20k) 5 (4.66)
022 o? Y7 —2(e —0)k2
Definindo o parametro de anelipticidade 7 (Alkhalifah, 2000)
€—90
=155 T2 (4.67)
podemos reescrever (4.66) na forma
P
oY + k*p =0, (4.68)
0722

com
2 [ w? 2
w? | & = (1+20)(1 + 2n)k2
k== | — | (4.69)
a 2 —2(1 4 20)nk?

a2
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Usando agora a definicao a velocidade NMO (Tsvankin, 2001),

VNMO =Qav 1+ 25, (470)
obtemos
w V]%/]WQOkOZC
ke == |1 - ———b 4.71)
(e 1 _ 27] NJ:JI2O z

Seguindo a notagdo de Fei and Liner (2008) definimos

V2, k2
m? = —ch‘j;) 2, (4.72)
0 que implica em
w m2
k,=2—4/1 — ———. 4.73
« 1 — 2nm? “4.73)

A expressao (4.73) € denominada relacdo de dispersdo e coincide com a expressao heuristica
que Alkhalifah (2000) usou para deduzir sua equacao acustica para um meio VTI. Esta relacdo é
usada por Amazonas et al. (2010) para desenvolver uma migracdo em meios VTI por diferencas
finitas utilizando a aproximacdo complexa de Padé. A equacdo (4.73) € vélida somente em meios
homogéneos; em meios heterogéneos k, ird denotar o simbolo de um operador pseudo-diferencial.
Nosso método se apresenta como uma generaliza¢do do caso isotropico. Note que se tivermos ¢ =
0 = 0 arelagdo de dispersao k., se reduz a sua forma isotropica e v representa a onda P. Levando em
conta que nossa abordagem possui uma forma que generaliza o caso conhecido, podemos escrever a

onda que se propaga em uma dire¢ao por

0 .
&1/1(/%, z,w) = =ik, (ky, z,w), 4.74)

a expressdo acima € relacionada com ondas que se propagam para cima.

A equagdo (4.74) possui solugdo analitica dada por
Uk, 2,w) = kg, 0, w)e™ =2, (4.75)

a solugdo analitica acima € vélida somente quando a velocidade do meio € constante. A conclusdo
neste caso € que o campo de onda em qualquer ponto do modelo dado pode ser determinado somente
com o campo de onda medido na superficie (z = 0).

Portanto, nesta se¢cdo deduzimos a forma geralmente usada para migracdo em uma direcdo para

meios VTI a partir de uma base tedrica s6lida e consistente de uma equacgao da onda para tais meios.
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4.5 Caso Eliptico

Vamos investigar o caso em que ¢ = ¢ conhecido como caso eliptico (Helbig, 1983). Através das

expressoes (4.17) e (4.19) podemos observar que
5 = ¢+ 0(6?). (4.76)

Como estamos negligenciando termos de ordem maior ou igual a 2 em d, podemos considerar ¢ = §-1
e, uma vez que definimos ¢ = ¢ + ¢ podemos escrever ¢ = (1 + 9) - 1. Substituindo tal relagdo em

(4.59) e, novamente aproximando (1 + §)* &~ 1 + 24, obtemos

1 0°

a2 ot?

= (142029 + A+ é(s(x)F(t). 4.77)

A solucdo para este problema pode ser encontrada diretamente de (4.49)—(4.50) usando v = /1 + 29

e c = o. Assim,
1 ! ldl
t) = t— — 478
Vet = i+ 29) paf( o) (+78)

sendo

x? a3 )
_ . 4,
Il 1125 112 U 4.79)

Utililizamos agora uma funcdo de fonte especifica para apresentar um exemplo de propagacao
de onda em um meio pseudo-acustico eliptico. Usamos para este fim a wavelet de Ricker (Aki and
Richards, 1980),

F(t) = [1—2(xfyt)?] et (4.80)

com f, representando a frequéncia de pico. Nas Figuras 4.1 e 4.2 podemos ver os campos de onda
no meio pseudo-acustico usando a expressdo (4.78) e a wavelet de Ricker, para alguns valores de

anisotropia.

4.6 Outros Tipos de Fontes

O tnico elemento na equagdo (4.1) que de fato temos algum controle € o termo de fonte. Por
isso € natural de acordo com nossa teoria escolher outras fontes além da pontual onidirecional. Por

exemplo, ao escolhermos uma fonte do tipo f = Vie # ndo existird a propagacgdo de 1) € ¢, assim
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Distancia (Km)
Distancia (Km)

4 48 08 04 02 i] 02 04 06 08 1

A 048 06 04 02 i} 0z 04 0B 08 1
Disténcia (Km)

Distancia (Km)

(@) (b)

Figura 4.1: Campo de onda 2D com a fonte localizada na origem em um meio pseudo acustico VTI
eliptico obtido usando (4.78). A figura (a) € referente aos valores ¢ = 0 = 0.2 e velocidade o = 1.5

km/s enquanto que a figura (b) foi obtida para os valores € = 6 = —0.39 e a mesma velocidade o do
caso anterior.

Disténcia (Km)

-1 a8 06 04 02 1 02 04 06 08 1
Distancia (Km)

Figura 4.2: A figura da esquerda representa o campo de onda P com a fonte localizada na origem em
um meio come = 9§ = 0 e a = 1.5 km/s.
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podemos estudar somente as equagdes

1 2
E%@ — (142900 + A0 + Fy (4.81)
© 1 02
Gl = A4V x (@iob) , (4.82)

com W, correspondendo a uma onda g-S e ® corresponde a uma onda q-SH. As equagdes acima
deixam muito claro o problema do acoplamento e a influéncia que o parametro -y possui na expressao
de W, no caso 3D.

No entanto, existe uma possibilidade de se estudar o potencial W livre das influéncias dos para-
metros de anisotropia 7y, € e . Para isso basta escolher uma fonte, f = V x W, de maneira que
V - f = 0. Observe que este tipo de fonte foi usada em nossa decomposi¢do do campo u em termos
de quatro funcdes potenciais. Com esta escolha para fonte podemos estudar o potencial ¥, que para

estes tipos de fonte, denotaremos por Wgo. Para esta escolha de fonte estuda-se a equacao

1 02
@ﬁ‘l’wo = AW;50 + Fy, (4.83)
com o termo de fonte.
v,

Sob a escolha de tal fonte apenas a onda S se propaga e € livre da influéncia dos parametros de

anisotropia 9, € e . Usamos fontes que tornam possivel simplificar matematicamente as expressoes.

4.7 Separacao de Modos de Onda

Nesta sec@o mostramos como nossa teoria possibilita a separacdo dos campos de onda em um
meio VTL Isto é importante pois podemos separar os modos de onda que viajam com diferentes
velocidades. Por isso essa searacdo tem aplicagdes em migracdo da equacao da onda, pois se usarmos
a equacdo geral da onda eldstica ndo serd possivel tratar corretamente cada um.

No caso isotrépico a decomposi¢do de Helmholtz possui grande utilidade e é usada para separar
os campos de onda de pressdo P dos campos transversais ou de cizalhamento S. Na pratica (4.6) ndo
¢ usado diretamente, o que se faz € aplicar os operadores de divergéncia e rotacional ao campo de
onda extrapolado. Em meios VTI o uso dos operadores de divergéncia e rotacional ndo apresentam
resultados satisfatorios quando usados para separar os modos de onda, por isso em sua forma isotro-

pica a decomposicdo de Helmholtz ndo pode ser usada para fazer a separagcao para tais meios (Yan
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Figura 4.3: Modelo heterogéneo VTI com trés camadas, a primeira camada possui 6 = —0.2704 e
e = —0.2187. A configuracdo fonte receptor é colocada em branco.

and Sava, 2009).

Dellinger and Etgen (1990) fizeram a separacdo dos campos de ondas em um meio anisotropico
homogéneo pela proje¢do do campo de onda nas direcdes onde as ondas g-P e g-S estdo polarizadas.
Para meios heterogéneos Yan and Sava (2009) usaram pseudo-operadores para separar o campo de
onda. Sua técnica se baseia em resolver a equacdo de Christoffel no dominio do numero de onda e
apresenta significativas desvantagens do ponto de vista computacional. Mostramos aqui que € possivel

utilizar nossa teoria para fazer a separagdo do campo de onda em um meio VTIL.

4.7.1 Separacao do Modo de Onda q-P

A expressao para o potencial g-P €, de acordo com a equacgio (4.18), dada por
dgp =V -u+0V - u (4.85)

A expressao (4.85) indica que para um meio anisotrépico homogéneo VTI € possivel separar o campo
g-P do campo g-SV. A Figura 4.3 é um modelo VTI 2D de trés camadas com pardmetros de aniso-
tropia distintos, trata-se de um exemplo sintético e usaremos ele para ilustrar nossa técnica. Se
olharmos a Figura 4.4 podemos perceber os componentes horizontais e verticais de um campo de
onda na primeira camada que possui 0 = —0.2704 e ¢ = —0.2187. Aplicando o operador (4.85) a
estes campos obtemos somente o potencial q-P representado pela figura a esquerda na Figura 4.5.
A Figura da direita é o campo g-P obtido ao aplicarmos o operador isotropico. Evidentemente que
estes campos estdo relacionados a primeira camada que nao possui heterogeneidade e o resultado de-
monstra que a equagdo funciona corretamente, como previsto pela equagdo (4.85). Observe que para
este meio |e — | é muito pequeno, considerando um meio eliptico com € = § = —0.2704 e mesmas
velocidade e densidade da primeira camada deste exemplo sintético, é possivel ver na Figura 4.8 que

o campo de onda obtido com nossa solu¢@o analitica para meios elipticos € coerente. Portanto, para
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Figura 4.4: A figura representa os snapshot 2D u; dado em (a) e u3 dado em (b) que se propagam na

primeira camada para t = 1s.
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Figura 4.5: A figura (a) representa o snapshot g-P obtido ao se aplicar o operador (4.85) em u; €
us que estdo representados na Figura 4.4. A figura em (b) representa o campo g-P quando aplicado
somente o operador isotrépico V-. E possivel ver que a influéncia da onda q-SV foi melhor removida
quando usamos (4.85) do que no caso em que usamos o operador isotropico.
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Figura 4.6: Aqui os snapshots 2D representados pelas componentes 11 dado em (a) e ug dado em (b)
para t = 2s que inclui ondas refletidas q-P e g-SV.
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Figura 4.7: Ap6s aplicar (4.85) é possivel perceber que mesmo na presenca de heterogeneidade existe
a supressao das ondas g-SV. A figura em (b) € a do campo de ondas obtido usando o operador isotré-
pico. A diferenca neste caso € minima mas € possivel ver que para as ondas refletidas nossa técnica,
que pode ser vista em (a), ndo deixa nenhum rastro das ondas mais lentas.
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Figura 4.8: Na figura, o campo de onda é referente a um meio eliptico com § = —0.2704 com

velocidade ov = 4000 m/s no instante de tempo t = 1.1s.

meios com tais caracteristica (¢ & ¢) a equacdo (4.78) pode ser usada para descrever o campo q-P.
Outro fato que deve ser ressaltado € que para obter o campo g-P foi necessdrio o conhecimento do
valor do parametro ¢, o valor de ¢ ndo foi necessario conhecer.

Este exemplo nos permite estudar como o operador (4.85) funciona em meios heterogéneos. Por
exemplo, a Figura 4.6 corresponde a dois snapshots em que ocorrem reflexdes, o acoplamento entre as
ondas q-P e g-SV se faz notar neste caso. Quando aplicamos (4.85) nestes campos de ondas obtemos
o potencial a esquerda da Figura 4.7 que possibilita observar a supressao de ondas mais lentas. Nosso
método foi deduzido para meios homogéneos, mas € interessante avaliar os resultados que nosso

método obtem na presenca de heterogeneidades.

4.7.2 Separacao do Modo de Onda q-SV

Nossa técnica permitiu separar com sucesso a onda q-P atenuando a influéncia da onda g-S usando
o operador (4.85). A presente secdo nos permite concluir que ao aplicarmos o operador rotacional,
assim como ¢ feito no caso isotropico, a este exemplo ndo serd possivel separar completamente o
campo de onda g-S. Quando aplicamos o rotacional aos campos u; € us representados na Figura 4.4
podemos ver, de acordo com a Figura 4.9, que o campo de onda q-SV € acoplado ao campo g-P, ou
seja, possui uma natureza mista incluindo a onda g-S e em menor escala a onda g-P.

Em nosso exemplo sintético 2D ndo consideramos a influéncia de v que na modelagem foi consi-
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Figura 4.9: A figura mostra o resultado da aplicacdo do operador V x aos campos u; € us na Figura
4.4. E possivel perceber que o campo de onda g-P ndo foi totalmente suprimido.

derado nulo. Portanto, nossa expressao para o campo de onda u € dada por

U=V +Ve+VxW, (4.86)

com
V-¥ =0 (4.87)

Observe que ao aplicarmos o rotacional ao campo u obtemos
Vxu=VxVeé— AP, (4.88)

uma vez que

VxVxW¥=—-AWU. (4.89)

E evidente, observando a expressio (4.88), que ao aplicarmos o operador rotacional a influéncia do
campo ¢ ndo ird desaparecer. Isto explica por que o operador rotacional ndo consegue separar o campo
de ondas completamente em um meio VTI. Tal fato também foi observado através de exemplos no
trabalho de Yan and Sava (2009). Nossa abordagem permite constatar este fato simplesmente pela
inspecdo da equagdo (4.88). Uma vez que temos o conhecimento da forma genérica do campo u,
torna-se muito mais natural a busca por operadores que eliminem a presenca do potencial ¢.
Aplicando o operador V-a equacdo (4.88) € possivel remover completamente o potencial ¢, tal
operagdo resulta que
V- (Vxu)=-V-AW, (4.90)
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Figura 4.10: A figura mostra o resultado da aplica¢do do operador (4.93) no campo representado pela
Figura 4.9. Como resultado ocorreu uma boa supressao da onda g-P.

pois V- (V X @(b) =0.
Como o tempo ¢ ndo € levado em consideracdo nestas operacdes, usamos a defini¢do (4.18) e

€SCrevemos

oW =~V xu, 4.91)
Segue que
92 /~ e
. (v : \I:) — BA (v : \1:) . (4.92)

A equacdo (4.92) tem a forma igual a equacgdo (4.30), portanto a fun¢do escalar V- Wé solucdo desta

equacdo e vamos usd-la para representar o campo q-SV definindo o operador

A~

Yesy =V - (V xu). (4.93)

Voltando ao exemplo sintético da secdo anterior, aplicamos o operador (4.93) no campo de onda
da Figura 4.9, o resultado pode ser visto na Figura 4.10 e é possivel perceber que o campo g-P foi

removido de acordo com o que nossa teoria previu.

4.7.3 Separacao do Modo de Onda q-SH

Nosso exemplo sintético impossibilita estudar o caso 3D, mas nossa abordagem indica que pode-
mos definir um operador adicional que pode ser usado para separagdo do modo de onda q-SH no caso

de um meio 3D. Tal operador de acordo com (4.20) pode ser definido como

gy =29V . (4.94)
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4.8 Comentarios

A decomposicao de Helmholtz se apresenta como uma alternativa para o estudo da equacao (4.1).
Apés obtermos uma forma mais geral desta decomposicao dada por (4.11) foi possivel escrever a
equagdo (4.1) em termos de funcdes potenciais de uma maneira andloga ao caso isotropico. A técnica
apresentada foi derivada para meios VTI homogéneos.

Um outro fato interessante que pode ser concluido em nossa abordagem é que € possivel dedu-
zir de uma maneira consistente as relagdes de dispersdo de Alkhalifah (2000). Mostramos que esta
relacdo aparece naturalmente em nossa equagdo da onda pseudo-acustica unidirecional. Além disso
deduzimos de maneira elegante um método conhecido de migracdo em uma dire¢do. Ao estudar o
caso eliptico e = ¢ obtivemos uma solucio analitica para este problema por meio da dedugdo de uma
funcdo de Green para meios VTI elipticos.

Finalmente, constatamos que nossa abordagem via decomposicdo de Helmholtz possibilita a se-
paracdo dos campos de onda. Conseguimos visualizar por que o operador divergente e rotacional
ndo separam completamente os modos de onda em um meio VTI com anisotropia fraca e como é
importante a influéncia dos pardmetros de anisotropia na separacdo. Por isso desenvolvemos dois
operadores dados por (4.85) e (4.93), estes operadores foram obtidos deterministicamente de acordo

com nossa teoria e sdo validos para meios homogéneos VTI.



Capitulo 5
Teoria do Raio

Neste capitulo encontramos solugdes aproximadas para a equagdo (3.34) usando uma aproxima-
¢ao assintética de alta frequéncia e desta forma obtemos informagdes sobre a cinemadtica e a dindmica
do problema. Usando a teoria do raio de ordem zero, podemos observar que a equacao (3.19) € sufi-
ciente para obter este tipo de solu¢do em meios VTI. Mais detalhes podem ser encontrados em Aki
and Richards (1980), Cerveny (2001) e Pujol (2003).

Uma solucdo aproximada de ordem zero da equagdo apresenta vantangens, entre elas a possibili-
dade de obtencao de informagdes sobre a cinemadtica da onda no meio utilizando as equagdes iconais

que representardo as ondas q-P, g-SV e g-SH.

5.1 Equacoes Iconais

Iniciamos a partir da equagdo (3.1) desconsiderando o termo de fonte, isto €,

Pu; 0 Ouy,
Pom = o, (Czjkza—xl> : (5.1)

Vamos considerar uma aproximagao para a solu¢do da forma,
u(x,t) = Ux)g(t — T(x)), (5.2)

ou, no dominio de frequéncia,
U(x,w) = U(x)g(w)e ), (5.3)

com U e T sendo fungdes a serem determinadas de maneira que satisfagam (5.1). A funcéo 7'(z, y, 2)
representa o tempo de transito da onda ao longo do raio e a frente de onda € representada por

T(x,y,z) = constante. Introduzimos, agora, a condi¢do de que g é maior que ||U||eque § > ¢ > ¢

49
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(Pujol, 2003), que corresponde a aproximagdo de altas frequéncias. De acordo com Cerveny (2001) e
Aki and Richards (1980) o método de solugdo para a equacdo da onda elastica usando aproximacoes
em altas frequéncias, ou teoria do raio de ordem zero, € confidvel quando o comprimento de onda
¢ muito maior que outras quantidades e caracteristicas do meio relacionadas a unidades de compri-
mento. Sintetizando de maneira mais simples, a aproximacao em altas-frequéncias, ou teoria do raio
de ordem zero, exige que os parametros ndo variem de maneira significativa com a distancia e por
este motivo esta técnica € funcional somente para meios que ndo possuem heterogeneidades muito
fortes. O método também ird falhar na vizinhanca de superficies que possuem cadusticas.

Substituindo a expressao (5.2) na equacgdo (5.1) obtemos o problema de autovalores
I'v =0, (5.4)

e a matriz de Christoffel I' possui elementos

1 or or

Fi = —Ciikl m— -
g pcjklaxj Oz

(5.5)

Devemos observar que a cinemadtica do problema depende somente do tensor c;;,; € ndo de suas
derivadas.

Agora, substituimos a expressao (3.19) em (5.5) de modo a obter a matriz de Christoffel para um
meio VTI. Inicialmente introduzimos o vetor de vagarosidade p e o vetor de vagarosidade horizontal
p, definidos por

p=VT e p=VT. (5.6)

Podemos agora, de posse desta notacao, escrever os elementos da matriz de Christoffel como

Tyo= (2= 8pt + BlIpl® + 2ea’pi + 296%p3,

Ly = (o = B%)py + B|[pl|* + 2ea’p} + 295%p1,

[33 = (042—52 p§+B2HpH2,

[y = D= (0% = B%)pip2 + 2(ea® — 457 pipa,

[s1 = Dz = (& — 5°)pips + 60’ pips,

Psy = Toz = (a® = f*)paps + 5’ pyps. (5.7)

Aqui foram usadas as equacdes (3.11). Além disso, é conveniente notar que a matriz I' se reduz ao

caso isotrépicoquandoe = § = v = 0.
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5.1.1 Autovalores Exatos

Em nossa deducdo, haviamos linearizado o tensor para um meio VTI apenas em 0 e, portanto, €
e v ainda permanecem arbitrdrios. Desta forma, € interessante calcularmos os autovalores exatos da

matriz de Christoffel, que sdo dados por

1 ~
Aiz = 5 (@2 + B3PIl + 2¢a?||B||* & /(o = B27[[p][* + 411 (58)
€
As = B*[lpll” + 296°(IBII*, (5.9)
com
[ =a?[(a? = %) (epl® + 26— pf) +o* (CIBI2+ %) IBI*.  (5.10)

A equagdo (5.4) condiciona que os autovalores devem ser todos iguais a um. Desta forma, obtemos

trés diferentes equacdes iconais, dadas por

o?[p|* + e®pI” + © =1, (5.11)
B*p|* + ea?|p|I” —© =1 (5.12)
c
B%pll” +2v8°|p|)* = 1, (5.13)
com
1 411
O ==(®=)|pl*|/1+ —1]. (5.14)
50 =)l CEEE ST

As equagdes (5.11)—(5.13) definem o tempo de transito das ondas q-P, g-SV e g-SH em um meio
heterogéneo VTI. Pode-se perceber que as equagdes (5.11) e (5.12) ndo dependem de ~, fato que
ja havia sido constatado por Tsvankin (1996). As substitui¢des ||p||*> = 1/V?, p2 = cos?0/V?,
|p||? = sin?6/V2, com 6 e V sendo o angulo e a velocidade de fase, respectivamente, correspondem
as relacoes de dispersao para a velocidade de fase conhecidas da literatura (Tsvankin (1996)). Observe
que as equagdes acima sio validas para pequenos valores de ¢, e para valores arbitrarios de € e 7. No
caso isotropico (¢ = 6 = v = 0) temos I[I = 0 e © = 0. Neste caso as equagdes (5.12) e (5.13)
coincidem, descrevendo a juncdo das ondas g-SV e g-SH.

A partir da equagdo (5.13) imediatamente reconhecemos o ja bem conhecido fato de que a su-
perficie de vagarozidade de ondas q-SH possui a forma de um elipséide (Tsvankin (2001)), pois elas
podem ser escritas como

vE|Ip|I? + vipi =1, (5.15)
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sendo que v, = 3 é a velocidade vertical e v, = [+/1 4 27 é a velocidade horizontal. Levando
em conta que © depende das derivadas do tempo de transito, as equagdes (5.11) e (5.12) sdo mais
dificeis de interpretar. Inicialmente, devemos observar que todas as trés equagdes (5.11), (5.12) e

(5.13) podem ser escritas com uma notacdo comum
Vlpl? =1 - &, (5.16)

estabelecendo que v representa a velocidade de fase de cada modo de onda ao longo do eixo de

simetria e x € a correcdo de anisotropia, dada por

q-P:  k=c?|p|*+ 0O, (5.17)
q-SV:  k=e?|p|*—©O e (5.18)
q-SH:  x =2753%(|p|> (5.19)

Em outras palavras, as equagdes iconais em um meio VTI podem ser interpretadas como as equa-
¢Oes iconais para o caso isotrépico modificado por um termo de corre¢do de anisotropia k. Note
novamente que para a derivagio das equagdes (5.16) foi requerida somente a condicéo |§| < 1 (como

desde o inicio assumido). No entanto, estas férmulas sdo validas para valores arbitrarios € e .

5.1.2 Anisotropia Fraca

Agora aproximamos as equacoes (5.16) para um meio VTI com anisotropia fraca. Vamos impor,
além de || < 1, que também |¢| < 1 e |y| < 1. A linearizagdo da equagio (5.14) em € e § fornece

SRS <e +2(6 — e)ﬁ) ?||p|?. (5.20)
Ipl”

As derivadas do tempo de transito na equagdo (5.20) dependem somente dos parametros de Thom-
sen de acordo com as equagdes (5.16). A inspecao das equagdes (5.17) e (5.18) juntamente com (5.20)
revela que em ambos 0s casos « ndo possui termos de ordem-zero nos parametros de Thomsen. Além
disso, de acordo com as equagdes (5.16), no termo que multiplica (§ — €), podemos usar uma apro-
ximagdo de ordem zero ||p|| &~ 1/v. Desta forma, obtemos as seguintes aproximagdes lineares para x

nas equagdes (5.17) e (5.18):

q-P:  kx2(e—(e—08)a’p3) o*||p|”, (5.21)
q-SV: k=~ 2(e—8)a’pi|p|*. (5.22)
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Na realidade, p3 também depende de € e § e, como é multiplo de (§ — ¢), pode ser aproximado por

p3 ~ 1/v* — ||p||? . Assim, as equagdes (5.21) e (5.22) sdo reduzidas a

q-P: k= 2(6+ (e—0)a?|pl?) 2P| (5.23)

(12

q-SV: k=2 (6—5)E—(6—5)o¢2||f)||2) o?||pl|?. (5.24)

Estas aproximacdes para correcdo de anisotropia da equacdo iconal em meios VTI confirmam o
bem conhecido fato de que as superficies de vagarosidade para onda g-P sdo elipséides somente em
meios elipticamente anisotropicos (¢ = d). Neste caso, a equagido iconal da onda g-P € dada por (5.15)
com v, = ay/1+20 e v, = a.

Para ondas g-SV, no caso eliptico obtemos x =~ 0 e, portanto, a equagdo iconal se reduz ao
caso istotrépico, ||p||> = 1/32. Para um meio geral VTI com € # ¢, as superficies de vagarosidade
para ondas q-P e g-SV sdo quarticas nas coordenadas x e y. As velocidades verticais permanecerao
inalteradas.

Para cada equacgdo iconal € possivel associar uma equagdo do transporte correspondente, e desta
forma obter a informacao sobre a amplitude de cada modo de onda. Desta forma, € possivel encon-
trarmos uma solucio aproximada para a equacdo da onda em um meio heterogéneo VTI. Estudamos

as amplitudes mais adiante. Primeiramente, investigamos a soluc@o das equagdes iconais.

5.1.3 Solucao das Equacoes Iconais Linearizadas

Podemos escrever as equacdes iconais (5.16) com x dado por (5.19), (5.21) e (5.22) em uma

nota¢do comum
o2 (IIpII? + 26111 + 2¢a%3lIBI1?) = 1, (5.25)

sendo que v representa a velocidade vertical das ondas g-P ou g-SV e os parametros adimensionais

e ( descrevem a anisotropia. Temos entao,

qg-P: v=q, &=k, (=0—c¢, (5.26)
q-SV: v=p, =0, (=¢€e—09, (5.27)
q-SH: v=,, &=7, ¢=0. (5.28)

Agora que possuimos uma forma compacta de representar as equacdes iconais para as ondas q-P,

g-SV e g-SH, vamos resolver a equacgdo (5.25). Para isso, usaremos o método das caracteristicas (ver
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Apéndice B). Primeiramente, reescrevemos a equacao (5.25) na forma
H(x,T,p) =0, (5.29)

com o Hamiltoniano H dado por

U2

~ R 1
H(x,T,p) =% IplI” + 2¢|IpI1* + 2¢a’p3 Pl | — 3 (5.30)

O método das caracteristicas estabelece as seguintes equagdes diferenciais,

YAV
dx OH .
—=——=0" |p+2D+20’p; | paps | | - (5.31)
dr  Op e
I5]
H
B O oVl ~ VeI - V(GBI (532
© dr OH
at _ — 2 2 =2 2, 2115112 | —
T = Pigy = VLIl + 26BI7 + 4co’pdp?) = 1. (5.33)

Estas equacOes permitem encontrar a solu¢do da equagdo (5.25) ao longo de suas caracteristicas,
denominadas raios. A equacdo (5.31) estabelece a posi¢do x em um certo raio, em funcio do tempo
de trinsito 7 = T'(x) e a equagdo (5.32) determina o respectivo vetor vagarosidade, p(x). O sistema

formado por estas equacdes pode ser resolvido usando condi¢des iniciais apropriadas.

5.2 Simplificacao da Equacao de Transporte

A equacdo de transporte para as ondas g-P, g-SH e q-SV em um meio elastico arbitrario ¢ dada
por (Pujol (2003))

8Cijkl oT Ocml oT 02T 8Uk oT
Up— + Ciji—2-~— + CijuUp=——— + Ciji—=——=— = 0, 5.34
8x]~ kal’l + Cighl a'Ej a’)ﬁl +Cjkl ka’bjamk + Cih al’l afL’j ( )
que pode ser escrita de uma forma mais compacta como
0 aor
— | i UpU;i=— | = 0. 5.35
8xj (C kiU 895;) ( )

A utilizacao da aproximagdo (3.19) na equagdo (5.35) possibilitard a obtencao da equacdo geral

do transporte para um meio VTI com anisotropia fraca. Esta deducdo segue o procedimento para um
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meio isotrépico como detalhado em Pujol (2003).

Iniciando pelas equacdes (5.4) e (5.5), temos
CijuPiPiUx = pAU;, (5.36)

com A representando os autovalores da matriz de Christoffel. Para um meio heterogéneo VTI eléstico,
os autovalores A sdo dados pela equagdo eikonal aproximada (5.25) e p,, = 9T/0x,,. Neste caso,

pegando as derivadas da equagdo (5.36) em relacdo a p,,, obtemos

oU}, OA oU;
— = p=—U; + pA—,
Opm papm e Opm,

Cijkt (Ompj + 6mp)Us + Cijrapimi (5.37)

com J;; representando simbolo de Kronecker que ndo deve ser confundido com o pardmetro de ani-

sotropia ¢. Multiplicando o segundo termo do lado esquerdo da equagdo (5.37) com U; e somando
sobre ¢ obtemos U 50 50
k i i

CijkzpjplaleUi = Cklijpjpla]TmUk = PAmUu (5.38)

aqui utilizamos a mudanga de indices ¢ <> k, j — [, e a simetria ¢y, = Cimi- Multiplicando o

primeiro termo do lado esquerdo da equacdo (5.37) por U; e somando sobre ¢ temos, por meio da

mudanca de indices i <> k e <> [, obtemos

Cijkt (Ommpj + 8jmp)UiUx = (CijkemPj + Cimmupi) UiUg
= (CrtimPi + Cimmpt)UiUy = 2¢impupiU; Uy (5.39)

Juntando os resultados (5.38) e (5.39), a multiplicagdo da equacdo (5.37) por U; e a sua subsequente

soma em ¢ garante que

OA
Uil = 5|UJ 5~ (5.40)
J
Portanto, 5 ) o
a.. ij ; - ~ B 2— = . B 2
o (coulilin) axj(2”U” aj) A @R AN (5.41)

o que implica que a equacdo de transporte (5.35) em um meio eldstico VTI qualquer pode ser escrita

como
. B 2 P—
v <2HUH va> — 0. (5.42)

Para um meio VTI com anisotropia fraca, as derivadas dos autovalores podem ser calculadas da
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mesma forma para os trés tipos de onda usando a equacao (5.25). Elas sdo dadas por

O\ .
W = 20%p, + 4§U2(51mpl + Oomp2) + 4C042U2pm[5m3HpH + (61 + 5m2)p§]7 (5.43)

ou, em uma forma vetorial [veja a equacdo(5.31)],

P1ps
VpA = 20% | p+26p +2Ca’ps | paps | | - (5.44)
1Pl
Substituindo a equacdo acima em (5.42) temos
V. <p112||U||2[I + 2E]p> —0, (5.45)

sendo que I é a matriz identidade de ordem 3 e = € a matriz de correc@o de anisotropia dada por

£+ (a?p? 0 0
= = 0 E+Ca?pt 0 . (5.46)
0 0 ¢a?|p||?

Esta é a equacdo geral do transporte e podemos usar a teoria do raio Jacobiano como no caso
isotrépico. Seja X' uma superficie fechada suave como mostrada na figura (5.1) € n um vetor normal

a ela. Usando o Teorema de Gauss e a equacao (5.45) temos,

ﬂpUQHUH?[HQE]p-ndE: 0. (5.47)
P

Podemos desta forma concluir que se a amplitude ||U|| é conhecida em um dado ponto, entdo
podemos determinar a amplitude em qualquer outro ponto apds o calculo em uma determinada se¢ao

de drea de uma forma anéloga ao que € feito no caso isotrépico.

5.3 Caso Pseudo-Acustico

Em um meio isotrépico (¢ = § = 7 = 0) no caso acustico (4 = 0 and 8 = 0), ndo existe propa-
gacdo de onda S, pelo fato de que os autovalores correspondentes A 3 nas equagdes (5.8) e (5.9) sdo
nulos. Para muitos propdsitos, € vantajoso estudar um meio VTI andlogo ao caso actstico denomi-

nado pseudo-acustico. Neste caso, semelhantemente ao caso isotrépico o parametro de cizalhamento
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21

Figura 5.1: Tubo do raio usado para derivar aproximagdes para as amplitudes. As superficies Xy e Xy
sdo partes de frentes de onda nos instantes ¢, e ¢ (reproduzido de Pujol, 2003).

1 serd nulo. No entanto, esta condi¢do em nada afeta os valores dos parametros de Thomsen.

Alkhalifah (2000) derivou a equagdo iconal e da onda para um meio pseudo-acustico VTI a partir
de relagdes de dispersdo da propagacao de ondas g-P. Duveneck et al. (2008) substituiu a condi¢ao
pseudo-acustica cs5 = 0 diretamente na equagdo (3.4) e derivou um sistema acoplado de equagdes
a partir disto. Em nosso trabalho iniciamos por meio da linearizacdo da equagdo (3.4) com uma
condi¢do de anisotropia fraca no parametro ¢. Nao é dificil verificar que a matriz linearizada (3.19)
com i, = 0 corresponde a lineariza¢do da matriz (3.4) no caso pseudo-acustico descrito por Duveneck
et al. (2008).

Vamos iniciar a partir das representagcdes exatas (5.8) e (5.9) dos autovalores da matriz de Ch-
ristoffel (5.7) para a matriz de stiffness linearizada (3.19). Para 5 = 0 e apds a linearizacdo em 0,

€SCrevemos

1
Az =5(ax Va2 +b), and Az =0, (5.48)

com
a=o’|p|® +2ea’[p[*, e b=8a(d—e)p3|pl* (5.49)

Observe que as equacdes (5.48) e (5.49) nao dependem de -y, portanto os valores de v em nada

influenciam o caso pseudo-acustico. Como ja mencionado anteriormente os autovalores de (5.48)
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precisam ser iguais a um para descrever a propagacdo das ondas g-P, g-SV e g-SH em um meio

pseudo-acustico VTI. A seguir analisaremos estas ondas com mais detalhes.

5.3.1 Propagacao de Ondas q-P

Comegaremos com a descri¢do de ondas q-P em meios pseudo-actsticos VTI. A condi¢do A; = 1

somente pode ser satisfeita para reais a € b se e somente se a < 2 e

a + Z =1 (5.50)

Tomando a e b das equacdes (5.49) conseguimos obter a equacao iconal para onda g-P em um

meio pseudo-acustico VTI,
(1+ 26)a?|B)? + (1 — 20%(e — 5)a2\|ﬁu2>a2p§ ~1. (5.51)

Observe que a equacdo (5.51) € linearizada somente em ¢ e é vélida para valores arbitrarios de e.
A mesma equagao € obtida quando substituimos a expressao linearizada (5.21) com 8 = 0 na equagao
(5.16).

Em termos de velocidade NMO para um refletor horizontal dada pela equacdo (4.70) e do coefi-

ciente anisotropico (4.67), podemos escrever (5.51) da seguinte forma

(1+ 20V BI2 + (1 = 20ViuolIBII ) o = 1. (5.52)

Esta € exatamente a equacio deduzida por Alkhalifah (2000) usando relacdes de dispersdo para

ondas g-P.

5.3.2 Propagacao de Ondas Pseudo-SV

Agora nos concentraremos em estudar a possibilidade da existéncia de ondas S em um meio
pseudo-acustico VTI. Podemos observar com bastante clareza da equagdo (5.48), que A3 = 1 ndo
pode ser satisfeito, ou seja, que a propagacao de ondas SH ndo € possivel. No entanto, a situacdo €
menos clara para o caso A,. Podemos ver da equacio (5.49) que para um meio eliptico anisotropico
com ¢ = 4, temos b = 0, que implica A, = 0 e desta forma, nio existe onda SV para estes tipos
de meio. Para > € temos b > 0, que torna a raiz quadrada na equagdo (5.49) maior que a e desta
forma A, < 0, novamente, ndo existird propagacdo de onda SV para este caso. No entanto, para
0 > b > —a?, acondi¢do Ay = 1 pode ser satisfeita. De acordo com Alkhalifah (2000) e também por

Grechka et al. (2004), nos referimos a esta onda que se propaga como onda pseudo-S.
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Figura 5.2: A frente de onda g-P em um meio pseudo-acustico obtido pelo tragamento de raios (linhas
cinzas) usando o sistema (5.31-5.33). Esquerda: 6 = ¢ = 0.2 neste caso a frente de onda possui a
forma de uma elipse. Direita: § = 0.01 e ¢ = 0.4.

Para analisar a propagacdo desta onda pseudo-S, devemos notar que a condi¢do A; = 1 somente
pode ser satisfeita para valores reais a e b se a > 2. Isto implica uma velocidade de propagacdo muito
baixa da onda pseudo-S. Se a condi¢do a > 2 € satisfeita, a onda pseudo-S precisa satisfazer a mesma
equagdo iconal (5.51), ou entdo (5.52), que a onda g-P. Esta conclusdo coincide com a observagao
feita por Amazonas et al. (2010), a qual diz que a existéncia da onda pseudo-S ocorre devido ao fato
de que as relagdes de dispersdo da equagdo (5.51) tornam-se reais para propagag¢des com angulos
muito grandes ou velocidades de propagacao muito baixas.

Como um exemplo, as figuras 5.2 e 5.3 mostram raios e frentes de onda q-P em um meio pseudo-
acustico homogéneo obtido usando o tragamento do raio (linhas cinzas) usando o sistema (5.31-5.33)
para dois casos de meios VTI com anisotropia fraca e outro onde os pardmetros de anisotropia sao

nulos(meio isotrépico).

5.4 Comentarios

Neste ponto, as vantagens de nossa abordagem ficam evidentes se comparadas aos métodos que
derivam a equacdo da onda e as equagOes eikonais a partir de relacdes de dispersdo. Além disso,
provamos que a onda g-P e a onda pseudo-S sdo descritas pela mesma equagado eikonal (5.51) e que a
ultima existe somente se 17 > 0. Em nossa abordagem fica muito claro que a equagdo eikonal (5.51),
ou sua versdo alternativa (5.52) devida a Alkhalifah (2000), é vélida para pequenos valores de § e
para valores arbitréarios de € e . Adicionalmente a este processo, derivamos o sistema de tragcamento

do raio (5.31-5.33) que nos permite tracar raios em um meio fracamente anisotropico VTIL.
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Figura 5.3: A frente de onda g-P em um meio pseudo-acustico obtido pelo tragcamento de raios (linhas
cinzas) usando o sistema (5.31-5.33). = € = 0 que representa o caso isotrépico e podemos perceber
que a frente de onda € circular.

Por fim, como temos em maos a equagdo geral do transporte, podemos determinar aproximada-
mente o valor da amplitude ndo somente de ondas q-P, mas também das ondas pseudo-S utilizando a
equagdo (5.45) com 3 = 0.

Pestana et al. (2011) derivou equacdes independentes para as ondas q-P e q-SV usando as relagdes
de dispersao de Tsvankin (1996). Eles chegaram a mesma conclusdo de Fei and Liner (2008), que em
um meio VTI com € ~ § podemos usar a onda acustica quasi-P livre da influéncia da onda g-SV.
Em nosso trabalho estas conclusdes surgem naturalmente e podem ser concluidas diretamente dos
autovalores da matriz de Christoffel. Nossa derivagao mostrou que ndo existe onda q-SV em um meio
eliptico com ¢ = ¢ ou em um meio VTI com 1 < 0.



Capitulo 6
Conclusao

Diante de uma efetiva caréncia na literatura de um estudo consistente, do ponto de vista analitico,
da equacgdo que descreve a propagacdao de uma onda em um meio fracamente anisotrépico VTI, de-
duzimos neste trabalho uma equac¢do da onda para tal meio. Em nossa abordagem usamos o tensor
responsavel pelas propriedades do material c;;;; substituindo suas componentes por uma combinagao
dos parametros de anisotropia de Thomsen com os parametros eldsticos de Lamé. Para isso fizemos
a aproximacao de anisotropia fraca em relagdo ao parametro ¢ diretamente na expressio do tensor e
utilizando esta forma foi possivel deduzir um sistema de equacdes diferenciais parciais cuja solu¢do
€ o vetor de posicdo da onda u, excitada por uma fonte f, que se propaga neste meio. O resultado
¢ que obtivemos uma equagdo que descreve a propagacdo da onda que estd escrita em termos So-
mente dos parametros de Thonsem e Lamé. Esta equagdo tem uma forma mais elegante que quando
a escrevemos em termos somente dos parametros eldsticos.

Uma importante conclusao é que as equacdes deduzidas para o meio pseudo-acustico ndo assu-
mem a hipétese S = 0. A validade destas equacdes é garantida pelas relacdes de dispersdo que sdo
equivalentes as obtidas quando assumimos o meio com 3 = (. Isso possibilita estudar a propagacao
da onda quasi-P em um meio eldstico anisotropico fracamente VTI sem assumir a hip6tese de que o
meio possui 0 médulo de cizalhamento nulo (¢« = 0). Ou seja, deduzimos a equacao da onda pseudo-
acustica sem a imposi¢ao de que o meio € um fluido e do ponto de vista da Fisica do problema isto é
importante uma vez que ndo existem meios anisotrépicos acusticos e isto inclui os meios VTI.

O uso da decomposic¢io de Helmholtz para resolver a equagao eldstica VTI que deduzimos mostrou-
se bastante funcional, nossa modificacdo desta decomposi¢do possibilita visualizar de uma maneira
analitica o por que ndao podemos usar os operadores de divergéncia e rotacional para obter a separa¢ao
dos campos de onda g-P e g-SV em um meio VTI. Também foi possivel, usando esta decomposicao,
estabelecer de uma forma deterministica operadores que podem ser usados para a separagdo dos mo-

dos de onda em tais meios.
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Nossa abordagem sugere um modo confidvel de se realizar migracdo em uma direcao para meios
VTI elésticos. Nossas formulas sdo generalizagdes do caso isotrépico e possuem um aspecto didatico
relevante uma vez que podemos agora comecar o estudo pelo caso mais geral VTI e considerar o caso
isotropico particularmente.

Por fim, as ideias expostas no presente trabalho possibilitam investiga¢des futuras, nos podemos
usar a teoria do Capitulo 4 em Migracao Reversa no Tempo, uma vez que podemos estudar a propa-
gacdos das ondas quasi-P e quasi-SV independentemente com o uso de termos de fontes apropriados.
A equagdo geral do transporte derivada no Capitulo 5 pode ser usada como ponto de partida para
estudos referentes a esplalhamento geométrico em meios VTI e polarizacdo de ondas em um meio
fracamente VTI. Além disso, as técnicas desenvolvidas nesta tese, que sdo derivagdes de formas ex-
plicitas e funcionais para descrever a equacdo da onda em meios que possuem anisotropias, podem

ser expandidas para meios HTI e TTL.
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Apéndice A: Solucao de Lamé para o Caso
Isotropico Elastico

Apresentamos a demonstracdo da solu¢do de Lamé para a equacdo da onda eldstica 3D em um
meio isotrépico homogéneo,
a—2u—1f+042V(v u) - [’V x Vxu (1)
o p ’
coma as condi¢des iniciais
u(x,0)=0 e u(x,0)=0. (2)

Esta demonstracdo pode ser encontrada em Pujol (2003) e Aki and Richards (1980). Ja foi mencio-
nado no Capitulo 3 que as quantidades « e ( representam as velocidades das ondas P e S respectiva-
mente. Além disso, o teorema de Helmholtz garante que existe um potencial escalar ¢; e um potencial
vetorial W tais que o termo de fonte f pode ser escrito como

f=Vo;+V¥; com V- -W¥;=0. 3)

Vamos verificar entdo que u € dado por

u=Vp+Vx9, “)
sendo que ¢ e W sdo tais que
02 9 1
ol Ap + ;¢f, (5)
0? 1
— U = 3°AV + ¥ 6
BTe B + Pt (6)
e
V-¥=0. ()

Integrando (1) duas vezes em relagdo ao tempo ¢, obtemos

t T t T
u = aQV/ dT/ V-udT'—BQVx/dT/ V x udr’
0 0 0 0

t T ¢f t T ‘I’f
+ V/ dT/ “dr' +V ></ dT/ —dr’. (8)
0 o P 0 o P
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Definindo os potenciais ¢ e ¥ da forma abaixo

t T

¢:a2// |:V-u—|—¢—f2:|d7'/d7' )
o Jo po

m—-ﬁQ// |:V><u——:|d7'd7' (10)

conseguimos garantir que u pode ser escrito na forma (4) e, usando (10) e (3), temos que a funcao W
satisfaz (7). Derivando (9) e (10) duas vezes em relacdo ao tempo obtemos

0 2 Or
0 2 vy
ﬁ = —5 V X u-+ 7 (12)
Aplicamos o operador divergente na equacio eldstica e assim obtemos a equagdo
0 2 )

e integrando duas vezes em relacdo a ¢ segue que

t T
V~u:A(a2// {v-ujﬁb—q dT’dT). (14)
0o Jo pa

Usando a defini¢do (9) vemos que

V-u=A¢ (15)
e, portanto, (11) se reduz a (5). Agora, aplicando o operador rotacional em (1) obtemos
2 v
%quzﬁzA(qu)—A(Tf), (16)

integrando, também, duas vezes em relacdo a ¢ obtemos

Taum-a (s [ [ [oru- ¥ air) m)

Vxu=—-AU, (18)

e desta forma

garantindo que (12) se reduz a (6). Este teorema modifica um problema complicado em dois outros
problemas mais simples. Do ponto de vista do fendmeno de onda significa que podemos estudar cada
modo de onda independentemente.



Apéndice B: Método das Caracteristicas

Neste Apéndice fazemos uma descri¢ao bastante resumida do método das caracteristicas visando
auxiliar o leitor ainda ndo familiarizado com este método. Optamos, seguindo Bleistein (1984), pela
demonstracdo para uma equacao diferencial parcial em duas varidveis principalmente pelo seu apelo
geométrico e didatico. O presente Apéndice pode ser generalizado para trés varidveis e sua versao
em 3D pode ser encontrada em Pujol (2003) e Cerveny (2001). A demonstracdo feita neste Apén-
dice foi baseada em Bleistein (1984) e pode ser encontrada neste livro, nesta referéncia existe uma
demonstracdao do método das caracteristicas no caso n.

Considere uma funcdo de duas varidveis u = u(x,y) e nosso objetivo é representar a solucéo de
uma equacgdo diferencial parcial de primeira ordem como uma superficie no espaco 3D, ou equiva-
lentemente por curvas de nivel em um plano. As duas representacdes possibilitam o estabelecimento
de métodos para obtencao de solu¢des para EDP’s de primeira ordem lineares ou nao.

Vamos, inicialmente, considerar a equacao

a(z,y, w)u, + b(x,y, u)u, = c(z,y,u). (19)

Quando as fun¢des a e b sdo independentes de u e a func¢do c € linear em u dizemos que (19) é uma
equacao linear de primeira ordem em u. Caso contrario dizemos que a equagdo € quasi-linear. Para
incrementos ao longo da superficie solu¢do temos

updr + u,dy = du, (20)

e esta equagdo possibilita visualisar que o vetor normal (u,, u,, —1) é perpendicular em cada ponto
a qualquer vetor tangente (d,, d,, du) a superficie solu¢do. A comparacdo de (19) e (20) sugere que
podemos expressar a solucdo como uma familia de curvas nas quais a dire¢do da tangente a cada uma
destas curvas € dada por (a, b, c). Estas curvas sdo denominadas curvas caracteristicas e desta forma,
a solugdo de curvas caracteristicas é dada por

2 == 21

a b c
Quando pensamos na superficie solu¢do v como uma familia de curvas de nivel no plano, estas
curvas sdo na realidade projecdes no plano das curvas caracteristicas que compdem wu. Tais curvas
de nivel sdao denominadas base de curvas caracteristicas, e algumas vezes sdo chamadas até mesmo
de curvas caracteristicas podendo, no entanto esta convengao causar confusdo. Na realidade podemos
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separar a equacgdo (21) em outras duas e escrevé-las como

dy b du

c
_c 22
dr a’ dr «a (22)

Se atribuirmos dois valores iniciais a y e u, podemos encontrar uma curva solu¢do com y e u
escritos em funcdo de x e outros dois valores iniciais. Tais valores serdo denominados de parametros
e ao fazermos variar este parametros podemos obter outras curvas solu¢des para o par de equagdes
dados em (22). A superficie solucao consiste de um subconjunto de um tnico parametro desta familia
de curvas que possuem dois parametros. Vamos supor de forma mais geral que procuramos uma
superficie solu¢do que passa pelas curvas

T = 1,(7), Y = yo(T), u = u,(T) (23)

e desta forma a superficie solucdo ird depender de um tnico parametro.

Afim de facilitar a solucdo de (21), introduzimos um novo parametro ¢ ao longo da curva caracte-
ristica. Levando em considerac@o as afirmagdes a respeito de (a, b, ¢) e (x,y, u) fica claro que existe
um pardmetro A tal que

(dy,dy,dy,) = Xa,b,c), (24)
e levando em consideracio o novo parametro o que foi introduzido temos
d, dy d,
- A = = 2
a Aa, a. Ab, a Ac, (25)

sujeito as condig¢des iniciais (23) quando o0 = 0. A escolha de \ € arbitraria, por exemplo se indicar-

mos 1
PR L (26)

entdo o € o comprimento do arco ao longo das curvas caracteristicas. Caso indiquemos

1
A= —— 27
a? + b?’ 7)
entdo o é o comprimento do arco ao longo da base de curvas caracteristicas. Em geral é conveniente
indicar p p p
A=1 Z =) < = \b - =\ 28
) do. a? da. Y do. c ( )

Uma superficie solug@o consiste de uma familia de pontos como dois parametros
x=xz(o,7), y=1y(o,7), u=u(o,7). (29)

Cada escolha de 7 constroi uma curva caracteristica, enquanto o varia ao longo desta curva. Evi-
dentemente a existéncia e unicidade de solugdes para as EDO’s serdo garantidas sob certas condi¢oes.
O método que foi descrito € conhecido como método das caracteristicas. Devemos ter em mente que
esta técnica ndo produz uma superficie solu¢do u(z, y), para obter isto, é necessdrio inverter as duas
primeiras equacoes em (29) com respeito a 7 € o e escré-las como fungdes de = e y, depois basta



APENDICE B: METODO DAS CARACTERISTICAS 69

inserir estas expressdes na terceira equagao de (29).
Considerando a equacgdo diferencial nao linear

F(z,y,u,p,q) =0, P = Uy, q = Uy (30)

Para garantir que a expressao acima se trata realmente de uma equacéo diferencial parcial é necessdrio
que as seguintes condi¢des sejam validas:

F,#0, F,#0. 31)

Vamos resolver a equacio (30), para tanto modificamos este problema transformando-o em dois pro-
blemas quasi-lineares e usamos o método das caracteristicas para resolvé-lo. Para pequenos incre-
mentos d, e d, temos

AF =0, (32)

portanto, temos que
F, +pF, +F,p, + Fop|Az + [Fy + ¢F, + Fyq, + Fyq,]Ay = 0. (33)
Vamos assumir que a solug@o deste problema € suficientemente suave, desta forma
Py = Ga- (34)
Como os incrementos em z e y sdo independentes, seus coeficientes precisam ser zero cada. Portanto

Fppw + Fppy = -F, —pF,
F,¢, + F,qy = —F, — ¢F,. (35)
Obtivemos um sistema simultaneo de equacgdes diferenciais parciais para p € q. A base de curvas

caracteristica para estas equagdes sdo as mesmas e as equagdes descrevem simultineamente a propa-
gacdo de p e g ao longo destas caracteristicas. Portanto, podemos escrever

d d d d
de _dy __dp ___dg 36)
F, F, F, + pF, F, + ¢F,
Calcula-se a mudanca em u ao longo desta base caracteristica da seguinte forma:
dx
du = pdx + qdy = [pF, + ¢F] (F_> , (37)
p
resulta que
d d d d d
== & 1 = (38)

F, F, F,+pF, F,+qF, pF,+qF,

De maneira andloga ao caso quasi-linear, € de grande ajuda para nés introduzir parametros o € A ao
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longo das caracteristicas. Assim , a equagdo anterior pode ser escrita como:

dx dy du
— = )\F — = )\F — = \pF F
do P do © do (PFy + F]
dp dq
— = —)\F, F.|, — = -)\F F.,|. 39

O valor de A € arbitrario e podemos escolher A = 1, além disso ndo entramos no mérito se o sistema
possui ou ndo solugdo. A teoria de EDO’s garante que (39) possui uma tnica solugdo sob certas
condicdes, as quais serdo detalhadas logo adiante.

Suponha que procuramos solugdes passando por

€r = xc)(T)? Y= yO(T)v U= UO(T)u (40)

e esta familia nos fornece o dado inicial para o = 0. Agora os dados p, € ¢, também s@o necessarios.
Estes dados iniciais devem satisfazer

F(20(7); 4o(7); o(T), o(T), 4o(T)) = 0
Uo(T) = Po(T)4 + Go(T)Yo (7). (41

Usamos (41) para obter os valores de p, € ¢,, que juntos com (23) formam os dados iniciais da equagao

(39). Uma condig@o suficiente para que possamos resolver o sistema em uma vizinhanc¢a de um ponto

T, onde conhecemos a solugdo é

O(F,ul)
9(p,q)

Se esta condi¢do vale para qualquer curva inicial entdo resolvemos a equacao ao longo da curva.

J, = ‘ £ 0. (42)




