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Introducao

O objetivo principal desta dissertagao é classilicar as imersoes isométricas paralelas
em formas espaciais, isto é, caracterizar as imersoes isométricas cujas segundas lurmas
fundamentais sdo covariantemente constantes.

Comecaremos esta dissertagido enunciando os conceitos e resultados basicos a serem
utilizados, destacando os teoremas Fundamental das Subvariedades e de Redugao da Co-
dimensdo de Erbacher. Daqui, encerraremos o primeiro capitulo com um resultado de
Moore sobre fatorizacao de imersdes.

No segundo capitulo definiremos as imersées paralelas, dai daremos uma caracte-
rizacdo geométrica destas imersdes devido a Ferus-Stritbing. A seguir, definiremos e clas-
sificaremos as imersoes umbilicas e seus produtos extrinsecos, e logo os mergulhos padrao
de R-espacos simétricos, e mostraremos que estas formam duas classes de exemplos de
imersoes paralelas.

No terceiro capitulo demonstraremos basicamente que as duas classes dadas acima
serao os blocos basicos que permitirdo construir todas as imersoes paralelas. Para isto,
iniciaremos o capitulo enunciando um Teorema de Unicidade de Reickzigel, com o qual
reduziremos o problema de classificacio das imersdes paralelas ao estudo de quando as
segundas formas fundamentais sao induzidas por estas imersdes. A partir daf trataremos
o problema usando Sistemas Triplos de Jordan (S.T.J.). De acordo com isso, obteremos
primeiro a classificagdo das imersées paralelas minimas em relagio dos S.T.J., e a seguir

obteremos um teorema classificatério que essencialmente diz:

Toda imersdio paralela f : M™ — Q"™ (¢) de uma variedade Ri-
emanniana n-dimensional M coneza em Q™"t™(c) é a composicdo de
um produto de imersées minimas paralelas com um produto extrinseco
de subvariedades umbilicas. Em particular, se M é irredutivel entio f
€ umbilica quando ¢ < 0 ou é um mergulho padrio de um R-espago

simétrico quando ¢ > 0.
Com este teorema atingiremos nosso objetivo de classificacio das imersoes parale-

las. Os pré-requisitos a leitura desta dissertacio estio essencialmente contidos nos trés

primeiros capitulos da referéncia [C].
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CAPITULO 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é fixar a nomenclatura a ser utilizada ao longo desta dis-
sertagdo. Portanto, na segdo 1 deste capitulo comegaremos introduzindo os conceitos e
nogdes basicos da teoria das subvariedades, que sdo necessarios para obtermos as férmulas
de Gauss e Weingarten, e baseadas nelas derivaremos as equagdes fundamentais de uma
imersao isométrica, isto €, as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci. Ja que, nesta dissertagao
estamos interessados em classificar certa classe de imersdes isométricas em formas espaci-
ais, daremos na se¢do 2 uma pequena atencao nos modelos cldssicos de formas espaciais,
além disso, veremos algumas importantes subvariedades destes modelos.

Finalizaremos este capitulo apresentando nas segdes 3, 4 e 5 os teoremas Fundamen-
tal das Subvariedades, de Redugio da Codimenséao e um devido a Moore sobre fatorizagao

de imersoes, respectivamente.

1. Notagoes e Definigoes Basicas

1.1 Definigdo. Sejam M™ e M™™ duas variedades diferenciaveis de dimenséo n e n+m,
respectivamente. Seja f : M® — M™™ uma imersio. Suponhamos que M possua uma
métrica Riemanniana (,) ;. Ent3o f induz de maneira natural uma métrica Riemanniana
(,)m sobre M, chamada métrica induzida por f e dada como segue: Para cada p € M,

definimos um produto interno sobre T,M dado por

(1) (x’y)P = (f,,(l‘), f*(y))f(P) ) v z,y € TPM

onde f, € a diferencial de f em p.

Daqui, a imersao f sera chamada uma imersdo isométrica, ou seja, f é uma imersao
entre variedades Riemannianas a qual verifica (1) para todo ponto de M.

Denotaremos por D(M) ao anel de todas as fungées diferencidveis a valores reais da

variedade Riemanniana M e por X (M) ao D(M )-moédulo de todos os campos diferencidveis
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de vetores tangentes a M.

De agora em diante f: M™ — M™™ serd 1ma imersiao isométrica.

1.2 Definigdo. Um campo de vetores X ao longo de f é uma aplicagio X : M — TM,
de M no fibrado tangente de M tal que # 0 X = f, onde # : TM — M é a projegio.
Assim, X associa a cada p € M um vetor X (p) tangente a M em f(p), e X é diferencidvel
se para cada g € D(M), X(g) € D(M), onde X(g)(p) = X(p)g.

Denotaremos por X(f) o conjunto de todos os campos diferencidveis de vetores ao
longo de f. Observa-se claramente que para cada Y € X(M), a restricio Y|y :=Yo f
estd em X(f).

Por outro lado, como f é uma imersio, segue-se que para cada p € M, existe uma
vizinhanga U de p tal que f(U) é uma subvariedade mergulhada de M. Daqui, podemos
identificar U com f(U) e cadav € T,U =T,M, q € U, com f.(v) € Tf(q)]fl. Assim, T,M
sera um subespago de Tp]\;[. Dai, o produto interno em Tp]\? dado pela métrica de M

decompée T, M na soma direta
T,M = T,M & T,M*, (2)

onde T, M* (também denotado por v,(f)) é o complemento ortogonal de T,M em T,M.

1.3 Definigdo. Os vetores de T,M* sao chamados vetores normais a f (ou M) em p.
Claramente, para cada p € M,dimT,M* = m, onde este nimero é chamado a codimensdo
de f.

De (2) segue-se que todo vetor z € T,,M ,P € M, pode ser expresso de maneira tinica

como segue:
2= ()1 + (=),
onde (z)T € T,M e (2)* € T,M*, resultando daf projecdes ortogonais
() T,M > T,M e ()':T,M— T,M*,
as quais sao obviamente IR-lineares.
1.4 Definigdo. Diremos que um campo de vetores X € X(f) é tangente ao longo de f

(ou M) se para cada p € M, X(p) € T,M. Além disso, diremos que um campo de vetores

n € X(f) é normal ao longo de f (ou M) se para cada p € M, y(p) € T,M*.

2



Denotaremos por X(f)7 o conjunto de todos os campos diferencidveis de vetores
tangentes ao longo de f e por ¥(f)! o conjunto de todos os campos diferenciiveis de
vetores normais ao longo de f. Claramente X(f)T,X(f)* e X(f) sdo D(M)-médulos e
X(£)T,x%(f)* sdo submédulos de X (f).

Agora aplicaremos a cada X € X(f) as projegdes ortogonais (-)T e (-)* em cada
ponto de M, assim, obtemos campos de vetores (X)7 € X(f)T e (X)t € x(f)L, (a
diferenciabilidade destes campos verifica-se usando sistemas de coordenadas adaptados).

Resultam dai as projegées ortogonais
OF %) = X¥(HT e () X(f) = x(f)*
as quais sao D(M)-lineares e a identidade X = (X)T + (X)*, é uma conseqiiéncia dada
da soma direita de médulos
X(f)=x(NHTex(N)*. (3)
Observemos que no caso de f ser um mergulho X (A7) é isomorfo a X(f)T. De agora

em diante, no caso geral de f ser uma imersido isométrica usaremos X(M) em vez de
X(f)T e denotaremos X(f)t por X(Af)*.

1.5 Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel. Um k-fibrado vetorial sobre M é
um par (E,7), onde E é uma variedade diferenciavel e 7 é uma aplicagao diferenciavel de

E sobre M tal que, para cada p € M, estdo satisfeitas as seguintes condigdes:
(i) =Y p)={2 € E: m(z) = p} é um espago vetorial k-dimensional; e

(ii) existe uma vizinhanca U de p em M e um difeomorfismo ¢ : U x IRF — 7=~ Y(U)
tal que, para cada ¢ € U, a aplicagio v — ¢(q,v) é um isomorfismo linear de IR

sobre 71(q).

Na literatura usa-se a seguinte terminologia para os objetos envolvidos na definicio
(1.5): M é a variedade base, E é a variedade total, 7 é a proje¢do, 7' (p) é a fibra sobre

p, IR* é a fibra padrdo, e ¢ é a carta fibrada.

J& que a decomposicdo em (2) varia diferencialmente com p € M, obtemos um

fibrado vetorial TAM+ := U T,M?* sobre M chamado o fibrado normal de f. (que as
pEM
vezes sera denotado por v(f)).



Verifiquemos que (TM*,7) é de maneira natural um m-fibrado vetorial sobre M,
onde 7 é a projecio que leva cada T,ML em p. Com efeito. para cada p € M, existe
um referencial de campos normais #;,...,n, definidos em alguma vizinhanga U de p

em M, isto é, campos tais que, para cada ¢ € U, 11(q),...,nm(q) formam uma base
ortonormal de T,M1. A férmula ¢(q,a1,...,an) = Za;Ei(q) define uma aplicagio
i=1

¢ :Ux IR™ — n~1(U) que é claramente injetora. Como conseqiiéncia disto obtemos uma
familia de aplicacGes injetoras ¢'s. Daqui, tornamos 7'M+ numa variedade diferencidvel
com sistema de coordenadas locais em (p, v) dado por (¢ xid)o¢~! : #~}(U) — IR* x R™,
onde ¢ : U C M — IR" é um sistema de coordenadas locais de M em p e i:d : R™ — IR™
é a aplicacdo identidade. Segue-se facilmente que as aplicagdes ¢'s sdo as cartas fibradas

que tornam TM* num fibrado vetorial sobre M. g

1.6 Definigdo. A soma de Whitney dos fibrados vetoriais (E',7;) e (E?, ;) so-
bre uma variedade diferencidvel M é dada pelo par (E' @, E? m @, ®;), onde
E' @, E? := {(e1,€2) € E' x E? : mi(e1) = moer)} e mi @y 7 : E' D, E?2 - M é a
projecao dada por

T @y, T2(er1, €2) = mi(er) = ma(ey).

Claramente a soma de Whitney é um fibrado vetorial sobre M.

Ja que, para cada imersio isométrica f : M™ — M™™, temos os fibrados vetoriais

TM e TM* sobre M, pela definigao (1.6), podemos considerar a soma de Whitney

T™M &, TM*. (4)

1.7 Observagdo. Seja f : M™ — M™™ uma imersio isométrica. Entdo o seguinte

conjunto
{(p,v) € M xTM : f(p) = #(v)}, (5)

onde 7 é a projecéo de T'M sobre M, é um fibrado vetorial sobre M o qual é isomorfo ao
fibrado vetorial dado em (4).

Na literatura o fibrado vetorial dado em (5) é chamado o pull back de TM pela de
f, e é denotado por f*(TM).



1.8 Definigdo. A menos de isomorfismos o fibrado vetorial em (4) sera chamado o
fibrado vetorial induzido por f.

A seguir fixaremos as notacoes dos objetos mais importantes obtidos a partir de
uma dada imersio isométrica f : M™ — M™™ as quais serdo utilizadas ao longo desta
dissertagao.

Denotaremos com V e V as conexdes Riemannianas de M e M, respectivamente.
Seja p € M fixo e dado X € X(M) e Y € X(f), seja c:] — €,e[—~ M uma curva tal que
c'(0) = X(p). Entdo definimos

@xv)p)={2v}

D ~ .
onde =Y é a derivada covariante em M de Y pensada como um campo ao longo da

dt

curva f o c. Se nos restringirmos a uma vizinhanca U de p tal que f|y é um mergulho,
identificando U com f(U) C M, Y se extende a um campo em uma vizinhanga U de p

em M e, médulo as Sbvias identificacdes, temos que
(VxY)(p) = VY-

Por isso usamos de agora em diante a mesma notacdo V = V. Por outro lado, V é

chamada a conezdo induzida por f.

1.9 Observagao. Se X € X(M) e Y,Z € X(f), entdo
a) VxY € D(M)-linear em X.
b) VxY é R-linear em Y.
¢) Vx(§Y)=X(9)Y +gVxY , Vge DM), onde i extensio local de g.
d) [X,Y]=Vy¥ - VyX.
e) X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,Vx2).

Do anterior podemos observar que quando X,Y € X(M), VxY néo sera, necessa-
riamente, um campo de vetores tangentes a M, mas estd sempre em X(f). Portanto,

é natural a pergunta: que sio (VyxY)T e (VxY)L 7 A resposta a isso estd nas duas



seguintes proposigoes.

1.10 Proposigio. Seja f: M™ — M™™ wma imersio isométrica. Se X,Y € X(M)
entdo

VxY = (VxY)T, (6)

onde V € a conexdo de Levi-Civita de M.

Demonstragao: Ji que, a conexido de Levi-Civita V de M estd completamente caracte-

rizada pela formula de Koszul dada por

2AVxY,Z) = X(Y,Z)+Y(Z X)- Z(X,Y)
— (X, [Y,Z)) + (Y, [2, X]) + (Z,[X,Y]),

onde X,Y,Z € ¥(M). Portanto, para provar (6) é suficiente provar a seguinte igual-
dade (VxY,Z) = ((VxY)T,Z) para todo X,Y,Z € X(M). Com efeito, extendamos
localmente os campos X,Y,Z € X(M), a campos X,Y,Z € X(M), respectivamente.
Entdo a parte direita da férmula de Koszul a denotaremos por F(X,Y,Z). Assim, a
formula de Koszul nas extensées fica: (V~7 X1~/,Z~) =F ()~( ,Y,Z). Daqui, a restricio a M
de (V3Y,Z) serd (VxY,Z). Logo podemos mostrar que F(X,Y,Z)y» = F(X,Y, Z).
Assim, (VxY,Z) = (VxY,Z). Mas ViV = (VxY)T + (VxY)t e (VxY), 2Z) = 0.
Portanto, (VxY,Z) = ((@XY)T, Z). Daqui, podemos concluir que (@)T define a conexao

Riemanniana de M relativa & métrica induzida por f. g

1.11 Proposigdo. A fungdo a: X(M) x X(M) — X(M)* definida por
a(X,Y) = (VxY)*, (7)

€ D(M)-bilinear simétrica e serd chamada o tensor segunda forma fundamental de f (ou

simplesmente segunda forma fundamental de f).

Demonstragéo: Ji que, VxV é D(M)-linear em X e IR-linear em Y, portanto
também. Para g € D(M),

Vx(gY) = X(9)Y +¢VxY.
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Como Y é tangente a M, e a projecio normal é D(M )-linear, temos que
o X,gY) = (Vx(gY))* = g(VxY)* = ga(X,Y).
Assim, a é D(M)-bilinear. Finalmente, a é simétrica, pois

o(X,Y) - a(Y,X)=(VxY = VyX)t = ([X,Y])' =0. g

A seguir, daremos algumas definigoes e lemas que nos permitirdo visualizar melhor

os objetos definidos anteriormente.

1.12 Definigao. Um campo de tensores A de tipo (r,s) (r, s inteiros ndo negativos) em
uma variedade M é um tensor sobre X (M), isto é, uma fungio A : X*(M) x X(M)* —
D(M) que é D(M)-multilinear, onde X¥*(M) é o médulo dual de X(M) e X*(M)" (resp.
X(M)*) denota o produto cartesiano de X*(M) r-vezes (resp. ¥(M) s-vezes).
Denotaremos por S7(M) ao conjunto de todos os campos tensoriais em M do tipo

(r,s). Claramente §}(M) é um D(M)-médulo. Para r = s =0, SY(M) := D(M).

Veremos agora que um campo tensorial A de tipo (r,s) em M pode ser visto como
um campo em M associando um valor A, em cada ponto p € M. O fato essencial é

quando A é avaliada sobre 1-formas §'’s, e campos de vetores X,’s, nés obtemos uma

funcao de M a valores reais
A0',....07, X,,...,X,) € D(M).

O valor desta fungao num ponto p € M nao depende inteiramente de cada 1-forma e
campo de vetores — ou ainda de seus valores sobre uma vizinhanga de p - mas somente

de seus valores no proprio p. Formalmente, isto é traduzido nos seguintes Lemas:

1.13 Lema. Se qualquer uma das 1-formas 0,...,0" ou qualguer um dos campos de

vetores X1,...,Xs € zero em p € M, entdo A(8,...,0, X,,...,X,)(p) = 0.

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor por exemplo que X,(p) = 0.

Assim, dado um sistema de coordenadas locais (z',...,z") numa vizinhanga U de p em



M, temos que X, Za,ax, sobre U, onde a; = X,(z') € D(U) para cada . Portanto,

dada uma funcéo ¢ E D(]\I) definida como segue: 0 < g(x) < 1 para todo 2 € M,
e ¢ = 1 em alguma vizinhanga de p com suporte (g) C U, temos que para cada z, a
fungio ga; € D(M) e similarmente a fungao 95%- € X(M), onde para cada ¢ € M,
(9ai)(9) = 9(9)ai(g) € R e (952)(9) = 9(a) 5 (q) € T, M. Daf:

FA0,...,X,) = A(ol ..,g2X)

3}
= X:g(z,ga : Zga A9 .,g—a—;).

Portanto, avaliando a férmula acima em p, obtemos que A(',..., X,)(p) = 0, pois, pela

escolha de g, g(p) = 1 e cada a;(p) = 0, devido a que X,(p) = 0. n

1.14 Lema. Sejam p € M ¢ A € S3(M). Sejam 0*,...,0" ew',... ,w" em X*(M) tais
que 0'(p) = w'(p), para cada it = 1,...,7r, e sejam Xy,..., X, e Y1,..., Y, em X(M) tais
que X;(p) = Y;(p), para cada j =1,...,s. Entdo

AL, 07, X1y, X (p) = AW, .. w", Vi, Y ().

Demonstragao: Por simplicidade suponhamos que » = 1 e s = 2, e consideremos a

seguinte identidade:

A0, X1, Xp) — AW, 11, Ya) = A(0 — w0, Xy, Xp) + A0, Xy = Y4, X)
+ A(0', X, X, — Y5).

Ja que, por hipétese 8! — w! Xl —Y;, X, —Y, anulam-se no ponto p € M, aplicando
o Lema (1.14) podemos concluir que A(6', X,, X5)(p) = A(w!, Vi, Y2)(p).
Para obter a prova geral do Lema (1.14) deve-se extender de maneira natural a iden-

tidade dada acima para o caso em que r e s sio arbitrarios. g

Segue-se imediatamente do Lema (1.14), que um campo tensorial A € SL(M) possue
um valor A, em cada ponto p € M, a saber, a fungdo R-multilinear A, : (T,M*)" x
(T,M)* — IR definida como segue: Se a',...,a" € T,M* e ay,...,2, € T,M, entao:

AP(ala'"3ar’x11---aws) = A((]‘,...,OT,.\',,...,XS)(])),



onde ¢ é 1-forma qualquer em M tal que #(p) = a’,1 < i < r, e X; é um campo de
vetores qualquer em A tal que X;(p) =2, 1 <j <s.
Pela definigao a seguir poderemos considerar um campo tensorial A € $%(Af) como

um campo que associa diferencialmente a cada p € M um tensor A,.

1.15 Definigdo. Para » > 0,5 > 0, uma fungao K-multilinear A : (V*)" x V* — K é

chamada um tensor de tipo (r,s) sobre V, K-médulo, onde X é um anel.

Agora generalizaremos a definigao (1.12), trocando somente o codominio D(M) da
fungido A pelo conjunto I'°(FE) das segoes diferencidveis do fibrado vetorial (E, ) sobre
M, o qual é um D(M)-mddulo. A maioria dos resultados acima se adaptam bem a este
caso, em particular o Lema (1.14). Portanto, o tensor segunda forma fundamental da
imersao isométrica f : M™ — M™™ o : X(M) x X(M) — X(M)*, é um campo de tenso-
res mais geral, uma vez que, [**(TM1) = X(M)* e a fibra de TM* em p é T,M*. Entio
o Lema (1.14) generalizado dd como valor de @ em p uma funcdo IR-bilinear simétrica
a, : T,M x T,M — T,M* que é chamada o tensor segunda forma fundamental de f em
p e é dada por ay(z,y) := a(X,Y)(p), onde X,V sido qualquer par de campos vetoriais

tangentes a M tais que X(p) =z e Y(p) =y.

No caso de M ser uma subvariedade isométrica de M, isto é, a imersdo f é um mer-
gulho isométrico de M em M, podemos dizer que a geometria usual de M é chamada de
geometria intrinseca para dar énfase que é independente do fato que M se realiza em M.
Por outro lado, euristicamente falando, a geometria extrinseca de M é aquela que é vista
por observadores em M. Formalmente: Sejam A e N duas subvariedades isométricas de
Me N, respectivamente. Entao, uma isometria ¢ : M — N tal que ¢|ps é uma isometria
de M sobre N é chamada uma isometria de pares (quando M = N, ¢ é chamada uma
congruéncia de M sobre N). Portanto, as caracteristicas de M que sao preservadas por

tais isometrias de pares — e ndo pertencem a sua geometria intrinseca - constituem a

geometria extrinseca de M.

1.16 Exemplo. O tensor segunda forma fundamental de uma subvariedade isométrica

M™ de M™*™ é um invariante extrinseco. Em particular, para n = 3, se considerarmos



um pedaco de folha de papel como subvariedade isométrica de IR3, entao @ = 0 quando
a folha € plana mas nao é nula quando é curva. De acordo com isso, temos a seguinte

proposigao.

1.17 Proposigdo. Uma isometria de pares ¢ : (M, M) — (N, N) preserva o tensor

segunda forma fundamental da subvariedade isométrica M de M, isto €,

bu(ap(2,y)) = ay(p)(du(2),6u(y)) , Yo,y LM e pe M.

Demonstragao: Sejam X,Y € X(M). Entdo devido a que a restrigio ¢|pr : M™ — N
é um difeomorfismo, temos que @.(X), ¢.(Y) € X(N). Ja que, ¢ : M — N pre-
serva conexdes, segue-se que ¢.(VxY) = Vy x)(¢.(Y)). Por outro lado, para cada
ponto p € M, a isometria linear ¢, : Tp]\~1 — Td,(p)]v leva T,M em T,N, e daqui,
T,M* em T,Nt. Assim, ¢, preserva componentes tangentes e normais. Portanto,

$((X,Y)) = ¢ (VXY = (VY = (Vo) (8(Y)))E = a(6u(X),4.(Y)). uw

Seguindo agora com o objetivo desta segiao, seja f : M™ — M™™ uma imersio

isométrica. Das proposigoes (1.10) e (1.11), obtemos a formula de Gauss

V¥ = Vx¥ + a(X,Y), (8)
N~ Ne———r
tangente a M normal a M

onde X,Y € X(M).

A seguir, obteremos a férmula de Weingarten. Para isto, sejam X € X(M) e n €
X(M)*. J& que, Vxn € X(f), segue-se de (3), que

V= (Vxn)T + (Vxn)*. (9)
Daqui, denotamos a componente tangencial de (9) por —A,X, ou seja,
An(X) 1= (V)T (10)

Assim, obtemos uma fungio A : X (M) x X (M) — X(M) dada por (10), a qual é D(M)-
linear na primeira varidvel e IR-linear na outra. Esta funcio serd chamada o operador de
Weingarten de f.
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A importancia deste operador padrao de f esta na seguinte proposigao.

1.18 Proposicao. O tensor sequnda forma fundamental e o operador de Weingarten de

f verificam a seguinte equagao

(O'(X,Y),W) = (An(“()ay)’ (11)

onde X,Y € X(M) en € X(M)*.

Demonstracio: Sejam X,Y € X(M) e n € X(M)*. J4 que, (n,Y) =0, entdo
(Vxn,Y) + (n,VxY) = 0.

Daqui, pela férmula de Gauss, temos que

(Vxn, YY)+ (1, VxY + a(X,Y)) = 0.
Assim, usando a bilinealidade e a simetria do tensor métrico, e o fato que VxY € X(M),

podemos concluir que

(Vxn,Y)+{(a(X,Y),7) =0. g

O operador padrio de f, para cada 5 € X(M)* induz um campo de tenso-
res A, : X(M) — X(M), o qual é auto-adjunto (isto é, (A,(X),Y) = (X,A,(Y))
para todo X,Y € X(Af)), e da generalizagdo do Lema (1.14), segue-se que para cada
pEM, Ay : T,M — T,(M) é um operador linear dado por A,,)(z) = —(Ven)t, para
todo z € T,M.

1.19 Definigao. De acordo com o anterior cada campo de tensores A, serd chamada

uma aplicagdo de Weingarten segundo o campo normal n.

A seguir denotaremos a parte normal de (9) por V%9, isto é,
Vi = (V). (12)

Assim, obtemos uma fungéo V* : X(M) x X(M)* — X(M)* dada por (12), a qual é uma

conexdo métrica sobre o fibrado normal TM*, de acordo com a seguinte definicao:
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1.20 Definigao. Uma métrica Riemanniana {,) num fibrado vetorial (F,7) sobre uma
variedade diferenciavel M é uma funcio (,) : I'°(E) x I'°(E) — D(M), que é D(M)-
bilinear, simétrica e positiva definida. Um fibrado vetorial (E,n) sobre M com uma

métrica Riemanniana fixa é chamado um fibrado vetorial Riemanniano.

1.21 Definigdo. Seja (E,7) um fibrado vetorial riemanniano sobre M. Entio uma
conerdo métrica sobre E é uma fun¢io V : X(M) x I'*(F) — I'°(FE), que verifica as

seguintes propriedades:
(i) Vxn é D(M)-linear em X e IR-linear em 7,
(i) Vx(fn) =fVxn+X(/)n, feDM),

(iii) X (7,€) = (Vxn, &) + (1, Vx€), V1,6 € I™(E).

As propriedades (i) e (ii) nos dizem que V é uma conexdo sobre E, e a propriedade

(iii) nos diz que V é métrica.

As propriedades (i)-(iii) para V1 seguem facilmente das propriedades da conexido V
e da proje¢io (-)*. Chamaremos de conexrdo normal de f & conexdo métrica V1 sobre

TM* dada acima, e diremos que V%7 é a derivada covariante normal de 7 com respeito

aX.

Agora, juntando as defini¢ées do operador padrido e da conexao normal de f na

férmula (9). Assim, obtemos a fdrmula de Weingarten

Vxn= -A(X) + Vin , (13)
e —— e~
tangente a M normal a Af

onde X € X(M) en € X(M).

Para chegar nas equagdes fundamentais de uma imersao isométrica necessitamos
introduzir duas nogoes de curvatura.

Em primeiro lugar, introduzimos a curvatura de uma variedade Riemanniana
M™, n > 2, como sendo um campo de tensores R : ¥(M)*> — X(M) em M dado por

R(X,Y)Z :=VxVyZ - VyVxZ -V xyZ, (14)
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onde V é a conexdao Riemanniana de M e X,Y,Z € X(M).

Pelo Lema (1.14) generalizado, podemos considerar R como uma funcdo Iit-
multilinear sobre vetores tangentes individuais. Se x,y € T,M,p € M, o operador li-
near R(z,y) : T,M — T,M dado por R(z,y)z := R(X,Y)Z(p), onde X,Y,Z € X(M) e
X(p) =2,Y(p) =y e Z(p) = z, é chamado de operador curvatura em p.

Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o de T, M, escolhemos z,y € o
(R(z,y)y, )

(:L',:r)(y,y) N (:I:,y)Z
depende de = e y mas somente do plano ¢ por eles gerado. Portanto, definimos K (o) a

nao

linearmente independentes. Entdo é simples ver que, K(z,y) =

curvatura seccional do plano o por
K(o) := K(z,y).

Podemos entao dizer que a curvatura seccional I{ de M é uma funcédo a valores reais

do conjunto de todos os planos o que sao tangentes a M.

Introduziremos agora um tensor no fibrado normal de uma imerséo isométrica f :

M™ — M™*™ em termos da conexdo normal V+ de [, o qual chamaremos tensor curvatura

normal de f e sera dado pela fungao % : X(M) x ¥(M) x X(M)* — X(M)* definida
por

RY(X,Y)n:=V3Vyn— VxVin — V[J;\,,Y]n, (15)

onde X,Y € X(M) e n € X(M)L. Claramente, R é uma aplicagio D(M )-multilinear e

portanto um campo de tensores.

A geometria local da imersio isométrica f : M™ — M™™ se decompde em duas geo-
metrias, uma do fibrado tangente (intrinseca) e uma outra do fibrado normal (extrinseca).
Estas geometrias se relacionam através do tensor segunda forma fundamental de f e pelas

trés equagoes que passamos a derivar a partir das férmulas de Gauss e Weingarten:

Primeiro acharemos a equagdo de Gauss de f. Sejam X,Y,Z € X(M). Entio

VxVyZ = Vx(VyZ+aY,Z))=VxVyZ + Vy(a(Y,Z))
= VaVyZ+a(X,VvZ) = Auyz)(X) + Vi(a(¥, Z)).
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Analogamente
VyVxZ = VyVxZ+a(Y,VxZ) = Aux.(Y) + Vi (a( X, Z)),
também
v[x,y]Z = V[X,y]Z + CY([X, Y], Z).
Portanto, para o tensor curvatura Riemanniana R de M, temos que
RX,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ - VixyZ
VxVyZ —-VyVxZ — V[X,y]Z + a(X, V)/Z)

- O.'(Y, VAZ) e a([X, Y],Z) - Aa(y'z)(}()
+ Aax,2)(Y) + Vi (a(Y, 2)) = Vi (o X, 2)).

It

Tomando agora o produto interno de R(X,Y)Z, com W € X(M), obtemos que

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) = (Aa.z)(X), W)
+ (Aax,2)(Y), W)

Dai, tiramos a equa¢do de Gauss de f

(R(X, Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)~ {(a(X,W),a(Y,Z)) (16)
+ (X, Z),a(Y,W)). O

Em particular as curvaturas seccionais K e K de M e M, respectivamente, estao relacio-

nadas por (16) como segue:

K(z,y) = K(z,y) — (a(z,2), (v, %)) + (2, y)I[,

onde z,y € T,M sao ortonormais e p € M.

A seguir acharemos a equa¢io de Codazzi de f. Para isto, tomamos a componente

normal de R(X,Y)Z onde X,Y, Z € X(M):

(R(X, Y)Z)l = ao(X,VyZ)—-a(Y,VxZ7Z) - 0'([.\’, Y], 7))+ Vj{(a()-", Z))
~ Vi(a( X, 2)),
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ou seja,

(R(X,Y)Z)* = Vi(a(Y,2)) - ao(VxY,Z)— ofY,VxZ) (17)
— Vi(a(X, 2)) + (Vv X, Z) + a(X, Vy Z).

1.22 Definigao. Seja M uma variedade Riemanniana. Sejam X € X(M) e 8: X(M) x
X(M) — X(M), uma aplicagao D(M )-bilinear simétrica. A derivada covariante do tensor
f na diregdo X é a funcio D(M)-bilinear simétrica Vx 3 : X(M) x X(M) — ¥(M)* dada
por

(VxB)(Y, Z) = VE(B(Y, 2)) - B(VxY, Z) - B(Y,Vx Z) (18)

para todo X,Y € X(M).
De acordo com a definigao (1.21) podemos derivar covariantemente o tensor segunda

forma fundamental de f. Assim, obtemos de (17) a equagdo de Codazzi de f

(R(X,Y)Z)* = (Vxa)(V,Z) ~ (Vya)(X,Z). O (19)

Acharemos agora a equagdo de Ricci de f. Para isto, consideremos o tensor curvatura
Rde M, XY € X(M) e n € X(M)*. Calculemos R(X,Y)n como segue:
RX,)Y)y = ~VxA,(Y) - a(X,A,(Y)) - AV‘L,”(X) + Vi Vi
+ Vy Ay (X) + a(Y, 4,(X) + Ay, (V) = ViV
+ A,([X,Y]) - Vﬁ\-,nv-
Tomando agora o produto interno de R(X, Y)y com £ € X(M)t, obtemos a equagdo de
Ricci de f
(R(X,Y ), €) = (RY(X, Y )n,€) — ([An, A X, Y), (20)
onde [Ap, Ag]X = Ay(Ag(X)) — Ag(Ay(X)).
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2. Espacgos de curvatura constante

2.1 Definigao. Diremos que uma variedade Riemanniana M possue curvatura constante
¢ se a curvatura seccional K de M é a funcdo constante c.

Vejamos como ficam as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci dadas na se¢ao 1 deste
capitulo, no caso em que M é uma variedade Riemanniana de curvatura constante c. Ja

que, o tensor curvatura Riemanniana R de M é dado por

RX,V)Z = (X, 2)F — (7, 2)X), (1
para todo, X,Y,Z € X(]\}). Entéo, para X,Y, Z,W € X(M) e n,£ € X(M)*, temos que
a equagao de Gauss fica:

(R(X,Y)Z,W) = c{(X,2Z)(Y,IV) — (X, W)(Y, Z)} (2)
— (X, Z),a(Y, W) + (al X, W), alY, 2)),

a equagao de Codazzi fica:
(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z), (3)
pois, (R(X,Y)Z)* = 0, e por iltimo, a equacio de Ricci de f fica:
(BHX,Y)n,€) = ([Ay, A X, Y), (4)

pois, _ft’(X, Vin=0. 0O

Nesta dissertacio estamos interessados em classificar em detalhes uma classe espe-
cial de subvariedades imersas emn uma variedade Riemanniana N-dimensional completa
simplesmente conexra com curvatura seccional constante ¢, a qual denotaremos por Q™V(c).
Na literatura Q™ (c) é chamada de forma espacial.

A seguir, daremos uma pequena atencao & geometria de Q"V(c).

Comecaremos dizendo que a geometria de QV(c) é Euclideana se ¢ = 0 e nao-
Euclideana se ¢ # 0. No caso ¢ > 0, é chamada Esférica e para ¢ < 0 é chamada
Hiperbolica.

E importante destacar que Q™(c) é determinada unicamente a menos de isometrias

(ver [C] pag. 163). De acordo com isso, construiremos os modelos classicos da geometria
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esférica e hiperbdlica que usaremos ao longo desta dissertagio. Além disso, em cada caso
daremos a métrica, suas isometrias e algumas subvariedades completas de curvatura sec-

cional constante.
Caso ¢ > 0, QV(c) sera essencialmente o seguinte modelo:

2.2 Modelo da N-esfera. Este modelo é obtido considerando a esfera N-dimensional
de RN*! com centro na origem e raio 1/+/c, ou seja, SV(c) := {p € RN*': (p,p) = 1/c},
e a métrica de SN(c) é induzida pela aplicagio inclusio.

As isometrias de S™(c) sao as restricdes das transformacdes lineares ortogonais de
IRN*1 a4 SN(c). As subvariedades totalmente geodésicas, isto é, com segunda forma funda-
mental nula em SV (c) séo as esferas maximas obtidas interseptando SV (c) com qualquer

n-plano de IRN*! que passe pela origem. Elas tem dimensdo n — 1 e sdo completas.

Caso ¢ < 0, QV(c) seré essencialmente um dos trés modeclos classicos que passamos

a descrever.

2.3 Modelo do semi-espago de Poincaré. Este modelo é obtido considerando no
semi-espaco IRV ~! x IR, de IRV, a seguinte métrica
8ij

gij(z1,...,2N) = 7 Vij=1,...,N.

Com esta métrica g;; que é conforme & métrica usual de RN, HN(c) := (RN~' x Ry, g;;)
torna-se uma forma espacial, onde ¢ é a curvatura seccional constante e N é a dimensao
de HN(c). (Ver [C] pag. 160).

As isometrias de HV(c) sdo as restrigdes das transformacdes conformes de RN a
H"(c) que levam H"(c) sobre si mesmo. No caso N = 2, estas transformagoes sio as
funcoes holomorfas ou antiholomorfas com derivada nao nula, e para N > 3, o Teorema
de Lioville nos diz quais sdo. (Ver [C] pag. 168). As subvariedades totalmente geodésicas
de HN(c) sdo as intersegdes dos n-planos de IRV ortogonais a fronteira de H™(c), que
denotaremos por H™(c), com H™(c), ou sio as intersecoes das n-esferas de RN, com
centro em JHY, com H"(c).
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2.4 Modelo do espago hiperbdlico da bola. Este modelo é obtido considerando

N
c=—1,abola BN := {(z1,...,2n) € RV : Y _a? < 4}, e a métrica

=1

)

i Vij=1,...,N.

(1- i(:zlxz))z

Este modelo é isométrico a H™(—1); basta considerar a isometria f : BN — HN(-1)
4(p —
dada por f(p) = H - (0,...,0,1), para todo p € BV, onde p, = (0,...,0,-2).
— Do
(Ver [C] pag. 17T).

hij(zy,...,aen) =

2.5 Modelo Lorentziano. Seja ILV*! := (IRN*1,{(,)), onde (,) é a forma bilinear néo

degenerada dada por

(x,y) = ~Toyo+ T1p1 + ... +anyn , Va,y € RVTL

Esta forma é chamada de métrica Lorentziana. O modelo lorentziano é dado pela seguinte

hipersuperficie de LV +!
H‘fv = {p=(20,...,2n5) € LN*' : (p,p) = 1/c, 2o > 0},

junto com a métrica Lorentziana restrita a I7Y, observamos que é positiva definida e
portanto define uma métrica Riemanniana sobre N com a qual torna-se uma forma
espacial.

Este modelo no caso HY| ¢é isométrico ao disco aberto DV = {(uo,...,uy) € RVt :
N

ug = 0, Z ul < 1}. J4 que, basta considerar a seguinte isometria f : HY, — DV definida
k=1

como segue: Cada p € HY, é ligado a po = (—1,0,...,0) por uma reta 7, entao f(p) é a

intersecio de 7 com DV. (Ver figura (1)).

45;;

N PAVE
. . (1 - AZk:l uk)
com a qual tem curvatura constante —1. Daqui, podemos concluir que os trés modelos

A funcao inversa de f induz em DV uma métrica dada por #;; =
¥

sa0 1sométricos.

18



Fig. (1)

Finalizaremos esta segio definindo trés importantes hipersuperficies do espago hi-
perbdlico HV(—1) que néo sio totalmente geodésicas, mas possuem curvatura seccional

constante e serao utilizadas no Capitulo II.

2.8 Definigio. Uma esfera geodésica em HV(—1) é uma hipersuperficie de HN(-1)

formada pelos pontos a distancia fixa de um ponto p € HV(—1).

2.7 Observagdo. Uma esfera geodésica é de fato uma esfera em IRY contida em
IRN-! x IR, e centrada em um ponto p (# p). A curvatura seccional de tais esferas

com a métrica induzida por H¥(—1) é constante positiva.

2.8 Definicdo. Seja S uma (N — 1)-esfera de IRV tangente a HN(—1) em p tal
que S\{p} € HM(—1) e seja P um hiperplano de IRV paralelo a dHN(~1) tal que
P C HN(~1). Entiao S\{p} e P sio chamadas horosferas de HN(—1).

A curvatura seccional de qualquer horosfera é identicamente nula.

2.9 Definigdo. Sejam S e P uma (N — 1)-esfera e um hiperplano respectivamente de
RN tais que cortam dH"(—1) nio ortogonalmente. Entio SN HN(—1) e PN HN(-1)
sdo chamadas de hipersuperficies equidistantes de HN(—1). Elas estio a uma distiancia
fixa de uma hipersuperficie totalmente geodésica de HV(—1).

Toda hipersuperficie equidistante de HV(—1) tem curvatura seccional constante ne-
gativa.
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3. Teorema Fundamental das Subvariedades

Comegaremos esta segao dando algumas defini¢ées e notagbes, as quais usaremos

para enunciar e provar o Teorema Fundamental das Subvariedades.

3.1 Definigdo. Sejam 7 : E —- M e 7 : E — M dois fibrados vetoriais, e seja
¢ : M — M um difeomorfismo entre as variedades M e M. Entdo diremos que ¢ : E — E

€ um isomorfismo de fibrados vetoriais ao longo de ¢ se para cada p € M, acontece
(i) #od=¢or, e ¢levaafibra 7-1(p) na fibra #~1(4(p)), e

(ii) arestricdo @lp-1(p) : 7 (p) — #~(¢(p)) de ¢ a 7~ (p) é um isomorfismo de espagos

vetoriais.

Observamos da defini¢do acima que é: E — E é um difeomorfismo. Além disso, se
X € I'°(F), entido usando os difeomorfismos ¢ e $, obteremos uma secio de E a qual

denotaremos por ¢(X) e definiremos como segue:

#(X)(q) = ¢(X(67(q)), VYaqge€M.

3.2 Definigao. Seja (£, 7) um fibrado vetorial sobre a variedade diferenciavel M. Entao
diremos que uma se¢do local sobre um aberto U de M ¢é uma aplicagdo dilerencidvel

£ :U — FE tal que 7 o £ = 1dy, onde idy € a aplicacao identidade de U.

Na secao 1 vimos que as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci sdo satisfeitas por
qualquer imersio isométrica f : M* — M™™. O Teorema Fundamental das Subvarie-
dades que apresentaremos a seguir, estabelecerd uma reciproca local para o fato anterior
quando M™t™ = Q™™ (c). Além disso, se M for simplesmente conexo a reciproca sera
global. Com respeito ao enunciado do teorema, ele esta dividido em duas partes, uma de

existéncia e outra de rigidez.



3.3 Teorema. (Fundamental das Subvariedades)

Existéncia: Sejam M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional simplesmente co-
nexa, (E,7) um m-fibrado vetorial Riemanniano sobre M com conerio métrica V' e
a:X(M) x X(M) — E uma aplicagio D{(M)-bilinear e simétrica. Definimos, para cada
se¢ao local ) de E, uma aplicagdo D(M)-linear A, : X(M) — X (M) dada por

(A,(X),Y) = (a(X,Y),n), VY X,Y €X(M).

Se o e V' satisfazem as equagées de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de curvatura
seccional constante igual a c, entdo existe uma imersdo isométrica f : M™ — Q"™(c),
e um isomorfismo de fibrados vetoriais f : E — TM?* ao longo de f, tal que para cada

X,Y € X(M) e cada segio local £,n de E acontece
(f&).f) = (&)
fle(x, 7)) = o/ (X,Y)
f(vxe) = Vz(f(©),

1

onde o’ e V1 sdo o tensor sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f, respec-

tivamente.

Rigidez: Sejam f e g imersées isométricas de uma variedade coneza M™ em Q"™ (c).
Denotemos por v(f),a! e /V*L o fibrado normal, o tensor sequnda forma fundamental e
a conexzdo normal de f, respectivamente, e por v(g),a® e IV, os correspondentes objetos
para g. Se existe um isomorfismo de fibrados vetoriais  : v(f) — v(g) tal que, para cada
X,Y € X(M) e cada se¢io &, em v(f) acontece

(3(€),6(n)) = (&)
d(af(X,Y)) = o%(X,Y)
$(Vin) = Vié(n),

entdo existe uma isometria 7 : Q"1 (c) - Q"™ (c) tal que g=Tof e T,y = é.
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Demonstragdo. Daremos a prova deste teorema no caso ¢ = 0 somente.
Existéncia. Primeiro consideraremos a soma de Whitney dos fibrados vetoriais TM e

E. Denotemos por E esta soma, isto é,
E:=TM@,E. (1)

A seguir, dotaremos o (n + m)-fibrado vetorial £ sobre M de uma métrica Riemanniana

(,)5 € de uma conexao métrica V”. Para fazer isso, vejamos antes que
[(E) = X(M) @ T™(E), (2)

como soma direta de médulos. Com efeito, a igualdade em (2) segue-se usando as projegoes
naturais ()7 : E — TM e (-)F : E — E. Portanto, para cada V, W € I'**(E), podemos
definir

(ViW)p =WV, Wiu + (Vo, Wo)g (3)

onde V=V+V,e W = W1+ W, com V}, W, € X(M) e W, W, € '°(FE) tinicos dados por
(2). Além disso, (,)ar € (,)r sao as métricas Riemannianas em TM e E, respectivamente.
Assim, (3) define uma aplicagio (,); : I°(£) x I'°(E) — D(M) a qual é claramente
D(M)-bilinear simétrica e positiva definida, portanto uma métrica Riemanniana em E.

Do anterior, para cada X,Y € ¥(M) e n € I'°(F) podemos definir

V1Y = VxY +a(X,Y) (4)
e
%1 = —A,(X) + Vi, (5)

onde V é a conexdo Riemanniana sobre TM. Assim, (4) e (5), definem uma aplicagio

V" X(M) x T®(E) — I'°(E) dada por
V4V = VAV + ViV, (6)

onde V=V, +V;, com V; € X(M) e V; € I™(F). A aplicacio V" é uma conexio métrica

sobre F, pois, facilmente pode-se verificar o seguinte:
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i) V%V é D(M)-linear em X,
ii) V%V é IR-linear em V,
i) ViaV =aV%V + X(a)V, e
iv) X(V, W)z = (V4V, W) g+ (V, VW),
para todo a,b € D(M) e X,Y € X(M) e V,IW € T*(E) e d,e € R.

a e V' verificam as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci no caso de curvatura seccional

constante ¢ = 0, isto €,

(R(X,Y)Z, T) = (X,T),a(Y,Z)) = (X, Z), (Y, T)) (7)
(Vxa)(V,2) = (Vyo)(X,Z) (8)
R(X,Y)n = ofX,A4,(Y)) - a(4,(X),Y), (9)

onde X,Y,Z,T € X(M) e n € I'(FE) com R e R os tensores curvatura Riemanniana
sobre T M e E, respectivamente, e (Vxa)(Y,Z) = Vi(a(Y, Z2))-a(VxY, Z)~a(Y,Vx Z).
Usaremos (7), (8) e (9) para verificar que o tensor curvatura Riemanniano R sobre E, é
identicamente nulo. Com efeito, sabemos que R : X(M) x (M) x ['*(E) — I'*(E) é
um tensor dado por R(X,Y)V = V4VV — ViV4V — Vii |V onde X,Y € X(M) e

V=V+V,eI*(E)comV, € X(M) eV, € I'(F). Entdo das seguintes igualdades:

ViVyV = VxVyW 4 a(X, VW) = Aary(X) + Vi(a(Y, W)
= VxAu(Y) = a(X, Aiy(Y) = Avr15(X) + Vi ViV,

TV = VpVxVi+all, VW) = Aern (V) + Vi (a(X, V)
- VYAVz(X) - CY(Y, sz(}‘,)) - AV'sz(y) + V;’vaV?

V' = VeV +o([X, Y], W) = Ay ([X, Y]) + Vix Ve,
e das equagoes (8) e (9), teremos que

R(X’Y)V = R(X, Y)WV — Aarn)(X) + Aax) (Y) — Avy 1, (X)
+ Ay, (Y) = Vx(An(Y)) + Vi (Ay (X)) + Ai([X, Y).
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Daqui, tomamos o produto interno de R(X,Y)V com W = W, + W, € I'>(£), onde
Wy € X(M) e W, € I'°(E), e usamos a equagao (7), para obtermos que

(R(X,Y)V,W) = (R(X, Y)W, W;) = (a(X, W), (Y, 1)) + {a(Y, W1),a(X, W))
— (Vx(An(Y)) = Av, 1, (Y) — Ay, (VxY), W) + (Vy (A (X))
— Av,v(X) — Av(Vy X), Wi)((Vy Ap, )(X), W1) = ((Vx Aw,)(Y), W1) = 0.

J4 que, W em I'°(E) pode ser escolhido arbitrario, temos que R(X,Y)V = 0, para todo
X, Y eX(M)etodaV € F°°(E). Assim, concluimos que R = 0.

Escolhemos agora um ponto p € M e um referencial Ey(p),..., Enin(p) de #7(p),
onde7: E—> Méa projecio de E. Como M é simplesmente conexo e o tensor curvatura
R sobre E é nulo, existem tnicas extensdes Ei, ... s Enim € F°°(E), todas paralelas com
respeito a V” (isto é, VY E, =0, VX € X(M) ek =1,...,(n+m)).

Veremos agora que os campos E,..., E, ., obtidos acima formam um campo refe-
rencial sobre M. Com efeito, seja X € X(M) qualquer. Como V" é compativel com a

métrica (,)z e os Ey’s sdo paralelos com respeito a V”, temos que

X(Ek,Eg> = (VI)I(Ek,Eg> + (Ek, }Eg) = 0, 1 S k,[ S n+m.
Sendo, X € X(M) arbitririo, segue-se que para cada k e ¢, (Ey, E,) = constante, e como
(Ex,E¢)(p) = bre, segue-se que para cada ¢ € M, (Ex, E;)(q) = 6. Daqui, podemos
concluir que F;,..., E,4,, é um campo referencial sobre M.

1

Assim, escolhemos um sistema de coordenadas locais (a!,..., 2 2") definido em uma

. . 0 9
vizinhanca simplesmente conexa U de p em M. Como 321 Dam € I'°(E|y), onde
Ely = | #~!(p), teremos que existem fungdes ay. € D(U), tais que
peU
n4+m
Z arEr , 1<i<n. (10)

B:L'

Assim, as erpressées da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas locais escolhido

acima sao dadas por

9 9 n+m n4-m n+m
9ij = <5;, %;> = <k§1 air Ly, Z} ajeEe> = D @ikajedu,

k=1
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ou seja,
n4+m

gi; = Y aga;, , 1<i,j<n. (11)

Ja que os E}’s sdo paralelos, temos que

" 0 // " s " aajk
VS%C,—’:C-]=V (Za,kEk):Z(ajkViEk+ 33:"Ek ,

ax*

ou seja, N
n+m
”a a _ Z aa]k Ek
. — - v L]
e Oxd [ O

1<i,j<n+m. (12)

Agora, usaremos o fato de a ser simétrica, V ser a conexdo Riemanniana sobre T'M
e [5%-, %] = 0,1 <1i,j < n, para mostrar que as 1-formas wy, ..., Wn4n definidas por
n .
wy =Y agde’ , 1<k <n+m,
i=1
sdo fechadas sobre U. Com efeito, usando (4) temos facilmente que
v, L g, 2o [i _a_]
3s7 Oz 27 Ozt 102% 0z7)
mas [52;, 52;] = 0, portanto

N 0 g ai = 0. (13)

8
327 Oxd a7

Logo, substituindo (12) em (13), temos que

"i‘(aajk a(L,'k)E 0
- — k= U,
k=1

dz* Oz’
e como FE,..., E,y,, € um campo referencial e U C M, obtemos que
a(ljk 8a,~k -
Bt = Bpi 1<4,5<n e 1<k<n+m. (14)
Assim, temos provado que wy, ..., Wny;m s30 1-formas fechados sobre U.

Ja que U é simplesmente conexo e as 1-formas wy’s sio fechadas em U, temos

que sao exatas e portanto existem fungoes fis.oos foem em D(U) tais que dfy = w

Mas, df, = Ea,d'v e wp = Za]kd:r, donde % = ag, para 1 < 1 < n
:1:!

i=1 i=1
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el < k < n+ m. Logo, estas fungdes f;'s definem uma fungéo diferenciavel
f:U CM* = B dada por £(g) i= (f1(4), - furm(@)), ¥ g € U.

Veremos agora que f é uma imersio isométrica. Com efeito, para cada ¢ € U,
fo i T;M — R™™ leva 22(q) em (%(q),...,g-%‘;’iﬂ(q)). Como %ﬁ‘} = a;, temos que

fs (%;(q)) = (ai1(g), ..., Qi(n4m)(q)). Portanto, segue-se que

a .
f(éx—> = (aity-- s Gigpmy)s 1 <P <, (15)

daqui, usando (11) e (15), teremos que

() A()) - Eoruon s, 12055
* a.’ti s J = 8'3-7 —'kzl atka]k“gu, S5,

ou equivalentemente

</(£—)/(£—)> - <£— 5?—> 1<ij<n (16)

Portanto, de (16), obteremos que f é uma imersao isométrica e em particular f é

uma isometria local.

Agora, consideraremos os fibrados vetoriais TU &, Ely e f*(TIR"™)|j vy =
Tf(U) &, Tf(U)* sobre U e f(U), respectivamente, e definiremos entre eles um iso-
morfismo ¢ ao longo de f|y, como segue: Primeiro consideramos o campo referencial
Ey,...,E 4m de E restrito a U (construido anteriormente), e logo o campo referencial

candnico ey, ..., e,4m de TIR™™ restrito a f(U), daqui, para cada k& = 1,...,n + m,
n+m

definiremos ¢(Ey) = e;. Portanto, se V € I'*(TU &, E) com V = Y v Ey, entédo
k=1
. nm .
V)= Z viex. Assim, claramente ¢ é um isomorfismo de fibrados ao longo de f.
k=1
n+m
Por outro lado, para cada vl Z airEr € X(U), temos que
ot k=1

. a n+m i () ‘
¢ ) = > aiker = (@it oy CGingm)) = .l.«(a—l_-; , 1<2<n.
* k=1 v

Daqui, <1~5(TU) = Tf(U), é dizer, ¢ leva TU isomorficamente sobre Tf(U). Mas, como ¢

¢ um isomorfismo entre as fibras, teremos que ¢ leva E isomorficamente sobre T f(U)?*.
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Além disso, como ¢ leva o campo referencial paralelo Ey, ..., I, 4, no campo referencial

paralelo e;,. .., €,4m, temos que para cada X,Y € X(U) ey € [>°(E), ¢ satisfaz

HViY)=Vux)d(Y) e $(Vin) = Vo), (17)
onde V é a conexio Rleminmana de R"++’"
Com efeito, se Y = Z wEren= Z nxEr, entao temos que
k=1 k=1
" . n4m . 'n+m ‘
HVRY) = Vil Z yEr)) = ¢( D (Vi Ex + X (yx) Er))
k=1

n+m

&( (ye)Er) = Z¢X Yk)e

I
M+

o~
i
—

n+m

(ka (X)Ck +¢( Oy)er) = 4,(\) Z yrer) (7f.(_\')¢~5(y),

3
+
3

k=1
e
. . n+m n+m .
(Vi) = ¢( D (Vi Ex + X(m)Er)) Z (X )(ne)er = Vi x)é(n)-
k=1

Agora tomamos as componentes normais de $(V%Y) e ¢(V%n) como segue:

H(VEY) = 3(Vx¥)+ Ha(X, V) e &(Vin) = —g(4:(X)) + $(Vin).
N o’ e e R N e
tangente normal tangente normal

Por outro lado, pelas formulas de Gauss e Weingarten, temos que

(V5 d(XN)*' = o (f(X), f(Y) e (Vanxdm)*t = Vi ém),

onde of é o tensor segunda forma fundamental e V* é a conexio normal de f.

Logo, a parte normal das igualdades em (17) sao dadas por

$a(X,Y)) = o (fu(X), fu(Y)) e $(Vyn) = Vi x)$(n),

daqui fazendo as identificagées [,(X) = X, f(Y) =Y e f = ¢|z, temos que

fla(X,Y) =al(X,Y) e f(Vin) =V ). (18)
Agora, veremos que se 7,{ € I'(F), entao (_f(r;),_f({)) = (n,£). Com efeito, se
n+m n+m

n= Z by el = Z&Eg, entao
k=1 =1

n+m

(.i(”%f(é)) = Z 77k€k((z(Ek)’q;(Ek)> = (77’6)'

k=1
ek ek
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Até aqui temos provado a existéncia local da imersiao isométrica f e a existéncia do
isomorfismo f de fibrados vetoriais ao longo de f que verifica as propriedades requeridas
do Teorema (3.4).

Por 1ltimo, se tivéssemos escolhido um sistema de coordenadas locais diferente de

(z',...,2"), por exemplo (y',...,y"), ainda teriamos chegado nas equagdes 5?1—’]5 = a;. Ja
que, estas equagoes determinam f a menos de uma constante, a imersio f é determinada
a menos de uma translagdo. Por outro lado, se tivéssemos escolhido um referencial em
p € M diferente do inicial, a isometria local f teria somente diferido por uma rotacao.
Portanto, podemos concluir que f é determinada a menos de um movimento rigido. O

fato, que M é simplesmente conexo permite-nos colar todas estas isometrias locais. g

(Rigidez). Sejam f,g : M™ — IR"*™ imersdes isométricas, consideramos os seguintes
fibrados vetoriais, f*(TIR"*™) = Tf(M)®,Tf(M)* e g*(TIR**™) = Tg(M)®, Tg(M)*+
ambos sobre M, pelas identifica¢oes usuais T f(M) = TM = Tg(M), temos que T M esta
contido em ambos fibrados. Mas por hipétese, existe isomorfismo ¢ : v(f) — v(g), o qual
podemos extendé-lo a um isomorfismo (}) f(TIR™™) — ¢*(TIR*™) de fibrados, tal que
preserve a métrica, a conexao e a restrigao ;’ITM seja a identidade. Se consideramos f como
na primeira parte do Teorema (3.4), observamos que sobre uma vizinhanga adequada, f
somente difere por um movimento rigido de IR"*™, e isto prova imediatamente a Rigidez
do Teorema (3.4). g

[
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4. Teorema de Reducgao da Codimensao

O objetivo desta se¢io € dizer quando é possivel reduzir a codimensao de uma imersao
isométrica de uma variedade Riemanniana conexa em uma forma espacial. Isto €, dada
uma imersdo isométrica f : M™ — Q"™ (c) a questdo é quando existe uma subvariedade
totalmente geodésica Q"+*(c) de Q™™ (c) tal que k < m e f(M™) C @"**(c). A resposta

desta questdo esta no seguinte teorema devido a Joseph Erbacher, publicado em 1971.

4.1 Teorema. Seja f: M™ — Q™*™(c) uma imersdo isomélrica, e suponhamos que

existe um k-subfibrado paralelo N = U N, do fibrado normal de f, com k < m, satisfa-
pEM
zendo a condigdo de que o primeiro espago normal de f em p estd contido em N,, Vp € M.

Entdo a codimensdo de f pode ser reduzida a k.

Antes de dar uma demonstragdo do Teorema (4.1) enunciaremos as seguintes de-
finigbes e observagdes que nos permitiram entender o enunciado deste teorema e facilitar
sua prova.

Seja f: M — M™™ uma imersao isométrica.

4.2 Definigao. O primeiro espago normal de f em p € M é o subespaco N,(p) de T, M+

gerado pelo tensor segunda forma fundamental o de f em p. Isto ¢é,

Ni(p) = ger{a(z,y) : a2,y € T,M}. (1)

4.3 Ni(p) também pode ser definido por
Ni(p) = {n e T,M* : A, = 0}, (2)

onde A, € o operador padrdo de f na direcio 7.
Veremos que ambas definigées de Ny(p) coincidem. Para isto, verificaremos que
ambos conjuntos sao iguais. Com efeito, seja n € T, M+ nao nulo, tal que A, = 0. Entao,

para cada z,y € T,A{, temos que



Dai, nt € {a(2,y) : 2,y € T,M}. Portanto, (2)* C (1) donde (1) C (2).
Se n € ger{a(z,y) : z,y € T,M}*, entio A, = 0. Dai, n € (2)*. Entdo podemos
concluir que (1)* C (2)* e portanto (2) C (1). m

4.4 Se para cada p € M, a dimensdo de Ny(p) ndo depende de p e é constante ao longo
de M, entdo N, = U Ny(p) € um subfibrado de TM*.

peM
4.5 Definigdo. Diremos que uma imersio isométrica f : M™ — Q"t™(c) admite uma
redu¢do da codimensio a k < m se existe uma subvariedade totalmente geodésica Q™*(c)
de Q"™ (c) tal que f(M™) C Q™+*(c).

4.6 Definigao. Sejam M™ variedade diferenciavel e IY um fibrado vetorial sobre M com
conexdo linear V. Diremos que um subfibrado vetorial N de E, é paralelo se para cada

n € I'°(N), temos que V x5 € I'°(N), para todo X € X(M).

4.7 Observagao. Sejam g : M — M' e f: M' — M" duas imersées isométricas.

Entdo, para cada p € M e 2,y € T,M, teremos as igualdades segquintes:
a) vp(fog)=furlg)) ®r(f) e
b) a’(z,y) = f.(a?(2,y)) + o/ (g.(2), 9.())-

Agora estamos em condigoes de dar a demonstracio do Teorema (4.1).

Demonstragao. Caso ¢ = 0. Dado py € M fixo e arbitrario, queremos mostrar que
f(M) C T, M@ N,, = IR"(0).

Com efeito, ja que, T, M+ = N, & N]f;), onde N];';) ¢ o complemento ortogonal de N,
em T, M*, podemos considerar um vetor 3 € N,j) arbitrario e o transporte paralelo
V(t) de n ao longo de uma curva qualquer v : I — M, que comeca em pg. Visto

que N é um subfibrado normal paralelo, temos que N* = | J N} também o é. (Pois

pEM
para qualquer X € X(M),€ € I'°(N) e 6 € I'°(N*), os fatos seguintes: (£,0) = 0 e

X(€,0) = (Vx£,0) + (£, V%0) = (£,V%0) = 0 mostram que N é paralelo).
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Assim, V(t) € Nj(t),v t € I. Logo, pela féormula de Weingarten, temos que

@’y'(t)‘/ = '—A"(t)(fy/(t)) + V,Jy_;(t)v 9 Vt E I

Mas por hipétese, para cada p € M, Ni(p) C N,. Daqui, N} C {n € T,M* : A, = 0}.
Logo, Av(y) = 0, e pelo paralelismo de V, temos que Vj,(t)V = 0. Portanto, 611(”‘/ =
0, Vt € I. Isto nos diz que V(t) é constante,V ¢t € I. Mas como V(0) = 7, segue-se dai
que V(t) =,V t € I. Por outro lado, temos que

g;(f(v(t))—f(po),n) = (L.(Y(1), n )+ {f(22),=F(Ppo), Viryn) = 0.
N e N N s

tangente normal 0
Logo, {f(x(t)) — f(po),n) = constante, em I. Mas f(y(0)) — f(po) = 0. Portanto,
(f(v(#)) = f(po)ym) =0, Vi€l
Ja que a curva « e o vetor 7 foram escolhidos arbitrariamente, obtemos o resultado
desejado, isto é, f(M) C T,,M & N,,, que é uma subvariedade totalmente geodésica
(n + k)-dimensional de IR™*™. g

Caso ¢ > 0. Consideremos a imersao isométrica f : M™ — IR™*™*! dada por f =i o0 f,
onde ¢ : S™*™(¢) — IR™™*! é a inclusio candnica da esfera no espago Euclideano.
(Obserque que f é composicio de duas imersées isométricas). Denotemos o fibrado normal

de f por TML = U Tp]\.ll, e o primeiro espaco normal de f em p € M por M (p) =
peEM

ger{af(:c,y) 1 x,y € T,,M}, onde o ¢ o tensor segunda forma fundamental de f em p e

T, »M =T,M. Claramente pela observagio (4.7) segue-se que, para cada p € M,

T,M* = T,M*@®ger{f(p)}, e (3)

Ni(p) € Ni(p) D ger{/(p)}. (4)

Assim, de (3) e (4), obtemos que

Ni(p) € N, ® ger{f(p)}- (5)
Denotaremos por N, := N, @& ger{f(p)} o subespaco (k + 1)-dimensional de
T,M*+,Vpe M. Assim N = U N, é um subfibrado de TM+<.
pEM
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Por outro lado, temos que o complemento ortogonal de N em TM* é igual ao com-
plemento ortogonal de N em TA %, o qual é paralelo com respeito a conexdo normal
Vi = fVJ'IX(M)xX(M)L de f, onde F7L é a conexdo normal de f. J& que f, considerado
como um campo de vetores normais, € paralelo na conexao f V1, concluimos Que N é pa-
ralelo com respeito a AvES Assim, podemos aplicar o caso anterior a imersao isométrica
f. Portanto, f admite uma redugéo da codimensao a (k+1). Isto é, para algum p, € M,

temos que
f(M)CT,,M@®N,, =T,,M @& N,, ®ger{f(po)}

Como Ty, M & N,, ® ger{f(po)} = IR +1(0) e f(M) = f(M) C §™(c), segue-se que
f(M) C S™m(c) N R+ = §7+k(¢), 0 qual prova o caso ¢ > 0. g

Caso ¢ < 0. Este caso é analogo ao caso ¢ > 0, j4 que basta considerar a imersao
isométrica f : M™ — "™+ dada por f = 10 f, onde 7 : H™™"(c) — L™+ é a
inclusdo canodnica do modelo hiperbdlico do semi-espago superior no espago Lorentziano
I+l e seguir mais ou menos os mesmos passos do caso ¢ > 0. Portanto, temos pro-

vado o Teorema (4.1). g

4.8 Corolario. Seja f : M™ — Q"*™(c) uma imersdo isométrica tal que, para cada
ponto p € M, Nyi(p) possui dimensdo constante k < m ao longo de M. Se o subfibrado

N, € paralelo, entio a codimensdo de f reduz-se a k.

4.9 Observagoes.
a) A condigdo de paralelismo é essencial na demonstragio do Teorema (4.1).

b) No coroldrio (4.8), a condi¢io de que para cada p € M, Ni(p) possua dimensdo

constante ao longo de M ¢é necessdria como mostra o sequinte exemplo:
4.10 Exemplo. Seja v : IR — IR? uma curva dada por

(t,e™V/¥ 0) se t>0
y(t) =< (0,0,0) se t=0
(t,0,e™1/%) se t <0
O primeiro espaco normal tem dimensdo 1 para todo t # 0 e é paralelo, mas a

codimensao 2 nao pode ser reduzida. g



5. Fatorizagao de Imersoes Isométricas

O objetivo desta segao é provar um teorema sobre fatorizacio de imersGes isométricas
publicado em 1971, por J. D. Moore [Mo] que essencialmente diz:
Toda imersdo isométrica de um produto Riemanniano no espago

FEuclideano que verifica certa condigio é um produto de imersies
isométricas.

De agora em diante M™ denotara uma variedade Riemanniana conexa n-dimensional

a qual se decompde como produto Riemanniano das variedades M7"*,..., M. Isto é,

M=M x...x M, onde n = Z”i en; =dimM;, 1<j7<m.
i=1

Seja f: M™ — Q" (c) uma imersdo isométrica.

5.1 Definigao. Diremos que f é win produto extrinseco, se para todo X tangente a M; e
Y tangente a M; com ¢ # j, acontece que a(.X,Y) = 0, onde « é o tensor segunda forma
fundamental de f.

Segue-se da definigao (5.1) que, para cada p = (py,...,pn) em M, o tensor segunda

forma fundamental de f em p verifica a igualdade seguinte: o(X,Y) = > (X}, Y;), onde

=1

m m m

X = ZX,-, Y = Z YieT,M = @Tp']\/ﬁ e a; é o tensor scgunda forma fundamental de
i=1 i=1 i=1

flm, em p;, com f|ar, := foi,ondei: M; » M é a inclusio canonica.

5.2 Observagoes. Sejam M,, M, variedades Riemannianas.

a) Sejam X; € X(M;), i = 1,2. Definimos um campo de vetores X sobre M; x M,

por
X(p1,p2) := (X1(p), 0) + (0, Xo(p2)), VY (p1,p2) € My X My (1)

Por abuso de linguagem escreveremos X = X1+ X,. Se Y € outro campo de vetores

do tipo Y] + Y3, onde Y; € X(M;), i = 1,2, entdo a férmula de Kozsul mostra que
V¥ = Vi ¥+ V¥, (2)

onde V,V! e V? denotam as conerées Riemannianas de My x My, M; e M,

respectivamente.
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b) Para cada (py,p2) € My x My, claramente {p;} x M, e M, x {p2} sdo subvariedades

totalmente geodésicas de My x M, isométricas a M, e My, respectivamente.

c) Sejam X,Y tangentes a My x My em (p1,p2) =p, com X € T, My e Y € T,,M,.
Entdo a curvatura seccional do plano gerado por X e Y em p € nula. Isto ¢,

K,(X,Y)=0. o

Agora, estamos em condigoes de apresentar formalimente o teorema dado no comego

desta segio.

5.3 Teorema (Moore). Suponhamos que My,..., M, sdio variedades Riemannianas
conezas e seja [ : My % ... x M,, — RN wma imersdo isométrica do produto Rieman-
niano M™ = M; x ... x M,, no espago euclideano. Se f é um produto extrinseco entao
existe uma decomposi¢io ortogonal de RN = IRM x ... x IRN™ e imersées isoméiricas
fi: MM - RN 1 <i<m, tais que f = fy X ... X fm.

. Demonstragdo. Provaremos o teorema para o caso em que M™ é produto de duas
variedades Riemannianas.

Sejam M; e M, variedades Riemannianas conexas de dimensio n; e n,, respecti-
vamente. Mostraremos explicitamente a decomposicio ortogonal de RN e, para isto,
utilizaremos o seguinte fato que provaremos enseguida:

<

(3) Dados X vetor tangente a Myx{p2} em (py,p2) € M ¢ Y velor tangente a {p}} x M,

em (py,ph) € M, entio X e Y sdo ortogonais em RN,

Com efeito, seja 4; uma geodésica minimizante em {p;} x M, ligando (p1,p2) a (p1,p5) €
seja 7, outra geodésica minimizante, agora em M, x {p,}, ligando (p}, p3) a (p1, ph). Entéo
¢ possivel construir um campo referencial E,, ..., Ey definido em um conjunto aberto U
de RN, que contenha as imagens de v, e 7,, e verifique as seguintes duas condicdes para
cada ¢ = (q1,q2) € M NU.

(a) Ey(q),...,E, (q) sdo tangentes a M; x {q2} e E,,11(q),- .., E.(q) sdo tangentes a

{q1} x My, (isto é, o referencial é adaptado), e

(b) (@XE,I,E;,) =0, V¥ X tangentea UN({q;:} x M;) e (Y~7yES,E',) =0, VY tangente

a UnN(Myx {qz}), onde V é a conexdo Riemanniana de IRV e os indices a,b,r,s
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variam da seguinte maneira:

130755711, n1+157‘337§n7 n =mng+ng
(isto é, o referencial é compativel com a estrutura Riemanniana produto de M).

Segue-se dai que Ey, ..., E,, sao constantes ao longo de vy e E, 41,..., E, sdo constantes

ao longo de 7,, pois, pela férmula de Gauss, temos que
VzE, =VzE,+a(Z,E,), paratodo Z tangentea M

Assim, considerando z tangente a U N ({p1} x My), obtemos que V.E, = 0 (ja
que, pela observagao (5.2)(a), V. E, = 0, e por hipdtese a(z,,) = 0). Dai, segue-se
em particular que v%(t)Ea =0, Vt. (Isto é, d(—ll;ﬁ = 0). Portanto, I, é constante ao
longo de v; para todo a = 1,...,n;. Da mesma forma prova-se que E, é constante ao
longo de v, para todo r = ny +1,...,n. Por outro lado, como X € T{;, ,,)(M1 x {m}) e

Y € Tt py)({P1} X My) existem constantes reais £1,..., %, € Yn,41,.-.,Yn tais que
ny n
(4) X = ZwaEa(pl’Ib) e Y= Z yr E. (1, Ph)-
a=1 r=ni+1

Usando o fato que os E,’s e E,’s sdo constantes ao longo de v, e 7,, respectivamente,
temos que E,(p1,p2) = Eo(p1,05) € Er(pr,p2) = E.(p1, ph).

Substituindo em (3), obtemos

(5) X =) wEalpi,p2) ¢ Y= 3 y Ep,ph)

a=1 r=n;+1

Portanto, de (5), segue-se que (X,Y) = 0. Assim, temos provado a afirmacao feita em

3). @

Agora, consideremos IRV com a estrutura de espaco vetorial usual e definamos os

seguintes subespagos de IRV

Ey, = ger{X € RY : X étangentea M, x {p;}, V p; € My}
E;, := ger{V € RN :Y étangentea {p} x My, Vp, € M}
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De (3), segue-se que IE, e IE, sao ortogonais, conseqiientemente podemos escolher um
subespaco IFy de RN tal que RN = E, @ IFy @ FE,. Assim, IRV é decomposto em
uma soma direta ortogonal dos espagos Ejs. Agora, se consideramos [y, IF;, 2 como
variedades Riemannianas, entao IRY é produto Riemanniano de trés variedades, cada uma
com dimensao N;, ¢ =0,1,2.

Agora, como segundo passo definiremos explicitamente as imersoes isométricas f;.
Com efeito, sejam 7y, T; e T, as projecoes naturais de IRV sobre Iy, IE; e IE,, respectiva-
mente. Claramente, para cada p, € My, a imerséo isométrica f : My x My — RN define
uma imersio isométrica f,, : M; — RN dada por f,,(p1) = f(p1,p2) para todo p; € M;.

Afirmamos que
(6) A fungdo f, : My — IE, dada por f; = w0 f,, é uma imersdo isométrica.

De fato, f; é bem definida, isto é, f; independe da escolha de p, € M,. Para
verificarmos isto, consideremos os pontos p; € M, e pz,p, em M, todos arbitrarios e
também consideremos uma curva 7y : [0,1] — {p; } x M; ligando (p1, p2) = ¥(0) a (p1,ph) =
7(1). Entéo os vetores tangentes de v sempre pertencem a IF,, pois ¥'(t) € Tyy({p1} %

M,) C IE,. Logo, mi(v(0)) = m(y(1)) = 0. (Observe-se que IE; = ger( | ) {X € RV : X
p1EM,
tangente a {p,} x M;})).

Dai, obtemos que ¥(0) e (1), possuem a mesma projecio em JE;. Com a identificagio

de (p1,p2) e (p1,p5) com f(p,p2) e f(p1,py), respectivamente, temos que

(w20 fr)(1) = mi(f(p1,p2)) = mi([ (P, 13)) = (10 [y )(1)
Isto mostra que f; é bem definida.

Finalmente, como f; é composta de duas imersoes isométricas, temos que f; é uma

imersao isométrica. Isto prova a afirmacao feita em (6). g

De maneira andloga a definigao de f;, define-se a imersao isométrica fy : My — IE,.
Por outra parte, como a funcao mgo f : M — I, é obviamente constante, temos que
y ¢ 0 0 ) y

para cada (py,p2) € M, f(p1,p2) = (constante, fi(p;), f2(p2)). Portanto, f é produto de
imersoes isométricas.

Observemos que a prova dada acima segue valendo se consideramos Iy como o

subespaco nulo. Assim, concluimos que

f=hHhxf e Ny=dml;, i=1,2
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Portanto, temos provado o Teorema (5.3) no caso em que m = 2. Logo, por uma indugao

direta sobre o niimero de variedades consideradas Af; mostra-se em geral. g
Para terminar esta se¢do e portanto o Capitulo I, faremos a seguinte observagao:

5.5 Observagao. Um resultado andlogo ao Teorema (5.4) para o caso ¢ > 0 € uma

conseqiiéncia deste mesmo Teorema (5.4). Para o caso ¢ < 0 existe um resultado andlogo

devido a Takenchi [Ta]. ¢
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CAPITULO II

Imersoes paralelas

O objetivo deste capitulo é estudar em detalhes as imersées paralelas. Para isto, na
secdo 1 definiremos e classificaremos geometricamente estas imersGes em formas espaciais
mediante um teorema devido a Ferus-Striibing. A seguir nas segbes 2 e 3 mostraremos
a classificacdo de duas grandes classes de imersdes paralelas, a saber, as Subvariedades
Umbilicas e seus Produtos Extrinsecos, e os Mergulhos Padrdes de R-espacos Simétricos.
A importancia destas classes reside no fato que elas sido os blocos basicos da classificagao

das imersGes paralelas em formas espaciais. Este fato serd visto no capitulo seguinte.

1. Caracterizagao geométrica das imersoes paralelas.

Sejam f : M™ — M™™ uma imersao isométrica. Usando as notagdes do capitulo

anterior podemos dar a seguinte definigao:

1.1 Definigao. Diremos que f é uma imersao paralela se
Vxa=0 paratodo X € X(M). (1)

A definigdo (1.1) nos diz que o tensor segunda forma fundamental de f verifica a
seguinte equagao:
Vy(a(Y,2)) = a(VxY,Z) + a(Y,Vy 7) (2)
para todo X,Y,Z € X(M), onde V e V! denotam a conexao de Levi-Civita de M e a
conexao normal de f, respectivamente.

A palavra paralela na definigao (1.1) vem do fato que a pode ser vista como uma

secao paralela de um certo fibrado vetorial sobre M com respeito a uma conexio métrica

deste fibrado.



1.2 Observagio. Se f: M" — M"™™ € uma imersio paralela, entio para cada p € M

o primeiro espago normal de [ em p, Ny(p), tem dimensdo constante.

Como nesta dissertagio estamos interessados em classificar as imersdes paralelas
uando M™*t™ é uma forma espacial. Portanto, nés daremos o seguinte teorema devido a
y

Ferus-Striibing que caracterizam estas imersées mediante uma propriedade geométrica.

1.3 Teorema (Ferus-Striibing). Seja f: M™ — Q"™ (c) um mergulho isométrico de
uma variedade Riemanniana completa conexa n-dimensional M em uma forma espacial
Q"™ (c). Entao f € paralela se e somente se, para todo p € M, a tnica isometria global

¢ do espago ambiente Q™1™ (c) determinada pelas condigées sequintes:
!

~v se v€ET,M

(f(p)) = f(p) e ¢u(v)= v se v € uy(f),

leva f(M) sobre f(M).

Para provar que a condigdo do Teorema (1.3) é necessaria, repetiremos o que foi feito
por Striibing utilizando a Teoria de Frenet para curvas imersas em variedade Riemanniana
e também certas propriedades simétricas de tais curvas. Para a prova da suficiéncia
seguiremos o que foi feito por Ferus utilizando as propriedades dos espagos simétricos.
Portanto, antes de provar o Teorema (1.3), comecaremos dando uma rapida introdugao
da Teoria de Frenet para curvas em variedades Riemannianas.

No que resta desta secio M denotard uma variedade Riemanniana (n + m)-
dimensional com métrica (,) e derivada covariante de Levi-Civita D; e I denotara um

intervalo aberto nio vazio da reta real IR, a menos que digamos o contrario.

1.4 Definigao. Diremos que ¢: I — M é uma curva de Frenet em M com osculador de
posto r (r > 1) se ¢ € uma curva diferencidvel parametrizada com respeito ao comprimento

de arco tal que para todo s € I, suas derivadas de ordem superior

D¢ D=1

. "o
(i) c(s),
sao linearmente independentes e
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. . D Dir=1¢ D¢
(11) C(S)’ _ds—(s),"-a ds (S)a ds (S)

~

sao linearmente dependentes em Ty, M.

1.5 Observagio. Na definicio (1.4), se M = IR™™, temos simplesmente que
D¢
ds

de arco.

= ¢+ onde V) € a (i 4 1)-ésima derivada de c com respeito ao comprimento

No volume IV da referéncia [S}], é provado que as condigdes (i) e (ii) da defini¢do (1.4)
sdo equivalentes a dizer que o r-referencial de Frenet Wy,..., ¥, da curva c é definido no
intervalo aberto I, e que as fung¢des curvaturas de ordem superior ky,... k., : I — IR

satisfazem a seguinte condigao:
ki(s)>0,1<:<r—1 e k(s)=0 (3)

para todo s € I. Neste caso, temos para a curva c¢ as conhecidas formulas de Frenet:

DV

I =—ki Via+kVi,1<:<r (4)
s

Daqui por diante usaremos a seguinte convengao:
ko(s) :==|Id(s)l] e Wo(s):=W,p(s):=0¢ Tc(s)]ﬂ , Vse I (5)

A seguir uma propriedade de simetria das curvas de Frenet:

1.6 Lema. Sejac: I — M uma curva de Frenet em M com osculador de posto r.
Suponhamos que s € [ & —s € I, e além disso que todas as fung¢ées curvaturas de ¢ sdo

fungdes pares. Entdo para qualquer isometria ¢ : MM que cumpra com
$(c(0)) = c(0) e ¢.(Wi(0)) = (=1)'W(0), 1 <7<, (6)

a equacdo

P(c(s)) = ¢(—s) ¢€ satisfeita por todo s € I.
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Demonstragao. Nés daremos somente o esqueleto da prova. Com efeito, deve-se con-
siderar a curva é : I — M dada por é(s) := ¢(c(—s)),Vs € I, e mostrar que ¢ é uma
curva de Frenet em M com osculador de posto r, e que satisfaz o mesmo sistema de
equagdes ordinarias com uma condigao inicial que coincide com a de c. Para isto, se usa
a equivaléncia citada em (3). Dai se segue facilinente a equagio requerida do Lema (1.5).

(Para maiores detalhes ver [St]). g

1.7 Observagio. Para o caso de M = Q™™ (c) no Lema (1.6), existe pelo menos uma
isometria ¢ : M — M satisfazendo (6). o

Daremos agora outro lema que diz a grosso modo que as curvas imagem de geodésicas

por imersées paralelas sio curvas de Frenet. Formalmente:

1.8 Lema. Seja f: M™ — M™™ uma imersdo isométrica. Denotamos por~y:1 — M
uma geodésica normal de M, e por ¢ := fo~y : I — M sua curva imagem em M.

Suponhamos que f € paralela, e por causa da observagio (1.2) denotemos por
¢:= a dimensao constante de Ny(y(8)), Vs € I. (7)
Entao existe r € INy com
r<min{2n,20+1} (<n+m) (8)

e existem campos de vetores diferencidveis paralelos Ey,...,E, em M ao longo de 7 tal
que ¢ € uma curva de Frenet em M com osculador de posto r, e cujas fungées curvaturas

ko, ..., k. e respectivamente o r-referencial de Frenet ¥;,...,V, de ¢ verificam para todo

¢ € IN, as seguintes condicoes:

(9:) ki_y: 1 — IR ¢ constante e positiva;

b) se 214+1<r:
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(10;) Vair1 = fu(E2itr);

c) se 2t<r:

(11;) Vai = a(y', Eai);

em particular, Wo; € uma se¢do paralela em v(f) ao longo de 7.

Demonstragao. Descobriremos r e provaremos que (9;),(102;41), e (112¢) sdo validas

para todo z, 25 + 1, 2k < p por indugdo sobre p = 1,2,....
Para p:=1. Temos trés casost =1, j =0, k=0.

Caso i = 1: ¢ é parametrizada pelo comprimento de arco, entdo (¢’,¢’) = 1, mas

ko(s) :=||c(s)}| , V s € I. Portanto, (9,) € valido.

Caso j =0: ¥V} = = (fory) = fu'), se fazemos E; := 7, entdo ¥V, = f.(E,).
Portanto, (10,) é valido.

Caso k =0: ¥y =0 = a(y,0), se fazemos Eo := 0, entdo ¥ := a(y’, Ey). Portanto,
(11) € valido.

Agora, suponhamos que p € {1,...,n + m} e que (9;),(105;41) e (112) sdo validos
para ¢, 25 +1, 2k < p.

DV,
Se dsp + k,—1V,—1 =0, entdo a tese do teorema é valida com r := p. De outro modo
Dy,
dsp + k,m1V,_1 #£ 0. (12)

(Isto é, o lado esquerdo de (12) ndo se anula pelo menos para algum s € I). Daqui,

distingliimos dois casos: p impar ou par.

Caso 1. Fazemos p := 2h + 1. Entao temos que verificar (99442) € (113442).
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Neste caso (10;44,) fornece-nos:

Dv, D D T D 1
_723#1 = E.;f'(EzhH):(E;f'(EuH)) +(£f..(E2h+1))

= fi(VaEmp) + oY, Eanga),
e portanto, ja que, F2,4; € paralelo por suposicao, teremos
(13) —_—= Cl(’)", E2h+1).

Ja que, 7', E5p41 sdo paralelos ao longo de 4 e f é paralela, entdo de (13), (92441) € (1124),
obteremos que

DV,
dzhﬂ + ko1 Vs, € paraleloem v(f) ao longo de 7.
s
_ DV2h+l - ’ o . ’
Portanto, kap41 = 7 + ko, Vai|| € constante e positiva. Isto prova (92x42), € além
s
disso, 3
1 DV,
Vahtys = ( 2t + kth2h> = a(y, = (Ean+1 + kanEan)),
k2h+1 ds k2h+l
portanto, Wy, satisfaz (112442) com o campo de vetores paralelo
1
Eshyz = 3 (Eqrt1 + kanEon),
2h42

ao longo de 7.

Caso 2. Fazemos p := 2h. Entao teremos que verificar (92541) € (102441)-

Com efeito:
DVh D ’ T D , 1 ,
Tt = (Fe0 B)) + (000 Br)) = ~LAato (1)) + V(' Ean),
mas, f é paralela, portanto:
DV, )
(14) d; = —fu( Aa(v,E)(7))-

Por outro lado, se Y é qualquer campo de vetores paralelo em M ao longo de «, temos
que

’ d ' d '
(V-d#;Aa('r',Egh)(‘y )’ Y) = d—S(Aa('y’,Egh)('y ), Y) = E(a(‘y 3 E2h)v 0(711 Y))
(Vi a(y', Ea), oy, Y) + (ol ), Via(r', V)
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daqui, Ay(y,E,,)(7') é paralelo em M ao longo de 5. Portanto, de (104,_;) e (14), temos

que )
D;?h + ko1 Voot = ful = Aa(y, B (Y) + R2n-1E2n-1)
e ~Augy ) (V') F k2n—1E24-1 € paralelo em M ao longo de 7. Isto implica que
kop = ’ DCZ% + kon_1Wop_1ll € constante e positiva,
o qual prova (92541), € Wapyy satisfaz (102541) com o campo vetorial paralelo
Eapgr = ! (—Aa(a,',EQh)(7') + kan-1E2n-1)

Fan
ao longo de 7.
Finalmente a desigualdade (8) é uma conseqiiéncia trivial de (10) e (11). Assim,

temos provado completamente o Lema (1.8). g

O seguinte teorema que apresentaremos implicara finallmente em nossa condigdo ne-

cessaria do comego desta segio.

1.9 Teorema. Seja f : M"* — M™™ wma imersio isométrica. Sejam p € M e
€ €]0,400]. Suponhamos que f € paralela e que U = exp,(B.(0)) e U= expf(p)(Be(O))
sejam duas vizinhangas de p em M e f(p) em M, respectivamente, onde B.(0) e B.(0)
denotam as bolas abertas de raio ¢ em T,M e Tf(,,)l\fl, respectivamente ambas centradas

no 0 (origem respectiva). Além disso, seja ¢ : U — U uma isometria de U tal que
(15)  &(f(p)) = f(p)

(16) d.(v) = ~v para todo v € T,M,

(17)  ¢u(v)=v  paratodo v € vy(f).

Entao:
#o [ oexp,(v) = [oexp,(~v) paratodo v € Bi(0).

Em particular, a isometria ¢ de U leva f(U) sobrc si mesmo.
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Demonstragdo. Tomemos um vetor unitario vy € T,M e 7 € [0,¢[, e considere-
mos a geodésica vy : | — €,6[— M definida por 7(t) := exp,(tvo), Vt €] —e,el. Ja
que, f é uma imersdo isométrica, temos que f(U) C U, portanto a curva imagem de

v por f, c:= fo~,leva]— ¢,¢[ no dominio de @, isto é, c(] — ¢,e[) C U. Daqui segue-se

que
$(c(0)) = #(f(7(0))) = ¢(f(p)) = f(p) = c(0).
De acordo com o Lema (1.8), os vetores de Frenet Wi(0),..., ¥,.(0) de ¢, satisfazem

para todoz=1,...,r que:

T,M, se i éimpar

7.
Vi) € { vp(f), se t ¢épar.
Portanto, devido a (16) e (17), para todo ¢ =,...,n temos que

v . & impar .
Vi(0), se 7 & impar }:(-—1)"’{(0)-

d)*(Vi(O)):{ Vi(0), se i épar

Além disso, o Lema (1.8), implica que as fung¢des curvatura de ¢ sao constantes e positivas,

logo, sao funcdes pares. Substituindo M por U segue-se do Lema (1.6) que
$po foexp,(tv) = @(c(7)) = c(—T) = foexp,(—Tv).
Isto prova o Teorema (1.9). g
1.10 Observagio. Se M = Q™™(c¢) no Teorema (1.9), entio sempre existem vizi-

nhancas U de p em M e U de f(p) em Q™" (c) do tipo mencionadas no teorema e

também existe uma isometria ¢ : U — U que satisfaz (15)-(17).
Agora podemos provar a condi¢do necessaria do Teorema (1.3).

Demonstragao. (=) A condi¢do necessaria do Teorema (1.3) fica um simples corolario
do Teorema (1.9), ja que, no caso de curvatura constante existe sempre uma isometria
que verifica as condigbes do Teorema (1.9). A qual vem do fato que o grupo de iso-

tropia de um ponto z em Q"*™(c) é transitivo no conjunto das bases ortonormais de

T_-,;Qn+m(C). O
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Notemos que na prova da condi¢do necessaria do Teorema (1.3), n&do usamos o fato que f
¢ um mergulho somente, usamos que é uma imersido. Antes de provar o reciproco do Teo-
rema (1.3), necessitaremos definir o conceito de espago simétrico e algumas propriedades

destes espagos.

1.11 Definicdo. Um espaco simélrico é uma variedade Riemanniana M tal que, para
cada ponto p € M, existe uma isometria 7, : M — M que deixa fixo o ponto p e inverte
todas as geodésicas que passam por esse ponto. (Isto é, se v: I — M é uma geodésica
tal que 0 € I e v(0) = p, entdo 7,(y(t)) = v(~t), V 1).

1.12 Lema. Seja v: I — M uma geod€sica em M espago simétrico e sejam p = v(0)
e ¢ = 7(to), onde 0,10 € 1. Entao 7,m,(y(t)) = v(t + 2lo), (aqui estamos assumindo que
7(t) e ¥(t+2ty) estio definidos). Além disso, ,1, preserva campos vetoriais paralelos em

M ao longo de v.

Demonstragao. Seja f(t) = y(t + t5). Entdo 8 é uma geodésica e §(0) = y(to) = g¢.
Portanto, 7,7,(1(t)) = o(7(~1)) = 7o(7(~ (¢ + to) + t0))) = 7y(B(=(t +1o))) = At +to) =
y(t + 2to).

Agora, se V' é um campo vetorial paralelo ao longo de 7 entao (7,).V é paralelo (ja
que, 7, é uma isometria), além disso, (7,).V(0) = =V(0). Daqui, (7,).V(t) = =V (-1).
Portanto, (7,).(1p)(V(t)) = V(i +2t). @

1.13 Corolario. Todo espago simétrico é completo.

Demonstragao. O Lema (1.10), mostra que todas as geodésicas podem ser extendidas

indefinidamente. -

1.14 Corolério. Seja M um espago simétrico. [ntio, para cada p € M, a isomelria T,

€ unica.

Demonstragao. Se duas isometrias coincidem em um ponto e também as diferenciais

coincidem naquele ponto, entao as duas isometrias coincidem. g
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Agora estamos em condigoes de provar a suliciéncia do Teorema (1.3).

Demonstragao. (<) Daremos somente a prova para o caso ¢ = 0. Para isto, primeiro
provaremos que M é um espago simétrico e logo usando as férmulas de Gauss e Weingarten
e a equacgdo de Codazzi para concluir que f é paralela. Com efeito, os fatos de f : M™ —
IR™*™ ser um mergulho isométrico de uma variedade Riemanniana completa conexa em
IR™*™ e que para cada p € M, existe unica isometria ¢ : R™*™ — IR™™ que fixa
f(p), e sua diferencial em f(p) fixa v,(f) e reflete f,(T,M) em torno de f(p), e tal que
#(f(M)) C f(M), nos dizem que existe uma inica isometria 7, : M — M que fixa o
ponto p e é definida pela seguinte igualdade fo7, =¢o f.
Daqui, segue-se claramente que M é um espago simétrico.

Sejam dados p € M e v € T,M arbitrarios, e seja dada uma geodésica v em M com
v(0) = p e ¥(0) = v. Denotando por 4 := f o+ a curva imagem de v por f, temos, pelas

identificagbes usuais e pelas férmulas de Gauss e Weingarten, que

¥(0) = fuv), F(0)=Vs53 =a(v,v)
':/IH(O) = "f*(Aa(v,v)(v)) + \7:!‘0'(‘/, V),

onde V' é um campo de vetores de M ao longo de v tal que V(0) = v.

Por outro lado, o fato de v ser uma geodédsica implicam que Vie(V,V) =
(Voa)(V, V). Portanto, 4”(0) = — fu(Aa(w,n(v)) + (Vea)(V,V). Dai, usando a sime-
tria de M, temos que (3(—t))* = (5(t))*, onde (-)* é a projegao normal sobre v,(f),

(pois ¥(=t) = [(7(=1)) = f(n(v(1))) = ¢(f(7(1)) = d(3(t)) e ¢ fixa v,(f)). Logo
(¥"(0))* =0, isto ¢,

(V,a)(V,V) =0. (18)
Mas como v € T,M é arbitrario, segue-se de (18), que para qualquer z,y €
T,M (Veyya)(X+Y,X+Y) =0, 0onde X, Y sio campos de vetores em M ao longo de 7

tais que X (0) = 2,Y(0) = y. Entao pela equagio de Codazzi e a simetria de Va, temos

que

(Vary@)(X,¥) =0 e (Voa)(X,¥)=—(V,0)(X,¥). (19)
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Dai, se Z é outro campo de vetores em M ao longo de v com Z(0) = z € T,M,

segue-se de (19) que
0= (Vipyt:0)(X + Y+ Z, X +Y + 7)) =2(V,a)(Y,Z).

Portanto, (V,a)(Y,Z) = 0. Ja que p € M foi escolhido arbitrariamente, podemos concluir
que f é paralela.

Isto termina com a prova do Teorema (1.3). g

1.15 Observagdo. Sejam M- M’ T M" imersies isométricas. Se f € paralela e
verifica:

o (g.(z),n) =0 paratodo pe M,z €T,M e 73 €vlg), (20)
entao temos a equivaléncia:
g €paralela & fog € paralela.

A prova da observagao (1.15) segue diretamente da observacdo (4.7) do Capitulo I
e da definigio (1.1) deste capitulo. Mais adiante veremos que a condigio (20) é essencial
(para isto, daremos um contra exemplo). Portanto, em geral a composigao de imersoes

paralelas nao é paralela.

2. Subvariedades umbilicas e seus produtos
extrinsecos.

Nesta secao definiremos e classificaremos a primeira classe basica de imersées para-

lelas em formas espaciais.

2.1 Definigdo. Seja M™*™ uma variedade Riemanniana. Diremos que uma imersao

isométrica f : M™ — M™™ é umbilica em p € M se o tensor segunda forma fundamental

de f em p satisfaz

(a(}‘r’ Y), 77)(_1)) = A(p)()x’,Y)(p) ) A(p) € R, (1)

para todo X,Y € X(M) e todo y € X(M)*; aqui usamos (,) para indicar a métrica em M

e a métrica induzida por f em M. Diremos que f é uma imersio umbilica se é umbilica
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em todo ponto de M.

2.2 Definigao. Dada f : M™ — M™™ imersao isométrica, definimos o vetor curvatura

média H de f por
H:= %Za(x,-,x,-), (2)
i=1

onde a é o tensor segunda forma fumdamental de f, e Xi,..., X, € X(M) formam um

campo referencial local ortonormal. Como a é um tensor, para cada p € M, temos que
H(p) é bem definido.

Das defini¢des dadas acima claramente as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(2.1.1) f éumbilicaem p€ M;
(2.1.2) A, = (H(p),m)I, neT,M

(2.1.3) o(X,Y)=(X,Y)H(p), X,Y € T,M;

aqui H é o vetor curvatura média de f; A, é o operador padrao de f com respeito a 7n; e

I é a aplicagao identidade de T,M1.
A seguir veremos que para n > 2, toda imersao umbilica f : M"* — Q"™ (¢) com
M conexo é uma imersao paralela. Para isto, utilizaremos as seguintes observagbes com

respeito a estas imersdes umbilicas.

2.3 Observagdes. a) Para cada n € X(M)* unitdrio, A definida por (1) torna-se uma

aplicagdo diferencidvel de M em IR a qual € constanle.

b) O vetor curvatura média Il de [ € pavalelo com respeito a concxdo normal de f. Isto

¢, VEH =0, VX € X(M).
c) Uma conseqiiéncia dbvia de (b) é que ||H|| é constante ao longo de M.

Demonstragao. (a) O fato que A é diferenciavel é claro. Portanto, somente falta verificar

que A é constante. Para isto, tomemos um ponto py € M fixo e uma vizinhanca aberta U
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de py em M. Ja que a restricao de f a [/ segue sendo umbilica, temos que
(o X,Y),n) = MX,)Y) e (a(Z,Y),n) = XMZ,Y), (3)

para todo X,Y,Z € X(U). Mas como {(a(X,Y),n) = (4,X,Y) = —(@Xn,Y), entio de
(3), segue-se claramente que
- (6/\’77, Y) = /\(X7Y> e - (vZnaY) = )‘(Z7Y) (4)
para todo X,Y,Z € ¥(U). Assim, derivando em (4) a primeira equacido em relagao a Z,
e a segunda em relagio a X, obtemos para todo Y € X(U) as seguintes equagoes:
{ —(VzVxn,Y) = (Z(V)X,Y)+NVzX,Y)
(5)

—(VxVzn,Y) = (X(NZ,Y)+ MVxZ,Y).

Logo, restando ambas equagdes em (5), e usando o fato que [X, Z] = VxZ—VzX, temos
que

<?/\'©Z77 - ﬁZv.\'nvlr) = (Z()‘)‘Y - ‘\(/\)Za )> - A([X’ Z]a)/) (6)
mas por (4), =M[X, Z),Y) = (Vixyn, Y), portanto, substituindo esta igualdade em (6),

obtemos que
(R(X, Y, V) = (Z(\)X — X(\)Z,V). (7)

Mas, devido a féormula (1) dada na se¢ao 2 do Capitulo I, temos que R(X,Y)p = 0.
Assim, Z(A\)X — X(A\)Z = 0, VX,Z € X(U). Daqui, escolhendo X e Z linearmente
independentes, temos que X (A) =0, VX € X(U), donde A constante sobre U.

Até agora, temos provado que {p € M : Ap) = A(po)} é aberto. Claramente é

também fechado e pela conexdo de M coincide com M. g

(b) Usando (2.1.3), temos que

(Vxa)(V,Z) = Vi(a(Y,2)) —a(VxY,Z)— a(Y,VxZ)
= VX, Z)H) = (VxY, ZYH — (Y, Vx Z) I (8)
= (Y,Z)Vy H,

para todo X,Y,Z € X(M). Daqui, pela equagao de Codazzi para o caso de curvatura

seccional constante, obtemos que
(Y,Z)VxH = (X,Z)VyH paratodo X,Y,Z e x(M).
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Assim, escolhendo Y = Z # 0 e ortogonal a X concluimos que H é paralelo. g

2.4 Proposigdo. Para n > 2. Toda imersdo umbilica f : M™ — @Q"*™(c) com M

conera € uma imersdo paralela.

Demonstragio. De (8), temos que (Vya)(Y,Z) = (Y,Z)V5H, ¥ X,Y,Z € X(M).

Portanto, concluimos pela observagao (2.3)(b), que f é paralela. g

Da proposicao (2.4) e da observagio (1.14), segue-se claramente que a composicao

de uma imersao paralela e uma imersao umbilica é ainda uma imersio paralela.

Para visualizar melhor as imersdes umbilicas de formas espaciais daremos sua clas-

sificagdo. Para isto, utilizaremos as seguintes observagoes:

2.5 Observagées. a) Seja M™ uma variedade diferencidvel. Sejam (,)1 e (,)2 duas
métricas Riemannianas conformes em M. (Isto ¢, existe uma funcdo diferencidvel p :
M — R, positiva, tal que (X,Y)y = p(X,Y),VX,Y € X(M)). Sejam V! e V? as
conexées Riemannianas de (M, (,);) e (M, {,)3), respectivamente. Entdo a conexdo V? é

dada por
VY = ViV + S(X,Y), (9)

onde X,Y € X(M), S(X,Y) := 5‘;{.‘(’(”))" + Y(u)X — (X,Y)igrad,(p)}, e
grady(p) € calculado por X (p) := (X, grad,(u)):-

b) Seja (, )1 uma métrica Riemanniana de M™*™ tal que f : M™ — M™t™ ¢ uma imersdo
umbilica. Se mudarmos a métrica (,); para wma métrica (,); conforme com (, )1, entdo

a imersdo f : M™ — (M™™ (,),) permanece umbilica.

Demonstragao. (a) Como V? é simétrica obviamente, basta mostrar que V? dada por

(9) é compativel com (, ), ou seja, que

X(Y,Z)y = (V4Y,Z); + (Y, V3 Z),.
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Com efeito, o primeiro membro da igualdade acima é
X(Y, 2)3 = X ()Y, Z)1 + w(ViY, Z)1 + (Y, Vi Z)1,
e o segundo
(VAY, Z)s + (V,V52Z), = w{(S(X,Y),Z) + (¥, S(X, Z))1} +
+ 1(VXY, Z)1 + u(Y, Vi Z)1.
Portanto, basta mostrar que
X(uNY, Z) = p{(S(X,Y), 21 + (Y, S(X, Z)11 },

o que decorre de um calculo direto. g

(b) Usaremos as notagées dadas na observacido (2.5)(a), para esta prova. Sabemos que,
£ M = (M™™ ();) é umbilica se —~(VL7,Y) = MX,Y);, para todo n € X(M)* e
todos X,Y € X(AM). Entao basta provar que

- <v2\(—"ﬁ))>2 = MX,¥),. (10)

Com efeito, o primeiro membro de (10) diz

- <v3\, (—\%),Y>2 = —u <v}\,(%), )'>] _p <s (\ —\%)}>1 .

Substituindo em (11), as seguintes igualdades:

vl (—”ﬁ) - 7%?7}\,77 + X(—\;—l_)n e S(X, l) - L{X(u)% + ’i(-\/%)s(}

obtemos que

2 (N - I - 1 v
- <vx (ﬁ)’) >2 = “ﬁ(vf\"h Y — 2\/177](;&)(/\, Y. (12)

Portanto, substituindo (Vi#n,¥); = —A(X,Y); em (12), obteremos (10) com A =
2Ap—n{p
(54)

2.6 Lema. Seja f : M™ — Q"™ (c) umbdica, n > 2. Entdo as sequintes afirmacées sdo

vdlidas:

ot
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a) M™ possui curvatura seccional constante k = ¢ + ||H||?.

b) Se f nao € totalmente geodésica, entdo sua codimensao pode reduzir-se a 1. Clara-
mente neste caso ||H|| # 0.

Demonstragao. (a) Sejam p € M, e z,y € T,M ortonormais. Entdo pela equagao de
Gauss:

Ky(z,y) = c + (a(z,2),a(y, 9)) — lla(z,y)]I?
e pela observagéo (2.3)(c), segue-se que K,(x,y) = c+ ||H||* é constante e nio depende

dez,yep. o

(b) A prova segue diretamente do coroldrio do Teorema de redugio da codimenséo, pois,
para cada p € M, o primeiro espago normal de f em p, Ny(p), é gerado pelo vetor nao
nulo H(p). Assim, a dim Ny(p) = 1, Vp € M, e pela observagao (2.3)(b), concluimos que
N, é paralelo. g

2.7 Observagao. Sejam f: M — My e g: M, — QN (c) duas imersoes umbilicas, onde
M. € uma variedade Riemanniana conexa de curvatura seccional constante k. Entdo go f

€ umbilica.

Demonstragao. Sejam HY, H9 e H9%S os vetores curvatura média de f,g e go f, res-

pectivamente. Entio, para cada X,Y € X(M) e V,W € X(M,), temos que
AX, V)= (X, YYH! e of(V,W) = (V,IV)H. (13)
Mas pela observacao (4.7) do Capitulo I, sabemos que
o (X,Y) = g.(/(X,Y)) + a*(f.(X), £.(Y)). (14)
Assim, de (13) e (14), segue-se que
N (X, Y) = (X,Y)(g.(HT) + H?). (15)
Por outro lado, se X;,..., X, é um campo referencial local sobre M", entao

Ho% = ; Trago (o) = Za”f i Xi) (16)
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Logo, de (15) e (16), segue-se que
H* =g, (HT) + H°.

Daqui, concluimos que g o f é umbilica. g

Agora apresentaremos a classificagdo das subvariedades umbilicas imersas em espagos

euclideanos com codimensio arbitraria.

2.8 Teorema. Paran > 2. Seja f: M® — IR™™ wma imersdo umbilica da variedade
diferencidvel M™ conexa no espaco euclideano. Entdo f(M™) é um subconjunto aberto de

um n-plano ou de uma n esfera de algum (n + 1)-plano de IR*+™.
Demonstragio. Seja f: M™ — IR™™ umbilica. Temos dois casos:

Caso 1. Se f é totalmente geodésica entdo para todo p € M, Ni(p) é nulo. Assim,
pelo corolario do Teorema de redugao da codimensao existe uma subvariedade totalmente
geodésica IR™(0) de R™*™ tal que f(M™) C IR*(0). O fato que f(M) é aberto segue do

Teorema da fungao inversa.

Caso 2. Se f nao é totalmente geodésica, entio pelo Lema (2.6)(b), existe uma subva-
riedade totalmente geodésica IR"(0) de IR™*™ tal que f(M™) C IR"*'(0). Daqui, pecla
observagao (2.7) f : M™ — IR**'(0), segue sendo umbilica. Portanto podemos considerar
A= |[H||> # 0, onde H e o vetor curvatura média de f. Assim, escolhemos um ponto
po € M arbitrario e um campo n € X(U)* unitério, onde U/ é alguma vizinhanca de po

em M. Entao, podemos definir uma fungao diferencidavel h : U — IR**'(0) dada por

n(p
h(p) = f(p) + —]—(){—), Vp € U. Assim, considerando h como um campo de vetores de U,
temos que
1
A

para todo X € X(U); aqui V denota a conexdao Riemanniana de IR**(0).

Logo, h é constante em U. Isto é, existe xp € IR"+(0) tal que

Vxh=Vxf+ @X(-}) = fu(X)= A (X)=X =X =0

f(p)+ i;)l =29 paratodo pe€U.
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Daqui, f(U) C 5" (afo, I)I\—I) = {1 € IR™H0) : ||z — zoll? =
Sn (IL’o, 1 1

o] é a n-esfera de IR"*'(0) com centro x; e raio ok

Até aqui, temos provado que o conjunto de pontos de M cuja imagem via f pertencem

12}'

/\

a uma n-esfera é aberto. Mas também é fechado por argumentos de topologia basica.
Segue-se, portanto da conexidade de M que f(M) C S” (:1:0, I—/\_I .
Isto prova o Teorema (2.8). o

Agora, daremos a classificagao das imersdes umbilicas no caso ¢ > 0.

2.9 Teorema. Paran > 2. Seja f: M™ — S5™™(c) uma imersao umbilica com M™"

conera. Entdo f(M) estd contida em uma n-esfera de S*"(c).

Demonstragio. Consideremos a imersdo isométrica f : M™ — R™™*! dada por
f=10f, ondei: §™(c) —» IR™™+1 ¢ a aplicacdo inclusdo, a qual é umbilica pelo
Teorema (2.8). Assim, pela observacio (2.7), segue-se que f é umbilica. Logo, aplicando
o Teorema (2.8) a f, temos que f(M)(= f(M)) é um subconjunto aberto de um n-plano
P ou de uma n-esfera S de IR"*'(0), onde IR**!(0) é um (n + 1)-plano de R**™*'. Por-
tanto, f(M) estd contida na n-esfera 3=, := P N S™*! ou na n-esfera }°, := SN S*t™(c).

Isto prova o Teorema (2.9). g

Em geral uma n-esfera . C S™"*™(c) é uma subvariedade totalmente geodésica
quando o raio de }_ é igual ao raio de S"*™(¢) ou é uma n-esfera de alguma subvariedade
totalmente geodésica S™*!(c) de S™*™(¢). Assim, no Teorema (2.9) temos uma analogia

com respeito ao Teorema (2.8).
Por ultimo, daremos a classificacao das subvariedades umbilicas no caso ¢ < 0.
2.10 Teorema. Paran > 2, seja f : M™ — H™™(c) uma imersdo umbilica da variedade

M™ conexa no modelo do semi-espago superior. Entdo f(M) estd contida na intersecio

de H™*™(c) com algum n-plano ou n-esfera do espago euclideano IR*™.
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Demonstragido. Sabemos que o modelo hiperbdlico do semi espago superior H™t™(c)

big

2
_01n+m

é conforme com a métrica euclideana. Portanto, como f : M™ — (IR**™' x IRy, g;;) é

esta composto por IR"*™~1 x IR, e pela métrica dada por g¢;; = . Esta métrica
umbilica, temos pela observacdo (2.5)(b) que f : M™ — (IR™™ ! x IR;,6ij) é também
umbilica. Assim, podemos aplicar o Teorema (2.8), a imersao umbilica fiMr > R
dada por f = io f, onde i : (R™™-! x IR, 6ij) — (IR™™,8j) é a aplicagio
inclusdo a qual é uma imersio umbilica, pelo Teorema (2.8). Portanto, temos que
f(M) ¢ Pou f(M) C S, onde P e S sio algum n-plano e alguma n-esfera, respec-
tivamente, em IR**1(0). Mas, f(M) = f(M) C H"*™(c). Isto prova, o Teorema (2.10)

completamente. g

Resumiremos os trés teoremas anteriores, como segue: As subvariedades umbilicas
completas de uma forma espacial QV(c) sio as subvariedades totalmente geodésicas, e
além delas, se ¢ > 0 temos as esferas; e se ¢ < 0 temos as esferas geodésicas (k > 0) ou
temos as horosferas (£ = 0) ou temos as hiperesferas eqiiidistantes (k < 0). Aqui k é a

curvatura seccional da subvariedade umbilica.

2.11 Observagao. No caso particular de HY(—1), podemos usar a férmula (13), para
calcular a curvatura média de 3 := SNHN(—1), onde S € uma (N — 1)-esfera euclideana
de raio 1 e centro em HN(—1). Assim, temos que a curvatura média de 3 (na métrica
de HN(=1)) € igual a 1 se Y ¢ uma horosfera, e ¢ igual a cos0 se S é uma hiperesfera
eqiidistante a qual faz um angulo 0 com OIHN(—1), € € igual ¢ ‘altura” do centro eucli-

deano de S relativa ¢ QJHN(—1) se 3 € uma esfera geodésica. g

A seguir daremos uma proposigao que garante a existéncia e unicidade de uma sub-

variedade umbilica numa forma espacial dada trés condig¢oes iniciais.
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2.12 Proposigao. Dados um ponto p € QV(c), um subespago linear n-dimensional IE

de T,QN(c), e um vetor H de T,Q™(c) ortogonal a IE, entio existe uma e somente uma

subvariedade umbilica completa S de QN(c) tal que p € S, IE = T,S e H € o vetor

curvatura média de S em p.

Em particular, S € isométrico a Q™(k) onde k = ¢+ (H, H).

Demonstragao. Temos trés casos a considerar segundo ¢=0, ¢ >0e c < 0.
Caso ¢ = 0 Sejam p € IRM(0), IE um subespago de T,IRN(0) n-dimensional, e H €
T,IRN(0) tal que (H, E) = 0. Entio temos duas possibilidades:

i)

ii)

Se H = 0, entdo S := IE é claramente a tinica subvariedade totalmente geodésica
(umbilica) que verifica o pedido.

H 1
Se H # 0, entao S := S* (p + ——,
I 1 H

n-dimensional de IRV (0) que verifica o pedido. (Ver Teorema (2.8)).

> é a unica subvariedade umbilica

Caso ¢ > 0. Sejam p € S¥(c), IE subespago de T,S™(c) n-dimensional, e € T,SN(c)
tal que (H, IF) = 0. Entdo temos duas possibilidades:

i)

if)

1 . ~
Se H = 0, entdo S := S (0, 7) que é obtida da intersecgio de S™V(c) com um
c

(n + 1)-plano de IRN*! que passa por p e contém I, verifica o pedido.

1
Se H # 0, entdo S := S™ (q, —————) é a unica subvariedade umbilica que
ve+H]|?

verifica o pedido, aqui o centro da n-esfera ¢ depende de H essencialmente para a

unicidade.
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Caso ¢ < 0. Sejam p € HN(c), E subespago de T,H"(c) n-dimensional, e H € T,H"(c)
tal que (H,IE) = 0. Ent3o temos duas possibilidades:

i)

Se H = 0, entao temos mais duas possibilidades, a saber, quando JF intersepta
perpendicularmente dH™(c) ou quando nado. Assim, se IE intersepta perpendicu-
larmente dH™(c), entdo S := IE N HN(c) verifica o pedido. Se IE nio intersepta
perpendicularmente dHY, entdao S := S NHY(c) onde T é a esfera n-dimensional

um centro em HN(c) e passa por p e é tangente a E, verifica o pedido.

Se H # 0, entdo teremos trés possibilidades para determinar S, a saber, k¥ > 0, k =

0 ou k <0, onde k =c+ ||H|%

Para k > 0, teremos que S € a esfera geodésica que passa por p, e € tangente

a IE, e tem centro Euclideano em p + e ralo ———=————, verifica o pedido.

|| H|}? c+ ||H|?

Para k = 0, teremos duas possibilidades segundo JF seja paralelo ou nao a
AHN(c). Assim, se IE é paralelo a 9H™(c), entdao S := I, e se IE nao é paralelo a
OH™N(c), entdo S é a horosfera que é obtida da intersecgio de H"(c) com uma es-
fera n-dimensional C de RN que intersepta H"(c) em um sé ponto e é tangente a

F em p. Em ambos casos S é a tnica subvariedade umbilica que verifica o pedido.

Para k < 0, teremos duas possibilidades, segundo IF faz-se um angulo entre 0
e 45 graus ou entre 45 e 90 graus com dHN (¢). Para concluir ver Teorema (2.10)

e referéncia [S] volume IV. g

A seguir definiremos e classificaremos os produtos extrinsecos das subvariedades

umbilicas em formas espaciais e mostraremos que elas serdo imersoes paralelas.

2.13 Definigdo. Seja M = M; x...x M,, um produto Riemanniano. Se f : M — Q" (c)

é um produto extrinseco em QM(c) tal que f|p, é uma imersio umbilica para cada

1 =

..,n, entdo diremos que f e sua imagem f(M) sdo um produto eztrinseco de

subvariedades umbilicas de QV(c).
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2.14 Observagao. Toda imersio umbilica [ : M™ — Q"t™(c) pode ser considerada

como um produlo extrinseco com um sd fator.

2.15 Lema. Sejam M = M x...xM,, e N = Ny X...xXN,, dois produtos Riemannianos,
esejag =g X...X gy : M — N aimersio isométrica produto das imersoes isométricas
gi : M; > N;. Entdo para cada p € M a sequnda forma fundamental o de g em p estd

relacionada com a segunda forma fundamental o' de g; em m;(p), pela sequinte equagdo:
i (4 (z,y)) = & (m.(2), 1. (y)) , Vi=1,...,m e z,y€ T,M, (17)

onde m; : M — M; e1; : N = N; denotam as i-€simas projecées canonicas de M e N,

respectivamente. Além disso, temos a sequinte implicagdo:
(Vi:g; ¢€paralela) = g € paralela. g

2.16 Proposicio. Todo produto extrinseco de subvaricdades wmbilicas de QN (c) é pa-

ralelo.

Demonstragao. Seja f: M; x...M,, — Q"(c) um produto extrinseco de subvariedades
umbilicas. Entao segue-se que f é paralela, usando o Lema (2.15) e o fato que cada f|as;

é uma imersao paralela (pela proposigio (2.4)). g

2.17 Proposigao. Seja f: QM (1) x ... x Q¥ (cn) = QN (c) um produto extrinseco

de subvariedades umbilicas em QV(c), e seja f; : M; — QNi(c;) um produto extrinseco

m;

da variedade M; := H]VIM. em Q%(c;) para 1 =1,...,m. Entdo sio vdlidas as sequintes
5 k=1
afirmagoes:

a) fi=fo (fi X ... X fm) € um produto extrinseco em QN {(c).
b) Se fi,..., fm sdo paralelas, entdo jz € paralela.

c) Em particular, de (a) e (b), temos que a composi¢io de uma imersdo paralela com

um produto extrinseco de subvariedades umbilicas ¢ paralela.
m
Demonstragao. (a) Seja p = (p1,...,pm) em M := [[Q™(c;). Entdo podemos iden-

i=1
m

m
tificar T,M com @TmQ""(c;). Assim, para cada v € T,M, temos que v = Zvi, onde

i=1 =1



v; € T,,Q™ (c;). Denotaremos por HH; o vetor curvatura média de f|p, em p, para cada ¢.

Assim, pelo Lema (2.15), temos que

o (X,)Y) = (X, Yi)H;, VX,Y € T,M. (18)
i=1
Como para cada i, f; : M; := H]\‘L-;\. — Q™(c;) é um produto extrinseco em Q™ (c;)
k=1
dado. Assim, para todo q = (q1,...,qm) € M := H]fl,- e todo par de vetores X, Y € T,M,

=1
derivaremos para a segunda forma fundamental de f a seguinte formula:

3

A (X,Y) = S (Xi, V)V H; + fu(a® (X, Y1), ..., 0l (X, Yin)) (19)

1

-

de (18) e da observagao (4.7) do Capitulo I sempre e quando p := (fi(q1),-- - fn(@m))-
Portanto, segue-se imediatamente de (19), que f é um produto extrinseco em QV(c). o

m

(b) Da identificagio na prova de (a), T,M = EPT,,Q™(c;), segue-se que para cada
i=1

q= (fh, ce ,qm) (S HM,-, temos que:

i=1

i x fu) = T v (£ (20)

Assim, de (1), obtemos que o/((f; X ... X fm),/{’,Z) = 0 para todo X € T,,(HM,)
=1

e Z € vy(fi X ... X fm). Portanto, pela observagio (1.14) e pelo Lema (2.15) segue-se

imediatamente que f = f o (fi X ... X fr) é paralela. g

A seguir apresentaremos um teorema que caracteriza completamente os produtos

extrinsecos de subvariedades umbilicas.

2.18 Teorema. Sejam dadosp € QN(c), I, . .., I, subespagos lineares de T,Q™(c), or-

togonais dois a dois, e Hy,...,H,, € T,QV(c) cada um ortogonal a IE = @E,-. Suponha-

i=1

mos que ¢; :=c+ (H;, H;) e que ¢; < ¢y < ... < cpy. Além disso, seja H; . [E x I — F*
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aplicagdo bilinear simétrica definida por

(21) B(X,Y) = 3 (X, Y H,,

=1
onde X; e Y; sdo as componentes de X e Y em IE;, respectivamente. Entdo as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:
a) (Hi,Hj)=—c parai#j.

b) Os nimeros reais ¢;,...,¢n Sdo estritamente positivos, e eziste um produto

extrinseco de subvariedades umbilicas
F:QM(c) x SM(cz) x ... x S¥(c) — QN(c)

tal que p € f(Q™ (1) x SM(c2) X ... x SV (ew)) = S, E = T,5, af = h; mais
ezatamente, se ¢ = (qu,---,qm) € f~1(p), entdo fu(T,,Q"'(c:)) = E; e H; € o vetor
curvatura média de f|gn,(.,) em q.

Demonstragao. ((b) = (a)). Sejam X tangente a Q™i(c;) e Y tangentea QMi(c;),: # j,
tais que || X|| = ||Y]| = 1. Entéo pela observacao (5.2)(c) dada no Capitulo I e da equagao

de Gauss, teremos que
0=K(X,Y)=c+ (a(X, X),a(Y,Y)) = |la(X, Y)]||*.

Mas, f é produto extrinseco, portanto, segue-se que (a(X, X),a(Y,Y)) = —c. Daqui,

tomando tragos, concluimos que (H;, H;) = —c. o

((a) = (b)). O caso m = 1 foi tratado na proposigao (2.12). Portanto, poderemos supor
m > 2. Entao, ja que, H; # Hy e ¢; = ¢+ ||H;||?, teremos que

0< (Hy— Hy,H, — Hy) = ¢; + ¢; < 205,

daqui:
(22) >0 para todo 71=2,...,m.

A seguir nés trataremos de obter algumas relagdes entre algum dos objetos dados no
enunciado do Teorema (2.18), as quais garantam a existéncia de produtos extrinsecos de

subvariedades umbilicas. Para isto, definimos:
(23) Dm($0’ ey xm) = det(-’vo + 6ijxi)i,j=l,...,m
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para Zo,Z;,...,Tm € JR. Daqui, segue-se facilmente por indugdo que (23) € igual a

m

(24) Dn(zo,...,2m) =[] =;.
1=0 j#¢
Usando a férmula (24), podemos calcular os seguintes determinantes de Gram:
(25) G' := det((H; — Hi,H; — H1))ij=2,..m = det(c; + 6ijci)ij=2,...m
= Dm—l(cla-' 'acm) = EHCJ'
=1 j#i
e
(26) G = det((H;, H;))ij=1,..m = det(—c+ &;jci)ij=1,..m

= Dp(-c,...,cn) = Zc; —cG'.
=1

Como conseqliéncia dos cdlculos acima, obtemos que G’ > 0. Com efeito, G' = 0 sig-
nifica a dependéncia linear de H, — H,,..., H,, — H;, que por sua vez implica na de-
pendéncia linear de H,,..., H,,, daqui, G = 0; usando (22) e (26), obtemos ¢; = 0, daqui,

G' =c¢y...cp, >0, absurdo. g
De G’ > 0, obtemos imediatamente que

(27) dim(ger{H;:i=1,...,m}) > m—1.

Se definimos

0 i se ¢ =0
(28) ¢:= { (E(l/ci))—l se ¢ #0,

=1

entdo derivamos de (25) e (26) que

(29) &= [[(c/C') = c+ GJG.

Portanto, (por causa de G/G’ > 0), temos que
(30) é>ec.
Além disso, vemos que

(31) c=c & Hy,..., H,. sio linearmente dependentes
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e
(32) c<0 = é<0.

Se denotamos por N; :=dimE;e N:=m—1+ ZN.-, entdo por uma combinagao de
=1
(27), (30) e (31), obteremos as seguintes relagdes:
(33) £E=c e NSN)I ou £6>c e N+1§Nl.
paraE =0 paraE >0

Agora nés utilizaremos estas relagbes para provar a existéncia de um produto extrinseco

de subvariedades umbilicas

F:QM(c) x SN (cy) x ... x SV (cp) = QN (e),

com as seguintes propriedades:

(34) c+(nin;) =0 para i
e
(35) c+ (ni,m) = ¢; para todo %,

onde 7; denota o vetor curvatura média de f|gwm,c,)-

Com efeito, de acordo com a proposi¢do (2.12) e (33) existe um mergultho umbilico
de QN (&) em QN (c) (para é = ¢ o mergulho é totalmente geodésico). Daqui, ¢ suficiente
pela proposigao (2.17) provar a existéncia de f para o caso N = N e ¢ = & Portanto,

temos trés casos a considerar:

Caso ¢; = 0. O mergulho canénico R™M x SM2(cy) x ... x SN¥m(c,,) — IRY possui as

propriedades desejadas pelo Teorema de Moore. g

Caso ¢; > 0. O mergulho candnico SM(¢;) x SM(cz) x ... x SVm(cy,) — RN*+! é um
produto extrinseco de subvariedades umbilicas de IR¥*! cuja imagem est4 em SV (). De

fato, este mergulho é também um produto extrinseco em SV () pela observagao (5.5) do

Capitulol. g
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Caso ¢; < 0. De acordo com a proposicao (2.17) e (31) é suficiente tratar o caso m = 2.

Portanto, se escolhemos o modelo do semi-espago para o espago hiperbdlico, entdo f :
RN~ x Ry x SN (c;) = RM-! x RNt x R, dada por

f(:t,y,z) = (\/é_/_c:'z’\/'_'z'yzvy)

descreve um produto extrinseco HM(c;) x SM(c;) — HM(é) com a propriedade

requerida. g

Vejamos agora que se f é um produto extrinseco de subvariedades umbilicas dos
casos acima, entao f verifica (34) e (35).
Com efeito, como o tensor curvatura R de Q™ (c;) x SM(c;) x ... x S¥™(c,,) é dado

por

Rz, y)z = 3 iy )21 — (20, 5)91),

i=1
onde z,,y; e 2; sao as componentes de z,y € z, com respeito a estrutura produto. Entao
segue-se da equagao de Gauss e de (18) que f verifica (34). Analogamente é valido para
(35) se N; > 2. No caso N; = 1,¢; > 0, um célculo elemental prova (18). Somente o
caso m; = 1, ¢; < 0 pode ser verificado para os exemplos especiais dados acima nos casos
c=0ec<.
Até agora nos temos provado que ¢, ..., ¢, sao estritamente positivos e que existe

um produto extrinseco de subvariedades umbilicas
F:QM(er) x @M(c2) x ... x @M (em) = QM (e),
tal que verifica (34) e (35). Ja que, p € Q¥ (c) é dado por hipdtese, nés podemos considerar
q = (q1,..-,9m) € f}(p). Entdao como QVi(c;) é totalmente geodésico em Q™ (c;) x
QM (c2) x ... x Q¥ (cn), teremos que a curvatura normal média ni(q) de flgmi,) €
ortogonal a £.(T, (T] @"(c:)) ) = DA (Tu(@(e)), Vi Além disso, (n:(g),;(0)) =
7=1 1=1
—c = (H;, H;), V14, j. Daqui, existe uma isometria linear @ : Ty, (QN(c)> — T,QN(c)

tal que <1>( f.(T,,; (QNf(c,-))» = E: e 8(ni(g)) = Hi, Vi,
Portanto, j4 que existe uma isometria F de QV(c) tal que F(q) = pe F, = &,

podemos concluir daqui que F o f é o produto extrinseco de subvariedades umbilicas

requerido em (b).
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Com isto temos provado completamente o Teorema (2.18). g

Terminaremos esta se¢io dando um contra exemplo prometido no final da secdo 1

deste capitulo com respeito a composi¢ido de imerses paralelas.

2.19 Exemplo. De acordo com o Teorema (2.18) a inclusdo canénica IR x S(1) Ny i
é um produto extrinseco de subvariedades umbilicas e portanto paralela. Mas néo é
umbilica pelo Teorema (2.18). Por outro lado, seja f : IR — IR x S'(1) uma fungio
dada por f(t) = (t,cost,sent). Entdo f é uma imersdo totalmente geodésica e portanto
paralela. Observemos que a composigio f := i o f nio é paralela pelo Teorema (2.3),
apesar da fungio f ser totalmente geodésica. Isto mostra que, em geral, a composigao de

imersGes paralelas ndo é paralela. Dai, a condigdo (20) da segdo 1 € essencial. g
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3. Mergulhos padroes de R-espagos simétricos.

Nesta sec@o primeiro definiremos e logo provaremos que os mergulhos padroes de R-
espagos simétricos sdo imersoes paralelas. A seguir, descreveremos explicitamente alguns

exemplos classicos destes mergulhos e finalizaremos esta segido falando a respeito da sua

classificacao.

Para definir esta classe de mergulhos padroes necessitamos dar alguma nomenclatura
relativa aos grupos de Lie e dlgebras de Lie. Portanto, ao longo desta se¢do G denotara
um grupo de Lie real com G sua élgebra de Lie. Aut(G) denotard o grupo de Lie de

todos os automorfismos de G e End(G) sera sua algebra de Lie que consiste de todos os

endomorfismos de G.

3.1 Definigao. A representagdo adjunta de G é um homomorfismo Ad : G — Aut(G)
de grupos de Lie dado por

(1) Ad(g)X = (Lyo Ry1).(X), VX€EGQ, e geG,

onde L, e R,-1 denotam as translagdes a esquerda por g e a direita por g~! inverso de
g, respectivamente, e (L, 0 Ry-1), denota a diferencial da composicdo de L, € R;-1 no

elemento neutro de G.

3.2 Definicao. A representagdo adjunta de G é um homomorfismo ad : G — End(G) de
algebras de Lie dado por

(2) ad(X)Y := [X,Y], VX,)Y€eQq,

onde [,] denota o produto de Lie de G.

3.3 Observagao. Com as mesmas notagées dadas acima valem as sequintes igualdades:

®) Ad(g)X = S {gexp(tX)g™ ) oo

(@) ad(X)Y = - {Ad(exp(tY )X }ico,
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paratodo g€ G e X, Y €G. ¢

Ao longo desta se¢ao, KK denotara o conjunto de nimeros reais R, complexos & ou
quarténios JH, a menos que digamos o contrario. De maneira natural, R C @ C H.
Assim, para cada z em JK definimos os elementos T e # como segue: Se

z=xo+ 1t + 23] + 23k € H com =zo,3,,%3,23 € IR

entao

T=2x9—T11 — T2] — T3k, € I =1z9+ z11— 2] + z3k.

Se z € @, entdo T coincide com o conjugado complexo comum de z e T coincide com z.
Sez€e R,entaoT =% =r=z.
Agora daremos as notagoes dos espagos de matrizes a serem utilizados ao longo desta

dissertagao.

3.4 Espacgos de Matrizes.

M(p,q; IK

) = {Todas as matrizes de ordem p x ¢ sobre IK}
HnK) = {Ae M(n,n;K): A= A}

)

)

Sym(n; K) = {Ae M(n,nIK): A= At)
Skew(n; IK) = {Ae M(n,n;K): A=—-A"};

aqui A! indica a matriz transposta de A.

3.5 Observagao. Seja GL(n, IK) o grupo de Lie das matrizes de ordem n X n que sdo
inversiveis sobre IK e tem por dlgebra de Lie gf(n; IK) := M(n,n; IK). Entdo usando a

observagdo (3.3), obteremos que
(5) Ad(g)X = gXg™’

para todo g € GL(n,IK) ¢ X € gf(n,IK), onde g~! indica a matriz inversa deg. o

3.6 Definigao. A forma de Killing de uma algebra de Lie G sobre IR é a forma bilinear
simétrica Bg : G X G — IR dada por

(6) Bg(X,Y) := Trago(ad(X)ad(Y)), V X,Y €G.
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3.7 Observagao. Se Bg € a forma de Killing de uma dlgebra de Lie G, entao
a) Bg([X,Y)],Z) = Bg(X,[Y,Z]), VX,)Y,Z€g.
b) A restricio de Bg a um ideal H de G € a forma de Killing da dlgebra de Lie H.
Demonstragao. (a) Sejam X,Y,Z € G. Entao
Trago(ad[X,Y]ad(Z)) = Traco(ad(X)ad(Y)ad(Z) — ad(Y)ad(X)ad(Z))

= Trago(ad(X)ad(Y)ad(Z) — ad(X)ad(Z)ad(Y)
= Traco(ad(Z)ad([Y,Z])). o

(b) Se ady denota a representagdo adjunta de H, entdo a forma de Killing de H sera

dada por
(7) By(X,Y) := Trago(ady(X)ady(Y)), VX,Y € H.

Daqui, se completamos uma base de H para uma base de G, entao teremos que
, (A B C D\ ([ AC AD
ad(A)ad(Y)—(O 0)<0 0)—(0 0 ),

onde X,Y € H. Portanto, podemos concluir que
Bg(X,Y) = Trago(AC) = Traco(adny(X)adn(Y)) = By(X,Y). g

3.8 Exemplo. Seja IK := IR ou@. Entao a forma de Killing da algebra de Lie gf(n, IK)
é dada por

(8) Bge(n, k) (X, Y) 1= 2nTrago(XY) — 2Trago(X ) Trago(Y)
para todo X,Y € gf(n, K).

3.9 Definigao. Diremos que uma algebra de Lie G é semisimples se a forma de Killing

Bg é nao-degenerada. Por outro lado, diremos que um grupo de Lie G é semisimples se
sua algebra de Lie o é.

3.10 Exemplos. A seguir I,, denotara a matriz identidade de ordem n X n, e

—I, 0 (0 I
In,n-—( 0 In)’ Jﬂ'_(___I" 0)’
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-1, 0 0 O

0o I, 0 O

Knn 0 0 -I, O
0o 0 o0 I,

Entdo os seguintes conjuntos de matrizes sd3o grupos de Lie semisimples:

SL(n;R) = {g € GL(n, R):det(g) =1},

SL(n;@) = {g € GL(n,T): det(g) =1},
SU*(2n) = {g € SL(2n,@) :gJ, = J.g},
Sp(n; R) = {g € GL(2n,R) : g'Jug = Jn},
Sp(n;@) = {g€GL(2n,@): ¢'Jng = Jo.},

= {9 € SL(n,@):¢'g = L},
= {g € SO(QTI,,G) Igt‘]n:(j = J‘n}’
= {g€SL2n,Q@): ¢'I,ng = Inn},

)
)
)
)
SO(n,n) = {g€SL(2n,R): g'Iong = Inn},
)
)
)
) = {9€Sp(2n,@):¢'Knn§ = K}

Em particular,

S0(n) := SO(n,0) = SO(0,n),
SU(n) := SU(n,0) = SU(0,n),
Sp(n) := Sp(n,0) = Sp(0,n).

Demonstragao. De acordo com o seguinte isomorfismo ¢ entre as algebras de Lie
gl(n; H) sobre g{(2n;T) dado por

2 4

) o+ mi)=( 5 7

) ’ v ZI’ZZ € ge(n’w)’
podemos definir as seguintes algebras de Lie:

sl(n;IR) = {X € gf(n; R) : Traco(X) = 0},
st(n;@) = {Z € g€(n;@) : Trago(Z) = 0},
su*(2n) = {@(Z1+ Z2j): 21,2, € gf(n;@) e Traco(Z;)+ Trago(Z;) = 0},
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\,l ‘\2

X3 —X{

( gl ? ) 1 Z1 € gl IR) e Zy,Z3 € Sym(n; () },
by —

sp(n; IR) = ) : X1 €9l(n; IR) e X,, X3 € Sym(n; IR) },

( % :;\,Z ) : X1, X2 € Skew(n; R) e X3 € gl(n; IR) },

so(n;@) = Skew(n;T),
s0"(2n) = {@(Zi+ Zyj): Zy € su(n) e Z; € H(n;T)},

_ I 2y o Zi,Zz € so(n;@), Z, € gl(n; @)
) = L (5 7) DR ey

so(n;n) =

{
-
{

Z5 Zs
Zyy Ziy  Zi3 24 Zy, Zag € su(n),
_ Afz Zy 24, Zza 73y Zag € su(n; @)
sp(mn) = —le ZM 711 '—le . ¢
—Zoy —Ziy  Zn Zya, Z14 € gl(n; @)

Em particular,

so(n) := so(n,0) = so(0, n),
su(n) := su(n,0) = su(0,n),
sp(n) := sp(n,0) = sp(0,n).

Estas algebras de Lie correspondem aos respectivos grupos de Lie dados no exemplo
(3.10). Dai, se I := IR ou @, entdao pelo exemplo (3.8), temos claramente que a forma
de Killing de sé(n; IK') é dado por

Bye(n. 1) (X, Y) := 2n Trago(XY'), V X,Y € sl(n; IX). (10)

Segue-se dai que B, 5y € ndo-degenerada e portanto sf(n; IK) é semisimples. A semi-
simplicidade das outras algebras de Lie dadas acima scgue-se de maneira analoga. Isto

prova portanto, que os grupos de Lie dados no exemplo (3.10) sao semisimples. g

3.11 Observagao. Sejam p,q e n nimeros inteiros posilivos. Entio os sequintes
grupos de Lie semisimples SL(p+q; IR), SL(p+¢;T), SU*(2p+2q), SO(n,n), SU(n,n),
Sp(n,n), SO(2n;T), SO*(4n), Sp(n; R), e Sp(n;T), sdo ndo-compactos.



3.12 Definigdo. Diremos que um automorfismo involutivo ¢ de uma algebra de Lie

semisimples G é uma involugdo de Cartan quando, se

M:={X€eG:0X)=

'

e P={X€gG:0X)

= X},

(11)

entdo Bg|mxm € Bglpxp sdo negativa definida e positiva definida, respectivamente.

Na definicao (3.12) a existéncia de uma involucio de Cartan para G esta garantida

pela hipdtese de semisimplicidade.

3.13 Definigao. A decomposi¢io em soma direta de G =

(3.11) é chamada uma decomposigdo de Cartan de

M @ P dada na definigao

G relativa a 0. Além disso, diremos

que K é um subgrupo compacto mazimal associado a decomposicao de Cartan de G se I

é um grupo de Lie compacto tal que sua algebra de Lie é M. (Se a forma de Killing de

uma algebra de Lie é negativa definida, entdao o grupo de Lie associado a ela é compacto).

3.14 Exemplo. Seja G qualquer uma das algebras de Lie semisimples nao-compactas

dadas na observagao (3.11). Entao o automorfismo § : G — G dado por

0(X) = X1,

VXeg

(12)

é de Cartan e portanto determina uma decomposi¢io de Cartan de G e um subgrupo

compacto maximal associado a esta decomposigao.

Isto é dado na seguinte tabela, na

qual temos feito as identificagées adequadas segundo [H} e [K]:

g M P dim (P) K
sl(p + ¢ IR) so(p + q) Ho(p+a:IR) | 3(p+q)p+g+1) -1 SO(p +q)
st(p + ¢;T) su(p + q) Hy(p + ;@) (P+q)?° -1 SU(p +q)
su*(2p + 29) sp(p + q) e(Holp+ ;1)) | 200+ ) —(p+¢q) — 1 Sp(p + q)
so(n,n) so(n) x so(n) gl(n; IR) n? S0(n) x SO(n)
su(n,n) s(u(n) x u(n)) gl(n;@) 2n? S(U(n) x U(n))
sp(n,n) sp(n) x sp(n) e(gl(n; H)) 4n? Sp(n) x Sp(n)
so(2n;@) so(2n) Skew(2n; IR) n(2n —1) SO(2n)
s0*(4n) so(4n) N sp(2n) Skew(2n;T) 2n(2n — 1) U(2n)
sp(n, IR) so(2n) N sp(n) Sym(n;T) n(n+1) U(n)
sp(n;@) sp(n) e(Sym(n; I)) n(2n + 1) Sp(n)
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onde:

un) = {Zegl(m;@):2'+Z =0 e Trago(Z) =0},
Un) = {ge€GLn;@):g¢* =1.},
so(n) x so(n) := { ( /(1)1 12 ) € sl(2n; R) : Ay, Ay € so(n) },
s(u(n) x u(n)) = { ( f(l)l /(1) ) € sl(2n;@) : Ay, Az € u(n) },
sp(n) x sp(n) = { ( /2)1 /(1) ) € su*(2n) : Ay, Ay € sp(n) },
SO(n) x SO(n) := { ( “(8 0 ) € SL(2n; IR) : g1,9, € SO(n) }
92
S(U(n) x U(n)) := { ( 58 ;)2 ) € SL(2n;@) : gy,92 € U(n)

Sp(n) x Sp(n) := { (gl 0 > € SU*(2n) : g1,92 € Sp(n) }

0 g
Ho(p+q¢R) = {Ae€ H(p+ q;IR): Trago(A) = 0},
Ho(p+ ¢;@) = {A€ H(p+ ¢;T) : Tragco(A) = 0},
Ho(p+qH) = {A€ H(p+ q;I): Traco(A) = 0}.

Para verificar que o automorfismo involutivo ¢ definido por (12) é de Cartan para
cada uma das algebras de Lie G dadas na tabela acima, basta somente mostrar que é de
Cartan quando G = sl(N; IK), onde N e I sio escolhidos adequadamente. Com efeito,

seja A € M e B € P. Entao temos que
Trago(A?) <0 e Traco(B?) >0 (13)

e as igualdades em (13) acontecem se e somente sc A = 0 e B = 0, respectivamente.
Daqui, e do fato que (ad(A4))? € M e (ad(B))* € P, podemos concluir que Bg|axam ¢

negativa definida e Bg|pxp é positiva definida. Portanto 6 é de Cartan. g

3.15 Proposicao. Seja G um grupo de Lie ndo-compacto semisimples com dlgebra
de Lie G e seja I o subgrupo mazximal compacto associado & decomposi¢io de Cartan
G =M@®P. Sejam dados i} € P ndio nulo e Ko = {k € K : Ad(k)) = ij} o subgrupo de

isotropia da representag¢io adjunta de G. Entdo valem as sequintes afirmacées:
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a) A aplicagio f: M := K/Ky — P dada por
f([K]) := Ad(k)q € P, Ve K (14)
¢ um mergulho da variedade quociente M em P.
b) f([el) = 1.

c) Jd que P torna-se um espago euclideano com o produto interno dado pela forma

de Killing Bg, temos que se

(ad(#))* = ad(7), (15)

entdo a métrica induzida por f em M € Riemanniana simétrica, ou seja, M
com esta métrica torna-se um espago simétrico. Dai, as sequintes afirmagoes sao

vdlidas:
d) A métrica induzida por f € dada por

(X,Y)g = -Bg(X,Y), VX,YeTyM. (16)

e) O tensor curvatura R do espago simétrico M € dado por

R(X,Y)Z := —[[X,Y], Z], VX,Y,Z € TiyM. (17)
f)  f € um mergulho isométrico minimo numa hiperesfera de P cujo raio € \/2n, onde
n = dim(M).

g) Os autovalores da aplicagio ad(}) sio —1,0 e I somente, e a decomposi¢io em

soma direta

G=G.19G DG (18)

nos autoespagos correspondentes induzem as sequintes identificagoes:
T[e]]\[ =GoNM, fu( -ie]Al) =(GhG)NP e I/[e](f) =GyNP. (19)

Além disso, se My € a dlgebra de Lie gerada por Ky, entdo podemos identificar £ com

TigM, onde £ € o complemento ortogonal de Mg em M com respeito a Bg.
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A prova desta proposigio (3.15) encontra-se na referéncia [TK]. g

Com as notacdes e as hipdteses da proposi¢io (3.15), podemos dar a seguinte de-

fini¢ao:

3.16 Definicao. Diremos que a variedade quociente M := K/Ky é um R-espago
simétrico e que f é um mergulho padrdo do R-espago M se 7 verifica a condigio (15).
Se f é seguida de uma aplicagio conforme em algum espago euclideano, esta composigao
sera também chamada de mergulho padrdo do R-espago simétrico M.

O conceito de R-espaco simétrico quer dizer duas coisas: a primeira é que M é um R-
espago (isto é, M é um quociente entre um grupo de Lie G nao-compacto semisimples e um
subgrupo parabdlico de G (ver referéncia [TK] para a definigao de subgrupo parabélico)), e
a segunda é que M é um espaco simétrico. Os R-espacos simétricos sao classificados [KN]
e [N]. Esta classificagdo inclui os espagos simétricos Riemannianos classicos mais alguns
dos excepcionais.

Com as mesmas notagdes dadas acima, temos o seguinte Lema:

3.17 Lema. Seja f : M = K/Ky — P um mergulho padrdo do R-espaco simétrico M
no espacgo euclideano P, e denotemos por © a aplicacio dada por k € K — Adpe(k) €
SO(P), onde Adp(-) indica a restrigio da represeniagio adjunta de G a P, e SO(P) :=
{ todas as aplicagées ortogonais de P em P }. Entio para todo X,Y,Z € € := TyuM

valem as sequintes afirmagées:
a)  fu(X) = m(X)7.
b) a(X,Y) = 7 (X)m(Y ).
c) (Vxa)(Y,Z) = (mu(X)m(Y)m.(Z)7)*.
d) 7w (O)(m(O)n)* C 7 (0).
Demonstragao. (a) Trivial.

(b) Sejam X,Y € €. Entio segue-se da referéncia [H] pag. 208, que a aplicagio ¥ : ¢ —

(exp[e](tX ))xY € um campo de vetores paralelo ao longo da geodésica v it — (exp[e](t‘\’))
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em M. Com isto, temos que

ao(X,Y) =

(c) Sejam Y : t (expp(tX)).Y e Z it (exp(y(tX)).Z dois campos de vetores

paralelos ao longo da geodésica v : t — (expyy(tX)) em M. Entdo por (b), temos que

(Vxa)(Y,Z) = {;—It (7‘&'* (Ad(exp[e](tX)) Y) Tu <Ad(exp[e](tX)> Z) T (exp[e](tX)) ﬁ) }

e

1

t=0

Is ((exp[e](tX)) *Y) = 7 (exp[e](tX)> (Y )5
= w(exp[e](tX)) o(Y)r (exp[e](—t/\')) W(exp[e](tX))ﬁ
- m(Ad(exp[e](tX))Y)w(exp[e](tX))ﬁ.

Daqui, segue-se que
L

(Vxa)(Y,2) = {;(il;n (expk](t“\’ )) (X )7 ( Y)f]}

t=0
] ) L
_ {m(‘x yru (Y )n,(Z)f)} .
(d) Seja M = Mg + £ a decomposicao candnica de M dada na proposigao (3.15). Entao
segundo [TK] a aplicagdo (adp(7))? é um endomorfismo simétrico de P com autovalores
0,1. Assim, denotamos por Py e P; os correspondentes autoespagos os quais sdo mu-

tuamente ortogonais com respeito & forma de Killing Bg. Dai, segue-se segundo [TK]

que:
[777 ()] = 'P] .
Portanto, para provar a afirmacgio (d) do Lema (3.17) basta somente verificar que

[f, PO] g 7Dl- (20)
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Com efeito, as hipéteses sobre ad(7}) implicam que Py C Nicleo (ad(7})). Dai, usando

a identidade de Jacobi e o fato que M é uma subaélgebra de Lie de G, temos que
[Po, Po] C Nucleo(ad(7})) N M. (21)
Por outro lado, se X € Nicleo(ad(7})), entao para todo t € IIZ e n > 0, temos que
(ad(tX))*q = 0.

Daqui:
Ad(exp[e](tX))ﬁ = eXpy (ad(tX))ﬁ = 1.

Assim, segundo [H] pag. 228,
Nacleo(ad()) N M C Py. (22)
Portanto, de (21) e (22) e da proposigao.(3.15), temos que
Bg([¢, Pol, Po) = Bg((, [Po, Pa]) C Bg((, Po) = {0}. (23)

Logo, de (23) segue-se (20). Isto termina a prova do Lema (3.15). o

3.18 Teorema. Todo mergulho padrio de um R-espago simétrico é um mergulho para-

lelo.

Demonstragdo. Com as mesmas notacdes anteriores seja f : M := K/Ky — P um
mergulho padrio de um R-espago simétrico M em P. Entido usando o Lema (3.17)

diretamente temos que
(Vxa)(Y,2) = ([X, [ [Z, 9] = ([X,a(X, V)T =0,
para todo X,Y,Z € (:=TgM. o
A seguir utilizaremos a proposi¢io (3.15) e os grupos de Lie semisimples nao-

compactos dados na observacao (3.11), para descrever explicitamente alguns mergulhos

padroes de R-espagos simétricos. Com efeito, primeiro juntaremos os grupos de Lie dados

em (3.11) na seguinte tabela:
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Gy | SL(p+¢;IR) | SL(p + ¢;@) | SU*(2p + 2q)

G, SO(n,n) SU(n,n) Sp(n,n)

Gz | SO@2n;@) SO*(4n)

G, Sp(n; R) Sp(n;@) -

De acordo com a referéncia [K] existe um elemento 77 ndo-nulo que verifica a condigao
(13) dada na proposicao (3.15) para cada um destes grupos de Lie semisimples néo-

compactos, a saber,

al,

m = ( 0
« 0 I,
N = I, 0 )’
0
-1, 0 )’

), onde a=— g b P

0
bl p+a ptq
I

q
n

ngy = I”.

Logo para cada 1 = 1,2,3,4, podemos dar na seguinte tabcla explicitamente o subgrupo
de isotropia K} := {k € K': Ad(k)%; = ij;} da representacio adjunta do grupo de Lie
semisimples n&o-compacto G;, onde K* denota o subgrupo maximal compacto associado

a decomposigido de Cartan de cada uma das algebras de Lie G; := M; @ P; relativa a cada

Gi
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SO(p) x SO(q)

S(U(p) x U(q))

Sp(p) x Sp(q)

K? | diag(SO(n) x S0(n)) | diag(S(U(n) x U(n))) | diag(Sp(n) x Sp(n))
K3 U(n) Sp(n) -
Kg SO(n) U(n) e

Nesta tabela, diag(-) indica a diagonal dos respectivos conjuntos.

De acordo com os dados acima, para cada 7 = 1,2,3,4, obteremos os seguintes R-

espagos simétricos Mf; := '/ K}, que descreveremos na seguinte tabela juntamente com

suas dimensoes respectivas

My 1SO(p + 9)/(SO(p) x SO(q)) | SU(p+ 9)/S(U(p) x U(q)) | Sp(p + 9)/(Sp(p) x Sp(q))
dim(M,) pq 2pq 4pq
M, SO(n) SU(n) Sp(n)
dim(Ms) In(n—-1) n? n(2n + 1)
M3 SO(2n)/U(n) U(2n)/Sp(n) -
dim( M3) n(n—1) n(2n + 1) -
M, U(n)/SO(n) Sp(n)/U(n) -
dim(My) in(n+1) n(n+ 1) .




Finalmente, para cada 1 = 1,2,3,4, podemos descrever explicitamente os seguintes mer-
gulhos padroes f; : M; — P; prometidos inicialmente:

A B AA! AC! A B
f‘([(c D)]) = bI’*"‘(CZ? Cﬁ) para todo (c D)EK"

1300 = (e ) v (50) ek

f3([k]) := kijskt ‘para todo k€ Ks.

fa([K)) := kkt* paratodo k€ K,.

Pela proposicdo (3.15), cada um dos mergulhos padrdes f; é minimo numa hiperes-
fera de raio /2 dim(M;) = Bg,(f;, ;) contida no espago euclideano P; respectivo. Além
disso, é possivel determinar explicitamente os autoespagos G' ,G} e G correspondente
aos autovalores —1,0 e 1 da aplicagdo ad(7;) respectivamente. (Ver referéncia [KN}).

Pode-se observar da classe de mergulhos padroes definidos por f; que as variedades

Grasmannianas dadas por M, estao naturalmente mergulhadas em M(p + ¢,p + ¢; KK).

Seja
1 se K=R
d=dim(K) = { 2 se K=C
4 se IK=H.

Entdo em particular, se p = 1 e ¢ = n, teremos que M,; é o espago projetivo sobre IK,
que é considerado aqui como sendo o espago quociente da ((n + 1)d — 1)-esfera unitaria,

S :={k€ M(n+1,1;K) : k'k = 1}, pela relagao de equivaléncia em S™ dada por:
t~ySNeK: M =1 e z=MXy

Denotaremos por IK P™ := S™/ ~. Portanto, a menos de translagbes podemos considerar

o mergulho padrao f; de IKP™ em M(n + 1,n + 1;IK) e dado por

_ _ _ (k)
klkl k1£2 kl_’in-}-l k2
fl([k]) - kF — k2k1 kgkg k2kn+1 , V k — . E Sn.
kn+1£l kn+1-E2 kn+lzn+l .
\ Knt1
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Neste caso esta classe de mergulhos padrdes sio chamados de mergulhos de Veronese do
espago projetivo.

Por outro lado, a classe de mergulhos padroes dados por f> nos dizem que os grupos
classicos compactos de matrizes sio naturalmente mergulhados nos respectivos espagos
de matrizes.

Mais exemplos de mergulhos padrées de R-espagos simétricos sio dados em [T], [K].

A seguir falaremos a respeito da classificagio dos mergulhos padroes de I-espagos
simétricos em espagos euclideanos:

No Teorema (3.18) provamos que todos os mergulhos padroes de -espacos simétricos
em espacos euclideanos sdo paralelos. Historicamente foi Dirk Ferus quem provou em 1974,

o Teorema (3.18), dai no mesmo ano, provou também a seguinte reciproca de (3.18):
Toda imersdo isométrica f : M™ — IR™™ de uma variedade Ri-
emanniana conezxa n-dimensional M com sequnda forma fundamental
covariantemente constante tal que leva M minimamente cm alguma hi-

peresfera de IR™*™ tem que ser uma imersdo isométrica de um R-espago
simétrico mergulhado em IR™*™ de modo padrio.

Com este resultado provado em [F3], encerramos o Capitulo 11.
I 3]s 1
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CAPITULO III

Classificagcao das imersoes paralelas mediante S.T.J.

Historicamente o ponto de partida a classificacao das imersoes paralelas deve-se a
Helmut Rieckziegel, o qual em 1980 publicou o seguinte Teorema de Unicidade com res-

peito a estas imersdes.

Teorema (Rieckziegel). Sejam f : M — QVN(c) e g : S — QV(c) duas imersées
paralelas. Suponhamos que existem pontos pg € M e qo € S tais que verificam as sequintes

condigées:

a)  f(po) = 9(q0),
b) f*(Tpo A[) = g*(TQOS)’ €

) d(v,w) = GV, W'), Y v,w € T,,M e v, € TpS com (fu(v), fulw)) =
(9(v'), gu(20")).

Entao, existem uma vizinhanga aberta U de py em M e uma isometria local ¢ : U — S

tal que ¢(po) =qo egod = flu. o

Na demonstragao deste Teorema, Rieckziegel usou essencialmente uma modificagao
de uma propriedade de levantamento de caminhos, dada por seu orientador Dombrowski
para curvas, e tambhém o processo inverso de Cartan de levantamenio Jc uma curva. Por
razoes de espago, ndo daremos a prova. Mas, nés aceitaremos este teorema que em pala-

vras basicamente diz:

A condicdo suficiente para que duas imersées paralelas coinci-
dam (localmente) é que elas coincidam em algum ponto junto com seus
espagos tangente e com as segundas formas fundamentais.



Assim, Rieckziegel reduz nosso objetivo de classificagio das imersdes paralelas ao
estudo de quando as sequndas formas fundamentais sio induzidas por estas imersoes.
Dai, Ferus no mesmo ano d4 uma resposta completa para o caso ¢ > 0, usando Sistemas
Triplos de Jordan. Logo, trés anos depois, Backes-Rieckziegel resolvem completamente
a classificagdo para ¢ < 0, também usando S.T.J.. Baseados neles Mercuri em 1991 da
um resumo da classificagdo das imersoes paralelas em termos das duas classes de imersoes
paralelas dadas no Capitulo II. Portanto, nds neste capitulo seguiremos essencialmente o
feito pelas pessoas mencionadas acima. Para isto, na segao 1 introduziremos os S.T.J.,
e a seguir veremos como se relacionam estes S.T.J. com as imersoes paralelas. Na segao
2 definiremos e classificaremos os S.T.J. minimos. Por ltimo encerraremos este capitulo
com a secao 3, onde apresentaremos o teorema que classifica completamente as imersées

paralelas.
1. Sistemas Triplos de Jordan.

Iniciaremos esta segao introduzindo o conceito abhstrato de sistema triplo, e a seguir
daremos um exemplo que nos permitira relacionar as imersoées isométricas com este con-

ceito.

1.1 Definigao. Seja IE um espago vetorial real com produto interno. Entao um sistema
triplo para JE é uma aplicagdo IR-bilinear L : JE x IE — End(JF) tal que verifica as

seguintes equagdes:

LIX,Y) = L(Y,X), e (1)
L(X,Y)Z = L(Z,Y)X (2)

para todo X,Y, Z € IF; aqui * indica a adjunta com respeito ao produto interno.
A motivagdo da defini¢do (1.1), é dada no seguinte exemplo:

1.2 Exemplo. Seja f : M™ — Q™ ™(c) uma imersdo isométrica. Entdo, para cada



p € M, definimos uma aplicagio L : T,M x T,M — End(T,M) dada por:
(3) L(X,Y) :=¢(X,Y)] + Aaixyy + R(X,Y), VYV X,)Y eT,M,

onde I é a aplicagéo identidade de T, M, a é o tensor segunda forma fundamental de f em
p, A € o operador padrao de f, R é o tensor curvatura de M e (-,-) é a métrica induzida
por f em M. Entdo L dado por (3), define um sistema triplo para T,M. Com efeito,
vemos claramente que L verifica a equagdo (1) e para ver (2) devemos usar a equagao de
Gauss dada no Capitulo I

1.3 Definigao. Nas hipéteses do exemplo (1.2), para cada p € M, L sera dito o sistema
triplo associado a f em p.

1.4 Observagao. O sistema triplo associado a f em p decompée-se como soma
de duas aplicagées IR-bilineares, S ¢ R, onde S € a parte simétrica de L dada por
S(X,Y):=¢(X,Y)I+ Ayxy), e R € a parte antisimélrica de L dada por R(X,Y). Além
disso, S descreve a geometria extrinseca ¢ R depende somente da geometria intrinseca de
M. o

De acordo com o exemplo (1.2), podemos dar a seguinte definicdo que nos permitird

estudar as imersdes isométricas em formas espaciais de maneira mais algébrica.

1.5 Definigao. Sejam V um espago vetorial real com produto interno (:,:),JE um
subespago de V,a : [E x [E — [E' (= o complemento ortogonal de £ em V) uma
aplicacdo IR-bilinear simétrica, e ¢ € IR arbitrario. Entao diremos que um sistema triplo
de (V,¢) com dado inicial (F,«) é um sistema triplo L := S+ R para IF, onde S e R s&o

a parte simétrica e parte antisimétrica de L respectivamente, e sao dados pelas seguintes

equagoes:
(4) (SXY)V,W) = (X, YNV, W)+ (a(X,Y),a(V, W) e

onde X,Y,V,W € F.
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Vejamos que L = S + R é efetivamente um sistema triplo para IE.
Com efeito, a bilinearidade de L segue-se da bilinearidade de S e R, e a destes
ultimos, segue-se da bilinearidade do produto interno (:,-) e de a. O fato, que L verifica

a equacdo (1), segue-se diretamente da seguinte equivaléncia:
(6) L(X,Y) =LY,X)& S(X,Y)=5(X,Y) e R(X,Y)=-R(X,Y),

a qual verifica-se, ja que, S e R sdo aplicagbes simétrica e antisimétrica, respectiva-
mente. A verificagdo da equagdo (2) para L segue-se diretamente da definigdo de L e de
(4)e(5). g

1.6 Observagoes. a) Das equagies (4) e (5), temos trivialmente a seguinte equagio

(7) (RX, YV, W) = c{{(X, W)Y, V) — (X, V)Y, W)} +
+ {a(X,W),a(Y,V)) = (a(X, V), a(Y, W)),

chamada equagao algébrica de Gauss.

b) O sistema triplo associado a uma imersdo isométrica f : M™ — Q"™ (c) emp€ M €

claramente um sistema triplo de (T,Q"*™(c),c) com dado inicial (T,M,a). o

A partir da definigdo (1.5) podemos definir agora uma classe de sistemas triplos que

estao intimamente relacionadas com as imersGes paralelas.

1.7 Definigao. Um sistema triplo L de (V,c) com dado inicial ([E,a) é um sistema

triplo Jordan (S.T.J.), se verifica a seguinte condigao:

para todo X,Y,V,W € FE, onde [,] denota o comutador de endomorfismos.

A relagao dos S.T.J., com as imersées paralelas serd dada mais tarde. No entanto,
daremos a seguir alguma nomenclatura para podermos apresentar um teorema que carac-

teriza os S.T.J., mediante uma simples equagao.
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Portanto, de agora em diante L serd um sistema triplo de (¥, c) com dado inicial

(E,a) a menos que digamos o contrario.

1.8 Definigéio. Para cada n € E1, definimos uma aplicagio linear A, : E — FE dada
por
(A, X,Y) = (a(X,Y),n) paratodo X,Y € F.

1.9 Observagoes. De acordo com a defini¢io (1.8) temos claramente que:

a) Cada A, ¢ autoadjunto.

b) Para cada a,b € R e 1,6 € IE* as aplicagées aA,, bA, e Aupppe verificam a
seguinte igualdade:

Aa"H'bf = aA,, + bA{
c) As formulas (4) e (5), podem ser reescritas da sequinte maneira:

S(X,Y) = C(X,Y)IE-{-AC,(X'Y) €

R(X,Y)V = (/)X —(X,V)Y}+ A y»)X — Aaix,)Y

para todo X,Y,V € IE, onde Ig € a aplicagio identidade de IE. o

1.10 Definigao. Diremos que a curvatura normal do sistema triplo L, é uma aplicagao

linear R+ (X,Y): E* — E* dada por
RY(X,Y)n :=a(X, A,Y) — (Y, A, X),

onde X,Y € F.
Agora, denotaremos os seguintes subespagos de E* por

El :=ger{a(X,Y)€e Et: X,Y € E}

E; :={n€ E*:(n,§) =0, V¢ € Ey},
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aqui FJ é o complemento ortogonal de [t em E*, ou seja, E* = Ei & Ej.

1.11 Observagoes. Claramente dos subespagos dados acima teremos gque

a) Ef={neE+:A4,=0}
b) RY(X,Y)|gs =0 paratodo X,Y € E.

c) IE} C Nicleo (R*(X,Y)) paratodo X,Y € E. ¢

1.12 Definigao. Um sistema triplo L de (V,¢) com dado inicial (FE, a) é dito full (ou
completo) se IE; = 0.

1.13 Exemplo. O sistema triplo associado a f em p, onde f : M™ — Q"*(c) é uma

imersdo umbilica nao totalmente geodésica, é trivialmente um sistema triplo full. o

1.14 Observagdes. a) Para cada X,Y € IE e n,£ € [E*+ teremos a seguinte igualdade

com respeito ao produto interno de IE
<R-L(X’ Y)Thé) = ([Am AE]Xa Y)
b) As seguintes equivaléncias sdo vdlidas:

R (X, Y)=0,YX,YE€E <&  todos os A, comutam

& os A, sdo simultaneamente diagonalizdveis,.

Demonstracao. (a) Sejam X,Y € E e n,£ € IE. Entio

(R-L(Xv Y)"’a§> < (X A Y)aé) - (Q(Y, AEX)) 7’)
= (AcX,A,Y) - (A,Y, A:X)

(A, AcX,Y) — (AcA,X,Y)

(

[An Al X,Y). D
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(b) A primeira equivaléncia segue-se claramente de (a), e a segunda € por um fato bem

conhecido de algebra linear. g

1.15 Lema. As formulas (1), (2) e (8) que determinam um S.T.J., L := S + R, sdo
equivalentes as seguintes:

9)  S(X,Y)*=S(X,Y) e R(X,Y) =-R(X,Y)

(10) R(X,Y)Z = S(Y,2)X - S(X,Z)Y

(11)  [S(X,Y),S(V,W)] = R(S(X,Y)V,W) — R(V,S(Y, X)W)

(12)  [S(X,Y),R(V,W)] = S(S(X,Y)V,W) — S(V, S(Y, X)W)

(13)  [R(X,Y),S(V,W)] = S(R(X,Y)V,W) = S(V, R(Y, X)W)
(14)  [R(X,Y),R(V,W)] = R(R(X,Y)V,W) = R(V, R(Y, X)W)

para todo VW, XY, Z € E.

Demonstragao. A prova deste Lema (1.15) segue trivialmente dos fatos que, para cada
X,Y € F, acontece
L(X,Y) + L(Y,X)

S(X,Y) = 5 e R(X,)Y)=

L(X,Y) - L(Y, X)
2 - n

Daremos agora, uma caracterizagao para os S.T.J., em termos de uma equagao que

relaciona os objetos definidos anteriormente.

1.16 Teorema (Ferus). Com as notagées e definigoes anteriores. Um sistema triplo

L de (V,c¢) com dado inicial (IE,a) é um S.T.J. se e somente se verifica-se a seguinte

equagao
(15) RY(X,Y)[a(Z,W)] = «(R(X,Y)Z,W) + «(Z, R(X,Y)W)
para todo X,Y,Z, W € E.

Demonstragao. (=) Suponhamos que L = S+ R é um S.T.J.. Sejam X,Y,Z, W em
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E arbitrarios. Entdo de (1.14)(a), teremos que

(16)  (R(X,Y)a(Z,W)]n) = ~([Ay, Auzw)]X,Y) para todo n € E.

Por outro lado, de (1.9)(c), obteremos que

(17) [S(U, V),S(Z, W)] = [Aa(U,V), Aa(Z,W)], para todo U,V € F,

pois, Ig comuta com A,wyv) € Aaz,w).

Assim, usando o Lema (1.15) em (17), obteremos que

[Aawyv), Aaizw)] = R(S(U,V)Z,W) — R(Z, S(U,V)W).

Mas, de (1.9)(c), segue-se que

R(S(U,V)Z,W) - R(Z,S(U, V)W) = R(Ao,(u,v)Z, W) - R(Z, AsunyW)
Daqui:
[Aewv), Aazw)) = R(Aauv)Z, W) — R(Z, Aquy)W).

Logo, em (16) se n = a(U, V), entdo usando (7), teremos que

(RY(X,Y)a(Z,W)l,m) = (R(A,Z,W)X,Y) - (R(Z, Ayw)X,Y.
(18) = (R(X,Y)Z, A,W) — (R(X,Y)W, 4,2)
= (a(R(X,Y)Z,W) - a(R(X,Y)W,Z),n).

Agora, se 7 = 0, + 1, é qualquer em [E*, onde 7; € E#, entdo A, = A,,. Portanto,

vale (18) para este 7. Daqui, segue-se claramente (15). g

(<) Seja L um sistema triplo de (V,¢) com dado inicial (F, ) tal que verifica
(15). Para mostrar que L é um S.T.J., s6 falta verificar (8). Mas, pelo Lema (1.15) isto

equivale a verificar (11), (12), (13) e (14). Com efeito, veremos primeiro que verificam-se

as seguintes formulas:

(19) [S(Xa Y)a S(V’ W)] = [Aa(X,Y)a Aa(V,W)]
(20) [S(Xa Y)v R(Va W)] = Aa(X,Y), R(V’ W) - R(Va W)Aa(X,Y)
(21) [R(Xa Y)a S(Va W)] = R(X7 Y)Aa(V,W) - Aa(V,W) R(Xa Y)
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(22) [R(X,Y),R(V,W)] = R(X,Y)R(V,W) - R(V,W)R(X,Y)

(23) R(S(X,Y)V,W) - R(V,S(Y, X)W = R(A,xy)V, W) — R(V, Acx) W)
(24) SS(X,Y)V,W)=8(V,5(Y,X)W) = —Apivw)a(x.Y))

(25)  SR(X,Y)V,W)—-S(V,R(Y,X)W) = Apiixy)ja(viw))

(26) R(R(X,Y)V,W)— R(V,R(Y,X)W) = R(R(X,Y)V,W) + R(V,R(X,Y)W)

para todo X, Y, VW € E.
As férmulas (19), ..., (23), seguem-se claramente da observagio (1.9)(c). Por outro

lado, para (24), (25) usam-se a observagdo (1.9)(c) e a equagdo (15). Por dltimo, para
(26) usa-se a equagdo de Gauss dada em (7).

Agora veremos (11), ..., (14). Portanto, seja n = a(X,Y’). Entao:
Para (11): Temos que provar (19)=(23). Com efeito

([An, Asvm)lU, Z) = —~(R(U, Z)[(V, W), m)
= —(A,R(U,Z)V,W) - (A,V, R(U, Z)W)
= —(R(U,Z)V,A,W) — (R(W, A,V)U, Z)
= (R(A,V,W)U — R(V,A,W)U,2). o

Para (12): Temos que provar (20)=(24). Com efeito

(—ArivawnU, Z) = (~[An, Aaw 2]V, W)

(-l

(R(U, A,Z)V — R(A,U, Z)V, W)

= (R(V,W)U, A,Z) — (R(V,W)A,V, Z)
(4, RV, W)V, Z) o

Para (13): Temos que provar (21)=(25). Com efeito
AR (x¥)la(vw)] = ~[Aavw), R(X,Y)] = [R(X,Y), Aavw)]- ©

Para (14): Temos que provar (22)=(26). Mas isto, segue-se claramente usando a ob-

servagao (1.9), a equacdo (15), e o fato que (20)=(24). o
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Isto termina completamente com a prova do Teorema (1.16). g

De acordo com as notagdes e definigdes da segdo (1) do Capitulo I podemos dar a
seguinte definigao.

1.17 Definicdo. Seja f : M™ — Q"™(c) uma imersao isométrica. Entdo chamaremos

sistema triplo associado a f ao sistema triplo de (¥(f),c) com dado inicial (¥(M),a)
definido por

(27) L(X,Y)Z :=c¢(X,Y)Z + Aaixy)Z + R(X,Y)Z,
onde X,Y,Z € X(M).

1.18 Observagao. O sistema triplo associado a f € um tensor (pois, L € soma de ten-
sores). Além disso, pontualmente, para cada p € M, L induz o sistema triplo associado a

femp. o

Agora, podemos dar o seguinte coroldrio do Teorema (1.16) o qual relaciona imersées

paralelas com S.T.J..
1.19 Corolario. O sistema triplo associado a uma imersao paralela € um S.T.J..

Demonstragao. Seja f: M™ — Q"t™(c) uma imersao paralela. Pelo Teorema (1.16) s6

teremos que verificar (15), isto é,
R (X, Y)[a(V,W)] = a(R(X, Y)V, W) + a(V, R(X, Y)W)

para todo X, Y, V,W € X(M).
Aqui Rt, R,V+,V e a denotam os objetos de f definidos no Capitulo I. Entao para
7 = a(V,W) sabemos que :

(28) RY(X,Y)y = VxVyn — VyVxn — Vixypm.
Como f é paralela, teremos as seguintes igualdades
(29) V')L(V#r] = Cl(VxVyV, W) + a(VyV, VxW) + a(va,VyW) +
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+ oV, VxVy 1)

ViVin = a(VyVyV, W)+ a(VyV, Vy W)+ a(VyV, Vx W) + (30)
+ a(V,VyVx V)

Vixy = a(VixrV, W)+ a(V, VixyW). (31)
Portanto, reemplazando (29), (30) e (31) em (28) e, usando a definigdo do tensor de cur-

vatura de M™ obteremos (15). g

Agora, definiremos uma forma bilinear em termos de um S.T.J.. Esta forma ajudara
a provar um teorema algébrico que, usaremos na classificagdo dos S.T.J. minimos que

daremos na seguinte segao.

1.20 Definigao. Seja L = S+ R um S.T.J. de (W, ¢) com dado inicial (£, ). A forma

bilinear simétrica A : IF x I — IR definida por
AMX,Y) = Trago (L(X,Y) + L(Y, X)) =2 Trago (S(X,Y)) (32)

é chamada a forma traco do S.T.J..
Denotaremos por £ := ger{L(X,Y) : X,Y € IF} o subespago de End(IF) que por
(8) é uma subalgebra de Lie da dlgebra End(IE), e a chamaremos a dlgebra de Lie do

S.T.J..

1.21 Propriedades da forma trago \ de L.
a) ML(X,Y)V,W)= XV, L(Y,X)WV) = AML(V,W)X,Y), VX, VW e [E.
b) MTX,Y)=MX,T*Y), VX, YeIE eT € L.
c) Euziste para A uma extensio bilincar simétrica sobre L. a saber, A 1 L x L — IR

dada por

MT,L(X,Y)) = MNTX,Y), VT €L ¢ X, Y€ (33)
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d) X e a forma de Killing B; de L estio relacionadas pela sequinte férmula:
(34) AT, T') = B.(T,T') + 2 Trago (ToT") N T,T' € L.

Demonstragao. (a) Segue diretamente de (2) e (8). o
(b) Segue da bilinearidade de X e de (1.21)(a). o

(c) O fato que A dado por (33) é uma extensio de ), segue-se da seguinte igualdade:
Mg, L(X,Y)) = MX,Y), VX,Y € E.

A bilinearidade X é trivial e a simetria segue-se do seguinte calculo:

ML(X,Y), L(V,W)) = ML(X,Y)V,W) = ML(V,W)X,Y) = ML(V,W),L(X,Y)). o

Para a prova de (d), necessitamos do seguinte Lema:

1.22 Lema. Seja G uma dlgebra de Lie. Suponhamos que A e B sao subespagos vetoriais

de G tais que
G=A+B, [AACA [ABCB ¢ [BBCA
Entao valem as seguintes condigoes:
i) A somaG = A+ B ¢ ortogonal com respeito d forma de Killing Bg de G, ¢
1) Para cada X € G, temos que
Bg(X,X) = Ba(A,A) + Traco (ad(A))% + 2 Traco (ad(B))%

onde X = A+ B, A€ Ae BeB, e(ad(A))} := (ads(A))%

Demonstragao. (i) Sejam A € Ae B € B. Entéao
ad(A)ad(B)A = [A,[B, Al C[A,B] C B, e ad(A)ad(B)B = |[A,[B,B]|C [A,4]C A.

Daqui, em alguma base adequada de G, teremos que Trago(ad(A)ad(B)) =0. D
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(ii) Seja X € G arbitrario. Entdo definimos as seguintes aplicagdes lineares de G

_J ad(X)Y se YEA _Jao se YEA
ad(X)Y := { 0 se YeB °© ad(X)Y := { ad(X)Y se YeB

Claramente, estas aplicagdes verificam
(35) ad(X) =ady(X)+ad_(X) e adp(X)B=ad_(X)A=0.
Daqui e pela hipétese do Lema (1.22), para cada A € A e B € B, obteremos que

(ad(A))? = (ad,(A))* + (ad_(B))* e

(36) (ad(B))? = ady(B)ad_(B) + ad_(B)ad.(B) '

Assim, de (35) e (36), teremos as seguintes igualdades

(ady(A))4 = (ad(A))%, (ad+(A4))s =0,
(ad-(A))’A =0, (ad_(A))z = (ad(A))s,
ad,(B)ad_(B)A=0 e (ady(B)ad_(B))s = (ad(B))3.

Daqui, obteremos as seguintes igualdades:

Trago(ady(A))? = Ba(A, A), Trago(ad_(A))? = Trago(ad(A))E, e
Traco(ad(B)ad_(B)) = Trago(ad(B))3.

Logo, reemplazando (36) nas trés igualdades acima, obteremos que
Bg(A, A) = B4(A, A) + Trago(ad(A)); e Bg(B, B) = 2Trago(ad(B))%.

Portanto, destas tltimas igualdades e da condig¢do (i) do Lema (1.22), para cada X =
A+ Be€gG,onde A€ Ae B € B, teremos que

BG(Xa X) = BG(A’A) + Bg(B,B)
= Bu(A, A) + Trago(ad(A))% + 2 Trago(ad(B))s. m

Agora estamos em condigbes de provar (d).

(d) Em primeiro lugar, consideremos o seguinte espago vetorial
(37) A=FpLpE
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o qual é uma algebra de Lie com o seguinte produto de Lie

(X, T,Y),(X,T,Y)] = (TX-TX,[T\T] - E{L(X’ V) (38)
~L(X,Y)}, T*Y = T"Y),
onde (X,T,Y), (X’, T, f’) € A; aqui [T, ]'] :=ToT —ToT e *indica a adjunta, respeito
do produto interno de IE. (A verificagao de que A ¢ uma algebra de Lie com esse produto
é direta).
Em segundo lugar, definiremos uma forma bilinear simétrica em A como sendo a

aplicagio A : A x A — IR dada por
e o~ o~ . ~ 1 ~ ~
A(X,T,Y),(X,T,Y)) := NT,T) — ;{/\(X, Y)Y+ MX, )}, (39)
onde (X,T,Y), (X', T,Y) € A. Observamos claramente que ) é uma extensio de A. Pois
A((0,T,0),(0,T,0)) = X(T,T).

Em terceiro lugar, teremos que verificar as hipéteses do Lema (1.22) para A. Com

efeito, basta tomar
A={0}dLd{0} e B=Es{0}pE:=E®I. (40)
Portanto, podemos aplicar o Lema (1.22) a A. Assim obteremos a seguinte equagao:
Ba(Z,Z) = Bc(T,T) + Trago(ad(0,T,0)) 3 5; + 2Traco(ad(X,0,Y ) 5e i, (41)

para cada Z = (X,7,Y) € A. Mas, usando a definicdo dada em (38) de [,] sobre A,

obteremos que

Tra‘go(a(l(O,T,O))"’E@E = 2Trago(T?), e (42)
1
Traco(ad(X,0,Y ) ger = —SMX,Y). (43)

Em quarto lugar, substituimos (42) e (43) em (41), assim obteremos que
BA(Z,Z) = Bc(T,T) + 2Traco(T?) — M X, Y). (44)

Em quinto lugar, a forma de Killing B, de A é exatamente a forma bilinear simétrica

A dada por (39). Pois, nao é dilicil verificar que a forma bilincar simétrica By — A é nula.
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Finalmente, de (39), (44) e do fato que B, = /:\, podemos concluir que
(45) Ba(Z,Z) = NT,T) — MX,Y). o

Portanto, temos provado todas as propriedades dadas em (1.21) para a forma trago

de L. -

1.23 Observagdo. Com as notagées anteriores temos que Be € nao-degenerada se A é

ndo degenerada. o

Fecharemos a segio com um lema algébrico prometido anteriormente o qual foi dado

por Backes em 1983.
1.24 Lema (Backes). Seja L := S + R um S.T.J., de (V,¢) com dado inicial (E,a).
Entdo, para todo X,Y € IE as seguintes afirmagées sdo verdadeiras:

(46) Trago(S, (S(X, Y)X,Y)) > 0,
(47) Trago(S, (R(X, Y)X,Y)) <0,

e teremos as igualdades em (46) e (47), se e somente se S(X,Y) = 0 e R(X,Y) = 0,

respectivamente.

Demonstragao. Consideremos a algebra de Lie £ do S.T.J., L, e a decomposigao
candnica em soma direta de L = A® S dada por A := {T € L : T* = =T} e
S:={T € L :T* =T} Como a forma de Killing B; é negativa semi-definida so-
bre A X A e positiva semi-definida sobre S x S, e R(X,Y) € Ae S(X,Y) € S, entdo

usando (34), teremos que

0> Be(R(X,Y),R(X,Y)) = \(R(X,Y),R(X,Y)) - 2 Trago(R(X,Y))?, e

0 < Bo(S(X,Y),S(X,Y)) = M(S(X,Y),5(X,Y)) — 2 Traco(S(X, Y))>.
Mas, Trago(R(X,Y))? <0 e Traco(S(X,Y))? > 0. Portanto:
0> MR(X,Y),R(X,Y)) = MR(X,Y)X,Y) = 2 Traco(S(R(X,Y)X,Y)) e
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0 < M(S(X,Y),S(X,Y)) = MS(X,Y),S(X,Y)) = 2 Traco(S(S(X,Y)X,Y)).

Isto prova (46) e (47), respectivamente. g

Como T, T) = B¢(T,T) + 2Trago(T?), ¥ T € L, teremos o seguinte

se TeS e T#0, entio Traco(T?)>0 e B.(T,T)>0; e
se TeA e T#0, entio Traco(T?)<0 e B(T,T)<0.

Daqui, concluimos que

Trago(S(S(X,Y)X,Y)=0& S(X,Y)=0; e

Traco(S(R(X,Y)X,Y)) =0« R(X,Y) =0.

Isto prova completamente o Lema (1.24). g

2. Classificagao dos S.T.J. minimos.

Seja L um S.T.J. de (V,¢) com dado inicial ([, a).
2.1 Definigao. Dizemos que L é minimo se H = 0, onde H := %Trago(a) en=dimlE.
2.2 Definigao. Dizemos que L é totalmente geodésico se a = 0. -

O Lema (1.24) dado na secdo 1, proporciona uma resposta simples a classificagao

dos S.T.J., minimos para o caso ¢ < 0. Isto é dado no seguinte teorema:

2.3 Teorema. Seja L um S.T.J. de (V,c) com dado inicial (E,«a), onde c < 0. Entdo
L éminimo & L ¢€ totalmente geodésico

Demonstragao. (=) Para n = 1 é trivial. Agora suponhamos n > 2. Entao como

L =S + R, para cada X,Y € F por observagio (1.9)(c), calculamos que
(1) Trago(S(X,Y)) = en(X,Y) + Trago(As(x.y))-
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Por outro lado, se X;,...,X, é um relerencial ortonormal de IF/, entao

n

Traco(Aa(xy)) = 2 (Aax)Xi, Xi)

=1
n

= Y {a(X,Y),a(X;, X))

i=1
n

= (a(X,¥), 2 a(Xi, X2)

— (0’(‘\", }"),nTrag‘O(C\')) = 0.
H=0

Portanto, de (1), temos que
Trago(S(X,Y)) = en(X,Y).
Daqui, usando a observagao (1.9)(c), obtemos que
Traco(S(S(X,Y)X,Y)) = nc(S(X,Y)X,Y) (2)
(el X, V) + la(X, 1))
Logo, para ¢ = 0 em (2), temos que
Trago(S(S(X,Y)X,Y)) =0.
Assim, pelo Lema (1.24), obtemos que S(.X,Y) = 0. Mas,

S(X,Y)=0= Ayxy)=0= |[a(X, V)P =0= o(X,}¥) =0, (3)

Ja que, X,Y sdo arbitrarios, concluimos de (3) que o = 0.

Finalmente, para ¢ < 0 em (2), segue-se do Lema (1.24), que
ne(e{X,Y)? + |la( X, Y)|?) > 0.

Daqui, obtemos que
lla(X, ¥)|? < —c(X,¥)?,
onde X,Y € IE qualquer. Assim, para o caso de (X,}) = 0 (ortogonais), obtemos que

a(X,Y)=0.
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Em particular, se X,Y € I sao ortonormais, entdo como (X + Y, X - Y) = 0,
teremos que a(X + Y, X — Y) = 0. Daqui, a(X, X) = a(Y,Y).
Portanto:

(4) a(X,X)=a(Y,Y) paratodo X,Y € E, ortonormais.

Assim, tomando X, ..., X, um referencial ortonormal de F e usando a minimalidade e
(4), teremos que para todo 3 =1,...,n
18 1
a(X,-,X,-) = -1:): Za(X;,X.-) = ;Tra,go(a) =H=0.
=1
Daqui, concluimos que a = 0. Portanto, L é totalmente geodésico se ¢ < 0.

Isto prova o Teorema (2.3) pois o reciproco é ébvio. g

2.4 Observagao. Pelo Teorema (2.3) um S.T.J. minimo para ¢ < 0 é um sistema triplo

associado a uma imersio paralela em QN (c). o

Agora, veremos que a classificagido dos S.T.J. minimos para ¢ > 0 esta estreitamente

relacionada com os mergulhos padroes de R-espagos simétricos.

Com efeito, consideremos um S.T.J. minimo e full L de (V,¢) com dado inicial
(FE,a). Daqui:

L(X,Y)=¢(X,Y)Ig + Aaixy) + R(X,Y) , VX, YeF
A partir deste 5.T.J., definimos um novo S.T.J., L de (V,0) com dado inicial (IE, &), onde

Vi=VaoR, &X,Y):=aX,Y)+(X,Y)H, VX, YEE

H=(0,y/c)eVaR.

Daqui:
(5) L(X,Y):= Asxxy) + R(X,Y), VX, Y€eE.

Aqui ¥ possui o produto interno natural dado por

(X,a),(Y,b))g = (X,Y)y +ab, VX,YEV e abeR
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Para simplificar a notagio daqui em diante denotaremos o produto interno de ¥ por (-, -).

Entao, em particular, teremos que
(H,H) =c.

Por outro lado, segue-se claramente da definigido de L em (5), que L é full mas nao é

minimo. Pois, o vetor curvatura média de L é dado por
1 n
—Trago = ;—Z& X, Xi) =

aqui n = dimJF e X,,..., X, é uma base ortonormal de .

Observa-se claramente que:
(L(X,Y)Z,W) = (L(X,Y)Z,W) , VXY, Z,WelEFE.
As conseqiiéncias mais importantes de ter definido o S.T.J. L estio nos seguintes
lemas:

2.5 Lema. A forma traco X do S.T.J., L, € positiva definida.

Demonstragao. Sejam X € JF e X,,...,X, uma base ortonormal de IF. Entao o

seguinte calculo mostrara claramente que A é positiva definida:

MX,X) = Trago(?I:(X X)) = 2Trago(As(x, X))

22 c,,(_)()())(,,)()—2( XX ZQX,,X))

i=1

= ( (X,X)+(X,X)I?, H) =2n¢(X, X). w

2.6 Lema. Seja £ := ger{L(X,Y): X,Y € E}. Entio a dlgebra de Lie A= E® L @
FE junto com o produto de Lie dado na se¢do 1 pela formula (40), verifica as seguintes

propriedades:
a) A € semisimples, e tem uma decomposi¢ido de Cartan A = M & P dada por

M :=ger{(X,R(U,V),X): X, U VeE} e
P = ger{(X, Ay, —X) : X,U,V € E}.
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b) Eriste um elemento 7} := (0, Ay /,0) = (0, —IE,0) € P tal que (ad(}))* = ad.

c) Os autovalores de ad(i}) séo —1,0,1 e os autoespagos associados sao

G,=Ea{0}o{0},G={0l0La{0} ¢ G:={0}a{0}aE,
respectivamente.

Demonstragao. (a) Vejamos primeiro que A é soma direta dos espagos vetoriais M
e P. Ja que, claramente M+ P C A e MNP = {0}. Entio somente falta ver que
ACM+P.

Com efeito, para cada X,Y,U,V € E

X+Y X+Y X-Y Y-X
(X,L(U,V),Y) = ( -2*- aR(Uv V)’ ; ) + (_2—"aA&(U,V)a ) )

~ ~

EM €P

s/

Isto prova que A C M + P. Portanto, podemos concluir que A= MOP. g

Por outro lado, o fato que By |mxa € negativo definido e By |pxp € positivo definido,
segue diretamente usando a férmula (46) da segdo 1, e aplicando o Lema (2.5) e o Teorema
(1.15). Daqui, segue-se que B, é nao-degenerada e portanto A serd semisimples. Como

conseqiiéncia disto a decomposigdo em soma direta A = M @ P é de Cartan. ¢

(b) Seja Xj,..., X, base ortonormal de JE. Entao pela minimalidade do S.T.J., L, segue-
se que

1 n
(0, A_p/c,0) = (0, - Y Aax.x),0) €P.

i=1

Por outro lado, sejam X,Y € I arbitrarios. Entdo do seguinte calculo:
(A_g/X,Y) = (&(X,Y),—H[c) = (X,Y), H,—H/[c) = (- X, X),

podemos concluir que (0,A_g/.,0) = (0,~1E,0). o

Veremos agora que (ad(f}))® = ad(7). Para isto, basta verificar que a igualdade é
valida sobre os elementos do tipo (X,R(U,V),X) € M e (X, Asuyv),—X) € P, onde
X, U,VeE.
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Com efeito:

(ad(7))*(X, R(U, V), X) = (- X, 0, X) = ad(7)(X, R(U, V), X)
(ad())*(X, Aswvy, —X) = (- X,0,-X) = ad(7)(X, Aswy), —X).

Isto termina com a prova de (b). o
(c) Trivial. Portanto, o Lema (2.6) estd provado. g

2.7 Lema. De acordo com a se¢do 3 do Capitulo 11, 7j dado no Lema (2.6), determina
um R-espago simétrico M := K/K,, onde K € o subgrupo de Lie compacto marimal
associado @ decomposicio de Cartan de A= M ®P, e Ko ={k€ K : Ad(k)j =1} € o
subgrupo de isotropia da representagdo adjunta do grupo de Lie real conero semisimples

ndo compacto G associado a A.

Além disso, teremos um mergulho padrdo
f:M — P dadopor f([k]):=Ad(k)j, V[k] €K,
o qual verifica as seguintes propriedades:

a) f(le]) = 7; aqui [€] € a classe de elementos neutro de K.

b) TgM ={(X,0,X): X € E} e fJ(T}qM)={(X,0,-X):X € E}.
c) A segunda forma fundamental de f em [e] € dada por

o/ ((X,0,-X),(Y,0,-Y)) = (0, Au(x,v),0),
onde X,Y € .

d) Para cada (X, A¢,—X),(Y,A,,=Y) em A a forma de Killing de By de A ¢ dada

por
Ba((X, Acs —X), (Y, Ay, —Y)) = 2ne{(X,Y) + (E.1)).
e) f € minima na esfera de raio ||7|| = vV2n e centro na origem de P.

f) f € paralela.
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Demonstragao. O fato que 7} determina o mergulho padrado f dado acima segue direta-
mente da definigao (3.16) do Capitulo II. Portanto, verificaremos as propriedades (a)-(f)
deste lema. Com efeito:

(a), (e) e (f) seguem da proposi¢ao (3.15) do Capitulo II. o
(b) Segue do fato que

T[e]M = (g—l 57 Gl) NM e f.(T[,,]M) = (g—l @ gl) NP. o

(c) Seja X € I e consideremos a geodésica v : R — P dada por ~(t) =
Ad(expt(X,0,X))73, Vt € IR. Entio, claramente y(0) = 7 e ¥ = f o 4 onde
¥:IR— M := K/K, édada por 4(t) = [expt(X,0,X)], Vte R.

Assim, pelo produto de Lie de A dado na férmula (40) da se¢do 1, teremos que

’7’(0) = ad(X’O,X)ﬁ = [(X’OaX)’(O’—IEaO)] = (X’0>_X) = f,(X,O,X)
7l,(0) = (ad(X’O’A’))%? = [(Xa O,X),(X,O, _X)] = (O’A&(X-X)ao)'

Mas por outro lado
7"(0) = & (£.(X,0, X), (X, 0, X)) = o/ ((X,0,-X), (X,0,-X)).
Portanto, temos que
oI ((X,0,-X),(X,0,-X)) = (0, Ag(x,x), 0)-
Daqui pela bilinealidade de o/ podemos concluir (c). g

(d) Vejamos os seguintes calculos nos quais utilizamos a férmula (47):

Ba((X,0,-X),(%,0,-7)) = —3(3(X,-¥) +}(-X,Y))

= MX,Y) = 2ne(X,Y),
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ese { = &(X,Y), entao usando propriedades da forma de Killing, teremos que
Ba ((o, A¢,0), (0, A5,0)> = B, ([(x,o, —X), (Y0, —Y)],(O,Ae,O))
= —BA ((},’ 0, —Y)7 [(X3 0, —X)a (0, AC’ 0)])

= —B, ((Y, 0,-Y), (AeX,0, —AEX))
= 2nc(Y, A X) = 2nc(€,§).

Destes dois célculos, e pela bilinealidade de By segue-se claramente a prova de (d). g
Daremos agora um Teorema que classifica os S.T.J. minimos para ¢ > 0.

2.8 Teorema. Um S.T.J. minimo para ¢ > 0 € um sistema triplo associado a um
mergulho padrdo de um R-espago simétrico.
Reciprocamente o sistema triplo associado a um mergulho padrdo de um R-espago

simétrico € um S.T.J. minimo numa esfera.

Demonstragao. Seja L um S.T.J. minimo de (V,¢) com dado inicial (F,a). Entao
sem perda de generalidade podemos tomar L como sendo full. Daqui, nés usaremos as
mesmas notagdes dadas anteriormente. Assim, considerando o S.T.J., L de (¥,0) com
dado inicial (F, &) definido a partir do S.T.J. dado acima, teremos pelo Lema (2.7) que
existe um mergulho padrao f : M := K/Ko — P de um R-espago simétrico M no espago
vetorial P com produto interno dado pela forma de Killing By (a qual transforma P num
espaco Euclideano). Segunddas propriedades de f dadas no Lema (2.7), sabemos que f é

um mergulho minimo e paralelo na esfera de raio ||f|| = v/2n cujo centro estd na origem

de P.

Daqui, identificamos P e ¥ pelo seguinte isomorfismo de espacos vetoriais:
¢:P =V dadopor ¢(X,A:,-X)=(X,¢).

Este isomorfismo verifica as seguintes propriedades que seguem facilmente usando o
Lema (2.7):

i) ¢ é uma homotetia. Isto é,

1
”SO(X’ Af$_X)||2 = %C_BA ((X’ A{) "—X),(Xa AE) —X)>
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i) o) =-Hlc e |lo)I=

i) o(fu(TigM)) = E

O |

iv) ¢(Rf ((x,o, —X),(Y,O,—Y))) —&X,Y), VX,Y € E

v) <p(af ((x,o, —X),(Y,0, -Y))) =(2,0,-2)=R(X,Y)Z, VX,Y,Z€ E

aqui o’ e R/ denotam a segunda forma fundamental e o operador curvatura Riemanianna

de f em [e], respectivamente.

Destas propriedades podemos concluir que
fi=pof: MoV

’ a~ ’ s . ]- . . st
é um mergulho padrao o qual é minimo na esfera de raio 7 e centro na origem de V.
c

Se N = dim ¥ entéo denotaremos por SN=1(c) esta esfera.
Daqui, o sistema triplo associado a f em [e] é o S.T.J., L/, de (V,0) com dado inicial
(IE,o’). Ou seja, para cada X,Y € E, teremos que:

LiX,Y):= A/ + RI(X,Y),

oS (X,Y)

onde A7 af e R' siao o tensor padrao, o tensor segunda forma fundamental e o tensor

curvatura Riemanniana de f em [e], respectivamente.

Pelo Lema (2.7) e as propriedades (i)-(v) dadas acima, teremos as seguintes igual-
dades, para cada X,Y € E:

JXY)=a(X,Y), AL, =Auxy) e RIX,Y)=RX,Y).

Daqui, segue-se que Lf(X, Y) = L(X,Y), mas como L(X,Y) = L(X,Y). Entio teremos
que
LY(X,Y)=L(X,Y), VXYE€E.

Assim, podemos concluir que o S.T.J. minimo e full L é um sistema triplo as-

sociado ao mergulho padrao f : M — SN ~1(c). Isto prova a primeira parte do
Teorema (2.8). o

A reciproca do Teorema é trivial, -
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3. Teorema de Classificagao das Imersoes Paralelas.

Nesta se¢do provaremos que um S.T.J. se decompde em fatores irredutiveis e cada
fator irredutivel é a composi¢cdo de um S.T.J. minimo e um S.T.J. umbilico. Além disso,
provaremos o Teorema de Classificagio das imersoes paralelas dado na introdugao, com

este resultado concluiremos a dissertagao.

3.1 Definigado. Um S.T.J. de (W,¢) com dado inicial (IF,a) é dito umbidlico se
a(X,Y)=(X,Y)H, onde H = % Trago (a) e n = dim IE.

3.2 Definigdo. Sejam L, um S.T.J. de (JE, &) com dado inicial (IE,@) e L, um S.T.J.
de (V, ¢) com dado inicial (IE,&). A composi¢io de Ly e Ly é um S.T.J. de (V,¢) com

dado inicial (IF,a) onde o = & + @.

3.3 Observagao. A composi¢io de S.'T.)., € o andlogo algcbrico da composi¢do de

mmersées isomeétricas. o

3.4 Definigao. Seja L = S+ R um S.T.). de (¥, ¢) com dado inicial (IF, «). O operador
linear T : IJE — IE definido por

(T(X),Y) = Trago(S(X,Y)) paratodo X,Y €I,

¢ chamado o operador trago.

3.5 Observagoes. Da defini¢io (3.4) segue-se que:
a) T € um operador simélrico.

b) T determina uma decomposicio ortogonal de IE em autoespacos IE;. Isto €,

8
E = @IE,-; aqut s € o nimero de autoespagos distintos.

i=1

¢) Os IE;’s sdo os autoespacos do operador Ay, onde Il ¢ o velor curvalura média.

Demonstragao. (a) Segue-se da simetria de S. g



(b) Segue trivialinente de (a). g

(c) Por (b), seja B; o autovalor associado ao autoespago IF; de T. Entao dados X € IE;

e Y € IF e dada uma base ortonormal X,,...,X, de IF, teremos que
B(X,Y) = (T(X),Y)= Trago (S(X,Y)) = Trago (¢(X,Y) g + Aaxy))
= ne(X,Y) + Z Ao (x) X ks Xi) = ne(X,Y) + (a(X,Y),nH)
k_

= ne(X,Y)+n(AxX,Y).
B; — nc

n

Daqui, segue-se que AgX = \;.X, onde \; =
Portanto, IE; é autoespago de Ay. g

De acordo com as observagoes em (3.5), temos o seguinte lema:
3.6 Lema. Seja L um S.T.J. de (V,c) com dado inicial (IE,a). Entio parae cada
1=1,...,s, teremos que
L(X,Y)(IE;) CIE; paratodo X,Y €.

Em particular, L induz um S.T.J. de (¥, ¢) com dado inicial (IF;, a;), onde o; = ol xE, -

Demonstragao. Vejamos primeiro que 1" comuta com L(.X,Y). Com efeito:

(T, L(X, V)V, W) = (T(L(X,Y)V), W) = (L(X,Y)(T(V)), W)
= Traco (S ( (X,Y)V,W) — (T(V), L(Y, X)W)

(S(L(X,Y)V,W) = S(V, L(Y, X)W))
= Trago (L(L(X, V)V, W) — L(V, L(Y, X)W))
= Trago ([L(X,Y), L(V,W)]) = 0.

= Traco

Portanto, T' comuta com L(X,Y). Assim, pclas observagoes em (3.5), temos que os
autoespacos F;’s de T sao deixados invariantes por L(X,Y’). Daqui, podemos concluir
claramente que L; : IE; x IE; — End(IE;) dado por L; = L|g,xg, é um S.T.J. de (V,¢)

com dado inicial (F;, «;),

oox i paratodoi=1,.../s. g
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3.7 Observagoes. De acordo com as notagées dadas em (3.5) e no Lema (3.6), denota-

remos
n;:=dimE;, H;:= ;:—;Trago(a,‘), ci=c+||Hi|* e
E; .= E; ® ger{a(X,X) — | X||*H; : X € E;}.
Portanto, se X € IE;,Y € IE; e i # j, entdo verificam-se as sequintes propriedades:

2) oX,Y)=0,
b) nH = an‘H’H (O(X,X),O(Y, Y)) = _CI|X“2”H5“2,
k=1

C) (a(XaX),Hj) = —C||X||2,
d) (H;,H;)=—c¢, ¢

e) (HiH)=X, (aX,X), H) = ||X|P||Hi”.

Demonstragao. (a) Sejam X € E;, Y € [Fj e1 # j. Seja Z em [E = DIE; qualquer.
k=1
Daqui, Z = Y _Zk, onde Z; € . Entao, pelo Lema (3.6) e como L(X,Y)Z = L(Z,Y)X,

k=1
teremos que

LX,Y)Z + ...+ L(X,Y)Z, = L(Z,,Y)X + ...+ L(Z,,Y)X € E.
s =4t )R e )2

N

—

€ Ey € E, € E; €E,
Daqui, segue-se que L(X,Y)Z, =0, V k # 1. Assim, L(X,Y)I@E = 0.
k

k#i
Portanto, podemos concluir que

(1) (XY )lgyg, =0
k#i

Do mesmo modo, podemos concluir que

(2) S(Y, X)lEBEk = 0.
k#3
Como i # j, de (1) e (2), segue-se que S(X,Y) = ¢(X,Y)Ig + Asxy) = 0.
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Ja que, (X,Y) = 0, entdo, teremos que A,(xy) = 0. Portanto, o{ X,Y) =0. ¢

(b) A primeira igualdade € trivial. Portanto, vejamos a segunda.
Com efeito. Sejam X € E; e Z=2,4+...+ Z, € E com Z; € E;. Entao

L(X,X)Z = LX,X)Zy + ...+ LX, X)Z, = (20, X)X +...+ L(Z, X)X € E:
D e

€ E, € E1 € E € E;
Daqui, segue-se que L(X, X)Z, € ExNE;, V k. Logo, L(X,X)Z; =0, V k # 1.
Ji que, L(X,X) = S(X,X) = d|X||*> + Aax.x), entdo teremos que
S(X,X)|®E = 0. Em particular, se Y € [E; com j # ¢, teremos que S(X, X)Y = 0.
k

k#i
Daqui, segue-se que (c||X||*Y + Asx,x)Y,Y) = 0. Portanto, podemos concluir que

(A X, X), oY, Y)) = —c|X[P[IY]?. o
(c) Sejam X € E; e X,..., X, uma base ortonormal de IE;

(o(X,X),H;) = —E a(Xx, Xi))

N k=1

ﬂ.J N c
= —fC|IX||2 Y IXel? = —=|IX|’n; = —clIX|]*. o
n; k=1 n;

(d) Seja Xi,...,X,, uma base ortonormal de IF;,7 # j. Entao

1 1 UL
(H,‘,HJ') = —( Trago (a,) H Z(a Xk,Xk) H) ——l Ec = —C. 10
i T k=1 ko
(e) Para a primeira igualdade, seja Xi,..., X, uma base ortonormal de IE;. Entao
1 X 1 M 1 2
(Hi, HY = =Y (a( X5, Xik), H) = — Y (AnXi, Xi) = =Y X=X
n; k=1 n; k=1 ni k=1

Para a segunda igualdade, seja X € JE;. Entao teremos que
(a(X, X), H) = (Ag X, X) = M| X|]* = || X|[*(H;, H).
Assim, usando (b) e (c), teremos as seguintes igualdades:

(o gnk (—ellX1I?) + ni{e( X, X), Hy)
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WX\ (H;, H) = gnk(—CIIXH”) + na X1 HG .

Portanto, do anterior concluimos que (a(X, X), H;) = | X|}||H:ll> - =

8.8 Observacao. Vejamos que em particular das observagées (a)-(d) dadas em (3.5),

teremos que
i) os H;’s sdo todos distintos,

i) os IE;’s sdo ortogonais entre si, e
’ -~
iii) os H;’s sdo ortogonais a DIEy.
k=1

Demonstragao. (i) Suponhamos que H; = H;, quando ¢ # j. Entdo, \; = (H,, H) =
(H;, H) = )j, absurdo. Pois, A\; # A}, quando 7 # j. Portanto, H; # H;, Vi#j. o

(ii) Sejam X € E; e Y € [E;, com i # j. Entdo pela linealidade de (,) basta tomar
X :=U+a(V,V)=||V||*H; e Y :=W+a(Z,Z)-||Z||?°H;,onde U,V € E; e W, Z € E;,
e provar que (X,Y) = 0.

Com efeito:
(X,Y) = (U,W)+(U,a(Z,2) - |IZIFH;) + ((V,V) - VIFH;, W)
+ (a(V,V),a(Z, 2)) - |1Z]]*{a(V, V), H;)
~ VI H;, o(Z, 2)) + IVIPIZ*(H:, H;).
Mas, (U, W) = 0 (pois, IE; é ortogonal a IE;). Entao
(U,a(2, Z) - |ZIPH;) = 0 = (a(V, V) — |V Hi, W);
(@(V,V),a(Z,Z)) = = IVIPIIZI* por (b);
=\Z|{a(V, V), H;) = || ZIP| VI por (c);
WVIPNZI*(H;, H) = =lIVIPIZI? por (d).

Daqui, obtemos que (X,Y) = 0. Portanto, podemos concluir que E; é ortogonal a

E;,Vi#j o
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(iii) Seja Z € @EJ Entdo Z = ) _Z;, onde Z; € E'_,-, V j. Portanto, pela linealidade

y=1 j=1
de (,) basta tomar Z; = Z;, + a(Zj2, Z;2) — ||Z;2||*H;, onde Z;,, Z;; € IE; e mostrar que
(H,',Z) =0, Vi #J

Com efeito:
(Ht'aZ) = Z{(H"’ZJ'I) + (H,-,a(ij,ng)) - ”ZJ'2”2(H1"HJ')}'
=1
Ja que, (H;,Z;;) =0 (pois, H; € E* e Z; € E; C E), e

(Hoa(Zn, 2 = { gVl o0 120~ izl b,

teremos que (H;, Z) = 0. Portanto, podemos concluir que H; é ortogonal a @E J =
i=1

Agora juntando as observagoes (3.5) e (3.7), teremos a seguinte observagao:

3.9 Observagao. Cada IE; é um espago vetorial com produto interno dado pelo produto
interno de V restrito a E;. Entdo IE; junto com a aplicacdo bilinear simétrica &; :

E;x E; - FE*n E,- dada por
&(X,Y) = ai(X,Y) — (X,Y)H; VX, YeE,
onde o; = oa|g,xE,, determinam um S.T.J. minimo L; de (E,-,ci) com dado inicial

(Ei, &t)

Demonstragao. Vejamos que L; é um S.T.J.. Com efeito, L; : IE; x IE; — End(E;) é
dado por
Li(X,Y) = a(X,Y)Eg, + As,xy) + R(X,Y)
= (C+ ||Ht”2)(XaY)IE. + Aor.'(X,Y) - (X’Y)AH.' + R(X3Y)
= C(XvY)IE.' + Aa-‘(X,Y) + R(X,Y) + (va)(HHillzlE.' - AH.’)'
Mas por (3.5)(e), An, = ||H;||*Ig,. Assim, teremos que

L(X,Y)= C(X,Y)IE'. + Aa‘(x,y) + R(X,Y).
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Portanto, L; é um S.T.J..
Vejamos agora que L; é minimo. Com efeito:

. i 1 ~ ’ g ¥ . - i
Seja H; := — Trago (&;) o vetor curvatura média de L; e seja Xy,...,X,, uma base

ortonormal de E,l Entao

Trago (&;) = Y &( Xk, Xi) = Y_(ai( Xy, Xi) — [|Xi||*Hy) = 0.
k=1

k=1

Assim, H; = 0. Portanto, L; é minimo. g

Isto mostra completamente a observagao (3.9). g

3.10 Observagao. De (3.9), claramente temos um S.T.J. umbdico L; de (V,c)
com dado inicial (IE;,@;), onde @;(X,Y) := (X.YYH; para todo X,Y € IE;. Por-
tanto, o S.T.J., L; de (V,¢) com dado inicial (Il;.«;) € a composi¢io de L;eL;; aqui

oi(X,Y) = &i(X,Y) + (X,Y)H; para todo X,Y € II;. o

De (3.9) e (3.10), podemos concluir que um S.T.J., L de (W,c) com dado inicial

(IE, a) se decompde em fatores irreduziveis L;’s como querfamos no inicio desta secao.

Ja que toda a algebra necessdria esta dada enunciaremos e provaremos o Teorema

de classificagdo das imersdes paralelas em formas espaciais.

3.11 Teorema. Seja f: M™ — QN(c) uma imersdo paralela de uma variedade coneza.

Entao, existe um produto extrinseco de variedades umbilicas
9: QM (er) x ... x QM (e;) = QM (o),
e existe uma decomposicio Riemanniana de
M = M" x ... x Al
e tmersoes minimas paralelas
fir MM = QNi(ey), i=1,2,...,s
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tais que
f=go(fix...xf)
Demonstragio. Sejam q € M, p = f(q) € QN(c), IE = f(T,M) C V :=T,QV(c), e

a a segunda forma fundamental de f em q. Entdo o sistema triplo associado a f em ¢

é pelo coroldrio (1.19) o S.T.J. de (¥, ¢) com dado inicial (IF, o). Mantendo as notagoes

L]
das observagdes anteriores, temos que IE se decompde ortogonalmente, isto &, I = @Ei.
i=1

Ora, suponhamos que os subespagos IE;’s estio ordenados de modo que ¢; < c;

< ... < ¢, Entédo ja que, os H; sdao todos distintos, teremos que

0 <|lh — I = |IHI* -2, H) + || H?
= ¢g—c—2(-¢c)+¢—c
= ca+¢< 26,‘,

quando ¢ > 1. Portanto, podemos concluir que 0 < ¢; se 1 <1 < s.
L]

Além disso, os IE;’s sio ortogonais entre sem e os H;'s sio ortogonais a @IE] e
j=1
verificam-se as férmulas (a)-(e) em (3.5). Logo, pelo Teorema (2.18) do Capitulo II, tere-

mos que existe um produto extrinseco de imersées umbflicas g : Q™ (¢;) x ... x QN (c,) —
QN (c) tal quese (q1,...,¢s) € g~ Hp) C QN (1) x...x QN (¢5) e QM (1), ..., Q(c,) deno-
tam as folheacdes candnicas do produto QM (c;)x. .. x QV+(c,), entao ¢;, (T,,Q" () = E;
e H; é o vetor curvatura média de g; := ngN,'(c'.) em ¢;.
Assim, obtemos um S.T.J. para (]E,-,ci) com dado inicial (IF;, &;) o qual é minimo. Como
¢ > 0 para i > 1, pelo Teorema (2.8), temos que existe f; : M; — QM(c;) imersao
paralela, onde M; é um R-espaco simétrico e f; é um mergulho padrao. Também, para
¢; > 0 ou ¢; <0 pelo Teorema (2.8) ou Teorema (2:3), respectivamente, temos que existe
fi: M; — QM (c,) imersio paralela. (Observa-se que os S.T.J. minimos sio os sistemas
triplos associados as fi’s).

Logo a imersio f = go(fix...x fs) : Myx...x M, = QV(c) é uma imersao paralela
cujo sistema triplo associado é o S.T.J. de f. Portanto, pelo Teorema de Unicidade de

Rieckziegel, teremos que f = f, e pela conexidade teremos que M = M; x ... x M,. -



3.12 Corolario. Seja f: M™ — QN (c) imersdo paralcla. Se M € irredutivel (isto €,

ndo € produto Riemanniano de variedades), entdo
f ou € umbdlica (¢ < 0) ou é um mergulho padrdo de um R-espago simélrico. o

O reciproco do Teorema (3.11) ja foi provado. Analogamente a reciproca do corolario

(3.12). Assim, fechamos esta dissertacao.

113



(B]

[BR]

(C]

(D]

[F1]

[F2]

[F'3]

[F4]

[H]

(K]

[KN]

M]

Referéncias

BACKES, E.: Geometric applications of Euclidean Jordan triple systems. Manus-
cripta Math. 42, (1983), 265-272.

BACKES, E., and RECKZIEGEL, H.: On symmetric submanifolds of spaces of cons-
tant curvature. Math. Ann. 263, (1983), 419-433.

DO CARMO, M.: Geometria riemanniana. Printed in Brazil, Rio de Janeiro, 1988.

DAICZER, M.: Submanifolds and Isometric Immersions. Publish or Perisn, Inc.,
Houston, Texas, 1990.

FERUS, D.: Immersionen mit paralleler zweiter Fundamentalform: Beispiele und
Nicht-Beispiele. Manuscripta Math. 12, (1974), 153-162.

FERUS, D.: Produkt-Zerlegungen von Immersionen mit paralleler zweiter Funda-
mentalform. Math. Ann. 211, (1974), 1-5.

FERUS, D.: Immersions with parallel second fundamental form. Math. Z. 140,
(1974), 87-92.

FERUS, D.: Symmetric Submanifolds of Fuclidean Space. Math. Ann. 247, (1980),
81-93.

HELGASON, S.: Differential geometry and symmetric space. New York, London:
Academic Press, 1962.

KOBAYASHI, S.: Isometric imbedding of compact symmetric spaces. Tohoku Math.
Journ. 20, (1968), 21-25.

KOBAYASHI, S. AND NAGANO, T.: On filtered Lie algebras and geometric struc-
tures. 1.J. Math. Mech. 13, (1964), 875-907.

MERCURI, F.: Parallel and semi-parallel immersions into space forms. Riv. Mat.
Univ. Parma (4) 17, (1991), 91-108.

114



[Mo]

(N]

[R]

[S]

[St]

[T]

[Ta]

[TK]

MOORE, J. D.: Isometric immersions of riemannian products. J. Diff. Geometry
5, (1971), 159-168.

NAGANO, T.: Transformation groups on compact symmetric spaces. Trans. Amer.
Math. Sov. 118, (1965), 428-453.

RECKZIEGEL, H.: On the problem whether the image of a given differentiable map
tnto a riemanniana manifolds ts contained in a submanifold whit parallel second
fundamental form. J. Reine Angew. Math. 325, (1981), 87-104.

SPIVAK, M.: A Comprehensive Introduction to Differential Geometry. Publish or
Perish Inc., Houston, 1979.

STRUBING, W.: Symmetric submanifolds of riemannian manifolds. Math. Ann.
245, (1979), 37-44.

TA1, S. S.: Minimum imbeddings of compact symmetric spaces of rank one. J.
Differential Geometry 2, (1968), 55-66.

TAKEUCHI, M.: Parallel submanifolds of space forms, Manifolds and Lie Groups.
Papers in honor of Y, Matsushima, 429-447.

TAKEUCHI, M. and KOBAYASHI, S.: Minimal imbedding of R-spaces. J. Differen-
tial Geometry 2, (1968), 203-215.

115



