COMPARACZO DE METODOS DE RESOLUCAO
DE FLUXO S6TIMO EM REDES

Exte exemplar corresponde a redacgio
final da teme devidamente corrigida
2 defendida pelo Sr. RAFALL CARLOS
VELEZ BENITO ¢ aprovada pela Comi -

"

:sdo Julgadora.

Campinas, 04 de Setembro de 1991

—//

C LBV'I S' 4[—3)(;7;\}" JLHO

Dissertacio aprosentada ao Institu-
to de Matemiatica, Estatistica e
Ciéncia da Computacia, UNICAMP, co-
mo requizito parcial para obten¢io
do Titulo de Mauzlirco em Matemiatica

Aplicada

V543c

24098/BC




AGRADECIMLNTOS

Ao Prof. Dr. Cldovies Perin Filho. pela orientacio e
dedicacao constantes durante todo (&) deszenvolviment.o da=te

t rabalho.

A Minha esposa  Nelly Bernal @ Aguilays: e mirhia filha
Kinber-lvn Gliwnd v Veles Bernal. pelo vonstante apoio =

COMpLreensao.

A mmeus pais Rufuel Volez Chivez e Fortunata Benito de

Vil pelo invaloravel apoio moral.

A Capes e Cnpqg pelo apoio financeiro, e a Unicamp pelo

apoio a pessquisia.



INDICE

CAPITULOI . INTRODUCZO

1.1, INTRODUCAO . . . . . . s s s, 01
1.2, HISTSERICO . . . e s s s s 03

1 .3. TERMINOLOGIA DE REDES .. .. ... .......c........006
1.4. FORMULAGCAO . . . . . s s it s 07
1.5. OB JETIVOS

TAPITULOII . UM METODO PRIMAIL DUAI,
.1. METODO "OUT OF KILTER"™ . .. ... ................ 10

[\

2. FASE PRIMAL . . . . .. i 13
2. FASE DUAL . .. . .. L e e i5
2.4. ALGORITMO . .. .. . . i 17

CAPITULOIII. METODO SIMPLEX
3.1. INTRODUCGCAO . . . . . . i st s st s, 19
3.2. METODO PRIMAL SIMPLEX CANALIZADO

PARA REDES  © . ... i 23
3.3. METODO DUAL SIMPLEX CANALIZADO
PARA REDES . . . . . . e e e e 28

CAPITULOIV. METODOS DE PONTOS INTERIORES
4.1, INTRODUCAO . ... . ... i 28
4.2. METODO AFIM PRIMAL CANALIZADO .............. 31
4.3. METODO AFIM DUAL CANALIZADO ................ 38

CAPITULOV . RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

T.1. INTRODUCAO . ... .. ... i 44
5.2. METODOS DIRETOS ... .. ... .. . it 45
5.3. METODOS ITERATIVOS . ........................50
3.4. ESTRUTURA DE DADOS PARA PROGRAMAGCZO

EM REDES . .. .. . . e 57



5.0,
IR
o

g ) i

CAPITULO VI.

>
(v

BIRBRLIOGRAFIA

B

SOLUCAD PARA
RESOLUCAO DE

CON JUGADO

RESOLUCAQ DE

GAUSS-SETDEL

Ox=q OIANDO O

CAXA v

CAXA o

AX

A)i(c.

RESULTADOS COMPUTACIONATS

INTRODUCZO
RESULTADOS
CONCLUSEES

E TRIANGILAR
PELO GRADIENTE

PELO METODO

()

Y

67

a3Y]

Y

21



CAPITULO 1

1.14. INTRODUGCAO

Desde o desenvolvimento do método =implex por George B.
Dant.zig em 1947, que os modelos lineares de fluxo em rede tém
gido estudados extensivamente. O problema de fluxo de custo
minimo € um programa linear especial cuja estrutura favorece a
simplificacdo de métodos de resclucio.

Matematicamente uma rede G & um par de conjuntos (N,4),
onde N & um conjunto finito niao vazio de n nés e 4 & um
conjunto finito de m arcos; um arco & um par ordenado de nds
distintos. Além disto, tem~se o3 seguintes vetores: um n-vetor
de demandas b=(b,b:ieN), tal que para cada néd i, bL<O indica um
nd produtor de fluxo e bt>0 indica um ndé consumidor: um
m-vet.or de cust.os c=(cj:j€A') associado aos arcos; o oz
m-vetores de canalizacio dé fluxo l=(lj:,je_4') e d=(dJ:jeA).

Asgim, o problema de fluxo de custo minimo consiste em

doterminar um vetor de fluxo x=(x:jcd> que & smolucio dtima de
)

4

Minimizar C X
> =ujeito a A x=25>D
! = x = d

”~
onde A & a matriz de incidéncia nozarco da rede G,

S&c muit.o importantes as seguintes classes de problemas
de programacio em redes, casos particulares de 1), com az

caract.eristicas indicadas:

® Problema de Transbordo: d=w (vetor onde cada componente &
igual a infinito).
°® Problema de Transporte: d=w e cada né & ou um nd produtor

ou um nd consumidor; além disto, cada arco & direcionado



de um nd produtor para um ndé consumidor, formando uma

rede bipartida.

L ] Probtema da Designac¢io: problema de transporte no qual
b=+1 V ieN, formando uma rgde com igual numero de noés

produtores e consumidores.

® Problema de circulacio: b=0
L] Problema do Fluxo Miximo no arco ki b=0, dk=oo, ck=—‘l,
- =0 V jxk.
1
L] Problema de Caminhe Minimoe entre os nds p, q b =1,
P

b =-1, b =0 V i=p.,q.
q v

Para cada um dos problemas acima hid métodos especificos
que exploram as particulares estruturas e cujo estudo e
demenvolvimento pode =er encontrado na literatura cligsica de
programac¢io linear [12, 39, 401

E possivel moszstrar que o problema do  fluxe de custo
minimo (1) pode sempre ser transformado em um novo problema de
filuxo de custo minimo com =0, Neste trabalho vamos conztidorar

o problema formulade com 1=0.



1.2. HISTORICO.

Os metodos de otimizacio =sdc muito utilizados na
t.omada de decisdes.

Estes métodos procuram a solugio de  diversos
problemas nas mais variadas areas. atravas da formulagio de
um modelo matemdtico., o qual consta de uma ftungio objetivo
=y jeita a rectrigcSes. Assim per exemplo, no caso da
programacio linear, a func¢do objetivo e as restricdes sido
linsares. Como exemplo de Aareas de aplicacdes, podemos citar:
transporte de materiais, designacio de tarefas, alocacio de
Tecursos, plane jament.o de operagio de sistemas, caminho
minimo, fluxo maximo. etc. [31, 39, 40).

No presente trabalho, ndz estamos interessados nos
métodos de solucdo de Programacio Linear especializados ao
problema de fluxoe por uma rede a custo minimoe (FCM), peoizm ole
tem-se aplicado muito a problemas tais como: Sistemas de
produgio-distribuicdo, sistemas de logistica, sistemas de
trifego urbano, sistemas de comunicacio, sigstemas de fluxos em
redes de encanamento, sistemas de localizacioe de recursos,

sistemas de tluxos em redes elétricas, etc.

Em 1975 a Academia de Ciéncias Royal Swedish
atribuiu o prémio Nobel em ciéncias econdmicas em igual ccta
ao professor Leonid Kantorovich da USSR e ao profes=or
Tjalling C. Keopmans da USA por suas contribuices i teoria de
distribuicio Stima de recursos. Embora agtes distintos
protfes=zores tenham investigado uma grande variedade de
problemas de otimizacio. ¢ interessante notar que ambos esztio
associados com  alguns dos  primeiros periddicos descrevendo
problemas de fluxos em redes como ndés conhecemos atualmente,
Em 1939, Kantorovich discutiu uma classe de modelos de
otamizacdo com exemplos especifico=. A idédia por tras de cada

axemplo ora o planejamento de uma elevada producido de bens com



base na utilizacio dtima dos recursos existentes. Um deztexs
exemplos onvolve & distribuicio de fluxo de carga entre as
diterentes rotas da rede da estrada de ferro de tal maneira
que satisfaca i3 restricdes de capacidade nas rotas enquanto
minimiza o gasto de combustivel.

Embora na priatica o algoritmo simplex seja eficiente,
t.eoricamente pode-se construir classes de problemas de
programac3o linear (32, 2, 21], mostrando que o© comportamento
desse algoritmo no pior caso nido & polinomial (& exponencial).
Assim, desde a primeira publicagio do método simplex por
Dantzig, tem havido muitas tentativas para achar melhores
maneiras de resolver problemas de programacio linear. Alguns
melhoramentos do método simplex podem ser encontrados em [26,
201, por exemplo. Entretanto,. o esforgo comput.acional
permanece nio polinomial. Com o intuito de reduzir este
estorgo computacional., teém sido propostos varios métodos com
outras abordagens. Em 1979 o matemdtico russo Leonid Qa.
Khachiyan, mostrou que o métodoe para otimizagio convexa
desenvolvida pelo matematico russo N Z. Shor e outros pode
ser adaptado para produzir o Mstodo doxs Elipsdidem [30, 39, 6)
paras rosolucao de problemas de programacio linear com
complexidade om* ®L>. onde L & o tamanho dos dadozs do
problema em “bitz”. Em 1984, N. Karmarkar ([29] deszenvelveu o
M t.odo Projetivo. baixando em muito a complexidade tedrica om
relacio aoc método do= elipsdides. Ele obteve um limite
superior para © numero de iteracgdes de 0OCnl)d, e um limite para
o numero de operagdes de 0n? ®L). Ao mesmo tempo, anunciou
resujt.ados computacionaids superiores aos obtidos pelo método
simplex. O algoritmo original utilizava um formato ospecial
para o problema, hipdteses muito restritivas e era muito
ditficil. Em 1985 varias pessoas introduziram melhoramentos ao
metodo e desenvolveram variantes para o© problema oem formato

padrao. inciui ndo o= moguintoas pesquizadores: Anstreicher,



Gay, De Ghellinck e Vial, Gonzaga, Todd e Burrel. Ye. Ao mesmo
tompo uma simplificagdoe radical do algoritmo gerou o método
atfim ezcala. que se acredita nio polinomial. Esse algoritmo ja
exigstia havia vinte anos, publicado por Dikin na USSR e ora
desconheacido. Foi redescobearto simultaneamente por Yial,
Barnew, VYanderbei, Meketon e Freeman, Cavalier e Scoyster,
Adler e outros [3.47,1). Resultados esseoncialmente novogs foram
obtidos a partir de 1986, com o estudo de métodos de
trajetoria central. Um ponto pertence & trajetdria central se
maximiza © produto das varidveis em um conjuntoe de pontos
viaveis de mesmo custo. A trajetdria central foi inicialmente
aegtudada por Bayer e Lagariaz= [4] © por Megiddo [36]. Renegar
{421 desenvolveu um algoritmo deste tipo |, obtendo pela
primeira vez um limite de complexidade de O<¥nL> iteracdes,
mas com complexidade em numero de operacbes aritméticas igual
3 de Karmarkar., Em 1987, Vaidya [45], seguindo a metodologia
de Renegar, reduziu este limite para 0<n®L>. Por um caminho
independent.e, Gonzaga £231 obteve o mesmo limite
zimultaneamente, utilizando wum algoritmo do tipo penalidades.
Novos algoritmos foram gerados a partir destes, incluindo o3
de Koyima, Mizuno e Yoshise (341, de Monteiro e Adler ([37)
Fizeram-se extensdes para programacio quadritica convexa,
obtendo~se os mesmos limites de complexidade. Em 1989 surgem
novos algoritmos que procuram acompanhar a trajetdria central
por passos longo=, ao invés dos passos  curtos, que  sdo
eszenciais para as demonstracdes de complexidade da ordem de
YnL nos métodos citados anteriormente. Em 1990 publicou~-=se um
artigo por Resende e Veiga [43] onde =se resolve o problema de
Designacio usando o método dual afim e se mostra que ele
somente consegue competir com o simplex para problemas de
grande porte ¢1x10* nés e  2x10° arcosd e  ainda usando

processament.o em paralelo.



1.3. TERMINOLOGIA DE REDES.

Seja G = N4>, um grafo conexo, onde N = {d.n> & o
conjunto de nos 6 4 = {1.m}» & o conjunto de arcosy; um arceo i
< um par ordenado de ndés distintos t ,h > onde t &

P ]

denominado a cauda Ctail’) o h, a cabeca Chead’> do arco.
J

~

Reja A = C a > a matriz de incidencia ndéxarco associada a
L

G; igto &:

il

+1 se i t.

~ J
a = -1 se 1 = h
1) 3

0 cazo contririo

Pode-se mostrar que a matriz de incidencia A nio & de

m ~

posto completo pois v a = 0, 3 & 4. Entretanto. a
v ) .

gliminaciao de uma linha qualquer de A t.ransforma~-a numa

matriz de posto complsto uma vez que a rede asszociada &

N
gonexa. Negte texto vamos denotar por A a matriz obtida de A
pela eliminacido de sua dltima linha -ésima linha>. 0 nd n,

associado a esta linha que foi eliminada, £ denominado nd

raiz.

A seguir seriao dadas algumas defini¢cdes que serio usadas
posteriormente.

Una rede & prépria se n 2 2 e m 2z 1. Uma rede
G = [N, 4] & uma subrede de G se N o N e 4 < A. Se N’=N,

entio ndéz dizemos que G’ & uma subrede geradora de G.

Saeja P=« 5 .8 ,% ,0 ,.,5 o .S > uma sequencia
: O 1 1 2 ja ol § »n n
tinita com e = { (= . 82,(s, = 1) >, P & wum caminho
J L~ 1 L 1 L=
e 2 & ,..,s &0 nos distintos e & um ciclo me = .m ,..L.5
(9] 1 n 1 2 n
siao nos distintos e S =S Portanto., os arco=. tanto de um
n

caminho quanto de um ciclo, =50 distintos. O comprimento de um

caminheo ou ciclo & definido como o nimero de arcos que possui.
Una rede O & aciclica, se nao contém ciclos. Uma rede &

conexa, =e para todo par de ndé=z distintos, existe um caminho

conect.ando-os.



Uma A4rvore & uma rede aciclica conexa. Pode~s=e mostrar
que para qualquer par de nos distintos existe um dnico caminho
em uma arvore conectando-os. Uma adrvore que & uma subrede
geradora de G & chamada uma arvore geradora de G com nd raiz
n, possul n-1 arcos e ¢ denotada por T.

O arco predecessor de um nd i#Zn & o Udnico arco incidente
em i no caminho de n para i em T. Este arco & denotado por W
Defina wn=U para indicar que a raiz nao possul predecegsor.

Existe wuma correspondédncia biunivoca entre o conjunto de
drvores geradoras de G o o conjunto de bases formadas com as
colunas de 1’3: Cada uma destas bases ¢ uma matriz triangular o
que facilita a resolucio de =zistemas lineares dque a envolvam;
% comum o uso do mdtodo de substituicdes sucessivas nestes
CASOS.

Pode-se mostrar que AA' & uma matriz simétrica positiva
definida e diagonalmente dominante; o= elementox da diagonal
220 iguails ao grau dnternotexterncd de cada nd e os doemais
elementos sio 0, -1, -2, .. indicando o numero de arcos que

ligam os nds correspondentes & linha e 2 coluna.

1.4 FORMULAGCAO.

A cada arco J < A ¢ assaociade um coeficivente cuzto < o
)

nma capacidade maxima de fluxe d. A cada nd i da redo &
]

azgociado uwma demanda b onde b < 0 indica um né produtor
1 1

de fluxo e L > 0O indica um ndé consumidor. Estamos supondo

que d > 0. A formulacdo do Problema de tluxo de custo minimo,.
aqui  conzsiderado. consigte om  determinar um vetor de fluxo
X = (x D). molugio dtima do problema abaixo.

J
t

Minimizar <X
(P> Sujeito a A x =Db
0= x=4d



Desta forma, dese ja~ze determinar um vetor x satisfazendo
= b 1 & N,  que minimize o

d, j € 4 =)
]

0 = x=

]
Yy oax.
NI

custt.o t.otal

O problema dual associado &

i

N 2 L
Maximizar by - dv
t
D> Fujeito A Ay - v + w = ¢
v.w 2 0
Ou seja, desweja~se determinar vetores vy, v, w zatisfazendo
v20 jed, w20 jed, vy -y ~ v + W = g <4 e que
] ] h 1. J J J
) J
maximize T by - pdv
LovT 11
As condictdes de folgas complementares =io:
x~ d> v =0 VvV 1« A 2D
i J 3
X w =0 vV 1 4 &P
1)
Dado um vetor de pregoxs y = (y > defina para cada arco
L
i = 4 o coeticiente de custo relative ¢ = ¢ + Y, Y-
' J 3 )
) )
Usando esta notacio, pode-se eliminar os  vetores v, w do
problema dual D). fazendo:
o= o + v - y = w = v
3 3 t h. ] 3
j i
() me Ja,
v = =min{ O, ¢ >
] J
w = +max{ 0, o >
J
podem

1
de tolgas complementares

as condiches

Q2



seRCritas.

r
Para cada arco 3§} = A

a <0 > X = 0
J J

o =0 - 0 <x <d 4>
J ) }

E > 0 = x = d

Um fluxo x & dito =mer factivel se Ax=b, 0 = x = d. Se
oxiste y tal que x,y> =atizfaz as condicdes de folgas

complement.ares entiao X ¢ um fluxe dtimo.

1.5. OBJETIVO=

Ewt.o trabalho tem por objetivo realizar um estudo dom
metodos atim-e=cala, implementar oem microcomputador diferentes
veorgoes destes métodos para programas lineares em redes o
realizar testes computacionais comparando o desempenho destes
métodox com os métodos primal o dual simplex, “out-of=-kilter',
tanto ao nivel de tempo de cpu quanto ao nivel do numeroc de
iteracoes, bem como com relacio ac espago de memoria

requerido.

v



CAPITULO II

UM MeTODO PRIMAL DUAL

Nesite capitulo & discutida uma especializacio do Método
“out-otf-Kilter"” para Problemas Lineares em redes capacitadas,
onde serd visto que a estrutura especial da matriz de

o

coeficientes permite uma implementacio muito eficiente.

2.4. METODO "OUT OF KILTER" [ KENNINGTON [31] 1}
Seja IN,4] uma rede orientada. Congidere o problema de

fluxo de custo minimo

Minimizar a %
P> s jelito :a A x = b
0 £ x £ d
cuio problema dual &:
Maximizar bLy - d'v
D> Sujeito a Aty - v+ ow o=

As condicdes de otimalidade podem ser escritas como:

Se (x,y) satistaz

A x=b ) 1>
g <0 =2 =
1 _
0 < x< d = ¢ =0 j e A 2>
1 J }
¢ >0 = X =
1 ] l
onde ¢ = ¢ + ¥ -y = w - v, entio x € um fluxo &timo

10



para (P,

O método " Out-of-Kilter " comeca com gualquer vetor de
precos y, e um vetor de fluxos x factivel, isto &, gatisfaz
Ax = b, 0 £ x = d Se xvyd) satisfaz (25, ndz terminamos pois

x & &timo; caso contrario,

3o alterados com o objetivo de
restricio (1> sempre satisfeita.
Dado (x,y>, considere um arco

satisfeito por j , entio dizemos

caso contrario dizemos que j esta

As

diversas

ou o fluxo x.

ou preco y, ou ambos

satisfazer (22, mantendo a
qualquer  j. Se (2> é
que | esti4d " IN-KILTER ‘4

OUT-OF-KILTER ‘.

condicdes de “Kilter' que podem ocorrer estio
apresentadas na tabela 1:
TABELA 1: Condi¢des de "Kilter'.
¢ <0 ¢ =0 c. >0
} } J
x = d. out-of-kRilter In-kilter In-kilter
1 1
0<% < d out-of-kilter In-kilter out—o f-krilter
] }
x = o In-kilter In-kilter out—-of-kilter

Para cada uma destas 9

Kilter, como mostrado na tabela 2:

11

condigdes &

& definido o ndmero



TABELA 2: Nimero de "Kilter'

c <0 c =0 c >0
J ) )
x = d. X 4] (¢
) ) }

0< x < d. X 0 d - x
1 1 } ] 1
Xx = 0 (¢] (4] d - x
} ) )

Observe gque 0= nimeros de Kilter s2Zo todos nido negativos
e representam a gquantidade de fluxo requerida para que um dado
arco se torne Y In-Kilter ", Se K denota o nimero de Kilter
J
do arco J, entio o ntmero de Kilter de uma solucio (x,y), €&
dado por:
Y K.
. A
jed -
Portanto, uma solucio cujo ndmero de Kilter & zero & uma

solugfo Stima do problema (PD.

O método * OUT-OF-KILTER " consiste de duas fases. A fase
Primal produz mudancas no fluxo endquanto que a faze Dual
produz mudancas nos precos, de tal forma qque © ndimero de
Kilter diminua. Ou =eja, este método executa alternadamente
estas duas fases, a primal e a dual, até gque

T K =0
=4 J

12



2.2 Fase Primal.

Durante a fagse Primal as varidveis duals (precosd
permanecem fixas. O fluxo que muda eatd sempre associado com
arcos em um ciclo.

Leaija - {3 e & = e = = = >y o um  ciclo
~ j Q o' 1’ 1’ 2’ k-1 %’ X

em [N, 4] e seja g um m-vetor indicador do aiclo Q) isto &

+1 se e, = Q com direc3o de s para =y
] o <
q = -1 se e € Q com direc¢io oposta
J )
l 0 se e & Q
- J

Desta forma, nds temos

A g = 0

Se x denota qualquer fluxo tal que A x = b, entio. para
gqualgquer escalar A e qualquer g indicador de um ciclo, x = x +

~

A ¢ smatisfaz A x = b . Para A > 0 nds dizemos que o fluxo &

incrementado em Q de A, Para um arco j tendo g = +, g = -1,
1 ]

g = 0, o fluxo atual aumenta, diminui, n3o se altera;

1
respectivamente.

Denote por K o nimero de Kilter do arco j com fluxo x e

A J ~ J

por K o nimero de Kilter do arco j com fluxo x. A fase
i

primal serve para encontrar um ciclo Q@ com indicador g tal

~ ’.

~
que, para x = x + g, K< K V j, e Kk < Kk para pelo menos um
) J
arco k. Em outras palavras, nosso objetivo &  encontrar um
clelo cujo aumento de fluxo diminua o numero de kRilter total.

Em resumo, a fase Primal consiste em: Dade wnm arco
qualguer gue esta "Out-of-Kilter", digamoes =, encontrar um
ciclo que itnclua s & gue permita um aumento de Fluxo. Suponha
que o arco selecionado tenha c > 0. Logo uma estratégia para

S
determinar quando tal ciclo existe envolve o crescimento de



uma arvore eospecial, digamoxs 7, enraizada em t . Esta arvore &
conztruida de tal maneira que, =o o nd i e T, entic um
aument.o de fluxo & permitido no dnico caminhe em T desde o nd

i & raiz,. Se h < T, o ciclo & o Unico caminho em 7 desde h 5
™ ~

. através do arco s.
o

A =egulir aprezentamos o Adlgoritmo para a faszse Frimal

Este Algoritmo & iniciado com o arce s "Out-of-Kilter'.

Algoritmo 2.1. Fase Primal

Passo 1, ¢ Intctaciao J.

Sejas < 4 um arco”0Out of kilter”

se o <0 entio N{~—— { h_ } e A <L x

D

U]

senio N‘(-—— { t. } A, {—— d - x
s t. -

o]

Faca AL o

Passo 2. ¢ Determine candidatos para a drvore D.

o

Seja

RS
It
—~
[
X
n
ol ]
Iy
o
X
A
[oR
(<4
R
b
T
fl
zZ >
A

Se W, u w, = ¢, entio termine com a fase Primal [ ou

=0 ja nido existe ciclo 1

Passo 3. ( Adictione uwmnm Rovo arco i Aarvore ),

14



Selecione arco k = (. U yw ),
1 2

Se k e v, ent.io faca At, {=— Min Ahk , dk - X }

3
Se k « wz, ont.Z2o faca Ah {— Min Al , xk }
k 3
Faca : N{— N U t . h e A(—AU{k}

~~
Se { t. ., h } < N, entio va ao pazso 4; caso
- -

cont.riario volte ao Pazsso 2.

Passo 4. ¢ dtualizacio do fluxo J.

Qe < < 0, entio aumente o fluxo no ciclo em At, 5
k-1
[~3

caso contrarico aumente o fluxc no ciclo por Ah

=]

2.3, Fase Dual:

Se a fase Primal termina com a conclus3o que nio existe
ciclo, entio nds devemos reduzir o ndmero de kilter para tal
=olugio, quer dizer T, KJ, fazendo com que o fluxo permaneca

fixo e ajumt.ando ag variaveis dualis.

~ A

Seja T=I[N,4) a arvore obtida na fase primal. O decrézcimo

”~

-~
permitido nos precos para um arcoe j com heN e t e N-N, & dado
1 J

na tabela 3, enquanto que o decréscime  permitido nom  precos
-~ o~
para um arco j com t <N o he N=N & dado na tabela 4. Az aroas
J )
em branco om ambag tabolas corresmpondem asg condicbes que nao

podem ocorrer.



x =d
] ]
D<K x < d
) 1

X =0

b

x = d
1 3
0 x < d,
] ]

x = 0

TABELA 3: Decréscimo permitido em Y
J

c <O c =0 c >
3 1
-G ™ @
J
-c
J
-
J
TABELA 4: Decrsscimo permitido em Ye
1
c <0 c =0 c >
J J
c
]
c
3
. - a
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A =egulr aprezentamo=s o dlgoritmo para a faze Dual
S~ 7~
E=st.e Algoritmo & iniciado com a &arvore T = (N,4), obtida na

tase Primal,

Algoritmo 2.2. Faze Dual

Pas=o 1. { Determine um arco incidsnte em T D,

Saja
w:{);h QNbvévN":-’E:(O}
1 ] J J
w:{_j:h eNtfeN»‘P—C>O}
2 J ] 3
Passo 2. ( Determine o maximo incremento permissivel D,
Faca

5 = Minimo { l p I }
) 1 (W] b} )
J‘E(‘r’1 Y

Fasso 2, ( Atualizacio das wvartiaveils duais D.

Faca: Y {——y = 5,
& A
Finalmenta. o Algoritmo Out~of-Kilter =zeri dado a meguir:

2.4. ALGORITMO,
O metodo Qut-of-Kilter conzizte de duas fases (Primal e

Duald encadeadas de acordo com o algoritmo abaixo.

Algoritmo 2.3. OUT-OF-KILTER

Passo 1. ¢ Iniciacio D,

Seja x um vetor qualquer de fluxo tal que A x = b,

17



Passo 2.

Passo 3.

Seja y um vetor qualquer de precos.

C Encontre um arco "Qut-of-Kilter" ).

N

eja = um arco Out-of-Kilter'” qualquer. Se todom os
arcos estio “In~Kilter', ontioc pare, x ¢ uma solugio

Stima; caso cont.ririo va para o passo 3.

C Fase Primal D.

Execute o} Algoritmo 2.1, com o arco =
"Out-of-Kilter"”, Se o Adlgoritmo 2.1, termina com

A
com a conclugio que nio existe cicle, va ao passo 4;

caso contrario volte ao passo 2.

C Fase Dual ).
Execute o Algoritmo 2.2. com a iarvore obtida no passo
] Se = eztid "Out-of-Kilter', entio volte =zo passo 3;

caso contririo volte =o passo 2.

i8



CAFITULO I1I

METODO SIMPLEX

Neste capitulo sio discutidas especializages dos Métodos
Primal e Dual Simplex para Problemas Lineares em redes
capacitadasz.  onde serd vigto que  a  estrutura  especial da
matriz de coetficientes permite uma implementacao muito

aeficiente.

3.1. INTRODUCAQ.
Conziders © Programa Linear:
Minimizar a'x
L@ Sujeito a A x=D>b

0 £ x = d

unde A & uma matriz de posto completo.

O problema dual &:

L 2 t
Maximizar by - dv

}
D2 sujeito a Ay = v + w

v,w 2 0

0 método simplex trabalha apenas com solucbes basicas,
cada uma definida em funcio de uma base B formada por colunas
de A. Suponha. sem perda de generalidade, que as colunas de A

o=t.io ordenadas de tal forma que:
A =LRBHB l L I Ul

onde B & nao singular.

As variaveis associadas as colunas de B =io denominadas

bagsicas., A matriz [ est.id asgsociada ias variidveis nioc bisicazm x
)

10



vom valor fixado em x=0 © a matriz U esti associada :
)

varidveis n3o bisicaz x.  com valor tfixado em x=d. As
i SRS
varidveig biasmicas tem seous valoresm determinadas pelo sigstema

Ax = b, Desta forma, cada particao B‘LlU das colunas de A,

onde B & nao singular, define uma solucio bisica.

Og vetores x, ¢, d, v, w podem ser particionados de forma

similar.
Y4 d c v w
B B B D 3]
X = |x d = |d c = lc v o= v w =
L L L L L
X d c v
u U 34 5] U

Azssim (P) pode Ser reescrito

. . t, t t
Minimizar X +* c x + c x
B B L L Uy
sujelito a Bx +*+Lx +Ux =2b
B L U
< x = d
3] B
= =< d
L L
= < d
U u

o o dual associado &

Maximizar by -~ dv
L. t

=ujeit.o a By - v + w =g
. ] B B

. Ly - v + =
. L L L

Uy - v + = c
U U U

<
£
v
<

Vamos denotar por B o conjunto de indices das variiveis



bisicaz: izsto &, x
)
L

[: (Y

a 1=-=sima variavel biasgica. Além  di=zto
L. ¥ denota o conjunto de variidveis nio bAsicas associadas asz
matrizes L, U, Trata-se de um abuso de notagio que ¢ baztante

utiilizado.

Uma solucio basica (x,y? ¢ obtida da seguinte forma.

x = 0
L

X = d
13 11

x =B ' - B'Lx - B 'ux
2] _ _111 v
vy = B ¢ = (B D¢
- B B

de tal forma que

Ax=BxB+Lx + Ux

~ . - L
aeja C =W -V =C- Ay

sica @ dita primal tactivel, se

i

Uma solucio b:

I

0O 1 x < d
] D

Uma solucio basica ¢ dita dual factive!l, =se

e <0 = x = d vV i = B
) a )
: c >0 = x =0 v j=B
J J
Uma  solucio biégica & Stima gquando &€ primal e dual

{tactlvel simudtaneamenteo,
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Dada uma rede QG=(N,4), seja 77 uma arvore geradora em G
com raiz no né n. Existe uma relacio biunivoca entre as
irvores geradoras 7T o as bases B. 0 arco predecessor de um nd
1*Nn & o dnice arco incidente em 1 no caminho Pl de n para i em
T. Este arce ¢ denotado por v Defina wn=0. Azssim o vetor w
define as variidveis basicas. Um arco s & dito para baixo em T
se = & um arco do caminho de n para hp em T, ou seja, i=h(wL);
2 se s & um arco do caminho de t_ para n em T, s & dito um
arco para ocima em T, ou =eja, 1'=t,(wl). Denote por P <

conjunto de arcos para baixo de P' & por P" OS QArcos  pars
cima. De modo similar defina T+, T

Dado wum caminho ou ciclo ¢ com direcidoc definida por um
dos seus arcos, diz-z=e que j=sC & um arco para frente e a sua
direcio conacorda com a do ciclo ou caminho, caso contriario o

: . + _
arco & dito para tras. Denote por C o conjunto de arcos para

irente e por ¢ o conjunto de arcos para bras.
Seja T uma &arvore geradora. Dado um arco s&T, define-se
& como sendo o ciclo formado em T W (s). Observe que s .

Dado um  arco r&T, define-woe  a particio de nds (N N’
r r

induzida pelo arco r. onde N‘r = { 1M psz}’L >. Ou =eja .Nr & o
conjunte de nds que permansecem conectados a raiz  apds  a
remogio do arco r da Arvore geradora 7. Além disto, dado um
conjunto de nds NcN, define-me o conjunto de arcos com cauda
em N e cabeca em N=N=-N por AN = { jed: t,jeN, h’eN >, Ag=im,
_-\(Nr_) S A(N;) o «r> forma o© corte induzido pelo arceo bisico
ref, que consiste do conjunto minimal de arcos cuja remocio
Juntamente com r desconecta Q.

. Dado um conjunto de ndés N, defina bN> = § [b': ieN].
Dado um conjunto de arcos A, defina x(A> = ¥ [x): JeAl: d<A>D,
cC(A) =d0 definidos de modo similar.

Aszssim, dada uma particio de arcoz ,L,U> a solucio
baznica associada &

x =0 Jebl



AN 3y = Ol 0 ACNTD

X =-bLI(ND> - JUW 7 ACN DY + a0 AIN Y,
|

! i

Observe  gue  dados v parcic oo de ndee TNINTD L

tal mque Ax = b o i preco yooas ol D
KEACN > = RCACNDD = LIOND

\Y Y = ! jo T'o seemiprrro riovo raaatg

.4‘ [~ ’I‘ -

je=d”

3.2. METODO PRIMAL SIMPLEX CANALIZADO PARA REDE:D (311

O método primal simplex parva vesoluyso de

tfluxo  Stimo, dado A  sSeguin. sapondo-sie oo

particio  bésica  peimal  tfactivel P LU com  malac o

faactivel cessociada (xv), para indciar v aplicag oo do

Prasoseor 10 C o Inde tee, Lo D

S jan LU uma partisao Lhsica pr

associada 3 solucio biasica primal factivel Oy,

Pogoccscor 20 C Ottt iciade )

Deting & = a4y -y el
1 1 4 Iy
} !
Teja & = ¢ dall 0 e <0 5 i 4 el o a0y
¥ H

e o= p pares csoluc o Gaowd S e

flassra 2B O Proeotedinento D

Escolha s < 5. Seja O o ciclo em T 1
direc 2o dada por o ome X =00 e Gomoa it ao
e
N =d

ey
£as

von fluaxe x
B EESE PRI
problema de
mmhecida LMa

me-todo:

bvletiena

maal tacti vel
I = S com A

cont, [‘;x 11 1,

e



- +
Determine & = min { x : jeC > U { d-x j=C >
1 = ) =1

}

L - . L+ ,
Escolha red je€ . x=6 » U { jeC , d-x=b6 2>
3 ] < J 1

Atualize
X . +
X + D se j <« QG
] =
x < x - & se j « C
3 ) e
X caso contrario

Faca T<{—— (T ' {53 =~ «r); s x =0 entic L{e—m [, U {r), senio
r

U U 1 {p2; mo Eq<o onti0 L{m—— L - {2, senio U<{—— U-<{g>.

+ - — -
So sel’ entio faca A = ¢ senao A = -c_
Atualize
J y s=e 1 < N
! =
y =
’ L y + A e 1 @ N
L =3

v para 2.

O método primal simplex trabalha com um vetor de fluxo
tactivel x desde o inicio. A cada iteracao o metodo procura
melhorar o valor da fung3o objetivo passandoe de um fluxo
factivel para ocutro até alcancar um fluxo &dtimo ou constatar
que o problema nao possul fluxo Stimo finito,

A cada iteracio & e=zmcolhido para entrar na base um arco
candidato do conjunto § = { j=L : Ef(’ > U ¢ jeu EJ>0 >

No capitulo 5 & discutida uma estrutura de dados para
implomentar uma arvore georadora o realizar av atualizacdes eom

x. v, T, L, U apresentadas acima.
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3.3 METODO DUAL SIMPLEX CANALIZADO PARA REDES.

Enquanto © m&todo primal simplex mantém a factibilidade
primal, =atisfaz as condigdes de folgas complementares & a
cada pivot.eamento procura reduzir a infactibilidade dual, o
mét.odo dual simplex faz justamente o oposto. Ele mantém a
factibilidade dual, satisfaz as condigcdes de folgas
complement ares e a cada pivoteamento procura reduzir a
inf act.ibilidade primal.

0O médtodo dual simplex & bastante empregado em andlise de
pos-otimalidade, quando sZo feitas pequenas modificacdes nos
parimetros do modelo. Por exemplo, depois de obtida uma
zolucio Stima. deseja~-se alterar os vetores b, d ou deseja-se
introduzir uma nova restricio. Alédm disto. muitas vezes & mais
ticil comecar com uma solugdo bisica dual factivel e procurar
sua factibilidade primal, do que obter uma soluciao basica
factivel inicial & depecizm otimizi-la, como =e faz no método
primal simplex.

No camo do método dual simplex canalizado para redes, ele
requer uma particio dual factivel (. L, U>. Uma vez que todos
o= Aarcos nio bisicos sio mantidos= ou em seu limitante inferior
ou superior, a infactibilidade primal ocorre somente quando os
ArCOoS basicos violam o= limitesg da canalizacio. As=im,
denota-se por R o conjunto dos arcos com fluxo vieolando os
limites para uma base T, isto &,

R = € j&T xj(O U .\(J)dJ >

Portanto, qualquer arco pertencente a R & um candidato a

defxar a base. Também o custo relative para cada arco jed &
definide como o= < + Yo T Y, ® A & definido como sendo a
J J 2
3 J
mudanga de fluxo em r < R.
A  smeguir sera apresentado o Método Dual Simplex
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Canalizado para Redes.

Passo 1, ¢ ITnictacio J.

Seja (T, L. U> uma particio bamica

aszociada X solugdo biszica  (x.y).

Passver 20 C Ottmaldiddacle )

Seja R = € je&b © x <0 « x>d >
) S

Se R = ¢, pare ; solugao (X.y> & dtima,

FPosso 3. ¢ Pivoteamento D

Ezscolha r = R para sair da basse.

dual factivel

o se X>d., entio seja A = x - d e defina
T r r

r

S5 = CACN 3> m L> i CACN'D> M UD
r r
» se X AU, entido =eja A = x e defina
r r

S5 = CACN 2> M U2 u CAINTDD M LD
r r

Se S = @, pare: solucio otima ilimitada ¢ @  primal
intactivel). Cazo contrario, escolha s = argmind |C| ;o jes D).
1

Congidere o cicle G com direcio de = s=e <

cont.raria de s = ¢ >0. Atualize:

-+
X + A, s §j e« G

J z
X e X = A, se J = G

. ) J 5
X » 2o j & G

) [~

26
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-

S5 o novo valor de x & =zero sontio L {=— L W {rd>;
r

genido U (meme U U {rd>; se x estava em seu limite inferior,
=

entio L {=— L - (s>, senio U ( u - {(s)>. Se r&s faca

~xe - - - - + " ~ - »_, A -

' €— T 't (=) - «r). Se z<T entio taca & = ¢ Senao o = -a
- [o]

abtualizo

vi para o passo 2.

No capitule 5 & discutida uma estrutura de dados para
implementar uma idrvore geradora e realizar as atualizacdes om

. v. T, L, U apresentadas acima.



CAPITULO 1V~
METODOS DE PONTOS INTERIORES

4.1. INTRODUCAO.

, . o X . s m .. r
Uma Transtormagzo Linear T @ R >R, definida em R
m . . mXnr
com valoress em R ¢ representada por uma matriz A R A umeaa
. mxn N
matriz de transtormacao A & R aszsociam-se dois espagos

importantes:
e O espato amagem de Al
) 4 m r '
i(.A)={y~'ER /y=Ax‘x-éR},

Jque @ o conjunto de todas s combinacdes lineares das

colunas: de A,
aoe O espaco nalo de Al
N(A.)={xeRn/’Ax=0},

gue & o conjunto de pontos de R" que gio mapeados na
DiNgen.

O postodAd de uma transformacio linear A $ a dimensio
de  meu empaco imagem, igual ac numero de ceolunas linearmente
independentes ( ¢ também igusl ac numero de linhas linearmente

dwpaendentes ).

Uma matriz A = de posto complet.o Sse
postolAd = min{ m, n > Neste trabalho vamos supor que m<n e
que A S uma matriz de posto completo.

0D espaco nulo e o espago imagem de uma transtormagio

Lmxn m

- . m
A = R ast.ao respectivamente em R & R
* Uma relacio gesomstrica muito interessante existe entre
i .
NCAD o o espaco imagem da transposta de A, I(A ) esses dois

- . n
espagos zao sub-egpacos ortogonais de R & geram o espaco

todo, Como veremos A Segulir:

+ Somente neste caplitulo a matriz A tem m linhas (nds) e

n colunas (arcos),
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. 1
Teorema: Um vetor v « R & ortogonal a IAD & v < NCAD,

Demonstracio:
t .
v 1 1ICA D © \Y +L A v .. ..,m, onde A
L L
represent.am  as  linhas de A, A relacio  acima @

aquivalente a:

Av = 0, v = t,...,m <> Av = 0. Por tanto v < NCA)D,
1
. . . a) . 3 )
Degte Teorema conclui-se que R & a =oma direta dozm
I< - I
subegpacos NADY o 1A D). isto &, dado qualquer vetor o « R,

<«le pode ser expresso como:

~ r

- : - .
a o= q + a, onde ¢ < NCAD, ¢ =« ICA D,

Q wvetor o & a projecao de < sobre NCAY e o & o

complemento ortogonal de ¢ em relacio ao espaco nulo de A,
o : b .
Feorema: A matriz AA 2 nao gsingular.
Demonstracio: ¢ Por absurdo D
L
Suponha que para algum y=0, AA y=0.
. Lo . t
Pré-multiplicando est.a expreossio por y , temos:
' 1 Lot
y AA y =0 ou (Ay><Ay) =0

Est.a Gltima expressio & equivalente a:
t . L .. ,
Il Ay | lz= 0 & Ay = 0. O qual & impossivel,
t » .

posto que Aas colunas de A S50 linsarmente
. L . .
independent.es. Fortanto AA & nao singular.
Completando a demonstracio.

Podemos agora caloular uma expressio para a projecao de

um vetor arbitrario ¢ sobre o espaco nulo de A,

. -
Teorema: Oy vetoras o o ¢ satisfazem:

5

a=Pa. onde P = I - A'CAADY A,
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=

Demonstracao:

A CAA

> *ac

Sabhemos que c pode ser decomposto em

Como o =

o o=

al)
OO = o+

Ac=Aé

.
Como A

~

c = o * G

m

t - .
ICA D, entao axiste y = R t.al que

A.'y, logo:

A"y. Pré~multiplicando por A. temos:

f
+ AA y.
o L
= 0 [ poizs ¢ = N(AD> 1, entio AA'y = A c,
t. e .
% n3o singular, t.emos:
1 —-1
y = CAAD A <
. =ubstituindo 23 expressac acima em:

Finalmente

o=

onde P =
A

c = a - , obtemas:

AlcAADY A ¢ e o = P,c

I - A'caA™ A,

Complet.ande a demonstragdo.

A matriz PA & a matriz de projecio sobre o espaco nulo de A.

adleulo de P inclui uma inversao de matriz, ¢ seri sempre
A

procedimento mais

t.rabalhoso em

t.odos o=z

interiores quv estudaremos,

30

9]

Lo

algoritmos de ponto=



4.2. METODO AFIM FPRIMAL CANALIZADO [46).
Considere o Problema de fluxo de custo minimo formulado a
SeEWr
Minimizar [ ¢, O}

¢
PA i A 0 1[x] b
Sujeito a I 1 = = d

-

Q dual deo (PAY &:

"
t,
Maximizar [ b, dt ) [z
; i I o
<DAD> Sujeito a 3 i v < 0
L -
™ N
:: Irrestrito

o aw condicoex de folgas complementares podem mer ezaritas

Gomos
-
X o < B Al y - 0
0o S 0 0O I v 0o
onde X = dhagix) o S = diags,
Dado uwm ponto [;] satistazendo Ax = b = x + = = d,
pode-se obt.ar uma estimativa das variidveis duai=s [z]

resolvendo o problema:
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X - XAy = xv 1" [ Xe - XA'y - Xv
> - Sv

Min Fdy,v) = [

onde X = diagix> =) S = diagls>. Observe que a funsio
. m+m . . . - .
F: R »R & quadritica, convexa @ nao negativa., Para

resolvaer este problema. diferenciamo=s F com relagio a y e wv:

Y F = z[ -AXCa + AXCA'y + AXTy J
N4

7P = z[ “X%a + XAty + « X+ 87 v J

i
Famendo:
rANEA 2 Z
VEF =0 2 AXCADY + AXPov = AXPe
Y
VF =0 - OCEAYY + P45y = XxPa 2>
- W

Pre-multiplicando a relacio (22 pela expressio:

=¢A Xz )(‘XZ+SZ)—1 . temos:

Af(c

- AXZOF+s®H T X g

AXEAY >y + AXE >y

2 L2 2 -1 L2 2
“AXTXT+ET)H CXA DDy = AX T v
somando ambos o membros, obtemos:

A[ x* = s ]A’y = A[ X% - xFxFestH T ]c
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Miaz:

X = T TINE = xz[ I - oCes™H X7 ]
= x° [<x2+sz>”1<xz+s2> - <x2+sz>“x2]

= xz<xz+sz>“[ x* + s® - x° }

Portanto:
X7 - xrexP+sT X = xPexPesTHTIS?
Fazendo: X = diagd x 3>

onde X =

Vaemos:

v = <AXA"DT'AX ¢

L. X .
Em resumo, dado um ponto inmcial. [] satisfazendo x + s = d,
=

det inzag;

Variivels duals (precos) y = [AXA,'] A X <

a3



. dustos= relativos c = - Ay

,~

T -
- Direcio de movimento Ax = =X ¢ onde X & dado como em (3)

METODO AFIM PRIMAL CANALIZADO.

Se jR X wm ponto inicial interior factivel o o < (0,12,
kK {——m——— 0
Repita

d - x

-]
diagt x 2

[

-~

y < CAXA'DTPAX

9!

o c-Aty

ax< -X <
S < Min { méx [ -x7Aax . d - x>7Ax ] }
L A v 1 A
x < X + oo Ax
k < k + 1
AtS convergir.
Onde;
X =
~ " v

o’

Im metodo mais simples {461 para calcular os x & fazer:
1,
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~

X <—— Minl x. s 1
L 1

O pont.og importoantes a serem dizsautidos pomteriorments ©iao:

» ~ "‘ ~~ X . )
resolucao de AXA Dy = AXc [vide seciao 5.5}

. 2

. a e=zcaolha do ponto inicial intertior factivel:
. o aritério de converganaial

. a esacolha de oo

Excolha do ponto tnicial wnterior factivel.
Neste caszmo faremos um procedimento analogo ao do método

Duas fases { Simplex Lk

Fazse I [46)

Para <ncontrar wm ponto inicial interior factivel para o
problema (PADY, consideremos o problemoa
Minimizar A
e x
P1) Sujeito A (A p][ A ] = b
U = x = d
[ o) o
Onda = b= Ax e x < tal que O < x @ < d
Obslorv.acoes:
. a4 variavel A & uma variiavel irrestrita (A € Rl
. . .0 . . .
. O ponto (x.A)> = (x .17 & factivel para <P1d.
. Qualquer ponto factivel para (P1) que satisfaz
A=0, também =atistaz Ax = b,



.

. Fe o valor minimo de » & positiveo, entio (PAY &

infact.ivel.

As observacies acima explicam porque noss queremos
minimizar A,

Se podemos encontrar  um  pan tactivel (2> aom < 0,
entao  podemos  tomar uma  Combinacio  Linear deste  ponto com
ex” 1> para encontrar um novo ponto que tenha A=0. Isto nos di
uma torma oo obter uam ponto imicial intoriore f act] vel para o
Problema <(PAD.

o m

5e x e y siao vetores de R, denotaremos por X A~ y o vetor

com component.es iguals ao minimo  de

)

uas aorregpondentew
componentes de X ey, isto &, (X o~ y> = min (x,y> . =
1 [

1. . ..n. Analogamente x ~ y denota as componentes miximas, &

dizer, (x v y2 = max <X,y >
) Y, I,

Em resumo, dado um ponto x que satisfaz 0 < x < d, o

algoritmo ;

Repita
s < d - x
o € b - Ax
z < - %2 A B o onde B = (AX°AY?
y < Max  Zz/X ~ =zZz/st )
S ¢ Min ¢ 'z/'xz v -7.,/',&'2' >
. M < Max ¢ x ~ = O
se y + M4 < Hesn onde 2 = p"Bp
entio pare [problema infactivell
S5enio seo y <3
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entio { X {(——— x - Z; va para tase I[1

Senao X (——— x - (SpIz

Criterio de Convergencia para o Froblema Primal Canalizado

(F"AD. 111
Dado + uma tolerancia pretixada:

Na k-=sima iteracao [kinteirol, testar:

Se
R A bk -1
<X - o X
v < e
b ock—1)
Max [ 1, |c: Y ]

" N o N L
FEntiho FPoare | ox £ UIma szolug o s=dt,ima ).

Onde: £ = 10

Fscoltha do FParametro oo 1)

Como 2o = 0,12, com isto nds garantimos que o
ponto seja ainda interior. entio pode-se trabalhar

seruintes: valores:

2= 090 ou 095 ou 099, em todas as iteragcdes.

o
'

préximo
com os



4.3. METODO AFIM DUAL CANALIZADO (461

O problema de fluxo de custoc minimo pode ser escarito na

Sesulnte Lorma:

-
Minimizar [c", 0] [Z
) ) A O B b
< ?3 Hujelto z
PA’D ujeito a [ I X ]LS-‘] = [d]
2%
] 2 0
| =
cu o proplema dual &
co [y
Maximizar [ b, ~u.01l}} v
| W
t [ v ]
(DA*D> m»ujel to a A -1 I v =
| W
A 0
w a 0

o o pas condicoss de tolgas complementares sio

W x = U onde W

i

diaglw)

V s o= U conde Vo= diagdv)
SI

, 1 . .

Dado um ponto jvi, com Ay -v + w = ¢ Uma estimativa das
w

.

8 . . X
VaAaltlavels primals [

], pode ser obtida rescivendo o problema:

h=Y

o ‘ W W x 7 W x
Minimizar Gix,z> = ( V J [ v ]
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Sajert.o A x = b
X + & = d
Onde W = diagdw) e V = diag(v>
. P . nrn - L . - .
A tuncao G: R >R & quadritica, convexa € nao negativa.

Para resolver este problema utilizamos o lagrangeano

, t L i
fL.{x.s.A ,)\2) = Gix,=> + /\l(Ax - b> + /\2(){ + = - dd
1 |
aAplicando as condigdes de KUHN TUCKER, temos:
. . - . 1
Voo LdxamoA o ) = () ~ VO, + A A+ A = ()
~ 1 2 M 1 2
voLOx,.s,A ,)\.2‘) = 0 => 7Gx + )\2 =
o 1 =
7olex,st A A ) = 0 = Ax —h =20
N 1 2
1
JoolAx.s, 0 A D = 0 =3 Xx+ =5 -d =0
A 1 2
2
O que 1mplica:
V4 t
L Wox + A A A = () 1>
1 2
2 ! 5
2 V = + )\_2 = 0 2>
Ax - b =20 3>
x+ s - d = 0O 4>
. L 2
e <25 A= 2 Y oS
substituinde a expressio acima na  relacio (1), temos:
2 to. . 2
2 W x + A A.i - 2V ==20
2 1 Lo ,
QU wix - Vs 4+ 5 A "\1 = 0 (5>
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agzora, prée-multiplicando a relacio 4> por
2 2 2
Vi + V & - V d=20

Somando 5> e 6D, obtemos:

<tw2+v2>x+§A‘A.1=v2
entao:
. - 1
u=[w"+v2] [vz«i-iA'

Substituindo x na relacio (3D, obtemos:

Portant.o:

-1
. obtemos:

Fazendo Y = (W + V5
rd , —1 s 2
wme v a T [eaivia]
- x=v{v2d+A‘(AYA‘)"‘[b—Ayv"d}}
: . 1
Orudes Y = iag t——-—-—————————J R N )
2 2
vt w
Y t
Em resumo.  dado um ponto v tal que Ay - v +
w

40

2
Y, obtemos:

)
o= -2 [A cw’ o+ v At] [b - A WS o+ vETE yE d]

6>



detina:

: t
+ Variaveis de tolga: w = ¢ - Ay + v f

ol |
i

!
c=Ay = w-v

+ Direcan de movimento: (Ay,‘ﬁv‘/_\.w] dado  por:

i

Ay = CAYA'D ™! [ b - AYV? d ] 7>

nv = V' d - x>, onde x = Y ¢ v + A"Ay >

Awo= -W X
2 t
Vo taver i prriimeass x = YCV d+ A Ay ),
onde Ay esita dado como em (73, e 5 = d - x.
METODO AFIM DUAL CANALIZADO.
Y
s j& v um ponto  inicial interior factivel, =satistazendo
w
/\|y - v+ w om o, e e (1)
ko< )
Repit:a
t
W < o - Ay + v
. 2 z
Y < dlag{i/(v + w )J
L 1
Gl - ) i
Ay &——— CAYA D [ b - AYV d ] { V=diagvd ]
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Av < -vicd - x>

2
Aw me——— - W X I W-dragtw) )
o < Min [ Min < -w / Aw , -v / Av ) ]

) ) 1 )

y < y + ~ 5 Ay
v X v + o Av
k < k + 1

Ate converginr

05 pontos importantes a serem discutidos sZo:

. a determinacao de Ay I vide seciao B.SH 1

. a escolha do ponto inicial interitor factivel
. o critério de convergencia

. a esanlha de o

Intcratizacizo do Método Afim Dual Canalizado.

Neste caso, nds nio precisamos da fase 1. ou seja, a

tnicializacio no Dual canalizado € da seguinte forma:
m .
Dado vy « R, consadere k > 0 Ltk « Rl Logo temos:
. : '
R . YAV T O
1
! Lo
2Ntio vVk——k, @ w— (¢ - Ay> + v > O
1 L L I8

CAaso QontrAario

Wl k, @ v<—— - ¢ - Aly> + w >0
L t .

L

Portanto temos um ponto (y,v,w2 Interior tactivel,

—. satistazendo:

42
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Ay - v +w=c ., v > 0ew> 0O

Qbhse2rvacao:

mAa maneira mals sSimples &
Faca y = 0 e considere k > 0 [k & Rl Logo temos:
e = 2 0,
antio v,<-——-—— kK, w= ¢ + v >0
Casn contreirio
w‘<—— k, e Vo= - c:“ + w > 0.

) L

Portanto o ponto (y,v,w? & interior tactivel

Cratério de Convergencia para o Método Afun Dual Canatizado.
Dada » uma tolerancia pretfixada:

Na k-2sima iteracio [kinteirol. testar:

Y -
bk t ko Lt k-4 t (k-1
| by - u v - by + u v
2 ! < e
7 b -1
Max | 1,]b vy - uwv 1
" . . ks (ko . L.
Entio Pare Ky | v < uma =solucio g£-dtima 1, onde
-8
e = 10

Escoltha do Parametro o,
Como o & <015, pois com  isto nds  garantimos gue o
praximao ponto se s ainda interior. entio pode-se trabalhar com
as seguintes valores:
o= ()Y HYS 10 primeiroas iteracdes: 12 s =z (.05 s

.
Tty dhesr ettt eers



CAPITULO V

RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

5.4. INTRODUCAO.

Em todos oz métodos apresentados nos capitulos III e 1V
(vide sec¢des 3.2, 3.3, 42, 43 >, temos que o0 maior esforgo
computacional esti na resolucio de um sistema de equacdes
lineares de ordem n ¢ n é o nimero de linhas da matriz de

posto completo A D, isto &, temos os seguintes sistemas:

Para o Problema (P):

B x = b
B
Para o Problema <(D>:
L
B vy = =

Para o Problema (PAD:
(AXAY y = AX ¢
Para o Problema (DAD:

AYAYSay = b - A Y VP u
Onde B & uma matriz n3io singular e (A)?At) e (AQA') s3do
matrizes simétricas e definidas positivas. Portanto a
complexidade computacional dos metodos simplex e de pontos
interiores considerados depende ba=sicamente da resolucio de

sistemas do tipo

Q z = q
onde Q é simétrica ¢ definida positiva para os problemass PA e
DA, & onde O é nio singular para os problemas P e D.
Para resolver Q =2 = q podem ser utilizados métodos
diretos (fatoracio LU, fatoracio Cholesky LLT, fatoracio LDLT>
e métodos iterativos ¢ gzradiente conjugado, Gauss-Seidel,

sobre-relaxacio sucessiva > A geguir, discutiremos alguns
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destes métodos.

5.2. METODOS DIRETOS I[151.
Métodos diretos =s3io aqueles que, a menos de erros de
arrendondamento, fornecem a solucio exata do sistema Q =z = gq,

apds um nuimero finito de iteracdes.

5.2.1. Sistemas Triangulares [15].

Requer que a matriz Q =eja triangular nio singular.

A resolucio de um sist.ema triangular & realizado com
eficiéncia, pelo método * backward substitution o
procedimento abaixo, resolve o sistema Q z = g Suponha que

O = O para i<j.

\.») ‘

Procedure Resolve Sistema Triangular ( n, Q, q, =z >
1, j : integer,

BEGIN

. = qn d Qnr

m )

for i=n-1 downto 1 do

a, - LQz

L
Jmir+1 J

Q

L

END.

Analogamente, se resolve um sistema triangular inferior,

neste caso usa-=e o procedimento forward substitution



5.2.2. Fatoracio LU [15]1

Requer que a matriz Q seja n3o singular. Neste caso
a matriz Q, é decomposta na forma PQ = LU, onde P & uma matriz
de permutacio, L é uma matriz triangular inferior com 1's na

diagonal e U & uma matriz triangular superior.

E importante notar Jque, as matrizes L e U podem ser

armazenadas na propria matriz Q, pois a matriz L tem 1-s na

diagonal.
Desta forma, Q =z = g pode ser escrito como:
PQ =z = P g (===> <L Udz = P q,

e a solucio 2z pode ser obtida calculando w que satisfaca:
Lw=Pqg [Sicstema t:*ianguicn* in feriorl
e a segulr resolvendo
Uz = w [Sistema triangular superiorl

Ou se ja, resolvendo dois sistemas triangulares.
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5.2.3. FATORACAO CHOLESKY L L' 1411

Requer que a matriz Q em Q z = q seja simétrica e

positiva definida. Consiste em det.erminar uma matriz
. e t .

triangular inferior L tal que Q¢ = L L. Os elementos da matriz

L = ¢ L D> podem =er calculados pela férmula recursiva:
Ll

1.2
)-4 2
L = Q - %§LL e Jj=1,..,n
3 3 k=1 ]
1 }—-1
S . - L i>1 =1,..,
LlJ 7L Q\._l L LkLJk J» R
31 k=1
Dest.a forma, Q z = ¢ pode ser escrito como:

L Lt’)z = (,
e a solucio z pode ser obtida calculando w que satisfaca:
L w=gqg [Sistema triangular inferior)
e a seguir resolvendo
L'z = w [Sistema triangular superior)

Ou seja, resolvendo dois sistemas triangulares.

0O Procedimento CHOLESKY abaixo obtem a matriz triangular
inferior L, tal que LLt = Q
Procedure CHOLESKY < n, Q, L >
i, J, k :  integer;
AN . real;

BEGIN

L“:= sqrt,(Qu);
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for =2 to n do Lp:= Q)1/L“,;

for j=2 to n do

begin
Si=0;
for k=1 to (j-1> do S=5 + L°;
IR

L = sqrtdQ - S2;
) J)

for- i=j+1 to n do

begin
S=0;
for ki=1 to (j-1> do S:=5 + Lm_k* LJk;
L o= (Q - S>/L
) ] 3
end
end
END
5.2.4. Fatoracio Cholesky LDL' [331 (411l

Requer que a matriz Q seja simétrica e positiva
definida. Neste caso a matriz Q, £ decomposta na forma
Q = LDLl, onde L & uma matriz triangular inferior com 1’s na
diagonal e D =) uma matriz diagonal. Neste tipo de
decomposicio, nio € necessario extrair raiz quadrada, pois em
algumas maquinas, o tempo requerido por esta operagio & trés
nperacdes de soma.

O procedimento abaixo obtem as matrizes L e D, tal

que LDL' = Q.
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Procedure CHOLESKY2 ( n, Q, L, D >
i,j,k : integer;
BEGIN
for ii=1 to n do
begin
D = Q
i L
for j=i+l1 to n do
begin
L= Q s Q
Ji8 n i

for k=3 to n do Qk = Q - L *Ol«
] A ‘L

k)

end

END
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.3. METODOS ITERATIVOS.
Exist.e uma outra familia de métodos que fazem uso apenas
dos elementos da matriz Q original. Estes métodos consistem de

. . . o>
algoritmos simples para obter a partir de um vetor =z um

tk+1)> p .
out.ro vetor, =z , que depende também de Q e g Ou =seja, a
matriz Q & mantida sem alteracdes. Estes métodos pertencem i

classe dos métodos iterativos para resolver um sistema Linear.

5.3.1. METODO GRADIENTE CONJUGADO <(GC> 1 LUENBERGER (351 1]
Resolver Q =z = q € equivalente a resolver o problema:
Minimizar F{(z) = ith A z" q PQ>

onde Q & simétrica e definida poxmitiva. Observe que F & uma
funcio quadritica e convexa, e que tem um Unico ponto de
e s * - ’
minimo Z , isto e:

* -
VFE(z> = 0 implica =z = Q 1q [ solucio de Q z = gl

A =seguir daremos algumas definicdes e teoremas, os

quais serio usados posteriormente:

Definicio 1:

- NX™ B
Seja Q € R uma matriz simétrica.

{1

Um conjuntoe finito de vetores d ., 4, .., d

um
O 1 k

conjunto Q-conjugado < Q-ortogonal >, =se:

d"0d =0 V.=
L J

Teorema 1.

Se Q & definida positiva e o conjunto de vetores ndo

milos 4 , 4, ..., d & Q-conjugacdo, entlo d ., 4, .., d &
O 1 k O 1 k
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linearmente independente.

Demonstracio:
Suponha que existem constantes o, =0.1,. ...k tais que:
1
ad + ... +oad =0
o ©O k k

o . t
Pré-multiplicado a expressio acima por dl Q, obtemos:
N dL O d = O
1 1 \ 1
Tendo em vista que d QO d > 0, pois Q@ & definida paogitiva,

entio temos que:

o = 0
L

Portanto {do, da' s dk} & linearmente independente.

Ve jamos agora, pordque a nocio de Q-conjugado € uatil para
a solucido do problema (PQD.

Associado a3 matriz Q, temos o conjunto de n vetores n3o

nulos do" di, ., d . Q-conjugados. Pelo teorema 1 nds
n—
sabemos que O conjunto {do R d1 , ety d 1} é linearmente
-
independente, o que implica que a =olugcio =z de PQ> ou

QO =2z = q, pode ser esarita assim:

*
z = o d + ..+ d
[ T 4 ] Nn—-4 nN—-1

para algum conjunto de oz De fato, prée-multiplicando-a
L

~ , t
expressiao acima por d Q, obtemos:
L
t »* t
d 0z = o d Qd
i v 1 L
L » A

. d Q = d q

1 L

5 t
d o d 4" ¢ 4
1 1 L L
» = *
Isto mostra que os o’s e consequentemente a solucio =
L

pode ser encontrada pela simples avaliaciao de produtos
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escalares. Portanto o resultado final &:

Teorema 2 ( teorema de direc¢des conjugadas 2.

oy -1
Seja { d } o um conjunto de vetores nio nulos
T L=

’ n - .
QO-ortogonais. V z € R  a sequéncia { z, } gerada segundo:

z = z + oad k 2 0O 1>
k+1 k k k
t
com o = 8, dk 7 dk Q dk 2>
e g = O z ~ 4 3D
converge a solugio Unica z*, de Qz = q, apds n passos, isto

Demonstracio : [ vide reteréncia 35 1.

Descricio do Método.

O método gradiente conjugado é¢ um método de direcdes
conjugadas que & obtido selecionando os vetores de direcio
como uma versao conjugada dos sucessivos gradientes. Assim as
direcdes nio sido especificadas de antemio, sendo determinadas
seduencialmente a cada passo de uma determinada iteracio. No
passo k € avaliade o vetor gradiente <(negativo)> e & adicionado

a ele uma combinacio linear dos anteriores vetores direcio

para obter um novo vetor direcdo Q-conjugado.



Existem trds vantagons tundamentais neste  método:

1. A menos que a solucio seja atingida em menos do que n

2.

passos, o©o gradiente & =sempre nio nulo e linearmente
independente de todos os vetores de direc3o anteriores. Na

verdade, o gradiente gk & ortogonal ao sub-espaco gerado
por do' d;' . dk_‘, Se a solucio & alcancada antes de n
passos, o gradiente desaparece e o processo termina, quer
dizer, =sua existéncia & desnecessiria, neste caso, para

encontrar direcdes adicionais.

A vantagem mais importante do método gradiente conjugado é

a férmula simples que & usada para determinar o novo vetor

direc¢io.

Posto que as direcdes s3o fundamentadas no gradiente, o
processo avanca uniformemente na direcio da =olucio a cada

passo.

Método gradiente conjugado.

Dada a matriz Q € R™" simétrica e definida positiva e

um vetor Z,E R" < qualquer>.

Faca @;(' = QZO BT dO::: - é’,‘o
Para k = 0,1,... faca:
! 1
o o - dk 8, e d)( Q dk 4>
z Cmo— =z + o d (¢
k+1 k ¥ k
t L
—— Ve
Bk < 8y Q dk dk Q dk 6>
— - + .
dk+1< gk+1 ['kdk 7>

onde g = sz e



Neste método o primeiro passo € idéntico a um passo do
método gradiente, isto &, caminho na direc3o oposta do
gradiente; cada passo seguinte move-se em uma direcio que &
uma combinacio linear do vetor gradiente atual e o vetor
direcio anterior.

A caracteristica atraente do método gradiente conjugado é

a térmula simples (B> e (7>, para atualizacio do vetor
direcio.

YerificacZo do Método.

Para verificar que o método gradiente conjugado €& um
método de direcdes conjugadas, € necessario verificar que os
vetores < dk > =30 Q-conjugados. E facil provar isso, provando
simultaneamente outras propriedades do método. Isto ¢  feito
no teorema abaixo onde a notacio .[d.;.’ dk] & usada para
denotar o sub-espaco gerado pelos vetores do’ cees dk'
Teorema 3 ( Teorema gradiente conjugado D.

0O método gradiente conjugado definido pelas relacdes (4),
B, B> e (7> 4 um método de direcdes conjugadas. Se ele nio

termina em Z, > entio:

k
a>l g .86, -+ 1=0lg,Qg. . .., 0 g I
ke
W>rd,d, .d 1=0g,0¢g. 0 g I
(¢ d;; Q di = 0 para . S k-1
cad = g! s d'Q d
Ay F 8 8 K k
e>p =g '
€2 BT 8, 8L, T 8 By

Demonstraczo [ vide referéncia 35 1}

Observacdes:
As partes (@) e (b)) deste teorema constituem um enunciado

formal da interrelacio entre os vetores de direcio e oz
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v

vetores gradiente. A parte () é a equacio que verifica que o
método gradiente conjugado € um método de direcdes conjugadas.
Az partas Gd) ¢ (e) =s2o ddentidades que fornecem  f6&rmulas

alternativas para o e 'Gk" as quais s3io frequentemente mais

k
convenientes que as fdérmulas originais.

. w , . 2 i

Cada iteracio do algoritmo precisa n + Odnd

multiplicacdes e divisdes, de tal forma que a solucio de
3 2 o :

Q z = g requer n + Odn > operacdes, poiz, na verdade a

solucio € encontrada em n passos ( no maximo >, ou seja este &

um método finito.

O método GC pode convergir em menos de n iteracdes.

5.3.2. METODO GAUSS SEIDEL (GS)> [221

Em geral, os me&todos iterativos determinam uma
N s 1 2 C e
sequencia de pontos =z, z, ... satistfazendo:
k+1 k
z = M=z + d

Considere que a matriz Q & expressa por:

O=L+D+Lt

onde L & triangular inferior com zeros na diagonal « D £ um

. . . k+1 . k
matriz diagonal. Se =z "1 ¢ calculado a partir de =z de modo a

satisfazer:
(L + D> =" + L z = q
entio

- 2 = —p + LY+ g

Teorema: Se Q & simétrica e definida positiva, entioco o método
Gauss-Seidel converge independentemente do vetor

inicial.

Cl
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Prova [ Vide referéncia 41 1.

5.3.3. METODO SOBRE-RELAXACAO SUCESSIVA ( SOR > [16]
Para resolver Q z = q podemos usar um método iterativo
mais geral que o método Gauss-Seidel, que depende de um

parimetro w {w nUmero reald, definido assim:

o+
< D - L )zk 1 = [(1 - wdD + coLt'Jzk + w g

onde D & uma matriz diagonal e L ¢ uma matriz triangular
inferior.

Para w=1 este metodo coincide com o método GS. Estritamente

falando, o t.ermo sobre~-relaxacio & usado somente com

w > 1. Claramente a expressio acima £ equivalente a:

k+1

2K = (p-wint [(1—@0 + o Lt']zk

+ D - ol 1w g

Teorema: Se Q ¢ simétrica e definida positiva, entio para
qualquer o, 0 < w < 2, o método SOR converge

independentemente do vetor inicial.

Prova [ Vide referéncia 16 L.
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ESTRUTURA DE DADOS PARA PROGRAMACAO EM REDES.
Uma estrutura de dados adequada para o uso de
métodos iterativos & apresentada neste trabalho. Considere o

problema :
Minimizar X
PD Sujeito a A x=0>b

0 < x = d

onde a matriz A £ a matriz de incidéncia ndéxarco associada ao
srato G = [N,4]1, b & o vetor de demandas associado aos ndés da
rede G, ¢ & o vetor de custos associado aos arcos da rede G, e
o vetor d & o vetor de capacidades, isto &, a quantidade
maxima de fluxo que pode passar por cada arco na rede; o nosso
objetivo &, encontrar um vetor de fluxos x, solucio &tima de
(P>. Observe gque a matriz A tem posto (n~-1> e que I [A|bl = O.

A estrutura de dados & formada apenas por vetores
unidimensionais com m ou n elementos, onde n € o numero de nrds
e m & o nimero de arcos. HA dois vetores que identificam os
nos de cada arco da rede, isto &é: ( (.]. hJ > indica a iancda
¢ tail ’> e a cabeca (Chead ') do arco j € A Como hi n nds e
m arcos, entio tail e head =s3o vetores com dimensio m (n3io
dependem do nimero de ndsd.

A estrutura de dados em questio utiliza os seguintes
vetores:

b I 1.n 1 : demandas nos nds
c [ t.m 1 : custos nos arcos
d1 1.m 1 : capacidade dos arco=
x-f 1..m 1 : fluxos nos arcos

y [ 1.n } : precos nos nods
t [ 1.m 1} : caudas dos arcos

h I 1.m ] : cabecas dos arcos

Agora daremos algumas defini¢des, que =erdo usadas



posteriormente: O Grau externo de um nd é a quantidade de
arcos cuja cauda & este nd. O Grau interno de um nd & a
quantidade de arcos cuja cabeca é este nd. Assim, também fazem

parte da estrutura de dados os vetores:

p { 1.n 1 : Grau externo acumulado dos nds

q [ 1..n 3 : Grau interno acumulado dos néds
r{1m1l: Lista de arcos ordenados por cauda

= { 1.m ] : Lista de arcos ordenados por cabeca.
Assim por exemplo, se tivermos uma rede de 4 nds e 6

arco=s, definida por:

Logo, os vetores t, h, p, q, r e s sio:
t=01 1 2 2 1 31

h =138 2 4 3 4 4 ]

q=00 1 3 &1

s =102 1 4 3 5 6 1

Desta forma, o nimero de arcos que sai do né 1 &
P - p + 1, assim como ¢ numero de arcos que chega no nd 1
A (S §
& q - q + 1 e s=seus indices =sio rip 1'0-1] . rip]
L L

8 -1
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e =lq 1-0'1] .. =iql, respectivamente.
1T 1

As Bases utilizadas no método simplex =30 Arvores
geradoras com raiz fixa no nd artificial root = 0 e =30
mantidos 3 vetores para caracterizacio da arvore.

w [1.m) : arco que antoecedo o nd oem questio no  caminho  gue
parte da raiz até ele.
u [1.m]l : préximo nd na lista fio (thread)
v [1.m] : nd anterior na lista fio (reversed thread)>
Por exemplo; considere a arvore geradora associada a base

B =1[e, e, el
1 9 s

Logo os vetores w, u e v s3o:

w = [0, 3, 1, 5]

u = [4, 3, 1, 2]

v = [3, 4, 2, 1]

O método Simplex primal usa os seguintes vetores: b, c,
d, % vy, t, h, w, u, v, alédm de um vetor auxiliar de n
elementos.

O método Simplex dual usa oz seguintes vetores b, c, d,
¥, v, t, h, w, u, v, além de um vetor auxiliar de m elementos.

0O método Out-of-Kilter usa os vetores b, <o, d, x vy, t,
h, np, q, r, s, além de um vetor auxiliar.

Oz métodos Afins ( primal e dual>, PGRAD, DGRAD e PGAUSS,
usam b, ¢, d, x, y, t, h, além de outros vetores necessiriox
para a implementacfo da decomposicio de cholesky ou do método

do gradiente conjugado.



5.5, SOLUCAO PARA Q x = q quando QO & triangular.

5.5.1. Resolucio de B x = b

Suponha que B, X j& estio pré-fixados; ou seja,
x =0 ou x=d para j € N. Desta forma, dese ja-se determinar a
J J J

solucio basica primal definida por (B,xN):

am=b;
for ji=1 to m do

if j = wlhl and j # wit]l then
1 1

begin
athl = afhl + x
3 d J
alt } = aftl - x
3 ) ]
end
i = virootl
repeat
j= w
t
if i=h then X = a else X = -a;
J 1 L ) L
i = v ’

uantil i = root

O método acima pode ser tornado mais eficiente quando é
necessario determinar o ciclo formado na arvore geradora com a
inclusio do arco arci escolhido como candidato para entrar na
base. Vamos apresentar o algoritmo implementado que além de
det.erminar o ciclo, realiza o teste de razio e atualiza o

fluxo.

for i:=0 to n do a :=0;
L

cr = ¢ o+ -
L) Y, Y.,

3 N

if cr < 0 then begin srce:=hlarcil; sink tlarcil end

i

else begin srcex=tliarcil}; sink hiarcil end

ir=srce; a =1;
L
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while i=rocot do

begin

i = sink: arco:=arci; &:=d :
arco
while alil = 0 do
begin
i=w
S
if i=h then A = d - x else A = x
) 3 )
if &>A then begin & = A; arco = j
i = t +h -i
J J
end
apex = i
i = =srce;
while izapex do
begin
Ji=w
1
if i=h then A=x else A=d - x
) 3 i ]
if 55A then begin &:=A; arco=j end

i = h+t -i;
AN

end
if 5 =2 o then stop: saoluciio dLima itimitada;
if cr < 0 then xlarcil = xlarcil + &
else xtarcil = xarcil - &
ir=gink:

while ixapex do
begin
) =w
J 18
if i=h then x = x+&5 else x:=x-5&
1 J 1 ] )
i=h +t -1
1)
end
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J=srce:;

while izapex do
begin
J=w

if i=t then x = x-S else =X +S

Desta forma, apex dencota o ndéd mais alto {(mais prdéximo da
raiz?» do ciclo constituido pelos nds  tlarcil .. apex, hlarcil
apex. Obsgserve que o asgsinalamento 1 = hJ + t,) - 1 faz com
que a variavel 1 passe a indicar o pai ( na érvépe > do nd i

Além disto a =1 indica o caminho tlarcil .. root.
t

. . v
5.5.2. Resoluczo de By = <y
Suponha que B ja estid definida. Dese ja-se determinar

a solucio bisica dual definida por B.

ylrootl = O
i = ulrootl
repeat

3 = w

1

if i = h then v = yit] + ¢ else y =yfh]}l - ¢
3 L 1 L J J

3

i = u
]

until i = root

O método acima pode ser tornado mails eficiente quando &
necessario determinar a particio dos nds formada na Arvore
geradora com a retirada do arco arco escolhido para deixar a
base. Vamos apresentar o algoritmo implementado que além de

determinar a particio de ndés realiza o teste de razio.
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it arco = wlh ]
ArCco
then
begin
nodl = h
Arco
if x < 0 then y = x
QAr <o arco
else » = x
AY DO
end
elue
begin
nodl = t
Arco
if x < 0 then y = -x
arco QArCco
else y = d
arco
end

for i:=0 to n do a,‘:=0

no = nodl:
repeat
a = 1
Nno
no = u

nao

until alante 1 = 0
n

S = )
arci = 0
if » < O
then begin

for j=1 to m do

if a = a and j*¥arco
J J

then
begin

it a}_ = ) and &>A
A
then < & = A;
if a = 0 and &>-A
]

Arco

and

arci = j



end
else begin

for j=1 to m do

if a = a, and j#arco
) 3
then
begin
A= o+ yl‘ - yh
] )
if a = 0 and &>A and x =0

then <{ &:=A; arcii=j > else

if a = 0 and &>-4 and x=d.
J )
J
then [ &i=-4A; arci=j >
end

end

for i=1 to m do aL:=0

alnodl} = 1;

i = ulnodll;

k = nodl;

while i # root > and ( a = 1 > do

begin

k = ¢ + h - 1

end

de

eliminacio de arco. O veton

Desta forma, nodl denota o ndé mais alto (mais préximo
raizd da subirvore criada com a
(a > representa a particio de nds com a=0 se i nZo pertence 2a

L 1

subirvore e a=1 se 1 pertence & subirvore de nodl. Observe
T ———
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que o nd i caminha de acordo com o tico (thread> u da arvore,

€ 0 arco antecessor de i e k & o nd pai de i na arvore.

5.5.3. AtualizacZo da Arvore geradora T e dos precos y.
Seja c¢rr o custo relativo de arco dque entra na base

», nodl, o né mais alto da subarvore tormada pela retirada

)
1%

=

o}
e

e arco, knot o pidi de nodl. no e na (né anterior> sio duas

arlidvels auxiliares para percorrer o ciclo a partir de arci

<

até nodl; os pregos dos nds no caminho  percorrido =sdo
atualizados do mesmo modo que os vetores u, v, w. Enquanto
cada nd deste caminho ¢é denotado pela variidvel frst, a
varidvel last pesquisa o seu UGltimo descendente. Todos o=

degcendentes de frat tém o seu prego atualizado também.

ar=0

j=arci

whitle nozknot do
begin

transfer ( na, nod;

ki=3j; ji=w ; w =k;
ateal no
na = no;
no = h + t - no;
J J
end

onde
transfer ( na, frst >
begin
im=frst
repeat y. =y, + cor;

a = frst;
v
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until i=root onr alt + h - i} =#trst.
w w

L 1
uf = ul last 1
frat
vi = vi{ frst |
last
vl u } = last
™a
ul last 1 = ul na 1}
vi frat ] = na
end
5.6. Resolucio de (AXAL)y = AXc pelo gradiente conjugado.
Neste caso & utilizado o vetor x[1..m] para

A

armazenar os elementos da diagonal de X. Saoc também utilizados
~
os vetores auxiliares q, d, r, s onde q = AXc, d & a direcio

p . Gat
de deszmlocamento, » &€ o residuo, e s = (AXA dd.

for i1 to n do g = 0; y = 0 >
1

L

for j=1 to m do

begin
if x>d-x then x_:r:x2 else x:={d - xl)z;
U N ~ J J J 3
qlt ¥ = gt 1 + x *c
3 J ~d
gthl = glhl + x *c
J 3 NN
ond
T =
d = r

while innerd<r,r> > £ do
begin
= = omualt ddD
o = innerdd,s)
N = dnnerr,ddSo
y = multsomady,x,dd
r = multsomad(r,-o,s
2 = —innerdr,sd/ o

d = multsomadr,/s,d>
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Onde
L inneedr,:sD
=0
for i:=1 to n do § := § + RS
inner = T
® mult (d>
=30
for j=1 to m do
begin
st} = sttt + ; ¢ dit]) - dih]
s[hj] = s[hj] + ;(Jl( d[hjl - d[t,j]
end
mult = ¢
® multsomady, o, d>
=:=0
for i=1 to n do s =y + ode
multsoma = =
O= gistemas (A&AL)Ay = b - A Q V2 u (zeczo 4.3 e

(AXZAt)l‘x = _szth (gtecido 4.2.0 sio resolvidos de modo

similar.

5.7. Resolucio de (A)?At)y = A;(.c: pelo método gauss-seidel.
Neste caso & utilizado O vetor ;([1..m] para
armazenar os elementos da diagonal de 5( SZo também utilizados
oz vetores auxiliares l;, d, p, q onde l; = A;Zc, p € o grau
externo acumulado dos nds e ¢ € o grau interno acumulado dos

Nnos.
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~

for 1:=1 to n do { b = 0O; y, = ) dL = 0
for j=1t to m do
begin
if x< (d-x> then x = x° else x = (d-x)>;
A 33 ~ J 3 ) AR
dit.1 = dit } + x
] 3 ~ 1
dlh]l = dihl + x
~ P
bit 1 = bit 1 +
~ J o~ J
b[hJJ = bih1l +
J
end
for i:=1 to n-1 do y = b /d
y = 0
1Al
Repeat
for i=1 to n-1 do
begin

A

som = b
L

for j=pli-11 + 1 to plil do
som = som + ylhir ]]*;([P]
for j=qli-1] + 1 to q[ijl do
som = =om + yltis J]*‘;{[SJJ
ylil = som/dlil; J

end
k [ F §

Until Iy =y 2 YR, < e
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CAPITULO VI
RESULTADOS COMPUTACIONAIS

6.1. INTRODUCAO

Os métodogs dizcutidok nos capitulos II, III, IV  foram
implementados em TURBO PASCAL 5.5 em wum microcomput.ador
PC-AT386 Dx de 25 MHz com processador numérico. Os programas
foram batizados como:

KILTER mét.odo "Out-of-kilter” (cap [ID

PS1IMP matodo primal =zimplex canalizadoe para redes d(cap 1D
DSIMP método dual simplex canalizado para redes Ccap IHID
PAFIM método primal afim escala canalizado {cap 1V >*
DAFIM metodo dual afim escala canalizado (cap IV >
PGRAD moétodo primal afim escala canalizado para redes com

gradiente conjugado <{cap IV ),
DGRAD método dual afim  escala canalizado para redes com

gradionte conjugado (cap 1V,

PGAUSS metodo primal afim omaala canalizado para rodost com
Gaums Soidel cap V).
FPara avaliar o desempenho dest.ex programas foram

realizados textoes comparativos com problemas de fluxo dtimo om

redes gerados aleatoriamente de acordo com o geguinte ezquema:

n, m, =eed, ptrans: fornecidos para cada problema gerado.

{n = numerc de ndgs, m = numerco de arcos, =eed = zomente de
inicializacio do gorador de NnUmeros aleat.brios,
ptrans = probabilidade do ndé i ser de transbordo; isto &,
b' = 0D,

bL: bL = 0 com probabilidade ptrans; caso contrario & gerado
independentemente com distribuicio uniforme em {-10,10>,

+ A implementacio nio esti tirando proveit.o da esparsidade da
matriz
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bn =X D b;_'
r:l = gerado independentemente com distribuicao uniforme em
(i),IOL).
d‘ = gerado independentemente <com distribuicio uniforme em
((3,10).
As redes foram gerados de acordo com o seguinte
algorit.mo:
read(n.m,ptrans.seedd
Begin
= = 0;
for i=2 to n do
if randomdimeedX{ptrans
then b‘ = 0
else A
begin
bL = 20*random{seed> - 10;
= = 3 o+ b'
eond
b1 = U=
for j=1 to m do
bogin
repeat
*,J = | n*randomdseed> | + 1
hJ = | n*random{seed> | + 1
until ¢ t",xhj > and < bt, < O > and < th o >
J J
a = 10*randomdseed)
. dj = 10*randomizsed)
end
End
A smeguir ¢ dado o Espago de Memdria requerido por cada

um doz métodos implementados,



Espaco de Memdria requerido

PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD PGAUSS PAFIM DAFIM

n-vetores ) 5 5] ] Q 7 3 4
m-vet.ores ) e 7 4 14 10 5 0
nxm matriz 0 0 0 0 0 0 1 1
nxn matriz 0 0 0 O ¢ 0 2 2

W — —_—

6.2. RESULTADOS

A megulr =io apresentadas as tabelas o oxm graficos
olaborados com base nos= resultados obtidog nos tostex
comparativos. Cada c¢onjunto de testes & o resultade de B8
problemas factiveis geradoz com os mesmos parametros mas com
diferentes sementes. Para cada classe de problemas foram
gerados diversos problemas de modo a garantir exatamente 5
problemas factiveis. Cada tabsla a seguir apresenta o tempo de
cpu medio (em centézimos de segundod ou o numerce de iteracdes

madio.

n=10 m=40

PSIMP DSIMP KILTER PAFIM DAFIM PGRAD DGRAD PGAUSS

ITR 18.6 11.6 .0 28.6 29.4 28 .6 29 .4 28 .6
.6

Q
<CrPU 5.2 5.2 5 340.4 361.6 128 .4 137 .4 9868.8
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cru Tempo [(sec”7100 ]

n m PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD PAFIM DAFIM
30 70 6.4 13 .2 23 .2 395 . 4 624, 0 4374 .4 4276 . 4
30 820 7.6 11.0 25 .0 510.06 819 .6 4621 .0 5308 .6
30 90 11.0 16 .8 26.8 508 .6 219 .8 6056 .4 6270 .2
30 100 {11.0 18.8 34.0 8573.2 952 .0 70904 .8 6922 .6
30 110 11.0 19.8 34 .2 540 .4 005 .2 B276 .2 BOTY .6
30 120 16 .44 27 4 37 .0 6112 1241 .2 10008 . 2 V664 .6
30 130 |[15.6 30.6 44 .8 758.2 1272 .0 10356 .6 10684 .0
30 140 }21.0 29 .6 46 916 .4 1467 . 6 12282 .0 --=--~~
30 150 [ 22.0 34 .2 51 784 .6 1514 .8 13369 .8 ~---=--
No. Iteracdes

n m PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD PAI'IM  DAFIM
30 70 65 .0 43 .8 30.0 16.2 25 .6 26 .2 24 .8
30 80O 64 .6 41 .8 27 .6 19.6 31 .4 23 .8 27 .2
30 90 V1.6 49 . 6 28 .2 18.2 29.2 28 .0 28.8
30100 71.8 49 .8 20.6 19.2 a1 20 .4 28.8
30110 5.8 56 .44 28 .6 17 .2 31 31 .6 30.6
20120 36 . 2 54.0 28.0 18.06 35 .6 33.8 33.0
30130 86 .0 58 . 31 .2 21.0 34 .6 32 .4 23.8
30140 103 . 6 52 29.0 24 .0 7.8 35 .8 -——-
30150 104 . 4 56 30 .0 19.6 37 .2 26 .4 -——




CrU Toempo [ sec. 100 1}

n m PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD
50 500 59 .4 170.2 309.8 8552 .8 11241 .4
75 500 Y .8 289 .6 416 .2 7740 .0 16704 .2

100 500 127 .8 430.6 533.6 0865 .6 17081 .6

125 500 167 .0 608 .2 607 .2 21625.8 19666 .8
No., Iteracohes
n m PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRA >
50 500 244 .0 134 .4 51.6 48 .0 62 .8
TB 500 308 .4 219 .6 80 .4 27 .2 59 .0

100 500 475 .4 3'752 104 . 4 24 .4 42 .2

125 500 5490 .2 446 .0 131 .6 42 .06 36 .4

~]




7<%

CPU Tempo [ sec/7100 ]

n mo| PSIMP_M DSIMP KILTER  PGRAD __DGRAD
100 400 056 405 .2 390 .6 108289 .2 12170 .4
100 450 103, -1 394 d06h .8 1223 W ANERT | 14515 .0
100 500 127.8 430 . 6 533.6 2865 .6 17081 .6
100 550 135.0 490 .2 550 .0 17147 .8 19809 .4
100 600 147 .2 576 .8 616 .4 18170 .0 21333.0

No. Iteragides

n m PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD
100 400 383 .0 360.6 2415 .4 31.6 35 .4
100 450 102 . 6 326 .98 105 .4 23 .2 33.0
100 500 475 .4 375 .2 104 . 4 24 .4 42 .2
100 550 176 .5 337 .2 101 .6 39 .8 46 .2
100 600 B0 L6 a7t .0 102 .6 392 A6 .6




CrU Tempo [ sec/100 1
n m T PSIMP DSIMP KILTER
50 800 Vo0 299 .8 672 .2
100 800 163.8 793 .2 8YUT .2
150 800 300 .2 1367 . 4 1196 .2
200 800 367 .0 1536 .4 1454 6
No. Lteracbes -
n m PSIMP DSIMP KILTER
50800 282 .2 151 .2 52.8
100 800 548 .8 403 .8 104 .6
150800 B850 .0 662 .2 151.8
200 800 061 .-} T63.0 201 .2
ot S




CPU . Tempo | sec”/7100 ]
rn m I PSIMP DSIMP KILTER
200 70O A4 L2 13481 . 1 11306 .0
200 725 353 .8 1430 .4 12342 .6
200 750 373 .4 1562 .0 13901.8
200 775 379 .0 1911.6 1422 .2
200 800 $25.2 1769 .6 1537 .98
B Ner, Iteraodes ]
-
N m PS1MP DSIMP KILTER
200 700 365 .8 608 . 6 201 .4
200 7285 86T 2 6346 200 .2
200 750 Q05 .2 659 .8 198 .6
200 775 V3R .6 TET .8 199 .2
200 8OO tozn 6 TOL 2 200 -}
Lo e .

A =eguir wido apresentadosn os  graficom  relativos

tempos do cpu vm 50c/100 dados naz tabelaz acima,

o
A
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{100 6001 DGRAD DGRAD MODIFICADO
ITR 46 .2 46 .2

CFPU 21166 .8 21950.0

DGRAD MODIFICADO

NUMERO DE ITERACOES DO GRADIENTE CONJUGADO (NIGGC)
it Frobil Frob2 Proba Prob4 Probs
1 34 45 as 43 34
2 41 498 42 16 41
2 40 44 42 45 40
<4 40 43 10 43 10
) 42 40 44 <41 35
O 6o &0 Ty <4 OH0O 43
T (€3] 71 Q4 63y V2
8 100 g 100 82 88
Q 100 QY 100 o7 100
10 100 100 100 100 100
total nigc 4664 4453 4251 3826 4094
no. 1tr 50 a8 46 42 46
nigcec/no .1t 93 .24 W2.77 V2. 41 91.09 Q0.97
nimero médio de nige por iteracio = 92.10 (problemas com 100 nd=D

A meguir & dado o grafico que representa o desempenho do

Uradiente Conjugado Modificado relativo o problema 1,

36
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Com base nos dados acima podem ser feitas as seguintes

observacdes:

1. O programa PGAUSS apresenta o pior desempenho e com
tempos de cpu exageradamente altos.

2. Os programas PAFIM e DAFIM np3c apresentaram um bom
desempenho e n3oc foi possivel fazer a compilacio
destes programas para redes com 50 ou mais nds devido
ao espago de memdria requerido. De modo geral
apresentaram um comportamento semelhante.

3. Os programas PGRAD e DGRAD foram compilados para redes
com 100 nds 600 arcos e apresentaram um desempenho
satisfatdrio. PGRAD tende a apresentar o nimero de
iteracdes e o tempo de cpu menores do que DGRAD.

4. O= programas PSIMP, DSIMP, KILTER apresentaram os
melhores resultados. PSIMP tende a apresentar o tempo

de cpu menor do que os outros dois.

Deve smer regsaltado gque os programas PSIMP, DSIMP, KILTER
trabalham  apenas com varidveis inteiras nio utilizam o
processadoyr aritmético do microcomputadord e nido executam
operacdes de multiplicacio e divisio no procedimento
iterativo; multiplicacdes =30 efetuadas apenas para calcular o
valor da fun¢i3o objetivo primal e dual, zo final do programa.
Os demais programas PAFIM, DAFIM, PGRAD, DGRAD, PGAUSS
apresentam desempenho e preci=sio mais fracas caso o
microcomputador nio disponha de processador aritmético.

Os programas PAFIM, DAFIM, PGRAD, DGRAD, PGAUSS
necessitam de especificac3o de tolerincias para definir o
critério de parada; PGAUSS neceszita uma segunda tolerincia
para definir o critério de parada de resolucdo do sistema de
ecquacdes lineares. Foi utilizada a mesma tolerancia para todos
os programas, entretanto foi observado que os programas PAFIM,

PGRAD, PGAUSS obtinham as solucdes Stimas com  maior

88



dificuldade.

O programa DGRAD foi alterado para permitir novas
observacdes. O DGRAD original realiza a resolugio do sgistema
de equacdes lineares sempre com n iteracBes do método
gradiente conjugado. Para a nova versido foi introduzido wuma
segunda toleriancia que permite interromper o método gradiente
conjugado antes das n iteracdes; isto é feito quando a norma
dos residuos € muito pequena. Foi feito o levantamento do
nimerc de iteracdes do gradiente conjugado para cada iteragio
do método afim-escala para uma rede com n=100 nds e m=600
arcos. Foi observado que, inicialmente o nimeroc de iteracdes
do gradiente conjugado € inferior a 100; posteriormente <{acima
de 10 iteracdes do método afim e=scalad o nimero de iteracdes
do gradiente conjugado € mantido em n=100 indicando que o
método afim escala tende a trabalhar com uma matriz ¢AXA'> mal

condicionada em quase todas as iteracdes.

6.3. CONCLUSOJES.

Em wvista do exposto, podemos afirmar que os objetivos
propostos no capitulo 1 foram alcancados. Foram estudados os
principaisz métodos de resolugido do problema de fluxo dtimo em
redes, foram implementados alguns destes métodos e realizados
experimentos computacionais para avaliar o desempenho destas
implementacdes. E importante ressaltar gque acreditamos que o
método afim-escala sob a forma dos programass PGRAD, DGRAD
venham a ter um comportamento comparativo muito melhor com o
uso de redes muit.o maiores. € tamanho das redes utilizadasm
ficou limitado a memdria de trabalho disponivel no
microcomputador.

Um importante estudo complementar que pode ser realizado
é a analise da matriz (A)?AB para o mé&todo
Afim—-escala/Gradiente cojugado. A matriz (A)A(At) torna-se mal

condicionada a medida que az iteracdes do método afim-escala
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vio sendo executadas. Ja existem diversas t.écnicas de
précondicionamento da matriz que podem ser analisadas (Vide
Golub [221). 0 objetivo ¢ diminuir o nimero de iteracdes do
gradiente conjugado a cada iteracio do método afim-escala.

Um outro estudo igualmente importante se refere h anilise
do valor do parametro a dos métodos afins que impede que o
novo ponto seja de fronteira. Foi utilizado o = (095 mas a
literatura cientifica também apresenta valores como o = 090
ou o = 099, os quais nio foram utilizados neste trabalho.

Finalmente pode ser efetuada uma anilise com relagioc ao
valor da toleréncia utilizada para o teste de parada dos
algoritmos afins. Durante 2 etapa de dezenvolvimento,
verificou-se que os métodos duais afins permitiam uma
tolerincia menor do que os primais afins. Entretanto, o uso de
valores muito pequenos para qualquer um dos programas fazia
com que a solucio nio convergisse para uma s=solucio dtima ou
com que o valor da funcio objetivo se torne nio decrescente
(para os métodos primaisd ou nio crescente (para os métodos
duaisd. Optou-se por utilizar um Unico valor para a

tolerincia: 10'6.
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