
COMPARAChO DE M~TODOS DE RESOLUÇÃO 

DE FLUXO ÓTIMO EM REDES 

EsLe exemplar 

r i na 1 da t.c:::~e 

corresponde él redação 

dc-vidam8nt.L: cor•ri(;ida 

e do1eJHJid~=J peJo Sr. RAFAEL CARLOS 

VELEZ BENITO t:> .:q.•l·•.:>v.::.da pela Comi

ssão Julgadord. 

Célmpi nas, O'l de Set.embJ:·o de 1991 

Proí. Dr. 

D i s s p I· t. :_~r:· ã u <-1 p r •-· u e n t_. a d a ~ o I n u. L i L u

Lo de MaLemát.ica, Est.élt.ist.ic~ c 

Ciência d.a Comput. .. _:.,:_;o;.-,_, UNICAHP, co-

mo r·equi~-:it-o p~'n·cic.l para obLcnção 

do Tí Lulo do Moui.-J·u em HaLemi1t.ica 

Ap 1 i Cdd;.:l 

------------------------------ ---· ·---· ----- .. 

V543c 

24098/BC 
----------.. r L'"' 
\ ";·::1. 
----~ 



AGRADECIJ'viLNTOS 

r 

r\u Pru{. Dr. Clóvis Peri.n Filho. pela oricnt..~.H.;:ão 

uurant..e Lodo o uesenvol vi OlP.nt.n 

A Minha Nell').' A~ ui lar· filh.=t 

J< i ,,iJ~,- z }'li uons:t.ant..e 

A meus pais: Rafu€-•l Véle;<:3 Cl!i.vtc.':c~ e Fol'iunata fJ~nito de 

V .~·lc•;,:, l-"-',}'-' li•Vdlol•:tvol dJ.H .. >iu naora1. 

A Cdpé>:s: "' Cnpq pe:?lo dpoio íinanceii·o. o é:l Urd c.;:,mp polo 

~i( H_)j(_) d 



CAPITULO! . INTRODUÇÃO 

1 . 1. INTRODUÇÃO 

1 .2. HISTÓRICO . 

i NDICE 

1 .3. TERMINOLOGIA DE REDES 

1 . 4. FORJvtuLAÇÃO 

l. !::i. OBJETIVOS 

f:APITULOI I . UM MÉTODO PRI MAL DUAL 

2. 1. MéTODO "OUT OF KI LTER" 

2.2. FASE PRIMAL 

2. 3. F;\SE DUAL 

2. 4. ALGORI TNO 

CAPITULO I I I. MÉTODO SI MP LEX 

3. 1. INTRODUÇÃO .... 

3.2. MfTODO PRINAL SIMPLEX CANALIZADO 

I' AI,' A REDES ........ . 

3.3. MÉTODO DUAL SIMPLEX CANALIZADO 

O:l 

03 

06 

07 

09 

10 

13 

15 

17 

. .......... 19 

. .......... 23 

P Af~A REDES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 2!3 

CAPITULOIV. MÉTODOS DE PONTOS INTERIORES 

4 . 1. I NTRODUCÃO ................. . 

4.2. MtTODO AFIM PRIMAL CANALIZADO 

4.3. MÉTODO AFIM DUAL CANALIZADO .. 

CAPITULOV. RESOLUÇÃO DE SISTENAS DE EQUAÇÕES LINEARES 

G. I. I NTf,'ODUÇÃO ..... 

G.2. MÉTODOS DIRETOS 

Q.3. MÉTODOS ITERATIVOS 

G.4. ESTRUTURA DE DADOS PARA PROGRAMAÇÃO 

28 

31 

38 

45 

50 

EM REDES .................................... 57 



:-_) . ~). ::::or,uç.:-:..o PARA Qx=q <)llANflO o 
~-; . (' f--' E:~ n L UC ÃO DE < AXA ) v = i\ X<: 

í :o N .(IJ(;;\1><> 

~-; ' I h: E~~~ O L UÇ i\ o DE <AXA ) \' i\Xc 

í;;\11::;::_;-:.:;E J DEL 

CAPITULO VI. l~ESliLTADOS C0~·1PUT/\C IONA I~::: 

6. 1. I NTRODIV:.Lí..o 

l : 1 H L I (lC i R A F I A 

E TR I.>\ ~~G I I LAR .... (,(_) 

PELO (;R,\DTENTE 

r,(. 

l'El.O :.t~ To (lo 

... 6'1 

69 

'11 

. . . f) 1 



OAPITULO I 

1.1. INTRODUÇ.Ü.O 

Desde o dEJsEJnvolvimEJnt.o do mét.odo simplex por George B. 

Dant,.zig em 1947, que os modc:Jlo:s lineares de th.1xo em rede t.&m 

sido est.udados axt.ensivamant.a. O problema dEJ !luxo de cust,.o 

mínimo é um programa linear aspecial cuja est.rut.ura ravorece a 

simpli:fic:ação de mét.odos de resolução. 

Mat.emat.icament.e uma rede G é. um par de conjunt.os <N,A)., 

onde N é um conjunt.o finit.o não vazio de n nos e A é um 

conjunt,.o :finit.o de m arcos; um arco é um par ordenado de nós 

dist-int.os. Além dist.o, t.em-se os seguint.es vet.orc:Js: um n-vet.or 

de demandas b=<b. :iE.N), t.al q\.le para cada nó i, b <O indica um 

nó produt.or de !luxo e b>O indica um 

m-vc:Jt.or de 

Assim, o 

,_ 

cust.os c=<c :jEA) associado 
J 

canalização de !luxo 1=<1 :jE.4) e 
J 

problema dEJ :fluxo dE> cust.o 

nó consumidor: 

aos arcos; 

d=(d :jEA). 
J 

mínimo c:onsist.e 

det. .. erminar um vet.or de !luxo x=<x :jEA) que é solução ót,.ima de 
j 

Minimizar 

(1) sujeit.o a 

t 
ex 

A X = b 

l :$ X :$ d 

onde A 6- a mat.riz de incidência nóxarco da rede G. 

um 

os 

em 

São mui t,.o import.ant.es as seguint.es classes de problemas 

de programação am rc:Jdes, casos part..iculares de (1), com as 

caract.erí stAcas indicadas: 

• · Problema de Transbordo: d=oo <vet.or onde cada component-e á 

igual a in:fíní t.o). 

• Problema de Transporte: d=oo e cada nó é ou um nó produt.or 

ou um nó consumidor.: além dist.o, cada arco é direcionado 
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de um no produt...or para um no consumidor, rormando uma 

rede bipart-ida. 

• Probloma ela D€>signação: problema de t-ransport-e no q•1al 

b =±-1 V iEN. .formando uma rede com igual número de nós 

produt-ores o consumidores. 

• Probl~ma d~ circulação: b=O 

• Problema do Fluxo Ná.xi.mo no arco k: b=O, d =r:o 
k ' 

c =-1 k , 

• Problema de Caminho Nínimo entre os nos p, q: b =1, 

b =-1, b =O V i;z!p_,q. 
q 

p 

Para cada um dos problemas acima há mét.odos especí ricos 

que exploram as part-iculares est.rut.uras cujo ost.udo 

desenvolviment-o pode ser encont-rado na li t.l3rat.ura clássica de 

pro~Çramação linear [12, 39, 401. 

É po:s::.d v11l most.rar quo o probhnna d~J rtuxo do cust.o 

mínimo (1) pod('> sempre ser t.rans.formado em um novo problema do 

I luxo do cust.o mínimo com l=O. Nu:st,o t-rabalho vamos considorar 

o problema rormulado com l=O. 
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1.2. HISTÓRICO. 

Os mét.odos de ot-imização são mui t~o ut-ilizados na 

t,omada de dE!cisões. 

Est-es mét.odos procuram a solução de diversos 

probl8mas nas mais variadas áreas, at,ravés da formulação de 

um modelo m<:\t~'êimát.ico, o qual const,a dEI uma runção objet~ivo 

sujei t-a a rEI:st,riçÕes. Assim por exEimplo, no caso da 

prot;ramaçã.o linear, a runção objet.ivo e as rEist.rições são 

lineares. Como exemplo de áreas de aplicaçÕ8s, podemos cit-ar: 

t-ransport-e de mat.eriais, designaçáo d€1 t-are:fas, alocação de 

recursos, planejament-o de operação de sist.emas, caminho 

mínimo, :fluxo máximo. et-c. [31, 39, 401. 

No pi'esent.e t-rabalho.. nós est.amos int-eressados nos 

mét,odos de solução de Programação Linear especializados ao 

problema de :fluxo por uma rede a cust-o mínimo <FCM), pois ele 

t.em-se aplicado mui t.o a problemas t-ais como: Si::st.amas da 

produção-di::st.ribuição, sist.emas d€1 logí ::st-ica, sist.emas de 

t-rá:fego urbano, sist .. emas de comunicação, sist.emas de :fluxos em 

redes de enc:anament.o, sist.emas de localização de recursos .. 

sist.emas de 1-luxos em redes elét.ricas, at.c. 

Em 1975 a Academia de Ci~ncias Royal Swedish 

atribuiu o premio Nobel em ciências econômicas em igual cc t-a 

:'\O pro:fessor Leonid Kantorovich da IJSSR e ao proressor 

Tjalling G. Koopmans da USA por suas cont.ribuiçoes a teoria de 

dist.ribuição ót.ima de rE!cursos. Embora est.Eis dist.int.os 

professores t,enham invest,igado uma grande variedade de 

problBmas de 0t.imização. oõ> int.eressant.e not.ar que ambos estão 

associados CQm alguns dos primeiros periódicos d€lscrevendo 

problemas de fluxos em redes como nós conhecemos at.ualment,e. 

Em 1939, Kant.orovich discut-iu uma classe de modelos de 

ot~Imiz.:tçáo com exemplos <.:>specí ficos. A id..;,ia por t.rás de C<.."tda 

•:~xemplo era o planejament.o de uma elevada produçao de bens com 
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base na ut.ilizaç .=i o ót.ima do:s: recursos oxist-ent~e:s. Um dest-es 

exG>mplo:s envolv<:.-> a dist~ribuiçâo de flu.xo de carga ent~re as 

dií'erent.e:s: rot~as da rede da estrada da t-erro da tal maneira 

q1..1e satisfaça as rest~riçoes de capacidade nas rotas enquanto 

minimiza o gast-o da combustí val. 

Embora na prática o algoritmo simplex seja 

t~eoricamente poda-se construir classes de problemas de 

programaçã.o linear [32, 2, 211, mostrando que o comportamento 

dc;osse algoritmo no pior caso não ""' polinomial <é exponencial). 

Assim, desde primaira do m~t-odo simpl()x por 

Vant-zig, tem havido muit-as t-entat-ivas para achar melhores 

m.ane1ras de resolver problemas da programação linear. Alguns 

melhorament-os do método simplex podem ser encont-rados em (26 .. 

20], por E~xemplo. o esforço comput-acional 

permanece náo polinomial. Com o intuito de reduzir 

;=;:s:forço comput-acional.. tem sido propostos vários métodos com 

out..ras abordagens. Em "1979 o matemático russo Leonid G. 

Khachiyan. most~rou que o método para ot-imização convexa 

desenvolvida pelo matemático ru:sso N. Z. Shor e out-ros podo 

ser adapt.ado para produzir o MétA..,do dos Elipsóides [30, ~W.. (>J 

rH.S:Ol UÇ ~O problemas do programação linear com 

o::..:.mplexidade 
4.~ 

(>(n L>. onde L o t-amanho dos dados do 

problema em "bits". Em 1984. N. Karmarkar [291 desenvolveu o 

~lc'-,t..odo Pro jet.i v o. baixando em mui t.o a complexidade t~«Jórica E~m 

ao m..;,t.odo dos elipsóides. obt-eve um limite 

superior para o número de iteraçoes d«J O<nL), 8 um limite para 

o número de operações de O(na. ~L). Ao mesmo t.empo, anunciou 

result~ados computacionais superiores aos obt..idos pelo mét~odo 

o algoritmo original ut-ilizava um especial 

para o problema, hipóteses muito restritivas era muito 

dirí cil. Em 1985 várias p~ssoas introduziram melhoramentos ao 

m~t~odo e desenvolveram variant-es para o problema em t-ormat.o 

padrào. incluí ndo os p€>squisadoros; Anstreicher, 



Gay, De Gh~llinck e Via!, Gonzafi;a, Todd e Burrel. Y~. Ao mesmo 

t-empo uma simplif"icação radical do algorit-mo gerou o mét-odo 

aJ:'im escal<::-., 'lU E> se acrqdi t,a não polinomial. Esse algo ri t,mo já 

~xis1..i--:\ havia vint-o anos, publicado por Dikin na USSR e era 

desconhecido. Foi redescobert-o simult,aneament.e por Via!, 

B.:o:trnes, Vanderbei. Meket.on Freeman, Cavalic:~r Sovst-er, 

Adlc=n~ <:> out.ros l3.47 ,lJ. Result-ados essencialment-e novos foram 

de 1986. com o est-•.Jdo de m&t-odos de 

t-rajet-ória cent-ral. Um pont-o pert.ence a t-rajet,ória cent.ral se 

maximiza o produt-o das variá v eis em um conjunt.o de pont.os 

viáveis de mesmo cust.o. A t-rajet-ória cent.ral foi inicialment-e 

est,udada por Bayor e Lagarias [4J ~:.~ por Me~iddo [36]. Renegar 

[42] desenvolveu um algorit.mo dest..e t-ipo obt.ondo pela 

primeira voz um limit-e do complexidade de 0(-/~L) it.erações, 

ma.'S com complexidade om número do operações ari t,mét.icas igual 

o. d€1 Karmarkar. Em 1987. Vaidya [45], seguindo a met.odologia 

de Renegar, reduziu est,e limit,e para O<naL). Por um caminho 

lndc->pendent.e .. Gonzaga [23] obt.eve o mesmo 

simult.aneament.e, ut.ilizando um al~;orit-mo do t.ipo penalidades. 

Novos algorit-mos J:'oram gerados a part.ir dest.os, incluindo 0:'3 

de Koyima, Mizuno e Yoshise [341, de Mont.eiro e Adler [371. 

Fizeram-se ext-ensões para programação quadrá t.ica conv~=>xa, 

obt-endo-se os mesmos limit.os de complexidade. Em 1989 sur~;em 

novos algo ri t.mos q\.le procuram acompanhar a t.rajet.ória cent.ral 

por passos longos, ao invés dos passos curt.os, que são 

assenciais para as demonst-raçÕes do complexidade da ordem de 

nos cit.ados ant-eriorment-e. Em 1990 publicou-se um 

art,.igo por Resende e Veiga [43] onde so resolve o problema de 

Designação usando o m9t.odo dual af'im e se most.ra que ele 

somente consegue compet-ir com o simplex para problqmas de 

~;r ande t . )4 • por .-A <4x1< nos 2x10
6 

ar-cos) ainda usando 

processament-o em paralelo. 
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1.3. TERM1NOLOGIA DE REDES. 

Seja G = <N,A). um grafo conexo, onde N = {1 .. n} e o 

.::::on junt.o de nr;1s e .. 4 = {1 .. m} e o con ]Unt-o de arcos; um arco j 

ordE>nado de nós di:st.int .. os <t.. ,h ) onde t. 8 
J J J 

denominado a cauda ('t.ail') e h a cabeça ('head') do 
J 

arco. 

A = ( a > a mat.riz de incid.ància noxarco associada a 
tj 

G; ist .. o 8: 

se i = t. 
J 

= :se i = h 

.... -:aso cont-rário 

Pode-se mo:st..rar que a mat.riz de incidência A não 8 de 

post.o complet-o pois 

~?~liminaçáo de uma linha 

mat.r1z de post-o complet.o 

m 

a 
'-J 

= 
qualquer 

vez 

o .. 
de 

que 

conexa. Nest.e t .. 8'xt .. o vamos denot-ar por 

j A. Ent-ret-ant-o, a 

A t..rans:forma-a numa 

rede associada 
~ 

A a matriz obtida de A 

pEda eliminação ela sua última linha (n-ésima linha). O nó n, 

associado a est .. a linha que roi eliminada, denominado no 

raiz. 

A .:seguir .:serao dadas al~umas def'iniçóes que .:serao usadas 

post,eriorment-e. 

Uma rede e própria se n :-~ 2 e m ?: 1. Uma rede 

G' = LN' ,A'] é uma subrede de G se !'·{-' ··- N A' c A. Se N'=N. 

~r,t,ào nós dizemos C{'.le G' é uma subrede ~E>radora de G. 

Seja P={ s .e .s ,e , ... ,s ,e .s 
O 1 1 2 n-1 n n 

} uma sequ~ncia 

finit.a com e E { (s s ),(s , s ) }. P e um caminho 
J c-1 c-1 

~!à(_r 1"11Ss dist...int..os e 4 u1n ciclo :_...:t~ S. ~S , ... ,S 
O J n 

s .. s , ..... s 
1 2 n 

se.. o nos dist.int.os e s =s . Port,ant.o, os arcos. t-ant-o de um 
O n 

caminho quant-o de um ciclo, são dist.int.os. O compriment-o de um 

caminho ou ciclo é definido como o número de arcos que possui. 

Urna rede O 8 acíclica, se n::..o cont,ém ciclos. Uma rede é 

conexa, SE> para t .. odo par de nós dist.int.os, exist,e um caminho 
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lima árvore 8 uma rE>de acíclica conexa. Pode-se mo:st.rar 

que para qualquer par de nos dist~int.os exist-e um t'.xnico caminho 

em uma arvore conect~ando-os. Uma árvore que 8 uma subrede 

geradora de G 9 chamada uma árvore geradora de G com nó raiz 

n, possui n-1 arcos e é denot.ada por T. 

O arco predecessor de um nó i..:n 8 o un1co arco incident-e 

9rn i no caminho de n para i em T. Est.C? arco 8 denot.ado por w . 

Derina w =O para indicar que a raiz ng_o possui predecessor. 
n 

Exist.e qma correspondência biuní voca ent.re o conjunt.o de 

~rvores geradoras de G e o conjunt.o de bases f o r ma das com a.s 

colunas de A. Cada uma dest.a.s bases é uma mat,riz t.rianv;ular o 

que Lõ\cili t.a <.."1 resoluçáo de sist-emas lineares que a envolvam; 

é comum o uso do mét.odo de st.tbst,i t.uições sucessivas nest.es 

casos. 

Pode-so most~rar ctuo AA t _, uma mat.riz simét.rica posit,í v a 

definida e diagonalment-e dominant~e; os element-os da diagonal 

Sct() i~~;uais ao grau <int~erno+oxt.erno) do cada nó o os domais 

element.o.s s<:<.o O, -1.. -2, indicando o numero do arcos quo 

ligam os nós correspondent.os ~ linha e à coluna. 

'v 

1.4 FOI~MULA.r.:AO. 

capac1dade máxima do 

associado uma demanda b 

associado 

.fluxo d. 
J 

um co~:;~fici~nt.e cust,o c u 
) 

A cada nó i da redv É! 

onde b < o indica um nó produt.or 

v > o indica um no consumidor. Est.amo.s supondo 

quR d > O. A for·mulaçáo do Problema de í'luxo de cust-o mi nimo. 

aqui considerado. consist~e <õ~m det.erminar um vet.or de r luxo 

x !:: <.x ). soluç;:=;.o ót.ima do problema abaixo. 
J . 

Minimizar 
t, 

c X 

(J>) S1...1jeit-o a A X = b 

o :5 X --..::: d 
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Dt<:st,a forma, deseja-se det.erminar um vet-or x sat.isf"azendo 

o <" X-' d_, j .;:: A 6> 
EJ 

a X = b E N, o quE> minimize o 
J J ' J J 

;:;qst.o t..ot.;'.'ll L: ex 
J J 

O probl8ma dual associado s-: 

Maximizar· 

<D> 

t l 
b y - d v 

t 
Ay-v+w=c 

v,w > o 

Ou SE.ij.l:~, deseja-se det-erminar vet,ores y, v, w sat.isíazendo 

v ~o j-=:A. w ~o jEA, yh v v + w = c jE.4 e quE> 
1 J . t. J J J 

J J 

maximize I: b y - E d v . 
~ L L J J J 

As condiçóes de rol~;as complement-ares :sao: 

<x- d ) v = o '7jE./J <2) 
.I J J 

X. w 
J j 

= o lei J E .4 (3) 

Dado um vet.or de preços y = <v ) 
• L 

defina para cada arco 

c = c + yt. yh. 
J J 

j ..::: ....1 o coet.icient.e de cust.o relat.i vo 

J J 

os vet.ores v. w do 

problema dual <D). fazendo: 

(' c + v yh = w - v 
J J t_ J J 

j 

01) :s:ejd. 

v = -mio{ O, c } 
J J 

w = +max{ o. c } 
J J 

.1\~c:sun. as condír;f:>es dq t"ol~as CC>m[>!Onlent.""res pod'õ•rn ser 



.P8-"SCri t~as. 

Para cada arco j ~ A: 

c < o X = o 
J J 

c o o < X ( d (4) 
J J 

ç > o X = d 
J J J 

Um f1uxo x 8 dit.o ser tact.í vel se Ax=b, O :5 x < d. Se 

y que <x,y> condiçÕes de folgas 

complement .. ar<':>s ent~ão x é um :fhJxo ót,imo. 

1.5. OBJETIVOS 

E~~1AJ t.rabalho Lem por ob jqt,i v o r6>alizar um dos 

m.;.t.odos a.fim-g~u:::ala, implemgnt.a.r em microcomput-ador dir<')rent~es 

pror;ramas lineares em redes 

realizar t..est.es comput.acionais comparando o des~:>mpenho dest .. es 

mgt.odo:s: com os m8t.odos primal e dual simplex, "out.-ot--kilt.er", 

t.ant.o ao nível d~:> t.empo de cpu quant-o ao niv~:>l 

it.eraçÕgs, 

r9querido. 

como com relação ao espaço 

<) 

do número de 

de memória 



Nest.e capí lulo 

onde vist-o 

CAPITULO li 

UM MÉTODO PRIMAL DUAL 

( 
e 

que 

discuLiJa 111na especializaç?í.o 

especial da 

coet'icient.es pel'mi t.e uma implement.aç ão mui t.o e!'icient.e. 

2.1. MÉTODO "OUT OF KILTER" l KENNINGTON 1311 1 

do Mé-t-odo 

de 

Seja [N ,A] uma r-ede Ol'ient.ada. Consider-e o pr·oblema de 

!'luxo de cus:t.o mí nimo 

Minimiza1• 

Maximizar-

(D) Sujeit-o a 

l 
C X 

A X ... b 

Ü ... X < d 

bly - dlv 

l 
Ay-v+w=c 

v,w ~ o 

As: condições de ot.imalidade podem sel' es:cr·i t.as como: 

Se (x,y) s:at.is:LotZ 

A X ... b 

{ 
c < o =} X ::: o 

} J 
o < x< d =} c = o j E A 

J J 
c ) o =} X = d 

J J 

onde c = c + y l. yh = w v • ent.ão X ~ um nuxo 
J J ) 

J 

10 

(1) 

(2) 

ót.imo 



O m8t.odü " Out.-o.f"-Kilt.e•·· " começa ce>m qualquer· vet.C>l' de 

Pl'êÇOS y. ê um vet.ol' de X fact.í vel; is:t.o r e, sat.is:faz 

Ax = b, O ~ x ::; d. Se (x,y) s:at.isfaz (2), nós t.el'·minamos: pois 

x é ót.imo; caso cont.J'ál'io, ou o fluxo x. ou pr·eço y, ou ambos 

são alt.el"ade>s com o objet.ivo de s:at.is:fazel' (2), mant.endo a 

l·est.r·icão (1) s:empl'ê sat.is:feit.a. 

Dado Cx,y), ce>nside1•e um al'co qualquer· j. Se (2) 8 

sat.is:fei t.o pOl' j ent.ão dizemos que J est.á IN-KILTER "· 
' 

caso cont.l'ál'io dizemos que j est.á " OUT-OF-KILTER " 

As divel's:as condições: de "Kiltt::n'" que podem ocol'l'el' est.ão 

apl•eseht.adas na t.abela 1: 

TABELA 1: Condições de "Kilter·". 

X. = d . 
.l J 

O< X.< d . 
. 1 

X = 0 
_I 

c < o 
J 

out-of-ki l tet' 

out-of-ki Z tet' 

In-kilt.el' 

c. = o 
J 

In-kilteJ' 

In- kil t.eJ" 

In-kilt.er 

c. ) o 
J 

In- ki 1 te•·· 

out-of-ki Z ter 

out-of-ki l ter 

Pax·a cada uma dest.as 9 condiçc,es 8 de:finido o númer-o de 

Kilter, como most.1•ado na t.abela 2: 
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X c: d 
) J 

O< x. < d. 

X ,. 0 
J 

TABELA 2: Númer·o de "Kilter·" 

c < o 
J 

X 
) 

c = o 
J 

o 

r----------------------~-----------

X 
J 

o 

o 

o 

c > o 
J 

o 

d. - X 
J 

d - X 
J J 

Obser·ve que os númer·os de Kiltel' são t-odos não negat-ivos 

e 1•epr·esent.am a quant-idade de f"luxo I·equei·ida pa1··a que um dado 

a1•cu se t.-ol'ne In-KilteJ• Se K denot.a o núme!'o de Kiltt.•P' 
J 

dü a1•co j, ent.:\o o númer·o de Ki.lter- de um<~ solução (x,y), é 

dado por: 

K. 
J 

Port.ant.-o. uma solução cujo número de Kiltel~ é zer·o é uma 

solução ót.ima do problema (P). 

O mét.odo " OUT-OF-KILTER " consíst.e de duas íases:. A ías:e 

P1•imal p1•oduz mudanças no !~luxo enquant-o que a f"ase Dual 

pr·oduz mudanças nos pr·eços, de t.al f"orma que o núme1•o de 

Kiltel' diminua. Ou seja, est.e m~t.odo execut.a alt.-e1·nadament.-e 

es:t.as duas: f" ases, a primai e a dual, at.é que 

E K = o 
jEA J 
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2.2 Fase Pl·imal. 

.fase as duais (px·ec;:os) 

<:•l"COS êO\ UJH ciclo. 

Se.Ja Q - { s: 
' 

e , s 
' 

t=".! 
2' 

s: . e 
k' 

s } UJl\ ciclo 
o 1 1 k- 1 k 

é IH [N,AJ e seja q Ulll m-vet.ol" indi.::ador· do ciclo Q; ist-o 0 

J 
+1 Sê e. E Q COJll dir·eção de s pax·a s 

J o k 

q = -1 se e E Q com dir·eção opost.a 
J l J 

o s:e e ~ Q 
J 

A q ""' O. 

Se X denot. •• qualcp_lêP fluxo t:-.1 qué A X - b, ••nt~'í.n. r>.af'a 

qualquer escalar A t" qualquel" q indicador· de um ciclo, x = x + 

sat.is:faz A x = b . Pal"a A > O nós dizemos que o f"luxo é 

incr·ement.ado em Q de >-.... Pax·a um al"CO j t..endo q. • +1, 
.I 

q m -1, 
J 
alt..el"a; q = O, o .fluxo 

.I 
t·espect.i vament..e. 

Denot-e pol" K. 
A ) 

poi" K o númer-o 
J 

pr-imai s:el"Ve para 

at..ual aument..a, diminui, não se 

o númer·o de Kilter· do 

de Kilt..el" do al"CO j 

encont..J"al' um ciclo Q 

ar·co j com !'luxo x . e 
J 

com f'luxo x . A fase 
J 

com indicadol" q t..al 

que, 

ai" CO 

paPa x 

k. Em 

• X + q,, 

out..ras 

K :S K V j, e 
J J 

pala v I" as, nosso 

K < K para 
k k 

pelo menos um 

objet.ivo é encont..rar um 

c:iclo cujo aumento de !'luxo diminua o 11Úmer·o de hilter- t..ot..al. 

Em l'esumo, a rase Pl"Ímal consist..e em: Dado um ar-co 

qualquer- que t:>stá "Out-o:f-Kiltep", digamos s, encontr·ar- um 

ciclo que- inclua s: e que- pe-l"mita um aumento de- fl·uxo. Suponha 

que o arco selecionado t..enha c > O. Lobo uma est.rat..ébia par-a 

det..el'mínar quando t..al ciclo exist-e envolve o cr·esciment..o de 

1:3 



uma cirvor-=- o::;:s:pBcial, digamos T, Bnraizada Bm t. . Est-a ctrvor-=- É> 

const.ruí da d-=- t .. al mano::; ira quo::;, sB o no i E T, ent. .. ão um 

aumont .. o do :fluxo ~ pormi tido no único caminho em T desde o no 

i à raiz. S.::; h E T, o ciclo 8 o l..InlCO caminho em T dosd.-,. h 

~ at.rav4s do arco s. 
o 

A seguir aproson~amos o Algoritmo para a :fase Primai. 

Es~e Algoritmo 8 iniciado com o arco s "Out~-oí-Kilt..er". 

Alg-oritmo 2.1. Fase Primai 

Passo 1. ( Inic:iaçao ). 

Seja ~ -= A um arco"Out .. o f kilt~er" 

se c < o ent..ão N<-- { h } 8 !-. <-- X 
~ e. h e 

"' 
/'-. { } so::;nã.o . N<-- ~ €< !-. t . <-- d - X 

~ "' "' 
/• 

Paça A<-- tp 

Passo 2. ( Determine c:anctidatos para a arvore ). 

Seja: 

lf'1 = { j~s: C 
J 

1J.I 
'z = { j~s: c 

.J 

> o .. X < d 1 

J 

< o_, x. > o 
J 

J 
t... e N, h E N } J 

E N. h 

" 

Se 1f U lf' = lj:>, .::;nt..ão t. .. <::;rmine com a tas.::; Primai [ OtJ 
1 2 

soj<:l n:~n oxist..o ciclo J. 

Pusso :3. ( Adicione um novo arco d. arvoro ). 
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S8l<õ~ciono arco k -= <'1' U 'f ). 
1 2 

Se k E 

Se k E 

Faça 

'I' 1' 
ent..ão taça 

lf , 
2 

8nt.ão raça 

N<- N u { t~ 1 

k 

6t.. 

L. 
h 

h 
k 

<-
k 

<-
k 

} 

Min{ ~h d - X } k k 
k 

Min{ L. , X } '- k 
1<: 

A<- A U 

{ h N, v a ao passo 4; caso 

cont,rário volt~e ao Passo 2. 

Pusso 4. ( Atuali2açã.o do fluxo ). 

-
S<õ~ c < O, E>nt:.ã.o aument..e o f luxo no ciclo ., 
.-:::aso cont..rário aument,e o !luxo no r::i<::lo por 

>~<l. Fa:s9 Dual: 

Se a rase Prima! t..ermina com a conclusão que não exist..e 

<::iclo, ent..ão nós devemos reduzir o número de kilt~er para t~al 

solução, quer dizer E K, 
j 

fazendo 

tixo e ajust.ando as variáveis duais. 

com que o !luxo permaneça 

Seja T=CN,AJ a árvore obt..ida na raso primai. O decréscimo 

porJTlii:-ido nos preços para um arco j com h EN e 1:- E N-N, é dado 
J J 

n<:.~ t..abela 3, enqt.~ant..o que o decr8scimo permi t..ido nos preços 

1-":;~.ra um arco j com t, «=N e h E N-N 8 dado na t~abela 4. As árc;>as 
I J 



X = d 
J 

O< x ( d 
J .] 

X = 0 
J 

X = d 
I J 

O< x < d. 
J 

X = 0 
) 

TABELA 3: D8cr8scimo p8rmit~ido 8m yh 

c < o 
J 

-c 
J 

c = o 
J 

c ) o 
J 

00 

~------------------r--------------------+------------------------

-c 
J 

TABELA 4: D8créscimo p•õ~rmit..iclo 8m yt.. 

c < o 
J 

c = o 
J 

J 

c ) o 
J 

c 
J 

c 
J 

c 
J 

---~---- ------------ ·-------- -----·--------- ----------------~ 

ló 



.A. set;uir apr8sent.amos o A lgor-1 tmo para a f as e Dual. 

Est,e Al~Çori t.mo '=> iniciado com a d.rvore T = [N ,AJ, obt,ida na 

Alg-oritmo 2.2. Fa:se Dual 

Soja: 

'!' { j; h E N, t- ;.<! N, 8 c: < o } 1 J J J 

lf2 = { j: h lê! N .. t. E N, e c > o } J J J 

PCJ.sso 2. ( D~t~rmin~ o máximo incr~m~nto p~rmissí v~l ), 

Faça: 

6 = Minimo 
jE("' 1._.1 

~ .,.1 

;; I 
J } 

1-'Gsso 3. ( .4tuah.?-aç3.o das variál.l~?is duais ). 

Faça: y <-- y - ó, 
l '· 

Finalment..e. n Al&oritmo Out.-of-Kilter s8rc.. dado a seguir: 

2.4. ALGORITNO. 

O moi--todo Out.-of-Kilter consi:st,e de du.:::1s íases <Primal e 

Dual) encadeadas de acordo com o algorit,mo abaixo. 

Algoritmo 2.:3. OUT-OF-KILTER 

Passo 1. ( Iniciação ). 

Soja X um vet.or qualquer de rluxo t.al que A X b, 

0 _.-:; X -$ d. 
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Passo 2. ( Encontre um arco "Out.-o:f"-Kilt.er" ). 

SE!ja s um arco "Out.-o:f"-Kilt.er" qualquE~r. Se t.odos os 

.:.=.trcos E!st..~o "In-Kilt.or", <;>nt,ão paro, x ~ uma solução 

ót.ima; caso cont,ri..rio vá para o passo 3. 

Passo 3. < Fase Primai ). 

o Algoritmo 2.1. com o arco 

"Out.- o :f"-Kil t.or". o Alcoritmo 2.1. t,ermina com a 

com a conclusao que não exist.e ciclo, vá ao passo 4; 

caso cont.rário volt.e ao passo 2. 

Passo 4. < Fase Dual >. 
Execut.e o Alcoritmo 2.2. com a i..rvor€1 obt,ida no passo 

3. SE> s est,á "Out.-o:f"-Kilt.('H'", ent.ão volt.e ao passo 3; 

caso cont.rário volt.€! ao passo 2. 

18 



CAPITULO III 

MÉTODO SIMPLEX 

Nest~e capí t.ulo s.::;;.o discut.idas especializaçbes dos M8t.odos 

Primal Dtlal ~~implex para Problemas Lineares em redes 

vist.o esp<::>cial da 

ma-t..riz coe f ici<:;>nt.es unta implement.açáo mui t.o 

3. t. INTRODUÇÃO. 

Considere o Pro~;rama Linear: 

Hinimizar 

<P:> Sujei t.o a 

O problema dual B: 

Maximizar 

<D) S\.1jei t~o a 

t 
ex 

A X b 

0 ~ X < d 

I, l 
b y - d v 

I 
Ay-v+w=c 

v,w ~ o 

O met.odo simph:,x t.rabalha ap<.=-nas com soluçÕes bi-~.sicas, 

çada uma definida em !'unção d€1 uma bas:€1 B formada por colunas 

dt> A. S1..1ponha. sem perda de generalidade. que as colunas de A 

os~ao ordenadas de t.al f"orma que: 

A = l B L u ] 

onde B É.> não singular. 

As variáveis associadas as colunas de B sao denominadas 

básicas. A mat..riz L est..á associada as variá vais nao básicas x 
J 

1 ') 



~~om v alo r f'ixado em x =O e a ma~riz U 
J 

v ar-i á.. v eis na. o b~sicas X. com valor 
J 

~s~~ associada as 

em X =d. As 
J J 

v:õ\riá..veis b~sicas t~em sous valor·e:::' de~erminadas pelo sist-ema 

Ax = b. Dest.ut rorma, cada par~içio BILIU das colunas de A, 

onde B ~ náo singular .. de1-ine uma solt.1çáo básica. 

Os vet,ores x. c. d, v. w pod<=>rn :ser part-icionados d~::~ f-orma 

:similar. 

Assim (p) pode ser 

Mirnmizar 
t. l I. 

c X + c X + c X 
D B L L u u 

sujei~o a B X + L X + u X = b 
B L u 

o < X ~ d _; 

D D 

o ~ X < d 
L L 

o ~ X s d 
u u 

e o dual associado ~ 

Maximizar 
l I. 

b y - d v 

:suJeit~o a Bly - v + w = c 
9 B B 

Lty - v + w = c 
L L L 

u"v - v + w = c 
u u u 

v,w 2: o 

Vamos denot~ar por B o conjunt-o de índices das variáveis 
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bctSlGa:S.~ i:st,o 8, X 
e 

""' a i-8sima variável básica. Além dist.o 

L. U denot,a <:> conjunt-o de variá v eis não básicas associadas às 

mat.rizes L, U. Trat,a-:se de um abuso do not,ação qt.l8 8 bast,ant.e 

ut.ilizéldo. 

Uma :soluçao básica Cx,y) 8 obt.ida da seg•1int.e íorma. 

X = o 
L 

X = d 
TJ 1J 

B- 1 b -1 B- 1 Ux X = - B Lx -
D L u 

-I_ -1 l 
y = B c = (B ) c 

e D 

dl? t,al 1-orma que 

Ax = Bx ... Lx + Ux 
9 L l_J 

B'-y = c 
D 

,~ . 
~~eJa c = w - v = c - A\ 

Uma soltJç~o básica 8 di t.a primai ract.í veL Sf'i 

0 X < d 
o li 

Uma soluçao básica ,;;; di t..a dual f"act.í vel, se 

(' < o c? X d "t j e' B 
I 

c > o X = o 'V j e B 
J J 

Uma solu<: <'~o bá:s:icd ç~ .. )t.ima qu ... "\ndo 4~ prima! e dtJal 

t .=1•:t,i vel SÍIHIIÍ t~;C\f18ct1Tl8Dt.8. 
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Dada •.mk~ rf?d9 G=CN .A), se_J<..'l. T uma arvore geradora em O 

com raiz HO nó n. uma relaç.êío bi uní v oca as 

~ ... rvores geradoras T e as bases B. O arco predecessor de um no 

F·~n .=.- o •inico ~'<rco incident~e em i no c~rninho P de n para em 

T. Est..:;. ar· co -c. denot.ado por w Defina w =0. Assim o vet.or w 
n 

define as varib.veis básicas. Um arco s é dit.o para baixo em T 

se s é um arco do caminho de n para h em T, ou seja, i=h<w ); 
e ~ 

;:;; se sET é •.1m arco do caminho de ·t para n em T, s é dit,o um 

arco para r:ama T, ou seja. i=t,(w ), Denot.e por o 

c:onjunt,o de .::-\rcos para baixo de P 
+ 

e por P os arcos para 

•::ima. De modo similar doíina T , T 

Dado •.1m caminho ou ciclo C com direçao detinida por um 

dos seus: arcos, diz-so;:. que j.;;;C G um a.rco para írent.e se a sua 

díreçáo conr.orda 

arco .;; dit.o para 

com 

t.r.3.s. 

a do ciclo ou caminho. caso 
+ 

Denot,e por C o con JUnt.o de 

:f'ront.e e por C o conjunt.o de arcos para t,rás. 

cont.rário o 

arcos para 

Seja T uma árvore ~oradora. Dado um arco s<i(J', detine-so 

C~ como sendo o ciclo formado em T u <s>. Observe que sEC: ~· 

(N ,N' > 
r r 

Induzida p<õtlo arco r. onde N 
r 

{ i-cN: reP >. Ou seja N o 

conjunt-o de quo p9rman9cem c:onec:t,ados à raiz após a 

r«Jmoçao do arco r da árvore g-«Jradora T. Além dist.o. dado um 

·~on_1unt.o de nos Nc.N.. def"ine-s9 o c:onjunt.o de arcos com cauda 

em N e cabeça em N'=N-N por ACN) = { jEA: t~ EN, h EN }. Assim, 
J ) 

A(N ) u ACN') '-' (r} lorma o cort.9 induzido pelo arco básico 
r r 

r-EI'.. que consist.e do conjunto minimal de arcos cuja remoçao 

junt.amont.o com r dosconect~a G. 

Dado um conjunt~o de nós N. denna bCN) = E [b : iEN]. 

Dado um conjunt-o do arcos A, derina 

c<.A.> sáo d<=Jt-inidos do modo similar. 

Assim. dada 

básica associada G> 

X = 0 
J 

uma de 
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X -- . 
u 

X b(N 

X =-L<N 

H<A<N'>) 

v 
!. 

v 
I. 

) 

) 

i"'.=U 

+ d(U I ---I 

d<U I I 

)~<A<N.>> 

. : 

A<N ) ' 'j(tl 1'1 (1\i'Y>. 

A<N ) ) + •l<U I I A< N' ) } . 

L<N> 

3.2. METO DO ~·I~IMAL SIMPLEX CANALIZADO f' ARA REDE:_; 1311. 

t luxo r:, Li mo. dado 

< T .L.U i 

}'u.~_;.--_.·" 1. ( lnir_ lt.l•.·-"~' ) 

cr .L,U) lllll-~t 

.issuciada ~"- soluç;";_o básica J:>r·imal L~<:Lí V<-o>l <x.v>. 

I'• 1: :.~-- u 2. 

X ==d _ 

Oiill~rlli<i<tcic• 

Dei ü •..••.. : = c +v -v 
I . t h 

) 

~·M; t_~ j; I 
, .. , = < i•:=L c <U ' I i i 

, .. . ·i· . l•·a•··~~ ~I olll•. " ' "'·-' 

Escolhd s Sf:>_ía C 

--· -~ 
X :=:() • 
~ 

.-,.) 
/J.._:_. 

,. 

{ j .<;~ u ( ~: /() } 

( h' v ) 1.1 lll- ' 

·~iclo Plll T 
'~ 

_, 

pr·Ilndl 

l! 

i•:cT 

+ 
i·~T 

UJl)Ct 

1. ::-~i.-:;-:, 

CO IH a 



Det-armina 6 + = min { X j<:C ) u { d -x jEC } 
i "' l o 

- + Escol h.='\ r E{ j-=:C X =6 } u ·f jEC .. d -x =é> ) 
'3 I "!' J J 

At..ualize 

{ 
ó + 

X + se j E c 
J 9 

x<-- X - 6 se j E c 
J I e 

X caso cont-rário 
J 

Faça T<- <T 1,1 {s)) {r); se x =O ent~E;.o L<- L u (r). st>não 
r -

U<- U U {r}; se c <O ent~~o L<-- L - {s), senão U<- U-<s}. 
;<:,: 

+ 
So ::;ET ent.ão raça !:. = c senão /.', == -c 

At..ualize 

J y se i E N 
1 5 y<--

l y + !:,. 88 i E N 

"' 
v·· para 2. 

O mét.odo primai simpl~:~x t~rabalha com um vet.or !h.!XO 

fact.í vel x desde o início. A c.~lda i t,eraçáo o mét,odo procura 

melhorar o valor da funç.i:í.o objet-ivo pa:ssando de um fluxo 

fact .. í vel para out-ro at-é alcançar um f"luxo ót-imo ou const~at-ar 

que o problema nào possui fluxo ót,imo finit-o. 

A cada it-eração e escolhido para ent..rar na base um arco 

candid;~t,o do conjunt-o s == { jEL c <O ) l) { jEU c >O ) 
J J 

No capí t.ulo 5 é discut-ida t.Jma <=>st..rut.ura de dados para 

x, v, T, L. U aprosent-adas acima. 
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3.3 MÉTODO DUAL SIMPLEX CANALIZADO PARA REDES. 

Enquant-o o m8t-odo prima! simpl~x mant.8m a .fact.ibilidad~ 

primal_. sat:.isL~z as condições de .fol~;as compl~ment.ar~s e a 

cada pivot:.~am~nt:.o procura r~duzir a in.fact:.ibilidad~ 

mét.odo dual simpl~x .faz just:.am~nt.e o opost.o. Ele mant.G-m a 

ract.ibilidade dual, sat:.ísfaz condições de folíl;as 

c;omp lement:.ares a cada pi vot.eam~nt.o procura reduzir a 

inf'act-ibilidade primai. 

O m8t.odo dual simplex 6> bast.ant:.e empregado em análise da 

pós-ot.imalidada, quando são f'eit~as pequenas modi.ficaçõas nos 

paràme t_..ros do modelo. Por exemplo. depois de obt:.ida uma 

soluçao ót_..ima, dese _ja-se alt ... erar os vet.ores b, d ou deseja-se 

int.roduzir uma nova rest.rição. Al8m dist.o. muit..a:s vezes 8 mais 

r~cil começar com uma solução básica dual ract.í vel e procurar 

sua fact.ibilidade primai. do que obt.er uma solução básica 

íac:t.í vel inicial e depois ot_..imizá-la, como se raz no mét.odo 

prima! simplox. 

No caso do mét:.odo dual :simplex canalizado para redes, ele 

requer uma part.ição dual .fact..í vel <T. L, U). Uma vez que t.odos 

os arcos não b.i..sicos s.3.o mant-idos 01.1 em seu limi t..ant.€1 inferior 

ou superior, a infact.ibilidade prima! ocorre soment.e quando os 

~r c os básicos violam os limi t.es da canalização. Assim, 

denot.a-se por R o conjunt..o dos arcos 

limit.es para uma base T _, ist.o é , 

R = { _j.c:T x (0 u X )d )-
J J 

f'opt,ant..o, qualqqer arco pert_..€1ncent_..e a 

d~:•fxar a base. Tamb~m o 

def"inido como ci= cj + vt_.. 
J 

mudança de .fhlxo em r E R. 

cust.o r<::~lat.i vo 

A sE~guir sE~ r a apra:sent.ado o 

'">C- • 
,/,, ~ 

com !luxo violando os 

R .;, um c:andidat.o a 

para cada arco jEA é 

de tinido como sE>ndo a 

.'1étodo Dual Simplex 



Cano:lizado par·a Rt:Jdt:Js. 

Prrsso 1. ( Iniciaçi..o ). 

Soja (T, L. U) uma part..iç3.o bá.sic<:~ dual ract.í vel 

associada .:::.. solução básica (x.y). 

X (0 -v X )<J } 
J J J 

:._~<'> j.:il R = { jEJ' 

Se R = !/), pare soluçao <x,y) "" ót.ima. 

Passo 3. ( Piuoteamento ) 

Escolha r E R para sair da base. 

o se x >d • ent~ão seja lJ. = x 
r r r 

- d e d<:~fina 
r 

.~ = CA<N )) n L) '~' <A<N')) n U) ~' 
r 

"' se X <O, ent.ão seja f,. = X e defina 
r r 

" = CACN )) n U) u CA<:W)) f-1 L) .. _ .. 
r r 

= pare: ( 

in1 act.í vel). Caso cont-rário, escolha s ar~min{ ~~ j 
J -

prima! 

Considere o ciclo C com direção de s se c <O e com direção 
~ e -

r_:ont.r:~ria de :s se c )0. At.ualize: 
'::; 

{ 
,'{ + f,., so .i E 

J -x.<-- X - lJ., se j E 
J J 

X ' se j ~ 

J 

+ c 
"' c 
s 

c 
"' 



S8 t-:) novo valor de X 8 zero ent~ão L <-- L u {r); 
r 

senáo u <-- u u {r); se X est-ava en1 seu limit-e iníerior, 
e 

9r.tt ... ã<...r L <-- L - {s}, senão u <-- u {s}. Se r~s taça 
+ 

T < -- ·r 1 1 <-s > {r}. Se sET ent.,io t-~ça ó = c 

·-~I .u ..• J i Z• > 

se i E N 
y<-- + ó se i 

v,;._ para o pa:s:so 2. 

No capít-ulo 5 é discutida uma est-rut..ura de dados para 

implE~ment.ar uma árvore ;;eradora e realizar as -3~ualizaçoes em 

:-.::. y. T, L, U apresent-adas acima. 
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CAPITULO IV 

M~TODOS DE PONTOS INTERIORES 

4.1. INTRODUÇ.6.0. 

Uma Transrormação Lin~ar T 

•_una A urna 

associam-se dois ~spaços 

que e o conJun"t.o d~ t,odas ,_,.;s combinaçóe:s lineares das 

..-_:o!unas do A. 

-'·',. O E>sp;_::lço nulo de A: 

N<.A> = { x e R" / Ax = O }· 

são mapeados na 

O eosto<_A) de 11ma t_.ransformaç.ào linear A e a dimensao 

d.;; SEH.I espaço ima~em, iíÇual ao número de colunas linearm8nt.e 

i.ndt>pond<'~nt,os ( o t.an1bÉ-im i~•Jal ao num8ro d8 linhas linearment_.e 

Uma mat .. riz A de post_.o c:omplet,o 

pos·to<.A) = min{ m, n }. Nest.e t_.rabalho vamos supor que m<n e 

•liiP A 9 1.1ma mat.rtz <iE> post-o complE>t.o. 

t_) E>sp.::-tço nulo e o espaço imagem d8 urna t_.ransrormaçáo 

i\ "= Rm>m E>st .. io r<:=>spect,ivament_.,:;> <õJm Rn E> Rm. 

Uma relaç i o geom8t.rica m1Ji t-o int_.eressan"t.8 exist_.e ent..re 

N(A) 8 <.:> espaço 1ma1';8m da 1-ranspost..a de esses dois 

espaços sáo sub-espaços ort,o~;onais de ~eram o espaço 

t,odo. con1o ver8mos a seguir: 

+ ~-~om".<nt.e nost_.E/ '.~apí t.ulo a mat.riz A t.em m linhas (nÓs) e 

n colunas (arcos). 
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Teorema: Um vt>t-or v E Rn ~ ort.o~Çonal <A v E N<A). 

Damonst.raç;?;;.o: 

v v 
I. 

A. 1. ... ,m. onde A 

a:s linhas A. A r<:>laç..~<:J a•::ima 

A v == O, ~ "' 1, ... ,m ~ Av = O. Por t,ant.o v E N(A). 

[)qst ... e Taororna conclui-se que Rn 6> a soma diret ... a dos 
I 

N<.A.> e l(A. ). istA") .. -:,. d<•do qualqtl<'H' C E 

8lE> pode ser expresso como: 

<:: = ç + c, 

O VE>~or c é a proJeçao de c sobre e o 

,_~omplemento ortogonal de c em relaç}o ao espaço n1.1lo d<=• A. 

I 
Teopoma: A mat.riz AA .i> não sin~;uL=.r-. 

Demonstração: < Por absurdo ) 

Suponha que para 
t 

AA y=O. 

l 
y , t..;.nto:s: 

1. I 
y AA y = O 

Est.a lilt.ima expressao ~ equivalent-e a: 

li A ty li 
2 
= O *> Aty = O. O q1J.al e impossível, 

cohJnas 

independent-es. Port.ant.o Dd.O 

f'odemos aç;•:>ra <::alcular uma 1?-Xpressao para a pro jeç á o de 

•nn vet..op <:~rtnt,r:irio c sobre o espaço nulo de A. 

-TooreJna: Os v<;>t.ores c e c sat ... i:sí'az<;>m; 

~ = p 

8 

c 
A 

.• ondE> P = I -
A 



- t t -1 
ç: = A (AA') Ac 

Oemonst.rac:c':í.o: 

Sabemos que c pode ser decompost.o em; 

c = c + c. 

y 

I 

c = A ·y, logo: 

t 
A y. Pré-mult..iplicando por A. t.emos: 

A c = A 
t 

c + AAy. 

Como A c = O [ pois c .,;;::: N< A> 1 .• ent.ao 

~como AA l ~ na.o singular, t:.emos; 

Finalment-e. subst~it~•.tindo a express<:-<.o acima em: 

c = Aty 

c= PAc. 

onde P = I - A
1
'(AA

1
)-

1
A. 

A 

A rnat.riz P 8 a matriz de projeçáo sobre o espaço nulo de A. O 
A 

.-:.:8.lct.Jk") de P inclui uma inversão de mat.riz, o s<?rá sompr<? o 
A 

pr<.><::ediment~o mais t,rabalhoso em t,odos os algori t.mos de pontos 

i nt.eriores que est .. a.1daremos. 



4.2. MÉTODO AFI,._1 PRIMAL CANALIZADO l46J. 

c::ons1dere o Problema de fluxo de cust-o mínimo formulado a 

Minimizar [ 
l o ] [:] c 

(PA) 

[ ~ o ] [~] [~] ~:uj"' j t.o a 
I 

[:] ::: [~] •-=' 

O dual de CPA> 8: 

,..1axi mi zar [ b
1
'. dl [ y 

J v 

tDA.> [ A'· I ][ y ] [ c ] o I 
s o v 

[ v 
J I rrest_..ri t_..o 

v 

conto: 

[ ~l ! J [ ~ J J = [ ~ J 

ond<o> X cüall;<.s). 

[:] sat,israzP.ndo Ax = b X + S = d, 

pode-se uma das variávo:;is duais 

r·<=>solvendo o problema: 

31 



Min F(y,v> = 
[ 

X c - XA 
1

y - X v J l [ X c 
- Sv 

I 
- XA y 

- Sv 

X S = dlag(s). Observe que a íunçáo 

F: Rm+n----'-'R 

l'EIS<_>lver est,e problema. di.f"erenciamos F com relação a y e v: 

'I F 
~I 

( 
2 2 t _2 J = !. -AX ç + AX A y + AX v 

{ 
CAX

2
A

1
")y <AX

2 
>v 

2 
(1) v F = o =-} + = AX G 

:1 

( Xz/\ L )y z 2 2 
(2) v F = o ~ + <X +S )v X <::: 

v 

= Ak c 

.~:.:•mando an1bos os membros, obt.emo:s: 
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F:~zer,do: X dia~( 
'·z 

) (3) = .'{ 

X s 
'· 

nnd.;. .'{ = 

( J 

i.' 2 
2 + z 

X s 

r.:nno:s: 

I 
<.A X A.) y = A X c: 

[ ~_·_.] Em rlô>~:unto. da<.h• 11m pont~o inicial, -~ :c:at-isf azendo x + s = d, 



t 
c=c-Ay 

lhreç: ~.o de moviment. .. o ~x = -X c onde X a dado como em (3) 

MÉTOOO AFIM PRIMAL CANALIZAOO. 

:~~e jct x um pont .. n iniciai int~ri.0r foctí uql 8 n ..== <0,1). 

1-; < o 

Rep1t..a 

s < d - X 

X < 
2 

di~=<QÇ{ X ) 

y < 
"· j /' 

<AXA_>-
1
AX c 

c < c -

6x< -X c 

<") < Min { mi..x [ -x/.6x, (d- x >/t;,x]} 
L 1-

x<--- X + <X 6 .6.x 

k <--- k + 1 

X S 
'· ~ 

[:-/+~/]t•Z 

IIm mét .. odo mais simples l46J para calcular os x e íazer: 
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~ < -- Mira [ x , s J 

t 
~ resoltJçao de <AXA · )y = AXc [vide seçáo 5.51 

a Ascolha do pont.o inicial inter-ior lr:tctí vel: 

Esçolha do ponto inic-ial interior factível. 

Nest.e caso f-aremos um procediment..o análo(l;o ao do mét..odo 

Du<."'s t-ases ( Simplex ); 

<P1> 

Fase 

Minimizar 

Sujei t .. o a 

() 

b - Ax 

[461 

t) () 
x ,:, t,al q•~o O < x · < d 

A var1ável ,1\_ 8 \_tma v<:-.riável irrl?st..rit .. a [A E RJ. 

n 
O pont.o (x_,A) = (x · .1 > e tact..ível para (P1>. 

Qualquer pont .. o L:.'1ct.i VEil para <Pt) qu8 sat.istaz 



~-;;E? o v;:-lor mJ nimo de -lí 8 posit-ivo. Emt.áo (PA) E< 

As nbs~rt 1 aÇÓ8S acima explicam porque nos queremos 

mnümiz.:-<r ~ 

< O, 

>-;>nt. "<) pod~rn•.>s t.orndr tJma Cornblrkv, ;-,_o Linear d"''st,o p•.>nt.(_> cont 
.-, 

( x · .1 > p<eH'<.'\ c->ncont.rar um novo pont_,,' qtto t_.,:>nh<~ '-.=0. lst,o nos dá 

Pr·oblema <PA). 

Se x e y s.;-i.o 
n 

vet.ores de R , d~not.aremos por x ~ y o ve~or 

component-es ao mi nimn suas 

dizer. (x v y) = max <_x ,y >. 
'-

Em re:sumn. dado um pont~o X 

Repit.a 

S (- <l X 

p <-- b - Ax 

- I 
z < --- - X z A - B f-J 

r <--- Max < z/x ,..., -z/s ) 

·) <--- 1'1in ( z/x;t, v 
. Z; 

-z/:c-: 

f\t (- f\.1;_õ~}{ f X -" S ) 

se 

(x "' y) 
'-

:sat~isíaz 

I 

ond"'' 8 = 1--,·B,o 

corr<c=>spond<Jnt~Hs 

m1n <x ,y ) 

0 ( X ( d, o 

[problBma infact.í v,::d] 

so y < ('~ 



ent,áo { x <--- x - z; V3. par-a tase Il } 

sencto x <--- x - <_(</y >z 

Cr·1 t,;,r·io de Cont>er-g>?nc'l.a poro o l-'roblemr:t PrimaZ Cr:tnalizado 

d'J\) ltl 

Na k-r.?s:ima i t.er-açào [k:int,elroJ. t-est-ar: 

-a 
)() 

Max [ 

{)<) 
x "'' • una 

f I V- j \ 
C X 

I tk-1> i.lc x I 

I. 

Como ,_'li -= (0.1), com ist,o nós gar·ant-imos que o próximo 

Se.Jd a1nda ent.áo pode-se t-rabalhar COJn os 

·.::-t = ü.<JO uu 0.9!:1 ou 0.99; t."m todas ;_::ts it,F;raçóes. 



4.3. HÉTODO AFIM DUAL CANALIZADO l4ó1. 

O pr·oblema de fluxo de cusLo mínimo pode ser escrit,o na 

!\1l n i nu zar· [c'· 
()] [~] 

<PA') ~;uje i t,u [ A o 
J [:] [~~] a = I l 

[:] ::: o 

i::u JO problema dual é: 

Max i m 1 za.r-

VI X :::: o 

v :--: "" \) 

Üddo um pont.o 
t 

A y -v + '"' = c. Uma est-imat-iva das 

[ x]. pode ser· obf-id;~ resolvt=,ncln o problema: 
s 

Mín.í m.iza1· 

::l8 



A ~( = b 

X + S = •J 

()nde : 'W = diag<w) e V = diag<.v) 

A r·unç~.;_o G: Rn-.."---->R ?. quadr::\t-ica, convexa e náo negat-iva. 

P:-.u~a resolvei· es:t-e problema ut-ilizamos: o l.agrangeano 

L(_. ' ) G< ) + ' t <.A t)) + .' t <·x , x.s .. A ,1• = .x.s. ,.._ . x - ·~ + s - d) 
1 2 t 2 

<\plicando dS condiçóes de KUH.N TUCKER, t-emos: 

I L(x .:o~··' , \ ) ""' o ..,. :; Gcx,s) + A
1

A + A "" o 
'< 1 ~ 

,, 1. 2 

v L<x,s,.A. ;;.. .. ) = o =~ 7 G(x.s:J + A = o 
1 2 ~ 2 

'7 L< }( ,~~ ' '· \ ) = o '""} A X - b = o 
"... i 2 

t 

.J LC:x.s,A ,.>.... ) = o X + R - d = o • 1 2 
l. 

(J <JI ... le 1mpJica: 

•v/· I 
.-: X + A .A + A () < 1 ) 

2 

2 
~ v s + A = o <.2) 

2 

A X - b = o (3) 

x+ ,-. - d = o ,;;:, (4) 

acima na C1>, t-emos: 

L Al ).._ 2 vz c:· o ..::: 'W X + = 1 

'Y/ L t A' o ':lU X v s + - A = 
2 1 

:39 



'\~ora, pré-mult.lplicando a relaçáo <.4) por· 

:l 
V X + v" d = o 

:~~ornando (:)) H (6), obt-emos: 

ent,:io: 

x = ( ~ + V
2 

) - t [ V
2 

d - : A'- .A.
1 

J 

,:; ubst.lt.uindo x na relaçáo (3), obt.emos: 

PoPt.ant.o: 

Fazendo 
? 2 -:1 

Y = <'o~r + V > . obt-emos: 

+?' 

( ",,j.,· 

"· = -:L '1 

X == v { 

y c ~ tJ .. --t~ 

vz d + At 

( :l '2 
v + w 

t::rn r·és:t.uno. d,;ouic> unl pont.o 

<AYAt)- 1 [ b - A 

J 

40 

~ t .. ,r, 

I 
L;.;1 que A ·y 

,.. 
v 

(6) 

v2 d J } 

v + w :::: c, 



l 
=c-Ay+v 

' 6v = V <.d - x), onde x 

;\w 

v-,,. l.-1 '"' it-~ I >J• J Hl- il ~'é:: 

[ c = 

por-: 

onde f:,y est.~;,_ dado como em (7), e s = d - x. 

tviETOI>O AFIM DUAL CANALIZADO 

_,.,:-.- ja um pont,o inicial inter-ior· 

I 
A v- v+ w"" ·~.<--''~.r.-' <.tl,1>. 

k (. o 

J.t epi 1,.a 

w é ___ _ 
--=: - A~ y + v 

Y. <--- diag ( 1 / < v 
2 2 

J + w ) 

(AYA
1
)-

1 
[ 

r. ., 

J b AYV~ d J.:\y <---

41 
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c-A y = w-v 

(7) 

] 



' )( < + A .l';y > 

!\.V < 2 -v (d - )() 

:\w < -•v/'· x 'w'-dJ<•~;<w.> .1 

< Min [ Min < -w / 
/ f"·.W -v / /\v 

J J .I 

y < y + ·~ 
/) .1\y 

v < v + •.:( /) /'>.v 

k < ..._ + 1 

Até conver·gu· 

t'ls' pont~o:s: Lmpur·t.ant.es a serem discut-idos sáo: 

:-:< d<-:"1-t?rminaç Ao dt" !'..V [ vide seç;::;.o 5.5 1 

a escolha do pont.o inicial inter-ior foctível 

o cr1t-ério de converg~nc1a 

a t~scoJha de •:X 

lnic1alizac:io do Método Afim Dual Canalizado. 

Nest.e caso, nós nao precisamos da :fase 1. ou seja, a 

tniciahza•.;::;..O,:o no Dual canalizado é da seguint-e f'opma: 

D . .:u.io y <-: l<rn, consldePe 

I 
<c - A y) -'" o. 

1. 

k > O Lk E RJ. Log;o t .. ernos: 

I v<-- k, e w <-- (c - A y) + v > 0: 
l 

w <-- k, e v<-- - <c - A ty) + w > O 
l 

f'-::•rt~ant-o t,emos um pont.o (y,v,w) int/ei'ior iact.ível, ist-o 

~. .sat-ls:f azendo: 



1\ 
1
y v + w = c , v .) O "" w > O. 

1Jn1a mane1r·a ma1s simples 

F:~v;-.-..-'1 y = o e considere k > O [k E RJ. Logo t,emos: 

v<-- k, e w=c +v >O 
'· L 

w <-- k, e v = - c + w > O. 

Pnr-t.ant..o o pont.o <y,v~w) é int.eriol~ t'act.í vel. 

,_-.rlt,::,r·io de Conl.>et~géncia par·a o NÉ:todo Ajün Dual Cc7nolizcuJ.o. 

Na k-<?s:ima iLeração [k:int,eiroJ. t.est.ar: 

j I k ) 
LI V 

M.=.x 

Ent.~o Pai'e L 
. 110 

<y 

E.':.--:col.ha d,_.., J-•or·ametr·o .:•c 

<0.1), 

( Jr ) 
v 

pois c:orn 

l ,,, - t, I 
1.1 v 

uma soluçao 

l I k- Í ) 
+ 1.1 v 

garant-imos: 

< f 

onde 

que o 

pr<·•xl mo pont.o se J~'i ainda int.eríor. ·~nL~~o pode-se Lrabalhar com 

0s seguint-es valores: 

'.i = o ')') 10 (). ()'; 



CAPITULO V 

RESOLUCI'.O DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 

5.1. INTRODUÇÃO. 

Em t-odos os mét-odos apresent-ados nos capí t.ulos III e IV 

(vide seçoes 3.2, 3.3, 4.2, 4.3 ), t-emos que o maior esforço 

comput-acional est.á na resolução de um sist.ema de equações 

lineares de ordem n ( n é o núm~o:ro de linhas da mat.riz de 

post.o complet.o A ), ist.o é, t.emos os se~uint-es sist.emas: 

Para o p,~oblema CP): 

B X = b 
D 

Para o Pr-oblema <D): 

Bl y = c 
D 

Para o Problema CPA): 

<AXA t> y = AX c 

Para o P1~oblema <DA): 

<A YA t >!J.y = b A Y v
2 

u 

Onde B .?. uma mat.riz não sin~ulaP e < AXA t) e são 

mat.rizes e de tinidas posi t.i v as. Port.ant.o a 

complexidade comput.acional dos mét.odos simplex e de pont.os 

int,eriores considel'ados depende basicament.e da resolução de 

sis:t.emas do t.ipo 

Q z = q 

ondL: Q é s:imé1,l'ica e definida posi Li v a para os problemas PA e 

DI\, e onde Q é n?cío sin~ular para os: problemas P e D. 

Para resolver Q z = q podem ser u1,ilízados mét.odos 

diret.os (.t~at.or·ação LU' t'at.oraç:ão Cholesky LL T' rat.oraç:ão LDLT) 

mét.odos: i t.e1·at.i vos ( 1;radient.e conju~ado, Gaus:s:-Seidel, 

snbl'e- relaxaç: ao s:uces:si v a ). A seguir, discut.i remos al~uns 
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dest-es: mét-odos:_ 

5.2. MÉTODOS DIRETOS l15l. 

Mét-odos: diret-os: s:.ão aqueles: que, a menos: de erros: de 

arrendondament.o, rornecem a s:oluç .ão exaLa do sist-ema Q z = q, 

após um númePo finit-o de it-erações. 

5.2.1. Sist-emas: Triangulares: (151. 

Requer que a mat-riz Q seja t-riangular não singular. 

A resolução de um s:is:t-ema t-riangular é realizado com 

et'iciência, pelo mét.odo backward subs:t.i t-ut.ion o 
pi'ocediment,o abaixo, resolve o sist-ema Q z = q_ Suponha que 

() == O para i <j. 
tJ 

f'I'oceduJ'e Resolve Sist-ema Tt'iangular < n, Q, q, z ) 

i, j : int-eger; 

BEOIN 

i:=n-1 downt,o 1 do 

n 

q - E Q z 
L L) ) 

F' L +i 

z = 
Q 

lL 

END. 

Analogament-e.. s:e resolve um sis:1:,ema tJriangular inferior, 

nes:Le caso usa-se o procediment-o " íorward s:ubst-ít-uLion " 
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5.2.2. Fat.oração LU [15]. 

Requer que a mat.riz Q seja não singular. Nest.e caso 

a mat.I·iz Q, é decompost,a na f-orma PQ = LU, onde P é uma mat.riz 

de pP.rmut.ação. L é uma mat.riz t.riangular inferior com 1 's na 

diagonal e U é uma mat.riz t..riangular superior. 

É import.ant.e not.ar que. as 

armazenadas na própria mat.riz Q, 

diagonal. 

mat.rizes L e U podem ser 

pois a mat.riz L t.em 1 ~ s na 

Dest.a rorma, Q z = q pode ser escri t.o como: 

PQ z = P q <===> CL U)z = P q, 

e a solução z pode ser obt.ida calculando w que sat.isfaç.a: 

L w = P q [Sistema t1~iangular- infer-ior·] 

e a seguir resolvendo 

u z = w [Sistema tr-iangula1~ super-ior-] 

Ou seja, resolvendo dois sist.em.as t-riangulares. 
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5.2.3. FATORAÇÃO CHOLESKY L Lt l411. 

Requer que a mat-riz Q em Q z = q seja simét-rica e 

posit-iva de:finida. Consist-e em det,erminar uma 

1.-l'Íangular int'erior L t.al que Q = L 
t, 

L . Os element-os da 

L = < L ) podem ser calculados pela fórmula recursiva: 
lJ 

L = 
JJ [ 

Q 
JJ 

J -i ] 
- 't"' L2 

LI k 
k = 1 J 

'1/2 

Q 
l.l 

J - i ] - E L L 
L k jk 

k=1 

i) j, 

Dest,a t'orma, Q z = q pode ser escrit-o como: 

J=i, .. ,n 

j=1 , .. ,n 

e a solução z pode ser obt,ida calculando w que sat-ísí'aça: 

mat-riz 

L w = q [Sistema tr·iant;ulcw in.fet-ior-J 

e a seglJir rf~s:olvendo 

L
1 

z c w 

Ou seja, resolvendo dois sist-emas t-riangulares. 

O Procediment-o CHOLESKY abaixo obt-em a mat-riz t-riangular· 

in:fet'ior L, t-al que LLl = Q : 

PI'ocedure CHOLESKY ( n,. Q, L ) 

i, j: k int.e<:;er; 

5.~ real; 

REG IN 

L .- sqpt,(Q ); 
11 11 . 
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Cor j:=2 to n do L - Q)i /L 11 ,. Ji 

"Cor j:=2 to n do 

begin 

S:=O; 

f"op k:=l to (j-1) do S:=S + L 2 ; 
jk 

L .- sqr·t.<Q - S); 
JJ JJ 

fOI' i:r:: j+1 to n do 

begin 

S:=O; 

Cor k:=1 to <j-1) do S:=S + L * L · 
l,k jk' 

L := <Q - S)/L 
l J lj JJ 

end 

end 

END 

5.2.4. F at.oração Cholesky LDLl [331 [411. 

Requer- que a mat.r-i:z Q seja simét.rica e posit.iva 

definida. Nest.e 

Q = LDLt, onde 

diagonal e D 

caso a 

L é uma 

uma 

matriz Q, decompost.a na for-ma 

mat.r-iz t.r-iangul.ar- infer-ior- com 1's: na 

mat,r-iz diagonal. Nest.e t.ipo de 

decomposição, não é necessário ext.r-aü· r~aiz quadrada, pois em 

alguJnas máquinas, o tA:-rnpo r-equerido por- est.a oper-ação •? t.r·és 

operações de soma. 

O procediment.o abaixo obt.em as mat.1~i zes L e D, t.al 

I. 
que LDL = Q. 
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Procedure CHOLESKY2 { n, Q ~ L~ D ) 

i,j,k : int..eger; 

BEGIN 

for i:=1 to n do 

begin 

D := Q 
l.l L 1. 

for _j:=i+1 to n do 

begín 

L := Q / Q 
jt J1. 1.1. 

for k:=j to n do Q := O - L •O 
k J k J Jl kl 

end 

end 

END 
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~.3. MÉTODOS ITERATIVOS. 

Exist.e uma out..ra família de mét..odos que razem uso apenas 

dos element.os da mat..riz Q original. Est..es mét..odos consist..em de 

al~ol'Í t..mos simples para obt.er a part..ir· 

out.ro vet.or. 
tk+1) 

z que depende t..ambém 

de um vet..or· 

de o e q. 

<k> z um 

Ou seja, a 

mat,riz Q é mant.ida sem alt.eraçôes. Est.es mét..odos pert,encem à 

classe dos mét..odos i t.erat..i vos para resolver um s:ist..ema Linear. 

5.3.1. MÉTODO GRADIENTE CONJUGADO CGC) l LUENBERGER 1351 J 

Resolver Q z = q é equivalent..e a resolver o problema: 

Minimizar F(z) = !zlQ z 
2 

t - z q <PQ> 

onde Q s:imét.rica e det~inida posit.iva. <)bserve que F é uma 

função quadrát.ica e convexa, e que t..em um único pont.o de 

mínimo 
... 

z ,, is:t.o é: 

QF{z) = O implica 
• -1 

z = Q q ( solução de Q z = ql 

A se~uir daremos algumas definições e t..eoremas:, os 

quais serão usados post..eriorment..e: 

Definição 1: 

Seja Q E Rn><n uma mat..riz simétrica. 

Um conjunt..o Hnit..o de vet..ores 

conjunt..o Q-conju~ado ( Q-ort..o~onal ), se: 

dl Q d = o v t~j 
t J 

Teorema 1. 

d ' o 
d, 

1 
é um 

Se Q é definida posit..iva e o conjunt..o de vet..or·es não 

n11Jos d d. 
1 

d 
k 

é O-conjugado, 
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linearmente independente. 

DemoJ"lst.ração: 

Suponha que exist.em const.ant.es a , l=O.i, ... ,k t.ais que: 
l 

Pr-é-multiplicado a expressão acima por d l o . , obtemos: 

dl o d = o 
. l 

unt..:..'to t.ernos que: 

a = O 

Port.ant.o { d 
0

, d 
1

, ... , dk} é linearment-e independent~e. 

Vejamos a~ora, porque a noção de Q-conju~ado é út.il para 

a solução do problema <PQ). 

Associado à mat.riz Q, t.emos o conjunt.o de n vet.ores não 

nulos d . o· 
d, 

1' 
... , d 

n-1 
Q-conju~ados. t.eorema 1 nós: 

sab•?Jno.s: que o conjunt-o d, 
1 

independente,. o que implica que a 

o z = q, pode s:er escri t.a assim: 

• z = c~ d + 
o o 

J--l.=u•a al~um conjunt,o 

t.:.xpressão acima por d l 

de 

+ (.'( d 
n-1 n-1 

c~'s. De 

Q, obt.emos: 

dl • dl Q z = a Q d 
l 

... 
dl • dt. Q z q 

O{ = = 
J Q d dt. Q d 

1. 

solução • z 

linearment-e 

de CPQ) ou 

pré-mult.iplicando-a 

Isto most.ra que os a's e consequent.ement.e solução • a z 

pode ser encont.rada pela simples avaliação de produt.os 
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escalares. Port.ant.o o res:ult.ado final é: 

n-1 

* z = E ___ t _____ d 

i. =O d Q d 1. 

l l 

TeoJ~ema 2 ( tJeorema de direções: conjugadas ). 

Seja { d 
·}n-1 

l=O 
um conjunt,o de ve·Lores: na o 

O-ort.ogonais:. V z
0 

E Rr' a seqw?ncia { zk } gerada segundo: 

cont 

e 

z 
k+i 

k ~ o 

nulos: 

(1) 

(2) 

(3) 

converge à solução única * z ·' de Qz = q, após n passos, ist.o 

c;., z 
n 

* = z . 

Demonst.ração l vide ret'erencia 35 J. 

DescJ~içao do Mét.odo. 

O métJodo gr.adient.e conjugado é um mét,odo de dirc•çóes 

conjugadas que e obt.ido selecionando os vet.or·es de direção 

•::o mo uma versân conjugada dos .s:uc:ess:i vos: gr·adient.es. As:s1m as 

dirté>çÕes: não são especificadas de ant.emão,. sendo det.erminadas 

s:equencialment.e a cada passo de uma det.erminada it.eração. No 

passo k é avaliado o vet-or gradient-e Cnegat.ivo) e é adicionado 

a ele uma combinação linear dos ant.eriores vet.ores direção 

para obt.er um novo vet.or direção Q-conjugado. 
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V .':1nt .• '"lt?;OOS: •nôt-udo: 

1. A menos que a solução seja at-ingida em menos do que n 

passos, o gr·adient,e sempr-e na o nulo e linear-ment-e 

independent-e de t-odos os: vet-or-es de dir-eção ant-er-ior-es. Na 

o:r-Logonal ao sub-espaço 

o 
d , d . Se .c-1 s:oha(: .\o é .alcançada an1.eR de n 

l<-1 
pol' d 

pas:s:os:, o g1··;:~dienLe des.apar·ece e o p1•ocesso t-er-mina, quer-

dize1", sua exist-ência é desnecessár-ia, nest-e caso, par-a 

encont-rar- dir-eções adicionais. 

2. A vant-agem mais import-ant-e do mét-odo gradient-e conjugado é 

a t'ór-mula simples que é usada para det-erminar o novo vet-or 

dir-eção. 

3. PostJo que as direçóes sao t'undament-adas no gradient-e, o 

pr-ocesso avança unit'ormement-e na dir-eção da solução a cad.1 

passo. 

Mót,odo gradient,e conjugado. 

Dada a mat-riz Q E Rnxn simét-1•ica e deíinida posit-iva e 

um vet-or· z E Rn < qualquer). 
o 

Faça 

Para 

ondt.."' gk 

g := Qz - q; 
n o 

d := -
t) 

k :::: 0,1, ... .faça: 

OI <-- - dt 
gk / dt. 

k k l< 

z <-- z + ()( d 
k+1 k k k 

t-=l <--
t 

Q d / 
I k gK+i k 

d <-- -gk+1 + (5 d 
k+1 k k 

... Qz - q. 
k 
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(5) 

dl Q d (6) 
k k 
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Nest-e mé"Lodo o primeiro passo é idên"Lico a um passo do 

mét-odo 1;radient..e, ist-o é, caminho na direção opost-a do 

gradient.e; cada passo seguint-e move-se em uma direção que é 

uma combinação linear do ve'Lor ~radien"Le at,ual e o vet..or 

direção ant-erior. 

A caract..erí st..ica at..raent..e do mé"Lodo gradien"Le conjugado é 

t'órmula simples (6) (7). para at..ualizaç ão do vet-or 

direção. 

Verificação do Mét,odo. 

Para verificar que o mét-odo gradient-e corljugado é um 

mét-odo de direções conjugadas, é necessário veriíicar que os 

vet-ores { dk } são Q-conjugados. É fácil provar isso, provando 

."'dmt.llL<êaneament.t- out..ras propriedades do mét,odo. Ist-o e rei "Lo 

no "Leorema abaixo onde a noLação [d , 
1.) 

d ] é usada para 
k 

denot.ar o sub-espaço gerado pelos ve"Lores d
0

, ... , dk. 

Teorema 3 ( Teorema gradient,t" conjugado ). 

O mét.odo gradient.e conjugado definido pelas relações (4>, 

(5), (6) e (7) é um mét-odo de direções conjugadas. Se ele não 

'Ler mina en1 z k. ent.ão: 

(a) [ go,. g. . -. ~ gk J = 
t' 

[ go' Q go, . .. , ok 
go ) 

<b) [ d o' d 
1 ·' ···,• d J 

k 
= [ go, Q g • 

o . .. ' Qk 
go ] 

<c> dl Q d, ""' o para I. ~ k-1 
k 1 

(cl) 
l 

/ dt Q d <-"< = gk gk k k k 

(t.-"') (j 
I k 

Demonstração I vide referenci.a 35 J 

Obser'vaç Ões: 

As p.ar"Les (a) e (b) dest.e Leoremd c:onst..iLuem um enunciado 

rormal da int.errelação en"Lre os vet,ores de direção e os 

54 



VPt.ore:s: gradü-.nLe. A par-Le (c) é a equação que ver-iíica que o 

méLodo gr-adiPnt.P conjugado é um Jn(~t..ndo ele direções: conjugadas:. 

alt.ernat.ivas par-a c\ e (\.• as quais são :frequent.ement.e mais 

convenient.es que as íórmulas originais. 

Cada i t.er·aç ão do algorit.mo pr-ecisa 

mult.iplicaçõe:s: e que 

2 
n + 

a solução 

Q(n) 

de 

Q z = q requer 

divisões, de 

n
3 

+ O<n
2 ) oper-ações. pois, na verdade a 

solucão é encont.rada em n passos < no máximo ), ou seja est.e é 

um mét.odo íinit.o. 

O mét..odo GC pode convergil' em menos de n i t..eracões. 

5.3.2. MÉTODO GAUSS SEIDEL CG$) 1221. 

Em geral, mét.odos 

sequ~ncia de pont.os 

os 
:l 

z, 2 
z ' sat.isí~azendo: 

k+i k 
z = M z + d 

Considere que a mat.riz O é expressa por: 

O= L+ D + Lt. 

det.erminam uma 

c.nde L é t..r-i.an~ular int'er-ior- com zer-os na diagonal e D é uma 

mat..riz diagonal. Se 
k+i 

z é 

sat.is:fazer: 

<L + D) 
k+i 

z 

ent.ão 

k+i 
z 

k 
calculado a partJir de z de 

+ 

k 
z + 

-1 
<D + L) q 

modo a 

Teot'em..a: Se O é s:imét.rica e def'inida posi t..i v a, ent.ão o mét..odo 

Gauss-Seidel convel'ge independent.ement.e do vet..or 

iniciaL 
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Pr·ova l Vide r-et-erencia 41 .i. 

5.3.3. MÉTODO SOBRE-RELAXAÇÃO SUCESSIVA < SOR ) (161. 

Para resolver Q z = q podemos usar um méLodo it.erat.ivo 

mais geral que o mét.odo Gauss-Seidel, que depende de um 

parámet.ro w ú~• número reaD, definido assim: 

( D - wL )z = <1 - wJD + wL z + w q k+1 (. . t.) k 

onde D é uma mat.riz diagonal e L é uma mat.riz t.riangular 

interior. 

Para w=1 est.e mét.odo coincide com o mét.odo GS. Est.rit.ament.e 

ralando, o " sobre-relaxação " é usado soment.e com 

tt.' > 1. Clarament.e a expressão acima é equivalenLe a: 

TeoPeJna: Se Q t=? simét.ríca 

qualque1~ {u, O < w 

e 

< 

def ínirla 

2, o 

posi t.i v a, ent.ão para 

mét.odo SOR converge 

índependent.ement.e do vet.or inicial. 

PPova [ Vide reterencia 16 J. 
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5.4. ESTRUTURA DE DADOS PARA PROGRAMAÇÃO EM REDES. 

Uma esLruLura de dados adequada para o uso de 

mét-odos iLePat-ivos é apresenLada nesLe t-rabalho. Considere o 

problema 

Minimizar 

<P) 

l 
ex 

A X = b 

0 < X ::'::: d 

onde a maLriz A t? a maLriz de incidência nóxarco associada ao 

g;raro G = [.N,AJ, b é o veLor de demandas associado aos nós: da 

rede G .• c é o veLo r de cusLos: associado aos: arcos: da rede G, e 

o veLor d é o veLor de capacidades, is:Lo é, a quanLidade 

máxima de íluxo qua pode passar por cada arco na rede; o nos:s:o 

objet-ivo é, enconLrar um veLor de íluxos: x, solução ÓLima de 

(P). Observe que a mat.riz A t-em pos:Lo <n-1) e que I [A I bl = O. 

A es:LPuLul~a de dados: é íoPmada apenas por vet-or·es: 

unidimensionais com m ou n elemenLos, onde n é o número de r.ós: 

e m é o nt'nnero de arcos:. Há dois vet-ores quE• ident-if"icam os 

nós: de cada ar--co ela rede, is:Lo é: ( t. h 
) J 

( 'ta·il '> e a cabeça <'head ') do . arco j E ,1 . Como h.<'.. n nós: e 

m arcos:, enLão t-ail e head são vet-ores: com dimensão m <não 

dependem do número de nós:). 

A est..1•uLura de dados em quest..ão uLiliza os s:eguint..es 

vet~o.res: 

b [ 1 .. n ] demandas: nos: nós 

c Lm ] cus: Los nos arcos 

d [ 1..m capacidade dos: arco:s 

X .[ 1 .. m ] r luxos nos arcos: 

y [ 1 .. n J preços: nos nós 

t.. [ 1..m ] caudas dos arcos 

h [ 1 .. m 1 cabeças dos: arcos: 

Agora daremos: algumas: deíinições:, que s:er·ão usadas: 



post-eriorment-e: O Grau externo de um nó é a quant-idade de 

ai~cos cuja cauda é est-e nó. O Grau interno de um nó é a 

quant-idade de arcos cuja cabeça é est-e nó. Assim, t-ambém f"azem 

part-e da est.rut.ura de dados os vet-ores: 

p [ 1..n ] Grau ext-erno acumulado dos nós 

q [ 1..n J GI~au int-erno acumulado dos nós 

I' [ 1..m ] List-a de arcos ordenados por cauda 

s [ 1..m ] List-a de arcos ordenados por cabeça. 

Assim por exemplo, se t-ivermos uma rede de 4 nós e 6 

arcos. derinida por: 

2 

4 

Logo. os vet-ores L, h, p, q, 1' e s são: 

t- - [ 1 1 2 2 1 3 ] 

h = [ 3 2 4 3 4 4 ) 

p = [ 3 5 6 6 ] 

I' = [ 1 2 5 3 4 6 ] 

q = [ o 1 3 6 ] 

s = [ 2 1 4 3 5 6 ] 

Dest-a fc::>I~ma, o número de arcos que sai do nó i é 

p - p + 1, assim como o número de- arcos que chega no nó i 
,_ L-1 

~ q q + 1 e SE>US índices são I'[p +1] r[p] 
l L-1 t-1 L 



e :s[q +tJ 
t.-i 

As 

s[q J, re:spec'Livamen'Le. 
t. 

Bases ut-ilizadas no mét-odo simplex são 

geradoras com raiz fixa no nó art-ificial root. = O 

mant-idos 3 vet.ores para caract-erização da árvore. 

árvores 

e :s:ao 

w [1 .. rn1 : arco quo :-lnLocodo o nó om quo!'"~L~to no carninho quo 

part.e da raiz a'Lé ele. 

u U .. ml próximo nó na list-a fio <t.hread) 

v [1..ml nó ant-erior na list-a fio <reversed 'Lhread) 

Por exemplo; considere a árvore geradora associada à base 

B = [e , 
i 

e l 
5 

0 
3 

Logo os ve'Lores w, 

w "" [0, 3 , 1, 51 

u = [4, 3, 1, 2] 

v = [3, 4, 2, 1] 

o mé'Lodo Simplex 

d, x, y, 'L, h, w, u, 

element-os. 

u e v são: 

primai usa os seguint-es: vet.ores: b, c, 

v, além de um vet.or auxiliar do n 

O mé'Lodo Simplex dual usa os seguint-es vet-ores b, c, d, 

x, y, t., h, w, u, v, além de um veLar auxiliar de m elementos. 

O mé'Lodo Out.-of-Kil'Ler usa os vet.ores b, c, d, >,, y, t., 

h, p, q, r, :s:, além de um vet.or auxiliar. 

Os mét.odos Afins ( prima! e duaD, PGRAD, DGRAD e PGAUSS, 

u:s:am b, c, d 
' 

x, y, t., h, além de out.ros vet.ores necessários: 

para a implement-ação da decomposição de cholesky ou do 

do gradient-e conjugado. 

mét.odo 



5.5.1. Resolução de B x 
B 

Suponha que B, 

= b 

X j2._ 
N 

est.ao pré-lixados; ou seja, 

x =O ou x =d pa1~a j E N. Dest.a lorrna, deseja-se det.erminar a 
J J J 

solução básica primal delinida por (B .• xN): 

a:=b; 

f'or j:=1 t.o m do 

i:t' j = w[h] 
) 

begin 

and 

- a[h] + x 

j ~ w[t. ] then 
J 

a[h 1 
J 

a[t. ] 
J 

end 

.I J 

i - v[root.J 

r~epeat 

j:= w 

if' i=h 
J 

i := v 

- a[t, ] - x 
J J 

then 

unt.U i • root. 

x := a 
.) 

els:e x ·= -a;. 
J L 

O mét.odo acima pode s:er t.o1~nado mais: elicient.e quando é 

nP.ces:s:ário det.ernlinar o ciclo rornt.ado na árvore geradora com a 

inclusão do arco arei escolhido como candidat-o para ent.rar na 

base. Vamos: apr<~sent.ar o algorit.mo implement.ado que além de 

det.erminar o ciclo, realiza o Les:t.e de razão e at.ualiza o 

fluxo. 

f'or i:=O t.o n do a :=0; 
L 

c r 

i f' 

.- c J + yt 
J 

-- yh 
J 

c r < O t.hen begín s:t~ce:=hLarcíJ; sink - t.[arcíl end 

els:e begin srce:=t.[arci]; sink - hLarci] end 

í:=SI"Ce; a :=1; 

(}() 



while i~root. do 

begin 

j - w 

i - t. + h - i 
J 

a .- 1 

end 

i .- s:ink; arco:=arci; ó:=d 

while a(i] = O do 

begin 

j := w 
t 

a. r co 

if' i=h t.hen l:J. := d. - x e ls:e l:J. := x 
J J J J 

if' ó)l:J. t.hen begin ó := l:J..: arco := j 

i := t. +h -i 
J 

end 

apex := i 

i := srce; 

while i~apex do 

begin 

j:=w 
t 

i f" i=h t.hen l:J.:=x els:e l:J.:=d. - x 
J .) J J 

if' ó>l:J. t.hen begin õ:=l:J.; arco:= j end 

i:= h+t.-i; 
I J 

end 

if" cr < O t.hen x[arcil - x[arciJ + ó 

els:e x[arci] - x[arciJ - ó 

i:.,s:ink; 

begin 

j:=w 
t 

if' i=h t.hen x 
J J 

i:=h+t.-i 
J J 

end 

- x+ó 
J 

else x :=x -ó 
J J 
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j:=srce; 

while i;z"apex do 

begin 

j:=w 
I. 

if Í""L i:-hen x 
J J 

i:=h +t. -i 
J 

end 

X -6 
J 

else x :=x +cS 
J J 

Dest...a t'opma, apex denot-a o nó mais alt-o <mais próximo da 

r·aiz) do ciclo const.it.uí do pelos nós t,[arciJ apex, h[arci l 

i raz com .apex. Obser·ve que o assinalament..o i :::: h + t.. 
J J 

que a variável i passe a indicar o pai < na ár·vor~e ) do nó i. 

Além dist-o a =1 indica o caminho t.[ar·cil .. root.. 

5.5.2. 
l 

Resolução de B y = c 
B 

Suponha que B já est-.á def.inida. Deseja-se det-epminar 

a solução básica dual det'inida por B. 

yLJ·not..] := O 

i :=- u[root..J 

pepeat. 

j ·= w 

if i =- h t.hen y :o= y[L ] + c else v :cy[h J - c 
J L J J l J J 

i u 
1. 

O méLodo acima pode ser Lor··nado mais eficient-e quando é 

neçessário det-erminar· a part-ição dos nós í'or·mada na árvore 

ger·adora com a ret,irada do ar•co aJ•co escolhido para deixar· 8 

base. Vamos apr•esent-ar o algorit-mo implement-ado que além de 

det,erminar a part-i cão de nós realiza o t-esLe de raz.?.o. 
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u ar-co := wlh 
t:tYCO 

t.hen 

begín 

nodl - h 
o:.:t.rco 

i f }{ < o t.hen 
a. r· c() 

eis e 

end 

else 

begin 

nodl - t 
arco 

i f X < o t.hen 
C\TCO 

else 

end 

:for í:=O t.o n do a :=0 

no := nodl: 

Pepeat 

a := 1 
r; o 

no := u 

until a[ant.c 
no 

6 := 00 

arei := O 

if r < o 
tJhen begin 

] = o 

:for· j:=1 t.o m do 

y - :><: 
Ctt'C:O 

y - }{ - d 
.-..~.r •.:: o ar·-::.<::· 

y - -x 
arco 

y - d - }{ 
o. r co o. r co 

if' a ;z!. a and j;éar-co 
l h 

J J 

t.hen 

begin 

6. := c 

i f a 

J 

h 
J 

then 

a = O 
t 

J 

- y 
h 

and 
J 

ô>!J. and X =O 
J 

{ 6 - f..; arei .- j } 

and 6>-.6. 
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t-hen { 6:= - .6; arei .- j } 

end 

end 

else begin 

for j:=t to m do 

if a 
l 

t.hon 
J 

~ a 
h 

J 

begin 

and 

6 := c J + y l 

J 

i:f a = O 
t 

j~arco 

- yh 
J 

and and X =O 
J 

then { 6:=11; arci::cj } else 

i f a = 
h 

J 

then 

end 

end 

for i:=t t.o m do a :=0 
\_ 

a[nodll := 1; 

.- u[nodD; 

k := nodl; 

o 

while ( i ~ r·oot. ) and 

begín 

a := 1 

i .- u 
'· 

j := w. 

k t.+h-i 
J J 

end 

and o)-ú and X =d. 
J J 

{ o:=- 11; arei:= j ) 

( ak = 1 ) do 

Dest-a forma, nodl denot-a o nó mais alt-o (mais próximo de 

r-aiz) da s:ubárvor·e criada com a eliminação de ar·co. O vet.ol' 

<a ) represent.a a part-ição de nós com a =O se i não pert-ence à 
\_ 

subár·vor·e e a ""1 se í pertJence ci subár·vore d(o;, nodl. Obse!'ve 

64 



que o nó i caminha de acordo com o fio Ct-hread) u da árvore .. 1 

é o arco ant-ecessor de i e k é o nó pai de i na árvore. 

5.5.3. At-ualização da árvore ~erador·a T e dos preços y. 

Seja ~!.' o cust-o r·elat..ivo do arco que ent-ra na base 

~!.'~!, !:~~~~l' o nó mais alt-o da subár·vor·e t'or·mada pela ret-irada 

de ~!'~g, knot- o pái de nodl. no e na Cnó ant-erior) são duas 

V2ü·iáveis auxilL:u·es para per•cor·r·er o ciclo a par·t-ir de ar·ci 

os dos nós no canlinho sao 

at-ualizados do mesmo modo que os vetJores u, v.. w. Enquant-o 

cada nó dest.e caminho é 

variável last- pesquisa o 

denot.ado 

seu últ-imo 

pela variável 

descendent-e. 

!!'~!:-' 

Todos 

descendent-es de t1~st. t.em o seu preço at-ualizado t-ambém. 

onde 

a:=O 

j:=arci 

while no~knot- do 

begin 

k:::oj; j::::w ; w :=k; 
· nc' no 

na - no; 

no - h + t. - no; 

end 

begin 

i:=t~rst. 

J J 

y :.,. y + CP; 
t t 

a - t·rst.; 

last-:= i; 

i := u; 
l. 

a 

os 



unt.il i==root. o r a[L + h - il ;><"trst. 
w w 

u[ v ) - u[ last. ) 
frst 

v[ u J - v( Írst, 
La5l 

v( LI J := last, 
n(.l 

u[ last. J - u[ na ] 

v[ fr·st. J - na 

end 

5.6. Resoluçáo de <AXA t)y = AXc pelo gradient.e conjugado. 

Nest.e caso é ut.ilizado o vet.or- x[Lml par-a 
~-

ar·mazenal' os element.os da diagonal de X. São t.ambém ut.ilizados 

os vet.ores auxiliares q, d, r, s onde q = AXc. 

<AXA t.>d. de deslocament,o, r é o resí duo, e s = 

f"c.n· i:=l t,o n do { q O; y === o } : 
t t 

to r j:=1 t-o nt do 

begin 
2 

i:l x )d .-x 1:-hen x :=x else x :=(d 
JJJ J J J J 

q( t. ] q[ L ] + X • C 
J J _._j J 

q[ h ] - q( h J + X *C 
J J J J 

(.•nd 

r q 

d - r 

whi.le inner'<.r,r) > c do 

hegin 

s ::::~ mult.ú:D 

o :::m inner(d,s) 

<''I :""' inn•:-1'<"1' ,d)/u 

y - mult.soma(y,L'l,d) 

r· := mul-Lsorna<r ,- ot,s) 

(J :== -inner•(r ,s)./o 

d = mult.sorna<.r ,(i ,d) 
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Onde 

end 

I: := o 
ror i:=1 t-o n do E .- r~ + r• *S 

inner := E 

• mult-Cd) 

foi' j:o1 t.o m do 

begin 

s[t.. J - s[t.. J + X { cU t.. J - rUh J 
J J .,.._j J J 

s[h J - s[h J + X ( d[h 1 - d[t- ] 
J J I I J 

end 

mult- - r 

• mulLsoma(y, 0 .• d) 

s::=O 

Co..- i::::1 Lo n do s y + Ol*d 
L 

mult..soma := s 

A 
;.. 2 
y v u <seção 4.3.) e Os sist..emas 

CAX2 At)h = 4.2.) são resolvidos de modo 

similar. 

5.7. Resolução de 
.A t 

<AXA )y = AXc: pelo mét..odo gauss-seidel. 
A 

Nest.e caso é ut-ilizado o vet-or x[1 .. ml para 

armazenar os element..os da diagonal de X. C'N 
• .> êtO t..ambém ut..ilizados 

os V(:>t.oros: auxiliares b, d, p, q c•nde b == AXc, p é o grau 

ext-er-no acumulado dos nós e q é o gr·étU int-erno acumulado dos 
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fOI' i:=l t.o n do { b - O; YL - o d .- o }; 

f" OI' j:=1 to m do 

begin 

i :f x< (d -x) then X -
J J J J 

d[t,] - d[t] + X 
J J ;..) 

d[h] - d[h) + X 
J ) J " 

b[t] - b[t- J + c •x 
J ..... J J ..... J 

b[h] - b[h) + c •x 
J J J 

end 

:for í:="l to n-1 do y .- b /d 

y := o 
n 

Repeat 

'· 

:for í:=1 to n-1 do 

begin 

som b 

2 
else X 

j 

:IoJ• j:=pU-11 + 1 to pUJ do 

som := som + y[h[r n•x[ P l 
) ) 

for j:=q[i-1] + 1 to q[iJ do 

som := som + y( 1:-[s: D•x[s J 
J J 

y[i] som/dUJ.; 

end 

X - "d . 2 <. -x > ; 
J J J 

Until I I yk - yk-i I I 00 / I I yk I I 0) < E 
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6.1. INTRODUÇÃO 

CAPITULO VI 

RESULTADOS COt-1PUTACIONAIS 

Os mG:i>t.odos discut-idos nos II, III_. IV toram 

impl~nwn"t.ados E<m TURBO PASCAL 5.5 ,_lm mícroc:ompt.l+~ador 

PC- AT386 Dx dE< 25 MHz com proc~s:sador nt-lmBrico. Os programas 

tora1n bat-izados como: 

KILTER 

PS:IMP 

DSIMP 

PAFIM 

DA FIM 

PGRAD 

DGRAD 

PGAUSS 

Para 

m8t.odo "OtJt.-o·f-kílt.~r" (c:;=~p II> 

m8t..odo prima! :simplex canalizado para r~d~s (cap lil) 

m8"t.odo dual simplex canalizado para r8d8s <cap IID 

mét.odo primai afim c:.;~scala canalizado 
.. 

<cap IV ) 

m8t.odo dual afim ~se ala canalizado 
+ 

<cap IV ) 

m8t.odo prima! atím E<scala canalizado para rGdE<:s com 

~radi<?nt~o c:onjt.lgado (cap IV ) . 
m8t.odo dual afim ~scala canalizado para. r~d~s com 

~ra.di•:õ>nt.~ conjugado (cap IV). 

avaliar o dc:.;~s~mp~nho programas !oram 

n, m, S~8d, p+ .. ran:s: torn8cidos para. cada. probh:~ma. gc:.;~rado. 

inicializaçao do 

pt,1:ans 

b = 0). 

= probabilidade 

gc:.;~rador 

do no 

numc:.;~ros alc:.;~at~órios, 

i de:.;~ t,ransbordo; ist.o 

b; b = O com probabilidade pt.rans; caso cont.rário 8 gc:.;~ra.do 

com dist.ribuiçao Bm <-10,10). 

+ A implement.aç.áo não est.á tirando provei t.o da esparsictade da 

mat.riz 
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<:: = 
.I 

.-::om dist-ribuição unitormo 

<.0,10). 

d = 
(0,10). 

As 

algori t.mo: 

road(n".m,pt.rans .s•:õ.~ed> 

Bogin 

s - O; 

for i:==2 t.o n do 

if random(soed)<pt.rans 

b .- o 

also 

bogin 

de acordo 

b := 20•random(seed) - 10; 

End 

b ;== -s; 
1 

s - s + b 

and 

f oa·- j:==1 t.o m do 

bogin 

l'opoat. 

t, .- L n•random(seed) 
J 

h .- L n•random(seed) 
J 

unt,il ( t_, ~h ) and ( 
J J 

c .- 10•random(seed) 
J 

d - tO•random<seed) 
J 

end 

bt, $ o 
J 

J + 1 

J + 1 

) and ( 

com o 

bh ~ o ) 

J 

em 

A seguir oc:~ d;:.do o Espaço dG> f\1emória r€>cp.l8rido por cada 

l.lrn dos mét..odos implement-ados. 
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Espaço do Momória roquorido 

PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD PGAUSS PAFIM DAFIM 

n- v~?t.· ores (.) 5 5 8 9 7 :3 
m- vet~ores 5 6 7 4 14 10 5 
nxm mat.riz o o o o o o 1 

n."n mat.riz o o o o o o 2 

6.7,. RESULTADOS 

A seguir sêo.o t.<=l.bela:s os gráhcos 

elaborados com baso::> nos ro::>sult .. ados obt.idos nos 

comparat-ivos. Cada conjunt.o de t.est .. es 8 o result.ado de 5 

problemas tact-í vais gerados com os mesmos parâmet.ros mas com 

diterent..es s~?ment.es. Para cada classe d€> problemas !oram 

go::>rados diversos problemas do modo a garant .. ir exat.ament..e 5 

problemas tac:t .. í vüis. Cada t.-abo::>la a seguir ;~present .. a o t.o::>mpo do::> 

cpu m8dio (om cent..8simos do segundo) ou o nt:Ímo::>ro de it~o::>raçÔo::>s 

múdio. 

r-- --------

n=10 m=40 
-------· --

4 
9 

1 
2 

PSIMP DSIMP KILTER PAFIM DA FIM PGRAD DGRAD PGAUSS 

ITR 113.6 11 . 6 9.0 28.6 29.4 28 .6 29.4 28.6 

GPU 5.2 '5. 2 5.6 :._i40 .4 361.6 128.4 137.4 913613.8 



- ·-·-·-----------~------------------------ -----~---

CPU Tompo [ sec/1 00 J 

n m PSIHP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD PAFIM DAFIM 

30 70 6 .4 13 2 23.2 :::N5 4 624 o 4374 .4 4276 .4 

30 90 7 6 11 . o 25.0 510 . 6 819 6 4621 .o 5305 .6 

30 90 1 1 o 16 .8 26.8 508. 6 819 8 6056 .4 6270 .2 

30 100 1 1 o 18 8 =-~4. o 573. 2 952 .o 7094 .8 6922 .6 

30 110 1 1 .u 19 8 :34.2 <:_q f) ·l 99r:> 2 H/- '1'6 .2 B07H .6 

:J () 120 1 6 . ·I :ó '/ .4 :)'/ ,t;. ó·1 1 2 124 1 2 lUUUU .2 9664 .6 

30 130 15.6 30 .6 44.8 758. 2 1272 .o 10356 .6 10684 .o 
30 140 21 o 29 6 46.0 916. 4 1467 .6 12282 .o ------
30 150 22 .o :34 2 51 .6 784 6 1514 (1 13369 .8 ------

----------- -------------- ----------------------------------

No. I terar;:iS.;.s 
---------

n n1 PSI f'.1P DSIJ'viP KILTER PORAD DGRAD PAFIM DAFIM 
------- -------

~lO 70 6\:} .o 4:3 .8 :30 . o 16.2 25.6 26 .2 24.8 

30 80 64.6 41 .8 27.6 19.6 :31 .4 2:3.8 27.2 

30 90 71 .6 49 .6 28.2 18.2 29.2 28.0 28.8 

30100 71 .8 49.8 29.6 19.2 31 .8 29 .4 28.8 

30110 75.8 56.4 28.6 17.2 31 .2 31 .6 30.6 

30120 86 .2 54.0 28. o 18.6 :35. 6 3:3.8 33. o 

30130 86 .o 58.2 31 .2 21 .O ::14.6 32 .4 33.8 

30140 103 6 52. 6 29. o 24.0 :37.8 35.8 

30150 104.4 <:>6 .o :30. o 19.6 37.2 36 .4 

'{'2 



---
CPU ; Tompo ( soc/100 J 

r-- ·-

n n1 PSII'1P DSIMP KILTER PGRAD DGRAD 
t--

50 500 59.4 170.2 :309.8 8552.8 11241 .4 

75 500 9'l. 8 285.6 416.~ 7740.0 16794.2 

100 500 127. B 4:30. 6 >:>~-i3. 6 9865.6 17081 .6 

1.25 500 167.0 608.2 607. 2 21625.8 19666.8 

No. It&ruçÓE>s 
-~~~------ --~-·---·-- ----- ------ --------- -

n Jn PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRA.) 

50 50l) 244 o 134 .4 51 .6 48 o 62 8 

">-' ,. ._) 500 39H .4 219 6 80 .4 27 .2 59 .o 

100 500 4 ~-'5 .4 375 2 104 .4 24 .4 42 2 

125 500 549 2 446 .o 13 1 .6 42 6 36 .4 



-----------------------------------------. 
CPU : Tempo ( sec/100 1 

n '" PSIMP DSIMP KlLTER PORAD DGRAD 

100 400 ()'J_6 40!::>- 2 :v:> o . 6 10828 .2 12170.4 

100 4!:)0 1 O: I. ·1 3 <).1 - •I ·1 ó ") . B 1!11 /. '/ .H H~; 1 ~j . 6 

100 500 12í'- 8 430.6 "::!33. 6 986!::> .6 17081.6 

100 550 13!3. o 490.2 550.0 17147 .8 19809.4 

100 600 14í'- 2 576 .8 616.4 18170.0 21~1:33- o 
-----

.------------------------·--·----------------------
No. Iteruçoes 

------ --

-
n m PSIMP DSIMP KILTER PGRAD DGRAD 

100 400 3H3 .O 360.6 2415.4 31 .6 35.4 

100 4!:50 ·t 0:2 6 :326 _ n 105.4 2 :J .2 :J :-J . o 

100 500 475 .4 375.2 104.4 24.4 42.2 

100 !:)~:)0 ·l '/ (> 
,. 

. ,_) 3:Jí'- 2 101 .6 39.8 46.2 

100 600 ';o.t () :I '7 1 o 1 () /. . (, :·{ <) ./. ·'l t. 6 
-- -- ----

í'4 



ICPU Tempo [ sec/100 J 

m PSIMP DSIMP KILTER n 

50 BOO ~·6. n 299. B 672.2 

100 BOO 1ô3.B 793.2 H9'/. 2 

150 800 300.2 136í'. 4 1196.2 

200 800 :36'?. o 1536.4 1454.6 
L 

No. .lteraçbes 

n •n PSINP DSIMP KILTER 

50800 282 .2 151 .2 ~32. B 

100 800 =>48 .B 403.8 104.6 

1~j0 800 n~w .O 662.2 151 .8 

200 900 961 . -l 763.0 201 .2 



-----------------
<.'PU Tompo 1 sec/100 J 
-------- -----------
n lll PSif\1P DSIMP KILTER 

~o o '/()() :1 ·I'/ 2 1::14H. H 1 :lO <-• . () 

200 '125 35:él .H 1430.-1 1:3-t.2.ó 

200 750 :37:.'1 .4 1562. o 1301 .8 

200 775 3'19 o 1911 6 1422.2 

200 300 -1 2 f) . 2 17 (>9 . 6 1 ~):_1? . S) 

1\ PS:lMP DSIHP KILTER 
-------

200 700 8ó5 n 60H 6 201 4 

200 725 Hóí' 2 t_;:::4 6 200 2 

200 "150 00~3 2 ó59 ü 198 ó 

200 7'1~'> v:J:.l 6 757 B 1 <)') 2 

7.00 000 10/,ll 6 í' O·~ :;, :;,ou -l 
------------·- ----------------------------------------- -------------

t . .;.mpo:s: du cpu -=-m :<>oc/100 dados nas t.abela:s: acima. 
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Com base nos dados acima podem sex• íeit.as as s:e~;uin"t.es 

observações: 

1. O pro~rama POAUSS apresent-a o pior desempenho e com 

t.empos de cpu exageradament-e al"t.os. 

2. Os prog1~amas PAFIM e DAFIM não apresent-aram um bom 

desempenho e não .f"oi possível lazer a compilação 

dest.es programas para redes com 50 ou mais nós devido 

ao espaço de memória requerido. De modo geral 

apresent-aram um comport.arnent.o semelhan-t-e. 

3. Os progr·amas PGRAD e DG.IRAD !oram compilados para redes 

com 100 nós 600 ar·cos e apresent.aram um desempenho 

sat.is:fa"t.órío. PGRAD "t-ende a apresent.a1~ o número de 

ít..erações: e o -tempo de cpu menores do que DGRAD. 

4. Os px·ogl'amas PSIMP, DSIMP, KILTER apresent~aram os 

melho:r·es resul-t-ados. PSIMP t.ende a apresent.ar o t.empo 

de cpu menor do que os ou"t.ros dois. 

Deve ser ressal-t-ado que os prog1~amas PSINP, DSIMP, KILTBR 

t.rabalham apenas com 

processador ar i t.mé"t.ico 

variáveis int.eiras 

do mícrocomput.ador) 

operações de mult-iplicação e divisão 

C não u-tilizam o 

e não execu-t-am 

no procediment-o 

it.erat.ivo; mul-t-iplicações são eí-et.uadas apenas para calcular o 

valor da t-unção objetAva prima! e dual, ao t-inal do programa. 

Os demais programas PAFIM, DAFIM, PGRAD, DGRAD, PGAUSS 

apresent-am d~c.:-.sempenho e precisão mais :fracas caso o 

micr·ocomput.ador não disponha de processador ar i t.mé"t.ico. 

Os programas PAFIM, DAFIM, PGRAD, DGRAD, PGAUSS 

necessit.am de especif'icação de t-olerâncias para de:finir o 

crit.ério de parada; PGAUSS necessit-a uma segunda t.olerância 

para de:finir o cri-t-ério de parada de resolução do sis"t.ema de 

equações lineares. Foi u-t-ilizada a mesma t-olerância para t.odos 

os programas, ent.ret.ant.o :foi observado que os programas PAFIM, 

PGRAD, PGAUSS obt..inham as soluções ót.imas com maior 
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diHculdade. 

o pr·ograma DGRAD :foi alt-erado par-a permi 'til' novas 

obse-r-vações. O DGRAD or-iginal :rr•oaliza a I'esolução do sist-ema 

de equações lineal'es sempl'e com n it-erações do mét..odo 

gr-adient..e conjugado. Para a nova versão :foi int.I'oduzido uma 

segunda t..olel'ância que permi t..e int.ei"I'omper o mét..odo gr-adient-e 

conjugado ant..es das n it-er-ações; ist.o é íeit..o quando a norma 

dos r-esíduos é muit..o pequena. Foi f'eit.o o levant..ament.o do 

númel'O de it.eN;.ções do gl'adient.e conjugado par-a cada it-eração 

do mét.odo aíim-escala para uma r-ede com n=100 nós e m=600 

al'cos. Foi observado que, inicialment-e o númel'o de it-erações 

do gradient..e conjugado é in:fel'ior a 100; pos'tel'iorment.e <acima 

de 10 it-erações do mét.odo aíim escala) o número de it-erações 

do gradient-e conjugado é mant..ido em n=100 indicando que o 

mét.odo af'im escala t..ende a t..rabalhar- com uma mat.riz <AXA t) mal 

condicionada em quase t.odas as it-erações. 

6.3. CONCLUSÕES. 

Em vist.a do expost-o, podemos at'irmal' que os objet..ivos 

pr-opost.os no capi t.ulo I foram alcançados. Foram est.udados os 

pi·incipais mét-odos de resolução do problema de f'luxo ót.imo em 

I'edesf foram implement-ados alguns dest.es mét.odos e I'ealizados 

experiment-os comput-acionais para avaliar o desempenho dest..as 

implement-ações. É import-ant-e ressalt-ar que acredit-amos que o 

mét,odo at'im-escala sob a íorma dos programas PGRAD~ DGRAD 

venham a t.er um compor-t.ament.o comparat-ivo muit..o melhor- com o 

uso de l"edes mui t,o maiores. O t..amanho das redes ut-ilizadas 

t'icou limit.ado memó:~...,ia de t-r-abalho disponí vol no 

micy·ocomput.ador. 

Um impor-t.ant..e est.udo complement-ar- que pode ser- realizado 

é a análise da mat..riz <AXA t) para o mét-odo 

Af"im-escala/Gradient.e cojugado. A mat.l"'ÍZ <AXA t.) t.or-na-se mal 

condicionada à. medida que as it-erações do mét.odo af"im-escala 
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vão sendo execut-adas. Já exist-em diversas t-écnicas de 

précondicionament.o da mat-riz que podem se:r· analisadas <Vide 

Golub l22D. O objet-ivo é diminuÍl' o número de it-erações do 

~l'adient.e conjugado a cada it-eração do mét-odo a.Iim··escala. 

Um out-ro est-udo igualment-e import-ant-e se l'e:fere à análise 

do valor do parâmet-ro ex dos mét-odos a:fins que impede que o 

novo pont-o seja de f'l'ont.eil'a. Foi ut-ilizado ex == 0.95 mas a 

li t.erat-ura cient.í :fica t-ambém apresentJa valores como ex = 0.90 

ou 01 = 0.99, os quais não :foram ut-ilizados nest-e t-rabalho. 

Finalment-e pode ser e:fet..uada uma análise com relação ao 

v alo r da t-olerância ut-ilizada para o t.est.e de parada dos 

algori t.mos 

vel"i:ficou-se 

aíins. 

que 

Durant.e a 

os mét.odos 

et.apa de desenvolviment-o, 

duais a:fins permit-iam uma 

t.olel"ância menor do que os primais at~ins. Ent.ret.ant.o, o uso de 

valor·es muit-o pequenos para qualquer um dos programas :fazia 

com que a solução não convergisse para uma solução ót-ima ou 

com que o valor da :função objet-ivo se t-orne não decrescent-e 

<para os mét-odos primais) ou não crescent..e <para os mét-odos 

duais). Opt..ou-se por ut-ilizar Ufll único valor para a 

t-olerância: 10-
6

. 
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