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Resumo

A menos de isomorfismo, existe exatamente uma algebra normada complexa
de dimensao 8: O¢, a complexificagao da algebra dos octénios. Ja no caso
real, existem, a menos de isomorfismo, exatamente duas algebras normadas de
dimensao 8: O, a 4lgebra dos octonios; Ogeg, a dlgebra degenerada dos octonios.
A &lgebra de Lie complexa det(QO¢), formada por todas as derivagoes na dlgebra
Oc, é uma &lgebra de Lie simples do tipo G5. A algebra @ dos octonios e a
dlgebra Qgee dos octonios degenerados podem ser realizadas como subélgebras
reais de O¢. Segue daif que as dlgebras der(0) e der(Ogeg ), de todas as derivacoes
nas algebras dos octonios e octonios degenerados, respectivamente, sao formas
reais de det(O¢). Mostraremos que det(Q) e der(Qgeq) s80, respectivamente, as
formas reais compacta e normal da algebra de Lie do tipo G5. Utilizando-se as
propriedades da &dlgebra Q¢ mostraremos que toda forma real de det(Q¢) é igual
a der(0), para alguma subdlgebra real (octoniénica) de Q¢ isomorfa a @ ou a
Ogeg. Além disso, mostraremos uma construcao da algebra de Lie complexa do
tipo G4 obtida a partir da &dlgebra de Lie Im(H) (dos nimeros quaterniénicos
imagindrios com o comutador como colchete).
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Abstract

There is exactly, up to isomorphism, one complex normed algebra os dimension
8: Oc, the complexification of the octonions algebra. In the real case, there
are, up to isomorphism, exactly two normed algebras of dimension 8: O, the
octonions algebra; Qgeg, the degenerated octonions algebra. The complex Lie
algebra der(Qc¢), formed by all derivations on the algebra Og, is a simple Lie
Algebra of type G'2. The algebras @ and Qgeg can be realized as real subalgebras
of Oc. It follows that the algebras der(Q) and der(Qqeg), of all derivations on
O and Ogeg, respectively, are real forms of der(Q¢). We show that der(O) and
det(Ogeg) are, respectively, the compact and the normal real forms of the simple
Lie algebra of the type G5. Using the algebraic properties of te algebra Q¢ we
also show that every real form of det(Qc¢) is equal to a algebra der(QO), for some
real (octonionic) subalgebra of O¢ isomorph to either O or Qgeg. Moreover, we
describe a construction of the complex Lie algebra of type G5 obtained from the
Lie algebra Im(H) (of the imaginary quaternions).
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Prefacio

“There are azactly four normed division algebras: the real numbers
(R), complex numbers (C), quaternions (H), octonions (©). The
real numbers are de dependable breadwinner of the family, the
complete ordered field we all rely on. The complex numbers are
slightly flashier but still respectable younger brother: not ordered
but algebraically complete. The quaternions, being
noncommutative, are the eccentric cousin who is shunned at
important family gatherings. But the octonions are the crazy old
uncle nobody lets out of the attic: they are nonassociative.”

John C. Baez, The Octonions.

Podemos interpretar as algebras normadas de divisao reais como sendo algebras
com uma multiplicacao “geométrica”: a multiplicagao é dada por um conjunto
de isometrias de uma forma bilinear da algebra. A existéncia e as propriedades
algébricas (leia-se associatividade e comutatividade) destas dlgebras estao liga-
das a existéncia e a topologia de alguns grupos de Lie. Por exemplo, a esfera
S™ admite uma estrutura de grupo de Lie se e somente se! existe uma algebra
de divisao normada real de dimensao n + 1.

Nesta dissertacao trataremos de algumas relagoes entre dlgebras de Lie reais
e complexas? do tipo Gy e as dlgebras normadas.

A menos de isomorfismo, existe exatamente uma dlgebra normada complexa
de dimensao 8: Q¢ - a complexificagdo da algebra dos octoénios. Ja no caso
real, existem, a menos de isomorfismo, exatamente duas dlgebras normadas
de dimensao 8: O (a dlgebra dos octonios) e Qgey (a dlgebra degenerada dos
octonios). A dlgebra de Lie complexa det(Q¢), formada por todas as derivagoes
na algebra O¢, é uma &lgebra de Lie simples do tipo Ga. A dlgebra O dos
octonios e a algebra Ogee dos octonios degenerados podem ser realizadas como
subélgebras reais de Oc¢. Segue daf que as dlgebras de Lie det(0) e der(Qgeg ), de
todas as derivagoes nas dlgebras dos octonios e octonios degenerados, respecti-
vamente, sdo formas reais de det(O¢). Mostraremos que det(Q) e det(Ogegy) sdo,
respectivamente, as formas reais compacta e normal do tipo G5. Utilizando-nos
das propriedades da dlgebra Q¢ mostraremos que toda forma real de der(Q¢) é

'Em outras palavras uma &lgebra em R?*1 é normada e de divisdo se e somente se o seu
produto pode ser restrito a S™, tornando este um grupo de Lie.

2 Apesar disso, a maioria dos resultados se aplicam & quaisquer corpos de caracteristica
diferente de 2.
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exatamente der(O) para alguma subdlgebra (octoniénica) real O de Q¢ isomorfa
a O ou Ogeg, € estabelecendo, assim, uma classificacao das algebras de Lie reais
simples do tipo Gs.

No capitulo 1, enunciaremos os resultados gerais sobre algebras e grupos de
Lie que serao usados. Todas as demonstracoes foram omitidas, mas para cada
resultado uma referéncia bibliografica foi oferecida.

No capitulo 2, introduziremos a teoria das algebras normadas. Em especial,
discutimos o processo de Cayley-Dickson e a classificacao das dlgebras normadas
sobre R e C. As defini¢coes e demonstracdo deste capitulo seguem de forma
similar a feita no primeiro capitulo de [10].

No capitulo 3, construimos um modelo da algebra de Lie complexa do tipo
G5 utilizando a dlgebra de Lie Im(H) (4lgebra de Lie dos quatérnios imaginérios
tendo o comutador como colchete de Lie). Tal construgao é uma imitacao da
construgao feita no capitulo 8 de [8] com a diferenga que ao invés de aplicar
diretamente os resultados de algebra multilinear serao utilizadas propriedades
da algebra dos quatérnios.

No capitulo 4, introduzimos os conceitos de duplas e triplas bésicas em
algebras normadas, subdlgebras octonionicas e a estrutura de grupo de Lie dos
grupos de automorfismos de uma algebra normada. Com eles demonstramos
algumas propriedades dos automorfismo de algebras normadas e estabelecemos
alguns resultados sobre a topologia do grupo dos automorfismos dos octonios.
O conceito de duplas e triplas basicas surgem naturalmente das construgoes
feitas pelo processo de Cayley-Dickson. O autor se baseou em citagoes esparsas
como em [1] para desenvover formalmente o conceito de triplas e duplas bésicas
e aplica-los ao estudo do grupo Aut(Q) (grupo dos automorfismos da dlgebra
dos octonios).

No capitulo 5, mostramos que a algebra das derivagoes em O¢ é uma dlgebra
de Lie complexa do tipo G2. Introduzimos o conceito de familia de derivagoes
parametrizadas por uma tripla béasica e o utilizamos para produzirmos alguns
resultados sobres as dlgebras de Lie de derivagoes em algebras normadas. A
descricao matricial das derivacoes em O é é uma generalizacao da descrigao
feita em [4] com o intuito nao sé de discutir o fato de det(Q¢) é uma dlgebra de
Lie simples do tipo G mas também para servir de ferramenta para os resultados
do proximo capitulo.

No capitulo 6, mostramos que as dlgebras de Lie das derivagoes nas subédlgebras
octonionicas sdo formas reais da dlgebra de Lie det(Q¢). Classificamos tais for-
mas reais e depois mostramos que todas as formas reais das algebras de Lie do
tipo Ga sdo desta forma. O fato de que der(O¢) é uma &lgebra de Lie simples
do tipo G> e a classificagao das algebras de Lie reais do tipo G2 sao conhecida a
muito tempo (veja [8], por exemplo). Por outro lado, segundo o conhecimento
bibliografico do autor, este texto é o primeiro a descrever a decomposicao de
Cartan das formas reais de G5 como &algebras de derivagoes e a apresentar uma
demonstracdo do fato que o conjunto de todas as formas reais de der(Oc¢) é
igual ao conjunto das subdlgebras reais der(O¢) quem represantam a algebra
das derivagoes de alguma subélgebra octonionica de Q¢ (teorema 6.3.3).
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares
Sobre Algebras e Grupos de
Lie

Neste capitulo, serao enunciados os resultados bésicos sobre Grupos e Algebras
de Lie necessarios no restante desta dissertacao. Para demonstragoes e mais
detalhes veja [3], [8] e [9].

1.1 Grupos de Lie

Defini¢ao 1.1.1 (Grupo de Lie). Seja G uma varidade real suave (i.e. com
estrutura diferencidvel C*°) com uma estrutura de grupo dada por uma operagdo
suave G X G — G. Dizemos, nestas circunstancias, que G € um grupo de Lie.

A seguir, o exemplo de grupo de Lie mais geral' possivel.

Exemplo 1.1.2 (Gl(V) - O Grupo Geral Linear sobre V). Seja V um espago
vetorial real de dimensdo finita e M(V') o espago vetorial das transformagies
lineares de V-em V. O conjunto

GUV) ={p e M(V);p é um isomorfismo}

é aberto em M (V') e, por isso, € uma variedade suave com a estrutura diferencial
herdada de M (V). Além disso, a composi¢ao de transformagoes é suave e faz
de GI(V') um grupo de Lie.

Definicao 1.1.3 (Homorfismo de Grupos de Lie). Sejam G e H grupos de
Lie. Dizemos que ¢ : G — H ¢ um homomorfismo de grupos de Lie se € um
homomorfismo de grupos suave (C).

1Veja o corolério 1.2.14 adiante.



Daqui até o fim desta secao, G denotara um grupo de Lie. Discutiremos,
brevemente, a relagao entre a estrutura de grupo e a estrutura diferencidvel de
G. Para mais detalhes veja [3] e [9].

Uma derivacao em um ponto g € G é uma aplicacao linear X definida no
espago vetorial O (@) das fungoes suaves em G a valores em R que satisfaz a
regra de Leibniz:

X(fh) = f(g) X (h) + X (f)(9),

para todos f e h € C*°(G). Segue que podemos associar, a cada ponto g € G,
o espaco vetorial T,G composto por todas as derivagées no ponto g.
A suavidade da multiplicacao em G, fornece difeomorfismos:

E,: G - G
9 = g9,
para cada g € G. E, consequentemente, temos a familia de derivadas, para g e
9 €G,
(Eg)s : Ty G — TyyG

dadas por
(Eg)« Xy : C®(G) — R
f—= Xg(fokEy),

para todo X, € TyG. De fato, estas transformacoes carregam toda informacao
contida na estrutura de G.

A estrutura de variedade suave de G fornece o fibrado tangente (com es-
trutura diferancidvel dada em funcao da estrutura diferencidavel de G, veja o
capitulo 5 de [3])

TG :=UgecTyG — G
X,€eTyG — ged.

Por outro lado, a estrutura de grupo de G fornece secgoes suaves (campos)
X TG+ @G,

em G. Por clareza de notagao, denotamos por X, a imagem de g € G por um
campo X.
Dados um campo X em G e uma funcdo suave f € C*°(G), temos uma
fungao suave
Xf: G - R
g — Xgf

Assim, dados campos X e Y em G e g € G, temos que

(XY),: C=(G) — R
[ = Xy(Y/f)

é um funcional linear (que nao necessariamente satisfaz a regra de Leibniz para

g € Q).



Lema 1.1.4. Sejam X eY campos em G. Entao, definindo
([X,Y])y = (XY), — (YX), € T,G,
para todo g € G, temos que [X,Y]: G = TG é um campo.

Demonstragao:
Veja, em [3], o lema 4.12 na pégina 90.

Definigao 1.1.5 (Colchete de Lie). Sejam X eY campos em G. O campo

(X,Y]: G — TG
g — (XY),—(YX),.

é denominado de colchete de Lie entre X e Y.

Dado um elemento X, no espacgo tangente T.G do elemento neutro e de G,
temos (veja a proposicao 4.10 em [3]) um campo (X.)“ dado por

(Xe)G G = TG
g — (Ey)X.eT,G.

Definicao 1.1.6 (Campos Invariantes & Esquerda). Seja X um campo de G.
Dizemos que X é um campo invariante d esquerda se, para cada g e¢ g € G,
tem-se

(Eg) Xy = Xgg,

onde Xy, € TG denota a imagem do elemento h € G pelo campo X em G.

E imediato que se X é um campo invariante a esquerda de G, entdo X =
(X.)Y. E, reciprocamente, todo campo da forma (X.)%, como acima, é invari-
ante a esquerda.

Proposigao 1.1.7. Sejam X, Y e Z campos invariantes d esquerda de G e
A € R. Entao, temos que:

(i) [X,Y] € um campo invariante & esquerda;
(i) [X,Y]=—[Y,X];

(iii) [X,Y + \Z] = [X,Y] + \[X, Z];

(iv) [X,[Y,Z]]+[Y,[Z,X]]+ [Z,[X, Y]] = 0.

Demonstracgao:
Veja, em [3], os lemas 4.15 (na pédgina 91) e 4.18 (na pégina 4.18).
O

Pela proposicao acima, o colchete de Lie fornece ao espago vetorial dos cam-
pos invariantes a esquerda uma estrutura de algebra.



Definigao 1.1.8 (Algebra de Lie de um Grupo de Lie). Seja G um grupo de
Lie. Denotamos por Lie(G) a dlgebra dos campos invariantes & esquerda em G
com o colchete de Lie [,] como produto. Dizemos que Lie(G) € a dlgebra de Lie
de G.

Observemos que ha uma preferéncia arbitréria, nas consideragoes acima,
pela multiplicagao a esquerda em relacao a multiplicagao a direita. De fato,
poderiamos fazer consideracoes andlogas com relagao a multiplicagao a direita.
Mas, isso nos levaria a estruturas eventualmente diferentes, porém isomorfas.

Para um espago vetorial real V' de dimensao finita, temos que TrGL(V') pode
ser identificado com M (V'), onde cada elemento X € M (V) é identificado com
a derivada na direcdo X no ponto I € GL(V). Esta identificagdo fornece uma
caracterizagao importante do colchete de Lie em Lie(GL(V)).

Proposicao 1.1.9. Sejam V o espago vetorial real de dimensao finita e gl(V)
o espago das transformacades lineares V.— V' com a aplicao bilinear

[ ] = gl(V) x gl(V) — gl(V)

dada por
[A,B]=AoB—BoA,

para todo A e B € gl(V). Considerando a identificacio dos elementos de
gl(V) = M(V) C TyGL(V) com as derivadas direcionais em GL(V) no ope-
rador identidade I, temos que

([4, B)HY) = [(A)V) (B)FHY)] € Lie(G),
para todos A e B € gl(V).

Demonstagao:
Veja a proposigao 4.23 em [3].
O

Em vista da proposicao acima, identificaremos, sem perda de generalidade,
Lie(GL(V)) com gl(V).

Seja X um campo em G. Como X é um campo (suave por defini¢do) em
uma variedade suave, temos que existe uma unica curva vx : Ix — G, com
0 € Ix C R, que satisfaz

’VX(O) =6

onde e é o elemento neutro de G, e

’y;((t) = X’Yx(t)7

para todo ¢t € Iy (onde Ix C R é um intervalo maximal no qual uma curva com
estas propriedades pode ser definida).

No proximo lema, consideraremos a estrutura de grupo de Lie em R que
consiste na estrutura suave usual e a soma como operacao de grupo.



Lema 1.1.10. Seja X € Lie(G). Temos que yx estd definida em todo R e
X - (R7 +) -G
€ um homomorfismo de grupos de Lie.

Demonstragao:
Veja, o lema 20.1 (pagina 519) em [3].

Com isso fica bem definida a seguinte aplicagao:

Definicao 1.1.11 (Aplicagao Exponencial). Definimos a aplica¢io exp : Lie(G) —
G por
exp(X) = vx (1),

para todo X € Lie(G). Tal aplicagao é conhecida como aplicagdo exponencial.

Exemplo 1.1.12. Seja V um espaco vetorial real. Temos que

exp: gl(V) — GL(V)
X - 3, X

n=0 n!*

De fato, € verifica-se que vx(t) =Y.~ (tf!)n,

Definicao 1.1.13. Sejam G e H grupos de Lie. Dizemos que uma trans-

formacao linear
T : Lie(G) — Lie(H)

€ um homomorfismo entre as dlgebras de Lie de G e H se
TX,Y]=[TX,TY],
para todos X e Y € Lie(QG).
Proposigao 1.1.14. Sejam G e H grupos de Lie. Temos que:
(i) A aplicagio exp : Lie(G) — G € suave;

(ii) Se F: G — H é um homomorfismo de grupos de Lie, entio o diagrama

Lie(G) —> Lie(H)

exp \L l exp

G H

F

€ comutativo e a derivada F, € um homomorfismo entre as dlgebras de Lie
de G e H.

(iii) Se G for compacto e conexo entao exp : Lie(G) — G € sobrejetiva;



Demonstragao:
Veja as proposigoes 4.25 e 20.8 em [3].
O

Definigao 1.1.15 (Subgrupo de Lie). Seja G um grupo de Lie. Dizemos que
um subgrupo H de G é um subgrupo de Lie de G se H € wma subvariedade
mergulhada de G e o produto em H € suave.

Teorema 1.1.16 (do Subgrupo Fechado). Seja G um grupo de Lie e H um
subgrupo fechado. Entao, H € um subgrupo de Lie de G e

Lie(H) = {X € Lie(G);exp(tX) € H, t € R}.

Demonstragao:
Veja o teorema 20.10 em [3] ou a proposigéo 3.35 em [9].
O

Pela proposi¢ao acima, obtemos exemplos de subgrupos de Lie (fechados)
de GL(V) (como no exemplo 1.1.2) e suas respectivas dlgebras de Lie como
subespagos de gl(V):

Exemplo 1.1.17. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita e det :
M(V) = R a funcao determinante em V tal que det(I) = 1. Definimos

SL(V)={T € GL(V);det(T) = 1}.

Temos que SL(V) é um subgrupo de Lie (fechado) de GL(V') com dlgebra de
Lie dada por

s((V) := Lie(SL(V)) = {X € gl(V); tr(X) = 0}.

Exemplo 1.1.18. Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita e com um
produto interno (-,-). Definimos

oWV):={T e GL(V);TT* =T*T = I},
onde T* € GL(V) € a transformagao dual o T, dada pela igualdade
(Tz,y) = (z,T"y),

para todo x ey € V. Temos que O(V) é um subgrupo de Lie (fechado) de
GL(V) com dlgebra de Lie dada por

Lie(O(V)) ={X e gl(V); X" = - X}.
A componente conexa da identidade I em O(V') € o subgrupo
SOWV):={T e GL(\V);TT* =TT =1 edet(T) =1}
com a dlgebra de Lie

s0(V) := Lie(SO(V)) = Lie(O(V)).



Exemplo 1.1.19. Seja V' um espaco vetorial complexo de dimensdo finita e
com um produto interno hermitiano (-,-). Definimos

UV)={T e GL(V);TT* =T*T =1},
onde T* € GL(V) € a transformagao dual o T, dada pela igualdade
(Tz,y) = (2, T"y),

para todo x ey € V. Temos que U(V) € um subgrupo de Lie (fechado) de
GL(V) com dlgebra de Lie dada por

w(V) := Lie(U(V)) = {X € gl(V); X* = —X}.

Da mesma forma, tomando uma funcgao determinante det : M (V) — C tal que
det(I) = 1, temos que

SU(V):={T € GL(V);TT* =T*T = I e det(T) = 1}
é um subgrupo de Lie de GL(V') com dlgebra de Lie dada por
su(V) := Lie(SU(V)) ={X e gl(V); X* = - X e tr(X) =0}.

As préximas duas proposigoes sdo fundamentais para a classificagao dos gru-
pos de Lie.

Proposigao 1.1.20. Seja G' um grupo de Lie. Existe um grupo de Lie simples-
mente conexo G e um homomorfismo de grupos de Lie m : G — G que € um
recobrimento suave.

Demonstragao:
Veja a proposicao 2.13 em [3].
O

Proposicao 1.1.21. Sejam G e H grupos de Lie e T : Lie(G) — Lie(H) um
homomorfismo de dlgebras de Lie. Se G for simplesmente conexo, existe um
unico homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H tal que @, =T.

Demonstragao:
Veja o teorema 20.15 em [3].
O

Para terminar esta se¢ao, vejamos alguns resultados sobre quocientes e acoes
de grupos de Lie.

Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie fechado de G. A aplicagao
quociente 7 : G — G/H fornece a G/H uma estrutura diferencidvel.

Proposigao 1.1.22. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie de G.
Temos que:

(i) Se G/H e H sao coneros entio G € conexo;



(i) Se G/H e H sdo compactos entdo G é compacto.

Demonstragao:
Veja a proposicao 9.34 em [3].
O

Definigao 1.1.23. Seja G um grupo de Lie e X uma variedade diferencidvel.
Dizemos que a aplicagao a: G X X — X € uma agao se

L] a(l, ) = Ix;
e a(gh,-) =alg,a(h,-)), para todo g e h em G.

Se a € suave, dizemos que G age suavemente em X. Além disso, dizemos que
a € transitiva se para todos x ey € X existe g € G tal que a(g,x) = y.

Teorema 1.1.24. Seja G um grupo de Lie que age trasitivamente e suavemente
em uma variedade X . Entao:

(i) Para cada x € X o conjunto
H,:={g9€G;gz =x}
€ um subgrupo de Lie de G;
(ii) G/H, € difeomorfo a X, para todo x € X.

Demonstracao:
Veja o teorema 9.24 em [3].

1.2 Algebras de Lie

Definicao 1.2.1 (Algebra de Lie). Seja g um K-espaco vetorial munido de uma
aplicagao [,] 1 g X g — g tal que

(1) [-,] € bilinear e alternada;
(ii) Para cada X,Y e Z € g vale a identidade de Jacobi:
(X, [Y, 2] + [V, [Z2, X]| + [Z,[X, Y]] = 0
para todo X,Y e Z € g.
Nas discussoes que sequem, estaremos sempre admitindo que dim g < co.

Exemplo 1.2.2. Como vimos na proposicao 1.1.7, se G € um grupo de Lie,
entao Lie(G) € uma dlgebra de Lie.



Exemplo 1.2.3 (Algebra de Lie Abeliana). Seja V' um espago vetorial munido
da forma bilinear [-,-] = 0. Temos que V € uma dlgebra de Lie. Neste caso
dizemos que V € uma dlgebra de Lie abeliana.

Podemos especializar o exemplo acima, usando a identificagao da proposigao
1.1.9.

Exemplo 1.2.4. Seja A uma dlgebra associativa. Temos que o comutador,
definido por
[a,b] = ab — ba

para todo a e b € A, fornece a A uma estrutura de dlgebra de Lie.

Exemplo 1.2.5. Seja V um espago vetorial e gl(V') o espago vetorial de todas
as transformacoes lineares de V.em V. Temos que o comutador

[X,Y]=XY -YX,
para todo X,Y € gl(V), fornece uma estrutura de dlgebra de Lie para gl(V).

Naturalmente, temos uma nocao de categoria para a estrutura definida
acima:

Definicao 1.2.6 (homomorfismo de dlgebras de Lie). Sejam g e b dlgebras de
Lie sobre um corpo K e ¢ : g = § uma transformacao linear que satisfaz

Pl X, Y] = [pX, Y],

para todos X eY € g. Dizemos que ¢ é um homomorfismo de dlgebras de Lie.
Se, além disso, @ for bijetiva dizemos que p € um isomorfismo de dlgebras de

Lie.

Exemplo 1.2.7. Como vimos na proposicio 1.1.14, se F : G — H € um
homomorfismo de grupos, entdo a derivada F : Lie(G) — Lie(H) é um ho-
momorfismo de dlgebras de Lie. Se F ¢ um difeomorfismo, entdo F, é um
isomorfismo de dlgebras de Lie.

Notagao 1.2.8. Sejam a e b subconjuntos de uma dlgebra de Lie g. Denotamos
por [a,b] o subespago vetorial de g gerado pelos elementos da forma [X,Y] onde
XecaeY €b.

Definicao 1.2.9 (Subdlgebras e Ideais). Seja g uma dlgebra de Lie e s e i
subespacos vetoriais de g. Dizemos que:

(i) s € uma subdlgebra de g se [s,5] C s5;

(i) i é um ideal de g se [g,i] C i.

Exemplo 1.2.10. Seja K um corpo com caracteristica diferente de 2 e gl(n,K)
a dlgebra de Lie das matrizes n X n com entradas em K com o comutador de
matrizes (veja o exemplo 1.2.4) como colchete de Lie. Definiremos, abaizo,
algumas subdlgebras de Lie de gl(n,K):



e Tipo Ay, n>1

s5l(n,K) := {X € gl(n,K) | trX = 0};

e Tipo B,, n > 2

so(2n+ 1,K):={X cgl2n+ 1,K) | X + XT =0};

e TipoCp,n>3
sp(2n,K) == {X € gl(2n,K) | XJ + JXT = 0}

onde
0 -1
J = < 1 0 > € gl(2n,K);

e Tipo D, n>4

s0(2n,K) := {X € gl(2n,K) | X + X" = 0}.

Definicao 1.2.11 (representacgio de dlgebra de Lie). Seja g uma dlgebra de
Lie, V' um espago vetorial e p : g — gl(V) um homomorfismo de dlgebras de
Lie. Dizemos que p € uma representacao de g.

Exemplo 1.2.12 (representagao adjunta). Seja ad : g — gl(g) a transformacdo
linear dada por
ad(X)Y = [X,Y],

para todo X,Y € g. A identidade de Jacobi garante que ad é uma representag¢do
de g.

De fato, as algebras de Lie matriciais sao tao importantes quanto gerais, pois
sabemos que:

Teorema 1.2.13 (de Ado). Toda dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um
corpo algébricamente fechado € isomorfa a uma dlgebra de Lie matricial. Isto €,
para toda dlgebra de Lie g, com dimg < oo, existe uma representacao p : g —
gl(V) fiel (i.e. injetiva).

Demonstragao:
Veja o teorema 10.9 em [8].
O

Corolario 1.2.14. Todo grupo de Lie é isomorfo a um quociente de um grupo de
Lie matricial por um subgrupo discreto. Isto €, para todo grupo de Lie G, eziste
um espago vetorial real V' e um homomorfismo de grupos injetivo G — GI(V).
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Demonstragao:
Segue do teorema acima e das proposigoes 1.1.20 e 1.1.21.
O

Definicao 1.2.15 (Algebra de Lie Solivel). Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos
que g € soluvel se a sequéncia de ideais definida por

g =g

g® = (g0, gt )],
para todo © € Z4, € tal que g®) =0 para algum k € Zy .

Exemplo 1.2.16. Seja t o subdlgebra de gl(n,K) das matrizes triangulares
superiores. Verifica-se que g™ = 0. Donde conclui-se que t é solivel.

Em vista do Teorema de Ado (1.2.13), temos uma classificacao das dlgebras
de Lie Soluveis pelo teorema de Lie:

Teorema 1.2.17 (de Lie). Seja g uma dlgebra de Lie solivel sobre um corpo
algébricamente fechado e p : g — gl(V) uma representacdo de g. Entao, existe
uma base ordenada de V na qual os elementos de p(g) sdo todos representados
por matrizes triangulares superiores.

Demonstragao:
Veja o teorema 2.12 em [8].
O

Como visto acima, as algebras de Lie soluveis sao “meramente” subdalgebras
da algebra de matrizes triangulares superiores. Na préxima secao, discutiremos
uma classe de dlgebras de Lie “mais rica em estrutura”. Para tanto, precisamos
de uma nogao de “o quao solivel ¢” uma &algebra de Lie dada.

Proposigao 1.2.18. Em qualquer dlgebra de Lie g de dimensdo finita, existe
um ideal solivel, v(g), que contém todos os ideais soliveis de g.

Demonstragao:
Veja a proposicao 1.28 em [8].
O

Defini¢ao 1.2.19 (radical soluvel). O ideal t(g), da proposi¢io anterior, é
denominado de radical solivel.

Sera util considerarmos a seguinte subclasse de algebras de Lie soliveis:
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Definicao 1.2.20 (algebra de Lie nilpotente). Seja g uma dlgebra de Lie. Di-
zemos que g € nilpotente se a sequéncia de ideais definida por

g =9

g =o',
para todo i € Z, ¢ tal que g* = 0 para algum k € Z.
Definicao 1.2.21 (pesos e subespagos de peso de uma representagao). Seja

p: g — gl(V) uma representacao de uma dlgebra de Lie g e X\ € g*. Dizemos
que A € um peso de p se

Vi :={v eV; para todo X € g existe n € Zytal que v € ker(p(X) — N(X)I)"}
€ diferente de 0. E, neste caso, V € chamado de espaco de peso.

Teorema 1.2.22. Sejam g uma dlgebra de Lie nilpotente sobre um corpo al-
gebricamente fechado e p : g — gl(V') uma representacio de g em um espago
vetorial V' de dimensao finita. Entdo,

V= V)\l @...EBV)\k

para espacos de peso Vy, de peso \; para i = 1,....k. Além disso, cada Vy, €
invariante por p(X) (i.e. p(X)Vy, CVi,), para cadai=1,....k e X € g.

Demonstragao:
Veja o teorema 2.9 em [§].
O

1.3 Algebras de Lie Semissimples e a Forma de
Cartan-Killing

Definicao 1.3.1 (élgebra de Lie simples). Seja g uma dlgebra de Lie. Dizemos
que g € simples se

(i) g nao possui ideais préprios (diferentes de 0 e g);

(ii) g nao € abeliano (o colchete [-,-] nao € nulo).
Definicao 1.3.2 (dlgebras de Lie semissimples). Dizemos que uma dlgebra de
Lie g é semissimples se t(g) = 0.

Teorema 1.3.3. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples. Entao, g se decompde
de forma dnica (& menos de permutacao de indices) como

9=01Dg2D... D Gn,

onde cada g; € um ideal simples de g.
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Demonstragao:
Veja o teorema 3.10 em [8].
O

Agora, enunciaremos o resultado que d4 a classe das algebras de Lie semis-
simples a devida importancia com relacao a classificagao das algebras de Lie.

Teorema 1.3.4 (de Levi). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita. Existe
uma subdlgebra semissimples s de g tal que

g =5 ().

Demonstracgao:
Veja o teorema 5.8 em [8]
U

Assim, temos que uma dlgebra de Lie g é “feita” de um ideal solivel t(g)
e uma subdlgebra semissimples isomorfa & g/t(g) (com colchete de Lie definido
de forma que a projegdo canonica seja um homomorfismo) e uma representagao
(por derivagoes) de g/t(g) em t(g). Por isso, a tarefa de entendermos todas as
algebras de Lie se reduz a de entendermos (classificarmos) todas as dlgebras de
Lie simples e suas representagoes.

Definiremos, agora, a forma de Cartan-Killing de uma algebra de Lie. Esta
serd a ferramenta mais importante na classificacdo de todas as dlgebras de Lie
semissimples sobre corpos algebricamente fechados e de caracteristica 0.

Definicao 1.3.5 (forma de Cartan-Killing). Seja g uma dlgebra de Lie. Cha-
mamos de forma de Cartan-Killing a forma bilinear simétrica (-,-) : gx g — K
definida por

(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)),

para todo X eY € g.

A forma de Cartan-Killing nos permite dar um tratamento geométrico a
classificagao das dlgebras de Lie semissimples. Em especial, o préximo teorema
nos diz que a forma de Cartan-Killing em uma algebra de Lie semissimples nao
é degenerada.

Teorema 1.3.6 (Critério de Cartan). A forma de Cartan-Killing de uma dlgebra
de Lie g ndo é degenerada se e somente se g € semissimples.

Demonstragao:
Veja o teorema 3.8 em [8].
O

Nesta dissertacao estudaremos édlgebras de Lie reais g através de sua com-
plexificacdo gc. Ou seja, considerando o espago vetorial gc obtido da complexi-
ficagao de g munido do colchete de g extendido C-bilinearmente.
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Coroldrio 1.3.7. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo K e K uma extensdo
de K. Entao, g é semissimples se e somente se g ¢ semissimples.

Demonstragao:
Veja a proposigao 3.9 em [8].
O

O proximo lema nos diz que a forma de Cartan-Killing de uma algebra de Lie
é preservada por isomorfismos de dlgebras de Lie. De fato, adiante mostraremos
que uma algebra de Lie semissimples pode ser descrita completamente pela sua
forma de Cartan-Killing.

Lema 1.3.8. Sejam g1 e go dlgebras de Lie e ¢ : g1 — g2 um ismorfismo de
dlgebras de Lie. Entao,

<¢X7 ¢Y>92 = <X’ Y>917

para todos X eY € g1, onde (-,-)g, € (-,-)g, sG0 as formas de Cartan-Killing
em g1 e ga, respectivamente.

Demonstragao.
Veja a proposicao 3.5 em [8].

1.4 Sistemas de Raizes

Nesta secao definiremos os mecanismos e enunciaremos os resultados que nos
levardo a uma classificacao de todas as algebras de Lie simples sobre corpos
algebricamente fechados de caracteristica 0.

Até o fim desta segdo, todas as dlgebras de Lie estao sobre um corpo K
algebricamente fechado e de caracteristica 0.

Definicao 1.4.1 (derivacio em uma algebra de Lie). Seja g uma dlgebra de Lie
e D € gl(g) tal que

para todos X eY € g. Neste caso dizemos que D é uma derivacdo de g.

Exemplo 1.4.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Segue da identidade de Jacobi que,
para cada X € g, ad(X) (veja o exemplo 1.2.12) é uma derivagdo em g.

O préximo lema é usado na demonstragdo do Critério de Cartan (teorema
1.3.6) e, também, nos préximos capitulos.

Lema 1.4.3. Seja D : g — g wma derivagao em uma dlgebra de Lie de di-
mensdo finita sobre um corpo algebricamente fechado e g., g3, 0s autoespagos
generalizados de g em relagao aos autovalores o e B de D. Entao,

[gmgﬂ] C fa+5;

onde go+p € 0 autoespago generalizado (possivelmente nulo) de g em relagdo ao
autovalor o+ B de D.
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Demonstragao:
Veja a proposicao 3.1 em [8].
O

A seguir, introduziremos o conceito de subdlgebras de Cartan. A motivacao
para tal definicao vem das algebras de Lie matriciais nas quais subespacgos de
matrizes diagonalizaveis fazem o papel dessas dlgebras.

Definicao 1.4.4 (subdlgebra de Cartan). Seja g uma dlgebra de Lie e h uma
subdlgebra de g. Dizemos que by é uma subdlgebra de Cartan se

(i) b € nilpotente;
(i) b é normal em g (i.e. X €ge[X,p)Ch=X €h).

Proposigao 1.4.5. Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo, g possui uma subdlgebra
de Cartan.

Demonstragao:
Veja o coroldrio 4.4 em [8].
O

Seja h uma subalgebra de Cartan de uma algebra de Lie g. Temos, pelo
teorema 1.2.22, que a representagao adjunta ad : h — gl(g) dé origem a uma
decomposigao

g:b@gal D ... D Gays

na qual h é o subespago do peso nulo e g,, o subespago do peso «;.

Definigao 1.4.6 (Sistema de Raizes de uma Algebra de Lie Semissimples). Seja
h uma subdlgebra de Cartan da dlgebra de Lie semissimples g. Com relagcao a
decomposicao

g= b®gal D ... D oy,

de g em espagos de peso da representacao ad : h — gl(g), denominamos:

® 0s pesos o, 1 =1,...,k, de raizes de g em relacao a b;
® 05 espagos de peso gq,;, 1 =1,...,k, de espagos de raizes;
e o conjunto Il := {ay,...,ax} de sistema de raizes de g em relagio a b.

Proposigao 1.4.7. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples, h uma subdlgebra
de Cartan de g e
g :b@gcn D ... D Gay

a decomposi¢do de g em espacos de raiz em relagao a by. Entdo:
a) b € abeliana;

b) dimg,, =1, parai=1,...,k.
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Demonstragao:
Veja a proposicao 6.6 e o lema 6.8 em [8].
O

A proposicao anterior nos dé uma no¢ao combinatéria do colchete de Lie em
h em funcdo da decomposicao de g em espacos de raiz. Discutiremos adiante o
modo como o sistema de raizes determina o colchete de Lie de g.

Proposigao 1.4.8. Seja b uma subdlgebra de Cartan em uma dlgebra de Lie
semissimples g. A restri¢io da forma de Cartan-Killing de g a h nao € dege-
nerada.

Demonstragao:
Veja a proposicao 6.14 em [8].

Com o resultado acima, podemos fazer a seguinte definicao:

Definicao 1.4.9. Seja h uma subdlgebra de Cartan de uwma dlgebra de Lie
semissimples g. Definimos (-,-) : h* x b* — K como sendo a forma induzida da
forma de Cartan-Killing de b pelo isomorfismo

h — b
X = (X,).

Ou seja, para todos o e B € h*, definimos

<O‘7ﬁ> = <Haa Hﬁ>a
onde Hy e Hg € W) sdo definidos (gracas a proposi¢do anterior) pelas igualdades
a = <H0¢7'> ef= <H,@7'>'
Dizemos que (-,-) € a forma de Cartan-Killing em b*.

Se g é uma Aalgebra de Lie semissimples e h C g uma subdlgebra de Cartan
entao a forma de Cartan-Killing em bh* nao é degenerada. De fato, esta é
induzida de uma forma que nao é degenereada (veja a proposigdo 1.4.8) em
h. Além disso, temos o seguinte lema:

Lema 1.4.10. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples, h C g uma subdlgebra
de Cartan e Il C h* o seu sistema de raizes. O subespago Q-vetorial h gerado
pelos elementos de II em h* € tal que a forma de Cartan-Killing (-,-) de h*
assume somente valores racionais e (-, -) : bo X by — Q € um produto interno.

Sejam g; e go dlgebras de Lie semissimples e ¢ : g3 — go um isomorfismo
de dlgebras de Lie. Entao, se h; é uma subédlgebra de Cartan de g;, segue que
ha = ¢(h1) é uma subdlgebra de Cartan em gs.

Sejam II; e Il os sistema de raizes de g; em relagao h; e go em relacao ho,
respectivamente.
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Para a € Ils, X, € g, ¢ H € b1, temos que

¢~'oad(¢(H)) = ad(H)o¢™"

e, consequentemente,

ad(H)(¢™"(Xa))

\
A
/—\

[
MO
(0]
14
(oW
=3
<
—~
AVE
.
Q
S~—

Assim, concluimos que a o ¢ € I1;.
Analogamente, se 8 € II;, temos que Bo ¢! € II,.
Portanto, a aplicagao linear

¢*: by — by

a — «aog
é tal que ¢*(Ilp) = I14.
Consideremos as formas de Cartan-Killing (-,-); em b} e (-,-)2 em h5. A

aplicacao

¢* : (hfv <'7 >1) - (b;7 <" >2)
preserva as formas de Cartan-Killing. De fato?, pelo lema 1.3.8, temos que

(X, 0(Y)2 = (o™ 1(X), Y1,
para todo X € ga e Y € g;. E, assim, se a € b3,

o = <HOL7 '>2
implica que
¢*(a) =aod = (Ha,¢())2 = (67 (Ha),)1-

Logo,

(¢*(a),¢*(B)1 = (aop,Bod)
= <Ha7H/3>2

<Oé76>2a

para todos o e B € b3.

Em resumo, se ¢ : g1 — g2 é um isomorfismo entre algebras de Lie semis-
simples, b1 C g1 e ha = ¢(h1) subdlgebras de Cartan e Iy e I, seus respectivos
sistemas de raizes, entdo ¢* : hs — b1 é uma isometria tal que ¢*(Ilp) = I1;.

Veremos, no proximo teorema, uma reciproca da conclusao acima. Ela é a
motivagao do estudo dos sistemas de raizes em &algebras de Lie.

Teorema 1.4.11. Sejam g1 e go dlgebras de Lie semissimples, hy C g1 e b C g2
subdlgebras de Cartan e Il; C b eIl C b3 os respectivos sistemas de raizes. Se
¢ : b1 — bha € uma transformacgao linear tal que ¢* : b5 — b preserva as formas
de Cartan-Killing e ¢*(Ilg) = Iy, entdao ¢ pode ser estendido a um isomorfismo
de dlgebras de Lie ¢ : g1 — go.

2aqui manteremos as notagdes da definicio 1.4.9
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Demonstracao.
Veja o teorema 8.8 em [8].
O

Em especial, a préxima proposicao nos diz que, fixada uma algebra de Lie
g, todos os sistemas de raizes em g sao “isométricos”. Ou seja, os sistemas de
raizes “independem” da escolha da subdlgebra de Cartan.

Proposigao 1.4.12. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica nula, b1 e ho subdlgebras de Cartan de g. Entao, eziste
um automorfismo ¢ : g — @ tal que p(h1) = ba.

Demonstragao:
Veja o Teorema 4.13 em [8].
O

Concluimos, desta se¢ao, que dadas algebras de Lie semissimples g; e go, com
subdlgebras de Cartan by e ho e sistemas de raizes II; e Iy, respectivamente,
temos que g; é isomorfo a go se e somente se existe uma transformacao linear
¢* : b5 — bi que preserva as formas de Cartan-Killing em h; e hy tal que
o(Ilp) =114

Portanto, a classificacao das dlgebras de Lie semissimples sobre corpos algé-
bricamente fechados de caracteristica 0 se reduz a classificagdo dos seus possiveis
sistemas de raizes.

1.5 Sistemas Simples de Raizes

Nesta secgao, discutiremos a classificacao dos sistemas de raizes em algebras de
Lie semissimples. Como vimos na segao anterior, obteremos dai a classificagao
das algebras de Lie semissimples.

Até o fim da secdo, g denotard uma algebra de Lie semissimples sobre um
corpo algebricamente fechado e de caracteristica nula, h uma subdlgebra de
Cartan de g e II o seu respectivo sistema de raizes.

Definigao 1.5.1 (a-sequéncia iniciada em ). Seja V' um espago vetorial e o
e B € V. Chamamos de a-sequéncia iniciada em 3 a sequéncia de elementos

) ﬂpré, ’ 670[7 63 B+O‘a ’ ﬂ+qa,
parap eq €Ly, em V.

Proposic¢ao 1.5.2 (Férmula de Killing). Dadas raizes « e 8 € I, existem p e
q € 74 tais que as unicas raizes na a-sequéncia iniciada em B sao eratamente

ﬁ_paa ) B_a7 Ba 5+Oé, ) 6+qa
Além disso, p e q sdo dados pela Férmula de Killing
__2(8,q)
(o, )
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Demonstragao:
Veja o teorema 6.10 em [8].
O

A proposicao acima motiva o estudo de subconjuntos mais especificos do que
o conjunto de todas as raizes.

Lema 1.5.3. Temos que h* € gerado (como espago vetorial) por II.

Demonstragao:
Veja a proposicao 6.7 em [8].
O

Definicao 1.5.4 (sistema simples de rafzes). Seja b uma subdlgebra de Cartan
em uma dlgebra de Lie semissimples g e I o seu respectivo sistema de raizes.
Um conjunto ¥ C II € dito um sistema stmples de raizes se

(i) ¥ € um subconjunto LI de h*;

(i) Todo elemento B € II pode ser escrito como
B =mniar +ngan + - + may,

onde a; € ¥ e 0s coeficientes n; sdo todos inteiros positivos ou todos
nteiros negativos.

Neste caso, dizemos também que os elementos do conjunto
o+ .= {niaq + noas + -+ +mnay €I, n; =0 para todo i = 1,...,1}
sao as raizes positivas de Il com relacdo a X.

Proposigao 1.5.5. Existem sistemas de raizes simples em qualquer sistema de
raiz de g.

Demonstracao. Pelo lema 1.5.3, podemos escolher uma base de h* em II. Or-
denando esta base, podemos introduzir uma ordem lexicografia em I1. A ordem
lexicografica em II define o conjunto

Y:={a€Il;a>0epara 5,7 > 0 em II temos que o # § + ~}.

Entéao, pelo coroldrio 6.4 e peloa lema 6.20 em [8], temos que ¥ é um sistema
simples de raizes em II.
O

Veremos, na préxima proposi¢cao, porque os sistemas simples de raizes sao
inerentes a estrutura de algebra de Lie de g.

Definicao 1.5.6 (grupo de Weyl). Seja II um sistema de raizes de uma dlgebra
semissimples g. O grupo gerado pelas reflexées (sequndo a forma de Cartan-
Killing), com relag¢ao aos elementos de I1, em §* é chamado de Grupo de Weyl
de g.
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Segue, da férmula de Killing, que a imagem de um sistema simples por
elemento do grupo de Weyl é também um sistema simples. Na verdade, vale o
resultado.

Proposicao 1.5.7. Seja Il um sistema de raizes de uma dlgebra de Lie semis-
simples e W o grupo de Weyl associado. Entao, W age transitivamente nos
sistemas simples de raizes de 11. Isto €, para cada dois sistemas simples de
raizes simples ¥1 e Xo em II existe T € W tal que 7(31) = Xao.

Demonstragao:
Veja a proposicao 9.13 em [8].
O

Sejam gy e go algebras de Lie semissimples com subdlgebras de Cartan b
e ho e sistemas simples de raizes i e Yo, respectivamente. Concluimos, da
proposicao acima e do teorema 1.4.11, que g; e go sao isomorfas se existe uma
aplicacdo linear ¢* : h5 — b} que preserva as formas de Cartan-Killing em b
e by e ¢*(Z2) = ¥1. Em outros termos, pelo lema 1.4.10, denotando por bio
e h;Q os Q-espagos lineares de h; e ho gerados por X; e Yo, temos que existe
uma transformagao linear ¢* como acima se e somente se existe uma isometria
¢* 1 h3g — big tal que ¢*(X2) = X1,

Portanto, para compararmos duas algebras de Lie semissimples, basta com-
pararmos os “angulos” entre os elementos de um sistema simples de raizes de
uma e de outra dlgebra. Isso motiva a proxima defini¢ao.

Definigao 1.5.8 (matriz de Cartan). Seja ¥ = {aq,...,ax}. Definimos

2<O[i, O[j>

U g o)

para 1 < i,7 < k, e a matriz

C = (cij),

que € denominada a matriz de Cartan da dlgebra de Lie g em relag¢ao ao sistema
simples de raizes 3.

Pela discussao acima, temos que duas algebras de Lie sao isomorfas se e
somente se possuem matrizes de Cartan idénticas (a menos de reindexagao dos
elementos nos sistema de raizes simples).

Proposicao 1.5.9. Seja C = (¢;j) a matriz de Cartan de g. Entdo:
(i) ci; = 2 para todo i;
(i) c;; € {0,—1,-2, -3} sei # j;

(iii) cj; € {=2,-3} = ¢ciy = —1;

(iU) Cji = 0< Cij = 0.
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Demonstragao:
Veja a proposicao 6.4 em [8].
O

Nosso proximo passo na classificagao dos sistemas de raizes é transformar
as informagoes da matriz de Cartan em “informagao topoldgica” no intuito de
limitar os possiveis sistemas de raizes.

Definicao 1.5.10 (diagrama de Dynkin). Dizemos que o diagrama de Dynkin
de g € o grafo definido a partir da matriz de Cartan C = (c;;) da sequinte forma:

o X ={ay,..,ar} € o conjunto dos vértices;

e Para i # j, se |cij| = |cji| = 1 entdo oy e a; sao ligados por uma aresta
nao orientada;

e Parai# j, se L = |c;j| =2 ou 3 entio a; e o sdo ligados por L arestas
orientadas no sentido o; para c.

Exemplo 1.5.11. Nos prozimos capitulos construiremos uma dlgebra de Lie
cuja matriz de Cartan €
2 -3
(23

O——=0

e, consequentemente,

€ o seu diagrama de Dynkin.

A classificagao dos diagramas de Dynkin, como no capitulo 7 de [8], trans-
corre por meio de propriedades como: se o diagrama com n vértices possui,
no maximo, n — 1 pares conectados; o diagrama nao possui ciclos; a quatidade
de arestas ligadas a um vértice é no maximo 3. A propriedade que mais nos
importa é a da seguinte proposicao:

Proposigao 1.5.12. Se
g=01D...0Dgs

€ a decomposi¢cao de g em componentes simples, entdo as componentes conexas
do diagrama de Dynkin de g sdo os diagramas de g1,..., g-

Demonstragao.
Veja as proposigoes 8.1 e 8.3 em [8].
O

Por fim, a classificagdo dos possiveis diagramas de Dynkin segue do seguinte
teorema:
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Teorema 1.5.13. Os diagramas de Dynkin coneros sao

A, ° o n>l1
B, : o o ———>0 n>=2
C,: o o o&——o0 n>=3
D, o n>4

Gy : o&—=o0

F42 o

o<———o

E(;Z

o
>——O0
o

o
>—O0
o

Egl o

Demonstragao:
Veja o teorema 7.9 em [8].
O

1.6 Representacoes de Algebras de Lie Semis-
simples

Nesta secao estabeleceremos algumas ferramentas sobre teoria de representagoes
de algebras de Lie semissimples.

Definicao 1.6.1 (Sub-representacoes e Representacoes Irredutiveis). Seja g
uma dlgebras de Lie e p: g — gl(V) uma representacgdo:

(i) Se W € um subespago vetorial de V e X € g sao tais que p(X)w € W
para todo w € W entdo dizemos que W € invariante por p(X);
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(ii) Se W é um subespago vetorial de V' tal que W € invariante por todo X € g
dizemos que W € uma sub-representacao de V pela representacao p;

(i) Se W # 0 é uma sub-representacao de V' pela representagio p tais que as
unicas subrepresentacoes de V contidas em W sao 0 e W entdo dizemos
que W € uma sub-representacao irredutivelde V. No caso em que W =V,
dizemos que p € irredutivel.

Lema 1.6.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Se existir uma representacdo fiel
(injetiva) p : g — sW(V') e irredutivel com dim'V < co. Entdo, g € semissimples.

Demonstragao:
Veja o teorema 5.11 em [8] e o comentdrio que o sucede.
O

Teorema 1.6.3 (de Weyl). Seja g uma dlgebra de Lie semissimples e p : g —
gl(V) uma representagdo com dimV < co. Entdo,

V=VoV,& &V,

com V; sendo uma sub-representacao irredutivel de V' pela representacao p para
cadai=1,...,n.

Demonstragao:
Veja o teoremka 5.6 em [8].
O

A seguir, enunciaremos uma versao (suficientemente geral para o uso nesta
dissertagao) do lema de Schur.

Lema 1.6.4 (de Schur). Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo algebrica-
mente fechado K e p: g — gl(V) uma representagao irredutivel com dimV < oo.
Se T € gl(V) € tal que

0=[T,p(X)] =Top(X)—p(X)oT,

para todo X € g, entao
T =My,

para algum X\ € K.

Demonstracgao:
Veja a proposigao 1.8 em [8].
O

Estabeleceremos agora alguns resultados sobre a classificacao das repre-
sentacoes irredutiveis de algebras de Lie sobre corpos algebricamente fechados.
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Defini¢ao 1.6.5 (Isomorfismo de Representacoes). Sejam p1 : g — gl(Vh) e
p2 = g — gl(Va) representacées de uma dlgebra de Lie g. Dizemos que py e
p2 sdo isomorfas se existir uma transformacgao linear T : Vi — Vo tal que o
diagrama

X
v 2y,

A

Vo — V.
2 (x) 2

€ comutativo para todo X € g. Denotamos essa relagao por py ~ ps.

Até o fim desta se¢do, g denotard uma dlgebra de Lie semissimples sobre um
corpo algebricamente fechado de caracterisctica nula K, h uma subalgebra de
Cartan, IT um sistema de raizes com relagdo a h e ¥ = {1, a9, ... , a,} CII
um sistema simples e IIT o conjunto da raizes positivas de II em relacio a X.

Seja p : g — gl(V) uma representagdo. Pelo teorema 1.2.22, temos que a
restricdo ply : h — gl(V) decompde V' como soma direta de espacos de peso.

Definicao 1.6.6 (Peso Méximo de uma Representagao de Algebra de Lie Se-
missimples). Seja p : g — gl(V) uma representagio e A € h* um peso de ply.
Dizemos que A é um peso mdzimo de p se A+« nao é um peso de p|y para todo
a € .

Teorema 1.6.7. Seja p: g — gl(V) uma representagao irredutivel com dimV <
0o. FEntao, temos que:

(i) p possui um Unico peso mdximo X € h*;

(ii) Se p:g— gl(V) € uma representagdo de peso mdximo A € b*, temos que
temos que p ~ p se e somente se A = \;

(i1i) Para toda raiz simples o € 3 temos que

2(\,
< a> € Z>p.
(,a) =7
Demonstragao:
Veja os teoremas 11.2 e 11.5 em [8].
O
Para cada o; € ¥ = {1, ag, ... , ay}, seja H,, € b tal que o; = (H,,, ).
Como X é uma base de h*, segue que os elementos
2H,,

T <ai7ai> ’

¢t = 1,...,n formam uma base de . Esta base, por sua vez, induz uma base ®
de b* formada pelos elementos A\; € h* dados por

] 1 sei=y;
)\’(HJ)_{ 0 sei#j.

24



Definigao 1.6.8 (Representagoes e Pesos Fundamentais). Dizemos que os e-
lementos da base ® de b* (veja os comentdrios acima), dual ¢ base {Hy, ...
JH,}, sao pesos fundamentais de g em relagdo a X. Se p : g — gl(V) é uma

representag¢do cujo peso mdazimo pertencente a P, entao dizemos que p € uma
representacdo fundamental.

Pelas defini¢oes acima, segue que o peso fundamental \; € @, é descrito na
base ¥ de h* por
Ai = 1,01 + a2iQ2 + ...ApiQp,

onde (aj;) é a matriz inversa & matriz de Cartan de g em relacdo a X.

Exemplo 1.6.9. Se g € uma dlgebra de Lie do tipo G4, temos que
A1 = 2aq + 3ap

Ao = oy + 209
Assim, segue do teorema 1.6.7 o seguinte coroldrio:

Corolario 1.6.10. Se p : g — gl(V) é uma representagdo de peso mdximo A
em relacdo a X, entao

A=kid + ke o+ ...+ koA,
para k; € Z..

A partir de representacoes irredutiveis py : g — gl(V) e p, : g = gl(W) de
pesos maximos A e u, respectivamente, obtem-se uma representacao pai, : g —
gl(V ® W) pelo processo conhecido como composi¢do de Cartan (veja a segio
11.2 de [8]). Assim, temos que as representagoes fundamentais descrevem todas
as representacoes irredutiveis de g.

1.7 Formas Reais

Os resultados das segoes anteriores classificam as algebras de Lie simples com-
plexas. Por sua vez, as algebras de Lie reais simples se classificam & partir da
classificagao das algebras de Lie complexas simples como veremos adiante.

Dada uma algebra de Lie real g, podemos definir um colchete de Lie no
espaco vetorial gc = C ®g g estendendo C-bilinearmente o colchete de Lie de g.
Prova-se (veja a proposigao 12.4 em [8]) que a forma de Cartan de g é degenerada
se e somente se a forma de Cartan de gc (veja o coroldrio 1.3.7). Assim, pelo
Critério de Cartan (teorema 1.3.6), segue que g é semissimples se e somente g¢ é
semissimples. Além disso, temos que se gc é simples, entdo g também é simples
ja& que uma decomposicao de g como soma direta de ideais simples induz uma
decomposigao de gc como soma de ideais. Com isso, concluimos que toda dlgebra
de Lie real simples estd contida em uma algebra de Lie simples complexa como
subespago real fechado pelo colchete de Lie (desta dlgebra complexa). Portanto,
para classificarmos as dlgebras de Lie reais simples g basta estudarmos as formas
de reobter g a partir de gc.
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Definicao 1.7.1 (Conjugagao). Seja g uma dlgebra de Lie sobre C. Dizemos
que uma aplicagdo o : g — g € uma conjugacdo de g se satisfaz:

(i) c(zX+Y)=Z0(X)+0o(Y), para todos ze Ce X eY € g;
(i) 0 = I;
(iii) [0X,0Y] = o[X,Y].

Seja g uma algebra de Lie real. Definimos um transformagao R-linear o :

gc — gc por
oX)=X e o(X)=—iX,

para todo X € G. E fécil verificar que o é uma conjugacao em gc € que g € o
subespaco de g¢ dos pontos fixos por o.

Consideremos, agora, uma conjugacao ¢ em uma algebra de Lie complexa
g. Por (i) e (ii) na definico acima, temos que o decompde g como uma soma
de espaco vetoriais reais g; & g_1, onde g; é o autoespago relativo autovalor 1
de 0 e g_1 é o auto-espago generalizado relativo ao auto-valor —1 de o. Por (i),
temos que g_1 = ig;. Assim, g = g1 @ ig1. Ou seja, a complexificacao de g é
todo espago g. Por fim, (iii) implica que g; é uma subdalgebra de Lie de g.

Com isso, concluimos que as algebras de Lie reais simples cuja complexi-
ficagdo é a dlgebra de Lie g¢ (para uma &dlgebra de Lie complexa g fixada)
estao em correspondéncia biunivoca com as conjugacoes de gc.

Definicao 1.7.2 (Forma Real). Seja g uma dlgebra de Lie complexa. Dizemos
que um subespaco real g1 de g € uma forma real de g se g1 € o conjunto dos pontos
fixos de uma conjugacdo o em g. Neste caso, dizemos que o € a conjugacdo de

g1 emg.

A utilizagao de conjugagoes para o estudo de algebras de Lie reais se deve
em grande parte ao proximo resultado que permite relacionar duas formas reais.

Proposigao 1.7.3. Sejam g1 e go formas reais de uma dlgebra de Lie compleza
g com conjugacoes o1 € 02, respectivamente, tais que o102 = 0201. Entao,

g1 = (91 Ng2) © (g1 Niga).

Demonstragao:
Veja a proposigao 12.15 em [8].
O

Como veremos adiante, existe uma classe de formas reais que realiza, de
certa forma, as condigoes para a utilizagao da proposigao anterior.

Definigao 1.7.4 (forma real compacta). Seja go uma forma real da dlgebra de
Lie complexa g. Dizemos que gy € uma forma real compacta de g se a forma de
Cartan-Killing em go € negativa definida.

A nomenclatura acima se justifica pelo seguinte resultado:
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Teorema 1.7.5. Seja G um grupo de Lie. Entdo, a forma de Cartan-Killing
de Lie(G) € negativa definida se e somente se G € compacto.

Demonstragao:
Veja a proposigao 10.5 em [9].
O

Teorema 1.7.6. Toda dlgebra de Lie complexa semissimples admite uma forma
real compacta. Esta por sua vez € unica, a menos de automorfismos de g.

Demonstragao:
Veja o teorema 12.13 em [8].
O

Proposigao 1.7.7. Sejam g uma dlgebra de Lie complera semissimples e gg
uma forma real de g. Entdo existe uma forma real compacta u em g tal que

g0 = (g0 Nu) & (go Niu).

Demonstragao:
Veja os teoremas 12.13 e 12.18 em [§].

Em vista da proposigao anterior, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.7.8 (decomposicao de Cartan). Seja go uma forma real de uma
dlgebra de Lie complexa g com conjugac¢do o. Dada uma forma real compacta u
de g com conjugacao T tal que oT = To, chamamos a decomposi¢ao

go = (goNu) @ (go Niu)

de decomposicdao de Cartan. Além disso, chamamos a subdlgebra go N u de
componente compacta de gy pela decomposi¢do por u.

A decomposigdo de Cartan é o ponto de partida para se estudar as formas
reais de uma algebra de Lie semissimples, por meio de automorfismos da mesma,
culminando com classificagcao das dlgebras de Lie reais. Para mais detalhes, veja
[8].

Por fim, destacamos mais uma classe de formas reais que existem em qual-
quer algebra de Lie simples complexa.

Definicao 1.7.9 (forma real normal). Seja go uma forma real da dlgebra de
Lie complexa semissimples g. Dizemos que go € uma forma real normal se, para
alguma forma real compacta u de g, temos que go Niu contém uma subdlgebra
de Cartan de gg.

Proposigao 1.7.10. Seja g uma dlgebra de Lie semissimples complexa. Eziste
em g uma forma real normal.

Demonstragao:
Veja a proposigao 12.29 em |[8].
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Capitulo 2

Algebras Normadas

Neste capitulo, introduziremos as dlgebras normadas e desenvolveremos alguns
resultados utilizados nos préximos capitulos. Em especial, classificaremos as
dlgebras normadas reais.

A maijoria das defini¢oes e demonstracoes a seguir sdo baseadas em [1], [7] e
[10].

Neste capitulo, K denota um corpo de caracteristica diferente de 2.

2.1 Introducao as Algebras Normadas

Definigao 2.1.1 (Forma Quadrética). Seja V' um espago vetorial sobre K. Di-
zemos que N : V. — K € uma forma quadrdtica em V quando

(i) Para todot € K e x € V, temos que N (tz) = t>N(z);
(i) A aplicagio (-,-) : V xV = K, definida por

(.9) = 5(N( +9) ~ N(z) - N(»)) (21)

para todos x ey € V, € bilinear.

Neste caso, dizemos também que {-,-) € a forma bilinear associada a N. Além
disso, se N é uma forma quadrdtica, dizemos que N € degenerada se existe
v €V tal que (v,w) =0, para todo w € V.

Fica claro na defini¢do acima que (2.1) define uma forma bilinear simétrica.
Além disso, de (i) e (ii), segue que

(¢,7) = 5 (N(22) ~ 2N(x)) = 3 (4N (x) ~ 2N(x)) = N(a)

para todo x € V.
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Notacao 2.1.2. Seja V um espago vetorial com uma forma bilinear {-,-). Para
todo subconjunto C de V denotamos

Ct:={xeV; (x,y)=0 para todoy e C}.
Além disso, denotamos a relagio C' C C+ por C' L C.
Definigao 2.1.3 (Algebra). Dizemos que o espago vetorial A sobre K munida
de uma multiplicacdo A x A — A é uma dlgebra se:

(i) A multiplicagcao em A é multilinear: x(y+ Az) = 2y + Azz e (x+ A\y)z =
xz + \yz, para todos x, y ez € A e X €K;

(i) Eziste um elemento neutro multiplicativo 1 € A: 1o = 21 = x para todo

z e A
Além disso, dizemos que:
e A € comutativa se xy = yx para todos x ey € A;

o A ¢ associativa se (zy)z = z(yz) para todos xz, y e z € A.

Definigao 2.1.4 (Algebra Normada). Seja A uma dlgebra munida de uma
forma quadrdtica N : A — K. Dizemos que A € uma dlgebra normada se:

e N nao € degenerada;
e N(xy) = N(x)N(y) para todos x,y € A.

Neste caso, dizemos também que (2.1) é a forma bilinear associada & dlgebra
normada A.

De agora em diante, quando mencionarmos que A é uma &lgebra normada,
a menos que se adote explicitamente outra notacao, denotaremos por N sua
forma quadratica.

Exemplo 2.1.5. Tomando K como sendo um espaco vetorial sobre si mesmo
e o produto em K como sendo a propria multiplicacao de K como corpo, temos
que a forma quadrdtica N : K — K, dada por N(z) = 22, faz de K uma dlgebra
normada.

Nas préximas segoes, veremos que uma algebra possui no maximo uma forma
quadratica que preserva a sua multiplicagdo. E que, quando existe, a forma
quadritica N (como acima) é definida unicamente pela multiplicagdo de .A.
Ou seja, podemos nos referir sem ambiguidade somente ao produto ou a forma
quadratica de A.

Vamos, agora, estudar alguns resultados que relacionam o produto e a forma
bilinear em uma algebra normada.

Lema 2.1.6. Seja A uma dlgebra normada. Temos que
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(i) Para todos x1, T2, Y1 € Y2 € A,
(T1y1, 2y2) + (212, T2p1) = 2(71, 22) (Y1, ¥2); (2.2)
(ii) Para todos x ey € A,
xy +yz — 2{x, Dy — 2(y, )z + 2(z,y)1 = 0; (2.3)
(iii) N(1) = 1.

Demonstragao:
Provaremos as trés igualdades em 5 passos:

(@) (z1y,z2y) = 2(x1,22)(y,y), para todos z1, x2 e y € A:

Temos que

+

N(z1y +x2y) = N(x1y) + N(z2y) + 2(21Y, T2Y)
= N(x1)N(y) + N(z2)N(y) + 2(z1y, T2y)

e, por outro lado,

\
=
g

_|_
&
N
=
S

N(z1y + x2y)

[
=
8

=

) 4+ N(z2) + 2(z1,22))N(y)
= N(z1)N(y) + N(22)N(y) + 2(x1, 22)N ().

Donde conclui-se que
(T1y, 22y) = (21, 22) N (y) = (21, 22)(Y, Y)-

(IT) (z1y1,T2y2) + (T1y2, T2y1) = 2(x1,22)(y1,¥2), para todos x1, T2, Y1 €
Yo € A:

Pela distributividade em A4 e a bilinearidade de (-, -), temos que

(@1 (1 +y2), 221 +y2)) = (@1y1,2u1) + (T1Y1, T2Y2)
+H{x1Y2, T2y1) + (T1Y2, T2Y2).

Por outro lado, pelo passo (I),

(21, 22)(y1 + y2,y1 + Y2)

= (@1,22)((y1,y1) + 2(y1, ¥2) + (Y2, ¥2))

= (w1, 22)(y1,y1) + (21, 72) (Y2, Y2)
+2(w1, 22) (Y1, ¥2)

= (T1y1, Toy1) + (T1y2, T2y2) + 2(x1, 22) (Y1, Y2)-

(1(y1 +y2), x2(y1 + y2))

Assim, pelas duas dltimas igualdades, temos que

(x1y1, T2y2) + (T1y2, T2y1) = 2(x1, 22) (Y1, Y2)-
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(1) 22 — 2(z, 1)z + (x,2)1 = 0, para todos x € A:

Na igualdade (II) temos:
-parazr; =292 =2,y =ley =y

(z,2y) + (vy, ) = 2(z,2)(1,y)
e, consequentemente,
(zy, z) = (z,2)(1,y).
-parazy =y =z, x2=1ley =y

(%, y) + (zy, ) = 2(x, 1) (z,y).

Assim, para y € A arbitrario, temos que

(2 = 2(z, D)z + (z,2)L,y) = (2%,y) — 2z, 1)(2,y) + (z,2)(L,y)
i (<)an y> - 2<.23, 1><'7;a y> + <.73y, .73>

E, como (-,-) é ndo degenerada, devemos ter que
2% — 2(x, 1)z + (z,z)1 = 0.
(IV) 2y +yr —2(z, 1)y — 2(y, ) + 2(z,y)1 = 0, para todos z e y € A:
Pelo passo (IIT) temos que

0 = (ff+y) 2(z +y, 1)(
= z? —2<x 1>x+<x,x>1
+y? = 2(y, Dy + (y,y)1

+ay +yzr — 2(z, 1)y — 2(y, ) + 2(x,y)1

= xy+yz— 2{x, 1)y — 2{y, ) + 2(z,y)1.

r+y) +(r+y,r+yl

(V) N(1) =1

Por (IV) temos que 1 = N(1)1 em A. Logo, N(1) =1 em K.

O

Definigao 2.1.7. Seja A uma dlgebra normada. Denotamos por Im(A) o su-
bespago 1+ dos elementos ortogonais a 1 em A. Os elementos de Im(A) sdo

chamados de puramente imagindrios.
Segue da igualdade (2.3) do lema anterior que:

Corolario 2.1.8. Sejam x ey € Im(A). Se x L y entdo vy = —yzx.

Definigao 2.1.9 (Conjugagao de uma Algebra Normada). Definimos uma con-

Jugagio — : A — A por
T =2x,1)1 — .

Ou seja, —T € a reflexdo ortogonal de x em relagdo ao hiperplano Im(A).
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Veremos adiante alguns resultados que relacionam o produto e a conjugacao
de uma &algebra normada.

Lema 2.1.10. Para todos z, y e z € A e A € K temos que:
(i) Ty=9y=
(ii) =+ Ay =T + \y;
(iii) T = x;
(iv) (z,y) = (Z,7);
(v) (zy,z) = (y
(vi) (zy)y = N(y
(vii) x(Ty) = N(z

Demonstracgao:

1 Tz) = (2, 27);

)’.
)y.

Usando as equagoes (2.2) e (2.3) temos que

77T = 2y, D1-y)(2, 1)1 -2)
= 1{y, )1 = 2(z, )y — 2(y, Dz + ya
= Dy, )1 — 2y — 2(z, y)1 (por (2.3))
= D1+2(z,y)1 — 2y — 2(x,y)1 (por (2.2))

Ha,
4,
(xy
= <1‘y7 1>1 — Ty
zy.

(i) z+y=7+7y (i)T=2 (iv) (z,y) =(T,7):

Os itens (ii), (iii) e (iv) verificam-se diretamente utilizando-se a defini¢ao da
conjugacao —.

(V) (zy,2) = (y,7z) = (x,27):

Temos que
(y,7z) = (y,(2(z,1)1 —2)z)
= 2<£L‘7 1><y7 Z> - (y,xz>
= (xy,z) + (zz,y) — (y,xz) (por (2.2))
= (ay,2).

Assim, obtivemos a primeira igualdade.
A segunda pode ser obtida através da primeira por

(y72) = (g,2z) (por (i) e (iv))
= (z7,2) (pela primeira igualdade)
= (x,27).
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(vi) (z9)y = N(y)z.

Seja w € A arbitrario. Temos que

(@Y)y,w) = (27, wy) (por (v))
= (z,w)(@,y) (por (2.2))
= N@){z,w)

Assim, como (-, -) ndo é degenerada, temos o resultado.
(vii) z(@y) = N(x)y

Temos que

N(z)y

=
—
B
=

I

=
—
B
=

(por (ii), (iii) e (iv))
(por (vi) e (ii))

(por (i) e (ii))

I
sy
<

gl
S~—"
Sl

I

=2
8

SN—"
8|

S|
—
<

3
N—

I

3
—

S
<
N—

O

Criaremos, com a proxima definicao, uma nogao categérica para as algebras
normadas.

Definicao 2.1.11. Sejam Ay e Ay dlgebras normadas cujas formas quadrdticas
sao N1 e Na, formas bilineares (-,-)1 e (-,-)2, respectivamente, e ¢ : Ay — Agy
uma aplicacdo linear. Dizemos que:

e © € uma transformagdo ortogonal se Ny o @ = Ny (ou, equivalentemente,
(p(2), 0(y))2 = (z,y)1 para todo x ey € Ay);

e ¢ ¢ um homomorfismo de dlgebras normadas se ¢ € uma transformag¢ao
ortogonal que preserva o produto de Ay (isto é, p(xy) = p(x)p(y), para
todos ¢ ey € Ay );

e © € um isomorfismo de dlgebras normadas se @ € um homomorfismo de
dalgebras normadas bijetivo;

e © ¢ um automorfismo de dlgebras normadas se ¢ € um isomorfismo de
dlgebras normadas e A; = As.

Denotamos por A1 ~ Ay a existéncia de um isomorfismo de dlgebras normadas

.Al — AQ,

Lema 2.1.12. Sejam A; e Ay dlgebras normadas com formas bilineares (-, )1
e {2 ep: A = Ay um homomorfismo de dlgebras normadas. Entdo:

(i) o(1) =1;
(ii) (p(x),o(y))2 = (x,y)1 para todos x ey € Ay;

34



(i1i) o(T) = @(x) para todo x € A;.

(p(x) + oY), p(x) + ¢(y))2
(p(), p(z))2 + 2(p(z), p(y))2 + (p(y), ()2

Demonstragao:
Denotemos por N7 e Ny as formas quadraticas em A; e A, respectivamente.
(1)
Temos que
1 = N(1)1 (pelo item (iii) do lema 2.1.6)
= Na(p())1
= (1) (e(1)1) (pelo item (vii) do lema 2.1.10)
= (- De(1)
= (p(Med))e(1)
= (p(1)p(1))p(1) (pelo item (iii) do lema 2.1.10)
= Na(e(1))e(1) (pelo item (vi) do lema 2.1.10)
= Na(p(1))p(1) (pelo item (iv) do lema 2.1.10)
= Ni(1e(1)
= o(1). (pelo item (iii) do lema 2.1.6)
(ii)
Sejam z e y € A;. Temos que
(m,a)1 + 2@y + Yy = (@+yz+yn
= Ni(z+y)
= Nyoyp(zr+y)

e, analogamente,

<{E — YT — y>1

Ni(z —y)

Nyop(x—y)

(p(x) = p(y), p(x) — ¢(y))2

(p(x), 0(x))2 — 2(p(x), ()2 + (2(¥), (¥))2-

<x,x>1 - 2<x7y>1 + <y7y>1

Assim, subtraindo a segunda da primeira igualdade, concluimos que

(x,y)1 = (p(x), 0(¥))2-

(iii)
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Seja = € A;j. Temos, pelos itens (i) e (ii), que

o) = @2(L,z)11 —2)
= 2(Lz)1p(1) — p(x)
= 2(1,p(x))21 — p(z)

().

S

O

Proposigao 2.1.13. Seja A uma dlgebra normada de dimenséo 1. Entdo, A é
isomorfa, como dlgebra normada, a K.

Demonstragao:
Pelo lema 2.1.6, temos que N (1) = 1. E, como dimA = 1, temos que A = K1
e, consequentemente, N é dada por

N(t1) = (t1,t1) = t3(1,1) = *N(1) = %,
para todo tK. Assim, o isomorfismo linear
tle A=Kl —>tekK

preserva o produto e a forma quadrética de A. Portanto, A é isomorfo a K.
O

2.2 Alternatividade das Algebras Normadas e a
Unicidade de Suas Estruturas

Como veremos adiante, nem todas as algebras normadas sao associativas. Porém,
temos que estas satisfazem uma outra condi¢ao que substitui a associatividade
em algumas situagoes.

Definigao 2.2.1. Uma dlgebra A € dita alternativa se, para cada x e y € A,
valem as igualdades:

(zy)r = z(yx),
z(zy) = 2’y

(zy)y = xy*.
Teorema 2.2.2. Toda dlgebra normada € alternativa.

Demonstragao:

o (zy)z = z(yx):
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Seja z € A. Temos que

((zy)z, z)

E, por outro lado,

(z(yx), 2)

Assim,

(z,(y 7)2)
<17y §><$7 z)— <Za (? f)x>
2(y, T)(x, 2) — N(x)(2,7)

(yz,T2)

2<y7f><.’17,2:> - <yzafx>
2<y7§><x7 Z> - N(x)(yz, 1>
2(y, T)(x, 2) — N(x)(2,9)

((zy)z, 2) = (x(yx), 2).

(por 2.1.10(i) e (v))
(pelo lema 2.1.6(i))
(por 2.1.10(v) e (vi))

(por 2.1.10(v))
(pelo lema 2.1.6(1))
(por 2.1.10(vii))
(por 2.1.10(v))

Como (-, -) ndo é degenerada e z € A é arbitrério, temos que (xy)x = x(yz).

o z(zy) = 2%y

Temos que

z(zy)

(20, D1 - x)y)

= 2(2(z, 1)y — y)

2z, )xy — z(zy).

E, por outro lado, pelo item (vii) do lema 2.1.10, temos que

N(z)y
(N(x)1)y
(zT)y

r(Ty) =

Assim, das igualdades acima, concluimos que

2

o (zy)y = zy*:

(2(2(z, )1 — z))y
(2(z, 1)z — %)y
2(x, 1)y — 22y.

x(zy) = 2(x, Day — 2(Ty) = 2%y.

Prova-se de modo analogo a anterior usando-se a igualdade

dada por 2.1.10(vii).

(z7)y = N(y)= = z(7y)

O

A alternatividade em &algebras normadas nos fornece o préximo teorema.
Nos proximos capitulos, a alternatividade das algebras normadas de dimensao
8 sera utilizada para estudarmos os automorfismos destas.
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Consideremos as aplicagoes de multiplicagao & esquerda em A definidas por

E.: A —- A
y — 2y,

para cada x € A. Segue da distributividade da multiplicacdo em A que cada E,
é uma transformacao linear. O préximo teorema nos diz que para cada x € A,
N(z) é determinado unicamente por E,.

Lema 2.2.3. Seja A wma dlgebra normada com forma quadrdtica N e x €
A\K1. Entdo, o polindmio minimal m, de E, € dado por

mg(t) = t* — 2(x, 1)t + N(z).

Demonstracgao:
Primeiramente, temos que m, possui grau maior que 1. De fato, se m, é de
grau 1, entdo F, = Al 4, para algum A € K. Assim,

M =E,1=2x1=uz.

Contradizendo o fato de z € A\K1.
Pelo item (ii) do lema 2.1.6, temos que

2% — 2(z, 1)z + N(x)1 = 0.

Assim, para todo y € A, temos que

(E2 —2(z,1)E, + N(2)I4)y = E%y—2(z,1)E,y+ N(x)y
(fcy) —2(z, Lzy + N(z)y

2%y — 2(x, 1)y + N(z)y

(()9: —2(z,l)x + N(z))y

Logo,
E? —2(z,1)E, + N(x)I4 = 0.

Dai, como m, tem grau maior que 1, devemos ter que
mg(t) = t2 — 2(x, 1)t + N(z).
O

Teorema 2.2.4. Sejam Ay e A dlgebras normadas e v : A1 — Az um isomor-
fismo linear que preserva o produto de A (i.e. p(zy) = ¢(x)p(y), para todos x
ey € Ay). Entdo, ¢ é um isomorfismo de dlgebras normadas (i.e. ¢ também
preserva a norma de A).

Demonstragao:
Sejam Ny e Ny as formas quadréticas de A; e As, respectivamente. Devemos
mostrar que Ny = Ny o (.
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Primeiramente, temos que ¢(1) = 1. De fato, para todo y = p(x) € As,
temos que

ye(1) = p(@)e(l) = () = y.
Logo, pela unicidade do elemento neutro, devemos ter que ¢(1) = 1.
Como ¢ é linear, segue que

p(Al) = A1,
para todo A. Logo, como Ni(1) = N2(1) =1 (veja o lema 2.1.6), temos que
Ny o (A1) = No(A1) = A2 = Ny (A1).

Portanto, nos resta provar que Ny(z) = Ny o ¢(x) para todo x € A;\KI1.
Para todo = € A;, temos que

E,@y=¢oE;0 o L

De fato, dado z = ¢(y) € Az, temos que

Eow)(2) = w@)ely) = ¢lay)
= @oE.(y) = ¢poE,op '(2).

Seja © € A;\K1. Temos que p(z) € A3\K1 pois, como vimos acima,
¢ 1(K1) = K1. Assim, pelo lema 2.2.3, temos que o polindmio minimal m,,
de E, é dado por
mg(t) = t2 — 2(x, 1)t + Ny (z)

e o polinomio minimal m(,) de E, ) por

o(z

M) (1) =t = 2{p(), 1)t + Na(p(2)).

1

Como E, ) = po By 0p™", segue que my = my,(,) €, consequentemente,

Ni(z) = Ny o p(x).

Como queriamos demonstrar.
O

Corolario 2.2.5. A forma quadrdtica de uma dlgebra normada € definida uni-
camente por sua multiplicagdo. Isto €, se A € uma dlgebra e N1 e No sdo formas
quadrdticas nao degeneradas que preservam o produto de A, entdo N1 = Ns.

Demonstragao:

Como a aplicacao identidade é um isomorfismo linear que preserva o produto,
segue que esta é um isomorfismo de algebras normadas. Logo N1 = Noo I 4 =
Ns.

O
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2.3 O Processo de Cayley-Dickson

Provaremos nesta se¢ao que todas as algebras normadas tem dimensao 1, 2, 4
ou 8. Mais interessante (e instrutivo) que isso, é o fato de que todas as dlgebras
normadas podem ser obtidas a partir da dlgebra normada 1-dimensional K por
um processo que descreveremos agora.

Introduziremos, agora, o processo de Cayley-Dickson, no qual, a partir de
uma dlgebra normada associativa A, definiremos uma estrutura de algebra nor-
mada em A x A.

Sejam A uma &lgebra normada sobre K, N sua forma quadrética e \ €
K\{0}.

Denotemos os elementos da forma (x,0) € A x A por z, os elementos da
forma (0,y) € A x A por yi e consideraremos a soma direta

Ax A=A Ai,

onde A denota o subespaco A x 0 e Ai denota o subespago 0 x A.
Com estas identificagoes, mostraremos que podemos estender o produto em
A a um produto x : (A @ Ai) x (A® Ai) - A @ Ai definido pelas igualdades

THhkYL=Yri =Yy * T

Tt x Yyt = \yz,
para todos x e y € A. Ou seja, para x +yi e z +wi € A D Ai,
(z +yi) *x (z +wi) := (xz + \wy) + (wx + yZ)i. (2.4)

Temos, para « + yi, 21 + w1l e 2o + woi € AP Ai, que

( +yi) * ((21 + z2) + (w1 + w2)i)
= (x(zl +20) + A(W+Wz)y)+

+ (w1 +w2)z + y(z1 + 22) )i
= (xz1 + MNwry) + (wrr + yzZ1)i+

+ (222 + M02y) + (w2 + yZ2)i
= (x4 yi)* (21 +wii)+
+ (z + yi) * (22 + wai).

(x4 yi) * ((21 +wii) + (22 + wQZ))

E, de maneira andloga, mostra-se que

((z1 +919) + (w2 +y20)) % (2 +wi) = (214 y17) * (2 + wi)+
+ (22 + y2i) * (2 + wi),

para todos x1 + Y11, 2 + y2i € z + wi € A H Ai. Portanto, * é uma operacao
distributiva.
Para x + yi € A® Ai, temos que

Ix(z+yi)=le+yi=x+yi
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(x4+yi)x1=2l+4yi=2x+yi.

Portanto, 1 é o elemento neutro da operagao *.
Com isso, conclufmos que x fornece uma estrutura de dlgebra a A & Ai.
Agora, definiremos uma forma quadrética N : A ® Ai — A ® Ai por

N(z 4 yi) := N(z) — AN(y), (2.5)
para todo x + yi € A @ Ai. Para tanto, mostraremos que a fungdo (-,-)x :

(A& Ai) x (A® Ai) — K definida por

1,~ . .
:§(N(a:+yi+z+wi)—N(x+yi)—N(z+wi)),

para todos = + yi e z + wi € A® Ai, é bilinear. Para x1 + y14, T2 + y2i €
z+wi € AD Ai et € K, temos que

(x + yi, z + wi)

(z1 + 110 + t(x2 + y21), 2 + wi)\ =

= %(N(xl +Ay1i+t(x2+y2i)+z—l—wi) R
— N(z1 + y1i + t(z2 + y2i)) — N (2 + wi))
= L(N(z1+txa+2z)— AN(y1 + tyz + w)
— N(z1 + tao) + AN (y1 + ty2)) — N(2) + AN (w))
(N(z1 4 tas + 2) — N(z1 + tz) — N(2))
— A3 (N(y1 + ty2 + w) — N(y1 + ty2) — N(w))
= (x1+ tw, 2) — My + tyz, w)
= (z1, > +t<$2a z) — My, w) — tA(y2, w)
( (z1 + 2) N(xl)—N(z))—%(N(y1+w)—N(y1)—N(w))
8N~ V)~ B+
( (71 +ylz+z+wz) N(:cl +gli) fN(erwj))
+ Q(N(ac2+y22+z+wi) — N(z2 4 y21) — N(z + wi))
= (x1+y1i, 2 +wi)y + t{xo + yoi, 2 + wi) .

N

1N
2

1N
2

Portanto, (-,-) é linear na primeira entrada. Como a funcao (-, -) é claramente
simétrica, segue que esta é bilinear. Logo, N é uma forma quadratica.
Mostremos, agora, que N nao é degenerada.
Para x + yi e z + wi € A® Ai, temos que

(+yi,z+wi)y = 3(N(z+yi+z+wi)— N(@+yi)— N(z+wi))
= 3(N(@+2) = AN(y+w)— N(z)+ AN(y)
—N(2) + AN(w))
= 3(N(z+2) - N(z) - N(2))
A3 (N(y +w) = N(y) — N(w))

0|

= (z,2) — My, w).

Suponhamos que = + yi € (A ® Ai)\{0}. Se z # 0 temos, pelo fato de (-, )
ser ndo degenerada, que existem z e w € A tais que (x,z) # 0, (y,w) = 0 e,
consequentemente,

(z,2) # 0= Ny, w).
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Se y # 0 temos, pelo fato de (-,-) ser ndao degenerada, que existem z e w € A
tais que (z,z) =0, (y,w) # 0 e, consequentemente,

(2,2) = 0 # My, w).
Portanto, em todo caso, existe z + wi € A ® Ai tal que
(x 4+ yi, z +wi)y = (z,2) — My, w) # 0.
Ou seja, N néo é degenerada.

Definicao 2.3.1 (Processo de Cayley-Dickson). Seja A uma dlgebra normada

sobre K com forma quadrdtica N e A € K\{0}. Denotaremos por A\)\ a dlgebra
definida em Ax A= A® Ai munida do produto * definido (como em (2.4)) por

(z+yi) * (z + wi) := (xz + \wy) + (wx + yZz)i

e da forma quadrdtica N definida (como em (2.5)) por

o~

N(z+yi) := N(z) — AN(y).

Dizemos que .2,\ € a dlgebra obtida a partir de A pelo processo de Cayley-Dickson
com constante .

Pelo que mostramos acima, temos o resultado.

Lema 2.3.2. Se A ¢ uma dlgebra normada e A € K\{0}, entio A ¢ uma
dlgebra e sua forma quadrdtica N nao € degenerada.

Para nao sobrecarregarmos a notacao, de agora em diante, denotaremos o
produto (z+yi)*(z+wi) simplesmente por (x+yi)(z+wi). Isto ndo acarretard
em ambiguidade com o produto em A pois o produto x restrito a A é o préprio
produto em A. Denotaremos, também, 17 por 7.

z wi
yi | (yz)i | A\wy

Tabela 2.1: A tabela de multiplicagao de .:lj\ em fungao da multiplicagao entre
elementos x, y, z e w € A.

A préxima proposicao nos diz que a forma quadratica da algebra .ZA, obtida
a partir de uma algebra normada A pelo processo de Cayley-Dickson, preserva
o produto em A, se e somente se o produto em A é associativo.

Proposicao 2.3.3. Seja A uma dlgebra normada sobre K e A € K\{0}. Temos
que:

(i) Ax € normada se e somente se A € associativa;
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(ii) Ay é normada e associativa se e somente se A é comutativa e associativa;

(iii) Se A1 e Ay sao dlgebras normadas associativas isomorfas, entao as dlgebras
b

normadas (A1), e (jél;)/\ s@o isomorfas.

Demonstragao:

@ (=)

Suponhamos que .Z,\ seja uma algebra normada.
Sejam z, y, z e w € A arbitrdrios. Usando o fato de A ser uma dlgebra
normada e a definicdo de A

N ((zy + Awz) + (Wzx + Z 3)i)

N(zy + \wz) — AN(wz + Z 7)

= 2xz, \wz) + N(zy) + N(A\wz)
—2X\Nwz,Z ) — AN (wz) — AN(Z 7)

= 2X\(zy,wz) — 2\ (wx,Z 7)

+ N(z)N(y) + /\2 (*)N(i)

— AN(W)N(z) —

N ((z +7i)(y +wi))

(z) = AN(2)N

= 2((zy, wz) — (Wz, % y))
+(N(z) = AN(2)) (N(y) — AN ()

= 2X\((zy, wz) — (W2, % ?))

Assim, como A) é uma algebra normada, concluimos, da igualdade acima, que
(ry, wz) = (Wx,Z 7).

Logo,

((xy)z, w) Ty, WZ) (pelo item (v) do lema 2.1.10)

(zy)T) (peloitem (v) do lema 2.1.10)
yz),w). (pelo item (v) do lema 2.1.10)

Como w € A é arbitrario, concluimos que
(zy)z = z(y2),
para todos z,y, z € A.
@ (=)

Suponhamos que A seja uma dlgebra normada associativa.
Como acima, temos, para todos z, y, z e w € A, que

N((@+yi)(z+wi)) = 2\(w2,0y) — (wz,y2))+
+ N(z + yi)N(z + wi).
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E, como

(xz,wy) (z2)

y,w) (pelo item (v) do lema 2.1.10)
7)., ®
z

)
w) (pelo item (v) do lema 2.1.10)

wz,yz), (pelo item (i) do lema 2.1.10)

temos que N R N
N ((z + yi)(z + wi)) = N(z + yi)N (2 + wi),

para todos x, y, z e w € A. Portanto, Jy preserva o produto de .%TA.
Assim, pelo lema 2.3.2, temos que Ay é uma algebra normada.

(ii) (=)

Suponhamos que A, é normada e associativa.

Pelo item (i) temos que A é associativa.

Adiante, dados = e y € A, usando a associatividade e a defini¢ao do produto
em A) (veja a tabela 2.1), temos que

(zy)i = x(yi) = (yz)i.

Logo,
Ty = yx

para quaisquer z e y € A. Portanto, A é comutativa.
(ii) (<)

Pelo item (i) temos que A, é uma lgebra normada.
Mostraremos agora que temos associatividade na multiplicagao de Ay. Da-
dos x1 + y11, T2 + y2i e x3 + y3i € Ay, temos que

(z1 + 1) (w2 + y2i) (23 + y3i)) =
= (z1 4+ y19) (w223 + Y3w2i + Y2T3i + AY3Y2)
= X1T2T3 + Y3T2T1t + Y2T3T17 + AT1Y3Y2
+ Y173 T2l + AT2 Y3yt + AT3Y2y1 + Ay172y3t
= X1T2%3 + Y321T2t + YoT1T3% + /\%ygm
+ y1T2 T3t + AT Y3y1i + AYay1w3 + Ayslay1i
= (z102 + yox1i + 1 T2i + N2y1) (23 + y3i)
= ((z1 4 y19) (@2 + y21)) (23 + y3i).

Portanto, Ay é associativa.
(iii)

Sejam N e N> as formas quadréticas de A; e As, respectivamente, e ¢ :
A; — A um isomorfismo de algebras normadas.
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Definimos a transformagao linear @ : (741\)>\ =A DA — (74?)/\ = As® Asj
por

Pz +yi) = ¢(x) + ¢ (y)J,
para todo = + yi € (A1), = A1 ® Ayi, com z e y € A;. Como ¢ é um
isomorfismo linear, segue que @ é um isomorfismo linear. Além disso, dados
r+yiez+wie (A), =4 & Aii, comz, y, zew € A, temos que

@((z +yi)(z —|—wi)) @((xz + M\wy) + (wz + yE)z)
= p(zz + \wy) + p(wz + yz)j
= (p(z)p(z )+>\90( )e(y))+
+ (p(w)p(x) + () e(2))]
= (¢ (J;)<p(z)—|—/\go( ) (y)+ (pelo lema 2.1.12)
+ (p(w)p e(y)p(2))7
= (o) +0(y) )( ( ) + (w)j)
= oz +yi)p(z + wi).

—

Assim, temos que @ preserva a multiplicacdo em (A;),. Logo, pelo teorema
2.2.4,  é um isomorfismo de algebras normadas.
O

Exemplo 2.3.4 (A Algebra dos Reais - R). O corpo dos reais, R, com sua
multiplica¢io usual e a forma quadrdtica N : R — R dada por N(x) = 2%, para
x € R, constitui uma dlgebra normada. Como R € um corpo, R constitui-se em
uma dlgebra normada associativa e comutativa.

Exemplo 2.3.5 (A Algebra dos Nimeros Complexos - C). O corpo dos nimeros
complexos, C, com a multiplicacdo usual e estrutura de R-espaco vetorial é a
dlgebra normada dada por

C:=R_, =R&Ri.
Como dlgebra normada, C possui a forma quadrdtica N : C — R dada por
N(z +yi) = 2® + 37,

para todo x,y € R. Sua multiplicacdo, em fungdo da base {1,i} € dada pela
tabela 2.2. Temos que C é associativa e comutativa como dlgebra normada.

1]
111 4
vt | —1

Tabela 2.2: A tabela de multiplicacao de C.
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Exemplo 2.3.6 (A Algebra Degenerada dos Complexos - Cgeg). Definimos,
sobre R, a dlgebra degenerada dos nimeros complexos por

Caeg =Ry = R& Ri.
Temos que Cyeg possui a forma quadrdtica N : Cqeg — R dada por
N(z +yi) = 2* -y,

para x ey € R. Sua multiplicagao em fungio da base ortogonal {1,i} € dada
pela tabela 2.5. Como R € comutativo, temos, pela proposicio 2.3.3, que Cqeg €
associativa. F, pela tabela 2.3, temos também que Cqyeg € comutativa.

1]
11111
1|4

Tabela 2.3: A tabela de multiplicagao de Cgeg.

Exemplo 2.3.7 (A Algebra dos Numeros Quaternionicos - H). Definimos, sobre
R, a dlgebra dos nimeros quaternionicos (ou dlgebra dos quatérnios) por

H:=C_, =CeaCj.

Temos que o conjunto {1,4,7,k}, onde k = ij, é uma base ortogonal de H. De
fato, pela definicao da forma quadrdtica de C, temos que a forma quadrdtica N
de H € dada por

N((l‘ol + l‘li) + ((E21 + l‘gl)j)
= N(.’Eol-‘f-l‘li) +N(J:21+x32')
= x%—&-x%—&—x%—i—x%,

N(zol + x1i 4+ x2j + x3k)

para todo xg, x1, T2 e x3 € R. Adiante, pelas tabelas 2.1 e 2.2, temos que a
multiplicacao em H € dada pela tabela 2.4. Como C € comutativa, seque que H
€ associativa. Segque da tabela 2.4, que H nao € comutativa.

1] 4] |k
1[4 | 4 | k
i i | —1] k | =5
Fl7 1=k =1 i
kE1k| j | =i -1

Tabela 2.4: A tabela de multiplicacao de H.
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Exemplo 2.3.8 (A Algebra Degenerada dos Nimeros Quaternionicos). Defi-
nimos, sobre R, a dlgebra degenerada dos niumeros quaternionicos por

Hyeg := C; = C& Cj.

Temos que o conjunto {1,i,j,k}, onde k = ij, é uma base ortogonal de Hgeg.
De fato, pela definicao da forma quadrdtica de C, temos que a forma quadrdtica
N de Hyeg € dada por

= N(xol+ z1i) — N(z21 + x3i)

= af+af— a3 —af,

para todo xg, x1, ro e x3 € R. Adiante, pelas tabelas 2.1 e 2.2, temos que a
multiplica¢do em Haeg € dada pela tabela 2.5. Como C é comutativa, seque que
Haeg € associativa. Segue da tabela 2.5, que Hyey ndo é comutativa.

I i 5] &
T[1] 4 |j]| &k
T I R P
Jl7 =k |1~
k1 k| j |4 1

Tabela 2.5: A tabela de multiplicacdo de Hgeg.

Exemplo 2.3.9 (A Algebra dos Nimeros Octonidnicos - Q). Definimos, sobre
R, a dlgebra dos nimeros octonionicos (ou dlgebra dos octénios) por

Q0:=H_, = Ho Ha.

Temos que o conjunto {1,e1,es,...,e7}, onde e; =1, es = j, e3 = —ia, eg = k,
es = —ka, eg = —ja e e; = «, € uma base ortogonal de Q. De fato, pela
definicao da forma quadrdtica de H, temos que

N(zol 4+ 21'721 xie;) = N((xol + z1e1 + xoe9 + T4eq)+
+ (zrer + x3e3 + weep + 555@5))
= N((xol + @11+ xoj + xak)+
+ (x7l — 30 — 265 — x5k:)oz)
= N(xol + z1i + w25 + 24k)+
+ N($71 — l‘3i — I6j — 1‘5]€)
= wf+ i+ 23 +af +af +af + 2 +2F,

para todo xg,...,x7 € R. Pelas tabelas 2.1 e 2.4, temos que a multiplicacdo
em Q € dada pela tabela 2.6. Como H ndo é comutativa, temos que Q ndo é
associativa. Segue da tabela 2.6 que O nao € comutativa.
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€1 €9 €3 €4 €5 €g (&4rd
1 1 €1 €9 €3 €4 €5 €6 €7
€1 €1 -1 €4 (544 —€9 €g —€s5 —es3
€9 €9 —€4 -1 €5 €1 —€3 (rd —€g
ez | e3 | —er | —e5 | —1 € es —ey el
€4 €4 €9 —€1 —€g -1 (rd €3 —€j5
es | es | —eg es —eq | —e7 | —1 el ey
€g €6 €5 —€7 €4 —E€3 —€1 -1 €9
er | er es €g —eq es —eyq4 | —eg | —1

Tabela 2.6: A tabela de multiplicagao de Q.

Exemplo 2.3.10 (A Algebra Degenerada dos Numeros Octonidnicos). Defini-
mos, sobre R, a dlgebra degenerada dos mumeros octonionicos por

Odeg = I?]h = H & Ha.

Temos que o conjunto {1,e1,ea,...,e7}, onde e; =1, ea = j, e3 = —ia, eg = k,
es = —ka, eg = —ja e e; = «, € uma base ortogonal de Q. De fato, pela
definicdo da forma quadrdtica de H, temos que

N(Iol + 21‘7:1 xiei) = N(($01 + r1e1 + xoeo + $464)+
+ (w7er + x3es3 + xees + 36565))
= N((wol + 1’11' + l’2j + .%‘4k)+
+ (z71 — x3i — x6) — x5k)a)
= N(xzol + x1i 4+ x2j + xz4k)+
— N($71 — .’Egi — J]Gj - .’L‘5]€)
= x%—l—x%—l—x%—x%—kxi—x%—x%—x%,
para todo xq,...,x7 € R. Pelas tabelas 2.1 e 2.4, temos que a multiplicagao em
Qdeg € dada pela tabela 2.7. Como H ndo é comutativa, temos que Qgeg ndo €
associativa. Seque da tabela 2.7 que Qgeg ndo € comutativa.

€1 €2 €3 €4 €5 €6 er
1 1 e1 es es ey es e e7
€1 €1 -1 €4 (rd —€9 €g —€j5 —e€3
ey | es | —eq | —1 es e1 —e3 er —eg
€3 €3 —er —€x5 1 €g —€9 €4 —€1
e4 | ey es —e1 | —eg | —1 er es —es
€5 €5 —€g €3 €9 —€7 1 —€1 —€4
es | €eg es —e7 | —e4q | —e3 e1 1 —ey
€7 €7 €3 €g €1 €5 €4 €9 1

Tabela 2.7: A tabela de multiplicacdo de Qgeg-
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Definicao 2.3.11 (Subdlgebra Normada). Seja A uma dlgebra normada mu-
nida de uma forma quadrdtica N. Dizemos que o subespaco vetorial S de A é
uma subdlgebra normada de A se

(i) 1€8;
(i) Para todosx ey € S, xy € S;

(iii) A restricio de N a S € ndo degenerada (i.e. para todo x € S existey € S
tal que (x,y) #0).

Observemos que segue de (i) que se z € S entdo T = 2(x, 1)1 —z € S.

Exemplo 2.3.12. Seja A uma dlgebra normada. Entdo, o subespago vetorial
gerado por 1 em A é uma subdlgebra normada de A. De fato, como N(1) =1
(veja o lema 2.1.6), temos que a restrigio de N a K1 ¢é dada por

N(t1) = t*N(1) = t2,

para todo A € K. Com isso, temos que a restrigio de N a K1 ndo é degenerada.
Como K1 C A € claramente uma subdlgebra, conclui-se que K1 € uma subdlgebra
normada de A.

Exemplo 2.3.13. Seja A uma dlgebra normada associativa e A € K\{0}. Te-
mos que A € uma subdlgebra normada de A\A = A ® Ai pois a restrigio do
produto e da forma quadrdtica de Ay em A € justamente o produto e a forma
quadrdtica de A.

Em retrospectiva, o processo de Cayley-Dickson consiste em tomar uma
algebra normada A associativa e construir uma nova élgebra A, que contém
A como subéglgebra normada e é gerada por A e um elemento i € A+ tal que
N(i) = -\

A idéia do processo de Cayley-Dickson também se aplica no estudo das
subdlgebras normadas de uma dlgebra normada. Em especial, dada uma subalge-
bra A mostraremos que existe uma subdlgebra normada S de A tal que A ~ S,
par algum A € K\{0}.

Proposigao 2.3.14. Seja A uma dlgebra normada. Seja S wma subdlgebra
normada propria de A. Entdo:

(i) Ezistei € S+, com A = —N(i) #0;

(ii) Sei € St, com A= —N(i) # 0, entdo S ®© Si é uma subdlgebra normada
de A de dimensdo 2dim S e com produto dado por

(. + yi)(z + wi) = (zz + \wy) + (wz + y2)1,

para todos x +yi e z+wi € S Si. Logo, S & Si € uma dlgebra normada
isomorfa a Sy;

(iii) S é associativa.
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Demonstragao:

)

Sendo S um subespaco préprio, temos que S+ # 0.

Como N nao é degenerada em A e em S, sua forma bilinear (-,-) também
nio é degenerada em A e em S. Segue daf que (-,-) ndo é degenerada em S+.
Assim, como St # 0, existe i € S* tal que N(i) = (i,i) # 0.

(ii)

Primeiramente, observemos que a soma S + Si é direta. De fato, dados
xi € Si ey € S temos, pelo item (v) do lema 2.1.10, que

(xi,y) = (i,Ty) = 0.
Logo, Si C S*. Como (-,-) ndo é degenerada em S, temos que S N S+ = {0}.
Assim, SiNS = {0}.
Adiante, temos que dim Si = dimS. De fato, como N (i) # 0, temos que a
aplicagao linear
reS —uxieSi

é injetiva, pois, se i = yi, temos, pelo item (vi) do lema 2.1.10, que

@ = (2i)(N(9) ') = (y)(N () 1) = y.
Logo, dim S & §i = 2dim S.
Mostraremos que S @ Si é uma subdlgebra normada de A e que a a aplicacdo
p: SBSi —» 8 =8S9S8j
r+yi — xT+yj
é um isomorfismo de dlgebras normadas.
Para provarmos que S @& St é uma subdlgebra e que ¢ preserva sua multi-
plicagdo (veja a tabela 2.1) basta verificarmos que:
e z(wi) = (wzx)i, para todos e w € S:
Temos, para a € A arbitrario, que
(zx(wi),a) = (wi,Ta) (pelo item (v) do lema 2.1.10)
(wi,azx) (pelo item (i) do lema 2.1.10)
(wi, 2(az, 1)1 — ax)
2(ax, 1)(wi, 1) — (wi, ax)

= —(wi,ar) (pois 1 € S e wi € Si C St)
= (wz,ai) — 2(w,Z){x, 1) (pelo item (i) do lema 2.1.6)
= (wz,ai) (pois {(x,i) = 0)

(wz, (2{a, 1)1 — a)i)
2(a, 1) {wz, i) — (wx, ai)

= —(wz,ai) (pois (wz,i) = 0)
= —((wx)i,a) (pelo item (v) do lema 2.1.10)
= ((wx)i,a). (pois i = —i)
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De onde concluimos que z(wi) = (wzx)i.

e (yi)z = (yZ)i, para todos y e z € S:

Temos, para a € A arbitrario, que

((yi)z,a) = (yi,aZ) (pelo item (v) do lema 2.1.10)
= —(yz,ai) + (y,a)(Z,i) (pelo item (i) do lema 2.1.6)
= —(yz,ai) (pois (Z,i) = 0)
= —{((y2)i,a) (pelo item (v) do lema 2.1.10)
= ((y2)i,a) (pois i = —1)

De onde conluimos que (yi)z = (yz)i.
o (yi)(wi) = Awy, para todos y e w € S:
Pelas igualdades acima, temos, para todo s € S, que

si =i = is. (2.6)

por 2.6)

((yi)(wi),a) = é@)(wi,@

(
= (wi, (yi)a) B (pelo lema 2.1.10(v))
= 2(w,yi)(i,a) — (wa, (yi)i) (pelo lema 2.1.6(1))
= 2(w,yi)(i,a) — N(i){wa,y) (pelo lema 2.1.10(vi))
= 2(yw,i)(i,a) — N(i){wa,y) (pelo lema 2.1.10(v))
= 2(yw,i)(i,a) — N(i){(yw, @) (pelo lema 2.1.10(v))
= 2(yw,i)(i,a) — N(i){(yw)a,1) (pelo lema 2.1.10(v))
= 2(yw,i)(a,1) — ((yw)a, ii) (pelo lema 2.1.10(vi))
= ((yw)i,ia) (pelo lema 2.1.6(1))
= (i(wy),1ia) (por 2.6 e 2.1.6(1))
= (i(i(wy)), a) (pelo lema 2.1.10(v))
= (—i(i(wy)),a) (pois i = —i)
= (=N(i)wy,a) (pelo lema 2.1.10(vii))
= (A\wy,a

)
De onde conluimos que (yi)(wi) = \wy.

Dado = + yi € § @ Si, temos que

N(z+yi) = N(
= N(z)+ 0+ N(y)N()
N(

I
=
S
+
S

N o p(x +yi).

Com isso, concluimos que ¢ é um isomorfismo linear que preserva as formas
quadraticas em S @ Si e S). Pelo lema 2.3.2, temos que N nao é degenerada
em S.
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Portanto, S & Si é uma subélgebra normada de A isomorfa a S, A
(iii)

Pelos itens (i) e (ii), temos que S\ é uma algebra normada para algum
A € K\{0}. O que implica, pela proposigéo 2.3.3, que S é associativa.
O

Como K possui naturalmente uma estrutura de algebra normada (veja o
exemplo 2.1.5), podemos obter, aplicando o processo de Cayley-Dickson trés
vezes e usando os resultados da proposicao 2.3.3, obter algebras normadas de
dimensao 2, 4 e 8. No préximo teorema, veremos, em especial, que todas as
algebras normadas sao possiveis de se obter a partir do processo de Cayley-
Dickson. Além disso, veremos que as propriedades de associatividade e comu-
tatividade em algebras normadas dependem exclusivamente de suas dimensoes.

Teorema 2.3.15.

(i) Dada uma dlgebra normada A, com dim A > 2, temos que existe uma
subdlgebra normada S de A tal que

A=8®Si~S§,
para algum elemento i € St com A = —N (i) # 0;

(ii) Seja A uma dlgebra normada de dimensdio' n. Entdo, n = 1, 2, 4 ou 8.
Além disso, temos que
— Sen =1 ou 2 entdo A € comutativa e associativa;
— Sen =4 entao A € associativa e nao é comutativa;
— Sen =38 entdo A nao é comutativa e nem associativa.
Demonstragao:
Seja A uma &lgebra normada. Provaremos que A verifica as afirmacoes dos

dois itens do enunciado dividindo o problema em todos os cardinais possiveis
para dim A.

(I) Se dim A =1 entao A é comutativa e associativa.

Pela proposigéao 2.1.13, temos que A é isomorfa & K como dlgebra normada.
Assim, A é comutativa e associativa.

(IT) Se 1 < dim A < 4 entéo:

e Existe uma subédlgebra normada S em A que satisfaz as condigoes do item
OF

1Perceba que aqui estamos admitindo que dim .A pode ser qualquer cardinal
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e dimA=2;

o A é comutativa e associativa.

Seja S = K1. Como no exemplo 2.3.12, S é uma subalgebra normada associa-
tiva e propria de A. Assim, pela proposicao 2.3.14, temos que existe i € S+ C A,
com N(i) = =\ #0, tal que

~

S =8®Si~S8)

12

dimA > dim S’ = 2.

Devemos ter que dim. A = 2 e, portanto, A = &’. De fato, caso contrério,
terfamos que &’ seria uma subdlgebra normada prépria e associativa de A.
E, novamente pela proposicio 2.3.14, terfamos que existe j € S'+ C A, com
N(j) ==X #0, tal que

=8 a8~y

dimA > dimS” = 4.

Contradizendo a hipétese de que dim A < 4.

Como dimS = 1, temos que S/\é comutativa e associativa. Assim, pela
proposicdo 2.3.3, temos que A ~ (S), é associativa. Adiante, para x + yi e
z+wiem A, com z, y, z e w € S, temos, pela descricaio da multiplicagao em
Sy dada na proposicao 2.3.14, que

(x+yi)(z+wi) = wz + Yyz)i

)
wz + yz)i
)

TW + 2Y)1
Tw + 2T)i

I
/‘\A/&\Af\
&

+
>

<
\-/\%/\_/\_/
+ 4+

Logo, A é comutativa.

(TIT) Se 4 < dim A < 8 entao:

e Existe uma subélgebra normada S em A que satisfaz as condig¢oes do item
(i)
e dim A =4;

e A é associativa e nao é comutativa.
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Seja A; = K1. Como no exemplo 2.3.12, A; é uma subélgebra normada
associativa e prépria de A. Assim, pela proposicao 2.3.14, temos que existe
j€Af C A com N(j) =N #0, tal que

—

S = .Al @ A]_] ~ (A]_))\/

dimS = 2.

Além disso, S é uma &lgebra normada de dimensao 2, temos, pelo item (II), que
S ¢ associativa e comutativa.

Adiante, como S é uma subélgebra normada prépria e associativa, temos,
pela proposigao 2.3.14, que existe i € S+ C A, com N (i) = —\ # 0, tal que

S =8S®Si~ S,

dim S’ = 4.

Como S é associativa e comutativa, segue, pela proposi¢ao 2.3.3, que S’ ~ 3\,\ é
associativa.

Devemos ter que dim. 4 = 4 e, portanto, A = S&’. De fato, caso contrério,
terfamos que S’ seria uma subdlgebra normada prépria e associativa de A.
E, novamente pela proposicao 2.3.14, terfamos que existe k € S’ C A, com
N(k)=—=)'"#£0, tal que

S =808k~ S\/)\N

dim A > dimS” = 8.

Contradizendo a hipétese de que dim A < 8.

Como vimos acima, A = &’ é associativa. Além disso, como S tem dimensao
2, existe x € Im(S)\{0}. Assim, pela descri¢ao da multiplicacdo em S®Si = A
dada na proposicao 2.3.14, temos que

Tl =1iT = —ix # iT.
Portanto, A é associativa e nao é comutativa.

(IV) Se dim A > 8 entdo:

e Existe uma subédlgebra normada S em A que satisfaz as condigoes do item
(i)
e dimA=28;

e A nao é associativa e nao é comutativa.
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Analogamente aos casos anteriores, podemos, a partir da subdlgera nor-
mada K1 C A, construir, utilizando os resultados da proposi¢gdo 2.3.14, uma
subélgebra normada S de A de dimens&o 4.

Pelo item (IIT) temos que S ¢ associativa e nao é comutativa. Além disso,
como dim A > 8, § é uma subdlgebra normada prépria. Assim, novamente pela
proposigao 2.3.14, temos que existe i € St C A, com N(i) = —\ # 0, tal que

o~

S =808i~S8,

12

dimS’ = 8.
Além disso, como S nao é comutativa, segue, da proposigao 2.3.14, que S’ ~ §>\
nao é associativa. E, como § C &', &’ também nao é associativa.

Como &’ é uma subdlgebra normada de A que nao é associativa, temos, pela
proposicao 2.3.14, que &’ nao é uma subdlgebra normada prépria de A. Logo,
A=S8". R

Portanto, A = S & Si ~ S, tem dimensdo 8, nao é comutativa e nem

associativa.
O

2.4 Algebras Normadas Reais

Nesta secao classificaremos as algebras normadas reais. Provaremos que, a me-
nos de isomorfismo, elas sdo: R, C, Cyeg, H, Hyeg, O € Ogeg.

Comegaremos nossa tarefa dividindo as dlgebras normadas em duas subclas-
ses:

Definigao 2.4.1 (Algebras Normadas de Divisao e Algebras Normadas Degene-
radas). Uma dlgebra normada A € de divisio se para todo x € A\{0}, N(x) # 0.
Caso contrdrio, dizemos que A € degenerada.

A nomenclatura da definicdo acima se justifica pelo fato de as algebras nor-
madas de divisdo possuirem a propriedade do inverso multiplicativo. De fato,
segue do item (vi) do lema 2.1.10, que se A é uma &lgebra normada de divisao,

temos que - -
. (N(aa)) B <N<x>) Tt

para qualquer z € A\{0}. Ou seja, para todo x € A\{0},

1o T
N(@)’

Lema 2.4.2 (Lei da Inércia de Sylvester). Sejam V' um espago vetorial real de
dimensao finita e N uma forma quadrdtica nao degenerada em V. Entdo, V se
decompde como soma direta de subespacos VT @V, onde

VTt ={zeV;x=0 ouN(z) >0},
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Vi={xeV;z2=0ouN(z) <0}
eVt LV~ em relagcio a forma bilinear induzida por N.

Demonstragao:
O resultado acima se encontra em varios livros de algebra linear. Em parti-
cular, na segdo IX.2 de “Linear Algebra” de Werner Greub, quarta edi¢ao pela

editora Springer.
O

Sabemos do teorema 2.3.15 que todas as dlgebras normadas tem dimensao
finita. Isto nos permite usar a Lei da Inércia de Sylvester para estudarmos
algebras normadas reais.

Proposigao 2.4.3. Sejam A uma dlgebra normada real, N sua forma quadrdtica,

AT ={z € A;2=0 ou N(x) >0}

A ={z e A;x=0 ou N(z) < 0}.
Temos que:
(i) A € de divisao se e somente se A= A';
(ii) A € degenerada se e somente se A= AT & A~ e dim AT =dimA~.

Demonstragao:

(i)

Se N(z) > 0 para todo = € A\{0}, temos, imediatamente, que N(z) # 0
para todo A\{0}. Ou seja, A é de divisao.

Suponhamos que A seja divisdo. Pela Lei da Inércia de Sylvester, temos que
A= At @ A~. Portanto, para concluirmos que A = AT, basta provarmos que
A =0.

Por absurdo, suponhamos que exista © € A7\{0}. Como N(z) < 0, temos
que 1 + tx # 0, para todo t € R. De fato, se 1 = —tz, terfamos (veja o lema
2.1.6) que

1= N(1) = N(—tx) = t*N(x) < 0.

Adiante, temos, para todo t € R, que
N(1+tx) = (1+te, 1 +tx) =1+2t(1,2) + >N (z).

Como N(1) =1e N(z) <0, temos que o polinémio N (1 + tx) possui uma raiz
to € R. Isto é N(1 4+ toz) = 0. Contradizendo o fato de A ser de divisao.

(ii)

Se A= AT ® A~ e dim AT = dim A~ temos que A # AT e, pelo item
anterior, A deve ser degenerada.
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Suponhamos que A seja degenerada.

Pela Lei da Inércia de Sylvester, temos que A = AT © A~. Mostraremos
que existe um isomorfismo de espacos vetoriais entre A~ e AT.

Pelo item anterior, devemos ter que A~ # 0. Seja z € A~\{0}.

Provaremos que a aplicacao linear T : AT — A~ dada por

T(y) = zy,

para todo y € A", é bem definida e tem como inversa a aplicagao S : A~ — AT
dada por

para todo z € A™.
Para todo y € AT, temos que zy € A~. De fato, se y # 0, temos que

N(zy) = N(z)N(y) <0.
Segue daf e da distributividade em A, que a aplicagio T : AT — A~ dada por
T(y) = zy,

para todo y € A, é bem definida e linear.
Como N(x) < 0, temos que N(z)~'Z também pertence a A~. De fato, pelo
lema 2.1.10, temos que

Assim, para todo z € A~, temos que

"((5@)7) = e 5w >

Assim, estd bem definida a aplicacdo linear S : A~ — AT dada por

para todo z € A™.
Por fim, mostraremos que S = T~!. De fato, pelo item (vii) do lema 2.1.10,
temos, para todo y € AT, que

z(zy)
S [} T = =,
() N Y
para todo y € A". Logo, SoT = I4+. Analogamente, é verifica-se que
ToS= IA*-
Portanto, 7' é um isomorfismo linear e, consequentemente, dim AT = dim A~

O
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Lema 2.4.4. Se]am A uma dlgebra normada real associativa e A1 e A2 € R\{0}.
Entao, AAI e AA2 sao isomorfas se Ay Ay > 0.

Demonstragao:

Pela transitividade da relagao de isomorfismo, basta provarmos que se A > 0
entao .A,\ é isomorfa a .A1 e se A < 0 entao .AA é isomorfa a .A 1.

Suponhamos que A > 0. Neste caso, podemos definir ¢ : AA — le por

cp(eryi):er)\%ijA@Aj:ﬁl,

para todo z+yi € A®Ai = .ZA, com z e y € A. Temos que ¢ é um isomorfismo
linear. Adiante, dados = +yi e z + wi € Ay = A& Ai, temos que

oz +yi)(z+wi)) = o((xz+ I\wy) +1(wx + yZz)i)
= (xz+4 Mwy) + A2 (wx + yZ2)j
= (zz+ (Aélw)(my))
+ (1(/\§w)x + (1/\2y) Z)j
= (@t My + M)
= oz +yi)p(z + wi).

Portanto, pelo teorema 2.2.4, ¢ ¢ um isomorfismo de algebras normadas.
Analogamente, se A < 0, a aplicagdo ¢ : AA — .A definida por

px+yi)=a—+(-N7yjc AdAj = A_y,

para todo x4+ yi € A® Ai = Ay, com z e y € A, é um isomorfismo de dlgebras
normadas.
O

Observemos que a reciproca do lema acima nao é valida. Por exemplo, temos
—_— —_—

que (Cgeg); € (Caeg) _, sdo algebras normadas reais degeneradas de dimensao
4. Como veremos no teorema, 2.4.6, ambas sao isomorfas a Hgeg.

Teorema 2.4.5. A menos de isomorfismo de dlgebras normadas, as tnicas
dlgebras normadas reais de divisao sao R, C, H e O.

Demonstragao:

Como foi visto da descri¢ao da forma quadratica de R, C, H e @ nos exemplos
2.3.4, 2.3.5, 2.3.7 e 2.3.9, temos que estas sao algebras normadas reais de divisao.

Seja A uma &lgebra normada e N sua forma quadratica.

__ Suponhamos que dim.A > 2. Pelo teorema 2.3.15, temos que A =S & Si ~
S, para uma subalgebra normada S de A tal que dim 4 = 2dim S e um elemento
i €St com A = —N(i) # 0.

Temos que S é uma &dlgebra normada de divisdo. De fato, pela proposicao
2.4.3, temos que N é positiva em S\{0} C A\{0}. Assim, novamente pela
proposigao 2.4.3, temos que S é uma algebra normada de divisao.

Além disso, pela proposigao 2.4.3, A = —N (i) é negativo.
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Assim, pelos lema 2.4.4, temos que
_A ~ /S\)\ ~ §—1~

Pelo teorema 2.3.15 temos que as algebras normadas de divisao s6 sao
possiveis nas dimensoes 1, 2, 4 e 8.

Se dim A = 1 temos, pela proposigao 2.1.13, que A é isomorfa a R.

Se dim A = 2, temos que dim S = 1. Pelo que vimos acima, segue que S ~ R.
Assim, pelo item (iii) da proposi¢ao 2.3.3, temos que

A~S ~R_, =C.

Ou seja, toda dlgebra normada real de divisao de dimensao 2 é isomorfa a C.
Se dim A = 4, temos que dim S = 2. Pelo que vimos acima, segue que S ~ C.
Assim, pelo item (iii) da proposi¢do 2.3.3, temos que

Aﬁg_lﬁé_liH.

Ou seja, toda algebra normada real de divisdo de dimensao 4 é isomorfa a H.
Se dim A = 8, temos que dim S = 4. Pelo que vimos acima, segue que S ~ H.
Assim, pelo item (iii) da proposi¢ao 2.3.3, temos que

Aﬁgflﬁ]ﬁl,l:@.

Ou seja, toda dlgebra normada real de divisao de dimensao 8 é isomorfa a Q.

O

Teorema 2.4.6. A menos de isomorfismo de dlgebras normadas, as unicas
dlgebras normadas reais degeneradas s60 Cyeg, Haeg € Odeg-

Demonstragao:

Como foi visto na descricao das formas quadraticas de Cgeg, Hdeg € Qgeg
nos exemplos 2.3.6, 2.3.8 e 2.3.10, temos que estas sao algebras normadas reais
degeneradas.

Seja A uma algebra normada real degenerada.

Pela proposicao 2.4.3, temos que A =S @ S, onde

S:={zx € A2 =0o0u N(x) > 0},
ST :={x € A42=0o0uN(z) <0}
e dimS =dimS~.
Temos que S é uma subdlgebra normada de A. De fato, pela Lei da Inércia
de Sylvester, S é um subespaco vetorial. Dados x e y € S, temos que
N(zy) = N(x)N(y) >0
e, consequentemente, xy € S. Assim, S é uma subdlgebra de A. Como N nao é

degenerada em S, temos que S é uma subalgebra normada.
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Segue também da definicao de S e da proposigao 2.4.3 que S é uma algebra
normada real de divisao.

Seja i € ST\{0}. Temos que A = —N(i) > 0 e, pela Lei de Inércia de
Sylvester, temos que i € S*. Assim, segue da proposicdo 2.3.14 que

A:S@Siﬁ/g\,\.

Logo, pelo lema 2.4.4, R R
A~ S)\ =~ Sl~

Pelo teorema 2.3.15 e pela proposicao 2.1.13, temos que as algebras normadas
degeneradas s6 sao possiveis nas dimensoes 2, 4 e 8.

Se dim A = 2, temos que dimS = 1. Temos, pela proposicao 2.1.13, que
S ~ R. Assim, pelo item (iii) da proposi¢do 2.3.3, temos que

AZ/S\l 2’@1 = (Cdeg-

Ou seja, toda dlgebra normada real degenerada de dimensao 2 é isomorfa a Cyeg.
Se dim A = 4, temos que dimS = 2. Pelo teorema 2.4.5, segue que S ~ C.
Assim, pelo item (iii) da proposi¢ao 2.3.3, temos que

Aﬁgl >~ @1 :Hdeg~

Ou seja, toda algebra normada real degenerada de dimensao 4 é isomorfa a
Heg-

Se dim A = 8, temos que dimS = 4. Pelo teorema 2.4.5, segue que S ~ H.
Assim, pelo item (iii) da proposi¢do 2.3.3, temos que

A’:,S\l 2]?1[1 = ©deg~

Ou seja, toda algebra normada real degenerada de dimensao 8 é isomorfa a
Odeg-
O

2.5 Algebras Normadas Complexas

Nesta secao prosseguiremos com a classificacdo das dlgebras normadas comple-
xas. Comecemos com alguns exemplos obtidos por meio do processo de Cayley-
Dickson.

Exemplo 2.5.1. O corpo dos complexos, C, com sua multiplicacao usual e a
forma quadrdtica N : C — C dada por

N(z) = 22,

para todo x € C, constitui uma dlgebra normada complexa. Como C é um corpo,
C ¢ uma dlgebra associativa e comutativa.

60



Exemplo 2.5.2. Definimos a dlgebra normada compleza
Cc:=C_,=CaCi.

Segue que Cc possui a forma quadrdtica N : Cc — C dada por
N(z +yi) = 2 +°,

para todo x + yi € Cc, com x ey € C. Sua multiplicagio, em funcio da base
{1,i} € dada pela tabela 2.8. Como dimCe = 2, temos, pelo teorema 2.5.15,
que C¢ € associativa e comutativa.

1 7
1|1 )
14| —1

Tabela 2.8: A tabela de multiplicagdo de Cg¢.

Exemplo 2.5.3 (A Complexificacdo da Algebra dos Nimeros Quaternionicos -
Hc). Definimos a dlgebra normada compleza

Hc := (C¢)_; = Cc & Cgj.

Temos que o conjunto {1,2,5, l;}, onde k = 17, € uma base ortogonal de He. De
fato, pela definicdo da forma quadrdtica de C¢, temos que a forma quadrdtica
N de H¢ € dada por

N(Jiol + $1’z + 3323 + $3]2}) e N((xol + 1‘1%) + (.7321 + ,133%)3)
N(.’Eol + l‘ﬁ) + N(.’L’Ql + .133%)
g + 27 + 23 + a3,

para todo xol + x11 + 2] + $3];Z € He, com xg, x1, x2 € x3 € C. Adiante, pelas
tabelas 2.1 e 2.8, temos que a multiplicacao em He € dada pela tabela 2.9. Como
dimHc = 4, temos, pelo teorema 2.3.15, que H¢ € associativa e ndo comutativa.

1| 4 J k
11 i | | &
i i | 1] k | =
TT7 =k =1 7
E|k| 7 | =] -1

Tabela 2.9: A tabela de multiplicagao de Hc.
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Exemplo 2.5.4 (A Complexifica¢ao Algebra dos Numeros Octonionicos - Oc).
Definimos a dlgebra normada complexa dos Numeros Octoniéonicos

—

Q¢ := (H@)_l = H¢ ¢ Heo.

Temos que o conjunto {1,e1,es,...,e7}, onde e; =1, es = j, e3 = —ia, eg = k,
es = —ka, eg = —ja e ey = a, € uma base ortogonal de Oc. De fato, pela
descricao da forma quadrdtica de He, temos que

N(l‘ol + 21-721 xiei) = N((l’ol +x1e1 + xo€2 + 1‘464)+
+ (zrer + x3e3 + xee6 + 90565))
N((.’L'()l + 33‘17? + 1‘23 + $4i€)+
+ (z71 — T3l — x6) — 33512;)04)
= N($01+I1%+$2§+1’4/}?)+
+ N(z71 — T3l — L) — x5I%)
= xf+af +ad+ad+ ol 4 ad + g + a7,

para todo xol + Zi?:l zie; € Oc¢, com xg, ..., x7 € C. Pelas tabelas 2.1 e 2.9,
temos que a multiplicagio em Q¢ € dada pela tabela 2.10. Como dimQO¢ = 8,
temos, pelo teorema 2.3.15, que Q¢ ndo é comutativa e ndo é associativa.

€1 €9 €3 €4 €5 €g (rd
1 1 e1 ) es ey es eg er
€1 €1 -1 €4 (&rd —€9 €g —€j5 —e€3
ey | es | —eq | —1 es e1 —e3 er —eg
€3 €3 —er —e€5 -1 €g €9 —€4 €1
e4 | ey es —e1 | —eg | —1 er es —es
€5 €5 —€g €3 —€2 —€7 -1 €1 €4
es | €eg es —er ey —e3 | —e; | —1 es
€7 €7 €3 €g —eq1 €5 —€4 —€2 -1

Tabela 2.10: A tabela de multiplicacdo de Oc¢.

Teorema 2.5.5. A menos de isomorfismo de dlgebras normadas, as unicas
dlgebras normadas complexas sao C, C¢, H¢ e Oc¢.

Demonstragao:
Seja A uma algebra normada complexa.
Se dim A = 1 temos, pela proposigao 2.1.13, que A é isomorfa a C.
Suponhamos que dim .4 > 2. Pelo teorema 2.3.15, temos que

A=S®Si~§,,
para uma subdlgebra normada S de A, tal que

dim A = 2dimS§,
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e um elemento i € S* com A = —N(i) # 0.
Seja j := N (i)~ 2i € A. Temos que

v = (5757) = 3 !

e, como j é miiltipl escalar de i € S*, também temos que j € S*+. Assim, pela
proposicao 2.3.14, temos que

A=S®Sj~S_;.

Pelo teorema 2.3.15, temos que dim A = 2, 4 ou 8.
Se dim A = 2, temos que dim S = 1. Pelo que vimos acima, segue que S ~ C.
Assim, pelo item (iii) da proposi¢do 2.3.3, temos que

~

A>~S_4 2@,1 = Cc.

Ou seja, toda algebra normada complexa de dimensao 2 é isomorfa a Cc.
Se dimA = 4, temos que dimS = 2. Pelo que vimos acima, segue que
S ~ C¢. Assim, pelo item (iii) da proposigdo 2.3.3, temos que

A ~ /S\,l >~ (CC)—l = Hc.

Ou seja, toda dlgebra normada real de dimensao 4 ¢é isomorfa a H.
Se dimA = 8, temos que dimS = 4. Pelo que vimos acima, segue que
S ~ Hg. Assim, pelo item (iii) da proposi¢ao 2.3.3, temos que

A’:/S\,l >~ @_1 :@(C.

Ou seja, toda dlgebra normada complexa de dimensao 8 é isomorfa a O¢.
O
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Capitulo 3

(GG e os Quatérnios

Neste capitulo contruiremos os nossos primeiros modelos de dlgebras de Lie do
tipo G2. Faremos isso sobre os conjuntos

gr = sl(Im(H)) x Im(H) x Im(H)

gc = 5[(Im(H@)) X Im(Hc) X Im(Hc).

A construgdo aprensentada aqui é andloga & apresentada no capitulo 8 de [8].
Neste capitulo, K =R ou C e Hxg = H ou Hg.

3.1 A Algebra de Lie Im(H)

Nesta segao estabeleceremos alguns resultados preliminares sobre o K-espaco
vetorial Im(Hx). Comegaremos munindo-o de uma estrutura de dlgebra de Lie.

Proposicao 3.1.1. O comutador [-,-] : Im(Hg) x Im(Hg) — Im(Hg), dado por
[x,y] = zy — yx, para todos x,y € Im(Hk),

faz de Im(Hg) uma dlgebra de Lie. No caso em que K =R, temos que Im(Hg)
é isomorfa a* su(2).
Demonstragao:

Pelo item (v) do lema 2.1.10, temos, para todos z e y € Im(H), que

<[.%‘,y], 1> = (xy, 1> - <y.%‘, 1> = <.’L‘, 1y> - <$,@1>
<$,y> - <$,y> = 0.

Isto é, [z,y] € Im(Hk), para todo = e y € Im(Hg). Assim, concluimos que a
aplicagdo [, -] estd bem definida.

Londe su(2) denota su(C?)
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Além disso, como Hg (veja o teorema 2.3.15) é uma &lgebra associativa,
temos que o seu comutador é bilinear, antissimétrico e satisfaz a identidade de
Jacobi.

Portanto, Im(Hg) é uma &lgebra de Lie com colchete [, -] dado pelo comu-
tador.

Temos que

_ ia b+ic .
5u(2)—{(b+ic —ig ),a,becER}

tem como base os elementos

(5 %) (5 ) e (1)

E o colchete de Lie em su(2) é dado por
[A,B] = 2C, [A,C] = —2B e [B,C] = 2A.

Consideremos, agora a base de Im(H) formada por 4, j, k& como no exemplo
2.3.7. Temos que
[i, 7] = 2k, [i,k] = —2j e [j, k] = 2i.

Pelas descrigbes acima, temos que a transformacao linear ¢ : Im(H) — su(2),
definida por

p(i) = A, ¢(j) = B e g(k) =C,
é um isomorfismo de algebras de Lie.
O

Deste ponto em diante, quando nos referirmos a Im(H) estaremos também
nos referindo a sua estrutura de algebra de Lie da proposigao anterior.

Lema 3.1.2. A aplicagdo

(-],): ImHg)? — K
(z,y,2) — ([z,y],2)

€ multilinear e alternada.

Demonstragao:
Claramente, a bilinearidade de (-,-) e [-, ] implica que ([-,-],-) é multilinear.
Vejamos agora que ([, -], ) é alternada. De fato, para x, y e z € Im(H)
([z, 9], 2) = (=ly, 2], 2) = —([y, 7], 2),
<[x7 y]v z) = (zy,z)— (yz,2)
= (x,2y) — (z,7z) (pelo lema2.1.10(v))

= —((z,2y) — (x,y2)) (poisy=-yeZ=—z)
= —<$, [Z’y]>
—([z,9, 2)
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([z.9],2) = (ay,2) = (yx,2)
= (y ,f z) — (y, 2T) (pelo lema2.1.10(v))
— Z({y,22) — (y,22)) (poisT=—yeZ=—2)
= —(y. e, 2)
= {2
Portanto, {[-,],+) é uma forma bilinear alternada.

O

Como a forma bilinear (-,-) de Hg ndo é degenerada em Im(Hg) (veja
a descricdo de N nos exemplos 2.3.7 e 2.5.3), temos que para toda trans-
formagéo linear T : Im(Hg) — Im(Hg) existe uma tinica transformagao linear
T* : Im(Hg) — Im(Hg ), denominada a adjunta de T*, tal que

(Tz,y) = (z,T"y),

para todo x e y € Im(Hg).
Lembremos que s[(Im(Hg)) é a dlgebra de Lie das transformacoes lineares
T : Im(Hg) — Im(Hg) com trago 0.

Lema 3.1.3. Sejam T € sl(Im(Hgk)) e z, y e z € Im(Hg). Entdo, temos que:
(i) ([Tz,y],2) + ([z,Ty], 2) + ([z,y], Tz) = 0
(i) T*[y, x] = [T,y] + [z, Ty].
Demonstragao:
(i)
Como ([, ], ) é multilinear e alternada (lema 3.1.2), temos que
([Tz,y], 2) + ([x, Tyl, 2) + ([x, y], T2) = tr(T)([z,],2) =0,
ja que tr(T) = 0.
(ii)
Pelo item (i), temos, para todo z € Im(Hg), que

([Tz,y,2) + ([x, Ty], )
= —([z,y],Tz)
— (I"[y.al,2)

([Tz,y| + [z, Ty, 2)

Assim, como (-, -) ndo é degenerada em Im(Hy), segue que

T*[y,z] = [Tz,y] + [z, Ty].
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Definigao 3.1.4. Para todo x e y € Im(Hk), definimos a aplicag¢do tensorial

TLyI Im(HK) — Im(HK)
z = (z,y)m—@z.

Lema 3.1.5. Para todos x, y e z € Im(Hg) e T € gl(Hk), temos que:
(1) Ty, € sl(Im(Hg));
(1) (Tay)" = Tyu;
(iii) [[x,y], 2] = 3(To,2(y) — Ty.2(2));
(iv) [T, Ty = Tray + To,—1ry;
(v) tr(Topy 0 T) = (T, [y, 2]).

Demonstragao:
(1)
Como .
Toy=(y)z— g( s Y 1 (Hx)
temos que

(Th) = (- 0)0) = 5,0} (Frning) = (2,8) = (2,9 = 0.

(ii)

Para todos z e w € Im(Hk), temos que

(Typyz,w) = ((z,y)x— % Z,Y)z, w)
= (z,y)(w,w) - %<$7y <va>
= <Z’ <wa $>y - %<y7 x>w>
= <Zva7ww>

Dai segue que T, =T} ;.
(iii)
Do item (ii) do lema 2.1.6, temos que

2z, 2)l = —za — x2

2(z,y)1 = —zy — yz.

Assim, temos que
2(z,2)y = —zzy — 22Y,
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2z, x)y = —yzx — yxz,
—2(z,y)x = zyx + yzx

—2(z,y)x = xzy + zy=.

E, somando as quatro equagoes acima, temos que

A((z, z)y — (2, y)x) = 2(yz — 2y) + (2y —yx)z = [z [z, y]].

Logo,
[z, [z, 9]l = 4z,2)y —4(z,y)z
= 3(z,2)y — (z,y)x = 3(z,y)x + (z,2)y
= S(Ty,z(x) - Tz,z(y))
(iv)

Dado z € Im(Hg), temos que

(TTx,y + T ,fT*y)Z = <Z,y>T§E - l<T1'7y>2 + <27 _T*y>$ - %<£C, —T*y}z
= (z,y)Tx — 3(Tx,y)z — (Tz,y)x + %(Tamy)z
= (z,y)Tx — (Tz,y)x
= (z,y)Tx — % x, )Tz — (Tz,y)x + %<l‘ YTz
=T ((z,y>x — %(a@y)z) — ((Tz,y>x — %(a@y)Tz)
= ToTl,yz—Tyyo0Tz
= [T,T,,]z.

(v)

Como .
Tx,[y,z] ol = <T7 [Z—/, Z]>£B - g(xv [yv Z]T>7

temos que

(T gy 0 ) = 0((T [y, 1)) — 5o, [y, A)a(T) = (T [y, 2]}

3.2 Definindo Estruturas de Algebras de Lie

Nesta secao, definiremos uma estrutura de algebra de Lie no espaco vetorial
K = 5[(Im(HK)) X Im(HK) X Im(HK)
Definimos uma aplicacao bilinear

[, ] s gr X gx — 9K
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pela tabela

(T2307O) (0,33270) (OvoayQ)

(71,0,0) | ([11,13],0,0) (0,0,T122) (0,0, =T7ys)
(0,,131,0) (O, —Tgxl,O) (0,0, [1‘1,1‘2]) (3Tx17y2,0,0)
(0707y1) (0707T2*y1) (_3Tzz,y17070) (07 [ylayﬂvo)

onde T1 e Ty € sl(Im(Hx)) e z1, 22, y1 € y2 € Im(Hg). Segue, diretamente da
definigdo que [+, -] é bilinear e antisimétrica. Assim, para concluirmos que gk
é uma algebra de Lie com o colchete [-, -], nos resta mostrar que [-, -] satifaz a
identidade de Jacobi. Para tanto, basta mostarmos que:

Sejam T, Ty e Ty € sl(Im(Hk)) e z, x4, v, y; € Im(Hg), ¢ = 1,2,3. Para
facilitar a notacao, denotemos

T = (T,0,0) € sl(Tm(Hx)) x 0 x 0,
T, = (Tz,0,0) c 5[(Im(HK)) x 0 x 0,
z=(0,2,0) € 0 x Im(Hkg) x 0
T; = (O,I“O) el x Im(HK) x 0
y=1(0,0,y) € 0 x 0 x Im(Hg),

yi = (0,0,9;) € 0 x 0 x Im(Hx),

parai = 1,2, 3. Concluiremos que [, -] satisfaz a identidade de Jacobi mostrando
que:

@) [T, [Ty, 2] = [[T1, To], 2] + [T, [Ty, ]];
(A1) [T1, [T2,y]] = [[T1, o), y] + [T2, [T1, y]];
(L) [T, [x1, 2] = ([T, 21], w2] + [1, [T1, z2];
V) [T, [2,y]] = [T’ 2], y] + [z, [T’ y]};

(V) (T [yrs w2ll = ([T vals wol + [y, [T w2]l;
(VI) [21, [w2, 23]] = [[x1, 22], 3] + [w2, [21, 23]];
(VI) [z, [22, y]] = [[z1, 22], 9] + [w2, [21, y]];

(VII) [y1, [y2, 3]l = [[y1, y2l, ys] + [y2, [y1, ys]);

(IX) [y1: vz, =]] = [[y1, v2l, 2] + [y2, [y2, 2]

Iniciemos as verificagoes:

(I) [Tlv [TvaH = [[T15T2]"73] + [TQ’ [Tlva:
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[[Tlv TQ]v I] + [T27 [Tl, ‘TH (07 [Tlv TQ}xa 0) + (Oﬂ T2T1$, 0)
(O,TlTQSL',O)

[T17 [TQ, x”

() [T, [T, yl) = [Ty, Tal, y] + [To, [Th, y]:

[[TlaTZLy] + [T27 [Tlay]] (03 Oa 7[T17T2]*y) + (07 OaTQ*Tl*z)
(0,0, 7 T5 )
[Tlv [T2>$H

(IIL) [T, [z1, z2]] = [[T1, 21], w2] + [21, [T1, 22]]:

( [xhxﬂ)]

[T’ [xlv'T?H [
(0,0, =T"[z1, 22])
(0,
[

[Tml x| + [x1,Tz2])  (pelo lema 3.1.3)
(0 Tﬂil 0) (O I27O)]
[(0 L1, O)ﬂ (07 Tan O)]
([T, 1], w2] + [a1, [T z2]]

(V) [T, [z, y]] = [T, 2], 4] + [, [T’ y]]:

(T, 2], y] + [z, [T, y]]

[(0, Tz, 0),(0,0,)]
+[(0.,0), (0,0, ~T"y)]
(3T s,y + 315, —7+y,0,0)
([T, 3T ,),0, O) (pelo lema 3.1.5)
T, [z, y]]

(V) [T, [y1, vll = [T, 311, ya] + [y1, [T, y2]]:

(T, [y1,y2]] [T, (0, [y1,¥2],0)]
(0, Ty1,y2],0)
0, [T*y2, y1] + [y2, T*y1],0)  (pelo lema 3.1.3)
[(0 0,7*y2), (0,0,y1)]
[(0 07y2)7 (OvoaT*yl)]
[ylv [Tv y2]] + [[T7 yl]» y2]

(VD) [x1, [x2, 23]] = [[x1, 22], 3] + [22, [21, 23]]:

Para todo S € sl(Im(Hk)), temos que

<[x1) [x27 .133”, S> Str(Twh[ZL’z,mz] o S)

3([x2, x3], Sx1) (pelo lema 3.1.5)
3([Sxz1, x2], x3) (pelo lema 3.1.2)
—3([x1, Sxa], x3) — 3([x1, 22|, Sx3) (pelo lema 3.1.3)
=3([x1, z2], Sx3) + 3([x1, z3], Sx2) (pelo lema 3.1.2)
=3t1(Tyy [y ,20]) © S) + 3t1(Ty [2y,25) ©S)  (pelo lema 3.1.5)
—<[$3, [xlva]]v S> + <[$2, [xhx?)]]v S>

([[w1, 2], 3] + [w2, [w1, 5]], 5)
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onde (-,-) : sl(Im(Hg))? — K é a forma de Cartan-Killing. Como s[(Im(Hx))
é uma &lgebra de Lie simples, sua forma de Cartan-Killing ndo é degenerada

(veja o teorema 1.3.6). Por isso, a igualdade (VI) é valida.

(VID) [z, [w2, ]} = [[w1, @2], y] + [22, [21, y]]:

(pelo lema 3.1.3)

[xla [x27y]] - [x27 [mlvy]] = (07 _3T!E27y(x1>70) - (07 _3T$17y($2)’ 0)
= (07 (Txhy(xQ) - T$2,y(x1))’ 0)
= (07 [[IlaIQLyLO)
- [( ,0, [xl’xQ])a((),an)}
= Hxlva]’y]

(VIL) [y1, [y2, ys]] = [[y1, vel, ys] + [y2, [y1, ya]:

Para todo S € sl(Im(Hx)), temos que

—3tr(Ty17[y27y3] 0 S)
—3([y2, ys], Sy1)
—3([Sy1,y2],y3)

3([y1, Syel, ys) + 3([y1, y2], Sys)
= 3[y1,y2], Syz) — 3([x1, x3], Sx2)
3t (Tys y10) © ) —

—([ys, [y1, y2]l, ) + ([ye, [y1, y3]], S)
= {[[y1,92), ys] + [y2: [y1. y3]], S)-

<[y1, [y2,y3H»5> =

Por isso, a igualdade acima é valida.

(IX) [yla [yg,iE” = HylnyLx] + [y27 [yhx]]:

[y17 (73T$7y2a Oa 0)]
- [yQ’ (73Tr.,y1 ) Oa 0)]
= (07 0, _3Tz*,y2 (yl))

- (0707 —3T17 (92»

Z,Y1

[ylv [y27x” - [y27 [yla "EH =

3tr(Ty27[y17y3] 0 .5)

(T3, (y2) = T, (1))
(Tys,2(y2) = Ty, (1))

(pelo lema 3.1.5)
(pelo lema 3.1.2)
(pelo lema 3.1.3)
(pelo lema 3.1.2)
(pelo lema 3.1.5)

(pelo lema 3.1.3)
(pelo lema 3.1.3)

Portanto, gk é uma &algebra de Lie sobre K com o colchete definido acima.

3.3 A Simplicidade e Classificagao de gg

Nesta secao, verificaremos que gc é uma &algebra de Lie simples do tipo G2 e

que gr ¢ a sua forma real normal.

Lema 3.3.1. gk € simples.
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Demonstragao:

Seja i # 0 um ideal de gg. Provaremos que i = gx e dai concluiremos que
gk € simples.

Primeiramente, mostraremos que (s{(Im(Hg)) x 0 x 0) Ni # 0.

Seja X = (T, z,y) € i\{0}. Consideremos os casos:

e TxeT*y+#0:

Neste caso, temos que
(0, Tz, —T"y) =[(T,0,0), X] €
e, consequentemente,
(8T1a—1+,,0,0) = [(0, Tz, 0), (0, Tz, ~T"y)] € i\ {0},
com Ty 7=y # 0jé que Tx e T*y # 0. Logo, (sl(Im(Hg)) x 0x 0)Ni # 0.
e Tz #0eT*y=0:

Neste caso, temos que
(0,Tx,0) =[(T,0,0),X] €i
e, consequentemente,
(=3Tr2,72,0,0) = [(0,0,Tx), (0, Tz, 0)] € i\{0},
com Try 1y # 0 j4 que Tz # 0. Logo, (sl(Im(Hxk)) x 0 x 0) Ni # 0.
e Tx=0eT*y #0:

Neste caso, temos que
(0,0,—-T*y) =[(T,0,0),X] €i
e, consequentemente,
BT-1+y,~1+y,0,0) = [(0,=T"y,0), (0,0, =T"y)] € i\{0},
com T_qwy _p+y # 0 j4 que T*y # 0. Logo, (s[(Im(Hxk)) x 0 x 0) Ni # 0.
e Tx=T"y=0,z#0ey#0:

Neste caso, temos que
(T210.0) = (Tu., T, [z, 2]) = [(0,2,0), X] € i\{0},
com T, , #0jidquex#0ey#0. Logo, (sl(Im(Hg)) x 0 x 0) Ni # 0.
e Tx=T"y=0,z=0ey #0:

Neste caso, temos que existe z € kerT\{0}. Assim,
(T,4,0,0) = (T, ,,—T2,0) = [(0,2,0), X] € i\{0},
comT,, #0jidque z#0eyF#0. Logo, (sl(Im(Hg)) x 0 x 0) Ni 0.
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e Tx=T"y=0,z#0ey=0:
Neste caso, temos que existe z € ker7*\{0}. Assim,
(Tw,za 07 0) = (TI7Z7 0; _T*Z) = [(Oa 0; Z)a X] € 1\{0}a
com Ty , # 0 ja que z # 0 e z # 0. Logo, (s/(Im(Hg)) x 0 x 0) Ni#0.
e r=y=0:
Neste caso, X € (sl(Im(Hg)) x 0 x 0) Ni.

Portanto, (sI(Im(Hg)) x 0 x 0)Ni # 0. Assim, como (sl(Im(Hxk)) x 0 x 0)Ni
é um ideal na dlgebra de lie simples sI(Im(Hx)) x 0 x 0, temos que

(sl(Im(Hg)) x 0 x 0) Ni# 0 = sl(Im(Hg)) x 0 x 0.

Isto é, i D sI(Im(Hg)) x 0 x 0.
Assim, os elementos de gk da forma

(0, Tx,0) = [(T,0,0), (0, z,0)]

(0,0,Tz) =[(—-T7,0,0),(0,0,z)],
para z € Im(Hg) e T € sl(Im(Hg)), pertencem a i. Logo,

i 0 x Im(Hg) x 0

i 50 x 0 x Im(Hg).

Portanto, i = gk.

Teorema 3.3.2. gc é uma dlgebra de Lie simples do tipo Gs.

Demonstragao:

Seja b a subdlgebra de Cartan de sl(Im(Hg)) formada por todos as trans-
formagoes lineares em sl(Im(Hy)) com matrizes diagonais em uma base de
Im(Hc) fixada. Mostraremos que f := h x 0 x 0 é uma subalgebra de Car-
tan de gc.

Dados X = (X,0,0) e Y = (Y,0,0) em b, temos que

[X,Y] =[(X,0,0),(Y,0,0)] = ([X,Y],0,0) =0

pois 6 é abeliana (veja a proposicao 1.4.7). Logo, h é uma subdlgebra abeliana.
Mostraremos agora que h é uma subdlgebra normal. Seja X = (T, z,y) € gc
tal que [h, X] C b. Entao, para todo S € b, temos que

([S,T], Sz, —S*y) = [(5,0,0), X] € h = x 0 x 0.
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Logo, devemos ter que T' € b (pois b é normal em sl(Im(Hx))) e z = y = 0 (pois
b é o conjunto de todas transformagdes lineares em s{(Im(Hg)) com matrizes
diagonais em uma base de Im(Hg) fixada). Portanto, b é normal em gc.

Além disso, pelo lema 3.3.1, temos que gc é uma &lgebra de Lie simples de
posto dim b = dim6 = 2.

Como as tnicas classes de dlgebras de Lie simples de posto 2 (veja o exemplo
1.2.10 e o teorema 1.5.13) sao As, de dimensédo 8, e Bs, de dimenséao 10, e Gs.
Como dim gc = 14, temos que g¢ € do tipo Gs.

O

Corolario 3.3.3. gr € uma forma real normal de gc.

Demonstragao:

Pela proposicao 4.1.3, temos que, identificando a base formada por 1, i, j
e k de Hg (veja o exemplo 2.3.7) com a base formada por 1, i, je k de Hc
(veja o exemplo 2.5.3), H é uma subélgebra real de H¢ e, consequentemente,
Im(H) e sl(Im(H)) subélgebras de Lie reais (veja a proposigao 3.1.1) de Im(Hg)
e s[(Im(Hc)). Assim, segue que gr é uma forma real de gc.

Seja T € sl(H) dado por T(i) =4, T(j) = —j e T(k) = 0. Temos, pela
definigdo do colchete de Lie em gg, que o elemento H = (7',0,0) de gg é tal que

(H, (S, z,y)] = ([T, H], Tz, =T"y),
para todo (S,x,y) € gr. Assim,
ad(H)=ad(T) e T (-T*)=ad(T) @ T & T.
Logo,
(H,H) = tr(ad(T)? © T? & T?) = tr(ad(T)?) + tr(T?) + tr(T?) > 0.

Segue dal que a forma de Cartan-Killing (-,-) de gg ndo é negativa definida.
Portanto, gg nao é uma forma real compacta de gc.
Como 86 existem, a menos de isomorfismo, as formas reais compacta e normal
de G2 (veja o teorema 6.3.3), temos que ggr é uma forma real normal de gc.
O
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Capitulo 4

Automorfismos de Algebras
Normadas

No capitulo 2 vimos que todas as algebras normadas sao resultado de uma
sucessao de processos de Cayle-Dickson. Introduziremos, neste capitulo, os con-
ceitos de duplas e triplas béasicas. Estes conceitos estao ligados a intuicao de
que a cada processo de Cayley-Dickson acrescentamos a uma algebra normada
A original um novo elemento i (com a relagao i2 = —N(i) € K e ortogonal &
A) e seus miltiplos Ai para formarmos a dlgebra A N(i)- As duplas e triplas
bésicas nos permitem descrever a multiplicagdo em uma &algebra normada em
funcdo da multiplicagio entre dois (no caso de duplas bésicas em algebras nor-
madas de dimensao 4) ou trés (no caso de triplas bésicas em &lgebras normadas
de dimensao 8). Assim, estas estruturas nos fornecerdo um modo de “parame-
trizar” os grupos de automorfismos e as dlgebras das derivacoes em &lgebras
normadas.

Prosseguiremos com mais alguns resultados preliminares sobre automorfis-
mos de algebras normadas. Além disso, exploraremos algumas propriedades
topoldgicas do grupo de Lie Aut(0).

4.1 Duplas Basicas e Subalgebras Quaternionicas

Nesta secao estabelecemos o conceito de duplas bésicas. A motivagao para tais
definigoes estd no estudo sobre homomorfismos de algebras normadas.

Definigao 4.1.1. Seja A uma dlgebra normada e x1 e xo € A. Dizemos que
(z1,22) é uma dupla bdsica se {1, x1, 2} € um conjunto ortonormal (de cardi-

nalidade 3) em A.

Como veremos na préxima proposicao, o conceito de dupla bésica nos per-
mite fazer analogias entre a dupla bdsica (x1, z3) e a dupla bésica (i, j) proveni-
ente da construgao de H e Hg¢ via processo de Cayley-Dickson (veja os exemplos
2.3.7 ¢ 2.5.3).
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Exemplo 4.1.2. Sejam A uma dlgebra normada de dimensdo maior que 2 e
x1 € Im(A) com N(x1) = 1. Como N ndo é degenerada existe o € {1,71}+
tal que N(x2) = 1. Logo, (x1,x2) € uma dupla bdsica em A.

Proposicao 4.1.3. Sejam A uma dlgebra normada e (z1,x2) uma dupla bdsica
em A. Entdo, definindo x4 := x1T2, temos que

{17 Z1, T2, SU4}

é um conjunto ortogonormal (de cardinalidade 4) em A e a multiplica¢do entre
seus elementos € dada por

1 1 T To Ty
Xr1 | 1 -1 X4 —XT2
To | o | —x4 | —1 T
Ty |24 | 22 | 21| —1

Demonstragao:

Seja N a forma quadratica de A.

Primeiramente, mostraremos que {1, 1,22, x4} é um conjunto ortogonal em
A. De fato, por hipétese, temos que

N(1) = N(z1) = N(a2) = 1

(L,z1) = (1,22) = (x1,22) = 0.
Como N preserva a multiplicagdo de A, temos que
N(z4) = N(zy122) = N(x1)N(22) = 1.
E, pelo lema 2.1.10, temos que
(L,zq) = (1, 2122) = (T11,22) = —(x1,22) = 0,

(T1,24) = (@1, 2122) = (T1w1,22) = (N(21)1,22) =0
e, analogamente,
<£C27.%'4> =0.

Portanto, {1, 21, x2, x4} é um subconjunto ortonormal de A.
Adiante, como {z1, 2, 4} C ImA é um conjunto ortogonal, temos, pelo
corolario 2.1.8, que
T1Ty = —T4d1

XoXyg = —T4X2.

Pela alternatividade de A e pelo fato de que N(z1) = N(z2) = 1, temos que

T1Ty4 = $1($1$2) = (1‘13?1)332 = —ZI2
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Toly = —TyX2 = —(331302)332 = —301(3?2932) =T1.

Assim, temos a tabela de multiplicacdo como no enunciado.
O

Corolario 4.1.4. Seja A e (x1,22) uma dupla bdsica. Entao, o subespago veto-
rial de A gerado por 1, x1, o e x1x4 € uma subdlgebra normada 4-dimensional

de A.

Demonstragao:

Seja S o subespaco vetorial de A gerado por 1, z1, xo € x125.

Pela proposigao 4.1.3, temos que S é fechado segundo a multiplicagao her-
dada de A. Assim, S é uma subélgebra.

E, como {1, z1, x2, 122} é um conjunto ortogonal em .4, temos que a
restricao de N a A é dada por

N(/\01 + Ax1 + Az + /\4.731],‘2) = /\% + )\% + /\5 + )\i

Logo, N|s nao é degenerada. Portanto, S é uma subdlgebra normada.
O

Proposigao 4.1.5. Sejam Hi e Hy dlgebras normadas 4-dimensionais reais
ou complezas e (x1,x2) € (y1,y2) duplas bdsicas em Hy e Ha, respectivamente.
Seja T : Hi1 — Ha wma transformagdao ortogonal tal que T(1) =1, T(x1) =
e T(x2) = yo. Temos que:

(i) T(z172) = FYy1y2;

(i) T(xz122) = y1y2 se e somente se T é um isomorfismo de dlgebras norma-
das.

Demonstragao:

(1)

Como (x1,22) e (y1,y2) sdo duplas bésicas, temos, pela proposicao 4.1.3,
que {1, x1, 2, T4 := z122} € {1, Y1, Y2, Y4 := Y1y2} s@o bases ortonormais de
H1 e Ho, respectivamente.

Adiante, como T é ortogonal com T(1) = 1, T'(z1) = y1 e T(x2) = y2,
devemos ter que T'(x4) = Ays = Ay1y2, para algum A € K. Além disso,

1= N(zg) = N(T(z4)) = N(Ays) = A2
Assim, A = £1 e, consequentemente, T'(z4) = $yj.
(ii)
Se T' é um automorfismo de dlgebras normadas, temos, imediatamente, que

T(z122) = T(21)T (22) = y192.
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Suponhamos que T'(z4) = y4, onde x4 1= 122 € Y4 = y1y2. Entdo, pela
tabela da proposicao 4.1.3, temos que

T(zizj) = T(x;)T(x;),

para todos i,j = 1,2,4. Assim, como {1, x1, z2, x4 := x122} € {1, Y1, Yo,
Y4 := y1y2} 6 uma base de H; temos que T preserva o produto de H;. Logo,
como T é ortogonal, T é um isomorfismo.

O

Uma &algebra complexa possui naturalmente uma estrutura de algebra real
(basta restringirmos a ac¢ao dos escalares para os reais). Com igual razdo, po-
demos considerar subdalgebras reais contidas em algebras complexas.

Definigao 4.1.6. Seja H uma subdlgebra real de Oc com 1 € H. Dizemos que
H € uma subdlgebra quaternionica se dimg H =4 e N(z) € R para todo x € H,
e N|y nao € degenerada.

Se H é uma subalgebra quaternionica segue, da definicao acima, que H
munida da forma quadratica N de O¢ é uma &lgebra normada real.

Proposicao 4.1.7. Seja (z1, z2) uma dupla bdsica em Q¢. Entao, o R-subespago
vetorial de Q¢ gerado pelo conjunto {1, x1, xa, x4 := X122} € uma subdlgebra
quaternionica.

Demonstragao:

Seja H o subespago R-vetorial gerado por 1, z1, x5 e x4 := 122 em Oc.
Pela tabela de multiplicagao da proposicao 4.1.3, temos que H é uma subdlgebra
real de Oc¢.

Adiante, novamente pela proposi¢do 4.1.3, temos que O tem dimenséao real
4 e o conjunto {1, x1, x2, x4} é ortonormal. Assim,

N0l + Aix1 + Aoma + Mgwg) = N2+ M+ 22+ 0% e R,

para todos A\; € R, ¢ = 0,1,2,4. Segue dai que H é uma subélgebra qua-
ternidnica.
O

4.2 'Triplas Basicas e Subalgebras Octonionicas

Assim como o conceito de duplas bésicas, as triplas basicas servem como cépias
de certos conjuntos geradores. Um pouco mais especificamente, o conceito de
tripla bédsica nos permite fazer analogias entre a tripla bdsica (z1,22,27) € a
tripla bésica (e1, ea, e7) proveniente da construgdo de O e Q¢ via processo de
Cayley-Dickson (veja os exemplos 2.3.9 e 2.5.4).

Definigao 4.2.1. Seja A uma dlgebra normada e x1, 9 € x7 € A. Dizemos
que (r1,x2,27) € uma tripla bdsica se {1, x1, xa, T1x2, T7} € um conjunto
ortonormal (de cardinalidade 5) em A.
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Exemplo 4.2.2. Seja z1 € Im(Q) com N(z1) = 1. Temos que existe uma tripla
basica (z1,x2,27) em Q. De fato, existem yo € Im(Q)\{0}, tal que (y2,z1) =0,
eyr € Im(Q)\{0}, tal que (y7,21) = (y7,y2) = (Y7, x1y2) = 0. Assim, como N é
positiva em Im(Q)\{0}, temos que N(y2) > 0 e N(y7) > 0 e, consequentemente,
podemos definir x5 := N(y2)"2ys e x7 := N(y7) " 2yr. Seque destas defini¢es
que (x1, T2, x7) € uma tripla bdsica.

Proposicao 4.2.3. Sejam A uma dlgebra normada e (x1,22,2x7) uma tripla
basica. Definindo x3 := —x1x7, T4 := T1X2, T := —T4T7 € Tg = —ToT7, Lemos
que o conjunto

{1, r1, T2, 3, T4, T5, Tg, .137}

é ortonormal (de cardinalidade 8) em A e a multiplicagdo entre seus elementos
€ dada pela tabela

1 T i) I3 Ty ZIs Te T
1 1 I i) I3 Ty T5 L6 T
x| x| —1 Ty 7 | —xo | Tg | —T5 | —I3
T2 | g | —T4 -1 Is X1 —XT3 T —T¢
x3 | x3 | —x7 | —25 | —1 Tg To | —x4 | T
Ty | T4 i) —I1 | —Tg -1 X7 T3 —Is
T5 | x5 | —x6 | 3 | —x2 | —x7 | —1 T T4
Te | Te Is —X7 Ty —T3 | —T1 -1 To
x7 | x7 | x3 T | —T1 | T5 | —x4 | —x2 | —1

Demonstragao:

Seja N a forma quadratica de A.

Primeiramente, mostraremos que {1, T1, T2, T3, T4, T5, L6, x7} é ortonormal.
Por hipdtese, temos que

N(].) = N(:L‘l) :N({EQ) = N((E4) = N($7) = 1,

(1,x;) =0, parai=1,2,4,7,

(i, ;) =0, parai,j=1,2,4,7¢i#j.
Como N preserva o produto de A, temos que
N(z3) = N(—z127) = N(z1)N(z7) =1

e, analogamente,

Pelo lema 2.1.10, temos que
(L,z3) = (1, —z127) = —(T1,27) = (x1,27) =0
e, analogamente,

(1,25) = (1, 26) = 0.
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Adiante,
(@1, x3) = (@1, —T127) = —(T121,27) = —(1,27) =0

e, analogamente,

<l‘2,l‘6> = <CL‘4,J]5> = <.T7,.’1?3> = <$7,$5> = <l‘7,$6> =0.

Por fim, utilizando a alternatividade de A e o corolario 2.1.8,
(T1,25) = (21, —2477) = —(Taz1,77) = —(T1(V122), ¥7) = (T2, 77) =0

e, analogamente,

(x1,26) = (w2, x3) = (T2, T5) = (T4,x3) = (x4,26) = 0.

Portanto, {1, x1, x2, x3, T4, X5, T, 7} ¢ um conjunto ortonormal.

Como (z1,x2,27) é uma tripla bésica, temos, diretamente das definigGes,
que (x1,x2) é uma dupla bésica. Seja S o espago vetorial gerado por 1, z1, 3
e x4. Pelo corolario 4.1.4, temos que S é uma subdlgebra normada. E, como
x7 € 8t temos que S é uma subélgebra normada prépria de A.

Pela proposigao 2.3.14, temos que a multiplicagao em S & Sz7 é dada pela
férmula

(z + yz7)(z + war) = (xz + A\wy) + (wz + yZ)x7, (4.1)

para todos x, y, z e w € S.
Assim, utilizando a féormula 4.1, podemos obter todas as entradas da tabela
do enunciado. Por exemplo, segue da férmula que

T1T5 = 371(—.’13411)7) = (—3?4.%‘1).%‘7 = Xx7 — —Xg.

O

Definicao 4.2.4. Sejam A uma dlgebra normada e (x1, 2, x7) uma tripla bdsica
em A. Dizemos que a base de A formada por 1, x1, xa, 3 := —x1T7, T4 =
T1Ta, Ty = —T4X7, Te := —To7 € Ty (como na proposi¢do anterior) € a base
induzida pela tripla bdsica (x1,x2,27).

Definigao 4.2.5. Seja O uma subdlgebra real de O¢c com 1 € O. Dizemos que
O € uma subdlgebra octonionica se dimg O =8 e N(z) € R para todo x € O.

Seja O uma subdlgebra octonionica. Como O tem dimensao real 8, segue
que Oc = O @ iO. Assim, segue que N é uma forma quadratica (real) em O
nao degenerada. Portanto, pela definicao acima, uma subéalgebra octonionica
O, munida da forma quadratica N de O¢, é uma algebra normada real.

Exemplo 4.2.6. Pela tabela de multiplicacdo dada no exemplo 2.5.4, temos
que o R-subespaco vetorial de Q¢ gerado por 1, ey, ea, es, eq, €5, €g € e7 €
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uma subdlgebra real de dimensdo 8. Denotemos por Q tal subdlgebra. Como o
conjunto {1, e1, ea, €3, €4, €5, €g, €7} € ortonormal, temos que

N()\ol n 27: Aiei) - 27: A2 ER,
=1 =0

para quaisquer A\; € R, i = 0,...,7. Assim, o Q € uma subdlgebra octonionica.
Segue da descri¢ao acima, da restricao da forma quadrdtica N, que Q € isomorfa
a dlgebra normada real de divisio QO definida no exemplo 2.3.9 (veja o teorema
2.4.5).

Exemplo 4.2.7. Denotemos por Qges 0 R-subespago vetorial de Oc gerado
por 1, ey, eq, ies, eq, ies, ieg e ier. Seque da tabela de multiplicagdo dada no
exemplo 2.5.4 que Qqeg € uma subdlgebra real de Oc de dimensdo 8. Além disso,
como {1, eq, ea, e, €4, €5, €5, €7} € ortonormal, temos que

N(Aol + 3 e Y mei) = Y - Y Xer
i=1,2,4 i=3,5,6,7 i=0,1,2,4 i=3,5,6,7
para quaisquer \; € R, ¢ = 0,...,7. Da descricdio acima, da restricao da forma
quadrdtica N a Qgeg, conclui-se que Qqeg € uma subdlgebra octonionica isomorfa
a dlgebra normada real degenerada Qgeg definida em 2.53.10 (veja o teorema

2.4.5).

Proposicao 4.2.8. Seja (x1,x2,27) uma tripla bdsica em QOc. Entdo, o R-
subespago vetorial de O¢ gerado pela base induzida por (1, x2, x7) € uma subdlgebra
octonionica isomorfa a Q.

Demonstragao:

Sejam 1, x1, T2, T3 := —X1T7, T4 := T1T3, T5 ‘= —T4T7, Tg := —TaX7 € T7 OS
elementos da base induzida por (z1,z2,27) e O o R-subespago vetorial gerado
por estes elementos. Segue da tabela de multiplicacdo dada na proposigao 4.2.3,
que O é uma subdlgebra real de Oc¢.

Adiante, novamente pela proposicao 4.2.3, temos que O tem dimensao real
8 e o conjunto {1, x1, xa, T3, T4, Ts5, Te, T7} € ortonormal. Assim,

N (Dol + 27: N ) = 27:)\? €R,
i=1 =0

para todos \; € R, i =0,...,7. Segue dai que O é uma subdlgebra octonionica.
Portanto, O é uma &lgebra normada real de divisdo de dimensao 8. Assim,

pelo teorema 2.4.5, temos que O é isomorfo a O.
O

4.3 Grupos de Automorfismos de Algebras Nor-
madas

Nesta segao faremos as primeiras discussoes sobre a estrutura de grupo de Lie
do grupo dos automorfismos Aut(A) de uma &lgebra normada real A.
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Seja A uma dlgebra normada. Pelo teorema 2.2.4, temos que um isomorfismo
linear ¢ : A — A é um isomorfismo de dlgebras normadas se e s se ¢ preserva
o produto em A. Isto é,

Aut(A) = {p € GL(A); p(zy) = ¢(z)p(y) para todo z e y € A}.

Definicao 4.3.1 (Derivagao). Seja A uma dlgebra e D : A — A uma trans-
formacgdo linear. Dizemos que D é uma deriva¢cdo em A se D satisfaz a regra
de Leibniz:

D(zy) = D(x)y + xD(y),

para todos x,y € A. O conjunto das derivacoes em uma dlgebra A € usualmente
denotado por der(A).

Segue da definigao, que Aut(.A) é um subgrupo de GL(A). E, como veremos
na préxima proposicao, det(A) é uma subdlgebra de Lie de gl(.A).

Proposigao 4.3.2. Seja A uma dlgebra normada real. Entdo:
(i) Aut(A) é um subgrupo de Lie de GL(A);
(i) Lie(Aut(A)) = ver(A).

Demonstragao:

(i)

Como vimos no comentério acima, as aplicagoes ¢ € Aut(A) sdo exatamente
as aplicacoes de GL(A) que satisfazem

o(ry) = o(x)p(y), (4.2)

para cada x e y € A.

E imediato verificar que a identidade 14 € GL(A) satisfaz 4.2. Assim como,
é imediato verificar que se p € GL(A) satisfaz 4.2 entdo ¢! € GL(A) também
satisfaz a mesma condigdo. Portanto, Aut(A) é um subgrupo de GL(A).

Pela continuidade! da multiplicacdo de A, temos que o subconjunto de
GL(A) que satisfaz a condicdo acima, é fechado em GL(A). Isto é, Aut(A)
é um subgrupo fechado de GL(A).

Portanto, temos, pelo Teorema do Subgrupo Fechado (o teorema 1.1.16),
que Aut(A) é um subgrupo de Lie de GL(A).

(ii)

Como vimos na demonstracdo do item anterior, Aut(.4) é um subgrupo fe-
chado de GL(A). Assim, novamente pelo Teorema do Subgrupo Fechado 1.1.16,
temos que

Lie(Aut(A)) = {X € gl(A);exp(tX) € Aut(A), t € R}.

La multiplicacdo é continua com relacio & topologia de espaco vetorial normado
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Seja D € Lie(Aut(A)). Pela descri¢ao acima de Lie(Aut(A)), temos que

exp(tD)(zy) = (exp(tD)(x))(exp(tD)(y)),

para todos z e y € A et € R. Como

oo

exp(tD) Z n'

n=0

3

para todo t € R, temos que

d(exp(tD)(zy))

" (to) = D o exp(toD)(xy),

para todos tg € R e x e y € A. Por outro lado, como a multiplicagdo em A é
bilinear, temos que

d((exp(tD)(xzi)t(exp(tD)(y))) (ty) = (d(exp(tD)(I)) t0)> exp(tD)(

+ (exp(tD)(w)) (Hepl) i (to))
)

= (D oexp(toD)(x))(exp(toD)(y))
+ (exp(to D) (2))(D o exp(to D)(y)),

para todo tg € Re x e y € A. Assim, tomando-se ¢y = 1 nas igualdades acima,
temos que

D(exp(D)(z)exp(D)(y)) = D oexp(D)(zy)
d(exp(gf?)(wy)) (1)

d((exp(tD)(2)) (exp(tD) (1)) 1)

(D o exp(D)(2)) (exp(D) (1))
T (exp(D)(x)) (D o exp(D) (1),

para todos z e y € A. Assim, como exp(D) € Aut(A) C GL(A), segue que

D(zy) = D(x)y +xD(y)

para todos x e y € A. Portanto, D € det(A).
Seja D € der(A). Concluiremos que D € Lie(Aut(.A)) mostrando que, dados
rey€ A ascurvas a e 8 : R — A dadas por

a(t) = exp(tD)(zy)

B(t) = (exp(tD)(x))(exp(tD)(y)),

para todo t € R, sao iguais. Para todo ¢y € R, temos que

o (ty) = d(exp(td?)(my)) (to)
— DocspltaD)(zy)
= Doa(ty)
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Bty = d(<exp<tD><z>d>t<exp<tD><y>>) (to)
= (Doexp(toD)(z))(exp(toD)(y))
+ (exp(toD)(x))(D o exp(toD)(y))
= Do ((exp(toD)(x))(exp(toD)(y)))

= Do B(to).
E também, temos que
a(0) = exp(0)(zy) = zy = (exp(0)(z))(exp(0)(y)) = B(0).

Portanto, a e 8 sao solugao do mesmo problema de Cauchy linear. Consequen-
temente, o = 3. E, assim, temos que D € Lie(Aut(A)).
Portanto, Lie(Aut(A)) = der(A).

O

Agora, prossiguiremos com algumas caracterizagoes de Aut(A), de dimensao
8, por meio de triplas bésicas em A.

Lema 4.3.3. Sejam A uma dlgebra normada, Ty e To € Aut(A) e (z1,z2,x3)
uma tripla bdsica em A. Se Th(x;) = To(x;), i = 1,2,7, entao Ty = Ts.

Demonstragao:

Seja {1, 21, T2, T3 1= —X1T7, Ty = T1T2, T5 ‘= —TgX7, T := —Laly, T7} A
base de A induzida por (z1,za, z7).

Pelo lema 2.1.12, temos que T1(1) =1 = T5(1).

Como T7 e Ty preservam o produto de A, temos que

T1($4) = Tl(l‘lﬂfg) = T1(x1)T1(a:2) = Tg(l‘l)TQ(l‘Q) = Tg(l‘l.ﬁg) = T2($4).

E, analogamente,
Ti(z;) = Ta(z)

parai=1,2,...,7.
Assim, T e T coincidem na base induzida por (z1,x2,27) e, portanto,
T =1s.
O

Proposicao 4.3.4. Sejam A uma dlgebra normada, (x1,x2,23) e (y1, Y2, yr)
triplas bdsicas em A. Entdo existe exatamente um automorfismo T € Aut(A)
tal que T(x;) = y; parai=1,2,7.

Demonstragao:
Sejam {1, x1, T2, T3 := —X1X7, Ty := T1Ta, T5 := —TyX7, T := —Toky, T7}
e {1, y1, Y2, Y3 1= —Y1Y7, Y4 = Y1Y2, Y5 ‘= —Ya¥7, Yo ‘= —YaY7, Y7} as bases

induzidas pelas triplas bésicas (z1,x2,x7) e (y1, Y2, y7), respectivamente.
Consideremos a transformagao linear T': A — A dada por

T(1) =1

86



T(xz) = Yi,
para cada i = 1,2, ..., 7. Segue da tabela dada na proposicao 4.2.3, que
T(xiz;) = T(xs)T(x;),
para todos i,7 = 1,2,...,7. Por exemplo,
T(xy27) = T(—w3) = —y3 = yayr = T(x1)T (7).

Assim, T preserva o produto dos elementos da base induzida por (z1,zs,z7).
E, consequentemente, T preserva o produto de A.
Portanto, pelo teorema 2.2.4, temos que T' € Aut(A).
A unicidade de T com a propriedade do enunciado segue diretamente do
lema 4.3.3.
O

4.4 O Grupo Aut(O)

Nesta se¢ao discutiremos sobre o grupo de Lie Aut(Q). Em especial sobre a sua
compacidade e conexidade.

Seja {1, e1, ea, €3, ey, €5, €, 7} a base de @, como descrita no exemplo 2.3.9,
resultante do processo de Cayley-Dickson. Temos, pela descrigdo de N : O — R
dada no exemplo 2.3.9, que (eq, e3, e7) formam uma tripla bésica em Q.

Seja
7
S0 .= {m = Z/\iei € O;N(x) = 1}.

i=1

Como os elementos de Aut(Q) preservam N, temos que Aut(Q) age suavemente
na variedade suave S%. Assim, pelo teorema 1.1.24, temos que

H., ={T € Aut(0);T(e1) = €1}

¢ um subgrupo de Lie fechado de Aut(Q).
Analogamente, temos que H,, age diferencialmente em

7
S° = {m:ZAiei E(D);N(;v)zl}

=2

He, e, :={T € Aut(0);T(e1) = €1 € T(e2) = ea}
é um subgrupo de Lie (mergulhado) fechado de H.,.

Proposicao 4.4.1.

(i) Aut(Q)/H,, é homeomorfo a S°;
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(ii)) He,/He, e, € homeomorfo a S°;
(iii) He, ., ¢ homeomorfo a S®.
Demonstragao:

(i)

Pelo teorema 1.1.24, basta verificarmos que Aut(Q) age transitivamente em
S6. Em especial, basta verificarmos que, para todo

7
re St = {x:ZAiei E(D);N(:E)zl},
i=1

existe T' € Aut(O¢) tal que T'(z) = e;.

Seja z € S5 Como z € Im(Oc¢) e N(x) = 1, temos que existem x5 e
x7 € Im(O¢) tais que (z,x2,x7) é uma tripla bdsica. Assim, pela proposi¢ao
4.3.4, existe um automorfismo T : O¢ — O¢ definido por

T(x) =e1, T(x2) = €3 e T(x7) = e7.

(ii)

Novamente pelo teorema 1.1.24, basta verificarmos que H,., age transitiva-
mente em S°. Em especial, basta verificarmos que para todo

7
re S = {x:ZAiei € O; N(x) :1}
=2

existe T' € H,, tal que T(x) = es.

Seja x € S°. Como z € Im(Q¢), N(z) = 1 e z L e;, temos que existe
xz7 € Im(O¢) tal que (e1,z,z7) é uma tripla bésica. Assim, pela proposigao
4.3.4, existe um automorfismo 7' : Q¢ — Q¢ definido por

T(e1) =e1, T(x) = ey e T(x7) = e7.

(iii)

Seja
3 = {33 = Aze3 + Ases + Ageg + Arer; N(.I) = 1} .

Dado T € H,, .,, temos que T(e7) € S3. De fato, como
T(1)=1,T(e1) =e1, T(ez) = eq e T(es) = ey,
temos que ey L 1, eq, es e eq implica que T'(e7) L 1, €1, e2 e e4. Assim,

T(67) = Aze3 + Ases + Ageg + Arer,
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para alguns As, A5, A\g e A\7 € R, e
N(T(e7)) = N(e7) = 1.

Para cada © = Azes + Ases + Ageg + Arer € 53, temos que existe um tnico
T € H, ¢, tal que T'(e7) = =. De fato, (e1,ez,x) é uma tripla basica. Assim,
pela proposicao 4.3.4, temos que esxiste um automorfismo 7' € Aut(Q) tal que

T(e1) =e1, T(ex) =es e T(e7) = .

Segue que T € H,, ., € T'(e7) = x como querfamos. Por outro lado, se T €
H., ., ¢ T'(e7) = x7, terfamos que T e T” coincidem na tripla bésica (e1, ez, e7).
Assim, pelo lema 4.3.3, T =T".

Portanto, a aplicagao

Hepoo — S
T — T(67)

é um homeomorfismo.

Corolario 4.4.2. Temos que Aut(Q) € compacto e conezo.

Demonstragao:

Pelo proposicao anterior, temos que Aut(Q)/H,,, H., /H.
espagos compactos e conexos.

Como He, /He, ¢, € He, e, 580 espacos compactos e conexos, segue, da pro-
posicao 1.1.22, que H., é compacto e conexo.

Além disso, como Aut(Q)/H,, e H., sdo compactos e conexos, temos, nova-
mente pela proposicao 1.1.22; que Aut(Q) é compacto e conexo.

es € Hey e, s80

O
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Capitulo 5

(Go e os Octonios

Neste capitulo, introduziremos as algebras das derivagoes das dlgebras norma-

das e provaremos que a algebra das derivagoes em O¢ é uma algebra de Lie

simples do tipo G3. No fim do capitulo, mostraremos que as representacoes

fundamentais de G5 sdo exatamente a das derivacoes em Q¢ e a adjunta.
Neste capitulo, K=R ou C e Og = O ou O¢.

51 A Algebra das Derivagoes em Ok

Na proposicao 4.3.2, vimos que a algebras das derivagoes der(A) em uma dlgebra
normada A real é a dlgebra de Lie do grupo de Lie Aut(.A) formado pelos
automorfismos de A.

Nesta segao, introduziremos uma estrutura de algebra de Lie complexa em
ver(O¢). E desenvolveremos algumas das propriedades desta dlgebra e, também,
da algebra der(0).

Proposicao 5.1.1. Para qualquer dglgebra A, der(A) é uma subdlgebra de Lie
de gl(A).

Demonstragao:
Sejam z,y € A, A € K e Dy, Dy € der(A). Temos que

(D1 +ADo)(zy) = Di(zy) + AD2(zy)
= Di(z)y +xDi(y) + M(Da(z)y + zD2(y))
(D1 4+ AD2)(2)y + x(D1 + AD2)(y)

[D1, Do(zy) = DiDa(xy) — DaDi(zy)
= Di(D2(x)y) + D1(zD2(y)) — D2(D1(x)y) — Da(zD1(y))
= D1Dy(z)y + D2(x)D1(y) + D1(2)D2(y) + D1 D2 (y)
—Dy D1 (x)y — D1(x) Do (y) — D2(2)D1(y) — 2D2D1(y)
= [D1, DoJ(z)y + 2[D1, D2](y).
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Dai, concluimos que det(A) é um subespaco de gl(A) fechado pelo colchete de
Lie de gl(A).
U

No préximo lema, veremos como as derivacoes em Qg se relacionam com a
forma (-,-) em Ok.

Lema 5.1.2. Seja D € dex(Ok). Entado:
(1) D(1) =0;
(ii) Para todo x € Im(Qg) com N(x) # 0, temos que D(z) € Im(Qg) Nat;
(iti) D(Im(Ox)) C Im(Ox);
(iv) D(x) = D(%), para todo = € Ox.
Demonstragao:

(i)

Temos que

Logo, D(1) = 0.
(ii)
Seja € Im(OQk) com N(z) # 0. Temos que
D(x) = Al + px + vy,

para certos A e € K ey € Im(Og) Nat.

Temos que
0 = D(-N(x)1) (pelo item (i))
= D(a?) (pelo lema 2.1.10)
= D(z)x+2D(x)

(A + pz + y)z + (Al + px +y)

= 2z +2ux?® +yx +xy

2 x — 2uN (z)1 + yx + zy (pelo lema 2.1.10)
= 2X\x —2uN(x)1 (pelo lema 2.1.6)

Assim, A = pu = 0.
Portanto, D(z) =y € Im(Ok) N z+.

(iii)
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Como a forma quadratica N de Qg nao é degenerada, temos que exite uma
base de Im(Qk) formada por elementos zi,..., z7 tais que N(z;) # 0, para
i =1,...,7. Assim, o resultado segue do item anterior.

(iv)

Seja x = Al +y € Ok, com y € Im(Qk). Entéo,

D(z) = D(y) (pelo item (i))
(pelo item (iii))
—vy) (pelo item (i))

[

|

)
—
N

O

Assim como usamos triplas basicas para descrever o produto em Qg, usare-

mos triplas bésicas para descrever os elementos de det(Qf) e seus colchetes de
Lie.

Lema 5.1.3. Seja (z1,22,27) uma tripla bdsica em Qg. Temos que:
(i) Se D1 e Dy € dex(Ok) sao tais que
D1 (z;) = Da(z;)
parai=1,2 e 7, entdo D1 = Dy,
(ii) Eziste Dy, 3,2, € 0et(Ok) tal que
D2y 2a.07)(¥1) = T2, D2y 29.27)(¥2) = =21 € D4 2 2,)(x7) = 0.

Demonstragao:

)

Sejam 1, 1, To, T3 := —X1X7, T4 = T1T2, Ts := —T4T7, Tg = —ToT7 € T
os elementos da base induzida pela tripla bésica (z1,x2,27). Temos que

Di(z3) = Di(zra1)
= Di(z7)x1 + x7D1(x1)

= Dy(z7)x1 + x7D2(x1)
Ds(x771)

DQ(JJg).
Analogamente, prova-se que Di(z4) = Dso(x4), Di(x5) = Do(x5), Di(xg) =
Dg(l‘ﬁ).

Pelo lema 5.1.2, temos que D;(1) = D2(1) = 0.

Assim, Dy e Dy coincidem na base {1, x1, 2, 3, 24, X5, Tg, T7}. Portanto,
Dy = Ds.
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(ii)

Sejam 1, T1, T2, T3 := —T1T7, Ty ‘= T1X2, T5 ‘= —T4x7, Tg = —I2T7 € XT7
os elementos da base induzida pela tripla bésica (1, z2,x7).

Seja H a subdlgebra normada de Qg gerada pela dupla bésica (x1,x2) (veja
o corolério 4.1.4). Pelo proposicao 2.3.14, temos que Ogx = H ® Hzxr e

(x + yx7)(z + war) = (xz — wy) + (wz + yZ)x7,

para todos z, y, z e w € H.
Definimos a aplicagao linear D := D4, 2, 2,) : Ox — Ok por

D(aol + a121 + oo + uy) = —ax1 + o202,
para todos ag, a1, as e ag € K, e

D(ya7) = D(y)r,

para todo y € H.
Para x = apl + @1 + aowa + auzy e y = Bol + frxy + Bowa + By € H,
com «; e fB; € K, temos que

D(zy) = D((aol + a1z + agas + asza)(Bol + Srzn + Pazs + Paza))
= D((a0fo — a1 — a2z — agay)1+
+ (aofr + a1Bo + a2y — aufBa) 1y
+ (B2 — a1Bs + a2fo + caufr)x2
+ (0B + a1 B2 — By + asBo)a)
= (apB1 + a1 fo + oy — aufla)ro—
— (P2 — a1 s + 2o + g f31) w1
= (—a1B2 + azfz + azbetaz — azf31)1+
+ (—aof2 + a1 B4 — a2y — aufhr)x1
+ (aofr + a1B80 + aofBs — aufa) 2
+ (—a1f1 — aefa + a1 B + a2 fB2) x4
= (o1z1 — aow2)(Bol + Brwy + Paxa + Bawy)+
+ (ool + aqz1 + axy + agxy)(Bixe — Bra1)
= D(aol + o1 + apwo + agxy)y + xD(Bol + a1 + Powa + Baxs)
= D(x)y+ xD(y).

Portanto, D|3 é uma derivagdo em H.
Adiante, para todo = = agl + a1x1 + asxs + auxy € H, com «; € K, temos
que
D) = Dol —army — aswe — aszy)
Q2T — 1 T2
—a%1 + 122
D(apl + a1 + qoxo + aaxy)
D(x).
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Por fim, para quaisquer =z +yx7 e z +wzy € Ok, com z, y, z e w € H, temos

que

D((m +yx7)(z + wa?7))

((xz —wy) + (wx + yE)aw)
(xz —wy) + D(wa: +yZ)xy
(zz) — D(wy) + (D(wz) + D(yz))z7
(z)z +xD(z) — D(w)y — wD(y)+
+ (D(w)x + wD(z) + D(y)z + yD(Z))z7
D(x)s +aD(z) — D(w)y — wD(y)+
+ (D(w)x + wD(z) + D(y)z + yD(2))z7
(D(x)z —wD(y)) + (wD(z) + D(y)z)z7
)y
+

D
D
D
D

+ (2D(2) = D(w)y) + (D(w)z + yD(z))a7
(D(x) + D(y)ar )(Z(

)+
wrr)+
+ (z +yx7)(D(2) + D(w)a7)
D(z + yx7)(z + wzr) + (v + yx7)D(z + way).

Portanto, D é uma derivacao em Qx.

O

Agora, utilizaremos o item (ii) do lema anterior para construirmos o que sera

uma base de der(O).

Lema 5.1.4. Seja (x1,x2,x7) uma tripla bascida em Ok e {1, x1, x2, x3, x4,
x5, Te, T7} a base induzida de Ok por esta tripla. Existem D12, D13, D1,
D15, Dig, D17, D23, Dag, Do, Dag, Dar, D73, Drs e Drg € der(Ox)
definidas em {x1, x2, x7} por

Dio| Dis| Dia|Dis|Dis| Dy
1| T2 T3 T4 Ts Tg L7
i) —X1 0 0 0 0 0
Ty 0 0 0 0 Tq —X
D3| Dyy| Das | Dag | Do | D73 | Drs | Drg
T 0 0 0 0 0 0 0 0
T2 | T3 Ty Ts5 Tg T7 0 0 0
Ty | —T4 0 0 0 —xT2 T3 Ty Te
Demonstragao:

Pela proposicao 4.2.3, temos que o conjunto

{13 X1, L2, X3, T4, 5, T, IE7}

é ortonormal. Assim, temos que

(xl,x27m7)7 ($1,$3,$2), ($1,$4,x7), (x17m5,x7), (xlaxGaxQ)
(37175677332)7 (3327!133,301), (3027334,967), (9627335@1), (!132,30673?1)
(332,557796‘1), ($7,9637332)7 (3077905,551) € (37%1'671'1)
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sao triplas basicas. Por exemplo, pela tabela de multiplicacao dada na pro-
posicao 4.2.3, temos que

{17 T1, T2, T1XT2 = T4, x7}7

{1, 1, x3, x123 = T7, T2}

{1, x2, x3, 2223 = w5, 21}

sao conjuntos ortonormais.
Pelo item (ii) do lema 5.1.3 cada tripla bésica (y1,ye,y7) define uma de-
rivagao Dy, 4, 4.)- Assim, podemos definir as derivacoes

D1,2 = D(azl,:rg,w7)a D3 := D(ml,zg,z2)7 D1,4 = D(azl,:r4,:v7)a
D1,5 = D(ml,zs,wﬂa D1,6 = D(wl,wa,x2)7 D1,7 = D(ml,z7,w2)a
D2,3 = D(xz,xg,xl)a D2,4 = D($2,$4,$7)7 D2,5 = D(acz,xs,xl)a
D26 := Dy aszi)s D27 = Dwgwrzr)s D73 = Dy ws,z0)s

D7,5 = D(az7,m5,x1) € D?,G = D(x7,

T6,T1)"
E, novamente pela tabela em 4.2.3, temos que as derivagoes definidas acima
sao como no enunciado. Por exemplo,

D16(71) = D(z, z6,25)(T1) = T,

D1,6(x2) = D(11,16,12)(m2) =0

D1,6(1'7) = D(ZE171}67I2)($2'1:6)

D(a;l,wc,,wg) (xQ)‘T(% + IZD(xl,xg,a;z)(x6)
0- Te — T2

= 4.

O

Definicao 5.1.5. Seja (x1,x2,27) uma tripla bdsica em Q. As derivagdes
D1, D13, D14, D15, D16, D17, Doz, Doy, Doy, Dag, Doz, D73, Drjs
e D7g € det(Ok), como no lema 5.1.4, serao referidas como as derivagées
parametrizadas pela tripla bdsica (x1,z2,x7) e sua familia denotada por (D; ;).

Teorema 5.1.6. Seja (x1,x2,x7) uma tripla bdsica em Qg. Entdo, temos que:

(i) A famdia (D; ;) das derivagées parametrizadas por (r1,x2,x7) formam
uma base de ver(Ok);

(i) A matriz da derivagao

7 7
D = Z )\iDl,i + Z ,LLiDzﬂ' + Z I/iD7,i S Det(@K),
=2 =3 1=3,5,6
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para Ao, ..., A7, 43, ..., b7, v3, Vs, v € K, na base ordenada 1,1, 23, ..., 27,

e

0 O 0 0 0 0 0 0

0 0 —X  —)s N\ s Y A

0 A O —H3 —Ha —H5 —H6 — 7

0 Az s 0 As — 7 A —Vg —A2+ s V3

0 X pa —As+pr 0 A3+ e  —Ar—ps e — U3
0 X5 pus  AM+ve  —A3— g 0 Ha — V3 s

0 X6 me Ao—wvs  Ar+ps  —patvs 0 g

0 A7 ur —V3 —X6 + 143 —Us —Ug 0

(5.1]

Demonstragao:

(i)
Suponhamos que
7 7
Z AiDy i + Z D2 + Z v; D7, =0,
i=2 i=3 i=3,5,6

para Ao, ..., A7, 3, ..., fi7, V3, Vs, Vg € K. Pelo lema 5.1.4, temos que

S dimi = Yy AiDyi(n) + g piDai(w1) + g 5.6 viDri(71)
p— O7

_)\2.’1,'1 + ZZ:,?S szz = ;
=i NiD1i(@2) + 30 _g i D2i(w2) + 32,3 5 6 ViD7,i(22)
0

e
—A721 — 72 + (A6 — p3)Ta + 3556 Vi%i =
= 3l NiDui(wr) + g iDai(wr) + iy 5 6 v D7 i(7)
=0.
Logo,
Ag:...:A7:,[L3:...:‘[L7:V3:I/5:V6:O.

Portanto, as derivagbes parametrizadas por (z1,xs2,x7) formam um conjunto
linearmente independente.

Seja D € ver(0).

Pelos itens (i) e (ii) do lema 5.1.2, temos que existem Ay, A3, ..., A7, u1,
3yeeey W47, V1, Va, ..., Vg € K| tais que

7
D(x1) = Nizi,
i—2
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7
D(wa) = Y i

i=1,i#2

6
D(.’B7) == Z V.
i=1

Desta forma, temos que

D(z3) = D(z7x1)
= D(z7)x1 + xz7D(21)
= (=AM —v)l 4+ (=A3)z1 + (=6 + va)z2
+ (A5 — v2)zs + (Ma + V)75
+ (A2 — vs5)x6 + (—v3)27,
D(z4) = D(z122)

= D(z1)ze + 21D (x2)

= (=A2— 1)1+ (=A)x1 + (—pg) a2
+ (A5 — pr)zs + (= A3 — pe)xs
+ (A7 4 ps) e + (— A6 + p3)x7,

D(xz5) = D(xrxs4)
= D(£E7)(E4 + {I?7D({E4)
= (A6 —ps —va)l+ (U7 — As + v2)21
+ (=A7 — s — v1)T2 + (=M1 — V)73
+ (A3 + pe)ra + (—pa + v3)x6 + (—U5)27

D(zg) = D(z7x2)
D(x7)xs + x7D(x2)
= (=pr — o)l 4 (—p3 — va)w1 + (—p6) 22
+ (p1 + vs)x3 + (—ps + v1) 24
+ (pa — v3)w5 + (—v6)27.

Assim, novamente pelo item (ii) do lema 5.1.2; temos que

v = _)\77
M1 = _>\2a
M4 = X¢ — 13
e
Vo = — 7.

Portanto, temos que

(Cip XD+ g Do + Y 5.6 viDri) (1) =

=31, N
= D(xl)v
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(21'7:2 AiDyi + ZZ::; 1iDai + 32 556 ViDri)(21) =

=—-M\iz1 + 22713 i
= D(z2)

(o NiD1i+ g wiDai + g 56 viDri)(@1) =

= —Aw1 — prx2 + (N6 — H3)Ta + D2, 5.6 Vi

Assim, pelo item (i) do lema 5.1.3, temos que

7 7
D= Z AiDy; + Z wiDa i + Z v Dy ;.
i=2 i=3

(ii)

Seja

i=3,5,6

7 7
D= ADii+Y mwDai+ Y viDr; € ver(Ox).
i—2 =3 i=3,5,6

Pelo item (i) do lema 5.1.2, temos que D(1) = 0.
E, pelo lema 5.1.4, temos que

D(z1)

(27::2 )\i-Dl,i + Z::S /«LiDZ,i + Zi:3,5,6 V’L-D'T,i)(xl)
iz Aiis

(Cia MiDui+ g Do + Y 5.6 viDr.i) (w2)
—AoTy + Ezzg HiT;

7 7
(Zi:Q )\iDl,i + Zi:S NJZ'DQ,Z' + Zi=3,5,6 ViD7,i)(x7)
— A1 — 7o + ()‘6 — [1,3)1’4 + Zi=3,5,6 ViZi.

D(SC7I1)

D(x7)x1 + x7D (1)

(=A721 — prwa + (N6 — p3)Ta + D535 6 Vii)T1+
+ $7(Zi7:2 AiZ;)

(=A3)z1 + (—p3)w2 + (A5 + p7)2a
+ (Mg + v6)s + (A2 — v5)w6 + (—13)27,

D(a)‘ll‘g)
D($1)$2 +$1D($2)
(1o Niwi)wa + 21 (= Aoy + g piws)
(=Aa)x1 + (—pa)z2 + (X5 — pr)x3
+ (=3 — pe) s + (A7 4 ps)we + (— A6 + p3)27,
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D(z5) = D(wrza)
D(l’7)$4 + x7D(x4)
= (=A@ — prw2 + (N6 — p13) T4 + D i3 5 6 ViTi)Ta
27 ((—Aa)21 + (—pa) w2 + (A5 — p7)x3
+ (=3 — p6)w5 + (A7 + p5) w6 + (— A6 + p3)27)
= (=As)z1 + (—ps)w2 + (A — v6)w3
+ (A3 + p6)Ta + (—pa + v3)x6 + (—v5)27

D(zg) = D(z7x2)
= D($7)$2 + .’137D(.’172)
= (=A@1 — prw2 + (N6 — 13)Ta + D23 5 6 ViTi) T2
+ar(=Xow1 + Y05 piwi)
= (=X¢)z1 + (—pe)w2 + (11 + vs5)w3
+ (=A7 — ps)wg + (pa — v3)T5 + (—v6)27.

Como queriamos demonstrar.

O

Como vimos no teorema anterior, det(Og)(Im(Ok)) C Im(Qxk). Isto é, temos
que a representagao canonica de det(Ok) em Ok possui Im(Qk) como subrepre-
sentacao.

Proposicao 5.1.7. A representagdo canénica de der(Og) em Im(Qk) € irre-
dutivel.

Demonstragao:

Seja W C Im(Ogk) um subespago tal que der(Oxg)W C W e W # 0. Primei-
ramente, provaremos que existe € W tal que N(z) = 1. E, usando este fato,
mostraremos que W = Im(Qx).

Seja (x1, 2, x7) uma tripla basica em Ok e

Y = a121 + aas + azxs + auxy + asxs + ags + arzy € W\{0},

onde {1, z1,...,x7} é a base induzida pela tripla (21, z2,27). Podemos supor,
sem perda de generalidade, que a; # 0 (pois se &1 = 0 bastaria substituirmos a
tripla bésica (x1, z2,z7) por uma tripla bésica (x;,x;, ) tal que oy # 0). Con-
sideremos também a familia de derivacées (D; ;) parametrizadas por (z1, 2, T7).
Como der(Og)W C W, temos que

Dy 5(y) = —asz1 + anxe — a3 + s,

Dy 3D1 2(y) = agxa + @123

D1 3D93D12(y) = —a1x1

pertencem a W. Assim, z := x; € W é tal que N(z) = 1.
Pelo pardgrafo anterior, podemos concluir que existe uma tripla bésica (z1, z2, x7)
em Ok tal que 1 € W. Assim, com (D; ;) denotando a familia de derivactes
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parametrizadas por (z1, z2, x7) e sendo {1, 21,...,27} a base induzida pela tripla
(21,22, 27), temos que
zj =Dy j(z1) € W,

para todo j = 2,3,4,5,6,7. Portanto, W contém a base {z;}/_, de Im(Qx) e,
consequentemente, W = Im(QOk).
O

Coroldario 5.1.8. A dlgebra de Lie der(Ox) é semissimples.

Demonstragao:

Pelo item (ii) do teorema 5.1.6, temos que a imagem da representagdo
candnica de der(Og) em Im(Qk) fica contida em s{(Im(Ok)). Assim, como
der(Ok) se representa irredutivelmente em Im(Qx), temos, pelo lema 1.6.2, que
der(Og) é semissimples.

O

5.2 Um Sistema de Raizes

Obtivemos como coroldrio da irredutibilidade da representacao de der(QOg¢) em
Im(QO¢) que der(Q¢) é semissimples. Nesta segao, encontraremos um sistema de
raizes em det(Q¢), e provaremos que esta dlgebra de Lie complexa é simples e
do tipo Gs.

Fixaremos, até o fim desta segdo, uma tripla bésica (z1,z2,27) em O¢ e
sua respectiva familia de derivacoes induzidas (D; ;). Usaremos diversas vezes
a caracterizacdo das derivagdes de (D; ;) dada pelo lema 5.1.4 e pelo teorema
5.1.6.

Seja b o subespaco de der(O¢) gerado pelos elementos X := D 3eY := Dog.
Provaremos que h é uma subdlgebra de Cartan de det(Qk) 2-dimensional.

Verifiquemos que h é uma subélgebra abeliana de der(QO¢). De fato, temos
que

[X, Y](l‘l) = XY(SCl) —YX(,CEl) = D1,3D2,6(CL‘1) —D2)6D1’3($1)
= Di13(0) = D2g(z3) = 0,

[X, Y] (.’L‘Q) = XY(JZQ) — YX(],‘Q) = D173D276(.’L‘2) — D2,6D173($2)
= D1,3($6) — D275(O) = O

[X, Y](l‘7) = XY(SC7) — YX(,CE7) = D1,3D2,6(CL‘7) — D2’6D1’3($7)
= D13(0)—Dy6(0) = 0.

Assim, pelo lema 5.1.3, temos que [X,Y] = 0. E, consequentemente, h é uma
subdlgebra abeliana de det(Ok).
Seja

7 7
D= Z)‘iDlv’i + Z/,LiD27i + Z l/iD7,z' S Oet((@c).

i=2 i=3 i=3,5,6
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Temos, pelo teorema 5.1.6, que

[D, X](z1)

DD 3(xy) — D1,3(Zz:2 XiZ;)
D(x3) — (—A3x1 + Asza — M\a5)
(= X3m1 — pgwa + (A5 + pr)za + (A + vg)as
+ (A2 — v5)wg — v3a7) + (Asz1 — Aszs + Aa5)
—psxa + (=25 + pr)zs + (204 + v6) x5
+ (A2 — pis)z6 — V327,

[D,Y](x1) = DY(z1)—YD(x1)

(D, X](x2)

(D, Y](x2)

[D, X](x7)

(D, Y](x7)

DD (1) — Dz,ﬁ(zzzz i)

D(0) — (—A6x2 + Asxa — a5 + Aaxg)

= X6T2 — A5T4 + Ax5 — A2,

DX (x2) — XD(x2)

DD 3(x2) — D1 3(—Aoz1 + 21-723 i ;)
= D(0) — (—p3w1 — Xox3 + pi5T4 — [14T5)
= p3T1+ AaT3 — psT4 + [14Ts,

DY (22) — Y D(x3)

DDs g(x2) — Dag(—Aow1 + ZZZS i)

D(x¢) — (—pex2 + psTa — pats)

( — XeT1 — fieT2 + (—A2 + V5)x3 + (= A7 — p5) 14
+ (g — v3)xs — vex7) + (HeT2 — psTa + p1aTs)

— A1 + (—/\2 + 1/5)1?3 + (—>\7 — 2,u5)x4

+ (2u4 — v3)x5 — V67,

DX(x7) — XD(x7)
DD173(IL’7) — D173D($7)
D(0)

— Dy 3(=A7x1 — prxe + p3xs + (X6 — p3)xa + V55 + v6x6)

—(—p3r1 — Mg + vszy — (A6 — 3)s5)

H3T1 + /\7.733 — UsZ4 + (>\6 - /13)335

DY((E7) — YD({L‘7)
DD276($7) — D2,6D<!II7)
D(0)

— Do 6(—Arz1 — prxe + p3xs + (X6 — p3)Ta + VsTs + VeTe)
—(—vex2 + V524 — (X6 — H3)T5 — H76)
Voo — VsTq + (X6 — 13)T5 + pr 6.

(5.3)

(5.4)

(5.6)

(5.7)

Agora, mostraremos que h é uma subdlgebra normal de det(Q¢) (i.e. prova-
remos que se D € der(Qc¢) é tal que [D, ] C h entdo D € b). Seja

7 7
D = Z )\iDl,i + Z,uiD271‘ + Z I/iD77fL' S Det((@(c)

i=2 i=3 i=3,5,6
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tal que
[D,X] = OélX + OQY

[D,Y] = 51X + oY,

para aq, as, B e B2 € C. Temos que

[D,X](I’l) = OllX(I’l) + OZQY(ZL'l) = OélDl,g(SCl) —+ 042D276(I1) = (1T3,

[D,Y](x1) = f1 X (z1) + f2Y (x1) = B1D1,3(x1) + B2 Dag(x1) = Prxs,
[D,X](I’Q) = OllX(IQ) + OZQY(ZZ?Q) = OélDl,g(.’,EQ) + 042D276(SC2) = (2T¢,
[D,Y(z2) = S1 X (x2) + B2Y (z2) = B1D1,3(x2) + B2D26(v2) = Paws,

[D,X]($7) = Ole(.’E7) + OéQY(.’E'f) = Oz1D1}3($L’7) + ang,G(gw) =0

[D,Y](z7) = prX(27) + B2Y (27) = B1D1s(wr) + B2D26(x7) = 0.
Assim, pelas equagoes 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7, temos que

A=M=A=N=AM=p3=pa=ps=pr=v3=v5 =1 =0
e, consequentemente,
D =X3Di 3+ usDas = X3 X 4+ pY €h.
Assim, concluimos o seguinte resultado:

Lema 5.2.1. Seja (1,2, x7) uma tripla bdsica em Ok e (D; ;) a famiia das
derivagoes em Q¢ parametrizadas por (x1,x2,x7). Temos que o subespago b de
Oet(O¢) gerado pelos elementos X := D13 e Y := Dag € uma subdlgebra de
Cartan de der(Ok) de dimensao 2.

Seja h é uma subalgebra de Cartan descrita no lema 5.2.1. Analizaremos
a representagao adjunta de h em der(Q¢) com o intuito de encontrarmos um
sistema de raizes para der(Q¢) em relagéo a b.

Comegaremos procurando por raizes «, § € h*\0 tais que (YY) = 5(X) = 0.
Isto é, tal que o e 8 sejam multiplos dos elementos da base de hi dual & base
de b formada por X e Y.

Seja

7 7
D= Z AiDy; + ZMiDQ,i + Z viD7; € ga,
i=2 i=3 i=3,5,6

para algum o € h*\0 tal que a(X) # 0 e a(Y) = 0. Como Dy 3 e Dog € b,
temos que A3 = pg = 0. Além disso, como [Y,D] = a(Y)D = 0 € b, temos,
novamente pelas equacoes 5.3, 5.5 e 5.7, que

A?:A4:>\5:)\6:,U/3:,U/7:V5:V6:07
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)\7 = —2,[1,5

V3 = 2/y4.
Portanto,
D =X Dy 7+ paDo g+ pis D15 + v3D7 3.
Como [X, D] = a(X)D, temos, como em 5.2, 5.4 e 5.6, que

—2a(X)user = a(X)(ArD1,7 + paDay + psD1 5 + v3D7 3)(21)
a(X)D(z1)

(X, D)(z1)

= 2p4x7,

a(X)pazs + a(X)pszs = a(X)(A7D1,7 4+ paDo g+ psD1 s + v3D73)(x2)

= a(X)Da(z2)
= [X, Dal(z2)

= MHU5T4 — H4T5.
e

20( X)) sz + 20(X)pazrs = (X

(X
:[X
-2

g(AZDi 7+ 1aDa g + psDy 5 + v3D7 3)(22)
D](z7)

a1 + 2usT3.

Il
Q

Logo,

V3 = 2/114

Portanto, se D # 0 (ou equivalentemente p4 # 0), devemos ter que D é multiplo
de

—20[(X)D1,7 + D2,4 + OZ(X)D115 + 2D7’3

a(X) = +i.
Seja
Dy = =2iDy 7+ Dy +iDa 5 + 2D7 3 € der(Qc).

Verifica-se (utilizando-se o lema 5.1.3) que

[Xa Da] =1D,

[Y; Do) = 0.
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Assim, o funcional a € h*, definido por

a: b — C
X = i (5.8)
Y — 0,

é uma raiz da representagao adjunta de h em der(O¢) com espago de raiz gerado
por D, (veja a proposigao 1.4.7).
Ainda tendo em vista a discussao acima, verifica-se que o elemento

D_o:=2iD17+ D14 —1iDs5+2D73 € Det(@(c)

é tal que
[X,D_o]=—iD_,

[Y,D_o] =0.

Segue que D_, é um gerador do espago de raiz da raiz —a (para a como em
5.8).

Procedendo de maneira andloga, encontramos as condi¢bes para que um
elemento esteja nos espacos de raiz das raizes 5 e —( € h*, para 8 definida por

s: bp* — C
X — 0 (5.9)
Y — i

De fato, chegamos, por exemplo, a um elemento
D,@ = —’L'D174 + D175 + 2D277 + 27;D776 S Det(@(c)
e verificamos que

[X,Dgl=0

Y, Dg] = iDg.
E também a um elemento
D_g:=1iD14+ D1 5+2Dy7 —2iD76 € der(O¢)
tal que
[X,Dgl=0
[Y, Dg] = iDg.

Logo, Dg e D_g sao geradores dos espagos de raiz das rafzes 8 e —/3, respecti-
vamente.
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Pelo lema lema (1.4.3), temos que os elementos

D,_ = [Da,D_g] = —6tD12+ 6D+ 6D23,

Dgs_, = [D,a, D@] = 61D+ 6D+ 6D23,

D_a_5 = [D_a, D_B} = 4iD172 - 4D1,6 + 4D273 + 8iD775,
D_Qa_ﬁ = [D_a, D—a—,ﬁ] = 24Z.D174 + 24D1,5,

D_a_gg = [D_g, D_Q_B] = 24D2,4 — 24iD275,

DaJrl[-} = [Da, Dﬂ] = —4’L.D1’2 - 4D1,6 + 4D2’3 — S’L.D7’5,
Doyt s = [Da, Da+5] = —24iD1 4+ 24D 5,

Dyto8 = [D,@, Da+5} = 24Dy 4 + 24iDy 5.

sao geradores dos espacos de raiz das raizes a—f, f—a, —a—f, —2a—0, —a—20,

a+ B, a+ 8, 2a+ e a+ 24, respectivamente. E, como dim der(Q¢) = 14 (pelo

teorema 5.1.6) e dimbh = 2, concluimos que o conjunto formado pelas raizes

acima é o conjunto de todas as rafzes de der(Og¢) em relagdo & subdlgebra de
Cartan b.
Sejam

ap =0 —« (5.10)

ag = . (5.11)

Entdo a; e ay formam um sistema simples de rafzes para det(Q¢) em relagéo &
subdlgebra de Cartan §. De fato, segue da definicao de i e s e a listagem das
raizes feita acima que

t(a1), £ (a2), £ (a1 + a2), £ (a1 4+ 2a3), (a1 + 3a2) e £ (2a1 + 3az)

sa0 todos os elementos do sistema de rafzes para det(Q¢) em relacao a subdlgebra
de Cartan b.
Assim, temos que a as-sequéncia iniciada em «aq é dada por

a1, a1 + ag, a1 + 20 € ag + 3as.
Logo, pela férmula de Cartan-Killing (proposicao 1.5.2), temos que

2<0¢1, 042>

=-3.
<042,0[2>

E, como a a;-sequéncia iniciada em ay é dada por
Q9 € ] + Qo
temos, novamente pela formula de Killing, que

2<041, 02>

= —1.
<C¥1,Ol1>

Com isso, concluimos que a matriz de Cartan de der(Q¢) é
2 -1
-3 2 )
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e, consequentemente, seu respectivo diagrama de Dynkin é
O=——=0

Portanto, pelo teorema 1.5.13, der(O¢) é uma dlgebra de Lie simples do tipo
Gs.

5.3 Representacoes de Algebras de Lie Simples
do Tipo Gy

Nesta segao, mostraremos que a representagao adjunta e a representacao de
der(O¢) em Im(QO¢) sdo as representagoes fundamentais da dlgebra de Lie det(O¢).

Sejam (x1,x2,x7) uma tripla basica em Oc, (D; ;) a familia das derivactes
parametrizadas por (z1,x2,27) e b a subélgebra de Cartan de der(QO¢) gerada
por X := Dy 3eY := Dyg, como na segao anterior. Além disso, consideremos
o sistema de raizes simples composto por a; e az como em 5.10 e 5.11.

Como vimos no exemplo 1.6.9, temos que as representagdes fundamentais de
algebras de Lie do tipo G2 tem peso maximo

)\1 = 20&1 + 30[2

Ao = oy + 209.

Sendo der(O¢) uma &lgebra de Lie simples, temos que sua representagao
adjunta é irredutivel. Mais do que isso, a representagdo adjunta de der(QO¢) é
uma representacao fundamental.

Proposicao 5.3.1. A representacio adjunta de der(Q¢) € uma representagio
fundamental de peso mdzimo \y = 2a1 + 3as.

Demonstragao:
Como vimos na segdo anterior, temos que o sistema de rafzes de det(Q¢) em
relagao a h é formado por

t(a1), £ (2), £ (a1 + a2), (a1 + 2a2), (a1 + 3az) e £ (201 + 3az).

Assim, temos que a raiz A1 = 2a; + 3as é um peso maximo da representagao
adjunta em relagao ao sistema de raizes formado por a; e as.
O

Como vimos na proposigao 5.1.7, a representagao canonica de det(Q¢) em
Im(Q¢) é irredutivel. Mostraremos, a seguir, que esta é uma representagao
fundamental.

Proposicao 5.3.2. A representag¢io candnica de der(O¢) em Im(Q¢) é uma
representacao fundamental de peso mdximo Ay = oy + 2as.
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Demonstragao:

Sejam {1, x1, T2, T3 := —T1T7, Tg := T1X2, Tp 1= —T4ly, T = —Tal7, L7}
a base induzida por (x1,z2,27), X := D13 e Y := Dyg € h (como na secdo
anterior) e aw e § € h* como em 5.8 e 5.9.

Como em 5.10 e 5.11, temos que

o =0—-a

Qo = (.

Assim,
/\2:a1—|—2a2:a+6.

Utilizando a descrigao de D13 =: X e Dy =: Y dada no teorema 5.1.6,
verifica-se que o vetor
Va48 1= 14 — Ts

é tal que

X (Vatp) = Dig(izg — x5) = i(izg — x5) = (a + B)(X)vaqt s

Y(Vasp) = Dag(iza — x5) = ilizs — 25) = (@ + B)(Y)vars-

Assim, como f é gerado por X e Y, temos, para todo Z € b, que
Z(vass) = (@ + B)(Z)vass.
Isto é, vo4p pertence ao espaco de peso V43 do peso a + 5. Analogamente,
V_q—g = 1T4 + Ts,
Vo ‘= T1 + 123,
V_q = T1 — T3,
vg 1= T + 1T,

V_g 1= Ty — 1T

Vo ‘(= X7

pertencem aos espacos de peso V_q_g, Vo, V_qo, V3, V_g e V.
Portanto, os pesos da representacdo candnica de der(O¢) em Im(Q¢) séo

exatamente
0, +a, £8e +(a+p)

Segue dai que Ay = a + [ é o peso maximo desta representacao, ja que

Ao+ a1 =20
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Ao+ ap =2a+

nao sao pesos da representacao em questao.
Portanto, a representacao canonica de der(Q¢) em Im(Q¢) é a representacao
fundamental de peso maximo Ay = oy + 2as.
O

Concluimos que as duas representacoes irredutiveis fundamentais da algebra
de Lie semissimples det(Q¢) tem dimensoes 14 e 7. Assim, podemos concluir o
resultado do corolario:

Corolario 5.3.3. Existe, a menos de isomorfismo de representacoes, somente
uma representagao irredutivel de der(O¢) de dimensao 7.
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Capitulo 6

Oc e as Formas Reais de G9

Neste capitulo, mostraremos que para toda subdlgebra octonionica O a édlgebra
der(O) é uma forma real de der(O¢). Em especial, mostraremos que det(O) é
uma forma real compacta quando O@ ~ O ou uma forma real normal quando
O =~ Qgeg. Por fim, mostraremos que toda forma real de der(O¢) é a dlgebra das
derivacoes em uma subélgebra octonidnica. Assim, teremos uma classificagao
das formas reais das dlgebras de Lie do tipo Gs.

6.1 Conjugacoes em O¢

Nesta secao introduziremos o conceito conjugacao em O¢ e relacionaremos con-
jugagoes e subalgebras octonionicas em Oc¢.

Seja O uma subalgebra octonionica. Como a dimensao real de O em Q¢ é
8, temos que

Oc =0®i0.

Isto é, O¢ é a algebra obtida da complexificacao da dlgebra O. Para trabalhar-
mos com as subdlgebras octonionicas sobre este ponto de vista, utilizamos as
conjugacoes em QOc.

Definigao 6.1.1. Seja 7 : Oc — O¢ uma aplica¢do que satisfaz:
(i) T(Ax +y) = M (z) + 7(y), para todos A € C ez ey € Oc;
(ii) T* = Iog;
(i1i) T(xy) = 7(x)7(y), para todos x e y € Oc;
(iv) 7(z) = 7(x), para todo x € Oc.
Neste caso, dizemos que T € uma conjugacao em QOc.

Proposigao 6.1.2.
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(i) Seja O uma subdlgebra octoniénica de Qc. Definamos 7 : Oc — Q¢ por
para todos x e y € O. Entao, T € uma conjugacao em Q.

(i) Seja 7 : Oc — O¢ uma conjugagao em Oc. O conjunto dos pontos fixos
de T ¢ uma subdlgebra normada.

Demonstragao:
(i)
Seja 7 como no enunciado.
(1) 7(Az +y) = A7(z) + 7(y), para todos A\ € Ce z e y € Oc:

Para x1 +iy; e zo +iys € O¢, com x1, 2, y1 e y2 € O, e a+ib € C, com a
e b € R, temos que

7((a 4 ib)(z1 + iy1) + (v2 + iy2))

7((az1 — byr + x2) +i(bx1 + ay1 + y2))
(axy —byr + x2) — i(bxy + ayr + y2)

= (a—ib)(z1 —iy1) + (22 — iy2)

(a4 ib)7(z1 + Y1) + 7(x2 + iya2).

(I) 72 = Io,.:
Para x + iy € O¢, com x e y € O, temos que
2 (x +iy) = 7(x —iy) = z + iy.
Assim, 72 = Ig,..
(I11) 7(zy) = 7(z)7(y), para todos x e y € O¢:
Para x1 + iy1 e 2o + iys € O¢, com 1, T2, Y1 € yo € O, temos que

T((x1 + i) (@2 +iy2)) = 7((w122 — y132) + i(T1Y2 + 1172))
= (122 — Y1Y2) — H(Z1Y2 + Y122)

(x1 —iy1) (@2 — iy2)

= T(iCl-I-iyl)T(xg +’Ly2)

(IV) 7(z) = 7(x), para todo z € Oc:

Para x + iy € O¢, com x e y € O, temos que

T(x+iy) = 7(T+Y)
= T4y

T — 1y

= 7(x+1y).
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(ii)

Seja O o conjunto dos vetores fixos por 7. Como 7 é sesquilinear e 72 = I,
temos que O é um R-subespago linear de O¢ tal que

Oc =0 ®i0.

Assim, a dimensao real de O é 8.
O elemento neutro 1 pertence a O. De fato, como 7 preserva o produto de
Oc, temos que 7(1) é o elemento neutro multiplicativo de O, i.e., 7(1) = 1.
Como T preserva o produto de O¢, O é uma subalgebra real. De fato, dados
z ey € O, temos que
T(zy) = 7(x)7(y) = zy

e, consequentemente, ry € O.
Por fim, provaremos que N(z) € R para todo x € O. De fato, pelo lema
2.1.10, L -
N(z)1l = 27T = 7(x)7(z) = 7(2T) = 7(N(x)1) = N(z)1.

Assim, N(z) = N(z) e, consequentemente, N(x) € R.
O

Exemplo 6.1.3. Seja O a subdlgebra normada definida no exemplo 4.2.6.
Entao, a aplicacao 7 : Oc — QOc¢, definida por

7 7
T <)\01+Z)\161> :)\7014-2)\716“
i=1 =1

para todo Aol + 23:1 Aie; € Oc, € a conjugacao em Q¢ que fiza os elementos
de Q. De fato, como O € gerada pelos elementos 1, e1, es, e3, €4, €5, € € €7,
temos que T € como na descri¢ao do item (i) da proposi¢ao 6.1.2 para O = Q.

Exemplo 6.1.4. Seja Qg4cg a subdlgebra normada definida no exemplo 4.2.7.
Entao, a aplicagao 7 : Oc — Qc¢, definida por

7
T <)\01+2/\161> :Tol—F Z )\71'61' - Z /\71‘61',
i=1

i=1,2,4 i=3,5,6,7

para todo Aol + 23:1 Aie; € Oc, € a conjugacao em Q¢ que fiza os elementos
de Qgeg. De fato, como Qgeg € gerada pelos elementos 1, eq, ea, ies, ey, ies,
ieg e iey, temos que T € como na descri¢ao do item (i) da proposi¢do 6.1.2 para
O = Ogeg -
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6.2 Subalgebras Octonionicas e as Formas Reais
de GQ

No capitulo 5, vimos que det(Q¢) é uma dlgebra de Lie simples do tipo G5. Nesta
secao, mostraremos que as subdlgebras octonionicas induzem formas reais em
Det(@(c).

Seja O uma subalgebra octonionica. Como Q¢ = O®iO, podemos considerar
der(O) como subélgebra de Lie de gl(Q¢) definindo

D(ixz) = iD(x)

para todo D € det(O) e x € O. Mais do que isso, der(OQ) C der(O¢). De fato,
dado D € ver(O), temos, para todos x1 + iy; e x2 + iys € O¢, com 1, 2, Y1,
y2 € O, que

D((z1 +iy1)(z2 +iy2)) = D((z122 — y1y2) + i(@1y2 + y172))
D(z129 — y1y2) + (D(z1y2 + y122)
D(z1)w2 + 21D(22) — D(y1)y2 — y1D(y2)
+iD(x1)y2 + i1 D(y2) + iD(y1)x2 + iy1 D(x2)
= D(z1)(z2 + iy2) + x1D(x2 + iy2)
+ D(iy1) (w2 + iy2) + iy1 D (2 + iy2)
= D(xy +iy1) (w2 + iy2) + (1 + iy1) D(22 + iy2).

Logo, todo D € der(O) é uma derivagdo em Oc.
Com isso temos a proposicao:

Proposigao 6.2.1. Seja O C O¢ uma subdlgebra octonionica. O conjunto
{D €2et(0O¢); D(z) € O para todo x € O}.
coincide com o conjunto
{D €0et(O¢); D|o €ver(0)}.
Este, por sua vez, é uma forma real de der(Qc¢).

Notacgao 6.2.2. Denotaremos por der(Q) tanto a dlgebra de Lie das derivagoes
em O quanto a forma real de vet(Qc¢) das derivagoes em Q¢ que tem O como
subespaco invariante.

Teorema 6.2.3. Seja O uma subdlgebra octonionica e T a conjugacao de Q¢
que fiza os elementos de O. Entao, der(O) é uma forma real de der(Q¢) e

0et(0) = {D € vex(O¢); D o7 =170D}.

Demonstragao:
Para todo D € der(Oc¢), To Dot € der(Oc¢). De fato, para todos z e y € Oc,
temos que

ToDort(xry) = T7oD(r(x)r(y))
= +(Doryrly + r(@)Do7()
= 7oDor(x)m%(y) + m%(x)T 0o Do 7(y)

= 71oDorT(x)y JrzToDOT(y).
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Seja o : ver(O¢) — der(Oc¢) a aplicagdo definida por
o(D)=1oDor,
para todo D € der(Oc¢). Segue que
o(AD1 + D3) = Aa(D1) + o(Dy),
para todos A € C e Dy e Dy € det(Q¢). De fato, temos que

J()\D1+D2) = TO(aD1+D2)OT
To(AD1)oT+T0Dy0T
éTODloT—i—TODQOT
= )\J(Dl)—f—O'(Dg)

Além disso, o é idempotente. De fato, dado D € der(Q¢), temos que
o?(D)=o0(troDot)=7*0Do7?=D.
Por fim, temos, para D; e Dy € det(Q¢), que

[0(D1),0(D3)] = [roDyor,7oDsor|
ToDjoToToDyoT—T70DyoToT0Dgor
ToDjoDyor—T0DsoDyor
To(DyoDy—DyoDy)or

= o([D1, D2)).

Portanto, o é uma conjugacao em det(Q¢). E, consequentemente, o conjunto
g={D €dex(O¢);DoT=710D}

dos elementos fixos por o é uma forma real de det(Q¢).
Seja D € der(O). Segue daf que D(x) € O para todo x € O. Assim, para
todo z 4+ iy € O¢, com z e y € O, temos que

ToD(z+iy) = 7(D(x)+iD(y)) = 7(D(x)) —ir(D(y))
= D(x)—-iD(y) = D(z—iy)
= Dor(z+1iy).

Logo, D oT =70 D e, consequentemente, D € g.
Dado D € g, temos, para todo z € O, que

Logo, D(z) € O para todo x € O. E, consequentemente, D € der(O).
Portanto, g = det(O).
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Como discutido anteriormente', uma subalgebra octoniénica @ munida da
forma quadratica N de Q¢ é uma &algebra normada real. Além disso, sabemos
também (veja os teoremas 2.4.5 e 2.4.5) que a menos de isomorfismo de dlgebras
normadas sé exitem duas dlgebras normadas reais.

Deste ponto até o fim desta secdo, discutiremos algumas propriedades das
formas reais det(O) segundo a classe de isomorfismo da subdlgebra octoniénica

0.
Lema 6.2.4. Sejam A; e Ay dlgebras normadas isomorfas. Entdo:
(1) ver(Ay) ~ der(Az);
(i) Se K =R entdo Aut(A;) ~ Aut(Az) (como grupos de Lie).
Demonstragao:
)

Seja T : A; — Ay um isomorfismo de dlgebras normadas.
Dado D € der(Ay), temos que T o D o T~1 € der(Ag). De fato, dados z e
y € As, temos que

ToDoT Yay) = ToD(T Ya)T~ ())
T(DoT Y z)T ' (y) + T~ (z)D o T (y))
ToDoT Y x)y+aToDoT (y).

Logo, T o Do T~! € der(Ayp).
De modo andlogo, temos que, se D € det(Az), entdo Tt o Do T € der(A;).
Seja o : ver(A;) — der(Ay) a aplicagdo definida por

o(D)=ToDoT™*,

para todo D € der(A;). Temos claramente que ¢ é linear e que a aplicagio
o1 der(Az) — der(A;) dada por

o Y (D)=T"'oDoT,

para todo D € der(Az), é uma inversa para ¢. Além disso, temos que ¢ é um
ismorfismo de algebras de Lie ja que

[p(D1), p(D2)] = ¢(D1)o@(Da) — p(D2) o p(D1)
ToDioDyoT ' —ToDyoD;oT™ !
TO(D]_ ODQ—DQOD:L)OT_l

= @([DlvDQ])a

para todos Dy e Dy € der(Ay).
Portanto, der(A;) >~ der(Ag).

Ino comentario apés a definicio de subélgebra octoniénica
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(ii)

Dado T} € Aut(A;), temos que a aplicagao ToT;oT ! é um automorfismo de
As jé que esta é uma composigdo de isomorfismo com dominio e contradomino
iguais & Ay. Analogamente, se Tp € Aut(Ay) entdo T 20Ty 0T € Aut(A;).
Seja ¢ : Aut(A;) = Aut(A;) a aplicagdo definida por

o(M)=ToTyoT™ !,

para todo T; € Aut(A;). Segue que ¢ é um homomorfismo de grupos de Lie
com inversa ¢~ dada por

o NT) =T toThoT,

para todo Ty € Aut(As).
Portanto, Aut(A;) ~ Aut(As).
O

Proposicao 6.2.5. Se O € uma subdlgebra octonionica isomorfa (como dlgebra
normada real) a @ entdo der(O) € uma forma real compacta de dex(QOc). Em
especial, a aplica¢io exp : der(O) — Aut(O) € sobrejetiva.

Demonstragao:

Comecemos pelo caso em que O = Q. Pelo coroldrio 4.4.2, temos que Aut(Q)
é compacto. Assim, pelo do teorema 1.7.5, temos que der(Q) é uma forma real
compacta de det(Og).

Suponhamos que O ~ Q. Pela relacao de isomorfismo dada no lema 6.2.4,
temos que det(O) é uma forma real compacta de der(Q¢) se e somente se der(O)
for uma forma real compacta de der(Q¢). Logo, devemos ter que det(O) é uma
forma real compacta de der(Qc¢).

Novamente pelo coroldrio 4.4.2, temos que Aut(Q) é compacto e conexo.
Assim, pelo lema 6.2.4, temos que Aut(O) ~ Aut(Q) também é compacto e
conexo. Assim, segue da proposigdo 1.1.14, que exp : der(O) — Aut(O) é
sobrejetiva.

O

Proposicao 6.2.6. Se O € uma subdlgebra octonionica isomorfa (como dlgebra
normada real) a Qgeg entdo ver(O) € uma forma real normal de der(Oc). Em
particular, temos a decomposicao de Cartan

0et(Qdeg) = (9er(Ogeg) N er(0)) B (der(Vaeg) N iver(0))

o 0et(Ogeg) N i0er(0) ~ Im(H) x Im(H) ~ su(2) x su(2).

Demonstragao:

Como det(O) é isomorfa a der(0) se O ~ O (pelo lema 6.2.4) basta verificar-
mos que det(0Q) é uma forma real normal de der(O¢). Para tanto, mostraremos
que

0et(Qeg) = (er(Qgeg) Ner(0)) & (ver(Veg) N iver(0))
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é uma decomposicao de Cartan de det(Ogeg) € que existe uma subdlgebra de
Cartan em det(Qgeg) NOer(0).

Seja (D;,;) a familia de derivacoes em Q¢ parametrizadas pela tripla bésica
(61, €o, 67) .

Pela descrigdo do teorema 5.1.6, temos que o conjunto {1, ej, ea, es, eq,
es, €g, ey} é invariante pela familia de derivacées (D; ;). Assim, como O é o
R-subespeco vetorial gerado por este conjunto, temos que O é invariante pela
familia (D; ;) e, portanto, esta deve estar contida em der(Q). Novamente pelo
teorema 5.1.6, temos que (D; ;) é uma base de der(O¢). Assim, devemos ter
que (D; ;) é uma base do subespago real det(Q) de der(Oc¢).

Novamente pela descri¢do da familia (D; ;) no teorema 5.1.6, temos que o
conjunto {1, ey, es, ies, ey, ies, ieg, ie7} é invariante pelas derivagoes

D12, D14, D2y, D73, D75, D7,
iD13, iD1 5, D16, iD1,7, 1Da 3, D2 5, iDa g € iDa 7.

Assim, como Qgeg é 0 R-subespago vetorial gerado por {1, e1, e, ies, ey, ies,
ieg, ie7} em O¢ (veja o exemplo 4.2.7), temos que as derivagdes acima estao
contidas em det(Qgeg).

Assim, temos que t := det(Qgeg) NVer(0) é 0 R subespago vetorial de det(O¢)
gerado pelos elementos

D13, D14, D4, D73, D75 e Drg

e 5 := 0et(Qgeg) N 0er(0) é o R subespaco vetorial de der(Oc¢) gerado pelos
elemntos

1Dy 3, 1Dy 5, iD16, iD1,7, D23, 1Dy 5, 1Dag € iDo 7.
E, consequentemente,
0et(Qeg) = (er(Ogeg) N der(0)) & (ver(Veg) N iver(D))

é uma decomposicdo de Cartan ji que der(Q) é uma forma real compacta (pela
proposicao 6.2.5).

Pelo lema 5.2.1, temos que o C-subespaco vetorial gerado por Dy 3 e iD3 ¢
¢ uma subédgebra de Cartan de der(O¢). Como Dy 3 € iDgg € det(Qgeg) €
0et(Ogeg) € uma forma real de det(O¢), temos que o R-subespaco vetorial gerado
por iD1 3 e iDy g em det(Qgeg) € uma subalgebra de Cartan. Por fim, como visto
acima, tal subespaco estd contido em det(Qgeg) N ider(0). Consequentemente,
temos, pela decomposicao de Cartan acima, que det(Qgeg) ¢ uma forma normal.

Consideremos a base i, j, e k de Im(H). Temos que

[i,5] = 2k, [i,k] = —2j e [j, k] = 2i.

Por outro lado, usando a descricdo da familia (D; ;) dada no teorema 5.1.6,
temos que

[D1,2,D1,4]) = D24, [D1,2,D24] = —D1.4, [D1,4,D24] = D12,
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[D7.3,D75] = 2D7¢, [D73,D76] = —2D75, [D75,D76] = 2D7 3

[D; j, Ds ] = D1.4,D24),(D73,D75,D76)] =0,

para (i,j) = (1,2), (1,4), (2,4) e (s,t) = (7,3), (7,5), (7,6). Portanto, a
transformagao linear
vt — Im(H) x Im(H)

definida por

@(D1,2) = (21,0), ¢(D1.4) = (24,0), p(D2,4) = (2k,0),
W(D7,3) = (077;)’ QO(D7,5) = (07.7) € (p(D7,6) = (ka)

é um isomorfismo de &dlgebras de Lie.
Assim, como Im(H) ~ su(2) (veja o lema 3.1.1), temos que

0et(Ogeg) NVet(0) =: t >~ Im(H) x Im(H) ~ su(2) x su(2).

6.3 Classificacao das Formas Reais de der(QO¢)

Na secao anterior, mostramos que dada uma subdalgebra octonionica O, a algebra
de Lie real der(O) é uma forma real da dlgebra de Lie der(Q). Encerraremos
este capitulo mostrando que toda forma real de der(Q¢) é igual a der(Q), para
alguma subdlgebra octonionica O. Assim, obteremos a classificagdo das formas
reais de det(Q¢) a partir da classificacdo das dlgebras normadas reais.

Seja T € Aut(O). Temos, como na demonstracdo do lema 6.2.4, que a
aplicacao

D € ver(Q¢) — TDT ™ € ver(Oc)

¢ um automorfimo de der(O¢). Reciprocamente, como veremos na proxima
proposicao, todo automorfismo de der(Q¢) é descrito por uma conjugagdo por
um automorfismo de Oc.

Proposicao 6.3.1. Seja ¢ um automorfismo de dex(QO¢). Entdo, existe um
unico automorfismo T de Q¢ tal que o diagrama

Oc _D_ Oc
Tl lT
¢(D)

Oc — Oc¢

é comutativo, para todo D € der(O¢). Isto €, todo automorfismo ¢ de der(Qc¢)
é dado, para um dnico T € Aut(Qc¢), por

$(D)=TDT,

para todo D € der(Oc).

119



Demonstragao:

Primeiramente, vamos demonstrar a unicidade de T' € Aut(Q¢) com a pro-
priedade acima.

Suponhamos que existam 77 e Tz € Aut(O¢) tais que

T\ DT, ' = ¢(D) = To DTy *,
para todo D € der(Oc¢). Assim,
(I:Ty )D(T, ')~ =D,

para todo D €€ der(O¢). Como representagdo candnica de det(O¢) em Im(QOc¢)
é irredutivel (veja a proposi¢ao 5.1.7), temos, pelo lema de Schur (lema 1.6.4),
que

T T5  imoe) = Mim(oe),

para algum A € C.

Como Ty e Ty € Aut(Oc), temos que T1|im(0c) € T2 |mm(0.) 530 transformagoes
lineares invertiveis (j4 que T1(1) = T2(1) = 1 e T} e Ty s@o transformagoes
ortogonais). Assim, temos que T'1|mm@©y) = AT2|im(@c). B, como Tilmo.) e
Ts|1m(0c) sdo invertiveis, devemos ter que A # 0.

Seja (z,y) uma dupla bésica em Oc. Como zy € Im(O¢)\{0} (veja a pro-
posicao 4.1.3) e

ATy (zy) = Ti(zy) = Th(2)Ti(y) = NTa(2)Ta(y) = N Ta(zy),

temos que A = A\2.

Portanto, A = 1 e, consequentemente, T7 = T5.

Agora, provaremos que existe T € Aut(Qc) tal que ¢(D) = TDT ™, para
todo D € det(O¢).

Como a representacdo candnica de det(O¢) em Im(QO¢) é irredutivel (veja a
proposicao 5.1.7) e ¢ é um isomorfismo, temos que a representagao

D € 0er(Oc) = ¢(D)|mm(oe) € gl(Im(Oc))

é, também, irredutivel.

Como existe, a menos de isomorfismo de representacoes, somente uma repre-
sentagao 7-dimensional de det(Q¢) (veja o corolario 5.3.3) existe um isomorfismo
linear 7" : Im(QO¢) — Im(QO¢) tal que o diagrama

Im(QOc¢) L. Im(QOc¢)

T,l iT,
4(D)

Im(O¢) — Im(Qx)
é comutativo, para todo D € der(QOc).

Procederemos, agora, com a demonstracao de que 7' é um automorfismo
como no enunciado. Dividiremos o restante da demonstragao em cinco passos:
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(I) Existe e € Im(O) tal que N(e) =1e N(T"(e)) # 0:

Como T” é um isomorfismo linear, temos que 7"(Im(0)) é um R-subespaco
linear 7-dimensional de Im(Q¢). Como N néo é degenerado em Im(Q¢) =
T (Im(Q¢))@iT' (Im(O¢)), temos que existe x € Im(O¢)\{0} tal que N(T"(x)) #
0. Além disso, como Q¢ é uma algebra normada de divisao, temos que N (z) # 0.

Assim, tomando-se e = N(z)~ 2z temos que e € Im(0)\ {0},

N(e) = N(N(z)"2z) = N(z) 'N(z) = 1

N(T'(e)) = N(T'(N(2)~22)) = N~ () N(T () # 0.

(IT) Para todo A € C\{0} a aplicagao linear 7" : O¢ — O¢, dada por T"(1) =
Le T"|ime) = AT, é tal que

QZ)(D) _ T//DT//—I’
para todo D € der(Og).

Seja D € ver(Og).
Temos que

T"oD(1) =T"(0) =0=¢(D)(1) = ¢(D) o T"(1).
E, para todo z € Im(Q¢),

T"oD(x) = A" oD(x) (pois D(z) € Im(O¢))
= M(D)oT'()
= ¢(D)oT"(x).

Assim, segue pela linearidade de 7" o D e ¢(D) o T" que
qb(D) _ T//DT//—l.

(IIT) Existe A € C\{0} tal que a aplicagdo linear 7" : O¢ — O¢, dada por
T"(1) =1 e T"|im(@e) = AT", é ortogonal:

Seja e € Im(0) tal que N(e) = 1e N(T'(e)) # 0, como no item (I). Tomemos
A= N(T'(e))" 2.
Temos que
N(T"(e)) = N(AT'(e)) = N (N(T"(e) "2 T"(e)) = N(T"(e)) " N(T"(e)) = 1.
Mostraremos, agora, que
N(T"(x)) = N(x)

para todo x € Im(Q) com N(z) = 1.
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Seja x € Im(0) com N(x) = 1. Existe ¢ € Aut(0) tal que ¢(z) = e. De
fato, existem za, z7, y2 e y7 € O tais que (x,29,27) e (e,y2,y7) sdo triplas
béasicas. Assim, pela proposicao 4.3.4, existe um automorfismo ¢ € Aut(O)
definido por

e(x) = e, p(x2) =y2 e p(x7) = yr.

Como exp : det(Q) — Aut(O) é sobrejetivo (veja o coroldrio 4.4.2), existe D €
der(0) tal que exp(D) = . Assim, pelo item (II), temos que

qs(D) — T//DTI/—I
e, consequentemente,

exp(¢(D)) = exp(T"DT"™1) = T"exp(D)T"~ ' = T"oT" .

Logo,
N(T"(z)) = N(exp(¢(D))oT"(x)) = N(T"op(z))
= N(T”(e)) = 1
= N(z).
Adiante, para todo z € Im(Q), temos que
N(T"(x)) = N(N(@)>T"(N(x )" 7)) = N(@)N(T"(N(x)"2z))
= N(z)N(N(z)"zx) = N(x)

Em particular, segue que

(T"(x), T"(y)) = (2, ),

para todos z e y € Im(Q).
Assim, dado z = z + iy € Im(Qc¢), com z e y € Im(0), temos que

N(T"(z)) = N(T"(x) +iT"(y))
"(w)) +i(T"(2), T" (y)) + N(T"(y))

N(T
(T
E:r)+ iz, y) + N(y)
(

N
N
N(z + iy)
N

N
~—

Portanto, temos que
N(T"(1)) = N(1)

N(1T"(z)) = N(z),
para todo & € Im(Q¢). Logo, NoT"” = N.

(IV) Dadosz ey € Oc com N(z) = N(y) = 1e (z,y) =0, temos que T"(zy) =
+T"(z)T" (y).
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Como T" é ortogonal e T (Im(Q¢)) = Im(Q¢), temos que (T"(z),T"(y)) é
uma, dupla béasica em Oc.

Sejam H1 e Ho as subdlgebras quaternidnicas geradas por (x,y) e (T"(x),T" (y)),
respectivamente. Assim, pelo coroldrio 4.1.4, temos que H} = Hi ® iH; e
Hy, = Ha @ iHe sdo as subdlgebras (complexas) 4-dimensionais de O¢ ge-
radas por (z,y) e (T"(z),T"(y)), respectivamente. Adiante mostraremos que
T"(H}) = H4 e obteremos o resultado deste item usando a proposicao 4.1.5.

Sejam z € Im(QO¢) tal que (T'(x), T(y), z) é uma tripla basica e O a subdlgebra
octonidnica gerada pela tripla bésica (T'(z),T(y),z). Temos, pela proposigao
4.2.8, que O ~ Q. E, pela proposigao 4.3.4, existe um automorfismo ¢ € Aut(O)
definido por

o(T"(2)) =T"(y), p(T"(y)) = T"(y) e p(2) = —2.

Como Hz é o R-subespago vetorial gerado por 1, T'(z), T(y) e T(x)T(y), temos

que @(w) = w para todo w € Hs. Consequentemente, p(w) = —w para todo
Yy € Hoz.

Como O = H; @ Hiz (veja a proposigao 4.2.3), temos que se w € O entdo
w € H;p se e somente se p(w) = w. Assim, se w € Q¢ = O @ iO entao

w € Hy = Ha @ iHa se e somente se p(w) = w.

Pelo corolério 4.4.2, Aut(O) ~ Aut(0) é compacto e conexo. Assim, temos
que a aplicacdo exp : der(O) — Aut(O) é sobrejetiva. Logo, existe D € der(O)
tal que exp(D) = . Assim, pelo item (II), temos que

6~1(D) = "' DT,
e, consequentemente,
T 1oT" = T" texp(D)T" = exp(T"~'DT") = exp(¢~ (D)) € Aut(Qc).
Logo, temos que
T poT"(zy) = T’ opoT"(zy)
T" YopoT"(x)T" L opoT"(y)

T//—l (T”(.r))T”_l (T”(y))
= xy

e, consequentemente,
P(T"(xy)) = T"(xy)-
Portanto, T" (zy) € Hj.
Com isso, temos que T”(H}) = Hf pois H} é o subespaco vetorial gerado
porl,z,yexyeT"(1)=1,T"(x), T"(y) e T"(xy) € Hb.
Logo, temos que T” : H1 — Ho é uma transformacao ortogonal tal que
T"(1) = 1. Assim, pela proposigao 4.1.5, temos que T" (xy) = £T" (x)T" (y).

(V) Existe u € C\{0} tal que a aplicagdo linear T : O¢c — O¢, dada por
T(1) =1 e T|pme) = pI’, é um automorfismo:
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Seja (x1, z2,27) uma tripla bésica em Oc.
Pelo item (IV), temos que T"(z122) = ¢T"(21)T" (22), onde ¢ = £1. Seja
T : Oc — Oc¢ a aplicagao linear dada por

T(1) =1

T|Im(©c) = CTH|Im((O)C) = C)\T/.

Assim, temos que
T(z122) = T (x122) = (T (21))(cT" (22)) = T'(21)T (22).

Temos que (T'(z1),T(x2),T(z7)) também é uma tripla basica em O¢. De
fato, como 7" é uma transformacao ortogonal, a ortonormalidade do conjunto

{]-7 x1,x2,T1T2, .’E7}
implica na ortonormalidade do conjunto
{T(1) =1,T(z1),T(x2), T(x122), T (z7)}.

Sejam 1, x1, oo, T3 := —X1T7, T4 := T1X2, Ts := —(TaX2)T7, Tg := —Tak7
e x7 os elementos da base de O¢ induzida pela tripla bésica (z1,z2,z7) €
Loy = T(z1), y2 = T(x2), Y3 == —y1y7, Ya = y1y2, Y5 = —(y2y2)yr,
Ys = —Y2yr, yr = T(x7) os elementos da base induzida pela tripla bésica
(T'(z1), T(x2),T(x7)). Segue da proposigdo 4.2.3 que T' é um automorfismo se
T(x;) =y; parai=1,...,7.

Pelo item (IV), temos, para constantes a, § e v € {—1,1}, que

T(x3) = T(—z127) = I (—xz127)
= a(=T"(@1))T"(27) = o(=T(x1))T(27)
= ays,

T(xs) = T(—xz4x7) = T (—xzy4x7)

= B(=T"(z))T"(x7) = B(-T(24))T(x7)
= BYs

¢ T(xg) = T(—x227) = I (—xzax7)
= Y(=T"(22))T"(27) = ~(=T(22))T(27)
= YYs6-

Portanto, devemos mostrar que o = g =y = 1.

Denotemos por D; ; e D; ; as derivagoes em Oc parametrizadas pelas triplas

bésicas (x1, z2,z7) € (y1, Y2, yr), respectivamente.

Temos que
¢(D13)(y1) = TD1sT '(y1) = TDis(x1)
= T(z3) = ays
= aDis(n),
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¢(D13)(y2) = TD13T '(y2) = TDis(x2)
- T(0) -0
= aD’1’3(y2)
‘ ¢(D13)(yr) = TDi13T '(yr;) = TDis(wr)
- 7(0) =0
= aDjs(yr).

Assim, segue do lema 5.1.3 que
¢(D1,3) = aD’173.
Analogamente, temos que

¢(D73) = aDzs,  &(D7s)=BD75, &(Drs) =vD7g
¢(D15) =BD15,  ¢(D1a) =Dy, ¢(D2s) =7D5¢
¢(D25) =Dy 5 e ¢(D2g) = Dy

Assim, como ¢ é um isomorfismo de algebras de Lie, temos que

$(2D7,6)

¢([D7,3, D7,5])
[¢(D7.3), ¢(D75)]
[aD7 5, BD7 5
ZOlﬂD{yﬁ,

2’YD/7,6

2Dy, = ¢(2D14)
¢([D1,3, D15))
[¢(D1,3), (D15)]
[OCDll,saﬁDll,:a]
= 2aBDig

2Dy, = $(2D24)
¢([D2,6, D2,5])
[¢(D2,6), $(D25)]
[’YDé,saﬂD/zs]
= 275D/2,4~

Logo,
y=af=y6=1
Portanto,
o = /B = ’y = 1.

E, assim, temos que T'(z;) = y;. Como queriamos demonstrar.
Portanto, pelos item (II) e (IV), temos o resultado.

125



Sejam O; e Oy subalgebras octonionicas e T : O; — O; um isomorfismo
entre elas. Sabemos que detr(O1) e der(Oz) sao formas reais de der(O¢). Também
sabemos que o automorfismo

D € ver(O¢) — TDT ™' € der(Oc)

¢ uma conjugacao entre der(O;) e ver(Oz) (i.e. um automorfismo de der(Qc¢)
que envia a forma real det(0;) na forma real det(Os)).

Reciprocamente, veremos, no préoximo teorema, que toda forma real de
ver(O¢) é da forma der(O) para alguma subédlgebra octonidnica O e que as
formas reais der(Q;) sdo conjugadas detr(O3) se e somente se O ~ Os.

Lema 6.3.2. Sejam O uma subdlgebra octonionica e g uma forma real de
ver(O¢) isomorfa a der(Q). FEntao, g = ver(O'), onde O' € uma subdlgebra
octoniénica isomorfa a O.

Demonstragao:
Seja ¢ : ver(O) — g um isomorfismo. Como

der(Oc) = 0er(O) @ ider(0) =g P ig
podemos estender ¢ para um automorfismo ¢ : det(Q¢) — der(O¢) tal que
¢(iD) = ip(D),

para todo D € det(O).
Pela proposigao 6.3.1, temos que existe T' € Aut(QO¢) tal que

(D) = TDT,

para todo D € det(Og).

Seja O := T(O0). Como T € Aut(Qc¢), temos que O’ é uma subdlgebra
octonionica de Oc.

Dado D € der(O), temos que ¢(D) € der(0'). De fato, para todo T'(z) € O,
com z € O, temos que

¢(D)(T(x)) = T(D(x)) € T(0) = O".

Assim, ¢(D) € ver(O’).
Por fim, como dimder(Q’) = dimder(O) e ¢ é injetivo, segue que

g = ¢(ver(0)) = der(O').
O

Teorema 6.3.3. Toda forma real de dex(Qc¢) € a dlgebra das derivagées de
alguma subdlgebra octonionica de Oc. Em especial, sé existem, a menos de
isomorfismo, duas dlgebras de Lie reais do tipo Gs.
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Demonstragao:
Seja g C der(O¢) uma forma real. Entao, existe, pelo proposi¢ao 1.7.7, uma
forma real compacta u de der(O¢) tal que

g=(ung) ® (iung).

Sendo u uma forma real compacta, temos, pelo teorema 1.7.6, que u ~ der(Q).
Pelo lema 6.3.2, segue que

u="0oer(O)
para alguma subéalgebra octonionica
0 ~0.
Assim, temos que
g = (der(O)Ng) P (ver(O) N g)
der(O) = (der(0) Ng)  (ver(O) Nig).

Se g = der(0), temos o resultado.
De agora em diante, estaremos tratando o caso no qual

wet(O) Ng #£ 0.

Seja o : ver(O¢) — ver(O¢) a conjugagao que fixa os elementos de g. Como
der(0) = (der(O) N g) P (ver(O) Nig), temos que

o(ver(0)) = ver(0O).

Assim, como det(Q¢) = der(O) @ ver(O) e o : ver(O) — ver(O) é um
automorfismo, temos um automorfismo ¢ : der(O¢) — der(O¢) dado por

¢(D) = o(D)

¢(iD) =io(D),
para todo D € der(O). Logo, pela proposicao 6.3.1, existe T' € Aut(Q¢) tal que

(D) = TDT,

para todo D € det(O¢).
Segue que, para todo Dy + iDy € der(Q), com Dy e Ds € der(O), temos

Dy +iDy = o%(Dy) +i0'Dy) = é(o(Dy)+io(Ds))
= ¢2(D1+iD2) = TQ(Dl +Z'D2)T72.

Como a representagdo canoénica de det(O¢) em Im(Qg) é irredutivel (veja a
proposicao 5.1.7), segue do lema da Schur (lema 1.6.4) que

T 1m(0e) = Mim(©0)»
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para algum A € C. Assim, como T? =€ Aut(Q¢), temos que \ # 0,
Xeg = T(eq) = T(e1)T(e2) = ey
e, consequentemente, A = 1. Portanto,
T2 = Ip,.

Provaremos, agora, que T € Aut(O).
A representagdo candnica de der(Q) decompoe Im(Q¢) como soma de su-
bespagos irredutiveis da forma

Im(O¢) = Im(O) @ iIm(O)
(veja a proposicao 5.1.7). Assim, a representagao
D € vet(0) — o(D) = TDT " € der(O)
em Im(Q¢) tem como decomposi¢ao de Im(Q¢) em espagos irredutiveis
Im(0c) = T(Im(0)) & iT (Im(0)).

Como o : det(O) — der(O) é um automorfismo, as decomposicoes acima coinci-
dem. Logo,
T(Im(0)) = Im(O) ou iIm(O).

Adiante, como O ~ Q e T € Aut(Qc¢), temos que N é positiva em Im(O)\{0}
e T(Im(O))\{0} e negativa em Im(O)\{0}. Assim, devemos ter que

T(Im(0)) = Im(O).

Logo, T' € Aut(O).
Sendo T € Aut(O) uma aplicagao ortogonal e T? = I, temos que

0=0_80,,
onde
O_ ={z€0;T'(z) = —z},
O ={z€0;T'(z) =}
e

O_10;.

A seguir, mostraremos que O’ = O, @i @ O_ é uma subdlgebra octonionica
e que g = der(Q).
Temos que O_ # 0. De fato, Se O_ = 0 teriamos que O, = O. Logo,
T = Ip. Assim,
o(D)=TDT ' =D,

para todo D € O. O que implicaria que g = det(O). Contradizendo o fato de
que g Nver(O) # 0.
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Como T € Aut(0O), temos que T'(1) =1 e, portanto, 1 € O4. Logo,
O_ C Im(0).

Adiante, provaremos que dim O > 3. Suponhamos que dim O, < 3. Entao,
como dimO_ = dimO — dimO; > 5, existem vetores ortonormais x1, zs €
z3 € O_ C Im(O). Assim, temos que

{1, z129, z123}
é um conjunto ortonormal contido em Q.. De fato, temos que
(1,z1m2) = (T1,22) = —(21,72) = 0,
(1, z123) = (T1,23) = —(x1,23) =0
(122, 2123) = (T1(T122), 23) = (X2, 23) = 0.
Além disso, temos que
T(z122) = T(x1)T (22) = (—21)(—22) = T122

e, analogamente,
T(Cﬂll'g) — I1x3.

Assim, dim Oy > 3.

Pelos pardgrafos anteriores, temos que existem uma tripla bdsica (z1, 2, z7)
em O tal que z1 e z2 € O e z7 € O_. Assim, a base induzida pela tripla
bésica (1, za,27) é formada por

1, ¢, 2, T4 := 2172 € O+

X3 1= —x127, T5 = —(T122)T7, T 1= —Tax7, X7 € O_.

Seja O’ o R-subespago linear de Q¢ gerado pelos elementos
1, 1, x2, i3, T4, 1T5, 1Tg € 1X7.

Segue da proposicao 4.2.3 que O’ é uma subélgebra real de O¢. Além disso,
como os elementos 1, x1, X2, 3, Tq, T5, T € T7 SA0 ortonormais, temos que

N dol+ Y N+ D0 Nz | = Y A= > MeR,

j=1,2,4 j=3,5,6,7 §=0,1,2,4 §=3,5,6,7

paratodo Aol+) .1 5 4 AjTi+D 3567 Ajix; € O',com\; €R, j=0,1,...,7.
Logo, @' é uma subélgebra octonidnica.
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Sejam D; ; as derivacoes em der(Q) parametrizadas pela tripla bésica (z1,
X9, x7). Temos que

D ; se (4,5) = (1,2), (1,4), (2,4)
(7,3), (7,5) ou (7,6)
U(DiJ) = 7Di7j se (Za]) = (1,3)7 (175)v (176)
(1,7), (2,3), (2,5)
(2,6), ou (2,7).
De fato, temos que
O'(Dl’(;)(xl) = TDLGT_I(I'l) = TD1’6($1)
= T(J?@) = —Tg
= —D; 6(x1)
J(DLG)(LCQ) = TD176T71(£C2) = TDLG((EQ)
= T(0) =0
= —D1 6(x2)
e
U(Dl,ﬁ)(ah) = TD176T_1($7) = TD176($7)
= T7(0) =0
= 7D116(££7).
Logo, pelo lema 5.1.3, devemos ter que o(D1 ¢) = —D1,6. As outras igualdades

seguem de forma analoga.

Assim, como a familia de derivacoes (D; ;) é linearmente independente, te-
mos que g (i.e. os pontos fixos da conjugacdo o) é o subespaco R-linear de
ver(O¢) gerado por

D13, D14, D24, D73, D75, Drg, 1Dy 3,
tD15, 1D1g, D17, iDa3, iD2s5, tDag e iDaq.

Por fim, utilizando-se a caracterizacdo da familia (D; ;) dada no teorema 5.1.6,
temos que as derivagoes da base acima pertencem & der(Q’) (i.e. estabilizam a
subélgebra octoniénica O0’). Portanto, g = der(O’).

O

130



Referéncias Bibliograficas

Baez, John: The Octonions, Bull. Amer. Math. Soc. 39 (02): 145 205, 2002;

Humphreys, J.E.: Introduction to Lie Algebras and Representation Theory,
Springer Verlag, 1997;

Lee, John M.: Introduction to Smooth Manifolds, Springer Verlag, 2002;

McLewin, Kelly E.: Octonions and the Exceptional Algebra go, Tese de
Mestrado, Virginia Polytechnic Institute, 2004;

Jacobson, N.: Cayley numbers and simple lie algebras of type G, Duke
Math. J., 5(1939),775-783;

Jacobson, N.: Lie Algebras, Wiley and Sons, 1962;

Schafer, Richard D.: An Introduction to Nonassociative Algebras, Elsevier,
1966;

San Martin, Luiz A. B.: /flgebms de Lie, Editora Unicamp, 2009;
San Martin, Luiz A. B.: Grupos de Lie, notas de aula, 2011;

Springer, Tonny A. e Veldcamp, Ferdinand D.: Octonions, Jordan Algebras
ans Fxceptional Groups, Springer Verlag, 2000.

131



132



Lista de Simbolos

(Dij)

u(V)

GL(V)
Im(A)
Lie(G)

Familia de derivagoes em Qg parametrizadas por uma tripla bésica,
pagina 96

Algebra Degenerada dos Numeros Complexos, pagina 45

Algebra dos Niimeros Quatérnionicos, pagina 46

A Complexificacao da Algebra dos Numeros Quatérnionicos, pagina 61
A Algebra Degenerada dos Ntumeros Quaternionicos, pagina 46
Algebra dos Numeros Octoniénicos, pagina 47

A Complexificagao da Algebra dos Numeros Octonidnicos, pagina 62
Algebra Degenerada dos Numeros Octonidnicos, pagina 47

A Algebra das Derivacdes em A, pagina 84

Algebra de Lie das transformacgoes lineares V' — V', pagina 9

Radical soluvel da algebra de Lie g, pagina 11

Subélgebra de Lie de gl(V') das aplicagdes X com tr(X) = 0, pagina 6
Subalgebra de Lie de gl(V') das aplicagoes X tais que X* = — X, pdgina 6

Subalgebra de Lie de gl(V) das aplicagdes X tais que X* = —X e
tr(X) = 0, pagina 7

Subélgebra de Lie de gl(V') das aplicagoes X tais que X* = — X, pdgina 7
Grupo das transformagoes lineares invertiveis de V em V', pagina 1
Subespaco dos elementos ortogonais & 1 em A, pagina 32

Algebra de Lie dos campos invarientes a esquerda de um grupo de Lie
G, péagina 3

Espago vetorial das transformagoes lineares de V em V', pagina 1

133



O(V) Subgrupo de Lie de GL(V) das aplicagoes T com TT* = I, pagina 6
SL(V) Subgrupo de Lie de GL(V) das aplicagdes T com det(T) = 1, pdgina 6

SO(V) Subgrupo de Lie de GL(V') das aplicagoes T com TT* = I e det(T) = 1,
péagina 6

SU(V) Subgrupo de Lie de GL(V') das aplicagoes T com TT* = I e det(T') = 1,
pagina 7

U(V) Subgrupo de Lie de GL(V') das aplicagdes T com TT* = I, pagina 7

exp Aplicagao Exponencial Lie(G) — G, pdgina 5

134



Indice Remissivo

algebra, 30
normada, 30
algebra alternativa, 36
algebra de Lie, 8
abeliana, 8
nilpotente, 11
semissimples, 12
simples, 12
soluvel, 11
de um grupo de Lie, 3
algebra normada
de divisao, 55
degenerada, 55

aplicacao exponencial, 5
automorfismo de algebra normada, 34

campos invariantes a esquerda, 3
colchete de Lie, 3
conjugacao
de uma algebra normada, 32
em uma algebra de Lie complexa,
25
conjugacao em O¢, 111

decomposicao de Cartan, 27
derivacao em uma &algebra, 84
diagrama de Dynkin, 21
dupla bésica, 77

férmula de Killing, 18
forma de Cartan-Killing, 13, 16
forma quadratica, 29
forma real, 26
compacta, 26
normal, 27

grupo de Lie, 1

grupo de Weyl, 19

homomorfismo
de algebras de Lie, 9
de grupos de de Lie, 1
homomorfismo de dlgebras normadas,
34

ideal de uma &algebra de Lie, 9
isomorfismo

de algebras de Lie, 9
isomorfismo de algebras normadas, 34

matriz de Cartan, 20
processo de Cayley-Dickson, 42

radical solavel, 11

representacao, 10
adjunta, 10
peso de uma, 12

sistema de raizes, 15
sistema simples de raizes, 19
subéalgebra
de Lie, 9
normada, 49
octonidnica, 82
quaternionica, 80
subgrupo de Lie, 6

transformagao ortogonal de algebras nor-
madas, 34
tripla bésica, 80
base induzida por uma, 82
derivacoes parametrizadas por uma,
96

135



