ANEIS EUCLIDIANOS

i LUIZ ANTONIO PERESI

Dissertagao apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e €iéncia de Com
putagao da Universidade Estadual de Cam
pinas como requisito parcial para ohten-
¢ao do titulo de Mestre em Matematica.

ORIENTADOR: Prof. Dr. JOUN EDMONDS DAVID'

Este trabalho foi realizado com o auxilio financei-

ro da Fundagic de Amparo A Pesquisa do Estado de Sao Paulo.

~dezembro de 1977~

sow o P ER

goy TRy
I
L



A meus pais e Mivako



INTRODUCAO

O objetivo do presente trabalho & um estudo dos anéis eu-
clidianos e introdugao aos problemas em aberto dessa area.

Iniciamos o nosso trabalho apresentando as definigodes e
resultados basicos dos anéis euclidianos, suas propriedades ele
mentares e de estabilidade e os exemplos classicos.

Em seguida, mostramos que todo anel euclidianc admite um
algoritmo minimo. Esse algoritmo minimo pode ser construido por
construcao transfinita. Essa construgao fornece uma condigao
necessadria e suficiente para que um anel de integridade seja eu
clidiano. Apresentamos duas construgoes transfinitas: uma fei

ta por T. Motzkin ((4), 1949) e a outra por P. Samuel ((10);
1971) . Mostramos que a construgao transfinita de Samuel na-
da mais é que uma generalizagdo da construcgao transfinita de

Motzkin. Aléem disso, mostramos que um anel de integridade e
Motzkin-euclidiano se e somente se & Samuel euclidiano (quando
o conjunto W da construcgao transfinita de Samuel é o anel dos .
inteiros). Esses aois altimos resultados sao inéditos do nos
so conhecimento,

Em varios casos, o algoritmo minimo pode ser explicitamen
te construido, mas sua estrutura &€ complicada em geral. Cons
truimos o algoritmo minimo para o anel dos numeros inteiros, pa
ra o anel dos polindmios em uma variavel e para um anel princi

pal com um nimero finito de ideais maximais.

Seja A um dominio euclidiano, 6 seu algoritmo minimo e S

um sistema multiplicaﬁivo de A com0 ¢ S. O algoritmo 6 in--

duz um algoritmo 6' em s~ia (lema 1.4.6). ©0' nao é neces-.
sariamente o algoritmo minimo de s 1a. Como exemnlo, cons—-
1 n

truimos o algoritmo minimo.8'' de S A, A =2 e 35 o conjun-
to dos numeros inteiros primos com 6 e mostramos que esse algo-

ritmo & diferente de 0'. Nossa descrigdo explicita de 6''



também & inédita do nosso conhecimento.

A seguir, apresentamos alguns resultados basicos sdbre do
minios de Dedekind e nimero de classe. Em particular, apresen
tamos o numero de classe dos inteiros algébricos de o[vd] ,
para diversos d (d inteiro positivo livre de quadrados).

Classificamos todos os anéis de inteiros de QE’—@I e al
guns anéis de Q[?Tﬂ (d inteiro positivo livre de quadrados)e
de corpos ciclotdmicos, gque sao euclidianos.

Terminamos apresentando exemplos de anéis principais que
ndo sao euclidianosd e problemas em aberto.

Quero externar aqui o meu agradecimento ao Prof. Dr. John
Edmonds David pela proposigdo do presente trabalho, pela orien
tagdo, pelo incentivo e, principalmente, pela resolugao dos

problemas inéditos apresentados.

Agradego o apoio da FAPESP através da concessao de bolsas
de estudo, sem as quais este trabalho nao teria sido realizado.
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ANEIS EUCLIDIANOS

1.1 - Definicoes e resultados basicos

Definiqéo 1.1.1 - Dado um anel comutativo A, um algoritmo eucli--

diano em A & uma aplicagao Yy: A —» W, onde W é'um\ conjunto

bem ordenado, tal que: |,
(a) y(ab) 3 yp(a) para todo a, b ¢ A-(0)
(b) dados a, b€ A, b # 0, existem q, r e A, tais que

a=bg+r e y(r) < p(b)

Definicdo 1.1.2 - Um anel de integridade com algoritmo euclidia-

no & denominado anel euclidiano.

Teorema 1.1.3 - Seja A um anel euciidiano e seja I um ideal de

A, Entdo, existe um elemento ay € I tal que I consiste exata--

mente de todos os ayX quando x percorre A,

Demonstracao:

Se I consziste exatamente do elemento 0, basta fazer .

ag = 0 e a conclusao do teorema vale.
Assim, podemos admitir que I # (0); portanto, existe a # 0

em I, Tomamos um a, € I tal gue w(aO) seja minino,

Suponhamos que a € I. Pela propriedade (b) do algoritmo



em A (1.1.1), existem t, r € A tais que a = tay + r onde r =0
ou yY(r) < w(ao). Como a e taO estdo em I, segue que r € I.
Da escolha de a r a Unica possibilidade para r & r = 0, e

a = tao, 0 que demonstra o teorema.

Representamos o ideal de todos os multipos de a por (a) ou
Aa,

Defini¢do 1l.1.4- - Um anel de integridade A com elemento unidade

€ um anel principal se todo ideal I em A & da forma I = Aa pa-

ra algum a € I,

Corolario 1.1.5 - Um anel euclidiano possui um elemento unida-
de.

Demonstracao:

Seja A um anel cuclidiano. Como A & um ideal de

A, pelo teorema 1.1.3, existe u, € A tal que A = (uo). Logo,

0
uy = u,c para algum.c ¢ A.
Se a € A, a = xuo, para algum x € A, Logo, ac =(xuo)c =
x(uoc) = xuo = a, Assim, ¢ € o elemento unidade.

Denotamos o elemento unidade de um anel euclidiano por 1,

Em vista do teorema 1.1.3 e do seu corolario 1.1l.5, pode---

mos concluir que todo anel euclidiano é um anel principal.

Definicdo 1.1,6 - S& a # 0 e b estdo em um anel comutativo A,

entao a divide b, se existe ¢ € A tal que b = ac,

Usamos a notagdo a / b para representar o fato de que a di-

vide b.

Definicao 1.l.7 - Se a,b € A, entdo d € A & dito um maximo di-



visor comum de a e b se:

(1) d /ae 4 /b

(2) sempre que ¢ / a e ¢ / b, ent3o ¢ / d
Usamos a notagao d = (a,b).

Lema 1.1.8 - Seja A um anel euclidiano. Entdo, dois elemen--

tos quaisquer a e b em A possuem um maximo divisor comum d.

Além disso, d = )a + Mo para certos A,u € A,

Demonstracdo : -

Seja I = {ra + sb , res percorrendo A}l. Afir-
mamos que I € um ideal de A. De fato, se x e vy estao em I,

entao x = r,a + s;b e y = r,a+ s,b. Logo, X~y =

(rl - rz)a»+ (sl - sz)b e I. Se~g E A, ux = u(rla + slb) =

(url)a + (usl)b e I.

Como I & ideal, pelo tecrema 1.1.3, existe um elemento d
em I tal que I = (d). Do fato de d e I e todo elementodel
ser da forma ra + sb, d = A + b para certosi,u € A,

Pelo corolario l.l;S, A possui um elemento unidade. As--~
sim, a = la+0b eI eb = 0a+ 1lb € I. Estando em I 530
ambos multiplos de d , donde 4 / a e d /b.

Suponhamos, finalmente, que ¢ / ae ¢ / b; entao, c / ra
e‘c'/ pub, de modo que c / Xa + Ub = d.

Portanto, d satisfaz tedas as condigoes exigidas para um

maximo divisor comum e o lema estd demonstrado.

Definicao 1.1.9 - Seja A um anel comutativo com elemento uni-

dade 1. Um elemento a €A & uma unidade em A se existe um ele

mento b €A tal que ab = 1,

Definicao 1.1.10 - Seja.-A um anel comutativo com elemento unie~



dade. Dois elementos a e b sao ditos associados se b = ua

para alguma unidade u em A,

Lema 1.1.11 - Seja A um anel euclidiano e a, b € A, Entao,

para todo algoritmo P em A, temos:
(1) Se b ndo & uma unidade, Y (a) < ¥ (ab)

(2) a @ uma unidade se e somente se Y (a) = P (1)

Demonstragcao :

-

(1) Pela condigao (b) da definigao de  algori-
tmo euclidiano (l1.1.1), a = abx + ronde r € A e UY(r)< Plab).

Logo, r = a - abx = a{l -bx) e r € Aa. Como o valor que Y

assume em a & o minimo de 1y para quaisquer valores de Aa e

y(r) < y(a), a lnica possibilidade & bx = 1 e b & uma unida-
de de A. Absurdo. b nido € unidade, por hipdtese.

O resultado disso & ¥ (a) < U(ab).

(2) suponhamos que ¢ (a) = y(l). Como 1l e a sao-

elenentos de A, pela definig¢do de anel euclidiano (1.1.2), se-
gue gue existem X, re A tais que 1 = ax + r, com P(r) <
Ppla) = P(l). Se 1 # 0, entao r = r.L, contrariando P (r) <
p(l). Logo, ¥ =0 e 1 = ax, donde a & uma unidade,

Se por outro lado, a @ uma unidade, existe x e A tal que

ax = 1, Pela propriedade (a) da definig&o de alaouritmo eu--—
clidiano (1.1.1), ¥ (a) € ¥v{(ax) =9 (1) e também P {1) g
Y(a.l) =9 (a). Logo, ¥v(a) = H»(l).

Definicdo 1.1.12 -~ No anel euclidiano A uma nao unidade 0# 7
& dito um elemento irredutivel de A ge sempre que Wo=oab

onde a e b estdo em A, ent3o a ou b & uma unidade,

Definicdo 1.1.13 - No anel euclidiano A, uma nao unidade




T & dito um elemento primo de A se sempre que ¥ / ab, - onde

aeb estio em A, entado m/ a ou 7w/ b,

Lema 1.1.14 - Seja A um anel euclidiano, Entdo, todo elemento

em A & uma unidade em A ou pode ser escrito como o produto de
um nimero finito de elementos irredutiveis de A,

Demonstracao :

A éemonstragéo & feita por indugdo sdbre ¢ (a).

Se Y(a) = P(1), entdao a &€ uma unidade (1.1.1l).

Admitimos que o lema seja verdadeiro para todos os elemen-
tos x em A tais que Y(x) < Y(a). Se A & um elemento irreduti--
vel de A, nada ha a demdnstrar, Portanto, suponhamos que
a = bc, onde b e ¢ ndo sao unidades em A. Pelo lema 1.1.11,
Y(b) < P(be) = YP(a) e YP(c) < Y(bec) = YP(a). Assim, pela nos-
sa hipOtese de indugdo, b e ¢ podem ser escritos como produtos

de um numero finito de elementos irredutiveis de A:

b= T, .7 ™ e ¢ = 1wt .7

l' Zooln l
Consequentemente,
a = hbc =1

ﬂnaﬁ' ,..n'm e desta forma a foi fatorado como

ll.. l
um  produto de um nimero finito de elementos irredutiveis. Is-

to completa a demonstragao do teorema.

Definicdo 1.1.15 - No anel cuclidiano A, a e b sdo ditos pri--

nos entre si (ou relativamente primos) se seu nmaximo divisor

comum & uma unidade de A.

-

Como todo associado de um maximo divisor comum & um maximo
divisor comum, e como o elemento unidade 1 & associado de qual-
quer unidade, se a e b sao primos entre si podemos admitir due
(a,b) = 1.

Lema 1.1.16 - Seja A um anel euclidiano. Suponhamos que para




a, b ea, a/bc e (a,b) = 1. Entao, a / c.

Demonstracao :

Do lema 1.1.8° e (a,b) = 1, segue que 1l =
Aa + pb. Multiplicando essa relagao por c, obtemos c =
Aac + ubc. Ora, a / \ac, sempre, e a / ubc pois a / bec;

portanto, a / (lac + ubc) = c.

Lema 1.1.17 ~ Se ¥ & um elemento irredutivel no anel euclidia-

no A e m/ ab; onde a, b e A, entdon divide pelo menos a ou

b.

Demonstracao :

Suponhamos que ¥ nao divide a; entdao (m,a) = 1;
Pelo lema 1.1.16, 7/ b,

Corolario 1.1.18 - Se 7 & um elemento irredutivel no anel eucli

diano A e se T/ al‘az"'an entao v divide pelo menos um dos

Demonstracao:

Segue do lema 1.1.17, por indugao sdbre n.

Teorema 1.1.19 - (Teorema da Unicidade da fatoragdo)

Seja A um anel euclidiano e a # 0 uma ndo unidade em A, Su

e amos que =T ®_,, 0 = 7' w? ,,, 7' onde 0s
ponhamos que.  a 1 2°""'n 1°" 2 m s

ﬁi e o0s “'j sao elementos irredutivaeis de A, Bntao,

n=me cada “i, 1 €1 €n  é associado a algum ﬂ'j, 1< 3,

j € m e, reciprocamente, cada ﬂ‘k & associado a algun "q .

Demonstracao :




Como a ="7m_ W ,,. T = TV 7 T T
l 2 n l. 20.0 m ’ l diVide
T T, ...T e portanto @ divide w'_ ,w'_,..7T' |

1° 2 n k 1 1 2 m Pelo
corolario 1.1.18, v, divide algum W'i ;  como T e
ﬂ'i sao ambos elementos irredutiveis de A, eles si3o associa
dos e “'i = ul'ﬂl’ onde uy & uma unidade de A. Assim,
[

'n ﬂﬂ ...Tr = 'Tr' ..TT' .'.Tr' = u .Tr' 'n' ...Tr" 'Tr .'H'O ...Tr
1° 2 n 1l 2 m 1 17 27 i-1°" 1 i+l m

Cancelando . ficam om M ... W = W' ., @', _.wr, o, !

Apds alguns passos, o0 primeiro membro torna-se o elemento uni
dade 1 e o segundo membro o produto de um certo nuimero de T',

J
(o excesso de m sdbre n)., Isto implica, n £ m (os 7 nao
sdao unidades) .
Analogamente, m £ n, de modo que n = m,
No processo, mostramos também gue todo "ﬂi possui algum ﬂ'j
como associado e reciprocamente,
Definicdo 1.1.,20 - Um anel de integridade A, com elemento uni-

dade, & um anel fatorial se:

’

(a) todo elemento naoc nulo em A & uma unidade ou pode ser es--
.
k|

crito como o produto de um niimero finito de elementos irredusd

veis de A.

(b) a decomposigdo na parte (a) & lnica a wenos da ordem e de

associados de elementos irredutiveis.,

Combinando o lema 1.,1.14 e o teorema 1.1.1°, podemos con--

cluir gue todo anel cuclidiano é um anel fatorial.

Definicdo 1.1,21 - Um anel comutativo A & um anel nostheriano

se satisfaz a seguinte condigao:

(acc) toda cadeia estritamente crescente de ideais de A e



finita,

Lema 1.1.22 - Todo anel principal & noetheriano.

Demenstragido :

Seja A um anel principal. Seja I]gjjzgl... 3N

uma cadeia estritamente crescente de ideais de A. UIi & um

ideal de A. Como A & principal, existe y ¢ Ul tal que
UIi = Ay. Existe tambem um n tal que Yy € In, Logo, In+k C
JI, = C - . -

VI, AY-In' para todo k Como I CI .. Ppara todo k,
segue que In+k = In’ ‘para todo k.

Portanto, essa cadeia € finita, o que demonstra o lema.

Lema 1,1,23 - 0 ideal I = (ao) & um ideal maximal do anel eu-

clidiano A se e somente se a, & um elemento irredutivel de A,

Doenonstracao :

Demonstraremos primeiramente que se a, nao for um

, N
elemento irredutivel, entao I m”(ao) nao & um idezal maximal.
De fato, suponhamos que a, bc, onde b,c € A e nem b e nam <cC
sSo unidades. Seja B = (b); entdo, certamente a, € B e logo

IC B. Se B=A4A, entdol € Be 1 = xb para algum x € A, impli

cando gque b & uma unidade em A, O que & absurdo.. Por oukro
lado, se I = BB, enta3o b ¢ B = I, donde b = <,a, para algum
X € A. Combinado c¢om a, = hc, isto resulta em &y = xcao,
e consequentemente x¢ = 1. Mas isto implica que « ¢ uma unidade

em A, contradizendo novamente nossa hipdtese. Portanto, B ¢ di-
ferente de I e A e, como I C B, I ndo pods ser un ideal naxi-
mal de A,

Reciprocamente, suponhamos que a, seja um elemento lrxcduti



vel de A e que U seja um ideal de A tal que I = (ao)g U C A.

= € ( = =
Pelo teorema 1.1.3, U (uo). Como ag 14U (uo), a, XU,
para algum x € A. Mas a, &€ um elemento irredutivel de A, donde
segue x ou u, & uma unidade em A, Se u, é uma unidade em A, U =
A. Se, por outro lado, x & uma unidade em A, x—l € Ae a rela-
cao a, = xu, torna-se u, = x~1 o £ I, pois T & um ideal de A,
Isto imnlica que U C I; junto com I C U concluimos que U =1,

Portanto, n20 .existe nenhum ideal de A que esteja estritamente
contido entre I e A, - Isto significa que I é‘um ideal maximal
de A.

Corolario 1.1.24 - Seja I um ideal de um anel principal A.  En-

tao, I esta .contido em um nimero finito de ideais maximais.

Demonstracao:

Seja x € A tal que T = (x). Sejam Mi-Q I ideais ma--
ximais. Para todo i existem nrimos Py tais que My = (pj). Tam--
bém, Mi = Mj gse e somente se 1 = j e isto acontece se e somente

se p; e pj siao azsociados, Entao, podemos definir

I, = (w-——§~a-). Claramente I, & um ideal de A e
i Tyes P 1
....l ¥
Il g.Iz C I3 C oono g_Ii C ... Mas, pelo lema 1.1.21, A e

ncetheriano. Entdo, podemcs concluir que essa cadeia € finita e
isto & equivalente .a "o ideal I estd contido em um nlmero finito

de ideais maximais”.

Corolarjo 1.1.25 - Seja A um anel principal, p € A primo a

~ i - - o .
x € A, Entao, p / x para no maximo um numaro  finito de

Iindices i.



10.

Demonstracao :

Para todo Indice i tal que p- / x  definimos

X -
= —) . . C I,

Il ( . ). Claramente Il e um ideal de A e Ii G Il+l pa

ra todo Indice i. Como,pelo lema 1.1.22, A & noetheriano ,

segue que a cadeia Il;ZIz.i.... & finita. Lcgo, o nimero de

: . . i - .
indices i para os quais p~ / x & finito.

Teorema 1,1.26 - Todo anel principal A & anel fatorial.

Demonstragcao :

Seja x € A, Se x & uma unidade ou um -elemento

primo de A, nada ha a dzmonstrar.
Suponhamos que x ndo & unidade e ndo & primo. Pelo corola
rio 1.1.23, (x; C Ml,...,Mn onde os M, sao ideals maximais
de A. Como A & principal, existem Pyree«r Py primog em A

tais que My = (pi),..., Moo= (pn). Pelo corolario 1.1.24,

. . . 1.
para i = 1,...,n existem k; tais que A

k, k, L k, = ~
p, i / x e p, i+l / x, Também p, i e pjkj nao sao

. o, . . k., .
iguais para i # j. Logo, ﬂpi i / x e existe y € A, tal

gque x = ﬂpiki.y . Se (y) # A, exigte um ideal maximal M =

(p), P primo em A, p nao associado a nenhum Dy (se p & associa
+

k. l o o -~
do a algun i1 Py /vy e Pyt / x, que e uma contradicao )

tal que (y) = M. Isto contradiz o fato de que (x) esta conti
do no maximo em n ideais maximais. Logo, (y) = A. O elemon
to 1 pertence a A; entao, existe z ¢ A tal nque yz = 1. Por
tanto, vy & uma unidade,

Assim, demonstramos que todo elemento ado unidade e nao
primo de A pode ser escrito como um produto de primos de A

qua implica A & fatorial,



11.

1.2 - Propriedades eclementares dos andis cecuclidianos

Lema 1,2.,1 - Para b e€ A, b # 0, temos yY(b) > ¢(0). Logo,

P (0) & o menor elemento de y (A).

Demonstracio:

Pela parte (b) da definigdo de algoritmo euclidiano

(1.1.1), 0 = bg + b, com w(bl) < Y(b). Por indugdo, defini--

mos uma sequéncia b, bys ++. , b~ de elementos dea A com

a seguinte propriedade: se b, = 0, a sequéncia ja esta construl

da; -sec bn # 0 -escrevemos 0 = bn 2 + bn+l com w(bn+l) <
w(bn). Como (W(bn)) 8 uma sequdncia estritamente - decrescente

de elementos de um conjunto kem ordenado, deve ser finita., Lo--

go, e=xiste n > 1 tal qﬂe bn = 0, Ent3o, ¢(0) = w(bn) < P(b).

Lema 1.2.2 - Unm elemento b € A tal que y(b) € o menor elemento
de Y(A) - {p(0)} & uma unidade em A,

Demonstracao:

Por hipdtese b & diferente de 0. Para todo a em

t

A, temos a = bq + r com Yi{xr) < P(b); logo ¥ =0, Entdo, A =

(b) e b & uma unidade,

Definigﬁo 1.2.3 -~ Uma aplicagéo Y: A —-—> W, onde A & um anel

comutativo e W €& um conjuato bem ordsnado, satisfazendo a condi-~

cZo (b) da definicdo de algoritmo cuclidianc (1.1.1), 2 denomi-
nado algoritmo fraco.

Um algoritmo fraco nao satisfaz, necessarlamente, & condigao
(a) da definigao 1.1.1, como mostra o exem»lo
ixenplo 1.,2,4 -~ Seja A =2, P:A —-—> N, U¥(n) = ]nj para

n#5 a Y{(5) = 13,

Para todo n # 0 em A tal que [nlg¢ 5 ou |n|» 14, 08 represen-



- 12,

tantes r =0, 1, ..., ]n]* 1 de classes mGdulo n satisfazem

Y(r) < ¥(n).

Para 6 < ln] £ 13 substituimos o representante

(9]
*J

O

H

(o]}

5 - |al, o qual também satisfaz W(5 =|n|) < ¥(n). Logo, v
um algoritimo fraco.
Mas ¥{5) > ¥(10) e ¥(5) > Y(-5), contrariando a condigao (a)

da definigao 1.1.1.

Entretanto, um anel com algoritmo fraco adnite algoritmos
euclidianos, como mostra o

Lema 1.2.5 - Sa& YA —» W & um algoritmo fraco, aentao

"’1‘ A —> W, definido por v (0) =¥(0) e

]
1’)J.(a) = min ¥ (b) para a#0o0
b & aa - (0)

é un algoritmo tal que:
a) wl(ac) = wl(a) se e gomente sce Aac = Aa

b) wl(a) <& Y(a) para a €1A.

Damonstracao :

Como W & bem ordenado wl estd bem definida.
Se b € Aac, entao b € Aa, Logo, Aac C Aa, Pala definicgao

de wl' wl(ac) 2 wl(a). Isto demonstra a condigio (a) da

definigao de algoritmeo euclidiano (L.1l.1).

Sejam b # 0 e a € A; pela dafinigao de ¥, T () =ulbe)
para um certo ¢ € A, Pela condicao (b) da definicio 1,1.,1, -

a = bcqg + r com Y(r) < Y(bc); logo, %ﬁlﬂ £ W (r) < ¥ (be) =
b (b) . Isto mostra gque & um algoritmo. '
Finalmente, come a € Aa ~ (0), da definigdo de wi' gaegue

que w](a) £ yY(a) para todo a € A, Isto demonstra a paxrte (b),

Por outro lado, se wl(ac) = @l(a), a = acyg + r | com



wl(r) < wl(a); como r = a(l -cq), a parte b) implica que r = 0,

Logo, Aac = Aa, Assim, a parte a) do lema est2 demonstrada.

Em vista do lema 1.2.5, todo anel de integridade com algo--

ritmo fraco & euclidiano.

Corolario 1.2.6 - (reciproco do lema 1.2.2)

Se € como no lema 1.2.5 e se u é& uma unidade de A, en-
1

tao b, () € _o menor elemento g de Y(A) - {P{(0)1}.

Demonstragao:

Pelo lema 1.2.2, existe uma unidade u' com valor

p(u') =8, Como u & associado a u', u' = uc para alguma
unidade ¢ em A, Logo, Au' = Auc e pela parte a) do lena
1.2.4, wl(uc) = wl(u’). Como wl(uc) = ¥, (u), seque que

wl(u) & o menor elemcnto de y(a) - {W(O)}.

0 corolario acima nem sempre vale para algoritmo rraco

como mostra o

Excmplo 1.2.7 - Em 72 definimos: Y(n) = In] paran # 1 e
U(l) = 2. Paran # 1, usamos 0, 1, ... , |n|] - 1 como represen
tantes mddulo n e paran = 1 usamns 9 e -l como raprasen—-
tonte mddulo 2. Assim, ¢ & um algoritmo fraco em Z. 0
elemento unidade 1 & uma unidade em &, mas  W{-1) = 1 <

l!/(_l_) = 2.,

1.3 - Anéis de valorizacoaes

Definicdo 1.3.1 - Seja A um dominio de integridade., Uma apli--

cagdo V: K* —» G, onde E & o corpo de fragies de A, K* =

3
K - {0} = {unidades de K} e G & um grupo abeliano totalmente or
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denado, tal que V(xy) = V(x) + V(y) e V(x + y) > min{V(x),V(y)}
& denominada uma valorizaciao de K,

-

O conjunto A, = {x ¢ K* tal que V(x) > 0} U {0} e um
anel. De fato, se x e y € A entao V(x) 20 e V(y) > 0. Co-

mo V(x + y) 2> min {V(x), V(y)}, segue que V(x + y) 2 92 e logo
X+ y € AV' Também, como V(ixy) = V(x) + V(y), scgue qué
Vixy) > 0. As outras nropriedades de anel seguw:n facilmente,

0O anel AV & denominado anel da valorizacdo V.

e,

Seja A um anel principal. Vamos determinar todos os anéis
das valorizagbes nao. triviais, do corpo de fragbes K de A,

que contem A.

Seja A, o anel da valorizagdo V de K tal que A & A,. Se--
ja p um primo em A, Dcfinimos Vp : K*¥ —3» 2 da seguinte
. ' a
maneira: se x g K¥, ascrevemos X = —%n com a 2 b em A;
. el = LBa At '
x pode ser escrito, também, como X = p~ - com a' e b em
A, (p,a') = (p,b') =1le t € 3; entdo, Vn(X) = t,
Y
Por exempleo, se A =% e p = 5, entdo
120 120 24 =1
= » S s DD eeemos o ) a
V=337 )= 1 pol 32 5
32 ; 32 32 .~
v { ——«3-?-“ -1 nois 3 = et . 5
120 ol 120 24
E facil verificar que Vp & uma valorizagdo,
vamos mostrar que Av = AV , vara algum primo p # 0. Se
, P
El t F -
Xedy Xx= =—.p, tel3, (2,p) = {(b,n) = 1 e
a t 1 t A
0 € Vix) = V(m§~) + V{(p ") = V{a) + V(?gw) + Vin~T) ., Como

0 = V(1) = V(m%) = V(b. L = vm) v,
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V(bl— = - V(b). Logo, 0 < V(a) - V(b) + V(pY).

Seja M = {x € K*¥ tal que V(x) > 0}, Como seria mostrada no
lema 1.3.7, M & um ideal maximal de A Tawbém, M, 0 A
& um ideal primo de A. De fato, se a e b estdo em A C A, e

ab estd em M, NA, entao a ou b pertence MV (MV & maximal), Co

mo a e b estao em A, a ou b pertence a M, N A, Pambémn,

M, N A # (0). De fato, como V & nd@o trivial, cxiste O#y e M.

Escrevendo x = ~{%, temos 0 < V(x) = V&) - V{d) ou
v(d) < V(c). Como A C.AV, 0 ¢ V(dg) e, portanto, N < V{g) .

Logo, ¢ &, NA 0. Portantoe , 0 # M, N A =An para algum

N

primo p # 0 em A,

Como (p,a) =1, a€ A - (M, N A) e a¢g M Logo, Vi{a, = 0.

VI
Analogamente, V(b) = 0. Entdo, 0 < V(x) = V(pt) = t., V(p). Co

no Vo(p)zn,temos t 2 0 e podemos conclulr que x € Ay

o]

P - ; <¥s) e A ~
Por outro lado, se x Vp entio x = .po, tx o0,

1 = (a,p) = (b,p). Entdo, V(x) = V{a) ~ V(ib) + V(pt) =t,V{(p) .
Como V(p) 2> 0, t£.V(p) > O, Logo, V{(x) » 0 e x ¢ A, -

Definicfo 1.3.2 - Seja V uma valorizagao em K (corpo de fra--

coes do anel de integridade A). Seja p um primo tal que
A =A - Xy
Sy V. . V & normal se V = V_,
P r—— b
Nefinicao 1.3.3 = Seja V: K*¥ —-» @ uma valorizogdo. O con=

i 8 LN <t W5 il it

junto FV ={v(x) tal que x ¢ K*} & denominado o grupo ¢ vald--

raz de V.

E f&cil verificar que’ (FV,+} & um grupo abaliano totalinente
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ordenado.

Definig¢do 1.3.4 - Uma valorizagdo V: K* — G & discreta (de

pOsto 1) quando PV =z 2 onde = significa isomorfismo de grupos

abelianos totalmente c¢rdenados.,

Exemplo 1.3.5 - Seja A um dominio de integridade; p € A um
primo tal que (qul = (0). Afirmamos que Vp & uma valoriza--

¢ao discreta. De fato:

-1) Vp e bem deﬁinida em Z pois se a # 0 e pm / a entdao m é
limitado; caso contrario, a ngApi = (0) e a seria igual a 0.

2) Vb(ab) = Vp(a) + Vp(b) poié se 0 # a = pna' e O%b = pn'b‘:
com (p,a') = (p,b'") = 1, entdo Vp(a) = n, VP(b) = m - e

Vp(a.b) =n + M..

3) Vy(a+b) >min {V (a), V (b)} pois se 0 #a = plar e
0 #b = pnb', entdo a + b = p'a' + p'b' =

)min{n, m}

n - min{n, m} m - wmin{n, m}

= ¥ . (p . a +op b')
4) I‘V = 7 pois claramente I C 2 e, além disso, dado t ¢ 2 e-
P A4
xXiste pt e A tal qua V (pt) = £t e logo 2 C FV
: P D’
Observe gue vp(a) & o mancr m tal que pm / a. Obhzarve
amha 1o v—r- ..........a S & -\ ¥ 2 i
tambem que Vb satisfaz Vp( ) Vp(a) VP(J) (&) . De fato, .
s@ -2 = -2- entdo V (ay) = V _(bx), V_(a) + V_(y) ="
” b Y ; P protr TRt p e

= Vp(b) + Vp(x), Vp(a.) - Vp(b) = Vp(x) - Vp(y) e (*) eagta bem

definida; também,

a = - oy . = 2) 4 - '--
Vp(_g_, -2 ) = VP(QA)A Vp(bj) Vé(a) V?(x) Vp(b) Vp(Y)
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v - - = ..a. )..(. N R
p(a) Vp(b) + Vp(x) Vp(y) Vp(b) + Vp(y). E ainda

a X .
Vp(B + §) = Vp(ay + bx) - Vp(by)> mln{Vp(aY) , Vp(bx)} - (Vp(b)—vp(y)b

a
VP (}3‘) 4

mln{vp(ay) ~ Vp(b) - Vb(y) Vb(a) - Vb(b)

i
It

- - - %3 =
Vp(bx) Vp(b) Vp(y) Vp(x) Vp(y) Vp(y)}

o a X
= min {Vp(E)’ Vp€§)}

Lema 1.3.6 - Seja V: K* —3 G uma valorizagao. O conjunto das

unidades de Ay e U(Av) = {x € K* tal que V(x) = 0}.

Dermonstracao:

Se V(x) = 0, entao V(%) 0. Logo, x ¢ uma unidade

em AV' : . i i

Seja x € AV e supcnhamos que V(x) =z > 0. Como S & um grupo

totalmente ordenado, -z nao »node ser maior que zero (se -z > 0,

z ~ 2z >0, que & uma contradicao em G); lego, é 4 Av e nor--
tanto x nado € uma unidade,

Bntdo, x € Av € uma unidade se e somente se V(x) =0.
Dofinicao 1.3.7 - Um anel comutativo A & um ansl local 3Q pos-
sui somente um ideal maximal,

Lema 1.3.8 - Seja V: K* ——5 G uma valorizagio. Ay S um o anel

local e M = {x € K* tal que V(x)> 0} é o Gnico ideal maximal de

Demonstracdo:

Se x e y estdao.em M, Vix) > 0 e V(y) > 0. Cond

v!
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o grupo G & totalmente ordenado, V(x) + V(y) > 0. TLogo, x + y €
M- Se y € Ay, e X e U, entdo V(y)> 0 ¢ V(x)> 0; como G
& totalmente ordenado, V(xy) = V(x) + V(y)> 0. Portanto, M, e
um ideal de AV' .
Seja I um ideal de Ay tal que "y € I C Ay Se I # Ay»
entao T nao contem unidades de AV. Como Av - U(AV) = MV’ saque
que I = MV.

Lema 1.3.9 - Se V: K* —> G & uma valorizagao discreta, entao

'Av & .um anel principal. Além disso, A, possui somente dois

ideals primos: (0) e MV.

Demenstracao:

Seja I # (0) wum ideal de A

V(x) & o minimo dos V{(y), v € I. Se v € I, V(~¥—)2 0.
Logo, —§~ € Ay Portanto, v € (x) C I, Segue-sc que I = (x)

Claramente (0) & um ideal primo, Como M, & maximal, My, & pei-
mo. Seja P = (p) um ideal primo de Av. Como Mvé o Unico ideal
maximal de Ay P C My= (x). Logo, w / X. Qnt%o, x & ase-
sociado a p. Logo, Mv: P.

O lema 1.3.%  mostra que se V & uma valonizagi

e
& um anel principal. Como A é um subanel d2 K e K & um

tao A -
\Y%
coxrno, A & também um dominio nrincinal,

A

1.4 - Exemplos de andis euclidianos

R PPN

Nesta segdo, veremos alguns axemplos ¢lassicos de - anéls

euclidianos. No capitulo 3, veramos oukros oiemplos.
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Dafinicao 1.,4.1 - Um conjunto bem ordenado W contdm o conjunto N

dos nlmeros naturais como um segmento inicial se e somente se

existe oe W tal que I, = {B tal que B < a} & ordem-isomorfo a
N. |

lema l.4.2 = Suponhamos que o conjunto W contdm N como um

segmento inicial, que o anel A & um dominio de integridade e
AL . -
ue N A = (0) para todo primo am A. Seja (V
q p~ = (0) para todo primo p Seja (Vp)oep o con-
junto de todas as valorizagoes de A (correspondentes aos elemen-
tos primos de A).
Entao, para todo algoritmo Y em A tenos

‘ r . v1a b .
P(x) > 1 + pep Vp(x) para todo x # 0 em A,

Demonstracaoc:

Podemos substituir ¢ pory, ( onde ¥, & o algori-

tmo definido no lema 1.2.4), ja que ¥ (x) > Y (x) para todo X
em A. Se x' é um miltiplo estrito de x, temos Yo lx') > (x).
Intao, a nossa afirmacao & demonstrada por inducdo, comegando
com o caso & Vp(x) = 0 para todo », nogo, » / x nara todo p; -
esse fato implica que. x & uma unidade e wl(x) > L. EntSo,

W

Wl(x) 1 + va(x).

Sunonhamos que a nossa afirmagao & valida nara todo x em A tal

que ZIV’D(X) =n >0, Sejaye A tal que zvﬂ(y) =n 4 1, -
xiste um primo Py en A tal que Py /Y. Logo, se 2z = “é” en--

tao %(z) > 1 + ZVb(z).' Também, comno Py T Y,

l%(y) > di(z) (1L.2.4 ., a). Como W & bam ordenado, tornos:
v' tal que di(z) <v'} ¢ ' tal que 1 + 5V _(2) < v
min {v' tal que di(z) <v'} 2 min{v' tal qua 1+ 5V _(z) <v'}.
Como, por definicao, 1.{J](z) + 1 = minf v’ tal que Qi(z)< v'} e

1+ 1 + >7vp(z) = min ' tal que 1 + L V”(z) < '}, entao

O
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'

wl(z)+l > 2 + ZVp(z). Logo, wl(y) > wl(z) + 1 3
2 + LV (z) = 1+ LV (¥).

Lema 1.4,.3 - Um dominio principal A com um nimero finito de

ideais maximais Apys eee 4 AP é euclidiano para o algoritmo

bi(x) =1 +iglvi(x) para x # 0 e Y(0) = 0, onde Vi denota a
valorizagao normal V_ ,
Py

Demonstracao:

Seja b um elemento nao zero de A e X' um elemento
de A/Ab. Temos que encontrar um representante x de x' em A

tal que VY(x) < ¥(b). Para x'=Otomamos x = 0. Para x' # 0,
existem Indices i tais que v, (x") < v, (B) (caso contrario, X'

pertenceria a Ab e x'= 0). Para um fndice 3 tal que Vj(x')zvj(b),

como __x' e b £ Ae vV.(__ b ) 0 oxiste o
V. (bT i (b) J v“(“b"“‘j‘ .= ? eXigte uJ
Ps 3 Ps 3 Ps 3
J J J
tal que x! : b
: G = 2y TR nod Ap.; logo,
p. V307 Jop VY J
J J
%' = 2. b mod Ao 1 + Vj(b) (1), com zj € A, bem detinido mdodu--
(S = j { h‘\.j

lo Apj. O teovema do resto chines fornece um elenonto zZ € A

tal que x' Z zb mod Ap.l + Vj(b)

J
ja x = Dbl - z) + x'; de (1), (2)
1+ Vj(b)

() para um tal Indice j. Sa

X = x' segue

¢

X 2 b mod Apj . Logo, v, {x) = Vj(b) nara um tal Indi-
3.

ce j. Como para os outros Indices i Vi(x) = Vi{x')< Vi(b),

n n

- -’ i !
gélvi(x) < iiyi(b) e logo Yx) < wh).
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Corolario 1.4.4 - O anel das valorizagdes discretas & euclidiano

para o algoritmo Y(x)=1 + V(x) para x # 0 e ¢(0) = 0.
Demonstracao:

Pela observagao que segue o lema 1.3.9, A é um
dominio principal com um Gniéo ideal maximal M,. Pelo lema

1.4.3, A, € euclidiano para o algoritmo .

Observacao 1.4.5 -

1) Um anel principal & um produto finito de dominios principais e

de anéis principais com um tGnico ideal maximal nilpotente Ap.

Todo elemento nao nulo x de um anel principal com um Gnico
s 9.0 . . . Vix
ideal maximal nilpotente pode ser escrito como x = p ( )u, onde
u ¢ uma unidade e V(x) é unicamente determinado por x, Logo,

pelo lema 1.4.3 , 1 + V(x) é um algoritmo ¢ o anel correspondente
& euclidiano,
Portanto a questdao "se um anel principal é euclidiano" se roesume

a dominios nrincipais.

2) Se A & euclidiano para Yy, A* & finito e scn & um

inteiro
-~ "‘.L - . 2
qualquer, entao Y T ({n}) € finito.
Vamos mestrar, inicialmente, que "se A & noethariano, AO =
n-1 :
{n}, A, = {0} v {b e A tal que E«O By =% A/AD & cobrejetoral

¢ -

e o nimero de elementos de A* (donotado por #7A%), onde A* @ o

conjunto de unidades de A, & finito entlo #¢ A & finito para
todo n". .
n-1 ,
De fato, suponhamos que j## %"O Aj <. Be e {r  tal que
n-1
n-1 w s T~ e PRI oo ]
U Ai —>» A/I é sobrejetoral, entao FFIA/I < #HF ivOAi““ . Locgo,

L =0

.
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n-1
{I tal que szo A —> A/1 6 sobrejetoralC {1 tal que ## A/I <
8_1
n-1 m
{1 tal que ## A/I € ## ‘iJ‘=O a, =m} = Y {I tal que ## A/I-—l}
. n-1
##{I tal que ## A/I & ## J&_J___O A = m} =
m ‘
iLo ## {1 tal que ## /1 = i} = m' <e (2).
- n-1
De(l) e (2) segue ##{I tal que Y Ay — A/T @ sobrogetora} m' < e,
. . l 0

—

n :
Também, {b ¢ A tal que ‘i=o A; —> A/Ab & sobrejet ora} =

n 1 ' : .
U{b € A tal que V 7 11-a A/Ab & sobrejctora, Ab = I}, onde

a wniao & discreta e & tomada sobre todos os ideais I de A tals
T

que existe b ¢ A, Ab e UA; —= A/I & sobrejetora. Logo,

n-1 '
## {b ¢ A tal que g ~o Ay —> A/AD & sobrejetora) =
n—-1 ‘
T ## {b ¢ A tal que U -1 Ay > A/Ab & gobrejetora, Ab = I}, on-
de a y &€ tomados sobre os mesmos Indices da uniao. Como
n-1
{I{C A tal gque existe b g A, T = Ab,LJAi —> A/T & zobrejotorald
: jept
n-1 o
{I Cc A tal que tJA ez A/ST & sobreictoral,
i=1" -l .
## {I C¢ A tal que existe b e A, T = Ab, lJ\ —=3» A/Y & sobraje--
I :
tora} g m'. Portanto, {I tal queUa, —=» A/I & sobrajotorals
_ f=1
{IO, Tireees It}’ t ¢m' e I, distintos. Logo,
n-1

¢ {b £ A tal que u% i ~A/Ab & gobrejetoral <
P
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t

igo ## {b € A tal que SE& —3> A/Ab, Ab = Ii} . Dado 1,
n-1 i=1 |
{ b ea tal que UA;, —> MA/I, é sobrejetora , Ab = I,} =
i=1 _
{b, wb, wb, ..., usb} onde b é qualquer elemento de A, satis
o = X
fazendo A I e {ui} A*, Logo,
## {b tal que Sﬂi —_— A/Ii é sobrejetora, Ab = Ii} = st Ak,
i=1 n-1
portanto, ## {b ¢ A tal que yA;——> A/Ab & sobrejctora} =
| - i=1
t
iLg ## AY = (t + 1) #F A* < o,

Dado n, seja {x e ¥(A) tal que x < n} =

{xg ¢ % <eee < x 1} Entdo, VTN({x }) = {0} = Ay,
wfl({xlj) € {b g A tal que Ay— A/Ab‘é sobrejetoré} u.{0} = Ay.
Supenhamos, por hipdtese de inducdo, qﬁe ‘P“l(xj) C Ay para
todo j ¢ i < k=2. Como, 1

wﬁl({xi+l})"§ {b ¢ A tal dque M @*l({xj}) -3 A/Ab é scbreijetoralt

:J::O

i .
{b ¢ A tal que- jgo Aj —» A/Ab & sobrejetora}, entao
wul({x })c A | 10go
MRS By 1099
-1 k=1
p “{{n}) £ {b g A tal que igO W ( Xi) ——3» N/Bb & sobrajetora} C
, k .
{b ¢ A tal que f{lAiww» A/Mh & sobreijetoral U {0} = A_.,. Po-
- PR RN

demos concluir que ## w“l({n}) $ A B <.

Lema 1,4.6 - Sejam A um dominio cuclidiano e S um sistema mul--

tiplicativo tal que 0 S. Int2o, 8 "A & cuclidiano,
1 ’

Demonstracao:

$Seja S = 8 U {divisores dos elementos da ' 3}. § & uri



sistema multiplicativo pois sec S; e S, ¢ ] existem si e s, ¢ S
3 4 L 't [ - v L .
tais que 5,84 s1' e s, s, S,' com s,' e sé' £ S; logo,
s.s,./sis)! S e s,s, €8 Também, § 1A = s pois:
18,/818," ¢ 155 . 2m, = A pois: como
s C§, temos s Ia §.§_1A; se a/s € §—lA, entho ss' = s''e S e
-1

logo, as'/s'' = a/s € S “A. Entao, podemoé supor S com as proprie
dades de S.

Pelo lema 1.2.4, existe um algoritmo P em A tal que y € Ax,
y # 0, dimplica ¢(x) < ¥(y). Como A & um anel fatorial, todo

-1 :
elemento x de S A pode ser escrito como X = 4%m x' com s€ S

1 - : . ~ - .
e X' & A primos com todos os elementos de S; entdo, x' & unicanen
te determinado além das unidades por x. Definimos v (x) =

- "l
U(x') e mostraremos gque Y' & um algoritmo em S “A,-

e -1 '
Primeiramente notamcs que, para s, s' € S e x € S A, temos
e - yt 5% -t -~ L U € -1 ey
Pris) = P{l) e ¥'{ Fal )y = ¥'(x).Consideremos a € A e b S TA com
o
b #0 e escrevemos .b =—g- b' como acima.
s -1, ,.-1 4
Vamos mostrar que o homomorfismo A/Ab'—> S “A/S "Ab dado
-1 - e . = )
por a + Ab' »v—» a + S "Ab & scobreijetor. S2 8§ nao tem nyd -
mos, entio s7ia = A, b'e A e Ab = Ab"'" e a afirmacao segue,

Supconhamos, entao, que S tem primos. Para tocdop € S, p / b', e

Ap € maximal. Logo, (p,b'YA = A, FEntao, axistem u, e i
em A tais que 1 = upp + wpb’ e logo L = u.p mod b'., Agora,

seja s € 8§, com s nao unidade de A. Como A & um anel fatorial

s = ypil e pin, p; € 5, Logo,

i
wp '
__J:.,_ = 1 + 3 b'! ' ;]:. = J: _...J:..é. .o » 5 ’
P Py Py s ¥ Py 1 p, B
P %1 wi1 psn u®n
1.1t Py D P x .
S y s ® 9 @ S Y)::,;.i‘ L. j Tl -
Dll D, 21 2



é = X uil ... un + S % 3 b'. Como
Y 1 P pll ese p0
W1 ... u°n e A e X - € S_lA, temos
P Pn psl oo p$n
1 i)
1 = L w31 ... us. mod S—lAb' = S-lnb. Logo, existe
S Y Py Pn ,
S ]
a, = == u.l ... un € A tal que
é = a, mod s™lab e se gn e s™1a entao
a_g + s7'ab = (a_ +s7lap) (g + sTiab) =
(-;: + s ap) (g + sTlab) = g +s'ap. portanto,
ag — g + S"lA. Se 8 & uma unidade de A, entao
- ‘ - - -1 -
Como o homomorfismo‘A/Ab' — S—lA/S"lAb & gobreijetor, exi
a - , ~1 )
te ¢ € A tal que 5 - ¢ mod S TAb e logo
- -1
a = sc mod S TAb.

25,

Podemos escrever ¢ = b'g + xr comq, ¥ € A e w(r) < ¥(h").

Logo, ¢ = r mod SnlAb.

Portanto, S = r mod S“lAb e

P(r) = P(xr') < ¥Y(r)< wb') = Vi(b).

Iewa 1.4.8 - Seja A um anel euclidiano, entdo A' = A[h

™
| —
pa—
m—



é euclidiano.

Demonstracao:

Seja ¥ um algoritmo em A, Os elementos de A' sao

n _ )
kno anx r3y € A, com, possivelmente, um
i , .

numero finitode termos com expoente negativo. Para s € A', s £ 0

séries de poténcias %

seja a(s) o coeficiente do termo que possui o menor grau em s,

s = a(s) x3 + 341 S SRS Fixamos ¢'{s) =y (a(s)), $'(0) = y(0)

e provaremos que Y' €& um algoritmo para A'. Considere s € A',
s # 0 tal que s = a(s) xq S com af(s) # 0. Para cada
t = a(t) xB + ... em A' escrevemos al(t) = a(s) b0+ c com
b, ¢ € A, VY(c) < ¥(a(s)) e fixamos tl = t - beO s =
Cc xs + (termos de maior grau). Se ¢ # 0, paramos o processo ja
que w'(tl) = Y(c) < Y(a(s)) = P'(s). Se c = 0, construimos, ana-
logamente, t2 = tl -_bl bl s onde tl = a(tl) X + (termos ’ e
menor grau). = Se O processo para apés um ntmero finito de passos,
digamos i-1l passos temos:
Bo-d B~ @

tl=t‘-b0x S, tz‘_tl-blx Sl LR ?

Bi-1”™ @ )
= ti-l - bi—lx | s .
Como, t = a(t )xBi;l + (termos de menor grau)

P Ti-l i=-1 ’
Bi. Bi 1~ @ o
t, = (alty_ ;) x i-1, (termbs de menor grau) - b, ;X * 1;(a(s)_x-+
B,- .
(termos de menor grau)) = ci—l x + 1 + (termos de menor grau).
Se‘co = 0 para todo i, temos,si < Biepe Logo,
By . y

Q= Lp, xte A, %0 € A', t =x% s e t =0 mod s. Neste caso,

i _i
Yr(o) < ¥'(s).



carITULO - 2

A CONSTRUCAO TRANSFINITA E O ALGORITMO MINIMO .

-

2.1 - 0 algoritmo minimo

Definicdo 2.1.1 - Dois algoritmos y: A —» We ¢': A — W' em

um anel A sao igomorfos se existe um ordem-isomorfismo (preserva a
ordem) h: Y (A) —> P'(A) tal que Y' = hoy. '

Ordinal &€ uma classe de conjuntoé dados indutivamente por:

4, 4+ 1={0}, 9+ 2=1{4,{0}), ¢+ 3 =(4,{%}, (9,{d}}1}...
Seja W um conjunto ordinal tal que card W > Card A. '
Seja Y: A —s» V ﬁm algoritmo euclidiano. Im ¢ & um conjuntb_

bem ordenado com a ordem de Ve Card Im ¢y & Card A < Card W. Eg-

tao, Im y e ordem-isomorfo-' a um segmento inicial IW de W. Exis-

te um ordem-isomorfismo v: Tmy —— T Definimds

_ U
' =voy: A —> I, C W, Obviamente ¢' & um algoritmo euclidiano
e Y e P' sdao isomorfos,

Portanto, todos os algoritmos euclidianos no anel A podem ser
construidos tomando seus valores no conjunto W.

Os elementos de W sao costumeiramente denotados por

O' 1’ 2' 3’ R ,W,W+l, see g ZW’ v o

Lema 2.1.2 - Se Y : A —> W & uma familia ndo vazia de algo--

ritmos euclidianos em um anel 2uclidiano A, entao

Y= infa Yy € também um algoritmo euclidiano em A,

Demonstracao:
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Considere a, b e A, b # 0. Como W & bem ordenado, e-
xiste um indice o tal que p(b) = wa(b). Podemos escrever
a=bg+rcom q, red e P (r)< Yy (b). Entao
Vir) < ¢y, (r) < ¥ (b) = ¢(b), mostrando que Y €& um algori;mo eu-

clidiano em A. - ,

Também, dado a e be A-{0}, existe o tal que Y(ab) = Py (ab) .
Como, lba(ab) > igla), vy (ab) 2 wa(a)z y(a).

O lema 2.1.2 mostra que todo anel euclidiano A admite um algo
ritmo minimo 6 (isto &, o infimo de todos os algoritmos).

O algoritmo- 6 goza as propriedades descritas no lema 1.2.4 e

em seus corolarios. Além disso, pelo lema 1.2.1 , 6(x) =0 se
e somente se x = 0 e, pelo lema 1.2.2 e corolérip 1.2.5,6(x} =1
se e somente se x ¢é uma unidade (cbserve que (p) & isomorfo a

um segmento inicial de W

2.2 - A construcio transfinita de Samuel e Motzkin

Inicialmente,veremos a construgao transfinita de P. Samuel (10).

Lema 2.2.1 - Seja 6: A —> W o algoritmo minimo em um anel eu~-

clidiano A. Para o ¢ A seja Aa ={x ¢ A tal que 6(x)gal} . e
A& = {x ¢ A tal que 06(x)< o} . Entao, A, & a uniao de (0) com

o conjunto dos elementos be A tais que a anlicacao A&——» A/Ab
& sobrejetora ( isto &, representantes de classes mddulo Ab podenm

ser achados em A&).

Demonstragao:

Se beglAy e se a+ Ab (a ¢ A) é qualquer classe md~
dulo Ab, escrevendo. a = bgq + r, encontramos um renresentante r

dessa classe tal que 6(r) < o(b) g o, isto &, rg A&.
Reciprocamente, considere b # 0 tal que A&———* A/Bb & sobreje
tora e suponha que g(b)>. o . . Agora, defina 0y A —> W por

um

el(b) =g e el(x) = e(x) para x ¥ b. Afirmamos que 61 é
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algoritmo. De fato, para as relagoes a = bg + r nas quais b age
como um divisor, sabemos que cada classe a + Ab tem um represen
tante r € A&, isto &, um elemento r tal que Ol(r) < o = Ol(b);
por outro lado, em uma relagcao a = cq + b, na qual b age como
um resto e ¢ # b, temos el(b) = a < 0(b) < 0(c) = Ol(c). Isto
contradiz o fato de que 0 € o menor algoritmo. Logo, 0(b) < a.

O lema 2.2.]1 mostra que o algoritmo‘minimo pode ser construi
do por indugao transfinita, ja que A& determina A, de maneira

simples. -

Exemplo 2.2.2 - 0(x) = 2 significa que A/Ax admite um sistema

de representantes feito de 0 e unidades. Um tal x & necessaria-

mente um elemento primo (ou seja, irredutivel) de A.

A construgao transfinita descrita no lema 2.2.1 pode ser fei

ta em todo o anel. Mais precisamente:' -

A construcao transfinita 2.2.3.- Seja A um anel e W um conjun-v

to ordinal tal que card A < card W. Fazemos Ay= {0}. Ppara a > O

em W, definimos Aa por ihdugéo transfinita como segue:
A& = UA; e Ay = (0) U {b € A tal que AL+ A/bA & sobrejetoral

B < a

Vamos mostrar que A & euclidiano se e somente se
A = UA .
o
aeW

Suponhamos que A & euclidiano e seja 0 o algoritmo minimo.
Ag= {0} = {x € A tal que 0(x) < 0} e Aé =¢ = {x ¢ A tal que
0(x) < 0}. Seja a # 0 e suponhamos que para todo B < a, Aé =
= {x € A tal que 0(x) < B} e'AB = {x ¢ A tal que 6(x) < B}. Lo~
go, A& =U {x e A tal que 0(x) ¢ B} = {x ¢ A tal que 0(x) < a}

B < a



e, pelo lema 2.2.1, (0) U {x ¢ A tal que 6(x) £ a} = {xe A
tal que A& + A/Ab & sobrejetoral} = Ah' Se x € A, O(x) € W;
logo, x € A@(x)"g U Aa'

Entao, A C U A, e como UA cA, temos A = U A .
o e W o e W ' o e W

Por outro lado, suponhamos que U Aa = A. Seja 0: A » W de

finido por O(x) = a se e somente se X € Aa - A&. Se b e U Aa'

. oa e W
seja V = {B tal que b ¢ AB} e o = min V; ent3o, 0(b) = a. Exis
tg r e A& tal que r + Ab = a + Ab. Como r € U AB, o(r) < a.

o B < a
Logo, © & um algoritmo para A e A é euclidiano. Em particular,
0 @ o algoritmo minimo de A.

Veremos, agora, a construgéo transfinita de T. Motzkin (4).

pefinicdo 2.2.4 - Seja A um anel de integridade. Um Motzkin -

~algoritmo euclidiano € dado por uma norma |a| definida em A -

- {0}, com valores no conjunto N dos nimeros naturais e tal

que |al > |b| para b dividindo a e para b em A - {0} e a nao

divisivel por b existem q e r em A satisfazendo a = gb + r,
=l < p]. |

Definicao 2.2.5 - Seja A um dominio de.integridade. Um subcon-

junto de A -~ {0} & chamado um ideal produto se P(A - 0) < P,

Definicao 2.2.6 - Seja A um dominio de integridade. Para to-
do subconjunto S C A, o conjunto B = {b ¢ A tal que existe
ae€ A coma+ bAC S} & chamado o conjunto derivado total de

S, e a intersecgao BNS & chamado o conjunto derivado S'.

Se S & um ideal produto, S' também o é&.
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A construcao transfinita 2.2.7 - Pafa i=20, i, 2,'}., seja’

P, = {b ¢ A tal que |b| 2 i}. Obviamente, Py € um ideal pro

duto.
Se b g.Pi, entao b ¢ Pi e Ib > 1. Também,- existem a
tal que a + bAS;Pi'e r =a+ bg com |r|-<|b|. Como

reP, i < [ <lb| e 1+ 1 <|b|]. Logo, b ¢ P .1+ Por
tanto, Pi Q-P'+l'

Também, npe, = g.

Por outro lado, dada uma sequéncia A =P, D A -{0} =P, D

0 1

. . [] . .
P2 D ... de ideais produtos tal-que Pf:Pi+l' a gorma |b[ = i

para b & P, - P,,, satisfaz todas as condig¢Oes para um Motz-

kin - algoritmo’  euclidiano. De fato:

: _ . .
1) sejabe P, - P, ,; b ¢ P/CP, - Logo, a + bA ¢ Py
Existe qeA tal que a+ bq € P,. Entdo, |a + bgl < 1 = |b| .
2) SsSejama #0e b %(j elementos de A e suponhamos »que
aep,, Como b # 0, ab € P;.. Logo, lab] > i = |a.

Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre sequég

cias desse tipo e algoritmos euclidianos.

Definicao 2.2.8 - Se para outro Motzkin-algoritmo, com a se-

queéncia Pi’ sempre Pi C‘Pi, dizemos que o primeiro Motzkin-

-algoritmo &€ mais rapido.

Se existe um Motzkin-algoritmo euclidiano em A, entao exis
te o Motzkin-algoritmo euclidiano mais rapido, definido pela

PO, Pl, Pzi o Onde PO = A, Pl = A - {O} e Pi = Pj'-.



Logo, A & Motzkin-euclidiano se e somente ne, = g.

Lema 2.2.9 ~ Com a notagao das construg¢des de Motzkin e
Samuel, e supondo gque o conjunto W da construcao transfini
ta de Samuel & o conjunto N dos nlmeros naturais, para

todo i 2 0O, Pi+l = A - Ai‘

Demonstracaos:

-

Como P, = A -{0} e A, = {0}, Py = A - Aj.

Sabemos que, A, = {unidades de A} U{D}.‘ B, = {b €A tal
que existe a € A com a + bA C Py} e P, =B, N bl' Cla
ramente, {unidades de A}'ﬁB2 =fge 0¢ B,. Também, se
b # 0 nao € unidade de A, 0 ¢ 1 + bA CP; e logo,

Suponhamos, coho hipotese de indugao, que Pr+l = A- Ar

para todo r + 1 < n.
Como B ., = {b € A tal que existe a €A com

a+bACP ., =A-A}, P = B

+1 n+2 n+2 N Tnsl

Devemos mostrar que Bn+2 N (A - An) = A - A

De fato, seja b € Bn+2 N (A

= Brap ().

n+l*
An). Suponhamos que

b e A entao, AA+1 —> A/Ab & sobhrejetora. Como

n+l;

Al

el =LJAi = An' An — A/Db €& sobrejetora. Como,l:an

i<n+l )
existe a €A tal que a + bAC A - A . Também, existe

c €A, tal que ¢ - a ¢ bA e existe r e A tal que
c-a=brouc=a+br, Entioa + br ¢ a + ba CA-A e
a+ br=cea, que & uma contradigdo.

Portanto, Bisyo N (A - An) C A - An+l‘

+1'

32,



Por o
utro lado, como An c An+l'

xe A=A .- Logo x Z {b tal que A~ A/Ab é sobrejetoral

se x ¢ A - A, entao

e existe um a € A tal que a + bA nao é alcancado por qual-

quer elemento de An, isto &, (a + xA)n An = ¢. Portanto,
a+ xACA-~- An e X € Bn+2. Logo, A - An+l C Bhrson (A - An).

Corolario 2.2,10 - np, = g se e somente se A = UA_. Entdo,

A & Motzkin-euclidiano se e somente se A & Samuel-euclidiano
para N.

Também P, = P, . =A; - A, , para todo i1 20 e A, = g.

Logo, a construgao transfinita de Motzkin & igual a constru-

gao transfinita de Samuel para N.

Demonstracao:

Imediata do lema.

2.3 - Aplicacao a definicao de anel euclidiano.

Para gque um anel de integridade seja euclidiano & neces-
sario apenas mostrar que ele prossui um algoritmo com valo-
res em um conjunto parcialmente ordenado com a condig¢ao da
cadeia descendente, como mostra o

Lema 2.3.1 -Seja A um anel de integridade, T um conjunto

parcialmente ordenado com a condic¢ao da cadeia descendente
e Yy: A -»T uma aplicagao tal que, dados ae b # 0 em A, e-
xistem q, r € A tais que a =bg + r e Y(xr) < Y(b). Entao,
A & euclidiano.

Demonstracao:

seja (A)) a construgao transfinita em A e A' =
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Se A' # A, escolha b ¢ A -~ A' tal que y(b) seja minimal. En
tao, Y(r) < P(b) implica r € A'; logo, A' ~A/Ab & socbrejeti-
va. Mas isto implica b € A', que & uma contradicao. Portanto,

A= A' e A & euclidiano.

2.4 - Exemplos de algoritmo minimo.

Exemplo 2.4.1 - Para A = Z (anel dos inteiros) temos Aé =

= Ai = {-1, 0, +1} e esse conjunto contém trés inteiros con-
secutivos. Isto fornece representantes para as classes mod 2
e mod 3, de tal maneira que A} = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}.

Aqui temos sete inteiros consecutivos e Aa = A3 & o interva-

lo [-7, +7], formado'por 15 inteiros consecutivos.

Observe: _ -
A= {-(2-1,0, (2 -1} _—
A, = (-2%- 1,...,0, ..., 2% D}
Ay = {=(2°- 1),...,0, ..., 2% 1)}

Suponhamos, como. hipdtese de indugao, que
A, ={-2* -1, ..., 0, ..., (2% - 1}.

Sabemos que Aj = {b ¢ A tal que Ai+ A/Ab € sobrejeto-

+1
‘rale |a | =2@% 1 +1=2"" 1. pogo, |a/m| < 2MT-1
L1+l PN = 1. L
Mas para |[b| <27 =1, {-2"- 1), ..., 0, «,., 27=1} =
: i+l - i+l
A/Ab. Realmente, se 0< x <2 - 1, entao x < 2 ;: logo,

; - - i+l
X <« 21— 1 ou 27~ 1 < X; nhestes casos -(21— 1) <x- 27 "+1<0;

entio, x - 21t 4 1 ¢ A, ex- 22l 1 = x mea 21t L g
Portanto, .A; 4 = b e A tal qﬁe Ib| < 21+l 1=
= -1y, .., 0, ..., 22T 1)

Portanto, se xeA;, - A;_;, X = 2i-1, c, 2ty .. +ci_i2 + o

onde c; € {0,1}. Logo, o nimero de digitos binarios



de [x|] & |lx|]|] =i e o algoritmo minimo © em A & O(x) =i =

[ESIP

Exemplo 2.4.2 - Seja K um corpo e A o anel pOlianial em

= * * :
uma variavel A = K[i]. Como A = K temos Aé = Al = K. En-

9 sao 0 e os polindmios p tais que

tao, os elementos de A
K[x]/(p) & um espago vetorial de dimensao g 1 sdbre k; es-
‘ses sao os polindmios de grau ¢ 1 e formam um espago bi-
dimensional sobre K.

Suponhamos, como hipotese de indugao, que Aﬁ+l = A onde
An € o espago vetorial n-dimensional dos polindmios de
grau < n-l.

A= (O u {b € A tal que A 3 A/Ab & sobrejetoral.

p & uma transformacao linear sobrejetora; - entao,

dim $(a) < n < |a/Bb]|. Como P(A) = A/Ab, dim A/Eb < n; lo-
"go, 8b = grau de b < n + 1. Por outro lado, se §f < n + 1,

f # 0, entdao a aplicacgao A, ﬂ A/Af é sobrejetora. Uma base

para B/Af &{1, %, %8f-1} Entdo, dado v € A/Af, ¥ = poli-

nomio de grau <6f - 1 < n e eviste z ¢ A  tal que I

e e

z. Lo-
go, A & o espago vetorial dos polindmios de grau < n.

n+1

Logo, o algoritmo minimo O em A e dado por O(f) =8 (£)+1.

Exemplo 2.4.3 - Seja A um dominio principal com um namero

finito de ideais maximais Ap, s i =1, ..., n, e seja v, a

valorizagao normalizada v_ de A. Segue do lema 1l.4.3 e
i
1.4.4 que o algoritmo mimimo O em A & dado por 0(x) =

n
=1+ Vi(x) para x # 0 e 0(0) = 0.

i=1

35.
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Exemplo 2.4.4 - Seja A o anel dos inteiros em um corpo numéri-
co quadratico imagindrio (3.3.3). Se A* & finito, os conjun

tos A da construcao transfinita (2,2,3) sao finitos (1.1.46;

(2)) e podem ser determinados uns ands os outros.

P. Samuel (10) calculou para A = zZ[/=I] e A =2[/2] e
esses conjuntos pareciam ser bastante irregulares; para
7z [/=7] essas cardinalidades s3o 1,3,9,21,35,61,99,153,227,
327.

Como exemplo, vamos calcular para A = Z[/-z] até a cardi
nalidade 9.

A é integrélmente fechado e o conjunto das suas unidades
é {-1,1} (12).

Com a notagao da construgao transfinita temos:

A= {0}, af = {0} e A = (0) U {b € A tal que {0} - A/bA &
sobrejetora}. Como {0}~ A/bA & sobrejetora se e somente se
|a/bAl = 1 e isto acontece se e somente se b ¢ {-1, 1} ,

A, = {b € Z [V—Z" tal que {0,*1} - A/Ab & sobrejetora} U (0).

Logo, b # 0 ¢ A, se e somente.se |A/2b| < 3. Temos trds ca-

sos:
1) |a/Ab| = 1. Neste caso, bA = A e b e{t1}.
2) |A/Ab| = 2. Neste caso, 1 ¢ ba, Z/bANZ # (0) e |7/banZ| 2 2.
Como [A/bA| = 2, A/bA = 2/bANZ = 7, e bANZ = 2Z.
Suponhamos que b = x + ¥2 iy e b é o conjugado de b; entdo,
b.b = x2 + 2y2.
Seja a € ZnbA, a = bb', b'e A, entdo a = a = bb'. Loqb,
a® = bH(B'S').
Se a =2 ent3o 4 = (bb).(b'b") e x2 + 2y2 = bh' = 2 | (se
X2v+ Zy2 = 4 entao 2/x2, 2}y2 e 4 = x2 + 8y' que & uma contra-
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digcao ja que-x2 + 8y' > 4).

Se y = 0 entdo x = 2. Logo, [A/bA|
dig¢3o. Logo, y # 0.

4 que & uma contra

Entao, a {nica possibilidade € x = 0 e y = + 1,
Logo, + y=2 € {b e A tal que {0, il} — A/bA € sobrejeto

ra}.

Como + v -2 ndo & unidade de A e como 2Z é maximal,
22 = + y/=2AN7Z. O homomorfismo candnico 2 — A/Y-2A é
sobrejetor e Ker ¢ = Y=2AN %7, Logo, 2/2%2 £ A//<2A. Por-
tanto,{b € A tal que {0, + 1} — A/bA & sobrejetora} =

(+v/-2 .

(3) I|a/bal = 3. Neste caso, 1 # ba, z/bAN 2 # (0),
|z/bAnz|l <3 e 2/bANZ CA/bA = Zy.  Entdo, -

Z/bANZ = A/bA = 2.
3

Se a = 3 entdo x° + 2y2 / 9 = a2, Entao, temos trés pos

sibilidades:

2 2

a) x° + 2y° = 1. . Neste caso, bb! =1 e b & uma unidade.
Contradigao.

b) x2 + 2y2 = 3. Entao, x =+ 1 e y = +l.

c) x2 + 2y2 = 9, As possibilidades para este caso sao

X =4 l, y=1+2, x =3 ey = 0. Em todos eles, 3 ¢ baN 2.
Contradigao,

Entdo, a Unica possibilidade & x = +1 e y = +1.
Logo, +1 + V=2 € {ben tal que {0, +1}—> A/bAJ.

Como +1 + /=2 n3o & unidade de A e cowo 3Z & maximal,
32 = (+ 1 + /~2)AN2Z. O homomorfismo candnico
Y

z —> A/(+1 +/=2)A & sobrejetor e Ker ¥= (+1 + /=2)AN Z. Logo,
2/3% §A/(il + /=~2)A. Portanto, {b ¢ A tal que {0, +1}— A/bA
€ sobrejetora = {+1 + /=2}.

Portanto, A, = {0, + 1, +/~2, +1 + /=21



2,5 - Un caso especial de algoritmo minimo

Seja A um dominio euclidiano, 6  secu algoritmo
minimo e S um subconjunto multiplicativo de A com 0 ¢ S.
0 algoritmo 0' em S—lA deduzido de © como no lema l1.4.6 nao
- v < _ . -1
e necessariamente o algoritmo minimo em S "A.

Por exemplo, sejam A = Z e S o conjunto dos inteiros pri

mos com 6. Seja O(n) = nimero de digitos binarios de |n| (e
xemplo 2.4.1). Como 4 = % 4 e 4 & primo com todos os elemen
tos de S, 0'(4) = 0(4) = 3; como 9 = % 9 e 9 & primo com to

dos elementos de S, 0'(9) = 0(9) = 4,

Vamos mostrar que para o algoritmo minimo y em S_lA temos

v (4) =9 (9) = 3.

a
1 2 _ -~ -
»Se aj a2 € A, sl e s2 € S e gz . E; = 1, entao al.a2
= s,.s, € §. Logo, o conjunto das unidades de s™ia & %.

Seja b ¢ S-lA;.podemos escrever b =

ad 1%

b, >Sr t e S,b'i: A
' = 1 : -1 IIJ -1 -1

e (b',s) = 1 para todo s ¢ S. Seja 8 "A 14 S A/S “Ab o}

' ) ’ X3 x + S—lAb

homomor fismo candnico. Seja,

v:i A S_lA/S~lAb a restricao de Y a A. Claramente,

x—>x+SlAb

Ker v = (b S— A) N A. Como % b' = b e % é uma unidade de S_lA,
-1, -1, RS |
S "Ab' = S "Ab; logo b'A C (bS TA)NA.

_lAb')fWA; X = b'! X, vedA, te S; e, tx =Db'y.

Seja x ¢ (S ©

*
Se p & primo em A'e p /t, entao p /], logo, t/y ey =y t,
y e A. Entao, X = b'! y e b'A e podemos concluir que

(S-lAb)riA,gAb‘. Portanto, Kerv = (S- Ab) NA = Ab'.
v(a) ¢ s tass” b,

I

Por um teorema de isomorfismo A/Ab‘
1l

Como a aplicag@o candnica A/Ab'> S "Ab & sobrejetora (demons

tracao do lema 1.4.6), A/Ab' = SmlA/S”lAb.
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Vb -1 -1
Sejam A/Ab' ____, S "A/S "Ab e

X+Ab ' €&&—— x + S—lAb

o
sTia —P, s 1la/s7 e

o —_— 0+ SélAb.
. a—1 ~ X
Seja a € S "A; entao, o = g xe Ae t e s.

-1

. Afirmamos qué o+ S "Ab = xa + S~1Ab, onde at - 1 ¢ S—l

Ab;

entao, L € S-lA. Logo, %(at - 1) ¢ S—lAb e a - 3=as— Ab.

t t
X _ 1l _ ' -1
Portanto, o = TS XgEx.a mod S "Ab e, logo,
a + S_lAb = xa + S TAb.
Uma consequencia imediata de o + S_lAb = xa + S_lAb com
at - 1 ¢ S—lAb é vb(xa + Ab') = xa + S_lAb = o+ s tab.
Seja T C S_lA. Vamos resolver o seguinte problema:

"quando a aplicagao ﬂb(T)-+ S_]A/s—lnb & sobrejetora?"

Definimos T'(b) z’“;l(ﬂb(T)), Entao,
T'(b) = {xa + Ab' tal que existea €T com 0 = % e
at - l eAb'}o

Obviamente, nb(T) = S_lA/SnlAb se e somente se

T'(b) = A/Ab'.,
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Se T = {0}, entao T'(b) = {xa + Ab' tal que 0 = %, at-leab',

ae A} = {0 + Ab'}. Logo, T'(b) = {Ab'} = A/Ab' se e so
mente se b' £ U(A). Logo, o conjunto (S_lA)l da conStrugEo
transfinita (2.2.3) & igqual a {0}U %. '

Se T = {0} U S, entdo T'(b)

S {xa + Ab' tal que 0 =

o+

S
ou —¢=
S

i

, comat - 1 ¢ Ab', a e A} {Ab',xa+Ab"‘talque§—.=

% eat -1 ¢ Ab', ae A} = {Ab', sa + Ab' tal que s, t ¢ S,

at -~ 1 € Ab', a € A}. Logo, T'(b) = A/Ab' se e somente se
{ab', sa + Ab' tal que s, t ¢ S, at - 1 e Ab', ae A} = A/Ab'.
temos:

1) Se b' € 2, entio {(Ab'} = A/Ab'

2) Se b' = 2, entao A/Ab' = {Ab', 1 + Ab'} = z,. Paras = 5,
t=1lea=1, sa+ Ab' =5 + Ab' =1 + Ab'. Logo, wb(T) =
= s a/s7tan.

3) Se b!'! = 3, entao A/Ab' = {Ab', 1 + Ab', 2 + Ab'} = Z,. Para

s =7, t=1lea=1, sa+ Ab' =1 + Ab' e para s = 5, t=1
e a=1, sa+ Ab' = 2 + Ab'. Logo, wb(T) = S—lA/SulAb.
4) Para b' = 27,37, 1 + > 2, temos dois casos:

J
a) se i > 1, entao 2 # 0, sa - 2 € Ab' e 2/sa; logo, 2/at
z .

implica 2/-1, que.é& uma contradicao.
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b) se j > 1, entao 3 # 5, sa - 3 € Ab' e 3/sa;logo 3/at que

implica 3/-1, que & uma contradigao.
Portanto, o conjunto (SMIA)2 da construgao transfinita

S B S _
< S2 S3
g U 5 Y §;' T'(b) ={Ab', sa + Ab',

2sa + Ab', 3sa + Ab', se A, tal que existe _ t com

‘at - 1€ Ab'}.

(2.2.3) & {0} U

nin

Para T = {0} U

Se b' = 4 ent3o A/Ab' = {Ab', 1 + Ab', 2 + Ab', 3 + Ab'}.
Paras =5, a=1, t =1, sa+ Ab' =1+ ab'; paras =1,
1, t =1, 2sa + Ab' = 2 + Ab'; e, para s = 11, a =
t =1, sa+ Ab' = 3 + Ab'.

o

I

!
-t

Se b'

]

9, entio A/Ab' = {Ab', 1 + Ab', 2 + Ab', 3 + Ab",
4 + Ab', 5 + Ab', 6 + Ab', 7 + Ab', 8 + ab'}. Para s = 5,

a=1, t =1, 2sa + Ab' =1 + Ab'; para s = a =t = 1,

2sa + Ab' = 2 + Ab'; paras = a =t =1, 3 satAb' = 3+ab’';.
para s = 13, a=t=l,Sa+Z‘1b'=4+Ab';para§=5,
a=%t=1, sa+ Ab'! =5 + Ab'; paras =5, a=t =1,

3sa + Ab' = 6+ Ab'; para s =7, a = t = 1, sattb'=7+2b"';
e, paras =17, a=t =1, sa+ ab' = 8 + ab"'.
Portanto, 4 e 9 ¢ (S—lA)3 - (S_lA)2 e P(4) = P(9) = 3.

Para resolver o nosso problema, foli suficiente encontrar
A, e mostrar que 4 e 9 ¢ (S—lA)3 - (S”lA)z. Mas & possivel

- R .
rostrar que (S lA)n = {0} U S2 33, para todon, i + j <n - 1.
S -
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carfTULO - 3 ' .

ANFEIS DE INTEIROS

3.1 - Anéis de Dedekind

Definicao 3.1.1 - Seja A um dominio de integridade e K ‘seu

corpo de fragoes. Um A - mddulo M #¥ 0, contido em K, & um
ideal fraciondrio de A quando existe um elemento aceA,
a # 0, tal que aM CA.

Todo ideal de A é também um ideal fracionario (tomando

a = 1) e se necessario o chamaremos ideal integral.

Entretanto, K nao & um ideal fracionario de A (a nao
ser quando A = K). '
O conjunto dos ideais fracionarios de A & munido de uma
n
operagao de multiplicacao: MM' = { % xixi tal que n > 1,
i=1

] \j
X, € M, X; € M'}

E facil verificar que MM' & um ideal fracionario. Além
disso, se M e M sao ideais integrais, MM' também o é.

Essa operagao & comutativa, asssociativa e tem um ele-
mento unidade, que & o ideal A: MA = A,

Dizemos que um ideal fracionario M & inversivel guando

existe um ideal fracionario M' tal que MM' = A,
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Lema 3.1.2 - Se M & um ideal fracionério e eiiste x € K tal

que M = AX, entao M & inversivel. Além disso, um domi-
nio de integridade A € principal se e somente se todo ideal
fracionario de A & um ideal principal de A.

Demonstracao:

Se M = Ax, existe M' = Ax T tal que MM' = A,
Se A & principal e M € um ideal fracionirio de A, exis~
te x € K tal-que xM‘g_A. Entao, xM & um ideal de A e
XM = yA. Logo M = yx TA. R
Por outro lado, suponhamos que todo ideal fracionario de
A & um ideal principal de A. Seja I um ideal de A. Existe

x e K talque I =xA, Como 1 € A, x€ICA, Logo, I =Ax,

Teorema 3.1.3 - Seja A um dominio de integridade. As seguin

tes propriedades sao equivalentes:

(1) A & noetheriano, integralmente fechado e todo ideal pri

mo de A & maximal.

(2) Todo ideal (integral) de A & expresso, de maneira tUnica,

compo produto de ideais primos..
(3) Todo ideal (integral) de A & produto de ideais primos.

(4) O conjunto dos ideais fracionarios de A € um grupo mul-

tiplicativo.

Demonstragao:

(12), pag 104, teorema 1.

Definicfo 3.1.4 - Um dominio de integridade A & um dominio

de Dedekind quando satisfaz as propriedades equivalentes
(L), (2), (3) e (4) do teorema 3.1.3.




Corolario 3.1.5 -~ Todo dominio de integridade principal A

€ um dominio de Dedekind.

Demonstracao:

‘Séja I um ideal (integral) de A. Como A &

principal, I = (a), a ¢ A. Pelo corolario 1.1.25, a =
s 'S ‘
- 1 k .
- pl e o e pk: pi € A’ prlm hd )
s 8 s s
_ 1 k, _ 1 k -
Portanto, I = (p; ... P ) = (pl) ...(pk) . Como p, &

primo, o ideal (pi) e primo eI é um produto de ideais pri-

mos.

Corolario 3.1.6 - Seja A um dominio de Dedekind K seu cor

e
po de fragoes. Seja L uma extensao separavel de K de grau
n e seja B o fecho integral de A em L. Entao, B & um domi-

nio de Dedekind.

Demonstracao:

B & integralmente fechado'por definicao. B é
um submédulo de um A - mddulo livre M de posto n((12), pag
87, (A)). Como A & um anel ncetheriano, M é um A - nddulo
noetheriano ((12), pag 91, (G)) e B também € um A - ndodulo
noetheriano, isto &, um anel noetheriano.

Se Q € um ideal primo nao-nulo de B, Q N A =P & um i-
deal primo de A e Q NA # 0 ((12),pag 72, (B)). Ent3o, P &
um ideal maximal de Ae Q& um ideal maximal de B ((12),
pag 74, (G)). .

Pelo teorema 3.1.3, B & um dominio de Dedekind.

Teorema 3.1l.7 = Seja A um dominio de Dedekind. A & fato-

rial se e somente se A &. principal.
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Demons tracao:

Pelo teorema 1.1.26, se A & principal entao A
é fatorial. '
Suponhamos que A & fatorial. Seja I um ideal de A. Como-
2 )
1 p t

A & um dominio de Dedekind, I= Pl ceePy onde os Pi sao

ideais primos de A.
s S

Seja a ¢ éi' Como A & fatorial, a = pll...pkk. Como P

e primo, um dos PpreePyp asta em Pi’ dlqémOS pio. Entao,
(0) g(pio) - Pi g_A e, pelo teorema 3.1.3 (1), Pi e maxi-

mal e Pi= (pio)f

21 Zt zl zt 21 , Rt
Portanto, I = Pl...Pt = (pl ).~..(pt ) = (pl"‘pt ).
0 Yo - to %o
Logo, A & principal.
3.2 - Nimero de classe.
Iema 3.2,1 - Sejam A um dominio de Dedekind, G o grupo

dos ideais fracionadrios de A e H o conjunto dos ideais fra
: ’ N i
cionarios principais de A. Entao, H € um subgrupo normal
de G. A

Demonstracao:

Como G & um grupo abeliano, é suficiente mos-
trar que H & um subgrupo de G.

De fato, se Ml’ Mz-e H, Mla= Axl e M2= sz, xl e x2 e K,

entao M M, =AX X, € H. Também, se M €¢ H, M = Ax e

(axh) M = m(axt) = A.
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Definicao 3.2.2 - O grupo quociente CA = G/H & denominado

classe dos divisores.

Lema 3.2.4 - Sejam Ml, M? e G. Entao, Ml + H = M2 + H se e
somente se existe x € K-{0} tal que M, = M?x.
Demonstracao :
_ -1
+ = +
Ml H M2 H se e somente se MlM2 e H.

MlM;1 € H se e somente se existe x € K-{0} tal que M Molo

12
. = AX. MlM;l= AX se e somente se Ml= MzAx. Finalmente ,
=M s - = .
Ml 2Ax e e somente se Ml sz
Teorema 3.2.4 - CA = {1} se e somente se A& principal.
Demonstracao:

Se CA = {1} entao H = G. Logo, dado um ideal
I #(0) (integral) de A, existe x e K-{0} tal que I = Ax.
Portanto, A e principal.

Suponhamos que A & principal. Seja M um ideal fraciona-

rio de A. Existe x ¢ A tal xMC A,isto &, ¥xM & um ideal de
Logo, existe v # 0 ¢ A tal que xM = Ay. Portanto,

M = A(y/xX) e M € H. Entao, H = G.

Definicac 3.2.5 - O inteiro n, = |CA| & denominado o nirero
de classe de A.

Corolario 3.2.6 - n,= 1l se e somente se A & principal.

Demonstracao:

Imediata do teorema 3.2.4.

46.
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3.3 - O numero de classe do anel dos inteiros algébri-

cos de Q[vVd].

Definicao 3.3.1 - Seja K uma extensao de F. Um elemento

x € K @ algébrico sObre F se existem elementos o reeca €M

0
F, nao todos nulos, tais que aaxn+ ceet @ T 0.

Definicao 3.3.2 - Dizemos que um numero complexo X € um na-

mero algébrico se & algébrico sdbre o corpo Q dos nimeros

racionais.

Definicao 3.3.3 - Um nimero algébrico que & uma raiz-de um

polindmio mdnico com coeficientes em 2 & chamado um inteiro
algébrico.

Seja K uma extensao quadratica de Q, isto &, [K:Q] = 2,
K = 0| /d] onde d & um inteiro livre de quadrados ((12),
pag 60) . ' _ . |

Seja A o anel de todos os inteiros algébricos de Q[/E].

Para 2 < d < 499, 4 1livre de quadrados, temos:

'142 A com nA =1
109 A com n, = 2
12 A com n. = » .
25 A com n, = 4 ((8), vag 422, 423 e 424)
3 A com n, = 5
3 A com n, = 6
3 A com n, é 8
Os uUnicos inteiros a, a = -d, 1 < a < 500, livres de qua
drados para os quais n, = 1 sao: 1, 2, 3, 7, 11, 43, 67 e

A



167 ((8), pag 425 e 426).

3.4 - Anéis dos inteiros de extensdoes quadraticas e
ciclotomicas.

Vimos na secao anterior que existem muifos aneis dos in
teiros algébricos de Q[/d] que sao principais.

O prcblema consiste em saber quais desses anéis sao eu;
clidianos.

Ja foi mostrado que existem exatamente cinco corpos qua
draticos imaginarios Q[vd] , 4 = -1, -2, -3, -7, ~-11 e de-
zesseis corpos quadraticos reais, 4 =2, 3, 5, 6, 7, 11, 13,
17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73, para os quais 6 | anel
dos inteiros algébricos & euclidiano (em todos eles o’algoé
ritmo euclidiano & a norma) (7)

Vamos mostrar que os unicos corpos quadraticos imagina-

rios Q[/d] para os quais o anel dos inteiros algébricos é

euclidiano sao aqueles para os quais d = -1, -2, -3, -7,
"ll. .

Lema 3.4.1 -~ Seja A o anel de todos os inteiros algébricos
de Q[/d] ; 4 livre de quadrados. a + b/d ¢ A se e somente
2a=ug Z2,2b=vegiZe u2— dv2 = 0 (mod 4).
Demonstracao:

Se x = a+ b/d € A, entdo seu conjugado x' =

a - by/Z & também um inteiro algébrico. Logo,
Xx + x' =2a€ehANQ =32, xx' = a? - b2d ¢ 2

2 ” 2 -
Segue que (2a)2 - (2b) £ 472 e, como (2a) e Z, tambem

(2b)” € Z; mas d € um inteiro livre de quadrados, entdo 2b
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tem denominador igual a 1, isto &, 2b = v ¢ 2.

. : 2
Por outro lado, essas condigoes implicam a" - b

como X & uma raiz de Xz— 2ax + (a2~ b

gébrico.

Lema 3.4.2 - Sejam K = Q[/d], onde d & um inteiro livre

quadrados e A o anel de todos

Se d =1 (mod 4) entao A
v com a mesma paridade}. Se
A {a+b/d coma, be 2}.

14

—3

Demons tracao:

os inteiros algébricos de
{(w/2 + v/2 /T, ue v e 2,

d 2

Examinaremos todos os

2d £ 2 e,

2d), X @ um inteiro al

de
K.'

u e

ou 3 (mod 4), entao,

casos possiveis.

) Se d = Z(mod 4)
u par par imparb impar
v | par {impar| par impar
w? - av’=z | o 2 1 3 | moa 4
Se d = 3 (mod 4)
u par | par (impar { impar
v | par (impar| par impar
w? - avi= | o 1 1 2 | moa 4
Sé d =1 (mod‘d)'
u pér par jimpar | impar
v par limpar! par impar
u2 - dvzz‘ 0 3 1 0 mod 4
Agora, o resultado seque do lema 3.4.1.
Lema 3.4.3 - Os ﬁniéos'corpos quadraticos imaginarios
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(ﬂ%:ﬂ para os quais o anel A dos inteiros algébricos & eu
clidiano sdo aqueles cujod =1, 2, 3, 7, 11,

Demonstracao:

Exceto para d = 1 e d = 3, as Unicas unidades em -
em A sao +1. ((12), pag 131,(D)). Excluido esses dois ca
sos, usamos-a construgao transfinita (2.2.3). Entao,

Al'= {-1, 0, +1 (com a notagao dessa construcao). A, = By

consiste de todos os elementos de norma 2 ou 3. Para

-d =2 ou 3 (mod 4), temos A =2 + Z/-d (lema 3.4.2) e
a norma de x = a + b/=d (a, b € 2) & a® +b%d; a equacio
a’ +p2a=20u3 tenm solugao somente se d < 3. Para
d=1 (mdd 4), A= {a/2 +b/2Y-d;, a, b € 2, aeb com
a mesma paridade}, a equagdao a ser resolvida & a2+b2d = 8

ou 12 e tem solugao somente se d < 12, isto &, somente

"se d = 7 ou 1ll,

Portanto, se A & euclidiano, A, = By # § e os Unicos

possiveis valdres para 4 sao 2, 7, 11l (também 1 e 3J). Mas,

em cada um desses cinco casos, sabe~se que A € euclidia-
no.

Lema 3.3.4 - X' - 1 tem n zeros distintos em coxrpo deconmpo-

nivel Z, sObre o corpo Q dos nimeros racionais.

Demonstracao:

. n
Existe um corpo decomponivel para x - 1 ((20,
n . )
pag. 206, teorema 2), onde X - 1 tem no maximo n zeros

n-l)

n
distintos. Como Mdc (x -1, nx = 1, % - 1 tem exa-

tamente n zeros distintos.
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Lema 3.4.5 ~ Os zeros de x -1 formam um grupo multiplica-

tivo Tn de ordem n em Z. Este grupo tem Y(n) geradores
(y = funcao de Euler). '

Demonstracao:

£ facil verificar que os n zeros de x'-1 for-
mam um grupo multiplicativo em Zn. Como Tn é um grupo abhelia
no finito existe um m< n tal que cm= 1 para todo ¢ € Tn e

~ m .
Tn tem um elemento de ordem m, Se m < n, entao ¥ -1 teria n
zeros que € uma contradigao. Portanto , m = n e existe um

elemento y de ordem n em Tn'

Definicao 3.4.6 - Os geradores de T sao chamados as n-ési-

mas ralzes primitivas da unidade.

2

Lema 3.4.7 - 2= 0(r) onde r @ uma n—-ésima raiz primitiva da

unidade.

Demonstracao:

«"~1 tem todos os zeros em 0O(g) pecrque eles

sao todos poténcias de g.

No que segue, seja m um inteiro positivo e L Uma raiz

m~-ésima primitiva da unidade. O anel dos inteiros de Z em

-

0z ) & z[;n"] ((12), pag 269, 4B),.
Como Z[cm]::z[gzm] para m impar, temos onze anéis eucli

dianos nao isomorfos correspondentes am=11, 3, 4, 5, 7,8,9
11, 12, 15 e 20, Ogs casos m =1, 3, 4, 5, 8, 12 sao mais
ou menos classicos ((1), pag 117 - 118 e 391 - 393; (2),
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(3), pag 228-231); (7), capitulos 12, 14 e 15; (13); e (15)).

Os outros cincos casos sao aparentemente novos.

Para m par, o anel Z[Cﬁ] tem nimero dé classe 1 se e so-
mente se’W(m) £ 20 ounm =‘70, 84 ou 90, (14). Logo, existem
exatamente trinta anéis Z[g ] nao isomorfos que sao princi-
pais.

Para ¥(m) € 10, m # 16, m # 24, Z[cng é euclidiano para

a norma (22).

' 7. ~
3.5 - Exerplos de aneis principais nao euclidianos.

Em 1949, T. Motzkin (4) mostrou que o anel dos inteiros
de Q[/~19] ndo & euclidiano.

Em 1971, P. Samuel (10) mostrou que o anel dos inteiros
de 0[/~19] , o[/~67], o[/~163] nZo sio euclidianos (imedia-
ta do lema 3;4.3).

Em 1973, J.C. Wilson (16) mostrou, haseado no trabalho
de T. Motzkin (4), gque o anel dos inteiros de Q[/:TT] nao e
_euclidiano, usando uma linguagem mais acessivel aos egtudan
tes nao graduados em algebra.

Em 1975, K.W. Kenneth (21) deu tratamento ainda mais sim-
ples ao trabalho de J.C. Wilson (16) e também mostrou que o
anel dos inteiros de Q[v/~19], o[/=43], o[/-67] e Q[v-163]
nao sao euclidianos.

Em 1971, R.E. MacRae (11) mostrou que A=4[x.y] /‘(y~2*X3+x+l)

€ principal mas nao & euclidiano.
Em 1973, C.Queen (19) mostrou que MnlA & euclidiano, on-
de M = {(x + 2)l . (x + 1)),
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Em 1974, R. Markanda (19) mostrou que M‘lA nao € eucli-

diano pela norma.

3.6 - Um problema em aberto.

Quanto aos corpos quadraticos reais, agueles para os
quais o anel dos inteiros é euclidiano nao sao conhecidos,
Nem mesmo se sabe se existe um corpo para o qual o anel
dos inteiros & euclidiano sem ser euclidiano pela norma

(isto €, um corpo fora da lista dos dezesseis da segao an-
terior).

P.Samuel (10) acredita que Z[/I4'] pode ser um provivel
candidato.
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