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INTRODUÇÃO 

O objetivo do presente trabalho é um estudo dos anéis eu

clidianos e introdução aos problemas em aberto dessa área •. 

Iniciamos o nosso trabalho apresentando as definições e 

resultados básicos dos anéis euclidianos, suas propriedades ele 

mentares e de estabilidade e os exemplos clássicos. 

Em segu~da, mostramos que todo anel euclidiano admite um 

algoritmo mínimo. Esse algoritmo mínimo pode ser construid?por 

construção tràhsfinita. Essa construção fornece uma condição 

necessária e suficiente 

clidiano. Apresentamos 

ta por T. Mot.zkin ( ( 4), 

., 

para que um anel de integridade seja e~ 

duas construções transfinitas: uma fei 

1949) e a outra por P. Samuel' ((10); 

19 71) • Mostramos que a construção transfinita de Samuel na-

da mais é que uma generalização da construção transfinita de 

Motzkin. Além disso, mostramos que um anel de integridade é 
Motzkin-euclidiano se e somente se é Samuei euclidiano (quando 

o conjunto W da construção transfinita de Samuel é o anel dos 

inteiros) • Esses dois Últimos resultados são inéditos do nos 

so conhecimento. 

Em vários casos, o algoritmo mínimo pode ser explicitamen 

te construido, mas sua estrutura é complicada em _.geral. Cons 

truimos o algoritmo mínimo para o anel dos números inteiros, P.§! 

ra o anel dos polinômios em uma variável e para um anel princ~ 

pa-1 com um número finito de ideais maximais. 

Seja A um domínio euclidiano, e seu algoritmo mínimo e S 

um sistema multiplicativo de A com O ~ s. O algoritmo e in--
~ -1 . duz um algor~tmo e' em s A (lema 1.4.6}. e' nao e neces-

sariamente o algoritmo mínimo de s-1A. Como excm~lo, cons-

truímos o algorítmo mínimo.e'' de s-1A, A= Z e S o conjun

to dos números inteiros primos com 6 e mostramos que esse algo

ritmo é diferente de e•. Nossa descrição explícita de e•• 



também é inédita do nosso conhecimento. 

A seguir, apresentamos alguns resultados básicos sôbre do 

rnínios de Dedekind e número de classe. Em particular, aprese~ 

tarnos o número de classe dos inteiros algébricos de Q[ld] , 
para diversos d (d inteiro positivo livre de quadrados). 

Classificamos todos os anéis de inteiros de Q[l-~ e al 

guns anéis de Q [ldj { d inteiro positivo livre de quadrados) e 

de corpos ciclotômicos, que são euclidianos. 

Terminamos apresentando exemplos de anéis principais que 

nao sao euc~idiano~ e problemas em aberto. 

Quero externar aqui o meu agradecimento ao Prof. Dr. John 

Edmonds David pela proposição do presente trabalho, pela orien 

tação, pelo incentivo e, principalmente, pela resolução dos 

problemas inéditos apresentados. 

Agradeço o apoio da FAPESP através da concessao de bolsas 

dé estudo, sem as ·quais este trabalho não teria sido realizado. 
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1. 

CAPÍTULO - 1 

&~~IS EUCLIDIANOS 

1.1 Def~nições e resultados básicos 

Definição 1.1.1 - Dado um anel comutativo A, um algoritmo euc~~-· 

di ano em A é uma aplicação tJ!: A ----. T:l, onde ~'l é· um 

bem ordenado, tal que: 

conjunto 

(a) tJ!{ab) ~ tJ!(a) para todo a, b E A-(0) 

(b) dados a, b E A, b ~ O, existe~ q, r E A, tais que 

a = bq + r e tJ!(r) < tJ!(b) 

~finição 1.1.2 - Um anel de integridade com algoritmo euclidia-

no é denominado anal euclidia~o. 

'l'eorema 1.1.3 -Seja A um anel euclidi;:mo e seja I- um ideal de 

A. Então, existe um elemento a
0 

E I tal que I consiste exata-

mente de todos. os a 0 x quando x percorre A. 

Demonstr~ç:ã?_: 

Se I consiste exatamente do elen1ento O 1 basta 

a ~ O e a conclusão do teorema vale. 
c o 

fazer. · 

Assim, podemos admitir que I ~ (O); 

I. Tomamos um a 0 E I tal que 1Jl(a0 ) 

portanto, existe a i O 
. .. . em SCJ a muumo. 

Suponhamos que a E I • .Pela propr.i.edudc (b) do 



em A (1.1.1), existem t, r E A tais que a = ta0 + r onde r = O 

ou 1/J(r) < 1/J(a0). Como a e ta0 estão em I, segue que r E I. 

Da escolha de a 0 , a única possibilidade para r é r = O, e 

a= ta
0

, o que demonstra o teorema. 

Representamos o ideal de todos os múltipos de a por (a) ou 

Aa. 

Definição 1.1.4·- Um ru1el de integridade A com elemento unidade 

é um anel principal se todo ideal I em A é da forma I :=: Aa pa

ra algum a E I. 

Corolário 1.1.5 - Um anel euclidiano possui um elemento unida

de. 

Demonstração: 

Seja A·um anel euclidiano. Como A é um ideal de 

A, pelo teorema 1.1.3, existe u0 E A tal que A = (u0). 

u0 = u0c para algum.c E A. 

Logo, 

Se a E A, a= xu
0

, para algum x E A. Logo, ac =(xu0 )c 

x(u0c) = xu
0 

= a. Assim, c i .o elemento unidade. 

Denotamos o elemento unidade de um anel euclidiano por 1. 

= 

Em vista do teorema 1.1.3 e do seu corolário 1.1.5, pode--

mos concluir que todo anel euclidiano é um anel ;_Jd.ncipal. 

Definic~o 1.1.6 - S~ a t O e b est5o em um ~1el comutativo A~ 

então a di vide ~' se existe c E A tal que b =·' ac. 

Usamos a notação a 1 b pará repre.sentar o fato du que a di

vide b. 

Definiç~o 1.1.7 - Se a,b E A, então d E A~ dito um m5ximo di-----"--·-·-- -----

2. 



visar comum de a e b se: 

(1) d / a e d I b 

(2) sempre que c I a e c I b, então c I d 

Usamos a notação d = (a,b) • 

Lema 1.1.8 - Seja A um anel euclidiano. Então, dois elemen--

tos quaisquer a e b em A possuem um máximo divisor comum d. 

Além disso, d = Àa + ~b para certos À,~ E A. 

Demonstração 

Seja I = {ra + sb , r e s percorrendo~}. Afir-

roamos que I é um ideal de A. De fato, se x e y estão em I, 

então X = r
1

a + s
1

b e y -- r 2 a + s 2b. Logo, X - y = 

(rl - r
2

) a+ (sl - s
2

)b E I • Se u E A, ux = u(r1a + s 1b) = 

(ur
1
)a + (us1 )b e I • 

Como I é ideal, 'pelo teorema 1.1. 3, existe um elemento d 

em I tal que I = (d). Do fato de d e: I e todo elemento de I 

ser da forma r a + sb, d = Àa + pb para certos À ,ll e: A. 

Pelo corolário 1.1.5, A possui um elemento unidade. As--

sim, a= la+ Ob e: I e b = Oa + lb e: I. Estando em I sao 

ambos múltiplos de d , donde q I a e d lb. 

Suponhamos,finalmente, que c I a e c I b; então, c I Àa 

e· c I \lb, de modo que c I ;\a+ J.lb ·- d. 

Portanto, d satisfaz todas as condiç6es exigidas para um 

máximo di visar comum e o lema está d.emonstrc.do. 

Definição 1.1.9 - Seja A um anel comuta·t:ivo corn elemento uni

dade 1. Um elemento a e: A é uma unidade em A se existe um ele 

menta b e: A ta 1 que ab = 1. 

Definição 1.1.10 - Seja.A um anel comutativo com elemento uni ... 

3. 



dadc. Dois elementos a e b sao ditos associados se b = ua 

para alguma m1idade u em A. 

Lema 1.1.11 - Seja A um anel euclidiano e a, b E A. 

para todo algori1;mo ljJ em A, temos: 

Então, 

( 1) Se b - -nao e uma unidade, ~(a) < ~(ab) 

(2) a é uma unidade se e somen·te se ~(a) = ~(1) 

Dem_çmstração 

{1) Pela condiç~o (b) da definiç~o de algor!

trno euclidiano (1.1.1), ·a= abx + r onde r E A e 1)J(r) < 1P(ab). 

Logo, r = a - abx = a(l -bx) e r E Aa. Corno o valor 

assume em a é o m!nirno de 1jJ para quaisquer valores de 

1jl(r) < 1jJ(a), a Única possibilidade é bx = 1 e b é urna 

de de A. Absurdo. b nao é unidade, por hipótese. 

que 1~ 

Aa e 

unida-

O resultado disso é ~(a) < 1jl(ab). 

(2) Sti~Jonharnos que w (a) = 1jJ (1). Como 1 e a sao · 

elementos de A, pela definição de anel euclidiano (1.1.2), so

gu~ que existem x, r E A tais que 1 = ax +r, com 1jl(r) < 

1jl(a) = 1)1(1). Se 

1)1(1). Logo, r= O 

r~ O, ent~o r= r.l, contra~i~ndo ~(r) 

e 1 = ax, donde a é uma unidilde. 

Se por outro lado, a é uma unidade, exista x_E A tal que 

ax = 1. Pela propriedad8 (a) da definiç5o de al1uritmo eu-

clidiano (1.1.1), 1jJ (a) ~ 1/J (ax) = 1/J (1) e também 1jJ (1) ~ 

1jJ (a.l) = tlJ (a). LO•:JO, 1]J (a) - 1JJ (1). 

pcfinição 1.1.12 - No anel ·eüclidiano A uma -~ nao unidade 0:1 1r 

é dito um elemento irred.utí.vel de A se sempre qul.1 Tf ,..; ab 

onde a e b estão em A, então a ou b é uma unidade. 

< 

!2_efinição 1.1.13 - No anel euclidiano A, uma -na o unidade 

4. 



1T é dito um elemento primo de A se sempre que 'IT I ab, 

a e b estão em A, então 'IT I a ou 'IT I b. 

onde 

5. 

Lema 1.1.14 - Seja A um anel euclidiano, Então, todo elemento 

em A é uma unidade em A ou pode ser escrito como o produto de 

wn número finito de elementos irredutíveis de A. 

Demonstração 

A demonstração é feita por indução sôbre l/J(a}. 

Se l/J(a} = ~(1}, então a é uma unidade (1.1.11). 

Admitimos que o lema seja verdadeiro para todos os elemen

tos x em A tais que l/J(x). < tP(a). Se A é um elemento irredut.i.--

vel de A, nada há a demonstrar, Portanto, suponhamos 

a = bc, onde b e c não são unidades em A. Pelo lema 

l/J(b} < l/J(bc} = l/J(a) e 1jJ(c) < 1/J(bc} = ljJ(a). 2\ssim, pela 

que 

1.1.11, 

nos-· 

sa hip5tese de indução, b e c podem ser escritos como produtos 

de um número finito de elementos irredutíveis de A: 

e c = 1T~ 1 • 1r' 2 • • • 1T' m • 

Consequentemente, 

a= bc = 1r
1 
... 1r .1r'

1 
..• 1r' e desta forma a foi fatorado 

n · m 
como 

um produto de um número f.ini to de element.os irredutíveis. Is

to completa a demonstração do teorema. 

!]efini__çªo 1.1.15 - No anel euclidiano A, a e b sao ditos pri--

r::os entre si (ou relati va1-.1ente primos) se seu máximo divisor 

comum é uma unidade de A. 

Como todo associado de um máximo divisor comum é um m:iximo 

divisor comum, e como o elcmen to unidade 1 é <:l~3 ~::ocio.c.1o do 'lual

quer unidade, se a e b são primos entre si pod..-.:m.os admit:.ir que 

(a,b) = 1. 

Lema 1.1.16 - Seja A um ane 1 euclidiano. Suponharoos que para . 



a, b e: A, a I bc e (a 1 b) = 1. Então, a I c. 

Demonstração 

Do lema 1.1.a· e (a,b) = 1, segue que 

Àa + llb. Nultiplicando essa relação por c, obtemos 

À ac + JlbC. Ora, a I >..ac, sempre, e a I JlbC ?Ois 

portanto, a I (Àac + llbc) = c. 

1 = 
c = 

a I bc; 

Lema 1.1.17 - ·se tr é um elemento irredutível no anel euclidia

no A e 1T I ab; onde a, b e: A, então 7T di vide pelo menos a ou 

b. 

Demonstração 

Suponhamos que 1f nao divide a; então ('IT ,a) = l; 

Pelo lema 1.1.16, Tfl b. 

Corol5rio 1.1.18 - Se 1f ~ um elemento irredut!vel no anel eucli 

diano A e se 7T I a
1

• a
2 

•. •• an então 1T di vide pelo menos um dos 

• • • I a • n 

Demonstra.cão: 

Segue do lema 1.1.17, por indução sôbre n. 

Teorema 1.1.19 - (Teorema da Unicidade da fato:r:;.1.ção) 

Seja A um anel euclidiano e a =-!- O unia não unidade em A. Su 

ponhamos que. a= ·1T
1

.1r
2 

••• 1rn. = -rr• 1 .1r •2 ••• n 'm onde 

Tí 
i 

e os 1T 1 

j 

n = m e cada 1T. , 
~ 

sao elementos irredutívoi.s de A. 

1 ~ i ~ n S associado a algum n' ., 
J 

os 

Então, 

1 ~ j 1 

j ~ m e 1 reciprocarru:::mte, cada ' ... • 1 1 7T c assoc1aao a a gum 
k lrq • 

Demonstração ----.... -~,--...,_-

6. 



Como a = n 1 . 'IT 2 ••• n n = rr I 1 • n I 2 ••• rr ' m ' 

1T • 1T2 ••• 1T 
1 n e portanto ifl divide 1fl .1fl •• .TTI • 

1 2 m 

corolário 1.1.18, divide algum 1fl 
i i como 

rr divide 
1 

Pelo 

e 

1T
1 

• sao ambos elementos irredutíveis de A, eles sao associa 
~ 

Jl..ssim, 

= rr• · TT 1 rr• = rr 1 7T 1 rr• rr TT' 1T
1 

1" 2••• m ul. 1' 2'••• i-1" 1" i+l""" m 

Cancelando ficamos com rr2 •••. 1rn = 1T 1 1T 1 1T 1 '!TI 

1 •••. 1. '+1""" • 
~- l m 

Após alguns passos, o primeiro membro torna-se o elemento uni 

dade 1 e o segundo membro o produto de um certo número de rr 1 j 

(o excesso de m sôbre n) • Isto implica, n ~ m (os rr• nao 

são unidades) ~ 

Analogamente, m ~ n, de modo que n = m. 

No processo, mostramos também quo todo 1Ti possui algum rr' 
j 

como associado e reciprocamente. 

pefinis;ão 1.1.2_0 - Um anel de integridade A1 com elemr:mto uni

dade, é um anel fatorial se: 

(a) todo elemento não nulo em A é u.ma unidade ou pode ser es-

crito como o produto de um número finito de e]J"'lmcmtos irrcdutJ 

veis de A. 

(b) a decomposição na parte (a) é única a m(.'!nos da ocdcrn e dr~ 

associados de elementos irredutíveis. 

Combinando o lema 1.1.14 e o teorema 1.1.19, poJ.cc:rnos con··

cluir que todo anel euclidiano é um anel fatorial. 

Definição 1.1.'21 - Um anel cmnutativo A é um anel no•::d:.heriano 
___ , __ 4-._ ----------

se satisfaz a seguinte condição: 

(acc) toda cadeia estritamente crescente de ideais de A -· e 

7. 



finita. 

Lema 1.1.22 - Todo anel principal é noetheriano. 

Demonstraçã,2 

Seja A um anel principal. St~j a I 1.íS. I 2 ~-. • • ~I i 

uma cadeia estritamente crescente de ideais de A. U I. 
J. 

um 

ideal de A. como A 
... 
e principal, existe y E Uii tal que 

UI. = Ay. Existe também um n tal que y E I Logo, I +, s; 
J. n· n ,ç 

UI. = Ay [;.I , para todo k. Como I CI para todo k, 
J. . n n- n+k 

segue que In+k = In' para todo k. 

Portanto, essa cadeia é finita, o que demonstra o lema. 

Lema 1.1. 23 . - O ideal I = (a
0

) é um ideal maxima.l do ane 1 eu

clidiano A se e somente se a
0 

5 um elemento irredutível de A. 

Demonstração .. _" ____ ___.,___ 

Demonstraremos primeiramente que nao for um 

(~lemento irredutível, então I ,._. (a
0

) não é um iô.c:al rnax.i.mal. 

De fato, suponhamos que a
0 

= bc, onde b,c E A e nem b e nem c 

s.:::.o unidades. Seja B = (b) ; então, certamente a
0 

e: B e logo 

I c B. Se B = A, então 1 s B e 1 = xb para algum x c A, im;;li 

cando que b é uma unidade em A, o que é absurdo.. Por o:.\t~ro 

lado, se I = 13, então b e: B :::.:; I, donde b = x.a0 para a.J.gum 

X E A. Combinado com == bc, isto resulta em 

e consequentemente xc = 1. .Hil:3 isto im;?lica qut:: 
... 

c e uma unidade 

<~m A, contradizendo novamente nossa hipótese. P<Jrt~mto, B ê di

ferente de I e A e, como I c B, I não pode sor um ideal nw.xi

m:..1l de A. 

Reciprocamente, suponhamo:.> que a
0 

:::ej a um cd.<;rnÇ.m to irl.-:Jdutí 

8. 



9. 

vel de A e que U seja um ideal de A tal que I = (a 0 )~ U c A. 

Pelo teorema 1.1.3, U = (u0 ). Como a 0 E I~ U = (u0 ), a 0 = xu0 

para algum x E A. Mas a 0 S um elemento irredutível de A, donde 
_. 

unidade A. Se 
.. 

unidade A, u segue X ou uo e uma em uo e uma em = 

A. Se, outro lado, 
... 

no r X e uma 
'· 

unidade em A, -1 
X E A e a rela-

- torna-se -1 E pois T 
.. 

ideal de çao a = xuo uo = X I, e um A. o o 
~ .. 

Isto imnlica que U s; I; junto com I ~ U concluimos que U = I. 

Portanto, nio .existe. nenhum ideal de A que esteja estritamente 

contido entre I e A. · Isto significa que I ~ um ideal maximal 

de A. 

~rolário 1.1.24 - Seja I um ideal de um anel principal A. En

tão, I está .contido em um número finito de ideais maximais. 

DemonsJ;E.~ção: 

SeJ' a x E A tal que I = (x) • se-J' am M. :J I iélt:!ais ma--
- ~ -· 

ximais. Para todo i existem orimos o. tais queM. = (n.). Tam--
~~ . ~ -~ 

bém, H. = M. 
1. J 

se e soment:e se i = j e isto acontece se e somente 

se pi c pj sao associados. Então, podemos definir 

I.= ( X ). 
~ T·)l• • .p. . -~ 

Claramente I. é um ideal de A e 
~ 

Mas, pelo lema 1.1.21, A 

noetheriano. Ent~o, podemos concluir que essa cadeia ~ finita e 

isto é er:ruivalente .a 11 0 ideal I está contidi) em um nG.THêH.'O finito 

de i de ais maximal s " • 

Corolási.~..:..!·25- Seja A um anel p::incipal, p e A pd.mo e 

X E: A. i Entã.o, 1, I x para no máximo um n1i:·:'.~ro f in i to de 

Indices i. 



10. 

Demonstração 

Para todo Índice i 
i tal que p I x definimos 

X I. = (_;;.;;..,.,-) • 
~ p~ 

Claramente 

' 
r a todo Índice i. Corno, pelo lema 1.1.22 , A é noetheriano 

segue que a cadeia r
1 

!f r
2 

!j. • • • • é finita. Logo, o número de 

índices i para os quais pi I x é finito. 

Teorema 1.1.26 - Todo anel principal A e anel fatorial. 

Demonstração 

Seja x e: A. Se x é urna unidade ou um -elemento 

primo de A, nada há a d3monstrar. 

Suponhamos que x não é unidade e nao é primo. Pelo coro lá 

ri_o 1.1.23, (x} C ~l' ••• ,Hn onde os Hi são ideais maximais 

de A. Corno A~ principal, existe~ p 1 , .•. , pn primos em A 

para i 

k. 
I n. ~ 

lo.~ 

iguais 

que x = 

= 1, ••• , n exis·t.em k. tais 

k. 1 X e p. ~+ 
~ 

para i ~ 

., k. up. J.. •Y 
~ 

j . 

~ 

f x. Também 

Logo, ~pi 
k. 
~ 

Se (y) :J A,. 

Pelo corolário 1.1. 24 , 

1 
I x, que pi ... 

k. e () .k. na o sao pi J. 
J. J J 

I X e exist.e y e: .\, tal 

exicte um ideal maximal M 

(p), p primo em A, p não associado a nonhum n. (se p i associa 
"~ . --

do a algum pi' p 1 I y e 

tal que (y) = M. Isto contradiz o fato da que (x) est~ conti 

do no máximo em n ideais ma::dma.is. Loqo, {y) = A. O elcP1on 

to 1 pertence a A; então, existe z s A tal ~ue v~ - 1. Por 

tanto, y é uma unidad!~. 

Assim, d8monstramos que todo elemento nao unidade e não 

primo de A pode ser escrito como um prodtltO d<:~ primos de A 

que implica A é fatorial. 
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Lema 1.2.1- Para b E A, b I O, temos ~(b) > ~(O). 

~(O) é o menor elemento de tjJ (A) • 

Demons!:E_~_ç.=io: 

11. 

Logo, 

Pela parte (b) da definiç~o de algoritmo euclid~ano 

(1.1.1), O = bq + b 1 cem ~(b 1 ) < ~(b). Por induç~o, defini--

mos uma sequência b, b
1

, 

a seguinte pEopriedade: 

se b f. O ·escrevemos 
n 

. . . 
se 

o 

, 
bn 

:::;: 

b de n 
::: O, 

b qn n 

e lcrnent.os de A com 

sequência 
.~ 

está construi a Ja 

+ b n+l com ~ (bn+l) < 

~(bn). Como (~(b ) ) é uma scquência estritamente decrescente n 
de elementos de um conjunto bem ordenado, deve ser finita. Lo---

go, existe n ~ 1 tal que b = O. n Então, ~J(O) = ~(bn) < ~(b). 

Lema 1. 2. 2 - Um elemento b E: A tal que ~ (b) é o mcmor e lemcnto 

de ~(A) -{~(O)} é uma unidade em A. 

Demonstracão: 

Por hip5tese b é diferente de O. Para todo a em 

A, temos a- bq +r co~ ~(r) < ~(b); logo r= O. 

(b) e b é uma unidade. 

Então, 

A 
... 
e um 

A= 

anel 

comutativo e ~v é um conj'l:."1to bem ordenado, satisfazendo a condi

ção (b) da definição de algor.ltmo euclidiano (1.1.1), 8 denomj.-

nado alaoritmo fraco. 
--~~- ....... --"-· .......... -~-

{a) 

Um algoritmo fraco nao 

d~ definicão 1.1.1, 
~ 

Ex~mQ]:~2 .4 - Seja l\ -· 
n t- ,-

EJ ~(5) 13. J -

satisfaz, necessarlan~nte, ~ 

z, 1/J:A ·-4 N, 1J;(n) = Jnj 

P ar.::-t todo n i o em l\ tal que jnJ ~ 5 ou jnJ ::;.. 14, os 

para 

reprcs,~n--



tantas r= O, 1, ••• , Jnl- 1 de classes m6dulo n 

\jJ (r) < lJJ (n). 

Para 6 ~ In I ~ 13 substi tuimos o representante 

5 - lal, o qual também sat . .isfaz ~J(5 -In!) < ~J(n). Logo, 

um algorítimo fraco. 

12. 

satisfazem 

5 por 
-e 

Has 1JJ(5) > 1./!(10) e 1./!(5) > 1/J(-5), contrari-ando a condição (a) 

da definição 1.1.1. 

Entretanto, ulh anel com algoritmo fra..::o 

euclidianos, como mostra o 

adm.itc algoritmos 

Lema 1.2.5 S,'3 ljJ: A ----+ ~v é um algoritmo fraco, 

1JJ1 : A~ ~v, definidopor 1./!
1

(0) =lJJ(O) e 

ljJl {a) = min ~; (b) 
b ::: Aa - (O} 

é um algori ti':'lo tal que: 

a) 

b) 

1~1 (ac) ·

lj;l (a) ~ 

1./J (a) se e somente se Aac -- Aa 
1 

1J;(a) para a E A. 

para 

então 

a i O 

Como W é bem ordenado 1./!
1 

est5 bem definida. 

b - , 1 f' ..• Se E Aac, entao b E Aa. Log-o, Aac c Aa. Po.~..él. ue .J.nJ.çwo 

Isto demonstra a condiç~o (a) da 

definição de algo:cítmo euclidiano (l.l.l). 

Scj am b f- O e a E A; pela de~ f1niç3o do 1j;1 , 

para um certo c E: A. Pela condiçao (b) 

... 
J l f. . -t:tz:t ce :J.nJ. <~~'~O 

a = bcq + r com ljJ(~·) < 1./J(bc); logo, 1JI
1 

(r) ~ 1~ (r) < 

tjJl (b) • Isto mostra que ~ 6 u~ algoritmo. 

Fi.nalment:e, corno <:'!. E: Aa - (O) 1 da definição de 1J;1 , 

J..l.l;o -

i.!J (bc) -

que 1J;1 (a) ~ 1j;(a) para todo a c A. Isto demonstra a parte (b). 

Por outro l~do, se 'P
1

{ac) lj;l (a} , a "'' acq + r com 
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~ 1 (r) < f 1 (a); como r= a(l -cq), a parte b) implica que r= o. 

Logo, Aac = Aa. Assim, a parte a) do lema esti demonstrada. 

Em vista do lema 1.2.5, todo anel de integridade com algo-

ritmo fraco i euclidiano. 

Corolário 1.2.6 - (recíproco do lema 1.2.2) 

Se ljJ 1 é como. no lema 1. 2. 5 e se u é uma unidade de A, en-

tão 11J 1 (u) é o menor elcroento B de ljJ(A) - {~(O)}. 

Dcrnonstr'!~ão :_ 

Pelo lema 1.2.2, existe uma unidade u' com 

~ 1 (u') = ~. Como ué associado a u', u' = uc para. 

unidade c em A. Logo, Au' ·- Auc e pela parte a) 

1.2.4, 11J 1 (uc) = t/Jl(u'). Como ~ 1 (uc) = ~~1 (u) ' segue 

Vi 1 ( u) 
~ 

elemento de tj; (A) {lJ;(O)}. e o menor -

o corolário acima nem sempre vale para alsorítmo 

como mostra o 

valor 

alguma 

do lerna 

que 

f:raco, 

~;~~lo_ 1. 2.:2. - Em Z 

tj;(l) = 2. Para n f 

definimos: tj;(n) = !n! 

1, usamos O , 1, • • • , In. I 

para n I 1 e 

- 1 cowo .r·<c~;1rese~ 

tantes m5dulo n c para n = 1 usamos ~ e -1 como reprcsen--

t.::m te módulo 2. 

elemento unidade 

lH l) = 2. 
1 

Assim, tj; ~ um algoritmo fraco em Z. o 

uma unidade em l\ 1 ma.s . 1!J ( -1) "" 1 < 

Do finicão l. 3 .1 - Seja A um domínio d•c:; in tecjri·:'bdc. Uraa apl.i -------·"""-·----
caqao V: K* ~ G, onde K é o corpo do frac;6cs de A, K* ::: 

K - {O} = {unidades de K} e G é um gY.·upo abcl:i.ano tot.J.lrn:~ntc or 
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denado, tal que V(xy) = V(x) + V(y) e V(x + y) > min{V(x),V(y)} 

é denominada uma valorizaç:~ão de K. 

o conjunto ~= {x e: K* tal que V(x) O} u {O} 
~ 

~ e um 

anel. De fa·t:o, se x e y e: 
~ en t:ão V (x) >,. o e V(y) ~ o. Co-

mo V(x + y) >,. min {V (x) 1 v (y) } , segue que V{x + y) >,. ') e logo 

X + y e: A.v· Também, como V(xy) = V (x) + v (y) , segue i]Ue 

V(xy) ~O. As outras propriedades de anel segmm facilmente. 

O anel Av é denominado anel da valorizaçâo v. __ .., ______________ _ 

.Seja A um anel princi~)al. Vamos determinar todos os a.néis 

das valorizações não. triviais, do corpo de frações K de A, 

que contem A. 

Seja Av o anel da valorização V de K tal que A~ AV. Se--

ja p um primo em A. Definimo3 v : K* --+ z da seguinte 
p 

maneira: K*, a b se X e: •;;scrcvemos X ::: b- com a e 

~ x -- -_,)t ___ ab··-',·-x pode ser esc ri. to, ·tmnbcm, como , --- com a' e b' 

A, (pIa I) = (p 1 b I ) = 1 e t E Z; então, V (x) ·- t. 
p 

Por cxem_plo, se A -- z e p - 5 f então 

V( 
120 

)= 1 pois 
120 2 ·1 r.:l -·-- - :) e 

32 32 "] ') . 
. .) ... 

\J ( .. _l_?:_ ) = -1 l-JO;S 120 . ~ ~· 

o 

o --

vamos mostrar que 1\v - l\V 
p 

para algum ~rimo? I O. 

~ V(x) 

v ( 1) 

a t 
X :::: l)• p 

:::: V(-~) 
b 

b 
:::::: V{---) 

b 

+ V(pt) ::.: V(<..~) + V(]; ) + V(pt). 

= v ( b • _±_) ::::: v ( b) + v ( __ }; __ ) 
b b , 

em Ai 

em 

Se 

Como 
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V(~) = - V(b). Logo, O ~ V(a) - V(b) + V(pt). 

Seja t'\, == .{x e: K* tal que V (x) > O}. Como será mostrado no 

lema 1.3.7, ~ é um ideal maximal de AV. 'l'arnbém, 

é um ideal primo de A. De fato, se a e b estão em A Ç AV e 

ab está em I·~ nA, então a ou b pertence MV (I~ é maxinnl.) , Co 

mo a e b estão em A, a ou b rJertence a MV n A. 'l'ambérn, 

N n A -:j (O). v De fato, corao V é não t~rtvial, cxL:;b3· 0/-y e: .!-\,· 

Escrevendo x 
c 

== ~ 0 I 
temos O < V ( x) = V t ) - V (d ) ou 

V ( d) < V (C) • Como A .C. Av' O ~ V(d) e, portanto, I) < V(c) • 

Logo, Portanto , o I [v~ n A 

primo p =I O em A. 

=A pàra 
p 

algum 

Como (p, a) = 1, a e: A - (I'~ n A) e a </ Mv. Logo, V(a) = O. 

t Imalogamente, V(b) = O. Então, O < V(x) = V(p ) = t .. V(p) Co 

mo V (;.;)~n,temos t ~ 0 e podr-:nnos Concluir que X € liV • 
p p 

Por outro lado, se x e: cn'cão .x ~ a ,.Jt -r;-·!. , t ? Ü 1 

1 = (a,p) - (b,p). Ent'ão, 

Como V(p) ~ O, t.V(p) ~ O. 

t 
V{x) = V(a) - V(b) + V(IJ ) ~t.V{p). 

Log·o, V ( .x) ? O e x e: ·""v. 

çoes do u.nel de integridade A) . Seja L' Ulll rn:imo tal que 

.A,, = Av é normal v se v = v . 
p ---~-----· p 

Dcfinic5o 1.3.3 -
----~---~~-- ··---·- Seja V: K* _., G nma valox:Lzoção. o con-

junto r v ~{v(x) tal que X s K*} é dcnonünado o ~u::-~E-~ __ ,:.': .. -=~~alô.:.= 
:r.·es de V. 

f: f5c1 J. verific.::tr que· (r v'+) é um q~cupo --tlxdj_(HW totaJmcmte 
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ordenado. 

~f~nicão 1.3.4 - Uma valorização V: K* --li G é discreta (de 

pôsto 1) quando rv = z onde ~ significa isomorfismo de grupos 

abelianos totalmente crdcnados. 

Exerrp lo 1. 3. 5 

primo tal que 

Seja A um domínio de integridade; p E A um 
i 

n Ap == (O). Afirmamos que V é UEJa valoriza-p 

ção discreta. De fato: 

·1) V i bem definida em z pois se a f O c pm I a então m 
p. 

.. 
e 

limitado; caso contrário, i a E nAp = (O) e a seria igual a O. 

2) V (ab) = V (a) + V (b) pois se O ~ a= pna, e O~b- p"
1

b'r 
p p p . -

c0m (p,a') = (p,b') = 1, então V (a) = n V (b) - m p , p e 

vp (a.b) = n +. m •• 

3) V (a + b) >... min {V (a) , v (b) } pois o t n a' se a = p e 
p .P p 

o -'- b mb, então + b n 
a' + pl1}J f 7- = p I a :::: p ::: 

min {n, m} n - min {n, m} 
a' m - mi.n {n, m} b I) -- p (p + p 

4) rv = 
p 

z pois clarumente r v C z e, além 

E A tal que V (pt) = t e logo 

disso, d~1do t c z e-

. t t 
~us e p 

Observe 

to.mbém que 

que V (a) 
p 

V satisfaz p 

p 

.. 
e o m.::!ncr 

rn m tal que p I a. Ob.'Jerve 

a V {-1-) ~ V (a) - V (b) (_,,.) • 
p D p p " 

De fato, 

se -b~ -- yx então V (au) = V (bx), V (a) + V (v) -p J p J p ~ 

-- v (b) + V (x), V (a) - v (b) -· V {x) -· Vr:?(y) e ( 1':) es·tá bem 
p p p p p 

definida; ·também, 

a ••1111, 

v ( --:;--. 
..,, .... 

) V (ax) v (by) = v (a} + v (:x:) ... v (b} ·- v ( y) ·- -p o y p p p p l? p - = 



Vp(a} - Vp(b) + Vp(x) - Vp(y) = Vp(S) + Vp(~). E ainda 

V(~+~) =V (ay + bx} -V (by)> min{v (ay), v (bx)}- (V (b)-V (y})> p .o y p . p . p . p p p . 

min {v ( ay) v (b) v (y) vp (a) - vP (b) 
a - - = == v (.-) p p p p b , 

vp (bx) - v (b) - v (y) = V (x) - vn (y) = v (?i)} = p p p p y 

= min {Vp (S) ' v(~)} p y 

LGn.a 1.3.6 - Seja V: K* -~ G uma valorização. o conjunto das 

unidades de AV é U(Av) = {x e K* tal que V(x) = 0}. 

Se V(x) = O, então v(!) - o. 
X 

Logo, x c uma unidade 

em Av• 
Seja x E: l•v e suponhamos que V ( x) = z > O. Como ,:, é um qrupo 

totalmente ordenado, -z n~o oodc ser maior que %cro (se -z > O, 

z - z > O, ~ue i uma contradiç5o em G); logo, ~ t AV P ~or--

~ 

tanto x nao e uma unidade. 

Ent5o, x E: Av ~ uma unidade se e somGnte se V(x) =O. 

Dc'.::inicão l. 3. 7 - Um anc;l comutativo A e um anel 1_oc::ü 
"~~-··-- <~--·___.__._,.......,...~--- --'-'""--- ........... ~·"···...,·-· se pos-

sni somente um ideal mzn~imal. 

local e r-1V = {x e: K* tal que V(x) > O} (~ o único i.d:::;al max.:Lr.1al de 

Av· 

Se x e y cstao.am MV' V(x) > O e V(y) > O. 
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o grupo G é totalmente ordenado, V(x) + V(y) > O. I.oqo, 

O; 

X + y E 

como G .r.y. Se y e: ~ e x e: HV' então V(y) > O e V(x) > 

~ 

e totalmente ordenado, V(xy) = V(x) + V(y) > O. Portanto, MV é 

um ideal de Av· 
?eja I um ideal de Av tal que ryc I c Av. 

então I nao contem unidades de AV. 

que I = I·~· 

Se 

Lema 1. 3. 9 -· Se V: K* _,... G é uma valorização discretn., cn tão 

AV <i. um anel principal. Além disso, Av nossui somente dois 

ideais primos: (O) e I-\J· 

Seja I 'i (O) um ideal de Av. ~)r:3j a X E: I tal cru e 

y E: I • Se y E: I I V(-'L) >.. () . 
X 

V(x) ~ o minimo dos V(y) 1 

Logo, _y_ t: 
X ~- Port:anto 1 y E: ( x) c I. Segue-se crue I - (x) • 

Claramente {O) e um idc~<:Ü pri:mo., Cor:! O ~;i é 
v 

mo. Seja P = (p) um .ideal primo de AV. Como 

maximal de ~' P C ~'!v""' (x) • LO<JO' ~} I X. 

saciado a p. LO<J0 1 H ''" p. v 

maximal, NV c pci

nvé o G.n:Lco ideal 

O lema 1.3.9 mostrn ~uc se V e uma v2lo~~~~ç~o discrct~, cn-

t - 7\ ~ 1 · · J Com<.) l\V é u;n suh<:mc l ,1 J T< e 1( é um :ao nV e um anc prlDClpa.. _ 

corno, AV é tarnbém um dorxL:üo principal. 

Nesta seçao 1 verento~:> alguns c::.~:cmplos clâé;> !:Üco;:; dn anéis 

euclidianos. "'t J. No ca.pJ. u ~O 
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!?S.f:!:.~~ç_ão 1. 4 .1 - Um conjunto bem ordenado h' ~tén1 o conjunto N 

dos nt'uneros naturais como um §_;;_gm~::._t:C?...2:.nicial se e somente se 

existe aE W tal que I = {13 
a 

tal que 13 < a} ~ ordem-isomorfo a 

N. 

Lema 1. 4 8 2 - Suponhamos que o conjunto H conb.~m N como um 

segmento 1nicial, que o anel A é um dor:~Ínio de int.egrldade e 

que nApi = (O) pa:r:a todo primo p ern A. Seja (Vp)pEP 
0 con-

junto de todas as valorizações de A (co.crespondentes aos clen~en

tos primos de_A). 

Então, para todo algoritmo 1jJ em A temos 

1,b ( x) ~ 1 + L: V ( x) para todo x "I O em A. 
pEP p 

pe_monstração: 

Podemos substituir onde 
~ 

C·O algorí-

tmo definido no lema 1.2.4), já que 1p (x) >,. 1Jl 1 (x) para b;do x 

em A. Se x' é um ml:ütinlo csl:rito de) x, tcino~:> 
'· 

~, 1 (x') > l/J 1 (x). 

Ent.ão, a nos~.>a demon3tradd DOr induç5o, começcmdo 

com o caso L: V ( x) "" () parD. todo n. 
p 

Logo, n I x para todo p; -

esse fato implica que. x é uma unidade i:.: tp
1 

( x) >,. 1. 

1)1 ( x) >,. 1 + /.,V ( x) • 
1 p 

a nos::;a 

que 

Sul"')onharnos que 

t.::v (x) == n p . >O. Seja y E A tal que 

xis te um primo p
0 

em A t.al c:rue Po I y. 

tão 

> 

{v• tal <JU8 

~ 1+ 'iV (z). 
p 

( 1.2 .4 a} • 

wl (z) < v' } ç~ 

Tarnbém, 

{v' tal qUC! 1 -:~ 

min {v' tal que tPl ( z) < v' } ~- min {v ' t.ül 

todo x 

;: vp (y) = n + 1. 

'f'\1 (z) < ·u, n 
i , n y J 

qu:.} 1 + í.: v U) r) 

li t: ,J.J. 

en-·-

< v'} . 
Como, por dcfini9~o, t/!

1 
( ~~) + 1 ~ :nLn{ v' i..: a 1 que ·<tJ_ ( z) < v' } 

1 + 1 + l.v (z) === min {vi tal r:me 1 + ~~V (:;.~) < ,,, }, entúo p ~ p 

e 



~ 1 (z)+l ~ 2 + EVP(z). Logo, ~ 1 (y) ? ~ 1 (z) + 1 ~ 

2 + EVP(z) = 1 + EVP(y}. 

~_L_4.3 - Um domínio principal A com um 
~ 

numero 

20. 

finito de 

ideais maximais Apl' ... , Ap 
n 

... 
euclidiano algoritmo e {?ara o 

1p (x) = 1 +. ~ 
1 

V. (x) 
~= ~ 

para 

valorização normal V • 
pi 

Demonstração: 

X ~ o e ~ (o) = O, onde vi denota a 

Seja b um elemento nao zero de A e """X' um elemento 

de A/Ab. Temos que encontrar um representante X de X' em A 

tal que ~ (x) < 1/J (b) • Para x i=O tomamos X = () . Para X' ~ () I 

existem índices i tais que V. (x') < V. (b) (caso contrãrio, 
~ ~ 

x' 

uertenceria a~~- e-x'= O). Pc~ra um _fndJ.'ce J. t~l que V (x 1 )>V (b) 1.: .tU.J ,_, . c~ j _j 1 

como x' e b r; A e v. ( b ) 
J --v-:lbT ·- o , --v. <ST 

p. J 
J 

tal que 

-v~ 
pj J 

x' 
-v:-zw p. J 

J 

z, 
J 

pj J 

'b 
-~·L'"'\ 

V. \D; 
pj J 

mod AP.; .• J 

exlste 2. 
J 

loc;o, 

·v I ... ::: z. b rnod 
J 

1 + v. (b) 
li:p. J 
') 

( 1) , com z. c I\., b~~m d.c:U.nido módu·· 
J 

n 

lo Ap .• 
J 

O teorema do resto chines fornece um elenanto z E A 

tal que x' = zb mod A 
1 + v. (b) 

p. J 
J 

(2) para mn tal {ndice j. Se 

ja x = h(l- z} + x'; de (1), (2) e i = iT segue 

x = b mod An. 1 + VJ. (b) • Logo, v. (x) ;;::: V. {b) r)ara um t2l. Índi~ 
.. J . J- J 

ce. j. Como para os outros Índices i v1 (x) = v1 C:t')< Vi(b), 

n 
;;: v . < x) < r v . < b) 

i::.::l ~ i=l J. 
e logo tV(x) < tJ.{h). 
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g9_EQ.l.~rio 1. 4. 4 - O anel das valorizações discretas é euclidiano 

para o algoritmo ~(x)~l + V(x) para x ~ O e ;JJ(O) -O. 

Demonstração: 

Pela observaç5o que segue o lema 1.3.9, AV 

domínio princir1al com um único ideal maximal ~~. Pelo 

1.4.3, 
.. 
e euclidiano para o algoritmo VJ• 

Observação 1.4.5"-

d 

e um 

lema 

1) Um anel principal é um produto finito de domínios principais e 

de anéis principais com um único ideal maximal ni lpotcmte Ap. 

Todo elemento não nulo x de um an<~l prin cipa.l com um Único 

ideal maximal ni lpot:ente pode S(~r esc ri to como x ::::: l? V ( x) u, onde 

u é uma unidade e V (x) é unicar:tente determinado !JOr x. Logo 1 

pelo lema 1.4.3 1 1 + V(x) é um algoritmo e o anel correspondente 

é euclidiaJ10. 

Portanto a questão "se um anel principdl 5 euclidiano" se resume 

a domínios l".lrincipai:J. 

2) Se A é euclidiano para tJ;, A* é finito 
~ 

e se~ n ~" u.m inteiro 

] t - oolo -l ( { n} ) e~ fl' n ~ to • qua .quer, en·ao ~ · ~ 

Vamos mostrar, inicialmente, que "se A é nooUwt"i<:mo, 

n-1 
{o}' A { O } U r b .... A ' 1 U l "" ·,"/ 11 h :; .-.' ', - -·· -~:. 1" ·- } = l c.. -ca que \, ---'1' ·'l- ... ~, "· .-, .. ).JrGJ--..,_o.r.a 

n i=-0 1 

e o número de elementos de A* (denotado por p,-,;1A't) , onde: li.'* o 

conjunto de unidades de A, 

todo n". 

é fi..nito 

n.-1 

entio #i A 6 finito n 

De fato, SUJ?Onhamos que f.-1: :i:::-:o Ai < co se I e {r 

A/I é sobrcjetora}, então ' '"/I .,.. 'ffh .... , 

para 

tal que 

Logo, 
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{I tal que 
n-1 
u 
i=O Ai ~ A/I é sobrejeto~a}c {r tal que t--1. A/I 

n-1 
-.t.J. u } 
TI i==O Ai ( 1) • Corno 

n-1 m 
{r tal que fi- A/I ~ t~ ~=O Ai = rn} = u {I tal que :ft n;r~i}, i=O 

n-1 
:f:f{I tal que i:f A/I ~ ~~ i:=o Ai ·- m} = 

m 
i~O 1-1 {r tal.que :ft A/I= i} = rn' <oo (2). 

n--1 
De(l) e (2) segue :f:f{I tal que U A ~ A/I é sobrejetora} !{. m' < oo 

i=O i 

n-1 
Também, {b E A tal que . '{==o Ai --> A/lili é sobrejctora} = 

n-1 
U {J:? E A tal c:rue ~::.:~i~ l:.,./Ab é sobrej e tora, Ab = I}, onde 

a t111ião é c1i.screta e é tomada sob:ee todos os i<leztis I ele A ta.is 

çple existe b e: A, I = Ab e uA1 -~ A/I é sob:r:ejcõ!tora. Logo, 

n-1 
fel {b é: A tal que ~=O Ai -~ A/Ab 

.. 
e sobrcj etot··'l} == 

n-l 
~ ii {b e: A tal que U A i=l i -}> 

de a r é tornados sobre o~-:; rnesr:.1os 

{I c A tal que existe b e: A, I = 

n-1 
{I C A tal que UA. 

. l~ 
~= 

---·> A/I 

ti {I C A tal que existe b E A, I 

tora} ~ m' • Portanto, {I tal 

Z\/Ab é ~-:obrej ator..:,, Ab = I}, on-

índi.ces 
n~l 

l\.b,UA. 
' 1.1. J== 

da união. 

n-·1. 

Como 

sobrejotora}c 

"" Ab, LU\. ---~ A/l é solJr.:::je-
.1 :L "'·' J. l. n- .. 

l) :-- '-· - l ' I } CJU!3 h. ----7 l\fJ_ c so,J:L'(!J'-~cora == 
. 1]. 
1 ·-

t ' m' e I. distintos. Lo c· o .J I 
J. 

n-1 
''/·=/· {b t: A tal que UA. --~ · A/P~b é r; obre :j<:'~ tora} 

i:-::1 ~ . 
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t n-1 
i~O =/) {b e: A tal que_uAi---+ A/lVn, Ab:.:: r 1 } • Dado i, 

J.==l 
n-1 

{ b E: A tal que u A. __, A/I. é sobrejetora , Ab ""' IJ.. } = 
l. l. 

Í== 1 
{b, u

1
b, u

2
b, ••• , u

5
b} onde b é qualquer elemento de A, satis 

fazendo ~ = I e {ui} = A*. Logo, 

n-1 
"1"1 {b tal que u A. ----7-

i=l1 
A/I i é sobrejctora, 

n"-1 
Portanto, ~~ {b e: A tal que u A.---) 

• ]l. J.= . 
t 

d~o 'li A* = (t + 1) f-i A* < oo. 

A/Ab é sohrejctora} = 

Dadon, seja{xE:J.Ii(A) ta1que x<n}= 

{ xo < x 1 ~ • • • < xk -1 } Então, 

1jJ-l({x
1

}) Ç {b e: A tal que A
0

__, A/Ab é sobrejetora} u. {O} 

Suponhamos, por hipótese de indução, que ~J -
1 (xj) ç Aj 

todo j ~ i ~ k-2. Como, 

f--;! A*. 

para 

-] 
1/J ·({xi+l}) Ç {h e A tal que 

i -1 
U ,r, ({v }) -> A/Ab é sobreJ'ctora}<.._-:: j "''() ,. •'j. 

{b s A tal que 
i 
u 

j=O 

-1 
1jJ ( { xi + 1}) ~ Ai+ 1 • Loqo, 

então 

ljJ-l({n}) ~ {b c A tal que 
k-1 
u 

i z:r) A/PJJ 6 sobrejetora} ~~ 

k 
{b t: A tal que .u A.-"·- J~/ld' (::-; sobreictora} 

J.=l ]. -
U {O} = Po-

demos concluir que ~~ ,,,-l({n}) ~ d~ ~ < ro. 
, 1 'Y -..· 1 r .ak+ 1 

.!:.~!.!l?: •• l:.!..~ :.§..__ Sejam A nm domínio euc:lidi.o.no f~ S rnn sistcrna mul--
. .1 -- -1 ~ tiplicativo tal que O ~ S. Entao, S ··A e euclidiano. 

SE~ja S - S u {divisorc)s dos elernc~ntos dc}·s}. se um 
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sistema multiplicativo pois se s
1 

e s
2 

E S existem s{ e s~ E S 

tais que s 1 si = si 1 e s 2s2 -- s2 1 com si 1 e s2 1 E s; 

s1 s 2/sis2 1 e 

S f. S, temos 

S e s 1s 2 e s. 

S -lA c ·--1 .;;., S A; 

Também, S-lA = S-lA pois: 

--1 
se a/sE s A, entao ss 1 = s 11 € 

logo, 

como 

S e 

logo, as 1 /S 1 1 = a/s E s-1
A. Ent~o, podemos supor s com as propri~ 

dades de S. 

Pelo lema 1.2 .'4, existe um algorítmo 1/J em A tal que y € Ax, 
y I o implica IJI(x) ~ 1/J(y) • Como A - anel fatorial, todo , e um 
elemento X de s:.1A pode ser escrito como s x' sE s X :::: com 

t 

e x
1 

€. A primos com todos os elementos de S; então, x' c unicamen 

te determinado além d<:ts unidades 

l/J (X I) e mostraremos que 1/JI -e 

por x. Definimos 

um alqorítmo em s-1A. · 

1/J I (x) = 

Primeiramente notamos que, paras, s 1 E s e x E s-1A, temos 

e l/J I ( SX sr 
b 1 o e -- s o' ' oscrevemos . b --t-- como acima. 

V t h ,.. • A/ 7\1 I c -1 i- ;r• -1,., l amos mos rar que o omomorx~smo é'-) ---} o r .. .:J él..O 

+ Ab' + s~lJ..b ~ 

sor)rejetor. por a ~.--;, a e se s nao tem nri-· 

mos, eni':i:io s-1A - A, bl f: A e Ab ~- Ah 1
· e seque. 

Suponhamos, então, que S tem primos. Para t:odo n e S, 

Ap é maximal. Logo, (p,b')A =A. Então, existem u 
p 

em A t.ais que 1 == u p + w b' e lo<_-j'o 1 ~-J u n rnod b' • p· p p· 

p l h', e 
e ~,.., 

r 
1\.gor:a, 

seja s E S, com s nao unidade de A. Como A é u.m anel fat.:orial 

s == . . . s s. Logo, 

+ 1 1 1' 1 -
s y s s 

pl 1 Pn n 

s s 
pnn u n p 

n + X h' -------· ~-~<--"-----~-- -··----

sl usl 
1 1 

P.l pl 
··- --

s pfl G 
·; 1:1 n n . . . t n· n 

s y 
P~l 



1 -s 

1 -s 

a s 

1 
s 

a s 

-

--

-

g 

1 
y 

1 
y 

1 --y 

a s 

+ 

... s u n 
Pn 

+ 

s u n E A e 
Pn 

u 8 1 
s mod . . . u. 

p1 Pn 

u
8 1 s E . . . u n 
pl Pn . 

mod s-1Ab e se 

s-1Ab = (as + s-1Ab) 

X b I • Como 

temos 

s- 1Ab' -1 Logo, existe ::: s .l\.b • 

A tal que 

!L E s 
s-1A então 

(g -1 + S Ab) ::: 

(1 + s-1Ab) (g -1 g_ s-1Ab. Portanto, + S Ab) = + s s 

a g ~ 
s 

(J -1 

Se s é uma unidade de A, então 

25. 

.;>_ ·- gs E A 
s e 

g 
s Logo, -1 gs -.) 51. • ' 

s 

Como o homomorfismo A/Ab' -1 I -·! 1.- - ' • S A S -Ao e so~reJctor, e xis-

te E A tal a mod s-1Ab loqo c que - - c (~ 

s 

a - se mod s-1Ab. 

Podemos escrever c= b'q +r com q, r E A e $(r) < 0(b'). 

I,o(jo, c = r mod -1 
S J;l) e 

a -J Portant.o, ::= r mod S "Ab e s 

1jJ ' ( r) = tf; ( r ' ) < ljJ ( r) < ~~ ( b ' ) -- tP 1 ( b ) • 

Seja A um anel Guclidiarw, ent5o A' -· A ( (x J J ( x-1) 
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é euclidiano. 

Demonstração: 

Seja ~ um algoritmo em A. Os elementos de A' sao 

séries de potências L>n a xn, a e A, com, possivelmente, um n 0 n n 

número finitode termos com expoente negativo. Paras e A', s ~O 

seja a(s) o coeficiente do termo que pos~ui o menor grau em s, 
q q+l 

s=a(s) x +a 1 x + ••• Fixamos ~·(s) =t~(a(s)), ~'(O) =vJ(O) .q+ 

e 

s 'I 

provaremos 

O tal que 

qu~ ~· é um algoritmo para A'. Considere 
a 

s = a(s) x + •••• com a(s) 'I O. Para 

s e A',, 

cada 

t = a(t) x6 + • • • em A' 

b, c e A, .. ~(c) < ~(a(s)) 

escrevemos 

e fixamos 

a(t) = a(s) b0+ c 
s· -a 

t
1 

= t·- bx O s 

com 

= 

c xB + (termos de maior grau). Se c ~ O, paramos o processo já 

que ~· (t1) = ~(c) < ~(a(s)) = lJI' (s). Se 

1\-CX 
c = O, construimos, ana-

logamente, t
2 

= t 1 - b 1 x s onde t 1 
Bl . 

= a(t
1

) x + (termos de 

menor grau) • se o processo para após um número finito de passos, 

digamos i-1 passos temo$: 

• • • , 

s • 

e1-1 
Como, ti-l= a(ti_ 1)x + (termos de menor grau), 

a f3 .:.. a 
loli-1 i-1 ( ( ) t. = (a(t. ) x + (termós de ITenor grau) - bi_ 1x • a s 

l. l.-1 

(termos de menor 8· 1 
grau)) = ci-l x J.- + (termos de menor grau). 

Corno c. 1 ~ O , 
l.- ~ 1 (t 1 .) =ll!(a(t.) =1)J(c. 

1
> < lJl(a(s)) =1jJ'(s). 

l. ].-

Se c 0 = O para todo i, ternos a i < 13 i+l. Logo, 

a 
X+ 

n = t = xans e t : O mod' s. Neste caso, 

lV 1 (0) <-ljJ'(s). 
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CAP!TULO - 2 

~NSTRUÇÃO T~ê!INITA E O ALGORfTHO M!NIMO 

2.1 -O alqoritmo .. . 
m~n~mo 

Definição 2 .1.1 - Dois algoritmos 11J: A ----. ~v e 11J' : A ~ W' em 

um anel A são isomorfos se existe um ordem-isomorfismo (?reserva a 

ordem) h: ~(A) ~ 11J'(A) tal que 11J' = holiJ. 

Ordinal é uma classe de conjuntos dados indutivamente por: 

~, ~ + 1 = {~}, ~ + 2 = {~,{~}}, ~ + 3 ={~,{1}, {~,{~}11-~-

Sej a ~.V um conjunto ordinal tal que card W > Card A. 

Seja liJ: A~ V um algoritmo euclidiano. Im 1IJ é um conjunto 

bem ordenado com a oràem de V e Card Im 11J ~ Card A< Card w. En

tão, Im 11J é ordem-isomorfo · a lli-n segmento inicial IliJ de ~Af. Exis-

te um ordem-isomorfismo v: ImliJ---+ Il~J • Definimos 

11J' = voliJ: A ____,. IliJ ~ W. Obviamente 11J' é um algorí tmo euclidiano 

e 11J e liJ' são isomorfos. 
Portanto, todos os algoritmos euclidianos no anel A podem ser 

construidos tomando seus valores no conjunto w. 
Os elementos de \i'1 são costumeiramente denotados por 

o, 1, 2, 3, • • • ' w, w + 1, ••• , 2w, ••• 

Lema 2.1.2 - Se 11Ja.: A ----t W e tuna família nao vazia de ·algo--:

rítmos euclidianos em um anel ~uclidiano A, então 

~= inf 1IJ é também um algoritmo euclidiano em A. a. a. 

Demonstração: 
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Considere a, b 

xiste um Índice a tal que 

a = bq + r com q, r E A e 

IJJ(r) < 1Pa(r) < IJJa(b) = IJJ(b), 

E A, b i O. Como w é bem orde~ado, e

w(b) = 1JJ (b). Podemos escrever 
a 

IJJa(r)< IJJa(b). Então 

mostrando que 1jJ é um algoritmo eu-

clidiano em A. , 

Também, dado a e b E A-{0} 1 existe a tal que 1/.l(ab) = 1Pa(ab). 

Corno, 1Pa(ab) ~ 1/Ja (a) 1 1JJ (ab} ~ 1Pa(a) ?! 1jJ (a}. 

O lema 2.1.2 mostra que todo anel euclidiano A admite um algo 

ritmo mínimo e (isto é, o ínfimo de todos os algorí~mos). 

O algorítmo- e goza as propriedades descritas no· lema l.i.4 e 

em seus corolários. Além disso, pelo lema 1.2.1 , e(x) =O se 

e somente se x = O e, pelo lema 1.2.2 e corolário 1.2.5,e(x) = 1 

se e somente se x é uma unidade (observe que 

um segmento inicial de W 
(A} € isomorfo a 

2. 2 - A construcão transfini ta de Samuel e Hotzkin 

Inicialmente,veremos a construção transfinita de P. Samuel (10). 

Lema 2.2.1 - Seja 8 : A ~ w o algorítmo mínimo em um anel eu""-

clidiano A. Para a E A seja A ={x E A tal que e (x) ~a} . e 
a 

A' -
a 

{x E A tal que 8 (x) < a} . Então, A 
.. 
e a união de (o )• com 

a 

o conjunto dos elementos bE A tais que a a9licação A~--. A/Ab 

é sobrejetora ( isto é, representantes de classes módulo Ab podem 

ser achados em A'). 
a 

Demonstração: 

Se b E Aa e se a + Ab (a e A) é qualquer classe mó-

dulo Ab 1 escrevendo 

dessa classe tal que 

a = bq + r, 

8(r) < G(b) ~ 

encontramos um ret.)resentante r .. 
a, isto e, r E A' • 

a 

Reciprocamente, considere b =/- O tal c1ue A~~ A/Ab é sobrej~ 

tora e suponha que 8 (b) >. a • Agora I defina el: A ----)" w por 

81 (b) = a e 81 (x) = 8 (x) para x i b. Afirmamos que 8
1 

é um 



29. 

algoritmo. De fato, para as relações a = bq + r nas quais b age 

como um divisor, sabemos que cada classe a + Ab tem um represe~ 

tante r E A~, isto é, um elemento r tal que 0
1

(r) <a= 01 (b); 

por outro lado, em uma relação a = cq + b, na qual b age co~o 

um resto e c I= b, temos 0
1 

(b) = a < 0(b) < 0(c) = 0
1 

(c). Isto 

contradiz o fato de que 0 é o menor algoritmo. Logo, 0(b) < a. 

O lema 2.2.1 1nóstra que o algoritmo mínimo pode ser construi 

do por indução transfinita, já que A' determina A. de maneira a a 
simples. 

Exemplo 2.2.2 - 0(x) = 2 significa que A/Ax admite um sistema 

de representantes feito de O e unidades. Um tal x é n.ecessaria

mente um elemento prirro (ou seja, irredutível) de A. 

A construção transfinita descrita no lema 2.2.1 pode ser fei 

ta em todo o anel. Mais precisament.e: 

A construção transf.i'nita 2.2.3.- Seja A um anel e W um conjun

to ordinal tal que card A < card ~v. Fazemos A
0

= {O}. Para a > O 

em W, definimos Aa por indução trans finita como segue: 

A' = UA e A = (O) U {b E A tal que A' ~ AA)A é sobrejetora} 
a 8 a a 

B < a 

Vamos mostrar que A é euclidiano se 

A-- UAa. 
aEW 

e somente se 

Suponhamos que A é euclidiano e seja 0 o algorí tmo mínimo. 

A
0

= {O} = {x E A tal que 0(x) ::._ o} e A0 = 4> = {x c A t.al que 

O(x) < O}. Seja a ~ o e suponhamos que para todo S < a, AS = 
= {x E A tal que 0(x) < S} e AB = {x E A tal que e(x)_2 BL Lo

go, A' = U {x E: A tal que O(x) ~ B} = {x E A tal que 0(x) < a} 
a 

B < a 



e, pelo lema 2.2.1, (O) u {x E A tal que e(x) ~ a} = {x E A 

tal que A 1 + A/Ab é sobrejetora} = A • Se X E A, e (X) E W; 
a ~ 

logo, x E Ae(x) c U Aa. 

Então, A c U A e como U A c A, temos A = U A • 
a a a 

aEW aEW aEW 

Por outro lado, suponhamos que U A ""' A. Seja e: A + ~'1 de a 

finido por e~x) = a se e somente se x E A a 
A I. 

a 
Se b E U A , 

a 
a E ~'1 

seja V = {B tal que b E AB} e a = min V; então, e(b) = a. Exis 

te r E A~ tal· que r + Ab = a + Ab. Como r E u A
8

, e (r) < a. 

B < a 

Logo, e é um algoritmo para A e A é euclidiano. Em particular, 

e é o algoritmo mínimo de A. 

Veremos, agora, a construç_ão transfinita de T. Hotzkin (4). 

Definição 2. 2. 4 - Seja A um anel de integridade. Um Notzkin -

-algoritmo euclidiano é dado por uma norma I ai definida em A -

- {O}, com valores no conjunto N dos números naturais e tal 

que lal ~ lbl para b dividindo a e para bem A- {O} e a nao 

divisível por b existem q e r em A satisfazendo a = qb + r, 

I ri < lb I· 

Definição 2.2.5 -Seja A um domínio de. integridade. Um subcon

junto de A - {O} é chamado um ideal produto se P (A - O) :..~ P. 

Definição 2.2.6 - Seja A um domínio de integridade. Para to

do subconjunto S C A, o conjunto B = {b E A tal que existe 

a E A com a + bA c S} é chamado o conjun_to derivado total de 

s, e a intersecção BílS é chamado o conjun·to derivadoS'. 

Se S é um ideal produto, 5 1 também o é. 
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A construção transfini ta 2. 2. 7 - Para i == O, 1, 2, .•. seja · 

Pi = {b e: A tal que lbl ~i}. Obviamente, Pi é um ideal pr2 

duto .. 

Se b ~· P j_, então b e: P i e lb ~ i. Também, existem a 

tal que a + bA CP. e - ~ 
r = a + bq com lrl ·< lbl • Como 

r E· p. ' i < !ri . ~ 
< lbl e i + 1 ~ lbl Logo, b e:Pi+l" Por 

tanto, pt 
i c pi+l. . 

Também, 

Por outro lado, dada uma sequência A = P 
0 
~ A -{O} = P 

1 
~ 

••• de ideais produtos tal que P !C:P. 
1

, a norma 
~. ~+ 

lbl = i 

para b e:·Pi- Pi+l 

kin - algorí tmo ·. 

satisfaz todas as condições para um Hotz

euclidiano. De fato: 

1) Seja b e: P. - pi+l; 
~ 

Existe q e: A tal que a+ 

2) Sejam a ~ O e b :f. o 

a e: p .• Como b ~ o, 
~ 

b f. p! ç p. +1. 
~· ~ 

bq e: Pi. Então, 

elementos de A 

abe: p i •. Logo, 

Logo, a + bA 1- Pi+l• 

la + bql < i = lbl • 

e suponhamos que 

labl > i = lal • 

Portanto, existe uma correspondência bi uni voca entre sequê_!! 

cias desse tipo e algoritmos euclidian.os. 

Definição 2.2.8- Se para outro Hotzkin-algorftmo, com a. se

quência P. , sempre P. c ·p., dizemos que o primeiro Motzkin-
~ ~ - ~ 

-algoritmo é mais rápido. 

Se existe um Notzkin-algorí·tmo euclidiano em A, então exis 

te o Hotzkin-algorítno euclidiano mais. rápido, definido pela 

P0 , P1 , P
2

, ••• onde P 0 =A, P
1 

=A- {O} e Pi = Pj_. 
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Logo, A é.Motzkin-euclidiano se e somente npi = ~. 

Lema 2.2.9 - Com a notação das construções de Motzkin e 

Samuel, e supondo que o conjunto t'i da construção transfini 

ta. de Samuel é o conjunto N dos números naturais, para 

todo i ~ O, Pi+l = A - Ai. 

Demonstração: 

Co~o Pl =A -{O} e AO = {O}, Pl =A- A0 • 

Sabemos que. A
1 

= {unidades de A} u {.0}. n2 = {b e: A tal 

que existe a e: A com a + bA c Pl} e p2 '= B2 n P1 • C la 

ramente, {unidades de A} n n2 = f4 e o t B2. També·m, se 

b =F o -na o é unidade de A, o f. 1 + bA CP - 1 e logo, 

Suponhamos, como hipótese de indução, que Pr+l =A- Ar 

para todo r + 1 < n. 

Como Bn+2 = { b e: A tal que existe a e: A com 

a+ bA c Pn+l =A- An}' Pn+2 = Bn+2 n Pn+l = B~+2n(A-An). 

Devemos mostrar que Bn+2 n (A- An) =A- An+l• 

De fato,· seja b e: Bn+2 n (A - An). Suponhamos que 

b e: A n+l; então, A~+l ~ A/lili é sobrejetora. Como 

.. 
A~+l =uA. An' An A/Ab sobrejetora. Como, b·~n = ~ e 

~ ·"" n+l' 
i<n+l 

existe a e: A tal que a + bA C A - .A • - n Também, existe 

c e: A tal que c - a E bA e existe r E A tal que n 

c - a = br ou c = a + br. :então a + br 

a+ br =c E An' que é'uma contradição. 

Portanto, Bn+2 n (A- An) C A- An+l• 

s a + bA Ç A - A n e 
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Por outro lado, corno An ~ An+l' se x E A - A então 
n 

x E A- An+l" Logo x t {b tal que An ~ A/Ab é sobrejetora} 

e existe um a E A tal que a + bA não é alcançado por qual

quer elemento de A , isto é, (a + xA} n A = 4>. Portant.o, n n 

Corolário 2.2.10 - n P n = ~ se e somer. te se A = u A
11

• Então, 

A é Hotzkin-euclidiano se e somente se A é Samuel-euclidiano 

para N. 

Também P. - P.+l =A. -A. 1 para todo i ~O e A0 = Çf. 
1 1 . 1 1-

Logo, a construção transfinita de Motzkin é igual a constru

ção transfinita de Samuel para N. 

Demonstração: 

Imediata do lema. 

2. 3 - Aplicação à definição de anel euclidiano. 

Para que um anel de integridade seja euclidiano é neces

sário apenas mostrar que ele r.~ssui um· algorí tmo com valo

res em um conjunto parcialmente ordenado com a condição da 

cadeia descendente, como mostra o 

Lema 2.3.1 -Seja A um anel de integridade, T um conjunto 

parcialmente ordenado com a condição da cac.eia descendente 

e \jJ: A -+ T uma aplicação tal que, dados a e b t- O em A, e

xistem q, r E A tais que a = bq + r e IV (r) < "l/1 (b). Então, 

A é euclidiano. 

Dernons tração: 

= U A • 
(l 

Seja (A) a construção transfinita em A e·A' = 
(l 
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Se A' ~A, escolha b € A- A' tal que ~(b) seja minimal. En 

tão, l)J(r) < ~(b) implica r E A'; logo, A' -+A/Ab é sobrejeti

va. Mas isto implica b € ~' que é uma contradição. Portanto, 

A = A' e A é euclidiano. 

2.4 - Exemplos de algoritmo mínimo. 

Exemplo 2.4.1 - Para A= Z (anel dos inteiros) temos A' = 
2 

= Ai = {-1, O, +1} e esse conjunto contém três inteiros con

secutivos. Isto fornece representantes para as classes· mod 2 

e mod 3, de tal maneira que A_) = { -3, -2, -1, O, 1, 2, 3}. 

Aqui temos sete inteiros consecutivos e A' = A é o interva-4 3 

lo [-7, +7] 1 formado por 15 inteiros consecutivos. 

Observe: 

Al = {-(2 - 1) ' o 1 (2 - 1) } 

2 2 
1) } A2 = {-(2 - 1) , ••• ,o, ••• , ( 2 -

3 
1), ••• 10, 

3 1) } A3 = {-(2 - • • • 1 ( 2 -

Suponhamos , como. hipótese de inducão 
• I 

que 

Ai = {-(2i - 1) , • • • I o I (2i - 1) } • • • • I 

Sabemos que A. 
1 

= {b € A tal que A.+ A/Ab é sobrejeto-
1+ . 1 

ra} e IA. I = 2{2i- 1) + 1 = 2i+l_ 1. Logo, IA/Abl ~ 2i+l_l. 
1. 

Mas para lbl ~ 2i+l_ 1, 

A/Ab. Realmente, se O< 
i i x < 2 - 1 ou 2 - 1 < x; 

-- i+l entao 1 x - 2 + 1 E A. 

1. . ,.... 
{- {2 - 1) 1 • • o 1 o 1 

2i+l 1 t-x < - , en ao 
i nestes casos -(2 -

e x - 2i+l+ 1 
1 

--.--
• • o 1 2

1
-1} = 

. i+l 
x < 2 ; logo 1 

- i+l 
1) ~X- 2 +1 < 0; 

_ x mod 2i+ 1 - 1. 

Portanto, .Ai+l. = {b E A tal que lb I ~ 2i+l_ 1 }= 

i+l i+l = {- {2 - 1) 1 o o o f o 1 o o o 1 2 -::'" 1} • 

34. 

p t 2 i -1+ i·- 2 . or ante, se xe: Ai - Ai-l' x = c 2 2 + ••• +ci_ 12 + ci. 

onde c. E {O,l}. Logo, o número de dígitos binários 
.1. 



de I xl é 

11 xll· 

llxll = i e o algoritmo mínimo 0 em A é 0(x) = i = 

Exemplo 2. 4. 2 - Seja K um corpo e A o anel polinomial em 

* * uma variável A = K[x]. Como A = K temos Ai = A
1 

= K. En-

tão, os elementos de A2 sao O e os polinômios p tais que 

K [xJ I (p) é um ·espaço vetorial de dimensão ~ 1 sôbre K; es

·ses sao os p-olinômi'os de grau ~ 1 e formam um espaço bi

dirrensional sobre K. 

Suponhamos, como hipótese de indução, que A' = A onde n+l n 
A n 

... 
e o espaço vetorial n-dimensional dos 

grau .::_ n-1. 

po 1inômios de 

~+l= (O) u {b E A tal que An AIAb é sobrejetora}. 

t1J é uma transformação linear sobrejetora; então, 

dim 4J (An) .::_ n .::_ I Alllb I. Como tiJ (1\n) = A/Ab, dim AIAb < n; lo

go, ob = grau de b < n + 1. Por outro lado, se of < n + 1, 
- - - ~} I - b · b f f O, entao a aplicaçao An -+ A Af e so reJetora. Uma ase 

para AIAf é{I, x, ... , xof-l}.Então, dado y s A/Af, y =poli

nornio de grau ~of 1 < n e existe z E: An ·tal que y = z. Lo

go, An+l é o espaço vetorial dos polinômios de grau < n. 

Logo, o algoritmo mínimo 0 em A e"'dado por 0(f) =ô (f}+l. 

Exemnlo 2.4. 3 - Seja A um domínio principal com um número 

finito de ideais maximais Ap1 , j~=l; .•. , n, e seja V. a 
1 

valorização normalizada v de A. Segue do lema 1.4.3 e 
pi 

1.4.4 que o algoritmo mímimo 8 em A é dado por G(x) = 

n 
= 1 + L v. ( x) par a x f O e 0 (O) = O • 

i==l 1 
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Exemplo 2.4.4- Seja A o anel dos inteiros em um corpo numéri

co quadrático imaginário (3.3.3). Se A* é finito, os conj~ 

tos A da construção transfinita (2,2,3) são finitos (1.1.46; n 

(2)) e podem ser determinados uns após os outros. 

P. Sarnuel (10) calculou para A= z[I=T] e A= Z [~] e 

esses conjuntos pareciam ser bastante irregulares; para 

Z [!=ZJ essas cardinalidades sao 1,3,9,21,35,61,99,153,227, 

327. 

Corno exemplo, vamos calcular para A = Z [ /-2j até a cardi 

nalidade 9. 

A é integralmente fechado e o conjunto das suas unidades 

é { -1 , 1} ( 12 ) • 

Com a notação da construção transfinita temos: 

AO= { 0 J 1 AO = { 0} e Al = ( 0) Ú {b E A tal que { 0 } -+ A/bA é 

sobrejetora}. Como {O}-+ A/bA é sobrejetora se e somente se 

IA/bA! = 1 e isto acontece se e somente se b E {-1, 1} 1 

A
1 

= {O 1 ±1}. 
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A
2 

= {b E Z [1-2'] tal que {0,±1} -+ A/Ab é sobrejetora} u (O). 

Logo, b f O E: A
2 

se e somente~se IA/Abl _s 3. Temos três ca

sos: 

1) I A/Ab I = 1. Neste caso 1 bA = A e b E{± 1}. 

2) IA/Abl = 2. Neste caso, 1 i bA, Z/bNIZ 1- (O) e jz;bAnZ I ~ ?. • 

Como IA/bA I = 2 1 A/bA = Z/b_l'inz = z2 e bAnz = 2Z. 

Suponhamos que b = x + /:f' iy e :b é o conjugado de b; então, 

b.b = x 2 + 2y2 • 

Seja a e: znbA, a = bb', b' e: A, então a = ã = "'hS' • 

a 2 = bb'(b'b'). 

Logo, 

Se a=2então4= (bb).(b'b') ex2 +2y2 =bb'=2 (se 

x2 
+ 2y2 = I! ent.ão 2/x2 , 2Jy2 e 4 = x 2 

+ 3y' que é uma contra-



2 dição já que x + 8y' , > 4) • 

Se y = O então x = 2. Logo, 

dição. Logo, y ~ o. 
jA/bAj = 4 que é uma contra 

única possibilidade é x = O e y = + 1. Então, a 

Logo, ± t=2 
r a'}. 

e: '{ b e: A tal que {O, ,:!:1} -4 A/bA é sobrejeto 

Como + 1=2 não é unidade de A e como ~Z é maximal, 

2Z = + AA n z-. O homomorfismo canônico Z ---+ A//=2A 
~ 

e 

sobrejetor e Ker 1/J = v'-2An z. Logo, Z/2Z ;:;; A/I-2A. 

tanto, {b e: A tal que {O, .± 1} ~ A/bA é sobrejetora} = 

Por-

{.:!: 1=2 • 

(3) IA/bAI = 3. Z/bA n z ~ (O), Neste caso, 1 1 bA, 

I Z/bAn zl ~ 3 e Então, Z/bA n Z C A/bA = z3. 

Z/bA n Z = A/bA == z3. 

Se a = 3 então 

sibilidades: 

X 
2 + 2y 2 

I 9 2 = a • Então, temos três po~ 

a) x 2 + 2y2 = 1. , Neste caso, bb,' = 1 e b é uma unidade. 

Contradição. 

b) x 2 + 2y2 = 3. Então, x = + 1 e y = +1. 

-As possibilidades para este caso sao 

x = + 1, y = ,:!:2 1 x = 3 e y = o. Em todos eles, 3 ~ bAn z. 

Contradição. 

Então, a única possibilidade é x = .±1 e y = '+1. 

Logo, .:!:1 + .r=-2 e: { b e: A tal que {O, ,:!:1}~ A/bAI}. 

Como +1 + ./-2 não é unidade de A e como 3Z é maximal, 

3Z = (+ 1 .:!: /-2)An z. O homomorfismo canônico 
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z ~ A/ ( +1 + /=2) A_ é sobrejetor e Í<er 1/J = (2:1 + f::"2) A n z. Logo, 

Z/3Z ;,A/(+1 ,:!:Í-2)A. Portanto, {b E; A tal que {'O, ,:!:l}~A/bA 

é sobrejetora = {,:!:1 .:!: M}. 
Portanto, A2 = {O, .:!:. 1, .±A, +1 + N). 



2.5 - Um caso especial de algoritmo mínimo 

Seja A um domínio euclidiano, e seu algoritmo 

mÍnimo e S um subconjunto multiplicativo de A com O t S. 

O algoritmo 0' em s- 1
A deduzido de 0 como no lema 1.4.6 nao 

é necessariamente o algoritmo mínimo em s-1
A. 

Por exemplo, sejam A = Z e S o conjunto dos inteiros pri 

mos com6. Seja 0(n) =número de dígitos binários de lnl (~ 

xemplo 2. 4 .1). Como 4 = i 4 e 4 é primo com t:odos os elemen 

tos de s, 0' (4) = 0(4) = 3; como 9 = i 9 e 9 é primo com to 

doselemento~deS,.0'(9) =0(9) =4. 
-] 

Vamos mostrar que para o algoritmo mínimo ~ em S ·A temos 

1jJ(4) =~(9) =3. 

Se a 1 , a 2 o A, s 1 e s 2 o S e :~ :~ = 1 , então a 1 • a 2 = 

= s
1
.s

2 
e s.· Logo, o conjunto das unidades de s- 1A é ~· 

Seja b e: s.:. 1A; .podemos escrever b - ~ b' - t - I s ' t e: S,b'e: 

e (b I 1 S) = 1 para todo s e: S. Seja S-lA ~ S-lA/S-lAb 

X ~ X + s-1Ab 

homomorfismo canônico. Seja, 

v: A -+ s-1A/S-lAb a restrição de ~ a. A. Claramente 1 

X -+ X + S-lAb 

A 

o 

Ker v = (b s-1A) nA. Como ~ b' = b e ~ é uma unidade de s-1A, 

s -lAb I = s- 1Ab i logo b I A é (bS- 1A)nA. 

Seja·x e: (S-lAb') nA; x = b' t' y e:.A, te: S; e, tx = b'y. 

~ n - n * Se p e primo em A·e p /t, entao p /y; logo, t/y e y = y t, 
* * y e: A. Então, x = b'y c b'A e podemos concluir que 

. -1 
(s-1Ab) nA s_Ab 1 • Portanto, Ker v = (S Ab) nA = Ab 1

• 

Por um teorema de isomorfismo A/Ab' - v(A) S s-ll\/S- 1Ab. 

Como a aplicação canônica A/Ab' ->- s- 11\b é sobrejetora (demons 
- -1 -1 

tração do lema 1.4.6) 1 A/Ab' = S A/S Ab. 
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Sejam A/lili 1 

x+Ab 1 

jfb 
S- 1A/S- 1Ab 

a. + s:- 1Ab. 

e 

Seja a. E s- 1
A; então, a. = ~' x E A e t E s. 

Afirmamos que a. + -1 s lili = ,;:a + s-1Ab' onde 

1) E s- 1lili e 

-1· 
at - 1 E S Ab; 

!<at 

1 -

-· 1 -1· 
entao, t E S A. Logo, 

1 -1 
a - t _& S Ab. 

X 
Portanto, a. = = x t t - X • 

-1 1 
a. + S Ab = xa + s- Ab. 

-1 
a mod S Ab e, logo, 

Uma consequência imediata de a + s- 1Ab = xa + s- 1Ab com 

a t - 1 E S- 1 Ab é v b ( xa + Ab 1 
) = xa + S- 1 Ab = -1 a. + s Ab. 

Seja T c s- 1A. Vamos resolver o seguinte problema: 

"quando a aplicação 11b (T) + -1 -1 - " S A/S Ab e sobrejetora? 

Definimos 

TI (b) = { xa + Ab 1 

at- 1 EAb 1}. 

Então, 

tal que existe a. t: T com a. 
X 

= t 

Obviamente, ;rb (T) = s- 1A/S-
1Ab se e ~wmente se 

TI (b) = A/lili I • 

e 
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Se T = {O}, então T 1 (b) = { xa + Ab' tal que O - ~, at-lE:Ab 1 
, 

a E: A} =·{O + Ab'}. Logo, T' (b) = {Ab'} = A/Ab' se e so 

mente se b' e: u(A). Logo, o conjunto (S-lA)l da construção 

transfinita (2. 2. 3) 
.. 

igual s e a {O}U s· 

Se T ={O) U ~,então T 1 (b) = {xa + Ab' tal que O X S 
= t ou ST= 

X 
= com at - 1 e: Ab ' , a e: A t' } = {Ab' , xa + Ab 1 tal que :, = 

x e at- 1 e: Ab', a e: A}= {Ab', sa + Ab' tal que s, t e: s, 
t 

at - 1 E: Ab I., a E: A}. Logo, T 1 (b) = A/Ab 1 se e somente se 

{Ab I I sa + Ab' tal que s, t E: s, at - 1 E:- Ab I I a E: A } = A/lill 1
• 

temos: 

1) Se b 1 s então {Ab I} 
e: s.' 

2) Se b' = 2, então A/Ab 1 = 

= A/Ab 1 

{Ab', 1 + Ab 1
} ~ z . 

2· 
Para s == 5, 

t = 1 e a = 1 , s a + Ab 1 = 5 + Ab 1 = 1 + Ab 1 
• Logo , TI b ( T) = 

= S-lA/S-:-1Ab. 

3) Se b' = 3, então A/Ab 1 = {Ab', 1 + Ab', 2 + Ab'}- z3 . Para 

s = 7, t = 1 e a = 1, sa + Ab 1 = 1 + Ab' e para s = 5, t=l 

e a= 1, sa + Ab 1 = 2 + Ab'. Logo, nb(T) = s- 1A/S-
1

Ab. 

4) Para b' = 2i. 3j' i + j > 2' temos dois casos: -
a) se i > - 1, então 2 ~ o 1 sa - 2 E: Ab I e 2/sa: logo, 2/at 

implica 2/-1, 
.. 

contradição. que.e uma 



b) se j >,..1, então 3 ~O, sa- 3 e: Ab' e 3/sa;1ogo 3/at que 

irrp1ica 3/-1, que é uma contradição. 

Portanto, o conjunto (S- ~) 
2 

da construção transfinita 
--

(2 2 3) .. {O} ·u ss u S2 u s~ 
• • e s s · 

-

_{O} U S U S2 Para T = _ 
8 s 

S3 
U T' (b) = { Ab', sa + Ab 1 

, s' 
2sa + Ab 1 , 3sq + 1\b 1 

, s e: A, tal que existe t com 

·at- 1 e: Ab'}. 

Se bl = 4 então A/Abi = U\b' , 1 + Ab I I 2 + Ab I i 3 + Ab I}. 

Para s = 5' a = 1, t = .11 sa + Ab I = 1 + Ab '; para s = 1, 

a = 1, t = 1, 2sa + Ab I = 2 + Ab I j e, para s = 11, a = 1, 

t = 1, sa + Abl = 3 + Ab'. 

Se bl = 9, então A/Ab' = {Ab I f 1 + Ab I I 2 + Ab I I 3 + Ab I I 

4 + Ab I 1 5 + Ab I 1 6 ·+ Ab I 1 7 + Ab I 1 8 + Ab 1 } • Para S = 5 1 

a= 1, t = 1, 2sa + Ab 1 = 1 + Ab 1
; paras= a= t = 1, 

2s a + Ab' = 2 + F.b' ; para s = a ::: t = 1, 3 s a+Ab' = 3+Ab I i' 

p ar a s = 13 , a = t = 1 , s a + .l-..b 1 = 4 + .Ab ' ; par a q = 5 , 

a = t = 1, sa + Ab 1 = 5 + Ab 1 
; para s = 5, a = t = 1, 

3sa + Ab 1 = 6· + Ab'; paras= 7, a= i:= 1, sa+.i":b 1 ==7+Ab'; 

e, para s = 17, a =· t = 1, s a + Ab' == 8 + ll..b'. 

Portanto, 4 e 9 e: (S- 1A) 
3

- (S-1 A)
2 

e ~{4) = ~{9) = 3A 

Para resolver o nosso problema, 

A2 e mostrar que 4 e 9 e: (S-1A) -
3 

foi suficiente enco.ntrar 
-1 (S A) 

2
• Mas é possível 
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mostrar que {S-1A) = {O} u S2i3j 
n para todo n, i + j ...$. n - 1. 
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CAP Í'I'ULO - 3 

AN~IS DE INTEIROS 

3.1 - Anéis de Dedekind · 

Definição 3.1.1- Seja A um domínio de integridade e K·seu 

corpo de frações. Um A - módulo H i O, contido em K, é um 

ideal fracionário de A quando existe um elemento a E: A, 

a ;1: O, tal que aM c A. 

Todo ideal de A é também um ideal fracionário (tomando 

a = 1) e se necessáriQ o chamaremos ideal inteqral. 

Entretanto, K não é um ideal fracionário de A (a nao 

ser quando A = K) • 

O conjunto dos ideais fracionários de A é munido de uma 
n 

operação de multiplicação: MM' = { }: 
i=l 

xi e: M, xj_ e: H'} 

x.x! tal que n _> 1, 
~ ~ -

:t.: fácil verificar que .r-lfM' é um ideal fracionário. Além 

disso, se M e H são ideais integrais, HH' tar.J)ém o é.

Essa operação é comutati.va, asssociativa e ·tem um ele

mento unidade, que é o ideal A: MA = A. 

Dizemos que um ideal fracionário H é inversível quando 

existe um ideal fracionário H' tal que MM' = A. 
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Lema 3.1.2 - Se M é um ideal fracionário e existe x E K tal 

que M = Ax, então M é inversível. Além disso, um domí

nio de integridade A é principal se e somente se todo ideal 

fracionário de A é um ideal principal de A. 

Demonstração: 

-1 Se M = Ax, existe M' = Ax tal que NM' = A. 

Se A é principal e M é um ideal fracionário de A, e:ds-. . 
te x e K tal que xr-~ ç A. Então, xH é um ideal de A e 

xM = yA. Logo H = yx-lA. 
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Por outro lado, suponhamos que todo ideal fracionário de 

A é um ideal principal de A. Seja I um ideal de A. Existe 

X E K · tal que I = xA. Como 1 E A, X E I S. A. Logo 1 I =Ax. 

Teorema 3.1. 3 - Seja A um domínio de integridade. As segui!_l 

tes propriedades são equivalentes: 

(1) A é noetherianó 1 integralmente fechado e todo ideal pr_!.. 

mo de A é maximal. 

(2) Todo ideal (integral) de A é expresso, de maneira única, 

corro produto de ideais primos. 

(3) Todo ideal. (integral) de A é produto de ideais primos. 

(4) o conjunto dos ideais fracionários de A é um grupo mul

tiplicativo. 

Demonstração: 

(12), pag 104, teorema lo 

Definição 3.1. 4 - Um domínio de integridade A é um domínio 

de Dedekind quando satisfaz as propriedades equivalentes 

( 1) , ( 2 ) 1 ( 3) e ( 4) do te o rema 3 • 1. 3. 



Corolário 3.1.5 - Todo domínio de integridade principal A 

é um domínio de Dedekind. 

Demonstração: 

·seja I um ideal (integral) de A. Como A é 
principal, I = (a), a E A. Pelo corolário 1.1.25, a = 

·s 
k 

P , p E A primo. k . i I 

s
1 

s .. 
P.ortan to, I . = (p 1 ... pk k) = Como pi e 

prinn, o ideal (p.) é primo e I é um produto de ideais pri
l. 

mos. 

Corolário 3.1. 6 - Seja A um domínio de Dedekind e K seu cor 

po de frações. Seja L uma extensão separáyel de K de grau 

n e seja B o fecho integral de A em L. Então, B é um domí

nio de Dedekind. 

Demonstração: 

B é integralmente fechado por definição. B é 
um submódulo de um A - módulo livre H de posto n (·(12) , pag 

87, (A)). Como A é um anel noetheriano, M é um A - módulo 

noetheriano ( ( 12) , pag 91, (G)} e B também é um A ·- módulo 

noetheriano, isto é, um anel noetheriano. 

n A= P 
.. 
e um i-Se Q é um ideal primo não-nulo de B, Q 

dea.l primo de A e Q n A t- O ( (12) ,pag 72, ( B) ) • Então 1 P é 

um ideal maximal de 

pag 74 1 (G}). 

A e Q é um ideal maximal de D ((12) 1 

Pelo teorema 3.1. 3, B é um donúnio de Dedekind. 

Teorema 3.1.7- Seja A um domínio de Dedekind. A é fato

rial se e somente se A é.principal. 
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Demons tração: 

Pelo teorema 1.1.26, se A é principal então A 

é fatorial. 

Suponhamos que A é fatorial. Seja I um ideal de A. Como 
R-1 R.t 

A é um domínio de Dedekind, I= P1 ••• Pt' onde os Pisao 

ideais primos de A. 

Seja p .• Como A 
.. 

fatorial, 
sl sk 

Como P i a e: e a = pl ••• pk • 
~ .. 

primo, dos astá em P., digamos Então, e um P1 I • 0 0 pk p. • 
~ ~o 

(O) G (n. ) é P. c_· A e, pelo teorema 3.1.3 (1), P. é maxi-
r · 1. 0 - 1. r- ~ 

mal e P.; (pi ) • 
l. o . 

R-1 R.t 
Portanto, I = P 

1 
••• P t = 

.. 
Logo, A e principal. 

3. 2 - NÚmero de classe. 

TEma 3.2. 1- Sejam A um domínio àe Dedekind, G o grupo 

dos ideais fracionários de A e H o conjunto dos ideais fra 

cion~rios principais de A. Então, H é um subgrupo normal 

de G. 

Demons tr ac ão: 

Como G é um grupo abeliano, é suficiente mos

trar que H é um subgrupo de G. 

De fato, se r-11 , H
2 

e: H., H
1

·.= Ax
1 

e N2= Ax
2

, x
1 

e x
2 

e:· K, 

então M
1 

M
2 

= A x
1 

x
2 

e: H. Também, se M e: H, M = Ax e 

(A;?) H = M(~ 1 ) = A. 
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Definição 3.2.2- O grupo quociente CA = G/H é denominado 

classe dos divisores. 

Lema 3.2.4 -.Sejam 11
1

, M
2 

c G. Então, H
1 

+H = r1
2 

+H se e 

somente se existe x c K-{0} tal que M
1 

= H
2

x. 

Demonstracão : 

-1 
~l+ H = M2+ H se e soMente se M

1
M2 € H. 

-1 -1 
H

1
M

2 
e: H se e somente se existe x é: K-{0} tal que 1\M

2 
= 

-1 = Ax. M
1

H
2 

= Ax se e somente se H
1
= r-1

2
Ax. Finalmente , 

M
1 

= r-1
2

Ax se e somente se M
1 

= M
2
x. 

Teorema 3. 2. 4 - CA = {1} se e somente 
.-

se A e principal. 

Demonstração: 

Se CA = { 1} então H = G. Logo, dado um iél.eal 

I r{ O) {integral) de A, existe X E K- {O} tal que I = Ax. 

Portanto, A ~ principal. 
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Suponhamos que A é principal. Seja H um ideal fracioná

rio de A. Existe x :::: A tal xH C A, isto é 
1 

xr-1 é um ideal c!.e A • 

Logo, existe y ...t o E A tal que xH = Ay. Portanto, r 

H = A {y /x) e H e: H. Então, H -- G. 

Defini cão 3.2.5 o inteiro jCAj 
.-

él.enominado 
.-,.... nA = e o numero 

de classe de A. 

Corolário 3.2.6 - n = 1 se e somente se A é principa~. 
A 

Demons tra,s;::t~: 

Imediata do teorema 3.2.4. 



3.3- O número de classe do anel dos inteiros algébri

cos de Q [/d]. 

Definição 3.3.1- Seja K uma extensão de F. Um elemento 

x e: K é algébrico sôbre F se existem elementos u 0 , ••• a.n em 
n 

F, nao todos nu~os, tais que a.0 x + ••• + a.n~ O. 

Definição 3.3.2- Dizemos que um número complexo x é um nú

mero alqébrico se é algébrico sôbre o corpo Q dos números 

racionais. 

Definicão 3.3.3- Um número algébrico que é uma_ raiz·de um 

polinômio mônico com coeficientes em Z é chamado um inteiro 

algébrico. 

Seja K uma extensão quadrática de Q, isto é, [K:Q] = 2. 

K = Q 1/Cf! onde d é ·um inteiro livre de quadrados ( ( 12) , 

pag 6 O) • 

Seja A o anel de'todos os i?teiros algébricos de Q[/d]. 
Para 2 < d < 49 9' d livre de quadrados, ternos: 

142 A com nA = 1 

109 A com nA = 2 

12 A com nA = 3 

25 A com nA = 4 ( ( 8) ' pag 422' 423 e 424) 

3 A com nA = 5 

3 A com nA = 6 

3 A com nA - 8 

4 7. 

Os Únicos inteiros a, a = -d, 1 < a < 500, livres de qu~ 

drados para os quais n = 
A 

1 -sao: 1, 2, 3, 7, 11' 4 31 67 e 



167 ((8) 1 pag 425 e 426). 

3.4 - Anéis dos inteiros de extensões quadráticas e 
cic lotômicas. 

Virros na seçao anterior que existem muitos aneís dos in 

teiros algébricos de Q [ldj que são principais. 

O problema consiste em saber quais desses anéis sao eu

clidianos. 

Já foi mostrado que existem exatamente cinco corpos qua 

48. 

dráticos imaginários Q[/<1] 1 d = -1 1 -2 1 -3 1 -1, -11 e de

zesseis corpos quadráticos reais 1 d = 2, 3 1 5 1 6, 7, 11, 13, 

.11, 19 1 21, 29, 33 1 37, 41 1 57, 13 1 para os quais 6 
1 

ane.l 

dos inteiros algébricos é euclidiano (em todos eles o algo

ritmo euclidiano é a norma) (7) 

Vamos mostrar que os únicos corpos quadráticos imaginá

rios Q [!CP] para os quais o anel dos in·teiros algébricos é 

euclidiano são aqueles para os quais d = -1, -2, -3, -7 1 

-11. 

Lema 3.4.1 - Seja A o anel de todos os inteiros alqébricos 

de Q[/dj I d livre de quadrados. a + b /éi' e: A se e somente 

2a z, 2b z 2 
dv 

2 o (mod 4) • = u f: = v e: e u - -

Demonstração: 

Se x = a+ blcf e: A, entE.o seu conjugado x' = 
= a - bld' é tarr.bém um inteiro alqêbrico. r,ogo, 

X + X' = 2 a E: A n Q = Z 1 XX' :::: a 2 - b
2 

d E: Z 
2 2 2 

Segue que (2a) - (2b) E: 4Z e, como (2a) E: Z, também 
2 ~ -(2b) e: Z; mas de um inteiro livre de quadrados, entao 2b 
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tem denominador igual a 1, isto é, 2b = v E z. 
Por outro lado, essas condições i~plicam a 2- b 2d E z ei 

2 2 2 
como x é uma raiz de X - 2ax + (a - b d) , x é um inteiro al 

gébrico. 

Lema 3. 4. 2 - Sej::~.m K = Q [ld'J, onde d é um inteiro livre de 

quaGrados e A o anel de todos os int8iros algébricos de K. 

Se d - 1 (mod 4) então A = {u/2 + v/2 !<r, u e v E z, u e 

v com a mesma paridade}. Se d = 2 ou 3 (mod 4), então, 

A = { a + bld com a, b e: z } • 
Demonstração: 

Examinaremos todos os ... . casos poss~ve~s. 

Se d _ 2 ( mod 4) 

·u o ar par impar impar 

v par impar par irroar - -- ~-·~ 
2 d 2- o 2 1 3 mod 4 u - v = 

Se d - 3 (mod 4) 

u 

:: l;:::r~~:r-~~~-:: v 

2 d 2- mod 4 u y = 

Se d - 1 (mod 4) 

____ ---::-T~Y p_ar !o._ffiE_a_r-r---
_u t_par I. par ~-~ar_f~m ar 

u2 dhl O J 3 1 O rnod 4 

Agora, o resultado segue do lema 3.4.1. 

Lema 3. 4. 3 - Os Únicos ·corpos quadráticos imaqinários 



Q[~ para os quais o anel A 

clidiano são aqueles cujo d 

Demonstração: 

dos inteiros algébricos é 
= 1, 21 J 1 71 11. 

so. 

eu 

Exceto para d = 1 e d = 3 1 as únicas unidades em 

em A sao +1~ ((12), pag 131,(0)). Excluido esses dois ca 

sos, usamos-a construção transfinita (2.2.3). Então, 

A1 = { -1, O, +1 (·com a notação dessa construção). A2 - A
1 

consiste de todos os elementos de norma 2 ou 3. Para 

-d = 2 ou 3 (mod 4) I temos A= z + z/-d {lema 3.4.2) e 

a norma de x = a + bl-d (a, b E Z) é a 2 +b2d1 a equação 

a
2 + b

2 
d = 2 ou 3 tem solução somente se d < 3. Para 

d = 1 (mbd 4), A·= {a/2 + b/2 ..r::d; a, b E z, a e b com 

a mesma paridade}, a equação a ser resolvida é a 2+b 2d = 8 

ou 12 e tem solução somente se d ~ 12, isto é, somente 

se d = 7 ou 11. 

Portanto, se A é euclidiano, 
~ i lA d poss1ve s va ores para são 2, 

A2 - A1 ~ g e os Gnicos 

7,11 (tambémle 3) • .Has, 

em cada um desses cinco 
... 

casos, sabe-se que A e euclidia-

no. 

Lema 3.3.4 - Xn - 1 tem n zeros distintos em corpo decompo

corpo Q dos números· racionais. nível z 
n 

sôbre o 

Existe um c~rpo 

pag. 206, teorema 2), onde 

decornponível para xn - 1 ( (20 1 

xn - 1 tem no máximo n zeros 

distintos. 
n 

Como Hdc (x -1, n-1 n nx ) = 1, x - 1 tem exa-

tamente n zeros distintos. 



51. 

Lema 3.4.5 Os de n - zeros X -1 formam um grupo multiplica-

tivo T de ordem n em z. Este grupo tem l/J(n) geradores n 
(l/J = função de Euler). 

Demonstração.: 

~ fácil verificar que os n 

mam um grupo _multip~icativo em Z • Como 
n m 

n 
zeros de x -1. for-

no finito existe um rn < n tal que ç = 1 

Tn é um grupoabelia 

para todo ç E T e 
n 

- m T tem um elemento de ordem m. Se m < n, entao x -1 teria n 
n 

zeros que é uma contradição. Portanto , m = n e existe um 

e lernen to ç de ordem n em T • 
n 

Definição 3.4.6 - Os geradores de T sao chamados as n-ési-
- n -----

mas r aí zt~s prim:!:_~j._vas da unidade • 

. Lena 3. 4. 7 - Z = O ( ç) onde r; é uma n-ési.ma raiz primitiva da 
n 

unidade. 

Demonstração: 

n 
x -1 tem todos os zeros em Q(ç) porque eles 

sao todos potências de ç. 

No que segue, sejam um inteiro positivo e G uma raiz . m 

m-ésima primitiva. da unidade. o anel elos inteiros de Z em 

Q(çm) é z[~;;~] ( (12), pag 269, 4B). 

Como z[z;;m]=z[z;;
2

m] param impar, temos onze anéis eucli 

dianos não isomorfos correspondentes a m == 1, 3, 4, 5, 7,8,9 

11, 12, 15 e 20. Os casos m = 1, 3, 4, 5, 8, 12 são mais 

ou menos clássicos ( (1), pag 117 - 118 e 391 - 393; (2), 
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(3), pag 228-231); (7), capitules 12, 14 e 15; (13) ; e (15)). 

Os outros cincos casos são aparentemente novos. 

Para m par, o anel Z [z:; ] tem número dé classe 1 se e so..;. 
m 

mente se ~(m) ~ 20 ou m = 70, 84. ou 90, (14). Logo, existem 
I 

exatamente trinta anéis Z[z:mJ não isomor.fos que sao princi-

pais. 

Para 1fJ (m) 

a norma (22). 

~ 10, m ~ 16, m ~ 24, z[ç] é euclidiano para m 

I' -3. 5 - Exemplos de ane1s principais nao euclidi.::mos. 

Em 19 49, T. Hotzkin ( 4) mostrou que o anel dos inteiros 

de Q [1=19] não é euclidiano. 

Em 1971, P. Samuel (lO) mostrou que o anel dos inteiros 

de o[;::-Ig] I Q[l-67'], o[Fl63} não sao euclidianos (imedia

ta do lema 3.4.3). 

Em 1973, J.C. Wils6n {16) mostrou, baseado no trabalho 

de T. !-1otzkin {4), que o anel dos inteiros de Q[F.EP] não é 
. euclidiano, usando uma linguagem mais acc::~s!vel aos estudan 

tes não graduados em algebra. 

Em 1975, K.ív. Kenneth (21) deu tratamento ainda mais sim

ples ao trabalho de J.C. Hilson {16) e tai:UJ\Jf'l mostrou qu(~ o 

anel dos inteiros de Q [;:.-r9] , Q [;--43], Q [;.=(Ç7] e Q [1=.16-3] 
não são euclidianos. 

Em 1971, R.E. MacRae {11) mostrou que A,:::z3 [x,y]/(y2-x3 t-x-H) 

é principal mas não é euclidiano. 

Em 1973, C.Queen (19) mostrou que H-lA é euclidiano, on

de M = { (X + 2 ) i . ( X + 1) j } • 



-1 -Em 1974, R. Markanda (19) mostrou que H A nao é eucli-

diano pela norma. 

3. 6 - Um problema em aberto. 

Quanto aos corpos quadráticos reais, aqueles para os 

quais o anel dos inteiros é euclidiano não são conhecidos., 

Nem mesmo se sabe se exis·te um corpo para o qual o anel 

dos inteiros é euclidiano sem ser euclidiano pela norma 

(isto é, um corpo fora da lis·ta dos dezesseis da seçao an

terior). 

P. Samuel (lO) acredita que Z [/W] pode ser um provável 

candidato. 

53. 
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