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RESUMO 

A função logistica, definida por 

[ -~·ªJ-1 P. = l+e 1 
1 

.. 
onde. Pi r.epresenta a probabilidade no i~esimo grupo, .ê e um vetor-colu-

•' 

na de k+l ~ar~metros desconhecidos ex. e um vetor-linhá de k+l constan 
-1 . 

tes conhecidas, com primeiro elemento igual a 1, pode ser ajustada ·aos 

dados de resposta qu~ntica. 

Neste trabalho sao apresentados os estimadores dos para

metros da função logistica usando o metodo de Berkson, o metodo dos mi

nimos quadrados ponderados não-1 i neares e o me.todo da mãxima verossimi

lhança. Tambem são apresentados os estimador-es das vari~ncias e das C..Q. 

vari~ncias das estimativas dos par~metros e estimadores das vari~ncias 

das proporções estimadas, tanto quando se usa o metodo de Berkson como 

quando se usa o metodo de mãxima verossimilhança. 

São fornecidos alguns exemplos e são discutidos os resul

tados do ajuste da função logistica para dados de resposta qu~ntica, e

xistentes na literatura. 

Consta, em anexo, um programa para computador, em FORTRAN 

IV, com instruções para uso, que ajusta a função logistica, quando a va 

riãvel dependente e uma proporção, e existem k variãveis independentes. 

vi 



SUMMARY 

The 1ogistic function, defined by 

_,_ 
[ -X·SJ-1 

P; = 1 +e .. 

where P; is the probabi1ity of sucess· in the ith grou.p, ~ is a co1umn of 

k+1 unknown paramet~rs and ~i is a row of k+1 known constants, with the 

first e1ement equa1 to 1., can be fitted to quantal response data. 

In this paper, estimators for parameters of the 1ogistic 

fur.cti on, by us i ng Berkson • s method, non-1 i nea·r ~e i ghted 1 e as t squares 

method and maxi mum 1 i ke 1 i ho.od method are presented. Estimatórs for va-

riances and covariances of estiinatives of parameters and estimators for 

variances of estimated proportions, by using both Berkson•s method and 

maximum likelihood method are also presented. 

Some examples are provided and results obtained by fitting 

the 1ogistic functions to quantal response data from other papers are 

discussed. 

A computer-program, in FORTRAN-IV, with instructions for 

use, which can fit a logistic function with k independente variables 

when the dependent variab1e is a proportion, is inc1uded herein. 

vi i 
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1 INTRODUÇ~O 

·1.1 -Dados de Resposta Quântica 

Os dados de resposta quântica, no conceito clãssicó apre

sentado ~or REIERSOL (1961), são obtidos ~uando se consideram s grupos de 

n;, onde i=l,2, ... ,s, ensaios binomiais independentes, s~ relaciona ao 

i-esimo grupo uma variãvel não-aleatória X; e se observa, nesse grupo, a 

frequ~ncia relativa de sucessos pi = mi/n;. Então mi representa o nume

ro de sucessos observados no i-esimo grupo. A variâvel aleatôria Mi tem 

distribuição binomial com parâmetros ni e Pi. 

Nos exemplos clãssicos de resposta quântica, Xi,i=l,2, ... ,s, 

sao quantidades, de uma droga ou de um estimulo, ministradas a s grupos 

de indiv1duos e se observa, em cada grupo, a proporçao de individuas afeta 

dos. 

FINNEY (1971) apresenta um exemplo bastante tipico de da

dos de resposta quân~ica. Esse autor analisou a ação inseticida· da ro

tenona para Macrosiphoniella sanborni (pulgão em crisântemo}. No experi

mento, conduzido por MARTIN (1942), foram utilizadas cinco concentrações 
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x; da rotenona. A cada concentração foram submetidos n; insetos e se ob

servou o numero m; de insetos mortos. Os dados estão na tabela 1.1. 

Tabela 1.1 -Ação inseticida da rotenona para Macrosiphoniella sanborni 

Concentração Numero· de Numero · de proporçao 
(mg/l) insetos sub insetos mor de insetos 
(x.) 

1 
111etidos ( ";). tos (m.) 

1 
mortos ( p. )· 

1 

2,6 50 6 0,120 

3,8 48 16 0,333 

5,1 46 24 0,522 

. 7' 7 49 42 0,857 . 

10,2 . 50 44 0,880 

Entretanto, existem problemas totalmente diversos que tam

bém se enquadram no conceito clãssico de dados de resposta quântica. r o 

caso do exemplo citado por AITCHISON e BENNET (1970), onde X; se refere 

ã classe de renda pessoal e se observa, na i-ésima classe, a proporção de 

individuas que possuem automõvel. 

Outro exemplo, aparentemente diverso mas que também se en

quadra no conceito clãssico de dados de resposta quântica, foi encontrado 

em astronomia. Existe uma pequena area na lua para a qual, alêm de foto-

grafias comuns, existe uma excelente fotografia tirada fora da atmosfera 

terrestre. São dados os numeras (m;) de crateras detectadas na fotogra

fia comum e os numeras (ni) de crateras contadas na fotografia tirada fo

ra da atmosfera, para cada diâmetro (x;)· Tais dados são apresentados na 
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tabela 1.2. As razoes entre os numeras de crateras detectadas pelas dife 

rentes fotografias, isto·e, p.=m./n., podem ser vistas como dados deres-
1 1 1 

posta· quântica .. 

Tabela 1.2 Numero de crateras nãO vulcânicas de uma região da lua. 

Diâmetro Numero detectado Numero detectado 

(e!Tl mm} na fotografia na fotografia Proporção 

(x;) excelente(n;) comum(m;) ( p.) 
1 

1 ,O lO 2 0,200 

1,.5 17 ·11 .o ,647 

2,0 26 21 0,808 

2,5 14 10 0,714' 

3,0 16 15 0,937 

4,0 8 ·8 1 ,000 

5,0 2 2 1,000 

Fonte: - SCOTT, E. - Dados não publicados, apresentados em uma apostila 
mimeografada do Departamento de Estat1stica da Universidade da 
California, Berkeley. 

Tambem cabe perfeitamente no conceito clâssico de dadoi de 

resposta quântica o experimento feito por BOCK e JONES (1968). Esses au

tores estudaram a discriminação do paladar para solução com diferentes 

concentrações de cloreto de sÕdio. Para obter dados relativos ã discri

minação do paladar, os autores fixaram, como padrão, uma solução com con-

centração de 1% (lg/lOOml) e estabeleceram seis soluções-testes com 
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concentrações x.; i=l,2, ... ,6. Foram então apresentados pares de solu-
1· 

ções, constituidos pela solução padrão e. uina solu'ção-teste, para indivi-

dues de ambos os sexos ~ue se apresentaram, voluntariamente, como juizes. 

Para melhor assegurar a independência do julgamento, os pares de solu-

çoes ·foram apresentados aos juizes em ordem aleatória. Ainda, cada . ~ JU1Z 

fêz, ao longo do experimento que durou duas semanas, vãrias sessões e em 

cada sessão testou apenas um par de soluções. Em cada sessão, o j~i~ re 

cebia duas vasilhas, sem qualquer marca. Uma das vasilhas continha a so

lução-padrão e a outra continh~ uma solução-teste. Cada juiz era então 

instr~ido para tomar todo o conte~do da vasil.ha i esquerda, lavar a boca 

com ãgua destilada·, descansar 3 segundos e então tomar todo o conte~do da 

vasilha ã Aireita; depois esse juiz informava qual das duas vasilhas con 

tinha a agua mais salgada. Os dados coletados estão apresentados na ta~ 

bela 1.3. 

Tabela 1.3- Dados sobre discriminação do paladar para soluções com dife

rentes concentrações de cloreto de sõdio 

Concentração da N~mero de Numero de juizes que Proporção solução teste(mg/lOOml) . ~ optaram pela solução JU1zes 
(x.) ( n.) teste como mais sal- (P;) 1 1 gada (m.) 1 

0,7 49 2 0,041 

0,8 48 3 0,062 

0,9 48 13 0,271 

1 , 1 50 31 0,620 

1,2 47 38 0,809 

L3 49 48 0,970 
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Entretanto, tambêm podem ser obtidos dados de resposta 

quântica em situações diversas das discutidas atê aqui. Na conceituação 

de OLIVER (1964) tem-se dados de resposta quântica.quando se observa a 

difusão de uma caracterlstica na população, ao longo do tempo. Nesta con 

ceituação esti impllcita a idêia de que, quando ~ variivel independente, 

que ê o tempo, tende para infinito, a proporçao de indivlduos da popula

ção que apresentam a c~ract~rlstica tende para um. 

FINNEY (1971} ápresenta o seguinte exemplo, que se enqua-

dra nesta ccinceituaçãó: · u~ grupo de adolescentes, do sexo feminino, com 

idades variando entre 9 e 17 anos foi distrihuldo em 25 faixas etirias; 

para a i-êsima faixa foi obtido o ponto médio de classe (xi) e se anotou, 

das ni adolescentes, o numero mi das que ji haviam tido a menarca. Neste 

~xemplo, existe a implicação de que, i medida que ~umenta a idade, aumen

ta a proporção de adolescentes q~e jã tiveram a menarca. Os dados utili-

zados pelo autor, que foram obtidos por MILICER e SZCZTKA (1966) constam 

na tabela 1.4. 
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Tabela 1.4- Est~do da menarca em 3918 adolescentes de Varsõvia 

Ponto mêdio da Numero de adolescentes 
faixa etãria total corn menarca · Proporção 

{x.) . l. { n.} 
1 

(m.) 
1 

{ p.) 
1 

9,21 376 o 0,000 

10,21 200 o 0,000 

10,58 93 o 0,000 

10,83 120- 2 0,017 

11,08 90 2 0,022 

11 ,33 88 5 0,057 

11,58 105 lO 0,095 

11 ,83 111 17 o, 153 

12,08 100 16 o, 160 

12,33 93 29 0,312-

12,58 100 39 0,390 

12,83 108 51 0,472 
13,08 . 99 47 0,475 

13,33 106 67 0,632 

13,58 105 81 O, 771 

13,83 117 88 0,752 

14,08 98 79 0,806 

14,33 97 90 0,928 

14,58 120 113 0,942 

14,83 102 95 0,931 

15,08 122 117 0,959 

15,33 111 107 0,964 

15,58 94 92 0,979 

15,83 114 112 0,982 

17,58 1049 1049 1,000 
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1 ;2 - Anãlise Estatistica de Dados de Resposta Quântica 

A anãlise estatistica de dados de resposta quâ~tica exige 

a formulação de·modelos que descrevam a relação funcional entre a probabi 

lidade de ~ucesso Pi e a variãvel rião~aleatõria X;· 

FINNEY (1971) apresentou um estudo exaustivo de um modelo 

bas·eado· na funÇão de distribuição normal. Então, a pro~abilidade de su.;. 

cesso P
1
., ·em função da variãvel não-aleatõria x., pode ser descrita usan~ 

. 1 

· do a função de distribuição nor.mal reduzida, isto e, 

1 p. = ---
1 rz:iT 

( 1,. 2. l ) . 

A abcissa Vi da distribuição normal reduzida, corresponde!!, 

te a probabilidade P;, e denominada prÕbite. A relação funcional entre 

o prÕbite e a variãvel não-aleatõria x; ê dada pela função linear 

u 1 v;=- a+ a x; (1.2.2) 

que permite estimar u e cr. 

Alguns autores definem probite como Y.+5, onde 5 e um va-
1 

lor arbitrãrio usado apenas para evitar o sinal negativo. Esta definição 

tem apenas interesse histórico, porque foi feita por BLISS (1935), autor 

que primeiro descreveu, na literatura, dados de resposta quântica. 

t importante observar que o ajuste da função normal reduzi 

da, como e definida em (1 .2. 1) implica em admitir que a capacidade de 
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respostas dos individuas tem distribuição normal. 

BERKSON {1944} propôs que se ajustasse, aos dados de res

posta quântica, a função logistica com assintota 1, definida por· 

(1.2.3) 

O ajuste dessa função aos dados de resposta quântica fica 

bastante fãcil se for feita a transformação: 

. ( P.) L;= log l-~. =a+ Sx; 
. 1 

(1.2.4} 

BERKSON (1944) denominou logite ã variãvel transformada L., 
1 

definida em (1 .2.4}, por analogia com a palavra p~obite. 

Diversos autores,.conforme mostra a extensa revisão da li-

teratura apresentada por FINNEY (1978), observaram que as anãlises de pr~ 

bites e logites, feitas sobre os mesmos dados experimentais, conduzem a 

resultados perfeitamente concordantes. JOHNSON e KOTZ (1970) observaram 

que tais resultados são necessariamente semelhantes, devido ã semelhança 

das distribuições normal e logistica. 

Entretanto, ê importante observar que os logites sao de 

aplicação direta, o que não acontece com os probites, que exigem o uso de 

uma tabela de distribuição normal reduzida. Ainda, conforme argumentou 

BERKSON (1944}, os logites t~m a vantagem de não exigir a pressuposição 

de que a capacidade de respostas dos individuas tem distribuição normal, 

feita quando se usa o modelo {1.2.1). 
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VIEIRA (1975) e VIEIRA e HOFFrtlANN (1979) propuseram que se 

. ajustasse, aos dados de resposta quântica, a função de Gompertz, com as

slntota igual· a 1, definida por: 

P. = e 
1 

aX· -a.j,J 1 . 
(1.2.5) 

O ajuste dessa função ~ mais fâcil se for definida a trans 

formada 

onde A = -1og a. e B = -log a. 

r interessante observar que as distribuições normal e lo

gistica sao sim~tricas, mas a distribuição de Gompertz ~ positivamente as· 

simétrica. ·Então, conforme discutem os autores, deve-se esperar que os 

resultados do ajustamento da função de Gompertz,' a dados de resposta qua.!!_ 

tica, sejam diferentes dos resultados obtidos com anâlises de prôbites e 

lÕgites. r claro que a validade do m~todo deve ser discutida principal

mente em termos dos resultados obtidos com dados experimentais. 

1.3- Proposição 

Este trabalho apresenta um estudo do ajuste da função lo

glstíca para dados de resposta quântica. São considerados tanto os casos 

de uma variâvel independente como os casos de duas ou mais variâveis in-

dependentes. São dado·s exemp 1 os, com base em dados da 1 i tera tura e sao 

fornecidos programas para computador. 



2 - A FUNÇAO LOG!STICA COM UMA VARIAVEL INDEPENDENTE, PARA DADOS DE 

RESPOSTA QU~NTICA 

2.1 - Caracteristicas da função 

A função logistica, definida por 

10 

z = y (2.1.1) 
l+e -{a+Sx) 

onde y, a e B sao parâmetros, y > O e B > O, foi indicada para o estudo 

descritivo do crescimento de populações humanas por VERHULST (1845), que 

a denominou de "curva loglstica••. Muitos anos mais tarde, PEARL e REED 

(1920), sem conhecerem a contribuição de VERHULST (1845), obtiveram ames 

ma função. 

A função 1ogistica (2.1.1) e monotonicamente crescente e 

fica entre duas assintotas: Z=O e Z=y. O parâmetro y, que e a distân

cia entre as duas asslntotas, e denominado "nivel de saturação". A fun

çao logistica (2.1. 1) tem ponto de inflexão de coordenadas X; = -a/B e 
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Z = y/2 e ê radialmente simétrica em torno desse ponto. O aspecto grãfi 

co da função, mostrada na figura 2.1, ê ~e.um S aiongado, entre as retas 

Z = o·e Z = y~ Esse aspecto, caracteristico·desta e de outras funçÕe$,d~ 

fine uma faml'lia de curvas denominadas assintõtico-sigmÕides, muito utili 

zadas no estudo descritivo de dados de crescimento. 

Á z 

------------------- -----

Figura 2.1 - Grãfico da função logistica 

Quando o nivel de saturação y ê conhecido, ao invês de tra 

balhar com a variãvel Z, pode-se definir uma nova variãvel P = Z/y, que 

representa a proporção do mãximo valor possivel de Z. Então, a função 

{2.1.1) fica definida como segue: 

(2.1.3) 

A função 1ogistica (2.1.3) tem assintotas P =O e P = 1. 

Em diversos trabalhos BERKSON (1944, 1951, 1953, 1955) pr~ 

pos que se ajustasse a função logis.tica (2.1.3) aos dados de resposta qua.!!. 

tica. 
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A função logistica (2.1 .3) e escrita por COX (1970) como 

segue: 

o.+sx1 e P. = ----
1 o.+f3x. 

l+e 1 

2.2 - Estimativas .dos parâmetros 

O ajustamento da função logistica para dados de

quântica pode ser feito através do mêtodo de BERKSON '(1944), que 

(2.1.4) 

resposta 
. -propos 

uma. transformação para linearizar a função, ou pelos ·mêtodos classicos de 

minimos quadrados ou de maxima verossimilhança, também estudados pelo au-

tor. 

2.2.1 -o método de Berkson 

Dado o modelo matematico da função logistica (2.1.3), BER-

KSON (1944) obteve: 

P. 
1 L . = 1 og -- = a + sx . 

1 1-P i 1 
(2.2.1.1) 

O autor denominou lÕgite a transformada obtida em(2.2.1.1). 

Propôs então que, ao invés de se ajustar a função logistica, partindo das 

frequencias relativas P;' se ajustasse uma regressao linear ponderada dos 

lÕgites ~i=log(p;/(1-pi)) contra X;· Os fatores de ponderação são os i~ 

versos das variâncias de ~ 1 . Para obter as variâncias de ~i' usa-se uma 
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aproximação através da sêrie de Taylor!!, desenvolvida em torno da media 

dos pi; isto e, em torno de E(pi) = P;. São usados apenas os dois primei 

ros termos da serie. 

Uma dada função f(x), pode ser expandida atraves da serie 

de Taylor em torno de um ponto X- • o Considerando apenas os dois primei-

ros térmos do desenvolvimento, vem~ 

No ponto em que x
0 

= E(x), tem-se: 

f(x) f(E(x)) = f'(E(x)) (x-E(x)) 

Elevando ambos os membros ao quadrado e aplicando esperan-

- . 2/ b ça matemat1ca- , o tem-se: 

V{f{x)) = [f'{E(x))]
2 

V(x) 

Lembrando que 

aR-; 1 
-=---

e 

substituindo f{x) por R-; em (2.2.1.2), vem: 

l/Ver, por exemplo, SILVA LEME (1965) pp.l00-1. 

2/ Ver, por exemplo, SILVA LEME {1965), pp. 100-1 ou 
- SNEDECOR e COCHRAN (1967) pp.324-5. 

(2.2.1.2) 

(2.2.1.3) 

(2.2.1.4) 
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(2.2.1.5) 

Essa ~ a variincia assint5tic~ de 1i. 

· Como P i sao parinietros desconheci 'Cios, BERKSON ( 1944) pro

pos um estimador para as variincias de 1., que se obtem substituindci o~ 
1 . 

P., de .(2.2.1..5), pelas frequências. relativas p .. 1. . 1 

Para obter as estimativas dos parimetrcis a e S da . função . ·: 

logistica, pelo m~todo proposto por Berks·on, usa-se o rn~todo dos rPinimos 

quadrados p~nderados não-lineares. Então, os quadrados dos desviDs dos 

15gites observados, em relação aos 15gites estimados pela regressao, de

vem ser pol1derados por nip1(1-p1). A soma de quadra~os de desvios pondér! 

dos tem, assintoticamente, distribuição de x2, razão porque BERKSON(l955Y 

a denominou de 11 X2 de 15gite 11 e usou a indicação que segue: 

2 
X (15gite) (2.2.1.6) 

-
onde L; e a estimativa de L1. 

Minimizando (2.2.1.6), obtêm-se o sistema de equações nor 

mais: 

-
a í: n.p.(l-p.) + B í: n.p.(l-p.)x. = E n.p.(l-p.)1. 

i 1 1 l i 1 1 l 1 i 1 1 1 1 

(2.2.1.7) 
- - 2 a E n.p.(l-p.)x. + B í: n.p.(l-p.)x. = E n.p.(l-p.)x.1. 

i 1 1 1 1 i 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 



(Ex?w.)(Ei.w.) - (Ex.w.)(E~.x.w.) 
-11 -11 -11 -111 
1 1 1 1 

a= --=---~2] 

[ 

(Ex .w.) 
2 . 1 1 

( Ew. ) (Ex . w · ) - 1-=---
. 1 . 1 1 Ew. 
1 . 1 . 1 

1 

(E i· W • )(Ex. W. ) 
. 1 1 . 1· 1 

(Ei-x.w.) - - 1 -=--1--
. 1 1 1 · Ew. 
1 j '1 

B= -------...::.·---.,.--

2 . 
(Ex .w.) -
i 1 1 

(Ex ·W. )2 
i 1 l . 

Ew. 
1 

15 

(2.2.1.8) 

(2.2.1.9) 

t fãcil verificar que (2.2.1.8) se reduz a;= I- â x, 
onde I e X sao as medias ponderadas dos i; e dos X;, respectivamente. 

Baseado na facilidade de resolúção do sistema de equações 

(2~2.1.7), BERKSON (1944, 1951, 1953, 1955) recom~ndou enfaticamente esse 

mêtodo. 

Entretanto, se P;=O ou P;=l, não se definem os lÕgites ob

servados i; = log(p;/(1-p;)). BERKSON (1955) propôs então o uso do que 

chamou de 11 regra do 2n 11
; isto ê, propôs que se substituíssem os valores 

p.=O por p.=l/2n. e p.=l por p.= l-l/2n .. 
1 1 1 1 1 1 

SILVERSTONE {1957) verificou que as estimativas obtidas 

pelo mêtodo de Berkson são consistentes, no sentido de convergência em 

probabilidade e REIERSOL (1961) afirmou que a modificação introduzida nos 

dados pela ••regra do 2n 11 não prejudica as propriedades assintõticas dos 

estimadores. Entretanto, na opinião de SILVERSTONE (J957), usando a 
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"regra do 2n", os estimadores obtidos não t~m a propriedade de sufici~n

cia, no sentido de que nem toda a informação, necessãria para a estimação 

dos parâmetros, estã contida na amostra. 

2.2.2- O M~todo dos Mlnimos Quadr~dos Ponderados_Não-lin~ares 

Dada a função loglstica, def1nida em {2 .. 1.3), o. m~todo dos 

mlnimos quadrados ponderados não-lineáres, tamb~m apresentada por BERKSON 

(-1944), consiste em obter, para estimativas-~/ dos parâme.tros (l e 13, os va. 

lares que minimizam a soma de quadrados dos desvios de cada p. observado 
. 1 

em relação ã: sua estimativa i\, ponderados pelo inverso da variância -de pi. 

Dado que P. sao parâmetros desconhec_i dos, BERKSON ( 1944) 
. 1 

-
usou, nos fatores de pondera_ção, as estimativas Pi de Pi. Então a soma 

de quadrados dos desvios ponderados ficou como segue: 

- 2 S.Q.Desvios = r(p.-P .. ) 
. 1 1 
1 

n. 
1 

- -P.(l-P.) 
1 1 

(2.2.2.1) 

onde 

. 3/ 

- 1 P. =-----
1 -(â+Bx·) l+e 1 

(2.2.2.2) 

Segue-se, de (2.2.2.2), que 

Neste trabalho~ as estimativas dos parâmetros a e B serão sempre indi
cadas por â e f3. Entretanto, conforme mostra o texto~ os estimadores 
dependem dó m~todo utilizado, o que significa que cada m~todo produz 
estimativas diferentes. 
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(2.2.2.3) 

(2.2.2.4) 

Para aplicar o método dos mTnimos quadrados ponderados não

_line~res, devem ser obtid~s as derivadas parciais de (2.2.2.1) em relação· 

a â e S. Igualando essas derivadas parciais a zero, obtem-se o 

de eguaçoes normais: 
- - -n·.(p.-P.)(p.-2p. P.+P.) 

~ 1 1 _1 ~ 1 1 1 =o 
i Pi(l-Pi) 

n.~.(p.-P.)(p.-2p. P.+~.) r 1 1 ~ 1 __ 1 1 1 1 · =·o 
i P.(l-P:) 

1 . 1 

sistema 

(2.2.2.5) 

O sistema não-linear de equações (2.2.2.5) não tem solução 

explicita. Esse sistema pode ser resolvido pelo método de Newton-Raphso~ 1 , 

que consiste em calcular correções sucessivas a partir de uma solução pr~ 

liminar, atê que se obtenha uma correção que possa ser considerada des

prezTvel. 

Então, para uma dada função f, o método aproxima f(~), on

de x ê um vetor n-dimensional, por: 

±I Ver, por exemplo, HOFFMANN e VIEIRA (1977), pp. 286-9. 
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(2.2.2.6) 

onde x0 ~ um vetor de dimensão n, tomado como solução preliminar; 

x1, x2, .•. ,xn são, respectivamente, a primeira, a segunda, a n-~sima 

ordenadas do vetor ~; [a f ] , onde i= 1 , 2, •.. , n, sao os v a 1 ores das 
ax. 

1 

x=x0 

r~vadas de f em relação a x1, x2, ... ,xn para ~=~ 0 e âxi=x;-x~, onde 

0 '12 - .-. d dd o X;, 1=, ,~ .. ,n, e a 1-es1ma coar ena a o vetor~.· 

co-

de-. 

Então, lembrando as derivadas parciais dadas em (2.2.2.3) 

e (2.2.2.4) e fazendo 

F(&, B) 

e 

G(&, S) 

-
n.(p.~P.)(p.-2p. P.+P.) 

=E 1 1 1 1 1 1 1 
i P.(l-P.) 

1 1 

n.x.(p.-P.)(p.-2p. P.+P.) 
=E 1 1 1_ 1 _1 1 1 1 

i P.(l-P.) 
1 1 

o sistema de equaçoes (2.2.2.5) pode ser resolvido pelo m~tcdo de Newton-

Raphson, que consiste em obter, por processo iterativo, a solução do se

guinte sistema de equações lineares: 

t:i]_ o 
till+ f:g]_ o 

ôS = F(a0
, 8°) 

a =a a =a 
â =8° â =8° 

(2.2.2.7) 

[!~J~ o 
6& + r-~ 1 óâ = - G(a0

, 8°) 
as _ 

0 a=a a=a 
â=B

0 
â=B

0 



onde 

~F . 
- = rn.r., 
a& i 1 J 

e 

aF = rn. x. r., as i 1 1 1 

aG ·= . rn.x.r., 
aii i 1 1 1 

aG = 2 rn.x.r., 
aã i . 1 1 1 

- - o t,a= a-a , 

- - • o 
t,(3= (3-(3 ' 

- -2 2 2p.Pi(P.-p. P.+p.) - P.-p. 
1 1111 11 r. = 

1 - -P.(l-P.) 
1 1 

19 

Substituindo os valores das derivadas parciais, o sistema 

de equaçoes (2.2.2.7), fica como segue: 

o - o - o o) rn.r. t,a + rn.x.r. t,(3 = - F(a , (3 
.11 .111 
1 1 

(2.2.2.8) 
O - 2o- o o rn.x.r. t,a + rn.x.r. t,(3 = - G{a , (3 ) 

.111 ·111 
1 1 

onde 
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2.2.3 - O mêtodo da mãxima verossimilhança 

Este mêtodo consiste em obter, para estimativas dos para

metros a. e B da função lo'gistica definida em (2.1.3), os valores â e í3 

que maximizam a função de verossimilhança. 
' 

Para obter a função de veross imi 1 hança ib , basta 1 embrar 

~ue, ~·variãvel não-al~atõr~a x1 e~tão relacionados n1 ensaios binomiais 

independentes, nos quais s~ observam m 1 ~n;P; sucessos. Como M;~B(n 1 ,P 1 ), 

então 

.-,P ( n ) m · n . -m . 
eiS> = ~ m~ . P i 1 ( 1-P i ) 1 . 1 (2.2.3.1) 

Como~ ê uma função monotonicamente crescente, o ponto de 

mãximo da função coincide coni o ponto de mãximo do logaritmo neperiano da 

função. Então, aplicando logarit~o neperiano, vem: 

(2.2.3.2) 

Fazendo as der i v a das pare ia i s de 11. em re 1 ação a a. e a S 

obtem-se, lembrando as derivadas parciais dadas em (2.2.2.3) e (2.2.2.4), 

o sistema de equações: 

-
En. ( p. -P.) = O 
. 1 1 1 
1 

En.x.(p.-P.) =O 
i 1 1 1 1 

(2.2.3.3) 
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O sistema de equaçoes (2.2.3.3) não tem solução explicita, 

mas pode ser resolvido pelo mêtodo de Newton-Raphson. 

Então, lembrando as derivadas parciais dadas em (2.2.2:j) 

e (2~2.2.4), fazendo 

e 

= ~n. ( p. -P. ) 
. 1 1 1 1 . 

H2(&, ~) = ~n-x.(p.-~.) 
i 1 1 1 1. 

o mêtodo de Newton-Raphson, aplicado ao sistema de equaçoes (2.2.3.3), 

consiste em resolver, por processo iterativo um sistema de equações li

neares simjlar ao (2.2.2.8), onde: 

- -
aâ 

~n.P.(l-P.) 
1 1 1 

-=-

- -
~n.x.P.(l-P.) 

1 1 1 1 

- -
a& 

~n. X. P. ( 1-P.) 
1 1 1 1 

- =-

2- -- ~n.x.P.(l-P.) 
1 1 1 . 1 

Portanto, deve ser resolvido o seguinte sistema de equa-

çoes lineares: 
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(2.2.3.4) 

onde 

e 

a0 e S0 sao soluções preliminares, obtidas pelo mêtodo de Berkson 

ou pelo mêtodo de minimos quadrados ponderados não-lineares 

Lembrando ~ue as dificuldades para ã solução do sistema de 

equaçoes (2.2.3.3) praticamente desapareceram para os usuârios de comput_! 

dor, SILVERSTONE (1957) recomendou que as estimativ_as de a e S fossem ob-

tidas, sempre que possivel, .atravês do mêtodo da mâxima verossimilhança 

que, alias, ê o ~nico indicado por JOHNSON e KOTZ (1970). ( interessan-

te lembrar aqui que o mêtodo de mâxima verossimilhança produz estimativas 

consistentes e assintõticamente eficientes. 

2.2.4 - Considerações sobre as estimativas preliminares utili

zadas no mêtodo dos minimos quadrados ponderados nao

lineares e no mêtodo da mâxima verossimilhança 

Tanto o mêtodo dos minimos quadrados ponderados não-linea

res como o mêtodo da mâxima verossimilhança conduzem a sistemas de equa

çoes que sõ podem ser resolvidos por processos iterativos. 
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O numero de iterações que se fazem necessãrias para chegar 

a correçoes que possam ser consideradas despreziveis depende, em grande 

parte·, dos valores das estimativas preliminares disponiveis. r importan

te frisar que o método de Berkson conduz a estimativas preliminares bas

tante boas, o que assegura convergência bastante rãpida do processo, to

da vez que essa convergência ê possivel, tanto quando se usa o mêtodo dos 

minimos quadrados ponderados não-lineares como quando se usa o mêtodo da 

mãxima verossimilhança. 

2.3 Variâncias e Covariâncias das Estimativas dos Parâmetros 

2.3.1 - Usando as estimativas dos parâmetros obtidas pelo mêto-

do de Berkson 

O mêtodo de Berkson consiste em ajustar uma regressao li

near ponderada do·lõgite cor.tra X;· Então, as variâncias e covariâncias 

das estimativas â e S dos parâmetros a e S de (2.2.1), dadas em {2.2.1 .7) 

e (2.2.1.8), são obtidas pelo mêtodo usual em modelos lineares5/. Então 

2 rx.w. 
i 1 1 

rw . 
. 1 2 

V(â.) = --1
----- s 

2 ( rx .w.) 
. 1 1 
1 

(rx .w. )2 
• 1 1 
1 

rx. 
. 1 
1 

~/ Ver, por exemplo, DRAPER e SMITH (1966) pp. 44-55. 

(2.3.1.1) 

., 
\ 
,; 
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v(i3) = s2 (2.3.1.2) 2 o::x.w.)· . 
2 i 1 1 . 

(Ex. w.) Ew. . 1 1 
1 . 1 

1 

Ex.w. 
. 1 1 
1 

EW· . 1 
s2 Côv(â, s) 1 (2.3.1.3) = 

2 (Ex. w.) 
2 .. . 1 1 

1 (Ex. w. ) Ew. . 1 1 1 . . 1 
1 

2.3.2 - Usando as estimativas dos parâmetros obtidas pelo meto-

do da mãxima verossimilhança. 

As variâncias e covariâncias das estimativas dos -parame-

tros, obtidas pelo mêtodo da mãx.ima verossimilhança, sao dadas assintoti-

camente pelo limite inferior de Cramer-Rao, ou seja, sao dadas pelo inver 

soda matriz de informaçã~/. 

Então, dada a função de verossimilhança, definida em 

(2.2.3.1), a matriz de informação W ê: 

En. P. ( 1-P.) 
. 1 1 1 
1 

En.x.P.(l-P.) 
i 1 1 1 1 

w = 
(2.3.2.1) 

En.x.P.(l-P.) 2 En.x.P.(l-P-) 
. 1 1 1 1 i 1 1 1 1 
1 

~/Ver, por exemplo, THEIL (1971) pp. 387-9. 
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A inversa dessa matriz, ~~-l, e a matriz de variâncias e co 

variâncias assintõticas das estimativas de mâxima verossimilhança dos pa

râmetros a e S· Então: 

onde 

lwl 

-1 1 w =-
lwl 

2 z:n.x.P.(l-P.) 
i 1 1 1 1 

-í:n.x.P.(l-P.) 
i 1 1 1 1 

- z:n.x.P.(l-P.) 
i 1 1 1 1 

í:n. P. ( 1-P.) 
i 1 1 . 1 

= í:n.P.(l-P.) í:n.iP.(l-P.) - [L:n.x.P.(l-P.)J
2 

.11 11.111 1 .111 1 
.1 . 1 

(2.3.2.2) 

(2.3.2.~) 

Como os P. sao parâmetros desconhecidos, pode-se obter uma 
1 

estimativa da matriz w-l, usando P. como estimativa de P .. Então 
1 1 

2- -í:n.x.P.(l-P.) 
i 1 1 1 1 

- -- í:n.x.P.(l-P.) 
i 1 1 1 1 

- - - -
(2.3.2.4) --1 1 w =-. 

1w1 
-í:n.x.P.(l-P.) 

1 1 1 1 
í:n . P . ( 1 -P . ) 

1 1 1 

Para verificar se foi obtido um bom ajustamer.to, calcula

se a soma dos quadrados dos desvios das proporções, ponderados pelo inver 
-sodas estimativas das variâncias de Pi, isto e, calcula-se: 

SQD 
s _ 2 ni 

= í: (p.-P.) -----
i=l 1 1 P.(l-P.) 

1 1 

(2.3.2.5) 

Nos casos em que o modelo logistico adotado ê verdadeiro, 

a soma de quadrados de desvios ponderados tem distribuição de x2 com (s-2} 

graus de liberdade. 
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Lembrando que 

E {x~s-2)} = s-2, 

nos casos em que se obtem uma soma de quadrados de desvios ponderados mui 

to elevada, isto e, muito superior ao valor dos respectivos graus de l i. ' 

berdade, as estimativas das variâncias e covariâncias assintóticas das es 

timativas dos parâmetros devem ser corrigidas, isto e, devem ser mtiltipl! 

cadas por um 11 fator de heterogeneidade 11Z/ h, onde 

h = SQD 
s-2 

-

(.2.3.2.6) 

Então, nesses casos, a matriz M das estimativas das variân 

cias e covariâncias assintóticas das estimativas dos parâmetros e dada p~ 

lo produto da matriz definida em (2.3.2.4) por h, isto e 

(2.3.2.7} 

2.4 - Variâncias das Estimativas dos Lôgites e Variâncias das Estima

tivas das Proporções 

t possivel obter as variâncias das estimativas dos lôgi-
-

tes, isto e, de L;; i=1,2, ... ,s e as variâncias das estimativas das pro-
-porções, isto e, de Pi; i=l,=, ... ,s, tanto quando se estimam os parame-

tros pelo metodo de Berkson como quando se estimam os parâmetros pelo me

todo da mãxima verossimilhança. 

2.1 Ver FINNEY (1971) pp. 70-2. 
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2.4.1 - Variâncias das estimativas dos 1Õgites 

Como L; = â + Sx;, segue-se que: 

V(L;) = V(â) + x~ V(S) + 2x; cov(â, S) 

Lembrando as estimativas das variâncias e da covariâricia 

de a e Ü, dadas em (2.3.1.1), (2.3~1.2) e (2.3.1 .3), vem: 

onde 

. 2 
LX ·'ti· LX·W· . 1 1 2 • 1 1 

1 2x. 1 + X· 
LW· 1 1 LW· - - . 1 • 1 

s2 V(L;) 
1 1 = 

2 (LX·W·) 
2 . 1 1 

(LX .w ·) 1 

i 1 1 L\'1. 
• 1 
l 

t fãcil ver que (2.4.Ll) pode ser reescrita 

V(L;) -+ 2 
= [ 1 (x;-x)2 ] s2 

LW· L(x.-x) w. 

LX-w. 
. 1 1 
1 

X=--
LW. 
. 1 
1 

j J j J J 

2.4.2 - Variâncias das estimativas das proporções 

-

(2.4.1.1) 

como segue: 

(2.4.1.2) 

As variâncias de Pi' i=l,2, ... ,s, obtidos pelo mêtodo de 

Berkson e pelo mêtodo da mãxima verossimilhança, distinguem-se entre si 

somente no que se refere ãs variâncias e ã covariância de â e a. 



Para obter as variâncias de P.; i=1,2, ... ,s, 
. 1 
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utiliza-se 

uma aproximação por série de Taylor, como segue: 

[
aP.] 1 - o --- . (a-a ) 
aa - o a=a 

S=S0 

+ t::ij 

F d 
o o . azen D a = a e S -= S, vem: 

~~-P. ~ P.(l-P.)(&-a) + x.P.(l-P.)(S~S) 
1 ·1 1 1 1 1 1 . 

Elevando ambos os membros ao·quadrado e aplicando esperan-

ça, obtem-se: 

Como os Pi; i=l,2·, ... ,s, sao parâmetros desconhecidos,sub~ 
- -

titui-se Pi por Pi e se obtem a estimativa da variância de Pi, como segue: 

(2.4.1.3) 

2.4.2.1 - Variâncias das estimativas das proporçoes quando os 

parâmetros sao estimados pelo método de Berkson 

Lembrando as estimativas das variâncias e da covariância 

de & e i3, dadas em (2.3.1.1), (2.3.1.2) e (2.3.1.3) vem, de (2.4.1.3): 



- - -2 - 2 V(P.) = P.(l-P.) 
1 . 1 1 

Reescrevendo) vem: 

2 
~x.w. ~x.w. 
-11 2 .11 
1 + x. - 2x·. 1 · 
~W· 1 1 ;[~ 
i 1 i 1 

{:Ex~w.) 
. . 1 1 

1 

(r.x .w.) 
. 1 1 . 
1 

:Ew. 
. 1 
1 

2 
2 . 

s 
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(2.4.2.1) 

2.4.2.2 - Variâncias das estimativas das proporçoes quando os 

parâmetros são estimados pelo mêtodo da mãxima vero~ 

similhança 

Lembrando as estimativas das varinncias e da covariância 

assintóticas de â e S, dadas em (2.3.2.4), tem-se: 

- - =v. (r.n.x?P.(l-P.) + x?~n-P.(l-P.) - 2x.~n-x.P.(l-P.0 
1 i 1 1 1 1 1i 1 1 1 1i 1 1 1 1~ 

(2.4.2.1) 

onde 

Nos casos em que e necessãrio usar 0
11 fator de heterogenei

dade~ as estimativas das variâncias e da covariância assintóticas de â e 

S são dadas em (2.3.2:7). Nesses casos, as variâncias de Pi são dadas 

por (2.4.2. 1), mas onde 
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3 - A FUNÇAO LOGISTICA COM DUAS OU MAIS VARI~VEIS INDEPENDENTES PARA DA

DOS DE RESPOSTA QUANTICA 

3.1 - Introdução 

A função logistica para dados d~ resposta quântica, defi-

nida em (2.1.3) pode ser 

p. = 
1 

generalizada 

[ 
-x SJ-l 

l+e -i-

como segue~ 

(3.1.1) 

onde Pi representa a probabilidade de sucesso no i-esimo grupo, ~i e o ve 

tor-linha de dimensão k+l de variaveis independentes para a i-esima obser 

vação, com primeiro elemento igual a 1 e ~ e o vetor-coluna de dimensão 

k+l dos parâmetros desconhecidos. 

Como exemplo de aplicação da função logistica com duas ou 

mais variaveis independentes para dados de resposta quântica, pode-se le~ 

brar que, em farmacologia, pode haver interesse em estudar a proporção de 

camundongos que apresentam convulsão em função de doses crescentes de 

duas ou mais drogas potencialmente convulsionantes. 
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Podem ainda ser lembrados exemplos em psicologia, tais co

mo: o estudo da proporçao de respostas, obtidas de grupos de sujeitos 

submetidos a um certo estimulo, em função do tempo de treino desses sujej_ 

tos e do numero de reforçadores; o estudo da proporçao de re~postas de 

grupos de sujeitos, em função do tempo decorrido entre a resposta e o re

forçador e em função da idade dos sujeitos. · 

Todos estes exemplos se referem a estudos onde às variã-

veis independentes são fixas. Entretanto, a função logistica para dados 

de resposta quântica tamb~m pode ser ajustada nos casos em que uma ou 

mais variãveis independentes podem ser vistas como·variãveis aleatõrias. 

Uma revisão bibliogrãfica sobre o assunto pode ser vista em BISHOP, FIEN

BERG e HOLLAND (1971). Como exemplo, pode-se lembrar que, em sociologia 

rural, pode hàver interesse ~m estudar a proporção de proprietãrios ru

rais que adotélm certa t~cnica agricola (como por exemplo, o uso de curvas 

de nivel) em função do grau de escolaridade do proprietãrio e da area da 

propriedade. As variãveis independentes podem ser vistas, neste caso, co 

mo variãveis aleatõrias. 

3.2 - Estimativas dos parâmetros 

O ajuste da função logistica com duas ou mais variãveis in 

dependentes aos dados de resposta quântica pode ser feito ou atravês de 

uma extensão do método sugerido por BERKSON (1944), ou através do método 

dos minimos quadrados ponderados não-lineares, ou através do método de rna 

xima verossimilhança. 
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3.2.1 -Uma extensão do mêtodo de Berkson 

Usando a sugestão feita por BERKSON (1944), facilmente se 

L. = log 
1 

P. 
1 

1-P. 
1 

= x. s 
-1 -

(3.2.1.1) 

onde Xi e~ são os mes~os vetores de (3.1.1) 

Os fatores de ponderação dos quadrados dos desvios sao 

r necessârio definir 

(3.2.1.2) 

onde 
~i = log(pi/(1-pi))e lembrar que, conforme consta na seçao (2.2.1), 

ap. p.(l-p.) 
1 1 1 

P. ( 1-P.) 
1 1 

n. 
1 

Então, adotando procedimento similar ãque1e adotado para a 

obtenção de (2.2.1.5), vem: 
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1 o o 

o 1 

V(~) = n2P2(1-P2) 

o 

o o 1 

n/s(l-Ps) 

Substituindo os parâmetros desconhecidos Pi pelas frequên

cias relativas P;, conforme a sugestão feita por BERKSON (1944), vem~ 

o 

o 1 
-
V(~) = 

o o 

o 

o 

1 

(3.2.1.3) 

Pode-se então fazer o ajuste da regressao linear ponderada 

da variãvel transformada em função de~;· 



onde 1
1
. = x.s e 

-1-

Minimizando a função: 

i = 

obtem-se o sistema de equações normais 

[ J
-1 -1 

x·· v(~) x~ = x· [v(~)] ~ 

onde X e a matriz cujas linhas sao os· vetores ~i de (3.1 .1). 

Então, as estimativas de~' são dadas po~/: 

[ J
-1 -1 [ J-1 

~ = (X 1 
V(~) X) x• V(~) ~ 
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(3.2.1.4) 

(3.2.1.5) 

(3.2.1.6) 

3.2.2- Metodo dos minimos quadrados ponderados não-lineares 

o metodo dos minimos quadrados ponde~ados não-lineares co~ 

siste em obter, como estimativa do vetor ~, o vetor ~ que minimiza a soma 

dos quadrados dos desvios (p 1 -~ 1 ), ponderados pelos inversos das variân

cias de p
1
., dadas por P.(l-P.)/n .• 

. 1 1 1 

8/ Ver, por exemplo, HOFFMANN e VIEIRA (1977), pp. 204-6 ou 
SEARLE (1971) pp. 86-7. 
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Entretanto, dessa maneira se obt~m um sistema de· equaçoes 

que nao tem solução, porque os valores P;, usados nos fatores de pender! 

çao, sao desconhecidos. 

Para que o sistema tenha solução, utiliza-se nos fatores 
-de. ponderação; as estimativas Pi de· Pi, isto~' minimiza-se a função: 

onde 

Como 

- 2 
~(p.-P.) 

n. 
' 1 

- -. 1 1 
1 P.(l-P.) 

1 1 

pi 
1 

:: 

-x.â l+e -1-

-ap. 
1 P.(l-P.) -:: x. 

' aâ• 1 1 -1 

-

(3.2.2 .. 1) 

(3.2.2.2) 

(3.2.2.3) 

fazendo a derivada de (3.2.2.1) em relação ao vetor~·, obt~m-se o segui~ 

te sistema de equaçoes: 

{

(p.-P.)n.(p.-2p. P.+P.)J 
~ 1 1 _1 1_ 1 1 1 
ú x. = o 

-1 i P.(l-P.) 
1 1 

(3.2.2.4) 

onde o e um vetor linha de dimensão k+l' cujos elementos sao todos iguais 

a zero. 

A solução para o sistema de equaçoes (3.2.2.4) ~ encontra

da através de um processo iterativo, pelo m~todo de Newton-Raphson de 



maneira anâloga a utilizada na seçao (2.2.2}. 

Seja 

{

(p.-P.)n.(p.-2p. P.+P.)J 
F. = L: 1 1_ 1 -~--1 __ 1_1_ x .. 

J i P.(l-P.) 1J 
' ' 1 1 

aproximando-se F j, pela se ri e de Taylor, obtem-se 

. 

[a:jl. liSh; .h.::O, 1, •.. ,k 

ash - o 
.ê=.ê 
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(3.2.2.5} 

(3.2.2.6) 

que e um sistema linear de (k+l) equaçoes, anãlogo ao sistema (2.2.2.8) e 

que pode ser reescrito como segue 



[:;:] 

onde 

+ ... + 

+ ... +f.a:lj 
. la8k 

.. 

+ ... + · L'l8k = - F k Cê0
) 

S=8° 

1 1 1 1 1 1 z::n. x. hx .. 
[

2p.P.(P.-p. P.+p.) - P.-IJ. 
1 I 1 -2 "2J 

; 
1 1 

lJ r.(l-r.) 
1 1 

37 

(3.2.2.7-) 

e 8° e um vetor de estimativas preliminares dos parâmetros, usado para 

iniciar o processo iterativo. 

Tomando como estimativa inicial o vetor 8 obtido pelo me

todo de Berkson, inicia-se o processo iterativo, de maneira similar ã jã 

descrita na seção 2.2.2. 
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3.2.3 - O mitodo da mãxima verossimilhança 

', 

Definida a função de verossimilhança como na seçao 2.2.3, 

isto e 

.;& = rr(ni~ . m. 
1 1 

m. n.-m. 
p . 1 ( l -P . ) 1 1 

1 1 . (3.2.3.1) 

aplicando logarTtmo neperja~o, vem:· 

Fazendo a derivada de A em relação ao ~etor ~· e lembran

do a derivada definida em (3.2.2.3), facilmente se obtem: 

a A -= 

Como m.=p.n., pode-se escrever: 
1 1 1 

-= a A - -
L:n • p . ( 1 - P . ) x . - L: n . ( 1 - p . ) P . x . 
. 1 1 1 -1 . 1 1 1-1 
1 1 as• 

(3.2.3.3) 

donde se obtem, rearranjando e igualando a zero, o seguinte sistema de e-

quaçoes: 

L:n.(p.-P.) x. =O 
. 1 1 1 -1 -
1 

onde o e o mesmo vetor definido em (3.2.2.4) 

(3.2.3.4) 

A solução para o sistema (3.2.3.4) e obtida atraves de um 

processo iterativo. Seja 

.. 



G. = L:n. { p. -P.) x, . 
J . 1 1 1 1J· 

1 o 

j =0' 1 ' ... 'k 

aprox1mando-se G., pela sêrie de Taylor, obtêm-se: 
. J 

k · [aG ·] G. ( B) = G . ( 8°) + L: _J o t.Sh; 
J - ~ - -h=O ash _ 

0 
~=~ 

j =0 '1 ' ... 'k 
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(3.2.3.5) 

(3.2.3 .. 6)0 o o 

que e um sistema li~ear de (k+l) equaçoes, anãlogo ao _sistema (2.2.2.8) e 

pode ser reescrito como: 

[:;:] 

(3.2.3.7) 

onde 
aG. _ _ 
_J =- L:n.x.hx .. P.(l-P.) 
ash i 1 1 1J 1 , 

e ~o ê uma estimativa ~reliminar de j, usado para iniciar o processo ite

rativo. 
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-Tomando como estimativa inicial o vetor 13, obtido pelo me-

todo de Berkson ou pelo método dos mTnimos quadrados ponderados não-line~ 

res, inicia-se o processo iterativo, procedendo-se. de maneira similar a 

jã descrita na seção 2.2.2. 

3.3 Variâncias e covariâncias das estimativas dos parâmetros 

3.3.1 -Usando as estimativas dos parâmetros obtidas ·pela ex

tensão do mêtodo de Berkson · 

O método de Berkson consiste em ajustar uma regressao li

near ponderada dos lÕgites contra ~i· Então, as variâncias e covariân

cias das.estimativas dos elementos de~ defini~o em (3.1.1), dadas em 

{3.2.1.6), são obtidas pelo método usual em modelos lineáres~/, ou seja: 

Lembrando as estimativas dos elementos de ~' dadas em 
-(3.2.1.6) e lembrando as estimativas das variâncias de~' isto e, V(~), 

dadas em (3.2.1.3), vem: 

V(~) 

9/ Ver, por exemplo, SEARLE (1971) pp. 90 ou 
- HOFFMANN e VIEIRA (1977) pp. 206-7 . 

... 

(3.3.1.1) 



41 

3.3.2 - Usando as estimativas dos parâmetros obtidas pelo meto

do da mãxima verossimilhança 

As variâncias e covariâncias das estimativas dos . parame

tros obtidas pelo método da mãxima verossimilhança são dadas, assintotica 

mente, pelo limite inferior·de Cramer-Rao, ou seja, são dadas pelo inver

so da matriz de informação!Q/. 

Então dada a fÚnção de ·verossimilhança, definida em 

(3.2.3.1), a matriz de informação e: 

W = In.P.(l-P.)x~x; (3.3.2.1) 
. 1 1 1 -1-1 
1 . 

t fâcil verificar que os elementos da matriz de informa-

çao sao dados por 

(3.3.2.2) 

A inversa dessa matriz, w-l e a matriz de variâncias e co-

variâncias assintóticas das estimativas de mãxima verossimilhança dos ele 

mentos de .ê· 

Como os Pi sao parâmetros desconhecidos, pode-se obter uma 

estimativa da matriz w-l, usando Pi como estimativa de Pi. Então 

--1 w [ - - ]-1 = In.P.(1-P.)x~x. 
. 1 1 1 -1-1 
1 

lQI Ver, por exemplo, THEIL (1971) pp.387-9. 

(3.3.2.3) 
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Como jâ foi mencionado na seção 2.3.2, nos casos em que a 

soma de quadrados de desvios ponderados, definida em (2.3.2.5), e muito 

elevada, ou seja, muito superior ao valor dos respectivos graus de 1 i ber-

dade, as estimativas das variâncias e covariâncias assintõticas das esti-

~ativas dos parâmetros devem ser corrigidas, isto~. multiplicadas pelo 

11 fator de heterogeneidade~~ h, definido em (2.3.2.6). 

Nesses casos, a matriz M, das estimativas das variâncias e 

covariâncias assintõticas das: estimativas de mâxima verossimil~ança dos 

elementos de s, ~ dada pelC' produto da matr.iz, definida em (3.3.2.3), pe-- . 

lo 11 fator de heterogeneidade 11 h, isto e; 

r:1 = w- 1 h (3.3.2.4) 

3.4 - Variâncias das Estimativas dos LEgites e Variâncias das Estima

tivas das Proporções 

Podem ser obtidas as variâncias das estimativas dos LEgi-
-tes isto~. de L1; i=l,2, ... ,s e as variâncias das estimativas das pro-

-porções, isto~. de Pi; i=l,2, ... ,s, tanto quando se estimam os parame-

tros pelo m~todo de Berkson como quando se estimam os parâmetros pelo m~

todo da mãxima verossimilhança. 

3.4.1 - Variâncias das estimativas dos lÕgites 

- -
Como L; = ~i~' facilmente se obt~m: 

- -V(L
1
.) = x. V(S) x! 

-1 - -1 
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Lembrando a estimativa da matriz de variâncias e covariân-
. . . 

cias dada em (3.3.1.1), facilmente se obtêm: 

(3.4.1.1) 

3.4.2 - Variâncias das estimativas das proporções 

-As variâncias das proporçoes P.; i=l,2,.· .. ,s, obtidas pe-
1 

lo mêtodo de Berks.on, distinguem-se daquelas obtidas pelo mêtodo da mãxi- . ·: 

ma verossimilhança apenas no que se refere ãs variânciàs de a.· 

-Para obter as variâncias de P.; i=l,2, •.. ,s, usa-se uma 
1 

aproximaçã9 atravês ~a sêrie de Taylor, como segue: 

- - 0 [aP i] P. = P. (a )+ -=-
1 1 ':"" ao 

. iJO - o 
.ê==.ê 

o Fazendo ~ =§, obtem-se: 

- -P.-P. = ~x .. P.(l-P.)(a.-a.) 
1 1 j 1J 1 1 J J 

que pode ser escrito como segue: 

- -p.-p. = P.(l-P.)x.(a-a) 
1 1 1 1 -1 - -

Elevando ao quadrado ambos os membros, vem: 

- 2 2 2--11 
(P.-P.) = P.(l-P.) x.(a-S)(a-a) x. 

1 1 1 1 -1 - - - - -1. 

Aplicando-se esperança matemãtica, obtem-se: 
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Como os Pi; i=l ,2, ... ,s, são parâmetros desconhecidos, sao 
- -substituidos por Pi, obtendo-se a estimativa da variância de Pi, como se-

~ue: 

(3.4.2.1) 

-
onde~(§) e a estimativa ~a matriz de vari~ncias e covariâncias do vetor S. 

3.4.2.1 - Vàriâncias das estimativas das proporçoes quando os 

parâmetros sao estimados pelo m~todo de Berkson 

Lembrando a matriz de variâncias e covariâncias dada em 

(3.3.1.1), obtêm-se, de {3.4 .. 2.1) 

(3.4.2.1.1) 

3.4.2.2 - Variâncias das proporçoes quando os parâmetros sao es 

timados pelo metodo da mãxima verossimilhança 

Lembrando a matriz de variâncias e covariâncias dada em 

(3.3.2.3} e usando Pi como estimativa de Pi, tem-se, de (3.4.2.1): 

- - -2 - 2 [ - - I J -1 I V(P.) = P.(l-P.) x. ~n.P.(l-P.)x.x. x. 
1 1 1 -1 1 1 1 -1-1 -1 

(3.4.2.2.1) 

Nos casos em que e necessãrio usar o 11 fator de heterogenej_ 

dade 11
, tem-se, de (3.4.2.1) e lembrando (3.3.2.4): 

-2 - 2 [ - - 1 ]-l 1 V(P.) = P.(l-P.) hx. ~n.P.(l-P.)x.x. x. 
1 1 1 -1 1 1 1 -1-1 -1 

(3.4.2.2.2) 

"' 
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4 - RESULTADOS 

4·. 1 -Introdução 

Os dados de resposta quântica t~m grande importância em 

biologia, pois aparecem no estudo da eficiência de drogas em geral, quer 

l1Sadas como medicamentos, quer usadas como inseticidas, bactericidas,etc .. 

Entretanto, a biologia nao dispõe de teorias que determi

nem a escolha da forma matematica da função que deva ser ajustada aos da

dos de resposta quântica. Por outro lado, a literatura mostra que tanto 

a logistica como a acumulada da curva normal dão bons ajustes. Ainda, di

versos trabalhos mostram que os resultados de ambos os ajustes, feitos so 

bre os mesmos dados, sao bastante concordantes, mas a logistica e de apll 

cação mais direta. 

Os capitulas 2 e 3, do presente trabalho, mostram que a 

analise estatistica de dados de resposta quântica, feita atravês da logi~ 

tica, ê relativamente complexa. Isto explica o uso, bastante generaliza

do, de processos meramente graficos para a descriç~o do fen6meno 
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biolôgico, estudado através de dados de resposta quântica. Também exis

tem processos simplificados,como os de Reed~Muench e de Spearman-Karber, 

descritos por FINNEY (1971), qUe facilitam os cãlculos em detrimento do 

rigor estatistico. 

Do ponto de vista do estatistico, a forma mais adequada 

de estudar dados de re~posta quântica e através da anâlise de regressao!l> 

que permite não sô a descrição do fenômeno biolôgico corno também a infe

rência estatistica. 

Entretanto, os dados de resposta quântica, originalmente 

definidos no campo da biologia por BLISS (1937), também aparecem em ou

tras ãreas do conhecimento. Isto justifica sua maior divulgação, tanto 

no que se refere aos aspectos metodolôgicos como no que se refere aos as

pectos de câlculo, relativamente complexos, que devem ser feitos. 

Neste capitulo são apresentados os resultados do ajuste da 

função logistica para dados de resposta quântica, encontrados na literatu 

ra. 

4.2 - O ajuste da função logistica com um~ variãvel independente 

A função logistica foi ajustada aos dados referentes a 

açao inseticida da rotenona sobre Macrosiphoniella sanborni (pulgão em 

crisântemo), que constam na tabela 1.1. 

Na tabela 4.2.1, sao apresentados as estimativas dos pa

râmetros, as estimativas das variâncias e das covariâncias das estimativas 
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dos parâmetros, as somas de quadrados dos residuos e os 11 quadrados me

diOS11, com 3 graus de liberdade, obtidOS atraves dos três metodos descri 

tos. t conveniente assinalar que no metodo de Berkson, o 11 quadrado me

dio11(s2) do residuo e obtido atraves da soma de quadrados ponderados dos 

lÕgites. Entretanto, no mêtodo dos minimos quadrados ponderados não-li

neq.res e no mêtodo da maxima verossimilhança, os 11 quadrados mediOS 11 (s2) 

são obtidos atravês dã soma de quadrados ponderados das proporções. Para 

simples comparação, tambem foram obtidas as somas de quadrados ponderados 

das proporçoes, a partir dos lÕgites, no mêtodo de Berkson. 

Tabela 4.2.1 -Estimativas dos parâmetrós, estimativas das variâncias e 

das covariâncias das estimativas dos parâmetros, somas de 

quadrados dos residuos e .. quadrados mêdios 11 (s2)com 3 graus 

de liberdade, obtidos atravês dos três mêtodos descritos 

Estatisticas 

-ex. 

-s 
S.Q.Res.1Õg. 

S.Q.Res.prop. 

s2 

v(â) 

V(S) 

Côv(â, S) 

Berkson 

-4,83641 

7,05742 

1,39407 

1 ,40681 

0,46469 

0,40550 

0,77208 

-0,54141 

Meto do 

M.Q.P. 

-4,83727 

7,05970 

1,40678 

0,46893 

M.V. 

-4,88691 

7,14618 

1,42179 

0,47393 

0,41336 

0,79701 

-0,55593 
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Os resultados apresentados na. tabela 4.2.1 mostram que as 

somas de quadrados dos reslduos t~m valores inferiores e bastante pr5xi

mos aos respectivos grau~ de 1 iberdade. Portanto; não deve ser feita a 

multiplicação desse valor pelo 11 fator de heterogeneidade .. h.Aliãs, FINNEY 

'(1971), trabalhando com os mesmos dados experimentais, mas usando a acumu 

lada da curva normal (pr5bite), não utilizou o fator h. 

t conveniente observar que os resultados apresentados na 

tabela 4.2.1 mostram que as estimativas dos parâmetros, obtidas através 

dos tr~s métodos, são·· bast;:.nte pr5ximas. Também deve ser notado que as 

somas de quadrados dos reslduos, cujos valores são bastante pr5ximos da 

. respectiva esperança assintõtica, indicam que a função loglstica se aju~ 

tou bastante bem aos dados. Tambêm deve ser observado que a menor soma 

.de quadrados dos resT duos corresponde ao método dos mT nimos quadrados po.!!_ 

derados não-lineares, mas que a soma de quadrados ponderados das propor

ções, obtida a partir dos l5gites, no mêtodo de Berkson, tem valor muito 

prõximo a soma de quadrados obtida pelo mêtodo de minimos quadrados pon-

derados não-lineares. Outros indicadores da qualidade do ajuste são as 

grandezas dos 11 quadrados mêdios 11
, bastan.te pequenas em ambos os mêtodos e 

os valores das estimativas das variâncias das estimativas dos parâmetros, 

pequenos em relação aos valores das estimativas dos parâmetros. 

Parece razoãvel afirmar que um bom ajuste ê condição sufi

ciente para obter a concordância de resultados, qualquer que seja o meto

do, dos tr~s descritos, utilizado. Com base nesta afirmativa e nos re

sultados apresentados na tabela 4.2. l, pode-se recomendar, nos casos em 
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que o ajuste e bom, o uso do método de Berkson apenas, desde que nao se 

disponha de um computador. 

Na tabela.4.2.2 sao apresentadas as proporçoes observadas, 

as proporçoes estimadas através dos três inetodos e as estimativas dos des 
' 
vias-padrões das proporções, estimadas pelo método de Berkson e pelo me-

todo da mãxima verossimilhança. 

·Tabela 4.2.2 Proporções ·observadas e proporçoes estimadas, atravês dos 

mêtodos de Berkson, m1nimos quadrados · ponderados não-11 

neares e da mãxima verossimilhança i estimativas dos des-

vias-padrões das proporções estimada·s pelos me todos de 

Berkson e da - . verossimilhança, dados da ta-max1ma para os 

bel a 1. 1. 

Meto do de Berkson M.M.Q.P. M.M.V. 
Ensaio p - s(P) -p p p s(P) 

1 0,12000 0,12923 0,03359 o, 12770 0,12924 0,03327 

2 0,33333 0,32199 0,04212 0,32220 0,32209 0,04180 

3 0,52174 0,53922 0,03996 0,54228 0,53941 0,03976 

4 0,85714 0,80533 0,03586 0,80971 o ,80551 0,03582 

5 0,88000 0,90735 0,02642 0,91058 0,90747 0,02610 

t fãcil ver, observando os resultados apresentados na ta

bela 4.2.2, que as estimativas das proporções, obtidas pelos três mêtodos, 
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sao bastante concordantes entre si e bastante prõximas das proporçoes ob-
. . . 

-servadas. Ainda, as estimativas dos desvios-padrões d~s estimativas das 

proporções sao relativamente pequenas. Isto-confirma a observação feita 

anteriormente, de q~e o ajuste da furição logTstica, para esses dados,· i 

bastante bom. 

4.3 O ajuste da função logTstica com duas variãveis independen~es 

WIENDL, SGRILLO.e WALDER (1979) estudaram a influência da 

idade pupal na radiosensibilidade de Ceratitis capitata (Wied.) as irra

diações gama. 

De acordo com esses autores, a Ceratitis capitata (Wied.),. 

conhecida como mosca-do-Mediterrâneo, ê uma das mais importantes pragas· 

das plantas cultivadas, prejudicando mais de 50 plantas frutTferas. 

Os mitodos quTmicos de controle mostram-se, de uma manei

ra geral, eficientes no inTcio, mas se tornam obsoletos com o passar dos 

anos, alim de contribuir para a degrãdação do meio ambiente. 

Então tem sido estudada, em todo o mundo, a viabilidade da 

aplicação da Ticnica do Inseto Estiril (TIE), que visa controlar eficien-

temente a praga, sem causar a poluição do meio ambiente. 

Dentre os vãrios problemas a serem estudados para a apli-

-caçao eficiente da TIE, consta o item da dose esterilizante. Esta deve 

ser a menor possTvel, a fim de não prejudicar nem os hâbitos nem a biolo

gia da espicie. 

UNICAMP 
BIBLIOTECA CENTRAL 
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Com a finalidade de estudar dados relativos ã influência 

. da idade na radiosensibilidade, os autores conduziram ~m experimento uti

lizando pupas· de Ceratitis capitata (Wiend.)~ provenientes de uma criação 

do setor de Entomologia do CENA-ESALQ-USP .. 

Nesse experimento, foram utilizadas as seguintes doses· d~· 

radiaç~o gama:. 4,1; 8,_2; 12,7; 16,B; 20,4; 25,0; 29,1 krad, em idades va-

riando de 3 a 8 dias. Para cada dose e para cada idade foram utili~adas 

95 pupas. 

Os dados obtidos se referem ao- numero de insetos que emer

giram das pupas submetidas ã diferentes quantidades de irradiação em ~i

ferentes i~ades e estão na tabela 4.3.1. 

Na tabela 4.3.2 são apresentados as estimativas dos para-

metros, as estimativas das variâncias e das covariâncias das estimativas 

dos parâmetros, as somas de quadrados dos residuos e os 11 quadrados me

dios11 (s2), com 40 graus de liberdade, obtidos através dos três métodos 

descritos. t conveniente frisar que, no método de Berkson, o 11 quadrado 

médi0 11 do residuo e obtido atravês da soma de quadrados ponderados dos 1~ 

gites, enquanto que no método dos minimos quadrados ponderados não-linea

res e no método da mãxima verossimilhança os 11 quadrados medi os .. são obti-

dos através da soma de quadrados ponderados das proporções. Entretanto, 

para comparação, também foi obtida a soma de quadrados ponderados das pr~ 

porções, partindo dos lÕgites, no método de Berkson. 
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Tabela 4.3.1 -Numero exposto e numero de insetos que emergiram das pupas 
submetidas ã diferentes quant1dades de irradiação em dife

. rentes idades 

~nsaio NQ exposto NQ afetado Prop.afetado Dose Idade 

1 95 o 0,00000 4,1 3 
2 95 83 0,87368 4' 1 4 

. 3 95 87 . ·0,91578 4,1 5 
4 95 92 0,96842 4,1 6 
5 95 89 0,93684 4,1 7 
6 95 '93 0,97894 4' 1 . 8 
7 95 1 0,01052 8,2 .3 
8 95 19 0,20000 . 8,2 4 
9 95 83 0,87368· 8,2 5 

10· 95 90 0,94736 8,2 6 
11 95 88 0,92631" 8,2 7 
12. 95 88 0,92631 8,2 8 
13 95 o 0,00000 12,7 3 
14 95 5 0,05263 12,7 4 
15 95 63 0~66315 12,7 5 
16 95 81. 0,8-5263 12,7 6 

:17 95 93 0,97894 12 '7 7 
l8 95 85. 0,89473 12,7 8 
19 95 o 0,00000 16,8 3 
20 95 o 0,00000 16,8 4 
21 95 36 0,37894 16,8 5 
22 95 72 0,75789 16,8 6 
23 95 93 0,97894 16,8 7 
24 95 95 1,00000 16,8 8 
25 95 o 0,00000 20,4 3 
26 95 o 0,00000 20,4 4 
27 95 4 0,04210 20,4 5 
28 95 44 0,46315 20,4 6 
29 95 83 0,87368 20,4 7. 
30 95 89 0,93684 20,4 8 
31 95 o 0,00000 25,0 3 
32 95 o 0,00000 25,0 4 
33 95 o 0,00000 25,0 5 
34 95 13 o' 13684 25,0 6 
35 95 63 0,66315 25,0 7 
36 95 92 0,96842 25,0 8 
37 95 o 0,00000 29 '1 3 
38 95 o 0,00000 29,1 4 
39 95 o 0,00000 29 '1 5 
40 95 2 0,02105 29,1 6 
41 95 26 0,27368 29' 1 7 
42 95 " 79 0,83157 29,1 8 
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Tabela 4.3.2 Estimativas dos parâmetros, estimativas das variâncias e 

covariâncias das estimatiya~ dos p~râmetros, somas de qua-
. . 

drados dós residuos e 11 quadrados mêdios 11 (s2), com 40 graus 

de 1 i berdade, obtidos ·a traves dos três mêtodos descri tos, 

para os dados da tabela 4.3.1 

Esta ti s.tica Método 
Berkson M.Q.P. M.V. 

-
8o -3,83914 -4,34912 -6,22751 
-

. 81 -0,18085 -0,17999- -0,26662 
-
82 1,23696 1 ,30101 1,90326 

S.Q.Res. lôgites 286,53997 

S.Q.Res.prop. 407,55809 395,67609 1183,34131 

s2 7,34718 9,89190 30,34208 

V(8
0

) 0,60686 1 '87622 

V( 81) 0,00054 0,00334 

V(82) 0,02042 o' 11998 

Côv(8
0

, 81) 0,00021 0,03126 

Côv( 8
0

, 82) -0,09721 -0,41284 

côv(s1, 62> -0,00154 -0,01551 

Os resultados apresentados na tabela 4.3.2 mostram que as 

somas de quadrados dos residuos têm valores bastante superiores aos res 

pectivos graus de libe·rdade. Portanto, ê razoâvel multiplicar esse valor 

pelo 11 fator de heterogeneidade .. h, conforme recomenda FINNEY (1971). 
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Então, as estimativas das variâncias e das covariâncias das estimativas 

. dos parâmetros estão 11 Corrigidas 11
• 

~ conveniente observar que as estimativas dos parâmetros, 

obtidas atrav~s dos tr~s m~todos e apresentadas ha tabela 4~3.2, são di

ferentes entre si. Neste caso,~ razoãvel utilizar, como estimativas dos 

pa~âmet.ros, os. valores. obtidos atrav~s do m~todo de mãxima verossimilhan:.. 

ça. Este.m~todo tem melhores propriedades, conforme discute SILVERSTONE 

(1957). Ainda,~ o único m~todo recomend~do por JOHNSQN e KOTZ (1970). 

Tamb~m deve ser notado que o m~todo de minimos quadrados ponderados nao

lineares conduz a uma soma de quadrados dos residuos relativamente menor 

do que aqu~la obtida· pelo m~todo de Berkson. Portanto, parece razoãvel 

afirmar que, para estes dados, os m~todos iterativos conduzem a melhores: 

resulta dos.· 

Por outro lado, os 11 quadrados m~dios 11 sao relativamente 

grandes, indicando que o ajuste da função logistica, para estes dados, e 

apenas razoãvel. 
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Tabela 4.3.3 - Proporções observadas e proporções estimadas, através dos 
métodos de Berkson, mTnimos quadrados ponderados não-linea 
res e da mâxima verossimilhança e estimativas dos desvios~ 
padrões das proporções estimadas pelos métodos de Berkson 
e da mâxima verossimilhança, para os dados da tabela 4~3.1 

p Metodo de Berkson M.M.Q.P. M.H.V. 
Ensaio -

s(P} p s(P) p p 

1 0,00000 0,29531. 0,08839 0,23432 o, 16647 0,0'8884 . 
2 0,87368 0,59079 0,08247 ·o, 52920 0,57257 0,13336 
3 . 0,91579 0,83260 0,04254 0,80502 0,89986 0,05867 
4 0,96842 0,94486 0,01734 0,93814 0,98368 0,01428 
5 0,93684 0,98334 0,00674 0,98236 0,99753 . o, 00291 
6 0,97895 -0,99511 ·o,oo252· 0,99514 0,99963 0,00055 
7 0,01053 0,16642 0,05749 0,12763 0,06274 0,03959 
8 0,20000 0,40751 0,07444 0,34954 0,30987 0,09871 
9 0,87368 0,70323 0,05080 0,66373 0,75073 0,08633 

10 0,94737 0,89087 0,02465 0,87879 0,95283 0,03023 
11 0,92632 0,96566 o ,01100 0,96381 0,99267 0,00702 
12 0,92632 0,98978 0,00449 0,98988 0,99890 0,00141 
13 0,00000 0,08128 0,03196 0,06111 0,01977 0,01540 
14 0,05263 0,23360 0,05450 0,19294 0,11915 0,05250 
15 0,66315 0,51222 0,05183 0,46754 0,47570 0,08288 
16 0,85263 0,78344 0,03139 o, 76333' 0,85888 0,05562 
17 0,97895 0,92573 0,01770. 0,92216 0,97609 0,01732 
18 0,89474 0,97724·' 0,00830 0,97753 0,99636 0,00386 
19 0,00000 0,04044 0,01790 0,03018 o ,00671 0,00636 
20 0,00000 0,12680 0,03666 o, 10257 0,04337 0,02630 
21 0,37895 0,33346 0,04839 0,29567 0,23319 0,06568 
22 0,75789 0,63283 0,03747 0,60659 0,67103 0,07251 
23 0,97895 0,85586 0,02630 0,84993 0,93189 0,03595 
24 1 ,00000 0,95339 0,01445 0,95413 0,98922 0,00938 
25 0,00000 0,02151 0,01060 0,01602 0,00258 0,00287 
26 0,00000 0,07040 0,02445 0,05641 0,01707 0,01329 
27 0,04211 0,20691 0,04225 0,18005 0,10431 0,04662 
28 0,46316 0,47336 0,04586 0,44646 0,43857 0,08178 
29 0,87368 0,75589 0,03792 0,74763 0,83974 0,06190 
30 0,93684 .0,91430 0,02370 0,91583 0,97234 0,01000 
31 0,00000 0,00948 0,00536 0,00706 0,00076 0,00102 
32 0,00000 0,03191 0,01376 0,02546 0,00507 0,00515 
33 0,00000 0,10197 0,03050 0,08755 0,03303 0,02305 
34 o, 13684 o ,28119 0,05126 0,26058 o, 18642 0,07421 
35 0,66316 0,57405 0,05918 0,56416 0,60584 0,10625 
36 0,96842 0,82279 0,04462 0,82622 0,91158 0,05075 
37 0,00000 0,00454 0,00290 0,00339 0,00025 0,00040 
38 0,00000 0,01546 0,00791 0,01233 0,00170 0,00210 
39 0,00000 0,05132 0,02008 0,04386 0,01132 0,01051 
40 0,02105 0,15709 0,04409 0,14419 0,07132 0,04558 
41 0,27368 0,39100 0,07243 0,38227 0,34000 o' 12393 
42 0,83158 0,68866 0,07271 0,69446 0,77556 o, 10679 
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5 ~ PROGRAMA PARA COMPUTADORES 

Neste capltulo ~·apresentada a listagem do programa para 

computadores que possibilita a obtenção das estimativas dos parâmetros da 

função logistica pelos três mêtodos descritos; isto ~, o mêtodo de Berkson, 

o mêtodo dos Minimos Quadrados Ponderados Não-lineé\res e o mêtodo da Mãxi

ma Verossimilhança. O programa tambêm fornece outros resultados, como as 

variâncias e covariâncias das estimativas dos parâmetros, as proporções es 

timadas , as variâncias das proporções estimadas, alem de outras estatis

ticas. 

A linguagem utilizada ê o FORTRAN-IV e o programa pode ser 

utilizado em computadores IBM-1130 ou em computadores de maior porte. Uti

liza-se a subrotina MINV do SSP (Scientific Subroutine Package) para a 

inversão de matrizes, cuja listagem tambem e apresentada. 

O programa estã originalmente dimensionado para um mãximo 

de 4 variãveis independentes e 100 ensaios. Nos casos em que se deseja um 

ajuste com mais de 4 variãveis independentes e/ou mais de 100 ensaios, bas 

ta alterar as instruções DIMENSION. 
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O programa exige 3 leituras: 

i) vetor XNOME: contêm q. denominação do problema. Admite um mãximo de 80 

. caracteres, incluindo os espaços em branco. r o primeiro 

cartão a ser lido.· 

ii) valores de N, K, KLG e KVE, sendo cada um deles como segue: 

N - numero de ensaios, em formato 13 

K - numero de variãveis independentes, em formato 13 

KLG- seleciona a transformação a ser realizada nas va

riãveis independentes. Pode assumir os valores: 

O - nao realiza renhuma transformação 

1 - toma o logaritmo decimal das variãveis indepen-. 

dentes 

2 - toma o logaritmo neper.iano das variãveis inde

pendentes 

3 - toma a raiz quadrada das variãveis independentes 

O valor de KLG deve ser perfurado em formado Il, na dêcima 

coluna. 

KVE- calcula (KVE=l) ou não (KVE=O) os desvios-padrões 

dos lÕgites e das probabilidades estimadas. Deve ser 

perfurado em formato 11, na dêcima terceira coluna. 

Os valores de N, K, KLG e KVE devem ser colocados no segun

do cartão de dados a ser lido. Assim por exemplo, se N=50; K=4 ; KLG=3 

e KVE=l, o cartão deve ser perfurado como segue: 
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so: 4: :3: :1 
---~---~---~-.--~-

1 I I I I 

Finalmente a ultima leitura compreende o numero de indivi

duas. expostos, o numero de individuas afetados e os correspondentes valo

res das variãveis independentes. Existirão então N cartões, cada um de-

les com.K+2 valores, em formato F8.0, sendo o primeiro valor (YN) referen 

te ao numero de indivi-duo_s ·expostos, o segundo valor (YM), referente ao 

-numero de in di vi duas afetados e os restantes K v a 1 ores referentes as v a-

riãveis independentes. 
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D IM EN SI ON YN ( 1 O O > t yt-.1( 1 O C l t X C 4, 1 O O ) , 8 ( 5 l , V ( 5 > t C C 5 ) 'DB C.5 ) . 
DIMENSION ZC5.t5l tAC25l tLL(5) tNN(5) 
DIMENSION XNOM~C21) 

C LOGITO COM MAIS DE UMA VARIAVEL INDEPENDENTE 
c 
C PROGR~MADOR= R, HOFFMANN 

101 FORMAT(20A4) 
102 FORMATC4Xt20A4) 
100 CONTINUE . 
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C PRI~EIRO CARTAO- NOME CARACTERIZANDO OS DADOS 'COL. l A BOl 
PEADC2,101)(XNOMECilti=lt20) 

34 FORMATC 1 1') 
3? ,FORMATClH ) 

READC2tlOlNtKtKLGtKVE 
10 FORMATC2I3t3Xtilt2Xtlll 

C N=NUMERO TOTAL DE FNSAIOS E K=NUMERO DE'VARIAVEIS INDEPENDENTES· 
C SE KLG=O NAO TRANSFORMA AS VARIAVEIS INDEPENDENTES 
C SE KLG=l CALCULA LOG DECIMAL DAS VARIAVEIS INDEPENDENTES 
C SE KLG=2 CALCULA LOG NEPERIANO DAS VARIAVEIS INDEP. 
C SE KLG=3 CÃLCULA RAIZ QUADRADA DAS VARIAVEIS.INDEPENDENTES 
C SE KVE=l CALCULA DESVIOS PADORF.S DOS LOGITOS E DAS PROBABILIDADES 
C FSTIMADAS - SE KVE=Ot NAO CALCULA, 

IFCN)3lt3lt30 
30 CONTINUE 

'K=K+l 
DO 40 J=ltN 

40 R E A D C 2 t ll ) YN ( J l t Y M ( J ) , ( X C I , J ) ' I = 2 'K ) 
11 FORMATClOFReO) 

C YNCJl=NUMERO DE INDIVIDUOS EXPOSTOS AO TRAT, NO J-ESIMO ENSAIO 
C YMCJl=NUMERO DE INDIVIDUOS AFETADOS NO J-ESIMO ENSAIO 
C X(I,Jl=VARIAVEIS tNDEP, OUF. CARACTERIZAM O TRATAMENTO 

WRITEC3t34) 
WR!TF.C3tl02)(XN0Mf(l)tl=lt20) 
WRITEC3t35) 
WRITEC3t333lKLG 

333 FORMAT( 1 TRANSFORMACAO DAS VARIAVE1S INDEPet KLG= 1 till 
WRITEC3t35) 
WRITEC3t43) 
DO 41 J=ltN 
PO=YM(Jl/YN(J) 

41 WRITEC3t42 lJtYNCJ) tYMCJ) tPOt (X (I tJl t!=2tKl 
42 FORMATC1Xti4t2X,2Fee2tF10e5t5Fl7e7l 
43 FORMATe • ENSAIO' .4x, •vN' .6x, 'YM' .sx, 'PRoP. • .1ox. •xc 1 > • •l3X• •xc 21 • > 

IFCKLG)3lt301t302 
302 GO TO C310t320t330)tXLG 
310 DO 311 I=2tK 



c 

DO 311 J=ltN 
311 XIItJl=Oe43429448*ALOGIXIltJll 

GO TO 301 
320 DO 321 l=2tK 

DO 321 J=1 tN 
321 XIItJl=ALOGIXCltJll 

GO TO 301 
330 DO 331 I=2tK 

DO 331 J=1tN 
331 Xl!tJl=SQRTIXCltJl) 
301 CONTINUE 

C ACRESCIMO DE UMA COLUNA DE 1 1 ~ NA M~TRIZ X 
c 

c 

DO 140 J=1tN 
140 XCltJl=le 
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C ~ETODO DE BERKSON - MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS DOS LOGITOS 
c 

DO 150 I=ltK 
C<Il•O• 
DO 150 L=ltK 

150 ZCitLleO• 
SY=O• 
SOY=O• 
sF=o. 
SORG=Oe 
DO 151 J=ltN 
P•YM(Jl/YN(J) 
IF1Pl950t22lt222 

221 P=1e/12e*YNCJll 
GO TO 223 

222 IFI~-1.l223t224t950 

224 P=l.-1./l2e*YNCJll 
223 CONTINUE 

Y=ALOGIP/11,-P)) 
F=YNCJl*P*Cle-PI 
SF=SF+F 
SY=SY+Y*F 
SQY•SQY+Y*Y*F 
DO 151 t =lt K 
CC I l=CC I l+XC I tJl*Y*F 
DO 151 1.=1tK 

151 ZIItLl=ZCltLl+XII•Jl*XILtJl*F 
M•1 
DO 2 l=1tK 
DO 2 L=ltK 
Al'-1l•~(J,L) 

2 M•M+1 
CALL MINVCAtKtDti.LtNNl 
t.'l•1 
DO 802 l•ltK 
DO 802 L=1,.K 
Z C I t L l =A IM I 

802 M•M+l 
DO 4 l•ltK 
BCil=Oe 
DO 3 1.•1tK 

3 AI I l•EH I l+ZI I tli*C!I.I 



4 SQRGmSQRG+A!Il*CIIl 
SQRES=SCY-SQRG 
SOY=SQY-SY*SY/SF 
SQRG=SQRG-SY*SY/SF 
R2=SCRG/SQY 
GL=N-K 
QMRES=SQRES/GL 
DO 5 I:l,K 

5 VI I l=SQRTC ZC I tI l*CMRESl 
WRITEI3t34l 
WRITEC3tl~2)1XNOMECitti•lt20) 

W~ITEC3tl03) 
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103 FORMATC4Xt 1 0ADCS DE RESPOSTA CUANTICA-LOGITO- P=l/Cl+EXPI-XBll' l 
WRITEI3t35l 
'wR IT E I 3 t 71 l N 

7i FORMATI2Xt 1 NUME~O DE ENSAIOS='•I3l 
WRITEI3t35l 
WRITEI3t80) 

80 FORMATI 1 AJUSTE PELO METeDE BERKSON-MINeOUADR.~OGITOS PON~ERAQOS 1 I 
WRITEI3t351 
WRITE13t72l 

72 FORMATI 1 ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS E DESVIOS PADROES 1 1 
WRITE13t2011Blilti=ltKl 
WRITEI3t20lCVIIIti=ltKI 

20 FORMATI2Xt5F20el0l 
WRITEI3t35l 
WRI7EI3t73lSOY 

73 FORMATI 1 SOMA DE QUADRADOS TOTAL DOS LOGITOS• 1 tF20el0l 
WRITEC3t74)SQRES 

74 FOR~AT! 1 SOMA DE QUAD~. RESIDUAL DOS LOGITOS= 1 tF20elOl 
WRITEC3t761QMRES. 

76 FORMATC 1 QUADRADO MEDIO RESIDUAL DOS LOGITOS=ItF20elOl 
WRITE!3t75lR2 

75 FOR~AT! 1 COEFICIENTE DE DETERMINACA0= 1 t8XtF20•10l 
WRITEC3t35) 
1.'1RtTEI3tl6l 
OOY=O• 
QQ=O• 
DO 6 J=ltN 
PO=YM(Jl/VNCJl 
P=YM!Jl/VNCJI 
IFCPl950t231•232 

231 P=le/12e*YN(J)) 
GO TO 233 

232 IFCP-1.1233,234,950 
234 P=l.-1e/C2.*YN(Jll 
233 CONTINUE 

Y=ALOGCP/11.-Pll 
YE=Oe 
DO 235 I•ltK 

235 VF=YE+ACil*XCitJl 
PF=le/Cle+EXPI-YEll 
QQY=00V+YNCJI*P*I1.-PI*CY-YEI**2 
QQ=00+CVNCJl/(PE*<l.-PElll*<PO-PEl**2 
WRITEC3t15lJtXC2tJltVN(JltVMCJ)tPOtPEtYtYE 

6 CONTINUE 
15 FORMATC2Xti3t7Fl6e7l 
16 FORMATe• ENSAI0 1 t5Xt 1 XI1l 1 t8Xt 1 YN=NO.EXPOST0 1 t3Xt 1 YM•NOeAFETADO't4 

1Xt'PROPeAFETADA 1 t3Xt 1 PROPeESTIMADA 1 t5Xt 1 LOGITO OBSe't5Xt 1 LOGITO ES 
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. 2T. I) 

WR ITE I 3 t 3 5) 
WRITEI3tl8l 

18 FORMAT!5Xt'Se0ePONDeRESeDAS PROPORCOES'l 
-WRITEI3t20lQQ 
WRITEI3t35) 
WRITEI3t9Ü~l 

918 FORMAT(5Xt 1 SeOePONDeRES.DOS LOGITOS 1 ) 

. WRITE!3t20)QQY 
WRITE!3t35) 
WRITEI3t800l 
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ROO FORMAT! 1 ESTIMATIVAS DAS VARe E COVARe DAS EST. DOS PARAMETROSt I 
DO 821 I=ltK 

821 WRITEI3t20ltZCitll tL•1tK) 
w·RITEI3 .. 351 
QOY=OOY/GL 
WR t:rE I 3 t 90 3 l.CQY 

903 FOR~1AT(I (SeCeRESePONDeLGTS.)/!GRAUS DE LIBe.l= 1 tF20e101 
WRITEI3t35) 
WRITE'C3tB12l 

812.FORMAT! 1 ESTeDAS VAReE COVAReDAS ESTeDOS PARAMETROS COM CORRECAQ P 
lE'LO QUI-OUADReLGTS/IGR.DE LIB.)') 

DO 831 I =1 tK 
DO 832 L=l ,K· 

832 ZIItLl=Z!ItLl*COY 
831 W~ITÉI3t20)(ZCitLltlc1tK) 

C VARIANCIAS DAS ESTe DOS LOGITOS E DAS PROBABILIDADES. ESTIMADAS 
C ~O METODO DE BERKSON 
c 

IFIKVEl31t90lt902 
902 WRITE'.I3t35) 

WRITEI3t913l 
913 FORMATI 1 ENSAI0 1 t3XtiPROPeESTIMAOA 1 t7Xt'SIP ESTe) SIP ESTelCORRe 1 

ltl1Xt 1 LOGITO ESTe SILGT ESTel SILGT ESTeiCORRe 1 ) 

904 FORMATC2Xtl3t2Xt3Fl6e7t6Xt3Fl~e7l 
DO 905 J=ltN 
PO=YM(Jl/YN(J) 
P=YMIJ)/YN(J) 
IFIP)950t93lt932 

931 P=le/12e*YNIJ)) 
GO TO 933 

932 IFIP-1el933t934t950 
934 P=le-le/12e*YN!J)) 
933 CONTINUE 

Y=ALOGIP/11e-P)) 
VYC•O• 
VF=Oe 
DO 906 I•1tK 
YE=YE+BIIl*XIItJl 
DO 906 L•ltK 

906 VYC=VYC+XIItJl*XILtJl*ZIItL) 
PE=le/lle+EXPC-YE)) 
VPC=VYC*IPE*C1e-PEll**2 
VY=SORTIVYC/QQYI 
VP=SQRTIVPC/QQY) 
VPC=SORTCVPCI 
VYC=SCRTIVYC) 

905 WRITEI3t904)JtPEtVPtVPCtYEtVVtVYC 



c 

901 CONTINUE. 
36 FORMA T C I) 

WRITEI3t36) 
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C 'METODO DOS MINe OUADR• NAO LINEARES• PROCESSO ITERATIVO 
c 

WRITEI3t81 l 
81 F0RMATC 1 METODO DOS MINIMOS.OUADRePONDERADOS NAO LINEARES-PROCESS 

lO ITERATIVO'! 
55 CONTINUE 

DO 152 I=1tK 
CC Il=O• 
DO 152 L=ltK 

152 Ztltll=Oe 
DO 153 J=ltN 
PO=YMIJl/YNCJi 
YE=Oe 
DO 154 I;.1tK 

154 YE=YE+RIIl*XIItJl 
PE=le/lle+EXPI-YEll 
·DO 15 3 I = 1 , K 
CIIl=CCll+YNIJl*XIltJl*IPE-POl*l2e*PO*PE-PO-PEl/IPE*I1·-PEl l 
DO 153· L=1tK . . 
HELP=PO*PO+PÊ*PE+2e*PO*PE*IPO*PE-PO-PEl 

153 ZCitL1•ZCitll+YNIJl*XIItJl*XCLtJl~HELP/IPE*Il~-PEll 
M•l 
DO 7·I=ltK 
DO 7 L=ltK 
AIMl=ZI I tll 

7 M•M+1. 
CALL MINVCAtKtDtLLtNNl 
APR=Oe 
M=1 
DO 8 I •1 t K 
DBill"'Oe 
DO 9 L=1tK 
DBI I l•DBI I l+AIMl*CCLl 

9 M=M+1 
8 APR•APR+ABSIDBCll/VCill 

APR=AP~-.lE-05 

WRITEI3t20lCDBI Il •I=ltKl 
CALL DATSWCltiDl 
GO TO 15lt52ltiD 

52 IFIAPR)51t51t53 
53 CONTINUE 

DO 54 !=1tK 
54 BCil•BCil+DB(Il 

GO TO 55 
51 CONTINUE 

WRITEI3t35l 
WR !TE C 3 t 34 l 
WRITEC3t20lCDBCilti=1tKl 
WRITEC3t35l 
WRITEC3t102)CXNOMF.Ciltl=lt20l 
WRITEC3tl03) 
WRITEI3t8l) 
WR ITF C 3 t 3 5 l 
WRITEf3t7llN 
WRITE C 3t35 l 



c 

WRITEI3t821 
82 FORMATI 1 ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS 1 1 

WRITEI3t20liBIIltlaltKl 
WRITEI3t35l 
WRITEI3tl6) 
00=0. 
DO 21 J=1tN 
PO=YMIJI/YNCJ) 
P=YMIJl/VNCJI 
IF!Pl950t241t242 

241 P=1a/12a*YNCJll 
GO TO 243 

242 IFI~-1.1243t244t950 

244 P=le-la/12e*YNCJ)) 
243 CONTl NUE 

:Y=ALOG!P/1 1e-Pl) 
YE•Oe 

·no 245.I=19K 
245 YE=YE+AIIl*XCitJl 

PE=l•/11e+EXPC-YEll 
OQ=OO+CYN(J)/IPEACle-PElll*IPO-PE)**2 

21 WRITfl3t15)JtXC2tJltVN!JltYMIJ)tPO,PEtVtYE 
WRITEI3t351 
WRITEC3t18) 
WRITEI3t20lQQ 
WRITEI3t36) 

64 

C ~ETODO DA MAXIMA VEROSSIMILHANCAtPROCESSO ITERATIVO 
c 

WRITEI3t91l 
_ 91 FORMATe• METODO DA MAXeVEROSSIMILHANCAtPROCESSO ITERATIVO') 
·555 CONTINUE 

1"0 652 I=1tK 
CC I l=Oe 
DO 652 L•1tK 

652 ZC I tll=Oe 
DO 653 J•1tN 
PO=YMCJl/VN(J) 
VE=Oe 
DO 654 I=1tK 

654 YE=YE+RIIl*XIItJl 
PE=l.I11.+EXPC-VEl) 
DO 653 I •1 tK 
CIII=CIII+XIItJl*YNIJl*IPO-PEI 
DO 653 L•1tK 

653 ZCitll:ZIItLI+XIItJI*XILtJI*YNIJl*PE*Il••PEI 
'1=1 
DO 507 I=ltK 
DO 507 L•ltK 
AIMl=ZIItLI 

507 M=M+l 
CALL MINVCAtKtDtLLtNNl 
APR•Oe 
M•l 
DO 807 I•ltK 
DO 807 L•ltK 
ZIItll•ACMl 

807 M=M+l 
DO 508 I=ltK 



DBCil•O 
DO 509 L•ltK 

509 DBCII=DBCil+ZIItL)*CCLl 
508 APR=APR+ABSCDBCil/VCill 

APR•APR-.lE-05 . 
WRITEC3t20lCDBCiltisltKl 
CALL DATSWC2,1D) 
GO TO 155lt552ltiD 

552 IFIAPR)55lt551t553 
553. CONTINUE . 

DO 554 I=ltK 
554 Alll=B(I)+OBCÍI 

GO TO 555 
5 51 .CONTINUE 

WRITEC3t35l 
WRITEC3t34l 
WP1TEC3t20~CDBCIIti=l~Kl 

WRITEC3t35) 
WRITEI3tl021CXNOMECI)tl=l•20) 
WRITEC3tl031 . 
WRITEC3t91) 
WR IT E C 3, 3 5 I 
WRITEC3t7UN 
WRITEC3t35l. 
WRITEC3t82l 
WRITEC3t20llBCllti•ltKl 
WRI'fEC3t35l 
WRITEC3tl6) 
00=0. 
DO 521 J=ltN 
PO•YM<Jl/YNCJ) 
P=YMCJ)/YNCJ) 
IFCPl950t74lt742 

741 P=l./C2•*YNCJ)) 
GO TO 743 

742 IFCP-l.l743t744t950 
744 P=l.-l.IC2.*YNCJll 
743 CONTINUE 

Y=ALOGCP/Cl.-Pil 
YE•O• 
DO 745 I=ltK 

745 YE=YE+BCil*XCitJl 
P~=l.ICl.+EXPC-YEl) 

OO•OO+CYN(Jl/(PE*(l•-PElll*CPO-PEl**2 
521 WRITEC3tl51JtXC2tJltYNCJltYMIJ) ,pQ,PEtYtYE 

WRITEC3t35l 
WRITEC3tl8l 
WRITEC3t20lOQ 
WRITEC3t35l 
WRITEC3t800l 
DO 822 I =1 tK 

822 WRITEI3t20lCZCitLltL•ltKl 
WPITEI3t35l 
00=00/GL 
WRITEC3t823lQO 

823 FORMATC 1 cs.a.RES.PONO.PROP.l/CGRAUS DE LIB.l= 1 tF20.10l 
WRITEC3t35) 
WRITEC3t8261 

65 

826 FORMATC 1 ESTe DAS VAR. E COVAR. DAS EST. DOS PARAMETROS COM CORREC 



c 

1AO PELO QUI-QUADRtPROP,/(G~, DE LIBel') 
DO 824 I=1tK 
DO 825 L=1tK 

. 825 ZCitLl=ZCltLl*QQ 
824 WRITEI3t20)(ZIItLltL=1tKl 

66 

C VARIANCIAS DAS ESTe DOS LOGITOS E DAS pROBABILIDADES ESTIMADAS. 
C PELO METODO DE MAX, VEROSSIMILHANCA 
C· 

IF!KVEI31t911t912 
912 WRITEC3t35l 

.\11 R I TE ( 3 , 913 ) . 
DO 915 J=ltN 
VYC=O• 
YE=O, 
DO 916 I=ltK 
YE=YE+BCil*XCitJl 
C'lO 916 L=ltK 

916 VYC=VYC+XCitJl*XILtJl*ZCitLl. 
PF-=1,/Cl,+EXPl-YEl) 
VPC=VYC*(PE*(l,-PEll**2 
VP=SQR1CVPC/QQ; 
VY=SQRT<VYC/QQ) 
VPC=SQRTCVPC) 
VYC=SQRTCVYC) 

915 WRITEC3t904)~tPEtVPtVPCtYEtVYtVYC 
.911 CONTINUE 

WRITEC3t36) 
GO TO 100 

950 PAUSE 7777 
C PAUSE 7777=HA PROPORCAO OBSt NEGATIVA OU MAIOR DO QUE UM 

GO TO 100 
~1 CALL EXIT 

END 



SUBROUTINE MINV(A,N,DtltM) 
DIMENSION ACUeL<i>tM(l) 
D~l.O 

NK=-N 
DO 80 K=l;N 
NK=NK+N 
L(K)=K 
M.(K)=K 
KK=NK+K 
BIGA=ACKK) 
DO _20 J=K.tN 

. IZ=N*<J-1) 
00 20 I=KtN 
IJ=IZ+I 

10 If( ABSCRIGAl- ABSCACIJllll5t20t20 
15 BIGAaA( IJl 

L(. K l =I 
~1 C K) =J 

20 CONT I NU.E 
J=LCKl 
!F(J-K) 35t35t25. 

25 KI=K-tt 
DO 30 I=ltN 
KI=KI+N 
HOLD=-A<Kil 
JI=KI-K+J 
A< K I ) =A< J I ) 

30 A(JI)=HOLD 
35 I=M(K) 

I F C I -K) 4 5 t 4 5 t 3 8 
38 JP=N* C I-1) 

DO 40 J=ltN 
JK=NK+J 
JI=JP+J 
HOLD=-A(JK) 
.A < JK) =A C J I ) 

40 A<Jil=HOLD 
45 IF<ABSCBIGAl-l.E-20l46t46t48 
46 D=OeO 

RETURN 
4A 00 55 I=ltN 

Jf( I-K) 50t55t50 
50 IK=NK+t 

ACIKl=ACIKl/C-BIGAl 
55 CONTINUE 

DO 65 I=ltN 
IK=NK+I 
HOLD=A<IKl 

67 



IJ=t-N 
00 65 J=ltN 
IJ=tJ+N 
IFC I-K) 60t65t60 

60 IFCJ-K)62t65t62 
62 KJ=IJ-I+K 

ACIJ)=HOLD*ACKJ)+ACIJ) 
65 CONTINUE 

KJ=K-N 
DO 75 J=ltN 
KJ=KJ+N 
IFCJ-K) 70t75t70 

70 ACKJ)=ACKJJ/BlGA 
75 CONTINUE 

·f'l=.D*BIGA 
ACKKJ=1e0/BIGA·. 

80 CONTINUE 
K=N 

100 K=CK-lJ 
IFCK) 150tl50tl05 

-105 I=LCK) 
IFCI-K) 120t120tl08 

108 JQ=N*CK-1) 
JR=N* C I--1) 
DO 110 J=ltN 
JK=JQ+J 
HOLD=ACJK) 
JI=JR+J 
ACJK)=-ACJI) 

110 ACJIJ=HOLD 
120 J=MCK) 

IFCJ-K) 100t100t125 
125 KI=K-N 

DO 130 I=ltN 
KI=Kt+N 
HOLD=ACKI) 
JI=KI-K+J 
ACKIJ=-ACJI) 

130 ACJIJ=HOLO 
GO TO 100 

150 RFTURN 
ENO 

68 
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