A FUNGRO LOGISTICA COM UMA OU MAIS VARIAVEIS
INDEPENDENTES PARA DADOS DE RESPOSTA'QUANTICA

Elizabete Rodrigues de O]iVeira

Orientadora: SONIA VIEIRA

Dissertacao apresentada ao Instituto

de Matematica, Estatistica e Ciéncia

da Computacao da Universidade Esta-

dual de Campinas, como requisito par

cial para a obtencdo do titulo de
Mestre em Estatistica

CAMPINAS
" Estadoc de Sao Paulo - Brasil
1979

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL



R meus pais

ii



" AGRADECIMENTOS

Agradego a Ptﬂfé. Sonia Vieira todo apoio dado durante a

elaboragao deste trabalho.

Ao meu marido, Mario Alcides de 0liveira Scafi, agradeco a

reyisao do texto original.

Ao Prof. Rodolfo Hﬁffmann, agradeco a elaboragao do progfa-

ma para computadores utilizado neste trabalho.

Agrade;u ao Prof. Frederico M. Wiendl pelo fornecimento dos

dados apresentados como exemplo na secgao 4.3.

A Sra. Elisa S. Peron agradeco a cuidadosa datilografia des

te trabalho.



INDICE

Pagina
RESUMO ....... et e eseat e e e e e aaneras T vi
SUMMARY . v eeeeeeeeeneneenes T SO eeee. Vi
1. INTRODUGAD «.eieeerenenenenenennenennn PP S
1.1. Dados de Resposta ‘Quantica ........... ;.....;.,{....;....; L
1. 2 Ana]1se Estat1st1ca de Dados de Resposta Quanticd ......... 7 
_ 1. 3 Propos1gao S },.;.L.}‘ ......... : .9.
2. A FUNCKO LOGISTICA COM UMA VARIAVEL INDEPENDENTE PARA |
DADOS DE RESPOSTA QUANTICA ............... feeetiereteann heeees 10.
2.1. Caracter1st1cas da funcdo ............. '...{ﬂ.{ ............ .10
2.2. Estimativas dos parametros ...... e e 12
2.2.1. 0 metodo de Berkson .............. e, e 12
2.2.2. 0 método dos minimos quadrados pohderados nao-
TiMEaI S v ttiiriereinene e eiirerennneenaneeaaans 16
2.2.3. 0 metodo da maxima verossimilhanga ................ _ 20
2.2.4. Consideracoes sobre as estimativas preliminares
utilizadas no metodo dos minimos quadrados pon-
derados nao-lineares e no metodo da méxima ve-
rossimilhanga «.o.oveiiiiiiiiiiiieeeneeesannecnnannns 22
2.3. Variancias e Covariancias das Estimativas dos Parame-
Bros ittt ettt seessesetseeii e 23
2.3.1. Usando as estimativas dos parametros obtldas
pelo metodo de Berkson .....eveeivieeenronecneennnn 23
2.3.2. Usando as estimativas dos parametros obtidas
pelo metodo da maxima verossimilhangca ............. 24
2.4. Variancias das Estimativas dos Logites e Variancias
das Estimativas das Proporgoes ....... reeteeteaaeaneenen, 26

iv



2.4.1. Variancias das estimativas dos logites ............. 27
2.4.2. Variancias das estimativas das proporgoes ceeeveesas 21

3. A FUNCAO LOGISTICA COM DUAS 0U MAIS VARIAVEIS INDEPENDEN- |

TES PARA DADOS DE RESPOSTA QUANTICA ............. PR Ceeseeas 30 |
3.1. Introdugao ......... e reeeienereaeeanaas -...!.....;..' ....... 30
- 3.2. Estimativas dos parﬁmetros_..;,;.;;.;...;.;.' ..... ;.; ....... ,3]'
3.2.1. Uma extensdo do métgdolde Berkson .... - 72

3.2.2. Método dos minimos quadrados ponderados nEo-'-
TiNEArES vttt eieeiiiiraiarananans e erseenee 34

3.2.3. 0 metodo da maxima verossimilhanga ................. 38

3.3. Variancias e covariancias das estimativas dos parame- o
10 o 40

3.3.1. Usando as estimativas dos parimetroS;obtidas N
- pela extensao do metodo de Berkson ............. ... 40

'3.3.2. Usando as estimativas dos parémetros'obtidas
pelo metodo da maxima verossimilhanga .............. 41

3.4. Variancias das Estimativas dos Logites e Variancias

das Estimativas das Proporgoes .....e.e.eveesececseessnnnes 42
3.4.1. Variancias das estimativas dos logites ............. 42
3.4.2. Variancias das estimativas das proporcoes .......... 43
4. RESULTADOS . iviviiiiiiteneneseseaecesenssnsasssesossssssssnncnan 45
4.7, INtrodugao «.veueeeiieinreieeiiteatentattantiesataeanaanns 45
4.2. 0 ajuste da funcao Togistica com uma variavel inde-
915 T [=] 1 1 o < S iereraaean 46
4.3. 0 ajuste da funcao logistica com duas variaveis in-
dependentes ....iieietiiieeeteieenatttentaeantaantaasennas 50
5. PROGRAMA PARA COMPUTADORES ........... et 56
BIBLIOGRAFIA .......cvv.e. e e s eeetssestaenstenasestasarscnstoasons 69



e

RESUMO

A fungao logistica, definida por

e 9]

‘onde.Pi represehta a probabi]idadé no- i-esimo grupo, B8 e um vetor-colu-

na de k+1 parametros-desconhecidos e X; & um vetor-linha de k+1 constan

tes conhecidas, com primeiro elemento igual a 1, pode ser ajustada ‘aos

dados - de respostd'qUEntica.

Neste trabalho s3o apresentados os estimadores dos para-
metros da funcdo logistica usando o método de Berkson, o método dos mi-
_nimos quadrados ponderados nao- -lineares e ] metodo da maxima verossimi-
Thanga. Tambem sao apresentados os est1madores das variancias e das co
variancias das estimativas dos parametros e estimadores das variancias
das proporcoes estimadas, tanto quando se usa o metodo de Berkson como

quando se usa o metodo de maxima verossimilhanga.

Sao fornecidos alguns exemplos e sao discutidos os resul-
tados do ajuste da fungao logistica para dados de resposta quantica, e-

xistentes na literatura.

Consta, em anexo, um programa para computador, em FORTRAN
IV, com instrugoes para uso, que ajusta a fungdao logistica, quando a va

riavel dependente e uma proporcao, e existem k variaveis independentes.
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SUMMARY

The logistic function, defined by

-.X.'ié -] » .
P1 = ]+e .. '.

where Pi is the prpbabiTity of sucess in the ith group, B is a column of
k+1 unknown parametérs and X; is a row of k+1 known constants, with the’

first element equal to I, can be fitted to quantal response data.“'

In this paper,ﬁestimators for parameters of the 1og{sfic
function, by using Berkson's method, non-]ineaf;weighted 1eastvsqﬁares
hethod and maximum 1ikelihood method are presented. Estimators for va-
riaﬁces and ﬁovariances of estimatives of parameters and estimators for
variances of estimated proportions, by using both Berkson's method and

maximum Tikelihood method are also presented.

Some examples are provided and results obtained by fitting
the logistic functions to quantal response data from other papers are

discussed.

A computer-program, in FORTRAN-IV, with instructions for
use, which can fit a Tlogistic function with k independente variables

when the dependent variable is a proportion, is included herein.

vii



1 = INTRODUCAO

1.1 - Dados de Resposta Quantica

Os dados de resposta quantica, no conceito c]ass1co apre-
sentado por REIERSOL (1961), sao obtidos quando se consideram s grupos de
Nys onde i=1,2,...,s, ensa1os binomiais independentes, se relaciona §o
j-esimo grubo uma variavel nao-aleatoria Xi e se observa, nesse grupo, a
frequencia relativa de sucessos p; = mi/ni. Entao m, representa o nume-
ro de sucessos observadoé no i-esimo grupo. A variavel aleatoria M. tem

distribuicao binomial com parametros n; e Pi'

Nos exemplos classicos de resposta quantica, Xi,i=],2,...,s,
sao quantidades, de uma droga ou de um estimulo, ministradas a s  grupos
de individuos e se observa, em cada grupo, a proporcao de individuos afeta

dos.

FINNEY (1971) apresenta um exemplo bastante tipico de da-
dos de resposta quéntica. Esse autor analisou a acao inseticida da ro-

tenona para Macrosiphoniella sanborni (pulgao em crisantemo). No experi-

mento, conduzido por MARTIN (1942), foram utilizadas cinco concentracoes



x; da rotenona. A cada concentracao foram submetidos n; insetos e se ob-

servou o numero my de insetos mortos. Os dados estao na tabela 1.1.

Tabela 1.1 - Agao inseticida da rotenona para Macrosiphonie]]é sanborhi

Concentragao - Numero - de. - Numero "de - ‘proporgio ,
(mg/1) insetos sub ~ insetos mor  de insetos
(Xi) metidos ("i)' ) tos.(mj) : mortos (pi)
2,6 50 " 6 0,120
3,8 - 48 16 | 0,333 -
5,1 % 246 0,522
7,7 49 - 42 0,857 .
10,2 50 Y B 0,880

} Entfetanto, existem prbb]emas totalmente diversos que tam-
bem se enquadram no conceito classico de dados de resposta quantica. E o
caso do exemplo citado por AITCHISON e BENNET (1970), onde X; se refere
a classe de renda pessoal e se observa, na i-esima classe, a proporg¢ao de

individuos que possuem automovel.

Outro'exemp]d, aparentemente diverso mas que tambem se en-
quadra no conceito classico de dados de reéposta quantica, foi encontrado
em astronomia. Existe uma pequena area na lua para a qual, alem de foto-
grafias comuns, existe uma excelente fotografia tirada fora da atmosfera
terrestre. Sao dados os numeros (mi) de crateras detectadas na fotogra-
fia comum e 0s numeros (ni) de crateras contadas na fotografia tirada fo-

ra da atmosfera, para cada diametro (xi). Tais dados sao apresentados na
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tabela 1.2. As razoes entre os numeros de crateras detectadas pelas dife ~
~rentes fotografias, isto e, pi=m{/ni, podeh ser vistas como dados de res-

. pOsta'quEntica.ii

Tabela 1.2 - Numero de crateras n3o vulcanicas de uma regido da lua.

Diametro Numero detectado Numero detectado | -
(em mm) - na fotogréfia : na fotografia Propor¢ao
(x3) eXCelentE(hi) comum(mi)':‘4' - (ey)
1,0 0 -2 - 0,200
s 17 n - 0,647
2,0 2 | 21 0,808
2,5 - 1 S0 o
3,0 " 16 15 . 0,937
4,0 8 8 1,000
5,0 2 2 1,000

Fonte: - SCOTT, E. - Dados nao publicados, apresentados em uma apostila
mimeografada do Departamento de Estatistica da Universidade da
California, Berkeley.

Tambem cabe pérfeitamente no conceito classico de dados de
resposta quantica o experimento feito por BOCK e JONES (1968). Esses au-
tores estudaram a discriminacao do paladar para solucao com diferentes
concentracoes de cloreto de sodio. Para obter dados relativos a discri-
minagao do paladar, os autores fixaram, como padrao, uma solugao com con-

centragao de 1% (19/100m1) e estabeleceram seis solugoes-testes com



concentragoes X33 i=1,2,...,6. Foram entao apresentados pares de solu- -
~ goes, constituidos pela solugdo padrdo e uma solucdo-teste, para indivi-
duos de ambos 0s sexos QUe se apresentaram, voluntariamente, como juizes.

Para melhor assegurar a independéncia do julgamento, os pares de - solu- -

goes foram apresentados aos juizes em ordem aleatoria. Ainda, cada juiz . -

‘féz, ao longo do experimento que durou duas semanas, vérias'sessaés' e em
cada sessao testou apenas uh par de sclugoes. Em cada sessao, o jhfi ﬁg
cebia duas vasilhas, semAqua1quer marca. Uma das vasilhas cohtinha a so- .
Iugﬁo—padrio e a outra continha uma solucao-teste. Cada juiz era entio

instruido para tomar todo o contetido da vasilha a esquerda, lavar a boca

- com agua deéti]ada; descansar 3 seguhdos e entao tomar todo o conteﬁdq da
vasilha a ﬂireita;"depois esse juiz informava qual das duas vasilhas con
tinha a agua mais salgada. Os dados co]etados estao apréséntados na ta-

bela 1.3.

Tabela 1.3 - Dados sobre discriminacao do paladar para solucoes com dife-

rentes concentracoes de cloreto de sodio

Concentragao da Numero de Numero de juizes que Pronorcio

solugao teste(mg/100ml) juizes optaram pela solugao pors

(Xi) (n;) teste como mais sal- (p;)
gada (my)

0,7 a9 2 0,041
0,8 48 ‘ 3 0,062
0,9 48 13 0,271
1,1 50 31 0,620
1,2 . 47 38 0,809

1,3 49 48 0,970




Entretanto, tambem podem ser. obtidos dados de resposta
quantica em situagoes diversas das discutidas été aqui. Na conceituacao
de OLIVER (1964) tem-se dados de resposta quantica.quando se observa a
difusao de uma caracteristica na populagao, ao longo do tempo. Nesta con
ceituacdo esta jmp]Tcita a ideia de que, quando a variavel independente,
que e o tempo, tende para infinito, a préporgéo de individuos da popula-

cao que apresentam a céractér?stica‘tende para um.

FINNEY:(1971)'apresenta'o seguinte exemp}d, que se enqua-
~dra nesta cdnceituégéo: - ur grupo de adolescentes, do.sexo feminino,. com
idade; variando entfe 9.e 17 anos foi distribuido em 25 faixas etarias;
‘para a i-esima faixa foi obtido o ponto medio de classe (Xi) e se anotou,
das n, adolescentes, o numero mi'dés que ja haviam tido a menarca. Neste
gxemp]o,'existe a implicacao de que, a médida<q0e aumenta a idade, aumen-
‘ fa-a propor¢ao de ado]esééntes que ja tiveram a ﬁenarca. 0s dados utili-
zados pelo autor, que foram obtidos por MILICER e SZCZTKA (1966) constém
na tabela 1.4.



Tabela 1.4 - Estudo da menarca em 3918 adolescentes de Varsovia

Ponto medio da Numero de adolescentes - _
faixa etaria total ~ com menarca . 'Pr?POPQaO
(Xi) : (ni) (mi) , - (Pi)

9,21 | 376 0 0,000
110,21 200 0 0,000
10,58 : 93 0 0,000
10,83 120 2 " 0,017

11,08 90 2 , 0,022
11,33 o 88 5 0,057
11,58 105 - 100 ~ 0,095
11,83 R 7 0,153
12,08 - 100 16 0,160
12,33 93 | 29 . 0,312
12,58 | 100 39 - 0,390
12,83 ~ 108 g 51 0,472
13,08° . 9 a7 0,475
13,33 106 67 0,632
13,58 105 81 0,771
13,83 117 88 0,752
14,08 98 79 0,806
14,33 97 90 0,928
14,58 120 13 0,942
14,83 | 102 95 0,931
15,08 122 n7z 0,959
15,33 11 107 0,964
15,58 94 92 0,979
15,83 114 112 0,982

17,58 1049 1049 1,000




1.2 - Analise Estatistica de Dados de Resposta Quantica

A analise estatistica de dado; de resposta quantica exige
a formulacao de modelos QUe-descrevam.a relagao funcional entre a'probabi

lidade de sucesso P, ea variavel nao-aleatoria X

FINNEY‘(1971) apresentou um estudo exaustivo de um modelo’
" baseado na fun¢3o de distribuicdo normai. Entado, a probabilidade de su-
cesso Pi,'em fungio da variavel ndo-aleatdria x,, pode ser desérita usan=

- do a fungao de distribui¢ao normal reduzida, isto e,

- v - o { . -
P, = f e S dy (1.2.1)

A abcissa Yiida distribuigﬁo_normaT reduzida, correspohdqﬂi
te 3 probabilidade Pss & denominada probite. A Ee]agio funcional entre

o probite e a variavel nao-aleatoria x; & dada pela fungdo linear

vo=-Ualy (1.2.2)
que permite estimar u e o.

Alguns autores definem probite como Yi+5’ onde 5 & um va-
lor arbitrario usado apenas para evitar o sinal negativo. Esta definicao
tem apenas interesse historico, porque foi feita por BLISS (1935), autor

que primeiro descreveu, na literatura, dados de resposta quantica.

E importante observar que o ajuste da futho normal reduzi

da, como e definida em (1.2.1) implica em admitir que a capacidade de



respostas dos individuos tem distribuic¢ao normal.

BERKSON (1944) propos que se ajustasse, aos dados de res-

posta quantica, a fungdo logistica com assTntota 1, definida por -

1

]+e-(a48xj) o

(1.2.3)
0 ajuste dessa funcdo aos dados de resposta quantica fica
~bastante facil se f@r feita a transforha@So:

= 1 = ‘ ' /
L = jog <}:?qi>-,a+ Bx, ‘ | | (1.2.4)

BERKSON (1944) denominou Togite a variavel transformada L.,

definida em (1.2.4), por. analogia com a palavra probite.

. Diversos auto%és,<conf6rme mostra a extensa revisao da 1i-
teratura apreséntada por FINNEY (1978), observaram que as analises de pro
bites e logites, feitas sobre os mesmos dados experimentais, conduzem a
resultados perfeitamente concordantes. JOHNSON e KOTZ (1970) observaram
que tais resu]tados sao necessariamente semelhantes, devido a semelhanga

das distribuigoes normal e logistica.

Entretanto, e importante observar que os logites sao de
aplicacao direta, o que nao acontece com 0s perites, que exigem 0 uso de
uma tabela de distribuigao norma] red;zida. Ainda, conforme  argumentou
.BERKSON (1944), os logites tem a vantagem de nao exigir a pressuposicao
de que a capacidade de respostas dos individuos tem distribuigéo norma],

feita quando se usa o modelo (1.2.1).



VIEIRA (1975)‘e VIEIRA e HOFFMANN (1979) propuseram que se
' Vajustasse, aos dados de resposta'quanfica,'a fungEo de Gompertz, com as-
sintota igual a 1, definida por: :

X:

-b_aB.'_ . . .
P, = e (1.2.5) -
0 ajuste dessa fungao & mais facil se for definida a‘traqg N

formada

Gi = -log(f]og Pi) = A+Bxi

onde A = -1og.abe B = -109 B.

] E interessante observar que as distr%buigBes normal e lo-
gistica sao simetricas, mas a distribuicao de Gompeftz é'pqsitiVamente as
simétrica. 'Entio, conformé discutem os autores; deve-se esperar que os
resultados do ajustamento da fungao de Gompertz; a dados de resposta quan
tica, sejam diferentes dos resultados obtidos com analises de probites e

logites. E claro que a validade do metodo deve ser discutida principal-

mente em termos dos resultados obtidos com dados experimentais.

1.3 - Proposicao

Este traba]ho apresenta um estudo do ajuste da funcao 1lo-
gistica para dados de resposta quantica. Sao considerados tanto os casos
de uma variéve] independente como os casos de duas ou mais variéveis in-
dependentes. Sao dados exemplos, com base em dados da literatura e sao

fornecidos programas para computador.
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2 - A FUNGAO LOGISTICA COM UMA VARIAVEL INDEPENDENTE, PARA DADOS DE
RESPOSTA QUANTICA

2.1 - Caracteristicas da fungao

A funcao logistica, definida por

Z=—X ' (2.1.1)

14e” (04BX) ;

onde vy, a e B sao parametros, y > 0 e B > 0, foi indicada para ¢ estudo
descritivo do crescimento de populacoes humanas por VERHULST (1845), que
a denominou de "curva logistica". Muitos anos mais tarde, PEARL- e REED
(1920), sem conhecerem a contribuicao de VERHULST (1845), obtiveram a mes

ma fungao.

A fungao logistica (2.1.1) e monotonicamente crescente e
fica entre duas assintotas: Z=0 e Z=y. 0 parametro vy, que e a distan-
cia entre as duas assintotas, e denominado "nivel de saturacao". A fun-

cao logistica (2.1.1) tem ponto de inflexao de coordenadas x; = -a/B e



1

= y/2 e e radialmente simetrica em torno desse ponto. 0 aspecto grafi
co da funcao, mostrada na figura 2.1, € de um S a10ng§do entre as retas
FZ'= 0elZ-= Y; Esse aspecto, caracteristico" desta e de outras fungoee,de
fine uha fam1]1a de curvas denominadas assintotico- s1gmo1des, muito ut111vll

zadas no estudo descritivo de dados de cresc1mento.

/2 premmmmm-

-</B . X

Figura 2.1 - Grafico da funcdo logistica

Quando o nivel de saturagao y e conhecido, ao inves de tra
balhar com a variavel Z, pode-se definir uma nova variavel P = Z/y, que

representa a proporcdo do maximo valor possivel de Z. Entdao, a fungao

(2.1.1) fica definida como segue:
-.(oc+Bx-) ! |
P. = [l+e 1 . (2.1.3)

A funcao logistica (2.1.3) tem assintotas P =0e P = 1.

Em diversos trabalhos BERKSON (1944, 1951, 1953, 1955) pro

pos que se ajustasse a funcao logistica (2.1.3) aos dados de resposta quan

tica.



12

A funcao logistica (2.1.3) e escrita por COX (1970)  como

segue: ,
0!.+BX1‘- .
Pi =& (2.1.4)
a+Bxi '
T+e

2.2 - Estimativas dos parametros

0 ajustamento da futho 1bgTstica‘para dados de- resposta
| quEntica'pode ser féito_através do méfodo de BERKSON (1944), que  propos
| uma.fransformagéo'pafa linearizar a fungéo,nou pe]oﬁ-métodos classicos de
minimos quadrados ou de maxima verossimf]hanga, tambam estﬁdados pelo au-

tor.

2.2.1 - 0 metodo de Befkson‘

Dado o modelo matematico da funcao logistica (2.1.3), BER-

KSON (1944) obteve:

Ly = log —— = a + BX; (2.2.1.1)

0 autor denominou logite a transformada obtida em(2.2.1.1).
PropSs entao que, ao inves de se ajustar a fungdo logistica, partindo das
frequéncias re]ativas Pij» se ajustasse uma regresséo ]inear ponderada dos
Togites 2i=1og(pi/(1-pi)) contra x;. 0s fatores de ponderagéo sao 0s in

versos das variancias de 21. Para obter as variancias de 21, usa-se uma
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apreximacao atraves da serie de Tay]orl/, desenvolvida em torno da media

dos Py isto e, em torno de E(pi) = Pi. S30 usados apenas os dois primei

ros termos da serie.

Uma dada funcao f(x), pode ser expandida através da série
de Taylor em torno de um ponto_de Considerando épenas os'dpis primei=-

ros termos do desenvolvimento, vem:

F(x) = F(x,) + () (xx))

Noiponto em que X, = E(x), tem-se:

£(x) - FE(x)) = F'(E(x)) (x-E(x))

Elevando ambos os membros ao quadrado e aplicando esperan-

2/

¢a matematica~', obtem-se: .-

2
V() = [FEX))] V(x) (2.2.1.2)

Lembrando que

3L
LIS (2.2.1.3)
3p; pi(]-p'i) '
. |
P.(1-P)
V(p,) = —— , (2.2.1.4)
. n.

1

substituindo f(x) por % em (2.2.1.2), vem:

1/ Ver, por exemplo, SILVA LEME (1965) pp.100-1.

2/ Ver, por exemplo, SILVA LEME (1965), pp. 100-1 ou
SNEDECOR e COCHRAN (1967) pp.324-5.
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V(g,) = —3 - (2.2.1.5)

i .

~ Essa € a.variancia assintotica de L.

' Como P sao parémetfos,descbnhecidos, BERKSON (1944) 'pndQ .

pos um estimador para as variancias de Lis que se obtem substituindo os’

P,, de (2.2.1.5), pelas frequéncias. relativas ps-

. Para obter as‘estimativas‘doé pérﬁmetrds-a e 8 da .fﬁhgio_ .
logistica, pelo metodo proposto por Berksbh, usa-se o metodo dos mTh{mosv.
quadrédos bqnderados ngo—lineares. Entdo, os quadrados dos desvios dos -
logites observados; em relacao aos logites estfmados pela regressao, ,de--v
vem ser pohderadosnﬁor hipi(]'pi)' A soma de quadrados de desvios pondéhgv
dos tem, assintoticamente, distribuig&o de‘xz, razao porque BERKSON(]QSSX
a denominoukde "X2 de 16gi£e" e usou a indicag&q que segue:

X2(1agite) - nipi(]—pi)(zi—[i)z (2.2.1.6)

onde Li e a estimativa de Li'

Minimizando (2.2.1.6), obtém-se o sistema de equagdes nor

mais:

Q)

,§ n:p;(1-p;) + B ? n;P;(1-p;)x; = Z nypy(1-p5) 8,

- M

(2.2.1.7)

QR

0Py {1mpy)xg + B X ngpy(1-py)xg = Engpy(1-py)xsy

<

Fazendo W, = nipi(l-pi), de (2.2.1.7) se obtem:
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(Zx?wi)(221wi) - (Zx; W )(ZL W,

o= — i 1(2 ‘) (2.2.1.8)
XW
(2uy) {(0hy) - o
1 1 P |
] ]
(Zgwy) (Zx0)
i i
(22 X W ) T
8= SR (Z' 1 )2 . (2.2.1.9)
XW :
(Zx?w%)-f i - h
I o IW.

E facil verificar que (2.2.1.8) se reduz a a=T-87%,

onde ¥ e X sao as medias ponderadas dos %; e dos x., respectivamente.

Baseado na fac111dade de reso]ugao do 51stema de equagoes
- (2 2.1.7), BERKSON (1944 1951, 1953, '1955) recomendou enfat1camente esse

metodo.

Entretanto, se p1=0 ou pi=1, nao se definem os logites ob-
servados L = 1og(p1/(]—pi». BERKSON (1955) propos entdo o uso do que
chamou de "regra do 2n"; isto e, propos que se substituissem os valores

p1=0 por pi=1/2ni e pi=] por p;= 1-1/2n1.

SILVERSTONE (1957) verificou que as estimativas obtidas
pelo metodo de Berkson sao consistentes, no sentido de convergencia em
probabilidade e REIERSOL (1961) afirmou que a modificacao introduzida nos
dados pela "regra do 2n" nao prejudica as propriedades assintoticas dos

estimadores. Ehtretanto, na opiniao de SILVERSTONE (1957), wusando a
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"regra do 2n", os estimadores obtidos nao tem a propriedade de suficien-
cia, no sentido de que nem toda a infqrmagéo, necessaria para a estimacao

dos parametros, esta contida na amostra.

2.2.2 - 0 Metodo dos}M?himos Quadrados Ppnderados_N50-1inéares~

Dada a fungao logfstica, defiﬁida em (2.1.3), o método dos
minimos quadrados ponderados héo-]ineéres, tambem apresehtdda por BERKSON
(1944), conSistereh qbter, pafa estimativasé/ dos parémeffos ave B, 0s va -
lores que minimizam a soma de qﬁadrados dos desvios de cada P; 'observaﬂo

em relagcao a sua estimativa Pi’ ponderados pelo inverso da variancia-de P;-

Dado que P, sao parametros desconhégjdos, BERKSON (1944)
usou, nos fatores de ponderagao, as estimativas Ei de Pi' Entao a soma-

de quadrados dos desvios ponderados ficou como segue:

- n.

5.Q.Desvios = I(p;-P;)? - —— (2.2.2.1)

. 1

i P.(1-P.)

1 1
onde
P, = ! (2.2.2.2)
_-l _'_'—'—_—:_—:_— . . 3
14e” (04BX5)

Segue~se, de (2.2.2.2), que

- 3/ Neste trabalho, as estimativas dos parametros a e B serao sempre indi-

~ cadas por o e B. Entretanto, conforme mostra o texto, os_ estimadores
dependem do metodo utilizado, o que significa que cada metodo produz
estimativas diferentes.
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BPi - - ;
— = P.(1-P,) o (2.2.2.3)
-~ 1 1 \
oa '
. ‘
aﬁi. - . :
— = x;P,(1-P;) : (2.2.2.4)
3B

Para aplicar o metodo dos minimos quadrados ponderados nao-
Tineares, devem ser obtidas as derivadas parciais de (2.2.2.1) em relagdo "
a & e B. Igualando essas derivadas parciais a zero, obtem-se o  sistema

de equagoes normais:

o I i

Ny (p5-P;) (=25 Py+P))

5 ——— =0

i P.(1-P5) (2.2

- | | (2.2.2.5)

. nixi(pj-Pi)(pi_Zpi'P'i+P»'i)' =0

i P.(1-Pi) | ‘

‘ 1 1 J

0 sistema nao-linear de équa¢6es (2.2.2.5) nao tem solugao
explicita. Esse sistema pode ser resolvido pelo metodo de Néwton-RaphsonE/,
que consiste em calcular corregoes sucessivas a partir de uma solugao pre
liminar, ate que se obtenha uma correcao que possa ser considerada des-
prezivel.

Entao, para uma dada fungdo f, o metodo aproxima f(ﬁ), on-

de x e um vetor n-dimensional, por:

4/ Ver, por exemplo, HOFFMANN e VIEIRA (1977), pp._286;9.

L
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f(x) = f(§°) + [éf{] Axq + [Qf_} Axy +...% [ﬁf_} Ax. (2.2.2.6)
ax] 8x2 _

x=x° x=x’ X=X

onde 50 e um vetor de dimensao n, tomado como solugao preliminar;

X1s Xgs-oosX sao, respectivamente, a primeira, a segunda, a n-esima co-
ordenadas do vetor x; 3f » onde i=1,2,...,n, sao os valores das de-
5. . , . ,
i
0

X

=X

o

rivadas de f em relacao a X, Xo,...,X. para x=x. e Ax.=x.-x9, onde -
. AR R n =~ i 71"

0 . = = 0
Xis 1=1,2,...,n, e a i-esima coordenada do vetor x".

Entao, 1embraﬁdo as derivadas parciais dadas em (2.2;2.3)

e (2.2.2.4) e fazendo

- .“Z ni(pi;Pi)(pi'—zPi Pi+P.)

 F(a, B) =1 —
i P.(1-P.)
e - ~ -
- n:x.(p;-P:)(p;-2p; P.+P.)
G(a, B) =7 11 ]- 1 1 1 1 1
i P.(1-P)

0 sistema de equacgoes (2.2.2.5) pode ser resolvido pelo metcdo de Newton-
Raphson, que consiste em obter, por processo iterativo, a solugao do se-

guinte sistema de equacoes lineares:

9k &+ |°F 0B = - F(2, §°)
oo aB)
a =’ Q =a”
B =0 B =80 »
' (2.2.2.7)
36 A + —3-?— AB = - G(a2, B9)
al_ Bl
a=0, g=ay
B=8 B=8
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onde
§§ = In rys
9a i :
25 = Zn1x1r1,
aB i
3G .
— = TN X:Ts
aa 1111
ég = Zn1x§ i’
8 1 .
Ad= a-0 ,
AB= E'BO9
e
g2 2
2p P1(P.—pi P.+p.) - Pi_pi
r.
i
. Pi(]— )

Substituindo os valores das derivadas parciais, o sistema

de equagoes (2.2.2.7), fica como segue:

0 ,= 0 3 _ _ 0o L0
?niri Ao + ?nixiri AB = - F(a”, B")
(2.2.2.8)
X, S Aa+2nx20AB--G(a 8%)
i ii i 1711 ’

onde
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2.2.3 - 0 metodo da maxima verossimilhanga

Este metodo consiste em obter, para estimativas dos para-
metros ae Bda fungdo logistica definida em (2.1.3), os valoresae B

que maximizam a funcao de verossimilhanca.

Para obter a.fungﬁo de verossimi]hanga,ii, basta  lembrar
que, §jvari5ve1 hEo—a]éatGrﬁa xi'estgovrelacionados n; ensaios binomiais
'independenfes, nos quais sé observam}miihipi sucessos. Como MifB(ni,Pi),
entdo | | 4 | |
% -1 (;{) P i (qopyy | (2.2.3.1)
i \My) i , :

_ Como B & uma fungEo'monotonicamente crescente, o0 bonto de
maximo da fﬁngao coincide com o ponto de méxiﬁo'dp‘1ogar7tmo neperiano da
' futho. Ent3o, aplicando logardtmo néperiano, vem:

A=TlogB= 3 [109 (;:) +m, log Py + (ny-m.) log (1—Pi)} (2.2.3.2)
i

Fazendo as derivadas parciais de Aem relacio a a e a B

obtem-se, lembrando as derivadas parciais dadas em (2.2.2.3) e (2.2.2.4),

o sistema de equagoes:

Ini(py-Py) = 0
(2.2.3.3)
Inix;(py=Py) = 0
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0 sistema de equagoes (2.2.3.3) nao tem solugao explicita,

mas pode ser resolvido pelo metodo de.Newtbn—Raphéon.'
Entdo, lembrando as derivadas parciais dadas em (2i2.273)v -
e (2.2.2.4), fazendo

(@ B) = In;(ps-Py)

Hz(&’ g) = ?nixi(pi_ﬁi).

o metodo de Newton-Raphson, aplicado ao sistema de equagoes (2.2.3.3),
~ consiste em resolver, por processo iterativo um sistema de equagoes 1i-

neares simjﬁar ao (2.2.2.8), onde:

My P
— = = Zn1Pi(1-P1)
o0

aH] - -
— = = In.x.P.(1-P.)
a‘B- 1T 11 1
BHZ - -
30,

oH - -
—& - - % (1-P))
aB '

Portanto, deve ser resolvido o seguinte sistema de equa-

coes lineares:
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Znit?A&+ tn;x:tIAB = H](ao,Bo)

i%i
(2.2.3.4)
- 2.0,= o}
onde
o.T5 /15
= [?i(] P1)} ~_ 0
a=a
B=gp°
e

o2 e g° sao solugoes preliminares, obtidas pé1o métddo de Berkson

ou pelo metodo de minimos quadrados ponderados nao-1lineares

- Lembrando‘QUe as difiéquades para a.solucao do sistema de
equagoes (2.2.3.3) praticamente desapareceram para 0os usuarios de coﬁpﬁtg
dor, SILVERSTONE (1957) recomendoﬁ que as estimatfyas de aeB fosseonb-
tidas, semprelque possivel, atraves do metodo da méxima veroSsimi]hanga
que, alids, & o Unico indicado por JOHNSON e KOTZ (1970). E interessan-
te lembrar aqui que o metodo de maxima verossimilhanca produz estimativas

consistentes e assintoticamente eficientes.

2.2.4 - Consideracoes sobre as estimativas preliminares utili-
zadas no metodo dos minimos quadrados ponderados  nao-

lineares e no metodo da maxima verossimilhanca

Tanto o metodo dos minimos quadrados ponderados nao-1linea-
res como o metodo da maxima verossimilhanca conduzem a sistemas de equa-

coes que so podem ser resolvidos por processos iterativos.
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' 0 numero de iteracoes que se fazem necessarias para chegar
 a correcdes que possam ser consideradas deéprévaéis depende, em grande
parte, dos valores das estimativas pre]iminareé disbon?veis. E importan-

te frisar que o metodo de‘Berkson conduz a estimatfvas preliminares bas- ;
tante boas, 0 que assegura convergencia bastante‘répida do processo, vtOf.;A
da vez que essa convérgéncia e possivel, tanto quando se usa o método dos
minimos quadrados ponderados hEo-]iheares como quando se usa o méto&ov da

maxima verossimilhanca.

2.3 - Variancias e Covariancias das Estimativas dos Parametras

 2.3.1 - Usando as estimativas dos parametros obtidas pelo meto-

do de Berkson

0 metodo de Berkson consiste em ajustar uma regressao 1i-
near ponderada do logite contra x;. Entao, as variancias e covariancias
das estimativas @ e B dos parametros a e B de (2.2.1), dadas em (2.2.1.7)

5/

e (2.2.1.8), sao obtidas pelo metodo usual em modelos lineares~ . Entdo

2
IX<W;
111
X |
-~ . _ ’
V(a) = LI s (2.3.1.1)
(2xu)2 |
1
(Zx3wi) - —%

5/ Ver, por exemplo, DRAPER e SMITH (1966) pp. 44-55.
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V(B) = ! : 52 (2.3.1.2)
(Zx W )
(Zx w.) -
i i 3
Ix¥y
i
W,
o a A it 2
Cov(a, B) = - s (2.3.1.3)
(Zx W )
2 i
(Exiw;) = -
i Zwi

2.3.2 - Usando as estimativas dos parametros obtidas pelo meto-

do da maxima verossimilhanca.

As variancias e covariancias das estimativas dos parame-
tros, obtidas pelo método da maxima verossimilhanca, sdo dadas assintoti-
camente pelo limite inferior de Cramer-Rao, ou seja, sao dadas pelo inver

6/

so da matriz de informacao~'.

Entao, dada a fungao de verossimilhanga, definida em
(2.2.3.1), a matriz de informagao W e:

i
" = (2.3.2.1)

Znx;Ps (] -P. ) Zn X5 P1(] -P, )
i
L _

6/ Ver, por exemplo, THEIL (1971) pp. 387-9.

-
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A inversa dessa matriz, w"1, e a matriz de variancias e co
variancias assintoticas das estimativas de maxima verossimilhanca dos pa-

rametros o e g. Entao:

P'znixﬁP-(l—P.) - zn X;Ps(1-P. )T
i 1 1 '
wls 1. S . _ (2.3.2.2)
|w] D ‘ |
~In,x:P. (1 P R ~ In.Pi(1-P.)
~onde
}wl = Zn P.(1- P, ) Zn1x1P1(1 -P. ) - I:Zn X:Ps (1P, )] (2.3.2.3)
. , . o :

Como os Pi sao parametros desconhecidos, pode-se obter uma

estimativa da matriz w", usando 51 como estimativa de Pi' Entao

noP 1B - Bl (160)]
Zn1x1P1(] Ps) §n.x.P.(] P.)

El)
—
n

! -

(2.3.2.4)

=)

-Zn X; P. (] -P. ) Zniﬁi(]_ﬁi)

Para verificar se foi obtido um bom ajustamenrto, calcula-
se a soma dos quadrados dos desvios das proporcoes, ponderados pelo inver
so das estimativas das variancias de 51, isto e, calcula-se:

S -
SQD = Z (p_i"Pi) Rt (2-3.2.5)
Nos casos em que o modelo logistico adotado e verdadeiro,

a soma de quadrados de desvios ponderados tem distribuicao de x2 com (s-2)

graus de liberdade.
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Lembrando que

E {X%S-Z)} = §-2,

nos casos em que se obtem uma soma de quadrados de desvios ponderados mqi.:
to e]évada, isto E, muito superior ao valor dos respectivos graus de '114j 
berdadg, as estimativqs daS'variSncjas e covariancias assintoticas dés es ‘
tiﬁativas dos parSmetros,devém ser corrigidas, isto E{'dévem ser mU]tipli

. cadas por um "fator de heterogeneidade“zl h, onde

_ SQb | .  (2.3.2.6)

. Entdo, nesses casos, a matriz M das estimativas das varian
cias e covariancias assintoticas das estimativas dos parametros & dada pe

lo produto da matriz definida em (2.3.2.4) por h, isto e

M=idTh (2.3.2.7)

2.4 - Variancias das Estimativas dos Logites e Variancias das Estima-

tivas das Proporgoes

E possivel obter as variincias das estimativas dos  10gi-
tes, isto e, de}[i; i=1,2,...,s e as variancias das estimativas das pro-
porcoes, isto e, de 51; i=1,=,...,s, tanto quando se estimam os  parame-
tros pelo metodo de Berkson como quando se estimam os parametros pelo me-

todo da maxima verossimilhanca.

7/ Ver FINNEY (1971) pp. 70-2.
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2.4.1 - Variancias das estimativas dos logites

-

Como L; = o + Bxi, segue-se que:
V(L) = V(@) + x5 V(B) + 2x; cov(@, B)
Lembrando as estimativas das variancias e da covariancia

de @ e B, dadas em (2.3.1.1), (2.3.1.2) e (2.3.1.3), vem:

2

?xiWi_ ) '?Xiwi _

: + Xy - in ‘

i I | :

V(L) = — .1 £ (2.40.1)
(inw-)2 '
2 il

(Zx5w;) -

{1 IV

'I.

" E facil ver que (2.4.1.1) pode ser reescrita como segue:

(x;%)2

V([i) = + s (2.4.1.2)

onde

2.4.2 - Variancias das estimativas das proporgoes

As variancias de P., i=1,2,...,s, obtidos pelo metodo de
Berkson e pelo metodo da maxima verossimilhanca, distinguem-se entre si

somente no que se refere as variancias e a covariancia de o e B.
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Para obter as variancias de Pi; i=1,2,...,5, utiliza-se

uma aproximacao por serie de Taylor, como segue:

da | = B | -
o=Q =0
B=g° B=g°
Fazendo ao = e BOH- B, vem
P€_P1 = Pi(1-Pi)(q-a) + xiPi(l-Pi)(SfB)

Elevando ambos os membros ao quadrado e aplicando esperan-

¢a, obtem-se:

- - 2.2 2015 2 -
V(Py) = P2(1-p)2V(E) + xZPE(1-P)PV(B) + 2x,PE(1-P.)%Cov (5. )

Como o0s P.s i=1,2,...,5, s30 parametros desconhecidos,subs

titui-se Pi por Pi e se obtem a estimativa da variancia de Pi’ como segue:

V(p,) = 51?(1-51.)2[\7(a) + x5V(B) + 2x; Cov (a,‘é)J (2.4.1.3)

2.4.2.1 - Variancias das estimativas das proporgoes quando  0s

parametros sao estimados pelo metodo de Berkson

Lembrando as estimativas das variancias e da  covariancia

de @ e B, dadas em (2.3.1.1), (2.3.1.2) e (2.3.1.3) vem, de (2.4.1.3):
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r 2 -
?xiwi §¥1w1
- : “— o+ Xs = 2K ———
Rl ! vy )
V(P.) = P5(1-P.) i s
i i i 7
o 5 ();X]‘Wi),
(ZxSws) - —
i T
L i i
Reescrevendo; vem:
=2 |
-~ - - - (X 'X) . . Lo
U(py) = P201-P)% [t | 2 (2.4.2.7)

2.4.2.2 - Variancias das estimativas das proporcdes quando  os
parametros sdo estimados pelo metodo da maxima veros

similhanga

Lembrando as estimativas das variancias e da  covariancia

assintoticas de a e B, dadas em (2.3.2.4), tem-se:

- -~ _ 4 2~ - 2 - - - -

onde

Nos casos em que e necessario usar o"fator de heterogenei-

dade" as estimativas das variancias e da covariancia assintoticas de o e

-

B sdo dadas em (2.3.2.7). Nesses casos, as variancias de Pi sao  dadas

por (2.4.2.1), mas onde

PE(1-P.)%h
V, & —m—m e
v W]
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3 - A FUNCAO LOGISTICA COM DUAS OU MAIS VARIAVEIS INDEPENDENTES PARA DA-
DOS DE RESPOSTA QUANTICA |

3.1 - Introducdo

- A func3o logistica para dados de fe;posta quantica, defi-

nida em (2.1.3) podé servgenera1ﬁzada como segue:

'Eiﬁ]-] :
P = [T+e . (3.1.1)

-

onage Pi representa a probabilidade de sucesso no i-eésimo grupo, X; € 0 ve
tor-linha de dimensao k+1 de variaveis independentes para a i-esima obser
vagao, com primeiro elemento igual a 1 e B e o vetor-coluna de  dimensao

k+1 dos parametros desconhecidos.

Como exemplo de aplicacao da funcao logistica com duas ou
mais variaveis independentes para dados de resposta quantica, pode-se lem
brar que, em farmacologia, pode haver interesse em estudar a proporgao de
camundongos que apresentam convulsdo em funcao de doses crescentes de

duas ou mais drogas potencialmente convulsionantes.
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Podem ainda ser lembrados exemplos em psicologia, tais co-
mo: o estudo da proporcao de respostas,»obtidés de grupos de sujeitos
submetidos a um certo estimulo, em funcao do tempo- de treinovde$ses'sujei
tos e do numero de reforcadores; o estudo da proporgéo de resppsfas de
grupos de sujeitos, em fungao dQ tempo decorrido entré a resposfa eo fe-

forcador e em fungao da idade dos sujejtos;

Todos éstes exemplos sé referem‘a'estddos onde as varié{
- veis independentes sao fixas._ Entretahtd, a fungao 1og?st1cé para dados
.dé resposta quénticaitambém pode ser ajustada nos casos em que  uma bu

mais variaveis independentes podem ser vistas como ‘variaveis aleatorias.
) Uma'revisﬁo bib]iogréfica soBre 0 assunto pode ser vista em BISHOP, FIEN-
BERG e HOLLAND (1971)._ Como exemplo, pode-se 1embr§r que, em socjo]dgia
rural, pode haver interesse em estudar a proporcao de proprietarios ru-
rais ﬁue adotam certa técnica agricola (como por exemplo, o uso de curvas
de nivel) em fungao do grau de escolaridade do proprietario e da area da
propriedade. As variaveis independentes podem ser vistas, neste caso, co

mo variaveis aleatorias.

3.2 - Estimativas dos parametros

0 ajuste da fungao logistica com duas ou mais variaveis in
dependentes aos dados de resposta quantica pode ser feito ou atraves de
uma extensao do metodo sugerido por BERKSON (1944), ou atraves do metodo
 dos minimos quadrados ponderados nao-lineares, ou através do metodo de ma

xima verossimilhanga.
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3.2.1 - Uma extensao do metodo de Berkson

Usando a sugestao feita por BERKSON (1944), facilmente se

obtem:

; (3.2.1.1)

o

1-

0

onde xi e B sao os mesmos vetores de (3.1.1)

' Os fatores de-ponderagio'dos quadrados dos desvios sao
.n1p1(1‘p{)'-

E necessario definir

(3.2.1.2)

onde
L = 1og(pi/(1-pi))e lembrar que, conforme consta na segao (2.2.1),

%5 1

3Pi Pi(]‘p{)

P.(1-P.)

n;

V(Pj) =

Entdo, adotando procedimento similar aquele adotado para a

obtencao de (2.2.1.5), vem:
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i L o o |
n]P](1-P]) \
5 1
V(1) = | naPo(1-P5)
0
S0 ... o —1
L ' ‘ nsPs (1-Ps) ]

Substituindo os parametros desconhecidos Pi pelas frequen-

‘cias relativas p;i» conforme a sugestao feita por BERKSON (1944), vem:

1 .- - | - .--. - i

n]p](]'P])
0 1 .
V(2) = Ny (1-p,) : (3.2.1.3)
0
o ... 0 N
L nsps(1-ps) |

Pode-se entao fazer o ajuste da regressao linear ponderada

da variavel transformada em funcg3o de X5+



Minimizando a fungdo:

-0 fiw] e
onde 2; = x;B e |
(%]
%2
ES

obtem-se 0 sistema de equacoes normais

_ -1 -
x (i) 4 = i)

onde X e a matriz cujas linhas s3o os vetores x

Entao, as estimativas de B, sao dadas po 8

1)

de (3.1.1).

- -1 -1 - -1
- i) 0 xfiw] e

34

- (3.2.1.4)

(3.2.1.5)

(3.2.1.6)

3.2.2 - Metodo dos minimos quadrados ponderados nao-lineares.

0 metodo dos minimos quadrados ponderados nao-lineares con

siste em obter, como estimativa do vetor g, o vetor g que minimiza a soma

dos quadrados dos desvios (pi-ﬁi), ponderados pelos inversos das varian-

- cias de py, dadas por Pi(]_Pi)/"i'

8/ Ver, por exemplo, HOFFMANN e VIEIRA (1977), pp. 204-6 ou

SEARLE (1971) pp. 86-7.
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Entretanto, dessa maneira se obtém um sistema de ' equagdes
que nao tem solugao, porque os valores Pi’ usados ros fatores de pondera .

cao, sao desconhecidos.

Para que o sistema tenha solucao, utiliza-se nos fatores
de. ponderacao,’ as estimativas Pi de'Pi, isto e, minimiza-se a fungao:

n.

Z_:(p-i"a-;)z . _.—""1:— _ S - (3.2.2.1) - )
i - Pi(1-P5) - : |
onde
B - (3.2.2.2)
. ‘ 1o %48
Como
oP. :
i 3 -~ —-
e P,(1-P;) xs s (3.2.2.3)

fazendo a derivada de (3.2.2.1) em relagao ao vetor E', obtém-se o seguin

te sistema de equagoes:

(p:-P:)n.(p.-2p; P:+P.)
L LT xo=0 (3.2.2.4)
i P.(1-P.) -1=

onde 0 € um vetor linha de dimensao k+1, cujos elementos sao todos iguais

a zero.

A solugao para o sistema de equagoes (3.2.2.4) e encontra-

da atraves de um processo iterativo, pelo metodo de Newton-Raphson de
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maneira analoga a utilizada na secdo (2.2.2).
Seja

A (ps=P.)n.(p.-2p. P.+P.) - '
Fo=gf—2 1 1 1 1 173 X, © (3.2.2.5)
I P.(1-P.) N

aproximando-se Fj’ pela serie de Taylor, obtém-sé

k [3F.1 | | :
Fi(8) = Fi(8%) + 3 12 agps he0,1,. 0k (3.2.2.6)
Lhlg g0

)

que @ um sistema linear de (E+1) equacoes, analogo ao sistema (2.2.2!8)'e

que pode ser reescrito como segue
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oF, oF | oF A
"A—O AB - + —:—0- AB, + + __:9_ . A8, =~ F (Bo)
0 ‘ 1 " o
o oF oF N
8 B 98 o
B |- 08, _ Kl = o |
oF | oF oF
e IR R Rt = IR CE N D
0 1 k k(8
BBO 2=g0 38] .50 BBk - 0 :
§=§ . '@:ﬁ '@:g
A J
onde ,
p 5 =2 2
.ﬂ = TN.X.. X. 2pTP1(P1-p1 P-|+p1) - Pi—p]
9B, i ih™i] 5 (1-5,)

-5 -0 ; he
BBy, = B,-Bp 3 h=0,1,...,k

e §° e um vetor de estimativas preliminares dos parametros, usado para

iniciar o processo iterativo.

Tomando como estimativa inicial o vetor g obtido pelo me-
todo de Berkson, inicia-se o processo iterativo, de maneira similar a ja

descrita na secao 2.2.2.
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3.2.3 - 0 metodo da maxima verossimilhanga
Definida a fungao de verossimf]hanga como na segao 2.2.3,

jsto e

i\

N ms n.-m. .
b = n(m‘) P ! -,y "7, (3.2.3.1)
aplicando logaritmo neperiano, vem:-

: : : /n.\ ' o
A=1logh =1L l-.1og' : 1> +'m; log P. + (n;-m.) log(1-P.) " (3.2.3.2)
| ; L m; | i i i Lo .
Fazendo a derivada de A em relagao ao vetor g' e lembran-
do a derivada definida em (3.2.2.3), facilmente se obtem:
oA 1.p -

zm, (1-P,) x, - Z(n--h-) P: x. (3.2.3.3)
ag' i 1. =i i e K 45

|

—_—= ?nipi(l-Pi)gi - ;n.(]—pi) P.x

donde se obtem, rearranjando e igualando a zero, o seguinte sistema de e-

quagoes:

?ni(pi-Pi) Xi = 0 (3.2.3.4)

~

onde 0 & o mesmo vetor definido em (3.2.2.4)

A solucio para o sistema (3.2.3.4) & obtida atraves de um

processo iterativo. Seja

-



39

85 = InglpyoPy) X,

SNE 3.2.3.
6 g 0Tk (3.2.3.5)

aproximando-se Gj’ pela serie de Tay]dr; obtem-se:

| o, K e&) - . L
G;(8) = G;(8°) + I |—=> BBy §=0,1,...,k (3.2.3.6) -
: h=0 |38, | - o e

que € um sistema Tinear de (k+1) equacoes, an51ogo adgé{sfema-(2.2}2.8)_e

- pode ser reescrito como:

: A
oG 3G 3G .
—==| a8+ =2 88yt =2 2By = - G,(8%)
BBo ~ .0 BB] =~ 0 aBk -~ 0
B=8 - % B=B B=B"
3G ' 3G 3G . :
1 AR, + — 28y oot ==L agy = - Gy(8°)
Byl ~ o 9By Byl - o L (3.2.3.7)
B=g a=30 B=8 T
~ 8=8
oG oG 2G
‘:E AR, + —::"ls ABy +...% --:E ABy = - Gk(BO)
BBo - 0 881 -~ 0 aBk =~ 0
B=8 B=g =g
J
onde
oG,
b - -
— = - Zn.x. X..P-(]"P-.)
th ;0 ih™ij i i

0By, = éh-eﬁ : h=0,1,...,k

e Bo e uma estimativa preliminar de B, usado para iniciar o processo ite-

rativo.
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Tomando como estimativa inicial o vetor B, obtido pelo me-
todo de Berkson ou pelo metodo dos minimos quadrados ponderados nao-linea
res, inicia-se o processo iterativo, procedendo-se de maneira similar a

ja descrita na segao 2.2.2.

3.3 - Variancias e covariancias das estimativas dos parametros

3.3.1 - Usaﬁdo as'estimativas dos parametros obtidas‘pe1a ex-

tensdo do metodo de Berkson-

0 metodo de Berkson consiste em ajustar uma regressao li-

“near ponderada dos logites contra x Entao, as variancias e covarian-

i
cias'das'estimativas dos elementos de B definido em (3.1.1), dadas em
9/

(3.2.1.6), sao obtidas pelo método'usua]vem modelos Tineares= , ou seja:

VB = £ - BB - )

Lembrando as estimativas dos elementos de 8, dadas em
(3.2.1.6) e Tembrando as estimativas das variancias de &, isto e, V(g),

dadas em (3.2.1.3), vem:

-1 -1
V(E):[x*(?(z)) x} s2 (3.3.1.1)

9/ Ver, por exemplo, SEARLE (1971) pp. 90 ou
HOFFMANN e VIEIRA (1977) pp. 206-7.
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3.3.2 - Usando as estimativas dos parametros obtidas pelo meto-

do da maxima verossimilhanca

As variancias e covariancias das estimativas dos - parame-
tros obtidas pelo metodo da maxima verossimilhanca sdo dadas, assintotica
mente, pelo limite inferior de Cramer-Rao, ou seja, sao dadas pelo inver-

10/

so da matriz de informacao—'.

Entdo dada a funcao de ‘verossimilhanga, definida em

(3;2.3.1), a matriz de ihformaggo e:

X4 (3.3.2.1)
i o

E facil verificar que os elementos da matriz de informa-

gao sao dados por

. . -1 - . i .
A inversa dessa matriz, W = e a matriz de variancias e co-
variancias assintoticas das estimativas de maxima verossimilhanca dos ele

mentos de B.

Como 0s Pi sao parametros desconhecidos, pode-se obter uma

estimativa da matriz w“, usando 51 como estimativa de Pi‘ Entao

1
TR E:nipi(] Pi)ﬁiﬁi} (3.3.2.3)

10/ Ver, por exemplo, THEIL (1971) pp.387-9.
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Como ja foi mencionado na segao 2.3.2, nos casos em que a
soma de quadrados de desvios ponderados, defﬁﬁida em (2.3.2.5), e muito
elevada, ou seja, muito superior ao valor dos respectivos graus de liber-
‘dade, as estimativas das variancias e covariancias assintoticas das esti-
mativas dos parametros devem ser corrigidas, isto &, multiplicadas pelo

"fator de heterogeneidade" h, definido em (2.3.2.6).

Nesses caéqs, a matriz'ﬁ,;dés estimativas das variancias e
cbvériﬁncias aséinthfcas désfestimativas de maxima veroésimi]hanga dos
elementos de B» é»dada pele produto da matriz, defin{da em (3.3.2.3); pe-
lo "fator de heterogeneidade" h, isto e:

M=l ' (3.3.2.4)

3.4 - Variancias das Estimativas dos Logites e Variancias das Estima-

tivas das Proporcoes

Podem ser obtidas as variancias das estimativas dos Logi-
tes isto e, de [i; i=1,2,...,5 e as variancias das estimativas das pro-
porgoes, isto E, de Ei; i=1,2,...,5, tanto quando se estimam os parame-
tros pelo metodo de Berkson como quando se estimam os parametros pelo me-

todo da maxima verossimilhanca.

3.4.1 - Variancias das estimativas dos logites
Como [i = 515’ facilmente se obtem:

V(L-i) =% V(B) .)S1l
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Lembrando a estimativa da matriz de variancias e covarian-

. cias dada em (3.3.1.1), facilmente se obtem:

-~ o -] oo o
() - 51[X'(V(g))']x] x! s S -

3.4.2 - Variancias das estimativas das proporgoes

As variancias das proporgoes 51; i=1,2,...,s, obtidas peF
lo método de Berkson, distinguem-se daquelas obtidas pelo método da maxi- . -

ma verossimilhanga apenas no que se refere as variancias de B.-

Para obter as variancias de Pi;-i=1,2,...,s, usa-se . uma -
aproximacao atraves da serie de Taylor, como segue:

- - % E)Pi - 3!31. _ o S‘P}' o j
P, = P (B )+|— (B =B, )+ |— (By=By)t.. .t |l— (B.-B)
i 1L 0 "o 171 k "k

. BBO - 0 P} 'l - o . aBk - :
B=8 B=B _ B=8

Fazendo §°=§, obtem-se:

-

PP, = §xijPi(1-Pi)(Bj-Bj)

que pode ser escrito como seque:

Elevando ao quadrado ambos os membros, vem:

(P.-P.)?

52 2 v
P20 = PE(1-P,) . (B-B) (B-8) X,

1.

Aplicando-se esperanga matematica, obtem-se:
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2 2 PO

1

Como os P.;3 i=1,2,...,5, sao parametros desconhecidos, sao
substituidos por P,, obténdo-se a estimativa da variancia de P;» como se-
que:

x; V(B) x; (3.4.2.1)

- -

onde»V(g),E a estimativa da matriz de variancias e covariancias do vetor 8.

3L4.2.1_5 Vériéncias das estimativas das proporgoes quando  os

parametros sao estimados pelo méfodo de Berkson

Lembrando a matriz de variancias e covariancias dada em

(3.3.1.1), obtm-se, de (3.4.2.1)

e e
V(Py) = Pﬁ(]'Pi)?Ei[X'(V(&>) ]X] xt s° (3.4.2.1.1)

3.4.2.2 - Variancias das proporgoes quando os parametros sdo es

timados pelo metodo da maxima verossimilhanca

Lembrando a matriz de variancias e covariancias dada em

-

(3.3.2.3) e usando Pi como estimativa de Pi’ tem-se, de (3.4.2.1):

-

-1
Sy L 5201512y Ter B (1.5 1y

: . (3.4.2.2.1)
Nos casos em que e necessario usar o “"fator de heterogenei

dade", tem-se, de (3.4.2.1) e lembrando (3.3.2.4):

1
S5 52,052 S '
V(P;) = P3(1-Py) héi[FniP1(1-Pi)§iﬁi] X! (3.4.2.2.2)
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4 - RESULTADOS

4.1 - Introducao

Os dados de resposta quantica tém grande importancia . em
biologia, pois aparecem no estudo da eficiencia de drogas em geral, quer

usadas como medicamentos, quer usadas como inseticidas, bactericidas,etc..

Entretanto, a biologia nao dispoe de teorias que determi-
nem a escolha da forma matematica da funcao que deva ser ajustada aos da-
dos de resposta quantica. Por outro lado, a literatura mostra que tanto
a logistica como a acumulada da curva normal dao bons ajustes. Ainda, di-
versos trabalhos mostram que os resultados de ambos os ajustes, feitos so
bre os mesmos dados, sao bastante concordantes, mas a logistica e de apli

cagao mais direta.

Os capitulos 2 e 3, do presente trabalho, mostram que a
analise estatistica de dados de resposta quantica, feita atraves da logis
tica, e relativamente complexa. Isto expTica 0 uso, bastante generaliza-

do, de processos meramente graficos para a descricao do fenomeno

.
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biologico, estudado atraves de dados de resposta quantica. Tambem exis-
tem processos simplificados,como os de Reed-Muench e de Spearman-Kdrber,

descritos por FINNEY (1971), que facilitam os calculos em detrimento do

rigor estatistico.

Do ponto de vista do estatistico, a forma mais adequada
de estudar dados de resposta quantica e atraves da analise de regressdo,
que permite nao so a descricdo do fenomeno biologico como tambem a infe-

rencia estatistica.

Entretanto, os dados de respésta quantica, originalmente
definidos no campo da bfo]ogia por BLISS (]937), tambem apérecem em ou-
'traé areas do conhecimento. Isto justifica sua maior divu]gagio;- tanto
no qué se refere aos_aspéctos metodologicos como no que se refere aos as-

_ pectos de calculo, relativamente complexos, que devem ser feitos.

Neste capitulo s3ao apresentados os resultados do ajuste da
funcao logistica para dados de resposta quantica, encontrados na literatu

ra.

4.2 - 0 ajuste da funcao logistica com uma variavel independente

A funcao logistica foi ajustada aos dados referentes a

acao inseticida da rotenona sobre Macrosiphoniella sanborni (pulgao em

crisantemo), que constam na tabela 1.1.

Na tabela 4.2.1, sao apresentados as estimativas dos pa-

rametros, as estimativas das variancias e das covariancias das estimativas

.
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dos parametros, as somas de quadrados dos residuos e os "quadrados me-
dios", com 3 graus de liberdade, obtidos através dos trés metodos descri
tos. E conveniente assinalar que no metodo de Berkson, o "quadrado me-
dio"(sz)‘do residuo e obfido_através da soma de quadrados ponderados dos
logites. Entretanto, no metodo dos minimos quadrados ponderados n3o-l1i-
)

s30 obtidos atraves da soma de quadrados ponderados das proporcbes. Para

neares e no metodo da maxima verossimilhanga, os "quadrados medios" (s

‘simples cdmparagﬁo, tambem foram obtidas as somas de quadrados ponderados

das prpporg6es, a partif dos 1691tes,'novmétodo de Berkson.

Tabela 4.2.1 - Estimativas dos parametros, estimativas das variancias e
das covariancias das estimativas dos parametros, somas de

: - - . 2
- quadrados dos residuos e "quadrados medios"(s")com 3 graus

de liberdade; obtdes através‘dosrtrés metodos descritos

. Metodo
Estatisticas
Berkson M.Q.P. M.V.
a -4,83641 -4,83727 -4,88691
8 7,05742 7,05970 7,14618
S.Q.Res.log. 1,39407 ‘ - -
5.Q.Res.prop. 1,40681 1,40678 1,42179
52 0,46469 0,46893 0,47393
V(a) 0,40550 - 0,41336
V(B) 0,77208 - 0,79701

cov(a, B) -0,54141 - -0,55593
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0s resultados apresentadqs na:tabela 4.2.1 mostram que as
somas de quadrados dos residuos tem valores inferiores e bastante proxi-
mos aos respectivos gfaus de liberdade. Portanto, nao deve ser feita a
multiplicagao desse valor pelo "fator de heterogeneidade" h.Alias, FINNEY
{1971), trabalhando com os mesmos dados gxperiméntais, mas usando a acumyu

lada da curva normal (probite), ndo utilizou o fator h.

E conven1ente obaervar que os resultados apresentados na
tabe]a 4 2.1 mostram que as est1mat1vas dos parametros obtidas  atraves
- dos tres metodos, sao bastcnte proximas. Tambem deve ser notado que as
somas de quadrados dos residuos, cujos va]ores sEo\béstante proximos da
:respectiva esperanca assintotica, indicam que a fungao Togistica se ajus
tou bastante bem aos dados. Também deve ser observado que a menor soma
de quadrédos dos‘resTduoslcokresponde ao.métodd ddé minimos quadrados pon
derados nao-lineares, mas que a éoma de quadradOS ponderados das propor-
coes, obtida a partir dos logites, no metodo de Berkson, tem valor muito
proximo a soma de quadrados obtida pelo metodo de minimos quadrados pon-
derados nao-lineares. Outros indicadores da qualidade do ajuste sao as
grandezas dos "quadrados medios", bastante pequenas em ambos os metodos e
os valores das estimativas das variancias das estimativas dos parametros,

pequenos em relacao aos valores das estimativas dos parametros.

Parece razoavel afirmar que um bom ajuste e condigao sufi-
ciente para obter a concordancia de resultados, qualquer que seja o meto-
do, dos tres descritos, utilizado. Com base nesta afirmativa e nos re-

sultados apresentados na tabela 4.2.1, pode-se recomendar, nos casos em
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que o ajuste e bom, 0 uso do metodo de Berkson apenas, desde que nao se

disponha de um computador. ' .

1

" Na tabela.4.2.2 sdo apresentadas as proporcoes observadas,
as pfopor§6es estimadas atraves dos tres metodos e as estimativas dos des
vios-padrdes das proporgoes, estimadas pelo metodo de Berkson e pelo me-

todo da maxima verossimilhanga.

‘Tabela 4.2.2 - Proporgaestbservadas e proporcoes estimadas, atraves dos
| metodos de Berkson, minimos quadrados - ponderados  nao-1i

neares e da maxima verossimiihanga e estimativas dos des-

vios—padf6es das proporgSes egtimadaé pe]oé metodos de

Berkson e da maxima verossimilhanca, para os dados da ta-

" bela 1.1.
. MEtodo de Berkson  M.M.Q.P. M.M.V.
Ensaio 'P P 5(5) ' P ) 5(5)

1 0,12000 0,12923 0,03359 0,12770 0,12924 0,03327
0,33333 0,32199 0,04212 0,32220 0,32209 0,04180
0,52174 0,53922 0,03996 0,54228 0,53941 0,03976

oW N

0,85714 0,80533 0,03586 0,80971 0,80551 0,03582
5 0,88000 0,90735 0,02642 0,91058 0,90747 0,02610

E facil ver, observando os resultados apresentados na ta-

bela 4.2.2, que as estimativas das proporcoes, obtidas pelos tres metodos,
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sSo_bastanté cpncordantes entre si e bastante proximas das proporgoes ob-
‘.servadas. Ainda,vas estimativas dos désvids-péeres-das estimativas das
proporgoes sao reTatfvamente pequenas. Isto confirma a observagao feita
anteriormente, de que 0 ajuste da fungao 1ogTstica,.para esses dados, @ -

bbastdnte bom.

4.3 - 0 ajuste da funcio logistica com duas variaveis independentes .

WIENDL, SGRiLLO.e WALDER (1979) estudaram a inf]uéncia'da

idade'pupaT na radiosensibilidade de Ceratitis capitata (Wied.) as irra-

diagoes gama.

-

De acordo com esses autores, a Ceratitis capitata (Wied.),.

conhecida como mosca-do-Mediterraneo, & uma das mais importantes pragas:

das plantas cultivadas, prejudicando mais de 50 plantas frutiferas.

Os metodos quimicos de controle mostram-se, de uma manei-
ra geral, eficientes no inicio, mas se tornam obsoletos com o passar dos

anos, alem de contribuir para a degradacac do meio ambiente.

Entao tem sido estudada, em todo o mundo, a viabilidade da
ap]icagEo da Tecnica do Inseto Eétéri]v(TIE), que visa controlar eficien-

temente a praga, sem causar a poluicao do meio ambiente.

Dentre os varios problemas a serem estudados para a apli-
cacao eficiente da TIE, consta o item da dose esterilizante. Esta deve
ser a menor possivel, a fim de nao prejudicar nem os habitos nem a biolo-

gia da especie.

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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Com a finalidade de estudar dados relativos a influencia
.da idade na radiosensibilidade, os autores conduziram um experimento uti-

lizando pupas de Ceratitis capitata (Wiénd.); provenientes de uma criagao

do setor de Entomologia do CENA-ESALQ-USP.

Nesse .experimento, foram utilizadas as seguintes doses d¢’
radiacao gama: 4,1; 8,2; 12,75 16,8; 20,4; 25,0; 29,1 krad, em idades va-
riando de 3 a 8 dias. Para éada dose e para cada fdédé'fbram utilizadas

. 95 pupas.

0s dados obtidos se referem ao nimero de insetos que emer-
- giram das pupas submetidas a diferentes quantidades,de irradiacao em di-.

ferentes idades e éstio na tabela 4.3.1.

4 Na tabela‘4.3.2 sao apresentados as estimativas dos para-
metros, as estimativas das variancias e das covariancias das estimativas
dos parametros, as somas de quadrados dos residuos e os "quadrados me -
dios" (52), com 40 graus de liberdade, obtidos atraves dos tres metodos
descritos. E conveniente frisar que, no metodo de Berkson, o "quadrado
medio" do residuo e obtido atraves da soma de quadrados ponderados dos 10
gites, enquanto que no metodo dos minimos quadrados ponderados nao-linea-
res e no método da maxima veroséﬁmi]hanga os "quadrados medics" sao obti-
dos atraves da soma de quadrados ponderados das proporcoes. Entretanto,
para comparagac, tambem foi obtida a soma de quadrados ponderados das pro

porgoes, partindo dos logites, no metodo de Berkson.
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Tabela 4.3.1 - Numero exposto e numero de in$etos que emergiram das pupas
submetidas a diferentes quantidades de irradiacdo em dife-
- rentes idades

Ensaio NO exposto NQVafetado Prop.afetado Dose Idade

1 95 - 0,00000 4,1 3
2 95 83. . 0,87368 4,1 4
-3 95 - 87 - .+0,91578 4,1 5
-4 95 ‘ 92 - - 0,96842 4,1 6
-5 95 . - 89 ~ 0,93684 4,1 7
6 95 93 0,9789%4 4,1 8
7 95 ] ' 0,01052 . 8,2 3
8 9% 19 - 0,20000 - 8,2 4
9 - 9% . - 83 0,87368 8,2 5
10~ 95 _ - 90 0,94736 8,2 6
11 95 88 ' 0,92631 8,2 7
S 12 95 88 0,92631 8,2 8
13 9% 0 0,00000 12,7 3
14 95 - 5 - 0,05263 12,7 4
15 . 9% ' 63 - 0,66315 12,7 5
16 9% 8l . 0,85263 12,7 6.
17 95 - 93 = - 0,97894 12,7 7
18 95 8 - 0,89473 12,7 8
19 95 0 0,00000 16,8 3.
20 95 0 - 0,00000 16,8 4
21 95 36 0,37894 16,8 5
22 95 72 0,75789 16,8 6
23 95 93 0,97894 16,8 7
24 95 95 1,00000 16,8 8
25 95 0 0,00000 20,4 3
26 95 0 0,00000 20,4 4
27 95 4 0,04210 20,4 5
28 95 44 0,46315 20,4 6
29 , 95 83 0,87368 20,4 7
30 95 89 0,93684 20,4 8
31 95 0 0,00000 25,0 3
32 95 0 0,00000 25,0 4
33 95 0 0,00000 25,0 5
34 95 13 0,13684 25,0 6
35 95 63 0,66315 25,0 7
36 95 92 0,96842 25,0 8
37 95 0 0,00000 29,1 3
38 95 0 0,00000 29,1 4
39 95 0 0,00000 29,1 5
40 95 2 0,02105 29,1 6
41 95 26 _ 0,27368 29,1 7
42 95 . 79 0,83157 29,1 8 .
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Tabela 4.3.2 - Estimativas dos parametros, estimativas das variancias e -
covariancias das estimativas dos parametros, somas de qua-

- drados dos residuos e "quadrados médios"(sz), com 40 graus

de 1iberdadé, obfidpé‘atrévés dos trEs metodos descritos;,:

vparé os dados da.tabela 4.3.1

 Estatistica . : Metodo
E " Berkson  M.Q.P. . MLV
8, -3,83914 o -a,30912  -6,22751
AE] o | -0,18085 -0,17999 -0,26662
B, ' 1,23696 1,30101 1,50326
S.Q.Res.1ogites  286,53997 . -
$.Q.Res.prop. 407,55809 395,67609 - 1183,341312
2 7,34718 9,89190 30,34208
V(éo) 0,60686 - 1,87622
V(é]) ‘ 0,00054 - 0,00334
V(8,) 0,02042 - 0,11998
Cov(B,, B;) 0,00021 - 0,03126
Cov(B,, By) -0,09721 - | -0,41284
Cov(By» 8)) -0,00154 - - -0,01551

Os resultados apresentados na tabela 4.3.2 mostram que as
somas de quadrados dos residucs tem valores bastante superiores aos ' res
pectivos graus de liberdade. Portanto, e razoavel multiplicar esse valor

pelo "“fator de heterogeneidade" h, conforme recomenda FINNEY (1971).
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Ent3o, as estimativas das variancias e das covariancias das estimativas

“dos parametros estdo "corrigidas".

E convenfente observar que as estimativas dos parémethbs,
obtidas atraves dos tres metodos erapresenfadas ha tabela 4.3.2, sio di-
ferentes entre si. Neste caso, & razoavel uti]iiar, como estimativas:ddéy
- parametros, os.valores obtidos através do metodo de maxima verossimilhan-
¢a. Este metodo tem melhores propriedades,’cohforhe'diécﬁte SILVERSTONE
" (1957). Ainda; e o Unico metodo Fecomendado por JOHNSQN e KOTZ (1970)."‘
Também deve ser notado que o metodo de minimos quadrados pondefados nao-
1ineéres conduz a uma soma de quadrados dos residuos re]atiVamenté ‘menor
do que aqu§1a obtida pelo metodo de Berkson. Portaﬁto, parece razoavel
afirmar que, para estes dados, os metodos iterativos condUzém a ‘me]horest

resultados.-

Por outro lado, os "quadrados medios" sao relativamente
grandes, indicando que o ajuste da funcdo logistica, para estes dados, e

apenas razoavel.
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Tabela 4.3.3 - Proporgoes observadas e propor¢oes estimadas, atraves dos

metodos de _Berkson, minimos quadradeos ponderados nao-1linea
res e da maxima veross1m11hanga e estimativas dos desvios-
padroes das proporgoes estimadas pelos metodos de Berkson
e da maxima veross1m1‘hanga para os dados da tabela 4.3.1

. Metodo de Berkson M.M.Q.P. M.MLV,
Ensaio P - _ ~ -
P s(P) P : P s(P)
] 0,00000 0,29531- 0,08839 0,23432 0,16647  0,08834
2 0,87368 0,59079 0,08247 - 0,52920 0,57257 0,13336
3 - 0,91579 0,83260 0,04254 0,80502 0,89986 0,05867
-4 0,96842 0,94486 0,01734 0,93814 0,98368 0,01428 -
5 0,93684 0,98334 0,00674 0,98236 - 0,99753 . 0,00291 -
6 0,97895 - .0,99511 °0,00252-  0,99514 = 0,99963 0,00055 °
7 0,01053  0,16642 0,05749 0,12763 0,06274  0,03959
8 - 0,20000 0,40751 0,07444 0,34954 0,30987 0,09871
9 0,87368 0,70323  0,05080 0,66373 0,75073  0,08633 -
10 0,94737 0,89087 0,02465 0,87879 0,95283 0,03023
11 0,92632 0,96566 0,01100 0,96381 -  0,99267 0,00702
12 0,92632 0,98978 ~ 0,00449 0,98988 - 0,99890 0,00141
13 0,00000 0,08128 0,03196 0,06111 0,01977 0,01540
14 0,05263 0,23360 0,05450 0,19294" 0,11915  0,05250
15 0,66315 0,51222 0,05183 0,46754 0,47570  0,08288
16 0,85263 0,78344 0,03139 0,76333 - 0,85888 0,05562
17 0,97895 0,92573 0,01770 0,92216 0,97609 - 0,01732
18  0,89474 0,97724 -~ 0,00830 0,97753 = 0,99636 0,00386
19 0,00000 0,04044  0,01790 0,03018 0,00671  0,00636
20 0,00000 0,12680 0,03666 0,10257 0,04337 0,02630
21 0,37895 0,33346  0,04839 0,29567 0,23319 0,06568
22 0,75789 0,63283 0,03747 0,60659 0,67103  0,07251
23 0,97895 0,85586  0,02630 0,84993 0,93189 0,03595
24 1,00000 0,95339  0,01445 0,95413 0,98922  0,00938
25 0,00000 0,02151  0,01060 0,01602 0,00258  0,00287
26 0,00000 0,07040  0,02445 0,05641 0,01707 0,01329
27 0,04211 0,20691  0,04225 0,18005 0,10431 0,04662
28 0,46316 0,47336  0,04586 0,44646 0,43857 0,08178
29 0,87368 0,75589  0,03792 0,74763 0,83974 0,06190
30 0,93684 0,91430 0,02370 0,91583 0,97234  0,01000
31 0,00000 0,00948 0,00536 0,00706 0,00076  0,00102
32 0,00000 0,03191 0,01376 0,02546 0,00507 0,00515
33 0,00000 0,10197  0,03050 0,08755 0,03303 0,02305
34 0,13684 0,28119 0,05126 0,26058 0,18642 0,07421
35 0,66316 0,57405 0,05918 0,56416 0,60584 0,10625
36 0,96842 0,82279 0,04462 0,82622 0,91158 0,05075
37 0,00000 0,00454 0,00290 0,00339 0,00025 0,00040
38 0,00000 0,01546  0,00791 0,01233 0,00170 0,00210
39 0,00000 0,05132 0,02008 0,04386 0,01132 0,01051
40 0,02105 0,15709  0,04409 0,14419 0,07132  0,04558
4 0,27368 0,39100 0,07243 0,38227 0,34000 0,12393
42 0,83158 0,68866 0,07271 0,69446 0,77556  0,10679
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5 - PROGRAMA PARA COMPUTADORES

Néste'cathulo e apresentada a 1i§tagem do programa parav
computadores que possibifitava obtencao das_estimafivas dos parSmetrqs da
funcao logistica pelos trés metodos descritos; isto e, o método de Berkson,
o metodo dos Minimos Quadrados Ponderados Nao-lineares e o metodo da Maxi-
ma Verossimi]hanga. 0 programa tambem fotnece outros resultadbs, como as
variéncia§ e éovariéncias das eétimativas dos parEmetros, as proporgGes es
timadas , as variancias das proporcoes estimadas, alem de outras estatis-

ticas.

A Tinguagem utilizada e o FORTRAN-IV e o programa pode ser
utilizado em computadores IBM-1130 ou em computadores de maior porte. Uti-
liza-se a subrotina MINV do SSP (Scientific Subroutine Package) para a

inversao de matrizes, cuja listagem tambem e apresentada.

0 programa esta originalmente dimensionado para um maximo
- de 4 variaveis independentes e 100 ensaios. Nos casos em que se deseja um
ajuste com mais de 4 variaveis independentes e/ou mais de 100 ensaios, bas

ta alterar as instrugoes DIMENSION.
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0 programa exige 3 leituras:

71) vetor XNOME contem a denom1nagao do prob]ema Admite um maximo de 80
caracteres, incluindo os espagos em branco. E o pr1me1ro .

cartao a ser lido.’

ii) va]pres de'N, k, KLG e KVE, sendo cada um deles ¢om6 segue:
‘ N‘-'nﬁmero dé ensaios, em formato 13
K - numero de var1ave1s 1ndependentes, em formato I3
~ KLG - seleciona a transformagao a ser rea11zada nas va-
riaveis independentes. Pode assumir os va]ores:
0 - ndo realiza renhuma transformagdo

1

toma o logaritmo decimal das variaveis indepen-.

dentes

o
1

toma o logaritmo neperiano das variaveis inde-

pendentes

3 - toma a raiz quadrada das variaveis independentes

0 valor de KLG deve ser perfurado em formado I1, na decima

coluna.

KVE - calcula (KVE=1) ou nao (KVE=0) os desvios-padroes
dos logites e das probabilidades estimadas. Deve ser

perfurado em formato I1, na decima terceira coluna.

Os valores de N, K, KLG e KVE devem ser colocados no segun-
do cartéo de dados a sér lido. Assim por exemplo, se N=50; K=4 ; KLG=3

e KVE=1, o cartEo deve ser perfurado como segue:
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-
-y -
-
-

~ Finalmente a ultima leitura compreende o numero de indivi-
duos. expostos, o nGmero ae indiv?duos afetados e os correspondentes valo-
res das variﬁveis independentes. Existirao entao N cartoes, cada um de-
les com K+2 valbtes, em formato F8.0, sendo o primeiro valor (YN) referen
te ao numero de indiv?duqs‘expostos,‘b segundo valor (YM), referente ao
-nGmeFd de individuos afetados e os'réstahtes K valores referentes as va-

riaveis independentes.
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DIMENSION YN(lOO)’YM(100)9X(4 lOO)oB(S)’V(S);C<5)’DB(5)
DIMENSION Z(5+5)9A(25)sLL(5S)sNMNI(5)

" DIMENSION XNOME(ZI)

101

102
100

34

35

10

30

40
11

333

41
42
43

302
310

LOGITO COM MAILS DE UMA VARIAVEL iNDEPENDENTE

PROGRAMADOR= Res HOFFMANN

FORMAT(20A4) ‘

FORMAT (4X920A4)

CONTINUE : C
PRIMEIRO CAQTAO - NOME CARACTERIZANDO OS DADOS (COLs 1 A 80)
PEAD(29101) (XNOME(T)91%1+520) o .
FORMAT('11)

FORMAT(1H )

READ(2+10)NsKeKLGIKVE

FORMAT(21343Xe1192Xs11)

N=NUMERO TOTAL DE ENSAIOS E K=NUMERO DE" VARIAVEIS INDEPEND:NTEc"'
SE KLG=0 NAO TRANSFORMA AS VARIAVEIS INDEPENDENTES

SE KLG=1 CALCULA LOG DECIMAL DAS VARIAVELIS INDEPENDENTES

SE KLG=2 CALCULA LOG NEPERIANO DAS VARIAVEIS INDEP.

SE KLG=3 CALCULA RAIZ QUADRADA DAS VARIAVEIS INDEPENDENTES :
SE KVE=1 CALCULA DESVIOS PADORES DOS LOGITOS E DAS PROBABILIDADES
FSTIMADAS =~ SE KVE=0, NAO CALCULA.

IF{N)31931:30

CONTINUE

K=K+1

DO 40 J=1sN

READ(Z2911IYNCI) o YMIU) 0 (X {TsU)sI=25K)

FORMAT(10F8,0) ’

YN(J)Y=NUMERO DE INDIVIDUOS EXPQOSTOS AO TRAT. NO J=ESIMO ENSAIQ
YM{J)=NUMERO DE INDIVIDUOS AFETADOS NO J=~ESIMO ENSALIO
X(1sJ)=VARIAVEIS INDEP, QUE CARACTERIZAM O TRATAMENTO
WRITE(3+34)

WRITE(35102) (XNOME(I)91=1420)

WRITE(3435)

WRITE(29233)KLG

FORMAT(?Y TRANSFORMACAOQO DAS VARIAVELS INDEP.. KLG="'4I11)
WRITE(3435) . '
WRITE(3943)

DO 41 J=1sN

PO=YM(JY/YN(J)

WRITE(3842)JeYNIJ)sYM(U) PO (X(IsJ)e1=24K)

FORMAT(1X91442X 92FBe29F1065e5F1747)

FORMAT (' ENSAIO' 94X s 'YN' 96X 'YM' 35X 9 'PROP ' s10X o™ X{1)'s1l3Xs'X(2)")
IF(KLG)Y319301+302 .

GO TO (31093204+330) kLG
DO 311 I=2,4K
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3
320
321
330

331
301

140

150

221

222
224
223

151

802
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DO 311 J=1N
X{19J)=0e43429448%ALOGIX(14J))
GO T0O 301

DO 321 1=24K

DO 321 J=1,N
X({1eJd)=ALOG(X(19J))
GO 70O 301

DO 331 I=2,K.

DO 331 J=1N
YATeJ1=SQRT(X{1sJ))
CONTINUE

ACRESCIMO DE UMA COLUNA DE 1'S NA MATRIZ X

DO 140 J=1N
X(IOJ)=10

METODO DE BERKSON - MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS DOS LOGITOS

DO 150 I=10K

C{1)=0,

DO 150 L=1,K

2(1sL) =0,

SY=0,

SQY=0.,

SF=0.

SQRG=0,

DO 151 J=1sN

PeYM(J)/YN(J) '\
IFIR)I95042214222 .
P=le/(2e%#YN(J)) ’
GO TO 223
IF(P=1412234224+950
P=1.-1./(2.*YN(J))

CONTINUE

Y=ALOG(P/(1le=P))
FYN(J)*P* (1 ,=P)

SF=SF+F

SY=SY+Y*F

SQY=SQY+Y*Y*F

DO 151 1=1,K
ClIV=ClEY+X (19 J)RYNF

DO 151 L=1sK
Z(IQL)=Z(I9L)+X(IOJ)*X(L'J)*F
Mal

DO 2 I=1,K

DO 2 L=1,sK

AMY=Z2(T,L)

Mz=M+1

CALL MINV(AsKsDoLLINN)

M=]

DO 802 1I=1,K

DO 802 L=1,K

Z{LsL)=A(M)

M=M+1

DO &4 1=1,K

B(1)=0,

DO 3 L=l,yK
RII)=B(I)+Z(1sL)*C(L)
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SQRG=SQRG+B(11#C(1)

SQRES=S0Y=~SQRG ;
SQY=SQY=SY#SY/SF *
SQRG=SQORG=SY*SY/SF

R2=SGRG/SQY

GL=N=K

QMRES=SQRES/GL

DO & I=1,K

'V(I)'SQRT(Z(I’I)*QMRES)A

WRITE(3+34)

WRITE(35202) (XNOME(1)s1= 1920)

WRITE(39103)

FORMAT (4X s *DADCS DE RESPOSTA QUANTICA-LOGITO- P=1/(14EXP(~XB)) ")
WRITE(3435) -

CWRITE(3471)N

71
80
72
20

73
74
76

75

231

232
234
233

235

6
15
16

FOQMAT(ZXO’NUMERO DE ENSAIOS"OI3)
WRITE(3935).
WRITE(3,80)
FORMAT (' AJUSTE PELO MET.DE BERKSON-MINoQUADRoLOGITOS PONDERADOS!')
WRITE(3935) :
WRITE(3972)
FORMAT (' ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS E DESVIOb PADROES ')
WRITE(3920)(B(I)sI=1,K) .
WRITE(3420)(V(I)sl=1,K)
FORMAT (2X95F20,10)
WRITE(3935)
WRITE(3473)50QY
FORMAT (' SOMA DE QUADRADOS TOTAL DOS LOGITOS”"FZO.IO)
WRITE(3974)SQRES
FORMAT (' SOMA DE GUADR, RESIDUAL DOS LOGITOS",FZO 10}
WRITE(3976)QMRES ~ .
FORMAT(' QUADRADO MEDIO RESIDUAL DOs LOGITOS"’FZO.IO)
WRITE(3s75)R2
FORMAT (' COEFICIENTE DE DETERMINACAO"DBX’FZOOIO)
WRITE(3435)
WRITE(3916)
0QY=0.
QQ=0,
DO 6 J=1,N
PO=YM(J)/YN(I)
P=YM(JY/YN(J)
1F(P)9504231+232
P=le/(24%YN(J))
GO TO 233
1F(P=1,12334,234,4950
P=le=1la/{24%YN{U)}
CONTINUE
Y=ALOG(P/(14=P))
YE=0.
DO 235 1=1,K
YE=YE+B(1)#X(]sJ)
PE=le/(le+EXP(=YE))
QQAY=00QY+YN(J ) #P% () q=P )% (Y=YE ) *2%2
0Q=Q0+(YN(J)/(PE*(1e=PE)))#{PO«PE)%%2
WRITE(3915)J9X(29J)9YN(J)sYM{J)»POSPEsSYSYE
CONTINUE
FORMAT(2X91397F1647)
FORMAT (' ENSAIO's5Xs ' X(1)"48Xs'YN=NOJEXPOSTO' s3X s ' YM=NCLAFETADO »4

1X9 "PROPGAFETADA' 93X s ' PROPSESTIMADA' 95X ' LOGITO OBSe'95Xs'LOGITO ES

L
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2Te ") ,
WRITE(3435)
WRITE(3418)
18 FORMAT(5Xs '5404PONDLRESDAS PROPORCOES')
WRITE(3,20)0Q :
WRITE(3435)
© WRITE(2,918) . '
918 FORMAT(5X»1540sPOND+RES. DOS LOGITOS!)
 WRITE(3,20)Q0Y
WRITE(3435)
WRITE(3,800) , o
8O0 FORMAT(' ESTIMATIVAS DAS VARs E COVAR.s DAS EST. DOS PARAMETROS!)
DO 821 I=1,K o =
821 WRITE(3+20) (Z{1sL)sLalsK)
© WRITE(3435) :
Q0Y=0QY /6L
WRITE(34903)0QY :
903 FORMAT(* (S.Q.RES.POND.LGTS)/(GRAUS DE Lxs.)-'.on.lo)
WRITE(335)
. WRITE(2,812)
B12. FORMAT (! ESTeDAS VAR.E COVAReDAS ESTeDOS PARAMETROS com’ CORRECAO P -
1ELO QUI=QUADReLGTS/(GReDE LIBe)")
DO 831 I=1.K
DO 832 L=1,K
832 2(1,L)=Z(1,L)%QQY
831 WRITE(3520)(Z¢1sL)sLelsK)

VARIANCIAS DAS EST. DOS LOGITOS E DAS PROBABILIDADES ESTIMADAS
NO METODO DE BERKSON

‘ IF(KVE)31’901’902
902 WRITE(3435)

WRITE(3+913)
913 FORMAT(! ENSAIO‘93X9'PROP.ESTIMADA'97X"S(P ESTe) S(P ESTe)CORRS!
1011X9'LOGITO ESTe. S(LGT EST.) S(LGT EST.)CORRe!')

904 FORMAT(2X+1392X93F160T796Xe3F1l6e7)
DO 905 J=1N
PO=YM{J)/YN(J)
P=YM({J)Y/YN(J)
IF(P195049314932

931 P=le/(24%YN(J))
GO TO 933

932 IF(P=14)933,9344950

934 P=le=1e/(2e%YN(J))

933 CONTINUE
Y=ALOG(P/(1e=P))
VYC=0oe
YE=0,
DO 906 I=1,K
YE=YE+B(I)#X(1sJ)
DO 906 L=1,K

906 VYC=VYC+HX{ToJ)X{LyJ)HZ(THL)
PE=le/(1le+EXP(=YE})
VPC=VYC#(PE*(1,~PE))%#%2
VY=SQRT(VYC/QQY)
VP=SCRT(VPC/QQY)
VPC=SQRT{(VPC) '
VYC=SQRTI(VYC)

905 WRITE(39904)JePEIVPIVPCHIYESVY»VYC
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63

CONTINUE .
FORMAT(/) -

 WRITE(3,36)

81
55

152

154

153

'METODO DOS MIN. QUADR. NAO LINEARESv.PROCESSO ITERATIVO

WRITE(3,81) - ' -
FORMAT(' METODO DOS MINIMOS. QUACR. PONDERADOS NAO LINEARES-PROCESS -

10 ITERATIVO!)
CONTINUE

DO 152 I=14K
C(1)=0,

DO 152 L= IDK
2{1sL)=0,

DO 153 JU=1,N

PO= YM(J)/YN(J)

YE=0, .

DO 154 1I=1,K

YEzYE+B(II*X({1,J)

PE= 1./(1.+FXP(-YE),

DO 153 [=1,K
C(I)’C(I)+YN(J)*X(IOJ)*(PE-PO)*(2.*90*PE-PO*PE)/(PE*(IO‘PE))
DO 153 L=1,4K

HELP=PO*PO+PE*PE+2o*pO*Pf*(PO*PE“PO -PE)
Z(IOL)SZ(IOL)+YN(J)*X(I0J)*X(L9J)*HELP/(PE*(I.-PE))
M=z}

DO 77 1=1,K

DO 7 L=1,K

A(M)=Z(],L)

Mz=M+1

CALL MINV(A’K’D’LL’NN)

APR=0.

. M=)

52
53

54

51

DO 8 [=1,4K

DB{1)=0,

DO 9 L=1,yK
DB(I)=DB(I)+A(MI*C(L)
M=M+}
APR=APR+ABS(DBIII/VI(1))
APR=zAPR=,4,1E=05
WRITE(3920)(DB(I)el=1+K)
CALL DATSW(1,1D)

GO TO (5152)91D
IF(APR)S51951953
CONTINUE

DO 54 @=1,4K
B(1)=B(1)+0B(1)

GO TO 85

CONTINUE

WRITE(3435)

WRITE(34934)
WRITE(3420)(DB(1I)sl=1+K)
WRITE(3935)
WRITE(39102)(XNOME(I)s1=1420)
WRITE(3,103)

WRITE(3481)

WRITF(3935)

WRITE{(3»71)N

WRITE(3935)
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82

241

242

244
243

245

21

64

WRITE(3,82)

FORMAT (' ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS')
WRITE(3420)(B(I)slal4K) :
WRITE(3435)

WRITE(3o16)

QQ=0.

DO 21 J=1sN

PO=YM{JI/YN(J)

P=YM(J)/YNCJ)
IF(P)95042414242
Pzls/(2e%YN(U))

GO TO 243
IF(P=141243+244,950
Pele=le/(24%YN(J))
CONTINUE :
Y=ALOG(P/(1e=P))
YE=0,

DO 245 1=21,K °

YE=YE+R(1)#X([,J)

PE=1le/(1e+EXP(=YE)) .
QQ=QQ+(YN(J)/(PE*(11-P€)))*(PO-PE)**Z_
WRITE(3915)J9X{29JYsYN(J)sYM(J)9POLPESYSYE

- WRITE(3,35)

WRITE(3,18)
WRITE(3,20)Q0Q

- WRITE(3,36)

.91
556

652

654

653

507

807

METODC DA MAXIMA VEROSSIMILHANCA.PROCESSO ITERATIVO

WRITF(3091) :
FORMAT (' METODO DA MAX.VEROSSIMILHANCA:PROCESSO ITERATIVOY)
CONTINUE

N0 652 1=14K

C(1)=0,

DO 652 L=l,sK

2{14L)=0,

DO 653 J=1lyN

PO=YM(JIY/YN(J)

YE=0o

DO 654 [=14K

YE=YE+B(1)%#X(]4J)

PE=le/(1,+EXP(=YE))

DO 653 1=14K

CUINV=C{II+X (T sJIRYN(J)*(PO=PE)

DO 653 L=19K

2(1sb)= Z(IoL)+x(I’J)*X(L'J)*YN(J)*PE*(lo-PE,
M=1

DO 507 I=1’K

DO 507 L=lsK

A(MY=Z(T L)

M=zM+1

CALL MINV(ASKsDsLLINN)

APR=0,

M=}

DO 807 l=19K

DO 807 L=lsK

Z{1sL)=A(M)

M=M+1

DO 508 l=14K
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DB(1)=0

DO 509 L=14K
509 DB(1)=DB(I)+Z(1sLi%C(L)
508 APR=APR+ABS(CB(I})/VI(I))

- APR=APR=-,1E=05
WRITE(3+20)(DB(1)s1=19K)
CALL DATSW(241D) -

GO TO {5514552)+1D
552 IF(APR}Y5514551,553 -
553 CONTINUE . -

DO 554 I=1sK
554 R(1}=B(1)+DB(I)

GO TO 555
551 CONTINUE
* WRITE(34+35)

. WRITE(3434)
wPITE(BOZO)(DB(I)oI =19K)
WRITE(3935)
WRITE(30102)(XNOME(I)9I=1020)
WRITE(39103)

WRITE(3,91)
WRITE(3+35)
WRITE(3,71)N
WRITE(3+35)°
WRITE(3+82)
WRITE(3»20)(B(I)sl=19K)
WRITE(34935)
WRITE(3416)
QQ=OO
DO 521 J=19N
PO2YM(J) /YN(J)
P=YM({J)/YN(J)
IF(P)950s 741742
T41 P=le/(2+%YN(J))
GO TO 743
T42 IF(P=14)74347444950
Ta4 Pzle=1e/(2:%YN(J))
743 CONTINUE
Y=ALOG(P/(14=P))
YE=Q,
DO 745 1I=1,K
745 YE=YE+B(1)#X(IsJ)
PE=1e/(le+EXP(=YE)})
OQ=QQ+(YN(J)/ (PE*¥(1+=PE)) ) %{PO=PE)*#%2
521 WRITE(3915)J0X(20J)oYN(J)|YM(J)'PO 'PEsYYE
WRITE(3435)
WRITE(3+18)
WRITE(3,20)QQ
WRITE(3435)
WRITE(34800)
DO 822 I=1sK
822 WRITE(3920)(Z(IsL)sl=1yK)
WRITE(3435)
Q0Q=Q0/GL
WRITE(3,823)QQ
823 FORMAT(!' (SeQeRES«POND,PROP4)}/(GRAUS DE LIBs)='9F20.10)
WRITE(3435) )
WRITE(3+826) _ '
826 FORMAT(' EST, DAS VAR, E COVAR, DAS EST. DOS PARAMETROS COM CORREC
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. 825

824

912

916

915

911

950
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1A0 PELO QUI=QUADRsPROP+/(GRs DE LIBas) ")
DO 824 1=1,K B ' '
DO 825 L=1sK _

Z(ToL)=Z(1sL)*Q0

WRITE(3520)(Z(1s L)oL=1-K)

VARIANCIAS DAS ESTe DOS LOGITOS E DAS PROBABILIDADES EST!MADAS
PELO METODO DE MAXe VEROSSIMILHANCA

IF(KVE)3199119912
WRITE(3535)
WRITE(39913).

DO 915 J=1sN -
VYC=0e¢ )
YE=0,

DO 916 1=1,K

CYESYE+B(I)%X(1eJ)

DO 916 L=1sK
VYCEVYCHX (T o) #X (Lo J)*Z(TsL).
PE=14/(1¢+EXPI=YE))

VPC=VYCH (PE#(14=PE) ) #%2
VP=SORT(VPC/QQ)

VY=SGRT (VYC/QQ)

VPC=SQRT (VPC)

VYC=SQRT (VYC) | '
WRITE(3+904)JsPEsVPsVPCyYESVYsVYC
CONTINUE

WRITE(3436)

GO TO 100

PAUSE 7777

PAUSE 7777=HA PROPORCAO OBSe NEGATIVA OU MAIOR DO QUE UM
GO TO 100

CALL EXIT

END
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- 20

25

30
35

38

40
45
46
48
50
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SUBROUTINE MINV(AsNsDsL oM)
DIMENSION A(l)eL(l)sM(l)
D=1.0

NK==N .

DO 80 K=1sN

NK=NK+N '

L(K)=K

M(K)=K

KK=NK+K

BIGA=A(KK)

DO 20 J=KsN

" IZ=N%(J=1)

DO 20 I=KsN
1J=1Z+1

IF({ ABS(RIGA)= ABS(A(IJ)))159?0o20
BIGA=A(1)

LiK)=1

M{K)=J

CONTINUE

J=L(K) ,
IF(J=K) 35435425
KI=K=N

DO 30 I=1N
KI=KI+N
HOLD==A(K1)
JI1=K1=K+J
A(KI)I=A(JI)
A(JI)=HOLD

[=M{K)

IF(1=K) 45345938
JP=N#*(1=-1)

DO 40 J=14N
JK=NK+J

JIz=JP+J
HOLD==A{JK)
ACJKY=A(JI)
A(JI)=HOLD
IF(ABS(BIGA)=1,E-20)46946948
D=0,60

RETURN

DO 55 I=14N
IF(I=K) 50355450
IK=NK+1
A(IKI=A(IK)/(=~BIGA)
CONTINUE

DO 65 1=14N
IK=NK+1
HOLD=A(1IK)
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70
75
80
100
105

108

110
120

125

130
150

1J=1=N
DO 65 J=1sN

TJ=TJ+N

IF(I=K) 60165460
IF(J=K) 62465462
KJd=lJ=1+K :
ACTJ)=HOLD*A(KJ)+A(TY)
CONTINUE

KJ=K=N

DO 75 J=1eN

KJ=KJ+N

IF{J=K) 7075470
AlKJI)=A(KJI)/BIGA
CONTINUE =

‘D=D*BIGA

A(KK)=1e¢0/BIGA"
CONTINUE

K=N :

K=(K=1)

- IF(K) 15041504105

I=L(K}
IF(I=K) 120+120,108
JA=N*(K=1)

"JR=N*(]-1)

DO 110 J=1,N
JK=JQ+d
HOLD=A{JK)
JI=zJR+J
A(JK)I==A(J])
A(JI)=HOLD

J=M(K)

IF(J=K) 100+100,125
KI=K=N

DO 130 I=14N
KI=KI+N

HOLD=A(KI)
JI=KI=K+J
A{KI)==A({J])
A(JI)=HOLD

GO TO 100

RETURN

END
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