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Abstract

This work deals with control sets and chain control sets for semigroup actions. It is
divided in seven Chapters. Chapter 1, revises the results on control sets which will be
nedded in the development of this work. It also gives a table showing the maximum
number of control sets on the flag manifolds of the real simple non compact Lie groups.
Chapter 2, studies the behavior of the conirol sets in fiber bundles. In Chapler 3 we
determine the maximum number of control sets on the projective spaces. Chapter 4,
analyses controllability of control sysiems where the system semigroup is a subsemigroup
of the simpletic group. In the Chapters 5,6 and 7 we define and study the F-chain control
sets.



RESUMO

Este trabalho trata dos conjuntos controlaveis e dos conjuntos controlaveis por cadeias
para acdes de subsemigrupos de grupos de Lie. Ele é dividido em sete capitulos. No
Ca.p{t.ulo 1, apresentamos uma revisio dos resultados sobre conjuntos controliveis que
serao necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. Exibimos também uma tabela como
mimero méaximo de conjuntos controlaveis nas variedades flag dos grupos de Lie simples
reais e nao compactos. No Capitulo 2, estudamos como se comportam os conjuntos
control4veis em fibrados. No Capitulo 3, determinamos o niimero méximo de conjuntos
controldveis nos espacos projetivos. No Capitulo 4, analisamos a controlabilidade de
sistemas de controle onde o semigrupo do sistema € umn subsemigrupo do grupo simplético.
Nos Capitulos 5,6 e 7 definimos e estudamos os conjuntos controlaveis por F-cadeias.
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0.1 Introducao

Um conceito fundamental nas teorias de controle € o de semigrupo de transformagtes
definido pelo fluxo de um sistema de conirole. Este semigrupo é conhecido como semi-
grupo do sistema. Muitas questoes relacionadas ao sistema de controle, inclusive a de
sua controlabilidade, dependem somente da agdo do semigrupo do sistema. Assim, essas
questées podem ser abstraidas para um contexto mais geral onde se consideram agdes
arbitrarias de semigrupos. FEsse procedimento nos properciona uma interrelagao [rutifera
entre as teorias de semigrupos de Lie e a de sistcmas de controle (como fonte de referéncia
veja [17, 18] ).

Recentemente, o estudo do comporlamento assintético das trajetorias de controle,
que sio dadas através da agao do semigrupo de controle, tem sido importante no en-
tendimento dos aspectos dindmicos dos sistemas de controle. Este estudo foi feito por
F.Colonius e W Kliemann em [8, 9, 10, 11, 12]. Ali, muitos dos conceitos usuais em
sistemas dindmices tals como conjuntos limite, conjuntos de recorréncia, recorréucia por
cadeias, transitividade topolégica ¢ decomposi¢ao de Morse sdo analisados para um sis-
tema dinAmico obtido a partir do sistema de controle. Um dos principais conceilos
ntilizados no entendimento dos aspectos dinamicos dos sistemas de controle sao os de
conjuntos controliveis e conjuntos controlaveis por cadeias. Um conjunlo controlavel é
um subconjunto do espago de fase onde o sistema é controlavel, ou semelhantemente,
um subconjunto onde o semigrupo de controle age transitivamente {veja Definigdo 1).
Um conjunto controlavel por cadeias é um subconjunto tal que dois quaisquer de seus
pontos podem ser ligados por cadeias construidas a partir da agao do semigrupo de cont-
role {veja Definigao 6). As nogoes de conjuntos controldveis e conjuntos controldveis por

cadeias podem ser abstraidas para semigrupos arbitrarios, e em particular para agoes de
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subsemigrupos de grupos de Lie em seus espagos homogéneos.

Neste trabalho tratamos, principalmente, das acbes de subsemigrupos de grupos de
Lie semisimples em seus espagos homogéneos. Estamos particularmente interessados nos
conjuntos controldveis e nos conjuntos controlaveis por cadeias para estas agoes.

San Martin L.A.B. e Tonelli P.A. estudaram em [29] {veja também {25, 31}) os conjun-
tos controlaveis para agdes de semigrupos de grupos de Lie semi-simples, nas variedades
flag destes grupos { Fronteiras de Furstenberg ). A analise destes conjuntos controlaveis
mostrou-se uma ferramenta util ao entendimento de algumas propriedades dos semigru-
pos nos grupos de Lie semisimples. Por exemplo, em [29} um subgrupo W(S} do grupo de
Weyl W do grupo de Lie G foi construido a partir de um semigrupo S C & com interior
nao vazio em (. O subgrupo W(S} determina o nimero de conjuntos controlaveis nas
variedades {lag de G e o ntivero de tais conjuntos € dado através de um espago quociente
duplo envolvendo W(S). Além disso, W(S) descreve exatamente o tipo dos eleruentos
diagonalisiveis que podem ser encontrados no interior do semigrupo. Nosso trabalho ¢
baseado no contexto adotado em {25, 29, 31].

Aqui, apresentamos resultados adicionais sobre conjuntos controlaveis e definimos
conjuntos controldveis por cadeias para agoes de semigrupos em geral. Buscamos também
obter resultados como os de San Martin L.A.B. e Tonelli P.A. [29] para os conjuntos
controldveis por cadeias.

Existe, entretanto, uma questio hésica envolvendo a defini¢ao formal de um conjunto
controldvel por cadeias. Definimos um conjunto controlavel por cadeias como um sub-
conjunto tal que seus pontos podem ser ligados por cadeias no semigrupo (veja Definicio
6 abaixo). Entretanto, nio é realistico tomar cadeias arbitrarias no semigrupo. Isto, por
um lado trivializaria este conceito, e por outro lado nao cobriria o conceito de conjun-
tos controldveis por cadeias para sistemas de controle. No caso de conjuntos controlaveis
para sistemas de controle necessitamos que as cadeias envolvam trajetérias do sisterna em
tempo suficientemente grande. Assim, definimos a nogiio de conjuntoes controlaveis por

F-cadeias onde F é uma familia de subconjuntos do semigrupo. Ao contrario dos conjun-



tos controlavets, os conjuntos controlaveis por cadeias nao sio definidos intrinsecamente,
mas dependem da familia F.

Analisamos os conjuntos controlaveis por F-cadeias para agdes de semigrupos em
espacos homogéneos e em especial no caso das variedades flag. Nossa técnica princi-
pal é baseada no fato de que é possivel obter os conjuntos controlaveis por F-cadeias
como intersecgoes de conjuntos controlaveis para semigrupos gerados por subconjuntos
do semigrupo original. Aplicanos, enldo, os resultados de [29] de modo a definir um
subgrupo Wx(S) do grupo de Weyl que nos fornece o nimero de conjuntos controlaveis
por F-cadeias nas variedades flag.

Quanto aos conjuntos controlaveis, eles foram estudados, nos espacos projetivos por
F. Colonius e W. Kliemann em [10]. Um dos resultados desse artigo é o de que se o somi-
grupo S é um semigrupo de controle entao existem no méaximo n conjuntos conjuntos
controldveis para S em RP"' (veja [10] Teorema 3.10). Com as hipéteses assumidas em
[10] (acessibilidade local), o semigrupo de controle tem interior ndo vazio no grupo do
sistema e o grupo do sistema age transitivamente no espago projetivo. O resultado men-
cionado acima é obtido em [10] pela analise das decomposi¢des espectrais dos elementos
de 5. No Ca.pftulo 3 deste trabalho, melhoramos a estimativa do ndmero méximo de con-
juntos controlaveis dada em [10]. Utilizamos, entretanto, outra técnica na determinagio
do mimero méaximo de conjuntos controlaveis. Essa técnica é baseada nos resultados de
[29] sobre o niimero de conjuntos controlaveis em variedades flag para subsemigrupos de
grupos de Lie semi-simples. Consideramos subsemigrupos de grupos de Lie lineares, (5,
transitivos nos espacos projetivos. Um grupo de Lie G linear e transitivo no espaco pro-
jetivo é redutivel e, portanto, quase semisimples. Uma lista desses griupos nos é fornecida
em [6, 7]. Com ajuda desta lista [azemos uma analise, caso a caso, dos griupos transi-
tivos e determinamos o nimero maximo de conjuntos controldveis. Em cada caso existe
uma fibragao do espago projetivo, que é um espago homogéneo de G, numa variedade
flag de GG. Esta libragao define um fibrado principal com grupo estrutural compacio.

Assim, o nimero de conjuntos controlaveis no espago projetivoe coincide com o nimero



de conjuntos controldveis numa variedade flag. Dessa maneira, utilizando os resuliados
de [29] obhtemos o nimero maximo de conjuntos controliveis no espago projetivo para
subsemigrupos de interior ndo vazio em (¢. Segue-se entdo que a estimativa é n, como
em [10], em alguns casos, porém em outros ela cai para n/2 ou n/f4.

Em [27] San Martin L. estudou a controlabildade global de sistetnas de controle a
tempo discreto da {forma

Tomtl — 6A+HB$ma m Z 0

onde z,, € I*, A e B sao matnrizes em sl(n, R), a lgebra de Lie das matrizes de trago
zero, e u assume qualquer valor real. Por controlabilidade global queremos dizer a ating-
bilidade a partir de qualquer estado inicial zg # 0 de qualquer estado final & # 0 através
de iteragdes do sistema. Mostrar controlabilidade global é equivalente a mostrar que o

semigrupo do sistema que é
15’ — {6A+1115...6A+1f.m8 S = R,Tn 2 1}

¢ todo o Sl(n, R}). Isto é equivalente a mostrar que S ndo é de um determinado tipo
(veja [27} Teorema 2.2). Em [27] sdo dadas condigdes sobre as matrizes A e 3 de modo
que o sistema se torne globalmente controlavel. Neste traballio mostramos resultados
semelhantes aos de [27] para o caso em que A e B sio matrizes na lgebra de Lie do
grupo simplético. Neste caso o semigrupo do sistema € um subsemigrupo do grupo
simplético. Para fazer isto precisamos determinar os flags minimais do grupe simplético
que sio as grassmanuianas dos subespagos sotrépicos. Apresenlamos tambeém condigoes

sobre controlabilidade de sistemas de controle bilineares do tipo
t=(A+uB)z

No caso em que A e B sao matrizes em sl(n, R) Gauthier, J.P. ¢ G. Bornard em
[15] deram condigdes sobre estas matrizes para que o sistema bilinear seja controlavel.

Utilizando a mesma técnica de demonstracio que San Martin L.A.B. em [27] e admitindo
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que A e B sho matrizes na dlgebra de Lie do grupo simplético, determinamos condigdes
sobre as matrizes A e B para que o ststema bilinear seja controlavel.

De maneira detalhada, o contetido dos capitulos é o seguinte:

No Capftu]o 1, definimos coujuntos contlrolaveis para agdes de semigrupos e apre-
sentamos alguns resultados necessarios ao desenvolvimento deste trabatho. Apresenta-
mos também wma revisio dos principais resultados sobre conjuntos coutrolavels para
agoes de subsemigrupos de grupos de Lie semisimples nas suas variedades {lag (Fron-
teiras de Furstenberg). Finalimenle, os diagramas de Satake nog possibilitam apresentar
uma tabela onde € dado o mimero maximo de conjuntos controlaveis nas variedades flag
dos grupos de Lie simples reais e ndo compactos.

No Ca.l)ftltlo 2, estudamos como se compottamn os conjuntos controlaveis, para a acio
de um semigrupo, em fibrados principais e seus ﬁbl‘aﬂos associados. Demonstramos que
a interseccao do conjunto de transitividade, do conjunto controlavel no espago total do
fibrado associado a um fibrado principal, com uma fibra é o conjunto de transitividade de
algum conjunto controlavel na fibra. Mostramos também que no fibrado associado a um
fibrado principal, com fibra tipica um flag maximal, o nimero de conjuntos controlaveis
nas fibras é sempre o mesmo.

No Capftulo J, determinamos o mimero maximo de conjuntos controldveis nos espacos
projetivos para a ac¢ado de subsemigripos de um grupo de Lie linear que é transitivo no
espago projetivo.

No Ca.pftulo 4, analisamos a controlabilidade de sistemas bilineares e controlabilidade
global de sistemas de controle a tempo discreto. Em ambos os casos o semigrupo do
sistema & um subsemigrupo de grupo simplético. Mostramos que os {lag mintmais do
grupo simplético sdo as grassmannianas dos subespagos isotrépicos e determinamos a
variedade aberta e densa que aparece na decomposi¢io de Bruhat dessas variedades.

No Capitule 5, discutimos o conceito de Conjuntos Controlaveis por Cadeias para
acoes de subsemigrupos de Grupos de Lie em Espagos Homogéneos. Eslendemos esta

N0¢a0 para semigrupos que nio provém necessariamente de um Sistema de Controle.



Além disso, apresentamos alguns resultados sobre conjuntos controlaveis por cadetias.

No Capf tulo 6, caracterizamos os conjuntos controldveis por cadeias como intersecgoes
de conjuntos controlaveis para semigrupos gerados por vizinhangas de 5. Apresenta-
mos também alguns resultados sobre conjuntos controliveis por cadeias em fibrados.
Mostrameos ainda, que se ¢ é um ponto fixo para um elemento no fecho de um semigrupo
entdo x pertence a um conjunto controlavel por F, -cadeias. Além disso, apresentamos
um resultado que nos diz onde reside o w-limite de um ponto num espago homogéneo
compacto em relagio a agio de um elemento no fecho de um semigrupo.

No capftulo T, utilizamos a caracterizagdo dos conjuntos controlaveis por cadeias como
intersecgio de conjuntos controlaveis para determinar o niimero de conjuntos controlaveis
por cadeias , efetivos, numa variedade flag. Obtemos, também, informagoes sobre a ge-
ometria do conjunto controldvel por cadeia que contém o conjunto controlavel invariante.
Além disso, apresentamos alguus resuttados que nos dizem quando um semigrupo é tran-

sitivo por cadelas numa variedade flag.
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Capitulo 1

Conjuntos Controlaveis

Neste trabalho estamos interessados nos conjuntos controldveis para acdes de semigru-
pos em espagos homogéneos. Portanto, neste capi'tulo,_ fazemos uma revisio dos principais
resultados sobre conjuntos controlaveis em espages homogéneos.

Definiremos conjuntos controldveis e apresentaremos alguns resultados necessarios ao
desenvolvimento do trabalho.

Posteriormente, apresentaremos uma revisio dos principais resultados sobre conjun-
tos controlaveis para agbes de subsemigrupos de grupos de Lie semi-simples, nas suas
variedades flag {Fronteciras de Furstenberg).

Em [29] s3o dados exemplos dos grupos Si(n, R) e Sp(n, R), onde se delerminam o
nimero maximo de conjuntos controlaveis nas variedades flags destes grupos para a agio
de um subsemigrupo qualquer de interior ndo vazio. Na dltima segio deste capitulo,
exibimos wna tabela que nos da o nimero maximo de conjuntos controlaveis nurna var-
iedade flag de um grupo de Lie simples real ¢ ndo compacto para a a¢do de um semigrupo

de interior no vazio contido neste grupo.

1.1 Preliminares sobre conjuntos controlaveis.

Nesta segdo definiremos conjuntos controlaveis para agbes de semigrupos e apre-
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sentaremos alguns resultados que serao utilizados posteriormente neste trabalho. Veja
18,9, 10, 11, 12] para resultados sobre conjuntos controlaveis para sistemas de controle e
[29, 31, 33] para conjuntos controlaveis para agdes de semigrupes.

Para isso, sejam S wmn semigrupo e M uma variedade. Suponhamos que § age em M

como um semigrupo de difeomorfismos.

Definicao 1 Um conjunto controldvel para S em M ¢ um subconjunto D C M que

salisfaz
1. intD £ @,
2.¥Vee D,D C fe(Sz) e
3. D é maximal satisfazendo estas propriedades.

Segue-se imediatamente da condigao 3 que dois conjuntos controlaveis ou sao disjuntos
ou coincidem.

Admitiremos inicialmente que S é acessivel, ou seja, int(Sz) # O para todo z €
M. Suporemos também que int(S 'z) # 8. Pela condigéo 2 os conjuntos controldveis
sdo subconjuntos onde o semigrupo é aproximadamente transitivo. Esta transitividade
aproximada pode ser melhorada para transitividade exata dentro de um subconjunto

denso de D como segue: Seja
Do={z e D:z¢€mt(Sz)Nint(S'z)}.

Proposigao 1 Suponha Dy # 0. Entdo sdo verdadeiras:
1. D C int(S'z) para todo z € Ds.
2. Do = int(S'z) Neni(Sz) para todo x € Dy
3. Para quaisquer z,y € Dy existe g € 5 com gz = y.

4. Dg é denso em D



5. Do € S-invariante em [}, no seguinte sentido: Se h € S,z € Dy e hz € D entao

hr € Do

Demonstragio: 1. Tomemos y € D ez € Dy. Como z € D e z € ini(S™'z) temos
que int(S~'z) N D # 0. Desde que y € D e int(.57'z) é uma vizinhanga de = temos por
2. na defini¢do de conjunto controlivel que existe ¢ € S tal que gy € int(S~ 7). Dai
y € g7 lint(S1z) C int(S ).

2. Sejaz € Dy e y € int(Sz)Nint(S ). Entho r € Syex € Sy . Dal Sz C Sy e
S~z C 87y o que implica em nt(Sz) C nt(Sy) e int(S1z) C tnt(S~1y) . Portanto,
y € nt(Sz) N ni(S~ ') C ni{Sy) Nini(S~'y) e y € Dy . Reciprocamente, se T,y €
Dy entdo por 1., y € int(S'2) e x € ini(S'y). Logo existe g € S tal que gz = y. Como
z € int(Szx) temos que y = g € gind(Sz) C int(Sz). Portanto y € int(Sz) N ini(5 ')
e Dy C int(Sz) Nint(S~'z).

3. Segue imediatamente de Do C int(Sz)} N int{S~1z).

4. Tomemos z € Dy, Como Dy = ini(Sz)Nint(S~'z) e int(Sz) e int(S™'x) sao abertos
temos que feDo = fe(int(Sx)) N int(S~'z). Mas, por 1. temos que D C int(S~1z). Por
outro lado D C fe(Sz) C fe(Smni(Sz}) C fe(int(Sx)). Portanto D C feDy e Dy é
denso em D.

5. Seja h € S,z € Dg e suponha que hz € D. Como z € nt(Sz) temos que
hr € int(S5z) .Temos também por 1. que hz € ni(S~'z), e portanto hr € ini{Sz) N
int(S'z) = Do.O

Definigao 2 Definimos Dy come o conjunto de transitividade em D . D serd dilo um

conjunio controldvel efelivo se Do # .

Convém observar que se a vartedade M ¢ homogénea e se § € um subsemigrupo de um
grupo de Lie G e se § tem inlerior nio vazioentdo {r € D:z € (intS)zs} ={z € D:x ¢
int(Sz) Nint(S~'z}}. De fato, se x € (indS)z entdo z € (int.S)zx N (intS) tz que é um
aberto contido em int(Sx) N int(S~'z). Reciprocamente, seja z € int(Sz) N int(S'x)

ex € D. Entdo, como {z € D : z € {(intS)z} é denso em D existe y € {x € D :
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z € (intS)z} tal que y € ni(S ') e dai existe ¢ € S tal que gy = z. Por outro lado,
existe b € intS tal quc hx = y. Assim hgr = 2 com hg € intS e x € (intS)z. Assim,
podemos definit Dy = {z € D : = € (intS)z} como foi feito em [29] Proposicio 2.2.
Neste caso temos tamnbém quc uma propriedade adicional satisfeita por Dg é a de que
Dy = (intSYDN D.

Observemos que para. sistemas de controle invariantes & direita, que salisfazem a
propriedade de acessibilidade local, todo conjunto controldvel é efetivo. De fato, neste
caso o semigrupo de controle tem interior ndo vazio e sabe-se que a identidade 1 €
Je(intS). Portanto, se z € intD temos que (intS)xn D £ @ e dai Dy = (intS)DND £ 0.

Incluiremos, aqui, informacdes sobre os conjuntos controlaveis invariantes. Para uma

discussio detalliada do assunto indicamos [25].

Definicao 3 Um conjunto coniroldvel invariante para § em M € um conjunto controldvel

C em M,C £ B que ¢ invarianic pela acdo de S, ou seja, sex € C e g € S entdo gz € C.

Sabemnos de [25] que se S € um semigrupo de interior nao vazio agindo num espago
homogéneo compacto G/ H ,entao, todo conjunto controlavel invariante é efelivo e Cp =
(1ntS)C. Neste caso, existe um niitmero finito de conjuntos controldveis invariantes e eles
sao fechados.

Observemos que os conjuntos controliveis podem néo existir para ag¢des de semigrupos
em espagos homogéneos quaisquer. Tomemos, como exemplo, o semigrupo das translagées
{g9:9(x) == +1t:t> 0} agindo na reta real.

Temos, entdo, a seguinte proposigio sobre a existéncia de conjuntos controliveis in-

variantes e que esta demonstrada em [1].

Proposigac 2 Suponha que
C= (] fe(Sz) #9.

:rEﬂ/.f

Intao (' € o unico conjunto conlroldvel invariante para S em M. O

Relacionado ainda & existéncia de conjuntos controldveis, temos o seguinte resultado
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Proposigao 3 Suponhamos que g € S ¢ seja ) um conjunto minimal para a agio de
g em M. Entdo existe um conjunto controlavel D) para S em M tal que @ C D, Além
disso, sc M € homogénea ¢ g € inlS entdo § C intD. Em particular, pontos fizros por

g € intS estido no interior de conjuntos coniroldveis.( [33] Proposi¢do 1.3 ). O

Exemplo 1 Sejam G = Sl(n,R) € § C G o semigrupo das malrizes de entradaes ndo
negalivas. Temos que S € um subsemigrupo de inlerior ndo vazio em Sl(n, R) . Consid-
eremos o agio de Sl{n, R) em RP"' dada por g[v] = [gv],v € R* — {0},9 € Si(n, R) ,

aqui [v] € o Subcspago gerado por v 0 conjunlo
C = {[(x1, -y )] € BRP™ | 2; > 0}

correspondente ao primeiro oclanie no espago euclidiano n dimensional € um conjunio
controldvel invarianie para S. Para ver isto, tomemos z = (Z1,..0,@n) € ¥ = (Y1,.o0s Un)
com zi,y; > 0. Defing ¢ = adiag(ya/®1, - yn/Ta) onde o = z1...2./yy..y , temos que
g €S eglz] =[y] . Segue-se entdo que para [z] € intC, feS[z] = C. Como para fodo
[zr) € O, existe g € S tal que g[z] € intC temos que feS[z] = C , e como C € fechado
ele € um conjunio coniroldvel invariante para S em RP™ 1. Pela Proposicio 2, C ¢ o
inico conjunio controldvel invariante. Seu complementar, C~, em RP"! € um conjunio

controldvel para §.

Uma generalizagao do exemplo acima é dada no Exemplo 9.
Terminamos esta secdo com um resultado demonstrado em [27] Proposigao 3.2 que

nos diz quando um conjunto conlrolavel invariante é conexo.

Proposigao 4 Seja G um grupo de Lie, G/H wm cspago homogéneo de G ¢ S C G
. . . ~ . 1 ’ .

um subsemigrupo de inlerior nde vazio. Suponhamos que S € gerado por um subconjunio

conezo ' C G. Seja C um conjunto controldvel invariante para S em G/H e suponhamos

que existam h € I' e x € C com hx = z. Fntdo C ¢ conexo.0



1.2 Conjuntos controlaveis em variedades flag

Apresentatnos a seguir uma revisio os principais resultados sobre conjuntos con-
troldveis para agdes de subsemigrupos de grupos de Lie semi-simples, nas suas varicdades
fag.

Assim, consideraremos, nesta secio, (G um grupo de Lie semi-simples e S C G um
semigrupo de inlerior ndo vazio em (. Consideraremaos, também, o espago lomogéneo
G/H comno uma variedade flag de G, ou seja, H é um subgrupo parabélico de G.

Como referéneia ao leitor temos [34, 36] para a teoria detalhada dos subgrupos
parabdlicos e das variedades [lag. Indicamos também [25, 29, 31] , caso seja necessario &
leitura deste trabalho.

Em [29] estudou-se os conjuntos controlaveis em variedades flag. Ali, os conjuntos de
transitividade dos conjuntos controlaveis foram caracterizados como conjuntos de pontos
fixos de certos elementos em inlS. Aquela caracterizagio nos fornece uma ferramenta
para contar e distinguir os conjuntos controldveis.

A seguir, recordaremnos aqueles resultados.

Seja g a algebra de Lie de (¢ e selecionemos uma decomposicio de Cartan g =k +s
de g, com involugdo de Cartan 0, onde k é uma subalgebra compacta imersa e s seu
complemento ortogonal em relagdo a forma de Cartan-Killing .

Seja a C s uma subalgebra abeliana maximal, que serd chamada subdlgebra euclid-
iana. Temos que a se decompde em camaras de Weyl. Um elemento A € a é dito
euclidiano e se i pertence a alguma camara de Weyl ele é dito euclidiano regular. Escol-
hamos uma camara de Weyl, digamos a*. Associada a esta cimara existe um sistema de
raizes positivas, denotado por A*. O sistema simples de ratzes gerando A+ ¢ denotado
por II.

O conjunto de todas as raizes é denotado por A, e é dado por A = A+ U (—A*).

Para uma raiz o € A, seja g, = {X € g : ad(H)X = a(H)X} sen espaco de raiz.

A subdlgebra nt =Y ca+ g, € nilpotente. Ela fornece a decomposicio de Iwasawa

16



de g
g=k+a+nt

correspondendo & decomposicao global G = KANT, onde K = expk, A = expa e
N* = expn*. O subgrupo A ¢ um subgrupo euclidiano de G. Usaremos a notagao
At = expat e nos referiremos a este subconjunto como uma camara de Weyl em G.
Anélogamente temos a definicdo de elemento euclidiano regular em G.

Para um subconjunto ® C Il denotaremos por FPg o subgrupo parabdlico definido
por ©. Sua dlgebra de Lie é.a subalgebra pg gerada por ng = ¥ cr0Bar € Po é 0
normalizador de pe. A variedade flag associada é Bg = G/Pg. Quando © é vazio o
subscrito € omitido, assim P ¢ um subgrupo parabélico minimal e B = /P ¢ a variedade
flag maximal de (7. Denotaremos por by a origem em G/ P.

Seja M o centralizador de A em K, ou seja,
M ={uc K :uhu™' = h para todo k € A}

={u ¢ K : Ad(u)H = I para todo H € A},

M*={uc K :uAu' = A},
= {u e K : Ad(u)a = a},

o notmalizador de A em K. O grupo finite W = M*/M é o grupo de Weyl.
Denotaremos por m a dlgebra de Lie de M. O subespaco p=mGa@dnt é a
subéalgebra parabdlica minimal ¢ ¢ a algebra de Lie do subgrupo pa,ra,bé]iéo minimal
P = MANT. Sejang = L aeccort 9-a onde < © >* & o menor subconjunto fechado de
A* contendo ©. Temos que ng é a subdlgebra de n™ = 37 A+ g—o gerada pelos espagos

de raizes de —0. A subdlgebra parabdlica pe é dada por

Ppe =nhgédp
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Estamos interessados na agdo dos elementos de A* em B. Temos que h € At, tem
um ntmero finito de pontos fixos em B. Sd0 eles {who : w € W} onde W é o grupo de
Weyl. Estes pontos fixos séo hiperhdlicos com variedades instaveis e estaveis dadas por
Ntwby e N™whg respectivamente, onde N~ = @(N*t) € o grupo nilpotenie oposto a N*.
A érbita N—by é aberta e densa e assim by é o 1inico atrator para h. As outras variedades
estaveis sdo de dimensdo mais baixa. Nos referiremos a wby como um ponto fixe do tipo
w para os elementos de A™.

As escollias desses objelos nio sdo inicas. De fato, dado g € G, uma conjugagio por
g leva-nos a outra escolha. Em particular, os G-conjugados de A, gAg~! sao os subgrupos
euclidianos de . Da mesma maneira, os subconjuntos g At g~1 sdo as cimaras de Weyl em
G. Como os clementos de A, os clementos de g Atg™ também tem um ndimero finito de
pontos fixos quando agem em B. Eles sio dados por gwby = (gwg™" g, w € W que sao
transladados pelo grupo de Weyl gWg~' ,conjugado de W do atrator ghy. Escolhamos,
agora, uma camara basica AT no subgrupo euclidiano A e denotaremos um ponto fixo
gwhbg,w € W de um elemento de gAtg~! como um ponto fixo do tipo w. Estes pontos
fixos desempenham um papel central na descrigio dos conjuntos controldveis para agdes
de semigrupos em B.

Passemos a recordar os resultados de {29} (veja também [31]) sobre conjuntos con-

trolaveis em B. Como anteriorimente, S serd um semigrupo com inlertor nao vazio em

Gq.

Proposicao 5 Para todo w € W existe um conjunte controlavel efetivo D,, para S em
B. Seu conjunio de transilividade (D)o consisie dos pontos fizos do tipo w para es
elementos das cimaras de Weyl em G inlerceptando intS. Fziste um #nico conjunto
controldvel invariante Dy cujo conjunto de transitividade € o conjunto de atratores para
0s elementos euclidianos em inlS. Além disso, qualguer conjunto controlivel em B € D,

pare elgum w € W. (vejo [29] Teoremas 3.2,3.5). O
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Proposicao 6 O subconjunio
W(S)={weW:D,=D}

€ um subgrupo de W e W(S)w, = W(S)w, se € 36 se D,,, = Dy, assimw c¢ W — D,
fibra-se por W(SWW definindo uma bijecdo enire os conjuntos controldveis e W{S\W.

( [29] segio 4) D

Proposigao 7 Suponhamos quc a cimara bdsica AT ¢ escolhida de tal maneira que
A+ NintS # 0. Entio ezisle wm subconjunto O do sistema simples de raizes 11 tal que
W(5) = Wa. Neste caso o conjunlo coniroldvel invarianle ¢ dado por Dy = 77 (()
onde Cg € o tinico conjunlo controldvel invarianie em Bg. Temos também que caisic h
no fecho de At en € N* dal que h € firo por Wo ¢ hn € indS. Além disso, se & é a
origem de Bg entdo Co C N~ ( [29] Coroldrio [.4 e Proposigdo 4.8).0

A seguir, relacionaremos os conjuntos controlaveis na fronteira maximal com os con-

juntos controldveis nas outras fronteiras.

Proposigdo 8 Seja 7 : B — Bg a fibragdo candnica sobre a fronieira Bg. Entdo
7{(Dw)o) € 0 conjunto de transitividade de um conjunio coniroldvel em Bg. Recipro-
camenie, um conjunto controldvel efctivo I em Be satisfaz w((Dy)o) = Fo pare qualquer
w e W tal que (Dy)oN 7 (I5) # B, ¢ 0 conjunto de lais conjunios controldveis em B ¢

nao vazio. lemos também que em B eriste somente um conjunte controldvel invariante.

( [29] Proposigdo 5.1) O

De agora em diante, denotareinos por D9 o conjunto controldvel em Bg cujo conjunto
de transitividade é a proje¢io do conjunto de transitividade do conjunto controldvel
D, em B. Como complementagao do iltimo resultado temos o seguinle fato que foi

demonstrado apenas parcialmente em [29)].

19



Proposicio 9 Seja Bg uma fronicire e denolemos porn : B — Bg a projegdo candnica.
Entio DS = D se ¢ s6 se W(ShoWe = W(S5)wsWe. Assim o nilmero de conjuntos

L

controldveis em Bo € igual d ordem de W{S)\W/Wos,

Demonstragao: Suponhamos que Dj = DS . Entdo (Du, o e (Du, o se projetam
sobre o conjunto de transitividade do mesmo conjunto controlavel. Portanto, existe, na
mesma fibra que w,;by, um ponto fixo que pertence a D,,,. Como w; transforma fibra
em fibras e pontos fixos em ponios fixos, aquele ponto fixo é da forma wyw'by com w'hy
na mesma fibra que by ¢ assim w' € Wo. Mas Dy, = Dy ey € W(S)wy = W(Shew!
mostrando que a condigdo € necessiria.

Reciprocamente, suponha que w, = w”ww' com w” € W(S5),w' € We. Entio D, =

(L)

& _ o : ® _nd .
Doty € como D= DIE L, temos que DS = D0

Apresentamos, a seguir, como guia, o exemplo em que G = Sl(n, R) que foi desen-

volvido em [29].

Exemplo 2 Seja G = Sl(n, R) o grupo de Lie das malrizes reais com determinante iqual
a .

A dlgebra de Lic de G € a dlgebra de Lie das matrizes reais de iraco zero ¢ € denotado
por sl(n, R).

Uma decomposicao de Cartan de si(n, R) é dada por
sl{n, R) = so(n, R) + s(n, R),

onde so(n, R} ¢ a subdlgebra das matrizes anti-simétricas e s(n, B) € o subespago das
matrizes simétricas em sl{n, R).

As subdlgebras abelianas mazimais de sl(n, R) sido as subdlgebras de Cartan pois
sl(n, R) € a forma recal normal da dlgebra de Lie simﬂes complexa sl(n,C'). Uma dessas
subdlgebras € a subdlgelra a C s(n, R) dada pelas matrizes diagonais com trago zero.

Seja at = {diag{as, ..., 0.} 1 a1 > a2 > ... > an > 0} uma cdmara de Wely em a. Se

Il = diag{aq,...,a.} definamos o ; = X; — X, onde M(H) = a;. Associado a at cxiste
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um sistema de raizes posilivas que serd At = {ei; 11 < 7). Um sistema simples de
raizes gerando At ¢ dado por 1 = {1 |1 =1,...,n — 1}

Os subespagos de ratzes associados a oy sio as matrizes de sl(n, R) cujas entradas
ndo nulas sdao ,j.

A subdlgebra n™ = ¥ ca+ 8o € nilpolente e consiste das matrizes em sl(n, R) que sdo
triangulares superiores com zeros na diagonal. |

Temos a decomposicdo de wasawa de sl(n, R)
sl(n, R) = so(n,R) + a+nt
O subgrupo euclidiano é dado por A = {diag{ar,...,a.} : ar.as...a,, = 1} € porianio
Sln, R) = SO(n, B).A.N*,

onde Nt € o subgrupo das matrizes iriangulares superiores com ay,...,a, na diagonal ¢
ap.tg...ay = 1,

O subgrupo parabolico minimal € dado por P = MAN*. M € um grupo discrefo pois
o centralizador de a em k € nulo. Temos também que M ¢ o grupo de mairizes diagonais
em Sl(n, R) cujos elementos nas diagonais sdo +1.

O grupo de Weyl age em a como o grupo de permutagdes
diag{a,...,an} — diag{a,,,...,a; }

Um intervalo em I1 € um subconjunto do lipo H(z,j5) = {arr41 | ¢ £ v € 7}, Qualguer
O C I € a unido disjunta @ = {1, j1) U ... U H(ig, ji) com j1 + 1 < 4141 para tedo
l=1,...,k—1. Dado © desta mancira , Wo serd entao o produio direto dos grupos de
permutagio dos subconjuntos {1, ..., i +1},1=1,.., k.

Temos também que B pode ser vislo como F™(1,..,tx — 1,51 + 1, .yie — 1, Ji +

L gk + 2,...,n), onde F*(r1,...,7,) € a vaviedade de flags Vi C ... C V, com V; subespaco
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euclidiano de dimensdo r;.

Sabemos que a ordem de Wo € dada por | We |= {5y — ¢1 + 2)..(ge — 4 + 2)1
A Proposicio 9 nos diz que o nimero de conjuntos conlroldveis efetivos em Beo € no
mdzimo a ordem de W/Wea, que € n!/(71 — 11 + 2)L...(Jk — 2 + 2)L.

Caso Bg seja o espago projetivo RP™, temos que © = [1(2,n—1) ¢ porianto exislem
no mdzimo n = nl/{n — 1)! conjuntos controldveis efetivos em RP™"!, pare e agdo de
qualquer semigrupo S C Sl(n, R) com intS # B. Este limitc superior ocorre quando W(S)
se reduz a identidade. Temos pela Proposi¢io 7 que W{S) = We pare algum © C II.
Por ezemplo, se W(S) = Wg com © =11(2,n — 1) entdo existem somentc dois conjunios
controldvets. De fato, Wg € o subgrupe de permutagées de {1,...,n} que fira 1, Porlanto
€ transitivo em {2,...,n} € dai tem exatamente duas drbitas em W/We = {1,...,n}.

Se Bo = Gri(n) ¢ a grassmanniana dos subespacos de dimensdo k em K™ temos que
O = 1I(1, k- 1) UH(k+1,n—1) € mazimal ¢ porlanto existem no mdzimo n!l/kli(n—k) =

n

k

semigrupo de Sl(n, R) dc interior nde vazio.

conjuntos coniroldveis efetivos nos flags minimais Gri(n), para a agdo de qualguer

Mais especificamente tomemos G = SI(5, R). Seja © = {A; — A2, Az — dg, dg — As}.
Temos que © = II{(1,1) U II{3,4) e Wo ¢ o produto direto do grupo de permulagées
dos conguntos {1,2},{3,4,5}. Temos também que Bg = Gra(5) € a grassmaniana dos
subespagos de dimensiio 2 em R°. Portanio existem no mdzimo | W/We |= 51/2131 = 10
conjunios controldveis efetivos em Gry(5).

No caso em que G = SI(3, R} as possibilidades para © nos fornecem o flag maxi-
mal F3(1,2), o espago projetivo RP? e a Grassmanniana Gry(3). Para ©; = II{(1,1)
e O, = I1(2,2) temos que Bo, = Gr2(3) e Ba, = RP%. Assim Wg, = {1,(1,2)} e
We, = {1,(2,3)}. Ezistem trés possibilidades para W(S) que sdo Wy,, Wo,, {1} . No
flag mazimal temos que Wo = {1} e W = W/Wq tem 6 elementos. Logo, assumindo
que W(S) = We, existem | W(S)\W |= 3 conjunios coniroldveis efetivos no flag mazx-
imal. Pela proposicdo 6 lemos que Dyay = Dygay, Dpa) = Dupgasy e D = Dpgy jd

que W(S) = {1,(2,3)}. Esles sfio os conjuntos controlaveis efetivos no flag mazimel.
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Sejam 7« : I3(1,2) — RP? a projegio n(Vi C Vo) = Vi e by o flag candnico dado por
b = (Vi C V) onde Vi = ger{ei}, V2 = ger{er,ex} e {e1,e2,63} € a base canonice.
Seque-se que 7((1,2)bg) = 7((1,2,3)bg). Portante w((Dq,))o0) = (D230} € o con-
junto de transitividade do conjunto conlroldvel em RP? complementar do conjunto con-

troldvel invariante m(D(z3)) = m(Dy).

Em 4.1 discutimos, como fizemos no exemplo acima, o grupo simplético.
Necessitaremos de um resublado sobre transitividade de semigrupos em espagos ho-
mogeneos de Grupos de Lie Simples. A demonstragio desse fato ¢ dada em [29] Teorema

6.4.

Proposicao 10 Scjam ' um grupo de Lic simples, conezo, com centro finito ¢ (/f 1L
um espaco homogéneo de G tal que 0 < dimL < dimG. Seja S C G um semigrupo de

interior ndo nazio € suponha que S ¢ transitivo em G/L. Entdo S = G.0
Como conseqliéncia temos

Corolario 1 Seja G um grupo de Lie simples, conezo, com centro finito e transitivo em
R™ — {0}, Suponha também que o espage projetivo RP™™' ¢ um espago homogéneo de (3.
Seja S um subsemigrupo de G de inlerior ndo vazio. Entdo S € transitive em R™ — {0}

se e s se § = (7.

Demonstragdo: Por [25] Proposigio 4.3 temos que S é transitivo em B* — {0} sc e
s6 se S é transitivo no espago projetivo RP™'. Como estamos assumindo que o espago
projetivo é um espago homogéneo de (¢ o resultado segue da proposigio anterior.O

A seguir, apresentaimos um resultado que nos diz como sio os subsemigrupos maximais
de um grupo de Lie semi-simples. Lembremos que um subsemigrupo .S de um grupo de
Lie G é dito subsemigrupo maximal se .S nio é grupo e os tinicos subsemigrupos contendo

S sdo S e G. Temos entio o seguinte resultado demonstrado em [29] Proposicio 6.8 e

Corolario 6.9.
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Proposicao 11 Seja 5 um subsemigrupe mazimal de um grupo de Lie G semi-simples
e com nt(.S) £ 0. Enido existe uma fronlcira minimal Bo ¢ um subconjunto Cg de Be

tal que
S = Sa, = {g €. gCG) C Ce}

Além disso, Cg € fechado, [e(intCeo) = Co, Co € o congunto controldvel invariante para

S em Bo e W(S) = Wo.0

1.3 Os grupos de Lie simples nao compactos.

Nesta scgio, nosso objetivo sera o de apresentar uma tabela que conste o ndmero
maximo de conjuntos controlaveis numa variedade flag de um grupo de Lie simples néo
compacto e real para a a¢do de um semigrupo de interior ndo vazio contido neste grupo.
Para isto, nos utilizaremos do diagrama de Satake que é apresentado em [24] Tabela 9
na secio de tabelas.

C . . .
Para descrever os grupos reais classicos que aparecem a seguir, adotaremos a seguinte
notagdo. Seja

Ulp,q) = {5‘ S Gl(?’ +¢,C): B’tfp,q.‘:' =1Ipq}

onde I, , é a matriz
-1, 0

e I, ¢ a matriz identidade n x n. Temos entdo que SU{p,q) = U(p,q) N Si(p + ¢,C).

Definamos também

SO(p,q) ={g€Slp+a,R):g' o9 = L4}

Sp(pq) = {g € Sp{p+¢,C): 8Ky 0§ = Kp g}
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onde

~I, 0 0 0
’ 0 4, 0 0
Kpq=
0 ~14, 0
0 0 0 I
As dlgebras de Lie correspondentes sao
A B A e ( sdo anti-hermitianas, de ordens p e ¢
sapy =1 = | | e
Bt C Tr(A)+Tr(C) =0, B arbitraria
A B A e C sao anti-simetricas, de ordens p e ¢
so(p, ) = { : _ e
Bt A, B e ( reais, I arbitraria
21 Z19 s Zia Z;; matrizes complexas, Zy; e Zy3
Z_f2 Za 2l Zn de ordem p, Z1; e Zy4 matrizes p X ¢
sppag)=1{| = _ _ . , .
—Zis Zaa Za —2y Ziie Zyg anbi-hermilianas,
Zf,l —Za4 AR Zaa Z13 e Za4 sao simélricas

Temos também a dlgebra de Lie

A B _
u'(n, H)={ | : Ae B n xn quaternionicas, A* = —A, B' = B}
B A
Na tabela abaixo “G” denotara o grupo de Lie simples ndo cotnpacto e “g” sua algebra
de Lie. Estas algebras de Lie nio admilem estrutura complexa, ou seja, sdo formas reais
das algebras de Lie simples complexas. A coluna “I” contém o tipo do sisterna II de raizes
reais. Denotaremos por 1l = {2, ji)U... U {2, k) onde H(Z, 7)) = {A — dqr 1 <r <
7} O nimero maximo de conjuntos controlaveis no flag Be pela acao de um semigrupo
de interior ndo vazio em (& serd dado pela ordem de W/Wg que serd denotada por
| W/We |. Usaremos tamhbém a notagéo nb = p!/(j1 — iy + 2)L...(jx — & + 2)). Lembremos

que as ordens dos grupos de Weyl W para os sistemas de raizes que correspondem a



Ag, By, Cp e Dy sio (14 1)1, 20,211 e 211! respectivamente. Para os diagramas de Dynkin
de Ay, By, Ci e Dy damos como referéncia a tabela 1 de [24] (secdo de tabelas). A ordem

de W/Wg foi obtida como em 4.1.6.
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G g II 0 Je |W/Wel
p—1 | (@%/(p~ix))ny~"
Sp(p,p) sp(p,p) Cp Meu{2),} [<p-1 2P-Tnk |
(£=2p) 1P 2’”?1;‘:
p1 | (B —ighnk!
SO(p,2¢— p) so{p, 20 — p) B, I U {Ap} <p—1 2Tk
(1<p<i-2) 11 2P}
€2 (2% /(E—1— i)k}
SO(€~1,6+1) |so(f— 1,0+ 1)| Bey | MpU{Aey) (€2 Tk,
-1 | (2%/(€ - i ))nf !
SO(L, 8) so(£, ) Do |MeU{hey + A< =1 Gk
[ EFY 25 Tng
p—1 [ (Z%/(p—ix))ny!
U (2p, H) u*(2p, M) Cp DeU{2)) [<p—1 27Tk
Hy, 2'n;
p—1| (2*/(p—ix))n;"!
U(2p+ LH) |w(p+ 1,0 €, Myu{2x,} [<p-1 27Tk
H 2Py
SHEYT, ) | se(f+1,IR) | A M ke
Stp+1,H) |sep+1,H)| A 0y nEy

(£=2p+1,p21)




Hy

G g I ® Tk |W/We|
p—1 |(2*%/(p— ik)!]n’;_i
SU(p, e+ 1-p) |su(p,+1-p)| Cp, |MiU{2X}|[<p-1 27~ nk
1<p<E/2 11 QPns
p—1 [(2%/(p - i)y~
SU(p,p) su(p,p) Cp MU {22}<p-1 2”_1?3’;
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Capitulo 2

Conjuntos Controlaveis em

Fibrados

Neste capitulo, estudamos conjuntos controldveis, para a a¢io de um semigrupo, em
fibrados principais e seus fibrados associados. Em {30] San Martin L.A.B. mostrou que
a. interseccdo de um conjunto conirolavel invariante no espago total do fibrado associado
a um fibrado principal com uma fibra é um conjunto controlavel invariante na fbra.
Demonstrou, também, que o niimero de conjuntos controliveis invariantes nas fibras é
sempre o mesmo. Neste capﬂ.ulo, demonstramos que a intersec¢do do conjunto de transi-
tividade do conjunto controlavel no espago fotal do fibrado associado com uma fibra é o
conjunto de transitividade de algum conjunto controldvel na fibra. Mostramos também
que no fibrado associado a um fibrado principal, com fibra tf[)ica um flag maximal, o

ntimero de conjuntos controlaveis nas fibras é sempre o mesmo.

2.1 Fibrados principais e seus fibrados associados

Nesta seglo, estudamos conjuntos confrolaveis, para a agdo de um semigrupo, em
fibrados principais e seus fibrados associados.

Para a teoria dos fibrados principais e fibrados associados damos como referéncia {22]
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Seja Q(M,G) um fibrado principal com espago total () , espago base M e grupo
estrutural . Denotaremos por mg : @ — M a projecio do espaco total no espago base.
Seja Sg um semigrupo de dileomotfismos locais de ¢ que comutam com a agao a
direita, ou seja, se Q¢ €Sg entio Qd(q.¢) = Qd(g).a¢, a € G. Supomos ainda que os
elementos de Sg estejam definidos em subconjuntos abertos do tipo n~1(U), com U
aberto de M. Temos que Sg induz um semigrupo Sy de difeomorfismos locais de M.

Temos portanto que se Q¢ € Sg entdo
ma(Qé(z)) = M¢(rq(z)),

onde M¢ € Sp.
Mostraremos a seguir como se comportam os conjuntos controliveis num fibrado

principal.

Proposicao 12 Sejam (J(M, ) um fibrado principal.com projegdo ng : Q — M ¢ Sg

e Sy como acima., Tem-sc

1. Se D C Q € um conjunio controldvel para Sg entdo existe um conjunto controldvel

Ec M, para Sy tal que ng(D) C E.

2. Suponhamos que (J ¢ compacto e seja E conjunto controlivel efetivo para Sy em

M. Entdo existe ) C () conjunio controldvel para Sy tal que ng(D) C E.

Demonstragao: 1. Sejam x,y € mo(D). Basta mostrar que y € fe(Spx). Para isso,

tomemos u, v € D tais que mg{u} = x e ng(v) = y. Assim exisle uma seqiiéncia Q¢, € Sy

e tal que Q¢,{n) — v. Portanto mg(Qdn(u)) = Mé,{rg(u)) = M.(x) - mo(v) = y.

2. Tomemos z € Ey. Entdo z € mt(Syz)Nint(Syfx) e z = M(z). A fibra sobre x,
?ral(;c) é compacta. Para y € ﬂ'a'(m) temmos que z = M¢{x) = Mp(ng(y)) = 7q(Qd(y))
e portanto Q¢(y) € n5'(z). Como a fibra é compacta e invariante por Q¢ existe um

conjunto minimal para (¢ nesta fibra. Gomo pela Proposicio 3 todo conjunto minimal
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esta contido num conjunto controlavel, existe I} C @ conjunto controlavel para Sg que
contém este conjunto minimal. Pela parte 1. temos que mg(D) C E.O

Mostraremos a seguir que num fibracdo principal o conjunto de transitividade de um
conjunto controldvel no espago total se projeta dentro do conjunto de transitividade de

um conjunto controlavel na base.

Proposicao 13 Sejam Q(M,G) um fibrado principal com projegio ng : Q — M e Sg
e Sy como acima. Assumiremos que Sq e Sy’ sdo acessiveis. Suponhe que D C Q ¢
um conjunto conlrolivel efetivo para Sg. [ntco erisle um conjunto controldvel efetivo,

E C M, para Sy lal que mg(Do) C Ey.

Demontragao: Seja & € Dy. Entdo, pela definigdo de Dy, temos que z € mit(Sgz)N
ind(95'x). Assim '

mo(x) € mg(int(Sqz) Nint(Sy'x)) C me(ind(Sqz)) N mo(int(Sy'x))

= nimg{Sgoz) N :in.",wq(Sé‘:r:] = ind(Symo(x)) Nint (S m(z))

Como ini(Spymg(x)) N int(Sy ng(z)) satisfaz 1. e 2. na definigio de conjunto con-
troldvel para Sy temos que wg(x) € F, onde IZ é um conjunto controldvel para Sy.
Tomemos y € Dy. Entéo y € inl(Sqy) Nini(S '(?y) e existem Qw1 e Qs em S tals que
Qe1(y) = 2 e Qal) = , ou seja, Mepr(mo(y)) = To(x) e Mipg(mg(s)) = ma(y) onde
Mo, My, € Sy Logo mg(y) € E, pois caso contrario E nio salisfaria a propriedade de
maximalidade na defini¢io de conjunto controlivel. Na verdade temos que mo(y) € F,
pois q(y) € E e moly) € ma(int(Sqy) N int(S3'y)) C int(Sumqly)) N int(Sy'ra(y)).
Assim temos que ng( Do) C Fp.0

Mostraremos a seguir que num fibrade principal com grupo estrutural compacto a
imagem inversa pela projecdo do conjunto de transitividade de wm conjunto controiavel
na base é o conjunto de transiltividade de algum conjunfo controlavel no espago total.
Este resultado sera 1itil na determinagéo do nitinero maximo de conjuntos controlveis

nos espagos projetivos que serd estudado posteriormente.
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Proposigao 14 Scjam Q(M,G) um fibrado principal com projegio mg : ¢ — M ¢
Sg e Sm como acima. Assumiremos que Sg e Sp' sdo acessiveis. Suponhamos que
¢ compacto ¢ conexo. Seja B C M um conjunto controldvel efelive para Sy. Entdo
existe um conjunto coniroldvel cfctivo, D C Q) , para Sg tal que 71‘51(8(]) = Dy. Assim o

nimero de conjunios coniveldvcis cfclivos em @) ¢ em M € o mesmo.

Demonstragao: Mostremos inicialmente que ?T(SI(B[}) satisfaz as condigbes 1. e 2. na
definicio de conjunto controlavel e portanto estard contido em um conjunto controlavel.
Claramente 7151(30) tem interior ndo vazio. Tomemos ¢1,q2 € ’ﬂ'él(Bo) e mosiremos
que ¢y € fe(Sgq2). Como mg(q1) e mq(qz) pertencem a Bp temos pela Proposigao |
que mo(q1) = Mé{rg(q)) onde M¢ € Spyr. Mas M(rg(q2)) = mq(Q¢(g2)) para algum
@ € Sg. Assim gre (J¢(qz) estao na mesma fibra no fibrado principal e portanto existe
a € G tal que ¢1 = Q¢(q).a. Para g € @ definamos S, = 75" (2} N Sg(q) onde z = mg(q).
Identificando G com a fibra sobre x através da aplicagio e € G — q.a € :rral(;r;) temos
que S, = {a € G : Sg(g}).a C Sy(q)} e portanto S, é um subsemigrupo de G. Mostremos
que se g € 1r51(Bn) entdo nit(S,) # 0. De fato, como wg(q) € By temos que mg(q) €
mt(Sp(molq)) = int{rge(Sq(q))) = mo(int(Sg(q))) portanto int(Sg(q)) intercepta a
fibra sobre = mg(q) e isto mostra que ini(S;) # 0. Como q; € n;'(By) temos que Sy,
é um semigrupo de interior nio vazio em (¢ que é compacto e conexo. Logo 5, = G e
@ € Sq,. Desde que a € .5, temos que existe Qv € Sg tal que Q(g1) = ¢1.a € portanto
Qé(q) = qr.at = (Q¥) Yq). Assim Qu(Qd{q2)) = @1 e q1 € Soplga). Concluimos
entdo que existe um conjunto controlavel 17 tal que wal (Bs) C D. Mostremos, agora que

D é efetivo e que wél(Bo) C Do. Para isso, tome ¢ € 11'61(80). Entdo

mq(q) € int(Su(mq(q)) Nint(Sy (ralq))) =

int(mq(Sa(0))) N int{ra(S5'(4))) =
mo(int(Sg(q))) N mg(int(Sg' (7))
Assim existe @ € G tal que ¢ = Q(q).a onde Qp(q) € nt(Sy(q)). Mas §, = G e dai
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existe Qo € Sg tal que ¢ = Qo (Qp(q)). Desde que Qo(Qp(q)) € int(Sg(g)) temos que
q € nil(Sg{q)). Andlogamente temos que q € int(.SEI(q)) e portanto ¢ € Dy.

Como ‘ﬂ'al(B{_}) C Dy segue que By C mg(Dy). Pela Proposigio 13 existe €' conjunto
controlavel efetivo para Spys et M tal que mg( Do) C Co de onde concluimos que B = C
e Dy C 71'5‘(30) o que conclui a demonstragio.D

Para conjuntos controlavels invariantes temos o resultado a seguir que esta demon-

strado em [30].

Proposicao 15 Seje Q(M,G) um fibrado principal com projegdo ng : @ — M e Q

- . -1 - T
compacto. Suponhamos que Sg e Sy sGo como acima e que Sg € S sdo acessiveis.

Temos enldo:

1. Se C1 C Q € um conjunio controlavel invariante para Sq entao Cy = mg{C) € um

congunte conlreldvel invarianie para Sy em M.

2. Se Cp C M € um conjunto coniroldvel invariante para Sy em M enitdo existe um

conjunto controldvel invarianie Cy C (), para Sg com ng(C1) = C,.

3. Se Cy C M € um conjunio controldvel invarianie para Spr em M e G ¢ compacto

entdo w5 (Ca) = Cy € um conjunto coniroldvel invariante para Sq em Q.0
'11 4 . . ..
emos o seguinte exemplo.

Exemplo 3 Fibragdes equivariantes. Sejam Iy C H, subgrupos fechados de um grupo
de Lie G, com Hy normal em H,, determinando espagos homogeneos G/, e G/ H,. Seja
7 Gl Hy — GfH; a fibracdo dada porx(glly) = glly. Como Hy C Hy temos que a agio
de G € equivarianie em relacdo a csia fibragdo, ou scja, mog = gon Vg € G. A aplicagdo
% : G/H1 — G/ H, define um fibrado principal com grupo estrutural Hy/ Hy (veja [32],
7.5). A acdo de Hyf Hy em G/IH, é definida por (gH }haHy = ghafly, g€ G, ha € H e
comuta com a agdo de G em GfIy. Se S ¢ wm semigrupo em G de inierior ndo vazio
entdo S induz um semigrupo Sq de difeomorfismos de G/Hy que é acessivel. De fato, para

s €8 seja Qd, : GIH, — G/, definida por Q¢ (x) = sz endo Sg = {Qd; : s € 5}.
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Neste caso o semigrupo Sy € o semigrupo das aplicagées de G/ H,y induzidos por 5 pela

acio de G em G[Hz. Com efeilo,

Mo (gHy) = M (no{gH\)) = mq(Q¢s(gH1)) =

ro(sglh) = sgH;

Observemos enldo que as Proposicies 2.6 ¢ 2.7 de [29] sdo casos particulares das duas

ullimas proposigoes.

Em [30j demonstrou-se que a intersecgao de um conjunto controlavel invariante no
espago total do fibrado associado com uma fibra é um conjunto controlavel invariante
na fibra. Nosso objetivo é mostrar este resultado para os conjuntos de transitividade de
conjuntos controldveis.

Para isto, seja Q{M, ) um fibrado principal com espago total @, espago base M e
grupo estrutural G. Suponha que (¢ age transitivamente numa variedade I e que a acio
é a esquerda. Consideremos entdo o fibrado associado'a Q(M,G) com fibra prica e
que seré denotado por E(M, I\, Q), aqui E é o espago total, M é o espaco base, 7 é a
fibra tipica e (7 é o grupo estrutural.

Lembremos que os elementos de I sdo classes de equivaléncia pela relagio em @ x I
dada por (q,v) ~ {ga,a 'v) @ € (. Usaremos a notagao ¢q.v, ¢ € Q,v € F para um
elemento de F.

Semg : ( — M ¢ a projegdo candnica no fibrado principal J(M, G) entao a projecio
7g: £ — M no fibrado associado é dada por wg(q.v) = 7g(g).

Lembremos que fixando g € () e tomando z = mg{q) temos uma bijegio entre a fibra
sobre @, B = n5'(x) e a fibra tfpica F que é dada por v € F' — q.v € [f,.. Tomando
v € F fixo temos uma aplicagao v : @ —— E definida por v(g) = ¢.v. Como a agio de (&

em [ € transitiva esta aplicagdo ¢ uma subimersao sobrejetora.

Exemplo 4 Seja G um grupo de Lie ¢ Hy C Hy subgrupos fechados de (G determinando
o0s espagos homogéneos G/ ¢ Gf{Hy. A aplicagio ng . G/Hy, — GfH,y definida por

32



rg(gHy) = gH,, 9 € G define um fibrado associado a qualquer fibrado principal definido
porng:G/L, — G/H; com Ly C Hy fechado € tal que G/ Ly seja um espago homogénen
(veja [32] 7.5). A fibra tipica deste fibrado associado ¢ HyfHy ¢ a agio & esquerda de
Hy/ Ly em Hyf1Iy ¢ dada por (RLLyY(holl) = hihoHy bl hy € Hy. Temos também que
T € equivariantie pelas agdes de G em GfH ¢ G/ Hjy, ou seja, gowrg = mpog. Se S ¢
um semigrupo em G de inierior ndo vezio enido S induz semi-grupos Sg em GfLy, Sk

em G/Hy e Sy em GfH;.

Definamos para ¢ € ¢ o conjunto
5, = Salg) (15! (x)

onde z = wg(q).

Usando a identificacao de '.rra'(:c) com (G dada por e € G «— ga & 715](9:), S, pode
ser visto como um subconjunto de .

Como S, = {a € G : Sg(q).c C Sg(q)} temos que S, é um subsemigrupo de G. Note
que os semigrupos .S,’s agem nas fibras do fibrado associado.

Seja (¢ um automorfismo de @ que comuta com a agdo a direita de &, ou seja,

@9(g.2) = Qé{q).a. Entao Q¢ induz um automorfisino de F dado por £¢(q.v) = Q¢(q).v.
Definamos entdo Sg = {Ii¢ : FEd(q.v) = Qd{q).v com Q¢ € Sg}. Teremos portanto que

Selq.v) = Sqlq)lv

Se Sg é acessivel entio Sg ¢ acessivel, ou seja, intSp(g.v) # @ para todo g.v € B. De

fato, como a aplicagio v : ) — [ definida por v(g) = ¢.» é aberla e continua temos

int(Sp(q.v)) = int(Sg(q).v) = ni(Sg(q)).v

O resultado a seguir é analogo a Proposicdo 12 para fibrados principais.

Proposicao 16 Sejam E(M, I, G, Q) um fibrado associado ao fibrado principal Q(M, ()
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com projegdo g : £ — M e Sg, 5S¢ e Sy come acima. Suponhamos que

1. Se D C E é um conjunto controldvel pare Sg entdo existe um conjunto coniroldvel

B c M, para Sy tal que 7p(D) C B.

2. Suponhamos que I£ € compacto ¢ que exisle B conjunio controldvel efctive para Sy

em M. Entdo existe D C FE conjunto coniroldvel para Sg tal que 7g(D) C B.

Demonstragio: 1. Sejam 2,y € (D). Basta mostrar que y € fe(Spz). Para isto,
tomemos u, v € D tais que mp(u) = z e 7g(v) = y. Assim existe uma seqiiéncia E¢,, € Sg
e tal que Fé,{u) — v. Portanto mg{L¢.(u})) = Mpu(rg(u)) = M, (z) - ng(v) =y.

2. Tomemos z € By. Entéo z € int(Syz)Nint(Syiz) e z = Mé(z). A fibra sobre z,
751 (x) é compacta. Para y € 75 (z) temos que z = M¢(z) = Md(re(y)) = ne(E4(y))
¢ portanto E¢(y) € n5'(¢). Como a fibra é compacta e invatiante por £¢ existe um
conjunto minimal para F¢ nesta fibra. Como pela Proposicao 3 todo conjunto minimal
esta contido num conjunto controldvel, existe [J C F conjunto controlavel para Sg que
contem este conjunto mimimal. Pela parte 1. temos queh #r(D) C B.D

Mostraremos a seguir que num fibrado associado a um fibrado principal o conjunto de
transitividade de um conjunto controlavel no espago total se projeta dentro do conjunio

de transitividade de wmn conjunto controlavel na base.

Proposigado 17 Sejam E{M, F,G,Q) um fibrado assoctado ao fibrado principel Q(M, G}
e com projecdo 7g 1 £ — M ¢ Sg,Sg € Sy como acima. Assumiremos que Sg e S5’
sdo acessiveis. Suponha que D C I£ é um conjunto controldvel efetive para Sp. Entdo

existe wm conjunto conirvoldvel efelivo, C C M, para Sy tal que mp(Do) C Co.

Demeontracdo: Seja q.v € ). Entdo, pela definigio de Dy, temos que q.v €
int(Sp(q.v)) N int(Sg'(g.v})). Como Sg'(g.v) = Sg'(g).v temos que int(S5'(q.v)) =
int(SéI(q)).v. Assim

me(q-v) € mu(int(Splq.v)) Nint (Sl (q.0))) C
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ri(int(Se(q.v))) N we(int(S5' (¢.v))) C
m(ind(Se(g))v) N ap(int(Sq' (1)).v) =
mo(int(Sq(q))) N mo(int(S5'(9))) =
inlmo(So(q)) Nintzo(Sg' (9)) =
it (Syrp(g.0)) Nint(Syre(q.v))

Como inl{ Symg(g.v)) Nint( Sy 7e(q.v)) satislaz 1. e 2. na definigao de conjunto con-
trolavel para Sy temos que wg(q.v) € C, onde C é um conjunto controldvel para Spy.
Tomemos ¢1.v; € Do. Entio g0y € int(Se(qr.vr) Nint(Sg'(g1.01)) e existem Eyp; e
Ep, em Sg tais que Epi(qi.v1) = q.v e Fpa(qu) = q1.v1 , ou seja, Qprlq).ty = g
e Qw2(q).v = g0 e portanto Moy (mp(q1.m)) = 75(g-0) e Mps(re(gv)) = 7e(q1.m)
onde M1, M, € Sp. Logo mg(q1.v1) € C, pois caso contrario C nao satisfaria a pro-
priedade de maximalidade na definigho de conjunto controlavel. Na verdade temos que
7e(q1.v1) € Co pois me(q.v1) € E e zg(qr.v) € mg(ant(Se(g1.v1)) Nint(S5'(g1.11)) C
int(Syme(q.01)) N int(Sif 7{g;.04)). Assim temnos que WE(DO) C Cp.0

Para conjuntos controldaveis invariantes temos o seguinte resultado demonstrado em

[30]

Proposigao 18 Seja E(M,F,G,Q) um fibrado associado a um fibrado principal Q(M, G)
com E compacto ¢ projecio g : [f — M . Suponhamos que Sg e Sy sdo como acima

e que Sg ¢ Sgl sdo acessiveis. Temos entdo:

1. Se Cy C E € um conjunio controldvel invariante para Sp enido Cy = ng(Cy) € um

conjunto coniroldvel invarianie para Sy em M.

2. Se C3 C M é um conjunio conlroldvel invariante para Syy em M entdo existe um

conjunto controldvel invariante C, C F, para S com wg(Cy) = C,.0

Mostraremos a seguir que a intersec¢io do conjunto de transitividade do conjunto con-

troldvel no espago total do fibrado associado com uma fibra € o conjunto de transttividade
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de algum conjunto controlavel na fibra.

Proposicao 19 Seje F(M, (. Q) o fibrado associade ao fibrade principal Q{ M, (7).
posig 7 y 15 Gy . i /! )

Suponha que Sg e .5'(31 sdo acessiveis. Suponha que D € um conjunto controldvel efetivo
para Sg em E e seja Dy seu conjunto de transitividade. Se Do N E, # O entdo existe um

congunio coniroldvel efetivo A para S, em F tal que
Dg N E_!-: - q.AU,

onde By = 75'(z) € x = mg(q).

Demeonstragao: Tomemos u,w € Dy N E,. Entdo DyN E, =g Bcom B C F, e
portanto u = q.vy € w = q.v3 com vy,v; € B. Como u,w € Dy temos da Proposigio
1 que existe K¢ € Sg tal que E¢{q.v1) = q.va. Mas Ed(q.v1) = Qb(g)vy = g e
portanto Qé(q) = q.u e v = a 'vy. Logo @ € S, € a.vy = vy, Assim B C fe(S,z)
Vi € B. Logo, existe wm conjunto controlavel para 5, que denotaremos por A e tal
que Do N E, = ¢.B C ¢.A. Mostremos que A é efetivowe que Dy N E, C q.Ap. Para isto,
tomemos ¢.v € DNk, . Como q.v € Dy, pela definigdo de Dy temos que q.v € intSg(q.v).
Desde que wint(Sg(q.v)) = ni(Sg(q)).v temos que se g.v € int(Sg(q.v)) entdo existe
Qdlq) € int(Solq)) tal que qv = Q¢(g).v. Concluimos, entio, que @élq) = qae
av = v. Como q.v € Dy temos pela Proposicio 17 que mg{q.v) € int(Su(rp(g.v))) =
ind(Su(rolq))) = ma(int(Se(q))) e desde que S, = Sqg(q) N #5'(z) concluimos que
intS; # 0 e q.a € int(So(q)) se € s6 se a € intS,. Assim, existe a € ind5; tal que av = v
e v € Ag. Isto mostra que Dy N I, C q.Ay.

Mostremos agora que nao existe z € q.Ag\(Do N L), com 2 ¢ D. Mostremos que
DU{z} C fe(Sgu) paratodo v € DU{z} o que nos da uma contradigio com a propriedade
de maximalidade do conjunto conirolavel D. Como D é um conjunto controlavel para
Sk temos, pela definigdo de conjunto controlavel, que D C fe(Sgu) para todo u € 1.
Verifiquemos que z € fe(Spu) para todo u € D. Para isto, seja u € D e tome w €

Do N E, C Do. Entdo pela Proposicio | existe K¢ € Sg tal que Ed(u) = w. Como
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w € q.Ap e z € q.Ag podemos tomar w = qvg, 2z = q.vz com ¢ € (},v3,v3 € Ag. Entao
pela Proposicio | exisle a € inlS, tal que avy = v3 e como a € 5, exisle Qi € Sg lal
que @{g) = g.a. Logo, temos que F¥(q.v2) = Q¢(q).v3 = q.vz e Ep(w) = z. Assim,
Ep(Ed(u)) = z e z € fe{Spu). Resta mostrar que D U {2} C fe(Sgz). Como z € q.Ag
existe vz € Ag tal que z = q.v3 Portanto, existe a € intS; tal que avz = v3 0 que mostra a
existéncia de E¢ € Sg tal que 2 = E¢(z). Logo 2 € fe(Sgz). Tomemos, agora, w € De
mostremos que w € fe(Sgz). Sejam V uma vizinhanga qualquer de w e u € DgNE,. Pela
definicdo de conjunte controlavel, existe E¢ € Sg tal que Ld(u) € V. Comou € g Ap e
z € ¢q.Ap temos que ¥ = q.v1 € 2 = q.vy com ¥ € Ag € v3 € Ag. Logo, existe a € intS,
tal que avy = vy , ou seja , v, = ¢ 'vy. E, portanto, existe By € Sg tal que Fy(z) = u.
Assim FE¢(Ep(z)) € V e u € fe(Sgz). Temos entdo que 2 € . Ag\(Do N E,) comz ¢ D
é impossi’vel.

Mostraremos, a seguir, que 2 € q.Ag\(Dg N E;) com 2z € D também é impossfvel.
Para isto, suponha por absurdo que z € q.Ag,z & DyN E; e z € D. Temos que z = ¢.v
v ea! einlS, ! Dai existe
Qé € Sg tal que Qd(q) = q.a € mt{So(q)) e Qo (g) = qa™' € int(S(}l[q)) e assim
Ed(q.v) = q.v € int(Se{q.v)) Nint(Sz'(g.v), ou seja, z = q.v € Do N E,, 0 que é umn

com v € Ap. Assim, existe a € S, tal que av = v = ¢~

absurdo. Temos, portanto que ¢.Ap = Do N £..0

Como conseqiiéneia da proposi¢io acima temos

Corolario 2 Seja E(M, F,G,Q) o fibrado associado ao fibrado principal Q(M,G). Supon-
hamos que q.B seja um conjunio controldvel efetivo para S, em wg'(z) = E, onde
& = wg(q). Assumamos ainda que int(Sy) # B. Fntdo existe um conjunio controldvel

efetivo 1) para Sg em I tal que q.Bp = Do N E,.

Demonstragao: Seja u = q.v € q.By. Entao existe a € indS; tal que av = ¢ v =

v. Assim u = g.av = q.a”'v = q.v € nt(Se(g.v)) Nnt(S5'(g.v)) (veja o final da
demonstracdo da proposicdo anterior). Portanto existe um conjunto controldvei eletivo
D para Sg em [ tal que u € D). Aplicando a proposi¢ao anterior temos que Dy N E, =

q.BQ.L__'

37



Suponha, agora, que existe um mimero finito de conjuntos controlaveis para 5, em
F. Denotaremos este mimero por ¢S, F') e os conjuntos controlaveis por DI, 7 =
b, oy o(Sg, 7). Observe que os conjuntos 1% C I, onde [ ¢ a fibra sobre z = 7mo(q).

. . § e s £ —1

Mostraremos a seguir que os conjuntos qf» sdo independentes do especifico ¢ € 74 (x).
De fato, tome ¢’ na mesma fibra que . Entéo por [30] pg 2.9 temos que Sy = @' S,e,0 €
G. Verifiquemos que se D é um conjunto controlivel para S; em F entio ﬂ;_‘Dgr cle
wm conjunto controlavel pata S5y .Para isto, tomemos x,y € a_ng. Como ax e ay € D
e D} é um conjunto coniroldvel para 5, existem a, € S, tais que anaz — ay ¢ da

Lanax — ¥, 0 que mostra que y € cl(Syx). Temos portanto que a'”);; C Donde D

-
é um conjunto controlavel para S,. Analogamente temos que aD C ¢l(S,z) para todo
z € aD. Como DI C aD temos pela maximalidade de D;j que DY =aDe D =a"'Dj.
Concluimos, entdo, que os conjuntos controliveis para Sy s&o os conjuntos a*lf)é C F,
7= 1..,e(S, F). Mas q’.a“[)g = q’a_l.Dg = q.Dé. Assim, os conjuntos qu C E; nao
dependem de ¢ mas somente de z.

Sejam G um grupo de Lie semi-simples , ¥ = B o flag maximal de G'e E{(M, B, G, Q)
o fibrado associado ao fibrado principal Q(M, &) e com fibra tipica B. Lembremos que
se ' = B é o flag maximal entdo ¢, F') é igual ao nimero de elementos em W (S5, \W,
ou seja, o numero de W (S, )-6rbitas em W. Queremos mostrar que no fibrado associado
o nmimero de conjuntos controlaveis nas fibras é sempre constante.

Para isto, sejamn ¢,y € M € tomemos ¢, com 7g(g;) = z. Seja AT uma camara de
Weyl interceptando intS,,. Tomemos g, € Q com mg{g,} =y e tal que inlS, intercepta
uma camara de Weyl, digamos B. Temos que A* = a7 'Ba, a € G, j& que as camaras
de Weyl sao conjugadas entre si. Seja g, = q,a. Teremos entdo que mg(qy) = y, € como

Sey = 671 S a temos que int.S,, intercepta AT,

Proposigao 20 Se q.,q, ¢ AT sao como acima entdo W(S,,, A*) = W(S, ,At). Assim

P

o nimero de conjunios controliveis em cada fibra do fibrado essociado E(M,B,G, Q) €

SEMPre 0 MESMO.

Demonstracao: Pela proposicao 7 temos que existe um subconjunto © do sistema,

33



simples de raizes tal que W(S,.,AT) = Wo e temos também que se 7 : B — Bg ¢é
a projecao candnica entio 15 (Co) = C,,, onde Co é o conjunto controlavel invariante
para Sy, em Bg e (), é o conjunto controlavel invariante para S, em B. Consideremos
o fibrado associado Fe = Eo(M, Be,G,Q). Seja n' : E — Eg definida por z'(q.v) =
q.me(v). Temos entdo que 7, o 7' = 7. Seja v, € Co tal que 7, (¢r.v:) = x. Como
75 (Cq) = C,, temos que (7)™ (g..v;) C ¢.C,,. Portanto por [28] Proposicio 3 aplicada
an' i B — Fg temos que (x')(g,.v,) C q,Cy, para todo y no conjunto controldvel
invariante da base. Por ouire lado por [29] Proposicdo 4.1 temos que We = W(S,.) C

W(S,,). Como z e y sdo arbitririos temos que W(S5,,) = W(S,

i G'y)'D
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Capitulo 3

O Numero Maximo de Conjuntos

Controlaveis nos Espacos Projetivos

Neste capitulo assumniremos que S é um subsemigrupo de interior ndo vazio de um
grupo de Lie linear G conexo e trapsitivo no espago projetivo RP™'. Lembremos que
um grupo linear é um subgrupo do grupo das matrizes reais n X 1 que sio inversiveis.

FEstamos interessados em determinar o mumero maximo de conjunios controlaveis
efetivos para S nos espagos projetivos. -

Para S semigrupo de controle, Colonius ¢ Kliemann mostraram em [10] que o niimero
de conjuntos controldveis efetivos para S no espago projetivo RP""! é no maximo n.
Observemos que com as hipdteses assumidas em [10] (acessibilidade local) o semigrupo
de controle tem interior nao vazio no grupo do sistema e o grupo do sistema age transi-
tivamente no espago Projetivo.

Comeo estamos interessados somente nos conjuntos controlaveis efetives, quando nos
referirmos a conjuntos controldveis queremos dizer conjuntos controldveis efetivos.

Obteremos uma estimativa meihor para o nimero maximo de conjuntos controlaveis
para S no espago projetivo que a de {10] . Estas estimativas sdo dadas através da andlise,
caso a caso, dos grupos transitivos no f2P™1.

Os grupos de Lie lineares transitivos em RP™ ! foram classificados em [6]
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Seja g a algebra de Lic de (7. Temos que g ¢ redutivel e se decompde como
E=BoDz

com go semi-simples e z o centro de g. Denotaremos por Gy o grupo de Lie conexo
associado a gg. Entdo, G = GoZ onde Z ¢ o grupo de Lie associado a z. Além disso,
Gy também € transitivo no espago projetivo { veja [7] pg 216). Suponhamos que Gy seja
compacto. Entdo existe um tinico conjunto controlavel para § no espaco projetivo P!
que é o préprio BP™!, De fato, o grupo Z é o produto direto Z = Z, Z, com Z; compacto
e Z, constituido de miltiplos da identidade de R? (veja [6, 7] para detalhes). Como Z; age
como a identidade no espago projetivo podemos assumir sem perda de generalidade que Z
é compacto. Portanto podemos assumir que G é compacto j4 que estamos assumindo Gy
compacto. Como S é um semigrupo com pontos interiores no grupo compacto G segue que
S = G e portanto § é transitivo em RP"?. Assim, existe um tinico conjunto controldvel
para S que é o préprio RP"'. Logo, € suficiente considerar os casos onde gg é uma
dlgebra de Lie semi-simples ndo compacl;a; Mostraremos a seguir que ndo ha perda de
generalidade em nos restringirmos aos grupos ' semi-simples. Para isto seja If a isotropia
da agdo de G em RP™'. A Proposigio 14 nos garante que o nimero de conjuntos
controlaveis para S em RP"! = G/H e em G/HZ é o mesmo. O espago homogéneo
GJHZ é isomorfo a (Go/Ge N Z2) /(I NGh/Go N Z) onde Gy/Go N Z é um grupo de Lie
semi-simples isomorfo a G/Z ¢ H N Gy/Gy N Z € subgrupo fechado do mesmo. Assim,
o nimero de conjunto controlaveis para S no espago projetivo RP*! & igual ao nimero
de conjuntos controlaveis para 5/Z C Gof/Go N Z em (Go/Go N Z)/(H N Go/Gp N Z).
Entretanto, (Go/GoNZ) [{HHNGo/GoNZ) éisomorfo a Go/( HNGH)(GeNZ) e considerando
a fibracio 7 : Go/(H N Go) — Go/(H N Go){(Gy N Z) temos, também, pela Proposigio
14 que o niimero de conjuntos controldveis para S em RP"! coincide com o mimero
de conjuntos controlaveis para m ' (S/Z) em Go/Go N H. Onde my é o homomorfismo
candnico 7y : Gy — Go/Go (N Z. Mas, o espago homogéneo Gy/(Go N H) é RP™! ji

que (o também ¢ transitivo. Assim, nao ha perda de generalidade se nos restringirmos
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aos grupos semi-simples.
Apresentamos a seguir a tabela extraida de [7] que nos da as dlgebras de Lie semi-

simples ndo compactas cujos grupos de Lie agem irapsitivamente em RP™ 1,

sl(n, R) R| n
sl(n/2,C) ¢ |n/2
sl(n/4, H} Hin/4

sl{n/4, HY®su(2) | R i n/4
sp(n/2, R) Rin
sp(n/4,C) C |n/2

O centralizador z, de go aparece na segunda coluna. Assim, o cenfro z de g € uma
subilgebra abeliana de zp. Na iltima coluna apresentamos a estimativa para o ndmero
maximo de conjunfos controlaveis que serd obtida ao longo deste capitulo.

Como vimos no Exemplo 2 o ndmero maximo de conjuntos controldveis ein RP™!
para a agao de qualquer semigrupo de interior ndo-vazio em G = Sl{(n,R) é n. O
grupo G = Sp(n/2, R) é estudado em 4.]. Neste caso o ndmero maximo de conjuntos
controlaveis em RP™™! = L{n/2) para a agdo de qualquer semigrupo de interior nio vazio
é n. O restante dos grupos semi-simples transitivos em RP™ ! serio estudados caso a
caso. Convém observar que no caso dos gruposySi(n, R) e Sp(n/2, R) o espago projetivo é
uma, variedade flag. Nos outros casos, entretanto, existe uma fibragao do espago projetivo
numa variedade flag dos grupos. Como podemos contar o numere maximo de conjuntos
controldveis nas variedades flag dos grupos a proposigdo 14 nos permite contar o niimero

maximo de conjuntos controlaveis nos espagos projetivos.

3.1 O grupo Sl(n/2,C)

Seja n um mimero natural par. O grupo Si(n/2,C) é o grupo das matrizes n/2 x n./2

42



complexas de delerminante igual a 1. Sua algebra de Lie sl(n/2,C) é a algebra das

matrizes complexas n/2 X n/2 de trago zero. Considerando o isomorfistno

) A -
Ayl —
B A

podemos considerar sl(n/2, C') como a algebra de Lie de matrizes reais da forma

A -B
( A ) com A e B maltrizes reais de trago zero
B/

. A -B u
Observe que (A + i¢B)(u + ) = (Au — Bv) +:(Bu+ Av) e ( ) ( ) =

B A Y
Au — Bv
Bu 4 Av .

Uma decomposigao de Cartan para sl{n/2,C) € dada por sl(n/2,C) = k & s onde

A —-B
k = ( ) : A é anti-simélrica e B € simétrica {r(B) = 0}
B A

A —-B
S = {( ) : A é simétrica e B é anti-simétrica {r(A) = 0}
B A

Observe que através do isomorfismo definido acima k = su(n} = {X € sl(n,C} :
X+X*=0}es={X €sl{n,C): X - X*=0}.

Escolhamos como subalgebra euclidiana a dlgebra das matrizes

A D
a= {( 0 A ) : A = dieg{aq,..., a0}, tr(A) =0}
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A O

Se A ) = a; temos que A; — A; com 1 < 4,7 < n/2 sdo raizes. Um sistema
0 A

simples de raizes é dado por Il = {A1 = Az, ooy Azt = Anga}. Para © = 11— {& — Az}
queremos determinar o grupo de isotropia Fg. O subespago peso correspondente a A\, —A;
é dado por gy,_x; = R{Ei; + i jyn + Fignj + Eignjin) onde E;; é a matriz cujo tinico
elemento nao nulo é 1 na hinha 7 e coluna j. Logo teremos que

A ~-B

nt = { : A e B sio triangulares superiores com diagonal nula}
B A

O centralizador de a em k é

0 —A _
m = { : A =diag{ay,...,anpn}, tr(A) =0}
A 0

Assim, a subalgebra parabdlica minimal serd p=m @ ad nt e em blocos n/2 x n/2
) g I

A -B
p={ : A e B sdo triangulares superiores com diagonal ndo nula}

B A

A seguir escolhamos a subalgebra parabdlica pg = ng + p dada em blocos n/2 x n /2

por
o *¥l—p x
1 0 * B )
{ : o € p 330 reais}
I
0 =* *
- . n .
Em termos de matrizes complexas em sl(n/2, C) temos que pe = { :p € C}

*

44



cujo subgrupo parabdlico é

a ok
P(.):{ ZGEC}
0 *

mf2—1

que corresponde a variedade flag Bo = C1 . Temos que RP™! é wm espago ho-

mogéneo de Si(n/2,C) com isotropia dada em blocos n/2 X n/2 por

a * |0 +*
|0 *
H={ : a € real ndo nulo}
0 *|la *
0 %[0 =

H={ . a ¢ real nao nulo}

Consideremos agora a fibragao cauénica n : RP*' = Sl(n/2,C)/H — CP™?! =
Sli(n/2,C}/ Ps. Como I é normal em Pg temos que Pg/H é um subgrupo e portanio =
define um fibrado principal com grupo estrutural Po/H. Mas, Pg/H é compacto e conexo
(é isomorfo a S'), e, portanto, pela Proposigio 14, temos que o nimero de conjuntos
controlaveisem Sl(n/2,C)/ Po eem Si(n/2,C)/ H é o mesmo. O grupo de Weyl é o grupo
de permutagbes de {1,...,n/2} e Wg é o grupo de permutagoes de {2,...,n/2}. Assim,
existem no maximo (n/2)1/(n/2 — 1) = n/2 conjuntos controlaveis em Si(n/2,C)/Ps.
Logo, exislem no maximo n/2 conjuntos controldveis em RP™ ! para a acio de qualquer

semigrupo de interior ndo vazio contido em 5SI(n/2, C).



3.2 O grupo Sl(n/4,H)

Seja n um nimero natural nuiltiplo de 4. O grupo SI(n/4, 11} é o grupo das inatrizes
n/4 x nf4 com entradas nos quatérnios H e de determinante ignal a 1. Sua algebra de
Lie sl(n/4, H) é a algebra das matrizes n/4 x n/4 com entradas nos quatérnios e de trago

zero. Considerando o isomorfismo

A -B -C -D
A -D C

¢c D A -B

D ¢ B A

A+iB +jC + kD —>

podemos considerar sl(n/4, H) como a algebra de Lie de matrizes reais da forma

A -B -C -D
B A =D C
com A, B,C e D matrizes reais de trago zero
¢ D A -B
D —-C B A

Uma decomposicio de Cartan para sl{n/4, H) é dada por sl(n/4, H) = k & s onde

A -B -C -D

k= | B A -D (C : A é anti-simétrica e B,C, D sdo simétricas
¢ D A -B tr(BY=tr(C)=1tr(D)=0
D -C B A
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A —-B -C -D
B A -D C
c D A -B
D ¢ B A

: A é simétrica e B,C, D sdo anti-simétricas ir{A) = 0}

Escolhamos como subdlgebra euclidiana a dlgebra das matrizes

A0 0O O
0 A0 0 .
a={ : A = diag{ay, ..., @nsa}, tr(A) =0}
0 0 A O
0 0 0 A
A0 0 0
0 A 0O O o .
Se A ) = a; temos que A; — A; com | < 4,7 < n/4 sio raizes.
0 0 A D
0 0 0 A

Um sistema simples de raizes é dado por Il = {A — Az, ., Auyay — Apja). Para O =
T — {A1 — A2} queremos determinar o grupo de isotropia Pg. Como no caso de Si{n, ()

temos que

A —-B —-C =D
B A -D C . .
nt = { : A, B,C e D sao triangulares superiores com diagonal nula}
¢ D A -B
D -C¢ B A
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O cenbralizador de a em k &

0 —Ay —Ay —A;
A 0 —As A

m = { ] ’ : : Aq, Az, Az sd0 diagonais, {r{A;) = 0}
Ay Az 0 M

As —Ay A 0

Assim a subdlgebra parabdlica minimal serd p=m @ a® n* e em blocos n/4 x njf4

A —-B —-C -D
B A -D C ) . .
p={ : A, B, C, D sdo triangulares superiores com diagonal néo nula}
C D A -B
D —-C B A

A seguir escolhamos a subalgebra parabdlica pg = ng -+ p dada em blocos n/4 x n/4

por
[« -3 *¥|—=7 ¥ =6 « )
0 =t 0 1 0 x| 0 «
B+l a #*!—86 | v =*
0 «{ 0 =/ 0 =] 0 +
{ : o, 3,7 e 6 sdo reais}
v %] 6 x| a *x|-f *
0 =; 0 [0 =*| 0 =
§ *|—y *#| 8 *{ a =«
\ 0 x| 0 x| 0 =x *
. N *
Em termos de matrizes complexas em sl(n/4, C) temos que pe = { :n € Hj
0 =

cujo subgrupo parabolico é



corresponde a uma varicdade flag Be. Temos que RP™' é um espaco homogéneo de

Sl(n/4, ) com isotropia dada em blocos n/4 x n/4 dada por

( a %[0 +|0 [0 = \
0 «]0 =10 [0 x
0 *|lae |0 [0 =

L= 0 +[0 *]0 *|0 : @ é real nao nulo}

0 %[0 «la *|0 %
0 [0 %[0 *=|0 =
0 |0 |0 x|a =*

\ 0 [0 |0 |0 = /

que em lermos de matrizes complexas é dado por

a ¥
L={ : @ é real ndo nulo}

0 +

Consideremos agora a fibragao canénica 7 : RP™' = Sl(n/4, H)/F — Bo = Si(n/4, H)/Po.
Como F é normal em Pg temos que Fg/Ff é um subgrupo e, portanto, = define um fi-
brado principal com grupo estrutural Pg/F'. Mas, Pg/F é compacto e conexo (¢ isomorlo
aos quatérnios puros de norma 1), e, portanto, pela Proposiciol4, temos que o ndmero
de conjuntos controldveis em Si(n/4, H)/Pa e em Sl(nf4, H)/ I é o mesmo. O grupo
de Weyl é o grupo de permutagoes de {I,...,n/4} e o subgrupo We € o grupo de per-
mutagoes de {2,...,n/4}. Assim, existem no maximo (n/4)!/{n/4 — 1)! = n/4 conjuntos
controlaveis em Si(n/4, H)/Po. Logo, existem no méaximo n/4 conjuntos controliveis em

RP™ ! para a agdo de qualquer semigrupo de interior ndo vazio contido em Si{(n/4, H).

3.3 O grupo Si(n/4,H).SU(2)
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Neste caso, a andlise é [eiba de mancira analoga ao caso anterior. De fato, scja
sl{n/4, 1) = k1 ® sy

uma decomposigao de Cartan para sl{n/4, lf) pensada como algebra de Lie real como

no exemplo anterior. Temos que su(2) pode ser vista como uma algebra de Lie real

compacta. Na verdade su{2} ¢ isomorfa ao conjunto dos quatérnios puros e, por sua vez,
’ B . e . - .

através do isomorfismo dado acima, é isomorfa ao conjunto das matrizes reais dadas em

blocos n/4 x nf4 por

0 —A, —A; —As
Ay 0 —As; A -

b={| P A= T e eR)
Ag A;} 0 "Al

Az —A; M 0

Assim, wmna decomposigio de Cartan para sl{n/4, H) @ su(2) pensada como algebra
de Lie real é dada por

si{in/4, ) @dsu(2) =k ds

onde k=k1 @& b e s =s;. Logo podemos escolher a mesma subalgebra euclidiana a
tanto para sl{n/4, H) & su(2) quanto para si(n/4, {). Como as matrizes em b sio anti-
simétricas temos que o centralizador de a em k é o centralizador de a em k. Portanto,
o restante da analise é idéntica a analise {eita para o grupo sl(n/4, ).

Assim, existem no maximo n/4 conjuntos controlaveis em RP"! para a acho de

qualquer semigrupo de interior nao vazio contido em Si(n/4, H).5U(2).
3.4 O grupo Sp(n/4,C)

Seja n um numero natural maltiplo de 4. O grupo Sp(n/4,C) é o grupo das matrizes



complexas n/4 x n/4 definido por Sp(n/4,C) = {g € GL(n/2,C) : ¢*Jg = J} onde J é

a matriz em blocos n/4 x n/4 dada por

Sua algebra de Lie sp(n/4,C) é a algebra das matrizes complexas dada em blocos

n/2 X nf2 por

A B
{( ) : A, B ¢ C complexas com B e C simélricas}
¢ A

Como anteriormente, podemos considerar sp(n/4,C) como a algebra de Lie de ma-

trizes reais dada em blocos n/4 x n/4 por

a v A &

¢t & -

4 5 com v, (, £, 6 simétricas
_ 5 a 7

-6 B¢ -t

Uma decomposigao de Cartan para sp(n/4,C) € dada por sp(n/4,C) = k & s onde

a v A 6
—-a —6 f )
s = { 7 : B anti-simétrica o, v, § sdo matrizes simétricas}
- -6 «

8 =8 v -«



a v p 06

-y a & - e e
k= { : o anti-simétrica e 4, v, é simétricas}

-# -6 o 7

-6 B -7 «

A0 0 0
¢ A 0 .
a={ : A = diag{ay, ..., an/4) }
0 0 A
0 0 0 -A
A0 0 0
0 -A 0 O .
Se A ) =a;temos que A; —Aj e A+ Ajcom 1 <4,7 <n/fdsao
0 0 A O
0 0 0 -—-A )

raizes. Um sistema simples de raizes é dado por IT = {X1 — Ag, .., Anjuct — Ansay 224 ).
Para © = II — {A; — A3} queremos determinar o grupo de isotropia Po.
s subespacos de raizes sio:

» Associados a A\; — A; as matrizes em sp{(n, () dadas por R(E;; + Ejnaiqnss +

Eipnpaiansa + Bipansaivansa + Bijinsa + Eipnsaisansa + Bonag + Eigansaiinga)-
eAssociados a A; + A; as matrizes em sp(n, (') dadas por
R(E: jynpr+ Ejipnjat Eijisapa+ Ejivsngat Bipnprjinsat Eipnprivnsa ¥ Ejpnpaivanja +
Ei+u{2!j+3n‘f4)-

Assim,



v Yy B8

o 0 —-ot 0 —p o ¢ [ sao triangulares superiores com diagonal nula
nt = :
-3 -6 a v ¥ e & simétricas
0 At —at

0 0 A 0
D 0 0 —A o
m = { . A matriz diagonal}
-A 0D 0 0
0 A0 0

Assim, a subalgebra parabolica minimal seta p = m @ a® n* e em blocos n/4 x n/4

a v B8
{ ~at 0 —p e e f§ sao triangulares superiores com diagonal nao nila
p= :
- -6 a -~ v, & simétricas

0 B 0 —af

A seguir escolhamos a subalgebra parabdlica pg = ng + p dada em blocos n/4 x n /1

pelas malrizes do tipo

o ¥y B ¢
( ot £ -
- -4 a v
-£ B ( =



com -y, § matrizes simétricas (uaisquer ¢

vo* o * 0 0 0 0
0 0 {
Yy = ,ﬁz ,(J: ,6:
Ed * Ed *
0 0 0 0

com v, 0,G € T reals.
Fm termos de matrizes complexas em sp(n/4,C'} podemos escolher pe como o con-

junto das matrizes dado por

A B
¢ —A'
com B3 simétrica e
A * ¢ 0
0 0
A= ,O =

* *

0 0

com A € C.
Temos que RP* ! é um espago homogéneo de Sp(n/4,C) com isotropia H dada em

blocos 1/4 x nf4 por

a v 0 6
¢ —of & 0
0 -6 a ~
£ 0 ( —o



com v e & simétricas e

00 --- 0 A 00 0
0 0 0
C: , 0 = '.lE:
* # *
0 0 0

com A real ndo nulo. Em termos de matrizes complexas H é dado por

A B
¢ —At
com [ simétrica e
Ao 0 0 0
A= ,O =
* *
0 0

onde A € R—{0}. Cousideremos agora a fibragio candénicar : RP*' = Sp(n/4,C)/H —
Sp(rnf4,C}/ Po. Como I é norual em Pg temos que Po/H é um subgrupo e, portanto,
7 define um fibrado principal com grupo estrutural Po/H. Mas, Po/H é compacto e
conexo, e, portanto, pela Proposicao 14, temos que o niimero de conjuntos controldveis
em Sp(n/4,C)/Ps e em Sp(nf4,C}/H é o mesmo. O grupo de Weyl possui 2*/*(n /4)!
elementos. O subgrupo We possui 2%/-1(n/4 — 1)! elementos. Logo, existem no méximo
n/2 conjuntos controlaveis em Sp(n/4,C)/Pgo. Portanto, existem no maximo n/2 con-
juntos controlaveis em RP"~! para a agio de qualquer semigrupo de interior nao vazio

contido em Sp(n/4,C).
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Capitulo 4

O Grupo Simplético e
Controlabilidade de Sistemas de

Cont role-

Neste capitulo estudamos controlabilidade de sistemas de controle onde o semigrupo
do sistema ¢ um subsemigrupo do grupo simplético.

Mosiramos primeiramente que os flags minimais no.grupo simplético sao as grass-
mannianas dos subespagos isotropicos.

Analisamos posteriormente controlabilidade de sisternas bilineares e controlabilidade

global para sistemas de controle a tempo discreto.

4.1 O grupo simplético

Definamos o grupo simplético como Sp{n, B) = {g € GL(2n, R) : ¢'Jg=J }Yonde .J é a

matriz 2n % 2n escrita em blocos n X n como

0 -1
10

Seja B*™ um espago euclidiano de dimensio par. Lembremos que uma. forima bilinear
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anti-simétrica e nao degenerada w(w,v) em R> € dita forma simplética. Observemos
que, dada wma forma simplética qualquer, existe uma hase tal que a matriz da forma ¢

a matriz J dada acima. Em blocos n x n os elementos de Sp(n, &) se escrevem como

a b

c d

com bat = abt, dct = ed e da* — b = 1. De fato, basta resolver a equacgio

f

b 0 —1 ¢ b 0 —1
d 1 0 c d 1 0O

=

[

Sua algebra de Lie é sp(n, R) = {X : XJ + JX' = 0} e pode ser visia em blocos

n X n como a subdlgebra das matrizes 2n x 2n da {orma

A B
C —Af

com A, B, matrizes reais n X n, ¢ B e (! simétricas.

4.1.1 Decomposigao de Cartan

Uma decomposi¢ao de Cartan de sp(n, 7} é dada por

sp(n,R) =k +s
onde k ¢ a dlgebra das matrizes anti-simétricas em sp(n, £}, ou seja,

A -
k={ : A anti-simétrica e B simétrica}

B A



e s é o subespaco das matrizes simétricas em sp(n, R), ou seja

A B
s ={ : A, I3 sao matrizes simétricas}
B —A
A involugio de Cartan é definida por #(X) = JXJ1. A dlgebrak éisomorfa a u(n), que é
a &lgebra das matrizes complexas n. x 1 que sio anti-hermitianas (isto é, X* = X' = - X).
O isomorfismo é dado da seguinte maneira. Se X € uma matriz complexa n x n, podenos

escrever X — A+ 18 com A e B matrizes reais e X = A + B é anti-hermitiana se e s6

se A é anli-simétrica e B é simetrica. Assim o isomorfismo é dado por

A -B
B A

A+iB e—

Seja I o grupo conexo cuja algebra de Lie é k. A decomposigio de Cartan de Sp(n, i)
é Sp(n,R) = KS onde 5 é o conjunto das matrizes simétricas positivas definidas em
Sp(n, R). Como k = so(2n, 1) Nsp(n, R) temos que K = SO(2n, R) N Sp(n, B). Mas
SO(2n, )N Sp(n, R) é isomorfo a U(n}), o grupo das matrizes complexas g que sdo n x n
e que satisfazem g*g = 1 onde ¢* = §'. O isomorfismo é dade da mesma forma por
a —b

g:a-{—ib{-m—}
b a

De fato, se g € SO(2n, R) N Sp(n, R) entdo g¢* =1 e ¢'Jg = J e portanto

a b

c d

cKseesbseb=—c¢, a=daa +bb' =1 e ab = ba'

Por outro lado, uma matriz complexa g = a + b € unitaria se e sé se

99" = (a + bi)(a" —ib') =1



Logo ¢ € unitéria se e 86 sc

aat L0 = | e abt = ba'

e estas sao também as condigdes para que uma matriz

pertenca a K.

4.1.2 O grupo de Weyl

As subdlgebras abelianas maximais de s sdo subalgebras de Cartan pois sp(n, R} é
uma forma real normal da algebra complexa simples sp(r, C'). Uma dessas subalgebras
é a subalgebra a das matrizes diagonais em sp(n, R) , diag{H,—H} com H uma matriz
diagonal n x n.

Seja at = {diag(at,..., @n, — 01, ..., —@y) 1 @y > ... > @, > 0} uma camara de Weyl em

Se A = diag(ay, ..., an, —ay, ..., —a,) definamos o funcional linear A; por A;(A) = a..
Uin sistema de raizes positivas scra At = {\ — A 1 <o < <njU{M+ A1 <i 5 <
n}. Um sistema simples de raizes gerando A* é dado por IT = {M—=Az, s A — A0, 20, )

Sejam = o grupo de permutagoes de {1,...,n} e I’ o grupo multiplicativo das n-uplas
(€1,...,€,) onde o8 €’s sdo £l e a multiplicagéo é feita componente a componente.

Temos que = age em a como o griupo de permutagdes
ALaG( 01, ooy Qg =Ly ey — ) > ATAG( Wiy eeey iy, — iy g ovny = Qi)
Temos também que I' age em a como o grupo

drag{ .oy Qyy =1y ooy — ) — diag{e1ar, .oy €y, —€11, vy —EnGy,)
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O grupo de Weyl é o grupo correspondente a acao de EI' = I'= em a e tem 2"n!

elementos.

Subalgebras parabdlicas

Seja A*Y = { =X 1<i<ji<npU{lh+A:1 <7 <n)oumsistema de raizes
positivas e Tl = {1 — Az, .oy Auet — Ay, 22X, } win sistema simples de raizes gerando At .
Os subespagos de raizes sao:

¢ Associados a A; — A; as matrizes em sp(n, R) cujas tinicas entradas nao nulas sao
i,j € j +m,i+n que aparecem nos blocos diagonais (em A e —A*).

e Associados a A; + A; as matrizes em sp(n, R) cujas unicas entradas ndo nulas sao
i,7+mnej,i-+n que aparecem no bloco superior direito (em B).

Sent =¥ cat go enldo

. A B

n* = { : A é triangular superior com diagonal nula e B simétrica}

0 —-A

A subélgebra parabdlica minimal é p = m @ a®nt*. Como a é uma subalgebra de
Cartan temos que o centralizador m de a em k € nulo.

Sen™ =3 _ . ca+ Ga entio

A0

n- ={ : A é triangular inferior com diagonal nula e B simétrica)

B —A
Dado um subconjunto © C 11 se tem a subalgebra parabélica pe = ng + p onde ng é
a subalgebra de n~ gerada pelos espagos de raizes de —0. Determinemos as subagebras
parabodlicas mmaximails que sao aquclas em que & € maximal, ou seja, em que & ¢ o com-

plementar de um subconjunto unitirio de I1. Observemos que as subdlgebras parabdlicas

maximals estao associadas acs flags minimais. De maneira explicita temos

A B
P2y, € a subdlgebra de matrizes da forma com A qualquer e /3
0 —-A
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simétrica. Isto ocorre ji que os espagos de raizes associados a A; — A; estao conlidos nos
blocos diagonais. Como 11 — 2, contém lodas as raizes simples dessa forma, temos que
np_gy, 580 as matrizes em que A ¢ triangular inferior com diagonal nula.

OPr-(x—dig 1 ? S 1 — | € adlgebra das matrizes da forma

A B
C —A
com B simétrica
a f3 P
A=A{ : o é uma matriz ¢ X ¢ arbitraria}
0 v
e
00 : e
C={ :dén—1xn—1iesimétrica}

0 d

Assitn Prioq;-»,,,) € a subélgebra de matrizes simpléticas da forma

o f
0 §

com o matriz ¢ x7. Para se obter a subalgebra parabdlica pn_ga;_»,,,) deve-se olhar todas

(B3]
as raizes que podem ser obtidas por combinagbes (somas) de Ajpt—A; = —(Aj—Ajp), 7 #
i,7 <n—1e—2\ e, apartir dai, se olhar os espagos de raizes correspondentes. Fazendo
apenas combinagoes de A;3 — A; obtemos espagos de pesos apenas nos blocos diagonais
e, como J # 7, as entradas de A que sio cobertas sfo apenas as indicadas.

Para determinar C, suponhamos inicialmente que + = n — 1. Entio, nenhuma com-
binagdo de A;yy — A;,7 < n—1 com —2A, nos fornece raiz. Dessa forma, a Unica raiz quc
néo ¢ da forma A, — A, (cujo espago de ratzes esta fora dos blocos diagonais) que aparece

é —2A,. O espago dessa raiz ¢ 0o que tem entrada em 2n x n e isso nos fornece ' como

{oi tndicado e comn d matriz ! x L.
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Para ¢ # n — | as raizes fora dos blocos diagonais que sao obtidas por combinagoes

sao obtidas reiteradamente como

(/\n - /\n—l] - 2/\11 = “)‘ﬂ,—] - )\n
A = A5) — (A FAa) = =X — Aw
_()‘n—i + /\n) + (An - /\n—l) = _An—z - /\n-—l

=X+ Aa2) F gz — A1) = =X — A

e, dessa forma, as raizes que sio obtidas por combinagbes sdo —(A, + A;) comr,s > i e
os espagos de raizes preenchem ¢ como indicado, com d uma matriz n — i x n — i.

Como exemplo especfﬁco da determinagao de A e (U, analisemos o grupo simplético
Sp(6, R). Temos entdo que [T = {Ay — Ay, ha — Az, A3 — Ag, Ay — As, As — A6, 2X6). Se
O =11 — {X3 — Ay} temos que —O = {d2 — A, Aa — Moy As — Ay, ds — s, —2X6}. Nesle
casoi=3edal @é3Ix3edédx3esimétrica. A parte triangular inferior de « &
facilmente obtida pois Ag — Ay, A3 — A € =© e A3 — Ay = (A3 — A3) + (A — A1), Como
As — A, he — As € —@ € Ag — Ay = (A5 — A1) + (X6 — As) oblemos a parte inlerior de 7.
Observemos que as partes triangulares superiores e as diagonais de « e vy e a malriz
jé& aparecem na subdlgebra parabdlica minimal. A matriz d é obtida através do espaco
das raizes -2Xs , —(Xs + Ag) = (A6 — As)} — 2hs, —(As + Xg) = (As — M) — (hs + Xg) @
—(Aa 4 As5) = —(Xa + Ae) + (A6 = As5).

4.1.3 O subgrupo parabdlico minimal

O subgrupo parahdlico minimal é dado por P = MANY onde A e Nt sdo os grupos
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exponenciais de a e n*. Assim

h 0
A={ : b é uma matriz n X n e diagonal }
0 h!
e
Nt = a b @ triangular superior com 1’s na diagonal
0 (a ')t . b com bat = abt

Resta determinar M. [sse grupo é discreto pois o centralizador de a em k é nulo.

L.embremos gue uma matriz

a —b

b a

€ K sees6se aa 4+ bbf =1 e ba' = ab’.

Como as matrizes em K sdo anti-simétricas leinos que suas inversas coincidem com suas
transpostas. Portanto, para determinar M = {u € K : Ad(u})H = H para todo H € a}

basta delerminar as matrizes em K que satisfazem

a —b A0 ad b A D
b a 0 —A —b af 0 —A

para toda matriz diagonal A. Fan particular tomando A =1 temos

aat — bt abt + bat 1 0
bat + abt bbbt — aa 0 -1
e temos que aa’—bbt = 1 e ba' = —ab’. Destas férmulas e da caracterizagio dos elementos

de K teremos que aa’ = 1 ¢ ab® = 0, ou seja, a é ortogonal e & = 0. Como a é uma
natriz ortogonal que comuta com todas as matrizes diagonais temos que a ¢ diagonal e
suas entradas sdo +1. Observemos que o grupo M determina as compoientes conexas
de P. O grupo ANt é conexo e se M é discreto o mimero de componentes conexas de

P é exatamente a ordem de M. If possivel mostrar que cada componente conexa de um
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subgrupo parabélico qualquer contém um elemento de M .(veja [36] secdo 1.2 e o lema do

apendice)

4.1.4 Os flags minimais

Seja w uma forma simplética num espago euclidiano 7%*. Um subespago V' de R**
é dito isotrépico em relagio a w , ou simplesmente isotrépico, se w(u,v) = 0 para todo
u,v € V. Pode-se mostrar que a dimensio de um subespago isotrépico de R é no
méaximo n ( veja [2] pg 223). Existem subespagos isotrépicos de dimenséao exatamente n.
0 -1
1 0

entao, o subespacgo gerado pelos n primeiros vetores da base € um subespaco isotropico.

Como exetnplo, se a matriz da forma simplética numa determinada base é J =

Usaremos a notagio Li(n) para denotar a Grassmanniana dos subespagos isoiropicos
de dimensdo &k em R* para k < n.

Mostraremos que os [lags minimais de Sp(n, R} associados aos conjuntos IT — {A; —
M1} sek <n—1leall —{2X,} se k =n sao Li(n).

Antes disso, apresentamos uma descrigio algébrica das grassinannianas dos sube-
spacos isotrépicos. Uma maneira de representar algébricamente um subespago de di-
mensac &k é dado através de uma de suas bases. Tomando uma base § do R*, um
conjunto de & vetores linearmente independentes pode ser representado por uma matriz
2n X k cujas colunas sao as coordenadas dos vetores em relagio a 4. Desta maneira, um
subespago k& dimensional € descrito por uma matriz 2n x &k de posto k. Denotaremos por
Bi(n) o conjunto das matrizes 2n x k de posto k. Dois elementos p e g € Bi(n) delinem
o mesmo subespago k dimensional se e 50 se ag colunas de p sdo combinagdes lineares
das colunas de q o que, por outro lado, ¢ equivalente a existéncia de uma matriza k x k
inversivel tal que p = qa. Observe que se w ¢ uma forma simplética entdo existe uma
hase 8 de K" tal que a matriz da forma simplética w na base § é a matriz J. Assim,

dois elementos p, ¢ € Bi(n) definvem o mesino subespago isotrapico se e s6 se p = ga com
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a matriz k x k inversivel e p'Jp = 0. Definamos uma relagio de equivaléncia ~ em Bi(n)
por p ~ ¢ se e s se existe uma matriz a, k X k e inversivel com p = qa e p'.Jp = 0.
O conjunto das classes de equivaléncia By(n}/ ~ esta em correspondéncia bijetiva com
Li(n). Esta correspondéncia nos fornece uma descrigao algébrica da Grassmanniana dos
subespagos 1sotropicos.

Mostremos que Li(n) é um espago homogeneo de Sp(n, ). Se V é um subespago
isotrépico entdo ¢V tambéin é um subespago isotrépico para todo g € Sp(n, R). Isto se
deve ao fato de que w(gu, gv) = wlu,v) para todos u,v € V e g € Sp(n, R). Portanto
Li(n) é invariante pela agdo de Sp(n, 7). Observemos que em termos da descrigio dos
subespagos isotrépicos k dimensionais como classes de eguivaléncia em Bi(n) temos que
esta agao é dada através da multiplicagao de uma matriz 2n % 2n em Sp(n, R) por uma
matriz 2n X k. Resta mostrar que Sp(n, R) € transitivo em Li{n). Analisaremos em
primeiro lugar o caso em que & = n. Para isto, seja V um subespaco isolropico de
dimensao n e tomemos uma base ortonormal de V. Escrevendo as coordenadas dos
elementos dessa base em colunas obtemos uma matriz p que é 2n x n. Como a base é
ortonormal, temos que p'p = 1. Desde que V é um subespago isotrépico, temos que para
dois elementos quaisquer u,v da base w(u,») = 0, e isso significa que p'Jp = 0. Como p

é uma madtriz 2n X n, podemos cscreve-la como

com e e b matrizes n X n. As condigoes p'p = 1 e p'dp = 0 se traduzem, em termos de a
e b como

ala Fbh=1 ath = bla

e portanto
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Agora, scja V4 o subespago gerado pelos primeiros 2 vetores da base candnica. E claro que
Vo é isotrdpico. Alem disso, a forina da matriz ¢ acima nos mostra que V = gly. Como
V € arbitrario, concluitnos que K é transitivo em L,{n) e portanto Sp(n, R) também o
é.

Analisemos agora o caso em que k < n. Seja V um subespago isotropico de dimensao
k. Como acima, podemos construir mma matriz p de tamanho 2n x k cujas coliunas sio as
coordenadas de uma base ortonormal de V. Seja V; é o subespago gerado pelos primeiros
k vetores da base canénica. Vj é isotrdpico e para mostrar que Sp(n, R} é transitivo, é
suficienle enconlrar ¢ € Sp(n, K) tal que ¢Vp = V. Isso acontece se for possfve] estender
a matriz p a uma matriz g de Sp(n, R). Para conseguirmos isto, estendemos p a uma.
matriz p que é 2n X n e esta associada a uma subespago isotropico de dimensio 7. Para

isto, necessitamos da scguinte proposigao.

Proposigao 21 Secja V um subespago isotrdpico. Entdo existe um subespaco isolropico

V de dimensdo n tal que V.C V.

Demonstragio: Suponhamos que dimV =k < n. Seja V4 = {u € R™ : w(u,v) =
0 para todo v € V}. Temos que um subespago V é isotrdpico se e s6 se V C V*+. Como
dimV* = 2n —k > 2n —n = n temos que V estd contido propriamente em V1. Existe
portanto v € V lal que w(u,v) = 0 para todo u € V. O subespago gerado por V e
v € isotropico e tem dimensdo maior que V. Continuando este processo obtemos um
subespaco isotropico de dimensao n.O)

Da proposigae acima temos qite uma base ortonormal de V pode ser estendida a
uma base ortonormal de V. Isto nos diz que podemos estender p a uma matriz p cujas
colunas sao as coordenadas de uma base de um subespago isolropico de dimensao n.
Como mostramos acima, a matriz p pode ser estendida a uma matriz de X e portanto o
mestmo ocorre com p mostrando que K é transitivo em Le{n) e dai que Sp(n, R) também
é transitivo.

Seja V, o subespaco gerado pelos pritneiros & vetores da base canonica. A interse¢io

de sp(n, ) com a subélgebra de sl(n, R} isotropia em Vo é exatamente prn_{y,—x.,,}
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sek<n—1le Pr-{21,} 8€ k = n. Assim a componente conexa da identidade de Pg,
O=YN—{de—Arn}sek<n—1c0=5-{2),}se k = n, coincide com a componente
conexa da isotropia em V5. Portanto, para mostrar que o subgrupo parabdlico Pg ¢
essa isotropia hasta mostrar que ele esta contido no subgrupo de isotropia de V5. Para
moslrar que Pp esta contido na isotropia, é suficiente mostrar que cada componente
conexa contém um elemento da 1sotropta. Sabemos que cada componente conexa de Fg
contém um elemento de M. Como os elementos de M sdo matrizes diagonais, tem-se
que M estd contido na isotropia de Vy. Portanto Lg(n) é o flag minimal de Sp(n, R)

assoclado a O =X — { M ~ Aeji}sek<n—-1ea® =% —{2X,} se k = n.

4.1.5 A grassmannniana dos subespagos isotrépicos orientados

Consideraremos, também, o conjunto dos subespagos isotropicos orientados de di-
mensio k < n em R?™ e que sera denotado por Lf(n). Sejam g € Sp(n, R) e £ € Lf(n).
Obtemos um subespago isotrépico orientado g€, definindo uma base orientada de g
como a imagem através de ¢ de uma base positivamenté orientada de {. Desia maneira
temos que Sp(n, R) age transitivamente em L} (n). Temos também que os subespagos
isotropicos orientados podem ser representados por matrizes 2n X k de posto k. Neste
caso, duas matrizes p,g € Bi(n) definem o mesmo subespago isotrdpico orientado se
e 86 se p = ga para alguma matriz @ com det{a) > 0 e p'Jp = 0. Alravés desta
representacio, a acao de Sp(n, ) também é dada através de multiplicagio de ma-
trizes. Como variedade, L{(n) é wn recobrimento duplo de Lr(n) com aplicagio de
recobrimento 7 @ L} (n) — Li(n) dada pela eliminagio das orientacdes nos subespagos
isotrépicos. Claramente, este recobrimento é equivariante em relagio a agio de Sp(n, R),
i.e., mog = gon para todo g € Sp(n, ). Nosso interesse em Lj(n) é que ele pode
ser imerso no produto exterior A*(R>") como um subconjunto da esfera neste espago.
Lembremos que A*(2*) é gerado pelos elementos da forma uy A ... A uy, w; € R, Uma

base para /\k(Rz") é dada por e;, A...Ae; para iy < ... < i, onde g = {e1,...,ex} é uma
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base de 2*". Um produto interno em #** induz um produto interno em A*(R**) como
(wg Ao A, o A Aoy = deb (g, v5) )i g

Portanto se 8 é ortonormal em R temos que a base e; A ... A ¢;, também sera
ortonormal. Observemos também que a matriz ({u;, v;});,; é dada por p'q onde p e ¢ sao
as matrizes 2n x k cujas colunas sio as coordenadas, em relagio a alguma base ortonormal
de R?", dos u;’s e v;’s respectivamente.

Definamos um elemento decomponivel como um elemento £ € A¥(R?*) que pode ser
escrito como £ = uy A ... A ug com u; € R*™. Consideremos a aplicagio de Lf(n) em
AF(R*) que leva uma base ortonormal positivamente orientada p = {u1,...,uzx} de um
subespago k-dimensional no elemento decomponivel u; A ... A ug. Temos que Lf(n) esta
em correspondéncia bijeliva com os elementos decomponiveis de norma um em AF (R
e que satisfazemn {uy A... Aug, v A Avg) = B onde, ug AL Aug € a imagem pela aplicagao
acima de p = {ty,...,uz) € v1 A ... Ay € a imagem de {vq,..., v} que esld na classe de
equivaléncia da matriz Jp em Br(n)/ ~. Ohservemos que | uy A ... Aug |= 1 segue da
ortonormalidade de p.

Da mesma maneira, Li(n) é vista como um subconjunto do espago projetivo de
AF(R?), e através destas realizacdes, a aplicacdo de recobrimento 7 torna-se a iden-
tificacio usual de antipodas na esfera. Temos que Li(n) é um subconjunto préprio da

esfera,

4.1.6 O nimero de conjuntos controlaveis

Como vimos anteriormente, o grupo de Weyl W possui 2"n! elementos.
Para © = £ — {A\x — Ay} com k < 1 — | temos que a ordem de We é k127 *(n —

k)! Portanto a Proposigio 9 nos diz que existem no mdximo 2"nl/ k12" *(n — k)! =



T
2 nlfkl(n — k) = 2F conjuntos controlaveis efetivos em Lg(n) para a acio de

k

qualquer semigrupo S C Sp(n, I} com pontos interiores.

Para © = ¥ — {2A,} tewos que Wo é o grupo de permutagdes em n elementos.
Portanto a Proposigao 9 nos diz que existem no maximo 2* conjuntos controlaveis efetivos
em L,(n) para a a¢ao de qualquer semigrupo § C Sp(n, R) com pontos interiores.

Passemos a analisar o numero maximo de conjuntos controldveis efetivos em qualquer
flag Be. Para isto, seja H(5,7) = {A — A1 12 < r < jej < n}. Temos que
qualquer © C 11 é uma das unives disjuntas @ = I1(¢y, 51) U ... U [1(7k, Jx} U {2A.} ou
O = N2, 1} U... UH{2s, jk) com jr + | <ipyq paratodoI=1,...,k—1lek<n-1.Se
O = I(¢1,71)U...Ull{7, 71} temos que Wp é o produlo direto dos grupos de permutagdes
dos conjuntos {;,..., 51 + 1} e portanto | We |= (ji - i+ 20 (g — 4+ 2)1. Assimo
niumero de conjuntos controlaveis efetivos em Be é no maximo a ordem de W/Wg que
é2'nl/(j1 — i1+ 2Lk — i + 2)1. Se © = I1(21,51) U ... U (%, Jx) U {2X,} temos
duas possibilidades a considerar: jr = n—lou 5 < n—1. Se 74 = n — 1 temos
que | Wo I= (ji — 21 + 2).c.(Ge1 — ta—1 + 2)i{n — 4)127*. Logo existem no maximo
2501/ (Gy — 21+ 2).(Jh—1 — k1 + 2)!(n — i;)! conjuntos controliveis efetivos em Beg.
Se jir < n—1 a ordem de Wg scra (j1 — 21 + 2)L..(jx — 2% + 2)1.2 e existem no maximo

2t/ (71 — 21 + 2)N..(Jk — 7x -+ 2)! conjuntos controlaveis efetivos em Bg.

4.1.7 A variedade aberta e densa

Estaremos interessados na variedade aberta e densa que aparece na decomposigao de
Bruhat das grassmannianas de subespagos isotrépicos Lig(n). A decomposigio de Bruhat
é relevante na andlise da agao das matrizes diagonais nas Grassinannianas dos subespagos

isotropicos. No Capitule 1, definimos elemento euclidiano regular. Um elemento i €
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Sp(n, R) é euclidiano regular se existe a € Sp(n, R) satisfazendo
h = a({diag{, ..., A, ATY, s A D™

e At > ...> A, > 0. Seja N~ o grupo das matrizes da forma

a 0

e (a7 1)

onde ¢ é uma maltriz n X n triangular inferior com uns na diagonal ¢ ¢ é n x n com
a'ct = c(a1)t. As variedades estiveis para h = diag{A1, ..., An, ATy, A2} com A >
. > Ay > 0 sdo as N~ -4rbitas. O niumero de drbitas € finito e existe somente uma.

orbita aberta e densa que é N~ ¢y onde & € o subespago isotropico representado em

1
Bi(n}/ ~ por onde 1 é a matriz identidade k x k. Observe que se § = {e1,...,e3,}
0

{211

¢ a base candnica de [*™ entdo & ¢ o subespago gerado por eq,...,ex. Verificaremos a

seguir que N~ &g é de fato uma variedade estavel para b = diag{A, ..., An, ATt
com Ay > ... > A, > 0. Obviamente § é um ponto fixo para h. Temos também que se
n € N~ entao h™néy = Amnh™"& — & quando i — oo pois (A;/A)" — 0sei < j < n.
Assim £p é um atrator para h. Andlogamente, o subespaco gerado por e,i1,..., €hik €
que denotaremos por & é um repeleute para k.

Em termos da representacao dos subespacos isotrépicos como matrizes 2n x k temos

que a orbita aberta N7§, corresponde as matrizes da forma

onde 1 é a matriz identidade k x k, z é arbitraria (2n — k) x k. De {ato, em blocos

a 0 v ¢
c =
b p v T
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com ¢ inversivel k x k e 4 matriz k x k. Assim N~ & é dada por

o 1
a 0 1 B ) Sa1
¢ (e~ 1)t 0o/ ¥ - yo !

v vet

Observemos que N~ & é difeomorfa a un espago euclidiano.
Em termos da representacio de L] (n) em AF(R%*) temos a seguinte interpretagio da

orbita aberta.

Proposicio 22 Friste n € Lf(n) tal que o N™-érbita aberta em Li(n) € dada por

k
{£e AR™) : (n,€) > 0)

Em Lf(n) existem duas N~-drbilas abertas que sdo os semi-espagos dados por (n,¢) > 0

e (n,&) < 0.

Demonstragao: Como vimos acima um elemento da drbita aberta ¢ representado

pela matriz 2n x k
1

T
Tomando o produto exterior de suas colunas, obtemos um vetor decomponivel que de-

. 1
notaremos por £. Sejan = e1A...Aex € L} {n). Temos entio que {5, {} = det ( 1 0 )

M
1. Assim a drbita aberfa esta contida em

{¢£ e /\(Rzn) : {n, &) > 0}

Reciprocamente, dado nm elemento decomponivel £ = ujA...Auy € Li(n) satisfazendo
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{(n,€) > 0, a matriz p cujas colunas sio as coordenadas dos u;’s pode ser escrita como

e §{ pertence a orbita aberta.
Como 7 : LF(n) — Li(n) é dada através da identificagio de antipodas temos que
em L} (n) existem duas N~ -6rbitas abertas que sao 0s semi-espagos dados por {i,¢) > 0

e(n € <0.0

4.2 Controlabilidade de um sistema de controle bi-

linear

Estudaremos a controlabilidade de sistemas de controle bilineares da forma
= (A+uB)

onde ¢ € R?™, A ¢ B sdo malrizes 2r x 2n. na dlgebra de Lie sp(n, R} do grupo simplético
Sp(n, R) e u assume qualquer valor real. Por controlabilidade queremos dizer a atingi-
bilidade, a partir de um estado inicial zg # 0, de qualquer estado final x # 0 através de
orbitas (solugées) do sistema. Em {3, Teorema 2] R. El Assoudi e J.P. Gauthier dcram
condigées sobre as malrizes A ¢ B para que o sistemna seja controlavel. No nosso caso
estas condigOes se traduzem em

C-1 B= diﬂ,_f}{}\l, ...,A,l,—/\;,-..,—/\n} com )\] =, An > 0.
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C-2 Se A se escreve como A = (a;;}, entdo aq ppq.0np11 <0

C-3 A algebra de Lic gerada por A e I3 é sp(n, R).

Nosso interesse aqui € o de dar uma demonstragao tecmicamente mais simples do re-
sullado apresentado em [3] . Esta demonstragio se utiliza da mesma técnica da demon-
stragao dada em [27, 31] que trata do caso em que A, B € sl(r, R).

Seja S o semigrupo de Sp(n, R) gerado pelo sistema de controle, i. e,
S = {ehMtuB) otmiAtemB) e R3S 0m > 1)

Naturalmente, o sistesna é controlavel em R — {0} se e s6 se S é transitivo em
R*™ — {0}.

A condigdo C-3 implica que 5 tem interior ndo vazio em Sp{n, R).

Ja que o grupo simplético ¢ transitive no espago projetivo o Corolario 1 nos mostra que
S é transitivo em R*™ — {0} sc ¢ 56 se § = Sp(n, ). Logo para provar a controlabilidade
do sistema é necessario mostrar que .5 € 0 grupo todo.

Suponhamos que S seja wm subsemigrupo maximal de Sp(n, R) e seja C* o tnico
conjunto controlivel invartante para 5 em Li(n). As Proposi¢ées 7 e [l nos garantem
que existem b euclidiano regular, b € int{5) e k = {1,...,n — 1} tal que C* estd contido

na variedade estavel de & que corresponde & érbita aberta e densa da decomposigao de

Brubat de Li(n).

Definigao 4 Diremos que um semigrupo mazimal § € do tipo k se S e k sdo como acima.
Um semigrupoe prdprio de Sp(n, R) € dito do tipo k se estiver contide num scmigrupo

maximal do lipo k.

Assim todo semigrupo proprio de Sp(n, ) é do tipo £ e para mostrar que § =
Sp(n, R) basta mostrar que S néo é do tipo k para nenhum k= {1,..,n — 1}.

Analisarernos agora, os conjuntos controldveis invariantes em L} (n). Estes conjuntos
existem pois L{(n) é compacta. Como a projecio 7 : Lf(n) — Li(n) é equivariante

temos pela Proposicao 15 que estes conjuntos controlaveis invariantes estao contidos em
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7 1(C*) e se projetam em C*. Como 7 é uma aplicacio de recobriinento duplo existem
um ou dois conjuntos controlaveis invariantes em Lf (n).

Escolhamos k tal que S é do tipo k. Entdo C* esta contido em algima variedade
estdvel aberta de L (n). Assumiremos na discussio abaixo que os conjuntos controldveis
para S em Li(n) e em Lf{n) sio conexos. Delina C = n~!(C*). Pela Proposicao
22 existe n € AF(R*™) tal que {,¢) # 0 para todo ¢ € C. Como C é compacto ele
se quebra em duas componentes conexas que denotaremos por C+t e €~ = —C* onde
c+ = {£eC: (& >0eC ={£eC:{né <0} Existem duas possibilidades.
Ou Ct é um conjunto controldvel invariante, o mesmo ocorrendo com C~ ou o préprio
C é um conjunto controlavel invariante. Como estamos admitindo que os conjuntos
controldveis para S em Lf(n) sdo conexos temos que somente a primeira possibilidade
ocorre. Observe que as expressoes acima para CF implicam que ¢ e —¢ ndo podem estar
simultaneamente no mesmo conjunto controlével invariante para § em L} (n).

Temos entdo a proposicio que nos da condigoes sobre a controlabilidade dos sistemas

bilineares

Proposigao 23 Suponha que C-1, C-2 ¢ C-3 sdo satisfeitns. Fntdo S = Sp(n,R) e o

sistema bilinear é controldvel.

Demonstragao: Consideremos o cone sublangente
L{(8) = {X €sp(n, R) :exp(tX) € fe(5), para todo t > 0}

Temos que L(S) é um cone convexo que contém A,-+B. Mostremos que

0 £
—F 0

e L(S)
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onde 0 é a matriznulan xne I éamatrizn xn

i 0 0
0 0

I =
g0 .-+ -« 0

De fato, se B = diag{jt1, ..., tan} onde jt; = A; ,i=1,. . ,nepg; = —Ajn, 7 =n+1,..,2n

temos que B Ae™tB = (etti—ii)g, ), o € L(S) pois ePeAe~tP = exp(sAd(e'P)A). Dai

a'(i) e (B —Rag ) B 4 —tB (e!(“(ﬂ-l"‘ﬂn{-l)+(l—"vi‘—ﬂj]]a£‘j)£,j

A1) = el —tng1}t tB 4 1B _ (et[[m_“““)+(”""“"))a;,j),‘,j

. . . .
sao curvas em L(S) pois o mesmo é um cone convexo. Mas gy — finp1 = 22 > g — 145

exceto quando i = 1,7 = n + 1. Assim

. 0 A
lim a(l) = € L(S)
e 0 0

onde 0 é a matriznulan X n e A ¢ a matrizn xn

apppr ¢ - 0
0 0
A=
0 -0
Andlogamente
0 0
tim A(1) = e L(S)



onde 0 é a matriz nula n xn e B é amalrizn xn

ftnt11 0 - 0
0 0

B =
0 oo en 0

Supondo que agne1 > 0 tem-se que @413 < (. Logo

0 £ 0 0
0 0 - 0

z
¢ como L{S) ¢ wmm cone coneluimos e

D F
D= € L(S)
-F 0
Mas .
( cos{t)y 0 .- sen{f) --- 0 \
0 1
exp(tD) =
—sen(t) cos(t)
0 1

\ e
e portanto exp(w D)) = diag{—1,1,1,...,—1,1,1,...} € fe(S), aqui o tltimo -1 estd na
posicao n+1. Como vimos anteriormente e; A ... A e; é um atrator de exp{# D} e portanio

pela Proposicio 5 pertence a um conjunto controlével invariante em L} (n). Mas
exp(mD)er A oA e = —egr A Aeg

e concluimos que —ey A ... A e tamhbém pertence a este conjunto controlavel invariante.
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Como S ¢ conexo os conjuntos coutroldveis invariantes para § em Li(n) e em L} (n) sdo
conexos. Logo, como vimos acima, .5 nao € do tipo & para nenhum k, o que implica na

controlabilidade do sistemna bilinear.O

4.3 Controlabilidade global de sistemas de controle

a tempo discreto

Fstudamos a seguir, controlabilidade global de sistemas de controle a tempo discreto
da forma

AduB
Tomgt = € el m >0

onde z,, € R*™ A e B sao matrizes na dlgebra de Lie do grupo simplético Sp(n, R) e
u assume quaiquer valor real. Fsles sistemas sao obtidos discretizando-se sistemas de
controle bilineares & tempo continuo.

Para o estudo dos sistemas de conirole a tempo discreto damos como referéncia o
artigo [19] de B. Jakubczyk e . D. Sontag.

Por controlabilidade global queremos dizer a atingibilidade, a partir de um estado
inicial zo # 0, de qualquer estado final 2 5 0 através de iteragées do sistema. Fstaremos
interessados em dar condicoes sobre as matrizes A e B de maneira que o sistema se torne
globalmente controlavel.

Seja S o semigrupo de Sp(n, ) gerado pelo sistema de controle, i. e.,
S = [MMB _AtumB e Rim > 1}

Naturalmente, o sistema ¢ controlavel em R?™ — {0} se e s6 se S é Lransitivo em
R'Jn - {U}
Suponhamos que S tenha interior nao vazio em Sp{n, R).

Pelo Corolério 1 temos que .5 € transitivo em R?™ — {0} se e 56 se § = Sp(n, R).
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Logo, para provar a controlabilidade do sistema é necessario mostrar que 5 é o grupo
todo. Vimos na segao anterior que S = Sp(n, ) caso S nao seja do tipo k& para nenhum
k=1,..,n—1. Suponhamos que os conjuntos controldveis invariantes para § em Ly(n)
e em L} (n) sdo conexos. Entdo, como na segdo anterior, temos que 5 ndo ¢ do tipo
k para nenhum k = [,...,n — | caso exista £ € L}(n) tal que £ esiejam no mesmo
conjunto controldvel invariante. Veremos que os conjuntos controldveis invariantes para
semigrupos gerados por um sistema de controle & tempo discreto em Ly(n} e L] (n) séo
COTEXOS.

Observemos que H € sp{n, ) é euclidiano regular se existe « € Sp(n, R) salisfazendo
H = a{diag{M, s Ay =AM,y ey —An})a !

com Ay > ... > Ap > 0.

Agora, queremos dar condigdes sobre as matrizes A e B para que o sislema de con-
frole a tempo discrelo scja controlavel, Estamos procurando condigdes semelliantes as
condi¢des C da Proposicao 23, Para isto, seja B = diag{A, .., An, —A1,..., —A,} com
A1 > ... > A, > 0. Sabemos que o conjunto dos elementos euclidianos regulares é aberto
em sp{n, R) e portanto (1/u)A 4+ B também é euclidiano regular se u é suficientemente
grande. Como exp(A + uB) = expu{l/uA + B) temos bastante elementos enclidianos
regulares em S cujos alratores estdo nos conjuntos controlaveis invariantes nas Grass-
manninas dos subespagos isotrépicos.

A seguir apresentaremos mna parametrizagido “boa” dos elementos euclidianos regu-
lares 1/uA + B. Seja a o conjunto das matrizes diagonais em sp(n, If), ¢ definamos a

aplicacio @ : Sp(n, R) x a — sp(n, R) por

é(g, H) = gHg™!
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Temos que ¢{1, B) = B e a diferencial de ¢ em (1, B} calculada em (X,Y ) é dada por
d
(d(ﬁ)[l‘s} = (—{;EtX(B + iY)B_tX |t=D= [){1l B] _|_ Y

Como B = diag{pt1,...;ppan} onde p; = dye = 1, ,ne p; = =X ,,7 =n+1,...2n
temos quc sua adjunta é dada por [X, B] = ((#; — pi)zi;) onde X = (z;;). Temos entao
que ad(B) é uma aplicagdo sobrejetiva no subespago das matrizes 2n x 2n com zeros
na diagonal principal. Desde que V é arbitraria segue-se que (dé)q gy € sobrejetora.
Portanto, pelo teorema da funcio implicita, qualquer curva diferenciavel partindo de B
é localmente a imagem através de ¢ de uma curva diferenciavel. Em particular, existe,

para e suficientemente pequeno, uma curva diferencidvel e —» (g., H,) tal que
eA+ B = g(H(g:l

Por continuidade H, = diag{A,, ..., Anc, A3y s ooy And } €OM Ape > oo > e > 0. A curva
{ge, H) ndo € tinica ja que ¢ nao ¢ injetora. Entretanto, sua derivada em zero (gq, Hg]

satifaz

[g0, B] + Ho = A
e como Hy é diagonal e B = diag{,.., Ao, — A1, ..., —An}, temos, para i # j

@,

i = j

(ga)i; =

onde A = {a;;}. Assim cstas cntradas de ¢y sdo determinadas a partir de A e B.
Denotaremos por A® a matriz que é zero na diagonal principal e cujas eunlradas ¢, 7,
i # j sao dadas por a;;/(ps; — pi). A condigdo sobre controlabilidade do sistema de
controle & tempo discreto seré dada em termos da matriz A2,

Tomemos, agora, wma matriz arbitriria X = (z;;) que é 2n X 2n e consideremos o
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menor k X k dado por

Tttt o Tintk
det,

Tha+1 -~ Tekntk

Sabemos que este menor é dado no formalismo dos produtos exteriores por

(Xeny1 Ao A Xepginer A Aer)

Denotaremos este menor por af (X}. Temos também o menor k x &

a;(X) = (X(:‘-] Ao AXep,enpt AL A €n+k>
Teremos entao o segninte conjunto de condigées
(1) af(A")a; (A7) > 0

Estas condigoes serio chamadas condigbes Cy.

Observemos que C; € a condigao C-2 da Proposigio 23 .

Vimos anteriormente que se u é suficientemente grande entdo ! /uAd + B é euclidiano
regular na 4lgebra e assim exp(u(l/ud 4 B)} = exp(A + ul}) é euclidiano regular no
grupo. Seja (g., H.) tal que g H.g7' = eA + B. Da construgio desta curva feita acima
através do teorema da fungao i]l]})licita podemmos assumir que go = 1, Hy = B , o = A®
e Hy é a parte diagonal de A. Com estas escolhas, definamos v, = g1y se | u | é

suficientemente grande. Temos entdo o seguinte lema.

Lema 1 Sejam éY = e1 A...Aep € £ = enp1 Ao Atayr em L (n) e suponha que as

condigées Cy sdo salifeilas. Entdo exislem up > 0 € uy < 0 suficientemente grandes e

tais que {1+, €7} > 0 e {7,§7,€7) < 0.

Demonstragio: Suponhamos que aj (A%) > 0 e assim (—1)**'af (A®) > 0. Seja g,
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como aciina e tomemos a expansao de Taylor de sen Logaritimo
2

gc = exp(els + %Yz +...)

Desde que §o = AP e a diferencial da aplicagdo exponencial na identidade é a identidade,
temos que Y; = A®. Por outro lado, temos para qualquer matriz Z que (Z#¢F,67) =0

se j < k. De {ato, os subconjuntos {1,....k} e {d+ 1,...,d + k} sao disjuntos e

Z(el AAhe)=Zer A hNeg+...+eg Ao AZey

assitm
Zz((’,] A A f'ik) = (sz.’q ALAep - Z(3| A ch Ao A e+ ...

ot Zeg AN Zep) oot (Zer A A Zer+ oo et Al A Zey)

e iterando sucessivamente obtemos

Z¥er Ao Neg) = (ZFer A Neg oo+ Z5 ed A A Zigg) +
e [Z61 ALA Zk_wlﬁk T [#] A A Zkek)

Temos entao que
ZMeg A Aey) = kN Zey A Zeg A ... A Zey) + (termos que envolvem algum e; com i < k)

Para j < k toda componente de Z?(e; A ... A ex} envolve algum e; com < k e portanto
o produto interno desta componente por £~ é o determinante de uma matriz que possue
a linha i identicamente nula mostrando que (Z7¢+ ¢7) = 0se j < k e {Z*¢+,67) =
kW (Zey A Zea Ao A Zeg, £7).

Expandindo a exponencial que aparece na expressao aciroa para ¢, ohtemos que

k
€
g. = (termos de ordem < kemYeYy)+ EY{'c + (termos de ordem > & em ¢}
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assim as primeiras k — 1 derivadas em zero de

c— (.‘]{fﬁ‘fﬂ)

sao nulas e a k-ésima derivada em relagio a e da aplicagiio actma é dada por
(VEEH £) = {Yie1 A A Yiew, £7)

que é exatamente klag (AZ) ja que Y} = AP, Como af(AP) > 0 existe ¢ > 0 com
(g kT, £7) > 0 e obtemos o 1y > 0 desejado. Da mesma maneira, calculando as derivadas

de {g.£,£%) obtemos que a primeira nao nula é
B {Yiea A v A Viegr, €6 = Klaf (AP)

Portanto a condicio Cj nos garante a existéncia de u; < 0 suficientemente grande tal
que {1, £, 1Y < 0 se af (AB) > 0 para k impar e of (AP) < 0 para k par.O
Podemos entdo enunciar o resultado sobre controlabilidade global para sislemas de

controle a tempo discreto.

Proposigao 24 Considercmos o sistema de controle a tempo discreto e suponhamos que
o semigrupo S gerado pelo mesmo tenhe inlerior ndo vazio em Sp(n, R). Suponhamos
gue B = diag{A1, ..., \n, — A1, .., —An} com Ay > 0> A, > 0 e que as condigies Cy sdo

satisfeitas paral <k < n-—1. Enldo S = Sp(n, R) € o sistema é globalmente conlroldvel.

Demonstragao: Mosiraremos que S nio ¢ do tipo k para k =1,...,n — 1. Vimnos
anteriormente que se u > 0 é suficientemente grande entio b = exp{A +uB3) é euclidiano
regular no grupo. Como & ¢é euclidiano regular seu atrator, que denotaremos por £, per-
tence a C* o conjunto controldvel invariante em Lg(n). Aplicando a proposicao 4 temos
que C* ¢ conexo. Levantemos C* a L (n). Como h = a(diag{ 1, ..., Ao, \7", ..., A7 Pa™
o atrator £, se levanta em autovetores de h. Estes autovetores sio pontos fixos para a

acao de h em Li(n )OiS na acao de b em L (n 56 in eressant 08 atlovalores )()Si Livos
cao de J L(n) cio de L} { tovalores posi
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Ay ey An . Aplicando novamente a Proposicio 4 temos que os conjunios controlaveis
invariantes para S em L] (n) também sio conexos.
Seja &y o subespago gerado pelos k primeiros vetores basicos {e1,...,ex}. Afirmamos

que & € CF. Desde que
exp(A +uB) = vy, expullyy]

temos que £, = v.{p j& que & é o atrator de exp Hyy,. Como C* é fechado ¢ Yo — 1
quando u — +o0o temos o desejado. Como conseqiiéncia temos que &Y = g A ... A g
pertence a algum conjunto controldvel invariante em Lj(n). Denotemos por C este
conjunto controldvel invariaute. Mostraremos que —¢+ também pertence a € de onde
concluimos que S nao ¢ do tipo k. As condicdes Cj, sio necessarias nessa parte da
demonstragdo. Mosiraremos inicialmente qite €7 = e, A... Aeggy também peetence a €.
Temos qtie o raio delinido por v,, &1 é um atrator para exp(A+1uoB) em Lf (n) ¢ portanto
pertence a um conjunto controlavel invartante que por continuidade é ¢, Observemos que
se tomarmos v < 0 suficientemente grande enldo os atratores de exp(A 4 u3) em L} (n)
sdo as imagens através de -, dos repelentes de exp(8). Isto é verdade pois exp(A+uB) =
Yuexp(—u(—Hiz))y7! e os atratores de exp(—fy,) coincidem com os repelentes de
exp B. Assim, como £~ é um repelente de exp B temos que y,£~ é um atrator para
exp(A 4 uB) se u < 0 é suficientemente grande. Como as condigdes Cy, sio satisfeitas o
Lema 1 nos garante a existéncia de 1o > 0 suficientemente grande com {7, &%, ¢} > 0.
Por outro lado, desde que v, — 1 quando v —> —oo a desigualdade {y,,(%,¢7) > 0
implica que {7, ¢t, 7€) > 0 para u < ( suficicntemente grande e dai T £ estd na
vatiedade estavel aberta e densa de exp(A + uB3). Isto implica que exp(A + uB)™y,,é*
converge a Y,{~ quando m — 0o e portanto y,£~ € €. Fazendo u — —o0 lemos que £~
também pertence a C.

Podemmos 1sar o mesmo procedimento para mostrar que —£+ € C. Pelo Lema | existe
uy < 0 suficientemente grande tal que {y,,€™,€&") < 0. Como £~ é um repelentc de exp B

temos que ¥, £~ € o alrator de exp(A + u B) pois uy < 0 é suficientemente grande. Por-
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tanto v, £~ € C. Tomando iteragbes de exp(A + u3) para u > 0 suficientemente grande
obtemos que expm(A + uB)y,, £~ — —¢t. Assim —¢* € € concluindo a demonstragio

do teorema.O
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Capitulo 5

Conjuntos Controlaveis por

Cadeias.

Neste Capitulo discutiremos o conceito de Conjuntos Controlaveis por Cadeias para
agoes de subsemigrupos de Grupos de Lie em Espagos Homogéneos.

A nocdo de conjuntos controlaveis por cadeias para semigrupos de controle {oi am-
plamente estudada por F.Colonius e W. Kliemann (veja (8, 9, 10, 11, 12]).

Pretendemos aqui estender esta nogio para semigrupos que nio provém necessaria-
mente de um Sistema de Controle.

Além disso, apresentammos alguns resultados preliminares sobre esses conjuntos.

5.1 Definigao de conjuntos controlaveis por cadeias.

Inicialmente definiremos conjuntos conlrolaveis por cadeias.

Para isto, scja G um Grupo de Lie e § < G um subsemigrupo com intS # §.
Apesar desla condicdo ndo ser sempre necessaria, os principais resultados deste trabalho
necessitam de que S tenha pontos interiores e G. Seja H um subgrupo fechado de G de
tal forma que G/ seja um espaco homogéneo. Entao S age em GG// como um semigrapo

de difeomorfisinos. Fixemos utna distincia d em G/ H. Podemos definir cadeias em G/ 11



em relagiao a uma familia 7 de subconjuntos de S.

Defini¢ao 3 Seja F uma familia de subconjuntos de S. Tomemos z,y € G/, ¢ > 0
e Ac F. Una (S,¢, A)-cadeia de © para y consiste de xo = &,%1,...,Tp1, Ty = ¥ em

G/H cgo,. . ,qn-1 em A lal que d(gjaj,20) < epara j=0,...,n— 1.

U conjunto controlivel por F-cadeias é um subconjunte cujos pontos podemn ser

unidos por (5, €, A)-cadeias. Precisamente temos,

Definigao 6 Um conjunlo condroldvel por F-cadeias para S em G/H & um subconjunio

EC G/H que satisfaz
1. intlE #£ 0,
2. Va,y € E, existe uma (S, ¢, A)-cadeia de x paray, para lodoe >0 e AC F

3. E é mazimal salisfazendo estas propricdades.

O semigrupo S € dito transitivo por F-cadeias se G/H € um conjunto controlével por
F-cadeias , isto €, se qualquer dois pontos de G/ If podem ser unidos por (5, ¢, A)-cadeias
para quaisquer ¢ > 0 e A € F.

Apesar da definigio acima mencionar explicitamente uma distancia em G/ H, a nogio
de conjunto controlavel por F-cadeias nio se altera se consideramos uma. distancia equiv-

alente a aquela inicialmente considerada. De fato, temos

Proposigao 25 Sejam d e d' duas méitricas equivalentes em G/H. Entdo E & um con-
junio controldvel por F-cadeias através da mélrica d se e s6 se E € um congunio con-

troldvel por F-cadeias através da métrice d'.

Demonstragao: Tomemos z e y € . Sejam 2 = ,%1,...,Tp_1,Tn = y em G/

€ oy ..., g1 € A determinando uma (5, ¢, A)-cadeia de = para y através da métrica d.
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Teremos entao que d{g;z;,z;41) < € para j =0,...,n — 1. Como d e d’' sdo equivalenles,

existem constantes ¢,k > 0 tais que
kd'(x,y) < d(z,y) < ed'(z,y) Yo,y € G/

Dai d'(g;zj2541) < €/k j = 0,..,n— 1. Assim @y = 2,21,.., Tnet,@n = y em G/H e
G0y s On—t € A determinam uma (5, ¢/k, A)-cadeia de = para y através da métrica d'.
Andlogamente, se 2y = 2,27, ..., 2, _, 2, =yem G/H e g),...,g,,_; € A delerminam uma
(S, ¢, A)-cadeia de & para y através da métrica d' entdo zf = @, 2},...,a%_,,z), = y em
G/H e g), .., gh_t € A delerminam una (5, ce, A)-cadeia de x para y através da métrica
d. Porlanto temos que a condigio 2. na defini¢io de conjunto controlivel por cadeias é
independente da métrica, o que conclui a demonstragio.O

Veremos a seguir, através de uma aplica¢io do lema de Zorn, que qualquer subcon-

junto satisfazendo as duas primeiras condigdes na defini¢io de conjunto controlavel por

F-cadeias esté contido num cenjunto controlavel por F-cadeias.

Proposigio 26 Seja [ um subconjunto de G/H satisfazendo as condigies 1. ¢ 2. da

Definicao 6. [nldo F estd contido num conjunte coniroldvel por F-cadeias.

Demonstragio: Seja A = {FF C G/H : F salisfaz 1. € 2. da Definicio 6 }. Desde
que £ € A temos que A #£ §. Consideraremos a inclusdo como relagdo de ordem em
A. Mostremos que fodo conjunto totalmente ordenado de A tem limite superior. Com
cfcito, seja { Fa}acs, onde 7 é win conjunio de fndices, um conjunto totalmente ordenado

de elementos de A. Entao

F=1|JF,

ot
, que é um elemento de A, é um limite superior para {F,}qcr. De fato, se z,y € F entéo
r€F,, ey € F, Mas F,, C F,, ou F, C F,, e portanto existe uma (.5, ¢, A)-cadeia
de r para y para todo ¢ > 0 e A € F. Aplicando o lema de Zorn temos que A tem um

elemento maximal e I esta contido num conjunto controlavel por F-cadeias.O
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Observemos que nem sempre existem conjuntos controlaveis por F-cadeias. Como
exemplo, tomemos como .5 o semigrupo de translagoes na reta real dado por {g: g{z) =
z+acoma >0} . Seja F uma familia qualquer de subconjuntos de S. Entio nao
existe conjunto controldvel por F-cadeias na reta real. De fato, tomemos z e y reais
e suponhamos que z < y. Entdo para € < ﬂ—z’—yl , € para qualquer A € F nao existe
(S5, ¢, A)-cadeta de y para . Isto é verdade pois gy > y Vg € S.

No decorrer deste trabalho, veremos exemplos de conjuntos controlaveis por F-cadeias.

Seguc-sc também da condigiao 3 que dois conjuntos controlaveis por F-cadeias ou sao

disjuntos ou coincidentes. Na verdade temos:

Proposigao 27 Sejam F e I dois conjuntos conlroldveis por F-cadeias para 8 em G/ 1.

Entio E=F ou ENF =0,

Demonstragao: Suponhamos LN I £ § e tomemos z € F N F. Mostraremos
que I U F' é transilivo por cadeias ¢ portanto temos que KU I = £ = F. Tomemos
e > 0,A € Feadb ¢ £U F. Mostraremos que existe uma (5,¢, A) cadeia de a para
b. Suponhatnos sem perda de generalidade que a € Eeb e F. Comoa € Fex e F
existem xo = a,..,x, = x em G/H | go,...,gn-1 € A tal que d(gizi,z:41) < € para
todo i = 1,..,m — L. Desde que & € F e b € F existem yo = &, ...,y = b em G/H
s Moy, P € A tal que d(h;y;,¥541) < € para todo 3 = 1,...,m — 1. Portanto =y =
@y ooy Ty Yor oo Yin = D € G0, oy Gumts Roy ooy By € A determinam uma (S, €, A) cadcia de
a para b.03

Consideraremos os segiintes de subconjuntos de S.

1. (Semigrupos de Conlrole) Sejam Xa, X,..., X,, campos vetoriais invariantes a di-
reita em (&, e consideremos o sistema de controle
"

K1) = Xalal) + 3 u®)Xila(0) (5.0)

onde u = (uy,...,un} € U para alguma classe de controles admissiveis U. Denota-

mos por 7{g,u,t) a solugio do sislema no tempo ¢ dada pelo controle u e iniciando
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em g € (5. [sta solucao é dada por n(yg,u,t) = w(l,u,1)g onde 1 é a identidade de
G. O conjunto de atingibilidade a partir da identidade no tempo ¢, A(#) é dado por

A(t) = {7 (1, u,t) : u € U}. A unido

é um subsemigrupo de ¢ que é dito setuigrupo do sistema.

Seja Feonirol uma familia. de subconjuntos de S definida por

Foonteat = { | A®) : T 2 0},
T
Entdao os conjuntos controlaveis por Feoor-cadeias em GfH eslao relacionados
com os conjuntos controldveis por cadeias para sistemas de coutrole definidos por
F.Colonius e W.Kliemann em [8]. De falo, o sistema de controle invariantc a direila
“em G definido acima induz em G/H um sistema de controle cujas trajetdrias sdo
dadas por w(1,u,t)x,z € (/I , e o conjunlo de alingibilidade a partir de z é dado
pela sua S-érbita. Em [8] F.Colonius ¢ W. Kliemann definiram conjunto controldvel

por cadeias para o sistema induzido como um subconjunte E ¢ G/H que satisfaz

i, Para todo =,y € E e todo 6,7 > 0 existem xzg,...,3, € G/ com

To =Ty ypn =Yy Loyererlnct > T eup, ...ty €U tal que
d(m (b, g, ti)es, Tig1) < €

para tode ¢ =0,...,n — 1.
ii. Para todo x € I existe u € Y com 7{1,u,t)r € E para todo tempot > 0.

ili. £ é maximal satisfazendo estas duas propriedades.

Desde que para t; > T, 7{1,u,%) € U;>7A(l), vemos facilmente que um conjunto

controldvel por cadeias para o sistema induzido é um conjunto controlavel por

89



Feonro-cadeias, se este tem inlerior nao vazio , e tal propriedade é vélida se as-

sumirmos a hipdtese natural de que S lermn pontos interiores em G (veja [8] )

Reciprocamente, um conjunto coentrolivel por Feonirol-cadeias é wn conjunto con-
trolavel por cadeias para o sistemna de controle como na definigio acima. Para veri-
ficar isto, precisamos mostrar que um conjunto controlavel por F_,i,0-cadeias sat-
isfaz a segunda condi¢ao, a qual serd verificada abaixo para conjuntos coutrolaveis

por cadeias contendo conjuntos controlaveis.

2. Seja Fo, as inlersecghes com .5 de vizinhangas do oo na topologia da compactificacao

por um ponto de (| ou seja,
Foo = {8 — K I & um compacto de &' }.

3. Sejam Fq, 5 vizinhangas do oo na compactificagdo por um ponto de 5, ou seja

Foos = {5 — K : K é um compacto de 5}

Observemos que os conjuittos controlaveis por Foonroi-cadeias existem somente para
semigrupos de controle enquanto os conjuntos controlaveis por Fo, € Foo 5-cadeias podem

ser definidos para semigrupos em geral.

Observe que F,, s C F.., e que coincidem se S é fechado em G.

5.2 Alguns resultados sobre conjuntos controlaveis

por cadeias

Iniciamos, relacionando diferentes conjuntos conrolaveis por cadeias.
- el * " 0 .
Proposicao 28 Scjam Fy ¢ F2 duas familias de subconjunios de S e suponha que para
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todo B € Fy existe A € F, tal que A C B. Fntio todo conjunto controldvel por Fy-cadeias
estd contido num conjunto coniroldvel por Fy-cadeias. Em particular isto ¢ vdlido se

Fo C Fy.

Demonstragao: Seja £ um conjunto controldvel por Fj-cadeias e tome B € Fy,
€ > 0ex,y € E. Pela hipdiese, cxiste A € F com A C B. Como £ € um conjunto
controldvel por Fi-cadeias,existe uma (9, ¢, A)-cadeia de x para y. Como A C B, exisie
também uma {5, €, B}-cadeia de & para y. Desde que B e ¢ sao arbitrdrios mostramos
que F salisfaz 2 com F = F, ¢ portanto estd contido num conjunto controlavel por

Fr-cadeias. O

Corolédrio 3 Os conjunios condrolaveis por Fo,-cadeias esi@o conlidos nos conjuntos con-
troldveis por Fo. s-cadeias. Se S € um scmigrupe de conlrole o mesmo ¢ vdlido para
conjuntos controlaveis por Foompm-cadeins no lugar de conjuntos controliveis por Fo -

cadeias.

Demonstragao: Para provar a primeira parte do enunciado basta aplicar a proposigao
anterior observando que F, g C Fu. Para a segunda parte do enunciado, suponhamos
primeiramente que o sistema de controle (5.1} tenha controles restritos, ou seja, as fungdes
de controle 1 assumern valores num subconjunto compacto de IR™. Neste caso, o con-
junto Up<ecr A(t) dos pontos atingiveis até o tempo T' é relativamente compacto em &
(veja e.g. [2]1] lema 4.4). Portanto, qualquer B € Feonrol contém o complemento emn
S de um subconjunto compacto de (&, ou seja, um subconjunto A € Fo,. O caso geral,
segue-se, restringindo os controles e observando que os conjuntos de atingibilidade para
(5.1) com os controles restritos a um subconjunfo compacto estdo contidos nos conjuntos
de atingibilidade com coniroles irrestritos.O

Estaremos, prioritariamente, interessados nos conjuntos controliveis por cadeias que
contém os conjunios controlaveis.

Observe que, no grau de generalidade que estivemos trabalhando até agora, nao é

claro que os conjuntos controlavels estdo contidos nos conjuntos controlaveis por cadeias.
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Isto deve-se ao fato de que os elementos de S nas cadeias unindo pontos de um conjunto
controlavel por F-cadeias tem a propriedade restritiva de pertencer a subconjunios A €
F. Portanto, apesar de dois pontos quaisquer de um conjunto controlivel poderem ser
unidos, aproximadatneute, pela agio de S, é possfvel que isto ndo possa ser realizado
por F-cadeias se os subcoujuntos A € F nao sdo suficientemente grandes. Devido a isto

consideraremos as seguintes condigoes sobre F.

Definigao 7 Dizemos que a familia F salisfaz a propriedade P, (respectivamente P,)
se para todo g € niS,h € § ¢ A € F, existe wm intetro positive n tal que g™h €

Alrespectivamente hg™ € A )

Observe que tomando h = ¢, P} ou P, implicam que g™ € A para algum n > (.

Estas propriedades sao satisleitas pelas familias mencionadas acima. No caso de Feo,
elas sdo satisfeitas, exceto no caso trivial em que § = G. De fato, suponhamos que existam
g € intS, h € S tal que para todo natural n ,g"h on hg" ndo pertencem a algum A € F,.
Entdo g™h ou hg” estdo contidos num compacto de G e cl{g"” : n > 0} scrd compacto.
Como g € cl{g™ : n > 0} lemos que intS inlercepta um subgrupo compacto de G, 0 que
implica em S = G. Portanto se § # ( as propriedades sdo satisfeitas. No caso da familia
Feontrol de um semigrupo de controle, P e P, também sao satisfeitas. De {ato, tomemos
A € Frontrol » 9 € intS e b € 5. Entéo temos que g = w(l,1,41) e b = 7(1,v,42) com
u,v € U ely,ly >0 Assim g™ = (1, u",nt1) onde o controle u™ é n-vezes a concatenagio
de u por ele mesmo ( veja [21] Lema 4.5). Teremos entio que ¢g"h = 7(1, w, niy & {3} com
w € U. Logo ¢"h € A para algum inteiro positivo n. Andlogamente temos hg™ € A para
algum inteiro positivo n.

Para familias satisfazendo as P-propriedades, € possfvel comparar seus conjuntos con-
troldveis por cadeias com os conjuntos conirolaveis para .S. Para ver isto, denotaremos,
para um subconjunto A C S, por 54 o subsemigrupo de § gerado por A. Se A pertence
a wma familia satisfazendo as P propriedacdes, os conjuntos conlrolaveis efetivos para S

também sio conjuntos controliveis para S4.

92



Proposigio 29 Suponha que a familia F satisfaz Py ¢ P.. Tome A € F ¢ seja S)
o subsemigrupo gerado por A. Seja D um congunio controlivel efelivo para S. Inido

D Ccl(Saz) pare qualquer z € D.

Demonstragdao: Tomemos x,y € 1) e mostremos que ¥ € el(Sqr). Snpomos,
primeiratente que y € Dy. Entao existe b € S tal que y = ha, ja que D C (infS)~" Dy
ocorre pela proposigao 1. Temos também que existe g € intS tal que gy = y. Como
g*h € A por P, e g"hx = y, obtemos que y € Sjz. Agora, para y arbitrario tomemos
2z € Dp. Entao pela primeira parte da demonstragdo z € Suz |, e portanto é suficienie
mostrar que y € ¢l(S42z). Para isto, tomemos g € intS tal que gz = 2 e uma seqiiéncia
hn € 5 tal que h,,z — y. Entdo por F, lemos que h,g™ € S, para n suficientemente
grande. Desde que h,, g%z = h,,z, temos que existe uma seqiiéncia gy € S4 com gz — ¥,
concluindo a demonstragao da proposigao.O0

Uma conseqiiéncia deste resultado é a de que se F satisfaz P e P, entao os conjuntos
controlaveis efetivos para S estao contidos nos conjuntos controldveis por F-cadcias.
De fato, a proposigio acima tnostra imediatamente que um conjunto controldvel cfetivo
salisfaz 2 da definicdao de conjunto controlavel por cadeias, para todo A € F. Como
um conjunto controlavel efetivo tem interior nae vazio, ele esta contido num conjunto

controldvel por F-cadeias.

Definicao 8 /m conjunto conirolivel por F-cadetas € dito efetivo se ele contém um

conjunto controldvel efetivo.

Caso F satisfaca as propriedades F; e P, um conjunto controlivel por F-cadcias é
efetivo se e somente se o subconjunto By = {& € F : z € (intS)z} é nio vazio. De falo,
se I contém um conjunto controldvel efetivo entio Eo # @ pela sua propria definigao.
Reciprocamente, qualquer © € Fy € fixo por algum g € intS e portanto x pertence a
algum conjunto controlavel, digamos D, e que ¢ eletivo (veja Proposicio 3). Se F satisfaz
Fi e P, entdo, pela proposi¢io acima, ) estd contido num conjunto controlavel por F-

cadeias. Como este conjunto controlavel por cadeias intercepta E, temos que I C E.
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Observemos que se o siskema de controle satisfaz a propriedade de acessibilidade tocal
entao os conjuntos controlaveis por Foontrol-cadeias que contém os conjuntos controlaveis
sao efetivos. Isto é verdade, pois neste caso os conjuntos controliveis sio efetivos. Esie
comentario mostra que os conjuntos controlaveis por Fooniro-cadeias que contém os con-

juntos controlaveis sdo conjuntos controlaveis por cadetas para (5.1) no sentido de [8].
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Capitulo 6

Conjuntos Controlaveis por Cadeias

em Espacos Homogeéneos

Neste capitulo, caracterizaremos os conjuntos controldveis por cadeias comno inter-
secgoes de conjuntos controlaveis para semigrupos gerados por vizinhancas de S. Tal
caracterizacido dos conjuntos controlaveis por cadeias nos permite aplicar os resultados
sobre conjuntos controldveis no estudo dos conjunios controlaveis por cadeias.

Apresentaremos também alguns resultados sobre conjuntos controlaveis por cadeias
em fibrados.

Mostraremos também, que se ¢ é um ponto fixo para um elemenio no fecho de um
semigrupo entdo & pertence a um conjunto controlavel por F,, -cadeias.

Além disso , apresentaremos um resultado que nos diz onde reside o w-limite a partir
de nm ponto num espaco homogéneo compacto em relagdo a agdo de um elemento no

fecho de um semigrupo.

6.1 Conjuntos controlaveis por cadeias como inter-

secgoes de conjuntos controlaveis

Uma cadeia num semigrupo S ¢ dada pclo intercalar da agao de elementos de S



com pequenos saltos de elementos do espago homogéneo G/ H. Devido a isto, espera-se
que os conjunlos controlaveis por cadeias para a agdo de .S possam ser oblidos através
dos conjuntos controliveis para semigrapos gerados por vizinhangas de S. Isto ¢ o que
aconbece como veremos a seguir,

De agora em diante supomos que o espago homogéneo G/H, onde § age, seja cotn-
pacto. Supomos também que a agao de G' em G/ seja efetiva | ou seja, IJ nao contém
subgrupos normais. Fixemos, como anteriormente uma métrica d em G/ H. Os clementos
de (& sao vistos como homeomorfismos de G/ H e portanto € possi'vel considerar em G a

métrica da convergéncia uniforme em G/ H. Ela é dada por

d'(g,h) = sup d(gx,hz),
c€GIH

e é uma métrica invariante a direita em (7. Usamos a notagio B(A, €} para a e-vizinhanga

em relagao a d do subconjunto A :
B(A,e)={g€G:3he A d(hg) <e}

Dado um subconjuntoe A C S, denotames por S, 4 o subsemigrupo de (¢ gerado pela
¢-vizinhanga de A em (7 :

Sea =< B(A,e€) >.
Temos,
Proposigao 30 Sejam z,y € G/H, A C S. Entdo
1. Se y € S, az,enldo existe uma (S, ¢, A)-cadeia de © para y
2. Sey € cl{S.az) entdo existe uma (5, €, A)-cadeia de = paray para todo ¢ > ¢
Demonstragao:

1. Como y € 5, a, existe ¢ € S, tal que y = gz. Segue-se da definigio de 5, 4 que

g= GQe_1...90 com g; € B(A,¢e),i =0,...k — 1. Escolha hg,..., ht_y € A tal que
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d'(hiygi) < ¢, =0,...,k — 1. Entao as seqiiéncias g = T, %) = goTo,..., ¥k =
GhtThot =Y € hay. ooy by € A delerminam uma {5, ¢, A)-cadeia de & para y. De

fato,

dhi1zio,x) = d(hicazicy, gim1%i-)
< d'(hi-1,9i-1)

€

A

Para todo i = 1,...,k, o que mostra a existéncia de uma (.5, ¢, A)-cadeia de = para

Y.

. Suponhamos agora que y € cl(5. 47). Entao existe uma sequéncia g, € S, 4 tal
que g,T converge para y. Tomemos € > €, e seja ng tal que d(gn,7,y) < € — ¢
Como na demonstragao de 1, existe uma (5, ¢, A}- cadeia de z para g,,z. Tomemos
Yo = TyeenyYn = Gno® € G/ gy, by 1 € A como a (5,¢, A) cadeia de x para
Gno®. Entdo d(hy,yi01) < € para t = 0,...,n — L. Logo, a cadeia zp = 2,21 =
Yiror Znl = Yn-1,2n = Y € R, by € A é uma (5, €, A)-cadeia de x para y .
De fato,
‘ bty ) < Alho 1 ¥neis o) + d(gno, ¥)
<et(d—¢€)=¢

e d(hi_iyi-1,9) <e< € parai=1,...,n—1.0

O resultado acima mostra que pontos atingiveis pela agio do semigrupo gerado pela

perturbacio de A também sio a.titlg{veis pot {5, ¢, A)-cadeias. Obteremos a reciproca

deste resultado mostrando que os pontos atingiveis por cadeias podem ser atingidos pela

acdo do semigrupo perturbado. Para fazer isto precisaremos da seguinte hipdtese sobre

a acdo de G em G/ H.

Hipotese H : Existem constantes ¢ > 0 e n > 0 tal que a acdo de G em G/ H salislaz

Vz € G/H,Vy € By(z) existe k € G com ke =y e d(kz,z) > ed'(k, 1).

Para ages satisfazendo H, é possivel inlerligar pontos suficientemente proximos em

G/H por elementos de G cuja distancia a identidade ndo seja muito maior do que a
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distancia entre os pontos. Observemos que como d'(k,1) = supeq/p d(ky, y) e d(kz, x) 2
cd'(k, 1), temos que ¢ < 1, e dado x é poss;vel tomarmos ¢ = 1 se e 86 se & € um ponlo

para o qual o sup em d'(k, 1) € atingido.

Proposigao 31 Assumamos H ¢ s¢ja ¢ lal que 0 < € < %. Suponha também que
T0ye--yZn € G/H € hoy. .., hny € G sio seqiéneias determinando uma (S, ¢, A}-cadeia

de zo pare z,. Enldo existe g € Sy 4 com grg = @y, onde € = ¢fc.

Demonstracio: Como d(hxi, zi41) < ¢ < 1, temos, por H, que existe k; € G tal

que

d(&?,;_H, hg:n,‘) = d(k,‘h;:{}g, ht':l,‘,') Z Cd’(k;, 1)

i=0,...,n— 1, e portanto d'(k;, 1) < e/c = ¢, Defina ¢; = kih;. Entéo
d'(gi, b)) = d'(kihi, ) = d' (ki 1) < €

pela invariancia a direita de d'. Consegiientemente, ¢; € B(A,¢). Entretanto, g;z; =
kih;x; = 41, € Ty = Gn-1 - - - Joo O que mostra o resultado desejado. O

Estfe resultado juntamente com a Proposigao 30 mostram que os conjuntos controlaveis
por cadeia em espagos homogéneos satisfazendo H podem ser estudados através dos con-
juntos controlaveis dos semigrupos S, 4. Antes de discutirmos esla relagio, nos assegu-
raremos que a hipétese H seja vélida para uma ampla classe de espagos homogéneos. A
saber, aqueles para os quais existe um subgrupo compacto X C G que age transitiva-
mente em G/ H. Nesta classe de espagos homogéneos estao incluidas as variedades flag ,
que serdo consideradas postertormente.

Seja K um grupo compacto e K/ L umn espago homogéneo de K. Sabemos queem K/
existe uma métrica Riemanniana K-invariante {-,-}. Passamos a construir esta métrica.
Seja k a dlgebra de Lie de /{' ¢ escolhamos um produto interno Ad( K )-invariante, ou seja,
(Ad(K)X, Ad(k)Y) = (X, Y) para todos X,Y € ke k € K. Fixando ¢ € K/L seja k, a

lgebra de isotropia em z, e denotaremos por I, : k — k& a projecio orlogonal sobre
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k& em relagao a (-, -}, aqui k} ¢ o complemento ortogonal de k. A métrica Riemanniana

desejada ¢ definida por

(X (), ¥(2)) = (P. X, P,Y)

onde X(x) = d/dt(exp(tX)z),_, é o campo vetorial induzido por X € k em K/L,

Mostremos que esta expressao define um produto interno em T,.(K/L). De [ato, todo
v € T,(K/L) é dado por v = X(z) para algum X € k. Além disso, tomemos u,v e

w € TL(K/L) e a nimero real. Teremos que

(u+ av,w) = (X(2) +a¥ (2), Z(z}) = (X + a¥)(2), Z(2)) =

(Pe(X 4+ oY), P2) = (X, P2} + «(PY, P Z) =
(u,w) + (v, w)

Além disso esta meétrica Riemanniana é /(-iuvariante, ou seja, {k,u, k,o} = {u,v) para
todo k € K e u,v € T.(K/L),onde k. denota a diferencial da aplicagao k : K/L — K/L.

Com efeito, se tomarmos k& € K teremos

(kX (2)), ka(Y () = ((Ad(k)X)(kx), (Ad(R)Y ) (k) =

E imediato que se K, é o grupo de isotropia em z entdo K, = kK k™1, ou seja, os

grupos de isotropia sdo todos conjugados. Dai Ad(k)k, = ki, temos que

(Kie, Ad(R)k; )= (Ad(k)k,, Ad(k)ky)= (k,, kg )=0

e portanto ki, = Ad(k}k:. Logo P (Ad(k)X) = Ad{k)P,(X) e portanto

(Peo{Ad(k) X), Pir (Ad(R)Y)) = {Ad(k) Po( X)), Ad(K) P (Y} =
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(Pa(X), Po(Y)) = (X(2), Y (2))

j4 que o produto interno & Ad{k)-invariante.

Tomemos em K/ a distancia d dada pela métrica Riemanniana. Como para X ¢ k,
|X(z)] = (P, X, P, X)'* €| X |, temos que | X(z)| < |X|. Esta designaldade implica que
o comprimento da curva ¢ — exp(tX)z, t € [0,1], que é dado por [ | X (exp(tX)z)|dt é
limitado superiormente por | X|. Como a distincia entre dois pontos é dada pelo infimo
dos comprimentos das curvas que unem esles pontos, obteremos que d(exp(X )z, x) < |X|.

Precisaremnos da seguinte proposigao.

Proposigio 32 Seja U um aberto em torno da origem em R* ¢ M uma variedade Rie-

manniana. Suponha que [ : U — M € diferencidvel. Enldo temos

lim inf /@), J(O) inf ||(df Jo(w)|l

flvil—0 ||v]] Jpuli=1 "
Demonstracao: Suponhamos, inicialmente, que M = R*. Temos entao que

f(tw) — 1(0)

inf | (df Yolrw)|| = i Him =] =
infl lim 1/ () — SOOI = limn nf I/ (v) — J(0)] =
lluwll=1 0 (32 fll—o |lo}

lim inf M

im0 ]l
Para M variedade Riemanuiana qualquer, seja (V,¢ = exp ;{10}) uma carta normal ao
redor de f(0). Pela definigdo de ¢ temos que {(dy)s) € a identidade. Para v préximo
de 0 temos de [16] Proposicac 9.4 que ||p(f(v)) — ¢(f(0))|| = d(f(v), £(0)). Portanto,

utilizando a primeira parte da demonstracio, temos

o i QLLO) L e () ~ oSO _

[Joll -0 flv]] [Jull—0 |||
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inf [ld(g 0 No(w)ll = inf {id(¢)s0)((d)o{w))l]

|[zll=1 J|r||=t

= inf |[(dof{w)||

|el}=1

A desigualdade necessaria em H é um Lipo de equivaléncia local entre d ¢ a norma

em k. Enunciemos

Proposigao 33 O espago homogineo K/IL com K compacto ¢ a distancia d dada pela

métrica Riemanniana satisfaz H.

Demonstragdo: Fixemos z¢ € K/L. Verifiquemos inicialmente que é suficiente
mostrar que H é vélida em zg. Suponhamos entdo que existem ¢ > 0 e 5 > 0 tal que para
todo z € By(xo) existe k € K com kzg = 2 e d(kzo,20) 2 cd'(k,1). Tomemos z € K/L
eu € K tal que ¢ = uzg, e definamos &' = uku™!. Temos que 'z = y e como a métrica
Riemanniana é K-invariante o mesmo é valido para a distincia d, ou seja, d' é tanto

invariante a esquerda quanto invariante a direita em X. Portanto,
d(k'w,z) = d(kzo, z0) > cd'(k,1) = ed' (K, 1)

e H vale também em x com as mesmas conslantes ¢ e 7.

Consideremos, entao, f : k — K/L definida por f(X)} = exp(X)wo. Sua diferencial
na origem & (df Jo(X) = X{(x0) ,da qual se mostra que ker(df)p = ks, . De fato, | X(zo) |=
(Pro(X), Pr,{ X)}. Portanto, dfp é injetora em ki‘o ,ou seja, f € um difeomorfismo de uma
vizinhanga da origem de kg, sobre uma hola aberta B,(zo) para algum 1’ > 0. Pela
Proposicao 32 temos que

o, d(eXmo,ze) . ' . .
hm&?_{oT = nf [(df)o(X) I= inf | X(z0) >0

para X € kt,,. Além disso d({exp X)zo, zq}/ | X| é limitado inferiormente nuina regido do

tipo a <| X |< b, por continuidade, compacidade e pelo fato de que d{{exp X)zq, zo)/ | X/
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é estritamente positivo nesta regido. Segue-se entao que d{(exp X )zq,xo)/ | X| € limitado
inferiormente em alguma vizinhanga I/ da origem em k*,,. Assim existe uma constante
¢ > 0 tal que d((exp X)xo, 7o) > ¢|X| para todo X € U. Entretanto, d'(exp X, 1) < | X},
assim d((exp X )zq,xo) 2 cd’{exp X, 1), e como f assume valores numa vizinhanga de zo,
isto mostra que K/ satisfaz H em zp e temos a proposigao.O

Se G possue um subgrupo compacto que age transitivamente em G/ H esta proposigao

implica imediatamente que o espaco homogéneo G/ H satifaz H .

Corolario 4 Seja G/H um cspago homogénco e suponha que existe um subgrupo com-
paclo I C G tal que K age transilivamente em G/H. Entdo G/H salisfaz H com a

distancia d dade por uma méirica Riemanniana invarianle por K.

Demonstracgiao:De fato, GG/ H é isomorfo a K/ N H que satislaz a hipétese H .
Relembrando as Proposigbes 30 e 31 obtetnos as seguintes relagdes entre as (.5, ¢, A)-

cadeias e a agdo de S, 4.

Proposigao 34 Seja G um grupe de Lic e G/H um espago homogéneo que satisfaz as
condigées do coroldrio acima . Seja S C (G um subscmigmpo e tomemos A C 5. Scjam
z,y € GfH. Sey € S, az enlao exisle uma (S, ¢, A) cadeia de x para y. Reciprocamente

se existe wma (S, €, A) cadeia de & paray com 0 < ¢ < n entdo y € Spcq .

Este resultado que relaciona atingihbilidade por cadeias com a a¢ao de um semigrupo,
permite caracterizar os conjuutos controliveis por F-cadeias como intersecgoes de con-
juntos controlaveis para os semigrupos S, 4. Para esta caracterizagio, precisaremos que
a familia F satisfaca as propriedades F; e P, . Quando estas propriedades sio vélidas
temos em maos a Proposigiao 29 . Assim o lato de que 4 C S, 4 para todo € > 0, implica
que os conjuntos controlaveis efetivos para 5 estdo contidos nos conjuntos controldveis
para S, 4. Devido a isto o conjunto controtavel para S, 4 contendo o conjunio controldvel
efetivo para S também € efetivo. Com efeito, se ¢ € int.S fixa um ponto y entdo o mesmo
vale para g",n > 0, e claramenle, g € infS. 4. Para o semigrupo perturbado S 4 a

Proposicao 29 se torna mais precisa. De [ato, lemos
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Proposigac 35 Suponha que F salisfaz Py ¢ P., suponhe, além disso, que o espago
homogéneo em consideragio satisfaz H. Entdo D C S, g2 para qualquer z € D, A€ F ¢

€ suficientemente pequeno.

Demonstragio: Sejamn x,y € D. Mostremos que y € S, ax. Pela Proposicao 29,
existe , ¢ € Su tal que gr esta proximo de y. Como 54 é gerado por A, g ¢ da forma
g=gi..-gn com g; € A Usando H, existe k € G com d'(k,1) < € e kgx = y assim
kgc Scpey€ S,az.0

Enunciaremos agora o resullado principal deste capft.ulo que caracteriza os conjunfos
controldveis por F-cadeias como intersecgbes de conjuntos controldveis para os semigru-

pos S A.

Teorema 1 Suponha que G/H satisfaz B e sejo F uma fami’lia de subconjunios de
satisfazendo Py ¢ P.. Seja D um conjunto controldvel efetive para S em G/H e, para

e>0 e Ac F, denotemos por D, 4 o conjunto controldvel para S, 4 contendo D). Enlao

Eszc,A
oA

¢ o unico conyunto controlavel por F-cadeios contendo D.

Demonstragao: Claramente, int # B pois D C F. Temos também que para
quaisquer z,y € F,y € (S, a2) para todo € >0 ¢ A € F. Portanto, pela Proposigio
30 , existe uma (5, ¢, A)-cadeia de z para y para todo ¢ > 0 e A € F, 0 que mostra que F
é transitivo por cadeias. Resta verificar a maximalidade de I, Para isto, tome z ¢ F e
y € E e suponha que para todo ¢ > 0 e A € F existem (5, €, A)-cadeias de & para y e de
y para x. Como G/ H satifaz H, a Proposi¢io 34 mostra que = € S, 4y e ¥ € S, 47 para
todo ¢ >0 e A € F. Entretanto, y € D, 4, assim = € D 4 para todo ¢, A contradizendo
a hipdtese de que = ¢ £. Portanto, mostramos que I U {x} ndo esta contido em nenlium
conjunto controlavel por cadeias e assim temos a maximalidade de E .0

A seguir, enunciaremos nun corolario do resultado acima que serd usado posterior-

menle.
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Corolario 5 Suponha que G/H satisfaz H ¢ seja F uma familia de subconjuntos de §

, €

E={D.a

A
yonde Do x4 sdo conjunios controlaveis para S, 4 , e E tem pontos interiores, enldo I ¢

um conjunio controldvel por F-cadeias.

Demonstracdo: Segue direlamente da demonstragao do teorema anterior.0
Para os conjunios controlaveis por F-cadeias contendo os conjuntos controlaveis in-
variantes , temos o resuliado a seguir que melhora o teorema acima quando existe somente

um conjunto conirolivel invariaute.

Proposigao 36 Suponha as mesmas hipdleses do teorema anterior e além disso suponha
que eziste um nico conjunlo controldvel invariante para S em GJH. Consideremos as
nolagées acima e denotemos o conjunio controldvel invariente por D . Entdo Doy € o
inico conjunio controldvel invariante para S, 4. Temos que D, 5 e I sdo subconjunios

fechados e além disso,

=

= (Dc,A)D-
A

€y

Demonstragio: Sabemos da Proposicao 2 do Capitulo 1 que existe um 1inico con-

junto controlavel invariante para S se e 56 sc

() <(Sz)+#8.

z€GH

Neste caso, o0 conjunto controlave] invariante é dado por esta intersecgho. Naturalmente,
um resultado semelhante é vilido também para S, 4, assim para mostrar a proposigao é
suficiente mostrar que

Dean m CI(SC,A:E) 5& 0.

rEGfH
Feito isto, tomemos x € G/ H e escolhamos ¢ € intS tal que gz € Iy isto € possivel pois

D C (intS) 'z para todo © € Dy (veja Proposigao 1 do Capitulo I). Como F salifaz
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P, g" € A para algum inteiro n. Temos que ¢"z € D ja que D € invariante. Como D C
Do 4y € D a ¢ wim conjunto controlavel para S, 4 segue-se que D 4 C ol{ S, ax) mostrando
que D 4 ¢ um conjunto controlavel invariante. Para a idltima parte da demonstragao,
tome y € I e x € Dg. Entdo x € (D)o para todos ¢, A e pela proposicao 34, y € S A2
para todos €, A. Como (D¢ 4)q é S, s-invarianie em [J, 4 (veja Proposigao 1 do Capitulo

1} temos que ¥ € (L) a}o para arbitrarios ¢, A. O

6.2 Conjuntos controlaveis por cadeias em fibrados

Iniciamos esta se¢io mostrando que através de fibragdes equivariantes, conjuntos con-
trolaveis por cadeias sdo projetados em conjuntos controldveis por cadeias. 15ste fato serd
usado posteriormente na andlise dos conjuntos controlaveis por cadeias em variedades do

tipo flag.

Proposigao 37 Sejam Ly C Lq subgrupos fechados de G e denotemos por m : G/ Ly —
G/Ls a fibragdo candnica equivariante m(gL1) = gLy. Suponha que G/L; ¢ compacto, e
seja . um congunto controldvel por F-cadeias para S em G/Ly. Fntdo n(E) esid conlido

num conjunte conlroldvel por F-cadeias para 5 em G Ls.

Demonstragao: Como intE # @ e m ¢ uma aplicagio aberta, temos que 7(F) tem
interior néo vazio. Scjam € > 0, A € F e 2.y’ € n(E). Mostraremos que existe uma
(S, €, A)-cadeia de 3" para y'. Tomemos x,y € 7 tal que 7(z) = ' e 7(y) = y'. Comno
G/ Ly é compacto, 7 é uniformernente continua, ou seja, existe § > 0 tal que se d(z,2") <
6,2,z € GfLy entdo d(n(z),7(2")) < ¢. Sejam xo = z,2y,..., %y, 2, =y em G/L; e
905 - - s §n—1 em A determinando uma (5, §, A)-cadeia de x para y. Como d{g;z;, zip1) < 6,
temos que d(7(giz;), 7(2i41)) = d(gim(w:), 7(2i41)) < € , donde concluimos que m{x), g
determinam wma (5, ¢, A)-cadcia de 2’ para y'.

Desde que n{[7) € transitivo por F-cadelas ele estd contido num conjunto controlavel

por F-cadeias. O



.
Como reciproca deste resultado temos

Proposicio 38 Seja F uma familia satisfazendo as propriedades Pre Pren : G/Ly —
G/Ly como acima e com G/L; compacto. Suponhamos que F' € um conjunio controldvel
por F-cadeias, efetivo, para S em G[Ly. Entdo existe um conjunto conlroldvel por F-

cadeias ,efetivo, para S em G/L lal que w(F7) C F.

Demonstracao: Tomme z € [, .Enldo existe g € intS tal que gz = x. A fibra sobre «
é compacta e também é g-invariante. De fato, se y € 771 (z) entao gn(y) = x(gy) =z €
portanto gy € 77 !{z). Assim, existe um conjunto minimal para g, digamos M, nesta fibra.
Como, pela Proposigao 3 todo conjunio minimal estd confido no interior de um conjunto
controldvel , existe um conjunto controlavel I} em G/ 1y que contém M. Seja y um ponto
em M C intD .Entido gy € M, pois M é g-invariante. Como gy € (intS)D N D = Dy,
temos que D é efetivo. Portanio, D estd contido num conjunto controlavel por F-cadeias
quee denolaremos por £. Pela proposicao anterior temos que #{L) C F.O

Como conseqiiéncia da Proposi¢io 36 lemos que um conjunto controlavel por F-
cadeias que contém um conjunto controlavel invariante se projeta num conjunio cou-
troldvel por F-cadeias que contém um conjunto controldvel invariante através da fibracio
canonica.

Mas, para mostrar isto, necessitamos de hipéteses adicionais sobre a familia F de

subconjunios de S.

Definigio 9 Secja F uma familia de subconjuntos de §. Dizemos que F satisfaz a hipdtese

HP se
1. Existe uma seqiéncia A, € F tal que A,y C A, para todo inleiro posilivo n
2, Para todo A € F exisle ng, inteiro positivo tal que A C Ay,.

Notemos que se F = F, entao F satisfaz HP. De fato, basta tomar uma seqiiéncia
de compactos K, em G com K, C K, para todo inteiro positivo n e tal que G = |, K,.

Temos entao que A, = S\ K, satisfaz a hipétese HP.
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Se S é um semigrupo de controle entio F = Feonra também satisfaz HP. De fato,
seja T, uma seqiéncia de mimeros reais posilivos, estritamente crescente e convergindo
para infinito. Entao A, =57, A(t) satislaz as hipdteses HP.

Temos entdo o seguinte resultado:

Proposigao 39 Scjem G/H, e G/H, espagos homogéneos satisfazendo H com G/H,
compacto. Scja F uma familia de subconjuntos de S satisfazendo Py, P, ¢ a hipétese
HP. Além disso, suponha que GJHy e G/H, possuem um 1inico conjunlo conirolduvel
invariante. Seja 7 : G/, — G[Hy a fibragdo candnica, Se E e F sdo os conjunlos
controldveis por F-cadeias conlendo os conjuntos controldveis inveriantes entdo 7(L) =

F.

Demonstragao: Sejam (' e D os conjuntos controliveis invariantes em G/H, e
G/ H,, respectivamente. Para e > 0 e A € F sejam C, 4 e D, 4 0s conjuntos controlaveis
invariantes para S, 4 em (/I e G/H; e que contém C e D, respectivamente. Pela
proposigao anterior temos que I = (), 4 C. 4 e ' = () 4 De,a. Temos, também, pela
Proposigao 15 que n(C 4) = D 4. Como (L) C F basta mostrar que I C (). Para
isto, tomemos z € F. Entdo existem w, 4 € C, 4 satisfazendo n(w, 4} = 2. S¢ja ¢, uma
seqiténcia, estritamente decrescente, de niimeros reais positivos, convergindo para zero.
Desde que, F satisfaz HP temos que existe uma seqliéncia A, € F satisfazendo 1. e 2.
da definigao 9. Como a fibra sobre z,7~!(z}, é compacta temos que a seqiiéncia w,_ 4,
admite uma subsequéncia w,, 4, convergente a w € 7~ 1(z). Podemos supor sem perda
de generalidade que se ¢ > j entdao n; 2 n;. S m > n temos que €, < €, € A, C Ay, ja
que a seqiiéncia €, é estritamente decrescente e A, satisfaz HP. Portanto S5, 4, C S.,, . A,
Concluimos entéo que se m > n entdo Ce,, 4, C Cenp,- Desde que w, 4 € C, 4 segue-
se que w € Cfn;o Ap, Para todo tp e portanto w € (; 7tn;,xl“i' Mostremos, agora, que
Nea Cea = N;i Ce,, A, - Para isto, dado € > 0 e A € F existe ¢, natural, tal que ¢, < ¢
e A C Ay, pois F satislaz HP. Conseqilentemente temos que e, 4, C Cua, 0 que

mostra o desejado. Assim w € F e portanto 2z € #(F).0
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A seguir, apresentaremos para fibragées equivariantes, uma relagdo entre conjuntos
controléveis por Fy-cadeias ua ihra e no espago total.

Seja S umn subsemigrupo de um grapo de Lie G com int(S) # #. Consideraremos
Iy C H; como subgrupos fechados de (7 determinando os espagos homogéncos G/ H,
e GfH,. Suponhamos que S age em G/Hy e GfH,. Seja = : GfH, — G/l1y uma
fibracio equivariante. Usaremos a notagio Foo(S) = {S — K : K é um compaclo de
G}. Tomemos y € G/H, e definamos S, = G, N S, onde Gy = {g € G : gy = y}
é o subgrupo de isotropia em y. Observemos que este semigrupo é o semigrupo S, do
Capitwlo 1 quando wg : Q — M é mg : ¢ — G/Hqy e ¢ é a identidade em G e a
fibragao equivariante definida inicialmente determina o fibrado associado. Temos que 5,
é um semigrupo pois .S é um semigrupo e (7, € um subgrupo de . Temos também que
77 !(y) é invariante em relagio a agao de ¢ € S,. Com efeito, se x € 77 (y) e ¢ € S,
entao w(gr) = grn(z) = gy = y ¢ dai gz € 7-(y). Podemos entio considerar conjuntos

controlaveis para F, (5, )-cadeias em =~ (y).

Proposigao 40 Seja £ wm conjunio controldvel por Foo(S,)-cadeias em n~(y). Fnido

I estd contido num conjunio controldvel por Fo(S)-cadeias em G/H,.

Demonstragao: De [alo, se x,y € E ¢ existe uma (5, ¢, A)-cadeia de z para y
com A € F.(5,) entdo exisie uma (5, ¢, A)-cadeia de & para y com A € Fo(5) ja que

Foo(Sy) C Fu(S) pois S, C 5.

6.3 Pontos fixos e comportamento no limite

Nesta se¢do mostramos que se & é um ponto fixo num espago homogéneo satisfazendo
H , para um elemento no fecho de um semigrupo entéo z pertence a um conjunto con-
trolavel por Fuo-cadcias para este semigrupo. Apresentamos, também, um resultado que
nos diz onde reside o w-limite a partir de wn ponto num espago homogéneo compacto

em relacio a agao de um elemenio no fecho de wn semigrupo.
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Para isto, seja S um subsemigrupo de um grupo de Lie G com pontos interiores.
Aqui, eslamos interessados somente em conjuntos controldveis por Fo.-cadeias.

Necessitamos do seguiniec Lema

Lema 2 Seja g um elemento em fe(S). Entdo sdo equivalenies:
1. fe{g™ | n é natural} nio é um subgrupo compacto de fe(S).
2. dn, natural, tal que g™ estd fora de qualquer compacto de G.

Demonstracao: Mostremos, inicialmente que 1. implica 2. Suponhamos, por ab-
surdo que para todo n, natural, ¢" € K, para algum compacto K de G. Entao fe{g" | n
¢é natural} C K e fe{g™ | n é natural} é um semigrupo compacto de fe(S) e portanto
um subgrupo compacto, 0 que € uma, contradi¢do. |

Para mostrar que 2. implica 1. basta observar que g" € fe{g™ | n é natural} e
fe{g™ | n é natural} nao pode ser compacto.O

Observe que se fe{g" | n é natural} é um subgrupo compacto de fe(S) entéo este
subgrupo estd contido no bordo de fe(S), ou seja em fe(S) N fe(S)t. Portanto, para
g € [e(5) a hipotese de que existe n, natural, tal que g® estd fora de qualquer compacto de
G esté dentro do nosso contexto. Portanto, daqui por diante, suporemos que se g € fe(S)

entao existe n, natural tal que ¢" esta fora de qualquer compacto de G. Teremos enlio:

Proposicao 41 Se x € um ponlo fivo para ¢ € fe(S) num espagco homogéneo G/H

salisfazendo H enldo x pertence @ wn conjunto controldvel por F,-cadeias.

Demonstragao: Como, por hipdtese g € fe(5), existe n natural, tal que g™ esta fora
de qualquer compacto de G e portanto temos que g" € iniS, 4 para todo € > 0,4 € F,.
Assim g™t = z e portanto =z € (D, 4)o, para todo ¢ > 0, A € F,. Aqui, D, 4 é um
conjunto controlavel para S, 4 em G/ H. Logo teremos que € (N, 4(Dea)o CTMNeaDes e
pelo Coroldtio 5 temos que [, 4 D¢, 4 € win conjunto controldvel por Fo,-cadeias.O

Suponhames, agora, que S é um semigrupo difeomorfismos de um espago homogéneo

compacto G/H e que § é subsemigrupo de wmn grupo de Lie G, com interior nio vazio

109



em (. Se ¢ é um elemento no grupo de Lie (¢ e x é um ponto arbitrario em G/ H, entao
denolarcmos por w(r, g) o w-limite em relagio a agio de g, ou scja
y € w(z, g} & existe uma subsequéncia g™ com ghx — y

Sabemos que

w(z,g) =[/efg () | r 2 n}
1
Precisaremos do seguinte lema.

Lema 3 Suponha que x perlence a um espago homogéneo compacto G/H e g € iniS.
Entdo existe ng, natural positivo ¢ um conjunio controldvel efetive D | tal que g%z € Dy

para todo n > ng.

Demonstragao: Sabemos de [33] Proposicao 2.13 que existe nq, natural, tal que
g"z € intD para todo n > n;. Tome n > n;. Como g € intS temos que g¢"z = g"t'z ¢
(1ntS)D N D = Dy. Seja entao ng = ny + 1. Por indugao temos g™z € Dy Vi > np.0

Como corolario do lema acima temos
Corolério 6 w(z,g) C fe(D), onde D € um conjunio controldvel para S em G/H.

Demonstracao: g € denso emn 2.0

Como consegtiéncia temos o seguinte resultado

Proposigao 42 Sejam e € G/II ¢ g € fe(S). Enlao cxistem conjuntos conlroldveis para

Sea e > 0,A € Foo em GIH que serdo denolados por D, 4 e tal que
w(z,g) C{)Se(Dea)-
¢, A

Demonstragdo: Como ¢ € [e(S) existe ng, natural | tal que g™ € iniS, 4,¢ >
0,A € Fo. Portanto existem conjuntos de controle para S 4, denotados por D, 4, tal

que w(z,g™) C fe(Dea},Ye > 0,YA € Fup. Logo teremos que

w(z,g) C wlz,g") C (] fe(De.a)

€, A
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6.4 Transitividade por cadeias

Apresentamos, nesta segio, um resultado, que achamos ser util; sobre transitividade
por cadeias em espagos homogéneos. Para isto, achamos conveniente, embora nao seja
necessario, definir recorrencia por cadeias.

Seja F uma familia qualquer de subconjuntos de §. Se x € G/H definimos Q(x) =
{y € G/H |Ve>0,YA € F existe uma (5, ¢, A)-cadeia de z para y}. Dizemos que G/H
é recorrente por F-cadeias se z € {}(x),Vr € G/H.

Proposicio 43 Se (G/H ¢ recorrente por F-cadeias enldo G/H € transitivo por F-

cadeias.

Demontragao: Sejam ¢ > 0,4 € F e x,y € G/H. Como estamos admitindo que

G/ H é conexo, existe um caminlo « : [0,1] — G/H com a0} = z e o]} = y. Seja |

£

o comprimento de a. Se ! < § entho d(z,y)} < § , e como existe uma (5, £, A)-cadeia de

%)
x para z temos que também existe uma {5, ¢, A)-cadeia de z para y. Suponhamos que

I > £ e escolhamos &g = 0,41, .., by By = 1 tal que d(a(t;), o)) < 5,7 = 0,...,n.

£

T -cadeia

Definamos y; = a(t;). Como G/H é recorrente por F-cadeias existe uma {5
de y; para y; e portanto uma (5, ¢, A)-cadeia de z para y.0O

Teremos enldo o seguinte resultado sobre transitividade por Fono-cadeias.

Proposigdo 44 Seja 5 um semigrupo de controle, Suponha que | € w-limie de alguma
trajeloria do sistema de controle comecando na identidade. Entdo G/H € transilive por

Freonteol-Citileins.

Demonstragao: Pela Proposicao anterior basla mostrar que G/H é rccorrente por
cadeias. Para isto, tomemos © € G/H,e > 0, e A € Froprorr Como 1 é w-limite de

alguma trajetoria iniciando na identidade, exisle v € U/ e uma seqiiéncia {, — 00 com
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x(l,1,t,) — 1. Portanto w(l,u,1,)x — = quando n — oco. Como A = .7 A(l) ¢
t, — oo, existe ng, natural, tal que #(l,u,1,.) € A e d(x(l,u,1,,)x, 2} < e Portanto

mg = ,t1 =z ¢ g = n(l,u,t,) determinam uma (5, ¢, A)-cadeia de z para z.0
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Capitulo 7

Conjuntos Controlaveis por Cadeias

em Variedades Flag

A caracterizagao dos conjuntos controlaveis por cadeias como intersecgao de conjuntos
controlaveis permite-nos contar o nimero de conjuntos controldveis por cadetas , efetivos,
numa variedade flag. Faremos isto, neste capitulo, utilizando as técnicas sobre conjuntos
controldveis desenvolvidas em {29].

Obteremos, também, informagio sobre a geometria do conjunte controldvel por cadeia
que contém o conjunto confrolavel invariante.

Além disso, apresenfamos alguns resultados que nos dizem quando um semigrupo é

transitivo por cadeias numa variedade Oag.

7.1 Determinacao do nimero de conjuntos controldveis

por cadeias

Para ¢ > 0 e um subconjunto A € F, seja W, 4 o subgrupo W{(5, 4} associado ao
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semigrupo S, 4. Consideramos tambeém o subgrupo

We(S) = [} W,,a.
e, A

Daqui por diante supomos que a {familia F satisfisfaz tanto F; quanto P.. Como as
variedades {lag satisfazem H, estamos na situacao exigida pelo Teorema I.

Para os conjuntos controldveis por F-cadeias, o subgrupo Wx(S) desempenha o
mesmo papel que W(S) para os conjuntos controlaveis. De fato, para cada w ¢ W,
seja F,, o iinico conjunto controlavel por F-cadeias efetivo em B e que contém D, e
para um subconjunto O do sistema simples de raizes , seja E® o conjunto controldvel
por F-cadeias que contém D®. Com as notagdes acima, os resultados para conjuntos
controlveis de {29] estendem-se para conjuntos control4veis por cadeias como veremos a

seguir.

Proposicao 45 Com as nolagoes actma, temos
1. WelSY={weW: I, =FE}
2. Wr(Shwy = Wr(S)w, se e s6 se [0, = I,
Demonstragao:

1. Para e > 0, A € Fre w € W, scja D54 o conjunto controlavel correspondente a
Se,4 em B. Por definigio, w € Wx(9) se e 86 se w € W, 4 para todos ¢, A, e isto é

e , A
vélido se e $6 se DA = DY . Portanto, w € Wr(S5) se e somente se
- (.A _ 59’1
MDA = Dy,
e, A ¢, A
O que mostra o primeiro cnunciado, ja que pelo Teorema 1 o lado esquerdo da

desigualdade é I, enquanto o lado direito ¢ Eq.

2. Wr(S)wy = Wr(S)w, se e 56 se waw;' € We(S) = Nea We 4 para todo €, A, o

que vale se e 56 se W _ 410y = W, 4103, que, por outro lado pela Proposicio 6 do
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Capitulo | é equivalente a D54 = D54 para todos ¢, A. O Teorema 1 mostra ento

que k£, = I,,. 0

Proposicao 46 Maniendo-se as nolagbes acima, temos que EP = ES’Z sc ¢ 0 se

Wr(SwiWe = Wr(S)w.We.

Demonstracao: [ aniloga a da proposi¢do acima utilizando a Proposigao 9 do
!

Capitulo 1.0
Estes resultados trazem como conseqiiéncia que o nimero de conjuntos controlaveis

por F-cadeias, efetivos, é determinado por Wg(S).

Corolario 7 Na fronteira mazimal B o mimero de conjuntos controldveis por F-cadeias,
efetivos, € igual ao nimero de elementos no espago quociente Wr(S)\W enquanio o
nimero de conjunios controldveis por F-cadeias, efetivos, na fronteira Bg € igual ¢ ordem

do espago quociente duplo Wx(S)\W/We.0

Além da informagio fornecida sobre o niimero de conjuntos controléveis por cadeias,
o subgrupo Wx(S} também nos dé informagao sobre a geometria do conjunto conirolavel
por cadeia que contém o conjunto controlivel invariante. Temos, da Proposigio 7 do
Capitulo 1 que W(S) é o subgrupo gerado por um subconjunto © do sistemna simples
de raizes, isto sc a cAmara basica AT é escolbida interceptando intS. Fixando-se esta
canara, o fato de que F satisfaz F; on P, implica que ela também intercepta inlS, 4
para todos ¢, A. Portanto, W, 4 também é gerado pelas reflexées de um subconjunto,
digamos ©, 4, do sistema simples de raizes associado a A*, assim, W, a = We,,. Temos

o seguinte lema técnico sobre as intersecgdes dos subgrupos We

Lema 4 Dada qualquer familia {O:}ic; de subconjunios de um sistema simples de raizes,

temos

NiWe, = Wh,e,.

Demonstracgao: De fato, w pertence ao subgrupo Wg se e 56 se wH = [{ para todo

H no subespago ©F de a anulado por O (veja [36] Teorema 1.1.2.8). Como os ©;’s sao
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subconjuntos de um sistema simples de raizes, temos que (N;0;)* = 32; . Portanto, s
w pertence a N;We,ele fixa os elementos em (ﬂ.-(").-)i. Isto mostra que N;Weo, C Whe,.
Como a outra inclusio é imediata, temos a igualdade.D

Aplicando este lema aos subgrupos W, 4, obtemos que Wr(S5) é gerado pelas reflexdes

definidas por algum subconjunto do sistema simples de raizes.

Proposigio 47 Suponha que F salisfaz Py e P, e tomemos uma cimare bdsica AV tal
que A*NindS # 0. Seja ©, 4 0 subconjunto do sistema simples de raizes associado a A*

tal que W, p = We, , ¢ defina O = N 40 4. Lnido
We(S) = We,.

Além disso, seja Ba, a variedade flag correspondente a Ox, e denolemos por Lo, o
conjunto controldvel por F-cadeias cm Bg, que contém o conjunto controlavel invariante.
Entdo

E =x""(Fe,)

onde IY € o conjunio conlrolavel por F-cadeias em B conlendo o conjunto controldvel

invariante e 7 : 3 — Bg, € a fibragdo candnica.

Demonstragdo: A demonstragio de que Wr(S) = We, é imediata a partir do
lema anterior. Temos da Proposicao 7 que D4 = W‘I(DS,‘,;") onde D, 4 € o conjunio
controlavel invariante para S, 4 em B e Df?j" é o conjunto controlavel invariante para
Se,4 na fronteira Bg, , correspondente a Q4. Como ©r C O, segue-se que Bg,
fibra-se sobre Be, , assim [) 4 também é a imagem inversa do conjunio controlavel
invariante para S, 4 em Bg, o qual é denolado por ij)j". Mas, D, a4 e f_)sj' contém
os conjuntos controlaveis invariantes para S em B e em Bp, respectivamente. Logo
E=0aDos =77 (NeaPDO) = 77 (Ee,). O

Como exemplos dos resultados acima teremos

Exemplo 5 Seja G = Sl(n, R) (veja o Fxemplo 2). Temos que Be pode ser visto como
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Fr(1 i — L+ L eie — e+ L, je + 2, .0,n), onde (i, ..., 7,) € a vardedade de
flags Vi C ... C V, com V; subespago euclidiano de dimensdo ;.

Sabemos que a ordem de Wo € dada por| We |= (71—11+2)L...(Jx—ix+2)1. O Coroldrio
7 nos diz que o nimero de conjuntos controldveis por F-cadeias efetivos em Bg € no
mdzimo a ordem de W/ W, que é nl/(j; — 1y +2)\...(jxs —ix +2)!. Caso Bp seja o espago
projetive RP™ 1, lemos guec @ = 11(2,n — 1) ¢ porlento existem no mdzimo n conjuntos
coniroldveis por F-cadeias, cfelivos, em RP""'. Sc¢ Bp = Gri(n) € a grassmanniana

dos subespacos de dimensdo k em R* temos que © = II{LLk— DU M(k+1,n—1) ¢
n
portanio existem no mdazime nl/kl{n—k}l = conjuntos controldveis por F -cadeias

efelivos nos flags minimais Gri(n). Mais especificamente tomemos G = SI(3, R). Neste
caso, existem trés fronleiras, a mazimal (1,2}, e duas minimais que sdo o espago
projetive RP? e a Grassmanniana Gra(3). Para @ = Ti(1,1) e O, = 11{2,2) temos que
Bo, = Gry(3) € Bo, = RP?. Assim Wg, = {1,(1,2)} e Wo, = {1,(2,3)}. Como Wx(5)
¢ um subgrupo de W, pela proposicio 47 existem quaire possibilidades para Wr (5) que
sio Wo,, Wa,, {1} ou W. No flag mazimal lemos que Wo = {1} e W = W/Wp tem
6 elementos. Logo, assumindo que Wx(5) = Wa, cxistem | We(SY/W |= 3 conjuntos
conlroldveis por F-cadeias efetivos no flag mazimal. Se E € o conjunto controlavel por F -
cadeias que contém o conjunto conlrolivel invariante entdo I = Eiy3 . Temos também
que Eq gy = Eq 3.2 Eung = Eqazye B = Eps) sio os conjuntos controldveis por F-

cadeias efetivos no flag mazimal,

Exemplo 6 Scjo G = Sp(n, R) o grupo real simplético(veja 4.1). Denolamos por Ly(n)
o conjunto dos subespugos isolrdpicos de dimensdo k em R*™. Sabemos que Lip(n) séo
variedades flag com dlgebras de isotropia pe descritas em 4.1. Para ©@ = 5 — { A — Apy }

com k < n— 1 temos que a ordem de Wo € (k).2°*(n — k)! Portanto o Coroldrio 7 nos
T
diz que cristem no mdzimo 20!/ k12" k(n ~ k)| = 2F kN n —k)! = 2* conjunios

conlroldveis por F-cadeias efelivos em Lg(n).

Para © = ¥ — {2),} temos que Wg ¢ o grupo de permutagées em n elementos.
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Portanto o Coroldrio 7 nos diz que exisiem no mdzimo 2" conjunios coniroldveis por
F-cadeias efetivos em Ln(n).

Determinemos o nimero mdrimo de conjunlos controldveis por F-cadetas efelivos em
qualquer flag Bo. Para isto, seja [1{3,5) = {A — A1 14 <7 <7 ej < n}. Temos
que qualguer © C 11 € uma das unides disjuntas © = {1(¢y, 1) U ... U TI(G, ji) U {2A.} ou
O = {6y, 1) U ... UTI(dx, Ji) com f1 + 1 <y paratodo I =1,..,k—1 ek <n—1. Se
O = I1(31, J1) U ... UIl(ik, Ji) temos que Wa ¢ o produto direto dos grupos de permutagées
dos conjunlos {if,...,71 + 1} e portanio | Wo |= (51 — i1 + 2)1...(jx — tx + 2)I. Assim o
nimero de conjuntos controldveis por F-cadeias efetivos em Bg € no mdzimo a ordem
de W/We que € 2"nt/(ji —t1 +2)L.(Je — 26+ 2)!. Se © = II{zq, 71) V... UTI(2k, &) U {24, }
temos duas possibilidades a considerar: jp =n—1ou jy <n—1, Se jp =n — 1 temos
que | Wo |= (71 — %1 + 2)L. (k=1 — 21 + 2)Y(n — i;)!2“"£*. Logo existem no mdzimo
Fent (G — i1+ 2 (Gro1 — k1 +2)(n—1x)! conjuntos controldveis efelivos por F-cadeias
em Bg. Se jx < n—1 a ordem de Wo serd (31 — i1 + 2)L..(jr — 4 + 2)1.2 € existem no
mdzimo 271l /(j; — i1 + (G — 1k +2)! conjuntos controldvess por F-cadeias efetivos

em Ba.

Exemplo 7 Os grupos de Lie simples nio compactos. Seja F uma familia de subcon-
juntos contida num semigrupo de interior ndo vazio conlido num grupo de Lie simples
ndo compacto e real. O niumero mdzimo de conjunlos controliveis por F-cadeias numa

variedade flag do grupo pode scr delerminado através da tabela 1 gue determina a ordem

de W/We.

7.2 Transitividade por cadeias.

Inictamos esta secao com alguns comentarios sobre transitividade por cadcias em

variedades flag.

Mostrou-se em [25] Teorema 4.2 que o finico semigrnpo com interior nio vazio de

118



G que satisfaz W(S) = W é o préprio G caso G tenha centro finito. Como a agao
do centro de G é trivial, temos que se W(S) = W entdo 5 € transitivo em qualquer
fronteira. Como Wx(S) = NW, 4, segue-se que se Wr(S5) = W entdo os semigrupos
S, 4 sio transitivos nas variedades flag. Assim a igualdade Wx(S) = W implica que 5 é
transitivo por F-cadeias em qualquer variedade flag j& que os conjuntos controlaveis por
cadeias sao interseccdes de conjuntos controlaveis para S, 4. Reciprocamente, suponha
que S é transitivo por F-cadeias em alguma fronteira. Entao S, 4 € transitivo nesta
fronteira para quaisquer ¢ > 0 e A € F. Pela Proposicio 10 temos que se G é simples
e tem centro finito entido o unico semigrupo que é transitivo emn alguma fronteira é o
préprio G . Novamente, o fato de que o centro de 7 é finito nédo é relevante ja que a
agao do centro nas variedades {flag é trivial. Portanto, como (7 € simples, S 4 = G, S 4
é transitivo em qualquer fronteira para todos ¢, A, e se § é transitivo por cadeias em

alguma variedade flag entdo Wx{5) = W . Resumindo, temos

Proposigao 48 Supondoe as condigoes acima sobre F, entdo Wr(S) = W implica que S
€ lransitivo por F-cadeias em qualquer variedade flag. Reciprocamente, se S € transitivo

por F-cadetas em alguma variedade flag € G € simples entdo Wx(5) =W .0

E interessante ter condigoes assegurando que utn semigrupo seja transitivo por cadcias
nas fronteiras. Foi mostrado em [25] Lemna 4.1 que um semigrupo é transitivo nas var-
iedades flag (e é na verdade o grupo todo se este tem centro finito) caso ele contenlia
em seu interior um elemento nilpotente. Como 0s conjuntos controlaveis por cadeias
sao intersecgdes de conjuntos controliveis de wm semigrupo gerado por vizinhangas de
subconjuntos, é natural que um semigritpo seja transitivo por cadeias se ele contém,nao

nccessariamente no seu interior, elementos nilpotentes.

Proposicao 49 Seja F uma familia de subconjunios de S e suponha que para todo A €
F, existe n € A tal que n = exp X e ad(X) € nilpolenie em g. Entdo S € transitivo por

F-cadetas em qualquer variedede flog.
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Demonstracio: Os semigrupos S, 4 sdo gerados por uma vizinhanga de A. Assim
n € intS. 4 admitindo-se que n é como no enuuciado. Segue-se entdo de [25] Lema 4.1
que Se 4 € transitivo nas fronteiras . Pela Proposi¢ao 30 temos que S é transitivo por
cadeias.0

Um caso coberto por esta proposigdo € o caso em que F = F, e o semigrupo contém
um elemento n tal que n = exp X e ad(X) ¢ nilpotente em g . Como o subconjunto
{n* : k > 1} ndo é compacto, e n* também é a exponencial de um elemento nilpotente,
a hipétese da proposicio anterior é verdadeira para lodo A € Fo..

Como um exemplo de um semigrupo satisfazendo as condi¢des achina temos:

Exemplo 8 Seja Sit(n,JR) o semigrupo das matrizes em Sl(n, IR) que lem enlradas
positivas. Este semigrupo tem inlerior ndo vazio e contém as matrizes triangulares su-
periores cujos elementos na diagonal sdo iguais o 1. Como tal matriz € a exponencial de
uma matriz X com ad(X) nilpolente, seque-se que SI¥(n, IR) € transitivo por Fo.-cadeias

em gqualguer variedade flag. Obscrve que isto € verdadeiro apesar da ndo transitividade

de SIt{(n, R) .

De modo a apresentar outra lécnica para determinar transitividade por cadeias, cou-

sideraremos os seguintes exemplos de semigrupos de Sl(n, IR).

Exemplo 9 Seja W um cone pontual de inlerior ndo vazio em IR™. Islo significa que

W ¢ um cone convexo que ndo contém subespagos de dimensdo positiva. Defina
Sw={ge€ Sin,IR): gW C W}.

Tome v € W,v # 0 ¢ complemente-o a uma base f ={v,es,...,e,} tal que o subespago
gerado por {eq,...,e,} tenha inlerseccdo nula com W. Seja H, a aplicacio linear que
na base g € diag{n — 1,-1,...,—1}. Afirmamos que exp(¢tH,) € W para lodos t > 0.
De fato, tome w € W ¢ escreva w = aqv -+ -+ aye,. A escolha de 3 implica que ay > U,

Mas

e = e7He™ — Vaw + e tw
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islo mostra que exp(tH,)w € W. No caso em que v € intW este igualdade mostra além
disso que exp(tH,)w € imtW. Fste fato juntamente com um argumento simples envol-
vendo a continuidade da agio de Si(n, IR) assegura que sev € intW entdo exp(tH,) € Sw
, e portanio Sw lem interior ndo vazio. Mas, exp(tH,) pertence a um subgrupo euclidi-
ano de Sl(n, IR) e seu atrator no espago projetivo € a reta gerada por v. Disto seque-se
que Sw tem somenle dots conjuntos controldueis quando age no espago projetivo. O con-
junto controldvel invarianie C' € o conjunto das retas contidas em W U —W, enquanto
o outro conjunto controldvel ¢ o complemento de C em IRP™ (veja [89] Teorema 6.11
para detalhes).

Mostraremos que Sy € transitivo por F,-cadeias em IRP™"! e portanto, pela proposicio
48, em qualquer variedade flag. De falo, para qualquer A € Foo e € > 0 o0s conjuntos
controldveis para Sw esldo conlidos nos conjuntos conlroldveis para (Sw)ea. Agore,
tomemos v na frontetra de W. Entde paral > 0 suficientemente grande exp(tH,) € A jd
que exp(tH,) ndo esta contido em nenhum subconjunto compacto. Portanto, exp(iH,) €

P ¢ reta gerada por v, segue-se gue esta reta estd

int(Sw),a € como seu alrator em IR
no interior do conjunto coniroldvel invarianie para (Sw)e,a, que portanto intercepla o
complemento de C. Isto mosira que (Sw). s tem um tinico conjunto coniroldvel invari-
ante e portanio € transitivo no espago projelivo. Como ¢, A foram tomados arbitraria-

mente, seque-se que Sw € transitivo por Foo-cadeins em P ¢ portanto em qualquer

variedade flag.
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