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ABSTRACT

This work accosts the monotonic homotopy, an appropriate variant of homotopy of tra-
jectories of control systems. It is introduced a concept of regularity for control functions
and it is considered the definition of monotonic homotopy of regular trajectories of a given
control system ¥ on a manifold M. Then it is shown that the set I'(X,z) of monotonic
homotopy classes of regular trajectories of ¥ starting at a given fixed point x has a differ-
entiable manifold structure with the same dimension of M. Another important result is the
caracterization of monotonic homotopy of trajectories (on acessible points set starting at z)
via the lifts of same trajectories on the manifold I'(3, x).

Finally, we make same considerations about monotonic homotopy and trajectories of an

stochastic system.

i



RESUMO

Este trabalho aborda a homotopia monotonica, uma variante apropriada de homotopia,
de trajetorias de sistemas de controle. Primeiro é introduzido um conceito de regularidade
para funcoes de controle e depois é considerada a definicao de homotopia monotonica de tra-
jetorias regulares de um sistema de controle Y evoluindo sobre uma variedade M. Em seguida
sao mostrados que o conjunto I'(X, z) de classes de homotopia monotonica das trajetdrias
regulares do sistema Y a partir de um estado fixo tem um estrutura de variedade difer-
enciavel. Outro resultado importante é a caracterizacao para trajetérias monotonicamente
homotdépicas (contidas no conjunto dos pontos acessiveis a partir de =) via os levantamentos
das mesmas a variedade ['(X, z).

Finalmente, sao feitas consideracoes sobre homotopia monotonica e trajetérias de um

sistema estocastico.
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Introducao

A nocao de homotopia é considerada a idéia mais importante da Topologia Algébrica,
e as suas aplicagoes podem ser encontradas em varias areas da Matematica, como ja foi
mencionado em Lima [9] e Vieira [16].

Nesta dissertacao ¢ estudado um tipo particular de homotopia, a homotopia monotonica.
Tal homotopia é uma variante apropriada da homotopia cléssica, na qual os objetos a
serem avaliados como homotodpicos sao trajetérias de um determinado sistema dinamico,
ou mais precisamente, sao trajetérias de um sistema de controle. Nesta homotopia, além
das condigoes usuais exigidas para que se tenha uma deformacao continua de uma trajetéria
em outra, exige-se ainda algumas condicoes adicionais sobre as curvas intermediarias da
deformacao continua, a saber, que as curvas intermediarias sejam também trajetorias do
sistema de controle em questao, bem como que sejam trajetorias regulares. O conceito de
trajetorias regulares tem sua importancia na teoria de controle, mas aqui daremos especial
importancia ao fato dele ser essencial para construcao de uma estrutura de variedade difer-
enciavel para o conjunto quociente I'(X, z) dado pela relacdo de equivaléncia proveniente

da homotopia monotonica.

Objetivo

Os objetivos centrais desta dissertacao sao essencialmente dois.

O primeiro constitui-se em estudar os principais resultados geométricos associados ao



conceito de homotopia monotonica em sistemas de controle, muitos dos quais foram re-
centemente apresentados em Kizil [7] e Colonius, Kizil, San Martin [1] e alguns poucos
formalizados na presente dissertacao, e a partir deste estudo, tem-se por intencao elaborar
um texto mais simples pedagogicamente, destinado em especial a alunos dos ultimos anos
de graduacao e inicio de mestrado em Matematica e areas afins.

O segundo objetivo é apresentar problemas associados, bem como apontar metas para um
futuro estudo da nocao de homotopia monotonica em outros tipos de sistemas dinamicos,
que sao os sistemas estocasticos. Certamente que as motivacoes que norteiam o estudo
de homotopias de trajetorias em sistemas estocdsticos sao certas similaridades entre estes
sistemas e os sistemas de controle, como por exemplo, a semelhanca taquigrdfica entre as
dinamicas de um sistema de controle afim e as dinamicas de um sistema estocéstico no

sentido de Stratonovich.

Estrutura dos Tdépicos Apresentados

Agora passaremos a um resumo da dissertacao, que é dividida em quatro capitulos.

e No Capitulo 1, é apresentada a defini¢ao geral de sistema de controle e alguns resulta-
dos associados a esta definicao. A definicao de sistema de controle exige o conhecimento
prévio de alguns objetos matematicos, a saber, os cones convexos, aos quais se destina
a secao 1.1, os controles e as dinamicas, estes dois ultimos estudados na secao 1.2. E
importante ressaltar que aqui os cones convexos sao considerados de forma mais geral
do que a encontrada em Kizil [7].

Na secao 1.3 sao definidos sistema de controle e trajetérias de um sistema de controle.
Também ¢é dado um exemplo de sistemas de controle, bem com sao introduzidas algu-
mas notagoes importantes para o decorrer do texto.

Na segao 1.4 sao apresentadas as defini¢oes de controle regular e trajetérias regulares.
Além dessas defini¢oes sao citados alguns resultados importantes sobre concatenagao
de controles regulares e alguns resultados nao menos importantes recebem uma formal-
izagao na Proposicao 1.4.10 e nos Corolérios 1.4.11 e 1.4.12, o que decorre da defini¢ao

de cone convexo adotada.

e O Capitulo 2 trata o conceito de homotopia monotonica de trajetérias de um sistema

de controle.



Na sec¢ao 2.1 sao apresentadas resumidamente a idéia de homotopia classica, bem como
alguns resultados importantes associados.

A secao 2.2 destina-se ao estudo da homotopia monotonica de trajetérias de um sis-
tema de controle e na secao 2.3 é construida uma estrutura de variedade diferenciavel
para o conjunto quociente I'(X, o) dado pela relagdo de equivaléncia proveniente da

homotopia monotonica.

O Capitulo 3 tem como objetivo central, uma vez fixado um ponto zy na variedade
M onde o sistema de controle evolui, encontrar um caracterizagao para trajetorias
monotonicamente homotépicas (contidas no conjunto dos pontos acessiveis a partir
de xy) via os levantamentos das mesmas & variedade I'(X, xy). Em outras palavras,
no capitulo 3 é obtida uma maneira de avaliar se duas trajetorias sao homotopicas,
verificando apenas se os seus respectivos levantamentos a variedade I'(X, zg) possuem
o mesmo ponto final.

Em particular, na secao 3.1 é feito um resumo dos principais resultados relativos a
levantamentos de curvas tomando valores em variedades diferenciaveis.

Na secao 3.2 estuda-se o levantamento de trajetorias de um sistema de controle > a
variedade I'(X, zp).

Na secao 3.3 sdo apresentadas algumas fungoes (na verdade caminhos) importantes
induzidas por trajetérias e seus respectivos levantamentos.

Ja a secao 3.4 destina-se a demonstragao da caracterizacao acima citada e na secao 3.5
estuda-se homotopia entre trajetérias de um sistema de controle evoluindo na peculiar
variedade I'(X, zg).

O Capitulo 4 é dedicado ao segundo objetivo central da dissertacao, que é o de fazer
consideracoes a respeito de possiveis definicoes mais restritivas, entretanto mais ricas
em propriedades, de homotopias para trajetorias de sistemas estocésticos.

Desta forma as secoes 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 tem por objetivo introduzir algumas nocoes
de Célculo Estocastico, como por exemplo, a definicao de movimento browniano e
sistemas estocdasticos no sentido de Stratonovich.

Na secao 4.5 é proposta uma definicao de homotopia monotonica para caminhos do
movimento browniano em R" e também é mostrado que tal definicao na verdade apenas

trata-se de uma caracterizacao da homotopia classica restrita ao conjunto de caminhos



do movimento browniano.

E por fim, na secao 4.6, sao apresentados alguns problemas decorrentes da intencao de
se fazer uma extensdo natural (entenda-se utilizando a estrutura teérica presente em
Kizil [7]) da no¢ao de homotopia monotonica de trajetérias de um sistema de controle

para o caso em que as trajetérias sao dadas por um sistema estocéstico.



CAPITULO 1

Sistemas de Controle

Este capitulo tem por objetivo introduzir as nocoes de sistemas de controle e controle reg-
ular. A luz do objetivo principal deste texto, a saber, o estudo das homotopias monotonicas,
os sistemas de controle tém a sua importancia por fornecerem os caminhos sobre os quais
as homotopias monotonicas se darao. Ja a importancia dos controles regulares reside no
fato dos mesmos possibilitarem a construcao de uma estrutura de variedade para o conjunto
das classes de homotopia monotonica e a obtengao de uma caracterizacao de homotopia

monotonica.

1.1 Cones Convexos

Uma nocao importante para obtengao de uma definicao geral de sistema de controle é a

nocao de cone convexo.

Definicao 1.1.1. Seja V' um espaco vetorial. Diz-se que um conjunto ¥ C V € um cone
convexo com vértice p em V se, e somente se, X € um conjunto convexo tal que se p+x € X,

tem-se que p + rx € X, para todo r > 0.

O cone convexo Y com vértice p € V gerado por A C V € a interseccao de todos os cones

convexos com vértice p que contém A.

Dependendo do contexto nao se faz necessario mencionar o vértice de um cone convexo.
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Neste caso, diz-se apenas que X ¢ um cone convexo em um espaco vetorial V', pressupondo-
se assim a existéncia de um ponto (vértice) p € V tal que se p+x € 3, tem-se que p+rz € X,
para todo r > 0.

A exigencia de r > 0, na definicao de cone convexo, pode ser substituida por r € R. No

presente texto, serda considerado que r € R.

Exemplo 1.1.2. Uma reta qualquer em R™ € um cone convexo e qualquer um de seus pontos

pode ser considerado como vértice.

Com efeito, uma reta em R™ € um subconjunto da forma A ={y € R" :y =a+ \b, A € R}.
Fvidentemente, A é um conjunto convexo.

Seja y € A. Temos que y = a + Ab para algum X € R. Dai se y +x € A, tem-se que
r+a+ Ab=a+1b, para algum | € R, isto €, x = (I — \)b.
Logoy+rx=a+Xo+r(l—ANb=a+ (rl+ (1 —r)\)b € A.

Portanto A € um cone conexo com vértice em y, com y € A arbitrdrio.

Proposicao 1.1.3. Seja V' um espaco vetorial e A um subconjunto de V. O cone convexo

Y com vértice p gerado por A é o conjunto X ={z=p+r(q—p):q€ A reR}.

Demonstragao. Seja 1 o cone convexo com vértice em p € M gerado por A.

Temos que A C ¥, pois g € A se escreve da forma ¢ = p+ (¢ — p). Além disso, se p+ x €
Y, segue que = s(q¢ — p), para algum g € A e algum s € R. Logo p+rx=p+rs(q—p) €
Y., para todo r € R. Portanto ¥ é um cone convexo com vértice p contendo A, e como ¥ é

a interseccao de todos o cones convexos com vértice p que contém A, segue que ¥ C 2.

Seja z € ¥. Temos que z = p + s(¢ — p), para algum ¢ € A e algum s € R. Note
que p+ (¢ —p) = ¢ € A C 3. Dai como ¥; é cone convexo com vértice p segue que
p+1r(qg—p) € X1, para todo r € R, em particular z = p+ s(q — p) € 34, ou seja, ¥ C 3.

Portanto >; = 3. O

De agora e diante, estaremos interessados apenas em cones convexos com vértices na
origem do espaco vetorial em questao. Assim, quando for mencionado que > é um cone
conexo no espaco vetorial V| entenda que seu vértice é 0 € V. Um fato interessante decor-
rente desta convencao é que dados um cone convexo X e x € X, segue que rx = 0+ rx € X,

para todo r € R.
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1.2 Controles e Dinamicas

Ao longo do texto todas as variedades diferenciaveis consideradas serao de dimensao finita
e munidas com uma métrica Riemanniana. Apenas nas situagoes em que se fizer necessario

sera dito explicitamente qual a dimensao da variedade diferenciavel em questao.

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo de vetores diferencidvel

em M € uma aplicagao diferencidvel X : M —— TM tal que X (x) € T, M, para todo x € M.

Denotaremos por X*°(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis de classe C™
sobre M.

Dado um cone convexo ¥ em X'*°(M ), considere E' como o subespaco vetorial de X' (M)
gerado por ¥ e ainda, dado T > 0 considere U4 como o espaco de Banach das funcoes
mensuraveis e limitadas

w:[0,T] — E
com a norma do supremo essencial |[|-|| .

Definigao 1.2.2. Sejam M uma variedade diferencidvel, ¥ um cone convexo em X°°(M) e
T > 0. O cone convexo U(X) gerado pelo conjunto A = {u € U : u(s) € X,Vs € [0,T]} €

chamado o conjunto dos controles definidos no intervalo [0,T] sobre .
Uma aplicagio uw € U(X) € chamada de um controle sobre 3.

Note que sendo U(X) o cone convexo gerado pelo conjunto A = {u € U : u(s) € X,Vs €
(0,71}, decorre da Proposigao 1.1.3 que dado v € U(X), entdao v = r.u, para algum u € A
e para algum r € R. Assim v(s) = r.u(s), Vs € [0,7], e como u(s) € £,Vs € [0,7], segue
do fato de ¥ ser um cone convexo que v(s) = r.u(s) € 3,Vs € [0,T]. Logo U(X) C A e por
defini¢ao de cone convexo gerado por A, temos que A C U(X). Portanto, U(X) = A.

Em outras palavras, U(X) é o conjunto de todas as fungoes mensuraveis e limitadas de

[0, 7] tomando valores em X.

Observacao 1.2.3. Como convencionado anteriormente, o cone convexo ¥ tem como vértice
a origem do espago X*°(M). Tal fato tem a vantagem, como ja foi mostrado, de que U(X)
coincide com conjunto de todas as fung¢oes mensurdveis e limitadas de [0,T] tomando valores
em > C E. Entretanto, o fato de ¥ ter como vértice a origem de X*°(M) tem a desvantagem

de excluir os controles afins, como poderd ser observado posteriormente no Exemplo 1.5.2.
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Observacgao 1.2.4. O espago U, das fungoes mensurdveis e limitadas de [0,T) tomando val-
ores no subespago vetorial E de X*°(M) gerado por ¥, pode ser considerado com a topologia
fraca®, que é a topologia mais fraca tal que para todo y € Li([0,T],E) a fungdo linear
w—s [0 (y(t), u(t)) dt ¢ continua.

Defini¢ao 1.2.5. Sejam M uma variedade diferencidvel e X € X*°(M). O Problema de
Cauchy para X com condi¢ao inicial xq consiste em encontrar curva x : [0,T] — M que
satisfaca equacao diferencial da forma
dx
$|t=s =

Um Problema de Cauchy, como o acima, serd denotado simplesmente por

X(z(s)), comz(0)=ze M, sel0,T]

= X(z), com x(0)=xg

Defini¢ao 1.2.6. Sejam M uma variedade diferencidvel, ¥ um cone convexo em X*°(M) e
U(X) o conjunto dos controles definidos no intervalo [0, T] sobre ¥.. Uma dinamica definida
no intervalo [0,T] sobre M com respeito a ¥ é uma equacao diferencial da forma
dx
dt

onde x(t) representa uma curva definida do intervalo [0,T] sobre M.

lizs = u(s)(z(s)), comx(0)=x0€ M,sec|0,T] euecl(X)

Uma dindmica sobre M definida no intervalo [0,T] com respeito a 3, como a acima, serd

denotada simplesmente por
T =u(t)(z), com x(0)=xg

Denotaremos por D(X) o conjunto das dinamicas definidas no intervalo [0,T] sobre M com

respeito a X .

Podemos entender como solugao de uma dinamica, a curva na qual cada ponto também
pertence a alguma curva solucao de um Problema de Cauchy e os vetores tangentes a ambas
as curvas neste ponto coincidem. Em outras palavras, se = é solu¢ao da dinamica & = u(t)(z),
com z(0) = zy, entdo para cada s € [0, 7] existe uma curva y tal que y(s) = z(s) e y é solucao
do Problema de Cauchy ¢y = X(y), com y(0) = yo , onde X = u(s).

Via o teorema de existéncia e unicidade de solugdes para equagoes diferencidveis, segue
que uma dinamica = = u(t)(x) definidas no intervalo [0,7] sobre uma variedade M com

respeito a um sistema de controle 3 tem uma unica solugao.
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Dada uma variedade diferencidvel M, um cone convexo 3 em X*°(M) e o conjunto U (X)
dos controles definidos no intervalo [0, 7] sobre X, em principio as solugoes das dinamicas

em D(X) estao definidas no intervalo arbitrario [0, 7.

Mas como estamos interessados nas propriedades geométricas das solugoes das dinamicas,
isto é, nos seus tragos, podemos reparametrizar estas solugdes no intervalo [0, 1].

As reparametrizagoes das solugoes das dinamicas em D(X), tornam-se solugoes de dinamicas
definidas no intervalo [0, 1] sobre M com respeito a 3.

Com efeito, seja x solu¢ao da dinamica @ = u(t)(z) definida em [0,7]. Defina y(s) =
x(sT), V s € [0,1]. Note que y possui o mesmo trago de z em M e que

dy

dx
Y =T Sl = T u(sT)((sT)) = T - u(sT) (y(s))

Defina v : [0,1] — FE por v(s) = T - u(sT'), onde E é o espago vetorial gerado por X.
Como u(s) € X, Vs € [0,T], entdao u(sT) € X, Vs € [0,1]. Dai, sendo ¥ um cone convexo,
segue que v(s) = T.u(sT) € X, Vs € [0, 1]. Portanto v assume valores em X.

Afirmamos que o conjunto B={v e U :v(s) =T -u(sT),V s € [0,1], u € U(X)} é igual
ao cone convexo U(X) = {v €U : v(s) € B,Vs € [0,1]}.

Claramente, temos que B C U(X).

Por outro lado, dado v € U(X), temos que para todo s € [0,7], u(s) = L.v(st) €3,
pois X é cone convexo, logo u € U(X) ={u € U : u(s) € £,Vs € [0,T]} e consequentemente
T-u(sT)=T- 7 -v(s3T) =v(s) € B.

Assim, U(B) ={v el :v(s) =T -u(sT),V s €[0,1], u € U(X)}

Portanto o conjunto de todas as equacoes diferenciaveis da forma

%hs =T -u(sT)(y(s)), comz(0)=xze€ M,sec0,1] euecl(X)
¢ igual ao das dinamicas definidas no intervalo [0, 1] sobre M com respeito a X.
Reciprocamente, podemos expressar o conjunto dinamicas definidas em [0, 7] sobre M

com respeito X, como o conjunto de todas as equagoes diferenciaveis da forma

%h—s = % U (s%> (y(s)), comz(0)=xe€M,sel0,T]eucld(X)

onde U(X) = {u €U : u(s) € £,Vs € [0,1]}.

A prova deste fato é analoga a prova do fato anterior.
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Nesse sentido podemos considerar, e sera considerado a partir de agora neste texto, que
U(X) é conjunto dos controles definidos no intervalo [0, 1] sobre ¥ e diremos apenas que
U(X) é conjunto dos controles sobre .

Da mesma forma serd considerado que D(X) é o conjunto das dinamicas definidas no
intervalo [0, 1] sobre M com respeito X e diremos apenas que D(X) é o conjunto das dinamicas

sobre M com respeito X..

1.3 Sistemas de Controle

Definicao 1.3.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e ¥ um cone convexo em X (M).

Um sistema de controle evoluindo sobre M ¢é uma quadrupla da forma
(M, 3, U(X), D(X)).
Um sistema de controle evoluindo sobre M, como o acima, é denotado simplesmente por 3.

Exemplo 1.3.2. Sejam M wuma variedade diferencidavel de dimensao n, Xo, Xi,...,Xg €
X>*(M) e U um cone convezo em R¥. Considere em M conjunto D das equagoes diferenci-

ais da forma,

= Xo(z (s)) + Zai (s)- Xi(z (s)), com x(0) = xg, s € [0,1],

i=1

ud
dt '

ou simplesmente,
k
&= Xo(z) + Z a; X;(x), com x(0) =z, s € [0,1],
i=1

onde a:[0,1] — R* dada por a(s) = (a1(s), ..., ax(s)) assume valores em U.

Tal conjunto D induz um sistema de controle evoluindo sobre a variedade diferencidvel M,

o qual é chamado sistema de controle afim.

De fato, considere E o subespago vetorial de X°°(M) gerado pelos campos Xg, X1, ..., X, .
No caso deste exemplo serd aberta uma excegao, portanto considere X como o cone CoOnvETo
com vértice Xo em E gerado por A={X € X*(M): X = Xo—{—Zf:l i Xi, (c1,...,cp) € U}
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Pela Proposig¢ao 1.1.3, seque que

k
S={XeXx®(M): X=Xo+7r - (Xo+ > c:Xi)— Xo), (c1,....c) €U er €R}
=1

k
={XeX>*M): X :X0+ZrciXi, (c1,...,c) €U er € R}

i=1

Como U € cone convexo (seu vértice €0), seque que r.(cy,...,c,) € U, Vr € R e consequente-

mente,
k
S={XeXx®(M): X =Xo+ Y X (cr,....cr) €U}
=1
Logo
k
UE) = {uclU(D):u(s)=Xo+ Y _cils) Xi¢; 0 [0,1] — U}
=1
€

D(X) =D

O sistema de controle (M,X,U(X), D(X)) é chamado sistema de controle afim.

Observacao 1.3.3. Note que no exemplo anterior, pelo fato do cone ¥ possuir um vértice
diferente da origem de X*°(M), nao € possivel garantir que reparametrizagoes das solugoes
das dinamicas sio ainda solugoes de dinamicas definidas de um intervalo arbitrdrio [0,T]

sobre M com respeito Y.

A partir de agora denominaremos as solugoes das dinamicas de um sistema de controle

por trajetorias e denotaremos por
trj.(u) : [0,1] — M

a solucdo da dinamica y = u(t)(y), com y(0) = x.
O conjunto das trajetérias de ¥ serd denotado por T'(X) e o conjunto das trajetérias a

partir de x serd denotado por T'(3, x).

E interessante munir o conjunto T'(X, z) com uma determinada topologia. Para os obje-

tivos do presente texto, a topologia mais conveniente é a topologia C!.
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A topologia C! em T'(X, ) provém da métrica dada por
di(e, B) = sup d(a(t), B(t)) + ess sup |o'(t) — B'(2)] (1.1)
te[0,1] t€[0,1]

Considere a seguinte aplicacao

trj, - UE) — T(E,x)
u— trjp(u) : [0,1] — M

Proposicao 1.3.4. A aplicacao trj, : U(X) — T(X,x) € continua em relagdo a topologia
C! sobre T(Z,z).

Demonstra¢ao. A aplicagao trj, : U(X) — T(X,z) é continua como conseqiiéncia dos
teoremas sobre dependéncia continua das solugoes de equacoes diferenciais em relacao a

parametros (veja Kizil [7] e Sotomayor [14]). O

Temos que a topologia C° ¢ mais fraca que a topologia C!, logo segue da Proposicao 1.3.4

que trj, : U(X) — T(X, x) é continua em relagao a topologia C° sobre T'(3, z).

Proposicao 1.3.5. SejaU(X) munido com a norma do supremo essencial ||-|| . A aplica¢do

trijz : UX) — T(X,x) € aberta em relagdo d topologia C* sobre T'(3, z).

Demonstracao. Seja V aberto em U(X).

Seja a = trj,(u) € trj, (V). Temos que u € V e como V ¢ aberto entdo existe ¢ > 0
tal Be(u) = {v € U(X) : |lu—v||, < €} C V. Sabemos que para cada t € [0,1] tem-
se que u(t) € X>*(M), isto é, u(t) é um campo diferenciavel de M e portanto continuo.
Logo, para €/4 > 0 existe um § > 0 tal que sempre que a d(«a(t),a) < 0 tem-se que
u(t)(a(t)) —u(t)(a)] < €/4.

Tome B, (o) ={f € T(X,x) : di(a, B) < €1}, sendo €; = min{0, €/4}.

Seja € B, (). Como € T(3,x), existe um w € U(X) tal que § = trj,(w). Dai, como
di (o, B) < €1, segue pela expressao 1.1 que

ess sup |o/(t) = B'(1)] = css sup u(t)((t)) —w(t)(B(1)] < e < €/4

e em particular para cada t € [0, 1] tem-se

u(®)(e(t)) —w(®)(B(H)] < /4 (T)
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Sendo dy(«, 3) < €1, segue pela também pela expressao 1.1 que sup d(a(t),B(t)) < e <de
te(0,1]

em particular para cada t € [0, 1] tem-se d(«(t), 5(t)) < d, o que implica pela continuidade
de u(t) que

[u(t)(a(t)) = w®)(B1))] < e/4 (D)

Agora, considere v € U(X) dado por

o(B)(a) = { u(t)(a), se a € M\{5(1)}
w(t)(a), se a € {B()}

Temos que (§ = trj,(v), pois %ltzs =w(s)(B(s)) = v(s)(B(s)).
Além disso, seque de (I) e (II) que para cada ¢ € [0, 1] tem-se

|u(t) — v(t)] = sup [u(t)(a) — v(t)(a)]

= [u(®)(B(1)) = v(@)(B@))] = lu®)(B() — w(t)(B(?))]
< Ju(®)(a(t)) = u(®)(B()] + [u(t)(a(t)) = w(t)(5())|
<e/d+e/d=¢/2

Logo ||u — vl = ess sup |u(t) —v(t)] < €/2 < €, o que implica que v € B(u) C V e
t€(0,1]

B =trjy(v) € trj(V).
Portanto B, («) C trj.(V), o que prova que trj,(V) é aberto em T'(3, x). O

Considere agora a aplicagao

e, UXE)— M
u — trj,(u)(1)

Proposicao 1.3.6. A aplicagio e, : U(X) — M ¢ diferencidvel.

Demonstragao. A aplicagao e, : U(3) — M é diferencidvel como conseqiiéncia dos teoremas
sobre dependéncia das solugoes de equagoes diferenciais em relagdo a parametros (veja Kizil
[7] e Sotomayor [14]) O
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A aplicagao e,, bem como sua diferenciabilidade, sao de crucial importancia para o

desenvolvimento da proxima secao.

Definicao 1.3.7. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M e x € M. O conjunto Ax(z) = {y = trj.(u)(1) : v € U(X)} € chamado o
conjunto dos pontos atingiveis a partir de x ou simplesmente conjunto acessivel a partir de

x.

1.4 Controles Regulares

Uma importante defini¢ao neste texto é a de controles regulares

Definicao 1.4.1. Seja X2 um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade diferencidvel
M. Um controle u € dito regular num ponto x € M se, e somente se, u € int(U(X)) e a

diferencial d(e,), da aplicagao e, relativa ao ponto u é sobrejetora.

Denotaremos por Rs(z) o conjunto dos controles requlares em x.

Observe que um controle regular ¢ um ponto regular (veja Guillemin and Pollack [4])
da aplicagao diferencidvel (e;)|imtwu(x)). Assim, Rx(z) coincide com o conjunto dos pontos
regulares da aplicacao diferencidvel (eg)|intwu(x))-

Assumindo a condigdo de posto de algebra de Lie, temos que o conjunto Ry(x) dos

controles regulares em x é nao vazio, como pode ser visto em Kizil [7].

Definicao 1.4.2. Seja X2 um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade diferencidvel

M. Uma trajetoria trj,(u) : [0,1] — M € dita regular se, e somente se, u € Rx(x).

Denotaremos por R(3,x) o conjunto das trajetorias requlares a partir de x e denota-se por

R(X,x,y) o conjunto das trajetdrias requlares a partir de x cujo o ponto final € y.

Definicao 1.4.3. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
enciqvel M e x € M. O conjunto Ar(X,z) = {y = trj.(u)(1) : u € Rx(x)} € chamado o

conjunto acessivel a partir de x via controles requlares.

Proposicao 1.4.4. Os conjuntos Rx(z) e Ar(X,x) sdo abertos respectivamente em U(X) e
M.
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Demonstragao. Como Ryx(x) é o conjunto do pontos regulares da aplicagao diferencidvel
(ex)|intu(z)), segue pelo Teorema da Forma Local de Submersoes para Variedade (veja Lima
[10]) que Ry(x) é aberto em U(X) e (e)|ry () ¢ uma aplicagao aberta. Logo, Ar(X,z) =
(€2)|Rs(z)(Rx(z)) é aberto em M. -

E de nosso interesse, poder fazer concatenacao entre as trajetérias de um sistema X, e
que tal concatenacao continue sendo ainda uma trajetoria deste sistema. A seguir serao

apresentados alguns resultados que nos conduzirao neste sentido.

Definicao 1.4.5. Sejam w,v : [0,1] — X dois controles. A concatenag¢ao de u com v, a

qual se denota por v *u, € o controle

veu:[0,1] — FE
dado por
t <
<t

(v s u)(t) = { ue ?S

v(2t —

|/\ N[
[a—y

Proposicao 1.4.6. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M e u,v dois controles em int(U(X)). Se u é reqular em x € M entdo vxu € reqular

em x. E sev € reqular em trj,(u)(1) entao v * u € reqular em x.

Demonstragao. Veja [7] O

Dada uma curva « : [0, 1] — M, denotaremos por ‘@, a curva dada por
at)=all—1t)

: «—
E, dado um controle v em um sistema de controle >, denotaremos por w, o controle em
>. dado por

w(t) = —u(l —t)

Proposicao 1.4.7. Seja X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-

encidvel M. Se a for uma trajetoria de ¥ entdo ‘o € uma trajetoria de Y.
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Demonstragdo. Seja o = trj,(u). Considere a trajetéria 8 = trj,(w) , onde y = a(1).

Note que 43
%Lﬁ:s = W(s)(ﬂ(s)) = —u(1—s)(8(s))
‘ do da — e
iy li=s = —L—limies = —u(l = s)(a(l = 5)) = u(s)(a(s))

Como 3(0) = y = @ (0), segue pela unicidade de solucdes das dinamicas que ‘@ = 3 =

trjy(ﬁ>

U

. s . . . s’ . — ’
Dada uma trajetéria o em um sistema de controle X, a trajetéoria « sera chamada

trajetéria reversa.

Lema 1.4.8. Seja ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade diferencidvel
M. Entdo, u € Rx(x) se, e somente se, u € Rx(e.(u)). Equivalentemente, a € R(X,x,y),

se, e somente se, @ € R(X,y,x).
Demonstracao. Veja Kizil [7] O

Proposicao 1.4.9. Seja X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-

encidvel M. Entao, u € Rx(z) se, e somente se, c.u € Ry(x), Ve € R —{0}.
Demonstracao. Veja Kizil [7] O

Proposicao 1.4.10. Seja X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M. Se o € R(X,z) e f € T(X, (1)), entao f*xa € R(X, x).

Demonstra¢ao. Como a € R(X,x), entdo o = trj.(u), para algum u € Rg(z). Como
B € T(E,a(l)), implica que 3 = trj,a)(v), para algum v € U(Z).
Temos que
a(2s), 0<s<1/2
(B*a)(s) =
B(2s—1), 1/2<s<1

e que também satisfaz,

d(f * ) _, da B B
= 2. = 20(26)(0(26)) = 2.0+ )()((5 % 0)(5)),

para 0 < s <1/2
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d(f * «)
dt

s = 2.0(25 — 1)(3(25 — 1)) = 2.0+ w)(5)((5 % ) (5)),

para 1/2 <s <1

’t:s = 2.

Uma vez que u € Ryg(x), segue pela Proposigao 1.4.6 que (vxu) € Rx(x), e pela Proposigao
1.4.9 segue que 2.(v*u) € Ry(x).
Logo, 3 * a é tal que

d(f * a) B
0| = 2. (v u)(s) (3% a)(5),

com (f*xa)(0)=z,s€0,1] e2.(v*xu) cUX)

Portanto  * a € R(3, ). O

Corolario 1.4.11. Seja ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-

encidqvel M. Sey € Ap(X,x) e v € T(X,y), entao as) € Ar(X, x), para todo s € [0, 1].

Demonstracao. Como «(0) =y entdo a(0) € Ar(2, x).

Pelo fato de y € Ag(X,x), entao existe v € R(X,z) tal que v(1) = y. Segue entao pela
Proposic¢ao 1.4.10 que axy € R(X, x) e como (ax*xv)(1) = a(1), tem-se que a(1) € Ar(3, x).
Agora dado «(T), para algum 7" € (0, 1), defina a curva 5(s) = a(sT'), com s € [0, 1]. Temos
a =trj.(u), para algum u € U(X). Logo [ satisfaz

dp

da
—pli=s = Torlimsr = Tou(sT)(a(sT) = Tou(sT)((5(s)),

com (3(0) =y, s €[0,1] e Twu(sT) e U(X)

Assim, § € T(X,y) e pela primeira parte da demonstracao vale que a(7T') = B(1) € Ag(X, ).
Portanto, a(s) € Ar(X, ), Vs € [0, 1]. O

Corolario 1.4.12. Seja ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
enciquel M. Se o € R(3, x), entio a(s) € Ar(2,x), para todo s € [0, 1].

Demonstragio. Como a € R(X, ), por definicio, a(l) € Ag(X,x). Temos que @ €
R(2,a(1)), o que implica pelo Coroldrio 1.4.11 que ‘@ (s) € Agr(X,z),Vs € [0,1]. Dai,
dado s € [0,1], segue que a(s) = a (1l —s) € Ar(%, z).

Portanto a(s) € Ar(X, z),Vs € [0, 1]. O
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Observagao 1.4.13. Caso estivéssemos trabalhando com a defini¢ao de cone convexo, na
qual se considera r > 0, o Coroldrio 1.4.12 nao seria verdadeiro para o € R(X, x) em geral,

como pode ser visto em Kizil [7], Exemplo 4.2.3.



CAPITULO 2

Homotopia Monotonica em Sistemas

de Controle

2.1 Homotopia Geométrica

Definicao 2.1.1. Sejam f e g aplicagoes continuas do espago X mo espaco Y. Diz-se que
f € homotdpica a g se, e somente se, existe uma aplica¢ao continua H : X x [0,1] — Y tal
que H(x,0) = f(z) e H(x,1) = g(z), Vx € X.

A aplicacio H € chamada de homotopia entre f e g e se f € homotdpica a g, entao utilizare-

mos a notacao f = g.

Exemplo 2.1.2. Seja Y C E, onde E, ¢ um espaco vetorial normado. Dadas as aplicacoes
continuas f,g : X — Y | se o segmento de reta [f(x),g(x)] estd contido em Y para todo
xr € X entao f = g.

Neste caso, a homotopia entre f e g é H(x,t) = (1—t).f(z)+t.g(x) e tal homotopia chama-se

homotopia linear.

Proposicao 2.1.3. Sejam X e Y espacos topologicos. A relagao de homotopia = é uma

relagdo de equivaléncia no conjunto C(X,Y') das aplicagoes continuas de X em Y.

19
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Demonstracao. Dado f, tomando

F(a,t) = f(x)

segue que f 2 f.

Dados f = g de forma que F' seja uma homotopia entre ambos, naturalmente
G(z,t) = F(z,1 —1)

¢ uma homotopia entre g e f.
Logo, g = f.
Suponha que f = g e g = h sendo F' e F’ respectivamente homotopias entre f e g, e g e h.

Definindo G : X x [0,1] — Y pela equagao

Glat) = F(z,2t) set € [0, 3]
S Flz,2t —1) se t € [5,1]

segue que G esta bem definida pois para t = §, F(z,2t) = g(z) = F'(z,2t — 1) e além disso
G ¢ continua.
Portanto, f « h. [

Denotarmos por [X,Y] o conjunto das classes de homotopia de aplicagoes continuas de
XemY.

Proposicao 2.1.4. Duas aplicagoes constantes f,g : X — Y com f(x) = p e g(x) = g,

sao homotopicas se, e somente se, p e q pertencem a mesma componente conexa de Y .

Demonstracao. Se existe um caminho « : [0,1] — Y com a(0) = p e a(l) = ¢, definimos
uma homotopia H : X x [0,1] — Y entre f e g pondo H(z,t) = «(t), para todo (z,t) €
X x [0,1].

Reciprocamente, se H é uma homotopia entre as aplica¢oes constantes f(z) =p e g(x) = g,
fixando arbitrariamente xy € X, obteremos um caminho « : [0,1] — Y ligando p a ¢
definindo «a(t) = H(xq,1). O

E importante o papel do contra-dominio Y na homotopias, pois ele é o espago onde a
deformacao tem lugar. Aumentando Y podem se permitir novas homotopias. Se Y C Y,

pode ocorrer que duas aplicagoes continuas f,g : X — Y nao sejam homotdpicas, mas,
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consideradas como aplicacoes de X em Y’, elas o sejam. Como vimos no Exemplo 2.1.2,
duas aplicagoes f,g : X — FE, com valores em um espaco vetorial normado E sao sempre
homotdpicas, mas o mesmo nao ocorre com f,g: X — FE —{0} . Basta tomar f,g: R —
R — {0} constantes com f(z) = 1 e g(x) = —1 para todo z. Como 1 e —1 pertencem a

componentes conexas distintas de R — {0}, segue que f e g ndo sao homotdpicas.

Exemplo 2.1.5. Seja S™ C R*"! q esfera unitdria n-dimensional. Dadas duas aplicacoes

continuas f,g: X — S", se f(x) # —g(x), para todo x € X entio f = g.

De fato, nestas condi¢oes vale que (1 —t).f(x) +t.g(x) # 0, para todo t € [0,1] e para todo
x € X. Portanto H : X x [0,1] — S™ dada por

(1
Hw b =102y

€ uma homotopia entre f e g .

Como casos particulares deste exemplo, obtemos

a) Se f: 5" — S™ é tal que f(x) # =z, Vo € S™ (isto é, ndo possui pontos fixos) entao
f é homotdpica a aplicacao antipoda a : S™ — S™ dada por a(z) = —z.

b) Se f: S™ — S™ é tal que f(x) # —x, Vo € S™ entao f é homotdpica a aplicacao
identidade de S™.

Se n é impar, entao a aplicagao antipoda a : S™ — S™ dada por a(x) = —z é homotdpica
a aplicacao identidade de S™. De fato, sejan = 2k—1. Entdo S™ C R?*. Podemos considerar
cada ponto z = (x1, Y1, ..., T, Y ) de S™ como uma lista z = (z1, ..., zx) de ntiimeros complexos
z; = x;+i.y; tais que |2|* 4 ... 4+ |z]> = 1. Para cada ntimero complexo u € S', de médulol,
e cada vetor z = (21,...,2;) € S™ definiremos u.z € S™ por u.z = (u.z1,...,u.2;). Assim
defina H : S™ x [0,1] — S™ por H(z,t) = e'™.z. Logo H assim definida ¢ uma homotopia
entre a aplicacao antipoda e a identidade em S™.

A reciproca da afirmacao acima é vélida também, isto é, se a aplicagdo antipoda
a:S" — S" dada por a(x) = —z é homotopica a aplicagao identidade de S™, entdo n é

impar. (Veja Lima [9])

Proposicao 2.1.6. Sejam X,Y e Z espacos topoldgicos, f,f' : X — Y eqg,g 1Y — Z

aplicagoes continuas. Se f = f' e g= ¢’ entdo go f =g o f'.
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Demonstragdo. Sejam H : X x [0,1] — Y uma homotopia entre f e f e K : Y x [0,1] — Z
uma homotopia entre g e ¢g'. Definimos L : X x [0,1] — Z uma homotopia entre g o f e
g o f pondo L(z,t) = K(H(x,t),t). O

Definicao 2.1.7. Sejam X um espaco topoldogico e f e g dois caminhos em X ligando
os pontos xo e xy de X com f(0) = g(0) = zo e f(1) = g(1) = xy. Diz-se que f €
geometricamente homotopico a g se, e somente se, existe uma aplica¢ao continua

H:[0,1] x [0,1] — X tal que

a) H(s,0) = f(s) e H(s,1) = g(s), Vs € [0,1]
b) H(0,t) = xo e H(1,t) =z, Vt € [0, 1].

A aplicagao H € chamada de homotopia geométrica entre os caminhos f e g, ou ainda, H é

chamada de caminho homotopico entre f e g.

Utilizaremos a notacdao f <q g para dizer que f geometricamente homotopico a g.

De forma anéloga a demonstragao da Proposicao 2.1.3, prova-se que a relacao de homo-
topia geométrica = é uma relagao de equivaléncia no conjunto C([0, 1], X') das aplicagdes
continuas de [0,1] em X. Denotaremos por [X]| o conjunto das classes de homotopia
geométrica dos caminhos em X.

Através da operacao de concatenacao entre caminhos, definimos uma operacao entre
classes de equivaléncia de caminhos geometricamente homotépicos em X como segue: [g] *
[f] = [g = f]. Observe que se F' é um caminho homotépico entre f e f' e G é um caminho
homotépico entre g e ¢, definindo H : [0, 1] x [0, 1] — X por

H(s.t) = { F(2s,t) para s € [0, 1]

G(2s —1,t) para s € [%, 1}
temos que a aplicacdo H estd bem definida, pois F(1,t) = 21 = G(0,t), e além disso H é
continua. Logo H é um caminho homotdpico entre g x f e ¢'* f* 0 que caracteriza a boa
defini¢ao da operagao * entre classes de equivaléncia. Vale destacar que [g]*[f] nao é definida

para todo par de classes de equivaléncia e sim somente para classes [f] e [g] onde f(1) = ¢(0).

A operagao * possui as seguintes propriedades:
a) Se [h] * ([g] * [f]) esta definida, entdo o mesmo ocorre com ([h] * [g]) * [f] sendo ambos

iguais.
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b) Se f é um caminho em X ligando zg a z1, entdo [id,, | x [f] = [f] e [f] * [ids,] = [f],
onde id, : [0,1] — X é a aplicagao constante id,(t) = x € X, Vt € [0,1].
c¢) Sendo f um caminho em X ligando zy a z;, o caminho ¢(¢) = f(1 —t) é chamado

caminho inverso de f e [g] x [f] = [idy,] e [f] * [g] = [id,].

O conjunto das classes de caminhos geometricamente homotdpicos no espago X nao
forma um grupo munido da operagao *, uma vez que este produto nao é definido para
quaisquer duas classes de caminhos homotépicos em X. Todavia iremos fazer a restricao
desta operacao a um subconjunto de classes de caminhos geometricamente homotoépicos em
X e relativamente a este subconjunto e a operagao *, teremos estrutura de grupo, contudo

antes de proceder desta forma vamos explorar o interessante conceito de espaco contratil.

Definicao 2.1.8. Um espaco X ¢é chamado contrdtil se, e somente se, a aplica¢ao

id : X — X € homotopica a uma aplicagdo constante f, : X — X com f,(z) = p, Vo € X.

Observe que se X é um espago contrétil, existe uma homotopia H entre id e f, e entao
para x e y, pontos arbitrarios de X, a aplicagao h : [0,1] — X, dada h(t) = H(z,t), é um
caminho ligando x a p. De forma andloga, r(t) = H(y,t) é um caminho ligando y a p. Logo,
X ¢ conexo por caminhos, pois a concatenagao destes caminhos A e r determina uma ligacao

entre x e y.

Definicao 2.1.9. Uma aplicagao continua f : X — Y é chamada uma equivaléncia ho-
motopica se, e somente se, existe uma aplicagcao continua g : Y — X tal que go f = idx
e fog=idy , onde idx e idy sao as aplicagoes identidades A aplicacdo g € chamada de

wmwverso homotopico de f.

Dois espacos X eY tém o mesmo tipo de homotopia se, e somente se, existe uma equivaléncia

homotopica entre eles. Notacao: X =Y.

Nao é dificil verificar que:

) X=X

ii)se X =Y, entao Y = X

ii)se X=YeY =2 entao X =7

Proposicao 2.1.10. X ¢ contrdtil se, e somente se, tem o mesmo tipo de homotopia que

um ponto.
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Note que todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotépica. Desta forma, se X é
homeomorfo a Y e X é contratil, segue que X =Y e X = {ponto} e portanto Y = {ponto},

ou seja, Y também é contratil.

Proposicao 2.1.11. Se X ou Y € contratil, entao toda aplicacao continua f : X — Y é

homotépica a uma aplicacao constante.

Demonstracao. Se X for contratil e H : X x [0,1] — X for uma homotopia entre id, e uma
aplicagdo constante f, : X — X, f,(x) = p, Vo € X , entdo dada qualquer f : X — Y
continua, a aplicagao f o H sera uma homotopia entre f e uma aplicagao constante de Y em
Y. Se Y for contratil e K : Y x [0,1] — Y for uma homotopia entre id, e uma constante,
entdo L : X x [0,1] = Y, L(z,t) = K(f(x),t) é uma homotopia entre f : X — Y e uma

aplicacao constante. O

Sejam X e Y sao dois espagos topoldgicos. Se Y é contratil, qualquer que seja X, pela
Proposicao 2.1.11, segue que quaisquer duas aplicacoes continuas f,g : X — Y sao sempre
homotdpicas, ou em outras palavras, [X, Y] possui um tnico elemento. De forma similar, se

X é contratil e Y é conexo por caminhos, entao [X, Y] possui um unico elemento.

Definicao 2.1.12. Sejam X um espaco topologico e xg € X. Um caminho em X comecando
e terminando em xqg € chamado um ciclo com ponto base xq. O conjunto das classes de
homotopia geométrica de ciclos baseados em xo € X com a operacao x é chamado de grupo

fundamental de X relativamente ao ponto base xg.

Denotaremos por w1 (X, xg) o grupo fundamental de X relativamente ao ponto base xg .

Observe que dados dois ciclos f e g baseados em xg, o produto f x g estd bem definido
e o mesmo é um ciclo em zy. As propriedades associativa, existéncia de elemento neutro
lidy,] e do inverso de uma classe sdo naturalmente validas. Quando X é um espago vetorial
normado e xy é um ponto base escolhido arbitrariamente, se f é um ciclo em xy, entao a
homotopia linear F(x,t) = (1 —t)f(z) + tg(z), onde g(z) = xy é constante, mostra que
m1(X, o) é o grupo trivial. O mesmo argumento pode ser utilizado para mostrar que se X

¢ um subconjunto convexo de um espago vetorial normado, entao m (X, xg) é trivial.

O grupo fundamental de X é um invariante topolégico do espaco X. Para demonstrar tal

afirmacao, inicialmente vejamos um conceito que serd auxiliar a esta conclusao pretendida.
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Seja h : X — Y uma aplicacgao continua com h(zg) = yo.
Considere f um ciclo em X com base em xg, entdo ho f : [0,1] — Y é um ciclo em Y

com base em 7. Assim, pode-se definir a aplicagao

h (X, z0) — m(Y, yo)
[f] = [ho f]

que sera denominada homomorfismo induzido por h relativamente ao ponto base xy.
Observe que se F' é um caminho homotoépico entre f e g, entao h o F' é um caminho
homotdpico entre ho f e hog. Além disso, a igualdade (hor)* (ho f) = ho (r* f), com

f,r € m (X, x), garante que h, é homomorfismo. De fato,

ha([r]# [f1) = hul[r % f1) = [ho (r= f)] = [(hor)« (ho f)] = [hor]« [ho f] = h.([r]) * h.([f])

Note que se h : X — Y ek :Y — Z sao aplicacoes continuas entre espacos X, Y e
Z com h(zo) = yo, k(yo) = 20, entdo (ko h), = ki o h., e que a aplica¢do id : X — X,
id(zg) = xg, induz o homomorfismo identidade id, : w1 (X, z¢) — m (X, o).

Portanto se ¢ : X — Y, ¢(xy) = yo, é uma equivaléncia homotépica de X em Y, entao
s : (X, 29) — m (Y, yo) é um isomorfismo.

Com efeito, seja ¢ : X — Y, ¢(yo) = xo, o inverso homotépico de ¢. Segue que
Psop. = (pop).eque (poy), :m(X,xg) — m (X, z0) é tal que (p o), ([f]) = [popo f],
mas como ¢ o ¢ = idyx, temos pela Proposicao 2.1.6 que [¢popo f] = [idx o f] = [f] e assim

¢s 0. = (po @)y = id,. De maneira andloga, ¢, o ¢, = id,. Portanto, ¢, é a inversa de ..

Em resumo, se X = Y entao m1 (X, z¢) é isomorfo a w1 (Y, ¢(xg)), onde ¢ é uma equivaléncia
homotoépica entre X e Y. Em particular, se ¢ é um homeomorfismo entre X e Y, entao

(X, xg) é isomorfo a 7 (Y, ¢o(xg)).

Desta forma, se X é contrétil e xy € X, entao m1(X, xg) é trivial. De fato, X = {p} pela

Proposicao 2.1.10, entao (X, xg) é isomorfo a m ({p},p), o qual é trivial.

Definicao 2.1.13. Um espaco topologico X € simplesmente conexo se, e somente se, X ¢é

conexo por caminhos e para todo xg € X tem-se que w1 (X, x9) € um grupo trivial.

Neste caso, denotamos o grupo fundamental de X relativamente ao ponto base xq por
™1 (X, JT()) =0.



SECAO 2.2 ¢« HOMOTOPIA MONOTONICA 26

Assim se X é simplesmente conexo, todo ciclo f : [0, 1] — X com base em x4 é homotépico
ao caminho constante id,, : [0,1] — X dado por id,,(t) = .
Como um espago contratil X é conexo por caminhos e possui grupo fundamental (X, z)

trivial, seque que todo espago contratil é simplesmente conexo.

Proposicao 2.1.14. Em um espac¢o simplesmente conexo X, quaisquer dois caminhos com

0s mesmos pontos iniciais e finais sao geometricamente homotopicos.

Demonstracdo. Sejam f e g caminhos em X ligando xy a z;. Entdo,'g * f é um ciclo em
X com base em xy. Como X ¢é simplesmente conexo, este ciclo ¢ homotdpico ao caminho
constante idy,. Logo, [f] = [idy,] * [f] = (9] * [g]) * [f] = lo] * ([(g] * [f]) = lg] * [ * f] =
(9] * [ids,) = [g]-

Portanto, f =¢ g. O]

2.2 Homotopia Monotonica

Definicao 2.2.1. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M e o e B duas trajetorias em R(X,x,y). Diz-se que o é monotonicamente (ou
causalmente) homotdpica a g se, e somente se, existe uma aplicagdo continua

H :[0,1] x [0,1] — M tal que

a) H(s,0) = «a(s) e H(s,1) = 3(s), Vs € [0,1]
b) H(s,t) == Hy(s) € R(X,z,y), Vt € [0,1].

A aplicagao H é chamada de homotopia monoténica (ou causal) entre o e 3 e utilizaremos

a notagao a =y B para dizer que o € monotonicamente (ou causalmente) homotdpica a [3.

Proposicao 2.2.2. Sejam ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-

encidvel M e o e [ duas trajetdrias em R(X,z,y). Entdo, o <=y [ se, e somente se,
h

@2y .

Demonstracao. Se a =) 3, entao existe uma H homotopia monotonica entre « e [3.
Considere aplicagao F': [0,1] x [0,1] — M dada por F(s,t) = H(1 — s,t). Claramente, F' é
continua e F' satisfaz

a) F(5,0) = a(l —s) = a(s) e H(s,1) = B(1 — s) = B (s), Vs € [0,1]

b) F(s,t) := H(1 —s) = Et € R(X,y,z), Vt € [0,1] , pois se H(s,t) := Hy(s) € R(X,z,y)
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h
segue pelo Lema 1.4.8 que H; € R(X,y, z).
(—
Portanto F' é uma homotopia monotonica entre @ e 3.

A reciproca decorre do fato de que a = % ef=73. O]

E interessante notar que se a e 3 sdo duas trajetérias em R(X, x, y) monotonicamente ho-
motopicas, elas necessariamente sao geometricamente homotépicas. Entretanto a reciproca
nao é verdadeira (veja Kizil [7]), ou seja, se a e (3 sdo duas trajetérias em R(3, x,y) geomet-

ricamente homotopicas, elas nao necessariamente serao monotonicamente homotopicas.

De forma andaloga a demonstracao da Proposicao 2.1.3, prova-se que fixado xg em M, a
relagdo de homotopia monotonica =, é uma relacao de equivaléncia no conjunto R(X, zg) das
trajetorias regulares em M com respeito a Y. Logo, duas trajetérias o e 3 em M pertencem
a mesma classe de equivaléncia se, e somente se, a =), 3. Note ainda, que uma condicao
necessaria para que o 25 fé que o, € R(X,z,y) para algum y € M. As classes de
equivaléncia serdo denotadas por [v],,, onde 7 é um representante qualquer da classe. Entao
se fixarmos uma condigao inicial xo € M podemos considerar o conjunto R(3, xq),/ <y=
{lady @ € R(3,z9,y) para algum y € M}. Denotaremos o conjunto R(3, ), 2y por
['(3,z9). O conjunto I'(X,zy) é chamado o espago das classes de homotopia monotonica

com ponto base xg em M.

Considere a aplicagao

7 R(E,x0) — I'(Z, z0)

ar— [a]y,
Tal aplicacao é chamada de projegao canonica de R(3, zg) em I'(X, xg).

A principio, muniremos o espago I'(X, zg) das classes de homotopia monotonica com ponto
base x¢ em M, com a topologia quociente 7, dada pela aplicagao 7, isto é, um subconjunto
AdeT(X,xg) é aberto em (I'(X, zg), 7), se e somente se, 71 (A) é aberto em (R(X, zq),C°).

Proposicao 2.2.3. A aplicacio 7 : R(X,x9) — I'(X,z0) € continua, com I'(X, xy) munido

com a topologia quociente 7.

Demonstracao. Decorre da propria definicao da topologia quociente 7. Il
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Proposicao 2.2.4. Sejam ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M. Se ag,aq € R(X,x,y) € Bo, 01 € R(X,y, 2) sao tais que ag =y a1 € By 2y By

entao (o * ag 2 Br * .

Demonstragao. Por hipdtese, existem homotopias monotonicas F : [0, 1] x [0, 1] — R(X, x,y)
tal que Fy(s) = ap(s) e Fi(s) = ai(s) e G : [0,1] x [0,1] — R(X,y, 2) tal que Go(s) = [y(s)
e G1(s) = B1(s). Defina H : [0,1] x [0,1] — M pondo

F(2s,t) para s € [0, 1]

2

0= { G(2s —1,t) para s € [3,1]

Temos que a aplicagdo H estd bem definida, pois F(1,t) = y = G(0,t), e além disso H é
continua e satizfaz

a) H(s,0) = (Bo*ap)(s) e H(s,1) = (B * a1)(s), Vs € [0, 1]

b) H(s,t) = Hy(s) = (Gy #F})(s) € R(X,z), Vt € [0,1] , pois como para cada t € [0, 1], F;
€ R(X,z,y) e G € T(X,y), segue pela proposigao 1.4.10 que (G *F})(s) € R(X, ).

Portanto H é uma homotopia monotonica ente [y * ag € (1 * . [l

2.3 Estrutura de Variedade em ['(%, z)

Proposicao 2.3.1. Seja X um conjunto sem estrutura topolégica e ¢; : W; — X uma

colecao de aplicagoes com W; como subconjuntos abertos do R™. Suponha que

i) Cada ¢; é uma bije¢ao entre W; e sua imagem;
iii) se i,j sdo tais que Cij = ¢i(W;) N ¢;(W;) # 0 entdo o conjunto ¢; ' (Cy;) C Wi € aberto

e a aplicacao qﬁ;l o ¢; : ¢; H(Cij) — W, € diferencidvel.

Entao (¢;, W;) define um atlas para uma dnica estrutura de variedade diferencidvel em X,
ou mais precisamente, existe uma unica topologia em X relativamente a qual (¢;, W;) € um

atlas em X.

Demonstragao. Unicidade - Seja T uma topologia em X tal que (¢;, W;) é um atlas sobre
(X, 7). Entao as imagens ¢;(W;) dos homeomorfismos ¢; : W; — ¢;(W;) sao elementos de
7T e cobrem X.
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Se A C X é aberto entdo AN ¢;(W;) € T . Logo ¢; (AN ¢;(W;)) é aberto em R™.
Por outro lado, se A C X é tal que ¢; (AN ¢;(W;)) é aberto em R™ para todo ¢;, entdo
A= ¢ (67 (AN ¢;(W;))) é aberto em X.

Logo, A € T se, e somente se, ¢; " (ANg@;(W;)) é aberto em R" para todo ¢; no atlas (¢, W;).

Isto mostra a unicidade de 7 .

Ezisténcia - Considere 7 = { A C X : ¢;' (AN ¢;(W;)) é aberto em R™ para todo ¢
na colegao (¢;, W;)}. Usando as condigoes i), ii) e iii) se verifica que 7 define uma topologia
em X.

Para concluir que (¢;, W;) é um atlas sobre (X, 7) resta mostrar que cada ¢; é um homeo-
morfismo. Note que cada ¢;(W;) € 7.

Seja U um aberto em ¢;(W;). Logo U € T e assim ¢; (U N ¢;(W;)) = ¢; *(U) é aberto em
R™. Portanto ¢; é continua.

Seja V aberto em W;. Segue que V é aberto em R™ e como ¢;'(¢:(V) N ¢:(W;)) =
¢ (0:(V N W) = ¢, (¢i(V)) = V conclui-se ¢;(V) € T. Portanto ¢; é aberta.

Como cada ¢; é uma bijecao continua e aberta, segue que cada ¢; ¢ um homeomorfismo. [

Definigao 2.3.2. Seja ¢ : U — V X W um difeomorfismo e v € U tal que p(u) = (a,b).
A segio @ em u € subconjunto ¢ ' ({a} x W) C U, o qual denota-se por W,.

O préximo teorema € o resultado principal desta secao.

Teorema 2.3.3. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M de dimensdo n. O espago I'(X,x¢) das classes de homotopia monoténica com

ponto base xy em M tem uma estrutura de variedade diferencidvel (C*) de dimensdo n.

Demonstragao. Definiremos um atlas para a estrutura diferencidvel sobre I'(32, xy) através
da aplicacao e,, : U(X) — M dada por e, (u) = trj.,(u)(1).

Seja z = ey, (u) o ponto final da trajetéria regular definida pelo controle regular u. Pela
defini¢ao de controle regular sabemos que o posto da aplicagao e,, em u € igual a dimensao
de M. Portanto pelo Teorema da Funcao Implicita existem conjuntos abertos U C U(X),
comu € U, V C kerd(ey,), ¢ W C M difeomorfo a um aberto de R™ tal que existe um
difeomorfismo ¢ : U — V x W e (ey,)|v = 7o ¢, onde 7 : V. x W — W ¢ a projecao
usual (Veja Kizil [7] ou Lang [8]). Podemos contrair U e supor que U C Ryx(zy), pois pela
Proposigao 1.4.4 Rx(zg) é aberto em U(X).
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Dada a segao ¢ em u, W, = ¢ 1({a} x W), a aplicagdo (e4,)|w, : Wou — V x W é um
difeomorfismo (entre W, e W) e a aplicagao trj,, : W, — R(X, () que associa a cada
controle regular v € W, a sua trajetoria correspondente é continua, aberta e injetora.

De fato, ela é continua pela Proposicao 1.3.4, aberta pela Proposicao 1.3.5 e injetora pois
dados uy, us € W, diferentes, como ¢ ¢é difeomorfismo, segue que p(uy) = (a,by) # (a,be) =
¢ (uz), o implica que ey, (u1) = by # by = e4,(ug) € portanto trj,,(uy) # trjz,(ur).

Assim trj, : Wy, — trj,, (W,) é um homeomorfismo.

Temos também que a projegao canoénica m : R(X,z9) — (3, xg) restrita a trj,,(W,) é
injetora, pois as trajetérias que representam cada classe tem pontos finais distintos. Afir-
mamos que my, = e, (w,) © t7jzg (W) — T'(2, 1) é aberta.

De fato, dado A aberto em trj,,(W,) (consequentemente A é aberto em R(X,x), pois
trjz, (Wy) também é aberto R(3, xg)) temos que m,(A) é aberto em I'(3, z¢), pois sendo 7,
injetora, vale que m(m,(A4)) = A, o qual é aberto em R(X,zg) por hipdtese.

Assim 7y, @ 17z, (Wy) — mu(trjz, (W) C T'(E, 29) é um homeomorfismo.

Defina

Ou s Wy — T'(Z, z0)

v (my 0 trjs,)(v)

Temos que ¢, : W, — ¢,(W,) é homeomorfimo e ¢,(W,) é aberto em I'(3,xg), pois
Bu(Wo) = Tt (W),

Como W, é difeomorfo a W e este por sua vez é difeomorfo a um aberto de R", podemos
supor sem perda de generalidade, quando for conveniente, que W, ¢ um aberto de R" e
portanto ¢, como uma aplicagao de W,, C R™ em I'(%, zy).

Agora basta provar que (¢,, W,), com u € Ryx(x) define um atlas para uma estrutura de
variedade diferenciavel em I'(X, xy). Para isso basta verificar as condigdes da Proposi¢ao
2.3.1.

i) Cada ¢, : W, — I'(X, zg) é uma bijegao sobre sua imagem uma vez que as mesmas sao

homeomorfismos.
) uERx(x)
E claro que |J ¢.(W,) C I'(X, o).
uERx(x)
Por outro lado dado [a],, € ['(X, ), temos que o = trj,(v), onde v é controle regular, logo
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(o], € (W) e portanto T'(X,z0) € |J  ¢u(Wha).
uER s (x)

iii) Sejam (¢, W1) e (¢2, Wa) duas cartas locais com C = ¢1(W7) N oo(Wa) # 0.
Primeiramente C' é aberto em I'(X, zg) como intersecgao de abertos, consequentemente C' é
aberto em ¢;(W;) e como ¢; é homeomorfismo segue que ¢;'(C) é aberto em Wj.

Agora, seja w; € ¢, (C) C Wy. Mostremos ¢, ' 0 ¢y : ¢7(C) — Wy é diferencidvel em
wy. Temos que ¢y (wq) = [a],, € C. Como C = ¢1(W7) N ¢o(Ws) segue que existe um tnico
wy € ¢y (C) C Wy tal que ¢y(ws) = [a] -

Dai como ¢;(w;) = [a],,, i = 1,2, segue que (7 0 trjy,)(w1) = (7 0 trjz,)(w2), o que implica
que trjq, (w1) 2p trje, (we) e portanto e, (wy) = e,y (wy) = .

Denote por e; a restrigao de e, a W;, com i = 1,2. Como e; : W; — e,,(W;) é difeomorfismo
e N = ez, (W1)Neg, (W) # 0 é aberto em M, segue que e; : e; *(N) — N sao difeomorfismos
para i = 1,2, logo e oey : e (N) — ey (N) C W é um difeomorfismo (C*). Note que
w; € e;(N) e e;}(N) é aberto em W;, para i = 1,2. Como w; € ¢;'(C) e ¢;'(C) é aberto
em W, temos que a aplicacdo e;' oe; : ef'(N) N ¢y (C) — W, é diferencidvel (C*) em
wy.

Mas ¢, ' 0 ¢; coincide com e, ' oe; para todo v € (e; '(N)N @' (C)). De fato, ¢y ' 0 ¢y (v1) =
by ([t7 2 (V1)]a1) = 2, entdo Gg(va) = [t7]4, (v1)]ar 0 que implica que 7, (V1) 2ar 17, (V2),
assim e;(v1) = ea(vy) e portanto e; ' o ey (v1) = vo.

Portanto ¢, o ¢1 : e (N) N ¢ (C) — W,y é diferencidvel em w;, e consequentemente,

Byt 0 ¢y ¢ H(C) — Wy é diferencidvel em w.

Conclui-se que I'(X, z) tem uma estrutura de variedade diferencidvel (C*°) de dimensao
n. [l

Proposicao 2.3.4. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M e e : I'(X,x0) — Agr(X,29) C M a aplicagcdo de avaliagio que associa a uma

classe de homotopia [y] o ponto final de seu representante. Entao, € é um difeomorfismo

m

local.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3.3 temos que I'(X,xg) tem uma estrutura de variedade
diferencidvel, onde as aplicagoes ¢,, : W, — ¢,(W,,) C I'(E, z0) dadas por ¢, = m, © {7y,
com u € Ry(x) definem o atlas (¢, W,) para esta estrutura de variedade diferencidvel.
Seja ¢ : W — ¢(W) uma carta para a estrutura de variedade diferenciavel em I'(X, zp).

Considere a aplicagao (ex,)|lw o ¢~ : ¢(W) C T'(2,29) — (€x,)|lw(W). Em determinado
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trecho da demonstragdo do Teorema 2.3.3 garante-se que (e, )|w ¢ um difeomorfismo. J&
¢! é um difeomorfismo, pois é uma carta para a estrutura de variedade diferencidvel em
['(X, z0). Logo a aplicagao (e, )|wo ¢! é um difeomorfismo (C*).

Como ¢ coincide com (eg,)|w,0 &', em ¢p(W,), Vu € Re(zo) e T(X,z0) = U ¢u(Wa),
uERx(x)
segue que € é um difeomorfismo local (C*). [

A seguir estabeleceremos propriedades de continuidade para a aplicagao 7 : Ry(z9) —

(3, xg), onde 7 = 7 0 {1y,

Proposicao 2.3.5. A aplica¢ao 7 : Ry (xg) — T'(X, 20) € continua em relagao a topologia
fraca® sobre Rx(xg), e consequentemente, T é continua em relagdo a topologia forte sobre
RE(.T()).

Demonstracao. Pela Proposigao 1.3.4 a aplicacao trj,, : U(X) — T'(X,x) é continua em
relagao & topologia C! (e consequentemente a topologia C°) sobre T'(3, zg). Em particular
trje, : U(X) — T(X, o) é continua em relagao a topologia C° sobre T'(X, xg) e a topologia
fraca * sobre U(X). Temos também que a aplicagao e,, é diferenciavel e portanto continua em
relac@o a topologia fraca* sobre Ry (z9) C U(X) . Agora, sejam ¢ : I'(X, zg) — Ag(3, z9) a
aplicagao de avaliagdo da Proposigao 2.3.4. e (¢, W,) o atlas construido no Teorema 2.3.3
para a estrutura de variedade diferenciavel de I'(3, z). Entao temos que e,, = o 7. Ja que

7 é dada localmente como 7 = ¢+

0 €4, SEGUE que T é continua em relagao a topologia fraca™
sobre Ry (xp). Como a topologia fraca® é mais fraca que a topologia forte, segue também

que 7 é continua em relacdo a topologia forte sobre Ry (zo). [

Proposicao 2.3.6. A aplicagio T : Rx(xg) — T'(X, ) € aberta com relagdo a topologia
forte sobre Rx(xg), e consequentemente, T € aberta com relagdo a topologia fraca™ sobre
Rz(l’o).

Demonstracao. A construgao das cartas no Teorema 2.3.3 garante que o dominio de 7 é
localmente um produto devido ao Teorema da Fungao Implicita, isto é, para cada v € Rx(xg),
existe um aberto U, em Ry (xo) tal U, é isomorfo ao produto de abertos V,, x W, e a restri¢ao
a U, de e,, é a projecao V,, x W, — W,,.

Assim, 7(U,) = (e, (U,)) = e (W,) que é um aberto em I'(X, zg), j& que é £ é continua.

Logo, dado um aberto A em Ryx(zg) (Rg(ro) munido com a topologia forte), para cada
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v € A conseguimos um aberto U, C A tal que 7(U,) é um aberto em I'(3, zy). Deste modo
T(A)=7(U U,) = U 7(U,) é aberto em I'(3, xy).

vEA vEA
Portanto 7 é aberta com relagao a topologia forte sobre Ry (zg) e como a topologia fraca* é
mais fraca que a topologia forte, segue também que 7 é aberta em relacao a topologia fraca*

sobre Rys(xzo). O

Proposicao 2.3.7. A aplicagio 7 : R(3,x¢) — ['(3, x¢) € continua em relagao a topologia
C! sobre R(%, xg).

Demonstragdo. Seja A um aberto em T'(3, zy). Temos pela Proposicao 2.3.5 que 771(A) =
trjz (w1 (A)) é aberto em Ry(x) e usando o fato de que a aplicagao trj,, é sobrejetora
segue pela Proposicao 1.3.5 que trj,, (trj, (7 '(A))) = 7 '(A) é aberto R(X,z) munido
com a topologia C!.

Portanto 7 é continua em relagao & topologia C! sobre R(X, z). Il

Proposigao 2.3.8. A aplicagio 7 : R(X,x9) — T'(X, ) € aberta em relagao a topologia C*

sobre R(X, xq), e consequentemente, m € aberta com relagdo a topologia C° sobre R(X, x).

Demonstragdo. Seja A um aberto em R(X,r) munido com a topologia C'. Temos pela
Proposicao 1.3.4 que trj, '(A) é aberto em Ryx(xo) e usando o fato de que a aplicacao 15,
é sobrejetora segue pela Proposicao 2.3.6 que 7(trj'(A)) = w(trjg,(trj;'(A))) = 7(A) é
aberto em I'(X, z).

Portanto 7 é aberta em relagao a topologia C! sobre R(X, xy), e consequentemente, 7 é aberta

com relagdo & topologia C° sobre R(X, xg). O

Para verificar que ['(X, zy) é Hausdorff, uma propriedade que nao é evidente a principio,

usaremos o seguinte resultado geral.

Lema 2.3.9. Sejam L e N duas variedades diferencidveis e f : L — N uma aplicacdo
diferencidvel tal que df, € um isomorfismo em cada ponto z € L. Se N € Hausdorff entdo L
¢ Hausdorff.

Demonstragao. Tome z,y € L com = # y. Se f(x) # f(y), pela hipdtese de N ser Hausdorff
escolha os conjuntos abertos U; contendo f(z) e Us contendo f(y) tal que Uy NUs; = (). Entéao
YUy e f7YU,) separam z de y.
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Suponhamos que f(z) = f(y). Basta mostrar que existe um conjunto aberto V' de y que nao
contém x no seu fecho, pois neste caso L\V é um aberto que contém z e ndo intercepta V.
Para isto, escolha V' C L, com y € V de tal modo que V' seja homeomorfo a um aberto de
R™ (o que é possivel, pois L é variedade) e f : V — f(V) seja um difeomorfismo (o que é
garantido por hipétese).

Suponha que z € V. Logo deve existir uma seqiiéncia z,, € V tal que z, — z. Entéo
f(x,) — f(z) = f(y) em N, e em particular f(z,) — f(y) em f(V). Como a restrigao
de f & V é um difeomorfismo, segue que z,, = f~*(f(z,)) — f*(f(y)) =y em V. Dai
T, — T, T, — Yy ex # y, o que contradiz a hipétese de V' sendo homeomorfo a um aberto
de R™ ter todas as suas seqiiéncias convergentes com limite tinico.

Portanto = ¢ V, concluindo a demonstracio do lema. O
Coroléario 2.3.10. A topologia em T'(X, zq) € de Hausdorff.

Demonstracao. Segue do Lema 2.3.9 e da Proposicao 2.3.4 O]
Proposicao 2.3.11. I'(X, o) € paracompacto.

Demonstragao. Temos que a aplicacdo 7 : Ry (xg) — ['(X,z0) é continua e o espago de
Banach U é separdvel (isto é, U é um espago métrico completo que tem um subconjunto
denso e enumeravel).

Segue que U satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, pois todo espaco métrico
separavel satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (isto é, possui base de abertos
enumerdvel).

Também, o dominio Ry (xy) de T satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, pois é um
subespago de U , logo T'(X, ) satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, uma vez que é
a imagem continua-aberta de um espaco que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.
Sabe-se que todo espaco localmente compacto, Hausdorff e que satisfaz o segundo axioma
de enumerabilidade é paracompacto.

Portanto I'(X, xy) é paracompacto. ]



CAPITULO 3

Caracterizacao de Homotopia

Monotonica

Nesta se¢ao, estudamos o processo de levantamento. Mais precisamente, dado um sis-
tema de controle ¥ = (M, 3, U(X), D(X)) evoluindo sobre uma variedade diferencidvel M,
temos pelo Teorema 2.3.3 que o espago I'(X, zy) é uma variedade diferencidvel e que é lo-
calmente difeomorfo a A (X, z¢), portanto através deste difeomorfismo local podemos obter
um novo sistema de controle & = (I'(X, o), &, U(X), D(T)), onde S representa o cone con-
vexo dos campos em I'(3, zg) levantados a partir dos campos pertencentes a ¥.. Em seguida
centraremos nossa atencao a este sistema levantado para relacionar suas propriedades com

a homotopia monotonica das trajetorias do sistema original.

3.1 Levantamentos

Definicao 3.1.1. Sejam L e N duas variedades diferencidveis. Uma aplicacao f : L — N
€ um difeomorfismo local se, e somente se, f ¢ diferencidvel e a aplica¢ao df, ¢ uma bijecao

para todo z € L.

Uma classe particular de difeomorfismos locais sao os recobrimentos diferenciaveis que

tem muitas propriedades nao compartilhadas por difeomorfismos locais em geral.

35
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Para nossos objetivos estamos interessados em levantamentos continuos a L de aplicagoes
tomando valores em N. Mesmo que isso possa ser feito para aplicagoes de recobrimento nao
vale em geral para difeomorfismos locais.

Por outro lado, o levantamento continuo é localmente possivel e é tinico sobre espacos

conexos quando existe.

Proposicao 3.1.2. Sejam L e N duas variedades diferencidveis, N Hausdorff, f : L — N
um difeomorfismo local sobrejetor e X um espago topologico. Seja o : X —— N uma
aplicagao continua e tomety € X ey € L tal que f (y) = a (to). Entao existe uma vizinhanga

U de ty e uma aplicagdo continua & : U —— L tal que foda = a e a(ty) =y.

Mais ainda, se X for conexo e &,y : X — L sdo tais que fod; = a e &;(ty) =y , com

1=1,2, entao &y = ais.

Demonstra¢ao. Como f : L —— N ¢é um difeomorfismo local existem uma vizinhanca aberta
V de y em L e uma vizinhanga aberta W de f(y) = a(ty) em N tal que a aplicagao
flv : V —— W seja um difeomorfismo. Como a : X — N é uma aplica¢do continua, segue
que a (W) é aberto em X e tg € a1 (W).

Entao tome U = a~!(IW) como vizinhanca aberta de t, e defina a aplicacao & : U — L por

a=(flv) " oaly

Evidentemente, & é continua, foa =« e a(ty) = v.

Agora, sejam &y, ay @ X — L tais que foda; = ae &;(tg) =y, com i =1,2 e X conexo.
Considere conjunto A = {t € X : a,(t) = ao(t)}.

Seja z, uma seqilencia em A tal que z, — z. Temos por continuidade de &; e ds que
ay(x,) — a1(x) e as(x,) — ao(z). Como &y(z,) = do(z,),Vn e L é Hausdorff (o que
decorre do Lema 2.3.9 e do fato de N ser Haussdorff) temos a unicidade do limite da seqiiencia
aq(xy,), isto é, ap(x) = as(x). Logo = € A.

Portanto A é fechado em X.

Por outro lado, seja z € A. Entéo, &;(x) = as(x) = z. Como f é difeomorfismo local existem
uma vizinhanga aberta V' de z em L e uma vizinhanga aberta W de f(z) = o (z) em N tal
que a aplicagao fly : V —— W seja um difeomorfismo. Tome U = (&)~ (V) N (ag) (V).
Temos que x € U e U ¢ aberto como interse¢ao de abertos.

Seja xg € U.
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Por hipétese f(&i(xg)) = alxg) = f(aa(xg)) € como aq(xg), aa(xg) € V segue pelo fato de
flv ser injetora que ay(zg) = @s(xg). Logo z € U C A e dal x € int(A).

Portanto A é aberto em X.

Uma vez sendo X conexo segue que A = X ou A = (). Mas, A # (), pois &;(tp) =y , com
i=1,2.

Portanto A = X, e assim &; = a» O

Definicao 3.1.3. Diremos que uma aplicacdo continua e sobrejetiva f : L — N goza da
propriedade de levantamento de caminhos, se e somente se, dado um caminho a : [0,1] — N
e um ponto x € L com f(z) = a(0), ezistir um caminho a : [0,1] — L tal que a(0) = x ¢

foa=a.

Sabemos que nem todo difeomorfismo local f : L — N goza da propriedade de lev-
antamento de caminhos. Entretanto, quando L for Hausdorff, um difeomorfismo local
f: L — N goza da propriedade de levantamento de caminhos.

Temos que a aplicagao ¢ : I'(X,29) — Agr(X,20) C M dada por e([a]y) = «a(l) é
claramente sobrejetora e pela Proposicao 2.3.4 ¢ é um difeomorfismo local. Mas ainda,
pelo Corolario 2.3.10 I'(3, zy) é Hausdorff. Portanto € : ['(X,x0) — Agr(X, o) goza da
propriedade de levantamento de caminhos, o que implica que as trajetérias em Ag(X, o)

podem ser levantadas a caminhos em T'(X, zg).

Proposicao 3.1.4. Sejam L e N duas variedades diferencidveis, N Hausdorff, f : L — N
um difeomorfismo local sobrejetor, a, 3 : [0,1] — N duas curvas continuas tal que «(0) =
B(0) e H : [0,1] x [0,1] — N wuma homotopia entre o e 3. Tome y € L, com f(y) = a(0) =
B(0), tal que para todo s € [0,1] a curva hy(s) = H(s,t) se levanta a curva em L, digamos
hi(s), tal que hy(0) =y

Entio H : [0,1] x [0,1] — L dada por H(s,t) = hy(s) é uma homotopia entre & e [,

levantamentos de o e (3 respectivamente.

Além disso, se H é uma homotopia fizando os pontos finais entdo os levantamentos de « e

B a partir de y tém o mesmo ponto final, isto é, a(1) = B(l)

Demonstragao. Veja Lima [9)]. O
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Sejam L e N duas variedades diferenciaveis, f : L — N um difeomorfismo local e X

um campo de vetores em N. Define-se em L o seguinte campo de vetores
X:L—TL
v — d(f7) ) (X (f(2)))

onde f~! denota a inversa local de f ao redor de z.

Podemos ainda, considerar a aplicacao

op: X*°(N) — X*(L)
X»—>)?

onde )?(x) =d(f1) p@) (X (f(2))).

Proposicao 3.1.5. Sejam L e N duas variedades diferencidaveis e f : L — N um difeo-

morfismo local sobrejetor. Entdo, a aplica¢io o : X*°(N) — X°°(L) € injetora.

Demonstracao. Sejam X e Y campos em N tais que X # Y.

Entao existe algum y € N tal que X (y) # Y (y) e como f é sobrejetora existe x € L tal que
f(z) =y. Logo, X(f(x)) # Y (f(x)).

Como f ¢ difeomorfismo local temos que d(f 1) () ¢ injetora, e assim d(f 1) p) (X (f(x))) #
d(f7) 5w (Y (f(2))), ou seja, X # V.

Portanto o ¢ injetora. O]

3.2 Levantamento do Sistema de Controle X a I'(X; zy)

Seja ¥ = (M, %,U(X),D(X)) um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade
diferenciavel M.

J& sabemos que a aplicagao ¢ : I'(3, z9) — Ag(X, zo) C M dada por ([a]y) = (1) é
um difeomorfismo local sobrejetor. Considere a restricao ¥ a Ag(X%, o), ou seja, os campos
de X serao considerados como aplicagoes Ag(2%, xo) em T'M.

Considere também o conjunto
S ={X € Xx°((T, 1)) : X =0.(X),X €}

Como X é um cone convexo, resulta que o conjunto ¥ é um cone convexo em I'(3, xg).
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Portanto S = (I'(X, 20), 5, U(S), D()) é um sistema de controle evoluindo sobre a var-
iedade diferencidvel I'(X, zg). O sistema 5 serd chamado sistema de controle levantado a

partir do sistema X.

Segue pela Proposicao 3.1.5 que existe uma correspondéncia biunivoca entre Y e X,

~

portanto consideraremos U(X) = U(X).

Denotaremos por @Z(u) a trajetoria de 5 comegada em z € I'(X, z9) e que corresponde

ao controle wu.

Proposicao 3.2.1. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M e S sistema de controle levantado a partir X2 via aplicagdo € : T'(X,xy) —
Ar(3,x0). Se a é uma trajetoria em I'(X, xo) dada por S, entdo e(a) € uma trajetoria em
M dada por 3.

Reciprocamente, se a € uma trajetoria em Ag(X, o) dada por ¥ e & é uma curva difer-

encidvel em T'(, zo) tal que £(&) = av, entdo & ¢ uma trajetéria T'(S, zo) dada por 3.

Demonstragao. Seja o uma trajetéria em I'(X, z9) dada por 5. Entdo para cada s € [0, 1],
existe um campo X, tal que 92|,_, = X, (a(s)).
Dai para cada s € [0, 1], temos que

d(e(a)) da S
dt |t:s = dEa(s) © E|t:8 = dgoz(S) (XS(Q/(S)))

= deq(s) (d<571>5(a(s))<X8<5(a(8)>>))
= Xs(e(a(s)))

ou seja, £(a) é uma trajetéria em M dada por 3.

Reciprocamente, sejam o uma trajetéria em Ag(3, o) dada por ¥ e & uma curva em I'(X, x¢)
tal que (@) = a.

Derivando a igualdade (&) = a no ponto s, para cada s € [0, 1], obtemos dea(s) 0 2 |,— =
ey (D).

Como « uma trajetéria em Ag(3, z) dada por X, para cada s € [0, 1], existe um campo Xj

tal que %2, = X,(a(s)) (1.
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Segue de (I) e (IT) que para cada s € [0, 1],

da _
—li=s = d(e Detas) (Xs(a(s)))
= d(e™")(a(s) (Xs(e(@(9))))
= X,(a(s))
Portanto & é uma trajetéria I'(X, zo) dada por S ]

Em outras palavras, a demonstragao da Proposicao 3.2.1 garante que para cada u €

UX), se e(y) = z entao trj,(u) = eo fyy(u) Temos como conseqiiéncia desta igualdade que
ee(y)(u) = (€0 éy)(u),Vu € U(X).

onde é, ¢ aplicagao é, : U(X) — I'(X,x¢) que associa a cada v € U(X) o ponto final de

trjy(u).

Corolario 3.2.2. Um controle u € reqular em y € T'(X, x¢) (com respeito a 5] ) se, e somente

se, u € reqular em e(y) € Ar(3,xg) (com respeito a X).

Demonstragdo. Segue imediatamente da expressao e.(y)(u) = (¢ 0 &,)(u),Vu € U(X), e do

fato de e ser um difeomorfismo local sobrejetor. m

Seja ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M e x € M. Denotaremos
por X(z) = {X(z) : X € £}. Note que X(z) C T, M.
Definicao 3.2.3. Sejam Xy e Y9 sistemas de controle evoluindo sobre My e My respectiva-

mente. Dizemos que a aplicagcao f : My — My é uma aplicagao de controle entre 31 e Yo

se, e somente se, f € difeomorfismo local e df,(31(x)) = Xo(f(2)), para todo x € M,

Diz-se que uma aplicacao de controle f : My — My € uma aplicacdo de recobrimento de

controle se, e somente se, f € sobrejetora.

Definicao 3.2.4. Sejam ¥, e Y9 sistemas de controle evoluindo sobre My e My respectiva-
mente. M, € um espaco de recobrimento de controle de M,y se, e somente se, existe uma

aplicacao de recobrimento de controle f : My — Ms.

Exemplo 3.2.5. Seja X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M. Pela
propria construcao do sistema de controle S} evoluindo sobre a variedade (X, o) e pelo fato
dae:T'(X,x0) — Agr(X,x0) C M ser um difeomorfismo local sobrejetor, seque que & € um

recobrimento de controle e T'(3,xg) € um espago de recobrimento de controle de Ar(%, o).
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3.3 Caminhos Induzidos por Trajetoérias

Nosso propésito agora é estudar Y e relacionar suas propriedades com a homotopia

monotonica de trajetérias de 3.

Seja ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M e zy € Ag(X, zo). Dado
uma trajetéria a = trj,, (u) definiremos o caminho @& no espago de trajetérias a partir de 2o,

como sendo

a:[0,1] — T(%, 20)

s—ra(s) =a,:[0,1] — M

onde cada trajetéria as : [0, 1] — M ¢é dada por a,(t) = a(st).
A aplicagao & : [0, 1] — T(X, z9) estda bem definida pois para cada s € [0, 1], &, satisfaz

dag

Eh:l =5 ((fl—(;hls) = s.au(ls)(a(ls)) = us(l)(as(l)), vl € [0, 1]

onde, us(l) = s.u(sl) é um controle, uma vez que ¥ é um cone convexo.

Denominaremos & como o caminho no espago de trajetorias induzido pela trajetoria c.

Proposicao 3.3.1. O caminho & : [0,1] — T(X, z9) € continuo, com T(X, zg) munido da

topologia C°.

Demonstragao. Dada uma seqiiéncia s, em [0, 1] com s, — s, basta mostrar que

a(s,) — a(s). Observe que se s, — s entao para cada t € [0, 1] tem-se que s,t — st. Pela
continuidade uniforme de «, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que d(a(s,t), a(st)) < € sempre
que |s,t — st| < 0.

Note que se |s, — s| < 0 entao |s,t — st| =t|s, — s| < td < ¢ para todo ¢ € [0, 1].

Logo, dado € > 0, tomando o valor § > 0 mencionado acima, seque que sempre que |s,, — s| <
J, tem-se que |s,t — st| < 0, Vt € [0,1] e consequentemente pela continuidade de «, tem-se

que

sup d(a(s,)(t), a(s)(t)) = sup d(a(spt),a(st)) <e

||d5n - dSHoo =
0<t<1 0<t<1

Portanto o caminho & : [0, 1] — T'(X, zo) é continuo. O
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Continuando a discussdo, seja « uma trajetéria como acima e [ = trj,,(v) tal que

B(1) = zp. Definiremos o caminho @ * /3 no espago de trajetérias a partir de zp, como sendo

axf:10,1] — T(X, zo)
s— (axf)(s) =asx[:[0,1] — M

Proposicao 3.3.2. O caminho (ax(3) : [0,1] — T(X, zo) € continuo, com T'(X, xq) munido
da topologia C°.

Demonstra¢ao. Dada uma seqiiéncia s, em [0, 1] com s, — s, basta mostrar que a(s,) —
a(s). Observe que se s,, — s entao para cadal € [0, 1] tem-se que s,/ — sl. Pela continuidade
uniforme de o, dado € > 0, existe § > 0 tal que d(a(s,l), a(sl)) < e sempre que |s,l — sl| < 6.
Note que se |s, — s| < ¢ entao |s,l — sl| =1|s, — s| <16 < § para todo [ € [0, 1].

Logo, dado € > 0, tomando valor 6 > 0 mencionado acima, seque que, sempre que |s, — s| <
J, tem-se que |s,l — sl| < 4§, VI € [0,1] e consequentemente pela continuidade de «, tem-se
que

(@ B)(sn) = (@ B)(5)lloc = sup dl(@B)(sn)(t), (@ +F)(s)(¢))

= sup d(a(s,)(2t—1),a(s)(2t —1))

0<t<1/2

= sup d(a(s,)(l),a(s)(l))

0<i<1

= sup d(a(syl),a(sl)) <e
0<i<1

Portanto o caminho a * 3 : [0,1] — T(X, zo) é continuo. O

E interessante notar que se 3 € R(X, x0), a Proposigao 1.4.10 garante que axf3 € R(X, xp).
Em outras palavras, se § € R(X,z), o caminho (a* 3) : [0,1] — T'(X, zo) assume valores
em R(X,x), e entdo podemos considerar o caminho

CAYﬂ . [0, 1] — F(E, Io)
S [645 * ﬁ]M

Temos que &g é continuo, pois temos que dg = mo (@ * ) e a projegao canodnica de

R(X, zp) em I'(X, p), bem como o caminho (& * [3), sdo ambos continuos.
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Proposicao 3.3.3. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M,

B € R(3,x0) e o =trjguy(u). Entao, a =€ o dg, ou em outras palavras, dig = t/r\jw]M(u).

Demonstragao. Como ja foi observado anteriormente, se 5 € R(X,xg), entdo &g estd bem
definido. Notemos que o ponto final de cada curva a, * 3 : [0,1] — M é a(s), ou seja ,
(@ * B)(1) = a(s).

Logo pela definicao de € temos que ¢ ([a; * 8],,;) = a(s) para todo s € [0,1]. Agora como
Qo * 3 2 B segue que ([ag * f],,) = ([6],,) = 20. Portanto av = € o ég.

Como ¢ é difeomorfismo local sobrejetor entre variedades diferenciaveis, ambas de Hausdorff,
[0, 1] é conexo, € o @[mM(u) =a=codgedag(0)=[F], = ﬁ\j[ﬁ]M (u)(0), segue pela
Proposicao 3.1.2 que dg = trjm]M(u). O

3.4 Homotopia Monotonica e Levantamentos a ['(X, )

Um fato conhecido na teoria de espacos de recobrimentos afirma que duas curvas em um
espago M com as mesmas extremidades sao homotdpicas se, e somente se, seus levantamentos
ao recobrimento universal M a partir de um mesmo ponto inicial tém o mesmo ponto final.

O nosso objetivo agora é provar um analogo no contexto da homotopia monotonica.

A demonstracao desse resultado requer alguns resultados prévios.

Lema 3.4.1. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M, 31, B2 €
R(X,x0), com (1(1) = [Ba(1) = 29 e « = trj.,(u). Entao, ax 51 2y ax [Py se, e somente se,

Br =2 B

Demonstragao. Se avx 31 2y ax (o, segue que (o * B1],, = [a* (o], isto é, dg, (1) = G, (1).
Como ¢ é difeomorfismo local sobrejetor entre variedades diferenciaveis, ambas de Hausdorff,
[0,1] é conexo, e0dp, =a =codg, e ag (1) = dg,(1), segue pelo Lema 3.1.2 que &g, = Gg,
e em particular, ég, (0) = Gs,(0), isto é, [Bi]m = [B2)um-

Portanto, 31 <= Ba.

Reciprocamente, se 31 2 (2, segue [B1]a = [G2] v e dai, @[MM(U) = t;’\j[ﬁQ]M (u), onde u é
o controle associado a trajetéria a.

Segue pela Proposicao 3.3.3 que ag, = @[BI]M(U) = ﬂ’\j[ﬂﬂM(u) = Qg, ,e em particular,
[ B1],; = &, (1) = dp, (1) = [ (o], Portanto, a* B 2y a x fs.

Portanto, a x 51 2 a * Gs. Il
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Observagao 3.4.2. Na Proposi¢ao 3.4.1 a demontracdo de que o (31 <5 « % (o, pode ser

feita usando o fato de que (1 <p B, @ 2 v € a Proposicao 2.2.4.

Corolario 3.4.3. Sejam > um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M, (3 €
R(X,x0) € ag, a9 € R(3, (1)), com ay(1) = as(1). Entao, ag x 5 2pr ag % 3 se, e somente

Se, () Zpg Q.

D 0. Pel Sl L o e — =
emonstracdo. Pelo Lema 3.4.1 segue que [ *x a1 2= [ % ag se, e somente se, a1 2y Qo.

— — =
Note que  *x a1 = (a1 *x ) e B x ag = (ag* [3). Logo (o * B) 2p (a2 % ) se, e somente
se, ‘@1 2 @9. E usando a Proposicao 2.2.2, temos que oy * 3 2y oy * 3 se, e somente se,

a1 22 Q. ]

Seja X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M. Fixe uma trajetéria
regular 8 € R(X, zo,Yo).

Considere a aplicacao

w . R(E,yo) — R(E,l’o)

ar— ax 3
Considere também a aplicagao

Ig : T(E,y0) — T'(2, zo)

[a]ar — [a* Blm

Temos que aplicacao Iz estd bem definida.
De fato, dado outro representante da classe [a]ys, digamos, a;, temos que o 2y . Dal
decorre pelo Corolario 3.4.3 que a * 3 =) aq * 3, ou seja, que aq * 3 é um representante da

classe [a * 3] .

Além disso, temos que aplicacao I ¢é injetora.
Com efeito, se [ag * 3]y = [aa * (]a, segue que ag * 3 2 aq * 3, logo pelo Corolario

3.4.3 temos que ay 2 o, isto é, ]y = [ae]um.

Note ainda, que
Is(la]ar) = [ovx By = as(1)
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Proposicao 3.4.4. Sejam % um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M e

B, B2 € R(X,x0,y0). Entao, Is, = I3, se, e somente se, [}y 2y [a.

Demonstracao. Se Iz, = Ig,, tomando [a]y € T'(X,y0), segue que [ * 1|y = I, ([a]n) =
Is,([o]ar) = [a % Bo]ar, isto é, oo By 2 a % B2, Logo, pelo Lema 3.4.1, 8; 2y fa.

Se (1 =) (a2, segue pelo Lema 3.4.1 que a % 31 =) % o, Vo € T(X,y0). Em particular,
axf 2y axfa,Va € R(X,yo), ouseja I, ([afa) = [axfi]am = [axfa]p = I, ([a)ar), V] ar €
I'(%, yo). Portanto I, = Ig,. O

A seguir apresentaremos o teorema que caracteriza, via levantamentos a I'(%, z¢), quando

duas trajetdrias regulares em Ag(%, zg) sdo monotonicamente homotdpicas

Teorema 3.4.5. Sejam Y um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M, yy €
Ar(E,m0), [Blar € e *({yo}) firado, ay, e € R(3, yo, 20) € &1, &a 0s levantamentos respecti-
vamente de oy e ay a variedade T'(X, xo) a partir de [B]y. Entdo, oy =, as se, e somente

se, 0s pontos finais de & e G coincidem.

Demonstragdo. Como [B]y € e ({yo}), segue 3 € R(Z,/x& Yo)-

I;o§o, se a1 2y, ag, entao o]y = [ag]y e dai, a1(1) = (an)4(1) = Is([an]n) = I([ea]ar) =
(@2)s(1) = o(1). -

Reciprocamente, se d1(1) = ao(1), entdo Is([an]n) = (a1)g(1) = (a2)4(1) = Is([az]m).

Como I ¢é injetora, segue [o]y = [ae]a € portanto oy 2, ao. O

3.5 Trajetorias Monotonicamente Homoté6picas em

F(Z, SUo)

Agora, provaremos um resultado mais forte que diz que I'(X,yo) é uma subvariedade
aberta da variedade I'(X, () quando yp for um ponto acessivel a partir de xy via uma

trajetoria regular

Proposicao 3.5.1. Sejam X um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M e
B € R(X,x0,y0). A aplicagao Iz é um difeomorfismo sobre a sua imagem e Iz(I'(X,yo)) =
Ar(%, [B]am)-
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Demonstracao. Temos que a aplicacao I3 é injetora, portanto I3 é bijetora sobre sua imagem.
Sejam [ay € T'(E,y0) e wo = gy, ([a]ar). Como a aplicagao gy, ¢ um difeomorfismo local,
existem um aberto U em I['(X,y,) contendo [a]y e um aberto V; em M contendo wy tal
que yly : U — Vi é um difeomorfismo. Da mesma forma e, é um difeomorfismo local,
existem um aberto W em I'(X, zg) contendo [« % ]y, e um aberto Vo em M contendo wy
tal que e, |lw : W — V4 é um difeomorfismo. Note que wy € V. = V; NV, . Logo
Is([a)ar) = ((xelw) ™t © ylv)([)ar). Portanto Iz é diferencidvel e sua diferencial é um
isomorfismo em cada ponto o que mostra que Ig é de fato um difeomorfismo.

Agora, seja [a x By € Ig(I'(2,y0)). Temos que dp(l) = [a * B]p e por sua vez, (1) =
zg"\j[mM(u)(l), onde u € U(X) é tal que a = trj,,(u). Como [a]y € I'(X, yo), segue que a €
R(X, yo), implicando que u € Rx(yo) e consequentemente pelo Corolario 3.2.2, u € Re([3],,)-
Assim, t/r\j[mM(u) € R(Z, (6] ), implicando que t/r\j[mM(u)(l) = [a* By € Ar(E, [Blu).
Logo, I5(T'(2, ) C Ar(S, [Bln).

Seja [y]ar € Ar(S, [6]ar). Entéo existe u € R« ([6],,) tal que ﬁ\j[ﬁ]M (u)(1) = [v]am. Considere
a = trj,, (u). N

Temos como conseqiiéncia da Proposicao 3.2.1 que a = €o trj Bl (u) e pela Proposigao 3.3.3,

segue que dg = t/r\j[ﬁ] (u).

Assim, fﬁ([AOé]M) = [ov Blar = (1) = trjg, (w)(1) = (Yo
Logo, Ar(%, [Blm) C Is(T (E 3/0))
Portanto, I5(I'(X,y0)) = Ar(E, [8lm). O

Proposicao 3.5.2. Sejam g e 61 duas trajetorias de S em ['(X,z9) com o mesmo ponto
inicial [y € T'(X, x0). Entao, &y e 0y sao monotonicamente homotdpicas em I'(X, xg), se e

somente se , tém o mesmo ponto final.

Demonstracdao. Por definicao, se oy e d; sao monotonicamente homotdpicas, entao dg e oy
tém o mesmo ponto final.

Reciprocamete, se dy e 0; tém o mesmo ponto final, entdao as trajetérias a; = € o §; em
Ar(X,x9), com ¢ = 0,1, tétm as mesmas extremidades e pelo Teorema 3.4.5 temos que
oy D O

Assim existe uma homotopia monotonica H entre ag e ay e H é tal que H(s,t) = Hy(s) €
R(Z,3(1)),Vt € [0,1]. Para cada t, a trajetéria H, se levanta a uma trajetéria H, de T'(S, zo)
com respeito Sa partir de [(]y. Pelo Lema 3.1.2 segue que ﬁo =dpe ﬁl = d1.

Considere aplicacio H : [0,1] x [0,1] — I'(3,x¢) dada por H(s,t) = H,(s). Segue pelo
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Lema 3.1.4 H é uma homotopia entre Jy e 07, levantamentos de oy e ag a I'(X, z¢), respecti-
vamente. Além disso, como o e ap tém as mesmas extremidades, segue que H (1,t) = do(1) =
o1(1),vt € [0,1] .

Por fim, como Hy(s) € R(S,3(1)),Vt € [0,1], pelo Corolario 3.2.2, tem-se que H,(s) €
R(S, [B]u), Vt € [0,1]. Logo H é uma homotopia monoténica entre &y e 8.

Portanto dy e d; sdo monotonicamente homotépicas em T'(X; o). O

Definigao 3.5.3. Sejam ¥ um sistema de controle evoluindo sobre uma variedade M. Di-
remos que M € simplesmente conexo no sentido monotonico se, e somente, quaisquer duas

trajetorias em M com as mesmas extremidades sao monotonicamente homotopicas.

Exemplo 3.5.4. A Proposi¢ao 3.5.2 garante que T'(X, xo) € simplesmente conexo no sentido

monotonico.

Corolério 3.5.5. Para qualquer [y € T(3, o), 0 espago T(S, [Bla) € difeomorfo a Ag(S, [B]u),

e consequentemente, difeomorfo a I'(X, 3(1)).

Demonstragao. Pela Proposicao 3.5.2 o difeomorfismo local sobrejetor gig,, : F(EA], Blv) —
Ar(E, [8]ar) ¢ injetor, logo E[Blas - T'(S, [8lx) — Ar(S, [8]a) ¢ um difeomorfismo.
Portanto, (S, [8]a) é difeomorfo a Ag(S, [u).

Da Proposicio 3.5.1, segue que Ag(3, [8]ar) 6 difeomorfo a T'(3, 3(1)), e portanto, T'(S, [3] )
é difeomorfo a I'(X, 4(1)). O



CAPITULO 4

Consideracoes sobre Homotopias e

Sistemas Estocasticos

Neste capitulo serao feitas algumas consideracoes relativas a possibilidade de elaboragao
de um conceito similar ao conceito de homotopia monotonica em sistemas de controle para

0 caso de sistemas estocasticos.

4.1 Espaco de Probabilidade

Nesta secao serao apresentados algumas defini¢oes e resultados basicos de Probabilidades,
os quais serao utilizados em maior ou menor grau nas segoes 4.2, 4.3 e 4.4. Tais definigoes e

resultados podem ser vistos com mais detalhes em James [5].

Definicao 4.1.1. Seja 2 um conjunto nao-vazio. Uma o-dlgebra F em Q) € uma familia de

subconjuntos de ) que satisfaz as sequintes condigoes:

A1) Qe F.
A2) Se F € F entdo FC € F, onde FC denota o complementar de F em Q .

AS)) Se Al,AQ,... € F entao A := U Az e F.

=1

O par (2, F) é chamado de um espago mensurdvel e os subconjuntos F' de € pertencentes a

F sao chamados F-mensurdveis.

48



CAP. 4 ¢« CONSIDERACOES SOBRE HOMOTOPIAS E SISTEMAS
ESTOCASTICOS

Dada uma o-algebra F de subconjuntos de €2, provam-se as seguintes propriedades:

Ad) D e F.
Ab5) Se Ay, Ay, ... € F entao A:= ) 4; € F.

i=1
Definigao 4.1.2. Uma medida de probabilidade P em um espa¢o mensurdvel (2, F) é uma
fungao P : F — [0,1] tal que
P1) P(A) > 0,VA € F.
P2) P(Q) =1.
P3) Se Ay, Ag,...€ F e {A;}2, € uma familia disjunta entio P (U Ai) = > P(4)).

i=1 i=

A terna (Q,F, P) € chamado um espago de probabilidade.

Dada uma medida de probabilidade P em um espago mensuravel (2, F), provam-se as

seguintes propriedades:

P4) P (A%) =1- ),VA € F.

P5) P (0) = 0.

P6)0 < P(A)<1,VAeF.

P7) Se A; C Ay, entao P (A;) < P(As),VA;, Ay € F.
)

Se Al,AQ, € F entao P <U Al> S Z P(AZ)
i=1 i=1
Dado um espago de probabilidade (2, F, P) é interessante ressaltar as seguintes fatos:

a) Denomina-se {2 por espago amostral e um subconjunto A de 2 por evento. Em par-
ticular, A = Q, A = 0 e A = {p} sdao chamados evento certo, evento impossivel e evento
elementar, respectivamente.

b) Também se denomina F por o-algebra dos eventos aleatdrios e um elemento A de F
por evento aleatério;

¢) Denomina-se P por probabilidade e interpreta-se P(F') = (a probabilidade do evento

F ocorrer).

Defini¢ao 4.1.3. Sejam (Q, F) um espagco mensurdvel e U uma familia qualquer de sub-
conjuntos de ). A o-dlgebra Hy gerada por U é a menor o-dlgebra contendo U. Em outras

palavras, Hy = (W{H;H o-dlgebra de Q, U C H}.
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Se U é a colegao de todos os subconjuntos abertos de um espago topoldgico €2, digamos
R", a o-algebra H;, gerada por U ¢é chamada o-4lgebra de Borel e denota-se H;; por B. Os

elementos B € B sao chamados de conjuntos de Borel.

Definigao 4.1.4. Seja (Q, F) um espago mensurdvel. Uma fun¢ao X : ) — R™ € chamada
F-mensurdvel ou varidvel aleatdria se, e somente se, X 1(U) :={weQ: X (w) e U} € F,

para todo U conjunto de borel em R".

Definigao 4.1.5. Sejam (2, F) um espago mensurdvel e X : Q@ — R"™ uma func¢do qualquer.
A o-dlgebra Hx gerada por X é a menor a-dlgebra em € contendo todos conjuntos X1 (U),

com U aberto em R™.

Nao é dificil provar que Hx = {X ' (B) : B € B}, onde B é a o-4lgebra de de Borel em
R"™. Nota-se claramente que a funcao X é Hx-mensuravel e Hx é a menor o-algebra com

esta propriedade.

Definigao 4.1.6. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e X uma varidvel aleatoria
em ). Uma distribuicao de X é uma probabilidade px em (R™, B) dada por

Defini¢ao 4.1.7. Sejam (Q, F, P) um espago de probabilidade completo e X uma varidvel
aleatdria em Q2. A integral de X sobre 0 com respeito a P, denotada por [ X (w)dP(w), é
Q

o numero dado pela integral

/:E dux(x) em R"™.
R"

Se f:R" — R™ ¢ Borel mensurdvel,
[ e Pw)= [ 1@ dux(a)
Q Rn

A esperanca de X, denotada por F [X], é a integral de X sobre ) com respeito a P, caso
JIX @) dP) = [ o] dinx@) < oo

RTL
Mais geralmente, se f : R — R™ é Borel mensuravel e [ |f(X (w))| P(w) < oo, entao
Q

:S{f(X(W) ff dpx (z
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Definigao 4.1.8. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Dois conjuntos A, B € F sao
chamados independentes se, e somente se, P(AN B) = P(A) - P(B).

Definigao 4.1.9. Uma colecio A = {H; : i € I} de familias H; de conjuntos mensurdveis
¢ independente se, e somente se, P(H;, N...N H; )= P(H;,)...P(H;,) para toda escolha de
H; € H,,,....H; €H,; , com indices diferentes i, ..., 1.

Definigao 4.1.10. Sejam (Q0, F, P) um espago de probabilidade. Uma cole¢ao {X; : i € I}
de varidveis aleatorias em ) é independente se, e somente se, a cole¢ao de o-dlgebras Hyx,

€ independente.

Se duas varidveis aleatdrias X, Y : 2 — R sao independentes, E'[| X|] < oo, E[|Y|] < 00
e F[|XY]] < oo, prova-se que F [XY]| = F [X]- F[X].

4.2 Processos Estocasticos

Nesta secao e nas segoes 4.3 e 4.4 serao apresentados alguns dos conceitos classicos de
Calculo Estocéstico, os quais podem ser vistos detalhadamente em Emery [3] e Oksendal
[12].

Definigao 4.2.1. Seja (0, F, P) um espaco de probabilidade. Um processo estocdstico em

(Q,F, P) é uma cole¢cao parametrizada {X;}ier de varidveis aleatorias X; : @ — R™.

O espago de parametro T' a ser usado neste contexto sera o intervalo [0, 00), mas pode
ser assumido o intervalo [a, b], os inteiros nao negativos ou subconjuntos do R".

Neste sentido, dado (£2, F, P) um espago de probabilidade completo, pode-se considerar
um processo estocastico como uma fungdo X : [0,00) x @ — R™ que induz um colegao de

varidveis aleatérias X; : § — R™ dadas por X;(w) = X (¢,w), para todo t € [0, 00).

Dado um processo estocastico { X; }rer em (§2, F, P) e fixando w € €2, podemos considerar

a aplicacao

w:[0,00) — R" (4.1)
t— Xy(w)

a qual é chamada caminho do processo estocéstico { X, her.
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Portanto podemos identificar €2 com o subconjunto
Q={w:[0,00) — R™%w(t) = Xy(w)} de (R")*®) = {a:[0,00) — R"}.

A o-algebra F em 2 contém a o-dlgebra B gerada pelos conjuntos da forma {w : w(t;) €
Fi,...,w(ty) € Fy}, com Fy, ..., Fy, conjuntos de Borel em R".

De fato, {w : w(t)) € Fy,...,w(tx) € Fi} = X, '(F1) N...N X, '(F}) e como as varidveis
aleatérias X;, sdo fungdes F-mensurdveis seque que pela Defini¢ao 4.1.4 que X, '(F;) € F,
comi=1,..,k e pela propriedade A5 tem-se ( X, '(F})N..NX; ' (Fy)) € F. Logo, pela
Definigao 4.1.3, B C F.

Denota-se P({w : w(ty) € Fi,...,w(ty) € Fy}) por P[Xy, € Fi,..., Xy, € Fyl.

Definigao 4.2.2. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. As distribuicoes finitas dimen-
cem (R k=12 ..,
dadas por pu,. 4 (F1 X ... X Fy) = P[Xy, € F1,.., Xy, € Fy], t; € T, onde Fi, ..., Fy, sdo

conjuntos de Borel em R".

sionais do processo X = {X;her em (Q, F, P) sdo as medidas ji, .+

4.3 Movimento Browniano

O proximo teorema sera apenas enunciado, visto que o mesmo sera utilizado no sentido

de garantir formalmente a existéncia do movimento browniano em R".

Teorema 4.3.1. (Teorema da Ezxtensdo de Kolmogorov) Para todo ty, ...ty € T', com k € N,

seja vy,...1, uma medida de probabilidade em (R”)k satisfazendo as sequintes condigoes:

(K1) Vtg“),...,ta(k)(Fl X .. X Fy) = vy, 4 (Feqy X oo X Fyouy) para toda permutacio o em
{1,2,....k}

(K2) vy, 4, (F1 X oo X Fy) = 1y (F1 X ... X F x R" x ... x R"), para todo m € N

tilk+1--tk+m

Entao existe um espago de probabilidade (2, F, P) e um processo estocdastico X = {X;}er
em (2, F,P), com X; : Q — R" tal que

th,...,tk(Fl X ... X Fk) = P[th S Fl, ...,th S Fk];

para todo t; € Tk € N e todo conjunto de Borel F; em R™.
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2t
Considere a seqiiéncia 0 < t; < ty < ... < tg. Definimos a medida de probabilidade

Fixemos = € R” e definamos p(t,z,y) = (27t)™™/2. exp (—M>, paray € R, t > 0.

Uty ...t €I (R™)* por

Uiyt (F) = /p(tl,x, x1).p(te — t1, 21, 22)..p(ty — tp1, Tp_1, Tg) dxy...dx) (4.2)
F
onde ' = F)| X ... X F}, com F; conjuntos de Borel em R"™. Usamos a notacao dy = dz;...dzy
para a medida de Lebesgue e convencionamos que p(0, z,y)dy = 0.(y).
Estenda a Defini¢do 4.2 para todas as seqiiéncias finitas {t;}*_,, com t; > 0 e k € N
usando a condi¢ao (K1) do Teorema 4.3.1. Como [ p(t,z,y) dy =1 para todo t > 0 temos

Rn»
que a condigdo (K2) do Teorema 4.3.1 é satisfeita, logo existe um espago de probabilidade

(Q,F, P*) e um processo B = {B;}1>0 em (§2, F, P*) tal que

pP* [Btl € F, ...,Btk S Fk] = /p(tl,x,xl)...p(tk — tk_l,xk_l,xk) dxy...dxy (43)
F
para todo t; > 0,k € N e todo conjunto F' = F; x ... X F}, com F; conjuntos de Borel em
R™.

Tal processo B em {2 é chamado movimento browniano em R" iniciado em z.

O movimento Browniano acima definido nao é tunico, isto ¢, existem varias quadruplas
(B, ), F, P*) satisfazendo a condigao 4.3. Entretanto, do ponto de vista geométrico abordado
neste trabalho isto nao é importante, logo escolheremos um versao, entenda quadrupla, do
movimento browniano em R"” iniciado em x conveniente para o nosso trabalho. Nesse sentido
é possivel mostrar que os caminhos do movimento browniano em R™ iniciado em z (veja 4.1)

sao continuos, ou melhor, podem ser escolhidos continuos.

Podemos identificar w € €2 com a aplica¢do continua ¢t — B;(w) de [0,00) em R", e
considerar

i) Q = C([0,00),R");

ii) a o-dlgebra F gerada pelos conjuntos da forma {w : w(ty) € Fy,...,w(tx) € Fy}, com
Iy, ..., Fy conjuntos de Borel em R";

iii) P* tal que

P* [Btl € Fl, --~>Btk - Fk] = /p(tl,x,xl)...p(tk _tk—laxk—laxk) d.iEleL‘k
F
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para todo t; > 0,k € N e todo conjunto F' = F| X ... X F}, com F; conjuntos de Borel em
R™.

O movimento browniano considerado sobre o espago de probabilidade (€2, F, P*) obtido
em i), ii) e iil) é chamado de movimento browniano standard (ou canénico) em R” iniciado
em x. Além disso o movimento browniano standard em R” iniciado em x como processo

estocastico B em (2, F, P*) é definido da seguinte forma:

B:[0,00) x Q — R"
(t,w) — B(t,w) = w(t)

A partir de agora, entenderemos movimento browniano em R” iniciado em x como movi-

mento browniano standard.

Um detalhe importante, é que o movimento browniano em R™ iniciado em z como um
processo B : [0,00) x 2 — R™, possui n aplica¢oes coordenadas tomando valores em R | isto
6. B(t,w) = (B'(t,w), ..., B"(t,w)) = (W'(t),...,w™(t)), onde, w!, w?

coordenadas de w € Q = C([0,00),R™). Prova-se que cada um das aplicagoes coordenadas

,...,w™ sao as aplicagoes

B!, B2, ..., B® do movimento browniano em R" iniciado em x = (xy, ..., ,), 580 movimentos

brownianos independentes em R, iniciados respectivamente em xq,...,2,_1 € Ty,.

Note que R"™ e {x} s@o conjuntos de Borel em R" e portanto R” — {z} é um conjunto de
Borel em R”. Entao {w:w(0) e R" —{z}} € Fe

P*[By € R" — {y}] = / p(0,,y) dy

)
= / 0. (y) dy = / 0dy=20
Rn—{z} Rn—{z}

Em outras palavras, por definicao o movimento browniano possui todos os caminhos, ou
melhor, pode descrever todos os caminhos continuos de [0, 00) em R", entretanto a proba-

bilidade de ocorrer caminhos do movimento browniano nao iniciados em z é nula.

O conjunto dos caminhos do movimento Browniano em R" iniciado em x sera denotado
por T'(B, z) e o conjunto dos caminhos do movimento Browniano em R™ iniciado em z cujo

o ponto final pertence a um subconjunto A de M sera denotado por T'(B, z, A).
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Definigao 4.3.2. Sejam {X;}ier e {Yi}ier processos estocdsticos, ndao necessariamente
definidos sobre os mesmos espacos de probabilidade. A integral de Stratonovich de Y com

relagdo a X no intervalo [0,t] € a varidvel aleatdria
K 1
/ YdX+ - [X)Y] |
0 2

a qual denota-se por ng odX

4.4 Sistemas Estocasticos

Definigao 4.4.1. Sejam M uwma variedade diferencidvel e S = {Fy, F, ..., Fx} um subcon-
gunto de X°°(M). Uma equacao estocdstica definida no intervalo [0,1] sobre M com respeito

a S no sentido de Stratonovich é uma equagao na forma integral

X(tw) = X(0,0) + [§ Fo(X(t,w)) ds+ii1f§E(X(t’w>>°dBi(t’”) (t,w) € [0,1]xQ

XOw)=2€ M, VweQ

onde (B,Q,F,P) é o movimento browniano em R* iniciado a e X(t,w) representa um

processo estocdstico de (2, F, P*) sobre M.

Uma equacao estocdstica sobre M com respeito a S no sentido de Stratonovich, como a

acima, serd denotada na forma diferencial

k
dX = Fy(X) dt + Fi(X dB'®
o(X) dit 2 B(X)edBT 0.1 %0

X(0,w)=z€ M, ,Vw e Q
serd chamada de dinamica estocdtica com respeito a S.

O conjunto das dinamicas estocdticas sobre M com respeito a S serd denotado por D(S).

Definicao 4.4.2. Sejam M wuma variedade diferencidvel. Um sistema estocdstico evoluindo
sobre M é uma terna da forma
(M, S,D(S)).

Um sistema estocdstico evoluindo sobre M, como o acima, € denotado simplesmente por S .
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Via o teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equagoes estocasticas, segue que
uma dinamica estocastica sobre uma variedade M com respeito a S e com condigao inicial
x tem uma unica solugdo. Tal solugao é um processo estocastico X : [0,1] x & — M com
XOw)=2z€ M, ,Vwe Q.

Similar ao que foi feito em 4.1, dado X : [0,1] x  — M um processo solugao da
dinamica estocastica M com respeito a S e com condicao inicial x, pode-se considerar para

cada w € ) as aplicagoes

trj.(w) : [0,1] — M,
t— trj.(w)(t) = X (¢, w)

as quais serao chamadas simplesmente de trajetorias do sistema estocéastico S iniciadas em

X.

O conjunto das trajetérias de um sistema estocastico S serd denotado por T'(S), o con-
junto das trajetérias a partir de = serd denotado por T'(S, x) e o conjunto trajetérias a partir

de z cujo o ponto final pertence um subconjunto A de M sera denotado por T'(S,x, A).

A partir de agora um elemento w € () serd chamado evento elementar.

Considere a aplicagao

er: Q— M
w— trj(w)(1)

Definigao 4.4.3. Sejam S um sistema estocdstico evoluindo sobre uma variedade difer-

enciavel M e x € M. O conjunto

As(z) ={y =trj.(w)(1) : w € Q}

¢ chamado o conjunto dos pontos atingiveis apartir de x ou simplesmente conjunto acessivel

a partir de x.
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4.5 Homotopia Monotonica e o Movimento

Browniano

O objetivo desta e da proxima secao é propor possiveis definigoes para a extensao da nogao
de homotopia monotonica num contexto estocastico. A idéia inicial é que tais defini¢oes
propostas tragam consigo propriedades similares as encontradas para homotopia monotonica
de trajetorias de um sistema de controle.

Neste sentido, atribuiremos uma definicao de homotopia monotonica para caminhos do

movimento browniano.

Definigao 4.5.1. Sejam (B,Q, F, P*) o movimento browniano em R™ iniciado em x e A
uma familia de abertos convexos proprios de M, dois a dois disjuntos, e o e 3 caminhos
do movimento browniano em T(B,x,A), com A € A. Diz-se que o € monotonicamente (ou
causalmente) homotdpica a [ se, e somente se, existe uma aplicagdo continua

H :[0,1] x [0,1] — M tal que

a) H(s,0) = a(s) e H(s,1) = (s), Vs € [0, 1]
b) H(s,t):= hy(s) € T(B,z,A), P*-quase todo s € [0,1].

A aplicagao H é chamada de homotopia monoténica (ou causal) entre o e 3 e utilizaremos

a notagao o =g [ para a monotonicamente (ou causalmente) homotdpica a [3.

O leitor pode se perguntar por que no lugar da condi¢do b) citada na definigao acima

nao optou-se pela condicao
b))  H(s,t):=hy(s) € T(B,z,{y}), P*-quase todo s € [0,1], com y € R".

Apesar da condigao b’) parecer a mais natural para se estender a defini¢do de homotopia
monotonica de trajetérias de sistemas de controle para o caso de caminhos do movimento
browniano, esta condi¢ao nao é boa do ponto de vista probabilistico e conseqiientemente nao
se torna boa do ponto de vista geométrico. De fato, temos que {y} é um conjunto de Borel
em R", dai {w: w(l) € {y}} € F e portanto

P* (B, € {y}] = / p(L, ) dy = 0
{y}
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Em outras palavras, dado um caminho o do movimento browniano iniciado em x, cujo o
ponto final é y, entao a probabilidade de ocorrer outros caminhos do movimento browniano
iniciados em x diferentes de a e com ponto final y é nula.

Tal fato nao é bom do ponto de vista geométrico, pois trivializa a definicao dada acima,
uma vez que cada caminho do movimento browniano iniciado em x, seria homotépico mono-

tonicamente somente consigo mesmo.

Segue imediatamente que se dois caminhos do movimento browniano em R” iniciado em
x sao monotonicamente homotopicos entao os mesmos sao homotopicos no sentido usual
(veja Definigao 2.1.1).

Reciprocamente, como vimos na sec¢ao 2.1, dados dois caminhos do movimento browniano
em R" iniciado em x e ambos com ponto final pertencente a algum A € A, digamos « e 3,
como os mesmo sao fungoes continuas de [0, 1] em R™ e R™ é um espago vetorial normado
com o segmento de reta [a(s), 5(s)] C R™, Vs € [0, 1], entdo existe uma homotopia linear
H(s,t) = (1—t).as)+t.0(s) entre a e 5. Note que Hy(s) : [0, 1] — R sa@o fungoes continuas
de [0,1] em R™, ou seja, H; € Q, Vt € [0, 1], ou ainda, que H; é um caminho do movimento
browniano iniciado em z para todo ¢ € [0,1]. Além disso, para qualquer aberto convexo A
de R" contendo a(1) e §(1), tem-se que Hy(1) € A. Portanto a homotopia linear H entre «
e  é uma homotopia monotonica entre o e 3.

Os argumentos acima mostram que a homotopia monotonica definida para os caminhos

do movimento browniano coincidem com a homotopia usual entre estes mesmos caminhos.

4.6 Homotopia Monotonica e Sistemas Estocaticos

Da mesma forma que se procedeu na secao anterior, tentaremos atribuir uma defini¢ao

de homotopia monotonica para trajetorias de um sistema estocastico.

Definicao 4.6.1. Sejam S um sistema estocdstico evoluindo sobre uma variedade difer-
enciqvel M e a e [ duas trajetorias em T(S,x). Diz-se que a é monotonicamente (ou

causalmente) homotopica a 3 no sentido fraco se, e somente se, existe uma aplicagdo continua
H :[0,1] x [0,1] — M tal que

a) H(s,0) = «a(s) e H(s,1) = 3(s), Vs € [0, 1]
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b) H(s,t) := hi(s) € T(S,z), Vt € [0, 1].

A aplicagio H € chamada de homotopia monotonica (ou causal) fraca entre a e [ e uti-

lizaremos a notag¢ao o =, 5 para o monotonicamente (ou causalmente) homotdpica a 3.

Proposicao 4.6.2. Sejam & um sistema estocdstico evoluindo sobre uma variedade difer-
encidqvel M e trj.(w) e trj.(v) duas trajetorias em T(S,z). Se o processo estocdstico
X :[0,1] x Q — M, solug¢do da dinamica estocdstica com respeito a S e condi¢ao ini-
cial x, o qual induz trj,(w) e trj. () € continuo e se existe uma homotopia geométrica F

entre w e v, entao trj,(w) e trj.(¢) sao monotonicamente homotdpicas no sentido fraco.

Demonstracao. Se existe uma homotopia geométrica F entre w e 1, entao existe um caminho
f entre w e 1 em Q (Veja [9])

Defina a aplicacao H : [0,1] x [0,1] — M dada por H(s,t) = X(s, f(t))

Segue que H é continua e além disso,

i) H(s,0) = X(s,f(0)) = X(s,w) = trju(w)(s) e H(s,1) = X(s, f(1)) = X(5,) =
£ (1) (s)

i) H(t,s) = X(s, f(t)) = trj.(f(t))(s) € T(S,x), Vt € [0, 1].

Portanto H é uma homotopia monotonica fraca entre trj,(w) e trj, (1), ou seja, trj.(w) =,
b (). 0

Até este ponto da discussao, nao ha nenhuma incoeréncia no que foi definido. Porém
gostariamos de definir algo similar a definicao de regularidade para sistemas de controle.

Neste sentido, propoe-se a seguinte

Definicao 4.6.3. Seja S um sistema estocdstico evoluindo sobre uma variedade diferencidvel
M. Um evento elementar w é dito evento reqular num ponto x € M se, e somente se, a

diferencial d(e,), da aplicagdo e, relativa ao ponto w € sobrejetora.

Denotaremos por Rs(x) o conjunto dos eventos regulares em x.

Uma vez em posse da definigdo acima, uma trajetéria trj,(w) : [0,1] — M serd dita

regular se, e somente se, w € Rs(z).

Assim o conjunto R(S,x) representara o conjunto das trajetdrias regulares a partir de
x e R(S,z, A) representara o conjunto das trajetérias regulares a partir de = cujo o ponto

final pertence ao conjunto A C M.
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O conjunto
Ar(S,z) ={y =trj.(w)(1) : w € Rs(x)}

serd chamado o conjunto acessivel a partir de x via evento elementares regulares.

Mesmo tendo uma definicao aparentemente coerente de regularidade para eventos ele-
mentares, a partir deste momento surgirao problemas, os quais listaremos e faremos alguns

breves comentérios:
Problema 4.6.4. garantir a diferenciabilidade da aplica¢ao e, : Q — M .

No caso das trajetorias de um sistema de controle, temos uma aplicacao similar cuja
diferenciabilidade é garantida pela Proposigao 1.3.6. Lembre-se que a demonstragao de tal
proposicao decorre como conseqiiéncia dos teoremas sobre dependéncia continua das solugoes

de equacgoes diferenciais em relacao a parametros.
Problema 4.6.5. garantir que o conjunto Rs(x) é nao-vazio.

Recorde que o conjunto controles regulares nao ¢ vazio devido a condi¢ao de posto de

algebra de Lie.

Suponhamos que estes dois problemas sejam resolvidos, no sentido de que, e, : Q — M

seja diferencidvel e Rg(z) seja ndo-vazio. Entao poderiamos arriscar a fazer a seguinte

Definicao 4.6.6. Sejam S um sistema estocdstico evoluindo sobre uma variedade difer-
encidvel M, A uma familia de abertos proprios de M, dois a dois disjuntos, e « e 3 duas
trajetorias em R(S,x, A), com A € A. Diz-se que o é monotonicamente (ou causalmente)
homotdpica a B se, e somente se, existe uma aplica¢ao continua H : [0,1] x [0,1] — M tal

que

a) H(s,0) = a(s) e H(s,1) = ((s), Vs € [0, 1]
b) H(s,t):= hi(s) € R(S,z,A), P-quase todo s € [0,1].

A aplicagao H é chamada de homotopia monoténica (ou causal) entre o e 3 e utilizaremos

a notagdo a <2y B para o monotonicamente (ou causalmente) homotdpica a 5.

O fato de ter-se colocado a condigdo b) como H(s,t) := hi(s) € R(S,z,A), P*-quase

todo s € [0,1], com A aberto préprio de M e nao como

b’) H(s,t) := h(s) € R(S,x,y), P-quase todo s € [0, 1]



CAP. 4 ¢« CONSIDERACOES SOBRE HOMOTOPIAS E SISTEMAS
ESTOCASTICOS 61

justifica~se pelo fato de que num sistema estocéastico a probabilidade de duas trajetérias

terem o mesmo ponto final é zero.

E interessante notar que se a e 3 sado duas trajetérias em R(S,z,y) monotonicamente

homotdpicas, elas necessariamente sao geometricamente homotopicas no sentido fraco.

De forma analoga a demonstragao da Proposicao 2.1.3 demonstra-se que a relagao 2, é
uma relacao de equivaléncia.

Assim duas trajetorias a e § em M pertencem a mesma classe de equivaléncia se, e
somente se, a 2, #. Note ainda, que uma condicao necessaria para que o 25, G é que
a,f € R(S,z,A) para algum = € M e para algum A € A. As classes de equivaléncia
serao denotadas por [7],,, onde v é um representante qualquer da classe. Entao se fixarmos
uma condi¢do inicial zp € M podemos considerar o conjunto R(S, ),/ 2u= {la],, @ €
R(S,x,A), para algum A € A}. Denotaremos o conjunto R(S,zy),” <y por I'(S,zp). O
conjunto I'(S, zy) é chamado o espago das classes de homotopia monotonica com ponto base

zo em M.

Um pergunta natural que surge é se I'(S,z) tem estrutura de variedade diferenciavel
de dimensao igual a de M, como ocorre com o espago I'(3, zy) das classes de homotopia
monotonica de trajetérias de um sistema de controle.

Num primeiro momento, trabalhando com a hipétese de ser possivel provar que I'(S, )
tem estrutura de variedade diferenciavel de dimensao igual a de M, nada mais natural do que
tentar seguir o método de demonstragao utilizado por Kizil [7] na demonstragao do Teorema

2.3.3. Nesse sentido, novos problemas surgirao, entre os quais destacam-se:

Problema 4.6.7. garantir a continuidade da aplicagdo trj, : Q — T(S,x) dada por w —
trj.(w) : [0,1] — M.

No caso das trajetorias de um sistema de controle, temos uma aplicacao similar cuja
continuidade é garantida pela Proposicao 1.3.4. A demonstragao de tal proposigao decorre
também como conseqiiéncia dos teoremas sobre dependéncia continua das solugoes de equacoes

diferenciais em relacao a parametros.

Problema 4.6.8. garantir que a aplicagdao trj, : Q+—— T(S,x) é aberta.
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No caso das trajetérias de um sistema de controle, temos que trj, : U(X) — T(X, z) é
aberta, e tal fato é demonstrado usando exclusivamente os fatos de T'(3, x) ter topologia C?,
U(X) C U ser um espago de fungdes e a condi¢ao fundamental para que curvas em M sejam

dinamicas de um sistema de controle, que é

dx
E\f:s =u(s)(xz(s)), comz(0)=xecM,sec[0,T]euecl(X)

J4 no caso estocdstico, podemos até topologizar T'(S,x) com a topologia C!, e além
disso ) também é um espaco de funcoes, alids continuas, entretanto a condi¢ao fundamental
para que curvas em M sejam dinamicas de um sistema estocastico nao tem uma estrutura
propicia como a condi¢ao fundamental para que curvas em M sejam dinamicas de um sistema

de controle.

Uma solugao que pode ser tomada para resolver o Problema 4.6.7 é munir 7'(S, ) com a
topologia quociente 7y,;,, dada pela aplicagao trj,, isto é, um subconjunto A de I'(3, z) é
aberto em (T(S, z), Ty, ), se e somente se, (trj,) " (A) é aberto em (€2,C°). Com tal topolo-
gia automaticamente trj, : Q —— T'(S,z) torna-se continua, contudo adotar tal topologia
é um tanto drastico uma vez que, a mesma ¢é extremamente artificial, do ponto de vista
da proximidade entre duas trajetorias e a proximidade entre seus respectivos eventos ele-

mentares.

Uma vez garantida a veracidade de todas as condicoes impostas nos problemas acima,
entao se tem cumpridas condigoes necessarias para se fazer uma demonstragao de que I'(S, xo)
tem estrutura de variedade diferenciavel de dimensao igual a de M, andloga a do Teorema
2.3.3.

Entretanto, se alguma das condigbes impostas falharem, a principio I'(S,zy) pode ter
uma estrutura de variedade diferencidvel ou nao, requerendo-se assim um outro tipo de

abordagem do problema.

O objetivo de toda essa discussao final é o de tentar apontar metas ou prioridades para um
futuro estudo do conjunto I'(S, zg) e suas propriedades, bem como o de encontrar uma boa

definicao e possiveis caracterizagoes de homotopia monotonica para sistemas estocasticos.
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