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INTRODUCGCAO

Neste trabalho apresenta-se uma teoria maximal para espa-
cos de Hardy definidos sobre certos espacgos de classes de fun-
cdes em RT, a partir de uma funcfo maximal introduzida por
A, P, Calderdn em (!). Seguindo o método utilizado por A. Maclas
e C. Segovia em (°), definem-se 63 conceitos de funcao maximal
e p-atomo no espago de classes de fungbes e obtem-se um teorema
de decomposigdo do tipo de Calderdn-zZygmund que permite estabe-— |
lecer uma caractérizagao dos elementos do espago de Hardy, isto
&, das classes de fungSes com fung¢ao maximal ém LP, para certos
valores de p entre 0 erl, em termos de somas de p-Atomos. Além '
disso, sao estudados os pofenciais dos p-atomos em R® (Ver (2)

e {*)) e obtem-se uma relaééo.de isomorfismo entre 0s espacos
de Hardy considerados e 0s espagos Hp(Rn), atraves de operador

iterado de Laplace.



DEFINIGCOES E NOTAGAO

- Seja R® o espago euclidiano n-dimensional e m um inteiro
positivo fixo. Uma func3o a(x) definida em R® & um p-3tomo,
0 <p £ 1, se tiver suporte contido em uma bola e se satisfi-

zer as seguinted condigles:

(i) [ fall, < |13|'3“/P , onde |B| & a medida de

Lebesgue de B,

(ii) [ a(x)xadx =0 , para todo o = (al,...,an) em

N" com 0 < |a| < 2m-1,

Diremos gue uma distribuicao temperada ¢ pertenge ao espa;
co Hp(Rp), 0 <p £ 1, se existir uma sequéncia {ki}:xi de nt-
meros reais que verifica Ei[kin < ©, e uma sequéncia
{ai(x)}zzl de p-atomoﬁ eﬁ'Rn, tais que:

é = Zikiai no sentido das distribuic¢tes temperadas;

e dencotaremos

||¢||:p = inf {2, |3, [P : n8 =0 ).

Seja Lq(loc), l£4qg< =, 0espago das fungoes reais f(x)
definidas em R® e que estlo localmente em LI, com a topologia

gerada pelas seminormas



£lg,p = (27 [ 1£1%0 9, 5 una bola em 7,
B

q,B
FPara cada f em Lq(loc) definimos a funcao maximal n(£;x)

de £ como sendo

n(f;x) = sup p_2m|f[

0>0 q,B(x,p)

Seja pZm—l 0 subespagc em L9 (1oc) dos polindmios de grau
menor ou igual a 2m—1. Denotaremos por E%m—l O espago guo—
ciente Egm~l = Lq(loc)/PZm_l , com a topologia determinada

pelas seminormas

= 3 ; . g
|]F||q,B inf {lf[q,B : £ e Fl, Fe EZmrl'-B uma bola
em R",
Para cada F em E%m—l definimos a fungao maximal de P como
N(F;x) = inf {n(f;x) : £ ¢ F} .

Definimos o espago HP » 0 <p £ 1, como sendo o conjunto

das classes em E3 cuja funcdo maximal N(F;x) esta em ®; e,

2m-1
ara cada F em HP, definimos sua "norma" como sendo
p .

= |IN(F:3) ||
' LP

r

F _
1711 o
a qual determina em HP uma estrutura de espago vetorial métrico.

- q Ll _d q
Diremos que uma classe A em E; . € um p-atomo em Ej5 ,

0 <p £ 1, se existir um repfesentante a(x) de A cujo suporte

gesta contido numa bola B e se

N(A;x) 2 ]B[_l/P_ .



se f; e £, s3o dois representantes de uma mesma classe F

1
em Egmrl’ fl-f2 e um polindmio de grau menor ou igual a 2m-1
e portanto ATg = ATE Definimos entao, para cada F em Ed :

1 2 - 2m-1°

&mF = 2" , onde f e um representante gualguer da classe F.

ENUNCTIADDO DOS RESULTADOS

O propdsito deste trabalho é estudar a relagio entre os
espacos HP? anteriormente definidos e os espagos 5P (R") de
Hardy. Primeiramente Obter-se-a um teorema de decomposi¢ao em .

Egm—l do tipo de Calderon-Zygmund, que serid usado para estabe-

lecer uma caracterizagdo dos elementos de HP em termos de

p-atomos em Egm—l' Finalmente demonstrar-se-a gue o operador

iterado de Laplace A™ & um isomorfismo entre HY e Hp(Rn).

Estes resultados se formalizam nos seguintes teoremas:

TEOREMA 1. Um elemento F de Egm-l estd em HP

n(2m+(n/q))-l <p X 1l, se e somente se existe uma sequéncia

i

- p - - v : co
{ui} _1 de nimeros, com Ziluil < , € uma sequéncia {Ai}i=l

-3 d
de p—atomos em E2m—

_ . _ q =
1 tals que F = ziuiAi em EZm—; . Alem



disso, existem constantes positivas c, e c, tais que

1 2

P P ¢
C]_HFlIHp;ziluil ;czHFlal .

TEOREMA 2. O operador iterado de Laplace A™ define uma

1

bijegao de HP em Hp(Rn), n(2m+(n/q))“ <p < l. Além disso,

se AF = & para uma F em Hp, existem ent3o constantes positi-

vas ¢ e c' tais que

clFll o < Tlell o = e HFI] 5 .

DEMONSTRAGCOES

Os seguintes lemas serao usados na demonstragaoc dos

resultadoes.

(01) IEMA. A funcao n(f;x) & semicontinua inferiormente,

Demonstragdo: Ver ('). Lemma 6.



(02) LEMA . Sejam x., x., pontos de Rp; £f., £, dois represen=-
1 2 : 1 2
tantes de uma mesma classe em Egm-l tais gue n(flgx) L= @

n(f,;x) <= . Entao, P = fl---f2 é um polinomic de grau menor
ou igual a 2m-1 gue satisfaz:

. 2m—-
L%y () | < Cum(E 7%)) + n(fz;xz).).([xl—y[ + |xymy )20 [a]

Em particular, se Xy =X, entao fl=f2.

Demonstrac¢do: Ver (!). Lemmas 3 e 4,

(03) IEMA. Se F em ES

=1 tem.sua fungao maximal N(F;xo)fini—

ta em um ponto x_, entao

(i) Existe uma Gnica f em F com a propriedade n(f3x ) < e

e tem-se portanto n(f;xo) = N(F;xo) .

(ii) Dada uma bola B gqualquer, existe uma constante C fi-
nita que depende somente de x e de B, tal que |f|q B =
L4
C N(F;x,), e em consequéncia € valido tambem

06 1Pl 5

< F; .
< C N( xo)
Alem disso, a constante C pode ser determinada de maneira que

a condigdo (04) seja valida uniformemente para X variando em

um conjunto‘limitado.

Demonstragao: A parte (i) € consequéncia imediata do Lema (02},
Para demonstrar (ii), dada uma bola B qualgquer definimos Pe

como ¢ menor numero positivo p tal que B C B(xo,p). Entzo:



It

gq,B < o

-2
| £1 "

o £

<
o qu(xogpo) =

S ey p niEix) = NEx) .

Ademais, para X gualguer em uma bola B(z,s), consideremos s
suficientemente grande tal que B C B(z,r). Entac BC B(x_,r+s)
e portanto r+s = R > Py = inf-{p: B c:B(xo,p) . Pelo calcu-
lo anterior podemos escrever

2m+(n/q) -1
1F g5 < [Elg, 5 oo™ /9 BN rix ) <
2+ {n/q) ~1/q . _ .
<R -] N(F;x ) = Cp N(F;x )
[++] - - . q
(05) COROLARTO. Se {Fk}k=l ¢ uma sequéncia em EJ . que

converge para F em Hp,‘O <p < 1, entac {Fk} converge para F

q
em E2m—1 .

Demonstragao: Dada uma bola B qualquer, a partir de {(04) pode-

mos escrever

' —-Te P '
N(Fk F,xo) dxo £C

- -1 P .
[EFl 1B 5 < 1317 B [B L

. oo - R q
(06} LEMA, Seja {Fk}k=l uma sequencia em E2m—l

um certo ponto x_ a série L N(F ix ) converge. Entao

tal que para

\ - . q
(1) A serie Zka converge para uma classe F em Ezm—l e

;em-se N{F;xo) £ ZkN(Fk:xo) .



(ii) Se £, e o répresentante de Fk que satisfaz

k
n{fk;xo) = N(Fk;xo) segundo o Lema (03}, entao Ekfk = f conver-

ge em Lq(loc), e f & 0o representante da c;asse F definida em (i)

que satisfaz n(f:xo) = N(F;xo) .
Demonstragao: Se ZkN(Fk;xo) converge, tem-se N(Fk;xo) < g
para k =1,2,... . Seja fk o representante de Fk que satisfaz

n(fk;xo) = N(Fk;xo} segundc o Lema (03). Dada uma bola B qual-

quer, aplicando o mesmo lema temos

Ik PE | SR :
SF - F||..< T F || < ¥ |f | <
k=1 ¥ k=1 % DB T ypogu K QB T pagyy K AB
K' .
2 C I N{(F :x ) .
k=J+1 ©

- a ori = g
Deduz-se entaoc que a serie Zka F converge em'EZm-l e gue a
serie zkfk = f converge em Lq(loc). Além disso de fk £ Fk’
k=1,2,... , Obtem-se gque F & a classe de f em E%m—l’ e pode-

mos escrever

=2m
N(F;x ) £ n(f;x ) = sup p Iz, £ | <
o' = o p>0 k7k q,B(xo,p) =
~2m _ X o .
SR AL L T e A UL T

com o que fica demonstrado o lema.

(07) COROLARIO. HP & completo, 0 <p < 1 .



Demonstragao: Seja {Fk};=l uma sequéncia em H® tal que
| 1Py - FleHp <e, sek,j>2N_ . A subsequéncia {ka} que se
obtem tomando km = Nz'm/P ym=1,2,0.0. 0 §k0= 0 , satisfaz
as seguintes condigdes:

R -5 |l _<2™P , m=1,2,... .

K #m+l HP =

(08) M

Fk = I (Fk - Fk ) r M=1,2,..: .

M m=1 m m=1

Pela condigdo 0 < p £ 1 e usando (08) tem-se portanto

(09) J (ZN(F, - F ;x))de < I JN(F - F. ;x)de =
m km km_1 = "m km km—l
_ . -{m/plp
=3 }|F, = F [P <z 2='"™ =1
m km km:l yp = 'm _ !
O gue prova qgue a série zm N(Fk - Fk iX} converge, para quase
m m~-1 '

todo =x.

Aplicando o lema anterior deduz-se entao gue a série

- d
Zm(ka ka—l) converge a uma classe F em Eom=1 °

A partir de (08) temos entao
M .
F=1]im I (F, -F ) = 1im F em ES

Mo m=l Fm  Km=1 Mo S zm=1

Alem disto, dado § > 0 e para valores de k e kM suficientemente

grandes, a partir de (09) obtemos -
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;. - F||P < |IF,-F_ || + ||F, - F||P_ <
k P ko Tky yp Ky HP
e+ ||z (F -F [|IP. <e+ = |lFp -F [P < 2¢
m=M+1 Fm  Kp+1l P m=M+1 = Fm  Kp+l  HP ’

© que prova due Fk converge para F em HE.

Finalmente, da desigualdade [|F||HP < |lF - Fklal + ||Fk||Hp

deduz~se que F estd em HP, e em consequéncia o corolario fica

provado.

{10) LEMA. - Seja A um p-atomo em Egm—l' com
1

n(2m+(n/q)) ~ < p < 1. Enta3o, A estz em HP e existe uma cons-

tante C independente de A tal que

J N(a:x)Pax < ¢ .

Demonstragao: Seja a(x) o elemento de A cujo suporte esta con=-
tido numa bola B(xo,r) e gueremos estimar a expressao

n{a;x) = sup pazm[al Basta ent3o considerar a integra-

p>0 S aBx,e) T
cao sobre o conjunto B{x,p) N B(xo,r).

Supondo x ¢ B(x_,2r) ‘temos r < p e |x-xo[ < 2p. Tem~se ent@o

n(a;x) < r-%m”|a[ < » , e considerando o Lema (03)

q,B(XO,r)

deduz-se N(A:;x) = nf{arx) .

Se xq € um ponto tal que 2r < [xo-xl{ < 3r , vale igualmente

N(A;xl) = n(a;xl). Ent3do, observando que a bola B(xo,r} esta

contida em B(xl,4r), deduz-se
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-2m
N(A; = ; =
(a;x) = n(a;x) sop 2lq,B(x,0) <
2m+ (n /q) =2m
<C 4
2C 0% Y He) 'alq,_B(xlAr)
< e (/e D2 O/D gk ,

e considerando a definigao de p~atomo obtemos

N(A;x) < C (-r/!x—xo[)zm'l'(n/q)|B|-l/p , se x ¢ B(x_,2r).

Levando em conta a desigualdade anterior e a mudanga de variavel

y = r-l(x-xo), tem-se, pela condicdo (2m+{(n/g))p > n :

J N(A;X)de = J N(A;x)Pdx + J N (A;x)Pax <
|x—x0|<2r |x—xo|;2r

scs7Hel v fB| 7" [I Lo (/e B8y ¢ g
' Yz

. e ‘ q q
(11} LEMA, Seja {Ai}i=l uma familia de elementos em EZm—l
tal gque S N(Ai:x)pdx X C ,0:<p <1, C independente de i; e

. . oo -~ . - .
seja {li}i_l uma sequéncia de numeros que satisfaz

2.2, |P < . Ent3o, a série I, \,A, = F converge incondicio-
il iTiti
nalmente em Hp, e adgmais
.} P < v |P
I_N(F,x) dx £ C Ei|ki| .

Demonstragiao: Dado € > 0, se m e k sao inteiros positivos tais
gue m>%k >N , temse
m

m n .
P P - P . x) P
IIiikAiAilal < iikIlhiAi[al iiklhi[ j NaixPax < ec
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0 gque prova gue a série converge incondicionalmente em HP.

Do mesmo calculo deduz-se a desigualdade enunciada.

. q . ¢ w _
(12)_ LEMA. Seja F em E2m—l_tal que N(F,xo) < ; e fo
representante de F gue satisfaz n(f;xo) = N(F;xo) de acordo
com © Lema (03). Se 8 representa o espago das fungoes de

decrescimento rapido no infinito, com a topologia usual dada

pelas seminormas p, g (®) = sup ]me (l+|xj)k 1 (3%) (x)]
r= b4 al<s

entao, para toda ¢ em S, tem-se
| J £(x)¢(x)dx | < C N(F;xo) (l+|xof)] Pj’0(¢) +  J>nt2m,

Al8m disso, se A'f = 0 para algum i > 1, entdo £ € um polind-

mic de grau menor ou igual a 2m-1.

Demonstracgao: Dada ¢ em S, e fazendo Bj = B(xo,zj);f

j =0, k, k+1, e Ak = Bk n, Bk’ tem=-se

+1
| J £(x)¢(x)dx| < [ |£(x) ¢ (x) |[dx + 2 J |£(x) ¢ (x) ldx .
’ B
o Ax
Aplicando a desigualdade de HOlder no primeiro termo do menbro
da direita, temos

J [f(x)¢(X)|dx=I If(x)l(lfi-lxl)_j(l+|><l)j[¢(x)Idx;
B B
o o

c lBol-l/q ( J

Ha

X |
e Fax ) /3 by 5() = Cnlfix) By o(9)

o

Para estimar a soma no segundo termo observamos que
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(1+]x-x DI 60 | < ¢ ca+lxh Iz DI [s0 | <

[f A

I A

3
+ .
C (1 |xof) pj'0(¢) .
Entdo, aplicando de novo a desigualdade de HSlder, temos

J |£(x)d{x)|dx = f lf(x)|(1+[x-xoy)“j(1+{x-xo])j|¢(x)|dx <

By

< C J lf(x)|?1+|x-x0[)'jdx ) (l+fx0|)j Pj,pl®) 2

227 )L B, [T (JB If(X)|qu>l/q(1+|xo|)j Py, ol®) 2
k+1 -

< ¢ 27K+ Gern+ (ktl) 2m o= (k+1) 2m rflq,Bk+1(l+|x°|)j Py o(9) <

<0 XU ex ) asx DI by 0

Se j > n+2m obtem—-se portanto

k{-j+n+2 ,
K 2 (-J+n+2m) 4 n(f;xo)‘pj'0(¢l <

IJf(x}¢(x)dx| < {c+c'(1+|;<:0]):j z
< CN(Fix) (1+.|x0|)3I Py (%) '
o que demonstra a primeira parte do lema.

Para provar a segunda parte ver (!), Lemma 9.

(13) LEMA. (Partigao da unidade). Dado § um aberto de

RP'_Q F Rn' existe uma sequéncia {¢k};=l de fungOes em

Cz(Rn) gue satisfaz as seguintes condigdes:
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(14) 0 =< ¢k 21 Ek¢k(x> = XQ(X) .
(15) Para cada k, existe uma bola Bk = B(xk,rk) contida em
2 tal que o suporte de ¢k estd contido em Bk' e se 2 é_um ponto

em Bk entao

r < d(z,QC) £ 6 Xy (d = distancia em Rn).

k

(16} Para cada k, a bola B(xk,Zrk} estd contida em . Alén
disso, existe uma constante M tal que o nimero de bolas
B(xs,2r5), cujas intersecgoes com B(xk,Zrk) sejam nao vazias,

ndo excede M.

{(17) |(3a¢k7(3}1 < C r;[a] , C independente de k.

Para a demonstragao do Lema (13), ver (%).

(18) LEMA. (bo tipo de Calderdn-Zygmund). Seja F um ele-

q
2m=-1

n{2m+(n/q)) "1 < p < 1. Dado t > 0 fixo, seja @ = q, =

mento de E cuja fungldo maximal estd em IF,

{x: N(F;x) > t} . Pelo Lema (01l), o conjunto f & aberto; seja
'{¢k};_l a particao da unidade de 2 de acordo com © Lema (13}.
Para cada k, seja Y) um ponto em QC tal que d(B(xk,Zrk),Qc) =

= d(B(xk,Zrk),yk), e dado f um representante de F, considere-

mos o polinomio Py rY) em P, . dque satisfaz
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n(f(y)—P(yk,y);yk) = N(F;yk), segundo o Lema {(03). Define-se;
(19) Wk(Y) = ¢k(Y) (f(Y)-P(Yk;Y}) ;7 k=1,2,,.. .

Estas fungdes estaoc em 13 (100). Seja W, a classe de wk(y) em

E§m~1’ k=1,2,4.4 . Enﬁéo, as-seguintes condicOes sdo satis-
feitas:
(20) ) N(Wk;k) 2 C N(F;x) ’ se X € B(xk,Zrk) .

. _ 2m+(n/q)
(21) N(Wk,x) < Ct (rk/(|x Xk[+rk)) , se X ¢ B(x, .21 ).
(22) A série ZkN(Wk;x) converge pontualmente, para quase

todo x. Além disso

. p e\ P ' ey P
[(ZkN(Wk,x)) dx < JZKN{WR'X) dg < C JQN(F.X) dx .

g

(23) A série I om=1

= W converge enm E e tem—se

kwk

N(W;x) < ZkN(Wk;x) . para guase todo x.

(24) J N(w;x)FPax < ¢ f N (F;x) Pdx .
, Q

{25) G=F - W tem um representante que possui derivadas
continuas atd a ordem 2m~1l, e as derivadas de ordem 2m-l satis-

fazem uma condigao de Lipschitz com constante Ct, Além disto,

N{G;x) £ Ct .
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As constantes C que aparecem neste enunciado saoc finitas

e nao dependem de F nem de t.

Demonstragao: Provaremos primeiramente (20) . Seﬁa X em

B(x r2r, ). Se N(Fix) == a ielagéo_é satisfeita trivialmente.
Suponhamos que N(F;x) < « e consideremos a funcao f£(y)-P(x,y),
P(x,y) em P2m—l' que satisfaz n(f{y)-P{x,y);x) = N(F:x) de.

acordo com o Lema (03). Além disto, seja y € B(x,p), p>0.

Para estimar N(Wk;x) consideremos o polindmio na variavel y:

= I gl ) BBy [ v %at =

|o]|22r-1 |
= lmlizm-i{a;(P(x,y)-P(yk,y))|y=x'.(y-x)“/a1} .
;{lYIEZm-l;laI.(l/YE) a;(¢k(y)) | y=x =03
e estimemos a expressaoc p_zmlwk(y)-Qk(x,y)|q'B(x'p) ]

Vejamos em primeifo lugar gue vale a seguinte desigualdade:

(27) IB;(P(X:Y)“‘P(yk,y))‘ < Ca N (F: x) (p+rk)2m—|a] )

De fato, usando {(15) temos
ka*ykl < d(B(xk,Zrk),yk) +2r < 8 r, ; e, por conseguinte
[y-x[+|y—yk! ;‘p+|y-k|+|x—xk|+|xk-yk[ < 2p+2x, +8r, < 10(p+r) .

aplicando o Lema (02) e levando em considerag@o a condigao
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n(£(y) =Py, ,¥)iy,) = N(Fiy)) £t < N(Fix) = n(£(y)~P(x,y)5x) ,

deduzimos {(27).

Separemos agora OS cCases p 2 2rk e p < 2r,_ .

No caso p > Zrk, somando e subtraindo ¢k(y).P(x,y), tem-se

(28) [y (¥)-0y (xo¥) | 2
|6, (V) (EW =P, 7)) | + [ () P,Y)~P(y,¥)) | +]Q (x,¥) ] .

Tomando |a| = 0 em (27) e considerando (14) temos

(29) |4, (¥) (B (x,7) =P Ay, ) | < CN(Esx) o2

Para estimar |Qk(x,y)| observamos que pelo Lema (02) e pelas
condigdes |[x-y, | £ lOIrk rp22x , vale

<C N(F;x)rkzm"|“| .

2m-

[92(P (x,3) "B (3 ¥y | < € N(Fsm) [xmyy |77 e

Entao, a partir de (26) e usando (17), tem—se
© (30) 10, (%, 9) | <

< z C N(F;x) rim_lal plal ( T _ C r‘|Y| p|Y|) <

|a|<2m-1 y|<2m~1-|af
< 5 C N{(F:x) rk2m-|oz|-2m+l+|a| p|0t[+2m'l"|0t| <
~ lo|z2m-1
< C N(F;x) pzm .

Combinando (28), (29) e (30), e integrando scbre B(x,p)

obtem-se, sob a condigdo p > 2rk :



18

(31) p2m v (¥) -0y (x,¥) |

A

q,B(x,p)

o™ 2™ | £(y)~P (x,y) |

Seja agora © caso p < 2rk. Considerando o poiinamio em {(26) na

forma
= B -x) B /a1
Q (x,y) = ]Blfzm_lay(¢k(y))ly=x . (y=x)"/B! .
'.{I |§2 . IBl(l/Y!) g P =Py W) oy - )Yy,
'Yzm-ﬂ

e somando e subtraindo a expressio

| B B
¢ (YIP(x,¥}) + & o, (¢ (¥)) | _ ((x=y)"/B) (P(x,y)=P(y,, ’
X 61 h2men Y ¢y |l gmx ( (7Y _ Y) =P (¥, ,¥))

temos:

(32) o (=0, (0¥ | £ [0, () (E(9)-P (x,3)) | +

- B -_ B I ) I - -
+ o (9 |s|Ezm-{aY(¢k(Y)z)Y=x S(x=y) /B (B, -Plyay) )|+

. B ) B T
+ | I B (e MM, ((x=¥)°/BL) .
|8|<2m-1 ¥ R IYEX
APy -B Y, 7)) T (aY(P(X.y%-P(yk,y)))y:X Ay=x) Vvt =

lvl<2m-1- 8| ¥

= |[£(¥)~P(x,¥y)] + A +A,

Aplicando a foérmula de Taylor e considerando (17) e (27), obtemos

sucessivamente as seguintes estimativas para A, e A,:
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(33) A =
= | r (2 (¢ _(¥I ) ((x~y)"/84) | . [P(x,y)=Ply,,y)] <
|gl=2m ¥ K77 T¥Y, ' k'
<cC r£2m ol N(F;x) rﬁm = C N(F;x) p?® .
_ B B .
(34) A, = X (3 (g, (¥))) - ((y=x)"/8%Y .
2 I B |;2m_1 y k y=x
Lo YRy, ) (y=) YD) | o<
|y |=2m-| 8| . Y=o B

<cC z r-_lsl.plsl N(F;x)_(p+rk)!8| p2m-|8| < C' N(F;x) p?™

8] <2m-1 &

De (32), (33) e (34) deduz-se que a desigualdade em (31) também

vale sob a condigdo p < 2rk. Tomando supremos em p>0 obtem-se
niw (y)-Q (x,y)ix) £ n{f-Plx,y);x) + CN(F;x) = (1+C) N(F;x) <

e, consequentemente, (20) vale.

Demonstragao de (21): Basta Considerar o caso em gue B(xk,rk)
‘e B(x,p) tém intersecgao nao vazia. Seja x ¢ B(xk,Zrk). De

< |x- - - :
2r, < |-x xk| < ptr, deduz-se que r,<p e | % xk| < 2p , portanto

(35). |x~kkl + T < 3p .

Aldm disso, (15) implica que a bola B(xk,rk) estld contida em

B(yk,?rk), e da definigao de W, Segue que
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(36) J lwy (v) [Fay < f w, (v} [Tay <

IA

J [T -Ply .y [Fay .
By r7ry)

A partir de (35) e (36), e considerando ainda a condigio

n(f(y)-P(yk:y):yk) = N(F;yk) < t , temos

=-2m
<

0™ 5x,p) | TV By, 7x,) [V £(9) -2 (3, v |

[f A

<
q,B(yk,?rk) =

2m+(n/q)

A

C n(£(y)-P(y, ,¥)iyy) (rk/p)
2m+ (n/q)

A

-

] -
C' t (rk/(|x xk|+rk))
e, consequentemente, temos (21) .

Seja agora x um ponto qualquer e consideremos a série ZkN(Wk;x).
Usando as estimativas feitas em (20) e (21), e a condigdo
0 <p £ 1, com a mudanga de varidvel y = rkﬂl(x-xk) r © fazendo

Sk = B(xk,Zrk), temos:
ew) VP vt P Ay .} P

{38) J(ZkN{Wk,x)) dx < Zk{JS N(Wk,x) dx + I N(Wk,x) dx } <

X CSx

A

: 2m+
Zkfs C N(F;x)pdx + EkJC'tp(rk/;|x~xk|+rk)}( m (n/q))pdx =
k .
= C J N(F;x)pEk xsk(x)dx +

+ct Py f(1+/(:y|+1>_) (sz‘n/q”i’dy -1 1, .
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A partir de (14), (15) e (16), temos

I, < CM f N(F;x)Pax <«
= Q

Para estimar Iz' usando (1l6) temos

n_
L, =¢C J Ek.XBk(x)dx < cM a

ht

1

entao, usando a condigﬁo n(2m+(n/q})- <p < i e a definicgao

de @ = Qt ;, Obtemos

1. <ctP |a | <cC J N(F;x)Pdx < = .
2 - t - g .

A partir de (38) e das estimativas para Il e 12 deduz-se (22).

A condigﬁo (23) obtem-se como conseguéncia imediata de (22) e
do Lema {06); e (24) deduz-se a partir de (22) e (23) usando a

condigio 0 <p £ 1.

Para demonstrar {(25) e de acordo com {22}, consideremos um ponto

X, que nao esta e@ Q= Qt e tal que EkN(Wk;xO) < « ., Entao X

¢ B(x, ,2r,) para todo k, e a partir de (37) deduz-se que w, (%)
e o representante de Wk que satisfaz n(wk;xo) = N(Wk:xo),
K=1,2;44. . Pelo Lema (06) tem—se ent3do que W = Ekwk(x) con-
verge em Lq(loc) e & ¢ representante de W = Ekwk gue satisfaz
n(w;xo) = N(W;xo).

Ent3o a fungdo g(x) = f(x) = w(x) & um representante de

G=F -W e verifica a condigcao n({g;x) £ Ct. Ademais, g(x)
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coincide em guase todo ponto com uma funcio J(x) que & derivavel
ateé ordem 2m~1, e cujas derivadas de ordem 2m-1 satisfazem uma
condigéo de Lipschitz com constante Ct (Vgr (). Theorem 5, (vi)).
A fungdo §(x) também & um representante da classe G, e (25) fica

portanto provado.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1. Demonstraremos antes o0 seguinte

{39) LEMA. Seja H um elemento de Egm—l que satisfaz as con-
digoes N(H;x) <1 -e [ N(H;x)rdx < ®, para algum r tal gue

n(2m+(n/q))"l <r<p<1l , Entao, existe uma sequéncia {Aj};=1

- - N - =] B
de p-atomos em Ed e uma sequencia de nimeros {A.}. tais

2m=-1 Jji=1
que H = Zjlej em HP. Ademais, Zj[lj|p =Cc/ N (H;x) Tax .

Demonstragao: Seja s um nUmero a ser determinado tal gue:

0<s<l, e definamos indutivamente a seguinte sequéncia {Hk}§=l

q -
en E2m—1 :
| Ho{x) = H(x)
(40)
Hk(x) + Wk(x) = Hk_l(x) K k=1,2,... '
onde Hk & a classe G que corresponde a constante t = sk na
decomposicdo de Hk—l segundo o Lema (18) que € aplicavel reite-

radamente pois, por (24), tem-se N(Hk_l:x) £ Lr, k=1,2,... .

] _ - " k . o _ o0
seja O = {x: N(ﬁk_l,x) >s'} e {Bk'h}h=l {B(xk,h,rk'h)}hﬂ_

a familia de bolas segundo (15) na partigao da unidade Qe Op »
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e W =TI W n @ expressao de W, segundo (23). Vejamos agora

k h''k, k
gque wvale
k-1 '
(41) N (W. iX) 2 Cs ; k=1,2,.04. : h=1,2,... 3
k,.h =

e que a constante s pode ser determinada de forma a satisfazer

42y 5 s® VP 6| <o | NH;x) Tax .
k k! = _
Ademais,
= P 1 4 4
(43) H zk,hwk,h em HY incondicicnalmente.
Demonstragao de (41): Como consequéncia imediata de (25) do

Lema (18) temos

(44) N{Hk;x) L C sk ' k=1l,2,... .

A partir das estimativas em (20}, (21) e (44) tem-se entao

k-1
N(Wk,h{x) < C N(Hk_l,x) < Cs ) S€ X € B(xk,h'zrk,h)

k

. ' - 2m+(n/q) -
N(Wk'h,x) <Cs (rk,h/(|x Xk,hl+rk,h)) k-1

< C s
se x ¢ B(x), 121 4)
o gue demonstra (41).

Demonstremos agora (42): Se x ¢ O, , entdo x # B{xk,h'zrk,h)'

para todo h. Portanto, usando (23) e (21} deduz-se

bl

b1l
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(45) N(Hk;x) <
SN(H_qix) + N ;x) < N(H_,5x) + ZhN(Wk,h’X) <
k 2m+
< N(Hk_l;x) +Cs Eh(rk,h/([x-xk,hl+rk,h)) m+ (n/q) .

Se x & O existe h tal gque |[x- < r em consequéncia
k! e [xx p| <1y e quencia,

2m4 n
(rk,h/(lxnxk,h|+rk,h)) (n/q) 1/2 , e tem-se, usando (44):

k k

(46) N(H, :x)} < Cs" £ Cs 2mt (n/q)

(r n/ U3 p ¥y )

De (45) e (46) deduz-se gque para.todo x & valida a relacgao

] . k _ 2m+ (n/q)
N(H ix) < N(H _,5x) + Cs™ I (rk'h/(|x xk’h|+rk'h)) .

Aplicando k vezes esta desigualdade cbtem—-se

(47) N (B %) <

i 2m+ .
s Zj(ri,j/(lx—xi, )2+ (n/q)

i,3]

A

N{(H;x) + C |+r

i

[ [ By

1 J

A partir da-definigdo de O, e usando ademais (47), a mudanga de

I

- -1 ~ n
= PR - ' E- . . < M N r
variavel ¥y rl'J {x Xi,j) e a relacgao jrl'J L C [Oll
temos
kr r

s _f0k| < fN(Hk_l:x) dx =

r r k=1 ir '(2m+(n/q))r
< JN(H;X) dx + C - I. J(r. S x=x, s|+r, L)) dx <
= i=l J l;J .1r] l!] =

k-1 . k=1
jN(H;x)rdx +C s FiI,r n<,JN(H;x)rdx + C ir i' .

X, < s |0
i=1 J1ad i=1
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Fazendo B, = JN(H:x)rdx r By =s |0i| , i=1,2,... , a

desigualdade anterior escreve-se

k=1
B, 2 € I B, .
k j=p
Ccom a escolha o > C+l, & facil demonstrar por indugdo que
B, £ Boal ; para todo i. Em consequéncia,
IOi| <s gt J N(H;x)Tdx , para a > C+l que nido depende de s.

Entao (42) pode ser escrito como

z

(k-1) (k=1)p-kr k r
1S P|Ok|; IS P a f N(H;x) dx =

=P (JN(H:x)rdx) I (sPTTm
A série Ek(sp-rd)k converge se se escolhe s que satisfacga

-r - . -
sP 7y < 1, o que &€ possivel por ser p-r > 0. Fica entdo

provado (42).

Demonstracac de (43): Levando em conta a expressac de cada Wj

sequndo (23), a sequéncia definida em (40) pode ser escrita em
. q .
E como
2m~1 | X Kk '
H = Ho = Hk + 'El Wj = Hk + i Zh Wj,h .

além disso, por (03) e (44) temos

. N <
I]Hkl Iq,B 2 C N(kax) X C s

que converge para 0 quando k+= , ©0 que prova gue Hk converge

para a classe nula em Egm—l guando k-ow |,
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Portanto

) em E3

(48) H=2, (3, W 31 .

J h "3,h

Por outro lado, considerandsc sucessivamente (22), (44) e (42),

tem-se

(e W, (] 0P < = | |IP = = fmw. ;x)Pax <
j,h j.h Hp j,h j/h HP 35,h j.h

k-1 ‘ T
<€ jo N(Hk_l;x)de <cz crsl ’P|ok[ <C JN(H;X) dx ,

k

k

0 que demonstra que T W. L converge incondicionalmente em HP,
s 2 Bhad
Conforme o Corolaric (07), seja F o elemento de Hp-que satisfaz

F= I W. em HP. Por (48} e o Corolario (05) deduz~se entao

j'h jl'h

que H = F enm Eq

op=1’ © due prova (43).

Definamos agora:

-1/p |

-1 ; 1,9=1,2,.. ; C a constante em (41);

A, . =C 8 .
1.7

Ai,j = Ai'j . Wi'j ; lf3=l’2po.. -

Seja para cada i,j a fungao Wy j(x) definida segundo (19), e

r

definamos ai'j(x) = Ki,j wirj(x). Entao ai,j(X) € um repre-—
sentante da classe Ai g e seu suporte estda contido na bola Bi j°
! : r
Ademais, por {(41l) tem-se
N(A, .i%X) =&, « P NW. .1%) <
1, i,3 1,]
i (Csl-l)-l IB |—l/p Csi-l IB I-l/p ,
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T a - 9
0 gue demonstra que Ai,j e um p~atomo em E2m-l .

Também, por (43) temos

H= I W, .= LA

i i,3%1, 3
i;j fj i'j IJ I'j

Finalmente, a partir de (16) e (42} obtem-se

_ s(i-l)P B

|
]

(P =cP iz
i,3

| =

i,3 1,3

¢z, g 3-1IP loj ] < ¢ JN(H;x)rdx ,

e fica demonstrado o Lema (39).

Continuemos agora com a demonstragzo do Teorema 1.

Primeira parte:  Suponhamos n(2m+(n/q))-l'§ p £ 1., Seja
I{ui};=l uma sequéncia de nlimeros que satisfaz Zilpi!p < ® @

- == -~ ._ _= q I

{Ai}i=l uma sequéncia de p-atomos em E; ;. Pelo Lema (10), a
sequéncia'{Ai} verifica [ N(Ai;x)de £ C , com a constante C

independente de i. Ent3o, pelo Lema (11), a série ZiUiAi = F

. converge em HP e vale S N(F;x)Pax LcC Zi[piip .

Segunda parte: Suponhamos agora um elemento de E%m—l cuja
fun¢io maximal N(F;x) estd em P, n(2m+(n/q))—l <p<l, e

provemos gue F pode expresa:se em Egm-l como uma série Ei“iAi ’

P -3 q -
com I,|u;|¥ <~ e os A, p-atomos em Ej _, , i=1,2,... .

Para cada k inteiro, seja

Fo=G +W
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a decomposicao de F correspondente a t ='2k segundo o Lema (18),

e chamemos Q = {x : N(F;x} > Zk} . befinamos agora:
(49) P = Cpar = G = W = Wy s KS002L.. .

Em primeiro lugar vejamos gue a série Eka converge para F em HP.

Aplicando a parte (25) do lema de decomposigao tem-se

N(G %) < C 25 N(G i) < ¢ 28 = er oF .
Deduz-se entao
- - k -
(50) N(Fer) hY N(Gk_’_l:x) -+ N(kax) ; C 2 ;

em particular se x & um ponto de Q -

Seja Wk = Eh Wkgh a expressao de Wk

Aplicando as desigualdades em (21) e (23} e'observahdo que ﬂk+l

segundo (23) do Lema (18).

esta contido em Q,, temos que, se x ¢ Qk,_entao_

(51) N(Fk;x) < N(Wk;xi + N(Wk+l;x) <
< ZhN(Wk,h’x) + ZhN(Wk+1,h;X) <
<c ok {Zh(rk’h/(!x_xk'h|+rk'h))2m+(n/q) +
)2/

* Iy g w/Ux%gg n 150 ,n

1

Para r que satisfaz n(2m+ (n/q)) <r<1, as desigualdades

em (50) e (51) permitem escrever

(52) fN(Fk;kyrdx_= fﬂ_N(Fk;x)rdx + J N{Fk;x)rdx <

Sy Coy
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kr
2c2” ol +c2 X
onde '
_ (2m+(n/qg))r
I. = . -X. +1.
5 JCR Zh(rj,h/(lx xj’hl £y pl) ‘T ax .
k
Usando a mudan¢a de variavel y = r, _l(x—x. } , a condigao
j.h J.h
n
hT5,n <€ le.] , obtem-se
P

(2m+(n/q))}r > n e a relagdo &

[(1/<|y|+1)>‘2m+‘“/q”ray sc la

n
I. < (&, r.
3= ( h jr/h )
Entdo, levando em conta que lﬂk+1| < , 2 condigiao (52)

19, |

n(2rn-|-(n/'q))-l <r<l.

pode ser escrita como
(53) N(F, ;%) Tax < ¢ 2%7|g, |
K’ 2 Y
Além disso, pela definigao de 2 temos
2]{_' L
..l .
AP {x: w(Fyx)>AY[ar >

Sk=1
>p* o] |

(2P (1-27Py) » ¢ p~L 2XP)q
r=p em (53) e levando em consideragao (54) deduz-~se

.Fazendo
P _ e\ P
(55) el 191, = 1 [wemeinPax <
k
kp 2 p-1
2 CI 2 [Qk| < Cp Zk J A [ {x: N(F;x)>r}|ax =
o ke]
i 2
= C fN(F;x)pdx < e

= Cp f Ap_lf{x: N(F;x)>A}[dx
0 que prova .a convergencia da série Zk Fk em HP ,
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Por outro lado, da definicgao de F, em {49) deduz-se

k

K
lim- Z_ (Gk+l_ Gk)-= 1im (GK+1- G_K) =

(56) i, F. =
k "k Kso k==K K-0
= lim F - W - G em Eq .
Koo K+1 ~K 2m=1

Vejamos agora gue

- L a
(57) lim W, = 1lim G = () em EJ
Koo K Kowco ~K 2m=-1

Dada uma bola B qualquer e para x variando na bola B(0,1),

pelo Lema (03) e por (23) temos

| p - - .
[|WK][q'B < CN(Wgx)® < C th(wK'h,x) ;
e em consequencia, usando (22) tem-se

-1 p
Hug[12,5 < c 1B, ™ [ zwong oxPax
< C'j N (F;x)Pax ,
fl-zK
gque tende a zero quando K »> «.

Também, pelo Lema (03) e por (25}, vale

< C N(G —K

e gllg,s £

- I
_K,x} L ct 2

que converge para zero (K -+ o),

Combinando (56) e (57) ©btem-se que F = Zk Fk em Egm—l ; € a

partir do Corolario (05) deduz-se entao que

(58) Zk F,=F em HP
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Seja agora um nimero r tal que n(2rn+(n/q))-l <r<p<fl,e

. q k - : _
consideremos em E, . o elemento Fk/CO2 , onde C_ e a constan
te que aparece em (50). Levando em consideragﬁo (50) e (53) ve-~
rifica-se que Fk/CO2k satisfaz as condigaes do Lema {(39).

De fato:

k
N(Fk/coz ) £1 ; e

-r _=kr kr

k 2 c 27|

- r = ¢ =]
JN(FR/COZ ix)"dx £ C_ C |Qk| < .

Existe ent3o, para cada k, uma sequéncia '{Ak h};=l de p-atomos
]

q ~ - o - .
em Ej 1 © uma sequencia {Ak,h}hzl de numeros, tais gue
F/Cc 25 =5 A em HP
x’%o h *k,h™,h .
(59) _ _
1P K, T .
Zhlxk,hl <C JN(Fk/Cog ;x)dx < C |Rk| .

Definimos agora
_ k
Meoh T %% A,n '
e a partir de (58) e (59) obtemos entao
- = P
(60) F = Zk'Fk = I, (Eh “k,hAk,h) em H .

Alénm disso, por (59) e (55), a sequéncia'{uk;h} satisfaz

- X
(61) kzhluk,hlp =C_ I, 2 p(zh|hk'h|p) <
r

k - %) P
ZCI, 2 P ol = ¢ fN(F,x) dx < « ,

o que permite aplicar o Lema (11) e obter que a série
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Iy Ak converge incondiciocnalmente em Hp. Levando em consi-
k,h k,h k,h

deragao (60) deduz-se entao gue

F= I qu .
K.h k,h™ ,h

A partir também do Lema (11) tem-se
JN(F:X)de <C I I“k h|p .
k,h ' )

Esta desigualdade, junto com (6l1), permite concluir a demonstra~

¢ao do Teorema 1,

DEMONSTRACAD DO TEOREMA 2. Demonstremos primeiramente os

seguintes lemas:

(62) LEMA. O operador AT & continuo de Hp no espagoe S' das

distribui¢des temperadas,

Demonstragaq: Seja F em Hp,- X um- ponte no qual N(F;xé) < o,
.e fo o) represen?énte de F que satisfaz n(fo;xo} = N(F;xo).

0 Lema (12) monstra gue fO define uma distribuigéo temperada, e
0 mesmo Ocorre com quélquer f_representante'de F. Entao

ATF = A™f & uma distribuicao temperada independentemente do

representante £f.

pada ¢ em S, pelo mesmo Lema (12), tem-se ademais

|<&mF,¢>| = |f&mfo(x)¢(x)dx| = IJfo(x)Am¢(x)dx| <
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< C N(Fix ) (l+[x0|)j p (¢) ., 3 > n+2m.

3,2m
Elevando a poténcia p na desigualdade anterior e integrando so-
bre {|x ]| £ 1} obtemos

It ' .
|<‘5 F'¢>| < C pj,2m(¢) IIFHHP '

o que demonstra a continuidade de A",

- : - - q
(63) LEMA. Se A e um p-atomo em E2m-l ;

11(2m+(n/c;{))-l < p < 1, existe entdo uma constante c¢ que depende

somente de m, tal que A™(ca) & um p-&tomo em R”,

Demonstragao: Seja A um p-atomo em Egm—l e consideremos © re-—

presentante a(x) de A com suporte contido na bola B, Se aplica-
mos o Lema (18) de decomposicao com a constante t = 2 |B|“l/P

tem-se

Q, = {x: N(a;x) > 2 [BI‘l/P} = g ;

t
portanto, a partir de (25) deduz-se que A =G + O emvEgm_l e
que a(x) & uma fuhgao derivaAvel em quase todo ponto até ordem
2m-1, e, além disso, suas derivadas de ordem 2m-1 satisfazem
uma condigdo de Lipschitz com constante Ct = 2C[B]-l/p, e sao
portanto fungdes derivaveis em guase todo ponto. Isto &, para
todo o = (al,...,an) com |a| = 2@, as fungBes (3%a) (x) estdo

definidas, para gquase todo x, e & satisfeita a condigao
| (%) (x)| < 2¢ |B|"VP

Entao, para certo conjunto J finito vale’
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| (a"a) (x) | = || !22 (3%) (x) ] < | lz 2c|8|1/P < cm|Br"l/p .
ol =2m a [ =2m
oed aed

, -1 .
Se consideramos ¢ = Cm ; temos obviamente gue © suporte de

(A®ca) (x) estd contido na bola B, Ademais & valido

||a"cal]_ = sup |(a"ca) (x)] < || 1/P , e
X

J(ﬁmca)(x)xadx = fca(x)&m(xa)dx =0 , se |af] <2m-1 ;

com © que fica provado que ﬁm(cA) & um p-atomo em rR®

(64) ' LEMA. Seja a(x) um p-atomo em Rn,n{2m+(n/q))_l.< p<1,
e consideremos a func¢ao

le2m—n lg|x| , se n par e 2m-n > 0 ,

n(lx|). =

2m=-n :
| x| , em todos 08 Outros casos.

gque resulta localmente integravel e & uma solugao fundamental
da equagioc A™u = £ . Entdo a funcdo
ha(x) = (h*xa) (x} = Jh(IX'YI)a(y)dY P

gue € uma solugdo da equagao 2™ = a ; resulta localmente limi-

tada e portanto & um elemento de .9 (1oc) . Além disto:

(63) Se A € a classe de h_(x) em Egm—l' existe uma constan-

te C positiva que nZo depende de A, tal gue S N(A;x)pdx <£C .

Para demonstrar que ha(x) & localmente limitada consideremos

pPrimeiramente 0 caso n par € 2m-n > 0. Suponhamos o suporte de
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a(x) contidec na bola B = B(O,do), X um ponto em uma bola qual-

quer B(xo,r) e seja R suficientemente grande tal gque a bola

B(xo,r) esteja contida em B(0,R). Se fizermos z = x-y
ter-se-a entao  [z{| = |x-y| < |x|+|y| < R+|y| , e em consequén~
cia |
lh_(x)] = |f n(|x-yDa(y)dy| < [B]"1/P J |h([x~y[) [dy <
B : ly|<d '
="0
R+d .
< 1|7 n(lzhaz = |3)7VPz | [ O PM T aglo)an
|z | <R+d 0
="""0
1 R+d _
<(c/a) ([ o2 lmag, J © y2mltagy . 0<a<l.
0 1

Obtam—-se entao

|h (x) | £ (/) {(1/(2m-a))+((R+a ) 2™ 1) (1/(2mba))} g ',

sen par e 2m-n > 0,

0 caso restante & tratado similarmente.

Demonstremos agora (65). As fungodes (aah)(y) sao localmente
.integraveis se |a| < 2m-1l. Dado um ponto X fixo considere-
mos o polindmio

Py = 1 (G xpamay e
|o]<2m-1

e a fungao

(66) £, (x,r2) = h_ (x *2) - P(x_,z) '

gue & um represenfante da mesma classe A de ha(x) em Egm—l .
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Fazendo =z = p8, com p>0, |6|=i, a funcgao fa(xo,z) pode ser es-—

crita sob a forma

(67) fa(xo,z) = fa(xo,p,e) = J h(|xo4p8—y|)a(Y)dy -

2m-1 a k
=T [T/ (6% G,y 6™ dfaty)ay
k=0 [a]|=k

Também, usando a igualdade
2m~1

%) (xy) (2%l = 1 (4
|a|<2m-1 k=0

k, .k k
/dp7) hix teo-y) | _q (0" /k2)

f_(x_,2) pode-se escrever como

(68) fa(xo,z) = fa(xo,p,e) =

2wl o x _ k
L -(a7/dp") hix_ +p6~y) [pﬁotp /kt) ta(y)dy

- f{h(|xo+pe-y|> -
k=0

Com 0 propodsito de estimar n(fa;xo) obteremos estimativas para
fa(xo,p,e). Suponhamos como primeiro caso que o ponto X, veri-

fica |x0| > 8d_, e vejamos que valem as seguintes condigles:

(69) Se p < 10_1|xo| ou p > 10 Xy o entdo:
2m -1 ' 1y 2ltn .
£, 0050000 | < € 023 TVR (a/]x]])
-1 ~
(70) Se 10 ]XOI <p< 10|xo| e ]xo+pe| < 2d_, entao:

|)2m+n

P | 2me-yu, 2
|£ (x r0,8)| 2 C|B] /P(|x0[“d0 ST CIVAE ) , O<p<l .
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-1 ~
(71) se 10 T{x_| < p < 10[xo| e |x_+teof 2 2d_ , entao

2Zm+n |)2m+n

-1 - 2
£, (x,e0,8) | < € [BI TP (]x +p8| a2 & p2Ma_slx |) 2™

R =1 -
(72) n(f_;x)) £ C |B] /p(do/lxo|)2m+(n/q} oy oep<l,

C independente -do p-atomo a(x). (jxo|>8do).

Para demonstrar (6%) suponhamos primeiro p < lO_lIxo[. Apli-
cando a formula de Taylor com resto integral com respeito a p,

na expressao

(73) U(x,rp,8,y) = h({x +p6-y[) -
2m-1
- T (d780%) nGxros-y) | o 0%k
k=0 p=
e chamando
Ply) = T (L/a!) (3%) (x_+tpe-y)e® , tem-se
|of=2m °©

1

U(xo,p,e,y) = 2m p2m JO w(y)(l—t)2m_ldt .

Na tUltima expressac, somando e subtraindo de ¢ (y) o polindmio

) (l/Y!)(BYWJ(O)fY', e aplicandc a fdrmula de Taylor com
|v|<2m=-1 '

relagao a y, (68) pode-se escfever como

fa(xorpre) = f U(Xorprety}a(y)dy =

1 1 }
(2m02m ['{Zm f ) (YY/Y!)(BYw)(Sy)(l—s)zm 1ds} .

[]Y|;ﬁo 0 0 |y[=2m

. (-8 Llae) atyyay +



38

1
{2mo2mf (T ann W oy a-0) 2™ lat) aw)ay

‘]
lylza, 0 |y|<2m-1

Mudando a ordem de integracao na segunda integral e usando gue
a(y) tem o0s seus primeiros 2m=1 momentos ﬁulos) deduz~se gue
tal integral & nula. Mudando ainda a ordem de integra¢aoc na
primeira integral e observando que as derivadas de h(|x]) de

ordem 2m-n-u, u>l, sao fungaes homogéneas de grau —u, obtem-se

|fa.(.x0'p’e)| < {szmIBI_l/pdozm} .

0 /0 o |=2m

1l (1 .
y{zd, o o
{y|=2m

© 0’0o

1 /1
= C'p2m|B]_l/P g 2m I f Jl | |x0+tpe-syi_(2m+n)dy ds dt .
yv|<d '
= 0

Além disso,

v

x tepemsy| 2 | l-lte0l-lsy| > Ix_[~(o+d) > |x /2 >0 .

Tem-se portanto

2 -1 2mt w {(2m+
£, 0igr0,0) | < € o™M[B|THE g BRIy mEmE

A

ol
o gue demonstra (69) no caso p < lO—llxol
Suponhamos agora p > lolxol r & apliguemos a férmula de Taylor

no integrando de cada termo de (67), considerando em cada caso

o polindmio de grau 2m~1 gue convenha. No primeiro termo temos
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2m=1

J = f{h(]xo+58-yl) = ( z

(v*/al) (3%n) (x_+p8) } aly) dy +
k=0 |a|=k

2m-1
+ J{ | I (y“/a:)(a“h)(x0+pe)} a(y)dy = Jl + J2
k=0 |o|=k

Como antes, a segunda integral resulta nula, e para a primeira

tem-se
(74) I, =
_ a 1 t ok 2m=1
= |[{2m L (y /al) J (3 h)(x0+p8—ty) (1-t) dt}l aly)dy| <
|o|=2m 0
1 2m -n -
<C2m | l¥1°7 [x Fpe=ty| © |aly) |ay dt .
0 7 |y[zd,

Ademais, usando as condigdes [x [ > 8d_, p 2 10|x_|, temos

[x0+pe-ty| > p/2 , e por conseguinte:

<c [B|-l/p do2m+n p-n <

(75) [T = |34 <
s ¢t oM THP (@ /x ML
Nos termos restantes em (67), chamando
by = (3 (1/al) (0%) Gemy) 8% 0 5 k=0,1,...,2m-1, temos:
al=k
2m-1 '
I, = J Wy - = { T g'/An6W)OM)) ayday +
3=0 |y[=3
2m~1 y
e[ Cot s AN @Y O)) anay =5 ) ¢ T,
i=0  jy|=] ’ ’
com 'Ik'2 = q e Ik,l gque satisfaz
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2m-1

1
(v /vh) Jo(a*wa (sy) (1-5) 2™ a5} atyray| -

EURRIC

Y |=2m

1
= Ifo f{zmpk , (v e%/vytaf) (3Y %) (x_-sY) (1-5) 2™ La(y) 1ay as| <
Y {=2m _

o=k
k
ceo® |

e, portanto, notando que |xo~3yI > |x0|/2 > 0, tem-se

1
Mg -sylT " ey [ay a5,

il A

0 JIYI;dOij

| | k-1 om+n, -{(n+k)
(76) EA R A B ET R W PO e

k=03.-0'2m-l -

Observe-se que esta estimativa depende s& da hipétese |xo|>8d0 .

Obtem-se entao a partir de (67), (75) e (76):

£ (xorp:0) | £

Zm=1
T (p/]x,1)

C'sz|B|—l/P(do/|xol)2m+n + C,,IBl—l/p a 2m+n{x |—n
o) o k=0

(IFS

o p2m IBI—l/P(dO/|xo{)2m+n ,

I A

o gque demonstra (69) no caso p > lO|xO| .

Demonstragao de (70):  Seja '10_l|x0| < p < lolxo[:
[x0+pe| < 2d_ , e de novo consideremos separadamente cada um
dos termos em (67). Se n & par e 2m=n 2 0, o primeiro termo

J expressa-se como

2m=-n

J = fh(|xo+pe-yl)a(y)dy ;_f|xo+pe-yf lgixo+oe-y|a(y)dy .
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Neste caso [xo+pe~y[2m“n € um polinémio em v de grau 2m-n, e, por

ter a(y) o8 seus primeiros 2m-1 momentos nulos, podemcs escrever
2m- .
J = flxo+pe-YI T(lg|x tpo-y| - 1g]x_|) aly)dy .
Além disto, |xo+pe—y|/[xo| < 3do/8do <1, e entao

|71

A

-1 - .
S | et i ot
lylza,

A

-1,5-1 2m-n- |
WL TP J ER e R E S L =

|x tpo-y[23d

-1/p 5 2m L
<cC |B[ d. (|xo]/do) ; 0<p<l .
Se n & Iimpar ou 2m-n < 0, obtemos

|a] = |J|XO+99-Y|2m-n a(y)ay| < c |B|"1/P dozm ,

¢ por ser |xo|/do > 1, entac em ambos os casos é valido:

(77) |3l < C |B|—l/p dozm(|xo|/do)“: p qualgquer com 0<u<l .

Para os outros termog em (67) & valido o cidlculo da estimativa

para I obtida em (76). Obtem-se entfo a partir de (67), (76)

e {77):

|fa(xo,p,8)| <

2m-1
scls|TMPpx 1M a ™ ot B TR @ P x| TN s e/ Ix DE <
. k=
mimy L geper

PR R P L Ay CWA PR

o‘que prova (70).
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Demonstracao de ({(71): Similarmente & demonstracdo de (69), ca-

so p > 10|x0|, para © primeiro termo de (67) temos

J :fh([xo+pe-y|) aly)dy = Iy + 3y '

com J, = 0 e J, due satisfaz (74)., Além disso, como

[xo+pe—ty|; |xo+p8[/2, a partir de (74} tem-se
-1 2m+n -n
3] = [3,] ¢ |8]7HP g 2™P|x o0
Nos termos restantes vale (76); entao temos

-1, 2m+ -n
£, (xgrpr®) | < € [B]THP a 2M P x rop | 4

2m=-1

- + -
+ C'IBI_ l/P dOZm n]XO| n T (p/lxol)k ;
k=0 _
-1/p -n 2m+n 2m 2m+n
< C |B] (Ix te6| = d + oA /= ) )
o gque demonstra (71).
Demonstremos agora (72): Dade R>0 qualgquer, consideremos
_ -1
D, = {z=06 € B(0;R): [z|= p; 10 [xo| ou p 2 10[x_[} .
-1
D, = {z=p8 e B(0,R): 10 ~ < pl< 10f=_[s|x*z| <24} .
; -1
D, = {z=p® € B(O,R)}): 10 ~ < p < 10|xo|;[xo+z| 224y .

Como g > 1, pode—se escrever:

1
Ifa (xorp;e) |qd2) /q

I A

(78) I(R) = R °P(R™ f |
, |z| <R

<

&1 we

R0 (gD f £ (x_,0,0 |9) 9 = 1 1.(m) .
p . a’o

1 Dy

i
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A partir de (69), levando-se em conta as condigCes

d0/|x0[ <. 1/8 e 2mt(n/g)-p < 2m+n, tem-se

_1 2 _ N
1, (R) < c [B]7VPa_/x 2™ < ¢ B YP(a /ix [) 2R/ N

A partir de (70), observando qﬁe em D2 temos a condigao

|x0| < 10p < 10R , obtem-se

2m=y p=n J az) /9 .

1,(R) < c R2MB|7MP|x M a
o © |x_+z|<2d
O o]

O

+ C RmelBl-l/p RZm(do/lxoi)2m+n (R-n fj l dz)l/q <
z{ <R

_1/p|x0|-2m—(n/q)+u do2m+(n/q)-u+ C[B]—l/p(d0/|x0|)2m+n <

< c|B]

< ClB |—1/P(do/|x0|)2m+(n/q)"‘1l

o

Para estimar I3, usando (71) e chamando

D = {2dO < [x°+z| < lljxol} , temos

I.(R) < c|B| 1/PR™2M g 2mtn = J 1x +z] P95 /9 4
3 = o p ©

+ C[B]-l/p(d0/|xo|)2m+n .

Se g = 1, temos:

-1/p 2m+n
I,(R) < c[B] (a8,/R) 1g(11l]x_|/2d ) +

+ CIB!-l/p(do/|XO])2m+n
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A

~-1/p 2m+n-u -1 Ty 2mn
cis| VP /x| + c[B| TP _s1x 1P <
-1/p 2mn-y
s cfn| MR /x| .
Se g > 1, considerando que n(l-q) < 0, temos

J |xo+z|-nqdz < cC don(l—q) , @ portanto
D

I,(R) = C|B|-l/§ g™ (n/q) do2m+(n/q) " C[B|-l/p(do/|xo|)2m*n <

C[B|'-l/p(‘-:ic./|xc,|)ZHH-(n/q)_L1 7 0<p<l .

A

Entao, fazendo x =,xo+z' na definigéo de fa(xo,z) em (66) e
levando em conta (78) e as estimativas cobtidas para Ii(R),

i=1,2,3, obtemos, sob a condigao |x0[ > 84, que:

~2m
n(fa;xo) = gsup R | £

= C sup I(R) <
R>0 ) ’

< clB[TMPa_/|x AT R/DTE e,

Observando além disto que a constante C obtida em cada uma das
estimativas enteriores & independente do p-atomo a{x) em Rn,

fica provado (72}.

Continuando a demonstragao de (65).consideremos agora o caso
|x0|_§Bdo, e provemos que em tal caso se satisfazem as seguin-

tes condigodes:
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(79) Dado a £ N" tal que |a| = 2m, a funcdo

K (z) = ((2m)!/al) (5%h) (z)

€ um nlcleo integral singular,

2m -1/p ]
(80) [£5 (200080 | 2 C 070 ([B] )y T a () (D)

(jx |<8a)) :

onde K; & o operador maximal do niclec X considerado em (79).
- a

- -1/p
(81) n(f_;x ) < C(|B| + r K*a)(x_))
a o = |0‘.|=21Tl o Q
(‘Xolégdo) '

com a constante C independente do p-atomo a(x).

Para provar (79) observamos que Ka(z) & homogénea de grau -n, e

@« L] L L]
de classe C sobre a esfera unitaria. Vejamos agora que

A = J K (z)dz = 0 ¢ |a] = 2m.
" jzpm

Dados 6§ em Rn, p em R, tais gue [9{=l, 0<p<l, seja

F(pg) = |>:l['l f h(|z+p6|)dz .
|z =1
Se I' @ uma rdtagao em K tal que T(el) = 0, tem-se
F(pe) = |2,|7" j h(|z+pl(e)) Ndz =
lz]=1
= Izll-l[ h(|Y+pel|)dY = F(pel) r
ly|=1

e portanto F(p8) & uma funcao radial f(p). Entao, aplicando a

formula de Pizetti e considerando que h(]z[) & uma solugio de
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2Pg = 0 para-z + 0 , temos:

£(p) = Izll'lf <|zl|‘1j h(|z+06])dz) ds =
le]= |z|=
m—1
Iz, 1 "z ¢, 0¥ t*n(z)az -
1 k
|z]=1 k=0

o que demonstra gue f{p) & um polindmio de grau menor ou igual

a 2m-2, e que pertanto (dzm/dpzm)f = 0, Entao,

[le“l J| | l(dzm/dpzm)(h(z+08))dz = (0 , para todo p,
Z =

e em particular para o = 0. Isto &,

| |22 Aaeu =0 , para todo 8 com |8| =1,
a|=2m

de onde resulta A, = 0 para todo o com |a|=2m, o que prova (79).

Demonstremos (80): Considerando a expressiac em (73) temos

fa(xorpre) U(xorprery)a(y) dy +

J[xo-y[<2p
U(x ,p,08,v)aly)dy = Il + T .

- Q
+ [xo v|>2p

Aplicando a fﬁrmula de Taylor nos primeirecs Z2m—1 termos de (73),

com respeito a p, resulta
e

™l on2) ) .

(82) n -
|x —y[<2p

2m~1 ' -
(d /ds<™® .)h(xofse-y)fs=tp(l—t)2m 23t} a(y)ay -

[l 2m—1
0
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1 2

2m-1 m-1 ; '
/377 Ih(x te-y) |, aly)dy .

(021 (om-1) 1y (@27

|x_-v[<2p
Por ser |xo+tpe-y[ < 3p , e pela homogeneidade das derivadas de

h de ordem maior gque 2m-n, temos

| . |
1,] <c o™t f f Ix rtoo-y| T Ja) lay ar +
0 7 |x_ttpe-y|<3p
- ’ _+
+ ¢ p°" lJ Y| Jaw) lay g
[x -y|<2p
2m-1 | -1 —nel
cc o™l sVR [y ey
[y]<3p
Isto &:
(83) Il < c %M g|7P

Para estimar IZ,'somando—se e subtraindo-se do integrando a

expressao
(dzm/dp?m)h(xo+08-y)fo=0 (Dzm/(2m)1) aly) ,
resulta
. = {U(x_,0,0,7)-(@*0/a0®™n (x_+po-y) |
2 = ofPr Y a p=0 °

|x -v]22p

. %%/ 2m D laty) ay  +

+ f (dzm/dpzm)h(xo+pe—y)|p=0 (0%™/(2m) aly) dy =
|x -vi22e |
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1 _
= J f {((2mtl) /(2mi1) 1) p20HL
0 /|x_-v|>2p -
@™ as?™ n(x tsemy) | (=021 ay) ay 4
s=tp _ .
2m . 41' % ol '
+p ( I (al) T(37h)(x_-y)8~ ) aly)dy = I,' + L,"
|%o-¥1220 |al=2m
Em I2', por ser [xo+tpe—y[ >p o tem-se
(84) 17| < ¢ p®™yp|71/P J ly|” D gy <
|y |2p
<c DzmlBl"'l/P
Ademais, pela condigao (79) resulta
" 2m '
(85) |12 | 2 (™7 /(2m) 1) Z IJ K (x -y)a(y)dy| <
: ‘ al=2m / [x _-y[>20 e ©
2M , a4 : .
< (p™7/(2m) 1) z K;(a)(xo) .

ol=2m
Entdo, a partir de (82), (83), (84) e (85), cbtemos (80}.

A condicdo (8l) & consequéncia imediata de (80), e da indepen-
déncia com relagaoc a a{x) das constantes C cobtidas nas estima-

tivas anteriores.

Completemos agora a demonstracao de (65). A partir de (72)
e (81l) e levando em consideragdoc gue cada uma das fungdes

f (z) = £f_(x_,2) definidas em (66) & um representante da
arx a'“o

classe A, deduz-~se due
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-1 . 2m+ -
N(A;xo) < c|B} /p(d0/|xo|) m+ (n/q) -y i O<u<l, se ]x0|>8d03 e

c (I8]™P + 1 x*a)(x)) ,se |x |s8d .

N(A;x )
© lo | =2m

A

Elevando a potencia p e integrando, temos

JN(A;xo)pdx < C]B|_l/P f (do/lx{)(2m+(n/q)—u)pdx +
|x1>84 _
o
+ C[B[*l at+c x J (K*(a) (x))Pdx =
. |o[=2m J[x]<8a %

=""0

=1, +c |Bl"ta®+1

1 o) 2 .

Na primeira integral, observando gue para p suficientemente pe-

queno vale p > n(2m+(n/q)—u)"l > n(2m+(n/q))_1, e lembrando
que B = B(O,do),'tem-se

|zl—(2m+(n/q)—u?pdz <c

5 s ez donh |>8
zZ|>

1

com C independente de A .

Em I,, usando a desigualdade de HOlder com 2/p e 2/(2-p); e

por ser Ka um operador integral singular, temos

(K% (a) (x))2ax) P/ ¢ ax) (27P1/2 ¢

0 e, J
lat=2m /|x[z8d | x| z8d,

2 =
v c|s| YT ®/2IH2-PI/2 _ 1 o' independente de A.
[o|=2m

Obtem-se entao f N (A; x) Pax C , com C independente de A, com

<
L]

o qual fica prdvado (65) e também o Lema (64).
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Para concluir a demonstracao do Teorema 2, seja agora F uma
P . . . m - P,.n
classe em HY, e vejamos primeiramente que A F esta em H' (R ).

Pelo Teorema 1, F pode ser escrito em HP como
P =1, u.A;, ; z |“'lp < o ; A, p-atomo em Ed ; i=1,2 %
i i’ i~ i B i 2m-1’' rEresty

alem disso, existem constantes positivas c, e ¢, tais que

(86) élHFHﬁp;Eiluilp;czllFllf{’p :

Pelo Lema (63), existe uma constante positiva ¢ 'tal que
ﬁm(cAi) = b, i=1,2,... , & um p-Atomo em R"..Ademais, pelo

Lema (62), o operador A™ & continuo em HP, e podemos escrever

1

m = I = = -
A'F = A (ZigiAi) Ziuiﬁ A, zi(c “i)bi .

A partir da definig¢ao de HP(Rn) obtem-se entzao que AT = 0

& ‘um elemento de HP(RF), 2 que existem constantes positivas c3

e ¢, tais que

4 o .

li A

P -1 P P
(87) c:3II¢|lHp 2 zile Tuyld <34|1¢J||Hp -

Seja agora F.em H? com aA™F = 0. Se £ & um representante de F
que satisfaz n(f;xo) = N(F;xo)'para um certo ponto X 1 pelo

Lema (12) deduz=-se que f & um polindmio de grau menor ou igual
a 2m-1. Portanto, F &€ a classe nula em Egm—l e o operador A"

g injetivo.

o LJEJI(: AMP
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Para demonstrar a sobrejetividade consideremos ¢ em Hp(RnJ. ®

¢ da forma

= . P ¢ w -3 T
o =I; MNa, s Zi[hi| < , ai(x) p-atomo em R, 1=1,2,...

Seja, ainda, h_ (x) = hi(x) = (h*a,) (x) a solugao da equagao
i

ATa = a; considerada no Lema (64}, e seja Ai a classe de hi(x)

q
am E2m—l'

Pela condi¢ao (65) tem—se

i=l'2'... -

JN(Ai;x)pdx 2 C ; com C independente de i.

Além disto, a partir da condigao E[Ailp < @ g do Lema (11) obte-
mos gue a série Ei liAi = F converge em HP, e usando a continui-

dade de A™ segundo o Lema (62), deduzimos entdo que

ATF o= ATz AA) =3 A aThy =3 KAy =6

i'i i i

0 que prova que A™ & sobrejetivo.

A partir de-(86) e (87) obtem-se constantes positivas c¢', ¢

tais gque

lFll pos et gz ollFll,

com © que conclui-se a demonstragdao do Tecorema 2.
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