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I N T R O D U Ç Ã O 

Neste trabalho apresenta-se urna teoria maximal para espa­

ços de Hardy definidos sobre certos espaços de classes de fun­

ções em Rn, a partir de urna função maximal introduzida por 

A. P. Calderón em ( 1). Seguindo o método utilizado por A. Macias 

e c. Segovia em ( 5 )", definem-se os conceitos de funcão maximal 

e p-ãtomo no espaço de classes de funções e obtem-se um teorema 

de decomposição do tipo de Calderón-Zygmund que permite estabe­

lecer uma caracterização dos elementos do espaço de Hardy, isto 

é, das classes de funções com função maximal em LP, para certos 

valores de p entre O e 1, em termos de sornas de p-átornos. Além 

disso, são estudados os potenciais dos p-átomos em Rn (Ver ( 2
) 

e (~)) e obtem-se uma relação de isomorfismo entre os espaços 

de Hardy considerados e os espaços Hp(Rn), através de operador 

iterado de Laplace. 
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D E F I N I Ç Õ E S E N O T A Ç Ã O 

Seja Rn o espaço euclidiano n-dimensional e m um inteiro 

positivo fixo. Urna função a(x) definida em Rn é um p-ãtorno, 

O < p < 1, se tiver suporte contido em uma bola e se satisfi­

zer as seguinteê condições: 

(i) llall~ < IBI-l/p , onde IBI é a medida de 

Lebesgue de B. 

(ii) I a(x)xadx =O , para todo a= (a1 , ••• ,an) em 

~com O < lal ~ 2m-l. 

Diremos que urna distribuição temperada ~ pertençe ao espa­

ço HP (Rn), O < p ;;, 1, se existir uma sequência {À i }~=i de nú­

meros reais que verifica r1 !À1 jP < m, e uma sequência 

{ ( )} ~ de p-âtomo~ e~ Rn, tais que: 
ai x i=l 

~ = L
1

À
1

a
1 

no sentido das distribuições temperadas~ 

e denotaremos 

I I ~ li p = inf !E . I À • I P : E . À • ai = ~ } • 
Hp l. 1. 1 1 

Seja Lq(loc), 1 < q < m, o espaço das funções reais f(x) 

n - q definidas em R e que estao localmente em L , com a topologia 

gerada pelas serninorrnas 
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Para cada f em Lq(loc) definimos a função maximal n(f;x) 

de f como sendo 

n(f;x) = sup 
p>O 

-2m 
P lflq,B(x,p) 

Seja P2m-l o subespaço em Lq(loc) dos polinômios de grau 

menor ou igual a 2m-l. Denotaremos por o espaço quo-

ciente Eim-l = Lq(loc)/P2m-l , com a topologia determinada 

pelas seminorrnas 

f E F} , F E Eim-l' B uma bola 

n em R • 

Para cada F em Eim-l definimos a função maximal de F como 

N(F;x) = inf {n(f;x) f o F} 

Definimos o espaço H~ , O < p < 1, como sendo o conjunto 

das classes em Eq cuja função maximal N(F;x} está em LP; e, 
2m-l 

para cada F em HP, definimos sua "norma" como sendo 

IIFII p = IIN(F;xlll p 
H L ' 

a qual determina em Hp uma estrutura de espaçO vetorial métrico. 

D . la A Eq - •t m Eq 1rernos que uma c sse em Zrn-l e um p-a orno e 2rn-l , 

o < p < 1, se existir um representante a(x) de A cujo suporte 

está contldo numa bola B e se 
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Se f
1 

e f 2 são dois representantes de uma mesma classe F 

em q 
E2m-l' f1-f2 e um polinômio de grau menor ou igual a 2m-1 

e portanto 1\mf 
1 = 1\mf 

2 Definimos então, para cada F em Eq • 
2m-1" 

/I "'F 1\mf onde f - um representante qualquer da classe = ' e 

E N U N C I A D O D O S R E S U L T A D O S 

O propósito deste trabalho é estudar a relação entre os 

espaços Hp anteriormente definidos e os espaços Hp(Rn) de 

Hardy. Primeiramente óbter-se-â um teorema de decomposição em 

Eim-l do tipo de Calderón-Zygmund, que será usado para estabe­

lecer uma caracterização dos elementos de Hp em termos de 

p-átomos em Eim-l·" Finalmente demonstrar-se-á que o operador 

iterado de Laplace ll.m é um isomorfismo entre Hp e Hp(Rn). 

Estes resultados se formalizam nos seguintes teoremas: 

TEOREMA 1. Um elemento F de Eim-l está em Hp , 

-1 • 
n(2rn+(n/q)) ~ p ~ 1, se e somente se existe uma sequencia 

{lJi}~=l de números, com Ei[lli1p <co , e urna sequência {Ai}~=l 

de p-átornos em tais que em • Além 

F. 
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disso, existem constantes positivas c
1 

e c
2 

tais que 

TEOREMA 2. O operador iterado de Laplace óm define uma 

bijeção de 
p · p n -1 

H em H (R), n(2m+(n/q)) < p ~ 1. Além disso, 

se 6~ = ~ para uma F em HP, existem então constantes positi-

vas c e c• tais que 

• 

DE M o·N S T R A Ç 0 E S 

Os seguintes lemas serao usados na demonstração dos 

resultados. 

(o l) LEMA. A função n(f;x) é sernicontinua inferiormente. 

Demonstração: 
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(02) LEMA. Sejam x1 , x2 pontos de Rn; f
1

, f
2 

dois represen-

tantes de uma mesma classe em Eim-l tais que n(f1 ;x) ~ co e 

n(f2 ;x) < oo • Então, P = f
1
-f

2 
é um polinÔmio de grau menor 

ou igual a 2m-l que satisfaz: 

JtaaP)(y) I~ Ca(n(f
1

;x
1

) + n(f
2
;x

2
)).(Jx

1
-yJ + Jx

2
-yJ) 2m-Jal. 

Demonstração: Ver ( 1
). Lemrnas 3 e 4. 

(o 3) LEMA. Se F em Eim-l tem.sua função maximal N(F;x0 )fini-

ta em um ponto x
0

, então 

(i) Existe urna única f em F com a propriedade n(f;x ) < = 
o 

e tem-se portanto n(f;x
0

) = N(F;x
0

) 

(ii) Dada urna bola B qualquer, existe uma constante C fi-

nita que depende somente de x0 e de B, tal que lflq,B ~ 
C N(F;x

0
), e em consequência é válido também 

(o 4) • 

Além disso, a constante c pode ser determinada de maneira que 

a condição (04) seja válida u~iformemente para x
0 

variando em 

um conjunto"lirnitado. 

Demonstração: A parte {i) é consequência imediata do Lema (02). 

Para demonstra~ (ii) , dada uma bola B qualquer definimos p 
o 

como o menor número positivo p tal que BC B (X 1 p). Então: 
o 



lfl B q, 

< c B n(f;x
0

) = 
""' xo' 
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• 

Ademais, para x
0 

qualquer em uma bola B(z,s), consideremos s 

suficientemente grande tal que BC B(z,r). Então BC B(x0 ,r+s) 

e portanto r+s = ~ > 
= 

p
0 

= inf·{p: B c B(x
0

,p) • Pelo cálcu-

lo anterior podemos escrever 

IIFIIq,B < lflq,B;;; P
0

Zm+(n/q) IBI-1/qN(F;x
0

) 2 

;;; R2m+(n/q) IBI-1/q N(F;xo) = CB N(F;xo) 

(OS) COROLARIO. 

converge para F em HP,. O < p < 1, então {Fk} _converge para F 

Eq 
em 2rn-l 

Demonstração: 

mos escrever 

(06) LEMA. 

Dada uma bola B qualquer, a partir de (04) pode-

J 
N(F -F·x )Pdx <C' 

k ' o o = B 
B 

Seja {Fk}~=l uma sequência em Eim-l tal que para 

um certo ponto x
0 

a série LkN(Fk;x
0

) converge. Então 

(i) A s~rie LkFk converge para uma classe F em Eim-l e 

tem-se N(F;x
0

) < EkN(Fk;x
0

) 
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(ii) Se fk é o representante de Fk que satisfaz 

n(fk;x
0

) = N(Fk;x
0

) segundo o Lema (03), então Ikfk =f conver­

ge em Lq(loc), e f é o representante da classe F definida em (i) 

que satisfaz n(f;x
0

) = N(F;x
0

) • 

Demonstração: 

para k = 1,2, ••• • Seja fk o representante de Fk que satisfaz 

n(fk;x
0

) = N(Fk;x
0

) segundo o Lema (03). Dada uma bola B qual­

quer, aplicando o mesmo lema temos 

K J K K 

li I Fk 
k=l 

- k:}k llq,B :5_ " IIFk li B k=J+l q, 
< " I t I < k=J+l k q,B ~ 

K 
< - C I N(Fk;x) 

k=J+l o 
• 

Deduz-se então que a série ~kFk =F converge em_Eim-l e que a 

série Ekfk = f converge em Lq(loc). Além disso de fk E Fk' 

k = 1,2, ••• , obtem-se que F é a classe de f em Eq e pode-
2m-I' 

mos escrever 

-2m N{F;x0 ) ~ n(f;x) = sup p 
- o p>O 

-2m I I 
< Ik sup P fk q B (x p) = 

p>O ' o' 

com o que fica demonstrado o lema. 

I" t I < k k q,B(x
0

,p) = 

l:k n(fk;xc)· = l:k N(Fk;xo) 

(0 7) COROLARIO. completo, O < p < 1 . 
~ 

• 
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Demonstração: 

li Fk - F. I I < E , se k, j ~ N 
J Hp E 

A subsequência {Fk } que se 
m 

obtem tornando km = N2-m/p 

as seguintes condições: 

IIF - F li km km+l HP 
(08) M 

,m=l,2, ••• 

< 
-m/p 

2 • m = 
~ 

; F = O , satisfaz 
ko 

1 1 2 I • o • 

F = 
kM 

E (F -
m=l km 

Fk ) ' M = 1 1 2 1 o o .; 

m-1 

Pela condição O < p ~ 1 e usando (08) tem-se portanto 

(o 9) f (E N (Fk -
m m 

o que prova que a série Em 

todo x. 

' 

Fk ; x) 
m-1 

converge, para quas~ 

Aplicando o lema anterior deduz-se então que a série 

Em(Fk - Fk ) converge a uma classe F em Eq 
- m m-1 2m-l 

A partir de (08) ternos então 

M 
F = lim E (F -

m=l km 
Fk ) = 1irn Fk 

rn-1 M~co M 
em 

Além disto, dado O > O e para valores de k e kM suficientemente 

grandes, a partir de (09) obtemos . 
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E + li E (Fk -
m=M+l m 

E IIFk -
rn=M+l m 

o que prova que Fk converge para F em HP. 

Finalmente, da desigualdade 

deduz-se que F está em HP, e em consequência o corolario fica 

provado. 

{lO) LEMA. Seja A um p-átorno em E~m-l' com 

n(2rn+(n/q))-l < p < 1. Então, A está em Hp e existe uma cons­

tante C independente de A tal que 

f N(A:x)Pdx < C 

' 

Demonstração: Seja a(x) o elemento de A cujo suporte está con-

tido numa bola B{x
0

,r) e queremos estimar a expressão 

- -2m 
n(a;x) = sup p f ai B( ) . Basta então considerar a integra-

p>O . q, x,p 

ção sobre o conjunto B(x,p) n B(x
0
,r). 

Supondo x ~ B(x
0

,2r) temos r < p 

-2m. I n (a; x) < r . I a B ( ) < oo , e = q, x
0
,r 

deduz-se N(A;x) = n(a;x) 

e I x-xo r < 2 p. Tem-se então 

considerando o Lema (03) 

Se x
1 

é um ponto tal que 2r < fx
0
-x

1
1 < 3r , vale igualmente 

N(A;x
1

) = n(a;x
1
). Então, observando que a bola B{x

0
,r) está 

contida em B(x
1
,4r), deduz-se 
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N(A;x) = n(a;x) = sup p-Zm lal B( ) 2 
p>O q, x,p -

~c sup (r/p)2m+(n/q) (4r)-2m la I ( 4 ) < 
p>O q,B x1 , r = 

< C' (r/lx-x
0

ll 2m+(n/q) N(A;x
1

) 
' 

e considerando a definição de p-átomo obtemos 

Levando em conta a desigualdade anterior e a mudança de variável 

-1 
y =r (x-x

0
), tem-se, pela condição (2m+(n/q))p > n: 

f N(A;x)pdx = f N(A;x)Pdx + f N(A;x)Pdx < 
lx-x

0
l<2r lx-x 0 1~2r -

~C IBI- 1 1BI +C' IBI-1 rn f (1/IYil (Zm+(n/q))pdy 2 C" 
. IYI >2 -

(11) LEMA. 

tal que f N(A
1

;x)pdx < C ,O < p < 1, C independente de i; e 

seJ·a {À }~ uma sequência de números que satisfaz 
i i=1 

Então, a série ~iÀiAi =F converge incondicio-

nalmente em HP, e adernais 

• 

Demonstração: Dado E > O, se m e k sao inteiros positivos tais 

que m ~ k > N , tem-se 

rn P 
< E li À.A. li 

i=k ~ 1 HP ' 
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o que prova que a série converge incondicionalmente em HP. 

Do mesmo cálculo deduz-se a desigualdade enunciada. 

(12) LEMA. 
q Seja F em E
2

m-l tal que N (F; x
0

) < co , e -f o 

representante de F que satisfaz n{f;x
0

) = N(F;x
0

) de acordo 

com o Lema (03). Se S representa o espaço das funções de 

decrescimento rápido no infinito, com a topologia usual dada 

pelas seminorrnas pk (~) = sup 
,s X 

max (l+lxflk 
lal.:s 

então, para toda ~ em S, tem-se 

CN(F;x) 
o 

(l+lx [lj 
o 

j>n+2m. f f(x)~(x)dx I < 

Além disso, se ~if = O para algum i > 1, então f é um polinô-= 

mio de grau menor ou igual a 2rn-1. 

DEiinonstração: 

j = O, k, k+l, e ~ = ~k+~ ~ Bk, tem-se 

f f(x)~(x)dxl;;, fB lf(x)t(x) ldx + l:k 

o 

J lf(x)t(x)ldx 

Ax: 
Aplicando a desigualdade de HOlder no primeiro termo do membro 

da direita, temos 

f B I f (x) ~ (x) I dx 

o 

=f lf(x) I (l+lxll-j(l+lxlljl~(x) ldx <: 
Bo 

fB lf(x) lqdx )l/q Pj,O(~) < 

o 

c n(f;x) p. o(~) o J, 

Para estimar a soma no s.egundo termo observamos que 

• 
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Então, aplicando de novo a desigualdade de HÕlder, ternos 

f lf(x)~(xlldx = J lf(xJI<Hix-x ll-j<l+lx-x IJjl~<xlldx!ó_ 
~ ~ o o -

.:;,C ( J~if(x) l'<l+lx-x0 IJ-jdx) (l+lx0 llj Pj,O(~) 2 

:;, c 2-kj1Bk+1 1 .IBk+ll-1/g <JB if(x) lgdx)l/g(1+lx
0
llj Pj,O(~) ;;, 

k+l 

;;, C 
2 
-kj+ (k+ 1) n+ (k+1) 2m 2-(k+1 ) 2m ltl (1+lx llj 

q,Bk+l o 

s~ j > n+2m obtem-se portanto 

{C+C'(l+lx IJj Ek 2k(-j+n+2m)} n(f;x) p. O(~)< 
' .o o. ], = 

' 

o que demonstra a primeira parte do lema. 

Para provar a segunda parte ver ( 1 ), Lemma 9. 

( 13) LEMA. (Partição da unidade) . Dado n um aberto de 

Rn, Q + Rn, existe uma sequência {~k}~=l de funções em 

c~(Rn) que satisfaz as seguintes condições: 
o 
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( 14) ; • 

(15) Para cada k, existe uma bola Bk = B(~,rk) contida em 

n tal que o suporte de ~k está contido em Bk, e se z é um ponto 

em Bk então 

(d = distância em Rn) . 
' 

• 

(16) Para cada k, a bola B(~,2rk) está contida em n. Além 

disso, existe uma constante M tal que o número de bolas 

B(x
5
,2r

5
), cujas intersecções com B(~,2rk) sejam não vazias, 

não excede M. 

(17) < C r-lal c 
= k , independente de k. 

Para a demonstração do Lema (13), ver ( 6 ). 

(18) LEMA. (Do tipo de Calderón-Zygmund) • Seja F um 

mente q 
de E2m-l cuja função maximal está em LP, 

-1 
1. Dado o fixo, seja ~ ~ ~ n (2m+ (n/q)) < p < t > = 

~ t 

{x: N (F; x) > t} Pelo Lema (o 1) ' o conjunto ~ e aberto; 

ele-

seja 

~ 

{~k}k=l a partição da unidade de n de acordo com o Lema (13). 

Para cada k, seja yk um ponto em nc tal que d(B('xk,2rk),OC) = 

= d(B(~,2rk),yk), e dado f um representante de F, considere­

mos o polinômio P(yk,y) em. P2m-l que satisfaz 
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n(f(y)-P(yk,y):yk) = N(F:yk), segundo o Lema (03). Define-se: 

(19) wk(y) = ~k(y) (f(y)-P(yk,y)) , k = 1,2, ••• 

Estas funções estão em Lq(loc). Seja Wk a classe de wk(y) em 

Eim-l' k=l,2, ••• 

feitas: 

(20) 

• Então, as seguintes condiçÕes são satis-

' 

(22) A série EkN(Wk;x) converge pontualmente, para quase 

todo x. Além disso 

(2 3) A série q 
rkwk = w converge em Ezm-l e tem-se 

, para quase todo x. 

(25) G = F - W tem um representante que possui derivadas 

continuas até a ordem 2m-l, e as derivadas de ordem 2m-l satis-

fazem uma condição de Lipschitz com constante Ct. Além disto, 

N(G:x) .:i. Ct • 
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As constantes C qUe aparecem neste enunciado sao finitas 

e não dependem de F nem de t. 

Demonstração: Provaremos primeiramente (20) •. Seja x em 

B(~,2rk). Se N(F;x) = oo a relação é satisfeita trivialmente. 

Suponhamos que N(F;x) < oo e consideremos a função f(y)-P(x,y), 

P(x,y) em P
2

rn_
1

, qúe satisfaz n(f(y)-P(x,y) ;x) = N(F;x) de 

acordo com o Lema (03). Além disto, seja y e B(x,p), p>O. 

Para estimar N(Wk;x) consideremos o polinômio na variável y: 

E a~(~k(y) (P(x,y)-P(yk,y))) ly=x. (y-x)"/a~ 
lal<2m-1 

= 

= l; {a~ (P (x,y) -P (yk ,y)) I -x . (y-x) "/a~} 
lalgrn-1 y-

• { E (1/y!) a~ (~k (y)) ly-x (y-x) y} 
IYI~2m-1-lal -

-2m I e estimemos a expressao P lwk(y)-Qk(x,y) q,B{x,p) 

. 
' 

Vejamos em primeiro lugar que vale a seguinte desigualdade: 

(2 7) 

De fato, usando (15) ternos 

1~-ykl ~ d(B(~,2rk),yk) + 2rk < 8 rk; e, por conseguinte 

ly-xl+ly-ykl ~ p+ly-xl+lx-~1+1~-ykl ~ 2p+2rk+8rk < 10(p+rk) 

A.plicando o Lema (02) e levando em consideração a condição 

= 
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n(f(y)-P(yk,y);yk) = N(F;yk) < t < N(F;x) = n(f(y)-P(x,y);x) , 

deduzimos (27). 

Separemos agora os casos p ~ 2rk e p < 2rk • 

No caso p ~ 2rk, somando e subtraindo ~k(y) .P(x,y), tem-se 

Tornando lal = O em (27) e considerando (14) ternos 

(29) 
2m 

< C N(F;x) p • 

Para estimar IOk (x,y) I observamos que pelo Lema (02) e pelas 

condições lx-ykl ~ 10 rk , p > 2 rk , vale 

2m-la I < C N(F;x) lx-ykl 

Então, a partir de {26) e usando (17), tem-se 

. ( 30) 

~c N(F;x)rk2m-lal • 

< E C N(F;x) r~m-lal piai ( E C r-lyl PIYI) < 
~ lal~2m-l IYI.~2m-l-lal· k 

< I C N(F;x) 2m-lal-2m+l+lal p1al+2m-l-lal < 
- ~ -- lal<2m-l 

2m <C N(F;x) p 

Combinando (28) 1 (29) e (30), e integrando sobre B (x,p) 

obtem-se, sob a condição P ~ 2rk : 
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( 31) 

-2m 
p lf(y)-P(x,y) lq,B(x,p) +c N(F1x) • 

Seja agora o caso p < 2rk. Considerando o polinômio em (26) na 

forma 

~(x,y) = l: a~ ( 4k (y) ) ly=x • 
I S l.::,zm-1 

(y-x) 6 /B! 

• { l: (1/y!) ayY(P(x,y)-P(yk,y)) I - • (y-x)Y} 
IY l,;;.2m-1-l B I y-x ' 

e somando e subtraindo a expressão 

~k (y) P (x,y) 

ternos: 

+ l{~k(y)- l: (â~(~k(y)))y=x .(x-y) 8/S!} (P(x,y)-P(yk,y))l + 
I B l,;;.2m-l 

+ I l: (a~(~k(y)))y=x ((x-y) 8/S!) • 
IBI<2m-l 

= lf(y)-P(x,y) 1 + A
1 

+ A
2 

Aplicando a fórmula de Taylor e considerando (17) e (27), obtemos 

sucessivamente _as seguintes estimativas para A
1 

e A
2

: 

' 
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( 33) 

(34) A2 =I E (ai(~k(y)))y=x ((y-xJ 8 /8~). 
IBI<2m-l 

• { E (a; (P (x,y) -P (yk ,y))) y-y ( (y-x) Y /y ~)} 
IYI=2m-IBI -o 

< 
~ 

<C E r -IBI PIBI N(F;x) (p+rk) IBI P2m-IBI;;, C' N(F;x) p2m 
~ IBI~2m-l k 

• 

De (32), (33) e (34) deduz-se que a desigualdade em (31) também 

vale sob a condição p < 2rk. Tomando supremos em p>O obtem-se 

n(wk(y)-Qk(x,y);x) < n(f-P(x,y);x) +C N(F;x) = (l+C) N(F;x) < m , 

e, consequentemente, (20) vale. 

DemonstraçãO de (21) : Basta considerar o caso em que B(~,rk) 

e B(x,p) têm intersecção não vazia. Seja x ~ B(~,2rk). De 

2rk < lx-~1 < p+rk deduz-se que rk<p e lx-~1 < 2p , portanto: 

(35) • 

Além disso, (15) implica que a bola B(~,rk) está contida em 

B(yk,?rk}, e da definição de wk segue que 
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(36) 

A partir de (35) e (36), e considerando ainda a condição 

-2rnl I (37) P wk q,B(x,p) ~ 

2 C n(f(y)-P(yk,y);yk) (rk/p)2m+(n/q) 

~C' t (rk/(lx-~l+rk)) 2 m+(n/q) 

e, consequentemente, temos (21). 

; 

Seja agora x um ponto qualquer e consideremos a série rkN(Wk;x). 

usando as estimativas feitas em (20) e (21), e a condição 

O < p ~ 1, com a mudança de variável 

( 38) 

N(F;x)Prk x5 (x)dx 
k 

+ 

-1 
Y = rk (x-~) , e fazendo 

+C' tP Ikrkn I(l+/(lyl+l)) (2m+(n/q))pdy ~ Il + I2 • 
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A partir de (14), (15) e (16), ternos 

• 

Para estimar r 2 , usando (16) ternos 

XB (x)dx ~ CM lnl 
k ' 

então, usando a condição 
-1 n(2m+(n/q)) < p ~ 1 e a definição 

de n = nt , obtemos 

• 

A partir de (38) e das estimativas para r 1 e r 2 deduz-se (22). 

A condição (23) obtem-se como consequência imediata de (22) e 

do Lema (06}; e (24) deduz-se a partir de (22) e (23) usando a 

condição o < p < 1 . -
Para demonstrar (25) e de acordo com {22), consideremos um ponto 

x
0 

que não está em n = nt e tal que tkN(Wk;x0 ) < oo • Então x0 

~ B(~,2rk) para todo k, e a partir de (37) deduz-se que wk(x) 

e o representante de Wk que satisfaz n(wk;x0 ) 

k=l,2, ••• • Pelo Lema (06) tem-se então que 

= N(Wk:x
0
), 

w = l:kwk (x) con-

verge em Lq {loc) e é o representante de W = LkWk que satisfaz 

n(w:x
0

) = N(W:x
0
). 

Então a função g(x) = f(x) - w(x) é um representante de 

G =F - w e verifica a condição n(g;x) ~ Ct. Ademais, g(x) 
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coincide em quase todo ponto com uma função. §(x) que é derivável 

até ordem 2m-1, e cujas derivadas de ordem 2m-l satisfazem urna 

condição de Lipschitz com constante Ct (Ver ( 1 ). Theorern 5, (vi)). 

A função §(x) também é um representante da classe G, e (25) fica 

portanto provado. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA l. Demonstraremos antes o seguinte 

(39) LEMA. Seja H um elemento de Eirn-l que satisfaz as con-

dições N(H;x) ~ l e f N(H;x)rdx < ~, para algum r tal que 

-1 n(2m+(n/g)) <r<p~l. Então, existe uma sequência {A.}~ l 
J J = 

de p-átomos em Eim-l e 

que H= LjÀjAj em HP. 

urna sequência de números {Ajlj=l 

Ademais, rj !Àj!p <C f N(H;x)rdx 

tais 

• 

Demonstração: Seja s um número a ser determinado tal que 

Q<s<l, e definamos indutivamente a seguinte sequência {~}~=l 

Eq 
em 2m-l 

(40) 

H (x) = H(x) 
o 

, k=l,2, .•• 

onde Hk é a classe G que corresponde ã constante 

' 

na 

decomposição de Hk-l segundo o Lema (18) que é aplicável reite-

radamente pois, por (24), tem-se N(~_ 1 ;x) E Lr, k=l,2,... • 

Seja Ok = {x: .N(Hk-l;x) > sk} e {Bk,h}~=l = {B("k,h'rk,h) }~=l 

a· farnilia de bolas segundo (15) na partição da unidade de Ok, 
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e Wk = Ehwk,h a expressão de Wk segundo (23). Vejamos agora 

que vale 

( 41) N(w ) 
-
< c sk-1 

k,h;x ; k=l,2, ••• ; h=l,2, ••• ; 

e que a constante s pode ser determinada de forma a satisfazer 

(42) • 

Ademais, 

( 43) em Hp incondicionalmente. 

Demonstração de (41): Como consequência imediata de (25) do 

Lema (18) temos 

(44) ' k=l,2, ••. 

A partir das estimativas em (20), (21) e (44) tem-se então 

N(w ) < C N(H ) _< C sk-1 
k,h~x k-l;x 

e 

o que demonStra (41). 

Demonstremos agora (42): Se x 4 Ok, então x 4 B(~,h,2rk,h), 
para todo h. Portanto, usando (23) e (21) deduz-se 
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Se x E Ok' existe h tal que lx-~,hl < rk,h' em consequência, 

> 1/2 , e tem-se, usando (44): 

De (45) e (46) deduz-se que para-todo x é válida a relação 

Aplicando k vezes esta desigualdade obtem-se 

k 
< N(H;x) +C E si I I 2m+ (n/q) 

E. (r. ./( x-x .. +r. . ) ) 
J 1,] 1,] 1,] -

A partir 

variável 

ternos 

i=l 

da.definição de Ok e usando adernais (47}, a mudança de 

-1 - n y =r... (x-x1 .) e a re1açao E .r .. < CM [o,[, 
1,] ,] J 1,] = .... 

f (r. ./(f x-x. .f +r. . ) ) (2rn+(n/q)) rdx < 
1,] lr] 1,] ""' 

k-1 
L sir 

1=1 
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' 
desigualdade anterior escreve-se 

k-1 
E S. 

i=O l. 
• 

' a 

com a escolha a ~ C+l, é facil demonstrar por indução que 

s. < , ~ para todo i. Em consequência, 

r 
N(H;x) dx , para a~ C+l que nao depende de s. 

Então (42) pode ser escrito corno 

E s(k-1 lPio I< 
k k ~ 

A série 
p-r k 

Lk(s a) converge se se escolhes que satisfaça 

p-r - .. 1 s a < 1, o que e poss1.ve por ser p-r > O. Fica então 

provado ( 42) • 

Demonstração de (43): Levando em conta a expressao de cada Wj 

segundo (23), a sequência definida em (40) pode ser escrita em 

Eim-l como 

= ~ + 
k 
E 

j=1 

Além disso, por (03) e (44) temos 

k 
E 

j=1 

que converge para O quando k~~ , o que prova que Hk converge 

para a classe nula em Eim-l quando. k+ro • 



Portanto 

(48) 
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Eg 
em 2rn-l 

Por outro lado, considerando sucessivamente (22), (44) e (42), 

tem-se 

o que demonstra que 

l: IIW. llp = 
j,h J,h Hp 

l: 
j,h 

l: w. h 
. h J' 
J' 

converge incondicionalmente em HP. 

conforme o Corolario (07), seja F o elemento de Hp que satisfaz 

F = l: w. h 
' h J' 

J ' 

Por (48) e o Corolario (05) deduz-se então 

g 
que H= F em Ezm-l' o que prova (43). 

Definamos agora: 

i-1 -1/p • . . -=Cs IB .. J ,l.,J-1,2, •• ; 
~' J 

C a constante em (41); 

Ai , ,J 
-1 

= À. ' w. ' 
~,] l.,] 

i i,j=l,2, ••• • 

Seja para cada i,j a função w .. (x) definida segundo (19), e 
~.J 

definamos a. , ( x) = 
~.J 

-1 
À .• w •. (x). 
lrJ l.,) 

Então a. . (x) é um repre­
~ .J 

sentante da classe A. . e seu supo:t;te está contido na bola B. . .. 
~,] l.,] 

Adernais, por (41) tem-se 

N (Ai . ; x) = 
.J 

-1 
Ài . N(W .. ;x) ~ 

,] l ,] -

i-1 
Cs = IB. . 1-1 /p 

~.J ' 
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o que demonstra que Ai,j e um p-átorno em Eim-l • 

Também, por (43) ternos 

H = L W .. = 
. . l ,] 
~ ,] 

L À •• Ai . 
i,j l,J ,] 

Finalmente, a partir de (16) e (42} obtem-se 

e fica demonstrado o Lema (39). 

s(i-1 )p IB. ·I < 
l,] = 

Continuemos agora com a demonstração do Teorema 1. 

' 

Primeira parte: Suponhamos -1 n (2m+ (n/q)) < p < 1. Seja -
{~ 1 }~=l urna sequência de números que satisfaz 

{A 1 }~=l uma sequência de p-ãtornos em Eirn-l· 

Lil~ilp < ~ e 

Pelo Lema (10), a 

sequência {A1 } verifica f N(A1 ;x)pdx <C 1 com a constante C 

independente de i. Então, pelo Lema (11) I a série ri~iAi = F 

converge em e vale 

SegWlda parte: Suponhamos agora 

função maximal N(F;x) está em LP, 

• 

um elemento de Eim-l cuja 
-1 n(2m+(n/q)) < p < 1, e 

d q • . " A provemos que F po e expresarse em E2 1 como uma ser1e ~.~ .. , m- 1 1 l. 

com r 1 1~ 1 1P < oo e os A1 p-ãtornos em Eim-l , i=l,2,... • 

Para cada k inteiro, seja 
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a decomposição de F correspondente a t = 2k segundo o Lema (18), 

e chamemos Ok = {x : N{F;x) > 2k} • Definamos agora: 

(49) ,.k=O,±l, ••• 

Em primeiro lugar vejamos que a série EkFk converge para F em HP. 

Aplicando a parte (25) do lema de decomposição tem-se 

Deduz-se então 

(50) 

o 

' 

-em particular se x e um ponto de nk. 

; 

Seja Wk = Eh Wk ih a expressao de Wk segundo (23) do Lema (18) o 

Aplicando as desigualdades em (21) e (23) e o_bservando que nk+l 

está contido em nk, temos que, se x t nk, então 

I I 2m+ (n/q) } 
+ Eh (rk+l,h/( x-"k+l,h +rk+l,h)) o 

Para r que satisfaz n(2rn+(n/q))-l <r< 1 , as desigualdades 

em (50) e (51) permitem escrever 

(52) 
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' 
onde 

- f ( I I I (2m+ (n/q)) r I. - Eh r. h ( x-x. h +r. h)) dx 
J cn J, J, J, · 

k . 

Usando a mudança de variável -1 Y =r. h (x-x. h) , a condição 
J , J , 

(2m+(n/q))r > n e a relação Eh rj,hn 2 C ~~j~ , obtem-se 

• 

Então, levando em conta que ~~k+ll 2 ~~k~ , a condição (52) 

pode ser escrita corno 

(53) ; 
-1 n (2m+ (n/q)) < r < 1 . 

Além disso, pela defin~ção de nk, temos 

(54) •' 
2k f Àp-1 l!x: N(F;x)>À}IdÀ > 
2k-1 

~ p-1 ~~kl (2kp<1-2-p>> ~c p-1 2kpl~kl 

-

• 

. Fazendo r=p em (53) e levando em consideração (54) deduz-se 

(55) EkiiFkll:p = Ek fN(Fk;x)Pdx < 

2k 
<C Ek 2kP1nk1 2 Cp Ek f Àp-

1
l!x: N(F;x)>À}IdÀ 

2k-1 

= Cp J:ÀP- 1 I!x: N(F;x)>À}IdÀ =C fN(F;x)Pdx < ~ 

o que prova .a convergencia da série Ek Fk em Hp • 

' 

= 
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Por outro lado, da definição de Fk em ( 4 9) deduz-se 

K 
(56) Ek Fk = lim E (~+1- Gk) = lim (GK+l- G_K) = 

K+oo k=-K K-

= lirn F - WK+l- G_K em Eq • 
K+W 2m-l 

Vejamos agora que 

(57) lim w = lim G_K = o em Eq .. 
K+oo K K+oo 2m-l 

Dada uma bola B qualquer e para x variando na bola B(O,l), 

pelo Lema (03) e por (23) temos 

e em consequência, usando (22) tem-se 

I -1 I p < C B (O , l) I E h N (WK h; x) dx ;;. 
B(O,l) ' 

< c•f N(F;x)pdx 
nK 

que tende a.zero quando K ~ ro 

_Também, pelo Lema (03) e por (25), vale 

I IG I I <C N(G_K;x) 5 C' 2-K 
-K q,B - -

que converge para zero (K + ro). 

' 

Combinando (56} e (57) Obtem-se que F = "k Fk em Eq e a 
t... 2m-l ' 

partir do Corolario (05) deduz-se então que 

(58) 
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Seja agora um número r tal que 
-1 n(2m+(n/q)) <r< p ~ 1 , e 

consideremos em Eim-l o elemento Fk/C 2k , onde c o o 
-e a con·s tan-

te que aparece em (50). Levando em consideração (50) e (53) ve­

rifica-se que Fk/C
0

2k satisfaz as condiçÕes do Lema (39) • 

De fato: 

Existe então, para cada k, urna sequência {~,h}~=l de p-átomos 

em Eirn-l e uma sequência 00 -{Àk,h}h=l de numeras, tais que 

Fk/Cozk ~ Eh \k,h~,h em • 

(59) 

Ehl\k,hlp <C JN(Fk/C0 2k;x)rdx ~C' lnkl 

Definimos agora 

e a partir qe (58) e (59) obtemos então 

(60) em 

Além disso, por (59) e (55) ' a sequência { ~k ,h} satisfaz 

(61) i l~k hlp = c Ek 2kp(E I\ lpl < 
o h k,h ~ 

k,h , 

< c E 2kp lnkl <c JN(F;x)pdx < 00 

' = k 

o que permite aplicar o Lema (ll) e obter que a série 
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k~h~k,h~,h converge incondicionalmente 

deração (60) deduz-se então que 

em HP. Levando em consi-

F = l: ~ A_ 
k,h k,h-K.,h 

A partir também do Lema (11) tem-se 

Esta desigualdade, junto com (61), permite concluir a demonstra-

ção do Teorema 1. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2. Demonstremos primeiramente os 

seguintes lemas: 

( 6 2) LEMA. O operador ~rn e continuo de Hp no espaço S' das 

distribuições temperadas. 

Demons traçã<?: Seja F em HP, x
0 

um· ponto no qual N(F;x
0

). < ~, 

e f
0 

o represen~ante de F que satisfaz n(f0 ;x0 } = N(F;x0 ). 

O Lema (12) monstra que f
0 

define uma distribuição temperada, e 

o mesmo ocorre com qualquer f representante de F. Então 

~mF = ~mf é urna distribuição temperada independentemente do 

representante f. 

Dada ~ em S, pelo mesmo Lema (12), tem-se ademais 
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j > n+2m. 

Elevando à potência p na desigualdade anterior e integrando so-

bre {I x
0 
I < l} obtemos 

l<6mF;t>l ~C' Pj,Zm(t) IIFII p 
H ' 

o que demonstra a continuidade de órn. 

( 6 3) LEMA. Se A -e um p-átomo em Eq 
2m-l ' 

-1 l, então n (2m+ (n/q)) < p < existe uma constante 
~ 

somente de m, tal que 6m (cA) - n e um p-aterno em R • 

c que depende 

Demonstração: Seja A um p-átomo em Eim-l e consideremos o re­

presentante a(x}· de A com suporte contido na bola B. Se aplica­

mos o Lema (18) de decomposição com a constante t = 2 IBI-l/p 

te in-se 

~t ~ {x; N(A;x) > 2 IBI-l/p} ~ ~ ; 

portanto, a partir de (25) deduz-se que A ~ G + O 
q 

em Ezrn-l e 

que a(x) é uma função derivãvel em quase todo ponto até ordem 

2rn-l, e, além disso, suas derivadas de ordem 2m-l satisfazem 

uma condição de Lipschitz com constante e sao 

portanto funções deriváveis em quase todo ponto. Isto é, para 

todo a= (cx
1

, ••• ,an) com lal =2m, as funções (daa) {x) estão 

definidas, para quase todo x, e é satisfeita a condição 

• 

Então, para certo conjunto J finito vale 
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~I E 2CIBI·l/p < 

lal=2m 
aoJ 

c IBI·l/p 
m 

Se consideramos c = temos obviamente que o suporte de 

(6rnca) (x) está contido na bola B. Ademais é válido 

llómcAIIoo = sup I (ómca) (x) I ~ /BI·l/p ' e 
X 

J(ómca) (x)xadx = Jca(x)óm(xa)dx =O , se lal ~ 2m-l 

com o que fica provado que 6rn(cA) é um p-átomo em Rn • 

. 
' 

(6 4) LEMA. Seja 
.. n -1 

a (x) um p-aterno em R ,n (2.m+ (n/q)) < p < 1 , 

e consideremos a função 

h(lxll = 
lxl 2m-n lg/xl 2 O , se n par e rn-n > , 

, em todos os outros casos. 

que resulta localmente integrável e e uma solução fundamental 

-da equaçao 6rnu = f • Então a função 

h (x) = (h•a) (x) = Jh( I x-yl) a(y) dy ' a 

- uma solução da ómu resulta localmente limi-que e equaçao = a 
' 

tada e portanto é um elemento de Lq(loc). Além disto: 

(65) Se A é a classe de h (x) em Eq2 1 , existe uma constan-a m-

te c positiva que não depende de A, tal que 

Para demonstrar que ha(x) e localmente limitada consideremos 

primeiramente o caso n par e 2m-n > o. Suponhamos o suporte de 
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a(x) contido na bola B = B(O,d), x um ponto em uma bola qual-o . 

quer B{x
0

,r) e seja R suficientemente grande tal que a bola 

B(x ,r) esteja contida em B(O,R). Se fizermos z = x-y 
o 

ter-se-á então [z[ = [x-y[ ~ [x[+[y[ ~ R+[y[ , e em consequen-

cia 

[h (x) [ 
a = if h([x-y[)a(y)dy[ ~ 

B . 
[ B [ - 1/p f [h ( [ x-y [ ) [ dy 

[y[~do 

f h([z[)dz 
[z[~R+d 0 

P2m-1 1g[ P [dp 

2m-l-a 
p dp J

R+d 
+ o 2m-1+ad ) p p 

1 
O<a<l. 

Obtem-se então 

[ha(x) [ < (C/a){(1/(2m-a))+((R+d
0

)
2m+a_ 1) (1/(2m+a))} ~C' 

se n par e 2rn-n ~O. 

O caso restante é tratado similarmente. 

Demonstremos agora (65). As funções (dah) (y) sao localmente 

_integráveis se I ai ~ 2m-l. Dado um ponto x0 fixo considere­

mos o polinômio 

E <f ( aah) (x -y) a (y) ~y) 
[a[~2m-1 ° 

(za/a!) 
' 

e a função 

(66) ' 

q-ue é um representante da mesma classe A de ha (x) em Eirn-l 

' 
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Fazendo z == p8, com p:>o, [e[=l, a função f (x ,z) pode seres­
a o 

crita sob a forma 

-E { E(1/a!)((8°h)(x-y)8°)}/a(y)dy 
2rn-1 J 

k=O I a I =k 
0 

Também, usando a igualdade 

E (8°h) (x -y) (z 0 /a!) = 
lal~2rn-1 ° 
f (x ,z) pode-se escrever corno 

a o 

h(x +p8-y) 
o 

h(x +p8-y) 
o 

k 
lp=O(p /k!)}a(y)dy 

com o propósito de estimar n(f ;x ) obteremos estimativas para 
a o 

f (x ,p,9). Suponhamos como primeiro caso que o ponto x0 veri­
a o 

fica fx
0

[ > 8d
0

, e vejamos que valem as seguintes condiçÕes: 

( 6 9) Se p < 1D-1 Ix
0

1 ou p > 10 X ' então: 
o 

1fa(x
0
,p,8ll < c P2rniBI-1/p (d /lx .1)2rn+n • 

~ o o 

Se 10-1 [x
0

[ < p < 10[x I e [x
0

+p8[ < 2d 1 então: . o o (70) 
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( 72) 
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se l0-
1

1x I < P < lOix I e o o 2d 
o 

, então 

n(f ·x) <C IBI-l/p(d /lx ll 2 m+(n/q)-~ 
a' o = o o i Ü<]J<l, 

C independente do p-átomo a(x). <lx l>8d ). o o 

Para demonstrar (69) suponhamos primeiro -l 
P ~lO lx0 1. Apli-

cando a fórmula de Taylor com resto integral com respeito a p, 

na expressao 

(73) U(x
0

,p,8,y) =h( lx
0
+p8-yll -

e chamando 

2m-l 
- l: (dk/dpk) h(xo+p8-y) lp=O(pk/k~) 

k=O 

ljJ(y) = l: (l/a~) (a "h) (x +tp8-y) e" 
lal=2m 

0 

2m U(x
0

,p,9,y) =2m p 
J

l ljJ(y) (l-t)2m-ldt 
o . 

' 

, tem-se 

Na Última expressão, somando e subtraindo de W(y) o polinômio 

l: (l/y~) (aYljJ) (O)yY , e aplicando a fórmula de Taylor com 
IYI~2m-l · 

relação a y~ (68) pode-se escrever como 

fa(xo,p,e) = J U(x
0

,p,e,y)a(y)dy = 

l: (yY/y!) (aYljJ) (sy) (l-sl 2m-lds} 
IYI=2m 

2m-l • (1-t) dt) a(y) dy + 
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Mudando a ordem de integração na segunda integral e usando que 

a(y) tem os seus primeiros 2rn-l momentos nulos-, deduz-se que 

tal integral é nula. Mudando ainda a ordem de integração na 

primeira integral e observando que as derivadas de h(jxj) de 

ordem 2m-n-u, u~l, sao funções homogêneas de grau -u, obtem-se 

1fa(xo,p,8) I < {Cp2miBI-l/pdo2m} • 

. {J1 J1 
J E I (3a+yh) (x +tpe-sy) lcty ds dt} = 

O O IYI~d lal=2m 0 

-o [yf=2m . 

J
l Jl J - (2m+n) lx +tpe-syl dy 
o o IYI<d o -o . 

ds dt 

Além disso, 

Tem-se portanto 

I f (x 8) I <C 2miBI-l/p d 2m+n 
a o'P' = P o ' 

o que demonstra (69) no caso p ~ l0-1 Ix
0

l . 

Suponhamos agora p > 10[x
0

1 , e apliquemos a fÓrmula de Taylor 

no integrando de cada termo de (67), considerando em cada caso 

o polinômio de ·grau z'm-1 que convenha. No primeiro termo temos 
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a(y) dy + 

I 
2m-l 

+ {E ( E (y"/a!)(a"h)(x +p6)} a(y)dy 
k=O lal=k 

0 

Como antes, a segunda integral resulta nula, e para a primeira 

tem-se 

( 7 4) 

< c - I
l 2m -n 

2m I I Y I I x +p e-ty I 
o IY[~do o 

I a(yl I ay at 

Ademais, usando as condições lx0 1 > 8d
0

, p ~ 1Dix
0

1, temos 

[x +p8-ty[ > p/2 , e por conseguinte: 
o 

( 7.S) IJI = IJll < c IBI-1/p do2m+n P-n < 

P2miBI-l/p (do/lxoll2m+n < C' -
Nos termos restantes em (67), chamando 

; k=O,l, ... ,2m-l, temos: 

) a(y)dy + 

com = o e Ik,l que satisfaz 

' 
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IIk 1 1 = IJ{2m l: (yY/y!) J
1

<aY.pk) (sy) (1-s)
2

m-
1
ds} a(y)dyl 

' lrl=2m o 

= I I: f{ k y a
1 

y+a 2m-1 2mp (y e y!a!) (8 h) (x -sy) (l-s) a(y) }dy 
h l=2m 0 

. 
ds I i 

lal=k 

e, portanto, notando que lx -syl > lx l/2 > O, tem-se o o 

(76) I I I I 
kl 

1
-1/p d 2m+nlx 

1
-(n+k) 

Ik = Ik,1 < Ckp B o o 
o 

' 

' 

k=0, •.• ,2rn-l. 

Observe-se que esta estimativa depende só da hipótese 

Obtem-se então a partir de (67), (75) e (76): 

, 

o que demonstra (69) no caso p > 10ix
0

1 • 

Demonstração de (70) : Seja l0-1 Ix
0

1 < p < lOix 1: . o 

lx I >8d o o 

2m-1 
l: (p/lx -l>k i 

k=O 0 

lx +pef < 2d , e de novo consideremos separadamente cada um 
o o 

dos termos em (67). Se n é par e 2m-n > O, o primeiro termo 
= 

J expressa-se como 

• 
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I 1
2m-n • Neste caso x +p6-y e 

o um polinÔmio em y de grau 2m-n, e, por 

ter a(y) os seus primeiros 2m-l momentos nulos, podemos escrever 

< IBI-1/PJ lx +p8-yl 2m-n 1g(lx
0

l/lx
0
+p8-ylldy < 

IYI.~do o 

< ~-11BI-1/p f lx +p8-yl2m-n-~lx l~dy ~ 
lxo+pe-yl<3do o o 

< C IBI- 1/P d Zm( lx l/d ) ~ ; 0<~<1 • 
= o o o 

Se n é Ímpar ou 2m-n < O, obtemos 

' 

e por ser lx
0

l/d
0 

> 1, então em ambos os casos é válido: 

(77) 

Para os outros termos em (67) é válido o cálculo da estimativa 

para Ik obtida em (76), Obtem-se então a partir de (67), (76) 

e ( 77) : 

lfa(xo,p,e) I < 

~ CIBI- 11 Pix 0 1~ d 0
2 m-~+ c• IBI- 1/P d 2m+nlx 1-n 

o o 

o que prova (70), 
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Demonstração de {71): Similarmente à demonstração de (69) 1 ca-

so p ~ 10jx0 j, para o primeiro termo de {67) ternos 

' 
com J

2 
=O e J

1 
que satisfaz (74). Além disso, como 

Nos termos restantes vale (76); então temos 

d 2m+n[x + e[-n 
o o p + 

' 

o que demonstra (71). 

Demonstremos agora {72): Dado R>O qualquer, considere~os 

D1 = {z=pS E B(O,R): [z[= p< 10-1 [x
0

[ ou p ~ 10[x [l o 

D2 = {z=pS E B ( 0, R) : 10-1 < p < 10 [ x [ ; [ x +z [ < 2d } 
o o o 

D3 = {z=p e < B(O,R): 10-1 < p < 10 1 x
0 

I , I x
0 

+z I > 2d
0

} • ~ 

como g > 1, pode-se escrever: 
~ 

(78) I (R) 

< 
3 
E R-2m 

i=l 
(R-n J [f (x ,p,S) [gdz) 1 /g = i r. (R) 

D a o i=l ~ 
i 

• 
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A partir de (69), levando-se em conta as condições 

d0/lx0
1 < l/8 e 2m+(n/q)-~ < 2m+n, tem-se 

A partir de (70), observando que em n2 ternos a condição 

lx
0
1 < lOp ~ lOR , obtem-se 

f dz)l/q 
lx +zl<2d 

Para estimar r
3

, usando (71) e chamando 

D ~ {2d < lx +zl < ll.lx i} , temos o = o = o 

Se q = 1, temos: 

o o 

+ 

+ 
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• 

Se q > 1, considerando que n(l-q) < O, temos 

; O<ll<l 

Então, fazendo x =· x +z na definição de f (x , z) em (66) e 
o a o 

levando em conta (78) e as estimativas obtidas para I. (R), 
~ 

i=l,2,3, obtemos, sob a condição lx f > 8d , que: o o 

n(f ;x) ~ sup R-2mlf I ~C sup I(R) 
a o R>O a q,B(x0 ,R) R>O 

< -

Observando além disto que a constante C obtida em cada uma das 

estimativas enteriores é independente do p-átomo a(x) em Rn, 

fica provado · ( 72) .. 

Continuando a demonstração de (65) consideremos agora o caso 

I x f < 8d , e provemos que em tal caso se satisfazem as se guin­
o - o 

tes condições: 
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(79) Dado a o Nn tal que [a[ ~2m, a função 

K (z) ~ ((2m) !/a!) ( 3ah) (z) 
a 

é um núcleo integral singular. 

(80) + E K*(a)(x )) 
[a[~2m a 0 

( I X I <8d ) o= o--

onde K* é o operador maximal do nÚcleo K considerado em (79). 
a a 

( 81) + E K* (a) (x ) ) 
[a[~2m a 0 

; 

com a constante c independente do p-ãtomo a(x). 

. • 

' 

Para provar (79) observamos que K (z) é homogênea de grau -n, e 
a 

de classe c 00 

sobre a esfera unitaria. Vejamos agora que 

A = f K (z)dz = o • I a I = 2m. 
a [z[=l" 

Dados 
n em R, e em R , p tais que [e[=l, O,:~p<l, seja 

F ( P e) ~ [E 1 I -l J h ( [ z+p e [ ) dz 
[z[~l 

• 

Se r e uma r~tação em Rn tal que f(e 1 ) = 8, tem-se 

F (p e) = I El[-1 f h([z+pr(e 1J[)dz = 
[z[=l 

~ [El[-1 f h ( 1 y+pe 1 1 > cty ~ F(pe1 ) 
[y[~l ' 

e portanto F(p8} é uma função radial f(p). Então, aplicando a 

fÓ'rmula de Pizetti e considerando que h(-/ z [) é uma solução de 



46 

~rng = o para"Z f O , temos: 

f(p) f h(lz+pBildz) de 
lzl~l 

' 

o que demonstra que f(p) é um polinômio de grau menor ou igual 

a 2m-2, e que portanto (d2m/dp 2m)f =O. Então, 

e em particular para p = O. Isto é, 

' para todo e com I e I ~ 1 , 

de onde resulta Au =O para todo a com lal=2m, o que prova (79}. 

Demonstremos (80): Considerando a expressao em (73) ternos 

I + I 
l 2 • 

Aplicando a fórmula de Taylor nos primeiros 2m-l termos de (73), 

com respeito a p, resulta 
~ 

(82) I ~ f { (p2m-l/(2m-2)!) • 
1 

lx -yl<2p o 

I (l-t) 2m-2 dt} 
s~tp 

a(y)dy 
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f 
2m-l 2m-l 2m-l 

- (p /(2m-l)!)(d /dp )h(x+p8-yll_
0

a(y)dy 
I X -y I <2p o p-

0 

Por ser lx
0

+tp8-yl < 3p , e pela homogeneidade das derivadas de 

h de ordem maior que 2m-n, temos 

< c 
~ 

. 
+ c 2m-lJ I 1-n+l p X -y 

lx -yl<2p o 

2m-l 
< c p -

o 

Isto é; 

( 83) 

la(y) ldy dt 

I a (yl I dy ~ 

Para estimar r
2

, somando-se e subtraindo-se do integrando a 

expressao 

' 
resulta 

r
2 

= J {U(x
0

,p,8,y)-(d2m/dp 2m)h(x
0

+p8-y) I =O 
lxo-yl,;:2p P 

• (p 2m/(2m)!)}a(y) dy + 

= 

+ 
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= Jl J {((2m+l)/(2m+l)!)p2m+l 
O lx 0 -yl~2p 

• 

(d2m+l/ds 2m+l)h(x +s6-y) I (l-t) 2m-l} a(y) dy + 
o s=tp 

) a (y) dy = I I + I 11 

2 2 

Ademais, pela condição (79) resulta 

(85) (p 2m/(2m) !) E !J K (x -y)a(y)dyl 
· lal=2m lx

0
-YI2:2P " 0 

< -
<(p 2m/(2m)!) E K*(a)(x) 
~ . lal=2m" 0 • 

Então, a partir de (82), (83), (84) e (85), obtemos (80). 

·A condição (81) e consequência imediata de (80), e da indepen-

dência com relação a a(x) das constantes C obtidas nas estima-

tivas anteriores. 

Completemos agora a demonstração de (65) • A partir de (72} 

e (81) e levando em ~onsideração que cada uma das funções 

f (z) = f (x ,z) definidas em (66) é um representante da a,x a o -. o 
classe A, deduz-se que 
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Ü<Jl<l, se lx l>8d; o o 

< C ( IBI-l/p + l: K*(a) (x ) ) 
~ lal~2m a 0 

, se 

Elevando ã potencia p e integrando, ternos 

I (d /lxll ( 2 m+(n/q)-~)pdx 
lxl>8d

0 
° 

+CIB[-ldn+ 
o f (K*(a)(x))pdx 

lxl~8d 0 a 

• 

~ 

e 

• 

+ 

Na primeira integral, observando que para Jl suficientemente pe-

queno vale p > n(2m+(n/q)-~)-l > n(2m+(n/q))-l, e lembrando 

que B = B(O,d
0
), tem-se 

I lzl-( 2 m+(n/q)-~)pdz < C 

lzl>8 ' 

com C independente de A . 

Em r
2

, usando a desigualdade de HÕlder com 2/p e 2/(2-p); e 

por ser K* um operador integral singular, temos 
. a 

I
2 

< l: (I (K*(a) (x)) 2dx)P/2 

- lal~2m lxl<8d
0 

a 
<I dx) (2-p)/2 < 

lxl,:::8d
0 

-

< l: CIBI-l+(p/2)+(2-p)/2 ~ c•, 
- I a I ~2m 

C1 independente de A. 

Obtem-se então f N(A;x)Pdx C , com C independente de A, com 

o qual fica provado (65) e também o Lema (64). 
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Para concluir a demonstração do Teorema 2, seja agora F urna 

classe em HP, e vejamos primeiramente que 6mF está em HP(Rn). 

Pelo Teorema 1, F pode ser escrito em Hp como 

F ~ " " A · t...i ~-"i i I 

00 • 

' i=l,2, ••• ; 

além disso, existem constantes positivas c
1 

e c
2 

tais que 

{86) 

Pelo Lema (63), existe uma constante positiva c tal que 

m 
ó {cA1 ) ~ 

Lema (62), 

b., i=l,2, ••• , é um p-átomo em Rn .• Ademais, pelo 
' 
o operador ~m é continuo em HP, e podemos escrever 

A partir da definição de Hp(Rn) obtem-se então que ómF = ~ 

e ·um elemento de Hp (Rn), e que existem constantes posi·tivas c
3 

e c
4 

tais que 

{ 8 7) c !!•!!P _< " 1!c-1,.1 !P ~ 
3 • HP " " -

Seja agora F.em HP com 6~ =O. Se f é um representante de F 

que satisfaz n(f;x
0

} = N(F;x
0

) para um certo ponto x
0

, pelo 

Lema (12) deduz-se que f é um polinômio de grau menor ou igual 

a Zm-1. Portanto, F é a classe nula em E~m-l e o operador ~rn 

é injetivo .. 

UNICAMP 
. BIBLIOTECA CENTRAL 
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Para demonstrar a sobrejetividade consideremos $ em Hp(Rn). $ 

é da forma 

Seja, ainda, a solução da equaçao 

m 
~ u =ai' considerada no Lema (64), e seja Ai a classe de hi (x) 

em Eim-l' i=l,2, ••• • 

Pela condição (65) tem-se 

, com C independente de i. 

Além disto, a partir da condição E I À. lp < oo e do Lema (11) obte-
1 

mos que a série Li ÀiAi =F converge em HP, e usando a continui-

dade de 6m segundo o Lema (62), deduzimos então que 

~~ = ~m(E. À A ) E À ~~ = 
1 i i = i i i 

m o que prova que ~ é sobrejetivo. 

' 

A partir de- {86) e (87) obtem-se conStantes positivas c', ç:u 

tais que 

' 

com o que conclui-se a demonstração do Teorema 2. 
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