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DEDICATORIA

. © 0 mar azul mediterrxdnep ancorou seus barcos e - um
dia...IA dguia descobriu-gue a montanha ia crescendo, gue as -
suas proprias asas 32 desciam pelos muros sobre a crina transpa
rente das cachoeiras..,, Como uma lenta, morna, incansavel...
Eterna onaa marinﬁa...

E durante esse tempo estranho...
Duas arvores...

\ Come velhos navios piratas ainda procurando os tesou
ros ocultos do mar...

Duas arvores carregadas de sementes...

Gigantes e amigas, antigas e verdes ao mesmo tempo...
Duas arvores . gue surgiram por acaszo, 4o silénio, penetrando na
florasta com os ramog gstendidos...

As minhas Arvores se chamam...

Roberto Oscar Cignoli e Laurence C. Young...

1

Aos meus queridos, profundos, simples...
Inesguecivelis mestres,
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INTRODUCAQ

A PAISAGEM

Porque as vezes as arvores nao deixam ver o bosgue, come-

garemos por descrever a palsagem...

0 Cdfeulo Estocastico & uma drea matemdtica em formagao .
Estuda a solucdo de equacbes diferencials e eguagbes integrais esto-
casticas, ou seja , eguagdes em gue os coeficlentes e as  variaveis
consideradas ndo sa0 constantes ou fungoes deterministicas senac wva-

L

rifveis aleatdrias e processos estocisticos...

2 teoria estd motivada pela necessidade de uma formulagao
matemdtica mals rigorosa dos fendmenos fisicos, pois, em realidade ,
na equagao gue pretende explicar um fendmeno, os distintos elementos

sao fruto de experiencias que, em geral, proporcionam resultados a-



leatdrios com uma certa lei de probabilidade...

Cs alimentos deste ramo emergente da matemdtica sio: a
teoria dos processos estocasticos, a teoria da probabilidade e da

nedida e a andlise funcional...

A solugao de uma equacac estocdstica &, por sua vez, um

processo estoc@stico...

Desta forma, © (alewleo Eatocastice , além de proporcionar
solugdes a problemas fisicos e propor novos problemas a anflise fun—
cional, wvelo enriguecer a proépria teoria dos processos estocasticos
e de ountras areas estatisticas direta ou indiretamente relacionadas

COm 08 Processes: a teoria dos jogos, o controle estocastico ...

Ainda mals, como disse Laurence (. Young, poderia mudlic bem
aconfecer que as ideias subjacentes a4 Leendcas desenvoluidas  pelos

probabilistas encontrassem finalmente, suas aplicagoes mals phrofundas

ne selugdo de famosocs problemas da andlise matematica classica ... B
de fato, como se destaca na literatura incipiente ~ McKean(l7), — Me
Shane {21}, Friedman (8)... - o Calfcule Esfocastico 8 abriu a possibi-

lidade de estudar probabilisticamente equagoes deterministicas em de~-

rivadas parciais...

£ presumivel que o Cafeulo Estecastico seja, talvez em  um
futuro préxime, o cdlculo wsual da mesma forma que a Algebra abstrata
{ou moderna) e a 1Ogica matemdtica sao, hoje em dla, a Gnica algebra

& a nica 18gica gue conheCemos...
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A ferramenta basica, celular, do cdlculo estociistico & a

integral estocistica:

(1.1} 4 f =z

Jp

onde D & um intervalo real, £ e 2 processos estocasticos. A diferen-
.cial se define a partir da'integral por inverséo e' uma adaptacac da
regra da cadelia possibilita o ulterior desenvolvimento... Esta adap-
tagéo levard sempre o nome de seu genial autor, XK.Itd(13), a quemn
corresponde, junto a Norbert Wiener(30), o mérito de haver iniciado

a teoria...

A TRILHA

Uma versfo histdrica exaustiva da integral estociistica pode

ser vista por exemplo na tese de Fernandez Vivas (7)...

Nos deteremos em dois dos nlcleos dessa histdria,

Nos trabalhos de Wiener (30} e Itﬁ'fLZ},o processo integra-

dor 2 & o Movimento Browniano...

Este processe, formalizado por Einstein (6) e Wiener {32) a-
presenta trés propriedades estoclsticas fundamentais: & uma martinga=-
la, seus incrementos Zt+s - Zt para S > o tém a distribuig§0 de

Gauns H{o, 02 = g) e esses incrementos guando os intervalos nao se

interceptam sao varilveis aleatdrias independentes...
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Tratando~-se de um processo estocdstico destinado a . expli-
car, em seu conjunte, o ir e vir aleatdrio de certos fendmenos natu-
rais , o comportamento absurdo, individual de cada trajetdbria do pro-
" cesso - a nao diferenciabilidade -~ 8 o gue menos interessa... Inclu-
sive porgue estes impossiveis microscdpicos estdo provocados pelas
proprisdades macroscdbpicas mencionadas... Porém, a variacdo ilimitada
@ a nao diferenciabilidade das trajetdrias do Movimento Browniano des—
cartam a poésibilidade de definir uma integral no sentido ordinariode

Reimann =~ Stieltdes tomando cada trajetdria como fuﬁgﬁa integrador...

Wiener considerava integrandos deterministicos ¢ dJdefine a

integral para:
l0,1] , como;
{‘l - ' ' 1
{5 £4z J(w) = £(1) z(1,w) ~ £(0)Z(o,w) - If'(t) z (t,w)dt
) _ o
obtendo-se assim uma varifvel aleatdria. E a aplicagio:
& uma isometria gue, pela densidade de C%[o,l] , permite extender a

definigio a £2[o,1]...

2 teoria de Itd desenvolve a integracao de processos esto—
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césticos com relagdo ao Movimento Browniano...
Dado um intervalo real D e um espago probabilistico & com

uma U~ dlgebra de sucessos A e uma probabilidade P, definir um

Processc como uma fungao:

tal gue: para todo t & D a fungao £, definida por:

th
2
il

£{t,w)

& una varidvel aleatdria, & equivalente a dizer gue o processo, con-

siderado como fungdo que assume valores no produto cartesiano infini-

fuis] RB #

com a definigao:

£w) {¥)

i
i

o () = £{t,w) ’



& mensurdvel com respeito a (L e a o-&lgebra de borelianos B

de RD (%%,

Se\considerarmcs'o interﬁalo D dotado de uma medida mg de
Lebesgue ~ Stieltjes gerada por uma fungéc de distribuigac g, podere-.
moes considerar processos £ e oP {mQ®P), ou seja de poténcia p~in-
tegrivel {com lg§p < ®» ) com relagao a medida produto mg®P sobre ©

espago D X 8 vaus

Considerande g como aidentidade 1, e mg =m a madida de
- Lebesgue sobre D, a integral de Itd tenta extender a isometria de

Winer ao espago £2 {mi@P}

L3 B

Para prolongar essa isometria & suficiente a independé&ncia
estocastica entre as variaveis aleatdrias £, e (zv - Zu}, gquando: t,
U, v € D, £ g gv. ...

Pelo cariter ortogonal dos incrementos do Movimento Brow —

niano, esta independéncia estd garantida quando- £, & mensurivel oom

respeitc a g~&lgebra €, gerada pelo Movimento Browniano 2 ate,

D . U{Pfi ok }‘€Bn)} -, onde n,Bn; &
F nt *

{*} BD defini~ge romo R ¢
tl’

17

o . - x bl ., L n - ’ ]
vy tn sao variaveis, n € natural, n » 1, B & um boreliano

n f _
de Ry tyy st £ D, ty <ty see< B, @ P{t tn} 8

l” N

proiecao de R” em R" definida por:

D . =
¥, e R, P{tl?____r tﬁ} (3;} = { L {tl} —T E(tn}}
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e inclusive o instante t(*),..

Esta caracteristica pode ser formalizada dizendo-se que F

& um processo adaptado, ou que se adapta, a familia crescente &}
. teD
de wo-subalgebras de Q..

.

Esta adaptacao & egquivalente (ver Yeh(33), capitulo I} a .

existénecia de uma fungéo mensuravel [ : R[é't]¢ R +tal gue o diagra-—

mas

q, E . R,B
. s
R[asﬂ’gﬁsx,t]
& comutativo...
ou séja: )
) = £Ew) =@, b, o)

{*} A @-Algebra gerada por am processo define-se como a  mwminima
ﬁwélg&bra__de _Cln com respeito a gqual as varifveis do

Processo Sac mensurdveis.
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sendo ZW L[a,t] a restridao - da trajetoOria Z., do Movimento Brow -

niano até o instante ...

Em outras palavras, a trajetdria f, do processo  inte-
grando £ no instante +, deve ser funcao do passade da correspon-
dente trajetdria do Movimento Browniano... Ou, como dencomina Lau-

rence C. Young, devemos considerar processos J{ndexades pelo passado

¥ % ¥

De uma forma abstrata podemos formalizar esta dependéncia
admitindo gue os processos f e 2 adaptem-se a uma familia nao

decrescente {@t 1 £eD de o-gubdlgebras de Q. ...

Para possibilitar a pertinéncia a ﬁpcmiﬁP) - necessitamos
além disso uma mensurabilidade globaf com relagado a M, [a b]® Qo
¥r

$andc Mi [a,t] 0s Lebesgque ~ mensuraveis no intervalo [agt] PPN

A adaptagac e a mensurabilidade global estdo implicitas gquan -
do supomos gue a restri¢ao de £ ao intervalo [a,t] seja mensuravel

. ’ '
com respeito a g~algebra produto Mi Ea,t] ® @t .

Esta.ﬁlﬁima condigdo de mensurabilidade, considerada en~
tre outros por%Yeh (33) e Meyer -« Dellacherie fé}, & menos geral gque
as antericres..,., Mas, como veremos no Capiguie I, desde o ponto de
vista da construcac da integral estocistica, este mencs significa e-

xatamente guase nada ou nada mals, quase em toda paste ...

Resumindc: Chamandc M a esta condicao de mensurabllidade
(ou bem a adaptacao e mensurabilidade global), a integral de Itd es=-

tabeleoe uma isometria entre:

(1.2) J: zz(mi@p)m -  £% ()



senda £ 2 (m, ® P} M= {{f ¢t 2

(m, 8 P}| £ wverifica M } .

Itd define a integral para processos em escada & extende a
definigao a f & € 2 (mi ®& P} M como limite, em £ 2 (P}, de uma
sucessao de integrals de processos em escada fn gue convergem até

2
f em 5 (mi 8 P) Mottt

A isometria (I.2) generaliza a integral estocistica de
Wiener que resulta ao particularizi-la para ihtegfandos deterministi-
cos, ou sela, procesgos do tipo filt,w) = uw{t)... Por outro lado
pode extender-se, como limite em probabilidade, ao espago de processos
cujas trajetbrias, gquase em toda parte, 530 de quadrado integrivel .
Concretamente para o8 processos £ gue, além da condigao M, verificanm

cque s

A partir da integral de Itﬁ,‘os esforgos de generalizacao se

§

polarizam em duas diregoes:

~ Considerando processos integrandos £, assumindo valorms em
espagos de Hilbert ou de Banach... Nesta linha est3o os trabalhos de
 Cabana (1), Kunita e Watanhbe (13,14), Metivier (24}, Fernandez Vivas

(7} 0.

- Incorporando processos integradores 7 mais gerails gue o

Movimento Browniant...
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Vamos nos deter nesta ltima vertente que & o segundo nu-

cleo de nossa histdria e onde aparece o cobjeto de nossa tese.

Diziamos gue ¢ Movimento Browniane apresenta trés caracte-
risticas estoclAsticas fundamentais: & uma martingala, com ineremehtcs
normalmente distribuidos e independentes... Dentre estag trés pro=-
priedades a mals decisiva & a ortogonalidade dos incrementos... Que
seja uma martingala deduz~se a partir de que os incrementos sao cen-
trados e independentes. E essa independéncia determina o tipo de dis-
tribuigac; de fato, o importante teorema de Baxter (ver Yeh{33), ca-
pitulo ITL) coloca em evidéncia toda essa poténcia- e essa fragilidade -~
dos processos brownianos: qualguer processo com incrementos ortogo-
nais e com trajetdrias continuas & um Movimento Baowniance Genenalliza-

de coujos incrementos se distribuem normalmente...

Assim pois, a generalizagao trata de alterar a independén-—
cia dos incrementos de 7: substituir essa crtogonalidade por uma qua-

se~ogrfogonaklidade cada vez mais flewivel...

Edwatd J. -McShane [(19) e (21]] considera condigdes para a
distribuicic condicionada dos incrementos de 2, gue sdc verificadas

pelo Movimento Browniano e os processos de Poisson... Concretamente:

Elez, ~20/€,] | s gt - g(s)

{X.4) Y8, teh, 5 < ¢

Eltz, -20%/@ ] < g(t) - gls).
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sendo g mondtona nao decrescente,

Se consideram integrandos f ¢ Ez(mgﬁP}M gque como fungoes:

fae )
o
+
™
w

sao continuas e limitadas gquase em toda parte com relagado a Mg

A integral se define como limite em £2(P} de certas sOmMas
de Reimann #aetardadas... McShane flexibiliza ainda mais o conceito
de soma de Redmann considerando partigdes de D cujo didmetro wvarid-
vel estd dominado nao por um valor £ixo sendo por uma funglo positiva
guase em toda parte «»» Além disso os intervalos da partigao néo pre-
cisam cobrir totalmente o intervalo.n podendo deixar a descoberto por-
¢oes de medida peguena... Einalmente os pontos de valoragao do inte-
grando devem estar a esquerda, no madximo na origem, de cada subenter—
~valeo da partig¢ao... McShane chama a estas partigdes, 8s somas e aos
limites (ou infegrais) correspondentes de Itd - retardadas ... E de-
monstra que,quéndo g & linear, esta definicao érolonga efetivamente
a integral de Itd, permite considerar integrais Ltenadas e estabe-

'~ lecer uma generalizacac da f£fOrmula de Itd e as suas aplicagOes{19-23)

Incorporando idéias de Kunita - Watanabe (15), a escola de
- Estrasburgo - Meyer, Dellacherie- e outros - desenvolveu © concelto de
semi-martingala local contornando certas condigdes de integralidade na

- definigdc de martingala... Meyer (26) estabeleceu a integracidc esto-



nj.Zo

castica com respeito a estas semi-martingalas locais e, recentemente,
Protter {31), em tabalho ainda ndo publicado, estudou a relagdao de in-
clusao entre a integral de McShane, com g linear, e a integral de

Meyer...

Xndepeﬁdentemente, a partir de 1970, Laurence €. Young,oon-—
tinuando trabalhos por ele iniciados em 1936 (34-37) desenvolve a in-
tegral estocistica com respeito a processos que ele demonina guase-

martingalas [(38) e (39)] ...

Essencialmente uma quase martingala & um processo . adaptado

que verifica as condigOes:

| Bliz, =29 /€, ] < alglt) - gls) )

(1.5} ¥s,t & D, 8 < t

=232 /€] < 8lglt) = g(s) )

onde, em principio, o, R S30 fung&es reals boxelianas"néo negativas

s g mondtona nao decrescente...

A integral se define com limite em EQ(P) das integrais de

certas medias em escada netardadas ...

As condig&es‘de gquase-martingala do processo_integrador'néo,

permitem mais, em geral,eétabelecer a integral como uma fungao linear
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continua
L2 o 2
J s £ {mg@P}M > TR

mas come uma fungao definida sobre determinados-subconjuﬁtos de
£2(mg®?}M . A integral existe gquando as condicgdes de quase~martingala
e a variabilidade em £2(P} dos incrementos do processo integrador se

relacionam com certos pares ( £, ¥ ) de fungoes esfdmadonras.

Young proporciona cutras definicoes equivalentes... Dentre

elas, a mais criativa , obtédm a integral come a derivada na origem da

convolugao
£ * Z(t) f £ 0%,,..d8
D
. ou seja: *
. " ,
{1.6} { £ a 2 = { £ * 2}
. : JD {0}

Obviamente o0s processos integradores (I.4) considerados por

~ McShane sao quase~martingadas...
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Mas estava por estudar a relagao entre a integral de Mc Shane

e a de Young, definidas, em principio, por métodos diferentes...

A VEREDA

Que &, na realidade, a nossa veredazinha...

Tratamos de aprofundar a estrutura da integral estoclsti~

ca L

Concretamente no trifngulo estabelecido pelas teorias de

Itd, McShane e Young...

Supunhamos que © esguema linear da construgao de Itd deve-
.ria préservar sua validez nas condigoes de McShane e de Young, = pro-
porcionando conclusoes acerca da coerencia entre ambas as inte-
grais... Mais pfecisamente da inclusdec da integral de McShane como

caso particular da de Young...

Para 1880 nos vimos diante da necessidade de revisar coriti-
camente 08 trés métodos de definigdo comecando pelos necessirios teo-

remas de aproximagao...

Proporcionaremos contelido a esta canta de iniencoes deg

srevends o conjunto dos problemas parciais abordados...
- No capitule I se estabelece um novo teorema de aproxima-—
130 para processos estocdsticos usando as medias retardadas definidas

wr ¥Young como processos continuos aproxdimaderes ... Isto permit e
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prescindir da complexa formulagao de Doob para as condigdes de mensu-
rabilidade: adaptagéc e mensurabilidade global simultineas com rela-

cao a Miﬁ& & Mg@@.(ver Doob {5}, pag. 294 e 437).

Estas trés condigodes de mensurabilidade se substituem pela
inica condigao antes comentada, ou seija fka . mensuravel com resPQiu'
4

toa M @& @t gue generaliza, para uma nedida dJde Lebesgue =~

g la,t)
Stieltjes, o conceito de processo progressivo de Meyex...

- No capitulo II se interpretam as particdes Itd - retarda-
das de McShane como formas de aproximagac de um processe por proces-

sos em escada que verifigquem a condigao de mensurabilidade...

- O capitulo IYI estabelece a metrificagdo da extensac da
integral an espago de processos definido por (1.3) - para © Caso de

uma ¢ mondtona nao decrescente...

- Caracteriza-se as prdprieda&es de g que permitem a cons-
trugac de integxais simples, integrais interadas - que S&o apresan-
tadas como caso particular de integrails simples‘w eeaa&épta§§0akifor~
mula de Itd, obtendo-se resultados mais sensiveis e gerais gue o0s a-

presentados por MecShane (capitulos IV, V. e VI respectivamente),

-~ No capituleo VII extende-se a infeéral de Young assumindo
condi¢oes mals gerais para as 5&&@53@ estimadoras. . . Com essa exten-
-sao identificam-se subespagos vetoriais de processos integraveis e
démonatra—se a inclusac da integral de Mcshane como caso;wmt&mﬂax da

- de Young em condigoOes muito gerais: com g continua.

0 estudo dessa relagao discorre entrelagando as novas fun-

gSes egtimaderas, uma desigualdade de McShane e 0 nossg teorema de
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aproximagao desenvolvido no priméiro capitulo com as condicdes gque
definem as guase-martingadas.,. Finalmente se estabelece uma nova de-
monstracac da validez de (I.6) usando propriedades da integral de

Boghner em lugar dos algoritmos de Young...

Este trabalho & o resultado de um semindrio gue, além do
autor, contou com a participacao decisiva dos Doutores Roberto Clgno~
1i e Laurence €. Young: um espanhol, um argentino e um britdnico fa~
zendo matemdtica sob o céu brasileiro e com © suporte generoso da

Universidade Estadual de Campinas...

Esperamos que o resultado seja til para outres futurcs u~-

sufrios do CAlculo Estocastico...
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SUMMARY

In this work we discuss more carefully the structure of

stochastic integrals.

Concretely on the triangle established by the theories  of

+8, McShane and Yound...

We suppose that the linear scheme of the conhstruction of Itd
hould still be valid under the conditions of McShane and of Young,
roviding conclusions concerning the coherence between the latter two

f the integrals ...

For this we face the neceséity of examing critically those
hree methods of definition heginning with the necessary theorems of

'ppraximation...

We will provida content to these wishes describing the set

f broached partial problems...

- In chapter I a new approximation thesorem for stochastic
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precesses is established using the retarded means defined by Young as
continucus appfcximating_précesses... This permits.us to forego the
complex formulation of Doob . for # the conditions of measurability:
adaptation and simultaneous measurability with respect to. Mi®fld'and

Mg@(ﬁ.(see Doch, p.p. 2%4 ;o 437 ).

These three measurability conditions will be substituted by

the unigue condition: neasurable with respect to M ﬁF F
g, t

“lrave

which generalizes,for a Lebesque ~ Stielties measure, the Meyers'

concept of progressive processes.

- In Chapter II the McShanes' Itd-belated partitions are
interpreted as forms of approximating a given process by step processes

that verify the measurability condition...

=~ In chapter IIT it is established the metrification of the

sxpansion of the integral to the space of processes defined by

1l
!_..l

P [J fls,w) & gi{s}) <« w
D

3

for the case of a monotone nondecreasing g...

~ Tt is characterized the properties of g which genmx$\ the
ronstruction of simple integrals, iterated integrals. ‘(which are
ntroduced as a particular caée of simple:hﬁﬁgnauﬁvadithe adaptation
}f the formula of Itd, which leads to more simple and general results

-han those introduced by MeShane {chaptersIV, Vand VI respectively).
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- In'chaptar VII the integral of Young. isl extended by
asguming more general conditions for his estimate functions... With
this extension vectorial subspaces of dintegrable processes are
identified and also Being demonstrated the inclusion of the McShanes'
- integral as a special case of ¥oungs’ under very general conditions :

with a continuous g.

The study of this relation considers entwining “ . the new
estimate functions, one inequality of McShane and our approximation
theorem deavoloped in the Ffirst chapter with the conditions that define

the Youngs' nigh-martingales...

Finally, when <« is the identity function, using properties
of the Bochner integral instead of the algorithms of Young, it is
established a new proof for the expression of the integral as the

convolution derivative

I d f 2 = {f & Z)'
D {0)
being
_
£+ 2 (t) = | Es Zeyg d s
D
- This work is the result of a seminar which, hegide the

“author, relied on the decisive participatian of Dr.Roberto Clgnoll ad

. Dr. Laurence (. Young: a Spanish, an Argentinian and a British wcmking
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‘'n Mathematics under the brazilian sky and with the generous support

the Btate University of Campinas...

We hope that the results would be useful to other future

arkers of stochastic calcoulus...
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CAPITULO X
TEOREMAS DE APROXIMACRO
afinigoes

Seja D = [a,b]

g : D » R monotona nao decrescente o continua em b.

Designaremas'com M§ a v~algebra de conjuntosde D mensu—
ivels com relagdo a medida sobre D gerada pela fungdo de distyibui-
A0 é. Guando gix) = x, ou seia g = 1, temos a medida de Lebesgue so-
re D, Se g & absolutamente continua, Mi < Mq posto gue ambas gral-

sbras. sdo a completagao dos borelianos com as respectivas medidas e

absoluta continuidade de g garante a inclusao.
Consideremos um espago de probabilidade fixe § dotado de
na o~ algebra de eventos L e uma probabilidade P. B suporemos da~
2 uma familia de  d-subalgebras completas de QL

{%Fi }./.éﬁ p crescente, ou seja , | (F?t.. cg} .« ¢
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Como usalmente nos referimos a ﬁp(g), £p(g e P), com p2l,
coOmo A0S espagos vetorials seminormados cujos elementos s3o  fungoes
reais mensuravels sobre D, D x respectlivamente, de potencia p in-
tegrivel. Lp(g), Lp(g 8 P) serao os espagos de Banach asscciados ,
formados por classes de fungOes gue coinclidem quase em toda parte.Bs-
creveremos g.t.p. X, ¥ para expressar quase em foda parte gom rela-
pao ¢ medida W no espago mensiravel X . Chamaremos versae de um
elemento de LY a um representante gqualguer da classe, pertencente a
£®; e para nBo campli&ér as notagdes representaremos col um mesmo sim-

bolo um elemento de £f e sua classe em I¥. Lembraremos que um proces-

sp estocastico real sobre D & uma fungao

4 » Uxn - R

onde ¥t g D, a fungdo
fe0 0 - R dada por f, (wl= §{2,w)
& Ckwm&nsuréveibSe £, é €, - mensuréval,diremos gque © Processo se
~adapta a {F.} ¢ cp+ HPnalogamente consideraremds as fungoes
5w : P » R dadaspor éw{iﬁ =  §lf,w)

gue chamarvemos ILrafefirdias ou fungies amosirals do processo £.

Come usualmente & felto definiremos um processo em egscada
como aguele cujas trajetdrias sao fungoes em escada com relagao a uma

mesma particio de D ou seia,
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n
¢ .
flew) = 2w, (W) Xy, (1)
£=1
&‘;*2’:0< ﬂty < P <'t’m = b
J .
o7 ti] para L <m, Jm = [tm~1’ zm]

Xy, a fungac indicadora do intervalo .
2

Diremos que um processo &€ continuo quando suas trajetdrias

sao fungdes continuas, ou seia 5w & CR(ﬁ} Yuwe 2 .

E consideraremos sampre fungSes conjuntamente mensurivels ,

isto &,

mensuridvels com relagdo a Mé & (0. que serdo, portanto, processos es—

tochsticos com trajetdrias Mg - mensuraveis.

CONDICOES DE MENSURABILIDADE PARA 0OS PROCESSOS INTERGRAVEIS

Neste trabalho tratamos de esguematizar a integragao de pro-
cessos estocAsticos. B primeiramente aprofundaremos a feoada da apho~

ximacio.

Generalizando a condicgao de mensurabilidade de Yeh(33) e

Meyer (4} vamos exigir dos proaessés integraveis gue:
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(M) -~ para todeo teD, a restrigao do processo f a [a,t} x i1 deva ser
| 3 a fa,t] —glm
mensuravel com relagao a Mg ja,t] @ Ft’ sendo Mg [a,t] a o-al
- gebra de conjuntos mensuraveis com relagao a g no intervalo f{a,t] .

Esta condigao de mensurabilidade resulta  anafural a par-
- tir da desejada existéncia de processos simples e adaptados qgue s

Caproxdman de um dado processe adaptado e também para poder considerar

os processos {ntegrals indefinidas.

Concretanente, seljam 08 espagos:

ef (g1, =16:0x0+R |§ verifica M; §, e ©Flg) q.t.p.0 P}
L

Ep(gOP}M* [§:Px QR |4 verlfica M; fete” (gep)}
L |
Cot &gy

- gendo

1

¢, u {§:0 x g+ R 4 verifica M; § 2 contlnuo e Limitade }

Eoom ® {4:2 x Q> R | § vernifica M; .é z Limifado ¢ em escada }
¥ .

- [a prireira inclusio & parte da demonstragao do teoremade Fubini ].

Qs processos continuos e adaptados {ver Yeh(33}, cap.X, ou
'Meyer =~ Dellacherie{4), cap. IV) & 08 processbs_escalonaﬁos e adapra-
dos veriricam que sua restrigdo a.la,t] & mensurdvel com relagao a

By ] ® ., sendo Br, os borelianos de [a,t]. Meyer =~ Della- '

La,t :t]

‘cherie, com uma linguagem Ffrancamente avangada, chamam progressives aos
‘processos gue verificam esta ultima condigéc de mensurabilidade que ,
‘por sua vez implica M. Demonstram mais: gue todo processo com  traje-

tBrias gontinuas 3 direita & um processo progressivo (cap.IV, pig. 142).
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Portanto, qualguer processo de £p(g®P).que sé obtenha come
limite de processos adaptados, continuos ou escalonados, verificari M
gquase em toda parte com :ela@ao a Mg{a,ﬁjg QL

Neste sentidc &€ gue a condicao M aparece como natural.

Para facilitar a construgac de processos em escala conti-
nuos a dirveita precisaremos a continuidade de g em b ou bem conside-

rar D = [a,b}.

TEOREMAS DE APROXIMAGAD

Teorema 1.1 - seja f ¢ gP (g@P)M . Existem sucessdes de

processos (£} , £ 5’.El,M , tails gue:

£ o~ £ 1 — O
” ﬂllﬁp(gQP)

n o ©

‘Wo caso de g ser continua, existem sucessoes de pProcessos {fn}de CiLM

Ccom a mesma propriedade.

Teorema 1.2 ~ seda £ ¢ Epw{g}M . Existem sucessbes de pro-

cessos {fn}', fn € E& y tais que a sucessao de varidveils aleatd~ .
¥

rias.

1
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verifica e, ¢ g.zt.p. 8§, P .

B e

| P _.

e en conseguéncia a, = 0 [ convergéneia em probabilidade] pois,
o o

por ser a probabllidade medida finita, a convergéncia gq.t.p. implica

a convergéneia em medida.

No caso de g ser continua, os fn podem ser também proces-

sos continuos.

Provaremos primeiramente um lema véiido_péré'medidas de
‘Lebesgue ~ Stleltjes com fungao de distribuigao continua. |

Seja g continua e monotona néq decrescente scbre [a,b) e
seja h ¥ o, h < g(b) - gla).

Consideremos uma'pralongagéo continua de g a R, por exem-
lo |

gltl = glb) + z-b  se > b

'y para S § h, as fungles

o (€)= sup. {u<t |g(t) - glul =&}

¥ £ ek

i

Byft) = ing.{ u>2 [glu) - glt) = 4}

1

Tema 1.3 -~ gseda £: R+ R, f ¢ {g): se verifica gue:



f{u) d glu). =

Jemonstragac : Pela sua definicgao

wela,(th, t) &glt] - gla) < 56D £ ¢ (u, B, lu))

&

| dglt) f 5w)dQM}:fdgwﬁ y5MJxm'
e (o [2),2) R R s
j d glu) é{u}f X{qéuﬂ,I}(&)tig{I} =
R R
jR urd glul [R X, gyt 1 48 12 j; f) d gla) -
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Seja um processo f : Dx Q -+ R, fe:gp(g ® P}M C ¢ 5 {g} M

rom g continua, mondtona ndo decrescente e consideremos a prolongacdo

§ :tRx o -+»R

om it , wl = o se L ¢ D,

Definimos as medi{as a esguerda de amplitfude & por:

ay

ﬁi}-u}u} éé (’t;w} ’

I§

'y
[. e dog (w)

%(t)

i
4

= ¢ b2 4{°,w}] pertence ao conjunto de trajetd-

las onde 6w ¢ ePlg).

s

Assim definido 4 & um processo continuo; com efeito:

¥.3

_ o .
g (t,w} = ) J lgfu‘w) d glul - 7 Jaé{t} fluwid glu)
4 d 4 o ’ s | *

1 ambas integrais s3c fungdes continuas de t uma vez gue se t<t'

sela continuidade de ¢.

Além disso, fixado t, por ser f£(u,w) mensurfvel com relagdo

y Mg[a,t]® ¥, no intervalo [a,t] , (fs}t serd mensurivel com  re=-
.agao a @t.

Portanto fs- é um processo continuo e adaptado gue, como ja



- foi comentado, verificari M.

Teorema 1.4 - se g & continua, monotona nao decrescente

£ P rge ),
5 - 56” £P (g & P C
guando 4+ 0
Demonstracac:
w7 . j [§1t,wl-5, 1,0 [P digeP) <
{p(g:g?} R-x@
7 L 4
< [ . J gt w) -flu,w) d glu) ] digeP)lt,w]
Rxo? a, ()
5
' r
[ x -
<[4 H 60t wh-flu,w)]| d gm} dgaP) (£,u)
JR xq ° a, (1) '
£ 4
£ 1( 'W} J | 4t w)-flu,w) i d g-(u)} d{geP} (1,w]
e xo o, (1)
£ p
_ J dglz) %—J | gte,wh-glu,wh i d glul <
R o, (1) P (P)
Béii} p
f 1! _ d alu)
£ J dg(‘t} Z:} Hé(’trw} 6(“-,“}) U giu
R Vo 14) P (P)

. e o teorema 1.4 resultara como conseguéncia do

Teorema 1.5 ~ Nas condigOes do teorema 1.4, a fungao

&29.“

/a8
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B, (1) | |
.\ 1 (55
(1.3) dg ()~ - P d glu) + 0
-2 11} J%m g, 1P, d et

guando 5 7+ 0

Demonstragdos ~ Vamog supor primeiramente gue f & limitadae

majorada por uma certa constante KO, ou seia
vit,w) ¢ 0 x 0, |§l£,w)] < Kgﬁ»

= g ltw) ] € K,

Seja A = U B,eD a reuniao numeravel dos intervalos aber-

‘tos onde g € estritamente crescente.

t
.
)
1
1
1
’
f
13

[
L .,

Uﬁ-«.dl‘ 4&“—)0““-\-\0*

o SR
.
Tt o wre

— .
form > wmw

=

3’ Fungao
§ix,9) = lalx] - gly)]

roporciona uma métrica sobre A.

g+ A -+ g{A) & biunivoca e-bicontinua, & mais: uma  isome-

It
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tria; portanto a topologia gerada por § & culvalente & topologia .
usual sobre A, de tal forma gue A & localmente campécto com relacao a
esga btopologia e & medida mg & uma medida regular {*) coerelagéo ao
espage localmente compacto A,d.

Além disso, por ser f ¢ e {(g®P), a fungio

§4 & 1P

-

& Mg - mensuravel.

Nestas ccndigﬁes, o tecrema de Lusin garanté que dado €1>{}

existe um compacto K'& A, com mg{A-X')< ¢, e uma fungao
2

v oz A =+ PP

com suporte compactoe contide em A, g-continua, ou seija, continua com

relagao a &, tal gue:

v(t) = f, v ite Kk
g Sup ilY(£’HIEP{p) % Aup |‘ﬁzwﬂgp(p)

feA LeA

B ¢
A~XK! = m {D=K? <
B naturalmente ™ { } g{ ) =

Sejam b'> b, b'< Ss(b}, at< a, a't*ds(a} tais que

[*}) Regularn no sentidoc de que ¢35 comjunitos mensunrdavels podem S sen
aproximados, em medida , Ainfeniormente por compactod e superion-

mente por abentfos,
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glb'y - glb) <84, gla) - gla'} < /4 ; e considerarmos
o a prolongacac continua de - sobre [a’,b‘] definida iaor y({t) = ©
se. t £ A:
KwK’U[b',B JU [a tal, a' ],

Deduz-se que m {{o (@), 8,0} -K}< g e £= y(t), ¥t e K.

_ ? _gé(z:) rB&(M eé(ft) p
: - 1 ' .
(1.4) J:,;dg(»t) f | 51:5 |!£p d glul= édg(/t)f 4y éujlﬁpmd glu)
R a (2] o, la) o, {2)
! ; P
K _
o, tt),B ()] nK
el el s - s dole) s
| 3 t ul gPipy ¢ 8
K c
o, (t),8, [£)]NK
”"( dig (1) 1 l|'~ﬁl| d glu)
l g XJ é&’: ul Pim g
T ta),B (b)] OV K [o (2], B, ()]
- Seja t eX ft = v{t), e 1 E[dé(t)r Ss(t)] ™ K-
§(u,t) = | glu=glt)|g 4 e pela continuidade uniforme de v

sobre o compacto K, dado &,> O 3 &> 0| s<aBVuce [cﬁs_(t} ,BS(t)]ﬂK,

T | y6- vyl < &
el p = viee yiw 2°
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Portanto

(1.5) J dg (%) %J 14~ d alu) <
K [o, (2),8, (2] N K eP(p)

s 28,098, (b)) - gl la))) = 2 €, (26+g(b} - gla))

A

- P
(1.6) [+ dg (2] [ Hée - 8,1

. o A zp(p}
Ken o, (a), B, (b)] .[ggé(i),ﬁé(:t)]

d glu} <

&, pElLp
i KoE,

T
o
be—rong,
=,
]
&

L T
Py
=28
&
1.
.
=
Mo
i3
-
[N
[(=]
£
n

Il ovite) - &1 - dglu) g
' ut}ip{?’)

g Ko, (£),8,(2)]

e 1o P .
s 2P €, (25 + glbl-gla)) »2P7 %«dg{z)( I8y - vl cppy 4 glul

K . KN a,lt), B, (2)]

Finalmente, aplicando o lema 1.3:

. Ldg {Jt)j_f oy lul-¢
Ko [, (2),8, (£]NKE
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<[ 5ot Ivta)-4, | d glu) -
“ePrr

R [o, (2],8,(2£)] £

2o flylei-4 HP d glz) 2{’ v () f lip d glz)
= ny - ‘ g = A - £

J! e J Tt O

o, la), B, (6] K"

P+i 0

g ? KG g?

scmandoe as desigualdades (1.5}, (1.6}, {(1.7) obtenocs:

| o (2) . |
s<e> [ 1 odgut) 146, | d gfu)

|
;

R a (£}

A

o que demonstra o teorema 1.5 quando £ & limitado.

Continuando, vamos negligenciar a limitagao de £ saija

p
4 £ ¢ (QI@P} i

e para N natural

t  se Xl g N

se |t > N



Definimos

(1.8) fylt,wl = (4 (2,w) )

N

por ser L,

r -1 _ ~1 0 -1

Por nutro lade, ¥ {(t,w) £ D x @ ,

continua, conservarid a mensurabilidade.

E{t,w)

N o =

e [f (t,w) ] ¢ [k,

0 teorema da convergéncia dominada garante qué

: r
He - 44 1 + 0
| N 'zp(g@P}
N - =
g {£)
A
J % d glt) J |
R aé(tl
g {z}
= J U dg(i)f
R aéfil
Q p
s P gyl T
| g p) 'r

I8, - 6, 1

P (P)

I ety * e - Wy + Ul - 6y 1l

-p

e U, |

P 17)

P ip)

.35‘

£. & um processo limitado que verificard a condicdo M pois,!

dglul

.dg{u)
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Podemos fixar um W tal gue o primeiro somande selja ar-
bitrariamente peguenc e seguidamente um § » o tal gue para g g &
o segundo seda inferior a um valor prefixado arbitrariamente pegue-

no.

Com isto estao demonstrados os teoremas 1.4 & 1.5 e estamos

em condigtes de abordar a...

Demonstracao do teorema 1.1

Suporemos inicialmente que © processo f & limitado e ¢

continua monotona nac decrescente.

~

Nestas condiclOes 08 processos £ definidos em (1.1} sa0

continuos e limitados verificando M e pelo teorema 1.4

A construcao dos processos escalonados pode ser felta apartir
dos processos continues como segue: Dado um processo f continuo e li-

mitado, com |f{t,w)| x K, o verificando M, construimos

(1.9} fplt,wl = §lo,le), w), com L natural
— ru—v
colt) = HELLEZA g v o g L eom 1ck < 2
Jp p = [a + f&w?éb“a} , a +-§i%3£LJ para 1 sKg2-1




t3?‘

Da definigko deduzimos que:

£, € um processo escalonado |
£, (kyw) + £(t,w) pela continuidade das trajetériaé de £
£+ o

£, (£,wd] = (g, (0),w] < K

0 teorema da convergéncla dominada implica que:

. £ ) - £
! &
eP (ger)
£ o+ w
© Por ser gé(t)ﬁ t e f adaptado, f_ também seri adap=~

tado e portanto verificard M.

B dado um processo £ eﬁp(gﬁP), limitado, o aproximaremcs

- Com Processes de Eﬁ M através de processos de C£ M
1 ¥

Seja g 1 [a,b]# R monotona nao decrescente com o< gb)-glaje.
A fungao m(a,b] = g(b%).“ g{a+} define uma medida sobre a
Algebra das reunides finitas de semi-abertos gue se prolonga univoca-
mente aos borelianocs &, por completacao, a uma  o~&lgebra de mensuri
: ;

veis. Naturalmente essa medida & equivalente a gerada pela fungac de

| distribuicgac g+(x§ == Q(x+) que & continua a direita.

Vamos pois supor gque g & continuna 8 direita & seja

o gonjunto enumeravel das descontinuidades de g.
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Podenos decompor 9 na forma

(1.10) g = 9;% 4y

sendo ambas monoctonas nao decrescentes I continua e 9y concentrada

' no gonjunto m das descontinuidades de g.

Mg[a,ﬁ = M [a,ﬁ] pois gualguer conjunto & mensurivel
2

g

- com relacio a M_ .
91

Dade £ ¢ Lp(g®?)M, limitado,; © decomporemos na forma:

(1.11) § = 4, % 4,

com 5rfi,w) = flt,wl. oy (£},

Y=

| z mgfré, ' z mgf("qﬁ)< £,

-L>?‘10 ;{,bna

Sejam:

"o

(1.12} a Lwl = = £ lr.,w). X o, 1 1%l com m sufi-

m D1 4 ;s Te ot )
cientemente grande para gue 08 intervalos ETL, Tt % l, L o< Ny

sejam disjuntos

16, - ad R L1 + |
iy m € K742 Aglry = ) -alr, 1)+ &,
tPrgery 7 List

e guando m <Cresce 0O segundo membro pode ser menor gue 2KDP &la'
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, v o
padgo €20 A 8 e £ 1 g, -8l < gy
o ' £° {go0p)
Aafinimos:
* ’ "o !
(1.13) B (£, =0 se Jt:s:%} [t T ]
B (£,w) =  Bl&,w) ”?f’ o ]
" » - 2 ée ? [T({-', T,{i ?ﬁ }
P, - B% ST DR A
m P geP) p - m PP ?
SRTARE TN dg, <
r‘ I .
kP g wgP] T +8 - B* |P }

' e
P p-1 P50
sk By 42 (e, + K, §=

!

As duas ultimas desigualdades e a arbitrariedade de m, Eq
22 demonstram que f ¢ ﬁp(g®P)M, limitado, pode serx aproximado @m
ﬁpigﬁP) por processos escalonados (da forma O +'B*m) e limitados gus,

por ser adaptados, verificam M,

Para prescindir da limitacao de £, procedemos do mesmo mo-

do gue no teorema 1.5

F

Come em (1.8} definimos, a partir de fs:ﬂp{g@P}M,

processbs limitados que verificam M e
I§ - 4,1 R

W o E7(geP)
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padoc £ ™o escolhemos N tal gue [f - £l
= Y P (gep)

< %
e fixado f existird, pelo que jA foi demonstrado, um certo'uE:E£ M&a
’ ¥

também um oel,  se g fosse continua | tal gue
Rl

D
=
%
&
fa
ol

e portanto b4 - o

Donde concluimos a demonstracao do teorema 1.1 .

No caso g#i, o teorema 1.l admite uma versaco muito mals

Agil usande convolugoes. Concretamente:

Teorema 1.6 - Seja uma familia de fungdes

{ah-: R ” .Ri} h>o

oo

verificando que: a) o € E(i}

) sop.f{a, ) €[0,h]

[ .
o} JRah{ft) d 2 =1

e seja 4 e eFliepy,
Nestas condigdes se deduz que:

a) T, l4)= fxay, ouseja T,(4) (2,w)= Jgé(iﬂﬁﬁm apls) ds

define um operador sobre e P iap)

by T, {4} -
P Thts P iBp)

hh o~ 0
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o) se F wverifica M Th(f) verifica M,

Demonstragdo: supomos, come sempre, D = [a,b] e £ obvia-

mente prolongada, ou seia,. f{t,@) = 0 B8 =t g [a,b]; seja lgp<we
o 1 1 a
g o seu conijugado L 5 7 § = ] 1
{Le14} lTh(é3€£,w) - Th{é)(io,w?[ = | {& h{é) fﬁ{z—é,w) “'ﬁfib~é,W)]l d 4 ]
| o,k
el { [ §l2-a,w) - 4l2 -a,wl] ds
‘R

e, por serem as translagoes continuas em P (1), T, {£) Serd um DProcesso con=-

tinug .

Aldm disso gls,w) = £(t=s,w). 04 (8) serd mensuravel com re~
lagao a M, &, , se f wverifica M. Por tanto a integral gera
ifa,t t

mensurivel com relagiao a Fooe T () serd um processo adaptado.

Por ser Th{f) continuo e adaptade, verificard M -+ )

¥ 4, £ ¢ Ep{i®P); KeR se verifica gue:

T k) = T 40 + TML)
Th(Ké} = K Th{ﬁ)
(1.15) T, (4] gp@m i Jz}-xg‘if[o’hjé'(béyw} o (o) ds] P d Lier) <
ol 1
@:J,( ”[a,hiﬁ{m’ﬂ,%mp MM} d({8P)
?xQ L ' an



A2,

o bA D
b-4

= o (8] ds j dp Jr L flww) 1P d ug

[o,h] Q a4

" p

& o ls) d s [ar [ tswwl® au =lglp =
jEOsﬁ] 0 'a £ (L8P}
w2 {al

Para provar (b) consideremos €>»0 e uma fung&o simples da

- forma

clit,wl = T xr{é(ﬁ:} . xg«é (w)
com J, intervalos e Bj e, tal que |f - zll < &/3
- | cPrier)
{1.18) 14 - 7, 14)] 14 -2 ¢ # - T, ()]
| h P LiaP) e?cor) M Prier)
+| 7,14 - z}
a o Pi6P)
clgd, Tl
£ (47 e P 1 iep)
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(1.17) e- 7,00 pp . -J [ (el wl- €(a‘t—é,w}}l}h(é)dé[P dl.ieP)
EUER Yovap,n
1
$ L ] J o, (4] » e (2,0}~ p{t-s,w) | ezh(é)uqcié Ip d [{&P)
x G Jo k)™ N |
m 7
eP(4) e

P
& J{ d{{8P] j o h(""} P glt,w) - glt-a,w)| ds =
Dex & [o,h]

=l oy (8) ds j |ttt - tie-s,uwl| P od Liep) (tw) -

I o, k] D x Q

#
e}
g}
P

i~
3
o
St

24 .ahh}‘dﬁ"
[ e,h ]

“sendo A a diferenga simétrica .

%p. =

2.3 [zix;| P pre)] |

D fe-Tell < €3] 4-T A8 <Ee = (b)
eF (igP) gPligr)

- Be tomarmos h <

2 prova o tedrama.



Connbanios

I S
a) Quando t‘lh = iy e [O,h ]
T(£) (t,w) = = fltes,w) d s =
h ! _ h PR
[o/n]
1 t
= { Flu,w) 4 u -
J feh
& resultam as médias - aw. esquerda ”fh o 1& estudadas
dem&nstiag%a do teovema 1.1
b} Se tomamos o € Ctzun . . as trajetdrias dos
Cessos Th{f} serao também de clésse. .,
Demonstracio do teorema 1.2
seja‘ fet % (g}y & N natural.
Definimos
(1.18) fy £,w) = x _ (£}« f4lzt,w)
[ﬂl;»ﬁ{bﬂ} } N .
| E p
sendo Liw) = sup {5 7 JJ | glu,w) | o glu) < NI
Loa :
{1.18}) .
) !‘ h ) p . :
Llw) = b, > b se j [flu,w) | d g {u) < N
' a

{como a integral

esta definida q.t.p. £, P, anulariamos

£
|

44,

na

pro-

sobre



um conjunto desprezivel de trajetdrias).
- P :
Pela definicao: J LE - fNI d4g =+ 0g.t.p. 8, P.
D o

E de fato,em quase todas as trajetdrias, a partir de

carto Ni{w}, gque depende da trajetdria,

f (tw) = §lt,w) ¥ N > Nuw), teD.

Vamos provar que fﬁ e ¢ P (gep)

com afelto

L4 1P diger) = Jd? ( fle,wl] P dg
J‘D.xﬂi v o la,tlw)) |

< Llw) = { flaw) [P dglul < N D

T omas ¥ A
7[a,5]
> [ Jglww [P dalu < N
Ma,etw)) | | ,
(1.20) RV ¢ N g

Ep(ggp}

£, verifica a condicio M.

. . . |
Sela X[a,,iifw}j {u] o= X[G,n}. (J . [ﬁfﬁ,b‘)) ”9 d g [‘59

Provamos agora gue
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considerada como fungido de (u,w).
Para cada u < t, a. funcido de w

173
f [§(s,w) [P dg (s)

&

- & mensuravel com rélacdo a F. pois f verifica M.

O processo

% fu,w) - [ 1§1s,w) 1P d g (a)
a,1L

s

- serd adaptado e -as suas trajetdrias continuasg a direita. Com efeilto:

. | . _ "
se u'r w, 4% [w',w) ~ §*lu,w) ﬁ'J Pgls,w) d gla)
' T uje]

Em consegfiéncia, f* & um processo progressivo @ verifica M

2 Xpaptw)) 4] = X[p,n §* (ww)  verifica W

peed fy lu,w) "‘_X[a,,e(w))f“) .4 (u,@) verifica M.



A partir de gue L)\ Iﬁ-éN [p d g+ @0 '_q.zt.p..sz . P

-' Pr.
deduziremos gue j L6-4 P g g e 0
P

_ _ p -
e portanto ¥ E,E% 0, TN [Pz ” [ﬁ«éhI [ dag >.‘.§_} < &
o) Z V4

~ P |
Fixado esse N, {4, e ¢ (g@F’}M = 3 {5Nm } c £ o (e
de C, \ S€ 9 &€ contInua ] tais que

iy - 6 | |

Ay by —

I mo 2

¢ (g®P)
g+ o

.47‘

tambén
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o

= Pfcfﬁ fﬁx-:st'I? d g s;] <

P";Jv 164 1P dg;--fﬂ + PaHﬁIéN-éNmI“g%«@] g

5N

& g *

Conzluimos que existirio sucessores de processos {an} de

EZ " {e, no casc de g ser continua, também de CE M} gue verificam
AL F B r

h
p1

[ ) Py Pr.
Jﬁ!é. a, | g

E portanto certas subsucessdes vac convargir para 0 g.t.p.

8, P como querliamos demonstrar.
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CAPITULO II

APROXIMACAC DE PROCESSOS MEDIANTE PARTICOES

Primeiramente, sumarizamos alguns resultados conhecidos so-

bre. ..

Functes semicontinuas e fungdes integriveis

HogOes bisicas sobre fungdes semicontinuas

Seja X um espago topoldgico, EL X ., E' o conjunto dos

pontos de acumulagdc de E , x, & ENE', £: E > R .

Define-~se gque a funcao £ & semicontinua superiormente (res =~
nactivamente Inferiormente) em X, se

Lim sup. £(x) ¢ £ixg) (fim dinf. £(x) > f{xO) )
E 3 x - xo Ezx = xb
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Explicitando a definigao, £ & semicontinua = superiormente
{inferiormante) emn X, se ¥e>o existe uma vizinhancga de X N(xo},

tal que ¥ x o B M N{xﬁ} £ {x) < f(xO) + & {f(x)>f(x0} - &) .
Dizemos ser f semicontinua superiocsmente (inferiormente)

gquando ¢ &€ ¥ x ¢ E Y E'

Resultados fundamentais que se deduzem da definigio e que

aparecen demonstrados em McShane (18), capitulo I, sdo:
(2,1) £ & semicontInua sup. (inf.) sobre E e o g ¢ < & >

_ of & semicontiInua sup,(inf,)
=

cf & semicontinua inf. (sup.)

(2.2) £,h semicontinuas sup.(inf.) sobre E e £(x_ ), hix ) # w0 { oo}

== f + h & semicontinua sup.{inf.)} em Xy o

(2.3 8e L {£,}

Jd e 1 & uma colegao gqualguer de fungoes semicon-

tinuas sup.{inf.) e f{x)= inf {fi(x}} ie I} (£{x)= sup {fi(x)iiﬁl}h

£ & semicontinua sup.{inf.) .

(2.4 Be £, vreer £ sfo semicontinuas sup.{inf.) T
==» sup (£, revesE ) & inf. (£,,...,F) sa semicontInuas

sup. {inf.)

(2.5) As fungoOes caracteristicas de abertos (fechados) sac semicon—



»31.

tinuas inf.(sup.) [conseguéncia imediata da definigdo] .

Aproximagdes de uma funcdo integrivel por fungdes semicontinuas

Uma medida U , sobre um espago X localmente compacte e
definida scbre uma g~algebra de mensur@vels M contendo oz bore-

llangs B de ¥, se dig o-regular, ou de Radon, sa:

t

v A e M, ul(d) = . odnf {u(V) ] V=" a)}

(2.6) ~ ¥ X compacto, ul(K) < «

- ¥ A g M, o~finito ou aberto,

1

\ u(A) = sup {u(k) | X & compacto, X ¢ A} .

0 teorema de Riesz estabelece uma correspondéncia buinivoca
entre estas medidas e os funcionais positivos sobre o espago (X}

das fungOes reais, continuas e com suporte compacto.

Seda £ uma fungaoc real, £ e ﬁl(u} e ¥ x e X, £i{xi» 0.
£ um resultado clé@ssico e elementar gue f pode expressar-se

como limite em zl(u) e limite pontual g.t.p X , v de uma cer-

ta gsucessac crescente {fn} de funcles em escada e positivas. Ou
seja:

_ . Mn
(2.7) L com £, = E Clim Xa

C:.m >0, Ain £ M, u(Ai:n) < oo
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Tado £*o , pelas aondigaes (2,6), existirdo abertos vin e com-
X ‘ _
ractos Kin tais gue
C < n x° :
Klﬂ Ain vin € u(vln Kin )< " ; 2n
n in
m ' m
n n

4 £ z H =
seiam ainda fin Y=1 in Xvin‘ P fan i=1 Cin Xftiﬁ

Por (2.5}, (2.1}, (2.2) fln sac semicontinuas = inférior-
mente e £, semicontinuas superiormente e além disso:
f - ) == r I-- ]
(2.8} {] fln fan El(u) % (£, for ) d u-
m
n
_ < £
= £ Cinzz(vinf\ Kin}'“ -
i=] 2

£
(2.9) e posto que £, ¢ £ < £, > f s o5 para i=1,2

- i - _—
Por (2.7} =m tal gue | £ £ 1 < 7

e por [2.%):



{2.10) Hf g

g{!féfmu N + ”f -f

- fgm”El(u 1ol i m ) 2m “Ql (u)

)

sendo £ semicontinua superiormente com

sejam agora h_ = sup {f

Por {2.4) hn serd semicontinua inferiormente e

n
- = { - . -
h = £ =sup {f, - £} <swp {fli £} < ?Wl (fl_i
ign ign 5
a por {(2.8):
n - E,
(2.11) h-f£ll < ¥ F o o=f ) —— =
][ n nlazl{u} = Py H l;, % “_El(u}x fe1 o1
@2 gl s |5, YE<lfl, o+ X o< e
£+ (u) Fe® ) ot

0 teorema da convergéncia mondtona garante gue hn & convergente

ﬁl(n} e o.t.p. X,u para um elemento de El(u).

Seia hi{x) = sup {'hn (x). } ; pelo citado teorema:
n - '

h=fim by ; hGd=Linh (), ¥x e X h(®< q.tp. X, u

ﬁl{u} n -

.53.

£

X

- £,

1

u

10 A= eeend s £y e £ b < By

)

aemn



S,

i) = sup  { hy, (%)} = sup {flﬁ(x‘)-_}
n n
Mas por (2.7} e {2.9) fln I - > £ e existird uma
1
Ty £ (U)
subsucessao £ tal gue: -
an * :
(2013) f M et - f q-t!pa Xf 1§
an
Ko

Fixy = Lim £ (X} € sup {fln(x}} = hi{x) g.t.p. X, u

an n
i s ff - £l + £ - h_ | +h ~h |
H L ~ EE j s
et (w) el g %, ‘"‘,’*zltu} 15 Lz:l(u}
e fazendo no e concluimos ques
(2.14) fe-n|, < & e por (2.3) e a sua propria defi~
_ () '
nicdo h & semicontinua inferiormente.
Chamando f, = f . £ = h , por {(2.10),(2.13},02.14) tere-
) 1 2m 2 ,
mos:
( .
f1 g £ £ fz g.t.p. X, u
{2.15} & semicontinua superiormente e £, semicontinua infericrmente
- £ I £ & para i = 1,2
£ (u)
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Beia agora £ ¢ El(u); £=f - £ sendo f'= sup {f,0}, f =-inflf,o}

fz:,fzrfg com as propriedades (2.18)

_ _ . _
bl 'F -

Portanto fl £2 £ £ g f2 fl! g.t.p. X,u

Por (2.1} e (2.2) temos: f; - fz semicontinua.: inferiormente
'f+ - £ semicontinua superiormente

1 2
o+ - - - + - -
e J(E, - £} =~ (F; ~ £) slhe, - £, | e, - £
172 1 1 2 gﬁz.(u) 2 1 [[El(u) £z 1 Eiil(w

Podemos pols enunciar o seguinte:

Lema 2,1 - Se u & uma medida de Radon sobre um espage
localmente compacto e £ ¢ £l(u), ¥ E >o,3 fl, 3‘32 € El(u)
tals gue:s

£, 8 semicontinua superiormente

f & semicontinua inferiormente

f. « £ <« £ g.t.p. ¥, v

Seiam D o= [ a,b } ; intervalo compacto da reta;
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g: D -+ R mondtona, nio decregcente e continua em b;
mg a medida sobre D gerada pela fun¢ao de distribuicac g;

¥ >0 € § &t D e———— R+ = {o,m) com §{t) o g.t.p. D,mg

A segulr definimos e provamos a existancia, estabelecida por

MceShane, de ...

Particces relativas a ( §, &%, q)
=g $ e h e v = . b4
Dafinicao: Seja 7w { { 74, Jl) penvaear LTy, T ) 1 onde
T, € Ea,bl y I, [ti, ti+&.) ¢ fa,b] , 1<K
J.< {Ti - 6(Ti)f T *'6(Ti) r Ty = g se £ # m
: .. K '
. oo N
& mg { D (itg Ji)] < 8

Diremos gue 7 & uma particao de [a,bz relativa a ( & , 6*, ) 4

’ *
gue se adapta oun adaptada a ( & , § , g).

Com a condigao suplementar de gue J; < ] Ty Tyt S(T) ) : a

particio chama~se ItB~retardada.

Existéncia - Consideremos os intervalos Jd em que g & constante

fechados em agueles extremos onde g for continua.

o
%, B ela,b)\ E,, x ¢ B

Sejam @ E = U g, mg(EO) = 0

sa g{f ) -~ g{x ) = o0 = g seria gonstanteemugg&)& conti~



e D7,
nua em x = [x,8) € E, = x & E_ - contradigdo-.

Portantn X,EB £ {a,b) N\ Ear X < B_ g gf'ﬁw) - g(xm) >0

It

g(b) - gfa) -~
mg[ la,bIN K] 8*/2

seia E = {[a,b)n{x [86(x) > o} T\ E, > mg(E)

.

f

i £

X compacto, X € E | mg [\ ]

§*
2{g{b)~g(a))

Definimos §Y (x) = inf  {(x), g 8w}

¥ xeK, x +a & ponto interior de um intervalo A= {o ,B)
tal quer B8 ~ x < & {x)

glx ) = gla ) < 8'{x) {g(B ) - gla ) )

e se x=a, Ay= la,B)
A familisa de intervalos {AX} & . uma cobertura aberta do com-
' xeXK
pacto K
nmy.g Ai =2 Axi = (“i’&i)’ i =1,..., n recobrindo K

Podemss considerar os Ai ordenados de forma que

a < B ¢« B ¢ e < B < b

L 2 n
e oy > -1 para gue nenhum subconiunto dos {Ai} i=1,— n rego-
bra K.
Considerando: R*l m.ixi ; Bl}

* ]
av, = (sup { x,, B, 1} s By )

= ; * * '

= kil { (Xlr Al): .y {an AI‘I }}

teremos: A%, C [z, By By - oxg < 87(x)¢ 8(x)



5B,

A*if’“s'za*j = @ 9w L #£ 3

& m_ {R -

=
s
E 3
Fugendt
N
i~

3 ' mg[ai, xi)

2 somatdria estendida a Indices £, K tais gue

(xpr Bd Y [ X, B ) = 2
n | _ N
Portanto: mg ir - &f' &*i} § I 6’{x£).(g(8£}_“ glx,) <
* . w

ﬁ .
§ - (g(b) - gla) = S =
2{g (b} ~ gfa) )
. S w
= mg{E w1§ ax, b < g 0 gue prova a existéncia de

uma particao Itd-retardada relativa a ( § ., &%, g).

Se g fosse absolutamente continua,'é teorema da existenciapo—
de ser demonstradc de uma forma mals eficaz e elegante:
gejam: E = {tefa,b) | §(t) » 0o } = By (®) = g(b) - gla)
{[e,8y L ter, 8ela,p) , 8-t < &1}

i

=] 4

¥, pela sua definigao & um recobrimento de Vitali de £ e o

teorema de Vitali garante a existdncia de uma sSucessio

-{Jn} cxr o, J, disjuntos tals gue my {E\xi J b= 0

= {por ser g absclutamente continua ) Mg {Ed Jn} =
. 1
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: m
= 1 om e Im {ENU I 1 <ax
g 1 N
e se J_ = {tn, £ o,y )
= oow =y Ty), eeeeeneen, (B, T ) & . uma partigac Itd

~retardada relativa a {( § , &%, g).

Unicidade dos limites com respeito a particoes

Seja X um espago semimétrico com uma semidistd3ncia o .

Diremos gue uma sucessao de partigoes T, relat .vas a

 &p, 8%, g) converge para O e denctaremos:

?Tfl et L+ ou bem ’ ( 61‘1, (S;;) -+ (O:O)
) i . b ]

se §% s 6 & ¥ teD, 6_(£) —— o, .
-roe T1-00

Definicado: Seja S(7) uma fungdo definida scbre o  conjunto

das particCes e com valores em X , Diremos gue J & X & o limite

J =tim S {(1n)
T o O

"

. _
se W¥We> o 8: D -+ R com S{t) >0 g.t.p. D ., Mg
g.8% >0

tais gue ¥ ¥ raelativa a { §, &%, gy=2 po( J, S{7} } < &
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Como consequéneia da definigdo resulta a unicidade do limi-

te, ou seja:

se  dy, Jé g X_ e Ji = fim S{7 ) = : D(Ji,.Jz) = 0

o
com efelto: S8e £ > o0 e (ﬁj, 6% 3, 1 = 1,2 sdao tais que ¥ 7
relativa a { ﬁi, 5; : )y p{8{m) , Ji) < EJ2 < tomando
3 (k) = min { 8,(t), 6, (t)), 6* =min ﬁf P 8% )= Vo7 ore-
lativa a2 (& , &%, g} , p(S{m), Ji)< £/2 com i = 1,2 .
= iﬁJip Jz) < D{Jl, S{r})) + -p{&S(m, 32) < & = p(Jlg 32) =

Finalmente, se o espago X & metrico, o limite & unico.

- Aproximacao da integral com gomas relativas a particoes Itd-retarda——

dasg.

pefinicao - sejam £, z ¢ D > R;
_ " _
§*> 0, § : D+ R, S{)> 0 g.t.p.D, mg

™= { (TirJi)r i=1, -»»KrJi=[tirti+13}guma
particac relativa a (8 , &%, g).

A soma de Riemann relativa a T ,f, Z se  define por

8 {w, £, 2) =

[ 3 o B

E(y) (2(t, ) = 2(£) ).

=l
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Consideremos agora g continua a esquerda, £ ¢ ﬁlfgﬁ &
E > O .

Pelo Lema 2.1, existirao fl' f2 £ El(g}, semicontinuvas su-

perior e inferiormente tais que £ £f £ f q.t.p. D, m

1% 2 ]
e llf - £ < E/4 para i = 1,2
£ (g)
Definimos fi ; f:,; - CcOmo %
g
f’i‘ )y = f1<t) X CTEIETICNE semicontima superiormente
— . ’g > . 3
£7 () = f,08) + ACIOEICIED, semicontinua infericrmente
= ff < £ < £* g.t.p. D, mg e
(2.16) £ = £ < E/20
| A C)
* ' * '
- Seia E={teD | £y(E) < £{%) < f2(t3} = mg(E} = g(b)~ gla)

e t, e E . Pela definigac de semicontinuidade, existird uma vizinhan-

. ga de £, de raio &(t ) tal gque

*
{

\ o
(2.17) £y - 5(1:&}*’5 Bt t §{to) => fl‘t) < fit(}) < _fzit}

. & fazemos d{ t }=0 em DN OE

. * . .
- Por outro lado f£; € El{g}"m’»’ﬂ §* > o tal que



(2.18) Vgeé&gg mg{A} < fx = | f N dg | < Es

I i
Seda 7 uma partigao relativa a (&8, &%, g)y; 7 ={ {1y, Ji}, i = L., K3
como Jie {ry 7 8lrg)y v Sl )) poyr | (2.17) teremos gue
* *
{2.;3&} ¥ tog I fl(t}‘ % f('ri) < £, {t)

Por (2,18}, (2.18), (2.19}):

X
r * *
“"-5—»'“}" fdg;,g{f-}dg,g _&2;'+JK fldg-§+>; Jflcigg
D b = 2T, 1=1 g,
: 1 4 i
Eh s fr) (@ (k) -ge) ) = 48 (7, £ =
‘?2 }_il Ti g +1 gi _"2" Ty rg)

(.20 S(m, £, g > fD fdg - E

#*
(2.21)  s(7ME @ = T £(T,) (gt ) - glee E f f,dg =
i=d i, Ji
[ & et £
mJ f£,d95 | f,dg + 2g | fdg + ¢
vy < Ip p

Podenos resumir (2,20) € (2.21) no secquinte...

Teorema 2.2 ~ Seja g mondtona ndo decrescente e continua es-

guerda ¢ f € Ql{g).

¥ E » oga* > o, & ¢+ D =~ R+ com S>>0 q.t.p.l}, Mgy tals que
¥ 1 relativa a { §, &% qg) | s({w.f, g} - L fdgf|<z
- [ ) ' L

ou também b fd g =4Lim S{ 7,f,9) = Lim s {(m ,E, o)

~b (5, &)+ {0,0] s I
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Aproximacdes de processos medlante particoes. -

Continuandc com uma g mondtona ndo decrescente e continua &

b )
o EW {g)

ezgquerda, retornamos aos espaqu E L ﬁp{g@?} &5
v % S 4 M
tudados no capitulo I.
_ Fixado £ e Ep(g R P} M’ 3 HC D, H ¢ Mg com mg(H} =0 tal
que ¥teD=-H, £ ¢ £® (p)
seids & + D - R + tal que 8t} = o Wt e H ; &% » o 8
o= {{ Tor Tydr wennr{ty, Jg) uma partigao Itd-retardada ..relativa

a (8,8%, g = . bu= £ e @),
i

A cada w Itb-retardada, com a condigao §(t) =0 ¥te H,

le assgciamos O processo em escada

X }
s(m, £)(t,w) = I f£lr,,w) X (t)
1=1 i
como £, e £5(py, s(m,£) e £P(ge P e :
‘i

I o K y el . 1/p
(2.22) ;(S(w,f)ﬂ ={ 2 15, | (g, +1) - gl(t,) )y

i WP, B S &

£5 (g®P) £F (P}

por ser £ adaptada a {Fely . e o a particlo retardada ,

S{ 7,f) serd um processo adaptado gue, portanto; verificard M.

Ou zseda: anulando convenlentemente a fung%o § , gque define  T, SObre
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um conjunto de m ~medida nula, § (7, f) ¢ P g8 F) . Vamos
provar ¢ seguinte...
Teorema 2.3 - Dados £ e Ep{gﬁP)M s &> O
Ea* > o § 2+ D - R+g § » o g.t.p. D, mg-
talis gque ¥ 7 Itd-retardada, relativa a ( §, &%, g)
e - stnm, B < K
£ (g@P)
ou tambefs e - s¢ 7, )} p + o
CeP(gep)
{6,8%) »~ (0,0}
ou £ = £im  8(r, £}
£? (gep)
T o+ 0
Demonstracao: seja h ¢ gg m
(2.23) £ = s(r,. ) <l £~ + {[h~8 (m, h| +
ePgep) ' £P(geP) 2P (gop)

+ |Is(n, h-£) | B
| e¥ (gepy
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< E/4

pelo teorema 1.1 §h £ £ tal que' lf - h |
£, m i ”Ep(gﬁP)
. | -£3 P = legy [P -
Por {2.22), para esse h [8(mh f)h 151 J&xfx%% o (gl P~ lglt))
£P (gep) g
= 8 ( m, ii {hi=-£} ﬂp ¢ G}
EePp)

]I ?P [ ]E } y F

Mas £ - hi = I {th=-£) | 4 g (t)
"R gem) Ip t 2P py

Pelo Teorema 2.2 361 : Do R+, 61(t3> o g.t.p. D, mg &
6; b0 tals e ¥ oo ItO~retardada relativa a {61, @ff ol
sr, i m-8) 1P gy ~ [neg]P | < (5/aF =
Rat:) -~ tPrger)
IR S LS L L + (5/0P< 28/ 5 (g/2)F
£ {g8p) - £ (98P}
== Hg (v, th - f})}%'n 8 &£/2
' . £5 (g3P)

Passamos & majorar o segqundo somando de (2.23)

B B

nga hit,w) = N u, (w) XJi(t} com J,= E@bdjti),a@ﬁ0<iﬁf se St D

) e J w[tm_l,bj ;
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m
e a fungao 52(t) = T (ti - £} Xy ()"
' i=1 i
. \ 4‘5’2(?:)
Eo=2 ty £y eeeaasecnaen to, b=t
Qualquer partigac ItG-retardada relativa a {8,, 6k, g) € a reunido
*
de m particdes 7, dos intervalos J,, relativas a (8, L. , 6 y )
m i 2 73y 2
Ou seda T o= ™,
i=1 T
t o ?] g
€3 il S{ﬂ;h)% &L ._E i U, ¥y “ ST, 0, X4 )i
tPgep)  i=l ] 771 N TP ga)

mas 1, & distinta de zero no miaximo em  um
1 i
- conjunto de mg-medida menor que 62 , portanto

[ m _ m «
st |, e 5 odleg 1B, sy 1P 3 flud e
cP(gmp)  i=1 £P (p) =1 £P (p)
P .
tomando ﬁ; 6[: P suz o E teremos: |h-S(w,h)] b 5:%%
. igm -~

#
Defininde agora 6({t) = min {5l{t}’§ (£) },68% =min {5I, 52}

¥ 7 Itd-retardada relativa a ( ¢, %, g) as trds majoragles serio
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validas simultaneamente e (2.23) implica que:

PE - 5T, Y] < £
£P (gop)

como gueriamos demonstrar.

Teorema 2.4 - seda £ ¢ Ep(g)M¢gm>o
W

* .
g@ >0 e § 3D - R+, dlt) > o g.t.p. b, mg tais que

¥ooq ItS~retardada relativa a {( &, &%,q )

pe | [ le-stalP ag> £] <k
. |

Jo
I Jd

)
!
L

Bemanstragéo:sejam fN 08 processos fhaunrcados definidos enm

P
£

i s H
N eP rgop)

(1.18) e (1.19) que verificam fy ¢ ip(g@p)m,

£~ stm,8) [P oslle - 5l + lgg - seme ]+ s, -5 1P

f e levando em conta gue V a,0,¢ % o, p’al:{a+b+¢)p & éri [ap+bp+cpj

L keremos:

(2.24) Pr [; Le-sr, £y (¥ a g> Elger ||
j- o J LJD

[ IS
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+ Pr{f | £g — S, £ ) [Pa g £ ‘} +
Up N 3.4P7% |
#Prl| ST, (E, - OP d g5t |
b7 T e 3.4°7% |

Mas j 21 8 g < = q.t.p n, P pela definicdo de Ei(g}m —
D
s - Nl P .Fr ]{’!'p T % & P 1: Fuf ) T« L. -
s o i rLjD 17 d g N =5 ol N # o E —.
: : W
! [ 2 E
pr! | |f-£ ¥ d g> 1< =
“y N 3,471 3
ey <
rrl | Is(w,f~£)! o e bl =
X Ty I (& ﬂ)i 4 g 3-41-_,_,.‘1 § 3

£ EP{gﬂP)M e pelo teorema {2.3)

fN
{d}? ( IfN"“Sﬁ‘n’, fN) 133{-1@ > Q
e D
T o O
r . L+ g -, 1
Pri ]FI% rig - HYHEE{P) valida ¥y ¢ 7 {P)

e a desigualdade



’69}

e ¥ r>o , aplicada a ¢ = { lfN - 8T, fm)fp.d g . garante a
existéncia de § ,8% tais que ¥ 7 relativa a ( &, 5*;g) o segundo

. . . . E
somando de (2.24) sera inferior a 5 +-+ Como gueriamos demonstrar,

No capitulo III veremos que, em eP (g),,, & relagao
W 3

Pr s o

pode metrificar-se atraVes de uma semidisti3ncia adegquada o .
Tomando isso em gonta, ¢ Ltegrema 2.4 pode assim ser forma-

lizvados

f = £fim 8(w, f)

o

(§,6%) + (0,0)

Chamaremos parficoes de Reimann as usvalmente empregadas na

integral de Reimann~Stieltijes, ou seja

e denctaremos tamanho, diametro ou medida da particao

frl= max e, =,y +» 1=1, «u. , n}
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Chamaremos partictes de Caucly Aquelas em que. Ty =

t, .+« F oa
§-1 E a
segquir veremos condicoes gue permitem expressar a integral como limi-

te da gomas correspondentes a partigées de Cauchy.

. Beja E  um espago de Banach.

T : )
fs+ {a, b} +~ E , limitada
[ . e
g: la, b ] =+ R , monotona . nic decrescente, M, A
medida sobre [a,b] gerada por .

Definicio - Diremos que J € E & a integral de f com re~

lacao a ¢ no sentido de Riemann-Stieltdes se ¥e>0 4 >0 +tal gue

¥ o de Reimann com . (%] < & =» | g(r, £, g) ~J 1§ <&

Chamando M, = sup [£(2) ~ £(a)]

G, a[ti_l, tij

temos as seguintes condicdes necessi@rias e suficlentes para que exis-

te a integral

al W G§ &> 01 ¥ Tyr Ty de Reimann com }Wig < §,4L 0= 1,2
ffs(r,, £, oY -~ B7,, £, g} < &
1 2
k) ¥e>o 348 >0 |w de Reimann ,  |m] < § =
m

= L M, (gflty) =~ glt,_,) )} ¢ &
o1 i i-1
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A prova da suficiéncia destas condi@ﬁes & a usual para fun~

coes de varidveis reais.

A seguir estabelecemos um lema cuja demonstragao requer a-
penas o8 orgumentos de Lebesgue para a existéncia da integral de Rei~-

mann tal e como aparecem ryeproduzidas em Hobson (11) e Hildebrandt (10)

Lema 2.5 = A condicao necesséria e suficiente para gue £
seia integrivel no sentido de Reimann~Stieltjes & gue seja continua

a.t.p. D, m, e nesse caso a integral de Reimann~Stieltijes coincide com

=)

a integral de Bochner.
Demonstragac: Provaremos gque a condicado & suficlente.

Sejam A Mo Hf(s}" f(t}"

s,t ¢ [a,b]

G o

H

G aberto, contendo o conijunto de descontinuidades de

£f e tal gue Mg( G) < é&

F= [a,b]\ ¢ & un compacto ¢ pela continuidade uniforme

de f sobre ¥ existira 6 >0 u.. gue

z e, [xz | <8 =>[£) - £@)] <850y - ga) )



sejam duas ﬁ:xartigﬁes de Reimann, 'Trl = ?T2 com ]?TiI < & , 4= 1,2
T S O ioa - I o 41 i .

sendo T, {"Zj; LEyqs tj 1} oa £ ] € e < tmi b

seja 7 a reuniao das duas partigoes

e com pontos 2, ¢ [Xi 17 X{{I onde a fungac f assume valo-

res, tais gue Z, ¢ F se [X»?m—l’xij £ G

seiam Sl” Sz‘ s as . somas de Reimann correspondente a

Ty w0 Tay T . Decompondo os intervalos de T,, podemos conside-

rar gue ag trés partigoes tem os mesmos intervalos.

I £(z,) - £(to) ] 3~ g (X,
Lf{zj} f{T:})I[ (g(Xy) = g(Xy 40

Seia T o conjunto dos intervalos de T tails gue ng-—l" X.]e 6

- i 1 .. . + +
Lifzy) - fi‘f%‘) z%(g(%_)mg(:{jul)ﬁél‘i Io(g (X)) - £, ) )+

i o J-1
| . ) .

2 . - . = e . v X MI m (X, £
PMOE gy s gy ) ) = M B (X ghaMZ o mooey g
£ 2 M m_(6) g —%'

e I [teo-tred [ oK)= g, € (=g @) 3 - £
LA U IR R -1 ) T - gE) 3
portante | 8 - siij-sé => | s, - S, _[E § E
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Passamos a provar a necessidade da condigao, supondo £ in-
tegravel com relagdo a g no sentido de Reimann~Stielties. Naoc podenm
existir pontos de descontinuidade comum pois entrariamos em contradi-

gao com a condicgao (b).

] - 4 l 3 !] - !
Seia B, = fix | & < tim o osup [£(y) f(z}ﬂ% C Epi,q
§+o |y=-x]|<§
| z~x| <6
w El
5@ E & o conjunto das descontinuidades de £, B, =U o
: 1
Seda m: a medida exterior associada a mg & suponhamoes gue
wt@E) >0 = 3K | m (B) = ¢>o0
g ol T g UK
Consideremos a = X ¢ X< «....< X, =b ,  uma partigcac gualguer
ae [a,b] '
seda H = {XO; A xﬁ} e Hf = H M 30
. n " n'
_ _ , _
B © HY V(U (% g xij)w—> mg(EK)< mg(H ) +iil mg(xi_ltxi)

Ci=1
Mas, por nac exlstir pontos comuns de desontinuidade, o8 pontos de HY

so de continuidade de g =~ == mg(H') = O

n _
et o
o < o my (Ep)< iil mg(xi_l, Xi) =D para alguns ¥,

(xi_lf Xi) ﬂ EK ?é QS

Negses intervalos [xi-l‘ Xy ] que contem pontos de EK
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M =sup [l£(s) - )] > %

i
s, t e [Xi*}.’ X, ]
E portanto E My (gixg) = glx, 4013 2 M, (gixg) - glx;_4) ) =
=] i=1 ‘
n _ -
= L M, m_{(x PR B
P g( -1 %) 7R

& a fungao nao seria integrivel no sentido de Reimann~Stielties con-
tra o sSuposto.
Se £ & limitada e continua g.t.p. => mensurflvel e integridvel ne
sentido de Bochner, |

Fara provar a igﬁaidéde com o integral de Bochner conside —

ramos uma particao 7 de Ea,b] de diametro §>¢o com

onde oz pontos intermedilrios sejam pontos de conti-

Xyr . r -1

nuidade de g. Isto & sempre possivel poig as descontinuidades de g

sao no maximo, um conjunto numeravel. Nestas condigoes a integral de

Boachners

"—---—-—-.‘
L

a,b] 1
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bl . n .
€ 'Sl Elrg gt lalxg) = glx, )= & flxy ) d g
i= =1
r
Exgope %]
fi{ T [1Ir
Portanto | | fdag- Flx, g} - gix Yo =
oE . soy -1 i i=1 l;
LA,D] '
I n { 'n
= L {(f{uy-£i{x, _,)1d g 5 (£{u) - £(x 18 gli€
1-17%% Ly l’xi'g
3 ‘{ £ () 3 : { )
< el - fix, Jdidagsg MAlglx)=gx, .1 - o
=1 J{[ i—l }Nﬁ. i =1 7 : S
§ -+ o

onde concluimos a demonstragao do lema‘z.S

Tenrema 2.6 -~ Seja £ = ﬂp(gQP}M U progcesso P 1imi-

m - . L L
tado e LF~continuo g.t.p. D, mg com o mondtona nao decrescente

ou seia que a fungao

Dt > £, e tPypy

& limitada e c¢ontinua g.t.p. D, mys Nestas condigbes se  {7w} sdo

particoes de Caunchy de D determinadas pelos pontos
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n~1
Siw,f) = % £, . W + £ ¥ 1 % £
I = o
Demonstracdo: seja If, | <M e M, =sup HE £
2P (@) * X 72 1eP p)
wze [ty oyl
b - stm, 5 1P = {-a g ([f -sm,f Par =
£F (gep) T
-1 f .
i = [ .
= 1 e -z, 1) agsllge, d g
NI - i-1 () J- n-1  £F¢p)
- [t;r"l’bj
£ ( he-z I a te—e A dg <
= 1E - il g+ (g - 5 g <
=1 Jr, tt] S P l R R )
R S R e pl
n‘_ll" -
NPT -
s ewPtE oM ge) - gk )
i=1 |

e o teovema resulta uma conseguéncia do lema 2.5 e a condigdo de  in-

tegrabllidade (b}.

. T . - =
Teorema 2.7 - Seja Rlgl o conjunto de fungoes = integraveis

com relagio a g no sentido de Reimann-Stielties, {7} particbes de

o
Caucly e £ € Epw {2} 3 tal gue fw € R gl g.t.p. 0@, P,

&
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Se verifica que:

E[* | D Pr
{jfw“S{Tﬂ f}w; adg 5> 0
'jD
i o
Demonstracac: seija T definida por a= t_ < tl: < £, = b

M{w) majorante de {if{t,w)! , t e D}

Mifw), mi{w} sup. e inf. de f£{t,w} no intervalo

(tgoqr byl

Quase em toda parte teremos:

; p n-1 _ P

£, - Stwm, ) | = iil [ £{t,w) = ACAS xrt . (£} +

eyt
[ P
R = e W] X e
-1

e palos mesmagﬁérgumentos empregados no teorema 2.6

[ - 8(n,£f) ‘pd < @u, Pt Ig M, W)~ m, ) (gt g it )

T i 49 W) o TR AL DA A TR L

‘7 .
e pela condigao de integrabllidade assumida.

5‘f~5(nf) ’pd » 0 qt.p. 0, P =

% |w ! W] g + el F .

D el + o

3



como gqueriamos demonstrar.
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CAPITULO ITIX

M TEOREMA DE EXTENSEO

Desigualdades Elementares -

Empregaremos sistematicamente as segulntes desigualdades
conhecidas, em gue v & uma varifvel aleatdria ¢ s ,£ constantes, & > o,
5 >0

.

wi®ar=|y[®

3.1 £oerllyl »Els | (vl ar«

ENEY I £ @)
1+ \ vl 1+ F
(3.2) pr{ |yl » ] € F 3 JR TFY drg m-z~§- gyﬂﬁl(y)

(3.3 J@ wi«-[—if—%,T» ar ¢ 2 lyl»eg] v g Pl Ivl<elenlylse] + iy

3 .Y Yo .
(3.4 0% Y € Yo jﬁ;;z 8 ij??;
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; . tal
o g o LRI
{3&5;3 W o, g E_R I + [ £ 1O " Py
: 1+ |oat+B| 1 +fo] 1 +iB]
(3.6} Ya, b 2 o, » 31 (2 Z 2 ) & e (2P 4 pF)
- Teorema de extensao:
Sejam w, p' 2 1.
Seja r uma aplicagac linear:
. s P
¢ Efﬁ,m PR
- continua com respeito ds respectivas seminormas  de:
f
£Pegep) e P (p)
e verificando a condigao:
(3.7 82 Ff ¢ éng e fw = o para Ww_. € 8, ou sela , se

o
-f{tng} = o, ¥t & D entao ;(f}(wai =0 ,

Nestas condigOes existe uma extensao de [ a0 espago
'Kp{gﬁP} , continna e guase linear(§), compitivel com uma extensan

: - D
L a0 espacgo ﬂw{g}M .

(§)%> K e R, £, £' ¢ cP(gep) =2 (KE) = K £(£) -
' : . ' g.t.p. 53, P

g{f + £') = (£) + (L")
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Demonstracac:

Pipy o+ LPpy .

Bmia pox £
. §
a aplicagio p(f) = {h e £f (P) | £ = h q.t.p. @, P}

- a aplicagao ¥ = pyr

& uma aplicacao linear e continua do espaco Ef w Do espago de Ba-
_ .

: n' !
‘rach 1P (). B el =

b
[

fas, pelo primeiro teorema de aproximagao g£ M & denso
a4

e portanto existird uma 4Gnica extensac continua de ¥

_ ) ) ‘ K :

- L{{g®93 gue conservard a norma da aplicagac § . A esta exten-

580 seguiremos chamando-a 1%, definida por:

v £ e £P(gep),, o*(£) = fin cx(y)
= (P}
com f_ & giam e HE - fnﬁ - o
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S5e¢ para todo £ = 5121‘:'{<g®£*)}§v,r escolhenos um Certo represan——
? ¥
tante de CH*{EY am P (P}, ou seiz, um B Ep {93 ral que

pig) = r%(f), +tomandoc o = C(f) se £ ¢ QJLM , obteremos Uma

aplicagao:

#
Proep),, - f

Cgue diremos ser uma versao da extensdo de [ e gue segulremos chaman

Cdo £
- Verifica-se obviamente que:
vE e £9(geP), > R L(f) = L*(E)
I S P T
Essas possiveiélﬁersées da extensio sao fungdes continuas :
fetg = et py = e E = Dlp’py < lolh £ - digp o

e sac funcdes guase-lineares no seguinte sentido.

Sefam £, h ¢ QP{gQP}M 1 X

?E: g(KyE + th)l = MK, F + K
= K, (g*{£} + X, *(h) =

= Kllp(éif)) + KQ??{E(?&}} =
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= PIRJT(E) + Eyzin))

= LR L+ Kyh) = X o). + K,r(h) g.t.p. N, P .

Por outro lado, a continuidade de ©* implica que, se f, h ¢ £F(goP)

F I:f had hj%ﬁp = O, O seja Fom R q.t‘p, D x 0 . g@P, entéo:
(g&P)
r¥*(f) = r*(h), e portanto gque a aplicagioi

L
pvx s P(ger), - ¥ (@),

dada por c**(%) = r*{f), sendo £ um representante gualguer da
clagse f ¢ Lp{gﬁP}, estd bem definida e obtemos, portanto , © se-

guinte diagrama comutativo:

Z;‘k

‘:**I

. P :
gF L 1P (g8P) "
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Como consequéneia da continuidade da extens3o teremos o Bbvio:

Teorema 3.1 ¢ Se {fn} , f CTEP(g®P}M .

- ! t - ; —
[£0 = £l op opy > © == [ ;(fn'}"'lzp'(p) o

Passamos a construlr agora a extensido a Ei{g)m .

£
Teorema 3.2 - Seja. £ ¢ E“;{g®P}M ’ QO e QL tal gue
fig,w) = O ¥ s £ D, w £ RO; e seja o uma versao de {f).
Existe ﬂl"(: QO com Pr{Sll) = Pr(gzo} tal oue

glw) =0, ¥ w ¢ Ql.

" Demonstracdo: Revendo a construgdo dos processos em escada gue

' ) 1 . ¥l 2
aproximam £, tal como o fizemes em (I} . obgervamos gue a proprie
dade fis,w) = o ¥8 ¢ D, w & QO continuara sendo | verificada
pelos:

= processos limitados

£lt,w) = z (£(t,w), obtidos a partir de £ e definidos em (1.13)

- processos continuos obtidos a partir dos limitados antericores e

e definidos pory (1.1}

« Drocessos em escada obtidos a partir dos continuos anteriores e,

definidos por (1.7}
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0S processos 0, Bn* definidos em (1.12) e {(1.13)

Ou saja, podemos escolher os £, em escada, tais gue:

Pela condicao (2.7} temos r{fn){w) =0, ¥w e QQ,

MaS, g {fn) v o &3 T X . e Z_; {fvl) —— X o
£P (o) 2o Py Y
:>XQ i(fn y oo Xo *@ pontualmente g.t.p. 2, P para uma certa
o K o '
subsucesgao n, . B como acabamos de ver ¥ g{f. ) = o ~» Yo  t=
X Ro Ny 520

= o g.t.p. 2,P. 0 que demonstra o teorema.

Colordirio: Se £, h e £°(gop),, @, QL com £(s, w) =

his,w) V8 e D, w £ Q. [ou se preferirmos £,= ho ¥w e Q] e

a

G B sap versoes, respectivamente, de ri{f}, r(h} :

existe Q, ¢ 0, com Pr(qQ,) = PriQ,) tal que

afw) =  Biw) Yw ¢ Ql .
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Consideremos a seguir £ ¢ Ep(g®P)M, r>o e & »o0, Defi-

nimos oomo em (l.lS).l

(S

sendo £{w) sug{ 3 | J ff(u,w)ip d g(u} < x» }
A _

il

]
(o3
B
i...}
i
]

l£eo,w) P & glu) < r

Como Y& foi demonstrade em (I, f£ £ Qp(g®P)M e por {1.200,

Pela quase linearidade de [ :

CUE) = G(f) + gf{f - £)  g.btp. O, P =2

(3.9) ==>Pr{w ||| 2§ s Priw| [TUE-£)] >0 ) +

+prf{w | JelED] » &3
Masg
(3.10) Pr{w | (£~ £), =0} 3 Priw | fP ag < r}
J[a,bj

e palo teorema 3,2



{3.11) Pr{w%_{;{f)w* p{f) = o) » Priw|(£-£) = o}
W W
de {3.9), {(3.10) e (3.11) deduzimos:
a1z ex[ oz 5] ¢ pe[ fue) |
¢ 7
pr | | ElP ag 3 ri )
Lp i
Pela desigualdade (2.1},
pr [ frte)] 2 8] € == Jue) |
r' - gP (P
2, pela continuidade 32 ¢ s
| T
1 et g
el leiea e = el Mg S
e substituindo em (3.12) aparecgs:
Uy Iz}
3.1 px [ Jo(e)} =g« Pré-g £1P a g = /P
o £
S i
e se aplicvarmos a desigualdade (3.2) temos
T s £« A EE ey LS ey /P
Pr lrlfd] 2 €] < E fetrll , o & TE e
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que levada a {(3.12}) fornece:

(3.14) pr[ jg(f) | 3£] « pr [ ! ]fgp dg sy rl ¥ iwgéP i »1/P
b ’

Ambas desigualdades (3.13) e (3.14) vdlidas W& , r > o.

Com elas, estamos em condigoes de extender ra. Egig}ﬂ .
. A3

: D
Seja f ¢ Ew(gjm .

Pelo teorema (1.2}, 3 fn £ ég-y tais gque:s
B ; F

r

. 0 1 B
(3.15) | l£~£ 1 ag —E> o :3>§ g, -t Fag ¥ o

o D

n o w n,m - @

e pela deslgualdade (3.13) temos:

{3.16) pr [ o(E,) - (£ ] » ¢

[ S )
”
7
M

.
i
I_l,l
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ou ainda, pela (3.14) =

-

[ T '
el Jo(e) - c5)] v €] < prj! £, - £Pags rjf + ER ] P
L

ambas sende validas ¥ r, E>o0; gualguer delas junto a (3.15) implican
gue {¢(£)} & @ cauchy em probabilidade.

refinimos portanto rg{f) = L

Comn limite em probabilidade, para valorizar {f), podemnos

escoonlher uma entre uma classe de varidvels gue coincidem g.t.p.o, RE,

Coomo anteriormente, chamaremos veasdao da extensde a uma determinada

esonlha dessag varifveis,

Ou seja, a rigor, a definigac da extensac seria:

t(E) e .£in1§£fn) aa {fn} - EE,Mﬁf
Pr :

-

Primeiramente,; vamos provar que essa definicio & possivel ,

ou sedja, gque a classe a partir da gual extraimos o valor da versﬁﬂ;
y, nao depende da SuUCeSSan {fn} .

de processos em escada, usada

para aproximar £

-—

Ne fato, e {fn*} fosse uma nova sucessdo tal gue:

5



f
' Pr
£ - £x [P a g
| 17 ad g = o
. 0
n—)-w
' R # ~ : .
conziderarianogs a sucessao £, fiﬂ ey fn’ fgff eae = {a“f que gg-
1 :

ria uma terceira subsucessdo verifisando:

£~ o |P ag—EE0

g por {(3.15), (3,16} concluiriamos gue {g(an)} seria convergente em

probabilidade e sendo {a{fﬂ)} ¢ {g(fp*)} subsucesstes de {uln )1,

iy

definem a mesma classe comoe limite em probabilidade.

A compatibilidade com a primeira fase da extensao raesulta

imediata, pols:

!

®
i

P : i
£ e efgepy, 7 £, e £ tais gque jf - £
) 4 n LM P (gop)

n 9+ @

a extensdo primeiramente definida verificara:



LiFY £ fim gffn) s C(f) = Aim g(fn)

¥
Py Pr
o oW n =
i 0 f [
Mas {f - £ = ar | [£-£1Pag—>o
£? (gep 0 p
f?
:> jf Ig - x:nl? A g Pr > o
D
r
z L{F) £ Cim (£ ) se (£ - fnfp a g 3 =0
Pr b

sinearidade da extensao:

. N o) ) N
sejam £, h e £7(g)y, {£.} {hh} ol EQIM tais que:

n
{ R Pr [ P Pr
E;_f—*-fné dg ———2= o, } k- b {¥ag —== o
sy D

Pela definigfo da extensao:

r{f} & ZLim g(fn) : r{h) e £im g{hn)

Py Py

WG
s
"
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Safam kl‘ kz e R
f .
f RE 4 kh = GE 4 kb [Pag = | R (E-£) + kb= h ) [P dg e
D | D
pela desigqualdade (3.6)
3 1
< 2 P { }kl]p [ §f~fn;1° dg ]szp |- hnlp dgq
‘D D
e dedurimos portanto gue:
{
Iy - (P —EE
{ ki £+ k,h (k£ + koh )" dg = o
D
e pela definigdo da extensio:
;(klf + kzh} e ALim Z(klfn e kzhﬁ)~wﬂ
Pr
zz kl £im C(fn) + kZ £im g(hn} 3 klﬁif) + kzﬁ(h§
Pr Pr
Portantos c(klf + kzh) = klgif} + kzz(h) r Getup. B, P e

Cextensao definida & uma aplicagadoc quase linear.



ExtensSo das desigualdades (3.13) e (3.14):

£

: % .
seja £ e £7(g), ; (£}, f ¢ EK,M

[f - fnlp dg *E£~§> 0

b
o
Beian S > r > 0o e £ = 52 > O
r f r
ror (3.13}, Pr i}c(fn}] » &y € Prva {fn;t? dg > r,
L
D

W

iy

Pr

{3.17}

093*

tals qgue
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mas pela desigualdade (3.6}

S—

e

-1 .
| (£, - £y + flP a g 3 r?_} < Pr[zp (g, - £1P +1£1PYaqg » r, €
D

[ AR

| S———1
=l

4

r, =xr
be o P 2 )2 r
< pr j £ - £ 1" dg > v B Pr[J l£17 dag > = }
| D
gue substituindo em {3.17) e fazendo n o> w taremos
et s ] [ e : el R
Pri loeey] 3 el ¢ pr| | 1£Pag» | ¢ -
_ o} _ . £
¢ fazendo agora g2*h£ . rz«br obtemos:
PP
(3.18) Pr| [g(5|yg| < ®r| | [£]Pag 3 ~Eg| + Felx
L D= P
D >

a analogamente, empfeganda {3.14) para majorar Pr [E;ffﬂ)i} 52 ]
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obteriamos:

el L/
(3.18) pr| lc()| 2 £l ‘¢ Pr | 1£1P ag » e | 4 lelz2/Pa &)
1 JD ) £

As desigualdades (3.18) & {3.19) sendo vdlidas ¥ &, r > o

Teorema 3.2 : Sejam {fn} . f processos de Ei(g}M tal

5_.!
i

que:

entio: r(f) —EE S ()

A demonstracac & uma consequéncla direta das desigualdades

1 (3.18) e {3.19) considerando~se £ ~ £, em lugar de f£.

Extensan do teorema 3.2:

Teorema 3.4 : Seja £ ¢ ngg)m? n e QL tal que:

o

fla,w) =0, ¥38 ¢ D, weg e s5&ia

o ¢ uma versao de r{fy.
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Txiste Ql 0 com Pr(Ql) = ?r(ﬁc) tal que:

Demonstracao: Para todo N natural definimos, como em {1.18):-

gt = Xp (8 - £l W)

Pela prdpria definigio de Ei(g)m temos:

Ir .
Ef“fgplﬂg > 0 ag.t.p. 8, P,

| !
D
f | Py
e portanta, | £ - fH[P d g =———— oo,
. _
e pelo teorema (3.3), o= lima, onde a,  S&0 verdes de C(ﬁﬁ}.
Px
Existe uma subsucessio Oy e um evento 0* ¢ & , com
) *
Pri{f*) = 1, tais gue:
agy (W) o+ a(w ¥ ow e,
k
H A

‘Por outro lado, fN s:-zp(gﬁp) & fm{s,w} =0 ¥s8 g D,

Wwoe 3.
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Pelo préprio teorema 3.2, 3 QN, com P;(QN} mPr(s’BQ) e

G lwr = 0, Yw o Qm

N

Tomando 0*% = [\ fy = Pr(R%*) = Pr() e o {w) = o,

. N ; ; o] N

Yw g %*,

Tomande finalmente Ql = QFN QFF e ﬁl{: RE* QQ ,

21 «Pr(@ e Yw 'E:QI{:Q*; o (o) =£im(cﬂN Jiw) = Lim{o} = ¢
k .
X co

E a consequéncia Sbvia:

Se £, h ¢ ££(g)M, 9, € G, tal gue;

fis,w) = hi{s,w) ¥s gD, we¢ Qo e se o, B =30 ver-

sces de [(£), z(h), existe:

slesaG, com  Pr(ay) = Pr(3) e ¥wefy, alw) =

= {w}

Metrificacao do Teorema da extensac.

Q agpago’ X, das variiveis aleatdrias sobre 0 . pode se

considerar um espago seminétrico com a semi-distlncial



098‘

{3.20) e(f,h) = [

A demonstracao de que p & efetivamente uma semi-distdn
cia, cujos limites coincidem com o8 limites em probabilidade aparece,
por exemplo, no texto de Yeh({ ), caplitulo 19, Vamos proceder a uma
demonstragac aniloga para provar gue Ei(g)M também se pode conside-

rar um espago semi-métrico com a semi~distancia.

f 1/p
{ ’if"hfp d g
. | )
(3,21} p(f,h) = _ . ap
f _ 1/p
1+ % | £-hi{P a g
“Q ‘}D

—~—

A funcdo p verifica as propriedades de uma semi~distdncia:

o

- o(fn) » 0, ¥E h e thigy

= p{f, £) = D

- ol{f, £y « o(f, h} + e, £)

e fato, pela desigualdade {(3.4):
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f
( 1/p [ 1/p
l l£-h|® g ¢ + Iéh—ﬂ [P oaq
- D D
o{f,8) < dpr <
e [ O A\/p
+ [;h—g,}ﬁ’ dg
AQ D ‘

£ o(f,h) + ph,L) pela desigualdade {2.5)

-

A semi-distancia o, sobre o subespago ﬁp(gﬁp} agsta do-

M’
minada pela semi-distincia propria de Ep{g®P)M como espago seminor-

mado:

[ L/p
|
}

(£ =1

oy
1

e

3

o

Q

SO

i

£9kg®9}
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Com relagao a esta semi-dista@ncia, o espago E£ y & denso
N

B
£m £wig)M .

De fato, seija:

P I il Fop -
f = Sw(g)M: 1_fn} C: gz‘ ,M LaLe gque s

(2,23 -2 4 g e——— o

- pela desigualdade {(3.3), ¥ (& » ©, r > o

{3.24) p(fgfn} =




LRI

gque junto a (3.23) demonstra a densidade de g£*M em £g{g}m .
Seja agora £, h . P gep

! -
Lo €£ T P {P) continua com relacdo as se-~
¥

minormas. Pela desigualdade (3.3).

. ro i
(3.25) plC(E), Ty g Pr me) -2 E) o+ _“"“‘""“"g

Pela desigualdade {(3.13)

Pri[i;(f)“’ z;{h)]:;»,gé X Pr lf = nl¥ dg 3 rl + =y

: D £

Pela desigualdade {3.2)
1/p "
{ : 1B ! 1P ' 1/p
Pr P& - hy dg % ry = Pr (£~ hi¥ da T e T
Loip ‘ D
1 0« rl/? -
< o{f, h)
= 1/p



e substituindo em (3.2%) :

. i/p
Jz 1 rl/P L+r

{3.26) o{g (£}, glh)) < =
1_1}_-5 ) Ep I‘l/p

. & esta desigualdade impliéa a continuidade de L com relagdo a

Vamos identificar © espago métrico asscoclado a Egig)M,

Sejam £,h £ Eg(g}m & seja:

([ lenlP g g)®

. Ip |

0 l+(L(f—~h)pdg)l/p

¥

B 2, ¢ 3, com PriQ,) = 1 tal que ¥we Q_, £(t,w)

= hi{t,w) g.t.p. D, mg.

302,

If:}ﬁ



Ou seija, f, h sac representantes de um mesmo  elemento
de Lgig),

Portanto ¢ espago métrico associado a Eﬁ(g}m & Li{g}mi

Seja: X , p , o espago métrico associado a X, ¢ e, se-
jar p o X o X om /= , donde a aplicagac p faz corresponder a
cada alemento sua classe, e a eguivaléncia ~ signéfica igualdade

{:eqap& Qf Pﬂ

: P .y o s
Sedja £ ¢ £W(g)M, {fn} o Eﬁ,M tais que:

{{f-ﬂf]p dg —ELe—s oo,
% n
S¢ definimos [*{£f) = Lim ( fn) e X , estd clarc gue
' ' Py
td¥ = n,Ll, © & linear por ser & guase linear, ainda o* define
ume aplicagac continua de Eﬁ Mot no espago métrico complet o
1 2%

Y, £+ estamos em condicdes anllogas a extensac estabelecida na  pri-

.melira fase e podemos construir o seguinte diagrama comutative:



.104.

Visualizando as duvas extensdes:




Eg y © simultaneamente denso enm £9(g®P}M - ﬂp e enm
Pl & i

ﬁgig}ﬁf o; e a aplicagao ¥ = poi & simultaneamente continua com

raspalio aocs pares de topeologlas gerados pelas normas e pelas distan-
cias: o teorema da extensdo passa a ser um caso particular do teorema
de prolongacac por continuidade, de aplicacoes definidas sobre coniun

tog dengos de um @spago topolégico & com wvalores am um aspago métrico

complato.

Aproximacdo da extensio mediante particoes

ouande g & continua a esquerda, combinando og . te0oremas

2.3 2 3.1, teromds O...

Lim TiS{mw,.E}
P (p)

]

Teorema 3.5 : Se £ ¢ £p£g®93ﬁ wp (E)

(6,8%) + (0,0

E dog teoremas 2.4 & 3.3 depreend&wge Oooo

Teorema 3.6 : Se £ e £5(g), = () = LZim Z(S(7, £))

£

’

(6,8%) = (0,0}

-~
EN
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E em gualgquer caso com g mondtona nao decrescente , dos

tagremas 2.5 ¢ 3.1, o

Teorema 2.7 2 S8 £ ¢ Ep(g®P)M & gP - 1imitado e £F -

continue g.t.p. D, Mg e 7 sao partigoes de Cauchy:

£im s {ﬁrf))

fi

C(EY
g, U

U S

B odo teprema 2.8 & 0 2.3 Ouas

Teorema 3.8: Se f ¢ £g(g}y, £ e R lg| g.t.p. 0, T &

n  sho particdes de Cauchy:.

td

t{£) = Aim z(8(w,f))

Bl

Px

im0

Comentarios finals:

-

Resulta curioso que a continuidade de 7 em relagdo 8z se~-

. ' D - - ) .
minormas em LC5{(g@F) e em QP(P} & quase suficiente para implicar a
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a continuidade de 1 com relaggo a 5 e p . Uma implicacioc intuni-

tiv

a2

gue nao &, em absoluto, evidente e tampouco imediata. .. © Eeea

implicacgac fol alcancada com uma desigualdade do fipo (3.13) ou {(3.148
¢, para a obter usamos nao £d a continuidade de ¢ em relagho as se-
minormag e a relacac estandarizada entre viarios tipos de convergdne—

cia nos espagos de probabilidade, como também, a muito modesta e gua-

me dasapercebida condicio (3.7)!

0 teorema de extensio - gquando g € continua - & igqualment e

%

Wi

B
Y

1ido ge em lugar de conglderar 1 definida sobre Eéjy_fa COTLE ] e
p AN .

eravmns definlds sobre os processes continuos e limitadosg, verifican

5

do M... Ou ainda, sobre gqualguer condunto de processos cula  dde-
réncia, com relagdo a [ Ep’ cubra €p p (Naturalmente, por (3.22),
F
a aderencia ocom xelagﬁa a o também cobrira Eﬁ N} &, teremos e
i3 A

supor a condicao (3.7) verificada sobre o coniunto denso alternativo.

rara obter a extensac de [ a Ewl(g)M hastaria gus L
aestivesse definida sobre gé,m e gue fomse COﬁFimua com relaciEo a
e p., Mas & conveniente, nas integrais estocasticas, e suvas aplica-
poes, dispor em alguns casos de um limite mals rico que o limite £1n
probebilidade... Ainda gue seja 80 para poder empregar a palavra es-

PEXANCH. .
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CAPITULC IV

APLICACOES DO TEOREMA DE EXTENSEO I+

A INTEGRAL SIMPLEE DE McSHANE

INTRODUCAOD:

Vamos estudar a integral estoclstica de um processo £
oom relagéa a um processo integrador 7, ambos adaptados a umae fa-

milia crescente de v-3lgebras & t €D, sendo gque 2 verifica

tF
ainda:
B HZ () ~ Z2(s,0)) 2 1] < gl(t) -~ g(s)
4.1}
B (2 (t,0) - 2(s,00)% /@ ] < g(e) - als)
sends g: D > R, uma fungic mondtona nao decrescente e contl
nua em b,

Estas condicdes sio do tipo das pressupostas por MoShane
em {18) e em {19). Em {18}, onde a integral prolonga-se até um
estudo basico do cadlcoulo estocastice, emprega-se uma ¢ linear, co
brindo 3a& os ilmportantes exemplos do Movimento Browniano e dos pro
cessos de Polsson ... t Em {12}, onde se pressupoem condigdes
mals gerails, restringe-se em contrapartida o© espage dod proces-
sos integriveis... Em ambos trabalhos, a integral & definida co-

mo o limite de somas de Riemann ItoO-retardadas, no sentido gue vi

mos no capitulo IT. .
¥ P |
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Veremos a existéncia da integral como um exempnlo de apli -
cagao 4o teakema de extensao estabelecido em ITI.

Como  vimos no capitulo IT, quando ¢ & continua a es
querda, as partigfes Itd-retardadas definem processos adaptados e

e escada gue aproximam um dado processo. A aproximacan da int

fm

zral mediante somas de Riemann Itd-retardadas aparece como CONSE

it

guéncia da continuidade da integral, do dito teorema de extensio e

dos teoremas de aproximacfo.

¥

EXISTENCIA DA INTEGRAL SIMPLES:

MeShane {19} prova uma desigualdade, gue chama “lema
fundamental” e gue lhe serve de base para estabelecer os teoremas
de existéncia da integral. Usaremos também esta desigualdade para
fundamentar a existéncia da integral nas condigdes {4.1).

0 citado lema estabelece: Sejam. §ﬁj oy — E o-subal
agebras de (L. Sejam Uyr Uy — U v B, — A, varidvels aleatdrias

tais gue ¥ k < m as variiveis
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saop O ~mensuraveis. Sejam Cyr =+ Cpy» Dl'i""f ¢+ D nimeros re-

ais positivos tails gue

2
|B{a/FL)] 2 Cpr EBUAL/Fg) < Do

J .
Entao
(4.2 Uy o A b <2 ¢ o c.+{ ¢ flg.ll D}
ge1 T 9 "2 py g=1 Y 2y I gy T 3y Y

[ donde os valores « sin permitidos para | |

'1.2(?)
Seja £ € £,
¥ ' { t; D, =1t , & 1
1 < n
a = tl < tz < <tn+l = b.
Definimos:
[ cany o |
{ FAZY (w) = I Ui(w)(Z(ti+l’w} - Z(#ipw)}*

Ip $=1

Azsim definida, a integral € uma aplicagdo linear:

J: %ing s T £2{P}
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posto que U, sdc variaveis . limitadas e,

( (% - 7 )2 dr = EiE [(Z - Z )2/F’]} <
' LS R R

< E{g(ti+l} - g{ti)) = g(ti+1} - g(ti}

= Uz, -1z, ) €L(D) e [ faz € 20y,
S i Ip
E estamos em condigaes de aplicar a designaldade (4.2} coni@i=@t ,
. i
A o= 7 - & , b, =0C, = g’{t. ) o= g(ta)r
i ti+1 ti i b 141 i
gue nos darat: !
f ) . I
(4,0l | £az] <2 I Hu|l (glt,, ) = glt)) +
'p 2% (p) g=1 9 g2(p ° 9L J
(r fuop? (e, ) - gent
by IR E: glt. - gt
=1 9 £%(p) J+1 I
mag,
n ' g n . _
N : . ' Wy 2 ; . 3’/2
s fu.ll (aft, J=g(t )} = % f[i]U R (g{t Y=g (k3]
a=1 9 £2¢p) ol J =1l T 2y T4l IR

. o 1/2
[g(t3+l) g{tJ)] §



2, aplicands a desigualdade de Schwartz temos:

2 /2. 1/2
i (gt +1) - g(tg})} « {gb) ~ gla)}

Wl , " 1/2
o £dzi) 2 < Rigb) - gla)) + 11 -
‘D Le(p)
m oL ] _ : 1/2
« {5 lu. {gl{t.+1) ~ g{t ))}
=1 Y £%p) J J
iy f o2 (gt { ¥ r fif.ﬂz dg it
=Y Lojlund t 4L ~glt == { A g =
gor I g2y T J ‘p Tt L2 p)
r - ,
[ e arwl age = el 2,
Ip g L% (gap)
a finalimente
r 1/2 .
(4.4) Eij £azll , < [20g() ~ gl@))  +11£]] ,
D £°1p) £% {gep)

gque implica a continuidade da aplicagado [, que, além disso,

sua definigado, verifica a condicac (3.7)...

LL12.

por
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Pelo teorema de extensao a integral poder-se a prolon -
gar a 52{g®?}m como um limite em £2{P) e, a £§(g)M come um limi-

te enm probabilidade,
Mais corretamente:

2 |
se £ E L%gep) e (£} CE com [[£~f || ——s0,
M n a2 P2 (gep)

pelo teorema (3.1):

;oo
ffdz e im [fn‘dz
J < {p) J

£ P2 3 g
& se, £ E £w{g}M = {fn} - EE,M tais gque J (£

pelo teorema (3,3):

[ | r
}fdz = 1lim

Py

E a existénecia e construcac de tais sucessdes jA fol estudada em
{1k
A seguir, atualizamos uma tadbua com as propriedades da

integral, a maloria j& demonstradas em [II]:

— Por (4.4} a norma da aplicagdo integral;j‘:ﬁzigﬁP)M wmma~£2{?},

: 1/2
esth acotada por: [f[ il < 2{g®) - gla)} +1



ﬂlléﬂ

fdz o Jf héz

r
— Sa f£,h € £2(g} , 0 €8, oe g versdes de J
o ow UM 0 n

D

'F = - = -
e £ hw Ywe Q,, existe Q C L, com Pr(Ql) _ ‘Pr(é‘zo) tal gue:

1

afw) = Blw} , ¥ w& 0. feorema 2.4]

1

J £ 4z _,E?!...___.}[ £ az [ teorema 2.3].
p - - Jp

2
~ Se  {£_} -’ fed (g®P) |,

r r *
[ teorema 2.1]1 | | |£-F ]zdg AP ——> § = J £, 42 — >j.r £az
g 0D n D L£5(e) D

( 2 Pr
- f S

2212 0am) ~ q@) Y 1

2
£

L2 1 (gn)~gla)) 2417 (1he)

ee [f; £Q2] 2 e 1 2 Px[(%f[z dag » r/2 I+ -
1‘_‘3 # . ol

[ desigualdades (3.18) e 3.193 o~
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_ 2 )
Ese f,g&€l (g@P}M as desigualdades anteriores podem ger melho

radas colocando:

PriilflT" dg 2 r 1 enm lugar de R {f[f]z dg > r/2]

- 3 vprolongagao da integral a £2(g®P}M cu a £i(g)M,
como fungdo com valores £2{P}mu.x, & uma funcdo gquase linear.

Os produtos :

£ (ge2),, —d— £2(®) ——— P2

; |
A’i’w(g)M el X w

passam a ser aplicagdes lineares continuas.

TECGREMA [4.1]: Seja £ € ﬁi(g)m e U = Ulw), varidvel aleatdria

acotada, mensurivel em relacio a &, entio:

{U £fdZ = U {fdz .

De fatos Se £ & Eﬁ M,c&deduzimos da definicio da integral. Seia
4

F e £i{g}M“ Sejam {fn} Clgﬁ,M tals gue:



8116 -

. f
a posto gque U & limitada: U! fndz —EE UJ £dz
. d D D

Se |Ulwy] X, Y € 0

IA

tersmos que:s

lUf - uf [© ag < x? f [f = F f2 dg ==
n - o n .

=ﬁ>j [UF - Ufn§2 dg s D = f UEdZ = lim ! Uf df o=
n D pr ‘p 7
r f
= lim U j £ A7 = UJ £4Z,
P o p

CASQS ESPRECIAIS: !

19} Suponhamos gue se verifigue, para a < s < t < b

E{(Zt - ZS}/FS} =

(4.5}

Bz, - 3%/ ] < g(t) - g(s).

Neste caso a integral de um procesgo £ & £2(g®P}M tem

| eSperanga zero.

£ e , £ =50, S
Se Eﬁ,m )leJi I

=5, {3 B /T B
S i



‘l}-’? *

fi

f
Bl fazl= felu (z, - 2,.)] =
‘D b i

= LRIR{U, (Z -z, )/F 1] =
R TR ]

s ZE{Ui E[(zt‘ - 2, >AFt‘H =

i+l i i

2 .
se £ & L%(goP),, (£} crngM tais que:

-2 ]l > 0 = | faz -um [ £z
L7 (gop) D o®in
r
== { f dZ T £4Z S
‘p B Loy o
4.6y Ef faz = umE [ £ daz=0
> p o

Além disso, VY& &£ ﬁz(gﬁP)Mr

{
(4.7} E[JD fﬁZﬂFal = 0

De fato: Seida U, varidvel aleatdria acotada e mensuri-

vel em relagdo a ¢, = U £ € £2(g®P}M e, como acabamos de ver

e, pelo teprema (4.1}
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E ( Bfdz = 0 = E{“U'r fazl =
Ip

= =lelo] sanse )l = sluel] fase,)

f - -
mas B fdz/&‘a} &€ uma variavel mensurivel com respeito a €, e
D

tomando U = X‘A com A € ., teremos:

r
J E[J faz/e ldp = 0 vaA €@ —
A ‘D a a

E{j fFaz/e 1= 0,

D =1

Ls

29} Suponhamos agorat -

;E“Zt —zs)/f@51= 0

-z /@] = glt) - gls)

™m
Seja f & £ = 5 ULX. , f £F4Z = I U, (2 z. )
LM =1 Y90 p g=1 + otier Ey
m m
i zazp?, =m( oz vz, -z 1% = 1 mluiz, -3 )7
Ip £°(p) i=1 ~ Fisen i j=1 i+l "4
+ © R{U.(zZ -~ 2. ) U.(Z -z, )
157 S S LT



.119.

mag 82 1 #J, 1 < J

mlu,u. (2 - 2, ) {Z -z 11 =
i7J t1+i t; tJ+l ty
= wiglu, v, (2 - %, 31z w2 YA ] =
S O I B
= BlU,U, (2 ~ 2. ) E (2 -z, 3/, 11 =0
S T Ea g Y
portanto:
£ m
i fdzlgzz = I E[Uﬁ(zt - 4, )2] =
Ip (r)  i=1 141 i
n 2 2
= I EU] E (2, -e )t 0 =
i=1 i+l i i
™ 2
. m A R—— f -
i=1
T3
L™ (gep).
Portanto a aplicagao integral [ : 3 S ﬁz(P) teria norma
!

1, gue como vimos em [IT! coincidird com a norma da aplicagao ex-~

tendida:
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I+ £2(gap),, > L% (p)

e gue serd, portanto, uma fsometria.

APROXIMACOES DA INTEGRAL:

LEMA 4.2 -~ Podemos escolher uma versao da integral tal gue, ¥
2 n
em escada, £ € L7(g),,, £{t,0)} = I U,{w) X (£} tenhamos:
! n _ .
{5 £d2) (w) = i Ui(g)[Z(ti+l,W) - Bty rw)]

i=l

DEMONSTRACAO: Consideremos:

fﬁ(t,w} {(£(t,w}).

= X(-NfN)

fi dg < @ g.t.p.Q,P ==

rela definicao de 52(g) == J
& M D

= g.t.p. 0,7, fw(t) < w ag.t.p. D, m_ = g.t.p., P;

'fN {+)

g > £,{t} g.t.p. D, mg e Bfﬁ

w(t)‘ig iqu-f;)g >

[

)b

== . t.p. S8, P [ £ - £]% ag

1249 ——> o =2 0 (pelo teorema (3.3))

- | £ - £
‘D
! ) [

pemss J £Aa% = lim 1 £, 472 ,
0 Pr ‘n

Woper @
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mas, £, & limitado e, pela definicdo da integral,
!

(], B0 ) = T Xy (U D} a0 - 2 0]

e ¥ 1 < n, ]Uiimjl < G (f Efmdzb{w) ey
D

> iil U, (w) Z(ti+l,m) - At W)

aloum EUifw)[ pode ser = , ou bem no conjunto de probabilidade

Zero em gue nao existe E f2 dg, ou bem, se. { fzdg < oo mE
D ‘D

T 2
e (k. ) - g{t,) =0 = EB{% -7 ) =
141 5 i | ti+1 ti
5 N .
= Bl {2 -~ 2 Y /F. ] < Elgle, ) - glt)] =0
tiy1 gy g A+ L L
o Zt e zt4 i {:} q‘t.p, Q;P ==
141 i

et ‘f}i(w} 12 (¢,

1+1rw) - Z{ti}w)} =0 g.t.p. 8, P e neste caso

%X£*N,N} Uiiw}}{ Z{ti+1’m) - Z(ti,wn = O

Portanto:

[ o n
{: dez}(w) - 3 Uiﬁwi{z {ti+

ym) o~ Zlt, , ) g.t.p.R,P =
D 1= + )

1



[ F Q2 s f £dZ, que demonstra o lema.

N )

Seija agora ffﬁiz(gﬁP)w .

Palo teorema 3.5

¢
| FA% = lim [ ser,f)az

'D : £2€P).D
(§, &%) wwmeem> {0, 0)
mas se m o= {(Ji,?i), i = L, K3
Slr,£) = £, X, =
1M1

Si{w,fids = ¢ £ » {7
Iﬁ Ty Fiar i
Portanto obteremos: f° Faz = lim S{v.,f,2}
D 3y
(&, 8%) > {0,0)}

. 2 '
Sedja £ € vﬁw(g)M-.,

relo lema 4.2

-2, )} = 8{w,f,3)

1}

) ‘lzzﬁ
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Pelo teorema 3.6:

j FAZ2 = lim I Silw,fy 42 = lim 8{r,£.,7}
o Py n Pr -

{8,8%) = {0,D) (8,8%) » {0,0)

Resultados estes gue podemos resumir no...

TEOREMA 4.3: 8e £ & ﬁz(g&PﬁM » rYespectivamente £ & ﬁi{gj% ;

{

| £d2 & o limite em £%(P), respectivamente em probabilidade das
Iy _

somas de Riemann retardadag S{7,f,2), gquandc (§,86%) » (2,0).

0 teorema fundamental de McShane de existéncia de  inte

grais estocisticas aparece como uma consegquéncia do teorema 3.7.

TEOREMA 4.4: Seja £ € ﬁz{g Q'P)M_um processo £2 _ limitado e £°-

continue g.t.p. D, mg com g mondtona ndo decrescente; ou sela que

a fungio

F

) .
£
> ft g L7(P)

& limitada e continua g.t.p. D, M- E sedia

¥ = {a =1t <t, < £ = b} particdo de Cauchy de D,

0 1 °°" n

e verifica que:

n : 1 S
S(n,£,2) = § £ (2, =% | [ £az
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DEMONSTRACAD : Para cada partigdo 7 consideramos o processo em esg
cada

n~1
S(Trrf) = L F

X + F
i=1 Fi-1 Tle,

X
£,y N

S{r,f} & um processo escalonado e adaptado gque, portanto, verifi

ca M. Pela definicdo da integral

( Sin,f) dz = 8{n,£,2)
jD
¢ pela continuidade da integral, o teorema 4.4 resulta numa conse

guéneia da convergeéncia

s - stnnll
i%f sm,falgﬁgg&m

k]

n] —— 0

gue foi estabelecida no teorema 2.5,

Como conseguéneia do teorema 3.2 e do lema 42 obtemos o

TEQREMA 4.5 : BSeda £ g £i(g}m tal gque

£, € rlal g.t.p. 0, P ; {n} parti¢gdes de Cauchy.

Entio: S{w,f;Z) ~w§5~m> J £dz

=3
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TEOREMA 4.6: Seda £ € ﬁgw(g) um processe com trajetdrias de wva

M
riagdo limitada dg.t.p. @, P e Z um processo de trajetdrias contl

nuas ¢.t.p. R, P verificando as condigdes (4.1). Entao:

,
1 .
£4a7% ) W = £,42  q.t.p. 2, P

n | ’p

{

onde § fw a zw representa a intggral,exiﬁtente no sentido de
}Q '

miemann~Stielties, da trajetdria fw de wvariagdo limitada com rela-

gao i trajetdria continua Z .

DEMONSTRACEC: £, de variacdo limitada e g continua => £ &€ Rigl.

Seia {wn} uma sucessao de particdes de Cauchy com §wn§ — D,

Zaln teorema anterior 4.%

stn, ,£,2) —EE £dz

D

e existird uma subsucesséa{wn 3 tal gue
K

S{’ffn r ff z) (W} """'""'""""'""""“‘""‘““'""_"'> ) f d Z (W) qattpn ﬂ; ?

Masg S{wn y £, 2% fw)
K .

G gue prova o teorema.
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o
Nas condigles Qo teorema 4.6 se deduzem os seguintes Corolirios:

19) Como para 08 processos em escada e limitados se veri

fica gue

podemas escolher uma versdo da integral tal que para todos os pro

cessos com trajetdrias de variacao limitada

é}fdz} {w}=§fwazw ¥ow e 0
D : '

D

22} 0 resultado anterior proporciona uma definicio alter

) ™
nativa da integral: no capitulo I vimos gque ¥ f € L% (g & F}%.

e~ F L
! hoi
L P
ﬁ?{q 2 P)
h > 0
sendn fhit,w} = g fi{s,w) Aoz} e
oy, (t)
%h (+,w} = 0 sobre o conjunto desprezivel de trajetdrias em que

b

» nio fosse integravel.

P

Assim sendo, f, tem suas trajetdrias de variagio limita

da & pelo teorema 4.6 e o corolario 19
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£, 4 3} (w) = (£,) .4z,
W
D D
& pelo teorema 3.1
£a2z = lim J( £.d 2
D 2y o
o+ 0

VERGUES  ESTAITAS.-

' %
Seda ¢ continua, monotona nac decrescente £ Si:wiﬁ}m

2 = (w2 | £ erlg], | 2z (£)=Z (5) | £ KO (g(t)-g(s)),com K(w)20}

Vamos provar primeiramente que ¥'w € R, fw & Rizw]

"

Com efelitor
e w €&Q ., I, serd de vaxiagéd limitada e podemos falar de inte
arals com relagio a zw comp limites de somas de Riemann-Stisltdes,
seja V() a fungfo "variagdo total de Z  sobre o intervalo [a,t]”.
2 desigualdade §Zw{t} - Zw(s}ig Riw) | gt} - gfa)y | implica gue

¥ o8 < %, \igit) -V, ls) < Kiw) {gf{t} - gz} .

. s s
Para provar que f . € REEWJ bastard provar que £ _ € ngwg

Seja T uma partigdo de D : a = &, < Ey wae < b =D &

. inferi : de £ em Tt £,
m, Mi inferlor & superior - tbylq v 13

L
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n n

My = omy) V(B =V e 5 < iil M=m,) (gt} - alt, )]

e}

i=1

e @ integrabilidade com reslacdo a vV, 5€ deduz da integrabilidade

com relagac a g,

pelo teorema 4.3 existe uma sucessao de pares

1
[F———— I .
{4, 6*.} » {0, 0}, podendo ser 46_(+) < e §* <

n n £

3] e

tais que se 7 sao particoes Itd-retardadas  adaptadas a

ggnr 5*hr 9‘3 # S(vnr f; Z} o 8 f a z .
' - Pr
o
b2y * - £ r - . $ Y .
Além disso: Se 7, {{Ai,ri) PRy o= [E et ], i=ll0KD

podemos redefinir T, = ti’ pois a nova partigic continuari adanp

o & * oLoa).,
andn-ze a | n? 8 n? 5 )

Seia agora w*n a particio de D resultante de considerar

: . - . ; 1
T junto aos intervalos necessarios, de medida inferior a = , na
: n

ra eobrir- D. Existirdo certo N € (0, com Pr{N} = 0 e uma subsuces

G530 {ﬁn ! tais que se w # N
« :

Mas ﬂ*ﬁ diferencia-se de T num conjunto de intervalos de g-me
K ®

dida global inferior a 6*n , gue unido a desigualdade
"

[2,08) = 2 ()] < Klw) | g(t) - g{s)]
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implicam que | S{n*_ , £, 2} = 8{v_ , £, 2) | <
Bg By -

< sup | fw(t)l; K{w) &% > 0
€D

K > )

Portanto ¥ w 8 N => S{w*n » £,y {w) > T asg i}
K .
D.
w > o
; Y = - #* ) 2
& g8 w g Qq b2 S('rr*n , F, 7Y tun) So{n n ’?w' Zw) > ﬁw 4a zw
D
Portanto ¥ w € 9 N & s {w) = F Az
o w W
o D
r .
£ y
£, & Zw ge w € Qo
o

Thamandn lw) =

f4a z} {w) sew £ fo

0
B o= £d42 g.t.p. 0, P e podemos tomar F ocomo
D

o valor sobre £ de uma versao da integral,

MeShane, considerando g = X . i, chama a sstas versdes -

LY
E
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de “versbes satritasz®,

Para o lmportante caso do Movimento Browniano, as traje
thorias sao de variagdo ilimitada g.t.p. 2, P e portanto as "ver

soes estritas" nio existem.,

&

. POSSIVEIS VERSUES OF Z.-
Sejam 2, Z* dois processos estocdsticos adaptados e ¢
gulvalentes, ou seja:
* b _ L
¥t eDn | Zt . zwt sao @t mensuravels
Z, = I*, d.t.p. 0, P
S5e a definicho trivial de integral para processos de gg w  Propor
P -

siona uma aplicacac

E£313f~w>' fazr & £ (py

N

P
g e p)y

continna, também fari sentide e serd continua z aplicacao

£ > | £ A ¥

D

pois, pela definicao da integral sobre S deduzimos gue

LMt



Nestas condicOes o teorema de extensdo proporcionard =

ums mesma integral estocldstica, Com efeito:

? b n | ! P . i
vEe L (g, e lf)cC ngM]g £-£Fag—>0
Py
D

=1 f£daz € lm [£d 2 = lim £ odzr=| £z

D ProJp Fr D D
z2 £az =, F a z* g.t.p. 2, P

) o

Mais concretamente:’ Se 2 & um processe que verifica as conéigéaﬁl
{4.1) e Z2* um processo equivalenté a Z, como as esperangas condi
cionadas estio definidas g.t.p., %* também verificar% as condi~

coes {4.1). Se ambos Z, 2* sao adaptados, proporcionarao uma nesg

ma integral estocistica.
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carfrono v _ - -

APLICACOES DO TEOREMA DE EXTENSEO:

INTEGRAIS INDEFINIDAS E ITERADAS

Integrais Indefinidas.~

consideremos uma funcae g:fa,b ————> R, mondto-
na, nao decrescente e continua. E ainda um processo adaptade 2
tal gue para todo [s,t] € [a,b]l a definicao da integral sobre

, Ou seja:r

» | N »
jﬁﬁw | .K.(.P}I

N

__f(g@_P)M

gL@M

proporciona uma aplicacido continua e de norma majorada por uma -

carta constante € > 0 como se seque:

£dz <cC ”ft” dg Y s,0 e fa,y
P ey ;

5,

s & 5:?'(?)
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Raturalmente o teorema de extensac garante a existénecia da inte

gral sobre oS espagos mals gerais

. P " . £ £
Sejam: feg (g)y » telub] ¢ flp.a o fla g *

restrigdes de £ aos intervalos [a,t], [t,b]

Toorema 5.1.

(Snl} hil L [a;t:, o £ Lct;bj E £W (g)M

ﬁfdz = '[f'x@.,t‘,l dZ  g.t.p.Q ,P

{5.2> . [:artg {arg_
fﬁdz = ffx E: 5] az . g.t.p.2,P
.5 B3
{5.3} [fdz e j;dz .+ f:;fdz g.t.p. &,P
f, bl Bt [,
Demonstracdo: Para provarmos (5.1) passamos a verificar que

f L [, 5 € i:;(g)m : bastando para tapto mostra#mos que

rifica M.
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Seja t', t <t'<beA um boreliano, A € R:

£ Ltt,t’]"-_‘ (a) = [fl-&i:tﬂ‘{ TR [[t,tﬂ_‘x s_al

-t .
£ ;/[a,tﬁ (R} & Mg [art{l @ . ‘Ft, pols £ wverifica M.

Reduzindo~se o problem: provar ques: Yue Mg'[a-,'tf] °w,,

=== 1 ) [[t,tﬂ % ﬂjez{g'[t’tﬂ = €,

O conjunto de H's € Mg{a,t’] @ Ft' com a prdpriedade acima &

uma o-3lgebra que contem o3 produtos V x B onde, v EM e

| gla,t']
B EF..A propriedade serd vAlida, portanto, para a O-3lgebra ge
rada por esses produtos, ou seja: M

L

gla,t’
Para provarmos {(5.2) consideremos t £ (a,b) pois pa

ra t = a,b a igualdade & evidente.

oom [lfwf | g-——-—-——~—-—-av0 g.t.p. 2 ,P
2,4
_ . o
e definamos { £ } tais gue:
* * .
£ [a,b] ¥ ( ——3R, £, {s,w) =0, st
* R
fn {5,w) = fm:{s,w}, i

a so £ €&
3;:0;:‘ sUa efinj.gae n g ,M
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Para obtermos {S.ZBIbasta agora aplicarmos o teorema 3.3

| . - ? | .
flf - _fn] dgem—s 0, g.t.p. 2, szffdz = lim. jf az

:t] !t] ’21 :

I _

S *P | | i *
fi,fa'@ - f‘-ﬁ]' dg"——")lf[,iart} az = Ji)l;n.- £ 4z
_. 4

(&, 4 B.n
. ~ . * '
mas por sua definigaoc fn az = £, 42 resultando
(S ‘2,1

as igualdades (5.2)
. Finalmentes:

o

(5.4) ot = oy

fL&,@ - fL&Q
Todavia, por ser g continua '

. p : '
Flg | dg = O0==>f f£lyy @z = 0, g.t.p. 0P
&, : '

) 1}

e {5.3) resulta de (5.4) e da guase linearidade da extensaoc,

Definicdo.~

Flt,w) = £ 4z | (w)
B, 4

para (t,w} E D x  , & a integral estocdstica indefinida.

%
Taorema 5.2. A integral estocl@stica indefinida admite uma versio

: a
adaptada que & um processo continuo em probabilidade. Se fel {(geP)y



136,

. P _
o processo integral & além disso £ (P) - continuo ou seja, contl

nuo como funcao

jf - lasy »c¥(m)
(ﬁ)ct) = Jraz ¢ f ()

A=

Pr

Demonstragao: Sejam £, € El,M £,42 » | £dZ

13 £ 't}

Existird uma subsucessao convergente g.t.p. 2, P ou seia

£ 4z ' 2 fda g.t.m. Q,P.
n, |
P i T |

Mas, pela definigio da integral sobre ££ M sendo fn e B
’

x
processos adaptados, | £ '@z seri mensurivel com relagaoc a
Py
.t
¢, ; consequentemente a £ 4z serd mensuravel g.t.p.
@,

com relagdo a €, e poderemos escolher uma versao mensurivel.

Por ser 9 continua e pelas desigualdades (3.18) ou (3.19) Bo-

gua=se que:



Il37.

¥

| £ i[t' ’_tl']I dyg

01‘ q'tlpog yPt

a . —
‘ T. !'].Ci + !"""""'""—""*t’ .
. : 'L' : B Pr
:::é;; £ e dyg » 0 =
i-a!b} t!l‘ 3 tl
' . Pr
{5,5) _ fL{t,’t;,] az = £AZ = Fiyp = Fpyer——> 0
[a;b} - [t' ,EM £V i

o P -
Finalmente, se f e L (g & P)M entao:

' D
F, - F ” = £ az
t” tf EP- (P}

[tl ,tn}

¢ novamente pela continuidade de g3

“F w = F ,“ , - > 0
t t £ (p)

t'l . N t'

£ > b

€ llftll;s (P)dg(t}.'

EF’(P} | &_'ft‘l}'-'

Analogamente provar~se-~la a continuidade a'esquerda e com ela o

teorema H5.2..
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variacio quadritica de um processo.-

Suporaemos processos integradores 7 gue verificguem as
condigdes {4.1) com relagac a uma fungdao g mondtona nio | decres

cente e continua.

Sejam [s,t] € la,bl e =7 = {8 = £, < £, < +nw < t_=t}
_ 0 1 n

uma partigdo de [s,t].

Consideremos a variivel aleatdria

- e 2 2 n_ .
ou sela V$@f Z(E,w) Z{s,w)" 2i§ﬂ?(ti~lﬁw)(Z(ti’w)"Z(ti—l’w}j

% ol e 2
Pelas condicdes 4.1, com g continua, o processo 2 & L7 conti-

nuo em {a,bl e pelo teorema 4.4 temos:

_ 2
n . £ (p
- h Zt { Zt - Zt 3 () » | 7 dZ .
=] i-1 i i-1
8, t]

irt »+ O

, |
N e £ (@) VYt e [a,b)

- 2 2 1
As variavels Z_, ZS &€ £ (¥} polis Zt

Portanto:

. ' 2 .
(5.7 Vo, > %, -2, ~ 2 |zaz em ¢’ (P)
Int» O 5, t]

Dencharemos esse limite como VES £ € o chamaremos “variagﬁo aua
. o

drastica de 2 no intervalo {s,tl".
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Pelo teorema 5.1 , q.t,p. 2, P

Viery T Ve © Ve,

Pelo teorema 5.2, Via, t] possul uma versado adaptada. Além disso ,
Fa
& uma submartingala com relagdc as ¢-subdlgebras ﬂFt} . pols se

§

7 = { £,} & una particao de [s,t]
i

(5.8) BV, " Via,a ) /8] 2 B [V, /) =
= 1#:11’._@[21 (z, - 7, )2/&3‘5} 2 0
i:}‘{P) i i-1
lnf > 0

_ . _ 1
faplicamos aqui que para gualquer sucessao {:cn } oL (P) e qual~

quer ¢ ~algebra @, X y > X #EE‘-n,@] — ;E[xz.}@]- ]

e £t (p)
relas condicOes (4.1)
- o | 2 -
(5.9 E[Vis,t] /e = %m.z.E [.{zti - zti*l /e S:I._.
' £ (P}
17{'1 + f{}
& 1§m., 2 (glt) = gle 4D = g(t) - gfs)
£ (F)
i o~ 0

No caso especial do Movimento Browniamo demonstra-se (Doob({5)) que

v = E(Zt - 28)2 = k{t-g) com k>0

{S:ﬂ
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Variacdo conjunta de dois_processos}-

Dados dois processos Z, Z' verificando as condigdes
(4,1) & uma partig%o. M= {s m by <ty <one <t =t} de [s,t] € la,b]

podemos definir:

n
v o= X Z -2 Z! - Z}
o P =1 rkt ti*l)( ti . ti-l)

Vﬁ & EI(P} pois os fatores pertencem a £2(P)

n _
Vv, = 2.2!~-2n' - £ |z z) - 7} + 3L (z ~ 2 5}=
L [ti*l(-ti LT T S T | B

e pelos mesmos argumentos

V, 3 2,70 = 22l - 7 ag'! - 7' 47 =
£ (P} (s, t) (&, 1]
trl. > 0
v[s,t} (%, 2 v?.art] {7, Z'y - vta_rs'l {%,2%)

O processo 1 {2, 2') possul uma versdo adaptada, ndo &

Visyt
em geral uma submartingala, mas se pode expressar como diferenga

de duas submartingalas; de fato, chamando:

g% = (2 4+ 5')/2

(5.10}

k%
g = {2 -~ 2°)}/2
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e[tz }

: : 2
£ g(t) -~ gls)i e E[(Z; ~ Z;'} /GE‘S] = %{E [(Zt - zg)%,g@g]»&

EE[‘ZZ“Z)/@]I “ [z, -zm:e"]l

s o oy 2 - Y
+E[(zt 2!) /.'!FS] + ZE[(Zt 7,) (2] ...zs)/zﬁ's]}

~ E se A ﬁﬁf@g, teremos que:

f{zt - Zg) (Zé - Zé} ar = [XA(Zt*— ZS} (Z;: - Zé) dPlrE

A Yy
Z“"‘Z} ]m

| ,
| 5
g [f Xy (7, = 2 )7 dP}
{fE{(zt -_zs)2/@ [ E(z] - 2l) /@] api £

n
£ Pr{a) (gt - gi{s)}

ou seja, ¥ A &@S$ -{g{t) ~ g(sj)-( _.J:..(. , f(zt—zs’} (Zé-—Zé}.__.dP;g
_ Pri{a )

& gl{t) - gls}

sgte) - o) =>|e[(z,-2) zp-ay) /e ]
E portanto B [(z; - z:)-z/ FS} < gl{t) = g(s)

' ' s .
B, procedendo analogamente para Z , podemos aflirmar gue, se

* %

%, 2 verificam (4.1) ==> 2%, 2"% verificam (4.1}

&V[ﬁi”l,ti]a[a,t]c[a,b], (2, =2, ) (2] =2l )=(2_ ~%_
k% k%D t
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somando para todos os intervalos de uma particido 7 de [a,t] e to

1 .
mando limites em L7 (P) quando || s 0. teremos:

* % %* ¥

5.11 -
( )y v Via, g (3 sZ ) Q.t.p. 0P

) ‘ _ * *
P I W

Finalmente de (5.%) e (5.11}) deduzimos dque

(5,12} IE[v“{S’t] (z,z’)/@sl

£ E [[v[s't] (z,2") l/@s] %

< * '1\" * % *%
£ E[VES;t:i (2,2 }/@S] + E[V[S’t] (z' ",z ).fﬁ?slé

€ 2(g(t) = g(s)) gq.t.p. Q,P.

Integrais Iteradas.- Sejam Z, Z' doils processos veri
ficando (4.1). Seja V{t,w) o processo “"variacao conjunta de 2, 2'"

ja definido.

Definigao.- Dédﬁ £ E:Ez M chamaremos integral iterada de £ com
¥
relagdo aos processos %, Z2' 3 integral simples com relagao ao pro_

cesso V ou seia:

£ 4z dz*® = £ av '
{a,b] fa ’ o)
A definigdo & coerente pois as distintas versSes da "variagdo con
iunta® sdc processos equivalentes e, como vimos no.dagitulo v,

processos integradores equivalentes d3o lugar a uma mesma integral

estocastica.
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Teorema 5,3.~ A integral iterada

. s
f. El!M —s £l (p)
N

el (ger),,

o

2 cvontinua com relacl3o s normas de ct (g 8 P) e L‘l(?) e pode por
tanto estender-se aos aspPaACOSs £l(g & P)M e £$(g)m como limite em

xl (P} e como limite em probabilidade respectivamente,

Além disso, a integral iterada indefinida admite uma versioc adap-
tada, & um procésso continuo em probabilidade e, se £ & £l'(g ® P}M

& tambem [ lwccntinuo .

Demonstracdc: Seja f{t,w) =,

32
s
oy

a, (w) x_Ji"tt)’

ceom J, =ft, q,t) i<

Jn = [tn-l ’tn]

a, mensuravel com relagiao a @

i t

il

£ 4av = “ noa, (Vv - Y }”
L Iy Tty et e
Ia.,}:?j. £ (P)

= 1 E(a llv, v, D=

=t ”ai Ve, ) vti-l)HEi(P) i ti-l

=1 E la, ] E{lV, =V i/ E ] ] < (por 5.11)
{ o 2 TS R B

H

2 [l

<2 E[|aiy (g(t,) —_g(ti~l})] 1 gop)
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0 gue prova a continuidade da integral. As outras afirmacbes do

enunciado resultam da aplicacdo do teorema de extensioc e do teo-

-
-

rema 5.2

Como no capitulo IV podemos_ deduzir as seguintes consequéncias

- A norma da integral iterada:

f: et (gep) > ¢t ()

estd majorada por 2.

- £, h:--e:f.v];(g)mr 0, e e o r B varsdes de £fd242!' e hdzdz‘;
D D

£ o=h, Ywea,= 3 0100 comiPrin;) = Priy)

tal que : o(w) = 8(w), ¥ we 2

~ Se {fn}, fe itl(g@P)M [respectivamente & ﬁi‘;(g)M ]

Pr
HE - fngt 7 > 0 {respectivamente - ﬁf“fnl‘-ag”““"‘ol
£+ (goP) 5
= [fn dzdg!——7—>|f azaz’ [respectivamente em proba
co(Ry
D

pilidade]

1

- fe £ (ghyl s x> 0 =

W _ _
: . ' | 21
> Pr[ ff dzdz!'|' > i < Pr[ ﬂﬁl ag > r] + 5
5 _
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- A integral iterada & quase-linear
~ Se £ g éifg}M e u = uiw) & uma varildvel aleatdria limitada e

mensurdvel com relagdo a €, njéf dzaz! = u‘fdedz’
' D D

{ a demonstragho repete os argumentos do teorema 4,1)

Aproximacdo da integral mediante particdes.-

Dﬁ‘fiﬁigaﬁ)a“ S&ja T = {(Tlr Jl)?""l {?kf Jk}} uma

particdo de [a,b] de Cauchy ou ainda Ttd~retardada adapatada a

*
(5; 6*; q) com 6 e 0 L2 6: [a;b} it mse et 3 R; G > G qat-pu D’ Mq

Sejam J, = {tiwl' t;) e possivelmente J, = By B &1y < £yl

Definimos as somas de Riemann iteradas como:

x
- 8{w, £, %, 2y = X £ (7 - Z. Mzl e~z
" | =1 i T4 I L T

e Sir, £, 2% = 8(m, £, 2, 2)

-

O anunciado'garalelo a0 teorema 4.2, &

Teorema 5,4,- Se.f ¢ Zl(g@mm-respectivamente a iéfg}-

. j; dzdat 2 o limite em'ﬁl(P}- respectivamente em probabilidade -
das somas de Riemann iteradas S(r, £, 2, 2') adantadas a (8§, 6*, a}

quando (8§, 6*} S—, T}

E o anllogo ao teorema 4.4. vem dado por ,..
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Teorema 5,5.~ Se f%ﬁl(gQP} for £t~ limitado e gt~ contInuo

g.t.p. D, Mé e { 7 } representam partigdes de Cauchy de [a,bl ,
entao:

| £ dzaz' = lim S(n, £, 3, 2') ‘

5 e (p)
.Lﬂ[ 3 0

Para provar estes teoremas bastard considerar o caso em gue 7 = zﬁ

pois chamando V(Z,2'}) ao processo "variag&o conjunta” de Z e 28' ,

[ g % -
e definindo 2 , 2 gomo em {5.10), ja vimos em (5.11}) que:

* ¥ ¥

* % *
vz, 2'y =V{z , 2) -V{Z , Z )

e pela definlcio da integral iterada:

ff'dzdz' = ff aviz,z")

D D
' £, 2 ' Rk, 2
e portantos: £ 4742 = F.o{az™y - £ {827}
o D D
~ a igualdade & trivialmente vilida para processos em escada e se

conservaria tomando limites em £l(P} ou em probabilidade-~. Por

outyro lada,.pela sua definicao, Vr

_ % * T
S{w, £, 2, 2"} = S(ﬁr £ 2 , 2 ) -~ 8{(n, £, 2 ;y 2 )
de onde deduzimos gque se 0s teoremas sao validos no caso 2 = Z°'

.serdo vilidos em geral.

particdo de

Ao s eaek \ ;
Demonstragao: Sedjam f&L (geP) y r{fn}c El,M p T

[a,b} adaptada a (8§, 8%, g}, V a variacBo guadritica de Z, & > 0:
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2 ,
L{_ az” =~ 5{n,f,%,2}
D .

ff av - s(n,£,22)

£ ' = <
E%{P} : D
{a} ‘J/"(f-w'-'-.‘ £) dy +
D £ (P) ;
(b) ‘f;n av - 8{nw, fn,Z,Z} . .+
D . £ (P}
{c) S{n, £~ £ _, 2, Z)]
_ “ DAl nt )l El(P)
Pela continuidade da integral temos:
f_(f-¥f)dv < 20 £-f_ 1
| | 5 . El(P) £={P)
e pela densidade de_e.lgm em L’l(g@P}M poderemos escolher f e el,}a
tal que: £ - £ <E /6 ==> (&) <E/3
L ~ 2
| s(r, £-£ ,2,2) Hil(P) = E|Z(f~£ ) Ti(ztiw zti“l) | 4
4 SRJ(E-£ ) ¢ (B, - Z 12| =t ml(s-£)_ | BEl(z, -2, )Y, |
noT, ti- tiwl nTy ti _ ?iih ti

ia

Zgl‘f“fn’ri1 (gtey) = gleg 1)) = SCn [ £=5, ]

51(?)'g)

Mas pelo teorema 3.1, S(w;“f~f£“

E:l'(P},gr} & uma aproximagio de

: 11f :- jinl[ g}‘(P} _Su 5/6

Portanto existem &, 8] + tais que V1 Itd-retardada relativa a
%
‘(5lt 51 G}

(c) = s(n£-£]l,9) < £/23
Para limitar b), reconsideremos que, por (5.7), V¥ gﬁ > 0, existe

85 > 0 tal que Vr = {a = tO <ty

n
{a,bl, de tamanho |w| < &, , ||V {(%,Z}= L (% =% 2l
0 la,b ] =1 t, teq gl(P)

< 4l Sk, b}, particao de

<E,
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Esta afirmacdo continuarid sendo valida para qualguer conjunte de
subintervalos disjuntos'{{si, s‘il} de [a,bl e qualqguer un&ﬁo ‘de
particoes { Ty } destes subintervalos, gom'lwi[ < 50

De fato: completando as partigoes T, de [Si’ s'f com particdes =
w*j de subintervalos disjuntos [cj, c‘j) para cobrir totalmente -

* -
{a b}, e chmndo myo= { ti;k}, T, = { tj;k }, teriamos:

3
12 Yoy @0 T E ey T Ry )
WV pa,py @D “'Egiztgk" Peige-r) T ggcztjk“ztjk"l)z[’ﬁl(P;“
3 ;[V[ijcél(z;z).-m Iz (ztj'sztj’]{_l)zli ¢1(p)

* - <
tomando |w j] < 50, o primelro somando sera menor gue g;o e fazen
do lw*j[ e ), 0 segundo gomando pode ser feito arbitraria -
mente pegqueno. Portanto: |

2

(5.13) | ¢ Ve, ., 12,2 =3 I (%, -% ) “Ii < &y
A s8] ik Tk Yx-1 gl
Beja £, (tew) "{éﬂa‘i{"’} XJi(t},- com J,= m[ti._l,ti); 3= E»t—,__,k”l,t_,k]
. T X
Como vimos no capitulo II escolhendo uma §,(t) = Z (&, - &) XJ (t}
3=l i

* - o
as particoes w relativas a (62, 8 5 g}, sao reuniac de k parti

. *
. gles ™y dos intervalos gy relativas a (szai, 8 57 q}

Esta anAlise de 7, continuard sendo possivel tomando

k .
§.(EY =min { Z (&, - ) y, (£}, &. }
2 jop L Iy 0
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- . * ' *
Seda pois m uma particao relativa a-(GQ,_G N g}, com 8§ 5 > 0
Chamaremos { 7 } ao conjunto de intervalos de T e D - { 7 } ao
conjunto de intervalos fechados que complementam a particdo 17 pro

porcionando uma particdo de la,b]. ‘

Saeja M= SQP{" Ifﬂ(t;wﬁ L, teD, wef}

f S(ﬁ,fn,Z,Z) - ‘Lfn av | L <
£7(P)
1 . '
| s(m£,.,2,2) - jfn av | 4 o+ ] ffn av | ,
{7} £7(P) ) D~{7} g ()
Pela continuidade da integral:s
o ffn av |} 4 L2 e, |l 1 dgft) < 2M -mgtn-{w}ii 2M6;
Dofay &R t £7YP)
D~{m}
Hsin, £ .z 7) j; .dv[! < ? -8 ¢ .f Z,2) j% av |
w - : L 8w, L fn -
it s M n beliypy — 4o IS A n 1
. . {n} P) i=1 {“i} £+ ({P)
k _ 3
=l§:1 H ai(S{ﬂi'l’.z'z} - fl Aav} Hf:l(P} f_ k M ‘gs r pOr (5..1.3)

{Wi}

tomando & <& /6KM, 6%, <E/12M, §() = min{8 (), §,(t)}
* * * *
§ = min{é 17 § 2} e T relativa a (§, § , g)

teremos b} <E /3

& H [Df @z ? - S{w,f,'Z,Z}HEL(P} < B

Seda agora f ¢ ﬁi{g)M @ fN, o8 processos "truncados® definidos em
{1.19).

Como vimos na demonstragao do teorema 2.3 , ¥ £ > 0, existe N

tal gue Prif ~ £, # 0] < £/3



& pala desigualdade (3.18}), ¥Yr > O

Pr f(fwfm)' av 3«5/3]@4[1 f-fyfdmr| + e
' D

D

fazendo ¥ we———> 0
E’r{ f(f s ) avy > &/3} < E/3
5 _
Portanto
Pr £av - s(n,£,2,2)} >t | <
" ’p
Pr (£~£0) av] > E&/3 (a)
. E} " .
+ Pr £g @V = S(m,£,,8,2)| > 5/31 (b)
"D
+ pr||sin, f-£,2,2) | > £/3) (e)

(a) < &/3, (o) < Prle-£#0] < &/3

. - ’ *
fye ElﬁgaP)M e pelo gque ja demonstramos existem 6, § tals

¥v relativa a (§, 6*, g)
o Z
H j;fm av -~ S{n"fﬁ'z‘z):l]gl{?} f__ {£/3)
e pela desigualdade (3.1} by s £/3 -

Concluindo assim a demonstracdo do teorema 5.4,

Pasgamos a demonzstrar o teoremsa 5.5,

Seta .f £l- limitado e £t~ continuo, £ & E‘l M

4

7 particao de Cauchy de {a,b]

LL50.

£
3

e

S e

&

que
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Il £ av - s(r,£,2,2) |

glpy =
D
.
];'gf av - S(ﬁ;frV)]]Ql(p) + |l s(w, £-f ,v;;rgl(P) +
X * _ *
S5V = SO £, 2,2) [ g1y + ] s, £~£,2,2) 2 (p)
Pela continunidade da integral iterada e o teorema 2,5,
Vesods, »0 | ﬁu. <8y >
—— | ff av - s(m, £,v) || glipy 2 2 £ - s{m, £} ] glepy = £/4
- 'D

. *
Pela densidade de 65‘1&,»& an £l€g@P) , podemos tomar f & El M

tal gue

ey _ PR TRPY - - g

€271 o1 (gapy < &/16 == (J] [l & 2)==> I}J}f. £) dv}[gl(P}ﬂ%
D

& pelo mesmo teorema 2.5., considerando gue visto ser o conti -

*®
nua f~£ a2 ¢l- limitado e £l contInuo g.b.p. D,nig, axiste 62 >0

tal que ¥n de Cauchy com |n| < &,

Wsir, E-£%,v) - | (£~£%y av
D

.

&

Seda £ {t,w) = Z a, (W) xJi, Jy o= {ti—l’ £y g ¥ gtkwlr b}
i=1

o - £
- i —
el (p) £/8 & .segundc. somando @<y

M o= Sup{lf*(t,w}[, £t ED, wegl, "n={a= 8y < 8y < ... <8 = b}

uma particdo de [a,bl

Como yimos anteriormente V §, > 0 existe by = 8 40> ¢ tal que

¥r de Cauchy com |[w| < 84, se verifica (5.13) para gualguer sub-
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conjunto de intervalos.

. |
I S(;f V) - 8in,£%,7,7) ! ey = |
. ,
= 2,0 a, | 2 (v (Z,2)=(2_ -7 )3 | < kmg
L ifReenaen Bie1r9dl 53 %31 0T
tomande EG = /4 KM  obteremos by = 8§ (ég) -
Finalmentea: |
fstnEt" 2,0 | g1y < LB ey -, ] =
ARl i-1 By Sl
n
2
= 3 | (£=£%) ! E[(Z -7 V2 /@ <
i=1 -1 %3 Si-1 Si-1] -
< 5B [(E-£%). | (gls,)=qls, .)) = S(m, | £-£*]] )
— =1 g Si"'}. g i d i~1° o N1 gl(P}fg
que, de novo pelo tecrema 2.5., & uma aproximacio de
e =€) (1py@0 = 1 £-£71 a1 < E/16 ==
: b £+ (P) Lt (gep) -
D - |

s, >0 ] fu] <8 = su, ] £~£71 ,g) < /4
Tomando § = min_{ﬁlf PPV 5é}

Se 1 & de Cauchy com }ﬂ]_< 8

%1 J; av - 8¢ ’ffoz)élgl(p} E
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CAPITULO VI

ADAPTACEC DA PORMULA DE IT8

Primeiramente provaremos a existéncia de versdes

continuas da integral indefinida.

Restringindo a generalidade das e@ndigéas impostas

no Capitulo V, suporemos:

{6.1) g & D w———> R monbtona, nic decrescente e continua.
{6.21 Um processo adaptado %, continuo g.t.p. R, P, verifi
cando: B (38 -2, /%, | 2 K {g(8) ~ glu))} para

K >0, ¥oa, BED, o <8 e tal gque para algum p,

o

1 ¢<p<w, ¥[g,t] C D, a definiglo da integral esto

tica sobre £ ; ou seia

4.M
ey
N
jo
£V {g 8 ?)M

proporcione uma aplicagdo continua e de

norma majorada por uma certa constante C.

Lema 6,l. - Se h ¢ D ww—s R & lipchitziana em relagdo a g, ©




154,
processe  Z{t,w) = h{t) verifica as condigdes (6.2),.

DEMONSTRACAD: Se K* & uma constante de Lipchitz e se

n
£fel P £= L a, ¥ ¢ em escada, definida no intervalo
LT

fa,t], teremos:

f f 1 ' i] n ! n
i f £dh . = 1fiEl a; Ay (5) } s K*.E 1Eaifl &J_€g3
P 1 [} o™ . i B L3 n 2
(s,t] L2 (p) £P (p) £ P (p)
[ - [1/p .
=xe| J1g 1, agsxe || g dagl  (g)-gsnT
eP (p) P i
[S;t} [Srt} )
/g 1, 1
< ke 11£]] (g{b) - g{a)) sendo = 4 = = 1
tPlg @ P) p g

Lema 6,2, — Se £ € Epﬂg B F}M s A iht&gral estocastica indefini

aa

K £} @ g+ { £d7z

f
(6.3) l

! Ta,t] [, t]

& uma submartingala,

leyo1, %y

DEMONSTRACRO: sSeja £ @ £, 7 £{t,w) = L U (W) y (8)
: L . ml .
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t, t'eéD coma <t <t' <hb

= { ‘0" < .‘*. N ! * ¥ B =
a= € <ty < | tp <t < tp+1 < by ST <ty <eee g=b
Tonsideremos a particfo de (&, '] : ¢ < LI - T A
Seja [o,B] um dos intervalos dessa particdo e F uma versio de

(6.3), Viw) = f{s,w) para s € [u,8]

!

1 1 i 3
El{F¥ -~ F 3/@ g E{QL{F - F/E ]/F@j =

|

i
H

: i
afa) /@J + EI_‘V E[{ZB - za) / :z?a:[ 7 @tJ

E[ 1\v} {g (B}

> x 5[ [vl@® - g /e ] - x B[ V] - 5@ /o] 20

e somando para todos 085 intervalos [o,f) da particdo de [t, ¢']
teremos?
B Ecyt, - F) / @t} > 0

s> P @ submartingala
Seda agora £ € ﬁpﬂg 2 P}M; fn g E.Q,M tais que

|
|
i
ePrgap)

e - s

!

Sejam ¥, F, versfes de (6.3) correspondentes a £ e £

A

il

t : !
s || Tistas-[ieas || <[] [ osiignasf
/ fa,t] fa,t] P (p) ra,t’; P (p)
< g ® ~g @5 -1 ]
£ (gmp)
- analogamente

1 _
(6.5) ll J faz- f £, d % li cc g - £ 1]
I [

P
[a,t] fa ] £P () £F (omp)
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de (6.4} e (6.5) concluimos que l Ft - P jkg » 0 >
; n
i ol EP(P)
. _
s R ) m{.?_l...;» »
ny t n
==> F e submartingala
& Fn submartingalas

visto que a convergéncia em El(?}_de varidveis aleatOrias impli
ca a convergéncia das esperancas condicionadas dessas variiveis

em relacdo a qualquer co-subdlgebra.
Antes de provarmos a existéncia de versdes continuas, es
tabeleceremos uma proleongagao do teorema 3.4.

Lena 6.3, -~ Seja £ &€ ﬁz{g%ﬁglf uma versfo continna da integral

aataaésﬁica {caso a mesma exista), A € GL] Fl.,w) = 0 W w & 3
AA* C A com Pr(A*) = Pr(a) | If (.,w) =0, ¥ we&ar

DEMONSTRACAC: Seda 8 o subconjunto dos racionais de [a,b]. Pelo

teorema 3.4, ¥ £t € 8 existe A, C A com PriA = Pr (A} +tal

t ¢

que 1€ (L, w} = 0 , ¥ wé At.

Seja A* = N\ A, => A* C A, Pri{d*) = Pr{a)
£es :

IfF (t, w) =0 , Fwe@A* , t &8 . |
3::>'{If}w = 0 € A*
1f contimuc

como queriamos demonstrar.
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Teorema 6.4. = Se g, Z verificam as condicdes (6.1) e
{6.2), para todo processo £fe Ew(g}M existe uma versao da inte

gral estocistica indefinida que & um processo continuo.

DEMONSTRACKO: Sejam £ € £ilg & P), {£.} C €, y tais que
F

Hf-f H < 2"2“ [C-i—K(*B'(b) *g(a)l/q]
;:ng@p; '

$ os racionais de [a, b], 0=+ 1, h = £ - f

n
wn,g(t'W>.= { J th [ a ](w} + [o J b, d z]_(w]
[a, t] ' fa,t]
Pelo lema 6.2, wn,c e submartlngala.
elyt 7 < . < [y <
Voo 15 Womolln € 1ol o)
| 1/q ' ! -Zn
< [c+ Kigb) ~ gla)) h !l < 2
< [ , lungp{gw)
Seja A, _ = {we | sup{t{rn 5 (EeW) l ¢ € s} » 2™0 3

Pela desigualdade fundamental das martingalas

"y 1 * -n
?r[ﬂn’g’] < 2_ E[lyn;ﬁl = 2

' 3 T
a = {ve | sup ! fhndzl > 2 7} ca, 1 UB; 4
t € 8 la,t]
: -n = - 1-K
::»Pr(A)(z}”n m>Prl-U An < I 21“=-2
s (n>K n>xK

se A=/\ U A =>Pr(d) =0
K nK

_ ! )
eVw@A=3K |wg U A,->Vn>x,_tes,| [h dz|<2n‘

n>K fa,t]
{(6.6) => H_(t,w) = { [hntii Z2) (w} > 0 q.t.p. S, P.
=

*
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-

uniformemente em t.
Se F, F, sdo versSes da integral estocdstica indefinida de £, fn’

teremos gue: F, = {Fn} e {Hn} g.t.p. 8,P .

. - t t
Cong § e numeravel...
vtes, Flt,w =F (tw) +H (W q.t.p. 2, P

e por (6.6), AN, € Q com Pr(N;) =0 | ¥V wgN,

NERY > F{t,w)

uniformemente em t € S,
Pela definigdo da integral estocdstica e a condigio (6.2)
qN, com Pr(¥,) = 0 | ¥ w € N,, F (.,w)} & continua.

o sejar ¥ w S'Nl U Ny, €8>0, n| IFn{t,w}4F{t,w}j<e/3, ¥t €5

e § > 0] |e-t'] < & => ]Fﬁ(t,w) - P (tw) | < e/3
Portanto V¥ s,t € 8, |t-s| < § => [Flt,w) - Fis,w)| < ¢

=5 ¥ @ ﬁ‘Nl UN,, F(o,w & uniformemente continﬁa em S
=> ¥ w f N, U Ny, FLL,w) & a restricadac a 5 de uma fungdo

continua P*{,,w) . .

Definimos FP*¥ (L,w) = 00 ¥ £+ €D se wé& Nl g Nz'

seja t €D, {t }Cs |t >t

v tng w & Nl U N, ., F(tnr w) = FP¥ (tn,w)

2
Pelo teorema 5.2, P & continue em probabjilidade
Px - . 1 =
s> Ftn > F,o=> 3 {n,}, N3(t) € G com PriN,{t)] =0

tal que ¥ w ¢ Nl U N, UNR, ,

F{tn v W) > P(t,w)

K

=) g o ;W)
g

> F* (t,w) pela continuidade de F*

=2 F*tht q;t-pu Qf P o=
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-

=> F* & uma versdo continua da integral indefinida

Seida agora feﬁpw{g)w e {ﬁN}os_processos "truncados” definidos em
(1.19) ; ngEp{g&P}g ; e If. versBes continuas da integral esto

cistica indefinida.

Sejam Ay = {w l { §ffp d g < N}
f D .
5 P - - _
Pela definicao. de - W (g}M > Pr{g Aﬁ] 1

eVwer = £ (tw = £(t,w) ¥teDp=

=3 (fN - f§+K} {.,w) =0 =>

(pelo lema 6.3) =>3¢{'K ca, com Pr(BN‘K) = Pr(A,) tal que

¥ w & By, K’ I fN(.,w) = I fx

Seja By m!g By,x = Prify) = Pr (Ay)

P ¥R, T E () = IE (W)

(v, w)

@ vweBN
) _ N N
Definimos e = Y By C g A, é'AN =
Pr(GN) = Pr{AN) =D |
= Pr(UGN) = 1im, Pr{GN) = 1im. Pr{AN} = ?r(UAN)Iw 1
‘e Y w & GN e WK=>0, IfN(.,w) us IfN+K(.,w}

J J+K)
= I{fy) Low) ¥R >0 =>

=>¥weUG, J|wea; =>I(f (.,w) =
W€ UG, a sucessio I(£y) (. ,w) converge uniformemente para uma -
certa a{.,w) continua.
o
Fazendo af{t,w) = 0 se w &€ (U GN)

teremos:

(6.7} I(fN) (w0 g W) s> oy { W) uniformemente e q.t.p. 84, P,

N > m

Por outro lado
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4 P .
“D

£ -2 17 aqg -0 =
&D .

pely teorema 2.3

¥teD, I(E)(t,.) PX s 1f(t,.) =>

mE 3 {NK} tal que I(fNZ{} (t,.)

> If(t,.) g.t.p. Q, P.
e por (6.7} | ' |

I(E, ) (t,.)
NK .
E portanto o € uma versdo continua da integral C.Q.D..

»al{t,.) g.t.p. Q, Pe=>a(t, )=If{t,.) g.t.p.0,P.

Corolario 6.5. - Se g € monStona nido decrescente e conti

nua e %, 2' sdo processos adaptados, continuos q.t.p. 2, P, veri
ficando as condigles (4.1), a integral simples e a integral ite

rada admitem versdes que sdo processos continuos.

DEMONSTRAGCAO: Para as integrais simples, & uma consequéncia ime

diata do teorema. A variacgdo conjunta de z, ', ou seja, a varii
vel:
% - : ' - o ey
Z, 7 Za Z a [ 2 4 2 ' [‘Z d z
[a.t] [a,t]
possui uma versdo continua g.t.p. e por (5.12) verificard as con

digtes (6.2) C.Q.D..

Corolirio 6.6. ~ Para a versdo continua da variagdo con

junta dos processos, as trajetbrias sdo déiﬁariagéc limitada -

q:;t»pn s.zf ?o
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DEMONSTRACAO: Por (5.11), bastard provar o corolirio para a va
riagdc quadridtica de um Unico processeo. Seja V[S' £] essa varia
¢80 no interxvalo [s,t] € D.
Como ja vimos V[a,t] = V{ﬁrsz A+ v[s,t] g.t.p. 2, P.
E por sua definicdo e (5.7) V[s &1 20 g.t.p. @, P,
L .

= ¥ o 2 2 4 V[’a’t] _>_ Vga’gj qotups ﬂ, P
Seja § o conjunto de racionais de [a,b], s, € S , s < ¥ .

ja A, _ € Pria -; = W) <
Seda s,r Qr{ r[ s,z l e V[a,fs} {w) f_v[a’z:] {W}'Vms,r

E"r = Sas<y As,r => Pr[&rl =1
[ ¥ o8 € S; B oA I, W e Ar = v;}:‘a{s] {Wj E Vfl:a’r:] (W}
Seja A = m Ar =» Pr{i) = 1
rE&

E levando em conta a continuidade de V

Ywé&€A;: t,t' €D, £t < t* m>Vr&t-[ {W}:’-_Vra 3l (w)
W [Pl S

como querlamos demons tx:‘f:x.‘ .

Toeorema 6.7. - Seiam {fn},'-- £ Ea{:g(g}m tals que

i : _
J £ = fn{P ad g ——e——> 0 g.t.p. 0, P
z . _
I ' )
e £, £ versSes continuas da integral em relag¢do a Z que verifi
n. _ kY

que {6.1) & (6.2}).

+

Existe uma subsucessio gn e Ag Qeom Pr(a) = 1 tais
.K N
que

£ {.,w) > El.,Ww) ¥ wé€&aA
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DEMONSTRACED: Como em (1.19) definimos processos truncados:

hnft;w) #= XEO,l] [{ [£ —_fh[P d g] o {E - fn>_<t s W)

[a,t]

Palo demonstrado no teorema 1.2

P . .
hn g " (g P}M e !!hn[t > | < 1
: £l & P)

Além dissor

1hn{t,w}[ < [ {f - fn}ft,wjl el > [ Ihn;P d g > 0 g.t.p. 2, P
: D

0 teorema de convergéncia dominada garante que:

‘ x(d hP SR
i|hnjlﬁP(g am | P Df Ll da 0

Existird uma subsucessdo tal que

. - . -1
[inn l’ < 272K {? + K (g(b) - g(a)1/q1
« o

et

P9 0 P

geia { [ h, 4 2) (w} uma versdoc continua da integral.
[a,t]
Pelo 38 demonstrado no teorema 6.4

sup J b oaz | >27r g2
i
+en [a’ t} K

Priw € Q

For outro lado, da hipdtese do teorema,

f

|
oD

i
£ - fn] d g >0 g.t.p. &, P




N ﬂlggo

se deduz gue

( P
J:fo - fn{.. a g

Pr

> 0

{zsendo em realidade suficiente supor esta hipdtese mais fraca) e
P
f

i

portanto ¥ n » 0 4K, [K > R, =» Pr ( LIE - F

}D K

dg"lgin

P | | _.
Se A, = {wegq l J If - an' dg=< 1} =>Pr{A,} > 1 - n
D

e ¥weé€&€ahA hn {.,w) = £{, ,w) ~ fn {.,W) =

[
K K K

pelo lema 6.3 3 By C A, com Pr(s,) = Pr(a,)

X

Il

tal gue ¥ w € B, , h d 2 {w} [ £4 21wy~ £ Azl {w}
X Py j nK
"fa,t] [a,t] [a,t]
Portanto
fw | sup \ ( (£ - £ Yy 4 2 -X 1
_ Ny

8D [a’ tj

m{wlsug}!J {f«—fn}dzi>2 }[’\{%UB;‘;_){:

teD

L

Cfow

sup f hn d 2 > 2
t&D I

a,t)
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=> Pr { w | sup } J (f ~ fn )} d oz > 27X } o« 2%wg + n.
tED [ 1 K I ' '
;38 t-.i R
= sUp (£ - fn 1 4 2 -—~£~r—'~—-> 0
EED R

Ea,tj

existiri uma subsucessdo que convergerd para 0 g.t.p. 0, P como

queriamos demonstrar.
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A seguir estabeleceremos uma “versio" da formula de Ttd
adaptada a medida gerada por q.
Definigém: Dados o8 processos adaptados £, 8y Ei‘ bj’

zj, z*j diremos gque satisfazem a eguacgao

a Ei + Z bj dzj d Z'j

d f£f = I a
i i 3

se ¥ [s, ] C D:
rea1t ' f . LI :
(£l o = E j a,de, + I bjdzjdz 3 g.t.p.Q, P .

s .
[s,x] 3 s, 1]

. =

Teorema 6.8. -~ Sejam §,, i = 1,..., n, processos  contl

nuos verificandos

k 2 -
(6.8) d&, = I a, dg+ L by a2, + L e gE'. . amm

&

1 2
a,, € £0(9)y ¢ by, € £5(9),.

COM Cya?r Fia in

% A

z processos continuos g.t.p. §, P, verificando

¥ ¥
iet iaf 7 iR

as condlgoes (4.1).

> R lipchitziana com relag@o a g e
n+l

Seja h-: D

£ {xl,.¢;;xn,y) :r R > R tal que

- 2
3 £ g f 3 F .
X, .7 8y :-yg?ygg ~ sejam continuas. ,

Nestas condigdes, © processo:

f (E.s gtfw} FJ 52 (trw)?uoaf gn {‘tJ‘W})‘ h(t)}

1

verifica a egquagio:



6.9) at=2Lan+ 1 3 -
. = s + —a, dg+ 5 I Sy az, +
oy {1 amlaxi iv i=l;a%18}%. 1o ia
» 5z g-i_éi AN L
i=1 «,p=1?%g 108 - iof tap
1 n 2 3
+ = I R

2 4,3=1 a,8=12 %30 %1 P1q Pig Gfyq 4 g

que se pode escrevery abreviadamente como

af s e g R Loa2g
df = = dh + ¢ = 4 & + 5 y 2 f _n b, az. raz.
3y 4=1 9%y i fi,j=l &’Bglaxiaxj ia Tig “Cie "4,

Nas_equaqﬁes (6.8), (6.9}, g ¢ h devem ser entendidas co

mo proéassos estocisticos (constantes em cada t € D) e todas as.m
integrais ﬁacitamante consideradas como integrais estoclsticas.As
derivadas, calculadas no valor (£,(t,w),..., E {t,w), hi{t)) 5a0
processos continuos e adaptados, ten&o-sen@ido as integrais consi

deradas en (6.9}, visto que 08 integrandoslpertenCem a espagoes &

deguados s
3E ., Py L0 2
5 € gw{g)M para ; < p <, 7%, zjia e Ew(g}M
£ 2h . 2% o el
3x; “ie ' 3x, "ioB ! Bxiaxj i IR Tw ERSY

DEMONSTRACAO: Provaremos a formula escalonadamente.

a) Paran =1 ; £{x, v) = x.y ; m = k= Q3 =17:a Iférmg

la se reduz & equagao:
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(6,10) ath.§) = £ ah + hadg + hbd 2+ hed2z'd z''

Sejam t;, t, € D, ty < t, e os processos a, b, ¢, varidveis alea
térias constantes no intervalo [t,, t,].
Nestas condigles ¥ t € Itl' ty].

(6.11)_ £, = El{t,.) = gtl + a(g(t}*g(tl}+h(ZE~z£l} eV, - th3.

Sendo V, uma versfo continua da "variacdo conjunta de Z', Z''" e
a lgualdade,q.t.p. 0, P.

0 segundo membro de (6.10) da lugar a: 

r ( o ( -
{6.12) hadg + ( hbdZ +-| hedzZ'dz'' + o J g, dh 4+
4 J - o . )
[ty 0t,] [tyot,] "ty t,] o {ty,t,]
o ro _ :
+ alg{t)y-g{t,¥idh + | bz, ~-Z }dh + ( e{V,.-V_ )dh =
| :__ 1 | £ J £ ey
[tyrt5] | [ty t,] [tq%,]
= (h{t,)~h(t,)) (¢, ~ag(t )-bZ_ -cv,_ + .
| 2 1 ty 1 Bty __
| [’f_ | {’ T | (
+a';_géh-+ h.dgj+b12dh_+ hdz +c-th+Jhdv._
I _

* 2 4 o . .
R B A Y N R

TN PR L [ey 0ty
"Ho segundo memb:o de {6.123, a contingi&ade'de todos os integran
dos g.t.p. &, P, permite.afirmar, prelos mesmos argumentos emprega
dos no teorema 4.5, cque essas integrais s3o os limites.em probabi
lidade de somas de Cauchy quando o tamanho das partigdes tende pa |
ra zero. Portanto uma subsucessio dessas somas convergira -
Get.Do ﬁ, P e o limite coincidird com as correspondentes inte
grais de Riemann -~ Stielties, que.existem para as trajetbrias in

dividualmente (g.t.p. 2, P}, visto gue em todas essas integrais
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o integrando e o integrador tem {g.t.p. &2, P} trajetﬁrias continu
as e de variagam limitada respectivamente ou vice-versa.
De tudo issc deduzimos gue uma. versio do gsequndo membro

de (6.12) é&:

{h(tzj - h{tl)) (Etl -aglty) -b Ztl - ¢ th) +

2 2
+[agh+bhz+chv'! = |gn] <
e T} |
8¢ a, b, ¢ € E e dividimos Epl;\tz] = U [Si’ si*)ncs
subintervalos disjuntos em que a, b, ¢ sdo constantes, pelo - 3i

demonstrado, a formula seri vialida para expressar
s* \

i
(h. _S

_ n
e segulird sendo vallda para expressar [h . E]tzf pela aditividade
o - 1

de _
S*

. i
\ Ih'£]t=th-‘]si
g a aditividade de todas as integrails do prlmeiro membro de (6. 12}
1

Finalmente, se a, C€ c {g )M’ b e ﬁ (g & P)
ea, b.,c € ER e tais que |
-jD]a - anj dg > 0
(6 .13) - [ p -5 lag > 0 g.t.p. 8, P
D B . R _
> 0

fer v
J‘Dgc cn]dg
chamando gn a uma versio de

[65.14) Etl L2 I andg + j bndz + j o dy , com t & [tl,tzj

D:}_'tz.] [tl?tgj [tl'tgj

pelo teorema 6.7 existird uma subsucessdo n' tal gue
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Enf Eo'yW) e 5 ( " jW) q‘;t&p- 52; P unifomementE.u

. e £
{6,15) | [‘En*]w; > [éjti,q.t.p. Q, P

=0 [h.En41::~—--——--> [h S}::q-t.p. D, P my

% T
(6.16) [h -En-f!:-p?*’“ [ 5]:.

pelo 324 demonstrado:

+ . . . r _
2
(6.17) [h . gn,]t = han,gg_+ | hb,d2 +:I”hcﬁ;dv,+ { £, dh
J 4
[tl,tzj [tl,t2] ) [tl,tgj [tl,tzj
g.t.p. 0,F

‘Pela convergénecia uniforme de E v

> 0 g.t.p. &, P

J ;gn! e E;Id g

D
2
.
) ih {a v ~ a)ldg ~> 0
D
, -
h by - b) [dg > 0 & g.t.p. O, F
D
p _ . ,
ih (e = c) [dg >0 pela continuidade de h,.
P D .

Pelo lema 6.1 e o teorema 3.3, as integrais do seqgundo
membro ée (6.17) convergem em probabilidade até as respectivas in

r © 4.2 E

tegrals substituindo an. ¢ bn‘ n

nt Por &, b, ¢, §. Es

te resultado, junto a (6.16) e a definicdo de diferencial [Runsuviins
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(6.10) . Para um processo § definido por (6.8), a fSrmula se  de
monstra decompondo { em somandos com m= % =%k=1e aplicando a
propriedade distributiva,

b) Seja £y = 2% , £y = E , £ (Xy,eearX, ¥) = Xy Xy

Se trata de provar que: .

{6.18) A(z* . E) = EdZ* 4+ 2% 4L + T bmdz* dza
_ _ ‘ -

Como em a), a propriedade distributiva (considerando £, & £ como
soma de elementos do mesmo tipo) permite reduzir a demonstragao -
as caso k = £ = m= 1. E também como em a) consideraremos primel

ramente a, b, ¢ variiveis constantes em [tl’ tz];

[ 1

r 4 2% + Z% d r = a |{ 2% d g + g d z*J )
1l _ :
(e, rt,] [ty ,t,] ASATTPY I PR
+ b {z*az+{zaz*]+cIz*ﬁ'v+[v@z*

w2l 1772 IS R 17724
+ [% - ag(t,) - b2 - oV, ! [;*' - 2% ]

ty | l_ £y | 'ty tq t,
Pelos mesmos argumentos que em a), e levando em conta o

corolirio 6.6 o primelro e ¢ terceiro somandos dio lugar a

ty

[z*(ag + cV)} g.t.p. 2, P
1
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E pela definigio de variagldc conjunta, o -segundo somando &

R |
b gz z] - b d Z2az*
. t}_ _
Etl’tzj )
Portanto:
t:u
(6.19) Edgk + zr dF = {z*‘gJ - bdgd zk
' ’ t

g.t.p. 2, P.

A extensdo ao caso em que a, b, ¢ € E&,M , obtém-se sub

dividindo adequadamente o intervalo [t;, t,

- -

: 1 2
Finalmente, se a, ¢ € wag)M , b€ wagim oA, bn’ e,

e Ez,m . verificando (6.13), § verificando (6.14), pelo teorema

6.7

En(.,w) —> & {.,w) uniformemente g.t.p. 2, P

[ o

e [an - Eld g >0 g.t.p. @, P. E pelo teorema 3.3
‘n .

8 Pr S
g, az* > £ Qz*

Y feirt,)

e analogamente, pela continuidade de 2* qg.t.p. i, P:

f
ja]
|.z":"*(a,n - a)l dg >0, L PpuR,P .= z*andg *Laé _z*adg
- J . 7 -
7o [£y 5] [£y7%5]
( .

|z% (b, ~ D) 12ag —> 0,q.t.p.2,P => | z*b dz -FEs | FTPAZ
3o ' 4 t, st
D: _ | AT Y ("1 2]
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N
J

rz._sir-‘(cn..c) [d‘g — {). . G.t.p.N2,P _=>( z*cnav Pr > ( T¥*cdv

i
- J T J '

2 . ) . '-:' : . .
]bnwa dg —>» 0 , g.t.p. Q,P => |b, ~bldg —> 0 q.t.p.0,P
D | | 0

= {bndgdz* PX_, | pazaz*

} .
{tl'tzj [tlftglu

| t, Lty
e finalmente [2* £ > [2*% g] g.t.p. @, P

t t
. 1 . 1
Estas convergéncias levadas a (6.19) demonstram (6.18)

1

o} gl = V*, a varia¢fo conjunta de 2, 2°; 52 E e f{x',...,xn,y)x

Xy o« X,

Trata~-se de provar que d{V* ., E) = V*3f + £av* ,

Pela propriedade distributiva supoxémés qﬁe, para £, k==
= m = ] e assumiremos primeiramente gue, no intervalo !tl' tZ]C s
a, b, ¢ s8c varidveis aleatdrias constantes.:

p

vrag + lgave = a|lvvag + jgav +

J[tl,tzj - Tty 65] [tyrty] 7Ly ety]
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- r__' -

+bllvvdaz +lzdvx | + ¢ vk dv o+ [vavr |+
[, .¢,] [ty ,t,] [ty 08,] S lEget,]
+ (£, = ag (t,} -~ b Z, -cV Y (VR = V)
t, 1 t, ty t, £

E por serem V e V* de variagdo limitada e continuas g.t.p. @, P ob
temos:

f i -"

RTA + [E d v* =

J

. . tz
V*{ag + bHZ + cV) +
[ty rt,] [tqrt,] !

+ (g, = aglty) - hi - oV ) Wr, - vr ) o=

tl tl t2 t

31

A demonstracdo para a, b, ¢ € ¢ e sua extensao ao

%M
caso geral repete os argumentos empregados em a) e b)),

d} A segulr deduzixemos a diferencial de um produto  de

£

processos considerando f(xl,...,x : V) o= Xy oo Xo - .

n
Se trata de provar gue!

!
Pela propriedade distributiva, bastari provar a formula no caso

k= g =m= 1. Como nos casos anteriores, consideramos tl < tz
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tl’ hz € D e, primeiramente, al’lbl’ ¢, processos com varifveis
aleatdrias constantes no intervalo [tl, tz). Neste caso, para

t € [tl, ta), (6.1) se escreve:

a (5,.8,) = a ”Egtl taplale) - glty) + by () = 2y

' ._ - 1
|
*e (v - {Vl)tl)}. ng] -
| ]
= (gtl - a; glt) - blczl)t - f"l? P ARyt

. l 1..1

*oadlg . 2,0 + bld{zl e Ep) +cydvy L F,) =

= 1B, ™ ay9(t,) = by (Z) -—c(V)-ldE +
( ty 1 1 1 171 . J 2
L _ l 1
+ oy 52 dg + algd52 + bl bz a zl=d zz + bl 52 d zl-+
+ bl Zl d 52 + ¢y V 4 52 + ©y EZ a4 Vl =

s gl a 52 + gz ’l + b bz d Zl d 22

Decompondo {tl, t,) em subintervalos, estenderiamos & férmula ao

caso em que a,, by, ©; € Eng .
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2

l .
£ £
Se ay;. oy € R 9y . by € Ry

(g)}}i 2 | anf bnr cn € EQ,M
tais gue se verifiqﬁa €6$LB} com a,, bl’ cl“am Iugar de a, b, c,
ge verificardo (6.15), (6,16) com 51, &, em lugar de § @ h res

pectivamente, ou seja:

¥ : t

: 2 r 2
(6.21) 52 ” gn’} ' Pr ” '52 : El |
t
Ity - ty .\
t, (
(6.22) £y = & = ia, §,4d9 + Jbz Epr & 25
L Y
1 (e 0t5] [ty rt,]

[ . [
+l gy, A, dg £, bnf az, + J Ey o0 d Vy
- J -
{tyt,] [ty ,t,] (tyrt,]
Pela convergéncia g.t.p. R, P, uniformemente em £t € D de .
Enr Ee W) > £y, w) teremos:
el
NTSE N
4
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J( &0 = 5yflela s > 0
[tl,tz]

PRI W PR—
ey t,]

& pela continuidade do processo ot

[ a,, - alP iF S A B ¢

J 5] 49 -

{tl,t2]

{ !bn' - bl! !EZ! d g e-f-*¢ 4

)

-[él,tzj

g . - o -
{cn, - cll d g > 0

Todas as convergéncias entendidas g.t.p. @, P.

relo teorema.B.S, a5 integraig do segundo membro

de
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{6.22) convergem em probabilidade até as respeativas" integrais

substituindo a ., b _,, cng,.gn, por a,; bl,fgl que junte a (6.21)

prova (6.20).

e} A fdrmula & valida para polindmios de uma varifvel,

Bastard provi-la para a funcio x ou seja:

b& b d;f{zm a7

g
6.23) ae™ =n ™t g+ inm-y 3 .
p=1 B

2
a,

Para n = 2 & uma consequéncia de d) com &, = E,. Suposta a £6rmy

la valida para n, procedemos por inducdo aplicando 4}

a (£"*y = a™ L) =
=t auE® +£2ag+n 2 '§ b b,d 2 d3z,=
- : .  a,p=1 @ B a B
. ndg-&}:(ﬂf gl % b b, A2 4 2
{n 1y £ + 5 n o, bey Do 08 o 8
Portanto se Q{x) representa um polindmioc
| | .
= _3:_'! :
(6.2)  d fo(@] =0E) at szt LI Pa b7, a2

£) A segulr provaremos a f£oérmula para pdlindmios em n variaveis:

sedn Q{xlfwa.,xn) o polinfmio considerado. Be trata de provar que:

: o
1 = 30 |
(6.25) @ [Q1&;, &greevr E )] = iiz T d g, +
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. ) 2 .
1 30

4 = T T owedreti b, b,. a4 Z, 8 %.
23,5 a8 My %My Ae 38 de T8

Para n = 1 & o resultado anterior. Vamos proceder por indugdoc su

pondo valida a fOrmula para polindmios de até n variaveis e apli

cando &)
k s
Q{Xlr n.-nr Xn, Xn+lj = Sio x I1+3. QS (Xl;-.-g Xn}
. k ' é
a Qs reeer & .+ & YE= R 10 _(Byre..sE ) QLR +
L 1’ n n+l a=b [ n n+1)
s : ' :
+ E_n+l d Qq (51""’ En) %
n 3. - o
-l 8
+ (%Y 5 £ b b,, —2 4% . daz &
. “n+1 i=1 a,8 ntle T4i8 Bxi n+la ip
k s-1 - 8 n EQS
= 3 {a(§ y O, (Eq e, £ 74 E + £ £ 4f
s=0 nty 8 Y ekl ol gy ax, 1
+3:»<¥-15 522 o_ (& £y I b b_ a2 az
y sle=d) b Qg (Byrener &y ntlo “n+l8 n+lo“tn+1s
- n+l : _ a,B .
i o n A BzQs 5 . a
+ = 5 E —2 p . a T,
2 n+l 4,3=1 o,B8=1 8x, Ox, fe 738 7 Tle m R
a1 n 2 _ BQS | 4
sl LT iil . §=1 b s1e big'ax 4 21a @ el =
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wkl 30 l a2Q )
=R e @ E T b b az a7
{m] gxi i 5 Bxi+1 0,8 n+le n+lf n+lo n+18_
] 2 2 .
b E 5 8 p g, Do, @2, 4%,
2 4,4=1 dx, 3%, o,B=l @ I8 J
1 [ n 32Q )
= 2, I =X % B b., & % a sz,
2 j 1 9% + ) o,0 n+la T3R n+lo i B8
[ "Xj
i
n+l n+1 2 '
=y 28 a4 g, + Loy 28 by .Sd'zi az.B
=1 9%, 2 4,5=1 3, o 3 @ J

g} Se f{xl, Korewer X s v) & um_polinémio, podemos ¢onsiderar

n

(t, w) = h(t) ; ou seja b = a = 0 e por ser h lipchit

nt+lie n+lo

5n+l
ziana em relagdo a g, existe f* € El(g) tal que

]

rf*dg =>dh=f*dg
o :

2
1 [ty ,tzj
& padaﬁos aplicar o resultado anterior

n

Ci]'figlr 52;‘..., En, h}] = 5 .g..&,da +§£dh+
- i=1 axi Ay
0 2
1 : 3°F
Yo i s 7%, 0%, Pia Py O Pie @ e

2 1,3=1 o,8
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g, 2E ; 3f 525
r
n 3y Bxi: Bxi axj

sejam continuas, a teoria da aproximacgdo nos garante a existéncia

h) No caso geral em que f(xl, xz;,..; X

de uma sucessdo de polindmios {a,} tal que

a0 '
5 af
Qs > £ 3, > ax
i i
30 340 ‘ 2
s af 8 a £
) > 3y =, ax, T
Y _ i 773 773

—
uniformemente sobre compactos de r" 1

Pelo j& demonstrado,

;“ | ©2
{6.26) QS(El{t;w),u--: En(t,W); h(t))} =
| 30 . n x | Cl
= —EZ dn+ £ 3 —= a; dg +
3y j=l oa=1 ax
n & 3Q n m 30
+ I X il o d z + I L —— (2 ' t
1=1 o=l | dx, ** 1% 4oy g,p=1 | ek, M a2, 42
/
[ty rty] (tyrt,)
, n I3 azgs o
- e b X b b., d 2 a z, g.t.p. 2, P .
2 4,9=1 a,p=1 ax, Bx Jde TJE o I8

Mas Ei(.,w)_, hi{.}) € CR{D) g portanto



.181.

-{(Sl(t,w},..., Epttrw), hit)) ‘tep & compacto em

Rn+l°

Portanto, guando § =3 w

a0
( . 4 d g > 0
i Ay By
} ‘T
[tlftz.,l
20 .
B BE la, 1 d g > 0 g.t.p. 2, P
sxi axi i
20 2 . " : :
( 5 .3 ’ Ibi 12 d g - > 0 g.t.p. 0, P
ax, A% ¢
J i i
(e vt,]
r
e : :
1 5. £ | e, d g > 0 g.t.p. £, P
BQQS azf
- [bi& bjs[ d g > 0 g.t.p.0,P
3xi ij Bxi ij E
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Pelo teorema 3.3 {levando em conta o lema 6.1) as integrais do se
gundo nmembro de (6.26) convergiréo ém.prababilidade até as mesmas
integrais substituindo os QS_por fry existird portanto uma subsu

cessio {sk} que proporcionard uma convergéncia g.t.p. 2, P.

Tomando versdes continuas dessas integrais, t; = a, -
€., = t, ambos os membros de (6.9) serao processos continuos e e
2 ——
uivalentes e portanto, "guase certamente iquais®, ou seda, exis
a B 1 =,

te A C 0 écm Pr{A}) = 1 tal gue

f’(gl{tfw):---; gn<tr“’)r hit)) =

af

_ 3y
[a,t]
| 3f e |3F ' o
+ 3 i B dg + L j—Dh da z +
1,0 9x, @ i,0(0x, O io
3 i
D R Fus e F z! az'’ +
1,0 axi' iog io i
fa,t]
A z:mw"?-ig—---b'b'dz az - ¥ teD,wean
ioo 738 io 3B ’ *

24,3 ag 3%, ij
la,t]

e



L183.

CarPITULO VIX

COMPARACAD DAS INTECRAIS DE McSHANE E DE YOUNG

Apresentaremos o método de construgdo da Integral de
Laurence C, Young, e primeiramente a nogdo de fungoes estimadoras

em condicles mais gerais gue em (38).

Sejam r > 0 ; 1z, ¥ : [0, 24 =

> R com as propriedades

r ndo negativa e boreliana

¢ continua mondtona ndo decrescente com ¢{0) = 0
Ace R o>l | ¥u ve (0, ¥r] comu< ¥ =>
(7.1) .
riv) < . ()
v W

pi{2u) < ¢ Pplu

DEFINICAO: Diremos que {(z,¥) & um par de fungoes estimadoras se ve
rificam {7.1) e se para todo h € {0, Zr} existe a Integral de -

Lebesgue-Stielties:

(7.2) s(h) = DO TR

[0, 7]

Lema 7.l. Seja (r,¥) um par de funcdes estimadoras e K € R, ¥ > 1,

Toda sucessac {hn} monGtona ndo  crescente gue verifigue
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(7.3) B 3 0

d& lugar a uma série convergente,

z{h }
(7,4) 5 n
n>0 h
el n

..¢ (2h)) <=

Demonstracdo: Por ser ¥ nula e continua na origem, o conjunto de

sucessoes {hn} gue verificam (7.3) ndo & vazio.

Definindo
hn—l
(7.5) s, = | 2 ayw
by
por (7.1} teremos:
z(h - zth
1 n=-1 RN 4 n-1)
*n 232 By [ Vi) w(hn)} > g g, h,_; v By,
zZ{h
L Lo »Vin~l
> {1 -~ F) - ¥ {2h__,}
o X n-1 n-1

e 0 lema resulta como consequéncia de (7.2).

Seja g mondtona ndo decrescente e continua,
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Consideremos a prolongacac de g a R definida por:

gib) + t ~ b se t >hb

g{t) = |
gla) + t~a se t < a

Sefa h > 0, h < g(b) ~.g{a) e como no lema 1.3, ¥s<h

s}

i

4 (r) = sup. {u < t.| g(t) - glw)
{(7.7y ¥ £t &R
s}

#

Bs(t).= inf. {u > t | glu) - g(t)

Estas fungoes Agr Bs pérmitem egtabelecer o seguinte
1
Lema 7.2: Se,y : R—> R, v & L7 (g)

(7.8) J-th) dg(t) = I ylo (£) dglt) = J v{B,{t)) dg(t)
R | R | . IR

Demonstracao: Seja y-= X[c,d}
t 2 B {c) <=> g{t) = gle) > s $§> as(t) > cC
t < Bs(d)-<=> gl{t) - g{d) < 5 <=> usft) < d
Portanto t € [BS(C); B, (d)) <=> a_(t) € {c.q)
asflfc,d} = [Bs(c),$sid5) e aS[c,d] = [as(c),as(d}]
Como g(B (d)) = g(B (c)}) = gld) = glc) = glo () = glo (c))

=1 o . . .
o Q. transformarao conjuntos de medida nula em conjuntos de

st s
. -1 - ,
medida nula; por ser oy continua, ag transformara borelianos em .
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horelianos.

Decompondo um conjunto mensurével na uniao de um borelia

no e um conjunto de g-medida nula, concluimos gue o & mensuravel

> R, M_

E portanto se v : R, Mg > R

& mensuravel, vy o & também o sera.

Passamos a provar (7.8) quandOI? = X[c di
E

(t} dg(t)

X[c,d) g{d) =~ g{c) = g(Bs(d) - g(BSICJ) =

R

= Pleglr= | X '
X_[ssmj, B () ( 3_ _Q( p= fo,q) (@g(t)) dg(e)

R R

E analogamente com a segunda igualdade

Aa fungoes

XA{t) dg{t)
R.
” .
Mg = A > Xy (0g (B)) dgit)
‘r
P
Xp (B (£ dg ()

)
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definem medidas sbbre Mg gue coincidem sobre a &lgebra das unides
finitas de intervalos semiabertos => coincidem sobre Mg e (7.8)

serd vélidajpaxa-fungées caracteristicas de mensuriveis., A exten
sao das ilgualdades (7.8) a funcgOes integriveis positivas se obtém

*

através de fungfes crescentes:

i-1 i-1
D zn Xy l(J y7 com J, [

1 B

i
Yy = ~a
- 'n 2n
gue aproximam vy pontualmente e em £l{g).

Finalmente a extensdo para funcodes integrivels se obtém
mediante a tipica expressdo de vy como diferenca de duas fungles
integraveis positivas.

Nos propomos construir a partir de um processo dado fun

¢Oes gue verificam as condigdes (7.1) para V.

Seja f € £2(g & P)M também prolongada de D a R com a de

finigdo £{t,w) =0 ¥ ¢t & D.
Definicio:Dado p, 1 € p < 2 consideramos a fungdo

(0,h]

> R definida por

0y = . .
lpPrf ! _ S{t}

1
<2

{7.9} ]IP

ix
(¢c) = sup = dg () N
P I £2(P)

pff 0<Sic 3 ¢! =
R asft}

P dg (u)

¥ ¢ € (0,h]

e passamos a deduzir suas principais propriedades: -
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a) Y, gle) <o ¥ecelfoh], Lspcz2,te £%(g & p)
Com efeito, pelo lema 1.3:
B () i | |
1
s dg(t) e - fﬁflﬁch) dgf{u) <
R as(t)
B_(t)
2 P P
< £ dg {t) £.0 o+ I F dglu) <
= | Ik I£2(P) ] u”ﬁ(p) <
B aS(t)
S o o
<8 £l Cdg(t) =8 § ] £ dg(t) <
1T 2y T T t 2 m)
R . [aer .
<8 (gip) = g(a)) FFV2 ppeyy
L%(g & P)
b} Se Up g(e) = 0 para algum c >0 =>%p ¢ = 0
Com efeito: ¥, f(G)=0m> 3 A com mg(A} = 0 tal que
et ]
(7.10) vV t#a ey = £ 017 - agtw) =0
L7(P)

ac(t)_



B facil verificar que'{(mc(t), Bc(t)Y; t & A} & uma co

bertura aberta do compacto D => 4 uma subcobertura finita:

{(ac(ti) . 8c(ti) L =1, ..., n}

Por (7.10), a cada intervalo (ac(ti); Bolty) corresponde-lhe

conjunto mensuravel A, com mg(Ai)‘w 0 tal que

£ - £, 1] =0 vuga,
|l 151 ti £2(P) ﬁ i

182,

m

Considerando A*.z\j.&i => mg(A*) =0 e YUu@A*, i =1, .., n
1

£, = £, |1

L2

= {

=> ¥ u, v &D ; u, v;E A* | => }Ifu - fv|!£2(pj = 0

e escolhendo t € (a, BcfQ{a)) , L@ A* =>
= o (t) <a=> u<a, ue (a8, B (E) , uen

e portanto || £, ~ £ = Q-

H
gue junto a fu = 0 por ser u < a =>

(7.11)  => {]ftll = 0 Ytep, t#&Ar=>

£2(p)

B (£)

- L | _ﬁ
=> I|ft - fu1| 2 (p) dg(u) =0 ¥ s 2 h =>» ¢p’f

asft)

= 0
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e por {7.11) isto corresponderia a um processo gque como funcdo

fs:+D > LZ(P)

seria a funcdo nula. .
e) ¢p p & mondtona nio decrescente.
¥

a) ¥ ¢ € (0, hl, L & continua em c,
: ¥ B

Bs(t)
Bastard que dg(t) ||"fu - ftHP dg(u)
R Ja () £ )
s
seja continua em s € (0, h].
. Bg () | . :
Considerandc r(s,t) = HfL1 - ftHP'2 dg{u) =
a, (t) )
B I b .
<2 (e 1E + 11£,1D) ag<u>=zH He 1B
- L Ja £2£P)
oy, (a)

E N

{g(b) - {e) + 25) £, IB
g g el .1:2(39)]

i

y(e) @ £hig)

Ademais se 8 < s8' teremos gque
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B

s'(t)
0 < z{s',t) ~ z(s,t) = e, - £ 01F ag(uw) +
| 8 () £% )
8
L)
o
+ |[fu - ftII dg (u)
. £2"(P)'
57 (£)

e gla(th - glag, (t]) = 8" = s = gl (t) - g(Bg(£)) =>

=> z{s,t) & continua com relagcdo a s em (0, h].

Nos textos usuais de an&lise {ver por exemplo Lang {(16)
capitulo X1V, lema 1)}, se prova que se {(s,t) & uma funcdoc de -~
 duas varidveis dominada por uma fungdo v (t) € £l(gj e continua =~
com relagao a s € (u, u'), a integral ‘f;(s,t) dg(t) & continua
em 8 € {u, u'). Considerando {u, u') = (o, h) fica provada a canti-

rultade,

(7.12) @) ¥ gle) < Ty gle/2)

B, (t)
wP,f{c> = Oiggc % .dg(t} _ Hfu - ftlligfp} dg(u) =
a {t)
B, (8
- 0<Z§§/2 % dg(t) | HE, - fttizzg?) dglu) <
¥ ()

2a
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B2s(t) .
1 - P
<3y {¢/2) + sup = ldg(t) i dg{u) +
2 |7p.f O0<s<e/2 J I_I u t“ﬁ_,‘,:«za{P o
Bg(t) ®
as(t)
1 P
+ sup =z { dg{t) [€ =~ f dg{u)
0<sse/2 " t“;c (p)
QZS(t)
. ag () s
1 - _ p
e 2 dg(v) ey =g ll” - dgtw <
st(t) . (?)
as(t) . _
< 271 9; dg (t) e, - fa*s‘ﬂ e agu +
a0 %)
| as(t)
1 P .
+ =, agly) He, (€)= £ ~dg (u)
i = .
a, (k) )
2s
e pelo lema 7.2
a, () o
1l age) [1€. - £ (t)‘llP dg{u) =
s uo Tog %y

aZS(t}
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“s(t) . -.
- - -~
= = 1dg{t) £, Q‘s(t} ” dg(-g) =
ag la(t)) o) |
1 . N
..z.i; dait) £, = £, ”Pz dglu) < ¥y gle/2)
«_(t) @
ag {t)
1 -
2 lag(e) lf‘?‘s(t) - £, [|£ dglu) =
L(®) tp)
. t .
ag(e) || £ () = £, iIP2 =2 agty | £, JE-gg N , dgtw
: £ (p) | 0, (6) £4(p)
t
<2272 Y agw IIf IECONEE dg(u) +
o () g2 “2)
t
1 - P : _
+ = | dg(t) Hft fu]| dg {u) |

2z
“s.(t) £7 (P}
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By (o (1)) o
_p=ll1 ) P |
= 2 = |dg(t) - Jifastt) fuf[: - dglu) +
. £E7 (P}
mS(t).
. t - L]
+ % g (t) e, - fu!lP aguy | =
agy - F )
B0
=2 -1 é dg(t) £, - fn-lfP dglu) +
| 5
: « | g (P}
. t ‘ -
+ 2 lagee) .Ilft’ -.f,~,IIP2, . dgtu) | < 2P7% by, £le/2)
aS{t) £ (P)

Procedendo analogamente com

8, (1) |
: P
2 | ag(e) e, < £ 17 agtw
g (P)
B () .
obtemos:
1 . p-1 p-1
bo,e(0) 23 [wp,ficfzi + 2(2 (wp’f(c/2).+ 2 ¢p,f(0/2)))]

A

1372 . $p’f(cf2)
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£} b, £ & continua em 0.

Egssa e precisamente a chave do nosso teorema de aproxi

macao formalizada no teorema 1.5

1/2

(7.13) ) @l’f(c}-if_ [4n + 2(g(b) = g(S)]lfz_ vy ¢ (e
B ()
. 1
com efeito: = jdg(t) e, =~ £ 1 dg{u) <
s t U Ez(P)
as(t) _
Bs(t)- . 12
' 2
< f%?z dg () I[fu - ft[{ 2% | dg (u) =
£“tp
ag(t)
__ B, () “ | 1/2
[ 2
- g%;ﬁ dg (t) e, - £.]1 ) dg (u) s
£ (P)

[ay (@), 8, (B)] *da ()

1/2

iA

B, ()
ca X f S
{Z (e - gta) + M2 =5 fdg(t}f RIS R
s £ (p)
fa,(t)

it

| - L (6) 1/2
[4h + 2(g(b) - g(an]l/z 2 J;g(t) £, - ft112'2 da(uy{
\ a, (t) g {P)
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h) SBe g{t) =K . £t com X > 0 =>

{7.14) => {¢) < 2K sup. | ||f ~ f []P 4t

Com efeito se u < ¢ K™dt

It
=
= P
ot
o
s
o+
h
t—’.}
Fat

trs | Tl

A

. p
2K sup [ £ ~ £ 11
"C g A5

K="=k

dt

Vamos precisar de uma caracterlzacgao da integral esto

castica com relagdc a ¢.
Lema 7.3: Se f @ Ez(g & P}M, a imagem da integral estocastica

{ fdg em L2{P), coincide com a Integral de Bochner de fs consi
D

2

derada como fungao valorada em L7 (P). Em consequéncia a integral

de Bochner indefinida possuird uma versdo em £2{P)’qua serd um pro
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cegso continue e adaptado. Mais concretamente, esta versao &:

(7.15} fs dg (s}t {w) = fis,w)dg{s) g.t.p. 8, P

{a.t] [art]

onde a primeira integral & wma versao da integral de Rochner ou
estolastica aplicada em w e a segunda uma integral ugual de =

Lebesgue~Stielties,

Demonstracao: Este lema & trivialmente valido se £ € si

M
. 2
Seja £ € £%(gep) , {£1 & & P f > f om0
n 2. M n iz(ggp)
e - 01®  ag—> 0
[a,t] eE . é
{7.16) ¥ £t &D
dp £~ £ 1% ag > 0
n /
Pelo lema 6.1 e pelo teorema 3.1
£, dg > | f d g consideradas como Inte
ra,t] Ta,t] grale estocasticas
L 1
Seda {t,w) = fdg (w) versl3o continua da integral es
tocastica.

la,t]
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Ba primeira convergéncia em (7.16) deduzimos gque:

> LZ(P) definida por

. f + D
n

fn(s) = fn(s,;) 2= fns

& uma sucessac de Cadchy no espago L2 (e portanto em Ll poOr  ser

g{b} =~ gf{a}) < =) de funcoes de D en 12 (p).

Fortanto
{7.17) | fﬁ dey > fdg € chy)' como integrais de
{a,t] fa,t] S Bochner.
Temando  uma subsucessio (sempre subsucessdes -

das subsucessdes anteriores), da segunda convergéncia de (7.16) -

deduzimos gue:

¥ t e D, £ ~ fnl2 dg >0 g.t.p. @, P =>
[a,t]
(7.18) |} £ agle)] ) =| £ (s dg(s) —>| E£(s.wdgls)

fa,t]s 'E{a,t} la,t]

o q:tnp» 52! P

Mas a partir de (7.17) e de novo para certa subsucessio,
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(7.19) £ dgls) (w) > £ dgls)| (w)

[a,6] | [a,t]

De (7.18) e {7.19) concluimos gue £{t,w) e
fi{s,w} dg{s} seriam dois processes continuos equivalentes ,
{a,t]
portanto, guase geguramente iguais como queriamos demonstrar.
Consideramos agora processos em escada gue, aproximando

um processo dado, servirdo para definir a integral.

seja £ € e%(ger), , D= [a,n]

hy = (g(B) - gla)) /Ny

podendo ser N > 1, natural e arbitrario.

Sejam a, s bo com a = ahD{a} , bo = Bh

Consideremos uma sucessac de particoes ™, de {ao, boj

[ao, bo} e g &in oo ALn = EtiwLn R th)

_ _ -y
& g{txn) - g(ti*lﬁg = hn s ho 2

E podemos construly T de tal forma gque L Lo Com asta su-

n+l °
cessao de particdes, podemos definir as "mddias escalonadas re

tardadas®” como:

- - 1
¥+t+eD, f =°f{t,.) =% iz £, dgis){-x (£}
(7.20) n, n 1 {Pn s Bin

A,
e f =0 se € D ' i-l,n
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as integrails, eﬁtendidas como versdes adaptadas da integral esto

chstica oude Bochner, definem f; como um processo escalonado e

adaptado, nao necessariamente limitado.
Sejap, 1l <p< 2

tepnp ., teh

in P
1eT - £ ||P = & (£ - £) dq(s) <
nt t 2 . hn s t -
£4(p) - | -
i""‘l_ffn. EE{P)
Lt
p -
z K£ BRI S dg(s) « Eé 1[fs ftll da (s}
T fn 5 t = hy : .
Ai-1,n (23 o, (E)
Portanto
¢7.21) e, - ft]]P dg () £ 2 ¥, ¢ (2hyg)
¢ 22 (p)
D
2 em particular
(7.22) g7 - £]] 2 < 20, (2n)
| n 5
£ (g@aP)

e n < m, teremos:

- = P | p-1 |
(7.23) ant £ 1] , dg(t) ¢ 2
£2(p)

¥
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P p+l

|28

Em particular, de (7.22) deduzimos que:

{7.24) £ = lim. f; ,pela continuidade em 0 de v,

’ f
£? (geP)
Pl 00
Definiclo: = Seja Z um processo definido sobre D = [a, b].

Z & uma guase martingala, guando & adaptado e verifica  as

condigoes:

Elz, - 204 1] < tiglt) - gls)
{7.25) ¥ s <t, s,t€ [ab]

|

O{glt) - gis})

\ E[(zt_” Zs) ﬂFs]

Sendo r,9 duas fungdes borelianas nao negativas s e g mondtona -
nao decrescente. Esta nogdo de deve essencialmente a L.C. Young
{39) . Agui como no resto deste capitala, suponhemos ademais gue
g seja continua. |

Evidentemente ag condi¢oes de McShane (4.1) sac um caso
particular de {7.2%) guando r{t} = 8(t} = %,

Seja 7 uma particdo de D, 7 = {a = tor Byreeart, = b}
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comn g(ti) - g(tiwl)'“'h ¥i=12,..,.,n.

Seija £ € Sz(gﬁ?)M um processo em escada com variaveis fs
constantes nos intervalos A, = [t ., t,) , I(f) a integral es

totastica.,

e }on =

}..i-
s
I_J

Pela desigualdade fundamental de McShane (4.2):

* In
o)l <2 & ||f 3 . z(h) +
) =1t ey T
n 5 1/2
+ [‘2 FEENN 6 (h) =
. i=1- i-1 2(9)
a 1/2
Sk SRAEANPEES s LN
ou seia
my boe |
(7.26) [l1(£)] <222k ) ye ]| dg(s) - +
| 2 (p) h ' 22(m)
D
ey 1 | 1/2
+ QL%L_ ]Ifsilz dg (s) = C,

2
D LR

L.C. Young (39) obtém a seguintemajorachio para a norma-

da integral:
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_ Y ihy raimy s 22
(7.27y  |1I(6)]] 2Nz(h) (0(h))"7 ",

1A

linl£2 dgis) +

g_z(:g) {P)

Em nossa opiniﬁa.amajoragﬁo(7.26), resultado de aplicar a des].
gualdade de McShane nas condigoes de Young, & mais potente gue -

{7.27) no seguinte sentido: Se A €¥_

It
ot
fiw]
h =2
&)
My
tlj.
gt
|
fea
[
e |
n
\N
Q@
Phai—— |
i
| SV |
H
S
g
A

A

(6(g(ty - g(s))*?

1/2
Portanto [E(Zt - zs}/@s} < E[}Z;ZS!/’@S } < [e(g(t) - g(s}b]

g.t.p. 2, @S, 2.



. 204,

& poderemos escolher uma versao da esperan¢a condicionada tal gue:
' 1/2
Btz -2/ ] < [0lgt) - gtsn)]

- Em consequancia podemos supor, sem . restringir a ge
‘neralidade, gue: _
c <0t/ =

el/%) 1/2

=» 7 < ([ . => Cy < V2 ¢

Y

E, como nao temos uma desigualdade similar em sentido contrario ,

consideramos (7.26) mais potente que (7.27).

Quando o (t) = p1/2 [8(&}}1/2 podemos escrever

(7.28) [|(0) |} , < 2.3%%L ,f i[  dg(s) (h)!!
£ e2(p) £ (ggp)

Consideremos a continuagao um processoe £ € ﬁz(g & Pl a SUCeSSAD
de partigoes T j& definida e as "médias escalonadas retardadas"

f;, definidas a partir de fee%n.

Sejamm > n > 1
f; - f; & um processo escalonado e adaptado com varidveis
constantes nos intervalos A, cuja g-medida & h . Aplicando (7.28)

& tendo em conta (7.23)

{7.29) III{f)-I(f)H < 8

[C{hn) D{h ) 1/2
2 (p)

Suponhamos que, para alguma subsucessdo {h,} de {h. } a

sarle



:265:

0.3 sv= o ol oy on 4 oY ( i
. = + - P, (2h ) < o
a=1 b 187y h, 287N
Se 8% < w, (7.29) => lim I(£,) = I(f)  quando V —> =
£2(p) |

Ademais ¥ h$.e {hv}

| | © sz {h} pth )}
- - v v’ 172 .
(7.3 132¢(6Y I{fsjligz(P} < 8 _zs { B wlf(zhu}+mmm”"w2f {2hv1]

AV
e¥n>saindaqueh g h , por (7.29) e (7.31):

5 STy -TED ]

(7.32) [ 1(8) - T(£ )]
£ () -

FITET) ~T(E7) |
2(py 1778 n ’|22(P>

= h2) . phy) 1
< 16 3 { 202y (2m 4 , (2h )
£ I LR e ) R Vg O
A partir desta Gltima desigualdade podemos adoptar a se
guinte...

Definicio: A integral estocdstica de f & o limite

(7.33) I(£) = lim  I(E))
£?(p)

>0
guando existe.

xy = - ®~
Pogto gue (£ + £ }n fn + fn-
e ¥ XK & R, (Kf)n = K . (fn}

concluimos que o conjunto de processos integrivels & um subespa
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¢o vetorial de £2(g & P)Me

Existéneia da Integral

por (7.32) uma condigio suficiente de existéneia da in
tegral e a existénclia de uma subsucessio th,} € {n 27%,n > 0

tal que a série

oo L(h.) pi{h )
* = T WV 3 1/2
o=t | P e b RS Vg (2h) ]

seja convergente.

vamos formalizar condicgoes para que S* seija convergente

Teorema 7.4: Pelo lema 7.1, a integral existira  guan.

do
1/2 . ) - .

{7.34} (T, ¥y f); (Q,wz ¢) sejam dois pares de fungles estimado
ras.,

Em virtude das propriedades de &p'f isto ge reduz a:

r

{7.35)
{7.36)
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Neste caso gualguer subsucess&o‘{hv} &e'{h0.2”n} que verifigue,pa

ra uma K » 1.

| o Ryt <y eth )
(7.37)
' /2

1/2
(h) < ¥,

Koy,p’ (h

v-l)

proporcionard a convergéncia de 8%,

E estas subsucessoes, pela continuidade e anulacdo na o

rigem de wp f,existirao sempre.
I

Supondo que se verificam as condigdes (7.35) que se re
ferem & definicao do processo integrador como guase martingala, o
conjunto de processos £ € Eg(g & P)M gque verificam (7.36) & um co
ne {*) que denotaremos Cy.

Sejam £, 2 € Cy .

Seia {hv} vma subsucessdo tal gue se verifiguem {7,37)
gimultaneamente para £, £.

o i . p-l
Pela definigao de by @ ¥ < 2 Wy, ¢ * ¢p,£)

R,E+L
@ rr(h ) wlhy) g,
Portanto & [-w3~ 2 {2h )} + k4 1 {2h )}
N 1,8+ 0 o0y B 2,548 20y
2l ¥ t 5y W (2113} i tpl/z (2n i +
L4 +
- vl hv 1. F Y Ev af W

{*) No gentido de gue & fechado com relagao ao produto por escala

- B
res, Isto porgue ¥ K € R wp,Kf = |K| wp?f
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» Tz th,) 1/2 }

+ I Yoy, (2h) + Y., (2hv)
ool "““ﬁ‘;‘“‘“‘_l,g v R Yas

e podemos enunciar o seguinte

Teorema 7.5: O subespago vetofiél.ﬁy-gerado pelo cone

Cy & um subespaco de processos integraveis.

Chamaremos o cone C,, & 0 espago gerado £Y cone e subes

b4
pago de Young:

.y .
Cy € Ty € Eog @ B)y

No caso em que r({s)=0{(s)=s=rp(s)= g, reencontramos as
condigdes (4.1) de McShane para g continua,
As condigdes (7.35) se verificam com ¢ = 1 e para todo

processo £ erﬁz(g & P)M

h, | - n

: - 0 /2
L a iy o=y | BB a, ) ) =
o o '
1/2
= Vop (h )} <=

pela propriedade {a) das fungles wp e

Ou seia:

2 P :
tgap,CC, Q8 C8 (g@P?M

aéemais, por {7.24) e pelo Teorema 3.1, a atual definigdo & coe

rente com a dada no capitulo IV e podemos enunciar o



209,

Teorema 7.6 : Quando g & continua, a integral de It&-

MocShane & um caso particular da integral de Ycﬁng e

Uma definicao alternativa para a integral

Seiam £,2 € 221 @ P}, verificando as condicoes (7.25)
com g({t) = ¢ ; z, 8 continuas, ndc decrescentes y nulas na origem.
Consideremos D* = fa-1, b-1); £, 2 prolongadas sobre =

D% (2 sobre R) da forma
£(s,w) =0 se s £ [a,b]

Zi{s,w) = Z{a,w) se s < a; Zis,w) = Z{b,w} se 5 > b

i

A fungdo 2, com esta, prolongagdo, continua verificando
as condi¢les (7.25) [e conservando a continuidade das traljetdri

as se 2 & um processo continuo] .
2 . 12 s _

f,z€ (i @P) = £, 2 € L°(F) q.t.p. D, m,

=> £ . Z e £ty q.t.p. D, m,

T8 g+t i

Aldm digso, ¥ t € [0, 1] a funcdo

l - N -
e A (P} & integravel Bochner

D3 s

Com efeito: a mensurabilidade g.t.p. & garantida aproxi
mande £,% em £2(i @ P) com processos de € u
’ ¥

Bastard provar gue a aplicacdo



ﬁle‘

& integravel

s t+s|[
: B Vi -3

[z <

[
T+s :
2e)

£

< HE (1124 = 2,01 Hlz,ll ) ds < [por (7.25)]

5 e2 (p) : c2(p) 2 ()
< |k + [}z || } £ 11 ds ; com (8 (b+l-a))*/? =K

{ a Z(P) s £2(P)

D
{7.38) => e, 2z . 1 ds< K+][z [ }(b-a)l/gi[fly
8 “t4s ElQP) - _ a Ez{F) ﬁzfi&P)
D

Em consequéncia podemos astabelecer a seguinte

Definicdo: A convolugdo £* Z se define como a funcao

_ ) | L
[0,1] » t —e> £% 2 (L) = £, - Doy 98 € L7 (P)
D
Haturalmente
* = o
f*2{t) fs zt+s ds - ZS ds fs—t Zs ds
R R D
© E fs Birs dsz ﬂl(P} z [[fs Zt+s‘; 1 ds
D D - £74{P)
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1

=> por (7.38)
{7.39} £, 2u,g s < [x+};za}] g‘(b--;a;lfz Hf]]
. 2 2.
D
' L°m®) L < (iep)
Desta desigualdade se desprende qué se f;{fn} C«iniQP}M
tals gue:
(7.40) || f - fn!] >0 => £ *2(t) > Fx2 ()
2. _ 1
(18P) L)

uniformemente em +

Em continuagdo vamos provar um lema gue usaremos para -
derivar convolugles de processos escalonados.

Lema 7.7: Seja t € [a, b}
w ot 3 e———> R, u € £2§P}, mensurivel com:relagdo a @t .

o
Se verifica gue: '

al [to; b+l} ® Se—u 2 & Ll(P} & iﬁtegrével

b) a funcdo

t ,
o+ :‘g u Zs ds & Ll(P), & [to,b+;]

s

diferencifvel em todo + € {to, h+11 com respeito ao proprio

{.1.

&
{ta,b+l} e sua derivada & u.zt, ou seja, a funcao (uzt}(w} =
ulwy . Z2{£,w).

Demonstracao: Construindo u*{t,w) = ¥y {£) .ulw)
[t, b+1]

com t € D% => ur eL (1 8 P)
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t
- § e %
f:ou ?s ds jtous‘zg ds e (a) passa a.ser um caso particu

lar do j& demonstrado ao provar a existéncia da convolugio.

Para provar b) consideramos t € [to, b+l] e t0€t+&t€b+l

8e At > 0,
wh
aErrels) -y Zolioa < E% ft u(z~2z,) ds <
At £ (P) . o)
t4At At
< %E'j Hutz~2) || ds < é%f Hall © [lzg-2,]] ds
& £t (m) £ £21p) £2(p)
t+AL |
<=1 el 5 . tes=enY? as < [1a]] . (o(at)) /2
. £4p)

E considerando At < 0 [caso de t > to] cbteremos

¢ -

1
alerbnzale) g g o e rulecaeh] /
s At - el -

2
>0

et (p) ‘ lat|—> 0

Seja agora um processo escalonado e adaptado £ & Ez(gﬁP}M

gue esoraveremos abreviadamente:

m
E= L U, Xa
i=1 * 7y

m

£Rz{t) = I u, X (s—-t) Z_ ds =
fe=1 ID i Etl’ ti+l) 5



e por ser f adaptado, u, serid mensuravel com respeito a @t

demog aplicar o lema 7.7

-5
aZe
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e

pQ

£*2 & diferenciavel em [O, lJ e a derivada, com respeito deste in

rervalo é:

Ll

€, o+t " Py ag

(7.41) (£%2)" (t)
: i4+1 . i

: 2
== -4
[X uy xJi+t§ dz € L7(P)
D

(7.42) (f*zfgo} = { faz

Be ty 4 = by = h, ¥ i por (7.26) teremos gue:

flexzr eyl < 1] gxzt (v |} <
2t e e (p)
"
< 2 ﬁigl ]]2ui xJi+t€s)fi ds +

2
5 42y
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. /2
G{h 2
+ MEML. Ir uiXJi+t(S} | R ds =
D 3 L)
1/2 1/2
¢ -";—%@i 2ol .h '{8(2)} {2 Huiliz h} =
L{h) | 8 th) 1/2 ifZ

Sk o MERTINRE es s

D £' D L (?)

Seja agora f € 22(1 & P)M . f; as médias escalonadas

retardadas definidas anteriormente.
Da desigualdade anterior deduzimos como em {7.2%) opara
m>onos

Lih ) : plh ) 1/2

n
Vog (Zhy) +

n (2h )‘E
hn £ . %f

ey em () || <8 |
J

£2 (p)
No caso em gue exiszta uma subsucessio para gqual a série
{7.30) seja convergente lem particular para os espacos de Young )

deduzimos que:

{f; # Z)*(t) & de Cauchy em LZ(P}'e converde para wn elamento -
R{L) € LE{P} uni formemente em t, Tomando em conta (7.24) e (7.40)

podemos resumly que:

£ % B() ——p——> £ * Z(t) -
LT{P) . —und formemente em t £ [O,i}
(£, % B)'{£) mege—> B{E)

£7{8)
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A segulr adaptamos um resultado cléssico do cileulo de

fungoes com valores em espacos de Banach,

Vamog chamar

o (t) = f;_'* ZlE) , alt) = £ % Z(&)

Sejam £, £+ ar e [0, 1], e > 0

{7.43} Ho(t + At) ~ alt) - 8(t) . at]| , <
o ir)
< [l tama ) (& + Bt) = (a - an}(tPI!l
£ (p)
- Han(t-bét}~*dﬁ{t)**a‘n(t) ,at{gl
gt (p)
o la () - B(8) ] . lat]
n i 1
£ {r)
e = a ) (& + 28) = (0 = o ) (&) ]] L =
&)

Lm { (e, = o) (b + AL) = (o - o) (£)]f

1
e , £7(P)
< lim { At ] sUp {EI (@'~ a') {s}f!' 1 }
e §:)
Joimede 0o 58{:{},13

Pela convergdnecia uniforme de o' existira um ny

gque ¥ n » n, o primeiro sunando de {(7.43) serd inferior a

£
3

tal

fat!,



Por esta mesma convergéncia uniforme existird n,

que n 3 n, => [fal(t) = B{t)]] < efy .

Lip)
B fixado um n > max(n,, n,) pela prépria definigdo de.

derivada = § > o tal gue

lae] < 8 => Jlo (£ + At) = o (£) - o' (&) . At]] ,  <e At

n
~{(p)
Estas trés majoragoes levadas a (7.43) provam gue

S{t) = ot (k) ,

Portanto

ET % (D) s> £ % 71 (0)
n I L£2%p)

E £.4 7 3 g faz
D - LEm n

= (£ * 2 m[ £4z
) 5

Sempre que a sucessd@o {h } admita uma subsucessao pa

ra a gual

Y ;

ey L e T Z
EL vy (Ehv3_+ o “2,f<2hv’ <

Em particular
a) paia'ﬁs espagos de Young
b) no caso em que £(s) = 8(s) = K.s com K > 0

v £ e 2{1 & ?)M ; ou seja, para as condigdes de MeShane no g
80 em gue ¢ seja linear.,
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' Aos familiares e amigos da Espanha gue me aguardam
na incerteza de um tempo novo, mais complexo e possivel gue ague
le gue Juntos conhecenocs... '

Aos rios Sao Francisao e Amazonas sobre 08 guals -

ainda pude navegar...



_ A Carmen Arozamena de Cignoll e a Dona Lazinha gue

enfeitaram de café e carinho este pobre discurso matemdtico...

Aos meus alunos braslileiros, especialmente a turma
gue se formou em 77, pela sua humanissima simplicidade e o calor
das suas vozes...

A Maria do Mar, a chama verde e peguena, cuja ~ au
séneia esteve tlo presente no percurso difuso dos ltimos anos...

| E a Charles Spencer Chaplin... Porgue se Carlitos

fosse matemadtico, euw iria com bengala pelas ruas...



EPILOGO

1

OUEROD COMPRAR UMA LUA...

Enquantc escrevo umas f3drmulas
cs cogqueliros cearenses
se reilnem

heira-mar...

Veleiros de verdes velas
acompanhando o sussurro
de ondas verdes

com oS ramnos. ..

Quero comprar uma lua,
uma lua

azul marinho...

Uma lua gue nao chore
na floresta de colares
de um luzeiro
adormecido, ..

guerce comprar uma hua
para aguece~la nos dedos
& para a por no teto

do meu guarto

Cgquando escrevo...

Quero comprar uma lua, ' Yo no le canto a la luna

ama  lua porque alumbra v nada mas

azul marinho... le canto porgue ella sabe

de mi largo caminar.

Eduardo, Brasil, 1979. .
' Atahualpa Yupangui, América do

Sul, segunda parte do século XX,



