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CAPITULO |

INTRODUGAQ

Esta tese trata sobre os anéis R{X) = RIX}, e R(X) =
= R[X]S, onde R & um anel comutativo com identidade, RI[X} é o a-
nel de polindmios numa indeterminada X com coeficientes em R,
U= {fe RIX); f & mdnico} e S = {f e R[X]; C{f) = R} (C(F) deno
ta o ideal de R gerado pelos coeficientes de f). 0 objetivo é es
tabelecer as propriedades dos anéis R{(X).e R(X)} em termos das
propriedades do anel base R, aplicando os métodos da Teoria Mul-
tiplicativa de |ldeais,.

Supde-se que € conhecida a teoria dos anéis noetherianos,
a teoria bdsica dos R-médulos e grande parte de material contido
no livro "Multiplicative ldeal Theory” de R. Gilmer {(Dekker, New
York 1972).

Se A e B s30 conjuntos, ent3oc A\B denotard o conjunto dos
elementos de A que ndc pertencem a B. 0 conjunto dos ndmeros in-
teiros serd denotado por Z e 2t denotard o conjunto {ne Z; n> 0},

Seja A um anel comutativo com identidade. Sejam a, b € A.
Dizemos que a divide b e escrevemos a/b se e s se existe ¢ € A
tal que ac = b. Denotamos por MDC{a,b) o miaximo divisor comum de
aeb e MMC(a,b) denota o minimo miltiplo comim de a e b. Denota
mos por Reg{A) o conjunto dos elementos regulares de A e por U{A)
o conjunto das unidades de A. Seja AIX] o anel de polindmios nu-
ma indeterminada X com coeficientes em A, Se f € AIXI\{0}, entdo
o grau de f é denotado por gr(f). Se f & um polindmio numa ou
duas indetermimadas e com coeficientes em A, ent3o o ideal de A
gerado pelos coeficientes de f é chamado o conteldo de f e é de-
notado por CA(F) {ou simplesmente por C{f) se ndo existe perigo
de confusdo). Dizemos que f € ALX] & primitivo se e sb6 se os 4ni
cos divisores comuns dos coeficientes de f sdc as unidades de A.

A familia de todos os ideais maximais de A é denotada por Max(A}.



Em geral adota-se a terminologia e notagdo do livro “Mul-
tiplicative ldeal Theory” de R. Gilmer, com as seguintes exce-
coes:

(1) A diferenga de dois conjuntos A e B é denotada por A\B.

(2) Todos os anéis considerados tém identidade.

(3} O contelGdo de um polindmio f é denotado por C(f).

(4) Dizemos que um ideal P do anel A & primo se e s6 se P C A
(P é um subconjunto préprio de A) e A\P é um sistema multi-
plicativo de A (subconjunto multiplicativamente fechado de A).

(5) Dizemos que o anel A é local se e s& se tem um Gnico ideal
maximal (A ndo é necessariamente noetheriano).

(6) Um anel B é chamado uma localizacd3o do anel A se e s6 se
existe um sistema multiplicativo M de A tal que B = Ay, isto

é, B & um anel de fragdes de A. 86 consideram-se sistemas

multiplicativos que contém a identidade do anel A.

{7) Utiliza-se s6 o conceito de dimensdo de Krull para um anel.

Denota-se por T(A) o anel total de fracdes do anel A, is-
to é, T(A) = AReg(A)'

Toda propriedade utilizada (que aparece em algum |livro da
“Bibliografia”) serd indicado citando o nimero dela seguido por
um ndmero entre parénteses, correspondente ao livro da "Biblio-
gratira”.

No capitulo {1 demonstram-se alguns resultados sobre con-

teldos de polindmios e propriedades elementares dos anéis R{X}) e

R{X}.

Um primeiro resultado é o seguinte;
f=a, +aX+ -+ aﬂXn € RI{X] é um divisor de zero se e sé
se existe ¢ € R\{0} tal que ca; = 0 para todo i € {0,1,....,n}.

Dito de outro modo, f € RI{X] é um elemento regular de

RIX] se e s6 se 0:C{(f) = 0.

Uma conseguencia importante deste resultado é que U € S €

C Reg(R[X1) e portanto R{X} e R(X) sdo localizagdes regulares

de RI[X].



Outro resultado destacdvel é o seguinte:

Se ¥ € R[X) tem conteddo localmente principal, entdo para
qualguer g € RIX1, C(fg) = C(f)C(g).

A extensdo e contragdo de i1deais entre R e R{X)e entre R

e R(X) tém bom comportamento. De fato, R{X> e R(X) s3o R-&lgebras

fielmente planas. lIsto é consequéncia de ser RI[XI um R-mdédulo I i
vre, de ser a aplicacdo | ———> IR{(X), do reticulado dos ideais
de R no reticulado dos ideais de R{(X), injetiva, e de ser a apli

cagdo M ——» MR(X), de Max(R) em Max(R{X)}), uma bijecdo.
Demonstra-se que para cada ideal | de R, R(X}/IR(X) =

= (R/1)(X). Uma consequéncia imediata deste resultado e da co-

rrespondéncia bijetiva entre Max(R) e Max(R(X)) é o seguinte fa-

to: se K é um ideal maximal de R(X), ent3o R(X}/K é um corpo in-

finito.

Um resultadoc simples, mas muito dtil é o seguinte: se R é
um anel local e | = (ai,az,....,an) (a;eR, 1 £ i € n) é um ideal
principat de R, entdo | = (ai) para algum i € {1,2,....,n}. Isto
permite demonstrar , por exemplo, que para cada f € RI[X]1,

C(f) é localmente principal se e s6 se fR{X) = C(fIR(X).
{(Teorema 2.1 (3) de (1))

Demonstra-se que um ideal | de R é inversivel se e sé se ¢é

regular, localmente principal e finitamente gerado. Para cada

ideal | de R, IR¢X)Y (ou IR(X)) é inversivel se e s6 se | & tocal
mente principal finitamente gerado e 0:1 = 0.
0 resultado mais importante do capitulo Il é o seguinte:
Todo ideal localmente principal finitamente gerado de R{X)

é principal (teorema 2.1 (5) de (1)).

Disto resulta que {(para um dominio de integridade R} R(X)

tem uma propriedade de divisibilidade se e s& se R tem esta pro-
priedade "em relacdoc a ideais inversiveis”, como demonstra-se no
capitulo V.

Também demonstram-se no capitulo |l os seguintes fatos:

(a) R{X) (ou R(X)) é um dominio de integridade se e s se R o €.

(b) R(X) (ou R{X)) é um anel noetheriano se e sé se R o é.



{c) Se R(X> ou R(X) é integralmente fechado, ent3o R também o é
(Proposicgdo 2.6 (1) de (1)).

(d) Seja R um domfinio de integridade. Se R & integralmente fecha
do, entdo R{(X} e R(X) também sdo integralmente fechados (pro
posigdo 2.6 (2) de (1)).

No capitulo Ill determinam-se condig¢des necessdrias e su-
ficientes (em termos do anel base R} para ser R{(X) e R(X) anéis
aritméticos ou de Prufer..

Demonstra-se que as seguintes afirmacdes sd3o equivalentes:
(i) R é aritmético.

{(i1) Os ideais de Ry estdo totalmente ordenados, para todo M em
Max(R).
(i) 1N (5 +K)y = (1l ndJd)+ (1IN K) para quaisquer ideais |, J,
K de R.
(iv) Os ideais de Rp estdo totalmente ordenados, para todo ideal
prime P de R.

Portanto R é um dominio de Prufer se e s6 se R é um domi
nio localmente de valorizagdo, isto é, R é um dominio de integri
dade e Ry € um anel de valorizacgdo, para todo M e Max(R).

E fécil demonstrar que se R(X) (ou R{(X>) é aritmético, en
tdo R é aritmético.

Por outro lado, se R é aritmético, entdo para cada f em
R[(X], C(f) é localmente principal, isto é, fR(X) = C(FfIR(X)., ls-
to permite demonstrar que se R & aritmético, entdo R(X) é de Bé-
zout. Portanto as seguintes afirmagdes s3o equivalentes:

(1} R(X) é aritmético.
(2) R(X) é de Bézout.
(3} R é aritmético.
(Teorema 3.1 (1) de {(1}}

Seja R um dominio de integridade. Demonstram-se os seguin
tes fatos:

(1) Se @ & um ideal primo de RIX] tal que (@ NR)IX] € Q e RIX]gy

& um anel de valorizacdo, entdo @ N R =0 (lema 1 de (4)).



(ii) Se a € R\{0}, entdo (aX + 1)RIX! é um idal primo de RI[XI.

Utilizando estas duas propriedades demonstra-se que se
R{(X> é aritmético, entdo dim R £ 1 e Ry € um corpo sempre que
M CP é uma cadeia de ideais primos de R.

Reciprocamente, se R é aritmético, dim R €1 e Ry é um
corpo sempre que M € P é uma cadeia de ideais primos de R, entdo
R{X> é aritmético. Este fato demonstra-se sem dificuldade.

Utilizando propriedades de conteiddos de polindmios, conse
gue-se estabelecer uma condicgdo necessdria e suficiente para que
R(X) seja um anel de Prufer:

R(X) é um anel de Prufer se e s6 se R é um anel fortemen-
te de Prifer (teorema 3.2 (1) de (1)).

Estabelece-se também a seguinte propriedade:

Para que R{(X) seja um anel de Prifer é necessdrio e sufi-
ciente que seja R um anel fortemente de Priufer com dim R £ 1 e
tal que Ry seja um corpo para cada cadeia M C P de ideais primos
de R (teorema 3.2 (2) de (1)).

O0s ideais regulares de um anel R formam um reticulado. De
fato, e claro que se | e J sao ideais regulares de R, entao
I + J e um ideal regular de R. Se | e J sao ideais regulares de
R, entdo existe a € | N Reg(R) e existe b e J N Reg(R). Logo
ab e (I NJ) N Reg(R) e portanto I N J é um ideal regular de R.

Um ideal | de R é chamado semi-regular se e sé se existe
um i1deal finitamente gerado J de R tal que 0:J = 0 e J € 1,

Os ideais semi-regulares de R ordenados pela inclusdo for
mam um reticulado. De fato, se K e L s3o0 1deais semi-regulares
de R, entdo existem ideais finitamente gerados | e J de R tais
que O:1 = 0, 0:J =0, € Ke JE L, Logo | + J é finitamente ge
rado, 0:(1 + J) = (0:1) N(0:4) =0 e | + J €K + L. Portanto
K + L é semi-regular. Por outro lado, |J & finitamente gerado,
0:(1J) = (0:1}):d =0:J=0e 1JEIT NI CKNL, donde KNL é
semi~regular.

Dizemos que um anel R satisfaz a condicio (A) se e sé se

todo ideal finitamente gerado | de R, com O0:1 = 0, ¢é regular.



Observamos que um anel R satisfaz a condigdo (A) se e s§
se todo ideal semi-regular de R é regular.
Finalmente no capitulo il considera-se a aplicacgdo
8:L(R) ——— L(R(X))
| V——> [R(X)
onde L(R) e L(R(X)) sdo os reticulados de ideais de R e R(X),
respectivamente, Demonstram-se os seguintes fatos:
- A aplicagdo B preserva somas e intersecles arbitréarias e produ
tos finitos de ideais.
- B & sobrejetiva se e s se R é aritmético.{teorema 3.3 (1) de
(1)).

As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) 8 é um isomorfismo de reticulados entre o sub-reticulado dos
ideais semi-regulares de R e o sub-reticulado dos ideais re-

gulares de R({X).

—

it} Todo ideal regular de R{(X) é extensdo de um ideal de R.
tii) R é um anel fortemente de Prifer.

(Teorema 3.3 (2) de (1}).

——

- As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) 8 é um isomorfismo de reticulados entre os sub-reticulados
dos ideais regulares de R e R(X).
(ii) Todo ideal principal regular de R(X) é extensdo de um ideal
regular de R.
(iii) R é& um anel de Prifer que satisfaz a condigdo (A).

(Corolario 3.4 de (1}}.

0 objetivo do capitulo IV é estabelecer as condigdes nece
ssérias ¢ suficientes (em termos do anel base R} para que R(X)
seja um anel de Hilbert, isto é, um anel no qual todo i1deal pri-
mo seja intersecao de ideats maximais.

Facilmente demonstra-se que R(X) é um ane! de Hilbert se
e s6 se todo ideal primo de R(X) é a extensdo de um ideal de R e

R & um anel de Hilbert.

Dizemos que R satisfaz a condicdo () se e sé se para ca-



da ideal primo Q de R[Xl, com @ € M[X] para algum M e Max(R), te
mos Q@ = P[X] para algum idal primo P de R (necessariamente P =
= Q NR).

Demonstra-se que R satisfaz a condicdo (%) se e sé se to-
do ideal primo de R{X) é a extensdo de um ideal de R.

Consequentemente temos: R{X) & um anel de Hilbert se e sé
se R é um anel de Hilbert e satisfaz a condigdo ().

Denotamos por R o fecho integral do anel R. Entdo RIX] &
inteiro sobre RI[X}. Utilizando a propriedade (de incomparabilida
de) INC e o teorema do ascenso para os anéis R{X] e RIXI, demons
tra-se que R satisfaz a condigdo (%) se e sé se R a satisfaz (le
ma 4.2 de (1)).

Se R é um dominio de Prifer, entdo R(X) é aritmético. Lo-
go a aplicacdo | +=——> |R(X), do reticulado dos ideais de R no
reticulado dos ideais de R(X)}, é sobrejetiva. Portanto todo ideal
primo de R{X) é extensdo de um ideal de R e consequentemente R
satisfaz a condicdo ().

Reciprocamente, se R é um dominioc integralmente fechado
que satisfaz a condigdo (), entdo R é um dominio de Prifer. Pa-
ra demonstrar este fato consideramos algumas propriedades deos
"places” e anéis de valorizagdo sobre um corpo.

Finalmente obtem-se a propriedade mais importante do capi
tulo IV:

R{(X) & um anel de Hilbert se e s6 se R & um anel de Hil-
bert e para cada ideal primo minimal P de R, o fecho integral de

R/P é um dominio de Priifer (teorema 4.3 de (1)).

No capitulo V estudam-se as propriedades de divisibilida
de dos anéis R{(X) e R{(X). Demonstram-se os seguintes teoremas:
Teorema 1 - As seguintes afirmaglGes sdo eguivalentes:

(a) R(X) é um G-GCD dominio.
(b) R(X) é um G-GCD dominio.
(c) R(X} é um GCD-dominio.
(d) R é um G-GCD dominio.



(Teorema 5.1 (1) de (1)}).

Teorema 2 - R{X) é um GCD-dominio se e s6 se R é um GCD-dominio.
(Teorema 5.1 (2) de (1)).

Teorema 3 - R{(X) & um dominio fatorial se e sé se R é um dominio

fatorial (proposicdo 1.2 de (10)).

Teorema 4 - R{X} & um dominio de ideais principais se e sé se

R é um dominio de ideais principais (proposicdo 2.5 de (10)).

Teorema 5 -~ As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(a) R{(X) é um dominio de Dedekind.

(b} R(X) é um dominio de Dedekind.

(c) R(X)

(d) R é um dominio de Dedekind.
(Teorema 5.4 (1) de (1)).

um dominio de ideais principais.

T

Logo desenvolve-se a teoria dos dominios de Krull. Demons
tra-se, por exemplo, que a dGnica familia de definigdo de um domi
nio de Krull R é {Rp; P e Xti)(R)}, onde X{A}(R) é o conjunto de
todos os ideais primos minimais de R; toda localizagcdo de um do-
minio de Krulil é um dominio de Krull; se R é um dominio de Krull,
entdo RIX] é um dominio de Krullt.

Para os anéis R{(X) e R(X) obtemos o seguinte teorema:
Teorema 6 - As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) R(X> é um dominio de Krull,

(b} R(X) é um dominio de Krull.

(¢} R é um dominio de Krull.
(Teorema 5.2 (1) de (1)).

Caracterizam-se os w-dominios da seguinte maneira:

R & um tr-dominio se e s6 se R é um dominto de Krull e um
G-GCD dominio (teorema 3 de (3)).

Apds disto obtem-se o seguinte teorema:

Teorema 7 — As seguintes afirmacgdes sd3o equivalentes:
(a}) R X é um i-dominio.

(b) R(X) é um sr-dominio.

{c) R(X) é um dominio fatorial.

(d) R é um w-dominio.



(Teorema 5.3 de (1)).

Define-se o semigrupo dos divisores de um dominio de inte
gridade R da seguinte maneira:

Seja R um dominio de integridade. Denota-se por F(R) o
conjunto de todos os ideais fraciondrios ndo nulos de R. Em F(R)
define-se uma relagdo ~ da seguinte maneira: K ~ L se e sé se
Ky = Ly. Esta relacdo é de equivalencia e para cada K € F(R) de-
nota-se por div{K) a classe de equivalencia de K. Escreve-se
D(R) = {div(K); K & F(R)} e cada elemento de D(R) é chamado um
divisor de R. Define-se uma operacdo de adigcdo em D(R):

div(K) + div(L) = div(KL}. Com esta operacdo, D(R) é um semigru-
po abeliano aditivo. Define-se uma ordem em D(R): div(K) < div(L)
se e s6 se Ly € Ky. Esta ordem é compativel com a adigado.

Demonstra—se que D(R) é um grupo se e sé se R é um domi-

nio completamente integralmente fechado.

Da definigdo de dominio de Krull resulta que todo dominio
de Krull é completamente integralmente fechado. Portanto, se R é
umdominio de Krull, entdo D(R) é um grupo.

Definem-se o grupo de classes de divisores e o grupo de
Picard de um dominio completamente integralmente fechado da se-
guinte maneira:

Seja R um dominio completamente integralmente fechado. Os
conjuntos P(R) = {divix); x € T(RI\{0}} e (R} =
= {div(K); K é um ideal fraciondrio inversivel de R} sao subgru-
pos de D{(R). © grupo CI(R) = D{(R)/P(R) é chamado o grupo de cla-
sses de divisores de R e o grupo Pic(R) = D(R)/C(R) é chamado o
grupo de Picard de R. Pic(R) é um subgrupo de CI{(R). 0 grupo
G(R) = Ci(R)/Pic(R) é chamado o grupo de classes local de R.

Demonstra-se que para um dominio de Krull R, valem as se-
guintes afirmagdes:
- D(R), o grupo dos divisores de R, é um Z-médulo livre com Z-ba
se {div(P); P & um ideal primo minimal de R}.
- A v-operacgdo sobre R e a w-operacado sobre R induzida pela fami

lia de definigdo de R sdo iguais (teorema 44.2 de (7)).
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- Se M é um sistema multiplicativo de R, entdo a aplicacgdo
g:D(R} ——=>D(Ry}, dada por g(div(K)) = div(KRM) estd bem de~
finida e induz um epimorfismo de CI(R) sobre CI(Ry) (teorema
8.27 de (9)).

- CI{RI[X]) é canonicamente isomorfo a CI(R) (teorema 45.5 de (7)}.

- CI(R(X>) é canonicamente isomorfo a C!{R) e pic(R{(X))} é canoni
camente isomorfo a Pic(R) (teorema 5.2 (2) de (1)),

Para relacionar os grupos CI(R{X)) e CI(R) consideram-se
virios resultados de Algebra Homélogica, tais como o lema dos
Cinco, o Lema da Serpente, propriedades de R-mdédulos livres, pro
jetivos, planos, fielmente planos e de apresentacdo finita.

Finalmente demonstra-se que se R & um dominio de Krull,

entdo CI(R(X)) & canonicamente isomorfo a G(R) = CI(R)/Pic(R)
(coroltario 6 de (5)).
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CAPITULO 1

PROPRIEDADES ELEMENTARES DE R<{X)> E R(X)

Neste capitulo demonstraremos algumas propriedades elemen
tares dos anéis R{(X) e R(X) que serdo usadas através do resto do

trabalho.

" e RIX1. Sédo equivalen-

LEMA 1 - Seja f = a  + aix + .-t oa X
tes:
{(a) f & um divisor de zero.

{b) Existe ¢ € RY{0} tal que ca; = 0, 0 i gn.

DEMONSTRACAO - E claro que (b) implica (a).
{a) = (b). Suponhamos que f é um divisor de zero. Entdo existe

h € RIXI\{0} tal que fh = 0. Escolhamos um polindmio g = b, +

* b X+ -+ + bpX" € RIX] de grau minimo tal que fg = 0. Como
a,b, = 0, entdo gr(ang) < gr(g); logo a,g = 0, pois f(ang) =

= a fg = 0. Demonstraremos por indugdo sobre r que .. Q = 0 pa-
ra todo r ¢ {0,1,...,n}. Se r = 0, entdo o resultado & verdadei-

ro. Suponhamos que r > 0 e que o resultado é verdadeiro para ca-

da k ¢ {0,1,....,r=1}, isto é, a b =0 para cada k ¢ {0,1,...

n-k
...,r-1} e para cada j € {0,1,....,m}. 0 coeficiente de xnrmer
no polindmio fg € cp ., = a,..by t a, . by, + -+ an_rﬁbm_s
onde s = mini{m,r}. Como fg = 0, entdo ¢_,,.. = 0. Pela hipédtese
indutiva ag.., b, , = - = a _.,bo_¢ = 0. Portanto a,_ b = 0.

Mas isto implica que gr(an_rg) < grig); logo a,.,9 = 0, pois

fla,_,.g) = a,_,fg = 0. Em consequéncia a;g = 0 para todo i em
{0,1,....,n}, donde aibJ =0, 0 i €n, 0 £ g m Emparticu-
lar bya; = 0, 0 € i £ n. Se c = b, € R\{0}, entdo ca; = 0, 0<ign.

€.Q.D.
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PROPOSICAO 1 - (a) U = {FfeR[X]; f & monico} & multiplicativa-
mente fechado.

(b) U€ S = {feR(X) ; C(f) = R} € Reg(RIX]).

() s =RIXINU {MI[X) ; MeMax(R)} .

(d) S e multiplicativamente fechado.

DEMONSTRAGAC - (a) E imediata.

(b) E claro que U € S. Seja f = agt a X troeon + a"X"E S. Suponha-
mos que T ndo é regular. Entdo f é um divisor de zero e portanto
existe c eRV {0} tal que ca; = 0 para todo i€ {0,1,....,n} ; lo-
go (¢) = (¢)R = (c)(ao,al, ..,a,) = (ca,,ca,,...,ca,) = (0). Isto
implica que ¢ = 0 o que e uma contr'adigéo. Em consequencia f e re-

gular, isto e, f eReg(RIX1).

(c) feS se e so se C(f) =R
” C(f) ¢ M para todo M €Max(R)
“ f¢ M[X] para todo Me Max(R)
” FeRIXNU {MIX) ; MeMax(R)} .

(d) fgeRIXI\NS = U {MIX] ; MeMax(R)} => fge MIX] para algum
MeMax(R) = FfeM{X) ou geMIX] para algum Me Max(R), pois
MIX] & um ideal primo de RIX] => feRIXJ\ S ou geRIXI\ S. Em

ccnsequéncia feSe ged implica fge S.
C.Q.D,

OBSERVAGOES - (1) RIX) € ROO € R(X) € T(RIX]) = RIX] Reg(RIX])

(2) Se R e um corpo, entao S = RIXI\ '[0} e portanto R{X) =
= R[X]S = {f/g; f.oeR[X] , g #0}.

(3) Como na parte (c) da proposicdo 1, demonstra-se que

{f € RIX,Y); C(F) = R} = RIX,YIVU{MRIX,Yl; M ¢ Max(R)}.
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PROPOSICAO 2 -~ Para todo f e RIX],
fR{X) € CIFIR(X) e FR(X) € C(FIR(X)

DEMONSTRAGAO - Sejam f = a  + a,X + -~ -« + a X", g € RIXI,
h € U. Temos
X X"
flg/h) = %o+ U= o s BT e CORRON).

Similarmente demonstra-se que fR(X)} € C(f)IR(X).

C.Q.D.
PROPOSICAC 3 - Sejam f, g ¢ RIXI\{0}. Se m = gr(g), entdo
(c(F))™clg) = (c(F))"clfg)
DEMONSTRAGAQ - Se f é um mondmio, digamos f = aan, a, # 0, en-

tdo (C(F))m+lC(g) = (aT*!)C(g) = (a:)(an)C(g) = (ap )C(a,g) =
= (C(F))"C(fg). Se g & um mondmio, digamos g = mem, by # 0, en-
tdo (COFN™ M C(g) = (COEN™ M (b, ) = (CEFNTClb,f) = (C(F))C(Fg).

Agora consideremos f, g ¢ RIXI{{0} quaisquer. Sejam

L{]
f=a, + aix t -+ a X, a, # 0
g=b, +b X+ - +b X", b, #O0,
Entdo fg = c, + o)X * c ¥ g, X", onde ¢, = T a;by.

R+J=K

-

£ claro que C(fg) € C(f)C(g). Portanto (C(f))"C(Fg) €
€ (¢(£))""" c(g). Demonstraremos que (C(f))" ' C(g) € (C(£))"C(Fg)
por inducdo sobre os graus de f e g.

Se gr(f) = 0 ou gr{g) = 0, entdo o resultado é verdadeiro,
pois neste caso f é um mondmio ou g é um mondmio.

Suponhamos que f € g ndo sdo mondmios e consideremos as

seguintes hipéteses indutivas:
m+1

(a) Se p, q € RIX], gr(p) < n e gr{g) = m, entdo (C(p)) Clq) €
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€ (C(p))" Clpa).
(b) Se p, q €RI[X], gr(p) = n e gr{q) = s<m, entao (C(p))s+iC(q)
c (C(p))*Clpq).
Sejamp = £ - a,X", q = g - b, X". Entao
(f - anXﬂ)g = fg - anX"g

pg =
. -
= c°+C*X+"'+cn_an +(C“_anbo)x"+...+(cmm_i-anbm_l)x"HH !
fq = f(g - b, X") = fg - b,Xf
- C0+C1X+ +Cm-1xm-i+(cm_aobm)xm+ o +(Cn+m-1 9y bm)xn+ n
Logo Clpg) = (co,c,,...,cn_i,cn—anbo,...,c“+m‘1—anbm‘i)
g;(CO'Ci""'Cn+m)+an(b0'bi""'bm—i)

= C(fg)+anC(q).
Similarmente resulta que C(fg) € C(fg) + b, C{p).
Como (C(F))m+1

C(g) e gerado por elementos da forma a =

e r ~ -
— o t "L <
= ao al an bJ , onde l‘o I"1 + t l‘n = m ]_, O = ) < m, entac e

suficiente demostrar que cada elemento desta forma esta contido

em (C(F))mC(FQ). Se o #F0e j=m, entao a = a? a:‘...aﬁ_ianbm =
= a? ar‘.,.a? _’cn+m e (C(F))"C(Fg). Se r, 7 0 e j<m, entao
m+

a E(C(f))m(an)C(q). Finalmente, se r, = 0, entao a e (Clp)) C(g).

Portanto
(1) (c(FN™ el g (e elFg)+(C(p) ™ e+ (C(£))" (a,)Ca)
Mas pela hipétese indutiva (a), (C(p))™'Clg) C
c (C(p))"Clpg) e temos visto que Clpg) C C(fg) + a,C(q); fogo
(c(p))™ clg) € (Cp))™e(fg) + (C(p)) " (a,)C(a)
C(c(F))"clfg) + (C(F)) (a,)Cla).
Disto e de (1), temos
(2)  (c(£))™'Clg) € (C(FH)C(Fg) + (C(F)) (a,)C(a).
Seja s = gr(q). Entao (C(F))*"' C(q) € (C(£f))°C(Fq) pela
hipotese indutiva (b). Como s sm-1, entao
(CEN™Cla) = (COEN™ 7 (e ela)
CCFN™ T (C(F)) el Fa)
= (c(F))" M e(Fg).
Mas C(fgq) € C(fg) + b_C(p); logo
(3)  (C(F))™(a,)Clq) € ()™ a,)C(Fg)+(C(F))™ Y (a, ) (b,)C(p)
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c (c(F))"cifg)*e,,, (C(F)" ' clp)
c (C(F))Me(Fg).
Como consequencia de (2) e (3), temos

(C(F1)™ Clg) € (C(F)) clfq).

ms i

-

DEFINIGAO - Seja | um ideal de R. Dizemos que | e localmente

principal se IRM e principal para todo ideal MeMax{R).

LEMA 2. Seja feR[{X]. Se C(f) = (a), entao existe h eR[X] tal
que f = ah e C(h) = R.

DEMONSTRACKO - Seja f = a, + a,X +---+ a,X". Como (a,,a,,...,a,)
= C(f) = (a), entao para cada i € {0,1,...,n}, existe r. € R tal
que a; = r;a e existem s,,s,,...,5, ¢R tais que
a = s,a *ts,a,+* -ts a
togo a = s,ryats, poat - ts,roa
= ad
onde d = Sy ¥s, ryt oS, .
Como 1 = d+{(1-d)
= sy ts ¢t ts,n, +(1-d)
e um elemento de (ry sryyeeaur, ,1-d), entao
(:"o,r‘i,...,r*n,l-d) = R.
" ~
Seja h = ry+r, X+ - +r, X"+ (1-d)Xx" Comec a = ad, entao
a(i-d) = 0 e portanto
L] nt+d
ah = ar, tar X+ .- +ar X +a(l1-d)}X
n —
= a,+ta X+---+a X = f
e C(h) = (r‘g,r‘i,...,r'rI ,1-d) = R.
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PROPOSIGAC 4 - Seja T eR{X]. Se C(f) e localmente principal, en
tao para todo g e R[X]
C(fg) = C(f)C(g)

DEMONSTRAGAO - Por localizacao, podemos supor que R e local e
C(f) e principal. Seja C(f) = (a). Entao existe he R[X] tal que
f = ah e C(h) = R = (1). Se f =0 oug =0, entao C(fg) = (0) =
C(F)C(g). Se f # 0, g # 0 e m = gr(g), entac h # 0 e Clhg) =
(1)"c(hg) = (C(h))"Clhg) = (c(h)™"'Clg) = (1)""'C(g) =
(1)C(g) = ¢(h)C(g). Em consequencia C(fg) = Clahg) = aC(hg)} =
aC(h)C(g) = C(ah)C(g) = C(f)C(g).

1

1]

C.Q.D.

LEMA 3. Seja | um ideal de R. Se | ¢ idempotente e finitamente

gerado, entao | e principal e gerado por um elemento idempotente.
DEMONSTRAGAO - Seja | = (ai,az,...,an). E claro que a, | +--
-+ a,l €l. Sejam a, b €l. Entdo a = rpa, +- -+t r,a, para
alguns r, ,..... ,r, € R. Logo ab = a,(ryb) +----- + a,(r.blea,l +
+----- + a,l. Como todo elemento de 1"¢ uma soma finita de ele-
~ z
mentos da forma ¢ = ab, com a, b el, entao | = | Ca,l +---r- +
+a,l eassim | =a, | +---+a .
Para cada i€{1,2,...,n}, tem-se a; = e, a, *- +
t epa,, onde e € I, 1 €1,5<€n. Portanto
(e“—l)ai toe, A, T + epa, =0
€229, 7 (ezz*l)a?_ to teyps, 0
€ned, T €,,8, T 7 + (epp-1)a, = 0
Seja d o determinante deste sistema |linear. Entac da; = 0,
1<i€n, pela regra de Cramer., Logo da = 0 para todo ael, pois

a , e , @, geram |. Mas d e da forma d = e-1, onde e € 1.
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Em consequéncia (e-1)a = da = 0 para todo a € |, isto é, a = ae
para todo a € 1. Em particular e = e®. Resulta assim que o ele-
mento e & idempotente e | = (e).

C.Q.D.
TEOREMA 1 - Todo elemento idempotente de R(X) é um elemento de
R.
DEMONSTRAGAO - Seja f/g € R(X) idempotente, com C(g) = R. Como

f/g = £1/g?, entdo fg® = gf® e portanto fg = f*, pois g é regu-
lar. Sendo C(g) principal, temos que C(f}C{g) = C(fg). Logo

C(f) = C(FIR = C(Ff)C(g) = ClFfg) = C(f*) & (C(f))* e portanto
(C(£))* = C(Ff), isto é, C(f) & idempotente e Tinitamente gerado.
Entdo, pelo lema 3, existe e € R idempotente tal que C(f) =le).
Segundo o lema 2 existe h e RI[X] tal que f = eh e C(h) = R. En-
tdo eh® /g* = €2 h'/g* = £’ /9> = eh/g e portanto f/g = eh/g = e ¢ R,

pois h e g sd3o regulares.

C.Q.D.

PROPOSICAC 5 - (1) Se | é um ideal de R, entdo

IRCX>NR =1 = IRX) NR
(2) Sejam | e J ideais de R. S3o equivalentes:
(a) IR{X)Y = JRLX).
(b} IR(X) = JR(X).
(c} 1 = J.
DEMONSTRAGAC -~ (1) Como IRIX]I N R = 1, entdo para demonstrar
que IR(X) MR = |, é suficiente demonstrar que IR(X) N RIX] €

C IR[X}. Se f e IR(X) NRIX], entdo existe g € S tal que

fg € IRIX]. Logo C(f)} = C(f)R = C(f)C(g) = C(fg) &1 e portanto
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f € IR[X). Em consequéncia | € IR(X) MR = [R(X) NRIX]I NR C
C IRIXI NR =1, isto &, IR(X) AR = 1.

Por outro lado, | € IR{X) MR € IR(X) NR = I, ou seja
[R{X> "R = 1.

(2) E uma consequéncia imediata de (1).

C.@.D.

TECREMA 2 - Existe uma correspondencia bijetiva entre os ideais

maximais de R e de R(X), dada por M —> MR({X).

DEMONSTRACAO - Seja M ¢ Max(R). Suponhamos que f/g e R{X)\MR(X).

Entdo f ¢ MIX1, Se f = a, + a,X + -~~~ + a X", entdo existe

° n

1l

i € {0,1,....,n} tal que a; ¢ M. Como M ¢ Max{(R)}, entdo existem
m €M, r e R tais que m + ra; = 1; logo o coeficiente de Xi no
polindmio mX; + rf 6 1 e portanto tal polindmio é um elemento de
S. Em consequéncia (mXi + rf)/g € U(R(X)). Isto implica que
MR(X) + (f/g)R(X) = R(X), pois

i i
ﬂ_;_f‘*: _ !% . g e MR(X) + (£/q)R(X).

Portanto MR{X) € Max{R(X)). Pela proposicdo anterior
M+—> MR(X) é injetiva., Agora demonstraremos que também é so-
brejetiva. Seja @ € Max(R{X}). O conjunto

M ={aeR; a é coeficiente de algum elemento de Q@ N RIX1}

& um ideal de R. De fato, se a, b e M, r ¢ R, entdo existem

f=a, +aX+ - +aX", g=by+bX+ -+ b X" €N RIX)
tals que a = a; e b = bJ para algum i € {0,1,....,n} e algum
j e {0,1,....,m}. Podemos supor que i £ j. Ent3o a-b é coeficien

te de X*'f - g € @ NRIX] e ra é coeficiente de vf ¢ Q@ N RIX],
Portanto a-b, ra € M. Se M = R, entdo 1 é elemento de M e portan
to existe f € @ MNRIX], com 1 como um de seus coeficientes; mas

isto implica que C{f) = R e assim f € U(R(X)) e f ¢ @, o que ¢
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é uma contradigdo. Logo M # R e portanto MR(X) # R(X). Vejamos

agora gque MR(X} = Q e que M e Max(R). Se h/k € Q, entdo h =

= (h/k)k € Q@ N RIX] € MIX] e portanto h/k € MR(X). Logo Q@ € MR(X).

Como Q € Max(R(X)), entdo Q@ = MR(X). Se | é um ideal de R e M ¢C
& | €R, entdo Q@ = MR(X) € IR(X) C R(X)}. Logo MR(X) = IR(X) e

portanto M = |. Em consequéncia M ¢ Max(R).

PROPOSIGCAD 6 - (@) Se P é um ideal primo de R, entao
Rp[X] = RIXIRy\p

o

Rp(X) = RpDXIprpxy # RIXIprxy = RXDprix) & RKOprex)

{b) Se P é um ideal primo de R e Q@ é um ideal primo de RILX],
com P € Qe @MU =20, entdo RiXlg = (R[X]U)QU = (Rp[X])QP.

{c) Se | é um ideal de R, entdo R(X)}/IR(X) = (R/1)(X).

DEMONSTRAGAO - (a) Definimos u:RIXIgyp =~———> Rp[X] por
ullag + a, X + - + a,X"V/s) = (a,/8) + (a,/s)X + -+ + (a,/s)X".
Comprova-se sem dificuldade que u estd bem definida e é um iso-
morfismo de anéis.

Seja A = Rp. Para demonstrar que Rp(X) = RP[X]PRP[X] é su
ficiente demonstrar gque 1f € A[X]; C(f) = A} = AIXI\PALX]. Seja

f=a, +a,X+ --- +aX e AIX]. Entdo C(f) = a,A + a A +
+ a,A. Como A & local, entédo C(f) = A se e s6 se a; € UCa) =
= A\PA para algum i € {0,1,....,n}; fogo C(f) = A se e s6 se

f e AIXIVPAEX].
Agora demonstraremos que RP[X]PRP{X] = R[X]P[X]' Dado

a = (by/sg,) + (bi/si)x + o+ (bn/sn)x“ € RP[X], podemos escre
ver q = (a,/s) + (a,/s)X + ~+-- # (a,/s)X", onde a; =
T SeS e S;_ Siyy coe- s,b;, O £ji€n, s = S S, - s, € R\P.

Denotaremos o polindmio (a,/s) + (a,/s)X + -+-- + (a,/s)X" por
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(a, + a,X + -+ + a X"})/s. Assim, todo elemento de Rp[X1 ¢ da

forma q = f/s, onde f ¢ RIX], s ¢ R\P. Com esta notacgdo, observa

mos que se f,a9 ¢ RIX] e s,t ¢ R\P, entdo

fo_fg _ £ .9 _tf sg _tf+ sg
s t st = t st st st
Definimos G:RP[X]PRP[X] —_— R[X]P[X] por

B((f/s)/(a/t)) = tf/(sg). E claro que © estd bem definida e que
preserva produtos. Se Fl/si, ‘Fi/s2 € RP[X], gi/t‘,gz/tz ¢ PRP[X],

entdo

Fl/s4 f, /s, flgz/(sitz) + f, 91/(Szti)

=+ =
g,/t, g,/t, 9,9, /{t, ;)

(Sztlfigz + Sitzfzgi)/(sisthtz)

g,9,/(t,t,)
Logo
ﬂ/sl F2/52 t“tz(s:tifjgz + S,tgfzgi)
° (91/t4 ' gz/tz)

s,s,t,t,9,9,

s:t5F192 * Sltzflgl

$,%529,9,;

t, f, 9, t,fog,
= +
S19; 9, $:9.:9;

t, 1 t. f,

f, /s, f, /s,
e(gi/tl) "o (gz/tz )

Portanto & é um homomorfismo de anéis. Dado f/g em

]

RIX)prxy, vemos que B8((f/1)/(g/1)) = /9. Em consequéncia 8 é so
brejetivo. Se 8({(f/s)/(g/t)) = 0, entdo tf/(sg) = 0; logo existe
h ¢ RIXI\P[X] tal que tfh = 0. Entdo (f/s)(th/t) = 0, onde

th/t e RpIXI\PR,IX1; logo (f/s)/(g/t) = 0. Em consequéncia 6 &

injetivo. Assim temos demonstrado que € & um isomorfismec de a-
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Simi larmente demonstra-se que

f/h _kf
a/k hg

A RO ppixy T Ry
£/h Kf
ey
g/k hg

sdo isomerftismos de anédis.

(b) Definimos &:REX1y —> (R[X]U)QU por 8(f/g) = (f/1)/(9/1).
Se f/g = h/k € RIX1, (aqui f, h e RIX), g, k € RIX]\Q), entdo
existe p € RIXI\Q tal que pkf = pgh. Logo (p/1}(k/1)(f/1}) =

= (pkf}/1 = (pgh)/1 = (p/1)(g/1)(h/1) em R[X]U' Se p/1 € Q. en-
tdo p/1 = g/u para algum q € Q@ e algum u € U. Portanto tup =

= tg € Q para algum t € U. Como @ é um ideal primo de RI[X], en-
tdo tu € Q oup € Q. Mas tu e Ue @ NU =@; logo tu ¢ Q e por-
tanto p ¢ Q, o que & uma contradi¢do. Consequentemente p/1 é um
clemento de REXJ Q. Entdo (f/1)/(g/1) = (h/1}/(k/1} e & esté
bem definida. Comprova-se sem deficuldade que € é um homomorfis—
mo de anéis. Se 8(f/g) = 0, entdo (f/1}/(g/1) = 0. Logo
(h/k){f/1) = 0 para algum h € RIXI\Q e aigum k € . Portanto
hf/k = 0 em R{X]U. Entdo hf = 0, donde f/g = hf/{hg) = 0. Em con
sequéncia © é injetivo. Se (f/g)/(h/k} € (R[X]U)Qu (agui

f e RIXI, h ¢ RIXI\Q, g, k ¢ U}, entdo (f/g)/(h/k) =
(kf/1)/(gh/1), pois (gh/1)(f/g) = ghf/g = hf/l = khf/k =
(kf/1)(h/k) em R[X]U.
Logo gh ¢ REXI\Q e portanto kf/{gh) € R[X]Q e (f/g)/(h/k) =

= (kf/1)/(gh/1) = 8(kf/(gh)). Consequentemente © é sobrejetivo.

Como g € U, entdo g ¢ @, pois @NUuU = 4.

Similarmente demonstra-se que a aplicacgdo
€ :RIX1y ——> (R[X]P)QP dada por (f/g) = (f/1)/(g/1) esté bem

definida e é um isomorfismo de anéis. Como R[X]P = RP[X], entao

RIX14 ® (RP[X])QP.
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{c) Consideremos o isomorfismo de anéis

X:RIXI/IRIX] —> (R/1)IX] definido por X( % a X' + IRIX]) =

120 n

D(ai + I)Xi. Seja A = R/|. Cbservamos que CR(.Z; aiXi) = R,

" 1=0D

isto 6, 2 a;X' €S, implica CR(A( 2 a,X' + IR[X])) =

=S 3 ey ¢ DX = £ (a, ¢ DA - A

Definimos €:ROX)/IR(X) ——> (R/1)(X) por
C((f/g) + IR(X)) = XFf + IRIX)I}/Ax(g + IRIX]). E claro que ¥ estd

bem definida e € um homomorfismo de anéis. Se (f/g) + IR(X) é um

s

n

elemento arbitrdrio de Ker(¢) (aqui f ¢ RI[X], g € S}, entdo

AME o+ IRIX1I)/A(g + IRIXI) = 0 em (R/1)(X) = A(X). Como A(X) & u-

ma localizagdo regular de A[X] (proposigdo 1 do capitulo 11), en

tdo A(f + IRIX]) = 0 e portanto f + IRIX! = 0 em RIX1/IRIX], pois
A é injetivo. Logo f ¢ IRIX]1, donde f/g € IR{X), Consequentemente
(f/g) + IR(X) = 0 em R(X}/IR(X) e @ é injetivo. Seja f’/g’ um e~

lemento arbitrario de A(X) (aqui f’ € AIX], g’ € ALX] e CA(g') =

= A). E claro que existe f ¢ RIX] tal que X(f + IR(X)) = f’. Se-

ja g’ =(a, + 1) + (a, + DX+ -+ + (a, + X" . Como

(ao + )A + (al + 1)A + -+ (an + {JA = CA(g') = A, entdo

agR +aR+ -~ + a3 R+ 1 =R. Logo existe c ¢ | e existem

Py Pyrvens, P& R tais que a r, + a,r, * - tanr t+c-= 1.

Portanto a R + a, R+ ---- + a R+ cR = R. Sejag=a, +a, X+ -
+a X" + X" Entdo Cplg) = R, isto &, g e S. Como

Ag + IRIXI) = Cag + 1)+ (ay + DX+ -+ (a, + DX" +

4 (c 4 i)xni-‘ - (ao + l) + (ai + I)x 4+ - s - 4 (an + I)Xn — g!’

entdo €((f/g) + IR(X)) = A(f + IR[X1)/x(g + IRIX]) = f'/g’. Se-

gue-se que W é sobrejetivo.
Consequentemente Y é um isomorfismo de anéis.

C.Q.D.

PROPOSICAO 7 - Seja | um ideal de R. S3o equivalentes:
{a) IR{X} & finitamente gerado.
(b) IR(X) & finitamente gerado.

{c) | é finitamente gerado.
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DEMONSTRAGAO - E claro que (c) implica (a).
(a) = (b). Suponhamos que IR{X} é finitamente gerado. Como
R(X) é uma localizagdo regular de R(X), entdo IR(X) é a extens3o

de IR{(X) a R(X). Portanto IR(X) também & finitamente gerado.

(b) = {(c¢). Suponhamos que IR(X) = FiR(X) + .o+ f R(X), onde
fi e IRIX}, 1 £ i < n. Como £, R(X) € C(f; )R(X) e C(f,) C 1,

1 £i <n, entdo IR(X) = C(f IR(X) + .-+ + COF IR(X) =
= (C(Fi) + -+ C(f )IR(X). Logo | = C(F{) + -+ C(f) pela

A

proposigdo 5. Portanto | é finitamente gerado.

C.Q.D.

Agora consideraremos um resultado muito Gtil.

LEMA 4 - Seja R um anel local. Se | = (ai, az,....,an) é um |-
deal principal de R, entdo | = (ak) para algum k ¢ {1,2,....,n}.
DEMONSTRAGAC - Podemos supor que | # 0, porque se | = 0, entdo
o resultado é trivialmente verdadeiro. Ponhamos | = (d) e supo-
nhamos que M é o Unico ideal maximal de R. Como (ai,az,....,an)
= (d), entdo existem S,s Sgse---, 5, € R tais que d = s,a, +
+ s,a, t -t s a, e para cada i € {1,2,....,n} existe r; € R
tal que a; = r;d; logo a; = r;(s,a, + s,a, + - + s a,) =
=ris;a, tris,a, v o+ rosgag Para cada i € {1,2,....,n}l.
Suponhamos que r; € M para todo i € {1,2,....,n}. Como
a, = rys,a, +tr osa, t -+ s.a,, entdo (1-r,s,)a, = r, S, 8,
+r,s,a, t o A r s al logo a, € (a‘,az,. .,an_l), pois

l-r, s, € U{R) (o radical de Jacobson de R é M neste caso)}. Entio

(d) = (a,,a

Por repeticdo do mesmo raciocinio obtem-se (d)

2,....,an) = (ai,az,....,an_i).

= (airazr"-ran} = (aifazl"'!an_!) = Tt :(a’_:az) = (a‘). En

tdo existe s € R tal que d = sa, e portanto a, = Pid = r sa,. Lo
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go (I-r,s)la, = 0 e portanto a, = 0, pois I-r;s € U(R). Entdo | =

= (a,,a,,....,8,) = (a,) = 0, o que é uma contradicdo.

Ent3do existe k € {1,2,....,n} tal que re € R\M = U(R) e
portanto d = aKP;‘ € (ak). Em consequéncia existe k € {1,2,...,n}
tal que | = (d) = (ak).

C.Q.D.
PROPOSICAO 8 -~ Seja f ¢ RIX)1. S30 equivalentes:

{(a) C(f) é localmente principal.
(b} fR{X) = C(FIR(X).

(c) FRIX)
(d) C(fIR(X)} é principal.

IR(X) para algum ideal 1 de R.

I

{(e) C(Ff)R(X) & localmente principal.

DEMONSTRACAO - (a) = (b). Por localizagdo podemos supor que R
é local e que C(f) é um ideal principal de R. Seja C(f) = (a).
Pelo lema 2 existe h ¢ RIX} tal que f = ah e C(h) = R, isto &,
h € S. Portanto hR{X) = R(X), pois h e U(R(X)); logo C(fIR(X) =
= (a)R(X) = (a)hR(X) = ahR(X) = FR(X).

(b) => (¢). £ suficiente tomar | = C(f).

{(c¢) = (a). Por localizagdo podemos supor gque R é local. Deve-
mos demonstrar gque C(f) é principal. Como IR(X) = fR{(X), entdo
[R(X) é gerado por um nimero finito de elementos de |, pela de-
monstracdo da proposicdo 7. Logo IR(X) = aR(X) para algum a € |
pelo lema 4. Portanto f = a(g/h) para alguns g, h ¢ R[X}, com
C(h) = R. Entdo hf = ag e C(f) = C(f)R = C(Ff)C(h) = Clag) =

= aC(g) € (a) € C(f), pois IR(X) = fR(X) € C(fIR(X) e portanto
b = IR(X) NR € C(fIR(X) NR = C(f). Em consequéncia C(f) = (a)
& principal.

£ claro que (b) implica (d) e que (d) implica (e).
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(e) => (a). Podemos assumir que R é local e C{f)R(X) é princi-
pal (R(X) é local pelo teorema 2). Entdo C(f)R(X) = aR{X) =

= (a)R(X) para algum a € C(f), pela proposicdo 7 e o lema 4. Por
tanto C(f) = (a), pela proposicdo 5. Consequentemente C(f) &

principal.

C.q.D.

COROLARIO - Se | = (ao,ad,....,an) ¢ um ideal localmente princi
pa! de R, entdo IR(X) é principal. De fato, IR(X) = fR(X), onde

1]
= + I A T S
f a, a, X a, X .

PROPOSICAD 9 - Seja | um ideal de R.Sdo equivalentes:
(a) IR{X) é localmente principal.
(b) IR(X) & localmente principal.

{(c) 1 é& localmente principal.

DEMONSTRAGAC - (a) = (b). Suponhamos que IR{X) é localmente
principal. Por localizag3o podemos assumir que R{X} €& local. En-

t3o IR(X) & principal. Como IR(X) & a extensdo de IR{X) a R(X),

ent3o IR(X) é principal.

(b) => (c)}. Por localizagdo podemos supor que R é local e IR(X)

& principal (R{X) é local pelo teorema 2). Entdo IR(X) = fR(X)

para algum f € IR[X]. Logo I = C(f) é principal, pelas proposi-
cdes 5 e 8.
(¢) = (a). Suponhamos que | é localmente principal. Seja

K € Max(R{X)) qualqguer e ponhamos @ = K N RIX] e P = Q N R. En-
tdo QNU =@ ¢ P& um ideal primo de R. Logo R(X)K = R[X}Q =
= RP[X]QP' pela parte (b) da proposicdo 6. Como IP & principal,

entdo IR{X)y = IREX]q = IpRp[X]QP é principal. Consequentemente
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IR{X} é localmente principal.
C.q.D.

COROLARIO - Seja | um ideal de R. S3o equivalentes:
(a) IR{XY é localmente principal finitamente gerado.
(b) IR(X) é localmente principal finitamente gerado.
(¢) | é localmente principal finitamente gerado.

Agora consideraremos o anel R{X,Y) = R[X,Y]w, onde W =
= {f ¢ RIX,Y]; Cr(f) = R} = RIX,YIVU{MIX,Yl; M e Max(R}}. De-
monstraremos que R(X,Y) = R(X)(Y). Este fato permite demonstrar
facilmente gque todo ideal localmente principal finitamente gera-

do de R(X) é principal.

PROPOSIGAC 10 - R(X,Y) = R(X)(Y).

DEMONSTRACAO - Se M ¢ Max(R), entao MR[X]SIY} = MR[X,Y]S; fogo
MR(X) Y] A RIX, YD = MRIXIGIYD N RIX, Y] = MRIX, Yo N RIX, Y1 =
= MRIX,Yl, pois MRIX,Y] & um ideal primo de R[X,Y] disjunto de S
(teorema 4.5 de (7)). Portanto g e RIX,Y]l e g e UIMR(X)}LY];
M e Max(R)} imptica que g € U{MRIX,¥Y]l; M e Max(R)}}. Segue-se
que g € RIX,YIVU{MREX,Y]; M € Max(R)} implica que
g e ROXDIYIVU{MR(X)IY]; M e Max(R)}. Em consequéncia
R(X,Y) = {f/g; f, g € RIX,Y), g ¢ U{MRIX,Y]; M e Max(R)}} C
C {f/g; f, g € RIXIIY], g ¢ UIMR(X)IY]; M e Max(R)}} = R(X)(Y).

Por outro lado, se f/g € R(X)(Y), onde f, g e R(X)ILY],
g ¢ U{MR(X}{Y}; M € Max(R)}, entdo f = £'/h, g = g'/k, onde
£, 9" € RIX,Y), h,k ¢ U{MRIXI; M e Max(R)} e g’ ¢ WU{MR[X,Y];
M e Max(R)}. Logo f/g = (f’k)/(g’h)}, onde f’'k, g’h g RIX,Y] e
g’h ¢ UIMRIX,Y1; M ¢ Max{(R)} e portanto f/g € R(X,Y).

C.Q.D,
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TEOREMA 3 - Todo ideal localmente principal finitamente gerado

de R(X) & principal.

DEMONSTRAGAC — Seja K = f R(X) + f,ROX) + <o+ + f R(X) um ideal
localmente principal de R(X), onde f; € RIX], 0 € i € n. Seja

f =1+ der’ + fzx"= + e 4 Fan", onde r; = gr(Fa) +

+ gr(f,} + - + gr(Fi-g) + i, 1 i £ n. Entéo CRfF) =

= Cplfy ) + Cplf, ) + -+~ + Cp(f,). Seja A = R(X), Se g = f_ +

+ £,Y + -+ £,Y" € ALY, entdo Cyulg) = K. Como K é localmente

principal, entdo KA(Y) = Ca(g)A(Y) = gA(Y)}, pela proposicdo 8.
Logo KR(X,Y) = KR(X)(Y) = KA(Y) = gA(Y) = gR(X)(Y) = gR(X,Y).

Por outro lade FR(X,Y) = FR(X)}(Y) € KR(X)(Y) = KR(X,Y) = gR(X,Y).
Portanto f = (h/k)g para alguns h, k € RIX,Y], onde Cgr(k) = R.
Além disto CRr(f) = Cr(f,) + CR(F{) o 4 CR(Fn) = Crlg) (aqui
g é considerado como um elemento de RIX,Y]}. Segue-se que Cr(f) =
RCR(F) = Crk)Cr(f) = Cp(kf} = Crlhg) € Cp(h)Chlg) =

CR(hICR(F) C CR(F), isto &, CR(f) = CR(FICr(h}. Seja M ¢ Max(R)

n

arbitrédrio. Entdo CR(F)M = (0)y ou CrR{h}M = Ry, pelo lema de Naka

yama. No primeiro caso resulta KRy(X) = 0 = fRy(X). No segundo

caso temos CR(h)M = RM e portanto a imagem de h em RM(X,Y) é uma

unidade; logo fRy(X,Y) = gRy(X,Y), donde fRy(X) =

= FRy(XICY) N Ry(X) = gRy(X)(Y) N Ry(X) = KRy(X){Y) N Ry (X) =

KRy(X). Consequentemente (globalizando) K = fR(X) é principal.
¢.Q.D.

0 préximo resultado a ser demonstrado € o seguinte; um -
deal de R é inversivel se e sé se é regular, localmente princi-

pal e finitamente gerado. Em primeiro lugar consideramos um lema.

LEMA 5 - Seja R um anel local. Se | é um ideal (inteiro) inver-

sivel de R, entd3o | é principal.
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DEMONSTRAGAO - Seja M o Gnico ideal maximal de R. Como | & in-

versivel, entdo | ¢ IM; logo existe a € | \ IM. Pelo teorema 7.2
de (7), existe um ideal J de R tal que (a) = 1J, pois (a) T | e
| é inversivel. Se J # R, entdo J € M e portanto {(a) = 1J C IM,
o que & uma contradigdo. Em consequéncia J = R, donde | = IR =

= 1J = (a) é principal.

C.Q.D.
PROPOSIGAO 11 - Se | é um ideal (inteiro) inversivel de R, entdo
| é regular, localmente principal e finitamente gerado.
DEMONSTRACAO - Suponhamos que | & um ideal (inteiro) inversivel

de R. Seja K o inverso de |. Como KI = R, entdo K C [R:l]T(R).
Logo R = Ki & [R:I]T(R)I CR, isto é, KI = R = [R:I]T(R)I. Por-
tanto [R:I]T(R) = K e [R:IJT(R) & o UGnico inverso de |. Como

[R:I]T(R)I = R, entdo existem x,, X,,+vs., X, € [R:I]T(R) e

a,, @,,00+., @, € | tais que 1 = x,a, * x,a, *+ """ + xga,. Seja
a € | arbitrario, entdo a = al = a(x’a‘1 t ox,a, t oot x,a,) =

= (axi)ai + ax,)a, + - 4+ (axn)an, onde ax; € R para cada i em
{1,2,....,n}. Logo a € (a‘,az,....,an). Segue-se gue | =

= (ai,az,,...,an) finitamente gerado. Por outro lado, como

é
x- € [R:'JT(R) € T(R) = RReg(R)' entdo existe r; ¢ Reg(R) tal que

rox, € R, 1 €£i £ n. Seja r = Pyr, "ot r, € Reg{R). Entao rx.
estd em R para cada t ¢ {1,2,....,n} e portanto

r=ri{xa, +x,a,+ -+ xqapt = (rx,)a, + -~ + (rx, )a, estd
em (a!,az,....,an) = |, Consequentemente | é regular. Vejamos a-
gora que | é localmente principal. Seja M € Max{(R)} arbitrério,
Entdo lRM é& um ideal inversivel de RM' Como RM ¢ local, entdo

IRM é principal, pelo lema 5. Em consequéncia | é localmente prin
cipal.
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DEFINIGAO - Seja | um ideal de R. Dizemos que | é localmente in

versivel se iRM é inversivel para todo M € Max(R).

PROPOSICAD 12 - Seja | um ideal de R. Se | é regular, localmen-
te inversivel e finitamente gerado, entdo | é inversivel.
DEMONSTRACAQ - Suponhamos que | é regular, localmente inversi-

vel e finitamente gerado. Entd3o existe a € | N Reg(R); Seja

M € Max(R) arbitrdrio. Como | é finitamente gerado, entdo
((a):l)M = (a)M:IM, pela parte (4) do teorema 4.4 de (7). Por ou
tro lado, (a)M(IM)-‘ c RM' pois IM é inversivel e (a)M Cly- Tam-
bém temos ((a)M(IM)-l)IM = (a)y e ((a)M:lM)IM C (a)M. Logo
(a)M(lM)—i c (a)M:IM e portanto (a)M c ((a)M:IM)IM < (a)M, isto
é, ((a)M:IM)!M = (a)M. Segue-se que (((a):I)I)M = ((a):I)MIM =

= ((a)M:IM)IM = (a)M para todo M € Max{R). entdo ((a):!)1 = (a)
pela proposicdo 3.13 de (9). Em consequéncia | é inversivel (teo

rema 7.2 de (7)).

Todo ideal fracionario regular principal de R é inversivel.
De fato, se x € T{(R) e x é um elemento regular de T(R), entdoc x
é uma unidade de T(R)}, pela proposicgdo 2.7 de (7). Como (x)(x~') =
= R, entdo (x) é& um ideal fraciondrio inversivel. Segundo este

resultado, temos o seguinte corolério.

regular, localmente

™

COROLARIO - Seja | um ideal de R, Se |

principal e finitamente gerado, entdo | é inversivel.

OBSERVAGOES - (1) Segundo este corolério e a proposicdo 11, um 1
deal de R é inversivel se e s6 se é regular, localmente princi-

pal e finitamente gerado.
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(2) Segundo o lema 1, f € Reg(RIX]) se e s6 se 0:C(f) = 0.

(3) Se | é um ideal regular de R, entdo 0:1 = 0, De fato, se x
¢ um elemento arbitrério de 0:1 e a € | N Reg(R), entdo xI € 0
e portanto xa = 0. Logo x = 0. Consequentemente 0:1 = 0,
PROPOSIGAO 13 - Seja | um ideal de R. S3o equivalentes:

{(a) IR(X) é inversivel.

(b) IR(X) &€ inversivel.

(c) | é localmente principal finitamente gerado e 0:1 = Q.
Em particular, se | é regular, ent3c sdo equivalentes:

(d} IR(X) é inversivel.

(e} IR(X) é inversivel.

(f) 1 & inversivel,

DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que IR{(X) é inversivel.

Entdo sua localizagdo IR(X) é também inversivel.

(b) => (c). Suponhamos que IR(X) é inversivel. Entdo IR(X) é lo
calmente principal finitamente gerado e portanto | também é fo-

calmente principal finitamente gerado (coroldrio da proposicido 9},

Seja | = (ao,ai,. .,an). Se f =a + a,X + -1-- 4+ aan, entdo
IR(X) = fR(X), pois C(f) = | é localmente principal (proposicao
8). Logo f é regular e portanteo 0:1 = 0:C(f) = 0,

{(c) = (a). Suponhamos que | é localmente principal finitamente
gerado e 0:1 = 0. Ent3o IR{X) é localmente principal finitamente
gerado (coroldrio da proposicdo 9). Seja | = (ao,ai,....,an). En
tdo f = a, + a,X + -+ + a,X" & um elemento regular de IR(X?,
pois 0:C{f) = 0:1 = 0. Logo IR{X) é regular, localmente princi-

pal e finitamente geradc e em consequéncia [R{(X}) é inversivel,
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Para demonstrar a equivalencia de (d), (e) e (f), & sufi-

ciente observar que se | é regular, entdo | é inversivel se e SO

mente se | é localmente principal finitamente gerado e 0:1 = 0.
C.q.D.

PROPOSIGAC 14 — Se | & um ideal principal de R, entdo IR{(X) e

IR(X) sdo ideais principais de R{X) e R(X), respectivamente.

DEMONSTRAGCAC — Se | = (a), entdo IR{X)> = (a/1)R(X> e IR(X) =
= {a/1)R(X).

€.Q.D.
PROPOSIGAO 15 - Sejam R um dominio de integridade e | um ideal

de R. S30 equivalentes:
(a) IR{X) é principal.

{(b) | & principal.

DEMONSTRAGAC - (&) => (b). Suponhamos que IR{X) é principal. En
td3o IR(X> = fR(X) para algum f ¢ RI[X]. Seja f = a, *+ aix +
+ aan, onde a_ # 0. Como f ¢ IR{X)>, entdo existe g ¢ U tal

que gf ¢ IR[X]; logo a, € |, pois g é mdnico. Portanto (an) CI.
Seja a ¢ | qualquer. Entdo a e IR{X>=FfR{(X). Portanto a = f(k/h},
para algum k € R[X] e algum h € U; logo ah = fk. Como h & monico,
ent3o a é o coeficiente lider de ah e como R é um dominio de in-
tegridade, entdo a é o coeficiente |Tder de fk. Portanto a =

= a, by, onde b, é o coeficiente lider de k. Em consequéncia,

ae (a)) e assim | = (a,).

Pela proposigdo anterior (b) implica (a).
C.Q.D.



32 -

TEOREMA 4 - 830 equivalentes:
(a) R{X) é um dominio de integridade.
(b) R(X) é um dominio de integridade.

(c) R é& um dominio de integridade.

DEMONSTRAGAC - (a) => (b). Suponhamos que R{(X) é um dominio de
integridade. Como R{X} & uma localizac3o de R{X}, entdo R(X) &

um dominio de integridade.

(b) => (c). Suponhamos que R(X) é um dominio de integridade. En

t3o R é um dominio de integridade, pois R é um subanel de R({X).

(¢} = (a). Suponhamos que R é um dominio de integridade. Entio
RIX] é um dominio de integridade. Como toda localizagdo de um do
minio de integridade é um dominio de integridade, entaoc R{X} é

um dominio de integridade.

C.Q.b.

TEOREMA 5 - S3o equivalentes:
(a) RA{X) é noetherianc.
{b) R(X) é noetheriano.

{c) R é noetheriano.

DEMONSTRAGEO - (a) => (b). Suponhamos que R(X) é noetheriano.

Entdo sua localizagdo R(X) é um anel noetheriano.

(b} => (c¢). Suponhamos que R(X) & noetheriano. Seja I, €1, C
S .... €1, € .... uma cadeia ascendente de ideais de R. Entéo
I,R(X) € I,R{(X) & ..... I ,R(X) & .... é uma cadeia ascendente
de ideais de R{X). Logo existe um inteiro positivo m tal que

t,R(X) = I R(X)} para todo n » m, donde | = lnR(X) nNR-=
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-

= I,R(X}) N R =1_ para todo n > m. Em consequéncia, R é noetheria

o,

(¢c) => (a). Suponhamos que R é noetheriano. Entio RIX] é noethe
riano, pelo teorema da base de Hilbert. Portanto R{X) & noetheria
no, pois toda localizacdo de um anel noetheriano é um anel noethe

riano.

DEFINIGAC - Dizemos que R é radicalmente fechado se q e T(R) e

q" ¢ R para algum n ¢ N implica que g e R.

LEMA 5 - R{X) N T(R) = R = R(X) N T(R).

DEMONSTRACAO - E claro que R & R(X> N T(R) € R(X) N T(R). Se

g € R(X) n T(R), entdo g = a/b, para algum a € R e algum
b e Reg(R). Como a/b ¢ R{X), entd3o Rb = R e portanto b ¢ U(R),

Logo q € R. Conseqguentemente R(X> N T(R) = R = R(X} N T{(R).
c.a.D.

TEOREMA 6 - Se R{X) ou R{(X)} é radicalmente fechado, entdo R é

radicalmente fechado.

DEMONSTRAGAC - Suponhamos que R(X} é radicalmente fechado. Seja
qge T(R). Se q" € R para algum n e N, entdo g ¢ T(R{(X)) =

i

T(RIX]1) e q™ € R{(X) para algum n € N; logo g ¢ R<(X>, pois R{(X>
é radicalmente fechado. Portanto g e R{(X> N T(R) = R. Em conse-
quéncia R é radicalmente fechado. Similarmente demonstra-se que

R é radicalmente fechado, se R(X) o é.
C.Q.D.
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TEOREMA 7 -~ Se R{X) ou R{X) é integralmente fechado, entdo R é

integralmente fechado.

DEMONSTRACAO - Suponhamos que R{X) & integralmente fechado. Se
qge T(R) é inteiro sobre R, entdo g e T(R(X>) = T(RIX)) e g é in
teiro sobre R{X)>; logo g e R{X>. Portanto ge R{(X) N T(R) = R.
Em consequéncia R é integralmente fechado. Similarmente demons-

tra-se que R é integralmente fechado se R(X) o é.

C.Q.D.

TEOREMA 8 - Seja R um dominio de integridade. Se R é integral-

mente fechado, entdo R{X) e R(X) s3o integralmente fechados.

DEMONSTRAGAC - Suponhamos que R é um dominio integralmente fe-
chado. Ent3oc RIX] & integralmente fechado (corolario 10.8 de (7))
e portanto suas localizagdes R{(X> e R{X) sdo integralmente fecha

dos (proposicdo 10.2 de (7)).
C.Q.0.
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CAPTTULD 111

ANEIS ARITMETICOS E ANEIS DE PRUFER

Aquir consideram-se os dominios de Prufer e suas generali-
zagdes, Ve-se a grande utilidade do lema 4 do capitulo Il. Tam-
bém utiliza-se o seguinte resultado formal: todo ideal | de um a

nel R é a soma de todos os ideais principais de R contidos em |.

DEFINIGCAC - Seja R um dominio de integridade. Dizemos que R é
um dominio de Prufer se todo ideal ndo nulo finitamente gerado

de R é inversivel.

DEFINIGAC - Dizemos que R é um anel aritmético se todo ideal fi

nitamente gerado de R é localmente pricipal.

OBSERVAGCAO - Como um ideal de R é inversivel se e s6 se & regu-
lar, localmente principal e finitamente gerado, entdoc temos o se
guinte resultado: R é um dominio de Prufer se e sé se R € um do-

minio de integridade e R é aritmético.

LEMA 1 - Seja R um anel. Se os ideais principais de R estdo to-

talmente ordenados, entdo os ideais de R estdo totalmente ordena

dos.
DEMONSTRACAO - Suponhamos que os ideais principais de R estdo
totalmente ordenados. Sejam | e J ideais de R quaisquer. Se

| Q J, ent3o existe a € | tal que a ¢ J. Seja x € J qualquer. En
t3o (a) ¢ (x) € J. Logo (x} € (a), pela hipdétese. Portanto

x € {(a) € |. Consequentemente J C I.



36

PROPOSICAO 1 - S3o equivalentes:

(a) R é aritmético.

{(b) Os ideais de Ry estdo totalmente ordenados, para todo
Me Max(R).

(c) 1N +K) =0 nJ)+ {1 NK) para quaisquer ideais |, J,
K de R.

(d) 0Os ideais de Rp estdo totalmente ordenados, para todo ideal

primo P de R,

DEMONSTRACED -~ (a) = (b). Suponhamos que R é um anel aritméti-
co. Seja M e Max{(R) qualquer. Todo ideal principal de Ry é da

forma (a)M para algum a € R. Pelo lema 1 é suficiente demonstrar
que (a)M ¢ (bly ou (b)M c (a)M para quaisquer a, b € R. Como Ry

¢ local e (a,b)y é principal, entdo podemos supor que (a,bly =

= {a)y (lema 4 do capitulo II}. Logo (bly € (aly.

(b) == (¢). Suponhamos que os ideais de Ry estdo totalmente or-
denados, para todo M € Max(R)}, Entdc dados quaisquer ideais 1, J,
K de R, podemos supor que Jy & Ky: lego (rn () + K))M =
Iy N Gy + Ky) = IynN Ky = (IM N dy) + (IM N Ky), pois
Iy N Jy € Iy 0 Ky. Portanto (4 N (J + K)}y = ((0 N J) + (1N Ky

para qualquer M € Max(R). Globalizando resulta I N (J + K) =
= (I NJ)y + 1 NK).

(¢c) => (d). Suponhamos que I N (J + K) = (1 nJ) + (I NnK) para
quaisquer ideais |, J, K de R. Sejam P um ideal primo de R e

a, b € R quaisquer., Como a € (b) + (a=b)}, entdo (a) =

(a) N ((b) + (a-b)) = ((a) N (b)) + {((a) N (a-b)); logo a =

c + r{a-b), onde ¢ € (a) N(b), re R e r{a-b} € (a). Portanto
rb € (a) e (1-r)a = ¢c-rb € (b). Se r e R\P, entdo b/1 = rb/r e (a)p

n

e se re P, entdo 1-r € R\P e portanto a/1 = (1-r}a/{(1-r) =
= (c-rb)/(1-r) € (b)p. Entdo (b)P c (a)P ou (a)P c (b)P e conse-
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quentemente os ideais de Rp estdo totalmente ordenados.

{d} => (a). Suponhamos gque os ideais de Rp estdo totalmente or-
denados, para todo ideal primo P de R. Para demonstrar que R é a
ritmético é suficiente demonstrar que (a,b) é localmente princi-
pal, para quaisquer a, be R. Seja Me Max(R) e a, beR quaisquer.
Pela hipdétese, podemos supor que (a)M C (b)y. Logo (a,b)M =
= (aly + (b)M = (b)y, isto é, (a,b) é localmente principal.

C.Q.D.
LEMA 2 - Para quaisquer ideais |, J de K,
(a) (1 N JIR(XY = IR{XY N JR(XD.
(b) (1 N JRX) = IR(X) N JR(X).
DEMONSTRACAO - {a) Como (I N JIRIX) = IRIX]I N JRIX], entdo

(1 N DR = (I N DRIXT = (IREXD O JRIXT)Y = IRIXIy N JRIXD =
= IR(X) N JRLXD.

(b) E similar a anterior.

TEOREMA 1 ~ S3o0 equivalentes:
(a) R(X) é aritmético.

(b) R é aritmético.

DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que R(X) é aritmético. Se
jam 1, J, K ideais de R quaisquer. Entdo
(1N (J+ KYRX) = IRX) N (4 + KIR(X)
IR(X) N (JR(X) + KR(X))
CIR(X) N JR(X)) + CIR(X) M KR(X})
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(1 n DR + (1 KIR(X)
(Ci 0 JY + (1N K}R(X).
Logo | N (J + K) (I nJ) + (1 NK) (proposicédo 5 do ca-

1t

pitulo 11} e portanto R é aritmético, pela proposicdo 1.

(b} = (a). Suponhamos que R é aritmético. Demonstraremos que
R(X) é de Bézout. Sejam f, g € RIXI\{0}. Definimos h = f + X"g,
onde n = 1 + gr(f). Entdo C(h) = C(f) + C(g). Como C(f), C(g) e
C(h) s3o localmente principats, entdo (pela proposicdo 8 do capl
tulo 11) temos FR(X) + gR(X) = C(FIR(X) + C(g)R(X)

(C(f) + Clg))R(X)

C(h)R(X)

hR(X).

11

C.a.D.

PROPOSIGCAO 2 - Se R{(X) é aritmético, entdo R é aritmético.

DEMONSTRAGAO - Suponhamos que R{(X) é aritmético. Seja P um i-
deal maximal de R. Como PI[X] é um ideal primo de RIX] e

PIXI N =@, entdo PR{XY é um ideal primo de R(X>. Logo os i-

Vod

deais de R(X}PR(X) estdo totalmente ordenados. Mas R(X>PR(X> =

= RP[X]PRP[X] e RP c RP[X]PRP[X] = RP(X), pela proposicdo 6 do ca
pituto I1. Sejam a, b € RP' Entdo podemos supor que bRP[X]PRp[X] c
= aRP[X]PRP[X]' Logo existem f e RP[X], h e Rp[Xl\PRP[X] tais
que b = (f/h)a e portanto bh = af. Sejam f = p, + p, X + ++ - +
+paXK e ho= gyt oq X t oot a,X . Como h ¢ PRp[X1, entdo exis-
te k € {0,1,....,m} tal que g, € Rp\PRp = U(Rp). Se b = 0, entdo

bRp & akp obviamente. Se b # 0, entdo ba, = apy # 0; logo b =
= aqu;J € aRp e portanto bRp € aRp. Entdo os ideais de Rp estdo

totalmente ordenados e consequentemente R é aritmético.
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LEMA 3 - BSeja R um dominio de integridade. Se Q@ é um ideal pri-

mo de R[X] tal que R[(X]Jy é um anel de valorizagdo e

(@ ARIX]I CQ, entdo QAR = 0.

DEMONSTRAGAO - Como REXTq € um anel de valorizagdo e Raongr =

= R[X]Q n T(R), entdo Rgwa é¢ um anel de valorizagdo, pelo teore

ma 19.16 de (7). Portanto ndo existe perda de generalidade em

assumir que R € um anel de valorizagdo e @ M R é seu dnico i1deal

maximal. Como R/(Q MR} é um corpo e RIX1I/{Q N RI[X] =

= (R/{Q N R)IIXY, entdo @/(Q N R)IX] é principal. Logo Q@ é gera-

do médulo (@ N R)YI[X] por um polindmio ménico f € Q. Seja

a € Q@ NR e suponhamos que a # 0. Como R[X]Q é uma anel de valo-

rizacdo e T ¢ (Q N R)IX1g, entdo f divide a em RIX1q e portanto

existem g € RI[X), h € RIXI\Q tais que a = (g/h)f. Logo h =

= (1/a)gf em FIX], onde F = T(R). Sejam f = a X" + «-++ + a X +
+ag, nz1, (1/a)Jg = byX" + -+ + b X+b eh=c, X
©t ¢, X + ¢ ,, onde a, = 1, a; eR, 0gign, bJGF, Ogigm,

b #0ecyeR, Ogskgmtn., Entdo

Carm -~ Pm

Chnem-1~ bm-i * bman—l

Chgm-r = P o T by @80y o 7 Brpyorys @nos S 7 minin,r}

Caet = by + bya, . + -+ +bga 5, 8= minin, m-1}

cp = by, + bya,., + - tbga, o, 5= minfn,mf.
Logo by = Cpym € Ry b y,vn--, by, b, eR. Portanto

h e fRI{X] € @, o que é absurdo. Consequentemente a = 0 e QNR =

C.Q.D.

Seja R um anel. Se M é um subconjunto multiplicativamente

fechado de R[X) e K é um ideal primo de R[X]M, ent3o existe um
ideal primo @ de RIX], com @ MM = @, tal que K = Qy = QRI[Xly.

Comprova-se sem dificuldade que a aplicagdo

0.
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H:R[X]Q —> (R[X]M)Q dada por H(f/g) = (f/1)/(g/1) estéd bem
M

definida e é um isomorfismo de anéis., Também pode demonstrar-se

que se M € R, entdo RM[X] e R[X]M sdo anéis isomorfos.

LEMA 4 - Seja R um dominio de integridade. Se a ¢ R\{0}, entdo
aX + 1 e RIX] & primo, isto é, (aX + 1)RIX]I é um ideal primo de

REX].

DEMONSTRACAO - Consideremos o homomorfismo de anéis
H:RIX] —— T(R) tal que H(X) = -1/a e H(r) = ¢ para cada r € R.

£ claro que (aX + 1)RIX) € Ker(H). Seja f = a Xkt -0t a X+
+ a, € Ker(H) gqualquer. Entdo
ap(-1/a)" + a,_(-1/a)"7" 4 oo 48, (-1/a) + a, = H(F) = O.
Logo
ap = (D" e (e, (<1/)" T+ -+ e (<1/a) + &)
= a((-D*Ma,_, = oo+ (D™, (c1)"TA" ).
Segya g = bn_ix"" i le + by, onde
be, = (-l)znan-i . (_1)zn—4aan-z I (_1)n+1an-4a0
b, = (+1)*"a,_, + (-1)* " taa,_, e+ (c1DME"EG,
by = (-1)*"a, + (-1)*" " aq,
by = (-1)*"a, = a,
Entdo glaX + 1) = bn_laXn + {by, abn_z)x"'1 + e 4
+ (b, + bya)X + by = a X" + a, X"' 4 +a X+ a, =f. Logo

f € (aX + 1)RIX1. Portanto Ker{H) = (aX + 1)R[X]. Consequentemen
te RIX1/((aX + 1)RIX] )} é um dominio de integridade, isto §&,

(aX + 1)RIX] é um ideal primo de RIXI.
c.a.D.

PROPOSICAC 3 Se R{X) é aritmético, entdo dim R £ 1.
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DEMONSTRAGAO - Suponhamos que R{(X) & aritmético e que dim R > 1.
Consideremos em primeiro lugar o caso em que R € um dominio de
integridade. Ent&o existe uma cadeia 0 € M C P de ideais primos
de R. Seja a € PI M. 0 ideal Q@ = M[X) + (aX + 1)}RIX) ndo contém
polinbmios mBnicos, isto é, QN U =@, e MIX] € Q. em RIXI/MIX] =
Z (R/M)IX) o ideal OQ/MIX] é gerado por {a + M)X + (1 + M). Como
R/M € um dominio de integridade, ent3o (a + M)X + (1 + M) & pri-
mo, pelo lema 4. Logo Q/MI[X] é um ideal primo de RIXI/M[X] e por
tante @ € um ideal primo de RI[X]. Por outro lado aX + 1 € Q e

aX + 1 ¢ (@ NR)IXI, pois 1 ¢ Q NR; também M C Q. Logo
(QNR)IXIC Qe @NR # 0., Entdo (pelo lema 3) RiXIy ndo é um a
nel de valorizacdo. Seja K a extensio de Q@ a R{(X), isto é, K =

= QU = QR{X}. Entdo K é um ideal primo de R{(X) e R{(X)yg =

= (R[X]U)Qu g RIX1y ndo é um anel de valorizagdo, o que contra-
diz o fato de ser R{(X) um anel aritmético.

Consideremos agora um anel R qualquer. Seja M € N C P uma
cadeia de ideais primos de R. Entdo O € N/M € P/M é uma cadeia
de ideais primos do dominio de integridade R/M e portanto
dim(R/M} > 1. Segundo o caso anterior existe um ideal primo Q de
RIXJ, com MIX] € @ e @ N U =@, tal gue Q/MIX] é um ideal primo
de (R/M)IX] Z RIXI/MIX] e (R[X]/M[X])Q/M[x] ndo & um anel de va-
lorizagdo. Seja W = RIXJ1Q. Como MI[X] € @ e Q é um ideal de RIX],
entdo MIXJ NW = ¢ e (MIXI + W)/MIXI = (RIXI/MIX1)\ (Q/M[X1). Lo
go (R[X]/M[X])Q/M[X] = RIXIg/MIX1g, pela proposigdo 5.8 de (7).
Portanto os i1deais de R[X]Q ndo estdo totalmente ordenados, o

que € uma contradi¢do, como no caso anterior, Consequentemente

se R{X) & aritmético, entdo dim R £ 1.

C.Q.D.

TEOREMA 2 - S3o equivalentes:
(a) R{(X) é aritmético.
(b) R é aritmético, dimR £ 1 ¢ Ry € um corpo sempre gque M C P

é uma cadeia de ideats primos de R.
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DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que R{(X) é aritmético. En
tdo R € aritmético e dim R € 1, pelas proposigdes 2 e 3, respec—
tivamente. Seja M C P uma cadeia de ideais primos de R. Se

a € P\M, ent3o (pelo lema 4) {(a + M)X + (1 + M) é um elemento
primo de (R/M}IXI. Seja @ = MIX] + (aX + 1)RIXl. Entdo Q/MIX1 &
um ideal primo de RIX1/MIX] = (R/M)}IX], pois seu gerador

(a + M)X + (1 + M) é primo. Portanto Q@ é um ideal primo de R[X]
e ndo contém polindmios mbnicos, isto é, @ N U = ¢g. Entédo

RIX1g = R(X)QU é uma localizagdo de R{X) e portanto os ideais de
RIX1, estdo totalmente ordenados. Como aX + 1 ¢ MIXI, entédo

((aX + 1)RIXI)y ¢ MIX]y. Logo MIX1y € ((aX + L)RIX1)y. Seja m € M
qualquer. Entdc m/1 = (aX + 1)f/g, para algum f e RIX] e algum

g € RIX1\Q; logo mgh = (aX + 1)fh para algum h € RI[XI\Q. Como
ClaX + 1) = R, entdo C(fh) = ClaX + 1)C(fh) = C{{aX + 1)fh) =

= C{mgh) = (m)C(gh) € (m) e portanto fh = mk para algum k e RIXJ},
Entdo m o (aX + 1)f  (aX + 1)fh _ m{aX + 1)k

1 g gh gh

Consequentemente (m)Q = Qg(m]g, donde (m)Q = (O)Q, pelo

-~

tema de Nakayama. Portanto MIXIg = (O)Q; logo R[X]M{XJ =
2 (R[XIQ)M[X]Q = (R[X]Q)(O)Q & um dominio de integridade. Entdo
Ry € R[X]M[X] é um dominio de integridade. Mas MRM = 0 em RM’
pois em caso contrdrio obteriamos uma cadeta 0 €M C P de ideais
primos de R, o gue implicaria que dim R > 1. Portante Ry é um

corpo.

(b) = (a). Suponhamos que R é aritmético, dim R €1 e RM & um
corpo sempre que M € P é uma cadeia de ideais primos de R. Seja

Q um ideal primo de RIX], com QN U =@, e sejaM=QNR., Se M
é maximal, entdo (R/M)IX] = RIX1I/MIX] & um dominio de ideais
principais e portanto Q/MIX] = 0 ou Q/MIX] é gerado por algum
felUMNQ. A segunda possibilidade implica que Q N U # &, o que

é absurdo; logo devemos ter Q@ = MIX]. Como os ideais de Ry estédo
totalmente ordenados, entdo RM é de Bézout e portanto aritmético.

~F

Logo R(X)QU = R[X]M[X] = RM(X) é aritmético (teorema 1)}. Mas RM
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é local; logo RM(X) ¢ local, pelo teorema 2 do capitulo |l. Por-
tanto os ideais de R{X)QU estdo totalmente ordenados, pela propo
sicdo 1. Se M ndo é maximal, entdo Ry € um corpo, pela hipdtese.
Logo R(X)g % RIXlg % RylXlg, é uma localizacdo do dominio de i-
deais principais RM[X] e portanto é um anel aritmético local. En
td3o os i1deais de R(X)QU estdo totalmente ordenados, pela proposi

cdo 1. Consequentemente R{X} & aritmético.

c.a.D.
DEFINICAO - Dizemos que R é um anel de Prifer se todo ideal re-
gular finitamente gerado de R é inversivel.
DEFINIGAC -~ Dizemos que R é um anel fortemente de Prifer se to-
do ideal finitamente gerado | de R, com O:1 = 0, & localmente

principal.

OBSERVACOES - (1) Todo anel aritmético é um anel fortemente de
Prufer.

(2) Todo anel fortemente de Prufer é um anel de Prufer.

TEOREMA 3 - S3o equivalentes:
{a) R(X)} é um anel de Prufer.

{b) R & um anel fortemente de Prufer.

DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos gue R(X) é um anel de

Prifer. Seja | = (ao,a{,....,an) um ideal finitamente gerado de
R, com 0:1 = 0. Seja f = a, + aiX + o aan. Se c € R e ca; =
=0, 0€£1i < n, entdo cl = 0; ltogo c € 0:l e portanto ¢ = 0. En-

tdo f & regular e portanto IR(X) = C(f)R(X} é um ideal regular
finitamente gerado de R(X), pois f e fR(X) € C(FIR(X) = IR{X).
Como R(X) é um anel de Priifer, entdo IR(X} é inversivel., Logo |

é localmente principal, pela proposigdo 13 do capitulo Il. Conse
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quentemente R € um anel fortemente de Prufer.

(b) => (a). Suponhamos que R é um anel fortemente de Prufer. Se
ja K um ideal regular finitamente gerado de R(X). Entdo K = Qg
para algum ideal regular finitamente gerado Q de RIXl. Seja Q =
= fyRIXI + f,RIX} + -+ -+ + f,RIX]. Se g fy

+ Fan", onde r; = gr(Fi) + gr(fz) + e 4 gP(F;_i] + -1, 2<i<€n,

n
+ f, X R +

entdo C(g) = C(f,) + C(f,) + +-- + C(f,) é um ideal finitamente
gerado de R e 0:C(g) = 0, pois Q contém um elemento regular. Lo-
go C(g) é localmente principal e portanto C(g)R(X) = gR(X) (pro-
posic8o 8, cap. Il}. Mas gR(X) € QR{X} = K & C{g)R(X) = gR(X},
pois f;R(X) € C(F; )JR(X), 1 i <n. Entdo K = gR(X) é principal e
portanto inversivel. Consequentemente R(X) é um anel de Prifer.

C.Q.D.

COROLARIO - S3o0 equivalentes:
{a) R{X) & um dominio de Prifer.

{b) R é um dominio de Prifer.

TEOREMA 4 - Sdo equivalentes:
(a) R{X) é um anel de Priifer.
(b) R é um anel fortemente de Prufer, dim R £ 1 e RM é um corpo

sempre gue M € P & uma cadeia de ideais primos de R.

DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que R{(X) é um anel de
Priifer. Entdo sua localizacdo R(X) é um anel de Prufer. Logo R é
um anel fortemente de Priufer, pelo teorema anterior. Seja M C P
uma cadeia de ideais primos de R. Sejam m e M e a ¢ P\ M. Entéao
| = mRIX] + (aX + 1)RIX) & um ideal regular finitamente gerado
de RiX}. Portanto IR(X} é inversivel. Como M[X] + {(aX + 1}RI[X]
ndo contém polindmios médnicos, entdo existe um ideal primo Q de

RI[X1 tal que Q ndo contém polindmios mbénicos e MLX] +
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+ (aX + 1)R[X] € Q. Logo IQ = IR(X)QU é principal, pois [R{X) é
inversivel. Portanto lQ = ((aX + I)R[XJ)Q, porque ndo podemos

ter ((aX + l)R[X])Q c (mR[X])Q. Entdo, como no teorema 2, resul-
ta que RM é um corpo. Consequentemente dim R €1 e Ry € um corpo

sempre que M C P & uma cadeia de ideais primos de R,

(b) => (a). Suponhamos que R é um anel fortemente de Prifer,
dimK €1 e R é um corpo sempre que M C P é uma cadeta de i-
deais primos de R. Seja K um ideal regular finitamente gerado de
R{(X). Para demonstrar que K & inversivel & suficiente demonstrar
que K € um ideal princtpal para todo ideal maximal L de R{X)
que contém K. Sejam K = JU’ onde J é um ideal regular finitamen-
te gerado de R[X], L = Q,, onde Q@ é um ideal primo de RIX] e M =
= @ N R. Demonstraremos que Jg = (Jylg, = K| & principal. Se M
ndc é maximal, entdo RM é um corpo, pela hipétese. Logo JQ ¢ um
RM[XIQM
Se M & maximal, entdo Q@ = M[X] ou @ = M{X] + fRI[X] para algum

-~

ideal principal no anel de valorizagdo discreta R[X]Q =

f ¢ R(X] mdnico. Como @ ndo contém polindmios mdnicos, pois sua

localizagao L é maximal, entdo devemos ter Q = M[X]. Logo

RIXIq = RIXDy(x] ¥ Ry(X). Sejam J = £ RIX] + £ REX] + - -+
L

+ f RIX], onde f; ¢ R(X], 1 €1 €n, eg="F + X S

+ £,X", onde r; = gr(f ) + gr(f,) + -+ + gr(f; ) + i-1, 2 €

€ 1 € n. Entdo, como na demonstracdo de teorema 3, JQ =

= JRM(X) = gRM(X) é principal,.
C.q.D.

Agora consideremos os reticulados de ideais, L(R) e

L{(R(X)), de R e R(X), respectivamente, e a aplicacgdo

@ : L(R) ——> L(R(X))

I —— IR(X)

OBSERVACAQ - E claro que ® é injetiva (proposicdo 5, cap. I1).
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PROPOSIGAO 4 - A aplicagdo © preserva somas e intersegdes arbi-

trdarias e produtos finitos de ideais.

DEMONSTRAGAC - Seja | uma soma de ideais de R, digamos | =
= E;A l.. Se g € IR(X), entdo q = f/h, para alguns f ¢ IR[X],
= €
h € S. Portanto existem &, ....,x, € A tais que f = a, f + --- +

+a f , onde a: € |I.,, f; ¢ RIX]J, 1 €£i € n. Logo q = a,{(f, /h} +
n n i I ’ 1 1

+ -+ a (f, /h) € 2:3 l.R(X). Reciprocamente, se q ¢ > | R(X)
o € =eh ’
entdo existem e, ...., x, €A tais que q = ad(ﬂ /hl) T +

+ an(ﬁ’/hn), onde a; € I“;, Fi e RiX1, h: € S, 1 €1 £ n. Lego
podemos escrever q = (6191 o+ angn)/h, onde g; € RIX],

1 €£i €n, h e $. Portanto g ¢ IR{X)}. Consequentemente

( g;ﬁl¢)R(X) = IR(X) = igﬁlxR(X). Similarmente demonstra-se que

P preserva intersecdes arbitrdrias e produteos finitos,

TEOREMA % - S3o0 equivalentes:

(a) 8 é sobrejetiva.

(b) © é um isomorfismo de reticulados que preserva a multiplica
cdo de ideais.

(c} R & aritmético.

DEMONSTRACAO - E claro que (a) implica (b).

(b) = (e). Suponhamos que € é um isomorfismo de reticulados.
Seja | = (ao,ai,....,an) um ideal finitamente gerado de R. Se
f=a, + aix + e+ aan, entdo fR(X) = JR(X) para algum ideal
J de R, pois 8 é sobrejetiva. Entdo | = C(f) é localmente princi
pal pela proposicdo 8 do capitulo 1]. Consequentemente R é arit-
mético.

(¢) = (a). Suponhamos que R é aritmético. Seja K um ideal de
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R(X). E suficiente considerar o caso em que K é principal, pois
todo ideal é a soma de todos os ideais principais que contém ¢ ©

preserva somas arbitrdrias. Seja K = fR(X), onde f = a_ + aiX +

+ o % anX" e R[X]. Como R é aritmético, entdo C(f) ¢ localmen

principal. Logo K = fR{X) = C(f}R(X), pela proposicdo 8 do capi-

tulo Il. Portanto K = @€(C{f)) e © & sobrejetiva.

C.Q.D
DEFINIGAO - Seja J um ideal de R. Dizemos que J é semi-regular
se existe um ideal finitamente gerado | de R tal que | € J ¢
O:1 = 0.

E claro gue o conjunto dos ideais semi-regulares de R é

um sub-reticulado de L{R).

DEFINIGCAO - Dizemos que R satisfaz a condigdo (A) se todo ideal
finitamente gerado | de R com 0:! = 0 é regular.
OBSERVAGAO - R satisfaz a condigd3o (A) se e somente se todo i-

deal semi-regular de R é regular.

TEOREMA 6 - Sdoc equivalentes:

(a) © & um isomorfismo de reticulados entre o sub-reticulado
dos ideais semi-regulares de R e o sub-reticulado dos ideais re-
gulares de R(X).

(b) Todo ideal regular de R(X) é extensdo de um ideal de R.

(c) R & fortemente de Priufer.

DEMONSTRAGCAO - £ claro que (a) implica (b).
(b) => (c). Suponhamos gue todo ideal regular de R{X) & exten-

sdo de um ideal de R, Seja | = (ao,ai,....,an) um tdeal finita-
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mente gerade de R com 0:1 = 0, Ent&o f = a + a X + ...t a X"
¢ um elemento regular de R{X) e portanto fR(X) é um ideal regu-
tar de R(X). Logo fR(X) = JR(X) para algum ideal J de R. Entdo

| = C(f) é localmente principal, pela proposicdo 8 do capitulo
I1. Consequentemente R é um anel fortemente de Prufer.

(¢} => (a). Suponhamos que R é fortemente de Priufer. Seja J um
ideal semi-regular de R. Entdo existe um ideal finitamente gera-
do de R, 1 = (a,,a
+ e aﬂX", entdo f € JR(X) é regular e portanto ©(J)} = JR(X)

{,....,an) C J, com 0:1 = 0. Se f = a, + aix +

& um ideal regular de R(X). Por outro lado, se K é um ideal regu
lar de R(X), entdc existe f € KN R[X] regular. Demonstraremos
que K é extensdo de um ideal de R, isto é, demonstraremos que to
do ideal regular de R(X) é um elemento de B8(L(R))}. Como K =

= K + fR(X), entdo K é a soma de todos os ideais da Torma

gR{X) +fR(X), com g € K. Para g € K, gR(X) + fR{(X) é um ideal re
gular finitamente gerado de R(X). Entdo gR{X) + fR{X) & inversi-
vel, pois R(X) é de Prifer pelo teorema 3. Logo gR{X) + fR(X) é
um ideal principal de R(X)} pelo teorema 3 do capitulo 1l. Portan
to existe h € RIX] regular tal que gR{X) + fR(X) = hR(X). Como
C(h) é finitamente gerado e 0:C(h) = 0, entdoc C(h) é localmente
principal. Portanto gR(X) + fR(X) = hR(X) = C(h)R(X). Disto re-
sulta que K é extensdo de um ideal de R. Seja K = JR{(X), onde J

& um ideal de R. Como FR(X) & um ideal regular de R(X), entdo

fR(X) = IR(X) para algum ideal | de R, segundo 0 gue acabamos de
demonstrar. Entdo C(f) é localmente principal e | = C(f). Logo
I e um ideal finitamente gerado de R, 0:1 = 0:C(f) = 0 e | € J.

Portanto J é um ideal semi-regular de R e consequéentemente K =

= @(J), onde J & semi~regular.

€.Q.D.

COROLARIO - S3o equivalentes:

(a) ® é um isomorfismo de reticulados entre os sub-reticulados

dos ideais reguisres de R e R{X).
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(b) Todo ideal principal regular de R{(X) é extensdo de um ideal
regular de R.

(c) R é um anel de Priifer que satisfaz a condigdo (A).

-

DEMONSTRAGAQ - € claro que {(a) implica (b).

{(b) =» {(c). Suponhamos que todo ideal principal regular de R(X)
é extensdo de um ideal regular de R. Seja | = (ao,ai,....,aﬂ) um
ideal regular de R. Entdo f = a, + aix + see 4 anxn é um elemen

to regular de R(X) e portanto fR(X) & um ideal principal regular
de R(X). Logo fR(X) = JR(X) para algum ideal regular J de R. Mas

isto implica que | = C(f) e localmente principal, pela proposi-
géo 8 do capitulo tl. Portanto | & um ideal regular localmente

principal finitamente gerado. Consequentemente | é inversivel e
R é de Priifer. Agora suponhamos que | = (a,,a,,....,a,} é um i-
deal de R e que 0:1 = 0, Seja f = a, + a,X + -~ - + a X", Entao

fR(X) = JR(X) para algum ideal regular J de R, pois f é um ele-
mento regular de R(X). Loge | = C(f) é localmente principal e
JR(X) = fR(X) = C(fIR(X) e portanto | = C(f) = J é regular. Em

consequéncia R satisfaz a condicgdo (A).

{c) => (a). Suponhamos que R é um anel de Priifer que satisfaz a
condicdo (A). Entdo R é um anel fortemente de Prifer e todo i-
deal semi-regular de R é regular. logo ® é um isomorfismo de re-
ticulados entre os sub-reticulados de ideais regulares de R e

R(X), pelo teorema 6.
C.Q.D.
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CAPITULO V

ANEIS DE HILBERT

Neste capitulo, A dernota o fecho integral de um anel A. U
tilizaremos os resultados do capitule anterior para estabelecer
condi¢des necessérias e suficientes para ser R{(X) um anel de Hil

bert.

DEFINIGAC - Dizemos que R é um anel de Hilbert se todo ideal

primo de R é uma intersec¢do de ideais maximais de R.

PROPOSICAO 1 - Sdo equivalentes:
{a} R(X) é& um anel de Hilbert.
(b) R é um anei de Hilbert e todo ideal primo de R(X) é a exten

sao: de um ideal de R.

DEMONSTRAGAC - (&) = (b). Suponhamos que R(X) & um anel de
Hilbert. Seja P um ideal primo de R. Entdo PR(X) é um ideal pri-
mo de R(X). Logn existe um conjunto {M. ; o €A} de ideais maxi=
mais de R tal que PR(X) = M {M.R(X) ; <€A }. Logo P =

= PRIX)NR = (N AMRX) ; e NR = N{MRX)NR;xel} =
= N {My; «<eA} é uma intersecdo de ideais maximais de R e por
tanto R & um anel de Hilbert. Seja Q um ideal primo de R{(X)}. En-
tdo Q@ = N {M_R(X) ; <€A} para algum conjunto {M_; «ef} de i-
deais maximais de R. Logo O = ( “rlj M. JR(X}, onde Mrln M, =

= QN R é& um ideal primo de R, e portanto Q@ & a extensdoc de um i

deal de R.

(b) => (a). Suponhamos que R é um anel de Hilbert e que todo i-

deal primo de R(X) é a extensdo de um ideal de R. Seja O um i-



51

deal primo de R{(X). Entdo @ = PR(X) para algum ideal P de R. Co-
mo P=QMNR e Qé primo, entdo P é um ideal primo de R. Logo
P=1n {M,; «eAl} para algum conjunto (M ; «ecA} de ideais ma-
ximais de R, pois R é de Hilbert. Portanto Q@ = PR{(X) =

= i}j M IR(X) = J?A M R(X) é uma intersecdo de ideais maxi-
mais de R(X). Consequentemente R{X) & um anel de Hilbert.

C.Q.D.

DEFINIGAO - Dizemos que R satisfaz a condicdo (¥) se para cada

ideal primo @ de RIX! com @ € MIX) para algum ideal maximal M de

R, temos Q@ = P[X] para algum ideal primo P de R (necessariamente
P=0Q0nN R).
PROPOSICAC 2 - Sdo equivalentes:

(a) Todo ideal primo de R{X) é a extensdo de um ideal de R.

{b) R satisfaz a condicdo (%).

DEMONSTRACAO - (a) = (b). Suponhamos que todo ideal primo de
R(X) é a extensd3o de um ideal de R. Seja Q@ um ideal primo de
RIX] com Q@ € M[X) para algum M € Max(R). Entdo QN S = @ (lembra
mos que S = {f € R[X) ; C(f) = R} ). Ltogo Q. & um ideal primo de

S

R(X) e portanto QS = PR{X) para algum ideal (primo) P de R (P =
= QN R). Entdo Q = QS N R{X] = PR(X) N RIX] = PiX1l . Consequen-

temente R satisfaz a condigdo (¥).

(b} => (a). Suponhamos que R satisfaz a condigdo (¥). Seja K um
ideal primo de R(X). Entd3o K = QS , onde @ = KN RIX] é um ideal
primo de R[X] com @ NS =@, 0 ideal N ={a ¢ R ; a e coeficien-
te de algum polinGmio em Q} estd propriamente contido em R, pois
@GN S =4¢g. Logo existe M € Max(R) ta! que N © M e portanto Q@ E
C N[X} € MIX). Entao existe um ideal P de R tal que Q = P[X] ,

pela hipétese. Consequentemente K = QS = P[X]S = PR(X) e a exten
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sdo de um i1deal de R.

C.o.D.
PROPOSICAQ 3 - 530 equivalentes:
(a) R(X} é um anel de Hilbert.
(b) R é um anel de Hilbert e satisfaz a condicdo (¥).
DEMONSTRAGAQ - Imediata.
PROPOSICAC 4 - Sdo equivalentes:
(a) R satisfaz a condigdo ().
(b) R satisfaz a condicdo ().
DEMONSTRACAO - (a) = (b). Suponhamos que R satisfaz a condi-

¢io (*). Seja Q um ideal primo de RIX] com @ € M[X] para algum i
deal M € Max(R). Como @ N R[X] €S MIX] N R(X] = (M NR)EX] e

MNRé um ideal primo de R , entdo existe N ¢ Max(R) tal que
M R[X! € NI[X] e portanto Q@ N RIX} PIX] para algum ideal pri-

(]|

mo P de R. Logo @ N R = P. Seja P =Q N R. Entdo P é um ideal

primo de R e P[X) é um ideal primo de R{X] . Como RI(X} é inteiro
sobre R{X]1 e PIX] A RIXI = (N R)IXI NRIXI = (@NRARIXI =
= {(QN R)(X] = P[X) = QN RIX] e PEX] € Q8 , ent3c @ = PIX] .Con-

It

sequentemente, R satisfaz a condigdo ().

(b) => (a). Suponhamos que ﬁ satisfaz a condigdo (*)}. Seja Q um

ideal primo de R[{X] com Q@ € M(X] para algum M e Max{(R). Como RIX]
é inteiro sobre RIX], ent3o pelo Teorema do Ascenso, existem ide
ais primos K, Q@ em R[X) tais que @ €K , 8 N R(X] = Q e K N RIX]

= MI[X]. Observamos que K N R-= (K N RIX!) N R = MIXINR = M

Seja K = KN R. Entdo KN R = KN R = M, Como K{X] € K e
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K{XI N RIX) = (KN R)IX)J= M{X] = K N RIX) ,entdo por INC , KIX] =
= K. Como R satisfaz a condigdo (*) e @ € KIX) , onde K é um i-
deal primo de R , entdo Q@ = (Q N R)IX] . Portanto O = @ N RIX] =
= (@ N RYIXI N RIXY = (@ N RI(X] onde @ N R & um ideal primo de

R. Consequentemente R satisfaz a condigdo (%)},

C.Q.D.

DEFINIGCAG - Sega F um corpo arbitrdrio. Um “place” de F é um ho
momorfismo ndo nulo L de um subanel FL de F num corpo F’ tal que

se x € F \ FL , entdo 1/x € F, e L{(1/x) = 0.

L

CONVENGAO - Se x € F \ FL , entdo escrevemos L(x) = ¢ . Dizemos
que x tem L-valor finito se L{x) # oo, isto &, se x ¢ FL' 0 anel
FL serd chamado de anel de valorizacgdo do “"place” L

OBSERVAGAO - Um subanel R do corpo F é un anel de valorizacdo
de um “place” L de F se e somente se R é um anel de valorizagdo
de F.

De fato, se R = F, é o anel de valorizacdo de um “place”

L

L de F , entdo da definigao, FL resulta ser um anel de valoriza-
cdo.Reciprocamente, se R é um anel de valorizagdo de F, entdo R
tem um Gnico ideal maximal M = R \ U(R). Seja L o homomorfismo ca
nénico de R sobre o corpo R/M . Ent3c é claro que L é um “place”

de F e R é o anel de valorizagdo de L.

DEFINIGAO - Sejam R um dominio de integridade, F um corpo con-
tendo R e L um “place” de F. Dizemos que L é finito sobre R se to
do elemento de R tem L-valor finito, 1sto &, se R esta contido no

anel de valorizacdo de L.

LEMA 1. Seja A um subanel de um corpo F e J um ideal proprio de A.
Se x € F\N{0}, entdo JAIx] # Alx] ou JALL/x} # A[1/x].
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DEMONSTRACAO - Suponhamos que JAIx} = Afx} e JA[l/x] = A[1/x].
Entdo

(a) 1 =a,+ a,x + e+ oa x”

(b) 1 =by+b,(1/x) + - + b, (1/x)"
para alguns a_, PRI b, . bi""" by € J.

Podemos supor que as equagdes (a) e (b) so de grau mini-

mo e que m £ n, Multiplicando (a) por i-b, e (b} por a,x", obte-

mos
l1-b, = (1-by)a, + -+ -- + (1-b,)a x"
(l—bo)anxn - anngn—i Foev e} anbmxn—m
donde _
1 = b +(1-b Ja + -+ +(1-byla, ,x""t4a b, x"t+ . 4g b X"

0 que contradiz a minimalidade de n.
Consequéntemente, JAIx] # Aix] ou JA{1/x) # A[1/x].
C.Q.D.

PROPOSICAC 5 - Seja R um subanel de um corpo F e | um ideal pré

i

prio de R. Entdo existe um "place” L de F com anel de valoriza-

cdo FL tal que R & FL e | E ML’ onde ML = F \ U(FL)'

DEMONSTRAGAO - Seja R={A: A é subanel de F, RE A e IA # A}.
Ent3o R # @, pois R ¢ R. Uma ordem parcial em f estd dada pela
inclusdo de conjuntos. Se {A_; o € A} é uma cadeia em R, entdo
A =U{A ; x € A} ¢ R é uma cota superior de {A,; « € A}. Logo R
tem elementos maximais. Demonstraremos gque todo elemento maximal
de R é um anel de valorizacdo de F. Seja A um elemento maximal
de . Entdo A satisfaz as seguintes condigdes:
(1) RecAe IAF# A,
(2) Se B é um subanel de F e A C B, entdo (B = B.

Seja J = |A, Entdo J # A. Se x € F\ {0}, entdo JA([x] #
# Alx] ou JA[L/x1 # A[1/x], pelo lema anterior. Logo IA[x} #
# A(x] ou 1A[1/x} # A[l/x]; portanto A = A[x] ou A = A[l/x] ,
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-

pela maximalidade de A. Entao x € A ou 1/x € A, isto &, A é um
anel| de valorizacdo de F. Portanto existe um “place” L de f tal

que FL = A é o anel de valorizacdo de L. Se M, = A\ U(A) & o G-

L
nico ideal maximal de A , entdo | € [A C ML' Também temos R & FL'
C.qQ.D.
DEFINIQEO-" Sejam R um dominio de integridade, F um corpo conten

do R e L um “"place” de F com anel de valorizacio FL' 0 centro de
Lem R é o ideal primo P = ML N R , onde ML é o (Gnico) ideal ma-

ximal de F, .

L

PROPOSIGAC 6 - Se D & um dominio de integridade contido num cor
po F e se P é um i1deal primo de D, entdo existe um “place” L de

F, com anel de valorizagdo FL 2D, cujo centro em D é P.

DEMONSTRAGAC -  Sejam R = DP e | = RN U(R). Entdo | # R e R & F,

Logo existe um “place” L de F com anel de valorizacgdo FL tal que

R & FL e | € ML MR , onde ML é o ideal maximal de FL. Como | é

maximal e 1 ¢ ML' entdo | = ML N R. Portanto P = ML N D, pois

Il NnD = P. Consegquentemente D € FL e o centro de L em D & P,
C.Q.D.

PROPOSIGAQ 7 - Seja R um dominic integralmente fechado. Se P ¢

um ideal primo de R, f € RIX] \ P[X! e c € T(R) \ {0} ¢ raiz

de f , entdo ¢ € RP ou 1/c € RP

DEMONSTRAGAOD - Seja f = aox" + a,x"" + - +a, X+ a,. Como
a,c” + g, "V 4 -+ a e+ a, =0, entdo a, + a,(1/c) + -1+
+ an_i(l/c"") + an(l/c") = 0 ; logo 1/c é rajz de a, + aiX + .-+
+ aﬂ_i)("-1 + aan € R[X]I \ P(X] e portanto nossas hipdéteses sdo
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simétricas em ¢ e 1/c. Sabemos que existe um “place” L, tal que
o centro de L, é P. Demonstraremos que c ¢ Rp ou 1/c ¢ RP segun-
do L (c) # @ ou L (1/c) # =, respectivamente. Suponhamos que

L,{c) # ®» e que a,, a ¢ P, a, € R\ P, onde 0 £k < n.

frerers 8,y
Se k = 0, ent80 ¢ é inteiro sobre RP; logo c ¢ Rp. Ndo podemos
ter k = n, pois em caso contrdrio, a existencia de um “place” Lo
com centro P e tal que L (c) # w implicaria que ! (a,} = 0 e por
tanto a, € P, o que é uma contradigdo. Entdo assumiremos que
0 <k <« n. Sejam

X = 8,¢c + ac +----+ak_ic+a‘(

y = a,.,, + ak+zc-l e+ anck+t—n

Seja L qualquer "place” finito sobre R. Se L{c) # o0, en-

tdo também L(x) # e e L{y) #oeo, pois cx + y = 0. Se t(c) =, en
tdo L(y) # w e portanto L{x) = 0, pois x + ¢’y = 0. Logo em to-
dos os casos temos L(x) # o e L(y) # 0. Como isto vale para to-
dos os “places” gue s3o0 finitos sobre R, entdo x e y sdo elemen-
tos de N{A; A é anel de valorizacdo de T(R) e RC A} = R (por

ser R integralmente fechado). Agora, pelo assumido, existe um

"place” L, com centro P e tal que L, {c) # ». Para este “place”

L, temos L, {x) # 0, pois Lo(ai) =0, 0 gi <€ k-1, e Lo(ak) # 0
(em vista do suposto sobre Qyr 8y, ev-y @, € ak),Entéo xeR\NP
e portante ¢ = —y/x € Rp-

C.Q.D.

LEMA 2. Seja R um dominio de integridade que satisfaz a condigdo
(¥), Se @ é um ideal primo nac nulo de RI[X] tal que Q € U{M[X];
M e Max(R)}}, entdo QN R # 0.

DEMONSTRAGRO - Como O € U{M[X]); M e Max(R)} = RIXI\S entdo

QN S =@; logo QS & um ideal primo de R(X} e portanto QS =

PR(X) para algum ideal primo ndo nulo P de R, pela propesicgao

2. Entdo Q@ = Qg N R(X] = PR(X) N RIX] = PIX), donde @ N R =
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= PIX}NR =P #£0,

C.Q.D
PROPOSIGAO 8 - Seja R um dominio integralmente fechado. S3o e-
quivalentes:
(a) R satisfaz a condicdo (¥).
{(b) R é um dominio de Prufer.
DEMONSTRACAC - (a) = (b}, Suponhamos que R satisfaz a condi-

cdo (*). Sejam P um ideal primo de R e ¢ ¢ T(R)\ {0}, Seja Q o
nicleo do R-homomorfismo candénico ¥ de Ri{X] sobre R(cl tal que
Ww(X) = c. Ent30 Q@ é um ideal primo ndo nulo de RI[X]). Como ¥(a) =
= a para todo a € R, entdo QN R = 0; logo @ ¢ U{MIX};

M e Max(R)}, pelo lema acima. Mas P{X] S U{MIX]; M e Max(R)}};
portanto existe f(X) € Q\PI[X], isto &, existe f(X) ¢ RIX] tal
que f(c) = 0 e f(X) ¢ PIX]. Entdo ¢ ¢ Rp ou 1/c e Rp, pela propo
posigao 7. lLogo RP é um anel de valorizacdo para cada ideal pri-

mo P de R e consequentemente R é um dominio de Prufer,

(b) => (a). Suponhamos gue R é um dominio de Prufer. Entdo R é
aritmético. Logo todo ideal de R(X) é a extens3o de um ideal de
R. Em particutlar todo ideal primo de R(X) & a extensdo de um i-
deal de R. Consequentemente R satisfaz a condicdo (¥#), pela pro-
posigdo 2.

C.Q.D.

TEOREMA 1 - S3o0 equivalentes:
(a) R(X) é um anel de Hilbert.
(b) R é um anel de Hilbert e R/P & um dominio de Prifer para to

do ideal primo minimal P de R.
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DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que R(X) é um anel de Hil
bert. Entdo R é um anel de Hilbert, pela proposicgdo 1. Seja P um
ideal primo minimal de R. R{X}/PR(X) é um dominio de Hilbert pe-
fo teorema 31.8 de (7). Mas R(X)/PR{(X) = (R/P)(X) pela proposi-
¢do 6 do capitulo |1; logo R/P satisfaz a condigdo (*) (proposi-
¢do 3)}. Portanto R/P satisfaz a condigdo (*) pela proposicio 4.

Em consequéncia R/P é um dominio de Priifer, pela proposigdo ante

rior.

{(b) = (a}. Suponhamos que R é um anel de Hilbert e que R/P &

um dominio de Priifer, para todo ideal primo minimal P de R, Para
demonstrar que R(X) é um anel de Hilbert é suficiente demonstrar
que R(X}/Q & um dominio de Hilbert, para todo ideal primo mini-

mal @ de R(X). Seja Q um ideal primo minimal de R(X). Entdo Q@ =

PR(X), onde P = QN R é um ideal primo minimal de R. Logo R/P
€ um dominio de Hilbert. Como ﬁ?ﬁ ¢ um dominio de Prufer, entao
R/P satisfaz a condig¢do (%) e portanto R/P satisfaz a condigdo
(¥), Segue-se que (R/P)(X) é um dominio de Hilbert, pela proposi
¢do 3. Conseguentemente R(X)/Q = R(X)/PR{(X) = (R/P}(X)} é um domi

nioc de Hilbert.

C.Q.D.
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CAPITULO V

PROPRIEDADES DE DIVISIBILIDADE DE R(X) E R(X)

Neste capitulo, L{R) denota o reticulado de ideais do a-
nel R e inv(R) denota o conjunto dos ideais (integrais) inversi-
veis de R. Para um dominio de Krull R, CI(R) denota o grupo de
classes de divisores, isto é, o grupo de ideais divisoriais de
R médulo os ideais principais; Pic{R) denota o subgrupo dos i-
deais iInversiveis de R médulo os ideais principais e é chamado o

grupo de Picard de R.

DEFINICAO - Seja R um dominio de integridade. Dizemos que R ¢
um GCD-dominio generafizado {G-GCD dominio) se | M J elnv(R) pa-

ra quaisquer |, J ¢inv(R).
PROPOSIGAO 1 - Seja R um dominio de integridade. S3o equivalen-
tes:

(a) R é um G-GCD dominio.

(b) (a) N (b) € Inv(R) para quaisquer a, b € R\ {0}.

(c) (a) : (b) €lnv(R) para quaisquer a, b eR\ {0}.

(d) 1 :Jelnv(R) para quaisquer |, J eltnv(R).

(e} Inv{R) & um reticulado-grupo ordenado, com a ordem dada por
| € J se e s6 se J € 1|.

{(f) Todo v-ideal de R finitamente gerado é inversivel.

DEMONSTRAGAO - (a) «» (b). E claro que (a) implica (b). Reci-
procamente, se | = (ai,az,...,an) e J = (bi,bz,...,bm) sdo 1-
deais (integrais) inversiveis de R, entdo | M J = ?; (ai)rT(bJ).
De fato, se M eMax(R), entao existem k €{1,2,...,n},t led{1,2,..

..,m} tais que |M o [ak)M e JM = (bl)M; logo (I 1) J)M =
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M
g (10 J)y,. Entao (1N 1), = ((a) N (b)), & principal, pois

(ak) N (b,) €elnv(R). Além disto, I N J = z; (a;) N (bJ) é uma
Hl

= Iy Ny = (), N (b )y = Ha) N (b)), € EJ. (ai)ﬂ(bj))ME

soma finita de ideais inversiveis de R e portanto é um ideal! fi-

nitamente gerado; logo | M J elnv(R).

(b) @m» (c). Sejam a, beR\ {0}quaisquer. E claro que

((a) : (B))(b)Y €(a) N (b). Por ocutro lado, se x ef{a) N (b), en=-
td3o existe reR tal que x = rbefa); logo re(a) : {(b) e portan-
to x = rbe({a) : (b)){b). Temos, assim, que (a) N (b) =

((a) : {(b))(b) (localizando, demonstra-se que | N J =

1l

(1 : J)J para quaisquer |, J €lnv(R)). Como consequencia disto,

(a) N (b) €Inv(R) se e so (a) : (b) etnv(R).

(a) &> (d). E similar a anterior.

(a) <= {(e). Para quaisquer |, Jelnv(R), sup(l,J) existe se e

sé se | MJelnv(R) e neste caso supl(l,J) = | N J.

{a) => (f). Suponhamos gque R é um G-GCD dominioc. Seja

-4 -1 . .
(ai,az,...,an)v = ((ai,az,...,an) ), um v-ideal de R finita-
-1 - -
mente gerado. Como (a,,a,,. ca,) =a, RN ... N aniR €lnv(Rk),
entdo (ai,az,...,an)v elnv(R).

{(f) => (e). Suponhamos que todo v-ideal de R finitamente gera-
do é inversivel. Sejam |, J elnv(R). Como (I + .J]V € um v~ideal
de R finitamente gerado, entdo (I + J)V'EInV(R); logo existe

inf(E,J) = (1 + J) .
v

PROPOSICAO 2 - Se R & um G-GCD dominio, ent3do R é integralmente
fechado.
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DEMONSTRAGAO - Suponhamos que R é um G-GCD dominio. £ suficien—
te demonstrar que R é localmente integralmente fechado. Sejs

M e Max(R) e sejam (a)M € (b)M ideais principais de RM' Entdo
(a)M 1 (b)M = ({a) N0 (b))M é um ideal principal de RM; logo RM é
um GCD-dominic e portanto integralmente fechado.

C.Q.D.

Seja R um dominio de integridade. Denotaremos por F o cor
po de fragdes de R, isto é, F = T(R). Dados os ideais fracion4-
rios ndo nulos K, L de R, escreveremos K= L (R} se e sb se

(R:K1_. = [R:L}F. Observa-se que K = L (R) se e sé se Kv = L , Se

L'

F

f € FIX], entdo c(f) denotard o ideal fraciondrio de R gerado pe

los coeficientes de T,

PROPOSI(}KO 3 (LEMA DE DEDEKIND-MERTENS) - Se f, g € F{X] \ {0},

n+i

entdoc existe um inteiro positivo n tal que (c(f)) cl(g) =

= (c(f))"c(fg).

DEMONSTRACAO -~ Podemos escrever f = p/a e g = g/b, onde
p, q € RIX], a, b € R\{0}. Entdo c(f) = C(p)/a e clg) = C(q}/b.
Pela proposicdo 3 do capituio 11, (C(p}]nfiC(q) = (C{p))nC(pq),

onde n = gr{q). Logo

(c(f))

n+d

(c(p)/a)™ ' cla)/b

= ((cp) " t/a" rc(a) /b
= (C(p))"*'ca)/(a"**b)
= (C{p))"clpg)/(a”**b)

= (C(p)/a)"Clpqg)/(ab)

= (c(f))"c(fa).

I

c(g)

C.Q.D.

PROPOSICAO 4 - Se R é um dominio integralmente fechado e f,
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g € FIX], entdo c(f)c(g) = c(fg) (R), isto &, (C(F)C(g))v
= (c(fg)),.

DEMONSTRAGAO - E claro que o resultado é verdadeiro se f = 0 ou
g = 0. Suponhamos que f # 0 e g # 0. Pelo lema de Dedekind-Mer-

n+d

tens, existe um inteiro positivo n tal que (c(f)) clg) =
= (c(F))"c(fg). Ent3o, escrevendo h = fg, temos c(flclg) €
C Nc(F))n+lc(9):(c(F))"]F = [(C(F))nc(h):(c(F))n]F. Portanto
[c(F)c(g):c(h)]F- c Hc(F))nc(h):«c(f))nc(h»]F = R, pois R é inte
gralmente fechado. Mas c(h) €c(flc(g); logo R = [c(h):c(h)]F c
Cc [c(f)c(g):c(h)]F. Consequentemente [c(F)c(g):c(h)]F = R e por
tanto [c(f)clg):(c(h)c(Fle(g)}]f = [R:(c(flc(g))lE. Finalmente
resulta [R:c(fg)lp = [R:(C(f)c(g))]F, isto ¢, c(flc(g) = c{fg)(R).
C.Q.b.

PROPOSICAO 5 - Se R é um dominio integralmente fechado e
f e REXIV{0}, entdo FF{X] N RIX] = FIR:C(f)] RIXI.

DEMONSTRAGAC - Se h € fFIX] A R[X], entdo existe g e FIX] tal
que h = fg € RIX); loego c{h) = C(h) € R. Portanto (c(h))v € R.
Segue-se que c(flc(g) C (C(F)C(g))V C R, pela proposicdo 4. En-
tdo clg) € [R:C(f)1p, isto &, g & [R:C(f)]IRIX] e portanto
h e FIR:C(F)I RIX]. Reciprocamente, se h € FIR:C(F)IRIX], entdo
existe ge FEX] tal que h = fg e g € [R:C(F)]FR[X]; logo
c(f)c(g) € R, Como c(h) = c(fg) € c(f)c(g), entdo h = fg € RIX].
Consequentemente fFIXI M RIX} = FIR:C(F)]¢RIX].

C.Q.D.

PROPOSICAC 6 - Seja R um dominio de integridade. Se J é um v-
ideal de RIXI e I = J NF # 0, entédo
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| = fl{a[R:C(g)]F; J € R(X1(a/g), a € R\IQ}, g e RIXI\{0}}

e portanto é um v-~ideal de R,

DEMONSTRAGAO - Observamos que se f, h € RIXI\{0} s3o tais que
(f/h)RIXI N F # 0, entdo existem a € R\{0}, g € RIXI\{0} tais
que (f/h)RIX] = (a/g)RIX}. De fato, se a/b € (f/h)RIXI N F, onde
a, b € R\{0}, entdo a/b = (f/h)k para algum k € R[XI\{0}, donde
f/h = a/(bk)}, isto é, (f/h)RIX) = (a/g)RIX}, onde g = bk. Logo
J =MN{(f/hIRIX1; J € (F/hIRIX], f, h e RIXI\{0}}
=N {(a/g)RIX}; J S (a/g)RIX], a € RN{0}, g € RIXI\{0}},

Seja
K =rﬂ{a[R:C(g)]F; J € (a/g)RIX), a € R\{0}, g € RIXIV{O}},
Se x € |, entdo para quaisquer a € R\{0}, g e RIXI\{0} tais que

l € (a/g)RIX1, tem-se xg € aR[X] e portanto xC(g) € Ra, isto &,
x € [Ra:C(g}]F = a[R:C(g)]F. Logo x e K. Consequentemente | € K,
Reciprocamente, se x € K, entdo x € a[R:C(g)], = [Ra:C(g)]F para
quaisquer a € R\{0}, g e RIXI\{O}, com J € (a/g)RI[X}!. Logo

xC(g) € Ra e portanto C(g) € R(a/x), isto é, g € RiXl{a/x}. Se-
gue-se que x € RI[X1{a/g) e portanto

x € N{(a/g)R[X); J € (a/g)RiX], a € R\{0}, g ¢ RIXI\{0}}

I
[

Mas x ¢ F; logo x ¢ JANF = | e consegquentemente K = 1.

PROPOSIGCAC 7 - Seja R um dominio integralmente fechado e seja J

um v—ideal inteiro de R[X].
(a) Se JNF | # 0, entdo IR[XI = J.
(b) Se JNF = 0, entdo existe f ¢ RIXIV{0} e existe um v-ideal

inteiro K de R tal que J = fKRIX].

DEMONSTRACAC - (a) Segundo a proposicgdo anterior, temos | =
= JNF = ﬁ{a[R:C(g)]F; J € RIX]1(a/g), a € R\{0}, g € RIXIV{O}}.
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Se f € J, entdo fg € RiXla para quaisquer a € R\{0} e
g € RIXI\{0}, com J € RI[X1(a/g). Logo C{fg) € Ra. Como R é inte-
gralmente fechado, entdo C(f)C(g) € (C(fg)), € Ra, pela proposi-
¢80 4. togo C(f) <€ [Ra:C(g)l; e portanto
C(f) ¢ f\{a[R:C(g)3F; J € RiXl(a/g), a € R\{O}, g € RIXI\{0}} =
= |. Entdo f € IRI[X] e assim J € IRIX]I. Mas IR{X) € J; logo J =
= IR[X].

(b) Suponhamos que J N F = 0 Como JFIX) = fFiX) para algum
f € RIX}, entdo J & FFIX] N RIX] = fIR:C(F)I RIX], pela proposi-
cdo 5. Seja L = ((1/f)C(f)J), . Como (1/Ff)C(f)J € RIX], entdo L &
um v-ideal inteiro de RIX). Além disto, (1/Ff)C(F)JFIX] = LFIX];
flogo LN F # 0. Entdo existe um v-ideal inteiro | de R tal que

L = {RIX), pela parte (a). Portanto IRIX) = (1/f)}C{f)J (R) e

mais ainda FIRIX] = C(f)}J (R). Por outro lado, C(f} & inversivel
médulo (R). Entdo, de FIRIX) = C(f)J (R), resulta F(C(F)) 'IRIXI =

= J (R) e se K = ((C(F))‘il)v, entdo J = fKRIX].

C.q.D.
PROPOSICAO 8 -~ Se R é um G-GCD dominie, entdo RIX] é um G-GCD
dominio.,
DEMONSTRAGCAO - Suponhamos que R é um G-GCD dominio. Seja J um

v—ideal inteiro de tipo finito de RIX}. Como R é integralmente
fechado, entdo J = fKRIX} para algum f € RIX] e algum v-ideal in
teiro K de R, peia proposicdo 7. Como J é de tipo finito, entdo
K também é de tipo finito. Logo K € Inv(R) e portanto

J € Inv(RIX}). Consequentemente R[X] é um G-GCD dominio.

PROPOSICAC 9 - Toda localizagdo de um G-GCD dominio é um G-GCD
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dominio.

DEMONSTRAGAC - Suponhamos que R é um G-GCD dominio. Seja M um

subconjunto multiplicativamente fechado de R, Se p, g € RM' en—
tdo (p) = IRM e (g) = JRM para alguns ideais principais | e J de
R. Como | N J € Inv(R), entdoc (p) N (gq) = IRy N IRy = (1 N IRy

pertence a !nv(RM). Consequentemente RM é um G-GCD dominio.

C.a.D.
TEOREMA 1 - Seja R um dominio de integridade. S8o equivalentes:
{a) R(XY & um G-GCD dominto.
(b} R(X) é um G-GCD dominio.
(¢} R(X) é um GCD-dominio.
(d) R é um G-GCD dominio.
DEMONSTRACEZC - (&) = (b). Suponhamos que R{(X) é um G-GCD domi

nio. Entdo sua localizacdo R(X) é um G-GCD dominio.

(b} = (c¢). Suponhamos que R(X) é um G-GCD dominio. Sejam p, q
elementos arbitrérios de R{X)\{0}. Entdo (p) N (g) € Inv(R(X)).
Logo {p) N (q) & localmente principal finitamente gerado e por=-
tanto é principal, pelo teorema 3 do capitulo Il. Consequentemen

te R(X) é um LCM-dominio e portanto um GCD-dominio.

(¢) => (d)}. Suponhamos que R(X) & um GCD-dominio. Sejam |, J e-
lementos arbitrdrios de Inv(R). Entdo IR(X), JR{X} & Inv(R(X)).
Loge IR(X) M JR(X) é principal e portanto é um ideal inversivel
do dominio de integridade R{(X). Mas IR(X) M JR(X) = (1 N JIR(X)
e | NJ & regular. Ent3oc | N J € inv(R), pela proposicdo 13 do

capitulo 1., Em consequéncia R é um G-GCD dominio.
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(d) => (a). Suponhamos que R é um G-GCD dominio. Entdo RIX) &
um G-GCD dominio e portanto R{(X} & um G-GCD dominio, pois R{X} ¢

uma localizagdo de RI[X].

C.Q.D.

PROPOSICAC 10 -~ Seja R um GCD-dominio com corpo de fragdes F.
{a} Se f e RIXIVR é irredutivel em R[Xl, entdo f & primo em
FIX} e em R[X].

(b) Cada polindmio primitivo ndo constante em RI[X! & um produto

finito de polindmios primos em RI[X].

DEMONSTRAGAO - (a) Seja f = gh uma fatoracdo de f em FIX). Es-

crevemos g = ag,, h = bh onde a, b € F e g, h, sdo polinbmios

1! i

primitivos em RIX]. Entdo f = abglh{ e como f & irredutivel em
R[X), com R um GCD-dominio, resulta que ¥ é primitivo em RI[X].
Logo f = ug,h, para alguma unidade u de R. Portanto g, ou h1 é u
ma unidade de RI[X}). Ent3o g ou h é uma unidade de F[X}. Conse-
quentemente f é irredutivel em FI[Xl, isto é, f é primo em FI[X].
Por outro lado, FF{X1 N RIX] = fIR:C(f)I_RIX] pela propo-
sigdo 5. Mas [R:C(f))_ = [R:R]_ = R; logo fFIXINRIX) = fRIX],
Como fFIX? é um ideal primo de F[X], entdo fRI{X] & um ideal pri-

mo de RIX], isto é, f é primo em R[X]).

(b} Seja f € RIXJ\R primitivo. Podemos escrever f como um produ-
to finito Fl Fz «--+ f, de elementos irredutiveis de R{X] de grau
positivo. Como R = (C(f)}), (C(F fy -0 £)), =

= (C(‘F11 )C(fz) RIS C(fn))v c (C(Fi ))v para cada i ¢ {1,2,....,n},

entdo cada f; é primitivo em RIX]. Logo cada f; &€ primo em RI[X],

pela parte (a).
C.Q.D.
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PROPOSIGAO 11 - Se R é um GCD-dominio, entdo RIX} é um GCD-domi

nio.

DEMONSTRAGAO - Sejam f, g € RIXI\{0} ndo-unidades. Escrevemos
f =af;, 9 = bg,, onde a, b e Re f,, g, sdo polinGmios primiti-
vos em R[X], Pela proposicdo anterior, f, e g, tém um (necessa-

-

riamente primitivo) médximo comim divisor h em R[(X] e h é um méxi

i
mo comim divisor de f, e g, em F[X), onde F = T(R). Mais ainda

a e b tém um médximo comdm divisor ¢ em R. E claro que ch & um di
visor comim de f e g em R{X]), Provaremos gque ch é o méximo comim
divisor de f e g em RIX}. Se k € um divisor comim de f e g em

RIX], ent&o escrevemos k = rk,, onde r & Re k, € RIX] é primit}
vo. Existe p € RIX] tal que ¥ = pk. Escrevemos p = sp,, onde s é
um elemento de R e p, € RIX! é primitivo. Entdo f = af, = pk =
= (spi)(rki) = rsp,k,, onde p,k; é um polinbdmio primitivo de

RIX). Ent3c, pela unicidade de representacgdo, r divide a em R e
k, divide f, em RIX]. Similarmente, r divide b em R e k, divide
g, em RIX]. Logo r divide ¢ = MCD(a, b) e k, divide h em RIX] e

portanto k = rk, divide ch em R[X]. Em consequéncia ch =
= MCB(F, g).

C.Q.D.
PROPOSICAQ 12 - Toda localizacdo de um GCD-dominio é um GCD-do-
minio.
DEMONSTRACAO - Suponhamos que R é um GCD-dominio. Seja M um sub

conjunto multiplicativamente fechado de R. 3ejam p, q € Ry quais

quer. Entdo (p) = IRy e (q) = JRy, para alguns ideais principais
| e J de R. Como ! M J & um ideal principal de R, entdo
(p) N (a) = IRy N IR, = (1 NJIRy, é um ideal principal de Ry. Em

conseguéncia Ry é um LCM-dominio e portanto um GCD-dominio.
C.Q.D.
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TEOREMA 2 ~ Seja R um dominio de integridade. S3o equivalentes:
{(a) R{X) & um GCD-dominio.
(b} R & um GCD-dominio.

DEMONSTRAGAOC - {a) => (b). Suponhamos que R{X> é um GCD-domi-
nio. Sejam a, b € R quaisquer. Ent3o ({a) N (b))R(X) =

= ({a)R{X> N ({b)R(XY) & principal. Logo (a) N (b) & um ideal
principal de R, pela proposigdo 15 do capitulo I!. Em consequén-

cia R é um LCM-dominio e portante um GCD-dominio.

(b) => (a). Suponhamos que R é um GCD-dominio. Entdoc RIX1 & um
GCD-dominio; logo R4X) = R{X}, é um GCD-dominio.

C.Q.D.
PROPOSICAO 13 - Toda localizacdo de um dominio fatorial é um do
minio fTatorial.
DEMONSTRAGAC - Suponhamos que R & um dominio fatorial. Seja M

um subconjunto multiplicativamente fechado de R. Se t e Ry é nao

nulo e n3o unidade, ent3c t = a/m, onde a € R\{0} n3o é unidade
de RemeM. Logo a = p,p,---- pp Para alguns elementos primos
Pyr Pgsv---, Pp de R. Portanto a/m = (l/m)(p’/l)----(pn/l), onde

1/m é uma unidade de Ry Se {(p;j) N M# @, entdo (pi/l)RM =
(p;)M = Ry, isto é, p;/1 é uma unidade de Ry. Se (p;) N M

I

g,
entao (p;/l)RM = (pi)M &€ um ideal primo de RM' isto &, p;/1 é um
elemento primo de Ry. Consequentemente t = (1/m){pj/1) . (py/1)
& um produto finito de unidades de RM e elementos primos de RM'
Agora demonstraremos que a representagdo de t como um produto fI
nito de elementos primos é Gnica, a menos de fator inversivel.
Suponhamos que qyqu-+: q, = t = t,t,----t,, onde q; e tj sdo pri

mos em Ry, 1 € i € n, 1 € J & r. Sejam q;= pi/mi e t; = Xj/kjr
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onde pj, x; € R e mj, kj eM, 1 £i gn, 1 g jgr. Como qiRM é
um ideal primo de RM e q;Ry = (pi/m;)RM = (p;)M, entao (p;) é um
ideal primo de R (a contracdo de d;iRy) e (pj) N'M = @ para cada

i e {1, 2,...., n)}. Similarmente, (xJ) é¢ um ideal primo de R e
(xJ) AM=20 para cada j ¢ {1, 2,...., r}. Logo podemos escrever
plpz----pn/m =t = xyx,---- x./k, onde m = mymy----m, e k =

= kyk, . ks, Observamos que MCD(m, PyPar Pyt = 1 =

= MCD(k, xixz---.xp), pois (p;) N M =g = (XJ) NM, 1€ i <£n,

1 € j £r. Como kp;py - +Pp = MX, X, ++.X,, entdo m/k e k/m, isto
é, existe u € U(R) tal que m = ku. logo Kpyp, - ++Pn = kux, x, .- x,
e portanto p,p, - :Pp = UX;X,.---%X,, onde p; e x; sdo elementos
primos de R, 1 £ i € n, 1 € j € r. Entdo n = r e, se necessario
reenumerando, p; = x;, 1 £ i &£ n. Logo q;Ry = (p;)M = (x;)M =
= tiRM, isto €, g; e t; sdo associados, 1 € i £ n = r. Portanto
a representagao t = g,9,---'9, € Gnica, a menos de fator inversi
vel. Em conclusdo RM ¢ um dominio fatorial.

€.Q.D,
TEOREMA 3 - Seja R um dominio de integridade. Sdc equivalentes:

(a) R{X) & um dominio fatorial.

{b) R & um dominio fatorial.

DEMONSTRACAO - (a) => (b). Suponhamos que R{(X} é um dominio fa
torial. Entdo R{(X} é um GCD-dominio. togo R é um GCD-dominio, pe
lo teorema 2. Seja I, €1, €.... uma cadeia ascendente de ideais
principais de R. Entdo IlR(X> ClLLR{X) € .... é& uma cadeia ascen
dente de ideais principais de R{X). logo existe m tal gue

lREXY = |, R(X) para todo n 2 m, pots um dominio de integridade
é um dominio fatorial se e s6 se é um GCD-dominio e satisfaz a
condicdo de cadeia ascendente para ideais principais (proposicdo
16.4 de (7)). Portanto bn = l,R{X> N R = ImR(X) NR =1, para to

don» m. Em conseguéncia, R é um dominio fatorial,
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(b} = (a). Suponhamos que R é um dominio fatorial. Entdo RI[X]
é um dominio fatorial. Logo R{X) = R[X]U é um dominto fatorial,
pela proposigdo 13.

C.Q.D.

Agora relacionaremos as dimensdes (de Krull)} de R e R{X)
e usaremos esta relacdo para demonstrar que R{(X} & um dominto de
ideais principais {(respectivamente um dominio de Dedekind) se e
56 se R & um dominio de ideais principais (respectivamente um do

minio de Dedekind).

PROPOSICAC 14 - Se R & um anel de dimensdo finita e @ é um
ideal maximal de RIiX] com altura maximal, entdo M = Q@ N R é um

ideal maximal de R.

DEMONSTRAGAC - Pelo corolério 30.19 de (7), existe uma cadeia
de ideais primos de comprimento maximal terminandoc em MIX]. Supo
nhames que M ndo é maximal em R. Entdo existe um ideal maximal P
de R tal que M € P, Logo existe uma cadeia MIX] € PIX} € K de
RiXl, onde K é um ideal maximal de RIX), pelo coroldrio 30.2 de
(7). Portanto Q ndo tem altura maximal. Em conseguéncia deve ser

M um ideal maximal de K.

C.Q.D0.
PROPOSICAO 15 — Se R é um anel de dimensdo finita, entdo
dim R{X> = dim RIX] - 1.
DEMONSTRACAO — Se Q & um ideal maximal de RIX] com altura maxi-

mal, entdo M = Q NR é um ideal maximal de R tal que M[X] C Q,

pela proposicdo anterior. Logo existe f € @\ MIX] e podemos su-
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por gue o coeficiente |lider de f n3o estd em M, Se f = a X +-..
+a X+ a,, entdo M + a,R = R, pois M é maximal; lLogo exis-

tem r € Rem € M tais que m + a,r = 1. Portanto mX" + rf & um

polindmio mdnico em Q. Entdo QN U # @ e MIXINU = @. Logo ndo

existem i1deais primos prdpriamente entre MIX]) e Q, pelo teorema

37 de (8). £m consequéncia a dimensdo de R{X} R[X]U diminui e-

xatamente em 1, isto é, dim R{X> = dim RIX] - 1.

C.Q.D.
PROPOSICAC 16 — Se R & um ane! noetheriano, entdo dim R{(X) =
= dim R,
DEMONSTRAGAO - Se R é um anel noetheriano, entdo dim RIX) =
= dim R + 1, pelo teorema 30.5 de (7). Logo dim R(X} =
= dim RiX] - 1 = dim R,
C.q.D.

PROPOSIGAC 17 - Se R & um dominio fatorial e dim R = 1, entdo R

¢ um dominio de ideais principais.

DEMONSTRAGAO -~ Seja P um ideal primo ndo nulo. Entdo existe

a € P\ {0}. Suponhamos que &8 = p, P, - Py, onde Py, Py, x:-x, Py
sdo elementos primos de R. Entdo p;p,----p, € P. Logo existe

i € {1,2,...., n} tal que p; € P e portanto (p;) € P. Como (p;)
é primo e dim R = 1, entdo (p;} é maximal; Logo P = (p;) é prin-
cipal. Portante todo ideal primo de R & principal e em consequén

cia R é& um dominio de ideais principais, pelo coroladrio 37.9 de

(7).
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TEOREMA 4 - Seja R um dominio de integridade. S3o equivalentes:
(a} R{X} é um dominio de ideais principats.

(b) R é um dominio de ideais principais.

DEMONSTRAGAG - (a) => (b). Suponhamos que R<{X> & um dominio de
ideais principais. Como R{(X) é noetheriano, entdo R é noetheria-
no, pelo teorema 5 do capitulo Il. Se dim R<{X)> = 0, entdc dim R =
= dim R{(X) = 0, pela proposicdo 16, Logo R & um corpo e portanto
um dominio de ideats principais. Se dim R{(X) = 1, entdo dim R =

= 1, Além disto, R é um dominio fatorial, pois R{X> é um dominio
fatorial (teorema 3)}. Portanto R é um dominio de ideais princi-

pais, pela proposicgdo 17.

(b) = (a). Similar a (a) = (b).

TEOREMA 5 - Seja R um dominio de integridade. S&c equivalentes:
(a} R{X) é um dominio de Dedekind.

(b)) R(X) é um dominio de Dedekind.

(c) R(X) é um dominio de ideais principais.

(d) R é& um dominio de Dedekind.

DEMONSTRAQEO - (a) => (b). Suponhamos que R{X> & um dominioc de
Dedekind, Entdo R{X) & um dominio de Prifer noetheriano. Logo
R(X) é um dominio de Prifer noetherianc, pois R{X) é uma locali~

zacdo de R{X). Portanto R(X) é um dominio de Dedekind, pelo teo-
rema 37.1 de (7).

(b) => {(c)}. Suponhamos que R(X) & um dominio de Dedekind. Seja
K um ideal n3o nulo de R(X). Entdo K é um ideal inversivel de
R(X)., Logo K é um ideal principal de R(X), pelo teorema 3 do ca-

pitulo Il. Em consequéncia R(X) é um dominio de ideais princi-
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pais.

(c) => (d). Suponhamos que R{X) é um dominio de ideais princi-

pais. Entdo R(X) é um dominio de Prifer noetheriano. Logo R é um

dominio de Prufer noetheriano, pelo teorema 5 do capitulo |l e o
coroldric do teorema 3 do capitulo tll. Portanto R é um dominio
de Dedekind.

(d) => (a). Suponhamos que R é um dominio de Dedekind. Entdo R

¢ um dominio noetheriano integralmente fechado com dim R = 1. Lo

go R{X> é um dominio noetheriano com dim R{(X> = dim R = 1, pela

proposicdo 16, Além disto, R{(X) é integralmente fechado, pelo

teorema 8 do capitulo |l. Portanto R{(X) é um dominio de Dedekind.
C.Q.D.

Seja R um dominio de integridade com corpo de fracgdes F.
Denotamos por F(R} o conjunto dos ideais fraciondrios ndo nulos
de R. Se K, L € F(R), entdo escrevemos K ~ L se e sé se K, = L, -
A relacgdo ~ é uma relagdo de equivalencia. Denotamos por div{(K)
a classe de equivalencia de K ¢ F(R). Cada classe de equivalen-
cia div(K) contem um Gnico v-ideal: o v-ideal K,. O conjunto
D(R) = {div(K); K e F(R)} é um semigrupo abelianc aditivo com a
adicdo definida por div(K) + div(L) = div{KL). Os elementos de
D(R) sdo chamados os divisores de R. 0 zero de D(R) € div(R). Ob
temos uma relacdo de ordem sobre D(R) compativel com a adigéo
se, para div{(K)}, div(L) € D(R), definimos div(K) g div(L) para

= Ry

significar L, €K, ,. 0 conjunto de elementos positivos de D(R) ¢

o conjunto de classes que contém ideais inteiros de R.
Observacdo - K ~ L se e s6 se [R:K]p = [R:L}p. Segue isto do se
guinte fato: K € Rx se e s6 se 1/x e [R:K]g, para qualquer x em

FA{O}.

Denotemos por Y(R) a familia de todos o0s v-ideais de R.
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Se m: F(R) ——> D(R) é a aplicagdo candnica K > div(K), entao
1 restrita a V(R) é uma bijegd3o sobre D(R). Definimos KL, =
= (KL}, para K, L ¢ F(R). Observamos que V(R) com a operagdo =

¢ um semigrupo abeliano isomorfo a D(R).

PROPOSIGAO 18 - (a) Se div(K) é cancelativo em D(R), entdo
[K:K]F = R,

(b) Se K é um v—-tdeal de R e se [K:K]F = R, entdo div(K)} tem um
inverso em D(R).

{c) Se div(K} é cancelativo em D(R), entdo div(K) tem um inver-

so em D(R).

DEMONSTRAGAO - (a) E claro que R € [K:Klp. Seja x ¢ [K:Klg qual
gquer. Entdo K = K + K(x) e div(K) = div(K) + div(R) = div(KR} =
= div((K + K{x))R) = div(K(R + Rx)) = div(K) + div(R + Rx}. Como
div(K) é cancelativo em D(R}, entdo div(R + Rx) = div(R). togo
(R + Rx), = R, = R e portanto x € R. Em consequéncia R C

v
€ (K:Klg CR, isto é, [K:Klp = R,

(b) Como K™' = [R:KIp, entdo K™'K = [R:KI1 K € R; logo (KK™'}

C R, = R. Seja Rx um ideal fraciondrio principal de R contendo
KK™!. Entdo (1/x)KK™* € R. Logo (1/x)K C(K™*)7!' = K, = K e por-
tanto 1/x € {K:Klp = R. Entao R(1/x) € R, isto é, RC Rx e assim

div(KK™t) =

R € (KK'l)v C R. Em consequéncia, div(K) + div(K™)
= div((KK")v) = div(R), isto &, div(K™) & o inverso de div(K)
em D(R).

{c) Se div(K) & cancelativo, entdo a parte (a) demonstra que
(L:L] =R para cada ideal fraciondrio L de R tal que L, = K. Em
particular, [KV:KV]F = R. Logo div(K} = div(Kv) é um elemento in

versivel em D(R}, pela parte (b).
C.Q.D.
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DEFINIGAO - Seja R um subanel de um anel T. Dizemos que t € T é
quase~inteiro sobre R se existe um R-submédulo finitamente gera-

do M de T tal que t" € M para todo inteiro positivo n.

0 conjunto R, = {t ¢ T; t é guase—inteiro sobre R} é cha-
mado o fecho integral completo de R em T. Se R, = R, entdo dize-
mos que R é completamente integralmente fechado em T. Se R, = T,
entdo dizemos que T é quase inteiro sobre R, Se T = T(R), o anel
total de fragdes de R, entdo R, é chamado o fecho integral com-
pleto de R. Dizemos que R é completamente integralmente fechado

se R é completamente integralmente fechado em T(R).

OBSERVAGOES - (1) Uma intersecgdo arbitrdria de dominios completa
mente integralmente fechados é um dominio completamente integral
mente fechado.

(2) Seja R um subanel de um anel T. £ claro que todo elemento de
T inteiro sobre R “e quase;inteiro sobre R. Portanto todo anel
completamente integralmente fechado é integralmente fechado.

{3) Como todo médulo finitamente gerado sobre um anel noetheria-
noe é um médulo noetheriano, entdoc todo anel noetheriano integral

mente fechado é completamente integralmente fechado,

Caracterizaremos os dominios completamente integralmente

fechados e daremos algumas de suas propriedades.

PROPOSICAC 19 - Sejam R um dominio de integridade com corpo de
fracdes F, F(R) o conjunto dos ideais fraciondrios ndo nulos de
R e D(R} o semigrupo dos divisores de R. Sdc equivalentes:

{a) R é completamente integralmente fechado.

(b) D(R) é um grupo.

(c) [K:K]lg = R para cada v—ideal K de R.

(d) [K:K]F R para cada K € F(R});
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DEMONSTRAGAO - (a) = (d). Suponhamos que R é completamente in-
tegralmente fechado. Seja K € F(R) qualquer. Entdo existem um |-
deal inteiro | de R e um r € R\ {0} tais que K = |/(r). E claro
que R € [K:Klp. Seja y « [K:Kl¢ qualguer. Como (K:KYp = Er:1],
ent3o yl € 1. Logo v?l €yl € ],.... e y"| € { € R para todo in-
teiro positivo n. Seja a um elemento de | ndo nulo. Portanto

y'a € R para todo inteiro positivo n, isto &, y" € R(1/a) € f.

Entdo y é quase-inteiro sobre R. Logo vy € R e portanto [K:Klf €

C R. Consequéntemente [K:Klp = R.

(d} => (a). Suponhamos que [K:K]F= R para cada K € F(R). Seja
y € F quase-inteiro sobre R. Entdo K = Riy] é um anel que é um
ideal fracionario de R, pots RIy] estd contido num ideal fracio-
nario de R. Logo [K:K}F = R, Como K é& um anel, ent3c KK € K. Se-
gue-se que K € [K:K]F = R e portanto y € R. Em consequéncia R €

completamente integralmente fechado.

(b) = (c). Suponhamos que D{(R) é um grupo. Seja K um v-ideal
de R qualquer. Como div(K} é cancelative em D(R}, entdo [K:K]F =

= R, pela parte (a) da proposicdo 18.

(¢) => (d). Suponhamos que [K;K]F = R para cada v-ideal K de R.
Seja K € F(R) qualquer. Como K, € um v-ideal de R e {Kv: KV]F =
= R, entdo div(K) = div(KV) tem um inverso em D(R)}, pela parte
(b) da proposigdo 18. Logo div(K) é cancelativo no semigrupo

P(R} e portanto [K:K]F = R.

(d) = (b). Suponhamos que [K:K]F = R para cada K € F(R). Seja
div(K) € D(R) guaiguer. Como K, ¢ um v-ideal de R e [Kv:Kv]F: R,
entdo div(K) = div(K,)} tem um inverso em D(R}, pela parte (b) da

proposicdo 18.
€.q.D,

OBSERVAGAC - ,Se R & completamente integralmente fechado, entdo
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Y(R), o conjunto dos v-ideais de R, com a operacdo + definida an-

teriormente, é um grupo isomorfo a D(R).

PROPOSIGCAO 20 - Seja R um dominio completamente integralmente

fechado. Se M € Max{(R) e M~ # R, entdo M & inversivel,

DEMONSTRAGAC - Seja F = T(R). Como R é completamente integral-

mente fechado, entdo [M:M]F = R. Pela hipdtese R C Mot Logo

M-t R = [M:MJ_ e portanto MM™* ¢ M. Entdo M = MR C MM™* =

= M[R:Ml. &€ R. Consequéntemente MM~ = R, isto &, M é inversivel,
C.a.D.

PROPOSIGAO 21 - Seja R um dominio noethertano integralmente fe-

chado (portanto completamente integraimente fTechado)}. Se d e R\{0O}
é n3o-unidade e P é um ideal primo de R que pertence a (d), en-

tao h(P) = 1. Se este ideal P é maximal, entd3o0 P é inversivel.

DEMONSTRACAO - Suponhamos que P é um ideal primo pertencente &
(d) e que P ¢ Max(R). Entdo (d) € (d):P, pelo teorema 11 da pdgi
na 214 de (14). Escolhamos x ¢ ({d}:P)\{d)}. Entdo x/d € [R:P}; =
= P4 gnde F = T(R). Mas x/d ¢ R. Ent3o P™! £ R. Como R & com-
pletamente integralmente fechado, entdc P é inversivel, pela pro
posigdo anterior.

Agora suponhamos que P é um ideal primo (n&c necesséria-
mente maximal) pertencente a (d). Como PRP é um ideal maxima! de
Rp pertencente a dRp e Rp é noetheriano integralmente fechado
(portanto completamente integralmente fechado), entdo PRp é in-
versivel. lLogo PRP é um ideal primo minimal de Kp, pelo teorema

7.6 de (7) e o corolério 1 da pdgina 216 de (14). Portanto h(P} =

= dlm(Rp) = 1. C.Q.D.
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DEFINIGAO - Seja R um dominio de integridade com corpo de fra-
¢des R, isto é, F = T(R). Dizemos que R é um dominio de Krull se

existe uma familia F = (V,) de sobreanéis de valorizacdo de

A EA

R satisfazendo as seguintes condigdes:

(K1) R = 0n{v,; x en}.

(K2) Cada V, é discreto de pdsto um.

{(K3) A famitia ¥ tem cardcter finito, isto é, se x € F\{0}, en-
tdo x é ndo-unidade s& em um numero finito de elementos de F.

(K4) Cada V, é essencial para R.
A familia ¥ é chamada uma familia de definicdo para R.

OBSERVAGAO - Como um anel de valorizagdo de pdsto um é comple-
tamente integralmente fechado, entdo um dominio de Krull é comple

tamente integralmente fechado.

Demonstraremos que todo dominio noetheritano integralmente

fechado é um dominio de Krull. Antes damos um resultado prelimi-
nar .
PROPOSIGAC 22 - Seja R um dominio noetheriano integralmente fe-

chado. Se P é um ideal primo minimal de R, entdc RP € um anel de
valorizacdo discreto de pbsto um. Se d € R\{0} e d ¢ R\U(R}, en-
tdo as componentes na Gnica representacdo minimal de (d) sdo po-

tencias simbélicas de ideais primos minimais de R,

DEMONSTRAGAO - Seja P um ideal primo minimal de R. Entdo h{(P) =
= 1. Logo RP é noetheriano integralmente fechado e dim(RP) = 1.
Portanto RP é um dominio de Dedekind local, isto &, um anel de

valorizacdo discreto de pd8sto um.
Se (d) = @, N ---- N Q, é uma representagdo minimal de

(d), onde cada Q; & P;-primério, entdo cada P; ¢ minimai em R,
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-

pela proposigdo 21. Logo dRp = Q;Rp para cada i. Como Rp, € um
| t ]
anel de valorizacgdo discreto de pdsto um, entdo QiRp, = PeiRp,
1 1
para algum inteiro positivo e;. Portanto Q; = (Pe'Rp.) NR =
_ P(e;) e,) !

i
Segue—-se que (d) = Pf N o... N P(e ) € a Unica repre
sentagdo minimal de (d), pois (d) n3o tem componentes imersas.

C.Q.D.

PROPOSICAC 23 - Se R é um dominio noetheriano integralmente fe-
chado e se ¥ é o conjunto de todos os ideais primos minimais de
R, ent3o R é um dominio de Krull e F = {RP; Pe P} é uma familia

de definigdo para R.

DEMONSTRAGAC - Pela proposicdo anterior, cada elemento da famf-
lia F é um sobreanel de valorizagdo (essencial para R) discreto
de pbsto um. Seja d € R\U(R), d # 0. Pela proposicdo anterior,
(d) = Q, N .... NQ,, onde cada Q; é uma potencia simbdlica de
um elemento P; e P. Logo dRp = RP para cada R € ?\{Pi,....,Pn}.
Portanto d é ndo-unidade sé em um nimero finito de elementos de
¥F. Segue-se que F tem cardcter finito.

f claro que R € r1{Rp; P e P}. Suponhamos que x ¢ F\R, on
de F = T(R). Seja x = a/b, onde a, b € R\{0}. Entdo b € R\U(R) e
a ¢ R\(b). Logo (b)
Portanto existe P, ¢ P tal que a ¢ bRpi. Segue-se que x = a/b ndo

N{bR ; P e P}, pela proposicdo anterior.

pertence a RP . Em consequéncia R = F\{RP; P e P}.
i
Em conclusdo R & um dominio de Krull e F & uma familia de

definigdo para R.

PROPOSIGAO 24 - Toda localizacdo de um dominio de Krull é um do

minic de Krull.
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DEMONSTRAGAO - Seja R um dominio de Kruil com corpo de fragdes
F. Suponhamos que F = (V,), . A € uma familia de definicdo para
R. Seja M um subconjunto multiplicativamente fechado de R. De-
monstraremes que RM € um dominio de Krull e que ((VA)M)A eA.é u-
ma familia de definicdo para Ry -

-

E claro que RM c r1{(Vk)M; A €A}, Seja x € r\{(VA)M;

A € A} gqualquer. Suponhamos que {X‘,....,An} = {AeA; x é ni3o-
unidade de V,}. Como x € (Vl')M para cada i e {1,2,....,n}, en-
]
tdo existe m € M tal que mx € V, para cada i € {1,2,....n}. Lo-
]

go mx € r\{V*; A EA} = R e portanto x = mx/m € Ry Em consequén-
cia Ry = N{(V,)y; x eA}.

Seja x € F\{0}. Entdo x é unidade em V, para todo A em
A\{x{,....,ln}. Logo existe Aig {l},....,kn} tal que x é unida-
de em (VA)M para todo A € A\’\' Portante a familia ((VA)M)A c A
tem cardcter Tinito.

Por outro lade, como VA é um anel de valorizacdo, entdo
(Vx)M ¢ um anel de valorizacdo. Além disto, (VA)M = VJL ou (VA)M =
= F, pois VA é¢ de pbdsto um,

Em conclusdo Ry € um dominio de Krull e ((VA)M)x e A € uma

familia de definigdo para RM'

COROLARIO - Sejam R um dominio de Krull e ¥Fuma familia de defi
nicdo para R.Se M é um subconjunto multipliicativamente fechado
de R, entdo F contém uma subfamilia F’ tal que ¥’ é uma familia

de detinigdo para RM'

PROPOSICAC 25 - Seja R um dominio de Krull. Se F é uma familia
de definicdo para R e se V € um sobreanel de valorizagdo essen-
cial ndo-trivial de R, entdo V € ¥ e portanto V é discreto de
pbsto um e V¥ = RP para algum ideal primo minimal P de R. Recipre

camente, RP € um anel de valorizacdo para cada i1deal primo mini-
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mal P de R.

DEMONSTRAGAQ - Seja V = RM' onde M & um subconjunto multiplica-
tivamente fechado de R. Podemos supor que M é saturado. Demons-—
traremos que M = R\{(K N Rj, onde K é o Unico ideal maximal de V.
Se m ¢ M, entdo m & uma unidade em Ry = V. Logo m ¢ K e portanto
m e RAV(K N R). Seja P = KMNR. Segue-se gue M C R\P. Como M é sa
turado, entdo M = R\P. Portanto V = Ry = Rp, onde P = KN R é um
ideal primo de R, O corolério acima implica que existe uma subfa
mélia ¥ de F tal que RP = N{W; We ¥'}Y. Como RP & um anel de
valorizagdo, entéo RP tem no médximo um sobreanel de valorizacdo
de pdsto um, pelo teorema 22,8 de (7). Logo ¥ tem um dntco ele-
mento W e portanto V = RP = We F. Como Rp tem pdsto um, entdo P
é minimal em R,

Reciprocamente, se P & um ideal primo minimal de R, entédo
existe uma subfamilia (Vﬁ)“ ¢ A de ¥ tal que RP = rl{m,; o € AY.

Como P & minimal, entde@ cada V_, deve ser centrado sobre PRP em

RP' Logo (Vd)aceA é finita. Se (Vd)“e_ﬂ = {V{,....,Vn}, entdo
RP =V, N ---- NV, tem n ideais maximais, pelo teorema 22.8 de
(7). Portanto n = 1 e Rp = Vi é um anel de valorizagdo.

C.Q.D.

COROLARIO - Se R é um dominio de Krull e se P é o conjunto de
todos os ideais primos minimais de R, entdo ¥ = {RP; PepP} € a

dnica familia de definigdo para R.

OBSERVAGAOC - Em vista deste coroldrio podemos falar da familia

de definicdo de um dominio de Krull.

PROPOSIGED 26 — Se R é um dominio de Krull, entdo R[X) & um do-
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a

DEMONSTRACAC - Sejam F o corpo de fragdes de R e F = Vo)
familia de defini¢cdo de R. Para cada A e A, seja V; a extensdo
trivial de V, @ F(X) e seja (W,), 5 a familia de todos os sobre
anéis de valorizagdo ndo triviais de F[X]. Demonstraremos que
RIX? & um dominio de Krull e que ¥ = (V) ., U (W) (5 é a fa
milia de definigdo de RIX].

Como F[X]) é um dominio de ideais principais, entdo F[X] &
um dominio de Krull, pela proposicdo 23. Logo cada W, é discreto
de pdsto um e essencial para F[X], pela proposigdo 25 e seu coro
ld&rio. Por outro lado, FIEX] é um anel de fracgdes de RIX), F[X] =
= (R[X])M, onde M = R\{0}, e portanto cada W, é também essencial
para R[X], Be!o teorema 2.6 de (7).

Para cada x ¢ A, seja v, uma valorizacdo associada com VA‘

Denotemos por v a extensdo trivial de v, a F(X}). Como F{X]} =
= N{W,; ceX}, entdo RIX) € (N{V]; AeA}) N FIX] =
= (N{VE; aeAD) N (N{W,; o eZ). Se £ = Ff, + £X + - + fX" &
um elemento de (r1{Vi; xeAD) NFIX], entdo para cada coeficien-
te f; ndo nulo e para cada A € A, temos: va(f;} = vi(F) 2 0. to-
go f; € fW{VA; LeA) = R e portanto f € R[X]). Em consequéncia
RIX) = ((W{Vi; e Al n(nfw,; eei}).

Como vy e vi tem o mesmo grupo de valores, entdo V, e Vi
tem o mesmo pdsto e sdo simultaneamente discretos, Logo cada f;
é discreto de pdsto um. Além disto, cada Vf é essencial para
R(X], pela proposicdo 18,7 de (7). Em consequéncia, cada elemen-
to de F’ é discreto de pdsto um e essencial para RIX].

Seja £ = f, + f,Xx + ~--- + £ X" € RIXI\{0}. Como FIX] &
um dominio de Krull, entdo f & ndo-unidade sé em um ndmero fini-
to de elementos da familia (W, )ses. Se f; é um coeficiente ndo

nulo de f, entdo existe s6 um nimero finito de valorizagdes v,,

v_ na familia (Vx)Ae/\ tais que V1(fi) # 0, Vz(fi) # 0,

Vartearer Yy

s Vn(Fi) # 0. Segue-se da definigdo de vi que vi(F) = 0 pa-



83

ra todo A ¢ AVIL,2,....,r}, isto &, f e U(V') para todo A em
AVi1,2,....,r}. Consequéntemente ¥ tem cardcter finito.
Em resumo RI[X] é um dominio de Krull e ¥ & a familia de

definicdo de RIXI.

C.Q.D.
TEOREMA 6 - Seja R um dominic de integridade. S30 equivalentes:
(a} R{X) é um dominio de Krull.
{b) R(X) é um dominio de Krull.
(¢c) R & um dominio de Krull.
DEMONSTRAGAC -~ (a) => (b). Suponhamos gque R{X) é um dominio de
Krull., Entdoc R(X) é um dominio de Krull, pela proposicdo 24.
(b) => (c). Suponhamos que R(X) é um dominio de Krull. Entdo

R{(X) N T(R) é um dominto de Krull, pela proposigdo 1.2 de (6).
Mas R(X) n T(R) = R, como demonstramos no capitulo I]. Logo R é

um dominio de Krull,

{c}) => (a). Suponhamos que R é um dominio de Krull. Entdo RIX]

é um dominio de Krull, pela proposicdo 26. Logo R{(X) = R[XIU é

um dominio de Krull.

€.Q.D.

DEFINIGAO - Seja R um dominio de integridade. Dizemos que R é
um M-dominio se todo ideal principal n3o nulo de R é um produto

finito de ideais primos de R.

S3o W—-dominios, por exemplo, os dominios fatoriais e os
dominios de Dedekind,
Demonstraremos que um dominio de integridade R é um m-do-

minic se e somente se R é um dominic de Krull e um G-GCD dominio.
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Para isto damos algumas propriedades adicionais dos dominios de

Krull e dos fT-dominios.

Sejam R um dominio de Krull com corpo de fracdes F, F(R)
a Tamilia de todos os ideais fraciondrios ndo nulos de R, V(R) a
familia de todes os v—ideais de R e D(R) o grupo dos divisores
de R. Se F= (VA)AE’« ¢ a familia de definicdo de R, entdo para
cada V, € F existe uma valorizagdo v, associada. Podemos assumir
que o grupo de valores de v, é Z para cada A e A.

Se K € F(R), entdo definimos VA(K) = max{vx(x); x € FA{0}
e K € Rx}. Este médximo sempre existe, porque se y ¢ K\V\{0}, entdo

vx(x) <€ vx(y) sempre que K € Rx.

OBSERVAGOES - (1) 0 conjunto {Ar e A; v,(K) # 0} & finito. De fa-
to, se x € F\{0} e K € Rx, entdo vh(x) £ VK(K). Se vy ¢ KV\(0}, en
t30 vA(K)-S vA(y). Como os conjuntos {x ¢ A; VA(Y) £ 0} e

{» e A; vA(x) # 0} sao finitos, entao segue-se a aFirmaggo.

(2) E ctaro que VA(R) = 0 para todo XA € A.

Para cada A € A, seja Z, = Z, o grupo aditivo de nimeros
inteiros. Consideremos a soma direta de grupos y AR e{z,;
A € A}. Definimos uma aplicacdo 8:D(R) —> Z"™ Lor 8(div(K)) =
= (Vx(K))ke;ﬁ' Observa-se gue B8(div(K)) = B(div(Kv)) pela defini
¢do de v,(K). Segundo isto e a observagdo acima, segue-se que 8

estd bem definida.

AFIRMAGAO - Se K,L e V(R), isto é, K e L sdo v-ideais de R, en-

tdo K € L se e somente se VA(L) < VA(K) para todo A € A.

PROVA - £ claro que se K €L, entdo VA(L) <€ vx(K) para todo

% € A. Reciprocamente, se vA(L) < VX(K) para todo A € A, entdc
para qualquer x € K temos VA(K) £ vx(x) para todo A € A, Seja

» € A qualquer. Se z € F\{0} e L € Rz, entdo v,(z) ¢ v,(L). Logo

vy (z) g vh(x) e portanto vh(x/z) > 0, isto é, x/z € ¥,. Como is-



85

H

to vale para todo X € A, entdo x/z € ﬂ{VA; A e AL R e disto

segue-se que x € Rz. Consequentemente x ¢ N{Rz; L € Rz} =1L e

K € L.

Uma consequéncia imediata deste resultado é que a aplica-

(A)

cdo 8: (R) —> Z injetiva.

M

PROPOSIGAO 27 - Se R é um dominio de Krull, entdo toda familia

ndo vazia de v-ideais inteiros de R tem um elemento maximal.

DCHCHSTRAGAO - Seja A uma familia ndo vazia de v-ideais inteiros
de R. Com a notagdo anterior, definimos a aplicacgdo ¥:V(R) Z{A)
por ¥= 8cw, onde TM:K —> div(K) é a bijecdo de V(R) sobre
D(R). Seja B = ®(A). Entio B # #. Definimos uma ordem em 2" da
seguinte maneira: se m = (mA)7L eAr N 7 (nx)le P Z[A‘, entdo es
crevemos m g n se e s6 se m, ¢ n, para todo x € A. Com esta or-
dem Z‘A} € um reticulado-grupo ordenado. Observamos que ¥ é inje
tiva e inverte a ordem, onde a ordem de V(R) é a inclusdo. Se m =
= (mh)ze A € B, entdo m, 2 0 para tode X € A e existe um subcon-
Junto finito A, €A tal que m, > 0 para todo x € Ay e m, = 0 pa-
ra todo x € AVA,, Se n e Be en gm entdo n, = 0o para todo A em
AMA, e 0 €£n, m, para todo XA € A. Portanto o conjunto C =

A
=dne B; ngm} & finito e existe r e CN B tal que r é um ele-

mento minimal de B. Consequentemente A tem um elemento maximal.

C.Q.D.
PROPOSICAO 28 - Sejam | e J ideais do ane! R, onde J é préprio,
finitamente gerado e regular. Suponhamos que {Pl,...., Pm} e
{Qi,..., Qn} sdo duas familias de ideats primos de R tais que
J = IP":’1 SR Pim = |GE‘----- QE“ para alguns s, , td e Z7,

1€ i=<m 1 J &n. Entd3o cada elemento minimal da familia

— . —
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tP,,....,P, @

r m'
QJ:

Ly Qn} aparece simultaneamente como um P; e um

e os expoentes s; e t; sdo iguais.

DEMONSTRACAO - Podemos supor que P, é um elemento minima! da fa
milia {Pl,...., e Q. }. Seja T = RP . Entdo JT =

i
(ITY(P, ISt = (IT)(G; 1), onde w = 0 se P, ¢ {Q,,....,04.) ¢

w=1seP, ¢ {Q,,...., Q,} e P, = Q;. Suponhamos que w = 0. Nes
te caso temos: JT = (IT)(PQT)S’ = (IT)T = IT. Logo JT =

= (JT)(PlT)Si, onde JT é préprio, finitamente gerado e regular e
(PlT)S‘ é proprio em T, Mas isto é impossivel pelo coroldrio 6.4
de (7). Portanto w = 1 e JT = (IT)(P,T)%* = (4T)(P, T)% . Se fo-
sse s, <t;, entdo teriamos [T = (JT)(PlT)tJ_Si, 0 que & impossi-
vel como j& vimos. Também ndo pode ser tj < s, Em consequéncia

temos Sy 7 tj'

C.Q.D.

PROPOSIGAO 29 - Segja J um ideal proprio, finitamente gerado e
regular do anel R. Se J é um produto finito de ideais primos de
R, entdo & representacdo de J como um produto finito de ideais

primos de R é dUnica.

- . ]
DEMONSTRAGAG - Sejam J = P,* .- Pm e b =Q,t - Q," duas
representagdes de J como produto finito de ideais primos de R,

Segue-se da proposicdo anterior que a familtia

P={P; 1sigm P, = Q; para algum je {1,....,n} e s, = tJ}
é ndo vazia. Seja P = {Pi,....,Pr}, onde r eme P, =Q,, 1 i«
< r. Escrevendo | = P:‘ P:’, temos J = IP?:T SRR P:m =
|QE::‘-v--- QE". Se fosse r < m ou r £ n, entdo isto estaria

em contradicdo com a proposicdo anterior. Consequentemente r

C.q.D.
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COROLARIO -~ Se R é um fr-dominio, entdo todo ideal principal ndo
nulo e préprioc tem uma Pepﬁesentagéo inica como produto fintto

de ideais primos.

PROPOSIGAQC 30 - Seja R un anel. (a) Se | é um ideal inversivel
de R e @ é um ideal P-primério de R tal que | € P, entdo | N Q =
= iQ.

{(b) Se {Pi,....,Pn} é¢ uma familia finita de ideais primos inver-

siveis de R e se {Ql,.‘,.,Qn} ¢ uma familia finita de ideais pri

mérios de R, com V@, = P,, 1 £ 1 < n, entdo @, N - --- na, =

= Q! ...... in

DEMONSTRAGCAO - (a) Como | é inversivel, entdo existe um ideal J
de R tal que | N Q = 1J. Logo 1J €Q, Q@ é P-primirio e | ¢ P.
Portante J € @. Consequentemente 1 N Q = [J CIQ €1 N Qe asstm
[ N Q= 1Q.

{(b) Ordenemos a familia {Pi""'fpn} de modo que P; ¢ Pj para

i < j. Como P, é inversivel, entdo Q, é uma potencia de P, (e

portanto inversivel), pelo teorema 7.6 de (7). Logo @, n Q, =

= Q,Q,, pela parte {(a). Suponhamos que I, =8, n Q, n --- N Q=
= 0,8, -~~»- @, onde k « n. Entdo I« € inversivel, pots cada Q;
é inversivel. Como P, ¢ PK+! para cada i £ k, entdo 1, ¢ Peyy -
logo @, 0 Q, N -+ QN Q,y = 1, N Q. = 1,0,y =
= Q,Q, -+ Q,0,,,- Segue-se por indugio que Q, N G, N --- N Q, =
= ngz i Qn’

C.Q.D.
PROPOSICAC 31 - Se R é um w-dominio, entdo R é um G-GCD dominio

e um dominio de Krull.
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DEMONSTRAGAO - Suponhamos que R é um fi-dominio. Sejam a, b ele-
mentos quaisquer de R\{0}. Entdo existem ideais primos P,, P,,..
cevaes Py 94, Q,,..0., Q) de R tais que {a) = PP, -+ P, e

(b) = Q,8, --+ Q@,. Como os ideais {a}) e (b) s30 inversiveis, en

tdo P; e @; sdo inversiveis, 1 € i sm, 1 £ €n. logo

PP, P =P AP, M- NPye@Q, Q= @,nQ,n--0q,,
pela proposicdo 30. Portanto (a) N (b) = (N;T, P.) n (fWJZL QJ)-
Mas (N;Zy P;Y (N304 Q) = PP, ---- PQ,Q, ---- Q,, também

pela proposicdo 30. Entdo (a) n (b} & um ideal inversivel de R.
Consequentemente R é um G-GCD dominio.

Seja P = {P; P & um ideal primo minimal de R}. Demonstra-
remos que R é um dominio de Krull e que F = [Rp; Pe®t é sua fa

milia de definig3o. Se P € P, entdo existe a ¢ P\{0}. Logo (a) =

= PP, -~ P,, para alguns ideais primos {necessariamente inver
sfveis) Pi, P,y.--., P, de R. Portanto P = P; para algum i em
{1,2,....m}, pois PP, -+ P =1(a) €P e P & um ideal primo
minimal de R. Segue-se que todo P € P é inversivel. Entdo para

cada P e P, RP € um anel de valorizagdo discreto de posto um, pe
lo teorema 7.6 € a proposicao 19.2 de (7). Como cada elemento
ndo nulo de R pertence s6 a um numero fTinito de ideais primos mi
nimais de R, ent3o a familia F tem cardcter finito. Suponhamos

que x € FAR, onde F = T(R). Escrevemos x = a/b, onde a, b € R\{0},

a € Rb e b ¢ U{R). Seja Rb = P®!P®2 --.. P® 4 representacgdo de
Rb como produto finito de ideais primos de R {dnica, pela propo-
sig¢do 29), onde P, P,,...., P, sd3o distintos e necessariamente
inversiveis. Provaremos que P, € P para todo i e {1,2,....,r}.
Suponhamos que existe | € {1,2,....,r} tal gue P; ¢ P. Como P; &
inversivel, entdo P, = fT{P?; n Z+} ¢ um tdeal primo de R,

Po, CP: e cada ideal primo de R prépriamente contido em P, , estd

contido em P . Logo P, # 0, pois estamos supondo que P; ndo é mi
nimal. Seja ¢ € P,\{0}. Entdo P, contem algum fator primo Q (ne-
cessartamente inversivel) de Rc. Logo Q e P; sdo ideais inversi-
veis de R tais que @ C P; € R. Mas isto é impossivel, pelo teore

ma 7.6 de (7). Portanto P,, P ,...., P. e P, istoé, P, P,,.
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P T S, O . e, ., -
., P. sdo minimais (inversiveis). Como P;' é P. -primério,

1l £i <€r, pelo teorema 7.6 de (7}, entdo R b = P(:’Pf2 ----Per =
= P?‘ N Pf‘ n - - nN Pf" é uma representacdo minimal {Gnica) de
Rb, pela proposigdo 30. Mais ainda P?; = bRy n R para cada i. Lo

; o

go Rb = (n,; L, bRPi) M R. Segue-se que a ¢ bRP“ para algum k em
{1,2,....,r}, desde que a ¢ Rb. Entdo x = a/b ¢ RPK. Isto impli-
ca que N {Rp; Pe P} € R. Em consequéncia R = ﬁ{Rp; Pe P}l =

= N{V; V € F}. Temos demonstrado assim que R é um dominio de
Krulbtl.

C.q.D.

COROLARIO - Todo dominio fatorial e todo dominio de Dedekind &

um dominio de Krull,

PROPOSIGCAO 32 - Seja R um G-GCD dominio. S30 equivalentes:

(a) R é um r—dominio.

(b) R é um dominio de Krull.

(c) Toda familia ndo vazia de v-ideais inteiros de R tem um ele-
mento maximal.

(d) Todo ideal inteiro inversivel de R é um produto de ideais in

versiveis irredutiveis de R.

DEMONSTRACAO - (a) => (b). Segue-se da proposicdo anterior.
(b) => (c). E a proposicdo 27.

(c) => (d). Suponhamos que toda Tamilia nd3oc vazia de v-ideais
inteiros de R tem um elemento maximal. Consideremos a familia
$ € Inv(R), onde | € 4 se e s se | ndo é€ um produto finito de |

deais inteiros inversiveis irredutiveis de R. Suponhamos que

4 # 8. Entdo J§ tem um elemento maximal J. Como J ndo € irreduti-
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vel, entdo existem ideais inteiros K e L em R tais que J € K,
JCblLelJ=Xnt. Logo, em particular, K € inv(R), pois K & 1.
Portanto existe um ideal inteiro H (necessariamente inversivel)
tal que J = HK. Como J é inversivel e Kn L =J C L, entdo J CH

e portanto H ¢ §. Logo existem ideais inteiros inversiveis irre-

dutiveis H,, H,,...., H,, K,, K,,...., K; tais que H = H,H, -- H,
e K = K,K, -+ Kg. Portanto J = H,H, - H.K,K, -+ K., o que
é absurdo, pois J ¢ §. Consequentemente 4 = @, isto é, todo ideal

inteiro inversive! de R é um produto finito de ideais inteiros

inversiveis irredutiveis de R.

(d} = (a). Suponhamos que todo ideal inteiro inversivel de R é
um produto finito de ideais inteiros inversiveils irredutivets de
R. Para demonstrar que R é um w~dominio € suficiente demonstrar
que todo ideal inteiro inversivel irredutivel de R é primo. Sejs
P um idea! inteiro inversivel irredutivel de R. Supcnhamos que
a, beR, abe Pebd¢ P. Sea=20, entdo ae P. Se a # 0, entdo
(a) € Inv(R). Como b € P:(a), entdo PC P:(a). Mas P:(a) € Inv(R)
pois R € um G-GCD dominio. Logo existe um ideal inteiro | de R
tal que P = 1{P:(a)). Como | = P(P:(a))™" € P, entdo P =

= H(P;(a)) €1 a (P:(a)) €1 €EP, isto é, P=1n (P:(a)). Logo
|l = P, pois P & irredutivel. Portanto P = I1(P:(a)} = P(P:(a)).
Entdo P:(a) = R e disto seqgue-se que a € P. Consequentemente P &

um ideal primo de R.

C.aq.D.

Como consequéncia das proposicgdes 31 e 32, temos a seguin

te caracterizagdo de um w—-dominto.

PROPOSIGAD 33 -~ Seja R um dominio de integridade. Sdo equivalen
tes:
(a) R é um w—-dominio.

(b) R é um dominio de Krull e um G-GCD dominio.
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TEOREMA 7 - Seja R um dominio de integridade. Sdo equivalentes:
(a) R{X) é um ri-dominio.

(b} R(X)
(c} R(X)

(d) R é um wm—dominio.

um T~dominio.

0l

um dominio fatorial.

128

DEMONSTRACAO - (a) => (b). Suponhamos que R{X) é um mr—dominio.
Entdo R{(X) é um G-GCD dominio e um dominio de Krull, pela propo-
sicdo 33. Logo R{X)} é um G-GCD dominio e um dominio de Krull, pe

los teoremas 1 e 6. Portanto R(X) é um w-dominio, pela proposi-

¢ao 33.

{b) = {(c). Suponhamos que R(X)} é um si-dominio. Entdo R(X) é um
G-GCD dominio e um dominio de Krull. Seja K, € K, €K, & .... u-
ma cadeia de ideais (inteiros) principais de R{X). Podemos assu-
mir que K, # O para todo n € Z. A familia 3 = (K,), ¢ z* tem um
elemento maximal K, pela proposicdo 32. Se n » m, entdo K, C K.
togo K, = K,, para todo n » m, pela maximalidade de K,. Portanto
R(X) satisfaz a condicdo de cadeia ascendente para ideais princi
pais. Além disto, R(X) é um GCD-dominio, pelo teorema 1. Conse-

quentemente R(X) é um dominic fTatorial, pela proposicdo 16.4 de

(7).

(e¢) = (d). Suponhamos que R(X) & um dominioc fatorial. Ent3o
R(X}) é um m-dominio. Logo R(X) & um G-GCD dominio e um dominio
de Krull. Portanto R é um G-GCD dominio € um dominio de Krull,

pelos teoremas 1 e 6. Consequentemente R é um m-dominio.

(d) => (a). E consequéncia dos teoremas 1 e 6.

C.q.D.

Q0 objetivo seguinte é demonstrar que se R é um dominio de

Krull, entdo Pic(R{(X)) é isomorfo a Pic(R) e CI(R{X)) é isomorfo



a CI(R}.

Utilizaremos a seguinte notagdo. Se A é um dominio de
Krull, entdo denotaremos por X‘i)(A) o conjunto dos ideais pri-
mos minimais de A. Para x € T(A)\{0}, escreveremos div(x)} em lu-
gar de div(Ax)}. O conjunto dos ideais fraciondrios n3o nulos
principais de A serd denotado por Prin(A) e sua imagem em D(A),
o grupo dos divisores de A, serd denotada por P(A)}, isto &,
P(A) = {div(x); x e T(AI\{0}}. Os elementos de P(A) serdo chama-
dos divisores principais de A. Observa-se que P(A)} é um subgrupo
de D(A). O grupo dos ideais (fraciondrios) inversiveis de A serd
denotado por Cart(A) e serd chamado de o grupo de Cartier de A.
A imagem de Cart(A) em D(A) serd denotada por €{(A), isto &,
€(A) = {div(K); K € Cart(A)}. Os elementos de €(A) serdo chama-

dos de divisores inversiveis de A.

OBSERVAGAO — D(A) & um reticulado, isto é, existe o infimo e o
supremo de {div(K), div(L)}} para quaisquer div(K), div{(L) e D(A).
De fato, inf{div(K),div(L)) = div(K + L) e sup(div(K),div(L)) =
= div(K 0 L).

DEFINIGAO - Seja A um dominio de Krull. O grupo D(A)/P(A)} é de-
notado por ClI{A) e é chamado o grupo de classes de divisores de

A.

Se K & um i1deal fraciondrio naoc nulo de A, entdc sua ima-

gem em Cl{A) serd denotada por (K}, isto é, (Kl = div(K) + P(A).

DEFINICAO - Seja A um dominio de Krull. O grupo €{(A)/P(A) é de-

notado por Pic(A) e & chamado o grupo de Picard de A.

DEFINIGCAO ~ Seja A um dominto de Krull. O grupo CI(A)/Pic(A) é

denotado por G(A) e é chamado o grupo de classes local de A.

Condideraremos a seguir alguns resultados scbhre R-médulos,
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onde R é um anel comutativo com identidade.

Se f:L —> M & um homomorfismo de R-médulos, entdo o
submédulo £ '(0) é denotado por Ker(f) e é chamado o ndcleo de f.
0 submdédulo f(L) é denotado por Im(f) e é chamado a imagem de f.

0 médulo quociente M/Im(f) é denotado por Coker(f) e é chamado o

contcleo de f.

PROPOSIGAO 34 (LEMA DOS QUATRO) - Consideremos o seguinte dia-

grama de homomorfismos de R-mdédulos

T« =
L 4

K’ i >

onde as duas filas s3c exatas e os tres quadrados sdo comutati-
vos. Se o« é um epimorfismo e § & um monomorfismo, entdo
(a) lm(8) = g" "' (1m(¥))
(b) Ker(¥) = g(Ker(8)).
Portanto, se ¥ é um epimorfismo, entdo B também é um epi-

morfismo, e se B é um monomorfismo, entdo ¢ também & um monomor-

fismo.

DEMONSTRAGAC - (a) Seja y’ € !m(B) qualquer. Entdo existe y ¢ L
tal que B(y) = y’. Pela comutatividade do quadrado central, te-
mos g’ (y’) = g’ (B(y)}) = ¥(gly)) e Im(¥). Logo y’ e g’ " *lim(¥)).
Portanto Im(B)} & g'-l(lm(X)).

Seja vy’ € g’ '(Im(¥)) qualguer. Entdo o elemento z’ =

- g'(y*) pertence a Im(¥). Logo existe z € M tal que ¥(z)}

Il
™

Pela exatid3o da fila inferior temos h'{z’) = h'(g’'(y’"))

i}
o

Pela comutatividade do quadrado da direita, temos §(h(z)})}

h'(¥(z)) = h’(z’) = 0. Como € & um monomorfismo, entdo h{(z) = 0.

Portanto z € Ker{h) = Im(g). Ent3oc existe y € L tal que gly) = =z.
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Consideremos o elemento y' - 8(y) € L', Como g'(y’ - B(y)) =

= g'(y’) - g'(B(y)) = z' = 2z’ =0, entdo y' - B(y) € Ker(g’) =

= Im(f’)}. Segue-se que existe x’' € K’ tal que f'(x’) = y'~- B(y).
Por outro lado, como « é um epimorfismo, entdo existe x ¢ K tal

', Agora consideremos o elemento f(x) + y ¢ L. Pela

que o (x) = x
comutatividade do gquadrado da esquerda, temos B(f(x) + y) =
B{f(x)) + B(y) = f/{=(x)) + B(y) = £7(x") + Bly) =

=y’ - B{y) + B(y) = y’. Isto implica que y’ € Im(8). Consequen-

i

temente g’-i(lm(K)) € Im(8). Temos assim demonstrado (a).

(b) Seja z € Ker(¥) qualquer. Ent3o ¥(z) = 0. Pela comutativida-
de do gquadrado da direita, temos éh{(z)) = h’(¥(z)) = h' (0} = 0.

Como & é um monomorfismo, entdo h(z) = 0. Logo z € Ker(h) =

= Im(g). Portanto existe y ¢ L tal que g(y} = z. Consideremos o

elemento y’ = B{(y) € L. Pela comutatividade do quadrado central,

temos g’ {y’) g’ (B(y)) = ¥(gly)) = ¥(z) = 0. Isto implica que

y’ € Ker{(g’) = Im(f’). Entdo existe x' € K’ tal que f'(x’) = y’.
Como e é um epimorfismo, entdo existe x € K tal que «x(x) = x'. A
gora consideremos o elemento y - f(x) € L. Pela comutatividade

do quadrado da esquerda, temos gy - f{x}) = B(y) - B(f(x)) =
= B(y) - f'(x(x)) =y’ -y’ = 0. Segue-se que y - f(x) € Ker(B).
Por outro lado, também temos gy - f(x)) = gly) - g(fi(x}) =
=2 -0 =2z, Isto implica que z € g(Ker(B)). Consequentemente
Ker(¥) S g(Ker(8)).
Seja z ¢ g(Ker{(B)) qualquer. Entdo existe y € Ker(B) tal
que gly) = z. Pela comutatividade do quadrado central, temos
¥(z) = ¥(aly)) = g’(B(y)) = g’(0) = 0. Isto implica que z € Ker(¥).

Consequéntemente g{Ker(8)) &€ Ker(¥).
C.a.D.

COROLARIO 1 (LEMA DOS CINCO) - Consideremos o seguinte diagrama

de homomorfismos de R-médulos
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K > L > M > P > Q
o ﬁ] ¥ § E
r e } L’ F "L Mf g ; Pf h > Qf

onde as filas s3o exatas e os quatro quadrados sdo comutativos.
Se «x, B, &, &€ sdo isomorfismos, entdo o homomorfismo central ¥

também & um isomorfismo.

COROLARIO 2 -~ Consideremos o seguinte diagrama de homomorfismos

de R-méduios

onde as filas s3o0 exatas e os dois quadrados s3o comutativos.

(a) Se «we ¥ s3o monomorfismos, entd3o B também & um monomorfismo.
(b) Se e ¥ sdo epimorfismos, entdo B também & um epimorfismo.
Portanto se o« e ¥ sd30 isomorfismos, entdo o homomorfismo central

B é um isomorfismo.

PROPOSIGCAO 35 — C(ondideremos o diagrama comutativo de grupos a-

belianos e homomorfismos

-n
v
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onde as filas sdo exatas.

(a) Se h é injetivo, entdo Im(g) N ImCu,) = Im(u,ef) = Im(g-u).
(b) Se f é sobrejetivo, entdo Ker(g) + Im(u) = Ker(v,og) =

= Ker(hev).

DEMONSTRAGAO - (a) E claro que Im(u,sf) = Im(gou) € Im(g) Nnim(u, ).
Seja x € Im(g) N Im(u,) qualquer. Ent3o existe y ¢ G tal que x =
= g{y). Como v,ou, = 0, entdo 0 = v, (x) = v,(gly)) = h(v(y)) e

portanto v{y) = 0, pois h é injetivo. Pela exatiddo da fila su-

perior, existe z € F tal que y = u(z) e assim x = g(u(z)), isto

+

é, x € Ilm(gou)}.

(b} Como vou = 0 e v,ou, = 0, entdo é claro que Ker(g) + Im(u) €
C Ker(v,= g} = Ker(hov). Seja x ¢ Ker(v,og). Entdo g(x) ¢ Ker (v, )
e portanto existe y’ e F, tal que ui(y') = g{x), pela exatidio

da fila inferior. Por outro lado, como f & sobrejetivo, entdo
Logo g{x)} = u,(f(y)}) = gluly)).

Portanto x - u(y) € Ker(g), isto é, x € Ker(g) + Im{u}.

’

existe y ¢ F tal que fly) =y

C.Q.D.

PROPOSICAOC 36 - Consideremos o seguinte diagrama comutativo de

grupos abelianos e homomorfismos

V]
>
h

Uy
i 1

g

L) &
e

Entdo existe um Gnico homomorfismo u’:Ker(g) ——— Ker(h)
e um Gnico homomorfismo u’:Coker(g) —— Coker(h) tais que os

seguintes diagramas
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¥
Ker(g) ——> Ker(h) G, > H,
{ J p q
u u

G —> Coker(g) — 15 Coker(h)
(onde i e j sdo os monomorfismos candnicos e p e q os epimorfis-
mos candnicos) sdo comutativos.
DEMONSTRAGAO - Se x € Ker(g), entdo g(x) = 0 e portanto h(u(x))

= ui(g(x]) = 0, isto é, u{x) ¢ Ker{h). Consequentemente definin-
do u’(x) = u{x) para cada x ¢ Ker(g), temos que u’ é o Unico ho-
momorfismo de Ker{g) em Ker(h) tal que o diagrama acima comuta.
Similarmente, como u,(g{(G)) = h(u(G)}) € h(H), entdo existe um G-
nico homomorfismo u’:Coker{g) — Coker(h)} tal gue o diagrama

acima comuta.

c.a.D.

PROPOSIGAO 37 (LEMA DA SERPENTE) - Consideremos o seguinte dia-

grama comutativo de grupos abelianos e homomorfismos

Ker(f) S Ker{g) —Y > Ker(h) ----

|
i
|
! J k !
1
¥ J v :
F = Y >y i
|
|
__.,______F _______ gl-------- h _______ I
: ¥ ¥ v
u v
4 b
: Fy G, ——— H,
d!
: P g r
i
i W ¥ ¥
t

> Coker(f) —— Coker{g) —YisCoker(h)

Ker{v) e Im(ui) = Ker‘(vi).

onde Im{u)
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{a) v’eu' = se u, é injetivo, entdo a fila superior é exata,

0;
isto &, Im(u’) = Ker(v').
(b) vieu; = 0; se v é sobrejetivo, entdo a fila inferior é exa-
ta, isto &, Im(u/) = Ker{v/).
(¢} Se u, € injetivo e v é sobrejetivo, entdo existe um homomor
fismo d:Ker(h) ———» Coker(f) tal que a sequéncia
(%) Ker(f) ——E;+ Ker{g) ——iia Ker(h) —— 5

: ——E——+ Coker(f} __E;; Coker(g) __1L+ Coker(h)

é exata.

DEMONSTRAGAO - (a) Como u’(x) = u(x), v'(y) = v(y) para quais-

0. Isto 1m-

quer x € Ker(f), y & Ker(g) e veu = 0, entao v’eu’
plica que Im{u’) € Ker(v’). Observamos que Ker{v’) =

= Ker{g)} N Ker{v) = Ker(g) n Im{u). Suponhamos que u, é injetivo.
Seja v € Ker{v’) qualquer. Entdo y e Ker(g) e y € Im{u). Logo
existe x ¢ F tal que y = u(x) e Ker(g). Portanto u,{(f(x)) =

= gl{u{x})) = 0. Segue-se que f(x) = 0, pois u, € injetiva. Entao

x € Ker(f) e consequentemente y = ul{x) = u’(x) e Im(u’).

{b) Como u;(x’ + 1m(f)) = ul(x') + Im(g) e v;(y’ + tm(g)) =

= v{(y') + Im(h) para quaisquer x’ € F,, y’' € G, e veeu, = 0, en
tdo v/eu; = 0. Portanto Im(u;) c Ker(v;). Suponhamos que v & so-
brejetivo. Se vy’ + Im(g) € Ker(v;), entdo vi(y') e Im(h). Logo
existe z € H tal que vi(y’) = h(z). Como v é sobrejetivo, entdo

z = viy) para algum y &€ G. Portanto v,(y’) = h(z) = h{v(y)) =

= vl(g(y)). Segue-se disto que y' - gly) € Ker(v,) = Im(u,). En-

tdo existe x’' € F, tal que y' - oly) u&(x'). Mas isto implica
que y’ - ui(x') € Im(g). Portanto y’ + Im(g) = u,(x’") + Im(g) =
= u;(x' + Im(f)), isto &, y’ + Im(g) € Im(u;). Consequentemente

Ker(v;) c Im(u;).

(c) Seja z € Ker(h)} qualquer. Entdo existe y ¢ G tal que vi(y) =

=z = ki(z), pois v é sobrejetivo. Mas vl(g(y)) = hiv(y)) =



99

= h(z) = 0; logo g(y) € Ker(v,) = Im(u,). Portanto existe um ani
co x’ ¢ F, tal que u,(x’) = gly), pois u, € injetivo, Definimos
d:Ker(h) — 5 Coker(f) por d(z) = p(x’). Vejamos que d estd bem
definida. Suponhamos que y’ € G e gque v(y’) = z. Entdo v(y’) =
=z = v(y), isto é, y' -~ y e Ker(v) = Im(u). Segue-se disto que
y’ =y + u({x) para algum x ¢ F. Como vylgly’)) = hiviy")) =

= h(z) = 0, entdo existe x” e F, tal que u,(x") = g(y’). Logo

u, (x’} = u, (x") €& Im(g), donde up(x" - x”) = 0, isto é, x' - x”
pertence a Im(f). Portanto x” = x’ + f{(r) para algum r € F. Con-
sequentemente p{(x”) = p(x’) + p(f(r)) = p{x’). Agora demonstrare

mos que d € um homomorfismo. Sejam z,, z, € Ker{h)., Escrevemos

z =z, +z,. Escolhemos y,, y, € G tais que v(y!) =z, e v(yz) =

= z,. Escrevemos y = y, + vy,. Entéo viyl) = v(y1 + Yz) =z, tz,=

2z, Logo d{(z) = p(x’), d(zi) = p(x;) e d(zz) = p(x;), onde
L (x7)

= oly, + v,) = gly} = u,(x*), entdo x’ x; * x; e portanto

g{y,). Como ul(x; + x3) =

1]
I

=

gly), u,(x/) = gly,} e u (x})

dlz, + z,) = d(z) = p(x’) = px; + x3) = p(x;) + p(x}) =
= d(z,) + d(z,).

Finalmente demonstraremos que a sequéncia (*) é exata. Se

0. Logo d(z) = @,

z = v'(y) para algum v € Ker(g), entdoc g(y)
isto é, z € Ker{d). Por ocutro lado, se d(z) = 0, onde z = v{(y)
para algum ye G e u,(x’) = gly) para algum x’ e F,;, entdo p(x’) =
= 0, isto é, x’ € Im(f). Portanto existe xeF tal que x’ = f(x).
Segue-se que gly) = u, (x") = u,(f(x)) = glu(x)), isto é,
y - u(x) € Ker(g). Entdo y = u{x) + n para algum n € Ker{g). Lo-
go k(z) = v(y) = v(u(x} + n) = v(u(x)) + vin) = v(j(n}) =
= k(vi(n)) e portanto z = vi(n) £ Im(vi). Consequentemente
Im{(v’) = Ker(d).

Seja z & Ker{h) qualquer. Escolhemos y-e G ex'" e F, tais
gly). Entdo d(z) = p(x") e u/{d(z)) =

gue z = viy) e u, (x")
u!(p(x’)) = qlu,(x"))

Im(d) € Ker(u;). Se u;(p(x’)) = 0, onde x’ € F,, entédo q(ul(x’)) =

i

alg{y)) = 0. Logo ujed = 0 e portanto

= 0. Logo u,(x’) = gly) para algum y € G. Como vy (u, (x")) =0,

entdo vi(g(y)) = 0 e portanto h{v(y}) = 0, isto é, v(y) = z para
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algum z € Ker(h). Segue-se da definicdo de d que p{x’) = d(z),
isto é, p(x’) € Im{d}). Consequentemente Ker(u;) = fm(d). Pelas
partes (a) e (b), a sequdncia (¥) & exata também em Ker(g) e
Coker(g). Em conclusdo (*) é uma sequéncia exata.

C.q.D.

PROPOSIGAC 38 - Sejam f:K — > L e g:L —— 5 M homomorfismos

de R-médules. Se gof é um isomorfismo, entdo

L = Im(f) © Ker(g).

DEMONSTRAGCAO - Sejam L, = Im(f) e L, = Ker(g). Seja y e L qual-
quer. Escrevemos z = gly) € M. Como gof é um isomorfismo, entdo
existe x € K tal que g(f(x)) = z. Sejam s = f(x) e £t = y - s. En

tdo g(t) = gly - s) = gly) - g(s) = z - g(f{x)) = z - z = 0. Lo-

got € L, e portanto y = s +t € L, + L,. Consequentemente L =
= L, + L,. Por outro lado, se y € Ly N L,, entdo existe x ¢ K
tal que y = f(x) € Ker(g) = L,. Logo (gef){x} = g(fix)} = 0 e
portante x = 0, pois gef é um i1somorfismo. Segue-se que y =
= f(x) = f(0) =0eL,n L, = 0. Em concluso L = L, ® L, =
= Im(f) ® Ker(g).

C.Q.b
DEFINIGAO - Seja P um R-médulo. Dizemos que P é projetivo se pa

ra todo homomorfismo f:P —— M e todo epimorfismo g:L —= M
de R-médulos, existe um homomorfismo h:P —— L tal que geh =

= f.

ffa |inguagem de diagramas, isto significa o seguinte: um R-médu-

lo P é projetivo se e s6 se todo diagrama

p
lf
. M

: 4
Lan]

9
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de homomorfismos de R-médulos, onde a fila é exata, pode ser imer

so num diagrama comutativo:

p
7l
L —5 M —— 0
PROPOSICAO 39 - Seja P um R-médulo. Sao equivalentes:
(a) P é projetivo.
(b) Existe um R-médulo livre L e homomorfismos f:P —— L e
g:L ——> P tais que gof = idp,

(c) Existe um subconjunto C de P e para cada v € C existe um ho-
momorfismo hy:P — R tais que para cada x ¢ P, o conjunto
{y € C; hy(x) £ 0} é finito e x = 3 (h,(x))y.

yec ¥

{d) P é somando direto de um R-médulo livre.

DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que P & projetivo. Seja
g:L ——= P um epimorfismo, onde L & um R-médulo livre. Entdo te

mos © seguinte diagrama:

P
.7 lidp
k&
L > P > 0
9
Portanto existe um homomorfismo f:P ——= L tal que geof =

= idp.
(b) => (c). Suponhamos que existem um R-médulo livre L e homomor
fismos f:P —— L e g:lL. —=> P tais que gof = idP. Sejam B uma
base de L e C = g(B). Para cada x ¢ P, escrevemos f(x) =

= E:B(f,(x))z. Obtemos assim para cada z ¢ B um homomorfismo
ZzE

fy:P —— R. Para cada y € {, seja hy = f,, onde g(z) = y. Ob-

servamos que {y € C; hy(x) £ 0} & finito para cada x € P. Além

disto x = g{f(x)) = E%B(Fz(x))g(z) = E%c(hy(x))y para cada x

em P.
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{c) = (d}. Suponhamos que existe um subconjunto C de P e para
cada y € C existe um homomorfismo hy,:P — R tais que para ca-
da x € P, o conjunto {y € C; h,(x) # 0} é finito e x =

= E%C(h,(x))y. Seja h:L —> P um epimorfismo, onde L é um R-md
dulo livre. Sejam B = h™%(C) e K o R-médulo iivre com base B. De
finimos um homomorfismo g:K ™ P por g{z) = h{z), para cada
elemento bdsico z € B. Como P é gerado por C, entdo g é sobreje-
tivo. Definimos f:P — K por f{x) = E%B(hY(X))Z’ para cada

x = yéf Uwy(x))y e P, onde h{z) = y se hy(X) # 0. Entd3oc f é um
homomorfismo e gef = id,. Portanto K é isomorfo a P + Ker(g), pe
la proposicgdo 38. Consequentemente P € somando direto de um R-md

dulo livre.

(d) => (a). Suponhamos que P é somando direto de um R-médulo |i
vre L, Ent3do L = P ® Q, para algum R-médulo Q. Em primeiro lugar
demonstraremos que L & projetive. Seja B uma base de L. Conside-

remos o seguinte diagrama de R-médulos e homomorfismos

v

0 (fila exata)

Para cada x € B, existe um elemento k(x) € K tal que

glk(x)) = f(x), pois g é sobrejetivo. Obtemos assim uma aplica-
cdo k:B — > K tal que gek = f. Extendendo linearmente k a 1,
obtemos um homomorfismo h:L — > K tal que geh = f. Portanto L

é projetivo.
Agora consideremos o seguinte diagrama de R-médulos e ho-

momorfismos
P
s
gf

KI—>M'—=> 0 (fila exata)
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Sejam i:P ——> L e p:L —— P o monomorfismo e o epimor
fismo candénicos, respectivamente. Como L é projetivo, entdo exis
te um homomorfismo kil —> K’ tal g’ek = f’ep. Seja h' =
= kei:P —> K’. Como pei = id,, entdo g'eh’ = ghkei = flopoi =

= f’, Consequentemente P é projetivo.

C.Q.D.

COROLARIO - Todo R-médulo livre é projetivo.

PROPOSIGAO 40 - Seja R um dominio de integridade. Um ideal ndo

nulo | de R é inversivel se e 86 se | é um R-médulo projetivo.
DEMONSTRAGAO - Suponhamos que | é inversivel. Entdo I[R:i]F =
= R, onde F = T(R). Logo existem Qur Ggrecnn, Gy € {R:IJF e a,,
d,,+20.., @, € | tais que g,a, + g,a, * - * qa, = 1. Defini-
mos h;: | —> R por hi(x) = g;x, x € |, para cada i em
{1, 2,...., nl. Entdo para cada x € I, h,(x)a, + h,(x}a, +

-+ hn(x)an = q,xa, t q,xa, + - + quaxa, = >((ch.‘;1i t og,a, *
+ -+ + gpa,) = x. Seja C = {ai, = P an}. Entd3o C satisfaz
a condigdo (¢) da proposicdo 39. Portanto | é um R-médulo proje-
tivo.

Reciprocamente, se | é um R-médulo projetivo, entdo exis-

te um subconjunto C de | e para cada y € C existe um homomorfis-

mo hy:I —» R tais que para cada x € 1, o conjunto {y ¢ C;
hy(x) £ 0} & finito e x = E%c(hy(x))y. Logo para cada y € C e
para quaisquer x, z € | temos: xhy(z) = hy(xz) = zhy(x). Escolhe
mos x € I\{0} e escrevemos ay = hy(x)/x e T(R). Entao hj(z) =

= ayZ € R para quaisquer y € C, z € |. Logo Qy € [R:I]F, onde

F = T(R). Seja z € 1\{0}. Entao hy(z) = qyz e {y € C; gqyz # 0} ¢
finito. Segue-se que {y € C; qy Z 0} e finito. Alem disto z =

y%k (hy(z))y ;%c(QYZ)y z y%cyqy e portanto y%cyqy .
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isto é, existem y,, Yy,2ene, ¥, €|, Qs Garrevns Gp € [R:I]F
tais que y,q, * y,q9, ¥+ -+ * yaq, = 1. Entdo I[R:!]F=R e conse-
quentemente | é inversivel.

C.Q.D.
DEFINIGAO - Seja P um R-médulo. Dizemos que P é plano se para
toda sequéncia exata de R-mddulos e homomorfismos K s Y M,

- ideu ide
a sequéncia P®K —» PelL ——Y> P@M & exata.

OBSERVAGAQ - Se P é um R-médulo plano e L é um submédulo de um
R-médulo M, entdo a aplicagdo candénica P8 L — P®M & injeti-
va, pois 0 — L —> M & exata. Portanto podemos considerar P® L

como um submdédulo de P @ M.

PROPOSIGAQ 41 - Seja P um R-médulo plano. Se u:l ——— M & um
homomorfismo de R-médulos, entdo P® (Ker{u)) é isomorfo a

Ker(idpslﬂ e P@{(Im(u)) é& isomorfo a !m(idPQLﬂ.

DEMONSTRAGAO - Seja K = Ker{u). Consideremos a sequéncia exata

0 > K > L —2 5 M. Como

0 — > POK — > poL — deel

PeM
é uma sequéncia exata, entdo P®K &.isomorfo a Ker(id,ou).

Seja @ = Im(u). Definimos v:L ——» Q por v{x)} = u{x) pa-
ra cada x € L. Se 1 é a aplicacdo inclusdo de Q@ em M, entdo u =
= iov. Logo id,@u = (id,®i)e (id,®@v), onde id,®i é injetivo
e idy@®v é sobrejetivo. Portanto lm(idpsu) = (idP@i)(PGQ) é

isomorfo a P&Q.

C.Q.D.

PROPOSICAO 42 — Um R-médulo P & plano se e sd se para qualquer
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monomorfismo u:L =™ > M de R-médulos, id,eu:P@L —> POM é

também um monomorfismo.

DEMONSTRACAO - Suponhamos que P é plano, Seja u:L —=> M um mo
nomorfismo de R-médulos qualquer. Entdo 0 —— L — > M ¢ uma
sequéncia cxata. Logo 0 — P®l.'l£hjl£* P®M é uma sequéncta
exata e portanto id,®@u é injetivo.

Agora suponhamos que para qualquer monomorfismo u:l ——> M
de R-médulos, idp® u é também um menomorfismo. Seja

v -
K S L > M uma sequéncia exata qualquer. Se J = Im(u) e

@ = Ker(v), entdo 0 > J > | > | /Q —> 0 é uma se-
quéncia exata curta. Como P® ) —> P@L —— P®(L/Q) —— 0

uma sequéncia exata e o homomorfismo canénico P& J —— P &L

[0

injetivo, entdo 0 —— P& J —> P L —— P@(L/Q) —— 0

O

& exata. Mas Ker(P® L —— P@ (L/Q)) & gerado pela imagem do mo
nomorfismo canénico P®8Q —> P®L, pela proposicdo 1.21 de (9);
Jogo Ker(P® L ~—= P®(L/Q)) = Ker(idpe v}, pela proposicdo 41.
Portanto P® (L/Q) & isomorfo a (P®L)/Ker(idp® v). Por outro la-
do P® J & isomorfo a Im(id,® u), também pela proposigdo 41. Se-
gue-se que

0 — Im(id,@u) —> P®L —> (P&L)/Ker(idy@®@v) —> 0

é uma sequéncia exata. Consequentemente Im(id,®u) = Ker(id,® v),

isto &, P®K _ide®u, gy 19e® YV, boy ¢ exata. Portanto P &

planc.

C.Q.D.

PROPOSICAC 43 - Sejam M um sistema multiplicativo do anel P e Q

um R-médulo. Entdo Q e(l@(RM) s30 R-médulos isomorfos.

M

DEMONSTRAGAQ - Definimos u:Qy ————*(J®(RM) por u{x/m) =
= x®(1/m) para cada x/m € QM‘ Se x/m = y/n € QM, entdo existe
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s ¢ M tal que snx = smy. Logo x @ {1/m) = x & (sn/snm)) =

= (snx)® (1/(snm}) = (smy)® (1/(snm)) = y® (1/n) e portanto a a-
plicagdo u esté bem definida. Sejam x/m, z/t € Q4 e r € R quais-
gquer. entdo ul(x/m + z/t) = u({tx + mz)/(mt)}) =

(tx + mz)@ (1/(mt)) = tx@ (1/(mt))} + (mz) ® (1/{(mt)) =

x® (1/m) + z® (1/t) = ulx/m) + u(z/t) e ulr{x/m}} = ulrx/m) =
(rx)@ (1/m) = r{x8(1/m)) = ru(x/m}. Portanto u é um homomor-

1

fismo de R-mdédulos.

Definimos w:@ X(RM) —> Qy por wix,r/m) = rx/m. Se
r/m = a/n € Ry, entdo snr = sma para algum s € M. lLogo snrx =
= gmax e portanto rx/m = ax/n. Segue-se que w estd bem definida.

Sejam ¢ € R, x, y € Q, r/m, b/t € Ry quaisquer. Entdo

wix + y,r/m) = r{x + y}/m = (rx + ry)/m = rx/m + ry/m =
wix,r/m) + wiy,r/m); wix,r/m + b/t) = wix,{tr + mb)/(mt)) =
(tr + mb)x/(mt) = tex/(mt) + mbx/(mt) = rx/m + bx/t =

I

wix,r/m) + wix,b/t); wlcx,r/m) = r{cx)/m = cl{rx/m) = cw(x,r/m)

h

e wix,clr/m)) = wix,er/m) = crx/m = c{rx/m) = cw(ix,r/m). Portan-
to w é bilinear. Segue-se que existe um homomorfismo

v:Q®(Ry) —> Qy tal que v(x&(r/m)} = rx/m para qualquer ten-
sor x® (r/m) e QQ(RM). Como ulvix® (r/m}}) = ulrx/m) = ru(x/m) =
= p(x®{(1/m})) = x@(r/m) e viulx/m)) = vix®(1/m)) = x/m, entdo
u é um isomorfismo de R-médulos.

C.Q.D.

COROLARIO - Qualquer R-médulo Q é isomorfo a Q®R. De fato,
existe um isomorfismo de R-médulos w:Q®R —— Q tal que

w(x®r) = rx para cada tensor x@r e Q®R.

PROPOSIGAO 44 — Se M & um sistema multiplicativo do anel R, en-

tdo Ry é um R-médulo plano.
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DEMONSTRAGAO - Seja u:K — > L um monomorfismo de R-médulos
qualquer. Consideremos os isomorfismos

v:KM‘“‘—"RMGK w:l —"RMGL

M
x/m*-—)-(l/m)@x y/ml-—.h(l/m)@y
Definimos t:Ky —— Ly por t(x/m) = u(x)/m. Se x/m =
z/n € KM’ entdo snx = smz para algum s € M. Logo u(x)/m =

= ul{snx)Asnm) = ulsmz)/(snm) = ul{z)}/n e portanto t esta bem defi

nida ¢ é claro gque é um homomorfismo de R-mdduios., O seguinte

diagrama
Ky 1
] .
Ry® K ——2%—> R @1
onde | é a aplicacdo identidade de RM’ é comutativo, pois para

qualgquer x/m € Ky (igu)l(vix/m)) = (ieu)((1/m)e x) =
= (1/m}® u(x) = wlu(x)/m} = w(t{x/m)).

Seja p € Ker(i@u) qualquer. Entdo p = v(x/m) para algum
x/m e Ky Pois v é sobrejetivo. Logo wit{x/m))} = (i@ u)(vi(x/m)) =
= (i®u)(p) = 0. Portanto t(x/m) = 0, pois w é injetivo. Entdo

ulx)/m = t(x/m) = 0, donde su(x)

0 para algum s € M. Logo

ul(sx) = sul{x) = 0 e portanto sx = 0, pois u é injetivo. Segue-se

It

que x/m = sx/(sm) 0. Entdo p = vix/m) = v(0} = 0. Portanto
Ker(i®u) = 0, isto é, i@u:RM®K —— RM®L é um monomorfismo.
Consequentemente RM é¢ um R-médulo plano.

C.Q.D.

PROPOSIGEO 45 - Se M & um R-médulo e L é um R-médulo livre com
base B, entdo todo elemento de L®M pode ser escrito de modo Gni

co na forma ¥ x®&y,, onde {x € B; y,  # 0} & finito.
x€ B

DEMONSTRAGAO - Consideremos um tensor x@y de L®M. Como B & u-
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ma base de L, entdo x = a,x, * - + a x  para alguns Byrenrnns
18, € R e alguns x,,...., x, € B. Logo xe@y = x,® (a,y) +
L
vee 4 xns(any) = gl x; ® y;, onde y; = a;y, 1 £ 1 £n. Logo

x®y é da forma Zaxeyx, com {x € B; y, # 0} finito. Portanto
xXe
qualquer elemento de L®M & também desta forma. Para demonstrar

a unicidade, é suficiente demonstrar que ZBx@y,< =0 implica
¥ E

y, = O para todo x ¢ B. Suponhamos que ZBxGDyx = {0, onde
XE B

ix € B; yo # 0} é finito. Seja Ix;, x,,...., x )=
= {x ¢ B; y, # O0}. Seja z € B qualquer. Se z ¢ BA{xy,vuut, xm},
entdo y, = 0. Para z € {xi, Xyt wnmns Xnt, definimos u,:t — Rz

por uz{x)=z se x = z e u,(x) = 0 se x # z, para cada elemente ba
sico x € B, Entdo 0 = (uzaidm)( ’gex@yx) =
= x%ﬁ(u,@idvl)(xayx) = x%ﬁuz(x)@'y,‘ = 2@y,. Para cada x ¢ B,
detfinimos v, :Rx ——=» R por v, (ax) = a. E claro que v, é um iso-
morfismo de R-médulos. Entdo v @ id :Rx®M —> R@&M & um iso-
morfismo de R-médulos. Se w:M® R ——> M & o isomorfisme de coro
fdrio da proposigdo 43, entdo existe um isomorfismo de R-médulos
viR&M —> M tal que v(r®y) = ry para cada tensor r@y € RQM,
Logo 0 = v{(v, @id)(zey;)) = viv.(2)®y.) = v(1®y,) = 1y, =
yz. Portanto wm%gx@yn = 0, com iIx ¢ B; v, # 0} finito, implica
yy = 0 para todo x ¢ B,

C.Q.D.

PROPOSICAO 46 - Todo R-médulo livre é plano.

DEMONSTRACAO - Suponhamos que K é um R-médulo livre. Seja

u:L —> M um monomorfismo de R-médulos qualquer. Seja B uma ba
se de K. Suponhamos que t € Ker‘(idKQ u). Escrevemos t =

= % x®y, € K®L, onde {x € B; yy, # 0} é finito. Entdo 0 =

®ER
(idK@u)( 2 x®y,) = 2 xe@ulyy). Logo uly,) = 0 para cada
x€ B xEB

¢ B, pela unicidade mencionada na proposicdo anterior. Como u

o

injetivo, entdo yx = 0 para cada x € B. Logo t = ZBxeyx = 0.
x &

LM
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Portanto Ker(idxotﬂ = 0, isto é, idKQLné injetivo., Consequente

mente K e plano, pela proposicao 42.

€.Q.D.
PROPOSIGAC 47 - Seja Q um R-médulo e sejam K e L dois submédu-
los de um R-médulo M tais que M = K + L. Ent3o a intersegdo das

imagens canénicas de Q@K e Q&L em Q®M & igual & imagem candni

ca de Q@ (KN L) em Q8 M,

DEMONSTRACAO - Consideremos o seguinte diagrama de R-médulos e

homomorfismos candénlicos:

0 — KnlL > K » K/(Kn L) —— 0

jL g

0 > > K+ 1L — (K + L})/L—> 0
onde g é o isomorfismo candnico g{x + (K n L)) = x + L. Este dia
grama é comutativo e as filas sdo exatas. Como M = K + L, entéo

temos o seguinte diagrama comutativo
e®(KNn L) — Q8K —— Q&(K/(K n L))
id g

Qe L ————m> QOM —> Q& (M/L)

onde as filas sdo exatas e idy@g é um isomorfismo. Logo

Im( @K — QeM) N Im(Q@L —> Q&M) = Im(Q® (KN L) — Q&M)

pela parte (a) da proposigdo 35.
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COROLARIO - Seja P um R-médulo plano e sejam K e L dois submodu

los de um R-médulo M. Ent3o

Pe®(KNn L) = (PBK) N (POL).

DEMONSTRAGCAO - Seja M’ = K + L. Identificando P®K, P®L ¢
P®(K N L) com suas imagens candnicas em P®M’, tcmos:

(P®K) n(P® L) =P&(K N L)
comos submédulos de P®M’, pela proposicdo anterior. Mas POM’
pode ser considerado como um submédulo de P® M. Logo

Pe(kn L} = (P®K) n(P®L)
como submédulos de P@M.

C.a@.D.

PROPOSIGAO 48 - Sejam R e T dois anéis tais que R é um subanel
de T. Se M & um T-médulo e K é um R-médulo, entdo M®T(T ® K} e

(M ®TT) ® K sdo T-méduios isomorfos,

DEMONSTRAGAO - Seja x € M qualquer. Definimos

u T xK—— (M @ T) e, K
por ux(t,y) = (x @Tt)QR Y. E claro que u, é R-bilinear. Logo
existe um homomorfismo de R-médulos f,:T® K—— (M ®TT)®R K
tal que Fx(t ®Ry) = (x @Tt) ®, ¥ para cada t®;y € T ® K. Mais

ainda f, & um homomorfismo de T-mddulos. De fato, f, (s(t @, y)) =

1l

Follst) @ y) = (x@  (st)) &gy = (sxe,t)) @y =

s((x ®Tt)®Ry) = sf, (t ®Ry) para qualquer s ¢ T e gualquer
to,yeT @, K. Definimos wu:M x (T ®RK) — (M ®.T) ® K por
ul(x,=) = 'Fx(ﬁt) para cada (x,«) € Mx (T ®.K). Observamos que u ¢
T-bilinear. Logo existe um homomorfismo de T-mdédulos

M (Te K) —= (M®, T)B K
tal que T(x ®.r(t @Ry)) = (x 9.,1:) ®, y para cada x ®, (t @Ry) em
Mo, (T ®,K).
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Similarmente obtemos um homomorfismo de T-médulos
9: (M@ T)®, K —> M@ (T ®, K)
tal que gl{x @, t)®,y) = x @, (t ®g ¥) para cada {x ®rt) @ vy em
(M@TT)@R K.
E claro que gof e fo g sdo as aplicacgdes identidades de
M@ (T® K) e (M ®.T) ® K, réspectivamente. Consequentemente
M ®T(T @RK) e (M ®TT)®R K s3o0 T-médulos isomorfos.

C.Q.D,

PROPOSIGAO 42 — Sejam R e T dois anéis tais que R é um subanel
de T. Se M é um T-médulo plano e T & um R-médulo plano, entdo M

é um R-médulo plano.

DEMONSTRAGAO - Seja u:K —— L um monomorfismo de R-médulos
gualquer, Como T é um R-mdédulo plano, entdo
idy 8, u:T 8 K —> T & L
é um monomorfismo de R-médulos, pela proposicdo 42, Mas
(id; @, u)(sltey)) = (id; 8, u)((st)ey) = (st)ejuly) =
= s(t@au(y)) = s(idyeu)(te,y) para cada s € T e cada teg,y em
T&K; logo id; @ u é um monomorfismo de T-médulos. Como M & um
T-médulo plano, entdo id, @T(idTQRu):M&r(TERK) _ M&r(T@RL)
é um monomorfismo de T-médulos e portanto um monomorfismo de R-mé
dulos. Pela proposicdo anterior, existe um isomorfismo de T-médy
tos g: (M@ T)® K —> M@ (TeK) tal que
gl(xe t)ey) = xo (te,y) para cada (xet)e,y e (MOT)&K,
Pelo coroldrio da proposicdo 43, existe um isomorfismo de
T-médulos viM —> M®.T tal que v(x) = x@1 para cada x € M.
Como veyid, :M&K —> (M®T)&K é um isomorfismo de R-mé
dulos, entdo ge (v id ):MBK —> MO (TQK) é um isomorfismo
de R-mdédulos. Seja h = go (v@RidK). Observamos que
hixey) = gllve,idy)xey)) = glvix)ey)
= gl({x8.1)8,y) = x&(18.y)
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para cada x®,y € M®K. Por outro lado, existe um isomorfismo de
T-médulos F:M@T(T ®RL) S (M@TT)QEL tal que f(x af(t@Rz)) =

= (xe,t}®,z para cada x® (t®,z) ¢ M®(T®,L), pela proposicio an-
terior. Também existe um isomorfismo de T-mddulos wiM@ T ——> M
tal que w(x@Tt) = tx para cada xet ¢ M®T, pelo coroldrio da
proposicdo 43. Como we,id :(M&T)}® L ——> MBL é um isomorfismo
de R-médulos, entdo (we,id )e f:M& (Tel) —> M@L ¢ un isomor
fismo de R-modulos. Seja k = (w &,id ) e T. Observamos que

(we id ) (fixe (te,z)))

(we,id,)((xe,t)e )

kixe,(te z))

i

(tx)@Rz

para cada x&T(‘tskz) e M@ (TaLl). Como idMQT(idTeﬁu) é um monomor
fismo de R-médulos, entdo ke (idm&r(id.r sgu)) o h:M@K —> Mg.L

é um monomorfismo de R-médulos. Vejamos que ko (id, e (id;eu))eh =
= id,8u. Se x@y é um elemento arbitrario de M®K, entdo

(ko {idy@ (id,®u))o h)(xegy) = (ko (idy® (id,®u))h(xey)) =

(ko (idye (ideau)) (xo(ley)) = kixe (1e,uly))) = Ixeguly) =

(idM@)Ru)(x®Ry). Logo id,®u = ko (idM&T(idTgRu))o h é um mono-
morfismo de R-mdédulos. Portanto M é um R-mdédulo plano, pela pro-
posicgdo 42.

C.a.D.

DEFINIGAO - Seja P um R-médulo. Dizemos que P é fielmente plano

se para quaisquer R-médulos K, L e M e quaisquer homomorfismos

. . u v .

u:k ——= L e v:L —— M, a sequéncia K > | > M é exata
- . 1 Qu i ® v . )

se e s6 se a sequéncia P®K ——— > P@L ———— P& M é exata (i

é a aplicacgdo identidade de P).

PROPOSIGAO 50 - Seja P um R-médulo. S30 equivalentes:

(a) P é fielmente plano.

(b) P é plano e para qualquer R-médulo M, P@M = 0 implica M = 0,
(c) P é plano e idp®u = 0 implica u = 0 para qualquer homomor-

fismo de R=médulos u:L —> M.
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(d) P é piano ¢ JP # P para qualquer J € Max(R).

DEMONSTRAGAO - (a) => (b}. Suponhamos que P & fielmente plano.
Entdo é claro que P é plano. Seja M um R-médulo qualquer. Se

P®M = 0, entdo 0 —— P®@M ——> 0 & uma sequéncia exata. Logo

0 > M > 0 & exata ¢ portante M = 0,

{(b) => {(c¢). Suponhamos que P é planc e que para qualquer R-médu

loM, PO®M = Q0 implica M = 0. Seja u:L —— M um homomorfismo

de R-médulos qualquer. Se idp®u = 0, entdo Im(id,® u) = 0. Logo
P® Im(u) = 0, pela proposicio 41. Portanto Im{(u) = 0, pela hi-

pétese. Consequentemente u = 0.

{c) => {(a). Suponhamos que P é plano e que idP® u =0 implica

u = 0 para gualquer homomortfismo de R-médulos u:L —» M. Seja

u V o - M -
K > L > M uma sequéncia de homomorfismos de R-médules ar

bitraria. Se esta sequéncia é exata, entd3o a sequéncia

pok — 2V s pol —8Y 5 pey (i = idy) é exata, pois P & pla
no. Reciprocamente, se P®K *——LE‘H—* P® L "-"-Iﬂ-% PO®M & uma
sequéncia exata, entdo idp®(\fou) = (idpe\d O(Edp®tﬂ = 0. Lo-

go vou = 0, pela hipétese. Portanto Im{u} € Ker(v). Sejam | =

= Im(u) e J = Ker(v)}. Consideremos a sequéncia exata

0 > | Jd 5 9 > J/1 —= 0, onde ] e g sdo os homomor-

fismos candénicos. Como P é plano, ent3o a sequéncia

0 — > p@l —2BJ s pey —'%9 5 p@(J/1) —> 0 & exata. Lo

go P@(J/I1) é isomorfo a (P®J)/(P®1) (aqui estamos tdentifican
do P® 1 com (i@ j)(P®1}). Mas P®I é isomorfo a Im(i®@u) ¢ P& J
é isomorfo a Ker{i®v) = Im(i®@u), pela proposicdo 41. Portanto

(P®J)/(P®I1) = 0. Seqgue-se que P®(J/I)} = 0, donde ig@gq = 0. Lo

go g = 0, pela hipétese. Portanto J/1 = 0. Consequentemente
Im{(u) = 1 = J = Ker(v), isto é, a sequéncia
K—2> L ——> M & exata.

Em conclus3o, P é fielmente plano.
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(b) = (d). Suponhamos que P é plano e para qualquer R-médulo M,

P&@M = 0 implica M = Q. Seja J e Max(R) qualquer. Como a sequén-

cia 0 > J > R > R/J —=> 0 é exata e P & plano, en-
tdo a sequéncia 0 —> P®J) —> P®R ——> P& (R/J) ——=> 0 ¢
exata., Logo P®(R/J) é isomorfo a (P®R)/(P®J), onde P®J & i-
dentificado com Im{(P® J ——> P®R). Consideremos a aplicacao
us:Px | —> JP definida por ulx,r) = rx para cada (x,r) e PxJ.

E claro que v é R-bilinear. Logo existe um homomorfismo

v:P®J —=> JP tal que v(x@®r) = rx para cada tensor x&r ¢ P& J.
Observamos que v é um isomortismo de R-mddulos, com

v"l(r‘lx1 + crcc +rox,) = x,@r + o0 + x_@r para cada

rF,x, + -+« + p x_€ JP, onde r; € J, x.

1 Xy a*n . € P, 1 £ i £ n. Por ou-

tro lado, P®R é isomorfo a P. Logo P/(JP) e P®(R/J) sdo isomor
fos. Como R/J # 0, entdo P®(R/J)} # 0, pela hipbtese. Logo
P/(JP) # 0, i1sto &, JP # P.

{d) => (b). Suponhamos que P é plano e JP # P para qualquer

J € Max(R). Seja M um R-médulo ndo nulo. Entdo existe x € M\{0}.
Consideremos a ap!licacdo u:R — Rx definida por u(r) = rx. £
claro que u é um epimorfismo de R-médulos. Seja K = Ker(u). Entdo
Rx é isomorfo a R/K. Como Rx # 0, entdo K # R. Logo existe

J € Max{R)} tal que K € J, Como JP # P, ent3do KP # P. Como na de-
monstracdo de (b} => (d) (P/(JP) e P®(R/J) s&o isomorfos), te-
mos: P® (R/K) & isomorfo a P/{(KP). Portanto P® (R/K) # 0. Conse-
quentemente P® (Rx)} # 0 e disto segue-se que P&@M # 0,

C.a.D.
PROPOSIGAO 51 - Seja M um R-médulo. Sdo equivalentes:
(a) M é finitamente gerado.
(b) Existe uma seguéncia exata L > M > 0 de R-médulos,

onde L é livre de pdsto finito.
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DEMONSTRAGAC - (a) => (b). Suponhamos que M é finitamente gera-

do. Seja {x,,x,,«...,x,} um sistema de geradores de M. Definimos
n -
f:R — M por f(ri,rz,....,rn) =ryx, tryx, t oo+ ox o E
claro que f é um epimorfismo de R-médulos. Seja L = R". Ent3o
f . A .
L > M > 0 é uma sequéncia exata, onde L é livre de pdsto
finito.

(b) => (&). Suponhamos que existe uma sequéncia exata

L > M > 0, onde L € um R-médulo livre de pbsto finito.
Entdc Im{L ——> M) = M, Como L é finitamente gerado, entdo M é

finitamente gerado.

C.Q.D
DEFINIGAO - Seja M um R-médulo. Dizemos que M & de apresentacdo
finita se existe uma sequéncia exata de R-mddulos
K > L > M > 0, onde K e L sdo livres de pdsto finito.

-

E claro que todo R-médulo de apresentacdo finita é finita

mente gerado.

PROPOSIGAC 52 - Se P é um R-médulo projetivo finitamente gerado,

entdo P é de apresentacdo finita.

DEMONSTRAGAO - Como P é finitamente gerado, entdo existe uma se

gquéncia exata L 95 p > 0, onde L é um R-mdédulo livre de

pésto finito. Consideremos o sequinte diagrama

P
//
e lid
rd
t-/
L 9 > p > 0

Como P é projetivo, entdo existe um homomorfismo
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f:P—=> L tal que gof = idy. Logo L = Im(f)® Ker(g), pela pro
posigdo 38. Portanto Ker{g) é isomarfo a L/Im(f). Segue-se que
Ker(g) é finitamente gerado. Ent3o existe um epimorfismo de R-mé
dulos h:K —> Ker(g), onde K é livre de pdsto finito, pela pro
posigdo 51. Seja k = ioh, onde i é a aplicacgdo inclusdo de

Ker{g) em L. Ent3o a sequéncia K LI L 9 > p

pois Im(k) = fm(ieh) = (ioh)(K) = i(h(K)) = i(ker(a)) = Ker{g).

> ) é& exata,

Consequentemente P € de apresentacdo Tinita.

C.a.D.

PROPOSIGAOC 53 - Seja 0 —> K ks L l > M > 0 uma se-

~quéncia exata de homomorfismos de R-mddules. Se L é finitamente

gerado e M é de apresentacgdo fTinita, entdo K é finitamente gera-

do.

DEMONSTRACAO - Como M é de apresentacdo finita, entlo existe u-
ma sequéncia exata P > 9 5 > 0 de homomorfismos de
R-médulos, onde P e @ s3o livres de pdsto finito. Como Q é proje

tivo (pelo coroldrio da proposicdo 39), entdo existe um homomor-

fismo h:Q@ —— L tal que o diagrama
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Como leheoef = gof =0, entdo existe um homomorfismo
d:P —> K tal que kod = hoe f. De fato, se x € P, entdo
I(h(F(x))) = 0, isto &, h(f(x)) e Ker(1) = Im(k). Logo existe
d(x) € K tal que k{d(x)) = h(f{x)). Segue-se que existe uma se-
quéncia exata
0 = Ker(idM) ——> Coker{(d) ——> Coker(h}) ——> Coker(idM) =0
pelo lema da serpente (proposicdo 37). lsto implica que Coker(d)
é isomorfo a Coker(h) = L/h{Q). Como L é finitamente gerado, en-
tdo Coker{d) é finitamente gerado. Finalmente a sequéncia exata

0 ——> Im(d) > K > Coker(d) — 0

onde Im{d) = d(P) e Coker(d) sd3o finitamente gerados, mostram
que K é finitamente gerado.

C.Q.D.

PROPOSIGAD 54 — Qualquer R-médulo X é 1somorfo a Hom (R,X).

DEMONSTRACAO - Definimos u:Hom(R,X) ——> X por u(f) = f(1). E
claro que u é um homomorfismo de R-médulos. Se u(f) = 0, entdo

f(1) = 0. Logo f(r) = f(r1) = rf(1) = 0 para qualquer r € R e

portanto f = 0. Segue-se que u é injetivo. Seja x € X qualquer.
Consideremos a funcdo h:{1} — X definida por h(1) = x. Como
R & um R-médulo livre com base {1}, entdo existe g ¢ Hom(R,X)

tal gue g restrita a {1} é h. Logo u(g) = g{1) = h{(1) = x. Por-
tanto u é sobrejetivo.
Consequentemente Hom(R,X) e X sdo R-médulos isomorfos.

C.Q.D.

Sejam f:Ly —> L e g:M ——> M, homomorfismos de R-mddu
los. A aplicacgdo
Hom(L,M) ——> Hom(L,,Mi)

h > gohof

& um homorfismo de R-médulos e é denotado por Hom(f,g).
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PROPOSIGAO 55 - Se fil, ——> L, gtM ——> M, f':L, —> L, e

g’:M; — M, s3o homomorfismos de R-mddulos, entdo

Hom(f o f',g9" e g) = Hom(f’,g’) » Hom(f, g).

DEMONSTRACAO - Seja h € Hom(L,M) gualquer. Entdo
Hom(f’,g’ ) (Hom(f,g){(h}) = Hom(f’,g")(gohof) =

= g’olgehof)af’ = (g’eg)ohe(fof’) = Hom(fef’, g”eg)(h).

Portanto Hom{(f e f',g’ o g} = Hom(f’,g’} e Hom(f,g).

C.q.D.

PROPOSIGAQ 56 - Se f:L, ——=> L e giM ——> M, sdo homomorfis-

mos de R-médulos quaisquer, entdo

Ker(Hom(f,g)) = {h & Hom(L,M); h(Im(f)) € Ker{gl)l.

DEMONSTRAGED — Seja K = {h & Hom(L,M); h(Im(f)) € Ker(g)}. Se
h e K, entdo h{f(x)) € Ker(g) para qualguer x € L,. Seja x € L,

qualqguer. Entdo Hom(f,g)(h)(x) = {(gehef)(x) = glh(f(x))) = 0.

Logo Hom(f,g)(h) = 0, isto é, h € Ker(Hom(f,g)). Reciprocamente,

se h € Ker(Hom(f,g)), entdo ge he f = Hom(f,g)(h) = 0. Logo

Im(h o f) € Ker{g). Mas Im(hef) = (hof)(L,) = h(F(Li)) =

= h(Im(f)). Portanto h(Im(f)) € Ker(g)}, isto é, h e K.

Consequentemente .
Ker{Hom{(f,g)) = K = {h & Hom{tL,M)}; h(Im(Ff)) C Ker(g)}.

C.q.D.

COROLARIO - Se f:L, —> L & um epimorfisme de R-médulos e

g:M ——> M, é um monomorfismo de R-médulos, entdo Hom(f,g) & um

monomorfismo de R-mddulos.
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PROPOSIGAC 57 — Sejam M e Q R-médulos. Se M & a soma direta de

n R-médulos M,, M,,..., M,, isto é, M = & M., entdo Hom(M,Q) é

i=1
isomorfo a ,éiHom(Mi,Q).

n
DEMONSTRAGEO - Seja P = & Hom(M;,Q). Definimos
u:Hom(M,Q) ——> p por u{f) = (Hom(kl,J)(F),....,Hom(kn,J)(F)),
onde k;:M; ———> M & o monomorfismo candénico, 1<i<sn, e J = idy

£ claro que u é um homomorfismo de R-médulos. Definimos
v:P — Hom(M, Q) por v{(g)(x) = 91(x1) + v + g _{x,) para ca-
da g = (gl,....,gn) € Pecada x = (x,,....,x,) € M. Também &

claro que v é um homomorfismo de R-médultos. Como v{u(f))(x) =

= Hom(k,, j)(F)(x,) + -~ + Hom(k,,j)(f){x,) = flk,;(x,}) +
b Flky(xg)) = Flky(x,) = <o + ky(x)) = F(x) para qualquer

f e Hom(M,Q) e qualquer x = {x,,....,x,) € M, entdo veu é a apli
cacgdo identidade de Hom{M,Q). Por outro lado, para cada i em
{1,....,nk Hom(k;,j)(v{g))(x;) = vig}k;(x;}) = g;(x;) para
gqualquer g = (g,,....,9,) € P e qualguer x; € M;. Logo ulv(g)) =

(Hom(k,,i)(v(g)},.... Hom{k_,j)(v(g))) = (gy,....,9,) = g para
qualquer g = (g,,....,9,) € P. Portanto uev é a aplicagdo iden-

tidade de P. Consequentemente u é um isomorfismo e Hom(M,Q) & i-

somorfo a igngom(M;,Q).

PROPOSICAO 58 - Se Q@ é um R-médulo qualquer e

K ——> L —9>u > 0

é uma sequéncia exata de R-mdédulos e homomortfismos, entdo
.F
0 —> Hom(M,Q) —%°> Hom(L,8) ——> Hom(K,Q)
onde T = Hom(F,ida) e g¥ = Hom(g,ida), também & um sequéncia

exata.

DEMONSTRAGAO - Como g é um epimorfismo e idQ é& um monomorfismo,
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entdo g¥* = Hom(g,ida) ¢ um monomorfismo, pelo coroldrio anterior.
Por outro lado, segundo a proposicdo 55 temos f% o g* =

= Hom(f,ida)o Hom(g,ide) = Hom(ge f,idg e idq) = Hom(0, idg)} = 0.
Logo Im{g*) € Ker(f¥), Seja h € Ker(f*) = Ker(Hom(F,idQ)) qual-
quer e seja J = Im(f) = Ker(g). Entdo h(J) = h(1m(f)) € Ker(idy)
pela proposicdo 56. Logo h(J) = 0 e portanto h:L —— Q induz
um homomorfismo k:L/J ——> Q. Como g:L ——> M & um epimorfismo
com Ker(g) = J, entdo g induz um isomorfismo d:L/J —= M. Seja

p:L —> L/J o epimorfismo candnico. Entdo o diagrama

M

)/ N

[ Ny Ry

N\ A

é comutativo. Como d é um isomorfismo, entdo podemos definir um
homomorfismo i = ko ¢~ de M em Q. Logo i & Hom(M,Q) e g*{i) =
Hom(g, idg) (i) = ieg=(ked™®)og=ko(d "ag) =kep=h. Por
tanto h e Im{g¥). Segue-se que Ker(f*) € Im(g¥).
Consequentemente
0 —> Hom(M,Q) —%> Hom(L,0) ——> Hom(K,Q)

¢ uma sequéncia exata.

€.qQ.D.

PRCPOSIGAO 59
.F

0 > K > L 3 5> M & uma sequéncia exata de homomorfismos

Se @ & um R-médulo qualquer e

de R-médulos, entdo a sequéncia
fa

0 ——> Hom(Q,K) —=> Hom(GQ,L) — 9% 5 Hom(Q,M), onde fx =

= Hom(ida,f) e gx = Hom(idq,g), é também exata.

DEMONSTRACAC - Como idQ é um epimorfismo e f & um monomorfismo,
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entdo fy = Hom(idg,f) € um monomorfismo, pelo corolario da propo
sicdo 56. Por outro lado, utilizando a proposicdo 55, temos
g0ty = Hom(ida,g)o Hom(ida,f) = Hom(ida,g o f) = Hom(idq,O) = 0,
Logo Im(fy:) € Ker(gs:). Seja h e Ker(gx) = Ker(Hom(ida,g)). Entdo
h{(Q) = h(Im(idy)) € Ker(g) = Im(f)}, pela proposigdo 56. Como

f:Kk —= L & um monomorfismo, entdo existe um isomorfismo
k:itm(f) — K tal que fok é o homomorfismo inclusdo de Im(f)
em L. Definimos um homomorfismo j:Q@ —— K por j{x}) = k{h(x))
para cada x € Q. Entdoc j € Hom{Q,K) e para qualguer x € Q,

() (x) = Hom(idg,F)(j)(x} = (fo j)(x) = F(j{x)} = fk(h(x))) =
(fok)(h{x)) = hi{x), pois h(x) € Im(f) e fek é o homomorfisma
inclusdo de Im(f) em L. Logo fx{(j) = h e portanto h e Im(fy). Se
gue-se que Ker(gsyx) € Im(fy).

Consequentemente a sequéncia

0 —> Hom(Q,K) — %> Hom(Q,L) —%%> Hom(Q,M)
é exata.
C.Q.D.
PROPOSICAO 60 - Seja P um R-médulo. Sdo equivalentes:
(a) P é projetivo.
(b} Para qualguer sequéncia exata curta de R-médulos
0 > K LN L 9 > M » 0, a sequéncia
0 —> Hom(P,K) — &> Hom(P,L) —2%> Hom(P,M) ——> 0, onde
fi. = Hom(idp,F) e g% = Hom(idp,g), & também exata.

(¢} Para qgualguer epimorfismo de R-médulos g:t —= M,

Hom(idp,g):Hom(P,L) ——> Hom{(P,M) ¢é também um epimorfismo.

DEMONSTRAGAO - (a) => (b). Suponhamos que P & projetivo. Seja
f

0 —— K — L 3 > M > 0 uma sequéncia exata curta de

R-médulos qualquer. Segundo a proposigdo anterior, a sequéncia

0 —> Hom(P,K) ——fi* Hom(P, L) L Hom(P,M) é exata. Ve jamos

que gx é sobrejetivo. Seja h € Hom(P,M) qualquer. Consideremos o
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seguinte diagrama

Como P é projetivo, entdo existe um homomorfismo
f:P —— L tal gque gof = h. logo f € Hom(P,L)} e g.(f) =
= Hom(idp,g)(F) = gef = h., Portanto g+ € um epimorfismo. Segue-

se gue a sequéncia
0 —> Hom(P,K) — %> Hom(P,L) —2%> Hom(P,M) —> 0

& exata.

(b) = (c). Suponhamos que para qualquer sequéncia exata curta

f g

0 > K > L > M > 0, a sequéncia

0 — Hom(P,K) LN Hom(P,L) —3%s Hom(P,M) —— 0, onde f, -

= Hom(idp,F) e gu = Hom(idp,g), é também exata. Seja g:L — > M
um epimorfismo de R-médulos qualquer. Consideremos a sequéncia

exata curta 0 ——> Ker(g) ——_— 9

> M > 0, onde 1 é o
monomorfismo inclusdo de Ker(g) em L. Segue-se da hipdétese que a
sequéncia

0 ——> Hom(P,Ker(g)) —%> Hom(P,L) —%> Hom(P,M) ——> 0
onde 1% = Hom(idp,i) e gx = Hom(idp,g), é exata. lLogo g =

= Hom(idp,g) é um epimorfismo.

{¢) = (a). Suponhamos que para qualquer epimorfismo de R-mdédu-
los g:L —> M, g¢ = Hom(idp,g):Hom(P,L) ——> Hom(P,M) é também
um epimorfismo. Seja h:P ——> M um homomorfismo de R-mdédulos
qualquer e g:L ——> M um epimorfismo de R-mdédulos qualquer. Co-
mo h e Hom(P,M) e gx:Hom(P,L} — Hom(P,M) é sobrejetivo, en-
t30 h = g.(f) para algum f ¢ Hom(P,L). Logo ge f = Hom(idp,g)(F) =

= g«(f) = h. Portanto P ¢ projetivo.
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PROPOSIGAO 61 ~ Seja T uma R-algebra plana. Se M ¢ um R-modulo

de apresentaggo finita, entao o homomorfismo canonico
¥: T®Hom (M, Q) —— Hom (T&M,TeQ)

tal que ¥(t@f)(s@x) = ts®f(x) para cada tef ¢ T® HomR(M,Q) e
cada s@x € T®@M, é& um 1somorfismo de T-médulos para qualquer

R-médulo Q.

DEMONSTRAGRO - Se M = R, entdo, utilizando o corolério da propo
si¢d0o 43 e a proposigdo 54, temos T® HomR(M,Q) = T®HomR(R,Q) =
=T®Q = Hom (T,T®Q) ¥ Hom (T®R,T®Q) ¢ Hom (T@ M, T®Q) como
T-médulos. Se M = R" para algum n e 2%, entdo, utilizando as pro
posigdes 54 e 57, temos'T®HomR(M,Q) ='T®HomR(Rn,Q) ¥

T® ((Hom (R,0))") = T®Q" = (TQ)" £ (Hom (T,T®Q))" =
(Hom (T@®R,T®Q))" = Hom ((TOR)", T®Q) ¥ Hom (T®R", T®Q)

I IH

HomT(TQ M, T®Q) como T-médulos. Logo o resultado vale se M &
um R-mdédulo livre de pdsto finito.

Consideremos agora um R-médulo M de apresentacgdo finita
qualquer. Neste caso existe uma sequéncia exata de homomorfismos

K —> | —¥ s M > 0, onde K ¢ L s3o R-médulos livres de

pdsto finito. Entdo a sequéncia

T®K idev . ;oL —98Y , 7oy — 5

onde id é a aplicacgdo identidade de T, é exata. Escrevendo FX =
= T®Homy(X,Q) e GX = Hom (T®X,T®Q) para cada R-médulo X e uti

lizando a proposicdo 58, obtemos as seguintes sequéncias exatas:

0 ———> FM g FL h , FK, onde g = id@HomR(w,idq) e h =

= id® Homg(v, id,) sdo homomorfismos de T-médulos,
0 —> oM —3 > L. — 5 GK, onde g’ = Hom (ide@w,idgq) e
h' = HomT(id@ VfidTea) 530 homomorfismos de T-mdédulos.

Para cada tensor simples t®f e T®Homg(M,Q} = FM,
g’(¥(t®f)) € GL = Hom (T@®L,T®Q) e g’ (3(t0f)) =

= Hom.r(idew,id.rga)(x(t@i:)) = ¥(t@f)e (idow). Seja s® z um
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tensor simples qualquer em T® L. Entdo g’ (¥(t® f))(s@ z) =

= (¥(tef)e (idew))(soz) = ¥(t®f)(sewl(z)) = ts@ f(wl(z)). Por
outro lado, se §:FL = GL & o homomorfismo candnico, entdo
§(g(te f)) = §((ide Homy(w, idy))(t®F)) = §(t@®(fow)) e
$(gltef))(sez) =6(t@(fow))(s®@z) = ts® (fow)(z) =

= ts® (f(w(z))). Portanto g’o ¥ = §og. Similarmente comprova-se
que se €:FK —— GK é o homomorfismo candnico, entdo h’'o § =

= g£oh, Segue-se que os quadrados

M —9 > FL FL —> K
xl l& 61 ls
oM —9> Gl 6L —> oK

sdo comutativos. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

0 > 0 > fM —8—> F —" FK
T
0 > 0 > oM —2> GL —"> Gk

Como L e K s3o R-médulos livres de pdsto finito, entdo £

e & sdo isomorfismos. Portanto ¥ € um i1somorfismo, pelo lema dos

cinco (corolério 1 da proposigdo 34).

PROPOSIGAO 62 - Seja T uma R-dlgebra fielmente plana e seja M

um R-médulo.

(a) TO®M é um T-médulo finitamente gerado se e s6 se M é finita
mente gerado.

(b) Se T®M é um T-médulo de apresentagdo finita, entdo M é de
apresentacdo finita.

{c) Se T®M é um T-médulo projetivo finitamente gerado, entdo M

é projetivo finitamente gerado.
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DEMONSTRAGAC - {a) Se ix,,x,,....,x, } €M é um sistema de gerado
res de M, entdo comprova-se sem dificuldade que T®M é gerado SO
bre T pelos elementos 1@ Xy, 1®x,,...., 1® x,. Reciprocamente

se 1@ x,, 1®x,,...., 1®x, geram T®M sobre T, entdo Xyr Xgpone

«vv, %X, geram M. De fato, se L é o submédulo de M gerado por
X 4 Xgpnnea, X € itl —> M é o monomorfismo de inclusdo, en-

tdo id, ®1:T®L ——> T@M é scbrejetivo. Logo
TeL — 98l L tey — 5
é uma sequéncia exata. Como T é fielmente plano sobre R, entdo a

-~ + | ’ ' P ” -
seqguéncia L > M > 0 é exata. Portanto i também é sobreje

tivo. Consequentemente M = L, isto é, M é finitamente gerado.
(b} Como T®M & um T-médulo de apresentacdo finita, entdo T®M &
finitamente gerado sobre T. Logo M é finitamente gerado, pela

parte (a). Portanto existe uma seqguéncia exata de R-mdédulos

L s M > 0, onde L é livre de pdsto fTinito, pela proposi-
cdo 51. Seja K = Ker{u). Entdo a sequéncia

0 ——> TOK — 928 7o —ldOM, 7oy .
onde 1:K —> L é a aplicagdo de inclusdo, é exata. Como L é fi

nitamente gerado, entdo T®L & um T-médulo finitamente gerado,
pela parte (a). Portanto T®K & finitamente gerado sobre T, pela
proposicdo 53. Segue-se, novamente pela parte (a), que K é fini-

tamente gerado. Entdo existe um epimorfismo v:d — K, onde J

é um R-médulo livre de pbsto finito. Seja w = ie v. Como Im{w) =
= (iov)(J) = i(v(J})) = i(K}) = K = Ker(u), entdo a sequéncia

J Y o> L Y > M > 0 é exata, isto é, M é de apresentacdo
finita.

(c) Se T®M é um T-médulo projetivo finitamente gerado, entdo
T®M & um T-médulo de apresentacgdo finita, pela proposicdo 52.
Logo M é de apresentacgdo finita (e portanto finitamente gerado),
pela parte (b). Portanto o homomorfismo candnico

¥ T@HomR(M,Q) ——— HomT(T®M,T®Q) é um isomorfismo para to

do R-médulo @, pela proposigdo anterior. Seja giK —> L um epit
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morfismo de R-médulos qualquer. Entdo id @ g: TOK —> T®L &
um epimerfismo, pois T é um R-médulo plano. Consideremos o se-

guinte diagrama:

[}
T® HomR(M,K) —_— HomT(TQM,TQK)
j @ tom(i,g) 1 l Hom(j® i, j® g)

¥
T® Hom (M, L) ——— HomT(TQ M, T® L)

onde i = id,, j = id_, B e ¥ sdo os isomorfismos . Vejamos que

este diagrama é comutativo. Para cada tensor simples t@&f em

T® HomR(M,K), $([j®Hom(i,g)l(tef)) e Hom.,.(T@M,T@L) e
§([j@Hom(i,g)l(te®f)) = ¥(tw(gof)). Seja s®x € T&M um ten-
sor simples arbitrédrio. Entdoc ¥(t®(ge f))(sex) = ts®gl(f(x)).
Por outro lado, Hom{je@i,j® glleltef)) = (j®@g)e(p(t®f)] e
(jeg)(p(tefl(sex)) = (joglltsef(x)) = ts®g(f(x)). Segue-se
que ¥([j& Hom(i,g)1(t®f)) = Hom(j®i,jo g)(p(te f)). Disto deco
rre que o diagrama acima comuta. Como j®& g é sobrejetivo (Propo-
sicdo 1.20 de (9)) e T&M é um T-médulo projetivo, entdo

Hoqu@ i,i®g) é sobrejetivo, pela proposicdo 60. Logo

j®Hom(i,g) é um epimorfismo, isto é, a sequéncia

j®Hom(i,g)

T@HomR(M,K) > T®HomR(M,L) —

é exata. Portanto a sequéncia

Hom{1,g)

¥

HomR(M,K) HomR(M,L) —>
também é exata, pois T é fielmente plano. Entdo Hom(i,g) é sobre

jetivo. Consequentemente M é projetivo, pela proposicdo 60.

C.Q.D.

PROPOSICAO 63 - Sejam R e T anéis tais que R é um subanel de T.

Se | é um ideal de R, entdo 1T e T® | sdo T-mdédulos isomorfos.



127

DEMONSTRAGAO - Definimos u:T %1 —> IT por u(t,a) = at. Claras
mente vemos que u é R-bilinear. Logo existe um homomorfismo de
R-médulos v:T@ | ~— |T tal que v(t®a) = at para todo tensor
simples t®a e T®| e v(it,®9a, + ---- + t ®a. ) = a,t, + - 4
+ a,t,, para qualquer t;®@a, + - + t, @a, e TO®I|. Observamos

que v é um homomorfismo de T-mdédulos. De fato,

vislty@a, + -« +t,@ea }) = vi(st)oa, + - + (st })@a,) =
= a,(st, ) + -+ + a (st,) = s(alt1 SR antn) =

sv(tie a, + -+t @ an) para qualquer s € T e qualquer
ty®@a, + -+ + t, ®@a, e 1@l. Definimos w:lT — T® | por
w(aiti o+ antn) =t,®a, * --- + t ®a, para cada
at, + -0+ oa.t, ell, coma;el, t;¢eT, 1 € i < n. £ claro que

w & um homomorfismo de T-médulos e que woe v e vow sdo as aplica
goes identidades de T® 1 e IT, respectivamente. Consequentemente

u & um i1somorfismo de T-médulos e IT e T® | s3oc T-médulos isomor

fos.

C.Q.D.
PROPOSIGAO 64 — Sejam T um dominio de integridade, R um subanel
de T tal que T & um R-médulo fielmente plano, e | um ideal n3o
nulo de R. Se IT é principal, entdo | é inversivel.
DEMONSTRAGCAO - Se IT é principal, entdo IT € um ideal inversi-

vel (e portanto finitamente gerado) de T. Logo IT é um T-médulo
projetivo finitamente gerado, pela proposigdo 40. Portanto T® |
é um T-médulo projetivo finitamente gerado, pela proposicdo ante
rior. Segue-se da parte (c) da proposicdo 62 que | é um R-médulo
projetivo. Consequentemente | & um ideal inversivel de R, pela
proposicdo 40.

C.Q.D.
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PROPOSIGAC 65 - Se R é um dominio de Krul! e R ndo é um corpo,
entdo o grupo dos divisores de R, D(R), é um Z-médulo livre com

base {div(P); P ¢ X{”(R)}.

DEMONSTRAGAQ - Pela proposigdo 27 toda familia ndo vazia de v-i
deais tnteiros de R tem um elemento maximal. Entd3o toda familia
ndo vazia de elementos positivos de D(R) tem um elemento minimal.
Seja B = {p,; » € A}l o conjunto de todos os elementos positivos
ndo nulos minimais de D{(R). Como R ndo é um corpo, entdo B # {.
Para cada X ¢ A, seja P, o v-ideal inteiro de R tal que Py =

= div(Pl). Entdo P = {Pxf A e A}l é a familia de todos os v-ideais
inteiros préprios maximais de R. Como D{(R) é um grupo abeliano,
entdo D(R) é um Z-médulo. Demonstraremos que B é uma Z-base de
D(R). Seja a € D(R) qualquer. Escrevendo b = av 0, temos que a =
=b -(b~-a), onde b2 0eb-a=0. Logo, para demonstrar que
B gera D{(R), é suficiente demonstrar AUe todo elemento positivo
ndo nulo de D(R) é uma combinagdo linear de elementos de B. Supo
nhamos que tsto ndo é certo ¢ que a € D(R) & um elemento minimal
do conjunto A = {c € D(R); ¢>0 e ¢ ndo é uma combinacdo |inear
de elementos de B}l. Ent3o a ¢ B e portanto existe X &€ A tal que

0 <p, «<a. Logo 0 « @a - p, < a e portanto a - p & uma combina-
¢80 |inear de elementos de B. Mas a = p, + (a ~ ph); logo a ¢ A,
o que é absurdo. Consequentemente B gera o Z-médulo D(R), isto

é, qualquer a ¢ D(R) é da forma a = % NyPy onde n,e Z para

reA k
cada » e A e {X€EA; n, # 0} é um conjunto finito.

Agora demonstraremos que se py, € B, a,, a,,...., a, € D(R)
e p, ga, ra, + - * a_ , entdo p, g a; para algum i no conjun
to {1,2,....,m}. E suficiente considerar o caso em que m = 2. Co

mo py € um elemento positivo minimal de D(R), entdo py A a, = p,
ou py, A a, = 0. Se p, A a, = Py s entdo p, € a,. Se p, A~ a, = 0,
entdo (p, + az),\(a1 + az) = a,. De fato, é claro que a, <

< (px + az)A (a, + aa) e se a = (pl + aa) A(al + az), entdo a £

i

p, *a, ea <a, *a Logo @ - a, £ p, e @ - a, g€ &, e por-

2"
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tanto a - a, « Pyra, = 0. Segue-se que (Dx + az)A (a1 + az) =

=a €£a,. Comop, «p, *+ a, e P, £a, + a entdo p, ¢

2’

s (p, + a,)ala, *+ a,) = a,.
Do resultado anterior, segue-se gue cada PA é um ideal

primo de R, pois se x, y e R e xy € P, entdo (x)(y) = (xy) C R\

e portanto div(x) + div(y) » div(P, ) = Py, donde div(P,) = P, <

< divix) ou div(PX) = p, € div(y), isto &, x € P, ou y € Py .

Ve jamos que cada elemento de D(R) tem uma representacdo G

nica como combinagdo |inear de elementos de B. Suponhamos que
a € D(R) e a = xéﬁ NPy = X%A nyp,, onde n, ~ ni{ > 0 para algum
A e A. Seja A,y = {xe A; ny = ny > 0. Entdo A, # @. Escrevamos
m, - { Ny - n;, se A e A,
n; - ny, se ¢ A,
Entdo X m,py, = m.P. # 0, pois A, 7 @. Se € A,
XEA MEA\A‘
entdo p, < I%\A m_p.- Logo existe o € A\%tal que p, g P, . Como
w € 3
Pe € um elemento positivo minimal de P(R), entdo p, = p, , o que

é falso. Consequentemente cada elemento de D{(R) tem uma represen
tacgdo tinica como combinagdo |inear de elementos de B.

Finalmente demonstraremos que P = X(lJ(R). Para isto de-
monstraremos que {Rp; Pe P} é uma familia de definicdo de R.

Se x € T(RI\{0}, entdo div(x) = 1%“ nyP,- Para cada X e A,
definimos VA:T(R) —> 2 U {=} por v*(x) = n, e VA(O) = o, Se
y € T(RIN{O}, entdo div(y) = 'E%A'“‘p* e divixy) = divix) +
+ div(y) = x%]\(n‘ + m})pA. Logo vh(xy) =n, tm, = v}(x) +
+ vk(y). Por outro lado, div(x) A div(y) = div(Rx + Ry) e
R(x + y) € Rx + Ry. Logo div(x + y) » div(Rx + Ry)}. Como
( )\%Anxpx) INK )‘%Amxpl) = )\%h(min{nl,mh})pk, entdo x + y = 0 ou
divix + y) = }%i\kxpx > div(Rx + Ry) = divix)adiv(y) =
= E%A(min{"krme)DX' Logo ky 2 minf{n,,m,} para cada X € A. Por-
tanto v,(x + y) > minivy,{(x),vy{y)}, que vale também se x + y =
= 0. Consequentemente cada v, € uma valorizagdo. Para cada X e A,
seja Vk o anel de valorizacdo de vy - E claro que cada V, é um so
breanel de valorizacdo discreto de pdsto um de R. Como o conjun-

to {xeAn; vy{x) # 0} é finito para qualquer x ¢ T(R})\{0}, entdo
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a familia {V,; x € Al tem caricter finito. Se x e T(R)\{0} e
x € V, para todo X ¢ A, entdo vx(x) 2> 0 para todo » ¢ A. Logo
div(x}) » 0. Portanto Rx € R, isto é, x € R. Segue-se que R =
= f‘iVA; x ¢ AL

Seja A e A qualquer. Se x € R e vl(x) > 0, entdo divix) »
2 Py T div(PA). Logo x € PA. Reciprocamente se x ¢ P,, entdo
divix) > div(P)) = p,. Logo Py < v}(x)pk e portanto v,{(x) > 0. A
ssim temos demonstrado que x € P, se e sé se x € R,vy(x) > 0, is
to &, P, = M, N R, onde My & o Gnico ideal maximal de V,. Veja-
mos que V, = Ry . Se x € Vo, entdo v, (x} 2 0 e o conjunto A, =
= {#eh; va(x) < O é finito. Seja A, = {}H;ﬂz:----:#m}- Como
va(x) « 0 para qualquer u & A,, entdo P, ¢ P, para cada x e A,.
Logo para cada i € 11,2,....m}, existe s; € Pﬂ;\PA' isto &, exis
te s; € R\PA tal que ﬂu§5i) > 0. Escolhamos n ¢ Z+5uficientemeﬂ
te grande de modo que yﬂgxs?) > 0 para qualquer i € {1,2,....,mt.
Seja s = (sls2 R sm)n. Entdo vﬂ(xs) 2 0 para qualquer u e A,
Llogo xs € R e portanto x = xs/s & RPA- Consequentemente V, € RPAI
Como Vy & um anel de valorizagdo de pdsto um, entdo V, = RPA' pe
la parte (a) do teorema 17.6 de (7).

Em conclusdo {Rp; Pe Pl = {RP; P e X(I)(R)} pelo corola-
rio da proposicdo 25. Se Pe P = {PA; » ¢ AL, entao Rp = Rg para
algum Q € X(ij(R}. Logo PRp = QRy pela parte {c) do teorema 17.6
de (7). Portanto P = PRp NR = QRyg NR = 0 € X' (R). Em conse-
quéncia P C XM (R). Similarmente prova-se que X'*!(R) € P. Por-
tanto {div(P); P e X" (R}} = {div(P); » e A} =1{p,; x ¢ A} =B
é uma Z-base de D(R).

c.a.D.
COROLARIQ - Seja R um dominio de Krull com T(R) # R. S&o equiva
fentes:
{a) P é um ideal primo minimal de R.

(b) P é um v-—ideal inteiro maximal de R.
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Seja R um dominio de Krull. Suponhamos que R ndo é um cor
po. Se K é um ideal fraciondrio ndo nulo de R, entdo K = |(1/r)
para algum ideal inteiro ndo nulo | de R e algum r € R\{0}. Logo

div(K) + P(R) = div(1(1/r)) + P(R) = div(l) + div(1l/r) + P(R) =
= div(l) + P(R), onde div(i) = 0. Quando consideremos um elemen~-
to arbitrdrio de CI(R), assumiremos que é da forma div(l) + P(R),

onde | é um ideal inteiro ndo nulo de R.

Daqui para a frente F(R)} denotard o conjunto de to

dos os ideais fraciondrios n3o nulos de R.

Seja R um dominio de Krull com corpo de fracgdes F # R. Se

P e Xfi)(R), entdo denotaremos por vp a valorizagdo determinada
por RP' Assumiremos que o grupo de valores de Vp ¢ Z para cada

€ . servamos que para cada € e cada n ¢ ,

Pex (R). Ob da P e X (R) d z*

PnRP = {x ¢ F; vp(x) > n} e pin) - PnRP NR=1{x e R; vp(x) z nl.

De fato, existe a € F\{0} tal que vp(a) = 1. Logo a ¢ PRP e mails
ainda PRy = aR,. Segue-se que P"R, = &"Rp =
= {x e F; vp(x) > vp(a") = {x e F; vp(x) = n}.

TEOREMA DE APROXIMAQRO PARA DOMiNIOS DE KRULL - Seja R um domi-
v, e V =

Varenns, Vo

nio de Krull com corpo de fracdes F # R. Se Vs

= {VP; P € X(&](R)} e se kt' kz,...., k, €Z entdo existe t ¢ F
tal que vi(t) = k; para cada 1 € {1,2,....,n}t e tal que vp(t) >

> 0 para cada vp e VM{v, vy, -ccu v}

DEMONSTRAGAO - Seja v; = Vp, para cada i ¢ {1,2,....,n}. E sufi

1
ciente demonstrar que o resultado vale no caso em que no maximo

um elemento de {ks,kz,....,kn} € ndo nulo, porque se existem t,,

t t, € F tais que v;(t;) = 6;;k; para quaisquer i, j em

gr Tty n

{1,2,....,nT e vp(tj) > 0 para cada j € {1,2,....,n} e cada P em
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XURNP, Py, P, entdo t = t,t

yt, - t, € F satisfaz as

condi¢des requeridas.
Seja j € {1,2,....,n}t qualquer. Suponhamos que k; = 0 pa-
ra cada i e {1,2,....,nI\{j}. Podemos assumir que j = 1. Seja

P, R = aRP , onde a € Pio Se k;, = 0, entdo t = 1 satisfaz as
i

P
1
condigbes requeridas. Se k > 0, entdo Pi“+” C P, , pois vl(aK’) =

=k, # ki + 1. logo P:Ki} g PiMFU UP, U - UP,, pela proposi-

cdo 4.9 de (7). Escolhemos t ¢ P'™ ' tal que t ¢ P

) UPZU""
---U P, Entao vi(t) = k,, vi(t) = 0 para cada i € {2,3,....,ntl
e vP(t) > 0 para cada Pe P,, onde P, = th)(R)\{Pi,Pz,...-,Pn}.

Q

Portanto o teorema vale se k; >0 para cada i e {1,2,....,n}. Se

ky«0 ek, =ky;= -+ =k_ =0, entdo existe y € F\MO} tal que

n
vl(y) = - ky, vi(y) = 0 para cada i € {2,3,....,n} e vp(y) z 0
para cada P e P, . Se u = 1/y, entdo v, (u) = kyo v; (u) = 0 para
cada i € {2,3,....,n}. Seja [P P = AP er,;

nttf neat """

vp(u) < 0}. Seja Vi T vp, para cada j € {n+ 1, n+ 2,...., rt.
d

Fscrevemos vj(u) = - hj para cada j € {n+ 1, n+ 2,..... , vt

onde hj} 0. Entdo existe t’' € F tal que vi(t') = 0 para cadsa

i e {1,2,....,nt, vd(t’)=hJ para cada | € {n+l,n+2,....,r} e

P ...,Pr}. Se t = ut’, en-

n+1f nyat"

vp(t’) > 0 para cada P ¢ Po\{P
tdo v!(t) =k, v;(t) = 0 para cada i € {2,3,....,n,n+l,....,r}

e vp(t) > 0 para cada P € X(l}(R)\{PI,....,P“,Pn+1,....,Pr}. Por
tanto vl(t) = ki’ v;(t) = 0 para cada i € {2,3,....,n} e vp(t] >
2 0 para cada P & X{i)(R)\{Pj,Pz,....,Pn}.

C.Q.D.

PROPOSICAQ 66 - Seja R um dominio de Krul!l com T(R) # R. Supo-
nhamos que K ¥——> K ¢é a w-operacdo induzida sobre R pela fami-
lia F = {R,; P e x'(R)}.

(a) Se Qe X“XR)eme Z*, entdo (@™), = o'

(b} Se | é um ideal ndo nulo de R tal que b # R, entdo existem
Pi’ PZ”"" Pn [ th)(R) € €,, €, .00, € € Z' tais que
leg) ( e
I, = P Rl n oo pteed
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DEMONSTRAGEO - {a) Pela definigdo (2™, = n{Q"™Rp; P e X' (R)} =
= n{aRp)™; P e xURIF = AR A R; P e XUN(R)EL se

P e X" (RI\{Q}, entdo @ ¢ P. Logo QRp = Rp para cada P em
x"(R)\{a}. Portanto (@™) = (GRp)" N R = Q"Rp N R = '™

W

- n{iIRp A R; P e X(R)F. Se IRp = Rp para todo P e X'V (R),
entdo I, = nilkp; P e X' (R = n{Rp; P e X'(RIF = R, o que

(b) Pela definigao I, = n{IRp; P e x"*I(R)T =

contradiz a hipbtese. Logo o conjunto P, = {P ¢ X(I)(R); IRp 7 Rp
é ndo vazio. Vejamos que P, é finito. Como | # 0, entdo existe
a € I\{0}. O conjunto P, = {P e X(ll(R); aRp # Rp} é finito. Se
P e PB, entdo aRp c IRP C RP e portanto aRP # RP' isto é, P ¢ Pi'
Logo P, C P,, © gue implica que P, é finito. Seja P, =
= {Pi,Pz,....,Pn}. Para cada i ¢ {1,2,....,n}, existe e; € z*
e e

| IRp. = (P.R "= P 'Rp . t =
tal que P, (P, P;) P ifnsequen emente |,‘__re
- ; P = i n =
= (|Rpln R) 0 n (IRPnn R) = (P, Rp 0O R} 0 N (P"Rp A R)
L onlen (e,)
=P, ' n----QP .

C.Q.D.

PROPOSIGAO 67 - Seja R um dominio de Krull com corpo de fPaQSES
F #R. Se K ——— Kw é a w-operacgdo sobre R induzida pela fami-

lia F = {RP; P e thJ(R)}, entdo K, = K, para qualquer K € FT(R).

DEMONSTRAGAC ~ Seja K e F(R) qualguer. Entdo K = 1(1/r} para al
gum ideal inteiro ndo nulo | de R e algum r € R\{O}. Como a w-o-
peragdo K —> K = fT{KRP; P ¢ X‘l}(R)} é uma *-operacgdo sobre
R, entdo 1, € |, pela parte (4) do teorema 34.1 de (7).

Se I, = R, entdo R = I, €1, C€R, istoe, |, =R =1,. Se
t, # R, entdo 1, = P:e“ n---- N plen) para alguns P, ,...., P, em
X(l)(R) e alguns e, ,...., e, ¢ 2%, Seja x € I, qualqguer. Suponha
mos que x ¢ | . Entao existe k € {1,2,... .n}, digamos k = 1, tal
que x ¢ Piﬁd = P:eﬂ, isto &, vp(x) < e, . Pelo Teorema de Aproxi-

i
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macdo para Dominios de Krull, existe t ¢ F tal que vpi(t) =~ e,
para cada i € {1,2,....,nt e tal que vp(t) > 0 para cada P em

x U RIVP, P, ..., P }. Vejamos que | € R(1/t). Seja a € | qual
quer. Entdo a € I, = P:e” n----n0N P:e“ Logo vpﬂa) > e; para ca
da i & {1,2,....,n}. Por outro lado, vp(a) =0 p;Pa cada P em
th}(R)\{Pi,PQ,....,Pn}. Pertanto vpﬁat) = VP}G) + vp§t) =

= vP}a) - e. >0 e vp(at) > 0 para cada i € {1,2,....,n} e cada
Pex " *MRIVP,,P,,....,P }. Segue-se que at € R, isto &,

a € R(1/t). Portanto | € R(1/t). Isto implica que b, € R(1/t).

Entdo x € R(1/t), donde xt € R. Logo vp(xt) 2 0 e portanto
i
0 » VP}X) - e, = vp(x) - fot) = vP(xt) 2z 0, o que é absurdo.

Consequentemente x € |,,. Assim temos demonstrado que |, & |,,.

Em conclusdo temos K, = (I(l/r'))w = Iw(l/r) = Iv(l/r) =
- (), = K.
C.Q.D.
Se R é um dominio de Krull e M & um sistema multiplicati-

vo de R, entdo demonstraremos que a aplicacdo f:CI{(R) —> Cl(RM)
dada por f(div(l) + P{(R}) = div(IRM) + P(RM), estd bem definida
e é um epimorfismo de grupos. Chamaremos a f de epimorfismo canéd

nico.

PROPOSIGAO 68 - Seja R um dominio de Krull. Se M é um sistema
multiplicativo de R, entdo a ap!icacdo g:D(R) —-ﬂu%’D(RM), dada
por gl{div(K)) = div(KRM), esta bem definida e induz um epimorfis
mo de C1(R) sobre CI(Ry).

DEMONSTRACAO - Se R é um corpo, entéo Ry = R, D(R) {div(R)} =
= {div(RM)} = D(RM) e CI(R) = 0 = CI(RM). Este caso é trivial.
Suponhamos que T(R) # R. Entdo existe um subconjunto P de
XV (R) tal que {Rp; P& P} & a familia de definigdo de Ry, pelo
corolério da proposicdo 24. Seja T = Ry. Entdo {Tgy; @ ex'(M)t =
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= {RP; PePl pelo coroldrio da proposicdo 25. Vejamos que g es-
téd bem definida. Se K, L € F(R) e Ky = Ly, entdo K, = L, pela
proposigdo 67. Logo KRP = Kpr = Lpr = LR para cada P ¢ th](R],
pelo teorema 32.5 de (7). Entdo, em particular, KTRP = LTRP para
cada P & P. Portanto (KT), = (KT), = n{kTy; @ e x"*} (1)} -

= N{KTRp; P e P} = N{LTRy: Pe P} = N{LTy; 0 e X" (M)} =

= (LT)w = (LT}V, isto &, g(div{(K}) = div{(KT} = div{LT) =

= g{div(L)). Segue-se que g estd bem definida. E claro que g &
um homomorfismo de grupos e que g(P(R)) € P(T). Entdo g induz um
homomorfismo de grupos f:Cl(R) —— CI(T) definido por f(ILK]) =
[(KT), para cada [Kl = div(K) + P(R) € CI(R). Seja B =

{div(@); @ ¢ X" (T)}. Entdo B é uma base de D(T). Seja Q um e

lemento arbitrdrio de X‘l)(T). Entdo @ = PT para algum P em
X“Y(R), com PN M = @. Logo div(Q) = div(PT) = g(div(P)) estd

em Im{g). Portanto B € Im(g). Segue-se que D{(T) € Im(g), isto &,

Im(g) = D(T)}. Consequentemente o homomorfismo induzido f é sobre
Jetivo,

C.Q.D.
PROPOSICAO 69 - Se R é um dominio de Krull com corpo de fracdes

F # R, entdo
x PVRIx1) = {PRIXI; P e X (R v {enRXI: @ e xYUH(FIx1)}.

DEMONSTRAGAO - Seja F= (V),.a @ familia de definigdo de R. Pa
ra cada » € A, seja Vi a extensdo trivial de V, a F(X) e seja
(W), 5 a familia de todos os sobreanéis de valorizagdo essen-
ciais e ndo triviais de FIX]. Se T = RIX]), entdo ¥ =

= (Vi) AV W) ses € a Familia de definigdo de T, pela proposi
cdo 26. Logo F' = {TK; K e X(l)(T)}. Como KTy N T = K para cada
Ke Xx"I(T), entdo K € X™M)(T) se e s6 se K=MNT, onde M é o
ideal maximal de algum elemento de ¥ . Seja P, o ideal maximal

de Vi e ¥'. Entdo P; NV, é o ideal maximal de V,. logo P, =
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=P, NR =P/ N (V,NR) = (P, n V)nR e X'*1(R). Mas P,RIX] €
S Py NRIX] e se fePln R{X1l, entdo C(f) C P,- Logo f e P,RIX].
Segue-se que P; N RIX] = PAR[X], onde P, € X{i}(R). Por outro la-
do, se M & o ideal maximal de W € (Ws)se5x, entdo M N T =
=MN(FIXI nT) =(MNFIXJ}) NT=Q20NT, onde @ = MnN FIX] é
um ideal primo minimal de F[X]. Consequentemente K € X{IJ(R[X])

ll)(

se e s0 se K = PRIX] para algum P & X R) ou K = @ N R[X] para

algum @ € X1 (FIX1).

PROPOSICAC 70 - Seja R um dominio de Krulil com -T(R) # R. Se
Pe X' R) emez' entio (PRIXI)'™ = P™RIX].

DEMONSTRACAO - Seja T = RIX]. £ claro que P™T = (P"R, nR)T =

= PR, T AT € (PT)"Topn T = (PTY™. Seja £ e (PT)™ = (PT)"T,,0 T
qualquer. Entdo f ¢ T = RIX] e fg € (PT)m = P71 para algum g em

TA(PT). Logo C(fg) € P™ e portanto C(f)C(g) € (C(F)C(g)), =

= (C({fg)), ¢ (Pm)v = (Pm)w = P{mn pelas proposigdes 4 e 66, Como
Cla) € P e P'™ ¢ um ideal P-primdrio, entdo C(f) € P'™, isto &,

fe P™T. Segue-se que (PT)'™ = P71, isto ¢, (PRIX1)™ =

= P™RIX].

C.Q.D.

PROPOSICAO 71 - Seja | um ideal de um anel R. Se o conjunto
C € R[X] gera o ideal IR[X], entdo o conjunto B = {f(0) ¢ I;
f(X) € C} gera o ideal I.

DEMONSTRAGAO - Seja y € | qualquer. Ent3o y € IR[X] e portanto
y = £,(X)g, (X} + £,(X)g, (X} + -+ -+ + f,(X)g,(X) para alguns
fo(X), €,(X),...., £,{X) e RIX) e alguns g, (X), g,(X},........
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., gn(X) € C. Como v ¢ R, entdo y = Fi(O)gi(O) + fz(O)gz(O) +

o + £,(0)g,(0), isto é, y pertence ao ideal de R gerado
por B

£.a.D
COROLARIO - Se | é um ideal de um ane! R tal que IRIX1 é um i-

dea! principal de RIX], entdo | é principal.

PROPOSIGAC 72 - Seja R um dominio de Krull com corpo de fracgdes
F # R. Se | é um ideal n3o nulo de R, entdo (IR[X])V = | RIXJ.

DEMONSTRAGAC - Seja T = RIX]. Se (W,), . o & a familia de todos
os sobreanéis de valorizacdo essenciais ndo triviais de F[X], en
téo a familia de definigdo de T & F = {T,; P e X' ()} U {w,;
re AY.

Se I, = R, entdo I, T = I,T =RT = T, Por definigao (IT), =
(N {1Tpr; P e XURI) 0 (n{IW,; aenl) =
(N {17, T; P e XPHRID N (N{IW,AT; A eAD). Como | # 0 e

PT?

n

1

F C WA para cada A ¢ A, entdo IWA = WA para cada x € A. Logo
(1), = (1M, = N{1TernT; P e X" (R)}. Suponhamos que (IT), C
C T. Entdo (IT), # T. Logo (ITh, = n{iT,onT; P e X (R)} =

- (e, P, a0 (P, T) ) para alguns P, P

. Pe XM(R) e atguns e

grmmane

+
€,,+:-., €, & L7, pela demonstra

17 n
)(eﬂ — P;eﬂ

cdo da parte (b) da proposigdo 66. Mas (P;T T para ca-

da i € {1,2,....,n}, pela proposigdo 70. Portanto IT & (IT)N =

el et n o pfeT = (i n Rt n oo apteal)T,
Pela parte (a) da proposicdo 60, P;e” = (P?i)w para cada i em
{1,2,....,n}. Segue-se que 0 # | ¢ P npl® ... aplen -
= (Pf‘)w s} (Pf’)w O -+ N (P:")Q. Em particular, | € (Pf’)w.

Logo R = 1, € ((Py*))y = (Py1)y € (P )y, = (P ). Mas (P,), = P,

pelo corolario da proposigao 65. Portanto R C P, , o que e absur-
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do. Consequentemente (IR[IX1)y, = (IT), =T = I, T = I,T = | RIX]

ikﬂ N QikJ n---.N Q;kﬂ para al-

kK e 2%

m

Se | # R, entdo lw = @
guns Q,, Q,,...., @, € Xti}(R) e alguns k,, k,,....,
Por outro lado, (lT)v = (IT),‘.‘r = f1{|TPTF}T; P e Xll)(R)} como vi
mos anteriormente. Observamos que TPT = R[X]P[X] = RP[X]P[X] e
ITpr = IRpIXIp xy. para cada P e X'J(R). Se P ¢ {0,,0,,...,0,},
entdo IRP = RP e portanto ITanT = T. Para cada i ¢ {1,2,...,m#,

: - ks _ ok; - ) k@

IRQ;[X]Q;[X] Q RQi[X]Q;[X] o R[X]Q;[X] E?I[X]) h[X]Q;[X]'
Entao ITQin1T = lRQ;[XJQ;[X] N RIX] = (Q:[X1) ‘R[X]Q;[X}f1R[X] =
= (Q;[X])tk” para cada i € {1,2,....,m}. Segue-se que (IRI[X])y =
= (M), = (M), = (e age,nkd n - n (g, T) ke =
=olkdr aQlkdT neonelkeT = (i nalkd g ol A alka)T =
= 1,T=1,T=I1,RIEX].

€.Q.D.

-

PROPOSICAO 73 -~ Se R é um dominio de Krull, entdo CJI(RIX)) é ca

nonicamente isomorfo a CI(R).

REX] e F = T(R). Se R é um corpo, entdo

DEMONSTRAGAO - Sejam T
D(R) = 0, CI(R) = {[R1}
aplicagdo [K] = [KRiX1] de CI(R)} em CI(RIX)) é um isomorfis-

0 e CI(RIX]) = 0. Neste caso trivial a

mo de grupos. Suponhamos que R ndo é um corpo. Definimos

g:D(R) —> CI(T) por gl{div(K)) = div(KT) + P(T). Vejamos que g
estéd bem definida. Se K, L e F(R) e K, = L, entdo K = i(1/r) e
t = J(1/r) para alguns ideais inteiros ndo nulos | e J de R, com
I, = Jy, e algum r € R\{O}. Logo (IT), = 1,7 = J T = (JT), pela
proposicdo 72. Portanto (KT), = (1), T(1/r) = (JT),T(1/r) =

= (LT),, isto e, div(KT) = div(LT). Segue-se que g{div(K)) =

It

= g{div(L)). E claro que g é um homomorfismo de grupos. Como
{div(Q); @ e X" (1)} gera D(T), entdo {div(Q) + P(T); g ex" (1)}
gera CI(T). Se Q ¢ X1 (T), entdo @ = PT para algum P ¢ x 4 (R)
ou Q@ =MANOT para algum M € X'*)(FIXI). Se Q@ = PT para algum P
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em Xt‘)(R), entdo div(@) + P(T) = div(PT) + P(T) = g(div(P)) es-
ts em Im(g). Se Q@ = (FFIXI) N T para algum FFIX] ¢ X'*'(FIX1),
entdo podemos assumir que f € T = RIX]. Logo fFIX1 N T =
= fIR:C(f)I1T, pela proposigio 5. Portanto div(Q) + P(T) =
= div(fFIX1 n T} + P(T) = div(fIR:C(F)IT) + P(T) =
= div(IR:C(FIIET) + div(FT)} + P(T) = div([R:C(FIILT) + P(T) =
= 9(div([R:C(f}1;)) e Im(g). Consequentemente CI(T) € Im(g), is-
to é, im{g) = CI(T).

Agora demonstraremos que Ker{g) = P(R). E cilaro que P(R) C
C Ker(g). Se K é um ideal fracionédrio ndo nulo e g{div(K))} =
=P(T), entdo div(KT) € P(T). Como K = 1(1/r) para algum ideal
inteiro ndo nulo | de R e algum r € R\{0}, entdo div(IT) + P(T) =
= div(IT) + div((1/e)T) + P(T) = div(1{(1/e)T) + P(T) = div(KT) +
+ P(T) = P(T). Logo div(iT) e P(T) e portanto I,T = (IT)y é um
ideal principal de T. Segue-se gque |, é um ideal principal, pelo
coroldrio da proposicdo 71. Entdo div(K) = div(I{t/r)) =
= div(l) + div(1/r) = div(l,) + div(1/r) € P(R). Consequentemen-
te Ker(g) = P(R) e a aplicacdo f:Cl1(R) — CI(T) definida por
fdiv(l) + P(R}} = div(IT) + P{T) é um isomorfismo de grupos.

C.Q.D.

TEOREMA 8 — Se R é um dominio de Krull, entdo CI(R{(X)) é canoni

camente isomorfo a CI(R) e Pic(R(X)) é canonicamente isomorfo a

Pic(R).

DEMONSTRAGAO -~ Consideremos os homomorfismos canénicos

f:CI(R) —— CI(RIX1) e g:CI(RIX]) —= CI(R{(X)). Seja h =

= gof, Como f e g sdo sobrejetivos, entdo h é sobrejetivo. Ob-
servamos que h(div(Il) + P(R}) = div(IR{(X)} + P(R{(X)) para cada
div(1) + P(R) € CI(R). Suponhamos que div(IR(X>)} + P(R(X>) =

= P(R(X)). Entdo div(IR(X>) = div(fR{(X)) para algum f € R[X]. Po

demos assumir que | é um v-ideal inteiro de R. Neste caso IR{X)
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é um v-ideal de R{(X>. Logo IR{(X) = fR{(X) e portanto | é princi-
pal, pela proposicdo 15 do capitulo Il., Segue-se que div{}l) +
+ P(R) = P(R) e consequentemente Ker(h) = 0. Temos assim demons-
trado que h é um isomorfismo de grupos.

Consideremos agora o homomorfismo canénico
kiPic(R) ——> Pic(R(X)) induzido por h. Seja div(J) + P(R{(X))
um elemento arbitrério de Pic(R{X}) (onde J é um ideal inteiro
de R(X}). Como h é sobrejetivo, entdo div(J) + P(R{X}) =
= h(div(1) + P(R)) = divUR(X))} + P{(R{(X}) para algum v-ideal in-
teiro | de R. Logo IR(X) é um ideal inversivel de R{X}). Portanto
| é um ideal inversivel de R, pela proposicdo 13 do capitulo II.
Consequentemente div(J) + P(R(X)) = k{div(l) + P(R)) e disto se
gue-se que k é sobrejetivo. Se div(l) + P(R) e Ker(k} (aqui | é
um ideal inversivel de R), entdo h{div(l) + P(R)) =
= k(div(l) + P(R}) = 0. Logo div(l) + P(R)

O em Pic(R). Portan
to k é injetivo. Em consequéncia Pic(R{X)) é canonicamente iso-

morfo a Pic(R).

C.Q.D.

Finalmente queremos demonstrar que se R & um dominio de
Krull, entdo CI{R{(X)) é canonicamente isomorfo a G{(R} =

= CI{R)/Pic(R)}, o grupe de classes local de R.

OBSERVAGAO - CIi(R) e Pic(R) podem ser definidos para qualquer

dominio completamente integralmente fechado.

PROPOSIGAC 74 - Seja R um dominio completamente integralmente
fechado. Entdo Pic(R(X})} = 0.

DEMONSTRAGAQ - Seja div(J) + P(R(X)) um elemento arbitrario de
Pic(R(X)) (onde J & um ideal (inteiro)} inversivel de R(X)). En-

tdo J é principal, pelo teorema 3 do capitulo Il. Logo
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div(J) + P(R(X)) = P(R(X)). Portanto o Unico elemento de
Pic(R{X}) & P(R(X)), isto é, Pic(R(X)) = 0.

€.Q.D.
PROPOSIGAO 75 - Seja R um anel qualqguer. Entdo R(X) é um R-médu
lo fielmente plano.
DEMONSTRAGAO — E claro que RIX] é um R-médulo livre (com R-base
[1,X,X*,%X%,....F). Entdo R[X] é um R-médulo plano, pela proposi-

cdo 46. R(X) é um RIXI-médulo plano, pela proposicdo 44. Logo
R(X) é um R-mddulo plano, pela proposicgdo 49,

Seja J € Max(R) qualquer. Entdo JR{X) € Max(R(X)) pelo
teorema 2 do capitulo 1. Logo JR({X) # R(X). Portanto R{X) é um

R-médulo fielmente plano, pela proposicdo 50.

¢.Q.D

TEOREMA 9 - Se R é um dominio de Krull, entdo o homomorfismo ca
nénico

f:CI(R) ——> CI(R(X))

[1] +——> [IR(X)]

estd bem definido, é sobrejetivo e seu nlcleo é Pic(R).
DEMONSTRAGAO - Seja g:CI(R) ——= CI(RIX]) o isomorfismo canéni
co da proposicdo 73. Segundo a proposigdo 68, a ap!licacdo

h:CI(RIX]) — CI(R(X))

[Jl ¢+ + [JR(X)]

estd bem definida e é um epimorfismo de grupos. Seja f = ho g.

Observamos que T([11)} = [IR(X)] paré cada [l = div(1) + P(R) em
CI(R). E claro que f esté bem definida e é um epimorfismo de gru

pos. Vejamos que Ker(f) = Pic(R). Se [1] € Pic(R), onde | & um
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ideal inteiro inversivel de R, ent3do IR(X) é um ideal inversivel
de R(X). Logo [IR(X)}] € Pic(R(X)). Mas Pic(R(X)) = O, pela propo
sicdo 74. Portanto f([I11) = [IR(X}) = 0, isto é, [I]1 e Ker(f).
Reciprocamente, se [I1 = div(1l) + P(R) e Ker{f), entdo [IR(X)] =
= f([11) = 0. Podemos assumir que | & um v-ideal inteiro de R.
Logo IR(X) é um tdeal principal de R(X). Portanto | é um ideal
inversivel de R, pelas proposicdes 64 e 75. Segue-se que [I] es-
ta em Pic{R). Consequentemente Ker(f) = Pic(R}.

C.Q.D.

COROLARIO — Se R é um dominio de Krull, entdo CI{R{X)) ¢& canoni
camente isomorfo a G(R) = CI(R)/Pic(R).
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