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I 

CAPÍTULO 

INTRODUÇÃO 

Esta tese trata sobre os anéis R{X) = R[Xlu e R(X) 

= R[XJ 5 , onde R é um anel comutativo com identidade, R[XJ é o a

nel de polinômios numa indeterminada X com coeficientes em R, 

U o {f E R[XJ; f é mônico} e S o {f e R[XJ; C(f) R} (C(f) deno 

ta o ideal de R gerado pelos coeficientes de f). O objetivo é es 

tabelecer as propriedades dos anéis R(X) e R(X) em·termos das 

propriedades do anel base R, aplicando os métodos da Teoria Mul

tiplicativa de Ideais. 

Supõe-se que é conhecida a teoria dos anéis noetherianos, 

a teoria básica dos R-módulos e grande parte do material contido 

no I ivro "Multipl i cative Ideal Theory" de R. Gi lmer (Dekker, New 

York 1972). 

Se A e 8 são conjuntos, então A\B denotará o conjunto dos 

elementos de A que não pertencem a B. O conjunto dos números In

teiros será denotado por Z e z+ denotará o conjunto {ne Z; n> O}. 

Seja A um anel comutativo com identidade. Sejam a, b E A. 

Dizemos que a divide b e escrevemos a/b se e só se existe c E A 

tal que a c = b. Denotamos por MDC(a,b) o máximo divisor comúm de 

a e b e MMC(a,b) denota o mínimo múltiplo comúm de a e b. Denota 

mos por Reg(A) o conjunto dos elementos regulares de A e por U(A) 

o conjunto das unidades de A. Seja A IXJ o ane I de po I i nôm i os nu

ma i ndeterm 1 nada X com coe f i c i entes em A. Se f E A [X]\ {O t, então 

o grau de f é denotado por gr(f). Se f é um polinômio numa ou 

duas indetermimadas e com coeficientes em A, então o ideal de A 

gerado pelos coeficientes de f é chamado o conteúdo de f e é de

notado por CA(f) (ou simplesmente por C(f) se não existe per1go 

de confusão). Dizemos que f e A[XJ é primitivo se e só se os úni 

cos divisores comuns dos coeficientes de f são as unidades de A. 

A família de todos os ideais maximais de A é denotada por Max(A). 
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Em geral adota-se a terminologia e notaçio do I ivro uMul

t i p I i cative I de a I Theory" de R. G i I me r, com as seguintes exce-

çoes: 

(1) A diferença de dois conjuntos A e 8 é denotada por A\8. 

(2) Todos os anéjs considerados tim identidade. 

(3) O conteúdo de um polinômio f é denotado por C(f). 

(4) Dizemos que um ideal P do anel A é primo se e só se PC A 

(P é um subconjunto próprio de A) e A\P é um sistema multi

plicativo de A (subconjunto multipl icativamente fechado de A). 

( 5) Dizemos que o ane I A é I oca I se e só se tem um único i de a I 

maximal (A não é necessariamente noetheriano). 

(6) Um ane I B é chamado uma I oca I i zação do ane I A se e só se 

existe um sistema multiplicativo M de A tal que B = AM, isto 

é, B é um anel de frações de A. Só consideram-se sistemas 

multiplicativos que contêm a identidade do anel A. 

(7) Uti I iza-se s6 o conceito de dimensão de Krul I para um anel. 

Denota-se por T(A) o anel total de frações do anel A, 1s-

to i, T(A) • AReg(A)· 

To da propriedade ut i I i zada (que aparece em a I gum I i vro da 

"Bibliografia") será indicado citando o número dela seguido por 

um número entre parénteses, correspondente ao I ivro da "Bibl ia-

grafia". 

No capítulo li demonstram-se alguns resultados sobre con

teúdos de polinômios e propriedades elementares dos anéis R(X} e 

R (X). 

Um pr1me1ro resultado é o seguinte: 

f: a +a X + · · · · +a X" € R[XJ é um divisor de zero se e s6 
o 1 n 

se existe c E R\iOt tal que cai= O para todo i E {O,l, ...• ,n}. 

Dito de outro modo, f E R[XJ é um elemento regular de 

R[X] se e só se O:C(f) =O. 

Uma consequencia importante deste resultado é que U Ç S ç 

Ç Reg(RrX]) e portanto R( X} e R(X) são localizações regulares 

de R [XJ . 
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Outro resultado destacável é o seguinte: 

Se f € R[XJ tem conteúdo localmente principal, então para 

qualquer g E RlXl, C(fg) o C(f)C(g), 

A extensão e contração de ideais entre R e R{X}e entre R 

e R(X) têm bom comportamento. De fato, R{X) e R(X) são R-álgebras 

fielmente planas. Isto ~ consequência de ser R[XJ um R-módulo I i 

vre, de ser a ap I i cação I IR(X), do reticulado dos ideais 

de R no reticulado dos ideais de RCX), injetiva, e de ser a apll 

cação M MR(X), de Max(R) em Max(R(X)), uma bijeção. 

Demonstra-se que para cada ideal I de R, R(X)/IR(X) ::= 

(R/I)(X). Uma consequência imediata deste resultado e da co

rrespondência bijetiva entre Max(R) e Max(R(X)) é o seguinte fa

to: se K é um ideal maximal de R(X), então R(X)/K é um corpo In

finito. 

Um resultado simples, mas muito úti I é o seguinte: se R é 

um anel local e I= (a 1 ,a 1 , •.•• ,an) (ajE R, 1 ~i.:$ n) é um ideal 

principal de R, então I = (a;) para algum i e {1,2, ...• ,n}. Isto 

permite demonstrar , por exemplo, que para cada f e R[XJ, 

C( f) é localmente principal se e só se fR(X) = C(f)R(X). 

(Teorema 2.1 (3) de (!)) 

Demonstra-se que um i de a I I de R é i nvers íve I se e só se e 

regular, localmente principal e finitamente gerado. Para cada 

ideal I de R, IR{X) (ou IR(X)) é inversível se e só se I é local 

mente principal finitamente gerado e 0:1 =O. 

O resultado mais importante do capítulo li é o seguinte: 

Todo ideal localmente principal finitamente gerado de R(X) 

é principal (teorema 2.1 (S) de (1)), 

Disto resulta que (para um domínio de integridade R) R(X) 

tem uma propriedade de divisibi I idade se e só se R tem esta pro

priedade "em r e I ação a i de a i s i nvers íve i s", como demonstra-se no 

capítulo V. 

Também demonstram-se no capítulo I I os seguintes fatos: 

(a) R(X) (ou R(X)) é um domínio de integridade se e só se R o e. 

(b) R(X) (ou R(X)) é um anel noetheriano se e só se R o é. 
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(c) Se R<X> ou R(X) é integralmente fechado, então R também o é 

(Proposição 2.6 (!) de (!)). 

(d) Seja R um domínio de integridade. Se R é integralmente fech~ 

do, então R{X} e R(X) também são integralmente fechados (pr~ 

posição 2.6 (2) de (!)). 

No capítulo I I I determinam-se condições necessárias e su

ficientes (em termos do anel base R) para ser R{X) e R(X) anéis 

aritméticos ou de Prüfer. 

Demonstra-se que as seguintes afirmações são equivalentes; 

(i) R é aritmético. 

(i i) Os i de a i s de RM estão tota I mente ordenados, para todo M em 

Max( R). 

(iii) In (J + K) ""(In J) +(In K) para qua1squer ideais I, J, 

K de R. 

(iv) Os ideais de Rp estão totalmente ordenados, para todo ideal 

primo P de R. 

Portanto R é um domínio de Prüfer se e só se R é um domí 

n1o localmente de valorização, isto é, R é um domínio de integri_ 

dade e RM é um anel de valorização, para todo M e Max(R). 

É fáci I demonstrar que se R(X) (ou R< X>) é aritmético, en 

tão R é aritmético. 

Por outro lado, se R é aritmético, então para cada f em 

R[XJ, C(f) é localmente principal, isto é, fR(X) = C(f)R(X). ls-

to permite demonstrar que se R é aritmético, então R(X) é de Bé-

zout. Portanto as seguintes afirmações são equivalentes: 

(I) R(X) é aritmético. 

(2) R(X) é de Bézout. 

(3) R é aritmético. 

(Teorema 3.1 (!) de (!)) 

Seja R um domínio de integridade. Demonstram-se os segu1~ 

tes fatos: 

(i) Se Q é um ideal primo de R[XJ tal que (Q n R)[X] C Q e R[XJQ 

é um anel de valorização, então Q n R= O (lema 1 de (4)). 
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(i i) Se a e R\{0}, então (aX + l)R[XJ é um ida I pr1mo de R[Xl. 

Uti I izando estas duas propriedades demonstra-se que se 

R(X) é aritmético, então dim R~ 1 e RM é um corpo sempre que 

M CP é uma cadeia de ideais primos de R. 

Reciprocamente, se R é aritmético, d~m R~ 1 e RM é um 

corpo sempre que M CP é uma cadeia de ideais primos de R, então 

R(X) é aritmético. Este fato demonstra-se sem dificuldade. 

Ut i I i zando propriedades de conteúdos de po I i nôm i os, canse 

gue-se estabelecer uma condição necessária e suficiente para que 

R(X) seja um anel de Prüfer: 

R(X) é um anel de Prüfer se e só se R é um anel fortemen

te de Prüfer (teorema 3.2 (!)de (!)). 

Estabelece-se também a seguinte propriedade: 

Para que R(X) SeJa um anel de Prüfer é necessário e sufi

ciente que seJa R um anel fortemente de Prüfer com dim R~ 1 e 

tal que RM seJa um corpo para cada cadeia M C P de ideais primos 

de R (teorema 3.2 (2) de (!)). 

Os ideais regulares de um anel R formam um reticulado. De 

fato, e claro que se I e J sao ideais regulares de R, ent~o 

I + J e um ideal regular de R. Se I e J sao ideais regulares de 

R, então existe a e n Reg(R) e existe b e J n Reg(R). Logo 

ab € (I n J) fl Reg(R) e portanto In J é um ideal regular de R. 

Um ideal de R é chamado semi-regular se e só se existe 

um ideal finitamente gerado J de R tal que O:J ~ O e J Ç I. 

Os ideais semi-regulares de R ordenados pela inclusão for 

mam um reticulado. De fato, se K e L são ideais semi-regulares 

de R, então existem ideais finitamente gerados I e J de R tais 

que O : I = O, O : J = O, Ç K e J Ç L. Logo + J é finitamente g~ 

rado, O:( I+ J) ~ (0:1) n (O:J) ~O e I+ J Ç K +L. Portanto 

K + L é sem i -regu I ar. Por outro I a do, I J é f in i tamente gerado, 

O: (I J) ~ (O: I): J ~ O: J ~ O e I J Ç I () J Ç K () L, donde K () L é 

semi-regular. 

Dizemos que um anel R satisfaz a condição (A) se e só se 

todo ideal finitamente gerado I de R, com 0: I = O, é regular. 
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Observamos que um anel R satisfaz a condição (A) se e só 

se todo i de a I sem i -regu I ar de R é regu I ar. 

F i na I mente no cap ítu I o I I I considera-se a ap l i cação 

S:L(R) L(R(X)) 

IR( X) 

onde l(R) e L(R(X)) são os reticulados de ideais de R e R(X), 

respectivamente. Demonstram-se os seguintes fatos: 

- A ap I i cação 8 preserva somas e interseções arbitrá r i as e prod~ 

tos finitos de ideais. 

8 é sobrejetiva se e só se R é aritmético_(teorema 3.3 (1) de 

( 1 ) ) . 

As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) 8 é um isomorfismo de reticulados entre o sub-reticulado dos 

ideais semi-regulares de R e o sub-reticulado dos ideais re

gulares de R(X). 

(ii) Todo ideal regular de R(X) é extensão de um ideal de R. 

(i i i ) R é um ane I fortem'ente de Prüfer. 

(Teorema 3.3 (2) de (!)). 

-As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) 8 é um isomorfismo de reticulados entre os sub-reticulados 

dos ideais regulares de R e R(X). 

(i i) Todo ideal principal regular de R( X) é extensão de um ideal 

regular de R. 

(iii} R é um anel de Prüfer que satisfaz a condição (A). 

(Corolário 3.4 de (!)). 

O objetivo do capítulo IV é estabelecer as condições nec~ 

ssárias e suficientes (em termos do anel base R) para que R(X) 

seJa um anel de Hilbert, isto é, um anel no qual todo ideal pri

mo seja interseção de ideais maximais. 

Fac i I mente demonstra-se que R(X) é um anel de Hilbert se 

e só se todo ideal primo de R(X) é a extensão de um ideal de R e 

R é um ane I de H i I bert. 

Dizemos que R satisfaz a condição (*) se e só se para ca-
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da ideal pr1mo Q de R[Xl, com Q ç; M[X] para algum M ~ Max(R), te 

mos Q = P[X] para algum ida! primo P de R (necessariamente P = 

~onR). 

Demonstra-se que R satisfaz a condição (*) se e só se to

do ideal primo de R(X) é a extensão de um ideal de R. 

Consequentemente temos: R (X) é um ane I de H i I bert se e só 

se R é um anel de Hilbert e satisfaz a condição (~é). 

Denotamos por ~ o fecho integral do anel R. Então ~[X] é 

inteiro sobre R [X]. Ut i I i zando a propriedade (de i ncomparab i I i d~ 

de) INCe o teorema do ascenso para os anéis R(X] e R[XJ, demon~ 

tra-se que R satisfaz a condição (~c) se e só se R a satisfaz (le 

ma 4. 2 de (I) ) . 

Se R é um domínio de Prüfer, então R(X) é aritmético. Lo-

go a aplicação IR(X), do reticulado dos ideais de R no 

reticulado dos ideais de R(X), é sobrejetiva. Portanto todo ideal 

primo de R(X) é extensão de um ideal de R e consequentemente R 

satisfaz a condição (*). 

Reciprocamente, se R é um domínio integralmente fechado 

que satisfaz a condição c~~), então R é um domrnio de Pr~fer. Pa

ra demonstrar este fato consideramos algumas propriedades dos 

"places" e anéis de valorização sobre um corpo. 

Finalmente obtem-se a propriedade mais importante do capi 

tu I o I V; 

R(X) é um anel de Hilbert se e só se R é um anel de H i 1-

bert e para cada ideal primo minimal P de R, o fecho integral de 

R/Pé um domínio de Pr~fer (teorema 4.3 de (1)). 

No capítulo V estudam-se as propriedades de divisibi I id~ 

de dos anéis R(X) e R(X). Demonstram-se os seguintes teoremas: 

Teorema 1 - As seguintes afirmações são equivalentes: 

(a) R(X) é um G-GCD domínio. 

( b) R(X) e um G-GCD domínio. 

(c) R(X) é um GCD-domínio. 

( d) R é um G-GCD domínio. 
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(Teorema S.! (!) de (!)). 

Teorema 2- R{X) é um GCD-domfnio se e só se R é um GCD-dominio. 

(Teorema S.! (2) de (!)). 

Teorema 3 - R(X) é um domínio fatorial se e só se R é um domínio 

fatorial (proposição 1.2 de (10)). 

Teorema 4- R(X) é um domínio de ideais pr1nc1pa1s se e só se 

R é domínio de ideais 
. . . 

(proposição 2.S de um principais 

Teorema s - As seguintes afirmações são equivalentes: 

(a ) R(X) é um domínio de Dedekind. 

(b) R(X) é um domínio de Dedekind. 

(c) R(X) é um domínio de ideais principais. 

(d) R é um domínio de Dedekind. 

(Teorema S.4 (!) de (!)). 

(10)). 

Logo desenvolve-se a teoria dos domínios de Krul I. Demons 

tra-se, por exemp I o, que a única fam Í I i a de definição de um dom i_ 

nio de Krull R é {Rp; P e X11 l(R)l, onde X11 l(R) é o conjunto de 

todos os ideais primos minimais de R; toda localização de um do

mínio de Krull é um domínio de Krull; se R é um domínio de Krull, 

então R[XJ & um domrnio de Krul I. 

Para os an&is R<X) e R(X) obtemos o seguinte teorema: 

Teorema 6- As seguintes afirmações são equivalentes: 

(a) R(X) é um domrnio de Krul I. 

(b) R(X) é urn domínio de Krull. 

(c) R é um domínio de Krul I. 

(Teorema 5.2 (!) de (!)). 

Caracterizam-se os rr-domfnios da seguinte maneira: 

R é um rr-domínio se e só se R é um domínio de Krul I e um 

G-GCD domínio (teorema 3 de (3)). 

Após disto obtem-se o seguinte teorema: 

Teorema 7 -As sesuintes afirmações são equivalentes: 

(a) R X é um rr-domínio. 

(b) R(X) é um rr-domínio. 

(c) R(X) é um domínio fatorial. 

(d) R é um rr-domínio. 
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(Teorema 5.3 de (!)). 

Define-se o semigrupo dos divisores de um domínio de inte 

gridade R da seguinte maneira: 

Seja R um domínio de integridade. Denota-se por 1(R) o 

conjunto de todos os ideais fracionários não nulos de R. Em ~(R) 

define-se uma relação N da seguinte maneira: K N L se e só se 

Kv ~ Lv. Esta relação é de equivalencia e para cada K E ~(R) de

nota-se por div(K) a classe de equivalencia de K. Escreve-se 

D(R) o {d;v(K); K E :f(R)} e cada elemento de D(R) é chamado um 

divisor de R. Define-se uma operação de adição em D(R): 

div(K) + div(L) = div(KL). Com esta operação, D(R) é um semigru

po abeliano aditivo. Define-se uma ordem em D(R): div(K)~div(L) 

se e só se Lv ~ Kv. Esta ordem é compatível com a adição. 

Demonstra-se que D(R) é um grupo se e só se R é um domí

nio completamente integralmente fechado. 

Da definição de domínio de Krull resulta que todo domínio 

de Krul I é completamente integralmente fechado. Portanto, se R é 

umdomínio de Krull, então D(R) é um grupo. 

Definem-se o grupo de classes de divisores e o grupo de 

Picard de um domínio completamente integralmente fechado da se

guinte mane1ra: 

Seja R um domínio completamente integralmente fechado. Os 

conjuntos P(R) jd;v(x); X E T(R)\{Olf e e(R) 

= {div(K); K e um ideal fracionário inversível de R} são subgru

pos de D(R). O grupo CI(R) o ~(R)/P(R) é chamado o grupo de cla

sses de divisores de R e o grupo Pic(R) = D(R)/e(R) é chamado o 

grupo de Picard de R. Pic(R) é um subgrupo de CI(R). O grupo 

G(R} = CI(R)/Pic(R) é chamado o grupo de classes local de R. 

Demonstra-se que para um domínio de Krul I R, valem as se

guintes afirmações: 

- D(R}, o grupo dos divisores de R, é um Z-módulo I ivre com Z-ba 

se {div(P); Pé um ideal primo minimal de R}. 

-A v-operação sobre R e a w-operação sobre R induzida pela famí 

I ia de definição de R são iguais (teorema 44.2 de (7)). 
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-SeM é um sistema multiplicativo de R, então a aplicação 

g:D(R) -----+D(RM), dada por g(div(K)) = div(KRM) está bem de-

finida e induz um epimorfismo de CI(R) sobre CI(RM) (teorema 

8.27 de (9)). 

CI(R[XJ) é canonicamente isomorfo a CI(R) (teorema 45.5 de (7)). 

CI(R(X)) é canonicamente isomorfo a CI(R) e pic(R(X)) é canon1 

camente isomorfo a Pic(R) (teorema 5.2 (2) de (1)). 

Para relacionar os grupos CI(R(X)) e CI(R) consideram-se 

vár1os resultados de Álgebra Homólogica, tais como o Lema dos 

Cinco, o Lema da Serpente, propriedades de R-módulos I ivres, pr~ 

jetivos, planos, fielmente planos e de apresentação finita. 

Finalmente demonstra-se que se R é um domínio de Krul I, 

então CI(R(X)) é canonicamente isomorfo a G(R) = CI(R)/Pic(R) 

(corolário 6 de (5)). 
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CAPÍTULO li 

PROPRIEDADES ELEMENTARES DE R(X} E R(X) 

Neste capítulo demonstraremos algumas propriedades eleme~ 

tares dos anéis R(X} e R(X) que serão usadas através do resto do 

trabalho. 

LEMA 1 - Seja f = a + a X + · · · · + a X" E R[XJ S~o equivalen-o i n • 

tes: 

(a ) 

(b) 

f é um divisor de zero. 

Existe c E R\{0} tal que ca· 
' 

O,O~i.::::;:n. 

DEMONSTRAÇÃO- É claro que (b) implica (a). 

(a) ;> (b). Suponhamos que f é um divisor de zero. Então existe 

h E R[XJ\{0} tal que fh =O. Escolhamos um polinômio g = b0 + 

+ b
1

X + · · · · + bmXm e R[X] de grau mínimo tal que fg =O. Como 

anbm = O, então gr(ang) < gr(g); logo ang =O, pois f(ang) = 

= a., fg = O. Demonstraremos por indução sobre r que a g = O pa-" n-r 

ra todo r e {0,1, ... ,nl. Se r= O, então o resultado é verdade i-

ro. Suponhamos que r> O e que o resultado é verdadeiro para ca-

da k E {O,l, .... ,r-lL isto é, an-kb O para cada k i. {0,1, ... 

{ I O f .. t d xn+m·r .... ,r-1} e para cada j E O,l, .... ,m. coe 1c1en e e 

no polinômio fg é cn+m-r = an-rbm + an-r+tbm-t 

onde s = min{m,r}. Como fg =O, então cm+n-r 

+ · · · · + a b n-r+-s m-s 

O. Pela hipótese 

indutiva an-rt tbrn-t = · · · = an-rtsbm-s = O. Portanto an-rbm = O. 

Mas isto implica que gr(an_,.g) < gr(g}j logo an-r9 = O, pois 

f(a
0

_,.g) = an_,.fg =O. Em consequência a;g =O para todo i em 

{O,l, .... ,n}, donde aibj =O, O.::::;: i< n, O~ J.::::: m. Em particu-

C ,Q .D. 
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PROPOSIÇÃO 1 - (a) U = {f f R[XL f e m~nico} e multiplicativa

mente fechado. 

(b) UCSo {f<R[X] 

(c) S o R[X]\ U { M[X] 

C(f) o R} c: Re9(R(X]), 

Me Max(R)}. 

(d) Se multipl icativamente fechado. 

DI:MONSTRAÇÃO - (a) É imediata. 

(b) É claro que U Ç S. Seja f = a + a X +.' .... + a x" E s Suponha-
o :1 " • 

mos que f não é regular. Então f é um divisor de zero e portanto 

existe c e: R\ {O} tal que cai= O para todo i f {O,l, ... ,n} ; lo

go (c)= (c)R = (c)(a
0

,a
1

, ••• ,a") = (ca 0 ,ca~, ... ,ca") = (0). Isto 

i mp I i c a que c O o que e uma contradiç~o. Em consequ;ncia f~ re-

guiar, isto~. f E Reg(R(X]). 

(c) f<S se e so se C(f) o R 

" 

" 

" 

C(f) ~M para todo MeMax(R) 

f~ M[X] para todo Me Max(R) 

f<R[XJ\U {M[X]; M<Max(R)} 

(d) fgeR[X]\ SoU {M[X]; MeMax(RJ} = f9eMfXJ para algum 

ME: Max(fd ::::::;'> f E M{X) ou g E: M[Xl para algum ME Max( R), po1s 

M[X] ~um ideal primo de R[X] > f e R[Xl\ Sou 9E R[X]\ S. Em 

consequ;nc i a f € S e g E S i mp I i c a fg E S. 

C.Q.D. 

OBSERVAÇÕES- (1) R[X] c R(X) ~ R(X) c T(il[X]) o R[X] Reg(R[X]) 

(2) Se R e um corpo, entao S o R[X] \{o} e portanto R(X) o 

{ f I 9 ; f, 9 • R [X] , g ;I D} . 

(3) Como na parte (c) da proposição 1, demonstra-se que 

{f< R[X,Yl; C(f) o R)= R[X,Yl\U{MR[X,Yl; M < Max(R)}. 
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PROPOSIÇÃO 2- Para todo f e RIXJ, 

fR(X) Ç C(f)R(X) e fR(X) c C(f)R(X) 

DEMONSTRAÇÃO Sejam f 

h E. U. Temos 

" f(g/h) + .... + a X g 
n--

h 
'C(f)R(X). 

Similarmente demonstra-se que fR(X) Ç C(f)R(X). 

C .Q. D. 

PROPOSIÇÃO 3- Sejam f, 9 E R!Xl\{0). Sem gr(g), então 

(C(f))m"c( 9 ) " (C(f))mC(fg) 

DEMONSTRAÇÃO- Se f é um monômio, digamos f= a
0

X", an f O, en

tão (C(f))m"C(9)" (a~" )C(9)" (a;)(a,)C(9)" (a~)C(a,9) " 

= (C(f))mC(fg). Se g é um monômio, digamos g = bmXm, bm f O, en

tão (C(f))m"C(g) "(C(f))m"(bm) ~ (C(f))mC(b.f) "(C(f)tC(f9). 

Agora consideremos f, 9 ' RIXJ \(O} qua1squer. Sejam 

f " a, + a
1

X + ... + " anX , a, r- o 
9 " b, + b,X + + b xm 

m ' bm r- o. ... 
Então fg = c

0 
+ ciX + · · .. + cn+ 111 X , onde cK = -~ aibj. 

m •+J=K 
É claro que C(f9) Ç C(f)C(g). Portanto (C(f)) C(fg) Ç 

S (C(f))•••c(9). Demonstraremos que (C(f))•"c(9) Ç (C(f)).C(f9) 

por indução sobre os graus de f e g. 

Se gr(f) O ou gr(g) = O, então o resultado é verdadeiro, 

po1s neste caso f é um monômio 
. . . 

ou g e um monom1o. 

Suponhamos que f e g não são monômios e consideremos as 

seguintes hipóteses indutivas: 

(a) Se p, q e R(Xl, 9r(p) < n e 9r(q) 
m+i 

"m, então (C(p)) C(q) C 



m 
<; (C(p)) C(pq). 

(b) Se p, q <R(XJ. gr(p) = n e gr(q) = s<m, entao (C(p)),.'C(q) 

Ç (C(p))
3

C(pq). 

pg 

" m -Sejam p = f- anX , q = g - bmX • Entao 

(f- a,X")g " fg - a., X g 
•-< ( n 11tm-t 

; c +c X+··· +c X +c -a b )X+··- +(c -a b )X o t. n- J 11 n o n-t,.- i n m- t. 

., m 
fq = f(g - bmX ) = fg - bmX f 

"'-i m ntm-! 
=c +c X+··· +c X +(c -a b )X+ ···+(c -a b )X o 1 m-t m o m n+m-t 11-1 m 

Logo C(pg) = (c 0 ,c~, ... ,c 11 _ 1 ,c 11 -a,b0 , ••• ,cn+rt•-! -anbm-t) 

C (c0 ,ct.'''''c.,+m)+an(b0 ,b 1 , ••• ,bm-i) 

= C(fg)+a,C(q). 

Similarmente resulta que C(fq) Ç C(fg) + brnC(p). 
mH 

Como (C(f)) C(g) e gerado por elementos da forma a = 

suficiente demostrar que cada elemento desta forma est~ contido 

-
= a:0 a~-~. ... a:, -Jcntm ~ (C(f)rc(fg). Se rn 1- O e J < m, entao 

Finalmente, 
mtl 

se rn =O, entao a € (C(p)) C(g). 

Portanto 

(!) (C(f))•"c(g) ç (C(f)/"C(fg)+(C(p))mt!C(g)+(C(f))m(a.,)C(q) 
mtl 

Mas pela hipótese indutiva (a), (C(p)) C(g) Ç 
m 

C (C(p)) C(pg) e temos v;sto que C(pg) Ç C(fg) + a.,C(q); logo 

(C(p))""
1

C(g) Ç (C(p))"'C(fg) + (C(p))m(a.,)C(q) 

Ç(C(f)J"'C(fg) + (C(f))m(a.,)C(q). 

Disto e de (1), temos 

(2) (C(f))""C(g) <; (C(f)tC(fg) + (C(f))"(a.,)C(q). 

Sejas= gr(q). Ent~o (C(f)).,
1

C(q) Ç (C(f))'C(fq) pela 

hipotese indutiva (b). Como s E"m-1, ent~o 

(C(f))mC(q) = (C(f))m-•-• (C(f))" 1 C(q) 

Ç (C(f))m-s-l (C(f))5 C(fq) 

= (C(f))"-'c(fq). 

Mas C(fq) Ç C(fg) + bmC(p); logo 

(3) (C(f)t(a.,)C(q) Ç (C(f))"-
1
(a,)C(fg)+(C(f))"-

1
(a.,)(bm)C(p) 
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m m- J 
C (C(f)) C(fg)+c,,.(C(f)) C(p) 

ç; (C(f))mC(fg). 

Como consequ~ncia de (2) e (3), temos 

(C(f))m"C(g) ç; (C(f))mC(fg). 

C. Q .D. 

DEFINIÇÃO- Seja I um ideal de R. Dizemos que I e localmente 

principal se IRM ~principal para todo ideal MEMax(R). 

LEIV'.A 2. Seja f E R(X]. Se C( f) = (a), entao existe h ER[XJ tal 

que f = ah e C(h) = R. 

DEMONSTRAÇÃO- Seja f= a 0 + atX +···+a" X". Como (a
0

,a
1

, ••• ,an) 

= C(f) = (a), ent~o para cada i € {O,l, ... ,n}, existe ri E R tal 

Logo a 

;_ ad 

onde d = s r +s r + · · · +s~ r 11 • o o 1 .t •. 

Como 1 = d+(1-d) 

= s r +s r +···+s r +(1-d) 
oc ti nn 

e um elemento de (~,r!, ... ,~ ,1-d), ent~o 

( r
0 

, r 
1 

, • , • , r n , 1-d) == R. 
1'1 tl+ 1 

r +r X+···+r X +(1-d)X Como a 
o 1 " 

Seja h = = ad, -entao 

a(l-d) = O e portanto 

a h 
t1 IH i 

=ar +ar X+···+ar X +a(l-d)X 
o ' " 

= a +a X+··· +a X n = f o 1 n 

e C(h) (r
0 

,ri, ... ,rn ,1-d) =R. 

C.Q.D. 
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PROPOSIÇÃO 4 - Seja f e:R(XJ. Se C(f) e localmente principal, en 

tão para todo g E R [X J 

C(fg) = C(f)C(g) 

I oca I i zaç~o, podemos supor que R e I oca I e DEMONSTRAÇÃO - Por 

C(f) ~principal. 

f = ah e C(h) = R 

Seja C( f) = (a). Então existe h e R[X] tal que 

C(f)C(g). 

= (l)mC(hg) 

= (l)C(g) = 

= aC(h)C(g) 

= ( 1) . Se f = O ou g =O. então C(fg) = (O) = 

Se f f O, g I O e m gr(g), então h f O e C(hg) = 

= (C(h))mC(hg) = (C(h))m' 1 C(g) = (l)m''c(g) = 

C(h)C(g). Em consequ;ncia C(fg) = C(ahg) = aC(hg) = 

= C(ah)C(g) = C(f)C(g). 

C. Q. D. 

LEMA 3. Seja um ideal de R. Se I e idempotente e finitamente 

~principal e gerado por um elemento idempotente. gerado, entao 

DEMONSTRAÇÃO 

· · · + an I Ç I. Sejam a, b E 1. Então a = ri ai + · · 

alguns r
1

, ••••• ,rn E R. Logo ab =' at(r,.b) +· ··· + a...,(rnb)E ai I+ 

+ ··· · · + anl. Como todo elemento de I~ é uma soma f1nita de ele-

mentos da forma c = ab, - ' com a, b E I, entao I = I Ç a tI + · · · · · + 

Para cada € {l,Z, ... ,n), tem-se a; = 

I, l~i,j(;n. Portanto 

e a + · · · · · + 
d ' 

(eH -l)ai + ei 2 a 2 + ··· ··· + e!nan = O 

e
21

a
1 

+ (e22 -l)a
2 

+ ······+ eu1a"' =O 

. . . . . . . . . . .... 
en 1 ai + enza 2 + · · · · + (el'ln-1)an = O 

Seja d o determinante deste sistema I inear, Ent~o da 1 = O, 

1 ~i ~ n, pe I a regra de Cramer. Logo da = O para todo a E I, pois 

a a a geram I, Mas d ~ da forma d = e-1, onde e E I, 
t ' 2. ' • • • • • ' n 
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Em consequência (e-l)a =da= O para todo a E I, isto é, a= ae 

para todo a E I. Em particular e = e 2 • Resulta assim que o ele

mento e é idempotente e I = (e). 

C. Q. D. 

TEOREMA 1 - Todo elemento idempotente de R(X) é um elemento de 

R. 

DEMONSTRAÇÃO Seja f/g e- R(X) idempotente, com C(g) =R. Como 

f/g = f 2 /g 2 , então fg 2 = gf
2 

e portanto fg =f&, pois g é regu

lar. Sendo C(g) principal, temos que C(f)C(g) ~ C(fg). Logo 

C(f) ~ C(f)R ~ C(f)C(g) ~ C(fg) o C(f') Ç (C(f))
2

e portanto 

(C(f)) 2 = C(f), isto é, C{f) é idempotente e finitamente gerado. 

Então, pelo lema 3, existe e E R idempotente tal que C( f) =te) 

Segundo o lema 2 existe h E R[X] tal que f = eh e C(h) = R. En

tão eh2 /g'- = e 2 h:t /g 2 = f
2 /g 2 = eh/g e portanto f/g = eh/g =e E R, 

pois h e g são regulares. 

PROPOSIÇÃO 5 - (1) Se I é um ideal de R, então 

IR(X) n R o I ~ IR(X) n R 

( 2) Sejam e J ideais de R. São equivalentes: 

(a) IR(X) JR<X>. 

(b) IR( X) JR(X). 

(c) I ~ J. 

C. Q. D. 

DEMONSTRAÇÃO - (1) Como IR[XJ n R ~ I, então para demonstrar 

que IR(X) ()R = I, é suficiente demonstrar que IR(X) n R[X] ç 

Ç IR[X]. Se f E IR(X) () R[X], então existe g E S tal que 

fg E IRlXl. Logo C(f) = C(f)R o C(f)C(g) = C(fg) Ç I e portanto 
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f E I R [X]. Em consequênc 1 a I Ç I R (X) () R 

ç; IRIXJ n R= I, isto é, IR(X) n R= I. 

IR(X) n R[Xl n R ç; 

Por outro lado, I Ç IR(X) r1 R Ç IR(X) n R o: I, ou seJa 

IR(X> n R = I. 

(2) É uma consequência imediata de (1). 

C .Q.O. 

TEOREMA 2 - Existe uma correspondencia bijetiva entre os ideais 

maximais de R e de R (X), dada por M o---> MR (X) . 

DEMONSTRAÇÃO- SejaM E Max(R). Suponhamos que f/9 E R(X)\MR(X). 

Ent~o f~ M[XJ. Se f; a 0 + a 1 X + · · · · + anX", então existe 

1 E {O,l, ..•. ,n} tal que ai r/. M. Como ME Max(R), então existem 

m € M, r e R tais que m + rai = 1; logo o coeficiente de x• no 

po I i nôm i o mX' + r f é 1 e portanto ta I po I i nôm i o é um e I ementa de 

S E ' · (mX' + rf)/9 . m consequencLa < U(R(X)). Isto implica que 

MR(X) + (f/9)R(X) = R(X), po1s 

mX 
1 + r f mXi f 

+r- < MR(X) + (f/9)R(X). 
9 

Portanto MR(X) 

9 9 

E Max(R(X)), Pela propos•ção anterior 

Mo--> MR(X) é injetiva. Agora demonstraremos que também é so-

brejetiva. Seja Q e Max(R(X)). O conjunto 

M = {a E R; a é coeficiente de algum elemento de Q n R[XJ} 

é um ideal de R. De fato, se a, b • M, r E R, então existem 

f a, X n b + b 1 X b xm Q n R [X l = ao + + + an X , 9 = + ' .. ' + • o m 
tais que a = a. e b = b para algum I E {O,l, .... ,nf e algum 

' J 

j e {0,1,,, .. ,m}. Podemos supor que ~ j. Então a-b é coeficien 
J - ' te de X f- g e Q n R[XJ era é coeficiente de rf E Q n R[XJ. 

Portanto a-b, ra e M. Se M R, então 1 é elemento de Me porta~ 

to existe f e Q n R[XJ, com 1 como um de seus coeficientes; mas 

isto implica que C(f) = R e assim f e U(R(X)) e f e Q, o que é 
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é uma contradição. Logo M f R e portanto MR(X) f R(X). Vejamos 

agora que MR(X) = Q e queM e Max(R). Se h/k e Q, então h= 

~ (hlk)k • Q n RIXJ S MIXJ e portanto hlk e MR(X). logo Q ç MR(X). 

Como Q e Max(R(X)), então Q ~ MR(X). Se I é um ideal de ReM Ç 

ç I C R, então Q ~ MR(X) Ç IR(X) C R(X). Logo MR(X) ~ IR(X) e 

portanto M "'- I. Em consequência ME Max(R). 

C .Q. D. 

PROPOSIÇÃO 6- (a) Se Pé um ideal primo de R, então 

Rp[XJ ~ RIXlR\P 

Rp(X) RpiXJPRpiXJ ~ R[Xlp[XJ ~ R(X)PR(X) - R(X)PR<X> 

(b) Se Pé um ideal primo de R e Q é um ideal prtmo de R[X], 

com P Ç Q e Q nU ~O, então R[XJQ ~ (RIXlulQu ~ (Rp[XJ IQp· 

(c) Se I é um ideal de R, então R(X)IIR(X) ~ (RII)(X). 

DEMONSTRAÇÃO- (a) Definimos #'R[X]R\P Rp[XJ por 

#((a 0 +a, X+ · · · + a.x")ls) ~ (a,/s) + (a 1 /s)X + · · · + (a,ls)X". 

Comprova-se sem dificuldade que fl está bem definida e é um tso-

morfismo de anéis. 

SeJa A = Rp. Para demonstrar que Rp(X) = Rp[XlPRp[XJ é s~ 

ficiente demonstrar que {f 6 A[XJ; C(f) =A~= A[X]\PA[XJ. Seja 

f= a 0 + a
1

X + ···· + anXn e A[XJ. Então C(f) = a0 A + a
1

A + ··· 

+ a
0

A. Como A é local, então C( f) =A se e só se ai e U(A) = 

= A\PA para algum e {O,l, .... ,nt; logo C(f) =A se e só se 

f E Ar XI\ PA [X]. 

Agora demonstraremos que Rp[XJPR [Xl - R[XJP[XJ· Dado 
p 

q ~ (b
0
ls 0 ) + (b 1 ls 1 )X + .... + (b,ls 0 )X" E ApiXJ, podemos e sere 

ver q ~ I a. I sI + (a,/s)X + .... + (a,ls)X', onde a· ~ 

' 
= s 0 s 1 . . . . s; _ 

1 
s; T l . . . . s n b i , O tS i ~ n, s = s 

0 
s 

1 
s n € R\ P • 

Denotaremos o pol1nômio (a
0
/s) + (a~,/s)X + · · · · + (an/s)Xn por 
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(a 0 + ai X + · · · · + a 0 X")/s. Assim, todo elemento de Rp[X] é da 

forma q"' f/s, onde f E R[XJ, s f R\P. Com esta notação, observa 

mos que se f,g ~ R[X] e s,t E. R\P, então 

i .9_ 
s t 

!:.9. 
st 

e i+.s_=tf 
s t st 

+ ~ =' 

st 
tf + sg 

st 

RlXJPlXJ por 

S((f/s)/(g/t)) = tf/(sg). É claro que 8 está bem definida e que 

preserva produtos. Se ft/s 1 , ~/s 2 E RP[X], g 1 /~,g 2 /tz - PRp[X], 

então 

f~ /s~ 
+ 

9, /t, 

= 

Logo 

(s~ttftg 2 + s 1 t 2 f 2 g 1 )/(sls2 t 1t 2 ) 

= 

s,s,/Ct,t,l 

tlt:<!(s 2ttfJgl + s 1 t 2 f 2 g 1 ) 

sts2ttt2gJg2 

slttfJ 9z + sitlf2gt 

= + 

= + 

= 

Portanto 9 é um homomorfismo de anéis. Dado f/g em 

RlXJPlXl' vemos que B((f/1)/(g/l)) = f/g. Em consequência 8 é so 

brejetivo. Se 8((f/s)/(g/t)) = O, então tf/(sg) = O; logo existe 

h E RlXl\P[X] tal que tfh =O. Então (f/s)(th/t) =O, onde 

th/t < Rp[Xl\PRP[XJ; logo (f/s)/(g/t) =O. Em consequência 9 é 

injetivo. Assim temos demonstrado que 8 é um isomorfismo de a-
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néis. 

Sim i I armente demonstra-se que 

l.f': R(X)PR(X) RlX]P[XJ 

f/h kf 
g/k hg 

X: R(X)PR(X) RlXlPlXl 
f/h kf 
g/k hg 

são isomorfismos de anéis. 

(b) Definimos 8:RlXJ 0 (R[XJU)Qu por S(f/g) ~ (f/1)/(g/1). 

Se f/g ~ h/k E RlXlQ (aqui f, h e R[X], g, k E R[Xl\Q), então 

existe p e R[X]\Q tal que pkf ~ pgh. Logo (p/1)(k/1)(f/1) ~ 

~ (pkf)/1 ~ (pgh)/1 ~ (p/1)(g/1)(h/1) em RlXlu· Se p/1 e QU, en

tão p/1 = q/u para algum q e Q e algum u E U. Portanto tup = 

= tq E Q para algum t eU. Como Q é um ideal primo de R[X], en~ 

tão tu e Q ou p e. Q. Mas tu E U e Q n U = 0; I ogo tu t/. Q e por

tanto p E Q, o que é uma contradição. Consequentemente p/1 é um 

elemento de RlXJU\QU. Então (f/1)/(g/1) ~ (h/1)/(k/1) e e está 

bem definida. Comprova-se sem deficuldade que 8 é um homomorfis-

mo de aniis. Se S(f/g) ~ O, então (f/1)/(g/1) ~ O. Logo 

(h/k)(f/1) ~ O para algum h E RlX)\Q e algum k E U. Portanto 

hf/k ~ O em R[Xlu· Então hf O, donde f/g ~ hf/(hg) ~ O. Em con 

sequênc'a e' injetivo. Se (f/g)/(h/k) E (R[Xlu)Q (aqui 
u 

f E R[XJ, h E R[XJ\Q, g, k eU), então (f/g)/(h/k) 

~ (kf/1)/(gh/1), po's (gh/1)(f/g) ~ ghf/g hf/1 ~ khf/k 

~ (kf/1)(h/k) em RlXJU. Como g E U, então g j Q, pois Q nU 0. 
Logo gh E R[Xl\Q e portanto kf/(gh) E R[X]Q e (f/g)/(h/k) ~ 

(kf/1)/(gh/1) ~ e(kf/(gh)). Consequentemente e é sobrejetivo. 

Sim i I armente demonstra-se que a ap I i cação 

'.f :R[X]Q (R[XJP)Qp dada por (f/g) ~ (f/1)/(g/1) está bem 

definida e é um isomorfismo de anéis. Como R[X]p ~ Rp[X), então 

RlXlQ ~ (Rp[Xl )Qp" 
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(c) Consideremos o isomorfismo de anéis 

~,R[XJ/IRIXJ 
' ó (R/I)IXl definido por À( ~ a;X + IRIXJ) = 

·,"'o 
' 

CR( ,:>;., 
' . 

"' _2::.. (ai + I )X'. Seja A = R/ I. Observamos que 
'= 0 n . n . 

IRIXJ )) = isto é, _L a; X 
1 

E S, i mp I i c a C A (À ( _L a i X 1 + 
n'"'0 . n 1=-0 

= C A ( ,~, (a; + I ) X' ) = ,:>;., (a; + I ) A = A. 

Definimos ~:R(X)/IR(X) (R/I)(X) por 

'f((f/g) + IR(X)) = ~(f+ IRIXJ )/À(g + IRIXJ ). É claro que 'I' está 

bem definida e é um homomorfismo de anéis. Se (f/g) + IR(X) é um 

elemento arbitrário de Ker(~) (aqui f E R[XJ, g e S), então 

>-(f+ IRIXJ)/~(g + IRIXJ) =O em (R/I)(X) = A(X). Como A(X) é u-

ma localização regular de A[X] (proposição 1 do capítulo 11 ), en 

tão ).(f+ IR IX]) =O e portanto f+ IRIXJ =O em RIXl/IRIXJ, pois 

À é injetivo. Logo f € IR[XJ, donde f/g E: IR(X). Consequentemente 

(f/g) + IR(X) =O em R(X)/IR(X) e 'I' é injetivo. Seja f'/g' um e

lemento arbitrário de A(X) (aqui f' E AIXJ, g' E. AIXJ e CA(g') = 

=A). E claro que existe f E: R[X] tal que À( f+ IR(X)) = f'. Se-

Ja g' (a, + I ) + (a, + I ) X + + (a, + 1 ) x' . Como 

(a, + I ) A + (a' + I ) A + .... + (p.n + I ) A = CA(g') = A' então 

a
0 

R + a, R + .... + a, R + I = R. Logo existe c € e existem 

r
0

, ri, .... , rn E: R tais que a
0

r
0 

+ c = 1. 

+ .. -

... + a, x' + X nt i c . Então CR(g) = R, isto é, 9 < S. Como 

À(g + IRIXJ) = ( a, + I ) + (a ' + I ) X + + (a" + I)X" + 

+ (c + I )X"+ i = (a, + I ) + (a! + I) X + .... + (a, + I)X" g'' 

então 'f((f/g) + IR(X)) = /-(f + IR[XJ )/À(g + IR IX]) = f' /g'. Se-

gue-se que 'R é sobrejetivo. 

Consequentemente l.f é um isomorfismo de anéis. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 7 - Seja I um ideal de R. São equivalentes: 

(a ) IR( X) é finitamente gerado. 

( b) IR(X) é finitamente gerado. 

(c) I é finitamente gerado. 
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DEMONSTRAÇÃO- É claro que (c) implica (a). 

(a)=> (b), Suponhamos que IR(X} é finitamente gerado. Como 

R(X) é uma localização regular de R{X), então IR(X) é a extensão 

de IR(X) a R(X). Portanto IR(X) também é finitamente gerado. 

(b) > (c). Suponhamos que IR(X) =f R(X) + · · · · +f R(X) onde 
! " • 

f; e IR[XJ, 1" i<; n. Como f;R(X) Ç C(f,)R(X) e c(f,) ç I, 

1 <; 1 <; n, então IR(X) =C( f, )R(X) + · ·· · + C(f,)R(X) = 

= (C(f
1

) + · · ·· + C(f,))R(X). Logo C(f
1

) + · · · · + C (f,) pela 

propos1ção S. Portanto I é finitamente gerado. 

C. Q. D. 

Agora consideraremos um resultado muito útil. 

LEMA 4- Seja R um anel local. Se I = (ai, a
2

, .... ,an) é um i

deal principal de R, então I= (ai<) para algum k € {l,Z, .... ,n}. 

DEMONSTRAÇÃO - Podemos supor que I I O, porque se I = O, então 

o resultado é trivialmente verdadeiro. Ponhamos I = (d) e supo

nhamos queM é o único ideal maximal de R. Como (ai,a 2 , .••• ,a
0

) = 

(d), então existem s
1

, s
2

, •••• , sn e R tais que d = s
1

a
1 

+ 

+ s 2 a~ + ···· + snan e para cada i e. {1,2, .... ,n} existe ri E R 

tal que aí = r-d· 
' ' 

logo a. =r- (s a + s a + ·· · · + s a ) = 
1 111 2l nn 

= r s 
' 

a, 

t a t + r;s~a~ + . . . . + risnan Para 

Suponhamos que r· 
I < M para todo 

r, s t a i + rn s2 a, + ... + rnsnan, 

+ . · + r s a 
n n-1 n-t logo an E 

cada i E tl,2, .... ,nL 

i e { 1, 2, .... , n}. Como 

1-rnsn e. U(R) (o radical de Jacobson de R é M neste caso). Então 

(d) = (a
1

,a
2

, .... ,a
0

) = (a
1

,a
2

, .... ,an_i). 

Por repetição do mesmo raciocínio obtem-se (d) = 

= (at,a
2

, ••• ,an} = (atta 2 , ... ,an-t) = ...... ={a~.,a~) =(a,). En 

tão existe sE R tal que d = sa 1 e portanto a
1 

=-ri d = ri sa
1

• Lo 
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go (1-rt s)at = O e portanto at = O, po1s 1-r1 s e U(R). Então I = 

(a
1
,a 2 , •••• ,an) = (a

1
) =O, o que é uma contradição. 

Então existe k € {1,2, .... ,n} tal que r € R\M = U(R) e • 
portanto d = aKr;i € (ak). Em consequência existe k E. {1,2, ... ,n} 

tal que I = (d) = (a,). 

PROPOSIÇÃO 8- Seja f € R[X]. São equivalentes: 

(a) C(f) é localmente principal. 

(b) fR(X) = C(f)R(X). 

(c) fR(X) = IR(X) para algum ideal I de R. 

(d) C(f)R(X) é principal. 

(e) C(f)R(X) é localmente principal. 

C. Q. D. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) ~ (b). Por localização podemos supor que R 

é local e que C(f) é um ideal principal de R. Seja C(f) =-(a). 

Pelo lema 2 existe h E R[X] tal que f= ah e C(h) = R, isto é, 

h E S. Portanto hR(X) = R(X). pois h E U(R(X)); logo C(f)R(X) = 

= (a)R(X) = (a)hR(X) = ahR(X) = fR(X). 

(b) =:;> (c). É suficiente tomar I = C(f). 

(c) > (a). Por 1 oca 1 i zação podemos supor que R é I oca I . Deve-

mos demonstrar que C(f) é principal. Como IR(X) = fR(X), então 

IR(X) é gerado por um número finito de elementos de I, pela de

monstração da proposição 7. logo IR(X) ~ aR(X) para algum a € 

pelo lema 4. Portanto f~ a(g/h) para alguns g, h e R[XJ, com 

C(h) = R. Então hf = ag e C(f) = C(f)R = C(f)C(h) = C(ag) = 

= aC(g) Ç (a) Ç C(f), pois IR(X) = fR(X) Ç C(f)R(X) e portanto 

= IR(X) (1 R ç C(f)R(X) n R= C(f). Em consequência C(f) =(a) 

é pr i nc i paI . 

É claro que (b) implica (d) e que (d) implica (e). 
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(e) ~ {a). Podemos assumir que R é local e C(f)R(X) é princi

pal (R(X) é local pelo teorema 2). Então C(f)R(X) o aR(X) o 

~ (a)R(X) para algum a E C(f), pela proposição 7 e o lema 4. Por 

tanto C(f) = (a), pela proposição S. Consequentemente C(f) é 

principal. 

C. Q. D. 

COROLÁRIO- Se l = (a
0
,ai, .... ,an) é um ideal localmente princj_ 

pai de R, então IR(X) é principal. De fato, IR(X) o fR(X), onde 

f = a + a X + · · · · + a X" o i , • 

PROPOSIÇÃO 9 - Seja I um ideal de R.São equivalentes: 

(a) IR( X) é localmente principal. 

(b) IR(X) é localmente principal. 

(c) I é localmente principal. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) ~ (b). Suponhamos que IR{X) é localmente 

principal. Por localização podemos assumir que R(X) é local. En

tão IR<X} é principal. Como IR(X) é a extensão de IR(X) a R(X), 

então IR(X) é principal. 

(b) > (c). Por localização podemos supor que R é local e IR(X) 

é principal (R(X) é local pelo teorema 2). Então IR(X) = fR(X) 

para algum f E lR[X]. Logo I =C( f) é principal, pelas propos1~ 

ções 5 e 8. 

(c) ~(a). Suponhamos que I é localmente principal. Seja 

K E Max(R(X)) qualquer e ponhamos Q = K n R[Xl e P = Q n R. En~ 

tão Q nU= 0 e Pé um ideal primo de R. Logo R{X)K = R[XJQ = 

= Rp[X]Q , pela parte (b) da proposição 6. Como lp é principal, 
p 

então IR(X}K = IR[X]Q = lpRp[X]Qp é principal. Consequentemente 
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IR{X} é localmente principal. 

COROLÁRIO- Seja I um ideal de R. São equivalentes: 

(a) IR(X} é localmente principal finitamente gerado. 

(b) IR(X) é localmente principal finitamente gerado. 

(c) I é localmente principal finitamente gerado. 

C,Q, D. 

Agora consideraremos o anel R(X,Y) = R[X,YlW, onde W = 

={f e R[X,Yl; CR(f) =R}= RlX,Yl\U{MlX,Yl; Me Max(R)}. De

monstraremos que R(X,Y) = R(X)(Y). Este fato permite demonstrar 

fac i I mente que todo ideal localmente principal finitamente gera

do de R(X) é principal. 

PROPOSIÇÃO 10- R(X,Y) = R(X)(Y). 

DEMONSTRAÇÃO- SeM e Max(R), então MRlXJ
5

[Yl = MR[X,Yl
5

; logo 

MR(X)[YJ n RlX,Yl = MRlXJ
5

lYJ n RlX,Yl = MR(X,YlS n R[X,Yl = 

= MR[X,Y1, pois MR[X,Yl é um ideal primo de RfX,Yl disjunto de S 

(teorema 4.5 de (7)). Portanto g e R[X,Yl e g e U{MR(X)[Yl; 

Me Max(RJI implica que g E U{MRlX,Yl; Me Max(R)}. Segue-se 

que g E RlX,Yl\U{MRlX,Yl; Me Max(R)) implica que 

g E R(X)[Yl\ U(MR(X)[Y]; Me Max(R)}. Em consequência 

R (X, Y) = {f/ g; f, g E R [X, Y l , g f. U ( MR [X, Y l ; M E Max (R)}} Ç 

!; { f/g; f, g e R(X) [Yl, 9 ~ U(MR(X)[YJ; M e Max( R)}} = R(X)(Y). 

Por outro lado, se f/g E R(X)(Y), onde f, g E R(X) [YJ, 

9 ~ U{MR(X)[Y]; ME Max(R)}. então f= f'/h, g = g'/k, onde 

f', g' E R[X,Yl, h,k ~ U{MR[Xl; Me Max(R)} e g' ~ U{MR[X,Yl; 

M E Max(R)J. Logo f/g = (f'k)/(g'h), onde f'k, g'h E R[X, Yl e 

g'h ~ U(MR[X,Yl; Me Max(R)} e portanto f/g E R(X,Y). 

C.Q.D. 
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TEOREMA 3 - To do i de a I I oca I mente pr i nc i paI f in i tamente gerado 

de R(X) é principal. 

DEMONSTRAÇÃO- Seja K = f 0 R(X) + f
1

R(X) + · · + f
0

R(X) um ;deal 

localmente principal de R(X), onde f; E R[X], O~ i~ n. Seja 

f= f +f Xr 4 

o i 
' ' + f X ~ + · · · · + f X " onde r· = gr (f ) + 

~ n I I 0 

+ ···· + gr(fi_ 1 ) +i, 1 ~i .l!Õ: n. Então CRff) = 

+ C R (f i ) + · · · + C R (f, ) . Seja A = R (X ) . Se g = f + o 

+ fiY + · · · · + f 0 Yn E AlYJ, então CA(g) = K. Como K é localmente 

pr;nc;pal, então KA(Y) = CA(g)A(Y) = gA(Y), pela propos;ção 8, 

Logo KR(X,Y) = KR(X)(Y) = KA(Y) = gA(Y) = gR(X)(Y) = gR(X,Y). 

Por outro lado fR(X,Y) = fR(X)(Y) ç KR(X)(Y) = KR(X,Y) = gR(X,Y). 

Portanto f= (h/k)g para alguns h, k E R[X,Yl, onde CR(k) =R. 

Além d;sto CR(f) = CR(f,) + CR(f<) + .... + CR(f,) = CR(g) (aqu; 

g é considerado como um elemento de R(X,Yl). Segue-se que CR(f) = 

= RCR(f) = CR(k)CR(f) = CR(kf) = CR(hg) Ç CR(h)CR(g) = 

= CR(h)CR(f) Ç CR(f), ;sto é, CR(f) = CR(f)CR(h). SejaM E Max(R) 

arb;trdr;o, Então CR(f)M = (O)M ou CR(h)M = RM, pelo Lema de Nak~ 

yama. No primeiro caso resulta KRM(X) =O= fRM(X). No segundo 

caso temos CR(h)M = RM e portanto a imagem de h em RM(X,Y) é uma 

un;dade; logo fRM(X,Y) gRM(X,Y), donde fRM(X) = 

fRM(X)(Y) n RM(X) = gRM(X)(Y) n RM(X) = KRM(X)(Y) n RM(X) = 

= KRM(X). Consequentemente (global izando) K = fR(X) é principal. 

C.Q .O. 

O próximo resultado a ser demonstrado é o seguinte: um t-

deal de R é inversível se e só se é regular, localmente princi-

pai e finitamente gerado. Em primeiro lugar consideramos um lema. 

LEMA 5 - Seja R um ane I I oca I . Se 

sível de R, então I é principal. 

é um ideal (inteiro) tnver-
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DEMONSTRAÇÃO 

versível, então 

SejaM o único ideal maximal de R. Como I é In

$ IM; logo existe a E I\ IM. Pelo teorema 7.2 

de(?), existe um ideal J de R tal que (a)= IJ, pois (a) Ç I e 

é inversível. Se J f- R, então J Ç Me portanto (a)= IJ Ç IM, 

o que é uma contradição. Em consequ@ncia J = R, donde I = IR = 

IJ = (a) é principal. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 11 - Se I é um ideal (inteiro) inversível de R, então 

I é regular, localmente principal e finitamente gerado. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que I é um ideal (inteiro) inversível 

de R. Seja K o inverso de I. Como Kl =R, então K Ç [R: I]T(R)· 

Logo R ~ Kl Ç [R, IJT(R) I Ç R, isto é, Kl ~ R~ [R, I]T(R) I. Por

tanto [R: I]T(R) = K e [R: I]T(R) é o único inverso de I. Como 

[R:I]T(R)I =R, então existem Xp x 2 , .... , xn E [R:IJT(R) e 

a
1

, a 2 , •••• , an E I tais que 1 

a E I arbitrário, então a = al + ... ' + x a ) = 

" " 
(ax,)a

1 
+ (ax

2
)a

2 
+ · · · · + (ax

0
)an, onde axi E R para cada 1 em 

{l,z, .... ,n}. Logo a E (at,a.t, .... ,an). Segue-se que I= 

= (at ,a
2

, •••• ,an) é finitamente gerado. Por outro lado, como 

x; E [R o I]T(R) Ç T(R) ~ RReg(R)• então existe r; E Reg(R) tal que 

r x 
' 

E R' 1 ::;: i ~ n . Seja r = r f r .t · · r
0 

e Reg(R). 

está em R para cada i e. { 1, 2,,,,., n} e portanto 

r= r(x
1

a
1 

+ x
2
a

2 
+ · ·· · + xnan) = (rx

1
)a

1 
+ 

Então rx· 
' 

em (a
1
,a

2
, •••• ,an) =I. Consequentemente I é regular. Vejamos a

gora que I é localmente principal. SejaM e Max(R) arbitrário, 

Então IRM é um ideal inversrvel de RM. Como RM é local, então 

I RM é pr i nc i paI~ pe I o I ema 5, Em consequênc i a I é 1 oca I mente pr 1 ~ 

c ipa I. 

c .Q .o. 
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DEFINIÇÃO Seja I um ideal de R. Dizemos que I é localmente 1n 

versível se IRM é inversível para todo Me: Max(R). 

PROPOSIÇÃO 12 - Seja I um ideal de R. Se é regular, localmen-

te inversível e finitamente gerado, então é inversível. 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que I é regu I ar, I oca I mente i nvers i

vel e finitamente gerado. Então existe a e I n Reg(R); SeJa 

Me Max(R) arbitrário. Como I é finitamente gerado, então 

((a):I)M o (a)M:IM' pela parte (4) do teorema 4.4 de (7). Por ou 

tro lado, (a)M( IM)-! Ç RM, po1s IM é inversível e (a)M Ç IM. Tam

bém temos ((a)M(IM)-
1

)1M o (a)M e ((a)M:IM)IM Ç (a)M. Logo 

(a)M( IM)-
1 

Ç (a)M: IM e portanto (a)M Ç ((a)M: IM) IM Ç (a)M' isto 

é, ((a)M:IM)IM o (a)M" Segue-se que (((a):I)I)M o ((a):I)MIM o 

o ((a)M:IM)IM o (a)M para todo ME Max(R). então ((a):l)l o (a) 

pela proposição 3.13 de (9). Em consequência I é inversível (teo 

rema 7.2 de (7)). 

C.Q.D. 

Todo ideal fracionário regular principal de R é inversível. 

De fato, se x E T(R) e x é um elemento regular de T(R), então x 

é uma unidade de T(R), pela proposição 2.7 de (7). Como (x)(x-t) 

R, então (x) é um ideal fracionário inversível. Segundo este 

resultado, temos o seguinte corolário. 

COROLÁRIO - Seja I um ideal de R. Se é regu I ar, I oca I mente 

pr i nc i paI e f in i tamente gerado, então é inversível. 

OBSERVAÇÕES - (1) Segundo este corolário e a propos1çao 11, um l 
deal de R é inversível se e só se é regular, localmente pr1nc1-

pai e finitamente gerado. 
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(2) Segundo o lema 1, f e Reg(R[XJ) se e só se O:C(f) =O. 

(3) Se I é um ideal regular de R, então 0: I ==O. De fato, se x 

é um elemento arbitrário de 0: I e a e I (\ Reg(R), então xl Ç O 

e portanto xa =O. Logo x =O. Consequentemente 0:1 =O. 

PROPOSIÇÃO 13 - Seja I um ideal de R. São equivalentes: 

(a) IR{X) é inversível. 

(b) IR(X) é inversível. 

(c) é localmente principal finitamente gerado e 0: I =O. 

Em particular, se I é regular, então são equivalentes: 

(d) IR(X) é inversível. 

(e) IR(X) é inversível. 

(f) I é inversível. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) > (b). Suponhamos que IR(X) é inversível. 

Então sua localização IR(X) é também inversível. 

(b) ->(c). Suponhamos que IR(X) é inversível. Então IR(X) é lo 

c a I mente principal finitamente gerado e portanto I também é lo-

cal mente principal finitamente gerado (corolário da proposição 

Seja I (a 0 ,a1., .... ,an). Se f a,x " = = ao + + . ' . . + anX , então 

IR(X) = fR(X), pois C(f) = I é localmente principal (proposição 

8), Logo f é regular e portanto 0:1 = O:C(f) =O. 

9). 

(c) ;> (a). Suponhamos que I é localmente principal finitamente 

gerado e 0: I =O. Então IR(X) é localmente principal finitamente 

gerado (corolário da proposição 9). Seja I 

tão f= a +a X+ ·· · · +a Xn é um elemento regular de IR(X), 
o l " 

pois O:C(f) = 0: I =O. Logo IR(X) é regular, localmente pr1nc1-

pai e finitamente gerado e em consequência IR(X) é inversível. 
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Para demonstrar a equivalencia de (d), (e) e (f), é sufi-

ciente observar que se é regular, então I é inversível se e so 

mente se I é localmente principal finitamente gerado e 0: I == O. 

C .Q. D. 

PROPOSIÇÃO 14- Se I é um ideal principal de R, então IR(X) e 

IR(X) são ideais principais de R(X) e R(X), respectivamente. 

DEMONSTRAÇÃO 

~ (a/l)R(X). 

Se I ~ (a), entio IRIX> ~ (a/l)RIX) e IR(X) ~ 

C. O. D. 

PROPOSIÇÃO 15- Sejam R um domínio de integridade e I um ideal 

de R. São equivalentes: 

(a) IR(X) é principal. 

(b) I é principal. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) => (b). Suponhamos que IR(X) e principal. En 

tão IR(X) = fR(X) para algum f E RlX], Seja f= a
0 

+ afX + · · 

+ anXn, onde a" -f O. Como f E IR(X), então existe g E. U tal 

que gf E IR[X]; logo an E I, pois g é mônico. Portanto (an) Ç I. 

Seja a E qualquer. Então a E lR{X):fR(X>. Portanto a= f(k/h), 

para algum k e R [X] e algum h E U; logo a h fk. Como h é mÔn1co, 

então a é o coeficiente líder de ah e como R é um domínio de 1n-

tegridade, então a é o coeficiente lfder de fk. Portanto a~ 

~ a
0

bm, onde bm é o coeficiente I íder de k. Em consequência, 

a c: (an) e assim I = (a
0
). 

Pela proposição anterior (b) impl1ca (a). 

C.O.D. 
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TEOREMA 4 - São equivalentes: 

(a) R(X) é um domínio de integridade. 

( b) R(X) é um domínio de integridade. 

(c) R é um domínio de integridade. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) ). (b). Suponhamos que R(X) é um domínio de 

integridade. Como R(X) é uma localização de R<X>, então R(X) é 

um domínio de integridade. 

(b) ->(c). Suponhamos que R(X) é um domínio de integridade. E!} 

tão R é um domínio de integridade, pois R é um subanel de R(X). 

(c)=> (a). Suponhamos que R é um domínio de integridade. Então 

R [X] é um domínio de i ntegr i da de. Como toda 1 oca I i zação de um do 

mínio de integridade é um domínio de integridade, então R{X) é 

um domínio de integridade. 

TEOREMA 5- São equivalentes: 

(a) R{X} é noetheriano. 

(b) R(X) é noetheriano. 

(c) R é noetheriano. 

C .Q .D. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) > (b). Suponhamos que R(X) é noetheriano. 

Então sua localização R(X) é um anel noetheriano. 

(b) => (c). Suponhamos que R(X) é noetheriano. Seja 11 Ç I~ Ç 

Ç Ç In Ç .... uma cadeia ascendente de ideais de R. Então 

11 R(X) Ç I,R(X) C lnR(X) Ç .... é uma cadeia ascendente 

de ideais de R(X). Logo existe um inteiro positivo m tal que 

I,R(X) = lmR(X) para todo n;. m, donde In = lnR(X) n R = 
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= lmR(X) n R = lm para todo n ~ m. Em consequênc1a, R é noetheria 

no. 

(c)-> (a). Suponhamos que R é noetheriano. Então R[Xl é noethe 

ri ano, pelo teorema da base de Hilbert. Portanto R{ X) é noetheria 

no, po 1 s toda I oca 1 i zação de um ane I noether i ano é um ane I noethe 

r1ano. 

C. Q. D. 

DEFINIÇÃO - Dizemos que R é radicalmente fechado se q e T(R) e 

q 0 e R para algum n e ~ implica que q E R. 

LEMA 5- R(X) n T(R) =R= R(X) n T(R). 

DEMONSTRAÇÃO- É claro que R Ç R(X) n T(R) Ç R(X) n T(R). Se 

q E R(X) n T(R), então q = a/b, para algum a e R e algum 

b E Reg(R). Como a/b E R(X), então Rb =R e portanto b E U(R). 

Logo q E R. Consequentemente R<X> n T(R) =R= R(X) n T(R). 

C.Q.D. 

TEOREMA 6 - Se R(X) ou R(X) é radicalmente fechado, então R é 

radicalmente fechado. 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que R (X) é radicalmente fechado. Seja 

q E T( R). Se q n 
E R para algum n E N, então q E T(R(X)) = 

T(R [X]) e q" E R<X> para algum n E N; logo q E R <X)' pOIS R< X> 

é radicalmente fechado. Portanto q ~ R{X) n T(R) = R. Em conse

quênc i a R é radica I mente fechado. Sim i I armente demonstra-se que 

R é radicalmente fechado, se R(X) o é. 

C .Q. D. 
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TEOREMA 7- Se R{X) ou R(X) é integralmente fechado, então R é 

integralmente fechado. 

DEMONSTRAÇÃO Suponhamos que R(X) é integralmente fechado. Se 

q e T(R) é inteiro sobre R, então q e T(R<X>) ~ T(R[X]) e q é 1n 

teiro sobre R<X>; logo q < R(X). Portanto q < R(X) n T(R) R. 

Em consequênc i a R é integra I mente fechado. Sim i I armente demons

tra-se que R é integralmente fecha9o se R(X) o é. 

C.Q.D. 

TEOREMA 8 - Seja R um domínio de integridade. Se R é integral

mente fechado, então R(X} e R(X) são integralmente fechados. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que R é um domínio integralmente fe

chado. Então R[XJ é integralmente fechado (corolário 10.8 de (7)) 

e portanto suas localizações R<X> e R(X) são integralmente fecha 

dos (proposição 10.2 de (7)). 

C .Q .D. 
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CAPÍTULO 111 

ANÉIS ARITMÉTICOS E ANÉIS DE PRUFER 

Aqui consideram-se os domínios de Prüfer e suas general i

zações. V e-se a grande ut i I i da de do I ema 4 do cap ítu I o I I. Tam

bém ut i I '1 za-se o seguinte resu I ta do forma I : todo i de a I I de um a 

nel R é a soma de todos os ideais principais de R contidos em I. 

DEFINIÇÃO - Seja R um domínio de integridade. Dizemos que R é 

um domínio de Prüfer se todo ideal não nulo finitamente gerado 

de R é inversível. 

DEFINIÇÃO- Dizemos que R é um anel aritmético se todo ideal fi 

nitamente gerado de R é localmente pricipal. 

OBSERVAÇÃO Como um i de a I de R é i nvers Íve I se e só se é regu-

lar, localmente principal e finitamente gerado, então temos o se 

guinte resultado: R é um domínio de Prüfer se e só se R é um do

mínio de integridade e R é aritmético. 

LEMA 1 - Seja R um anel. Se os ideais principais de R estão to

talmente ordenados, então os ideais de R estão totalmente ordena 

dos. 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que os ideais pr1nc1pa1s de R estão 

totalmente ordenados. Sejam I e J ideais de R quaisquer. Se 

i J, então existe a e I tal que a ~ J. Seja x E J qualquer. En 

tão (a)~ (x) Ç J. Logo (x) Ç (a), pela hipótese. Portanto 

x e (a) Ç I. Consequentemente J Ç I. 

C.Q.D. 
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PROPOSIÇÃO 1 - São equivalentes: 

(a) R é aritmético. 

(b) Os ideais de RM estão totalmente ordenados, para todo 

ME Max(R). 

(c) I n (J + K) (In J) +(In K) para qua1squer ideais I, J, 

K de R. 

( d) Os i de a i s de Rp estão tota I mente ordenados, para todo i de a I 

primo P de R. 

DEMONSTRAÇÃO- (a)==> (b). Suponhamos que R é um anel aritméti

co. Seja ME Max{R) qualquer. Todo ideal principal de RM é da 

forma (a)M para algum a E R. Pelo lema 1 é swficiente demonstrar 

que (a)M Ç (b)M ou (b)M Ç (a)M para quaisqu~r a, b E R. Como RM 

é local e (a,b)M é principal, então podemos supor que (a,b)M 

= (a)M (lema 4 do capítulo 11). Logo (b)M Ç (a)M. 

(b) >(c). Suponhamos que os ideais de RM estão totalmente or

denados, para todo ME Max(R). Então dados quaisquer ideais I, J, 

K de R, podemos supor que JM Ç K~p logo (I() (J + K) )M ""' 

= IM n ( JM + KM) = IM n KM = (IM n JM) + (IM n KM), pois 

IM n JM Ç IM n KM. Portanto (In (J + K))M =((In J) +(In K))M 

para qualquer ME Max(R). Global izando resulta In (J + K) = 

= (I n J) +(In K). 

(c) O> ( d) • Suponhamos que I () ( J + K) = ( I n J J + ( I n K) para 

quaisquer ideais I ' J ' K de R. Sejam p um ideal primo de R e 

a, b E R qua1squer. Como a E (b) + (a-b), então (a) = 

= (a ) n c (b J + (a -b)) = ((a) n ( b) ) + ( (a) n (a-b)); logo a = 

=c + r(a-b), onde c e (a) n (b), r € R e r(a-b) e (a). Portanto 

rb E (a) e (1-r)a = c-rb E (b). Se r E R\P, então b/1 = rb/r E (a)p 

e se r E P, então 1-r e. R\P e portanto a/1 = (1-r)a/(1-r) 

(c-rb)/(1-r) E (b)p. Então (b)p Ç (a)p ou (a)p Ç (b)p e canse-
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quentemente os ideais de Rp estão totalmente ordenados. 

(d) -->(a). Suponhamos que os ideais de Rp estão totalmente or

denados, para todo i de a I primo P de R. Para demonstrar que R é a 

ritmético é suficiente demonstrar que (a,b) é localmente princi

pal, para qua1squer a, beR. Seja MEMax(R) e a, beR quaisquer. 

Pela hipótese, podemos supor que (a)M ~ (b)M· Logo (a,b)M = 

"" (a)M + (b)M = (b)M, isto é, (a,b) é localmente principal. 

LEMA 2 - Para quaisquer i de a i s I, J de R, 

(a) 

( b) 

(In J)R(X) = 

(In J)R(X) 

IR(X) n JR(X). 

IR( X) n JR(X). 

DEMONSTRAÇÃO -la) Como (In J)R[X) = IR[X) n JR[X], então 

C. Q. D. 

(In J)R(X) =(In J)R[Xlu = (IR[Xl n JR[Xl)u = IR[Xlu n JR[Xlu 

= IR(X) n JR(X). 

(b) É sim i lar à anterior. 

TEOREMA 1 - São equivalentes: 

(a) R(X) é aritmético. 

(b) R é aritmético. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) ==> (b). Suponhamos que R(X) é aritmético. Se 

jam I, J, K i de a i s de R quaisquer. Então 

(I (I (J + K))R(X) IR(X) (I (J + K)R(X) 

IR(X) n (JR(X) + KR(X)) 

(IR( X) (I JR(X)) + ( IR(X) n KR(X)) 
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=(I n J)R(X) +(I n K)R(X) 

=((In J) +(In K))R(X). 

Logo In (J + K) =(In J) +(In K) (proposição 5 doca-

pítulo 11) e portanto R é aritmético, pela proposição 1. 

(b) ~ (a). Suponhamos que R é aritmético. Demonstraremos que 

R(X) é de Bézout. Sejam f, g e R[XJ\10}. Definimos h= f+ Xng, 

onde n = 1 + gr(f). Então C(h) = C(f) + C(g). Como C(f), C(g) e 

C(h) são localmente principais, então (pela proposição 8 do capi 

tu lo I I) temos fR(X) + gR(X) C(f)R(X) + C(g)R(X) 

= (C(f) + C(g))R(X) 

C(h)R(X) 

= hR(X). 

C .Q.D. 

PROPOSIÇÃO 2- Se R(X} é aritmético, então R é aritmético. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que R{X) é aritmético. Seja P um I

deal maximal de R. Como P[XJ é um ideal primo de R[X] e 

P[X) nU= 0, então PR(X} é um ideal primo de R(X). Logo os I

deais de R(X)PR(X) estão totalmente ordenados. Mas R(X}PR<X> ~ 

= Rp[XJPR [XJ e Rp Ç Rp[XJPR [Xl = Rp(X), pela proposição 6 doca 
p p 

pftulo I I. Sejam a, b e Rp. Então podemos supor que bRP[XJPRp[XJ Ç 

ç aRp[XJPR [XJ' Logo existem f~ RplXJ, h e RplXl\PRp[XJ tais 
p 

que b = (f/h)a e portanto bh = af. Sejam f = p 0 + p 1 X + · · · + 

+ PnX" e h = q
0 

+ q
1

X + + qmXm. Como h f PRp[Xl, então exis-

te k E {0,1, .... ,mf tal que q" E Rp\PRp = U(Rp). Se b =O, então 

bRp Ç aRp obviamente. Se b f. O, então bqK = apK f. O; logo b = 

= apKq;i € aRp e portanto bRp Ç aRp. Então os ideais de Rp estão 

totalmente ordenados e consequentemente R é aritmético. 

C ,Q.O. 
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LEMA 3- Seja R um domínio de integridade. Se Q é um ideal pri

mo de R[XJ tal que R[X]Q é um anel de valorização e 

( Q n R ) [X l c Q, então Q n R ~ O . 

DEMONSTRAÇÃO - Como R [X] Q é um ane I de v a I o r i zação e RQ n R = 

= R[XJ 0 n T(R), então RQnR é um anel de valorização, pelo teore 

ma 19.16 de (7). Portanto não existe perda de general idade em 

assumtr que R é um anel de valorização e Q n R é seu úntco ideal 

maximal. Como R/(Q ()R) é um corpo e R[XJ/(Q ()R) [X] ~ 

~ (R/(Q () R))[XJ, então 0/(Q () R)[XJ é principal. Logo Q é gera

do módulo (Q ()R) IXJ por um polinômio mónico f e Q. Seja 

a E Q n R e suponhamos que a 1 O. Como R[X]Q é uma anel de valo

rlzaçao e f 4 (Q n R)[XJ 0 , então f divide a em R[XJQ e portanto 

existem g e R[XJ, h e R[X]\Q tais que a~ (g/h)f. Logo h~ 

(1/a)gf em 
n 

F[XJ, onde F= T(R). Sejam f= a
0

X + · · · · + a
1

X + 
m 

(1/a)g ~ bmX + 

··· + c:I.X + c
0

, onde an = 1, a; e R, O~i:Gn, bjeF, O~j~m, 

bm i- O e cKeR, O,sk~m+n. Então 

Cn+m = bm 

c - b + b a + ··· · + b a s 
n..-m~r ~ m~r m-rtt n-i m~r+-S n-S' 

CrHt = bl. + b.zan-1 + · · 

Cn = bo + blan-1 + 

+ b 5 Han-s' s = min{n,m-1~ 

+ b 5 an-S' s = min{n,mi. 

min{n,d 

Logo bm = cn+m e R, bm-i'" •.. , b 1 , b 0 E R. Portanto 

h E. f R [X] Ç Q, o que é absurdo. Consequentemente a = O e Q ()R = O. 

C. Q. D. 

Seja R um anel. SeM é um subconjunto multipl icativamente 

fechado de R(XJ e K é um ideal primo de R[XJM, então existe um 

ideal primo Q de R[XJ, com Q n M = ~. tal que K = QM = QR[XJM. 

Comprova-se sem di f i cu I da de que a ap I i cação 
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H:R[XJQ 

definida e é 

(RfXJM)Q dada por H(f/g) = (f/1)/(g/l) está bem 
M 

um isomorfismo de an~is. Também pode demonstrar-se 

que seM Ç R, então RM[X] e R(X]M são anéis isomorfos. 

LEMA 4- Seja R um domínio de integridade. Se a f R\{0}, então 

aX + 1 E R[XJ é pr1mo, isto é, (aX + l)R[Xl é um ideal primo de 

R [Xl . 

DEMONSTRAÇÃO- Consideremos o homomorfismo de anéis 

T(R) tal que H(X) = -1/a e H(r) =r para cada r E R. 

É claro que (aX + l)R[Xl Ç Ker(H). Seja f= anXn + · · · · + a,X + 

+ a 0 e Ker(H) 

a (-1/a) 0 + n 

qualquer. Então 
n-1 

an-1(-1/a) + · · · · + a (-1/a) + j 
a

0
=H(f)=O. 

Logo 

an = (-1 )n+i a" (an-l. 
n - I 

(-1/a) + · · · · + a (-1/a) + a ) 
j o 

(( ) 2n ( )"'' n-2 ( )"" n-1 ) a -1 a
0

_i + · · · · + -1 a a~ + -1 a a 0 • 

Seja g = b
0
_ixn-f + · · · · + b

1
X + b

0
, onde 

( ) '" ( )2n-! (-!)"" an-! 0 bn-i = -1 an-t + -1 aan-.4 + , ... + o 

bn-2. = (-l)lnan-2. + (-l)'ln-faan-3 + .... + (-l)"uan-.2-ao 

(-!)'"a 
I 

z n - t 
+ (-1) aa

0 

n ) n- 1 
Então g(aX + 1) = b aX + (b + ab X + ·· · · + n-t n-j n-2 

n n-t X + (b 1 + b a)X + b =a X +a 1 X + · · · · + a 1 o o n n-
+ a

0 
= f. Logo 

f E (aX + l)RlXl. Portanto Ker(H) = (aX + l)R[Xl. Consequenteme~ 

te R[XJ/((aX + l)R[XJ ) é um domínio de integridade, isto é, 

(aX + l)R[XJ é um ideal primo de R[XJ. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 3 - Se R(X) é aritmético, então dim R~ 1. 
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DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que R(X) é aritmético e que dim R> 1. 

Consideremos em primeiro lugar o caso em que R é um domínio de 

integridade. Então existe uma cadeia O C M CP de ideais prtmos 

de R. Seja a e P IM. O ideal Q = MIXl + (aX + 1)R1Xl não contém 

polinômios mÔniCOS, isto é, Q nu= 0, e M[XJ c Q. em R[XJ/M[X] = 

,;: (R/M)IXl o ideal G/MIXl é gerado por (a+ M)X + (1 + M). Como 

R/M é um domínio de integridade, então (a+ M)X + (1 + M) é pri

mo, pelo lema 4. Logo 0/M[XJ é um ideal primo de R[XJ/M[XJ e po.!::_ 

tanto Q é um ideal primo de R[XJ. Por outro lado aX + 1 e Q e 

aX + 1 lj (Q n R)IXl, pois 1 lj Q n R; também M c Q. Logo 

(Q n R)IXl C Q e Q n R f O. Então (pelo lema 3) RIXJQ não é um a 

nel de valorização. Seja K a extensão de Q a R(X), isto é, K = 

QU = QR{X). Então K é um ideal primo de R{ X) e R{X)K = 

(R[X]U)QU ~ R[XJ 0 não é um anel de valorização, o que contra

diz o fato de ser R<X) um anel aritmético. 

Consideremos agora um anel R qualquer. Seja M C N CP uma 

cadeia de ideais primos de R. Então O C N/M C P/M é uma cadeia 

de ideais pr1mos do domínio de integridade R/M e portanto 

dim(R/M) > 1. Segundo o caso anterior existe um ideal primo Q de 

R[XJ, com M[X] Ç Q e Q nU=~, tal que 0/M[XJ é um ideal pr1mo 

de (R/M)IXl ~ R[XJ/MIXl e (RIXl/M[XJ)Q/M[XJ não é um anel deva

lorização. Seja W = R[XJ\Q. Como M[XJ Ç Q e Q é um ideal de R[XJ, 

então MIXl n W = 0 e (M[XJ + W)/MIXl = (RIXl/M[Xl) \ (Q/MIXJ). Lo 

go (R[Xl/M[XJ)Q/MIXJ ~ RIXlo/MIXlQ, pela proposóção 5.8 de (7). 

Portanto os ideais de R[X]Q não estão totalmente ordenados, o 

que é uma contradição, como no caso anterior. Consequentemente 

se R(X) é aritmético, então dim R~ 1. 

TEOREMA 2 - São equivalentes: 

(a) R(X) é aritmético. 

C. Q. D. 

(b) R é aritmético, dim R ~ 1 e RM é um corpo sempre que M CP 

é uma cadeia de ideais primos de R. 
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DEMONSTRAÇÃO- (a) ~ (b). Suponhamos que R(X) é aritmético. En 

tão R é aritmético e dim R ~ 1, pelas proposições 2 e 3, respec

tivamente. SejaM CP uma cadeia de ideais pr1mos de R. Se 

a e P\M, então (pelo lema 4) (a + M)X + (1 + M) é um elemento 

primo de (R/M) [Xl. Seja Q M[Xl + (aX + l)R[Xl. Então Q(M[Xl é 

um ideal primo de R[Xl/M[X) ~ (R/M)[X], pois seu gerador 

(a + M)X + (1 + M) é primo. Portanto Q é um ideal primo de R[X] 

e não contém polinômios mônicos, isto é, Q nU= 0. Então 

R[XJQ ;;; R{X}QU é uma localização de R<X> e portanto os ideais de 

R[X]Q estão totalmente ordenados. Como aX + 1 ~ M(XJ, então 

((aX + l)R[XJ)Q Í M[XJQ. Logo M[XJQ Ç ((aX + l)R[Xl)Q. Sejam eM 

qualquer. Então m/1 = (aX + l)f/g, para algum f E R[XJ e algum 

g e R[Xl\Q; logo mgh = (aX + l)fh para algum h E R[X]\Q. Como 

C(aX + 1) R, então C(fh) = C(aX + l)C(fh) = C((aX + l)fh) = 

= C(mg~ = (m)C(gh) Ç (m) e portanto fh = mk para algum k e R[Xl. 

Então m 

1 

(aX + !)f 
g 

(aX + !)fh 
gh 

m(aX + l)k 
gh 

Consequentemente (m)Q = QQ(m)Q, donde (m)Q = (O)Q, pelo 

Lema de Nakayama. Portanto M[XJ 0 = (O)Q; logo R[XJM[XJ ~ 

• (R[XJQ)M[XJQ = (R[XJQ)(O)Q é um domfnio de integridade. Então 

RM Ç R[XJM[X) é um domínio de integridade. Mas MRM O em RM, 

po1s em caso contrário obteriamos uma cadeia O C M CP de ideais 

pr1mos de R, o que implicaria que dim R> 1. Portanto RM é um 

corpo. 

(b) ~ (a). Suponhamos que R é aritmético, dim R .:e;; 1 e RM é um 

corpo sempre que M CP é uma cadeia de ideais primos de R. Seja 

Q um ideal pr1mo de R[XJ, com O nU= 0, e sejaM= O n R. SeM 

é maximal, então (R/M)[X] ~ R[X]/M[XJ é um domínio de ideais 

principais e portanto 0/M[X] = O ou 0/M[X] é gerado por algum 

f € U n Q. A segunda possibi I idade implica que Q nU f ~. o que 

é absurdo; logo devemos ter Q = M[XJ. Como os ideais de RM estão 

totalmente ordenados, então RM é de Bézout e portanto aritmético. 

Logo R{X)QU ~ R[X]M[X] ~ RM(X) é aritmético (teorema 1). Mas ~M 



43 

é local; logo RM(X) é local, pelo teorema 2 do capítulo 11. Por

tanto os ideais de R{X)Q estão totalmente ordenados, pela propo u -
stção 1. SeM não é maximal, então RM é um corpo, pela hipótese. 

Logo R{X)QU ;::: R[XJQ ô:'. RM(XJQM é uma localização do domínio de I

deais principais RM[X) e portanto é um anel aritmético local. En 

tão os ideais de R<X>o estão totalmente ordenados, pela propos1 u -
ção 1. Consequentemente R<X} é aritmético. 

c. Q. o. 

DEFINIÇÃO- Dizemos que R é um anel de Prüfer se todo ideal re-

guiar finitamente gerado de R é inversível. 

DEFINIÇÃO- Dizemos que R é um anel fortemente de Prüfer se to-

do ideal finitamente gerado I de R, com 0: I = O, é localmente 

principal. 

OBSERVAÇÕES- (1) Todo anel aritmético é um anel fortemente de 

Prüfer. 

(2) Todo anel fortemente de Prüfer é um anel de Prüfer. 

TEOREMA 3- São equivalentes: 

(a) R(X) é um anel de Prüfer. 

(b) R é um anel fortemente de Prüfer. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) > (b). Suponhamos que R(X) é um ane I de 

Prüfer. Seja 

R, com 0:1 O. Seja f o= a 0 + aiX + ··· + anXn. Se c E R e cai o= 

=O, O~ i :E; n, então cl = O; logo c e 0: I e portanto c = O. En

tão f é regular e portanto IR(X) = C(f)R(X) é um ideal regular 

finitamente gerado de R(X), pois f E fR(X) Ç C(f)R(X) ~ IR(X). 

Como R(X) é um anel de Prüfer, então IR(X) é inversível. Logo I 

é localmente principal, pela proposição 13 do capítulo 11. Conse 
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quentemente R é um anel fortemente de Prüfer. 

(b) =>(a). Suponhamos que R é um anel fortemente de Prüfer. Se 

ja K um ideal regular finitamente gerado de R(X). Então K = QS 

para algum ideal regular finitamente gerado Q de R[X]. Seja Q = 

" = ftRIXl + f 2 R[Xl + ·· ·· + fnR[Xl. Se g = f 1 + f
2
X' + ····· + 

+ fnXr", onde ri= gr(ft) + gr(f 2 ) + ··· + gr(fi_t) + i-1, 2~ i""' 
então C(g) = C( f!) + C(f

2
) + · · · + C(fn) é um ideal finitamente 

gerado de R e O:C(g) = O, pois Q contém um elemento regular. Lo

go C(g) é localmente principal e portanto C(g)R(X) = gR(X) (pro

posição 8, cap. li). Mas gR(X) ç QR(X) = K ç C(g)R(X) = gR(X), 

pois f; R(X) Ç C(fj )R(X), 1 ~i~ n. Então K = gR(X) é principal e 

portanto i nvers íve I. Consequentemente R(X) é um ane I de Prüfer. 

COROLÁRIO- São equivalentes: 

(a) R(X) é um domínio de Prüfer. 

(b) R é um domínio de Prüfer. 

TEOREMA 4- São equivalentes: 

(a) R(X) é um anel de Prüfer. 

C. Q .D. 

(b) R é um anel fortemente de Prüfer, dim R ~ 1 e RM é um corpo 

sempre queM CP é uma cadeia de ideais primos de R. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) > (b). Suponhamos que R(X) é um ane I de 

Prüfer. Então sua I oca I i zação R (X) é um ane I de Prüfer. Logo R é 

um anel fortemente de Prüfer, pelo teorema anterior. SejaM CP 

uma cadeia de ideais primos de R. Sejam me Me a E. P \ M. Então 

I = mR[XJ + (aX + l)R[X] é um ideal regular finitamente gerado 

de R[Xl. Portanto IR(X) é inversível. Como M[XJ + (aX + l)R[XJ 

não contém polinômios mônicos, então existe um ideal primo Q de 

R [X] ta I que Q não contém po I i nôm i os môn 1 c os e M [XJ + 
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+ (aX + l)R[Xl c;; Q. Logo IQ = IR(X)Q é pr;nc;pal, po;s IR(X) é 
u 

inversível, Portanto 1
0 

= ((aX + l)R[XJ)
0

, porque não podemos 

ter ((aX + l)R[X]) Ç (mR[X]). Então, como no teorema 2, resul-
Q Q 

ta que RM é um corpo. Consequentemente dim R ~ 1 e RM é um corpo 

sempre queM CP é uma cadeia de ideais primos de R. 

(b) --> (a). Suponhamos que R é um anel fortemente de Prüfer, 

dim R ~ 1 e R é um corpo sempre queM CP é uma cadeia de i

deais primos de R. Seja K um ideal regular finitamente gerado de 

R(X). Para demonstrar que K é inversível é suficiente demonstrar 

que KL é um ideal principal para todo ideal maximal L de R(X) 

que contém K. Sejam K = JU, onde J é um ideal regular finitamen

te gerado de R[XJ, L= QU, onde Q é um ideal primo de R[XJ eM= 

= Q n R. Demonstraremos que Jo = (Ju)ou = KL é principal. Se M 

não é maximal, então RM é um corpo, pela hip6tese. Logo 

ideal principal no anel de valorização discreta R(X]Q ~ 

SeM é maximal, então Q = M(X] ou Q = M[XJ + fR[X] para algum 

f E R(XJ mônico. Como Q não contém polinômios mônicos, pois sua 

I oca I i zação L é max i ma I, então devemos ter Q = M [X]. Logo 

R[X]Q = R[XJM[X] ~ RM(X). Sejam J = f,RlXI + f
2

R[XJ + + 

+ . + + f 
0 

R [X] , onde f i € R [X] , 1 ~ i ~ n, e g 

+ fnXrn, onde ri = gr(fi) + gr(f
1

) + 

= f i + f 
2 

X r:<. 

+ gr (f· ) + 
' - l 

i -1, 2 

~ i ~ n. Então, como na demonstração de teorema 3, J 0 = 

Agora consideremos os reticulados de ideais, L(R) e 

L(R(X)), de R e R(X), respectivamente, e a aplicação 

8 : L(R) L(R(X)) 

IR(X) 

C .Q. D. 

OBSERVAÇÃO- E claro que 8 é injetiva (proposição 5, cap. 11). 
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PROPOSIÇÃO 4 - A aplicação 9 preserva somas e interseções arbi

trárias e produtos finitos de ideais. 

DEMONSTRAÇÃO - Seja I uma soma de ideais de R, d1gamos I ~ 

L 1~. Se 
~•A 

q € I R (X), então q ~ f/h, para alguns f € IR(XJ. 

h € S. Portanto existem «t,••••t""n < .A tais que f ~ a i ft + ... + 

+ anfn, onde a; E l""f' f; E: R[X], 1.::!; i~ n. Logo q = a 1 (f!/h) + 

+ · · · + an(fn/h) E L: ICI(R(X). Reciprocamente, se q E L I R(X) 
o<{J\ <><F.Á "' I 

então existem cx1 , •••• , "'n ~.A tais que q = a
1 

( fJ /h
1

) + · · · · · · + 

+ a
11 

( fn /h n), onde a i f I oc. , f. 
' ' 

E R[XJ, hi e S, 1 "-i~ n. Logo 

podemos escrever q = (a 1 g 1 + · + angn)/h, onde 9i E R(XJ, 

1 ~ i ~ n, h e S. Portanto q E I R (X). Consequentemente 

IR(X) ~ L I..._R(X). Similarmente demonstra-se que 
~<A 

e preserva interseções arbitrárias e produtos finitos. 

C.Q.D. 

TEOREMA 5- São equivalentes: 

(a ) e é sobrejetiva. 

( b) e é um isomorfismo de reticulados que preserva a multiplica 

ção de ideais. 

(c) R é aritmético. 

DEMONSTRAÇÃO- E claro que (a) implica (b). 

(b) > (e). Suponhamos que 8 é um isomorfismo de reticulados. 

Seja I= (a
0
,ai, .... ,a") um ideal finitamente gerado de R. Se 

f= a 0 + a
1

X + · · · + anX", então fR(X) = JR(X) para algum ideal 

J de R, pois S é sobrejetiva. Então I = C(f) é localmente pr1nc~ 

pai pela proposição 8 do caprtulo I J. Consequentemente R é arit-

mético. 

(c) => (a). Suponhamos que R e aritmético. Seja K um ideal de 
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R(X). É suficiente considerar o caso em que K é principal, pOIS 

todo i de a I é a soma de todos os i de a i s pr i nc i pais que contém e 9 

preserva somas arbitrárias. Seja K ~ fR(X), onde f = a o + a X + • 
+ ... + a 11 X" E R[X]. Como R é aritmético, então C( f) é localmen 

principal. Logo K = fR(X) = C(f)R(X), pela propos1ção 8 do capí

tulo I I. Portanto K = S(C(f)) e 8 é sobrejetiva. 

C. Q. D. 

DEFINIÇÃO- Seja J um ideal de R. Dizemos que J é semi-regular 

se existe um i de a I f in i tamente gerado I de R ta I que I Ç J e 

O: I = O. 

É claro que o conjunto dos ideais semi-regulares de R é 

um sub-reticulado de L(R). 

DEFINIÇÃO- Dizemos que R satisfaz a condição (A) se todo ideal 

f in i tamente gerado I de R com O: I = O é regu I ar. 

OBSERVAÇÃO- R satisfaz a condição (A) se e somente se todo i-

deal semi-regular de R é regular. 

TEOREMA 6 - São equivalentes: 

(a) 8 é um isomorfismo de reticulados entre o sub-reticulado 

dos ideais semi-regulares de R e o sub--reticulado dos ideais re-

guiares de R(X). 

(b) Todo ideal regular de R(X) é extensão de um ideal de R. 

(c) R é fortemente de Prüfer. 

DEMONSTRAÇÃO - É claro que (a) implica (b). 

(b) =>(c). Suponhamos que todo ideal regular de R(X) é exten

sao de um ideal de R. Seja I== (a
0

,a 1 , .... ,an) um ideal finita-
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mente gerado de R com 0: I = O. Então f = a
0 

+ a
1

X + · · · · + anX" 

é um elemento regular de R(X) e portanto fR(X) é um ideal regu

lar de R(X). Logo fR(X) = JR(X) para algum ideal J de R. Entlo 

= C(f) é localmente principal, pela proposição 8 do capítulo 

I I. Consequentemente R é um anel fortemente de Prüfer. 

(c) ==> (a). Suponhamos que R é fortemente de Prüfer. Seja J um 

ideal semi-regular de R. Então existe um ideal finitamente gera

do de R, 1 = (a 0 ,a~, •... ,an) Ç J, com 0:1 =O. Se f= a
0 

+ a
1

X + 

+ .... + anx", então f E JR(X) é regular e portanto e(J) = JR(X) 

é um ideal regular de R(X). Por outro lado, se K é um ideal reg.!:! 

lar de R(X), então existe f E K n R[XJ regular. Demonstraremos 

que K é extensão de um ideal de R' isto é' demonstraremos que to 

do ideal regular de R(X) é um elemento de 8(L(R)). Como K = 

= K + f R (X), então K é a soma de todos os ideais da forma 

gR(X) +fR(X), com 9 ( K. Para g ( K, gR(X) + fR(X) é um ideal r e 

guiar f in i tamente gerado de R(X). Então gR(X) + fR(X) é inversí-

vel, pois R(X) é de Prüfer pelo teorema 3. Logo gR(X) + fR(X) é 

um ideal principal de R(X) pelo teorema 3 do capítulo I I. Portan 

to existe h E RfX] regular tal que gR(X) + fR(X) = hR(X). Como 

C(h) é finitamente gerado e O:C(h) = O, então C(h) é localmente 

principal. Portanto gR(X) + fR(X) = hR(X) = C(h)R(X). Disto re

sulta que K é extensão de um ideal de R. Seja K = JR(X), onde J 

é um ideal de R. Como fR(X) é um ideal regular de R(X), então 

fR(X) = IR(X) para algum ideal de R, segundo o que acabamos de 

demonstrar. Então C(f) é localmente principal e I = C(f). Logo 

I~ um ideal finitamente gerado de R, 0:1 = O:C(f) =O e I c J. 

Portanto J é um i de a I sem i -:--regu I ar de R e consequentemente K = 

= S(J), onde J é semi-~egular. 

C.Q.D. 

COROLÁRIO- São equivalentes: 

(a) e é um isomorfismo de reticulados entre os sub-reticulados 

dos ideais reguJeres de R e R(X). 
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(b) Todo ideal principal regular de R(X) é extensão de um ideal 

regular de R. 

(c) R é um anel de Prüfer que satisfaz a condição (A). 

DEMONSTRAÇÃO- É claro que (a) implica (b). 

(b) =::::> (c). Suponhamos que todo ideal principal regular de R(X) 

é extensão de um ideal regular de R. Seja I= (a
0

,a._, •... ,a
0

) um 

ideal regular de R. Então f = a + a X + 
o ' 

to regular de R(X) e portanto fR(X) é um ideal princtpal regular 

de R(X). Logo fR(X) • JR(X) para algum ideal regular J de R. Mas 

isto implica que I = C(f) ~ localmente principal, pela propost

ç~o 8 do capítulo 11. Portanto I é um ideal regular localmente 

principal finitamente gerado. Consequentemente I é inversível e 

R é de Prüfer. Agora suponhamos que I :::: (a 0 ,ai, .... ,an) é um 1-

deal de R e que 0:1 = O. Seja f= a 0 Então 

fR(X) = JR(X) para algum ideal regular J de R, pois f é um ele

mento regular de R(X). Logo I = C(f) é localmente principal e 

JR(X) o fR(X) • C(f)R(X) e portanto I • C(f) o J é regular. Em 

consequência R satisfaz a condição (A). 

(c)=> (a). Suponhamos que R é um anel de Prüfer que satisfaz a 

condição (A). Então R é um anel fortemente de Prüfer e todo i

deal semi-regular de R é regular. Logo 8 é um isomorfismo de re-

ticulados entre os sub-reticulados de ideais regulares de R e 

R(X), pelo teorema 6. 

c. Q. o. 
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CAPITULO IV 

ANÉIS DE HILBERT 

Neste capítulo, A deriota o fecho integral de um anel A. U 

ti I izaremos os resultados do capítulo anterior para estabelecer 

condições necessárias e suficientes para ser R(X) um anel de H i I 

bert. 

DEFINIÇÃO - Di zernos que R é um anel de H i I bert se todo i de a I 

primo de 1\ é uma interseção de ideais maximais de R. 

PROPOSIÇÃO 1 - São equivalentes: 

(a) R(X) é um anel de Hilbert. 

(b) R é um anel de Hilbert e todo ideal primo de R(X) é a exten 

sao de um i de a I de R, 

DEMONSTRAÇÃO - (a) > (b). Suponhamos que R(X) é um anel de 

Hilbert. Seja P um ideal primo de R. Então PR(X) é um ideal pri

mo de R(X). Logo existe um conjunto {Mo<.; o.( e .A} de ideais max1-, 

mais de R tal que PR(X) = 

PR(X) n R = ( n {M~R(X) 
n {M«R(X) ; ~E .A}. Logo P = 

; ~ d } ) n R = n { M~R (X) n R; ~ d} 

n {Mot; oc: E .A} é uma interseção de ideais maximais de R e po_c 

tanto R é um anel de Hilbert. Seja Q um ideal pr1mo de R(X). En

tão Q n {M"'R(X) ; oGE.A} para algum conjunto {M...:; <>l€,A} de 1-: 

de a i s maximais de R. Logo Q == ( n M.,.) R (X), onde nA M.,.. == 
~EA ~E 

== Q n R é um ideal primo de R, e portanto Q é a extensão de um I 

de a I de R. 

(b) =:> (a). Suponhamos que R é um anel de Hilbert e que todo i

deal primo de R(X) é a extensão de um ideal de R. Seja Q um 1-



51 

deal prtmo de R(X). Então Q = PR(X) para algum ideal P de R. Co-

mo P Q n R e Q ~ prtmo, então Pé um ideal prtmo de R. Logo 

O(Eft.} para algum conjunto {M"' ()I' e: .A} de ideais ma

PR(X) = x t ma 1 s de R, po 1 s R é de H i I bert. Portanto Q 

= ( n 
oc< A 

mais de 

n M~R(X) é uma 
~•A 

R(X). Consequentemente R(X) 

interseção de i de a i s max 1-

é um ane I de H i I bert. 

C. Q. D. 

DEFINIÇÃO- Dizemos que R satisfaz a condição (~~) se para cada 

ideal primo Q de R[Xl com Q Ç M[X] para algum ideal maximal M de 

R, temos Q = P[X] para algum ideal primo P de R (necessariamente 

P=QnR). 

PROPOSIÇÃO 2 - São equivalentes: 

(a) Todo ideal primo de R(X) é a extensão de um ideal de R. 

(b) R satisfaz a condição (*). 

DEMONSTRAÇÃO - (a) -> (b). Suponhamos que todo ideal prtmo de 

R(X) é a extensão de um ideal de R. Seja Q um ideal primo de 

R[X] com Q ç MtXJ para algum M € Max(R). Então Q n S"' 0 (lembra 

mos que S ={f e. R[XJ; C(f) =R}). Logo 0
5 

é um ideal primo de 

R(X) e portanto QS = PR(X) para algum ideal (primo) P de R (P 

= Q n R). Então Q ~ QS n R[X] PR(X) n R[XJ = P[XJ Consequen-

temente R satisfaz a condiç~o (*). 

(b) > (a). Suponhamos que R satisfaz a condição(-:<'). Seja K um 

ideal primo de R(X). Então K"' QS , onde Q = K n R[Xl é um ideal 

pr1mo de R[X] com Q n S = 0. O ideal N ={a € R ; a~ coeficien~ 

te de a I gum po I i nôm i o em Q} está propriamente contido em R, pois 

o n s 0. Logo existeM e: Max(R) tal que N Ç Me portanto Q ~ 

Ç N[X] ~ M[X). Ent~o existe um ideal P de R tal que Q P[X] 

pela hipótese. Consequentemente K = Q = P[XJ = PR(X) e a exten s s 
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são de um idea I de R. 

PROPOSIÇÃO 3- São equivalentes: 

(a) R(X) é um anel de Hilbert. 

(b) R é um anel de Hilbert e satisfaz a condição (-l:-). 

DEMONSTRAÇÃO - Imediata. 

PROPOSIÇÃO 4- São equivalentes: 

(a) R satisfaz a condição c~~). 

(b) R satisfaz a condição (*). 

DI:MONSTRAÇÃO -

ção u~). Seja Q 

deal M € Max(R). 

(a ) ~> ( b) . Suponhamos que 

um ideal pr1mo de RIXJ com Q 

Como o n R I X J ç M IX] n RIXJ 

R 

c 

: 

M n R é um ideal primo de R ' então existe 111 • 

satisfaz a 

M IX J para 

(M nR)[XJ 

Max(R) tal 

C. Q. D. 

condi-

algum I -
e 

que 

Q n RIXJ ç N[XJ e portanto Q n R[Xl P[X] para algum ideal pri-

mo P de R. Logo Q n R = P. Seja P = Q n R. Então P é um ideal 

pr1mo de R e P [X] é um ideal primo de R(X] Como R (X) é inteiro 

sobre RlXJ e P[XJ n RlXJ: (Q n R)[XJ n R[XJ: (Q n R n R)[XJ: 

: (Q n R)[X] P[XJ : Q n R(X] e P[XJ ç Q ' então Q: P[XJ .Con-

sequentemente, R satisfaz a condição (*). 

(b) -> (a). Suponhamos que R satisfaz a condição (-::-). Seja Q um 

ideal primo de R(Xl com Q Ç M(XJ para algum ME Max(R). Como R[XJ 

é inteiro sobre R{X], então pelo Teorema do Ascenso, existem ide 

ais primos K, Q em R(X] tais que Q c K I Q n R(X] = Q e K n R[X] = 
=== M (X]. Observamos que K n R (K n R [XJ) n R " M [X] n R " M . 

Seja K - K n R. Então K n R - K n R - M. Como K[XJ ç K e 
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K(X] 0 R[Xl = (K n R) [XJ= M[Xl = K n R[X] ,então por INC , K[X] = 
-

= K. Como R satisfaz a condição c~ê) e Q ç; K[XJ , onde K é um I-

deal primo de R I então Q = (Q n R)fXJ . Portanto Q = Q n R(XJ = 

=(o n R)[XJ n R[XJ (Õ n R)(XJ onde Q n R é um ideal primo de 

R. Consequentemente R satisfaz a condição (*), 

C. Q. D. 

DEFINIÇÃO - Seja F um corpo arbitrário. Um nplace" de F é um ho 

momorfismo não nulo L de um subanel FL de F num corpo F' tal que 

se x E F\ FL , então 1/x € FL e L(l/x) =O. 

CONVEI~ÇÃO - Se x E F\ FL 1 então escrevemos l(x) = cro. Dizemos 

que x tem L-valor finito se L(x) 'f oo, isto é, se x E FL. O anel 

FL será chamado de anel de valorização do "place" L 

OBSERVAÇÃO Um subanel R do corpo F é un anel de valorização 

de um "place" L de F se e somente se R é um anel de valorização 

de F. 

De fato, se R = FL é o anel de valorização de um nplacen 

L de F , então da definição, FL resulta ser um anel de valoriza

ção.Recíprocamente, se R é um anel de valorização de F, então R 

tem um único ideal maximal M = R\ U(R). Seja L o homomorfismo ca 

nón1co de R sobre o corpo R/M . Então é claro que L é um nplacen 

de F e R é o anel de valorização de L. 

DEFINIÇÃO - Sejam R um domínio de integridade, F um corpo con-

tendo R e L um nplacen de F. Dizemos que L é finito sobre R se to 

do elemento de R tem L-valor finito, isto é, se R está contido no 

anel de valorização de L. 

LEMA 1. Seja A um subane I de um corpo F e J um i de a I prÓpr 1 o de A. 

Se x < F\ {O}, então JA[x] f A [x] ou JA [1/x] f A [1/x]. 
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DEMONSTRAÇÃO 

Então 

Suponhamos que JA[x] = A[xl e JA[1/x] = A[1/x]. 

+ a x" n 
(a) 1 = 

( b) 1 b
0 

+ b (1/x) + · · · • + b (1/x)m 1 m 

an, b0 , bi, .... , bm E J. para alguns a
0

, ai, .... , 

Podemos supor que as equações (a) e (b) são de grau 

mo e quem~ n. Multiplicando (a) por 1-b
0 

e (b) por a x" 
n ' 

mos 

1-b = (1-b )a + · · · · + (1-b )a x" o o o c n 

(1-b )a x" = 
o n b n- i + ..•. + a b x"- m 

an ! x n m 

donde 

mini-

obte-

b ( ) ( 1 b ) n-l b n-i 1 = + 1-b a + · · · · + - a x +a 1 x + 
o Cl o o n-1 n b n- m +a x 

n m 

o que contradiz a mini ma I i da de de n. 

Consequêntemente, JA[xJ f A{x] ou JA[l/x) f A[l/x]. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 5 - Seja R um subanel de um corpo F e I um ideal pr~ 

prio de R. Então existe um uplaceu L de F com anel de valoriza-

ção FL tal que R Ç FL e I Ç ML, onde~\ 

DEMONSTRAÇÃO- Seja 9.= {A; A é subanel de F, R ç A e IA ,' A}. 

Então j"{ f- 0, pois R € !R. Uma ordem pare i a I em R está dada pe I a 

inclusão de conjuntos. Se {A«; ~E A} é uma cadeia em~. então 

A = U{A~; ~e J} € R é uma cota superior de {A~; ~E A}. Logo R 

tem elementos maximais. Demonstraremos que todo elemento maximal 

de~ é um anel de valorização de F. Seja A um elemento maximal 

de~- Então A satisfaz as seguintes condições: 

(1) R ç A e IA f A. 

(2) Se B é um subanel de F e A C B, então IB = B. 

SeJa J = IA. Então J ,' A. Se x E F\ {OI, então JA [xJ f 

f- A[xl ou JA[l/x] f- A(l/x], pelo lema anterior. Logo lA[x) f

I' A[xl ou IA[l/x] ,' A[l/x]; portanto A= Alxl ou A= A[I/xl, 
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pela maximal idade de A. Ent~o x e: A ou 1/x E A , 
-

isto é, A e um 

anel de valorização de f Portanto existe um "place" L de F tal 

que FL = A é o anel de valorização de L. Se"\= A\ U(A) é o ú

nico ideal maximal de A , então I Ç IA Ç Ml. Também temos R Ç FL. 

C. Q .D. 

D~FINIÇÃO - Sejam R um domínio de integridade, F um corpo conten 

do R e L um "place" de F com anel de valorização FL. O centro de 

L em R é o ideal pr1mo P = ML n R , onde ML é o (único) ideal ma

x i ma I de F L. 

PROPOSIÇÃO 6 - Se D é um domínio de integridade contido num cor 

po F e se P é um ideal primo de D, então existe um "place" L de 

F, com anel de valorização FL 2 D, cujo centro em D é P. 

DEMONSTRAÇÃO - Sejam R ~ Dp e I ~ R \ U (R) • Então I -f R e R ç F. 

Logo existe um "place" L de F com anel de valorização FL tal que 

R ç FL e ç ML n R ' 
onde ML é o ideal maximal de F L. Como é 

maximal e I t ML' então I ~ ML n R. Portanto p ~ ML n D pois 

I n D = P. Consequentemente D ç Fl e o centro de L em D é P. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 7 - Seja R um domínio integralmente fechado. Se P e 

um ideal primo de R f • R[X] \ P[Xl e c € T(R) \{O} é rafz 

de f , então c € RP ou 1/ c € Rp . 

DEMONSTRAÇÃO 

o . 
' 

+aXn-1+··· • 
o ' então ao + 

logo l/c é raíz 

a
1
(1/c) + ... 

de ao + a,x + 

+ 

.. 
n·i 

+ a n -!X +a X" E R[XJ \ P[X] e portanto nossas hipóteses são 
n 

+ 
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simétricas em c e 1/c. Sabemos que existe um ''place'' L0 tal que 

o centro de L0 é P. Demonstraremos que c € Rp ou 1/c € Rp segun-

do L, (c) f~ ou L (l/c) f "• respectivamente. Suponhamos que 

L, (c) foo e que a, ' a i , ..•• , ai<"- i E P, aK E R\ p, onde o 
"' k "' n. 

Se k ~ o, então c é inteiro sobre Rp; logo c • Rp. Não podemos 

ter k = n, poiS em caso contrário, a existencia de um "place" L0 

com centro P e tal que L
0
(c) f- ao implicaria que L

0
(an) ==O e po.!::_ 

tanto a" € P, o que é uma contradição. Então assumiremos que 

O < k < n. Sejam 

X 

+a c- 1 +· 

"" 

+ ak-tc +ai< 

. +a ctr+-i-n 
n 

Seja L qualquer "place" finito sobre R. Se L(c) f- oo, en

tão também L ( x) -1- oo e L ( y) f:. eo, pois ex + y = O. Se L (c) = oo, €.!:!_ 

tão L(y) f oo e portanto L(x) = O, pois x + c- 1 y = O. Logo em to

dos os casos temos L(x) f- oo e L(y) f-~. Como isto vale para to-

dos os "places" que são finitos sobre R, então x e y são elemen-

tos de n{A; A é anel de valorização de T(R) e Rç A}= R (por 

ser R integralmente fechado). Agora, pelo assumido, existe um 

"place" L0 com centro P e tal que L
0

(c) # oo. Para este "place" 

L
0 

temos L
0

(x) # O, pois L
0

(a.
1

) "'O, O~ i .:E; k-1, e L0 (ak:) f O 

(em vista do suposto sobre a 0 , a 1 , .••. , ak:-l e a
1
). Então xER\P 

e portanto c = -y/x E Rp· 

C.Q.D. 

LEMA 2. Seja R um domínio de integridade que satisfaz a condição 

("<-).Se Q é um ideal pr1mo não nulo de R[X] tal que Q ç U{M[XJ; 

M • Max(R)}, então Q n R f O, 

DEMONSTRAÇÃO- Como Q Ç U{M[X]; M € Max(R)) ~ R[X]\S então 

Q n S = 1/J; logo QS é um ideal primo de R(X) e portanto o
5 

= 

= PR(X) para algum ideal pr1mo não nulo P de R, pela proposição 

2. Então Q ~ QS n R[Xl ~ PR(X) n R[XJ ~ P[XJ, donde Q n R~ 
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= P[Xl n R = P f O. 

C.Q.D. 

PROP0SIÇÃO 8- Seja R um domfnio integralmente fechado. Sâo e

quivalentes: 

{a) R satisfaz a condição (*). 

(b) R é um domínio de Prüfer. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) > (b). Suponhamos que R satisfaz a condi-

ção (-;:-). Sejam P um ideal primo de R e c e T(R) \{O}. Seja Q o 

núc I e o do R-homomorfismo canón i co ~ de R [X] sobre R [c] ta I que 

~(X) = c. Então Q é um ideal pr1mo não nulo de R[X]. Como ~(a) = 

a para todo a e: R, então Q n R= O; logo Q rf,U{M[XJ; 

M € Max(R)}, pelo lema acima. Mas P[X] I:;U{M[Xl; ME Max(R)}; 

portanto existe f(X) € Q\P[X], isto é, existe f(X) € R [X l tal 

que f(c) o o e f(X) ~ P [X] • Então c € Rp ou 1/c E Rp, pela prop~ 

postção 7. logo Rp é um anel de valorização para cada ideal prl-

mo p de R e consequentemente R é um domínio de Prüfer. 

(b) -> {a). Suponhamos que R é um domínio de Prüfer. Então R é 

aritmético. logo todo ideal de R(X) ~ a extensão de um ideal de 

R. Em particular todo ideal primo de R(X) é a extensão de um I

deal de R. Consequentemente R satisfaz a condição (*), pela pro

posição 2. 

C. Q. D. 

TEOREMA 1 - São equivalentes: 

(a) R(X) é um anel de Hilbert. 

(b) R é um anel de Hilbert e R/Pé um domínio de Prüfer para to 

do i de a I primo mini ma I P de R. 
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DEMONSTRAÇÃO- (a) ='" (b). Suponhamos que R(X) é um anel de H;.!. 

bert. Então R é um anel de Hilbert, pela proposição 1. Seja P um 

ideal prtmo minimal de R. R(X)/PR(X) é um domínio de Hilbert pe

lo teorema 31.8 de (7). Mas R(X)/PR(X) ~ (R/P)(X) pela propos'

ção 6 do capítulo I I; logo R/P satisfaz a condição (*) (proposi

ção 3). Portanto H/P satisfaz a condição (*)pela proposição 4. 

Em consequência R/Pé um domínio de Prüfer, pela proposição ante 

r1or. 

( b) ~ (a). Suponhamos que R é um ane I de H i I bert e que R/P é 

um domínio de Prí.1fer, para todo ideal primo minimal P de R. Para 

demonstrar que R(X) é um anel de Hilbert é suficiente demonstrar 

que R(X)/Q é um domínio de Hilbert, para todo ideal primo mini

mal Q de R(X). Seja Q um ideal primo minimal de R(X). Então Q = 

PR(X), onde P ~ Q n R ~ um ideal primo minimal de R. Logo R/P 

~ um domínio de H i tbert. Como R/P ~ um domínio de Prüfer, então 

R/P satisfaz a condição (*) e portanto R/P satisfaz a condição 

(-><-).Segue-se que (R/P)(X) é um domínio de Hilbert, pela propos~ 

ção 3. Consequentemente R(X)/Q = R(X)/PR(X) ~ (R/P)(X) é um domí 

n1o de Hilbert. 

C .Q. D. 
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CAPÍTULO V 

PROPRIEDADES DE DIVISIBILIDADE DE R(X) E R(X) 

Neste capítulo, L(R) denota o reticulado de ideais do a

nel R e !nv(R) denota o conjunto dos ideais (integrais) Inversí

veis de R. Para um domínio de Krul I R, CI(R) denota o grupo de 

classes de d1visores, isto é, o grupo de ideais divisoriais de 

R módulo os ideais principais; Pic(R) denota o subgrupo dos 1-

deais inversíveis de R módulo os ideais principais e é chamado o 

grupo de Picard de R. 

DEFINIÇÃO Seja R um domínio de integridade. Dizemos que R é 

um GCD-domínio generalizado (G-GCD domínio) se I n J E lnv(R) pa

ra quaisquer I, J € I nv (R). 

PROPOSIÇÃO 1 - Seja R um domínio de integridade. São equivalen-

tes: 

(a) R é um G-GCD domínio. 

(b) (a) n (b) E lnv(R) para qua1squer a, b ER\{0). 

(c) (a) ' (b) E lnv(R) para quaisquer a. b E R\ {O}. 

(d) I' J € lnv(R) para quaisquer I, J E lnv(R). 

(e) lnv(R) é um reticulado-grupo ordenado, com a ordem dada por 

I .( J se e só se J Ç I . 

(f) Todo v-ideal de R finitamente gerado é inversível. 

DEMONSTRAÇÃO - (a)~ (b). É claro que (a) implica (b). Reei-

dea1s (integrais) inversíveis de R, então I n J = L (a;)n(bj). 

I E{J, 2, .. De fato, se ME Max(R), ent~o 

I ,j 
existem k E{1,2, ... ,n} e 
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~IM() JM ~ (ak)M () (b 1 )M ~((a,)() (b 1 ))M S:( fT (a;)()(bj))MC 

Ç (In J)M" Ent~o (In J)M ~((a,) n (b 1 ))M é nrincipal, pois 

(a,)() (b 1 ) E lnv(R). ~lém disto, In J ~ L; (a;)() (bj) é uma 
O.J 

soma finita de ideais inversíveis de R e portanto é um ideal fi-

nitamente gerado; logo In J e: lnv(R). 

(b) ~ (c). Sejam a, b e: R\ {O} quaisquer. É claro que 

((a) ' (b))(b) t;; (a) n (b). Por outro lado, se X da) n (b), en-

tão existe re:.R tal que x = rbE.(a); logo rt:(a} (b) e portan-

to X~ rb E ((a) : (b))(b). Temos, assim, que (a) n (b) ~ 

~((a) ' (b))(b) (localizando, demonstra-se que I() J ~ 

=(I J)J para quaisquer I, J € lnv(R)), Como consequenc1a disto, 

(a) n (b) E lnv(R) se e sÓ (a) ' (b) <lnv(R). 

(a) Ç=-> (d). É similar à anterior. 

(a)<> {e). Para quaisquer I, J E lnv(R}, sup(I,J) existe se e 

só se In J Elnv(R) e neste caso sup(I,J) =In J. 

(a) >(f). Suponhamos que R é um G-GCD domínio. Seja 
- i - 1 

(a a a ) - ((a a a ) ) um v-i,deal de R finita-
1'2'''''nv- f'2.'"'''n ' 

- J - i 1 
mente gerado. Como (at,a

2
, ••• ,an) = a 1 R n · · · na~ R E lnv(l\), 

então (a
1
,a

2
, ••• ,an)v E lnv(R). 

(f)=> (e). Suponhamos que todo v-ideal de R finitamente gera-

do é inversível. Sejam I, J E lnv(R). Como (I+ J) é um v-ideal 
v 

de R finitamente gerado, então (I + J) E lnv(R); logo existe 
v 

inf(I,J) ~ (I + J) . 
v 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 2 - Se R é um G-GCD domínio, então R é integralmente 

fechado. 
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DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que R é um G-GCD domínio. É suficien-

te demonstrar que R é localmente integralmente fechado. Seja 

Me Max(R) e sejam (a)M e (b)M ideais principais de RM. Então 

(a)M n (b)M o ((a) n (b))M é um ideal principal de RM; logo RM é 

um GCD-domínio e portanto integralmente fechado. 

C.Q.D. 

Seja R um domrnio de integridade. Denotaremos por F o co~ 

pode frações de R, isto é, F = T(R). Dados os ideais fracioná

riOS não nulos K, L de R, escreveremos K =L (~) se e só se 

(R:K]F = [R: L} F. Observa-se que K =L(~) se e só se Kv = Lv Se 

f E F(XJ, então c( f) denotará o ideal fracionário de R gerado p~ 

los coeficientes de f. 

PROPOSIÇÃO 3 (LEMA DE DEDEKIND-MERTENS) - Se f, 9 E F[Xl \ {0], 

então existe um inteiro positivo n tal que 
n+l (c(f)) c(g) o 

n = (c(f)) c(fg). 

DEMONSTRAÇÃO - Podemos escrever f = p/a e 9 = q/b, onde 

p, q e R[Xl, a, b e R\(0]. Entio c(f) • C(p)/a 

Pela proposição 3 do capítulo I I, (C(p))nTiC(q) 

e c(g) o C(q)/b. 

onde n = gr(q). Logo 

(c(f))"+'c(g) 

n • (C(p)) C(pq), 

••• (C(p)/a) C(q)/b 

= ((C(p))"+ 1 /a"+ 1 )C(q)/b 

o (C(p))"' 1 C(q)/(a"+ 1 b) 

• (C(p))°C(pq)/(a"•'b) 

o (C(p)/a)"C(pq)/(ab) 

o (c(f))"c(fg). 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 4 - Se R é um domínio integralmente fechado e f, 
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g E F!Xl, então c(f)c(g) = c(fg) (R), isto é, 

o (c(fg))v. 

(c(f)c(g)) = 
v 

DEMONSTRAÇÃO - É claro que o resultado é verdadeiro se f = O ou 

g = O. Suponhamos que f f O e g f O. Pelo lema de Dedekind-Mer

tens, existe um inteiro positivo n tal que (c(f))"Hc(g) = 

n 
= (c(f)) c(fg). Então, escrevendo h= fg, temos c(f)c(g) C 

Ç [(c(f))"''c(g):(c(f))"]F o [(c(f))"c(h):(c(f))"]F. Portanto 

[c(f)c(g):c(h)]F Ç [(c(f))"c(h):((c(f))"c(h))]F o R, pois R é int.": 

gralmente fechado. Mas c(h) Çc(f)c(g); logo R o [c(h):c(h)]F Ç 

C [c(f)c(g):c(h)]F. Consequentemente [c(f)c(g):c(h)]F o R e po~ 

tanto [c(f)c(g):(c(h)c(f)c(g))]F o [R:(c(f)c(g))]F. Finalmente 

resulta [R:dfg))F o !R:(c(f)c(g))]f' isto é, c(f)c(g) = c(fg)(R). 

PROPOSIÇÃO 5- Se R é um domínio integralmente fechado e 

f e R[X]\ {0), então fF(X] n R(X] o f[R:C(f)]FR[X]. 

C.Q.D. 

DEMONSTRAÇÃO- Se h E fF[XJ n R[XJ, então existe g E F[Xl tal 

que h= fg E R[Xl; logo c(h) C(h) Ç R. Portanto (c(h))v Ç R. 

Segue-se que c(f)c(g) Ç (c(f)c(g)) C R, pela proposição 4. En-
v 

tão c(g) Ç [R:C(f)]F, isto é, g E [R:C(f)]FR!Xl e portanto 

h E f[R:C(f)]FR!Xl. Reciprocamente, se h E f[R:C(f)]FR[Xl, então 

existe g E F[X] tal que h o fg e g E [R:C(f)]FR[X]; logo 

c(f)c(g) Ç R. Como c(h) c(fg) Ç c(f)c(g), então h o fg E R[X]. 

Consequentemente ff[XJ n R!Xl o f[R:C(f)]FR!Xl. 

c.o.o. 

PROPOSIÇÃO 6- Seja R um domínio de integridade. Se J é um v

ideal de RfXJ e I = J n F f O, então 
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I o n{a[R:C(g)]F; J Ç RlXl(a/g), a e R\!01, g e R[Xl\{0)} 

e portanto é um v-ideal de R. 

DEMONSTRAÇÃO Observamos que se f, h E R(XJ\{0} são tais que 

(f/h)R[XJ n F f o, então existem a E R\(0}, g E R[XJ\(0) tais 

que (f/h)R[XJ (a/g)R[XJ. De fato, se a/b E (f/h)R[XJ n F, onde 

a, b E R\(0}, então a/b o (f/h)k para algum k E R[XJ\{0), donde 

f/h o a/(bk), isto é, (f/h)R[XJ o (a/g)R[XJ, onde g o bk. Logo 

J o n{(f/h)R[Xl; J c (f/h)R[XJ, f, h e R [X]\{0}) 

o n {(a/g)R[Xl; J ç (a/g)R[X], a e R\{0), g E R[XJ\ [OJI. 

Seja 

K =n{a[R:C(g)],; J Ç (a/g)R[XJ, a e R\(0!, g E R[Xl\{0\f. 

Se x e I, então para quaisquer a e R\{ O r, g E- RlXl\{0} tais que 

J Ç (a/g)R[X], tem-se xg e aR[XJ e portanto xC(g) Ç Ra, isto é, 

x E [Ra:C(g)]F = a(R:C(g)]F. Logo x E K. Consequentemente I ~ K. 

Reciprocamente, se x E K, então x E a~R:C(g)]F = [Ra:C(g)]F para 

quaisquer a E R\{0}, g E R[Xl\[0), com J Ç (a/g)RlXJ. Logo 

xC(g) Ç Ra e portanto C(g) Ç R(a/x), isto é, g E R[XJ(a/x). Se~ 

gue-se que x e R[X](a/g) e portanto 

x E n{(a/g)R[XJ; J Ç (a/g)R[XJ, a E R\\01, g E R[Xl\{O)} o J. 

Mas X f F; I ogo X E J n F = I e consequentemente K = J • 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 7 - Seja R um domínio integralmente fechado e seja J 

um v-ideal inteiro de R[XJ. 

(a) Se J n F 

( b) Se J n F 

I f O, então I R [X J o J • 

O, então existe f E R[XJ\{0} e existe um v-ideal 

inteiro K de R tal que J ~ fKR[X]. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) Segundo a propos1ção anterior, temos I ~ 

o J n F= n{a[R:C(g)]F; J Ç R[X](a/g), a E R\[0), 9 E R[Xl\{01}. 
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Se f E J, então fg e R[Xla para qua1squer a € R\{0} e 

g E R[XJ\{0), com J Ç R[XJ(a/g). Logo C(fg) Ç Ra. Como R é inte

gralmente fechado, então C(f)C(g) Ç (C(fg))v Ç Ra, pela proposi

ção 4. Logo C(f) Ç [Ra,C(g)]F e portanto 

C (f) ç; n {a [R ' C ( g) l F ; J ç R [X J( a/ g) , a E R\{ O I , g E R I X l \ {0 I ) = 

= I. Então f E IR [X] e assim J Ç IR[Xl. Mas IR[Xl Ç J; logo J = 

I R IXJ . 

(b) Suponhamos que J n F = O Como JF[XJ = fF(XJ para algum 

f E RIXJ, então J ç fF[XJ n R[Xl f[R:C(f)]FR[Xl, pela proposi-

ção 5. Seja L= ((1/f)C(f)J)v. Como (1/f)C(f)J Ç RIXJ, então L é 

um v-ideal inteiro de R IX]. Além disto, (1/f)C(f)JF[XJ = LF[XJ; 

I ogo L n F f:- O. Então existe um v- i de a I inteiro I de R ta I que 

L= IRIXl, pela parte (a). Portanto IRIXJ = (1/f)C(f)J (R) e 

mais ainda fiR{XJ = C(f)J (R). Por outro lado, C(f) é inversível 

módulo (R). Então, de fiRIXl = C(f)J (R), resulta f(C(f))-
1

1RIXJ-

-· = J (R) e se K = ((C(f)) llv, então J = fKRIXJ. 

C .Q. D. 

PROPOSIÇÃO 8- Se R é um G-GCD domínio, então R(X) é um G-GCD 

domínio. 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que R é um G-GCD domínio. Seja J um 

v-ideal inteiro de tipo finito de REX1. Como R é integralmente 

fechado, então J = fKR(X] para algum f E REXJ e algum v-ideal i~ 

teiro K de R, pela proposição 7. Como J é de tipo finito, então 

K também é de tipo finito. Logo K e lnv(R) e portanto 

J E lnv(R[XJ). Consequentemente R[X] é um G-GCD domínio. 

C. Q .D. 

PROPOSIÇÃO 9 - To da I oca I i zação de um G-GCD domínio é um G-GCD 
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domínio. 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que R é um G-GCD domínio. Seja M um 

subconjunto multipl icativamente fechado de R. Se p, q e RM, en-

tão (p) 

R. Como 

IRM e (q) = JRM para alguns ideais principais I e J de 

n J • lnv(R), então (p) n (q) = IRM n JRM = (I n J)RM 

pertence a lnv(RM). Consequentemente RM é um G-GCD domínio. 

C .Q.O. 

TEOREMA 1- Seja R um domínio de integridade. São equivalentes: 

(a ) R (X) é um G-GCO domínio. 

( b) R(X) é um G-GCO domínio. 

(c) R(X) é um GCD-domín1o. 

( d) R é um G-GCD domínio. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) ::;;. (b). Suponhamos que R<X> é um G-GCD domí 

nio. Então sua localização R(X) é um G-GCD domínio. 

(b) => (c). Suponhamos que R(X) é um G-GCD domínio. Sejam p, q 

elementos arbitrãrios de R(X)\{0}. Ent~o (p) n (q) E lnv(R(X)). 

Logo (p) n (q) é localmente principal finitamente gerado e por-

tanto é principal, pelo teorema 3 do capítulo I I. Consequenteme~ 

te R(X) é um LCM-domínio e portanto um GCD-domínio. 

(c) ;> (d). Suponhamos que R(X) é um GCD-domínio. Sejam I, J e-

lementos arb;trár;os de lnv(R). Então IR(X), JR(X) E lnv(R(X)). 

Logo IR(X) n JR(X) é principal e portanto é um ideal inversível 

do dom[n;o de ;ntegr;dade R(X). Mas IR(X) n JR(X) =(In J)R(X) 

e I n J é regular. Então I n J e lnv(R), pela proposição 13 do 

caprtulo I I. Em consequ~ncia R é um G-GCD domínio. 
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(d) > (a). Suponhamos que R é um G-GCO domínio. Então R[X] é 

um G-GCD domínio e portanto R(X} é um G-GCD domínio, pois R{X) é 

uma localização de R[Xl. 

c. Q .o. 

PROPOSIÇÃO 10- Seja R um GCD-domínio com corpo de frações F. 

(a) Se f E R[X]\R é irredutível em R[X}, então f é pr1mo em 

F [X J e em R [X J. 

(b) Cada polinômio primitivo não constante em R[X] é um produto 

f in i to de po I i nôm i os primos em R [X] • 

DEMONSTRAÇÃO - (a) Seja f = gh uma fatoração de f em F(XJ. ~s-

crevemos g agi, h= bh
1

, onde a, b E F e g{, h 1 são polinômios 

primitivos em R(Xl. Então f= abgfh! e como f é irredutível em 

R[XJ, com R um GCD-domínio, resulta que f é primitivo em R[X). 

Logo f= ugiht para alguma unidade u de R. Portanto gt ou h 1 é u 

ma unidade de R[XJ. Então g ou h é uma unidade de f[Xl. Canse-

quentemente f é irredutível em f[XJ, isto é, f é pr1mo em F(X]. 

Por outro lado, fF(XJ n R[XJ o f[R,C(f)JFR[XJ pela propo

soção 5. Mas [R,C(f))F o [R,RJF o R; logo fF(XJ n R[XJ o fR[XJ. 

Como ff[X} é um ideal primo de F[X), então fR[X] é um ideal pri

mo de R[X], isto é, f é primo em R[X). 

(b) Seja f e R{XJ\ R primitivo. Podemos escrever f como um produ-

fn de elementos irredutíveis de R(X) de grau 

positivo. Como R o (C(f))v o (C(f f .... f )) o 
i 2. n v 

o (C(f, )C(f
2

) C(fn))v Ç (C(f 0 ))v para cada 1 E {1,2, .... ,n}. 

então cada f; é primitivo em R[X). Logo cada fi é primo em R[X], 

pela parte (a). 

C.Q.D. 
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PROPOSIÇÃO 11- Se R é um GCD-domínio, então R!Xl é um GCD-domí 

n1o. 

DEMONSTRAÇÃO- Sejam f, g E R[XJ\{0} não-unidades. Escrevemos 

f= af 1 , g = bg
1

, onde a, b e R e f 1 , g
1 

são polinômios primiti

vos em R[X). Pela proposição anterior, f
1 

e gt tfim um (necessa

riamente primitivo) máximo comúm divisor h em R[XJ e h é um máx1 

mo comum divisor de f 1 e g 1 em F[XJ, onde F T(R). Mais ainda 

a e b têm um máximo comúm divisor c em R. É claro que ch é um di 

v1sor comúm de f e g em R(Xl, Provaremos que ch é o máximo comúm 

divisor de f e g em R[X). Se k é um divisor comúm de f e g em 

R[Xl, então escrevemos k = rk 1 , onde r e R e k 1 € R[X] é primitj_ 

vo. Existe p E R[XJ tal que f= pk. Escrevemos p =- sp 1 , onde sé 

um elemento de R e Pt E R(Xl é primitivo. Então f= af 1 = pk = 

= (sp 1 )(rk
1

) rsp 1 k 1 , onde pl.kt é um polinômio primitivo de 

R[X]. Então, pela unicidade de representação, r divide a em R e 

k 1 divide f
1 

em R[X]. Similarmente, r divide bem R e kl divide 

g
1 

em R(Xl. Logo r divide c: MCD(a, b) e kt divide h em R[X] e 

portanto k = rkt div1de ch em R[XJ. Em consequência ch = 

= MCD(f, g). 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 12 - Toda localização de um GCD-domínio é um GCD-do-

mín1o. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que R é um GCD-domínio. Seja M um sub 

conjunto multipl icativamente fechado de R. Sejam p, q € RM quai_§_ 

quer. Então (p) = IRM e (q) = JRM, para alguns ideais principaiS 

I e J de R. Como I n J é um i de a I pr i nc i paI de R, então 

(p) n (q) = lRM n JRM = (In J)RM é um ideal principal de RM. Em 

consequência RM é um LCM-domínio e portanto um GCD-domínio. 
C .Q .D. 
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TEOREMA 2 - Seja R um domínio de integridade. São equivalentes: 

(a) R{X) é um GCD-domínio. 

(b) R é um GCD-domínio. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) > (b). Suponhamos que R(X) é um GCD-domi

nlo. Sejam a, b e R quaisquer. Então ((a) n (b))R(X) = 

o ((a)ll(X) n ((b)R(X)) é principal. Logo (a) n (b) é um ideal 

principal de R, pela proposição 15 do capítulo I I. Em consequên

cia R é um LCM-domínio e portanto um GCD-domínio. 

(b) => (a). Suponhamos que R é um GCD-domínio. Então R(X] é um 

GCD-domínio; logo R(X) = R{Xlu é um GCD-domínio. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 13 - Toda I oca I i zação de um domínio fator i a I é um do 

mínio fatorial. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que R é um domínio fatorial. SeJa M 

um subconjunto muI ti p I i cat i vamente fechado de R. Se t e: RM é não 

nulo e não unidade, então t = a/m, onde a € R\{0} não é unidade 

de R e mE M. Logo a ::o PtP2.···· Pn para alguns elementos pr1mos 

Pt' p 2 , ••.. , Pn de R. Portanto a/m (1/m)(p 1 /1)- ··· (p 0 /1), onde 

1/m é uma unidade de RM. Se (p;) n M f 0, então (p;/l)RM o 

::o (pi)M = RM, isto é, Pi/1 é uma unidade de RM. Se (pi) n M 0, 

ent~o (pj/1)RM = (pi)M é um ideal primo de RM, isto é, Pi/1 é um 

elemento primo de RM. Consequentemente t = (1/m)(pj/1). · ·· (pn/1) 

é um produto finito de unidades de RM e elementos primos de RM. 

Agora demonstraremos que a representação de t como um produto f~ 

nito de elementos primos e ónica, a menos de fator inversivel. 

Suponhamos que qiq2·· ·· qn t · são pr 1 
J -

= x·/k· 
J J ' 



onde Pi' Xj • R e mi, kj < M, 1 " ' <( n' 1 .. J " r . Como q;RM é 

um ideal primo de RM e qi RM ~ (p;/m;)RM ~ (p; )M, então ( p ; ) é um 

ideal pr1mo de R (a contração de q;RM) e ( p ; ) n M ~ ~ para cada 

i € {1, 2, .... , n}. Similarmente, (xj) é um ideal pr1mo de R e 

(xj) n M = 0 para cada j ! {1, 2, .... , r}. Logo podemos escrever 

P 1 P1 ·· ·· Pn/m = t = x 1x 1 ···· xr/k, onde m = mtm 2 ···· m" e k = 

= kik 2 ·· •. kr. Observamos que MCD(m, ptp 2 .•.. p~) = 1 = 

MCD(k, x 1 x, .... x,), pois (p;) n M ~ 0 ~ (xj) n M, 1 <; ; <; n, 

1 .:; j :E; r. Como kp 1 p 2 · • · • Pn = mxi x1 ····X r, então m/k e k/m, isto 

é, existe u e. U(R) tal quem= ku. Logo kp 1 p
2 
.... pn = kuxlx

1 
... xr 

e portanto P 1 P 2 · .. ·Pn = uxtx 2 ·--·Xr, onde Pj e xj são elementos 

primos de R, 1 E: ::C; n, 1 ;t;; j ;t;; r. Então n = r e, se necessár 1 o 

~ n = r. Portanto 

a representaçao t = qiq 2 ····q" é única, a menos de fator 1nversí 

vel. Em conclusão RM é um domínio fatorial. 

C.Q.D. 

TEOREMA 3 - Seja R um domínio de integridade. São equivalentes: 

(a) R(X} é um domínio fatorial. 

(b) R é um domínio fatorial. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) => (b). Suponhamos que R(X} é um domínio fa 

torial. Então R(X) é um GCD-domfnio. Logo R é um GCD-domfnio, p~ 

I o teorema 2. Seja I t Ç 1 2 Ç •••• uma c a de i a ascendente de i de a i s 

pr 1 nc 1 pa 1 s de R. Então I i R(X} Ç 12 R(X) Ç .... é uma c a de i a ascen 

dente de ideais principais de R(X). Logo existe m tal que 

lmR(X) = lnR(X) para todo n ~ m, pois um domínio de integridade 

é um domínio fatorial se e só se é um GCD-domínio e satisfaz a 

condição de cadeia ascendente para ideais principais (proposição 

16.4 de (7)). Portanto 1
0 

~ I.R<X> n R~ I.,R<X) n R~ 1., para to 

do n ~ m. Em consequência, R é um domínio fatorial. 
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(b) -> (a). Suponhamos que R é um domínio fatorial. Então R[Xl 

é um domínio fatorial. Logo R(X) = R(Xlu é um domínio fatorial, 

pela proposição 13. 

C. Q. D. 

Agora relacionaremos as dimensões (de Krul I) de R e R(X) 

e usaremos esta relação para demonstrar que R(X) é um domínio de 

ideais principais (respectivamente um domínio de Dedekind) se e 

só se R é um domínio de ideais principais (respectivamente um do 

min1o de Dedekind). 

PROPOSIÇÃO 14- Se R é um anel de dimensão finita e Q é um 

ideal maximal de R[XJ com altura maximal, então M = Q f1 R é um 

i de a I max i ma I de R. 

DEMONSTRAÇÃO - Pelo corolário 30.19 de (7), existe uma cadeia 

de ideais primos de comprimento maximal terminando em M[X]. Sup~ 

nhamos que M não é maximal em R. Então existe um ideal maximal P 

de R tal queM CP. Logo existe uma cadela M[X] C P(XJ C K de 

RlXJ, onde K é um ideal maximal de R[X), pelo corolário 30.2 de 

(7). Portanto Q não tem altura maximal. Em consequ@ncia deve ser 

M um ideal maximal de R. 

c. Q. o. 

PROPOSIÇÃO 15 - Se R é um anel de dimensão finita, então 

dim R(X) = dim R EXl - 1. 

DEMONSTRAÇÃO - Se Q é um ideal maximal de R[X] com altura maxi

mal, então M = Q n R~ um ideal maximal de R tal que M(Xl C Q, 

pe I a proposição ante r i o r. Logo existe f E Q \ M [X] e podemos su-



por que o coeficiente I i der de f não " está em M. Se f= a X +·· • 
" 

+ a 1 X + a 0 , então M + an R = R, po 1 s M é max i ma I; Logo ex 1 s

tem r € Rem € M tais quem+ anr = 1. Portanto mXn + rf é um 

polinômio mônico em Q. Então Q nU f~ e MlX) nu= 0. Logo não 

existem ideais primos pr6priamente entre M[X) e Q, pelo teorema 

37 de (8). Em consequ~ncia a djmensão de R(X) = RlXlu dim1nui e

xatamente em 1, isto é, dim R{X) = dim R[X] - 1. 

C .Q.D. 

PROPOSIÇÃO 16 - Se R é um anel noetheriano, então dim R<X) = 

= dim R. 

DEMONSTRAÇÃO Se R é um anel noetheriano, então dim R[X) 

= dim R+ 1, pelo teorema 30.5 de (7). Logo dim R<X> = 

o di m R fXl - 1 o di m R. 

PROPOSIÇÃO 17- Se R é um domínio fatorial e dim R 

é um domínio de ideais principais. 

C. Q. D. 

1, então R 

DEMONSTRAÇÃO - Seja P um i de a I primo não nu I o. Então existe 

a e. P \ {0}. Suponhamos que a = P1 P 1 · · · · Pn' onde p
1

, P 2 , .... , Pn 

sao elementos primos de R. Então p1 p 2 .. ··Pn E P. Logo existe 

1 E. {1,2, .... , n} tal que Pí E P e portanto (pi) Ç P. Como (pi) 

é primo e dim R= 1, então (pi) é maximal; Logo P = (pi) é prln

c i paI . Portanto todo i de a I primo de R é pr i nc i paI e em consequê!:!_ 

cia R é um domínio de ideais principais, pelo corolário 37.9 de 

( 7). 

C. Q. D. 
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TEOREMA 4 - Seja R um domínio de integridade. São equivalentes: 

(a) RCX) ~ um domínio de ideais principais. 

(b) R é um domínio de ideais principais. 

DEMONSTRAÇÃO (a)=> (b). Suponhamos que I~<X> é um domínio de 

ideais principais. Como R(X) é noetheriano, então R é noetheria

no, pelo teorema 5 do capítulo I I. Se dim R<X) =O, então dim R = 

= dim R(X) = O, pela proposição 16. Logo R é um corpo e portanto 

um domínio de ideais principais. Se dim R{X) = 1, então dim R = 

= 1. Além disto, R é um domínio fatorial, pois R{X) é um domínio 

fator i a I (teorema 3). Portanto R é um domínio de i de a i s pr i nc i

pais, pela proposição 17. 

(b) >(a). s;m;lar a (a) > (b). 

TEOREMA 5 - Seja R um domínio de integridade. São equivalentes: 

(a ) R (X) é um domínio de Dedekind. 

( b) R (X ) é um domínio de Dedekind. 

(c) R (X ) é um domínio de ideais pr1nc1pa1s. 

( d) R é um domínio de Dedekind. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) > (b). Suponhamos que R(X) é um domÍnio de 

Dedekind. Então R(X) é um domínio de Pr~fer noetheriano. Logo 

R(X) é um domínio de Pr~fer noetheriano, pois R(X) é uma locali

zação de R(X). Portanto R(X) é um domínio de Dedekind, pelo teo

rema 37.1 de (7). 

(b) > (c). Suponhamos que R(X) é um domínio de Dedekind. Seja 

K um ideal não nulo de R(X). Então K é um ideal inversível de 

R (X). Logo K é um i de a I pr i nc i paI de R (X), pe I o teorema 3 do ca

pítulo I I. Em consequ@ncia R(X) é um domínio de ideais princi-
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pa1s. 

(c) > (d). Suponhamos que R(X) é um domínio de ideais princi

pais. Então R(X) é um domínio de Pr~fer noetheriano. logo R é um 

domínio de Prüfer noetheriano, pelo teorema 5 do capítulo I I e o 

corolário do teorema 3 do capítulo I I I. Portanto R é um domínio 

de Dedekind. 

(d) ~(a). Suponhamos que R é um domínio de Dedekind. Então R 

é um domínio noetheriano integralmente fechado com dim R ~ 1. Lo 

go R(X) é um domínio noetheriano com dim R(X) = dim R= 1, pela 

proposição 16. Além disto, R(X) é integralmente fechado, pelo 

teorema 8 do capitulo I I. Portanto R(X) é um domínio de Dedekind. 

C .Q. D. 

Seja R um domínio de integridade com corpo de frações F. 

Denotamos por ~(R) o conjunto dos ideais fracionários não nulos 

de R. Se K, L e :f(R), então escrevemos K .v 

A relação~~ uma relação de equivalencia. 

L se e só se Kv = Lv. 

Denotamos por div(K) 

a classe de equivalencia de K ~ 1(R). Cada classe de equivalen

cia div(K) contem um único v-ideal: o v-ideal Kv. O conjunto 

ll(R) "" {div(K)i K E. 'J(R)} é um semigrupo abeliano aditivo com a 

adição definida por div(K) + div(L) = div(KL). Os elementos de 

~(R) são chamados os divisores de R. O zero de ~(R) é div(R). Ob 

temos uma relação de ordem sobre D(R) compatível com a adição 

se, para div(K), div(L) E 'D(R), definimos div(K) .:6 div(L) para 

significar Lv Ç Kv. O conjunto de elementos positivos de D(R) é 

o conjunto de classes que contém ideais inteiros de R. 

Observação- K N L se e só se (R:KlF = [R:L]F. Segue isto do se 

guinte fato: K Ç Rx se e só se 1/x E [R:KJF, para qualquer x em 

F\{ O}. 

Denotemos por V( R) a fam í I i a de todos os v- i de a i s de R. 
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Se 11': '"J(R) ------+ D(R) é a aplicação canón1ca K 1----7 div(K), então 

n restrita a V(R) é uma bijeção sobre D(R). Definimos Ky~flv = 

(KL)v para K, L E ~(R). Observamos que V(R) com a operação* 

e um semigrupo abeliano isomorfo a D(R). 

PROPOSIÇÃO 18 

[K,K]F o R. 

(a) Se div(K) é cancelativo em D(R), então 

(b) Se K é um v-ideal de R e se [K:K]F = R, então div(K) tem um 

Inverso em 'D(R). 

(c) Se div(K) é cancelativo em D(R), então div(K) tem um inver

so em D(R). 

DEMONSTRAÇÃO- (a) É claro que R Ç [K,KJF. Seja x < [K,K]F qual_ 

quer. Então K ~ K + K(x) e div(K) div(K) + div(R) o div(KR) o 

= div((K + K(x))R) ~ div(K(R + Rx)) = div(K) + div(R + Rx). Como 

div(K) é cancelativo em .D(R), então div(R + Rx) = div(R). Logo 

(R + Rx)v R v = R e portanto x e R. Em consequênc i a R Ç 

(b) Como K- 1 = [R,KJF, então K- 1K = lR'KJFK Ç R; logo (KK- 1 )v 

Ç Rv = R. Seja Rx um ideal fracionário principal de R contendo 

KK- 1• Então (1/x)KK- 1 Ç R. Logo (1/x)K Ç (K- 1
)-

1 o Kv = K e por

tanto 1/x E {K:KlF =R. Então R(l/x) Ç R, isto é, R Ç Rx e assim 

R Ç (KK- 1 )v Ç R. Em consequência, div(K) + div(K-i) "'div(KK-1 ) == 

= div((KK-1 )v) = div(R), isto é, div(K-1 ) é o inverso de div{K) 

emll(R). 

(c) Se div(K) é cancelativo, então a parte (a) demonstra que 

lL:LJF=R para cada ideal fracionário L de R tal que Lv = Kv- Em 

particular, [K :K ]F= R. Logo div(K) = div(K) é um elemento In v v v 

versível em .D(R), pela parte (b). 

C.O.D. 
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DEFINIÇÃO- Seja R um subanel de um anel T. Dizemos que t € T é 

quase-inteiro sobre R se existe um R-submódulo finitamente gera

doM de T tal que t" EM para todo inteiro positivo n. 

O conjunto R0 ~ {t E T; t é quase-inteiro sobre R} é cha

mado o fecho integral completo de R em T. Se R0 = R, então dize

mos que R é completamente integralmente fechado em T. Se R
0 

= T, 

então dizemos que T é quase inteiro sobre R. Se T = T(R), o anel 

tota I de frações de R, então R 0 é chamado o fecho integra I com

pleto de R. Dizemos que R é completamente integralmente fechado 

se R é completamente integralmente fechado em T(R). 

OBSERVAÇÕES - (1) Uma interseção arbitrária de domínios complet~ 

mente integralmente fechados é um domínio completamente integral 

mente fechado. 

(2) Seja R um subanel de um anel T. É claro que todo elemento de 

T inteiro sobre R 'e quase-inteiro sobre R. Portanto todo anel 

completamente integralmente fechado é integralmente fechado. 

(3) Como todo módulo finitamente gerado sobre um anel noetheria-

no é um módulo noetheriano, então todo anel noetheriano integral 

mente fechado é completamente integralmente fechado. 

Caracterizaremos os domínios completamente integralmente 

fechados e daremos algumas de suas propriedades. 

PROPOSIÇÃO 19 - Sejam R um domínio de integridade com corpo de 

frações F, }(R) o conjunto dos ideais fracionários não nulos de 

R e D(R) o semigrupo dos divisores de R. São equivalentes: 

(a ) R é comp I etamente integralmente fechado. 

( b) ll (R ) é um grupo. 

(c ) (K:K]F R para cada v-ideal K de R. 

(d) (K:K]F = R para cada K E :f( R); 
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DEMONSTRAÇÃO (a) ==> (d). Suponhamos que R é completamente 1n-

tegralmente fechado. Seja K e 'F(R) qualquer. Então ex1stem um 1-

deal inteiro I de R e um r • R\ {O} ta;s que K o I I (r) . É claro 

que R ç [K,KJF. Seja y • ( K' Kl F qualquer. Como (K:KJF o [ I : I] F, 

então yl ç I . Logo y' I c yl ~ I, .... e y" I ç: I ç; R para todo 1n-

teiro positivo n. Seja a um elemento de I não nulo. Portanto 

y"a E. R para todo inteiro positivo n, isto é, y" E R(l/a) Ç F. 

Então y é quase-inteiro sobre R. Logo y e R e portanto (K:K]p Ç 

Ç R. Consequêntemente [K:K]F = R. 

(d) > (a). Suponhamos que [K:Kl, o R para cada K E 'J'(R). Seja 

y E F quase-inteiro sobre R. Então K ~ R[y] é um anel que é um 

ideal fracionário de R, poiS R[y] está contido num ideal fracio-

nár1o de R. Logo (K:KJF =R. Como K é um anel, então KK S K. Se

gue-se que K Ç (K:K]F = R e portanto y E R. Em consequência R é 

completamente integralmente fechado. 

(b) -> (c). Suponhamos que J>(R) é um grupo. Seja K um v-ideal 

de R qualquer. Como div(K) é cancelativo em D(R), então [K:K]F 

=R, pela parte (a) da proposição 18. 

(c) > (d). Suponhamos que (K:K]F =R para cada v-ideal K de R. 

Seja K E -:f(R) qualquer. Como Kv é um v-ideal de R e (Kv: Kv]F 

= R, então div(K) = div(Kv) tem um inverso em D(R), pela parte 

(b) da proposição 18. Logo div(K) é cancelativo no semigrupo 

l)(R) e portanto [K:K]F o R. 

(d) > (b). Suponhamos que [K:K]F o R para cada K <1'(R). Seja 

div(K) e: D(R) qualquer. Como Kv é um v-ideal de R e [Kv:K)F= R, 

então div(K) = div(Kv) tem um inverso em D(R), pela parte (b) da 

proposição 18. 

C.Q.D. 

OBSERVAÇÃO- .Se R é completamente integralmente fechado, então 
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~(R), o conjunto dos v-ideais de R, com a operação if definida an

teriormente, é um grupo isomorfo a D(R). 

PROPOSIÇÃO 20- Seja R um domínio completamente integralmente 

fechado. SeM E: Max(R) e M-1. f. R, então M é inversível. 

DEMONSTRAÇÃO- Seja F~ T{R). Como R é completamente integral

mente fechado, então [M:MlF == R. Pela hipótese R C M-
1

• Logo 

M-t R ~ (M:MJ, e portanto MM-t <J; M. Então M ~ MR c MM-t ~ 

= M[R:M]F Ç R. Consequêntemente MM-i = R, isto é, M é inversível. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 21- Seja R um domínio noetheriano integralmente fe

chado (portanto completamente integralmente fechado). Se d tR\{0} 

é não-unidade e P é um ideal primo de R que pertence a (d), en

tão h(P) ~ 1. Se este ideal Pé maximal, então Pé inversível. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que Pé um ideal primo pertencente a 

(d) e que P € Max(R). Então (d) C (d):P, pelo teorema 11 da pági_ 

na 214 de (14). Escolhamos x 1 ((d),P)\(d). Então x/d I [R:P]F ~ 

= p-1, onde F= T(R). Mas x/d f R. Então p-i ~R. Como R é com-

pletamente integralmente fechado, então Pé inversível, pela pro 

posição anterior. 

Agora suponhamos que P é um ideal pr1mo (não necessária

mente maximal) pertencente a (d). Como PRp é um ideal maximal de 

Rp pertencente a dRp e Rp é noetheriano integralmente fechado 

(portanto comp I etamente integra I mente fechado), então PRp é in

versível. Logo PRp é um ideal primo minimal de Rp, pelo teorema 

7.6 de (7) e o corolário 1 da página 216 de (14). Portanto h(P) 

~ dim(Rp) ~ 1. C. Q. D. 



DEFINIÇÃO - Seja R um domfnio de integridade com corpo de fra

ções R, isto é, F T(R). Dizemos que R é um domínio de Krull se 

existe uma fam í I i a 'f = (V>.)>. e A de sobreané i s de v a I o r i zação de 

R satisfazendo as seguintes condições: 

(Kl) R= n{V,; > EA). 

( K2) 

(K3) 

Cada VÁ é discreto de pôsto um. 

A família J' tem carácter finito, isto é, se x E: F\{0}, en-

tão x é não-unidade só em um número finito de elementos de~-

(K4) Cada V~ é essencial para R. 

A fam í I 1 a 'f é chamada uma fam í l i a de definição para IL 

OBSERVAÇÃO - Como um anel de valorização de pôsto um é comple-

tamente integralmente fechado, então um domínio de Krull e compl~ 

tamente integralmente fechado. 

Demonstraremos que todo domínio noetheriano integralmente 

fechado é um domínio de Kru l I . Antes damos um resu I ta do pre 1 i m i-

nar. 

PROPOSIÇÃO 22 Seja R um domínio noetheriano integralmente fe

chado. Se Pé um ideal primo minimal de R, então Rp é um anel de 

valorização discreto de pôsto um. Se d € R\{0} e d E R\U(R), en

tão as componentes na única representação mínima] de (d) são po

tencias simbólicas de ideais primos minimais de R. 

DEMONSTRAÇÃO 

= 1. Logo Rp 

Seja P um ideal primo minimal de R. Então h(P) = 

é noetheriano integralmente fechado e dím(Rp) = 1. 

Portanto Rp é um domínio de Dedekind local, isto é, um anel de 

valorização discreto de pôsto um . 

Se ( d) = Q 1 n . . n Qn é uma representação minimal de 

(d), onde cada Qi é Pi-primário, então cada Pi é minimal em R, 
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pela proposição 21. Logo dRp. 
' 

para cada 1. Como Rp. é um 
e'· 

anel de valorização discreto de pôsto um, então QiRp. = P 'Rp. 
' ' 

para algum inteiro positivo 

= P(ej). Segue-se que (d) = 

e· 
e;. Portanto Qi = (P 'Rp.) ()R = 

P(e,)n nP(e). ' .. 
J ••• • e a un1ca repr~ 

sentação minimal de (d), pois (d) não tem componentes Imersas. 

c .Q .o. 

PROPOSIÇÃO 23 - Se R é um domínio noetheriano integralmente fe

chado e se Pé o conjunto de todos os ideais primos minimais de 

R, então R é um domínio de Krull e 1 = {Rp; P € F} é uma família 

de definição para R. 

DEMONSTRAÇÃO Pela proposição anterior, cada elemento da famí-

I i a '.f é um sobreane I de v a I o r i zação (essenc i a I para R) discreto 

de pôsto um. Seja d e R\U(R), dI O. Pela proposição anterior, 

(d) = Q4 () •••• n Qn, onde cada Qi é uma potencia simbólica de 

um elemento Pi € f'. Logo dRp"' RP para cada R E Y\{Pt, .... ,Pn}. 

Portanto d é não-unidade só em um número finito de elementos de 

'1. Segue-se que :f tem carácter finito. 

É claro que R ç n {Rp; p E f'}. Suponhamos que X € F\ f~, o~ 

de F = T(R). Seja x = a/b, onde a, b E 1\\{0}. Então b e R\U(Id e 

a E R\(b). Logo (b) = n{bR ; p E 1'}, pela proposição anterior. 

Portanto existe P, '9 ta I que a t bRp • Segue-se que X = a/b não 
! 

pertence a R p . Em consequênc1a R = n { Rp; p E P}. 
! 

Em conclusão R é um domínio de Kru I I e lé uma família de 

definição para R. 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 24 - To da I oca I 1 zação de um domínio de Kru I I é um do 

mínio de Krull. 
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DEMONSTRAÇÃO- Seja R um domínio de Krul I com corpo de frações 

F. Suponhamos que 1 = (V,_)),. e 1\. é uma família de definição para 

R. SejaM um subconjunto multipl icativamente fechado de R. De

monstraremos que RM é um domínio de Krull e que ((VÀ)M)}.. e./\ é u

ma família de definição para RM. 

É claro que RM ç n ((v~)M; À • 11}. Seja X E n {(V,_)M; 

À e A} qua I quer. Suponhamos que { )..t' •••• , >..n} = {À e A; x é não-

unidade de Vx}. Como x E (V>..i)M para cada i E {1,2, .... ,n}, en-

tão existe m e M ta I que mx e V X. para cada 1 e { 1, 2, .... n}. Lo-
' 

go mx E n {V).; À e: A} = R e portanto x = mx/m e RM. Em consequên-

cia RM = n{(V>)M; À e/\}. 

Seja x E F\{0}. Então x é unidade em VA para todo A em 

A\{}..-l, ..•• ,).n}. Logo existe Ai~ {>..·.P"'••Àn} tal que x é unida

de em (VA)M para todo À e. A\Ai" Portanto a família ((V))M)).. E. 1\ 

tem carácter finito. 

Por outro lado, como VÀ é um anel de valorização, então 

(Vx)M é um anel de valorização. Além disto, (VÀ)M = V~ ou (VA)M = 

= F, poiS VÀ é de pôsto um. 

Em conclusão RM é um domínio de Krull e ((V~)M)À e 1\ e uma 

família de definição para RM. 

C.Q.D. 

COROLÁRIO- Sejam R um domínio de Krull e ):uma família de defi 

n1ção para R.Se M é um subconjunto multipl icativamente fechado 

de R, então '1 contém uma subfamí I ia 1' tal que J' é uma famí I ia 

de definição para RM. 

PROPOSIÇÃO 25- Seja R um domínio de Krull. Se 1" é uma família 

de definição para R e se V e um sobreanel de valorização essen-

cial não-trivial de R, então V E 'l" e portanto V é discreto de 

pôsto um e V = Rp para algum ideal primo minimal P de R. Recipr~ 

camente, Rp é um anel de valorização para cada ideal primo mini-
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ma I P de R. 

DEMONSTRAÇÃO- Seja V== RM, onde M é um subconjunto multiplica

tivamente fechado de R. Podemos supor que M é saturado. Demons

traremos queM= R\(K ()R), onde K é o único ideal maximal de V. 

Sem € M, então m é uma unidade em RM = V. Logo m ; K e portanto 

me R\(K n R). Seja P = K n R. Segue-se queM Ç R\P. Como M é sa 

turado, então M = R\P. Portanto V = RM = Rp, onde P = K n R é um 

ideal pr1mo de R. O corolário acima implica que existe uma subfa 

mélia '"f' de 'f tal que Rp = n{W; W e. 'J''}. Como f~p é um anel de 

valorização, então RP tem no máximo um sobreanel de valorização 

de pôsto um, pelo teorema 22.8 de (?). Logo 1' tem um único ele

mento W e portanto V = RP = W E J. Como Rp tem pôsto um, então P 

é mini ma I em R. 

Reciprocamente, se Pé um ideal primo minimal de 1\, então 

existe uma subfarníl ia (V.) o~. eJI de~ tal que Rp = n {Voo:; o1.. E Jt}. 

Como Pé rninimal, entã~ cada V~ deve ser centrado sobre PRp em 

Rp. Logo (Voe)eo:::e.A é finita. Se (V,.Jote.A = {V{, •••• ,Vn}, então 

Rp = V
1 

n ·· · · n Vn tem n ideais maximais, pelo teorema 22.8 de 

(?). Portanto n = 1 e Rp =V! é um anel de valorização. 

c .Q .o. 

COROLÁRIO- Se R é um domínio de Krull e se 1' é o conjunto de 

todos os ideais pr1mos m1n1ma1s de R, então 'F=- {Rp; P e.P} é a 

ún 1 c a fam í I i a de definição para R. 

OBSERVAÇÃO - Em v i sta deste coro I á r i o podemos f a I ar da fam í I i a 

de definição de um domínio de Kru I I. 

PROPOSIÇÃO 26- Se R é um domínio de Krull, então R[Xl é um do-
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mínio de Krull. 

DEMONSTRAÇÃO - Sejam F o corpo de frações de R e 'J == (VÀ ),_E 1\ a 

família de definição de R. Para cada À E/\, seja v~:- a extensão 

trivial de VÀ a F(X) e seja (Wcr)o-eL a família de todos os sobre 

anéis de valorização não triviais de f(XJ. Demonstraremos que 

R(X) é um domínio de Krull e que 1' = cv:)À E(\ u (W(T)C1 E L é a fa 

míl ia de definição de R[XJ. 

Como F(X] é um domínio de ideais pr1nc1pa1s, então F(X] é 

um domínio de Krull, pela proposição 23. Logo cada W(f é discreto 

de pósto um e essencial para F[X], pela proposição 25 e seu coro 

lário. Por outro lado, F[X] é um anel de frações de R[X), F[XJ = 

= (R [X] )M, onde M = R\{0}, e portanto cada WtS é também essencial 

para R[X), pelo teorema 2.6 de (7). 
t 

Para cada À e A, seJa vÁ uma valorização associada com VA. 

Denotemos por v~:- a extensão trivial de v). a F(X). Como F(X) = 

= n{w.; aeL}, então RIXJ s (n{v;; A</\}) n FIXJ = 

= ( n {v~; A E 1\}) n ( n { w.; <T E r}) . Se f = f o + f. X + . . . + f n X n é 

um elemento de ( n {V~; À f/\}) n f[X], então para cada coeficien-

não nulo e para cada À e/\, temos: v,(f;) ~ v~:-(f) ~O. Lo-
A · À 

go fi E n{VÀ; ÀE/\} =R e portanto f E R[X]. Em consequência 

RIXJ = Cn!V:; Àel\}) n (n{W.; ••2:)). 

Como v~ e v~ tem o mesmo grupo de valores, então VÀ e 

tem o mesmo pôsto e são simultaneamente discretos. Logo cada 

~ discreto de pôsto um. Al~m disto, cada V~ ~ essencial para 

R(X], pela proposição 18.7 de (?). Em consequência, cada elemen-

to de~' ~discreto de pôsto um e essencial para R[XJ, 

+ fnX' e R[X]\{0). Como F[X) é 

um domínio de Krull, então f é não-unidade só em um número fini

to de elementos da família (WIS)O"fL· Se f; é um coeficiente não 

nulo de f, então existe só um número finito de valorizações v 1 , 

vl'""' vr na família (v).)}..e/\ tais que v 1 (f;) f O, v2.(fi) f- O, 

.... , v..,(fi) f- O. Segue-se da definição de v~ que v~(f) =Opa-
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ra todo À €!1\{1,2,. ... ,r}, isto é, f e U(V*) para todo A em 

A\{1,2, .... ,~}. Consequ~ntemente f' tem carácter f~nito. 

Em resumo R[X] é um domínio de Krull e '1' é a famí l1a de 

definição de R{XJ. 

c .Q .o. 

TEOREMA 6 - Seja R um dom in i o de i ntegr i da de. São equ i v a I entes: 

(a) R(X) é um domínio de Krul I. 

{b) R(X) é um domínio de Krul I. 

(c) R é um domínio de Krul I, 

DEMONSTRAÇÃO- (a) => (b). Suponhamos que R{X) é um domínio de 

Krull. Então R(X) é um domínio de Krull, pela proposição 24. 

(b) ==> (c). Suponhamos que R(X) é um domínio de Krull. Então 

R(X) () T(R) é um domínio de Krull, pela proposição 1.2 de (6). 

Mas R(X) n T(R) = R, como demonstramos no capítulo I I. Logo R é 

um domínio de Krull. 

(c) > (a). Suponhamos que R é um domínio de Krull. Então R[X] 

é um domínio de Kru I I, pe 1 a proposição 26. Logo R (X) == R [ Xl U é 

um domínio de Krul I. 

C.Q.D. 

DEFINIÇÃO- Seja R um domínio de integridade. Dizemos que R é 

um ~-domínio se todo ideal principal não nulo de R é um produto 

finito de ideais primos de R. 

São ~-domínios, por exemplo, os domínios fatoriais e os 

domínios de Dedekind. 

Demonstraremos que um domínio de integridade R é um ff-do

mínio se e somente se R é um domínio de Krull e um G-GCD domínio. 
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Para isto damos algumas propriedades adicionais dos domínios de 

Krull e dos Tf-domínios. 

Sejam R um domínio de Krull com corpo de frações F, :f(R) 

a família de todos os ideais fracionários não nulos de R, V(R) a 

família de todos os v-ideais de R e D(R) o grupo dos divisores 

de R. Se 1= (V>)>. E I\ é a família de definição de R, então para 

cada Vx e Y existe uma valorização vx associada. Podemos assum1r 

que o grupo de valores de vÃ é Z para cada À E A. 

Se K e J(R), então definimos v,(K) = max{v,(x); x e F\{0} 

e K Ç Rx}. Este máximo sempre existe, porque se y E K\{0}, então 

OBSERVAÇÕES- (1) O conjunto {A< A; v,(K) f O} é finito. De fa

to, se x e F\\Ol e K <; Rx, então v,(x).; v,(K). Se y f K\{0). en 

tão v).(K) .::!S v.>.(y). Como os conjuntos {À € /\; vÀ(y) -f O} e 

{À f A; vh(x) f O} s~o finitos, então segue-se a afirmação. 

(2) É claro que vÀ(R) = O para todo À E A. 

números Para cada A e/\, seja ZA = 2, o grupo aditivo de 

inteiros. Consideremos a soma direta de grupos zfA) = <ll{Z,; 

8(div(K)) \e./\}. Definimos uma aplicação 8:D(R) 

(v"(K))À E/\" Observa-se que 8(dlv(K)) 

Z (A} 
por 

8(div(Kv)) pela defini 

ção de v~ ( K). Segundo isto e a observação a c l ma, segue-se que 9 

está bem definida. 

AFIRMAÇÃO Se K,L E V(R), isto é, K e L são v-ideais de R, en-

tão K Ç L se e somente se vÀ(L) ~ vÀ(K) para todo ~e/\. 

PROVA- É claro que se K Ç L, então v,._(L) ~ v,._(K) para todo 

-.>..E A. Reciprocamente, se vA.(L) ~ v).(K) para todo À e 1\, então 

para qualquer x e K temos v;.(K) ~ v~(x) para todo À E A. Seja 

;>.E f\ qualquer. Se z e F\{0} e L Ç Rz, então v:>.(z) :S v>.(L). Logo 

v).(z)" vÀ(x) e portanto v;.(x/z):;.. O, isto é, x/z E Yx. Como is-
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to vale para todo ). E/\, enta-o x/z E n{V · 'E 11\ 
A' ' R e disto 

segue-se que X € Rz. Consequentemente X e. n lRz; L ç Rz} = L e 

K Ç L. 

Uma consequênc 1 a imediata deste resu I ta do é que a ap I i c a-

ção e, (R) z'"' é injetiva. 

PROPOSIÇÃO 27 - Se R é um domínio de Krull, então toda fami l1a 

não vazía de v-ideais inteiros de R tem um elemento maximal. 

m::~.:o~t3TRAÇÃO Seja A uma família não vazía de v-ideais inteiros 

de R. Com a notação anterior, definimos a aplicação lf:V(R) z!Al 

por ~ = 8 o 11', onde 1T:K ~ div(K) é a bijeção de V( R) sobre 

D(R). Seja B =~{!(A). Ent~o B ~ 0. Definimos uma ordem em z.IAl da 

seguinte mane1ra: n o ( ) EZ IAI, 
"AA<II então es 

crevemos m ~ n se e só se m À E; n). para todo À E A. Com esta o r-

dem z!AJ é um reticulado-grupo ordenado. Observamos que ~é 

tiva e inverte a ordem, onde a ordem de V(R) é a inclusão. Sem= 

= (mx).>. é 1\ € B, então m). ~ O para todo >. e A e existe um subcon

junto finito A 1 Ç A tal que m). >O para todo À E A 1 em>..= Opa-

ra todo ).. f: /\\/\1 • Se n e 8 e e n .:!f m, então n.>.""' o para todo À em 

1\\/\l e O ~ n). ~ m.>. para todo À e A. Portanto o conjunto C = 

= {n e B; n :E; m} é finito e existe r E C n B tal que r é um ele-

menta minimal de B. Consequentemente A tem um elemento maximal. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 28 - Sejam I e J ideais do anel R, onde J é próprio, 

finitamente gerado e regular. Suponhamos que {P1 , .••• , Pm} e 

{Q" • • • I o, I são duas famílias de ideais primos de R tais que 

J o l ps, pSm I Qtl . . . .. Qt, para alguns si , t • z+ 
l m l o J ' 

1 "' I "' m, 1 ~j "' n. Então cada elemento minimal da fam í l 1a 



{ P :1 , •••• , P m, Q i, •••• , Q n} aparece si muI taneamente como um Pí e um 

QJ, e os expoentes s; e tj s~o iguais. 

DEMONSTRAÇÃO - Podemos supor que P 1 é um e I ementa mini ma I da f a 

mília {P 1 , .... , Pm, Q 11 .... , Qn}. Seja T = Rp. Então JT = 

' (IT)(P,T) 5
• "(IT)(QJT)wtj, onde w" O se P,; (O,, .... ,Q,} e 

w = 1 se Pi E {Ql, .... , Qn} e Pl Qj. Suponhamos que w =O. Nes 

te caso temos: JT" (IT)(P,T)
5

' "(IT)T" IT. Logo JT" 

= (JT)(P
1 
T)st, onde JT é próprio, finitamente gerado e regular e 

(P
1 
T)s 1 é próprio em T. Mas isto é impossível pelo corolário 6.4 

de (7). Portanto w" 1 e JT" (IT)(P,T)s, "(IT)(P
1
T)t;. Se fo

sse si< tj, então ter i amos JT = (JT)(P
1 

T)tJ -si, o que é Impossí

vel como já v1mos. Também não pode ser tj ~ s
1

• Em consequência 

temos si = tj. 

c. Q. o. 

PROPOSIÇÃO 29 - Seja J um ideal próprio, finitamente gerado e 

regular do anel R. Se J é um produto finito de ideais primos de 

R, então a representação de J como um produto finito de ideais 

primos de R é única. 

- . p'• p'• J -- Qtl- tn d DEMONSTRAÇAO - SeJam J = 1 • · · • · m e 1 · · · · Qn uas 

representações de J como produto finito de ideais primos de R. 

Segue-se da proposição ante r i o r que a fam í I 1 a 

:P " 

é não 

6 r. 

{Pi; l..s i:$' m, P; =- Qj para algum j E {1, .... ,n} e si = 

vazía. Seja 1' = {P 1 , .... ,PrL onde r .Em e Pj = Qi, 1 

Escrevendo I = p SJ • • . • 
t 

' P,r, temos J 

t.} 
' 

= [Qtr+t ..... Qt". Se fosse r < m ou r <. n, então isto estaria 
r • 1 n 

em contradição com a proposição anterior. Consequentemente r = 

= m = n. 

c. Q. o. 
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COROLÁRIO- Se R é um ff-domínio, então todo ideal principal não 

nulo e próprio tem uma representação única como produto finito 

de ideais primos. 

PROPOSIÇÃO 30- Seja R un anel. (a) Se é um ideal inversível 

de R e Q é um ideal P-primário de R tal que I ~ P, então I n Q = 

o I O. 

(b) Se {P 1 , •••• ,Pn} é uma família finita de ideais prtmos tnver

sívets de R e se {0
1

, •••• ,0 0 } é uma família finita de ideais pr..!_ 

mártos de R, com~= P;, 1 ~i~ n, então Q1 n ····· n Qn = 

=Q~······Qn. 

DEMONSTRAÇÃO - (a) Como I é i nvers íve I, então existe um i de a l J 

de R ta I que n Q = IJ. Logo IJ Ç Q, Q é P-primário e i P. 

Portanto J ç Q. Consequentemente I n Q = IJ ç IQ ç In Q e asstm 

I n O o I O. 

(b) Ordenemos a família {P1 , •••• ,P0 } de modo que P; 'f; Pj para 

1 <: j. Como P
1 

é inversível, então Qt é uma potencia de P1 (e 

portanto inversível), pelo teorema 7.6 

~ 0 1 0~, pela parte (a). Suponhamos que 

de 

I, 

(7). 

" o, 
Logo 

n o, 
o, n o, " 

n n o, 
Q Q ·· · · Q onde k c n Então IK A 1 ~ 1< 1 " 

inversível, pOIS cada O· 
' 

é inversível. Como Pi 't PK+l para cada I "' k' então I, i pll+ 1. 

Logo Q1 o Q~ n · · · · QK n QK+i = li< n QK+l = IKQK+i = 

" 

• Ql( Q I( +I. Segue-se por indução que Q i n Q :1. n ... (l Q n = 

O n• 

C.O.D. 

PROPOSIÇÃO 31 - Se R é um u-domínio, então R é um G-GCD domínio 

e um domínio de Krul I. 
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DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que R é um n-domínio. Sejam a, b ele-

mentos qua1squer de R\(0}. Então existem ideais pr1mos p I ' p.' 

..... , Pm, Q I' Q 2: I ' ' ' 0 I Qn de R tais que (a) ~ p! p 1 
... pm e 

(b) ~ QlQ2 Q n. Como os ideais (a ) e (b) são inversíveis, en 

tão P, e Q· 
J são inversíveis, 1 " I " m, 1 .E j " n. Logo 

pela proposição 30. Portanto (a) n 

Mas(ni~i Pi)n(nj~•Qj)=P 1 P 2 

e Q1 Q, Q0 ~ Q,n Q,n··nQ,. 

(bl ~ (n,~ 1 P,ln (nj~IQj). 

0 0 , também 

pela proposição 30. Então (a) n (b) ~ um ideal inversível de R. 

Consequentemente R é um G-GCD domínio. 

Seja~= {P; Pé um ideal primo minimal de R}. Demonstra

remos que R é um domínio de Krull e que '.f= lRp; P E 9} é sua f~ 

mil ia de definição. Se P e?, então existe a" P\{0}. Logo (a) = 

~ pt p 2 Pm, para alguns ideais pr1mos (necessariamente 1nver 

sfveis) p! ' p 2 ' Pm de R. Portanto p ~ p. para algum I em .... , 
' 

l1.2, .... ml, poiS p t p ~ pm ~ (a ) ç p e p e um ideal prtmo 

minimal de R. Segue-se que todo P E? é inversível. Então para 

cada P e F, Rp é um anel de valorização discreto de posto um, p~ 

lo teorema 7.6 e a proposição 19.2 de (7). Como cada elemento 

não nulo de R pertence só a um número finito de ideais primos m1 

nimais de R, então a família 'f tem carácter finito. Suponhamos 

que x e F\R, onde F= T(R). Escrevemos x = a/b, onde a, b E R\{Ol, 

a- Rb e b 4 U(R). Seja Rb ~ Pe'Pe• per a representação de 

Rb como produto finito de ideais primos de R (única, pela propo-

sição 29), onde Pt, P
2

, .... , Pr são distintos e necessariamente 

1nversíve1s. Provaremos que p, e P para todo i E 
' 

{1,2, .... ,r}. 

Suponhamos que existe E ( 1, 2, .... , r) ta I que Pi f P. Como Pi é 

inversível, então P0 = n {P~ · 
' ' 

n z+} é um ideal primo de R, 

P0 C P; e cada i de a I primo de R própr i amente contido em P; , está 

contido em P
0

• Logo P
0 

f O, pois estamos supondo que P; não é mi 

nimal. Seja c E P0 \{0l. Então P0 contem algum fator primo Q (ne

cessariamente inversível) de Rc. Logo Q e Pi são ideais 1nversí-

veis de R tais que Q CP; C R. Mas isto é impossível, pelo teor~ 

ma 7.6 de {7). Portanto P
1

, P
2

, •••• , PF' E P, isto é, P
1

, P2 , .... 



... ' Pr são mrnrmars (inversíveis). Como Piei é P; -primárro, 

I ~ r ~ r, pe I o teorema 7. 6 de ( 7), então R b = pe 1 pe 2 •••• per = 
! ' 

= pe I n pe ~ 
' ' n 

Rb, pela proposição 

n p;r é uma representação minimal (única) de 

30. Mais ainda P~; = bRp_ n R para cada i. Lo 
' 

go Rb " ( n,;, bRp. ) 
' 

n R. Segue-se que a ~ para algum k em 

(1,2, .... ,r}, desde que a~ Rb. Então x Isto impl i-

c a que n{Rp;PePJ>R. Em consequência R 

= n{V; V E :Ft. Temos demonstrado assim que R é um domínio de 

Kru I I . 

c .Q. o. 

COROLÁRIO Todo domínio fatorial e todo domínio de Dedekind é 

um domínio de Krul I. 

PROPOSIÇÃO 32- Seja R um G-GCD domínio. São equivalentes: 

(a) R e um rr-domínio. 

(b) R é um domínio de Krul I. 

(c) Toda família não vazía de v-ideais inteiros de R tem um ele-

mente maximal. 

(d) Todo ideal inteiro inversível de R é um produto de ideais rn 

versíveis irredutíveis de R. 

DEMONSTRAÇÃO (a) ~ (b). Segue-se da proposrção anterior. 

(b) _____;;. (c). É a proposição 27. 

(c) --> (d). Suponhamos que toda família não vazía de v-ideais 

inteiros de R tem um e I ementa max i ma I . Consideremos a fam í I i a 

.i Ç I nv (R), onde I E J se e só se I não é um produto f in i to de r 

deais inteiros inversíveis irredutíveis de R. Suponhamos que 

J f- 0. Então j tem um e I ementa max i ma I J. Como J não é i rredut í-
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vel, então existem ideais inteiros K e L em R tais que J C K, 

J c L e J = K n L. Logo, em particular, K e lnv(R), POIS K ~ ;j 

Portanto existe um ideal inteiro H (necessariamente inversível) 

tal que J = HK. Como J ~ inversível e K n L= J C L, então J c H 

e portanto H i/ J. logo existem ideais inteiros 1nversíve1s Irre

dutíveis H!' Hu···•, Hr, K!' K2 , •••• , K5 tais que H= H,~H 2 •• Hr 

K s, o que 

é absurdo, po 1 s J € J . Consequentemente J = 0, isto é, todo i de a I 

inteiro inversível de R é um produto finito de ideais inteiros 

inversíveis irredutíveis de R. 

(d) ===:> (a). Suponhamos que todo ideal inteiro inversível de R é 

um produto fin1to de ideais inteiros inversíveis irredutíveis de 

R. Para demonstrar que R é um n-domínio é suficiente demonstrar 

que todo ideal inteiro invers'Ível irredutível de R é primo. Seja 

P um ideal inteiro inversível irredutível de R. Suponhamos que 

a, b E R, ab E P e b ~ P. Se a ==O, então a e P. Se a -f O, então 

(a)< lnv(R). Como b ~ Pda), então PC P:(a). Mas P:(a) < lnv(R) 

pois R é um G-GCD domínio. 

tal que P ~ I(P:(a)). Como 

~ I(P:(a)) >'I n (P:(a)) >' 

== P, pois Pé irredutível 

Logo existe um i de a I inteiro I de R 

~ P(P:(a))-' C P, então P ~ 

c P, isto é, P ~ I n (P:(a)). Logo 

Portanto P ~ I(P:(a)) ~ P(P:(a)). 

Então P:(a) ==R e disto segue-se que a e P. Consequentemente P e 

um ideal primo de R. 

C.Q.D. 

Como consequência das proposiÇÕes 31 e 32, temos a segu1n 

te caracterização de um ~-domínio. 

PROPOSIÇÃO 33 - Seja R um domínio de integridade. São equivale~ 

tes: 

(a) R é um n-domínio. 

( b) R é um domínio de Kru I I e um G-GCD dom in i o. 
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TEOREMA 7- Seja R um domínio de integridade. São equivalentes: 

(a) R(X) é um n-domínio. 

(b) R(X) é um rr-dominio. 

(c) R(X) é um domínio fatorial. 

(d) R é um rr-domínio. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) => (b). Suponhamos que R(X) é um rr-domínio. 

Então R(X) é um G-GCD domínio e um domínio de Krull, pela propo

sição 33. Logo R{X) é um G-GCD domínio e um domínio de Krull, p~ 

los teoremas 1 e 6, Portanto R(X) é um rr-domínio, pela propos1-

çao 33. 

(b) > (c). Suponhamos que R(X) é um n-domínio. Então R(X) é um 

G-GCD domínio e um domínio de Krull. Seja Ki C:: K
2 

Ç K3 C u

ma cadeia de ideais (inteiros) principais de R(X). Podemos assu
+ 

mir que Kn I= O para todo n e- 2. A família J = (Kn)n E z"" tem um 

elemento maximal Km, pela proposição 32. Se n ~ m, então Km Ç Kn. 

logo K n ;;o Km para todo n ~ m, pe I a max i ma I i da de de Km. Portanto 

R(X) satisfaz a condição de cadeia ascendente para ideais princl 

pais. Além disto, R(X) é um GCD-domínio, pelo teorema 1. Conse

quentemente R(X) é um domínio fatorial, pela proposição 16.4 de 

( 7). 

(c) > (d). Suponhamos que R(X) é um domínio fatorial. Então 

R(X) é um rr-domínio. Loso R(X) é um G-GCD domínio e um domínio 

de Krull. Portanto R é um G-GCD domínio e um domínio de Krull, 

pelos teoremas 1 e 6. Consequentemente R é um rr-domínio. 

(d) ;> (a). É consequência dos teoremas 1 e 6. 

C.Q.D. 

O objetivo seguinte é demonstrar que se R é um domínio de 

Krull, então Pic(R{X)) é isomorfo a Pic(R) e CI (R(X)) é isomorfo 
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a CI(R). 

Uti I izaremos a seguinte notação. Se A é um domínio de 

Krull, então denotaremos por X li) (A) o conjunto dos ideais pri

mos m1n1ma1s de A. Para x e T(A)\{0~, escreveremos div(x) em lu

gar de div(Ax). O conjunto dos ideais fracionários não nulos 

principais de A será denotado por Prin(A) e sua 1magem em D(A), 

o grupo dos divisores de A, será denotada por :P(A), isto é, 

P(A) = {div(x); x e T(A)\(01\. Os elementos de P(A) serão chama-

dos divisores principais de A. Observa-se que P(A) é um subgrupo 

de D(A). O grupo dos ideais (fracionários) inversíveis de A será 

denotado por Cart(A) e será chamado de o grupo de Cartier de A. 

A imagem de Cart(A) em D(A) será denotada por t(A), isto é, 

e(A) = {div(K); K e Cart(A)}. Os elementos de e(A) serão chama-

dos de divisores inversíveis de A. 

OBSERVAÇÃO- D(A) é um reticulado, isto é, existe o ínfimo e o 

supremo de {div(K), div(L)} para qua1squer div(K), div(L) € D(A). 

De fato, inf(div(K),div(L)) = div(K + L) e sup(div(K),div(L)) = 

= div(K n L). 

DEFINIÇÃO- Seja A um domínio de Krull. O grupo D(A)/P(A) é de-

notado por CI(A) e é chamado o grupo de classes de divisores de 

A. 

Se K é um i de a I fracionário não nu I o de A, então sua i ma-

gemem CI(A) será denotada por (K1, isto é, (Kl = div(K) + P(A). 

DEFINIÇÃO - Seja A um domínio de Krul I. O grupo e(A)/P(A) é de

notado por Pic(A) e é chamado o grupo de Picard de A. 

DEFINIÇÃO- Seja A um domínio de Krul I. O grupo CI(A)/Pic(A) é 

denotado por G(A) e é chamado o grupo de classes local de A. 

Condideraremos a segu1r alguns resultados sobre R-módulos, 
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onde R é um anel comutativo com identidade. 

Se f:L M é um homomorfismo de R-módulos, então o 

submódulo f- 1
(0) é denotado por Ker(f) e é chamado o núcleo de f. 

O submódulo f(l) é denotado por lm(f) e é chamado a imagem de f. 

O módulo quociente M/lm(f) é denotado por Coker(f) e é chamado o 

conúcleo de f. 

PROPOSIÇÃO 34 (LEMA DOS QUATRO) - Consideremos o seguinte dia-

grama de homomorfismos de R-módulos 

K 
f 

L 9 M 
h p 

~l pl tl • l 
K' 

f' 
L' 

g' 
M' 

h' p' 

onde as duas f i I as são exatas e os tres quadrados sao comutat i-

vos. Se ~é um epimorfismo e b é um monomorfismo, então 

(a) lm(~) o g'- 1 (1m(r)) 

(b) Ker(!) o g(Ker(~)). 

Portanto, se X é um ep i morfismo, então .S também é um ep l

morfismo, e se ~ é um monomorfismo, então X também é um monomor-

fismo. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) Seja y' E lm(a) qualquer. Então existe y E L 

tal que ~(y) y'. Pela comutatividade do quadrado central, te-

mos g'(y') ~ g'(Jl(y)) o l(g(y)) E lm(X). Logo y' E g'- 1 (1m(l)). 

Portanto lm(~) Ç s'-
1 (1m(X)). 

Seja y' E g'-
1
(1m(~)) qualquer. Então o elemento z'"' 

g'(y') pertence a lm(r). Logo existe z € M tal que i'(z) z'. 

Pela exatid·ão da fi la inferior temos h'(z') = h'(g'(y')) =O. 

Pela comutatividade do quadrado da direita, temos Ó(h(z)) "' 

h'(l(z)) h'(z') =O. Como [é um monomorfismo, então h(z) =O. 

Portanto z E Ker(h) = lm(g). Então existe y' L tal que g(y) = z. 
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Consideremos o elemento y' - J3{y) E L'. Como g'(y' - ~(y)) = 

= g'(y') - g'(~(y)) = z' - z' =O, então y' - P(y) E Ker(g') 

:= lm(f'). Segue-se que existe x' ~ K' tal que f'(x') = y'- t3'(y). 

Por outro lado, como ~é um epimorfismo, então existe x E K tal 

que o((x) = x'. Agora consideremos o elemento f(x) + y E L. Pela 

comutatividade do quadrado da esquerda, temos P(f(x) + y) = 

P(f(x)) + P(y) = f'(~(x)) + P(y) = f'(x') + P(y) = 

= y'- l)(y) + .8(y) = y', Isto implica que y' € lm(J3). Consequen

temente g'-i(lm(r)) ~ lm(e). Temos assim demonstrado (a). 

(b) Seja z E Ker(~) qualquer. Então X(z) = O. Pela comutativida

de do quadrado da direita, temos 61h(z)) = h'(l(z)) = h'(O) =O. 

Como I é um monomorfismo, então h(z) = O. Logo z E Ker(h) = 

= lm(g). Portanto existe y E L tal que g(y) = z. Consideremos o 

elemento y' = ~(y) Ç L'. Pela comutatividade do quadrado central, 

temos g'(y') = g'(P(y)) = ~(g(y)) = ~(z) =O. Isto implica que 

y' E Ker(g')"" lm(f'). Então existe x' E K' tal que f'(x') ""y'. 

Como -é um epimorfismo, então existe x ~ K tal que ~(x) ~ x'. A 

gora consideremos o elemento y- f(x) E L. Pela comutatividade 

do quadrado da esquerda, temos ~(y- f(x)) = ~(y) - ~(f(x)) = 

= ~(y) - f'(~(x)) = y' - y' =O. Segue-se que y- f(x) E Ker(~). 

Por outro lado, também temos g(y- f(x)) = g(y) - g(f(x)) = 

= z.- O~ z. Isto implica que z € g(Ker(.~)). Consequentemente 

Ker(~) Ç g(Ker(~)). 

Seja z E g(Ker(~)) qualquer. Então existe y E Ker(~) tal 

que g(y) = z. Pela comutatividade do quadrado central, temos 

~(z) = ng(y)) ~ g'(B(y)) = g'(O) =O. Isto implica que z E Ker(t). 

Consequêntemente g(Ker(~)) Ç Ker(~). 

C. Q. D. 

COROLÁRIO 1 (LEMA DOS CINCO) - Consideremos o seguinte diagrama 

de homomorfismos de R-módulos 



K 
e 

e' 
K '--''--> 

L 
f 

f' L,--'----> 

9) 

M 9 )o p h 

M '--"g_'_, h ' p ' -----"--->- Q' 

onde as f i I as são exatas e os quatro quadrados sao comutativos. 

Se oc:, f3, ó, E são isomorfismos, então o homomorfismo central 'i 

também é um isomorfismo. 

COROLÁRIO 2 - Consideremos o seguinte diagrama de homomorfismos 

de R-módulos 

o K 
f 

L 
g M o 

~j ~j ~j 
o K' 

f' 
L' 

g' M' o 

onde as fi las são exatas e os dois quadrados são comutativos. 

(a) Se ~ e ~ são monomorf i smos, então ~ também é um monomorf i smo. 

(b) Se ~e ~são epimorfismos, então P também é um epimorfismo. 

Portanto se~ e ~são isomorfismos, então o homomorfismo central 

~ é um isomorfismo. 

PROPOSIÇÃO 35 - Condideremos o diagrama comutativo de grupos a-

be I i anos e homomorf i smos 

F 
u 

G 
v 

H 
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onde as f i I as são exatas. 

(a) Se h é injetivo, então lm(g) n lm(ut) "" lm(ulof) = lm(gDu). 

(b) Se f é sobrejetivo, então Ker(g) + lm(u) = Ker(v
1
og) = 

~ Ker(hov). 

DEMONSTRAÇÃO- (a) É claro que lm(u,.f) ~ lm(gou) <; lm(g) nlm(u,). 

Seja X E lm(g) n lm(ui) qualquer. Então existe y ~ G tal que X= 

= g(y). Como v,• u, ~O, então O= v,(x) ~ v,(g(y)) ~ h(v(y)) e 

portanto v(y) = O, po1s h é injetivo. Pela exatidão da fi la su-

perior, existe z €- F tal que y = u(z) e assim x = g(u(z)), isto 

é, x € lm(gou). 

(b) Como vou = O e vJ" u 1 =O, então é claro que Ker(g) + lm(u) Ç 

Ç Ker(v," g) = Ker(hov). Seja x E Ker(v 1 og). Então g(x) E Ker(vJ) 

e portanto existe y' E F
1 

tal que u 1 (y') g(x), pela exatidão 

da fi la inferior. Por outro lado, como f é sobrejetivo, então 

ex;ste y E F tal que f(y) = y'. Logo g(x) = u,(f(y)) ~ g(u(y)). 

Portanto x- u(y) E Ker(g), isto é, x E Ker(g) + lm(u). 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 36- Consideremos o seguinte diagrama comutativo de 

grupos abelianos e homomorfismos 

G 
u 

H 

Então existe um único homomorfismo u' :Ker(g) -~ Ker(h) 

e um único homomorfismo u':Coker(g) --'> Coker (h) tais que os 

seguintes diagramas 
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Ker(g) u ' Ker(h) G, ui 
H i 

il jl pl ql 
G 

u 
H Coker(g) u ' 

Coker(h) i 

(onde i e J são os monomorfismos canÓn1cos e p e q os epimorfis

mos canónicos) são comutativos. 

DEMONSTRAÇÃO- Se x E Ker(g), então g(x) =O e portanto h(u(x)) = 

= u 1 (g(x)) =O, isto é, u(x) f Ker(h). Consequentemente definin

do u'(x) = u(x) para cada x € Ker(g), temos que u' é o único ho

momorfismo de Ke~(g) em Ker(h) tal que o diagrama acima comuta. 

Similarmente, como u 1 (g(G)) =' h(u(G)) ç h(H), então existe um ú-

nico homomorfismo u':Coker(g) Coker(h) tal que o diagrama 

acima comuta. 

C. Q.O. 

PROPOSIÇÃO 37 (LEMA DA SERPENTE) - Consideremos o seguinte dia-

grama comutativo de grupos abelianos e homomorfismos 

Ker(f) u ' Ker(g) v' Ke r (h ) 

jl kl 
F u 

G 
v 

H 

----- fl------- +-------h}------

F, 
u 

G i 
v 

H i 
d' 

pl q 1 r 1 ' ' 
' 
' Coker(f) 

u' v ' 
"~ Coker(g) ~Coker(h) 

onde lm(u) Ker(v) e lm(u,) 
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(a) v'ou' ~O; se u
1 

é injetivo, então a fi la superior é exata, 

isto é, lm(u') = Ker(v'). 

( b) V ' ' - O· s !IIUl- I € v é sobrejetivo, então a fi la inferior é exa-

ta, isto é, lm(u[} Ker(v/). 

(c) Se u 1 é injetivo e v é sobrejetivo, então existe um homomor 

fismo d:Ker(h) 

é exata. 

Ker (f) 
d 

Coker(f) tal que a sequência 
u' 

Ker(g) 

Coker(f) 
u' 

v' 
Ker(h) 

Coker(g) 
v' 

Coker(h) 

DEMONSTRAÇÃO - (a ) Como U ' (X) = u(x), v' ( y) = v(y) para qua1s-

quer X • Ker(f), y e Ker(g) e vou -
= o, entao V I 0 U f o. Isto om-

p I i c a que lm(u') s; Ker(v'). Observamos que Ker(v') 

= Ker(g) n Ker(v) = Ker ( g) n I m ( u) . Suponhamos que u, é injetivo. 

Seja y E Ker(v') qualquer. Então y E Ker(g) e y E lm(u). Logo 

existe x E F tal que y = u(x) E Ker(g). Portanto u
1
(f(x)) 

= g(u(x)) = O. Segue-se que f(x) = O, pois u! é injetiva. Então 

x E Ker(f) e consequentemente y = u(x) = u'(x) E lm(u'). 

(b) Como u'(x' + 
l 

= v1 (y') + lm(h) 

lm(f)) = u
1
(x') + lm(g) e v;(y' + lm(g)) = 

para quaisquer x' E F1 , = O, en 

tão v;ou{ =O. Portanto lm(uí) Ç KerCv;). Suponhamos que v é so-

brejetivo. Se y' + lm(g) E Ker(v;), então v,(y') E lm(h). Logo 

existe z E H tal que v,(y') = h ( z) . Como v é sobrejetivo, então 

z = v(y) para algum y • G • Portanto vl. (y') = h(z) = h(v(y)) = 

= v,(g(y)). Segue-se disto que y' - g(y) e Ker(v 1 ) = lm(u 1 ). En-

tão existe x' E Fi tal que y' - g(y) =' u 1 (x'). Mas isto implica 

que y'- u
1
(x') E lm(g). Portanto y' + lm(g) "'u 1 (x') + lm(g) = 

= u~(x' + lm(f)), isto é, y' + lm(g) E lm(u;). Consequentemente 

Ker(v;) Ç lm(u;). 

(c) Seja z e Ker(h) qualquer. Então existe y E G tal que v(y) 

=o z = k(z), pois v é sobrejetivo. Mas v1 (g(y)) = h(v(y)) = 
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= h(z) =O; logo g(y) e Ker(vi) = lm(u 1 ). Portanto existe um úni 

co x' E F1 tal que u 1 (x') = g(y), po1s u 1 é injetivo, Definimos 

d,Ker(h) Coker(f) por d(z) = p(x'), Vejamos que d está bem 

definida. Suponhamos que y' e G e que v(y') = z. Então v(y') = 

= z = v(y), isto é, y' - y e Ker(v) = lm(u). Segue-se disto que 

y' = y + u(x) para algum x e F. Como v1 (g(y')) = h(v(y')) = 

= h(z) o, então existe X" E- F, tal que u
1 

(x") = g(y'). Logo 

u,(x') u (x") € I m(g), donde U 1 (X 1 - X") = o, isto é, X' - x" ! ! 
pertence a I m( f). Portanto x" = x' + f (r) para algum r e F. Con-

sequentemente p(x") = p(x') + p(f(r)) = p(x'). Agora demonstrare 

mos que d é um homomorfismo. Sejam z 1 , Z.z e Ker(h). Escrevemos 

z = z 1 + z 1 . Escolhemos yt' y 1 € G tais que v(y1 ) z 1 e v(y~) = 

= z 2 • Escrevemos y = y 1 + Y, . Então v(y) = v(yi + y,) = z' + z = 
' = z. Logo d(z) p(x'), d ( z' ) p (X; ) e d( z,) = p(x;), onde 

= g(y), u,(x{) = g ( y! ) e u 1 (x~) g(y,). Como U l (X i + X' ) 
' 

g(y) então x' X I + X I 
i ' 

e portanto 

d(z, + z,) = d(z) 

= d(z,) + d(z,). 

Finalmente demonstraremos que a sequênc1a ( i< ) é exata. Se 

z = v' ( y) para algum y • Ker(g), então g(y) = o. Logo d(z) = O, 

isto é, z E Ker(d). Por outro lado, se d(z) = o, onde z = v(y) 

para algum y e G e u 1 (x') = g(y) para algum x' E F' ' então p(x') 

= O, isto é, X' • I m( f). Portanto existe X e F ta I que x' = f (X) • 

Segue-se que g(y) ~ u,(x') = u 1 (f(x)) = g(u(x)), isto é, 

y- u(x) E Ker(g). Então y = u(x) + n para algum n e Ker(g). Lo

go k(z) = v(y) = v(u(x) + n) = v(u(x)) + v(n) = v(j(n)) = 

= k(vi(n)) e portanto z = vi(n) E lm(vi). Consequentemente 

lm(v') = Ker(d). 

Seja z ~ Ker(h) qualquer. Escolhemos y E G ex' ~ F1 tais 

que z = v(y) e u
1
(x') = g(y). Então d(z) = p(x') e u;(d(z)) = 

u;(p(x')) = q(u 1 (x')) q(g(y)) =O. Logo u;od =O e portanto 

lm(d) Ç Ker(u;). Se u;(p(x')) =O, onde x' E F1 , então q(u 1 (x')) 

= O. Logo ui ( x' ) 

então v1 (g(y)) = 

g(y) para algum y e G. Como v 1 (u 1 (x')) O, 

O e portanto h(v(y)) = O, isto é, v(y) = z para 
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algum z E Ker(h). Segue-se da definição de d que p(x') = d(z), 

isto é, p(x') E lm(d). Consequentemente Ker(u;) == lm(d). Pelas 

partes (a) e (b), a sequência (~<-) é exata também em Ker(g) e 

Coker(g). Em conclusão (-:~) é uma sequência exata. 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 38 - Sejam f,K L e g:L M homomorfismos 

de R-módulos. Se s~f é um isomorfismo, então 

L~ lm(f) <> Ker(g). 

DEMONSTRAÇÃO- Sejam L1 ~ lm(f) e L2 ~ Ker(g). Seja y e L qual

quer. Escrevemos z = g(y)!: M. Como gof é um isomorfismo, então 

existe x e K tal que g(f(x)) = z. Sejam s = f(x) e t = y- s. E~ 

tão g( t) g(y - s) ~ g(y) g(s) ~ z - g(f(x)) ~ z - z ~ o. 
go t E L, e portanto y ~ s + t E L ' + L'. Consequentemente L 

~ 

L ' + L'. Por outro lado, se y e L ' n L,, então existe X e K 

tal que y ~ f(x) E Ker(g) ~ L2 • Logo (gof)(x) ~ g(f(x)) ~ O e 

portanto x = O, pois gof é um isomorfismo. Segue-se que y = 

= f(x) =f( O) =O e L 1 n L 2 = O. Em conclusão L= L
1 

W L 2 = 

~ lm(f) Gl Ker(g). 

Lo-

C. Q .D. 

DEFINIÇÃO- Seja P um R-módulo. Dizemos que Pé projetivo se p~ 

ra todo homomorfismo f:P M e todo ep i morfismo g: L ---<> M 

de R-módulos, existe um homomorfismo h:P L tal que goh 

~ f. 

tila I i nguagem de di a gramas, isto significa o seguinte: um R-módu

lo P é projetivo se e só se todo diagrama 

L -~o 
9 
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de homomorf i smos de R-módu I os, onde a f i I a é exata, pode ser 1 me r 

so num diagrama comutativo~ 

L M o 
9 

PROPOSIÇÃO 39- Seja P um R-módulo. São equivalentes: 

(a) P é projetivo. 

(b) Existe um R-módulo I ivre L e homomorfismos f:P 

g:L P tais que gof = idp. 

L e 

(c) Existe um subconjunto C de P e para cada y E C existe um ho-

momorfismo hy:P 

(y E C; h,(x) f O\ é 

R tais que para cada x é P, 

finito e x = ~ (h 1 (x))y. 
y. c 

( d) P é somando di reto de um R-módu I o I i vre. 

o conjunto 

DEMONSTRAÇÃO- (a) > (b). Suponhamos que Pé projetivo. Seja 

P um epimorfismo, onde L é um R-m6dulo I ivre. Então te 

mos o seguinte diagrama: 

p 
/ 

f,' lidp / 

"' L p o 
9 

Portanto existe um homomorfismo f:P L tal que gof 

(b) ;:::.. (c). Suponhamos que existem um R-módulo I ivre L e homomor 

fismos f:P ----~ P tais que gof = idp. Sejam B uma 

base de L e C= g(B). Para cada x E P, escrevemos f(x) = 

= ~ (f
2

(x))z. Obtemos assim para cada z 6 B um homomorfismo ... 
fx:P R. Para cada y e C, seja hy = fz, onde g(z) = y. Ob-

servamos que {y € C; hy(x) r o} é finito para cada X E P. Além 

disto x ~ 9(f(x)) L (f,(x))9(z) ~ ~ (hy(x))y para cada x 
ze B yEC 

em P. 
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(c) => (d). Suponhamos que existe um subconjunto C de P e para 

cada y e C existe um homomorfismo hy:P R tais que para ca-

da x E P, o conjunto {y e C; hy(x) ~ O} é finito e x = 

= L (hy(x))y. Seja h:L P um epimorfismo, onde L é um R-mó ,. c 
dulo I ivre. Sejam B = h -!(C) e K o R-módulo I ivre com base B. De 

tinimos um homomorfismo g:K P por g(z) = h(z), para cada 

elemento básico z e B. Como Pé gerado por C, então g é sobreje-

ttvo. Definimos f:P K por f(x) = L (h,(x))z, para cada 
>' B 

x = y~C (h,(x))y e P, onde h(z) = y se hy(x) # O. Então f é um 

homomorfismo e gof idp. Portanto K é isomorfo a P + Ker(g), p~ 

la proposição 38. Consequentemente Pé somando direto de um R-mó 

du I o I i vre. 

(d) > (a). Suponhamos que Pé somando direto de um R-módulo I i 

vre L. Então L= P e Q, para algum R-módulo Q. Em primeiro lugar 

demonstraremos que L é projetivo. Seja B uma base de L. Conside

remos o seguinte diagrama de R-módulos e homomorfismos 

g(k(x)) 

ção k:B 

K o (fi la exata) 

Para cada x e B, existe um elemento k(x) e K tal que 

f(x), po 1 s g é sobrejetivo. Obtemos ass ím uma ap I i ca

K ta I que gok = f. Extendendo I i nearmente k a L, 

obtemos um homomorfismo h:L K tal que goh =f. Portanto L 

é projetivo. 

Agora consideremos o seguinte diagrama de R-módulos e ho-

momorfismos 

p 

lf' 
9 ' 

K'--"-+M'~ O (fi la exata) 
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Sejam i : P ---> L e p: L P o monomorfismo e o ep1mo~ 

fismo canônicos, respectivamente. Como L é projetivo, então ex1s 

te um homomorfismo k:L K' tal g'o k = f'op, Seja h' == 

= koi :P --~ K'. Como poi = idp, então g'oh' = g'okoi = f'opoi = 

=f'. Consequentemente Pé projetivo. 

C. Q. D. 

COROLÁRIO - To do R-módu I o I i vre é projetivo. 

PROPOSIÇÃO 40 Seja R um domínio de integridade. Um ideal não 

nulo I de R é inversível se e só se I é um R-módulo projetivo. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que I é inversível. Então I[R:I]F = 

=R, onde F T(R). Logo existem Qp q~······ qn e [R:I]F e a 1 , 

a 2 , •••• , an e I tais que q 1 a 1 + q~a 2 + ·· · · + qnan 1. Defini-

mos h i: I R por h i (x) = q;x, x e I, para cada 1 em 

{1, 2, .... , nL Então para cada x E I, h!(x)a 1 + h 2 (x)a 2 + ···· 

+ hn(x)an = q 1 xa
1 

+ q
2
xa 2 + · · · · + qnxan ~ x(q 1 a 1 + q 2 a 2 + 

+ ···· + qnan) = x. Seja C= {a!.' a 2 , •••• , an}. Então C satisfaz 

a condição (c) da proposição 39. Portanto I é um R-módulo proje

tivo. 

Reciprocamente, se I é um R-módulo projetivo, então exis-

te um subconjunto C de e para cada y E C existe um homomorfis-

mo hy: I 

hy(x) fc O} é 

R tais que para cada x e I, o conjunto {y E C; 

f in i to e x = :L ( hy ( x)) y. Logo para cada y e C e 

'" para quaisquer x, z é temos: xhy(z) = hy(xz) = zhy(x). Escolhe 

mos x E 1\{0l e escrevemos qy = hy(x)/x E T(R). Então hy(z) = 

~ qyz e R para quaisquer y e c, z E I • Logo q ·e y [R: IJF, onde 

F = T (R) • Seja E 1 \to l. Ent~o h y( z) = {y e C; ' O} ' z qyz e qyz e 

{y ' O} - Al~m finito. Segue-se que e C· qy e finito. disto z = ' 
= L (hy(z))y ~ 2: (qyz)y ~ z :z yqy e portanto L. yqy = 1 ' 

'' c '" ,,, Y<C 



104 

isto é, existem y!, y 2 , •••• , Yn e I, q 1 , qp""' qn e [R:I]F 

tais que y 1 q 1 + y 2 q 2 + · · · · + y,q, =' 1. Então I [R: llF=R e conse

quentemente I é i nvers íve I. 

C. Q. D. 

DEFINIÇÃO- Seja P um R-módulo. Dizemos que Pé plano se para 

toda sequência exata de R-módulos e homomorfismos K u L v M ___,. ~ ' 

a sequência P ® K 
i deu p ® L id®v 

P ®M é exata. 

OBSERVAÇÃO- Se Pé um R-módulo plano e L é um submódulo de um 

R-módu I o M, então a ap I i cação canón i ca P ®L P@M é injeti-

v a, po 1 s O ~ L ~ M é exata. Portanto podemos considera r P 9 L 

como um submódu I o de P ® M. 

PROPOSIÇÃO 41- Seja P um R-módulo plano. Se u:L M é um 

homomorfismo de R-módulos, então P® (Ker(u)) é isomorfo a 

Ker(idP~u) e P0(lm(u)) é isomorfo a lm(idp®u). 

DEMONSTRAÇÃO - Seja K o Ker(u). Consideremos a sequênc1a 

o K L 
u 

M. Como 

o P®K p ®L idpiiU P®M 

é uma sequência exata, então P® K é. isomorfo a Ker( idpeu). 

exata 

Seja Q = I m ( u) . Defini mos v: L Q por v(x) o u(x) pa-

ra cada x e L. Se é a aplicação inclusão de Q em M, então u = 

= 1ov. Logo idpo®U (idp®i)o(idp®v), onde idp® é injetivo 

e idp®v é sobrejetivo. Portanto lm(idp®u) = (idp®i)(P®Q) é 

isomorfo a P®Q. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 42- Um R-módulo Pé plano se e só se para qualquer 
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monomorf i smo u: L ---'> M de R-módu I os, i d, ,. u: P e L --+ P eM é 

também um monomorfismo. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que Pé plano. Seja u:L --+ M um mo 

nomorf i smo de R-módu I os qua I quer. Então O --~ L _ _!!U'-. M é uma 

sequ8ncia exata. Logo O p e L i d ~ ® u 
J P ® M é uma sequê nc i a 

exata e portanto idp® u é injetivo. 

Agora suponhamos que para qualquer monomorfismo u:L ~ M 

de R-módulos, idp® ué também um monomorfismo. Seja 

K 
u L _ _>:V-? M uma sequência exata qualquer. Se J = lm(u) e 

Q = Ker(v), ent§o O J L L/Q ---.. O é uma se-

quênc i a exata curta. Como P ® J P®L P®(L/Q) o 
é uma sequênc i a exata e o homomorfismo canón i co P@ J p lO L 

é injetivo, então O p {O J p ®L P®(L/Q) o 
é exata. Mas Ker(P® L P 0 ( L/Q)) é gerado pe I a imagem do mo 

nomorfismo canónico p ® Q p ®L, pela proposição 1. 21 de ( 9) ; 

logo Ker(P® L P®(L/Q)) ~ Ker(idp®v), pela proposição 41. 

Portanto P® (L/Q) é isomorfo a (P® L)/Ker( idp® v). Por outro la-

do P® J é isomorfo a lm( idp® u), também pela proposição 41. Se-

gue-se que 

o---> lm(id,®u) PeL _..,. (PeL)/Ker(id,®v) o 
é uma sequênc i a exata. Consequentemente I m( i dp ® u) = Ker (i d P ® v), 

isto é, P® K idp® u, P0 L idp® v~ P®M é exata. Portanto Pé 

plano. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 43- Sejam M um sistema multiplicativo do anel P e Q 

um R-módu I o. Então QM e Q ® ( RM) são R-módu I os isomorfos. 

DEMONSTRAÇÃO Definimos u:QM Q ® (RM) por u(x/m) 

= x ® ( 1/m) para cada x/m e. QM. Se x/m = y/n E- QM, então existe 
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s €. M tal que snx ::o smy. Logo x ®(1/m) = x * (sn/snm)) = 

"(snx)®(l/(snm)) = (smy)®(l/(snm)) = y®(l/n) e portanto a a-

pl i cação u está bem definida. Sejam x/m, z/t e QM e r E R quais

quer. então u(x/m + z/t) = u((tx + mz)/(mt)) = 

"(tx + mz)® (1/(mt)) "tx®(l/(mt)) + (mz)®(1/(mt)) = 

" x® (1/m) + z ® (1/t) = u(x/m) + u(z/t) e u(r(x/m)) u(rx/m) " 

= (rx)® (1/m) = r(x®(l/m)) = ru(x/m). Portanto ué um homomor-

f"ismo de R-m6dulos. 

Definimos w:Q x (RM) QM por w(x,r/m) = rx/m. Se 

r/m = a/n e RM, então snr = sma para algum sE M. Logo snrx = 

= smax e portanto rx/m = ax/n. Segue-se que w está bem definida. 

Sejam c E R, x, y € Q, r/m, b/t e RM quaisquer. Então 

w(x + y,r/m) = r(x + y)/m = (rx + ry)/m = rx/m + ry/m 

"w(x,r/m) + w(y,r/m); w(x,r/m + b/t) "w(x,(tr + mb)/(mt)) " 

(tr + mb)x/(mt) " trx/(mt) + mbx/(mt) " rx/m + bx/t = 

= w(x,r/m) + w(x,b/t); w(cx,r/m) = r(cx)/m = c(rx/m) = cw(x,r/m) 

e w(x,c(r/m)) = w(x,cr/m) = crx/m = c(rx/m) = cw(x,r/m). Portan-

to w é bi I inear. Segue-se que existe um homomorfismo 

v:O®(RM) QM tal que v(x®(r/m)) = rx/m para qualquer ten-

sor x@ (r/m) E Q ®(RM). Como u(v(x® (r/m))) "u(rx/m) "ru(x/m) " 

"r(x ® (1/m)) " x@ (r/m) e v(u(x/m)) " v(x ® (1/m)) = x/m, então 

u é um isomorfismo de R-módulos. 

C.Q.D. 

COROLÁRIO - Ou a I quer R-módu I o Q é isomorfo a Q ®R. De fato, 

existe um isomorfismo de R-módulos w:Q®R Q tal que 

w(x® r) = rx para cada tensor x® r € Q®R. 

PROPOSIÇÃO 44- SeM é um sistema multiplicativo do anel R, en

tão RM é um R-módulo plano. 
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DEMONSTRAÇÃO - Seja u:K --~ L um monomorfismo de R-módulos 

qualquer. Consideremos os isomorfismos 

v:KM RM ® K w: LM RM ®L 

x/m ,___. (1/m)® x y/m ,___. (1/m)®y 

Definimos t:KM LM por t(x/m) ~ u(x)/m. Se x/m 

z/n E KM, então snx = smz para algum sE M. logo u(x)/m 

= u(snx)Asnm) = u(smz)/(snm) = u(z)/n e portanto t está b~m defi 

nida c~ claro que~ um homomorfismo de R-módulos, O seguinte 

diagrama 
t 

.. u 

onde i ~ a aplicação identidade de RM' ~ comutativo, pois para 

qualquer x/mE KM' (;®u)(v(x/m)) ~ (;®u)((1/m)®x) 

~ (1/m)® u(x) ~ w(u(x)/m) ~ w(t(x/m)). 

Seja p € Ker( i® u) qualquer. Então p = v(x/m) para algum 

x/mE KM, po1s v é sobrejet'1vo. Logo w(t(x/m)) =(i® u)(v(x/m)) 

= (i® u)(p) = O. Portanto t(x/m) =O, pois w é injetivo. Então 

u(x)/m ~ t(x/m) ~ O, donde su(x) O para algum sE M. Logo 

u(sx) = su(x) = O e portanto sx =O, pois u é injetivo. Segue-se 

que x/m sx/(sm) = O. Então p = v(x/m) = v(O) = O. Portanto 

Ker( i® u) = O, isto é, i® u:RM® K RM ®L é um monomorf i smo. 

Consequentemente RM é um R-módulo plano. 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 45 - Se M é um R-módu I o e L é um R-módu I o I ivre com 

base B, então todo elemento de L®M pode ser escrito de modo úni 

co na forma L x®yx, onde {x E B; Yx I- O} é finito . ... 
DEMONSTRAÇÃO Consideremos um tensor x ~ y de L® M. Como B é u-
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ma base de L, então x; a~x 1 + · · ·· + a
0

x 0 para alguns a
1

, •••••• 

... ,an t R e alguns x 1 , •••• , X 0 € B. Logo x~y = x
1

® (aiy) + ··· 

'"'1 
onde Yi 1 ~ i .E; n • Logo 

x®y é da forma L x®y," com {x S B; Yx f O} finito. Portanto ... 
qualquer elemento de L® M é também desta forma. Para demonstrar 

a unicidade, é suficiente demonstrar que L x ® Yx 
x<B 

y~ = O para todo x E B. Suponhamos que 

{x E B; y)( f O} é finito. Seja {x 1 , x 2 , 

L X® Yx 
XE B 

• • • • 1 X ffi} = 

O i mp I 1 c a 

O, onde 

={xEB;y,. f- OL Seja z E B qualquer. Se z E B\{x 1 , .... , 
então Y:z =O. Para z E {x:i' xl, .... , xm}, definimos uz:L------+ Rz 

por Uz(x)=z se x = z e uz(x) = O se x f z, para cada elemente bá 

sico x e B. 

~ (u:z:® idM)(x®yx) = L U:z:(x)®yx = z®yz;. Para cada x e B, 
XEB XEfi 

definimos v,.. :Rx R por vx(ax) =a. ~claro que vx é um 1so-

morfismo de R-módulos. Então v:\® idM:Rx®M R 8 M é um i so-

morfismo de R-módulos. Se w:M® R M é o isomorfismo do coro 

lário da proposição 43, então existe um isomorfismo de R-módulos 

v:R® M M tal que v(r®y) = ry para cada tensor r®y é R®M. 

Logo O v((v,®idM)(z®y,)) o v(v,(z)®y,) o v(l®y,) o ly, o 

Y:z· Portanto 2::. X®Y11. =O, com {x E B; Yx I O} finito, implica ... 
y x = O para todo x E B. 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 46- Todo R-módulo 1vre é plano. 

DEMONSTRAÇÃO Suponhamos que K é um R-módulo I ivre. Seja 

u:L M um monomorfismo de R-módulos qualquer. Seja B uma ba 

se de K. Suponhamos que t E Ker ( i d K e u) . Escrevemos t = 

= ~ xil'yx E K®L, onde {x E. B; Yx I O} é finito. Então O= ... 
L X ® Yx ) 

xE B 
.L x®u(y,). ... Logo u(y~) =O para cada 

x e B, pela unicidade mencionada na proposição anterior. Como u 

é injetivo, então Yx = O para cada x 6 B. Logo t = L. x@y" =O. ... 
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Portanto Ker(idKGPu) =O, isto e, idK~u e injetivo, Consequent!:_ 

mente K ~ plano, pela proposiç~o 42. 

C .Q.D. 

PROPOSIÇÃO 47- Seja Q um R-módulo e seJam K e L dois submódu-

los de um R-módulo M tais queM= K +L. Então a interseção das 

imagens canÔnicas de Q®K e Q®L em Q®M é 1gual i1 Imagem canón1 

ca de Q® (K n L) em Q®M. 

DEMONSTRAÇÃO - Consideremos o seguinte diagrama de R-módulos e 

homomorfismos car1ónicos: 

o K n L --->- K K/(Kn L) o 

1 1 91 
o L--->- K + L --+ (K + L)/L o 

onde g é o isomorfismo canônico g(x + (K n L)) x + L. Este dia 

grama é comutativo e as fi las são exatas. Como M 

temos o seguinte diagrama comutativo 

K + L, então 

Q®(KnL) Q®K Q ® ( K/ ( K n L) ) 

1 1 ; d 91 
Q®L Q®M Q ®(M/ L) 

onde as f i I as são exatas e i dQ ® g é um isomorfismo. Logo 

lm( Q®K---+ Q®M) n lm(Q®L---+ Q®M) = lm(Q®(K n L)---+ Q®M) 

pela parte (a) da proposição 35. 

C. Q.D. 
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COROLÁRIO- Seja P um R-módulo plano e sejam K e L dois submódu 

los de um R-módulo M. Então 

P"(K n L) o (P®K) n (P®L). 

DEMONSTRAÇÃO- SejaM' = K + L. Identificando P@ K, P® L e 

P ® (K n L) com suas Imagens canônicas em P® M', temos: 

(P®K) n (P ®L) o P®(K n L) 

cornos submódu I os de P ® M', pe I a proposição ante r i o r. Mas P ® M' 

pode ser considerado como um submódu I o de P ® M. Logo 

P®(K n L) o (P®K) n (P®L) 

como submódu I os de P ® M. 

C. Q.D. 

PROPOSIÇÃO 48 - Sejam R e T dois anéis tais que R é um subanel 

de T. SeM é um l-módulo e K é um R-módulo, então M ®T(T ®RK) e 

(M ®T T) ®RK são l-módulos isomorfos. 

DEMONSTRAÇÃO - Seja X e M qualquer. Definimos 

u": T x K (M ®r T) ®, K 

por u,(t,y) o (x ®Tt) ®fl y. E claro que u, é R-b i I i near. Logo 

existe um homomorfismo de R-módu I os f'~ : T ®R K --• 

tal que fx (t ®R y) = (x ®Tt) ®R y para cada t ®R y e T ®R K. Mais 

ainda fx é um homomorfismo de T-módulos. De fato, fx (s(t ®R y)) = 

o f> ( ( st) ®R y) 0 (X ®T ( st)) ®R y o ( s (X ®T t)) ®R Y = 

= s((x®Tt)®Ry) = sfx(t®Ry) para qualquer s € Te qualquer 

t ®R y E T ®R K. 

u(x,"') = f,("') 

Definimos u:M x (T ®RK) ( M ®r T) ®0 K por 

para cada (x, oc:) E: M x (T ®R K). Observamos que 

T-bi I inear. Logo existe um homomorfismo de T-módulos 

-~ (M ®T T) ®, K 

u é 

tal que f(x ®,. (t ®R y)) = (x ®Tt) ®R y para cada x ®,. (t ®R y) em 

M ®T ( T ®, K) • 
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Similarmente obtemos um homomorfismo de T-módulos 

tal que g((x®Tt)®.y) "x®T(t®.y) para cada (x®Tt)®Ry em 

(M®TT)®RK. 

É c I aro que g o f e f o g são as ap I i cações identidades de 

M ®T(T ®RK) e (M ®TT)®R K, respectivamente. Consequentemente 

M ®1 (T @R K) E' (M ®T T) ®R K são l-módulos isomorfos. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 49 - Sejam R e T dois anéis tais que R é um subanel 

de T. SeM é um l-módulo plano e T é um R-módulo plano, então M 

é um R-módulo plano. 

DEMONSTRAÇÃO- Seja u:K L um monomorfismo de R-módulos 

qualquer. Como T é um R-módulo plano, então 

i d T ®R u : T ®R K T ®R L 

é um monomorfismo de R-módulos, pela proposição 42. Mas 

(idT®,u)(s(t®,y)) "(idT®,u)((st)®,y)" (st)®,u(y)" 

= s(t®Ru(y)) = s(idT®Ru)(t®Ry) para cada sETe cada t®11 y em 

T ®R K; logo idT ®Ru é um monomorfismo de l-módulos. Como M é um 

é um monomorfismo de l-módulos e portanto um monomorfismo de R-mó 

dulos. Pela proposição anterior, existe um isomorfismo de l-módu 

g((x®,tl®,y) "x®T(t®,y) para cada (x®Tt)®,y e (MI\T)®,K. 

Pelo corolário da proposição 43, existe um isomorfismo de 

l-módulos v:M M®Tl tal que v(x) = x®Tl para cada x E M. 

Como veRidK:M®RK (M®Tl)®RK é um isomorfismo de R-mó 

dulos, então 9 o (vsRidK):M®RK M®T(l®RK) é um isomorfismo 

de R-módulos. Seja h = 9 o (v®RidK). Observamos que 

h(x®,y) g((v®,idK)(x®,y)) "g(v(x)®,y) 

g( (x ®1 1) "• y) " x ®1 (1 ®,y) 
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para cada x c» R y e M ®R K. Por outro I a do, existe um isomorfismo de 

T-módulos LMii\(T®,L) (M®,T)®,L tal que f(x®,(t®,z)) = 

=" (xeTt)e~~.z para cada x®r(t®fl.z) e MIS\(T®RL), pela proposição an

terior. Também existe um isomorfismo de l-módulos w:M®TT M 

tal que w(x®Tt) = tx para cada x®,.t ~ M®TT, pelo corolário da 

proposição 43. Como w®RidL:(M<&>,.T)®RL M®RL é um isomorfismo 

de R-módulos, então (1-.'®RidL) 0 f:M®T(T®RL) M®RL e um 1somor 

fismo de R-m~dulos. Seja k"' (w®RiJL) e f. Observamos que 

k (X ®, ( t ®, Z) ) = ( W ®, i d L ) (f (X ®, ( t ®, Z ) ) ) 

= ( W ®R i d L ) ( (X ®, t ) ®R Z) 

= (tx)®,z 

para cada x€l,.(t€1Rz) E M®,.(T®RL). Como idMeg\(id 1 ®Ru) é um monomor 

fismo de R-módulos, então k o (idM®,.(id,.®Ru)) o h:M®RK M®RL 

é um monomorf i smo de R-módu I os. Vejamos que k o (i dM ®T( i dT ®Ru)) o h 

id..,.eRu. Se x ®Ry é um elemento arbitrário de M®RK, então 

(k o ( idM®T(id,®.u)) o h)(x®,y) = (k o ( idM•\( id,®,u))(h(xo>,y)) 

= (k o ( idM®,( idT®,u))(x®T(lOl,y)) = k(x®,(l®,u(y))) = !x®,u(y) = 

= (idM®Ru)(x®Ry). Logo idM®Ru =- k o (idM€\(idT®Ru)) o h é um mono

morfismo de R-módulos. Portanto M é um R-módulo plano, pela pro-

posição 42. 

C.Q.D . 

. 
DEFINIÇÃO- Seja P um R-módulo. Dizemos que Pé fielmente plano 

se para quatsquer R-módulos K, L e Me quatsquer homomorfismos 

u:K Lev:L--~ M, a 
u 

sequênc 1 a K --"-"""'" L 
v 

M é exata 

se e só se a sequência 
i ® u __ i,_®,_v,_, 

P ® K --'-''-"-"" P ® L P 8 M é exata (i 

é a ap I i cação i dent i da de de P). 

PROPOSIÇÃO 50 - Seja P um R-módulo. São equivalentes: 

(a) p é fielmente plano. 

(b) p é plano e para qualquer R-módulo M, P®M = o imp I i c a M = 

(c) p é plano e i d p ® u = o impl 1ca u o para qualquer homomor-

f i smo de R-módu I os u: L ----> M. 

o. 
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(d) P é plano e JP f P para qualquer J e Max(R). 

DEMONSTRAÇÃO- (a) ==.> (b). Suponhamos que Pé fielmente plano. 

Então é claro que P é plano. Seja M um R-módulo qualquer. Se 

P®M 

o 
O, então O P CIO M O é uma sequ&nc1a exata. Logo 

M O é exata c portanto M ~ O. 

(b) ~ (c). Suponhamos que Pé plano e que para qualquer ~-mód~ 

lo M, P® M =O implicaM= O. Seja u:L --~ M um homomorfismo 

de R-módulos qualquer. Se idp®u =O, então lm(idp®u) =O. Logo 

P® lm(u) =O, pela proposição 41. Portanto lm(u) =O, pela hi

pótese. Consequentemente u = O. 

(c) => (a). Suponhamos que P é plano e que idp® u = O implica 

u =O para qualquer homomorfismo de R-módulos u:L M. Seja 

K 
u 

L 
v 

M uma sequência de homomorfismos de R-módulos ar 

bitrária. Se esta sequência é exata, então a sequênc1a 

p~ K i®u P®L 
i@ v 

P® M ( i idp) é exata, p é pl~ ~ pOIS 

Reciprocamente, P~K 
i@ u 

P® L i® v 
P® M é no. se uma 

sequência exata, então idp®(v.,u)"" (idp®v) o (ídp®u) =O. Lo

go vou== O, pela hipótese. Portanto lm(u) Ç Ker(v). Sejam I= 

~lm(u)eJ Ker(v). Consideremos a sequência exata 

o J J 
q 

J/1 O, onde j e q são os homomor-

fismos canón1cos. Como p é plano, 
i®q 

então a sequênc1a 

o P®l 
i®j 

P®J P®(J/1) O é exata. Lo 

go P®(J/1) é isomorfo a (P®J)/(P®I) (aqui estamos identificao 

do P®l com (i®j)(P®I)). Mas P®l é isomorfo a lm(i®u) e P®J 

é isomorfo a Ker(i ®v)= lm(i®u), pela proposição 41. Portanto 

(P®J)/(P®I) ~O. Segue-se que P®(J/1) ~O, donde Í@q ~O. Lo 

go q = O, pela hipótese. Portanto J/1 = O. Consequentemente 

lm(u) ~ = J = Ker(v), isto é, a sequência 

K 
u 

L 
v 

M é exata. 

Em conclusão, Pé fielmente plano. 
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(b) .::::::::;> (d). Suponhamos que Pé plano e para qualquer R-módulo M, 

P® M = O implicaM= O. Seja J ~ Max(R) qualquer. Como a sequên-

c 1 a O J R R/J O é exata e P é plano, en-

tão a sequência O P~J P®R P®(R/J) o é 

exata. Logo P® (R/J) é isomorfo a (P® R)/(P~ J), onde P® J é o-

dentificado com lm(P® J P ®R). Gons i de remos a ap I i cação 

u : p )( .I JP definida por u(x,r) = rx para cada (x,r) E P x J. 

É c I aro que u é 1\-b i I i near. Logo existe um homomorf 1 smo 

v: p ® J JP tal que v(x®r) = rx para cada tensor x®r E P®J. 

Observamos que v é um isomorfismo de R-módulos, com 

····+rx)=x®r n n t :1 + · · · · + x ®r para cada n n 

tro lado, P® R é isomorfo a P. Logo P/(JP) e P® (R/J) são isomor 

fos. Como R/J f:. O, então P®(R/J) f O, pela hipótese. Logo 

P/(JP) f O, isto é, JP f P. 

(d) =;> (b). Suponhamos que Pé plano e JP f P para qualquer 

J E Max(R). SejaM um R-módulo não nulo. Então existe x e M\{Ot. 

Cons ·I deremos a ap I i cação u: R Rx definida por u(r) = rx. t 

claro que ué um epimorfismo de R-módulos. Seja K = Ker(u). Então 

Rx é isomorfo a R/K. Como Rx I O, então K f R. Logo existe 

J e Max(R) tal que K ç J. Como JP f P, então KP I P. Como na de

monstração de (b) => (d) (P/(JP) e P® (R/J) são isomorfos), te

mos' P® (R/K) é isomorfo a P/(KP). Portanto P® (R/K) f O. Conse

quentemente P ® ( Rx) I O e disto segue-se que P ® M 1- O. 

PROPOSIÇÃO 51 - Seja M um R-módulo. São equivalentes: 

(a) M é finitamente gerado. 

C.Q.D. 

(b) Existe uma sequência exata L 

onde L é I ivre de pôsto finito. 

M O de R-módulos, 
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DEMONSTRAÇÃO- (a) :> (b). Suponhamos queM é finitamente gera-

do. Seja 

f:R" 

{x 1 ,x 2 , •••• ,xn} um sistema de geradores de M. Definimos 

claro que f é um epimorfismo de R-módulos. Seja L= Rn. Então 

L 
f 

M O é uma sequênc i a exata, onde L é I i vre de pôsto 

finito. 

(b) >(a). Suponhamos que existe uma sequênc1a exata 

L M O, onde L é um R-módulo I ivre de pôsto finito. 

Então I m( L M) = M. Como L é finitamente gerado, então M é 

finitamente gerado. 

C.Q.D. 

DEFINIÇÃO Seja M um R-módulo. Dizemos que M é de apresentação 

finita se existe uma sequência exata de R-módulos 

K L M O, onde K e L são I ivres de pôsto finito. 

É claro que todo R-módulo de apresentação finita é finita 

mente gerado. 

PROPOSIÇÃO 52 - Se Pé um R-módulo projetivo finitamente gerado, 

então Pé de apresentação finita. 

DEMONSTRAÇÃO Como P é finitamente gerado, então existe uma se 

quênc i a exata L 9 p O, onde L é um R-módu I o I i vre de 

pôsto finito. Consideremos o seguinte diagrama 

p 
/ 

lid 
/ 

/ 
/ 

/ 

.: 
L 9 • p o 

Como P é projetivo, então existe um homomorfismo 
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LP L tal que g o f= idp. Logo L= lm(f)m Ker(g), pela prE_ 

posição 38. Portanto Ker(g) é isomorfo a L/lm(f). Segue-se que 

Ker(g) é finitamente gerado. Então existe um epimorfismo de R-m~ 

dulos h:K Ker(g), onde K é I ivre de pôsto finito, pela pr~ 

posição 51. Seja k = 1 o h, onde i é a apl1cação inclusão de 

Ker(g) em L. Então a sequ~ncia K 
k 

L 9 p O é exata, 

po;s lm(k) ~ lm(; o h)~(; o h)(K) ~ ;(h(K)) ~ ;(Ker(g)) ~ Ker(g), 

Consequentementc P ~ de apresentação finita. 

C .Q, D, 

PROPOSIÇÃO 53 - Seja O K 
k 

L M O uma se-

quência exata de homomorfismos de R-módulos. Se L é finitamente 

gerado e M é de apresentação finita, então K é finitamente gera-

do, 

DEMONSTRAÇÃO - Como M é de apresentação finita, então existe u-

ma sequênc1a exata P f 
Q 9 M O de homomorfismos de 

R-módu I os, onde P e Q são I i vres de pôsto f in i to. Como Q é proj~ 

tivo (pelo corolário da proposição 39), então existe um homomor-

fismo h:Q L ta I que o diagrama 

Q 

/19 

L I M o 

comuta. Consideremos o seguinte diagrama comutativo 

p f 
Q 9 M o 

I 
h idM 

i v 
k o K L M o 
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Como I o h o f = g o f = O, então existe um homomorfismo 

d: P K ta I que k o d h o f. De fato, se x e. P, então 

l(h(f(x))) =O, isto é, h(f(x)) • Ker(l) = lm(k). Logo existe 

d(x) • K tal que k(d(x)) = h(f(x)). Segue-se que existe uma se-

quência exata 

Coker(d) Coker(h) 

pelo lema da serpente (proposição 37). Isto implica que Coker~(d) 

é isomorfo a Coker(h) "'L/h(Q). Como L é fin1tamente gerado, en

tão Coker(d) é ftnitamente gerado. Finalmente a sequência exata 

lm(d) K Coker(d) o 
onde lm(d) = d(P) e Coker(d) são finitamente gerados, mostram 

que K é finitamente gerado. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 54- Qualquer R-módulo X é isomorfo a Hem (R,X). 

DEMONSTRAÇÃO - Definimos u:Hom(R,X) X por u (f) = f ( 1) , E 

claro que u é um homomorfismo de R-módulos. Se u(f) = O, então 

f(l) =O. Logo f(r) = f(rl) = rf(l) =O para qualquer r E R e 

portanto f = O. Segue-se que u é injetivo. Seja x E X qua I quer. 

Consideremos a função h:{l} X definida por h(l) = x. Como 

R é um R-módulo I ivre com base { 1 L então existe g E Hom(R,X) 

tal que g restrita a {1} é h. logo u(g) = g(l) = h(l) = x. Por

tanto u é sobrejetivo. 

Consequentemente Hom(R,X) e X são R-módulos isomorfos. 

Sejam f: L 1 --.;. L e g:M 

I os. A ap I i cação 

Hom(L,M) 

h 

C.Q.D. 

M1 homomorfismos de R-módu 

Hom(L 1 ,M 1 ) 

g Cl h o f 

é um homorfismo de R-módulos e é denotado por Hom(f,g). 
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PROPOSIÇÃO 55- Se f:L, L, g: M -~>-M 1 , f':L, 

M2 são homomorfismos de R-módulos, então 

Hom (f o f' , g' o g) = Hom (f', g' ) o Hom (f, g) . 

DEMONSTRAÇÃO- Seja h E Hom(L,M) qualquer. Então 

Hom(f',g')(Hom(f,g)(h)) = Hom(f',g')(go h o f)= 

L 1 e 

= g' o ( g o h o f) o f' = ( g 1 o g) o h o (f o f' ) = Hom (f o f 1 
, g' o g) (h) • 

Portanto Hom(f o f' ,g' o g) = Hom(f' ,g') o Hom(f,g). 

C .Q.O. 

PROPOSIÇÃO 56- Se f:L, L e g:M M1 são homomorfis-

mos de R-módulos qua1squer, então 

Ker(Hom(f,g)) = {h E Hom(L,M); h( lm(f)) Ç Ker(g)}, 

DEMONSTRAÇÃO- Seja K ={h E Hom(L,M); h(lm(f)) Ç Ker(g)}. Se 

h 1:: K, então h(f(x)) E Ker(g) para qualquer x € L1 . Seja x € L1 

qualquer. Então Hom(f,g)(h)(x) = (g o h o f)(x) g(h(f(x))) =O. 

Logo Hom(f,g)(h) =O, isto é, h é Ker(Hom(f,g)). Reciprocamente, 

se h E Ker(Hom(f,g)), então g o h o f= Hom(f,g){h) =O. logo 

lm(h o f) Ç Ker(g). Mas lm(h o f) (h o f)(L,) = h(f(L 1 )) 

h( lm(f)). Portanto h( lm(f)) Ç Ker(g), isto é, h e K. 

Consequentemente 

Ker(Hom(f,g)) = K ={h e Hom(L,M); h(lm(f)) C Ker(g)}. 

c. Q. o. 

COROLÁRIO- Se f:l 1 L é um epimorfismo de R-módulos e 

g:M Mi é um monomorfismo de R-módulos, então Hom(f,g) é um 

monomorfismo de R-módulos. 
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PROPOSIÇÃO 57- Sejam Me Q R-módulos. SeM é a soma direta de 

" nR-módulos M1 , M1 , ... , Mn, 

" 
isto é, M = i2\M;, então Hom01,Q) é 

isomorfo a .e Hom(Mi,Q), 
•=1 

" = .e Hom(M-,,Q). Definimos 
I :o i 

DEMONSTRAÇÃO 

u,Hom(M,Q) 

Seja P 

P por u(f) ~ (Hom(k 1,j)(f),.,, .,Hom(k,,j)(f)), 

Me o monomorfismo canónico, 1 ~i~ n, e J :.: idQ. 

É claro que u é um homomorfismo de R-módulos. Definimos 

"p --~ Hom(M,Q) por v(9)(x) ~ 9 (x) + ·· · · + 9 (x ) J i n n para ca-

da g = (g
1

, •••• ,g 0 ) e P e cada x = (x 1 , •••• ,x 0 ) EM. Também é 

claro que v é um homomorfismo de R-módulos. Como v(u(f))(x) = 

~ Hom(k 1,j)(f)(x1) + .... + Hom(k.,j)(f)(x,) ~ f(k 1 (x 1 )) + .... 

.... + f(k 0 (xn)) ~ f(k 1(x 1 ) + .... + k"(x.)) ~ f(x) para qualquer 

f e Hom(M,Q) e qualquer X ~ (xJ''''''xn) e M, então v • u é a apli_ 

cação identidade de Hom(M,Q). Por outro lado, para cada 1 em 

li,,,, .,nf, Hom(k; ,j)(v(9))(x;) v ( 9) ( k ; ( x; ) ) ~ 9 ; ( x; ) par a 

qualquer g = (g
1

, •••• ,g
0

) E P e qualquer xr EM;. Logo u(v(g)) = 

~ (Hom(kl'j)(v(9)), .... ,Hom(k
0
,j)(v(9))) ~ (9 1 , .... ,9

0
) ~ g para 

qualquer g = (gt, .... ,gn) 6 P. Portanto u o v é a aplicação iden-

tidade de P. Consequentemente ué um isomorfismo e Hom(M,Q) é i-

" somorfo a .e Hom(Mi,Q) . 
• =l 

C ,Q,D. 

PROPOSIÇÃO 58 - Se Q é um R-módulo qualquer e 

K 
f 

L 9 M _ ____., o 

é uma sequência exata de R-módulos e homomorfismos, então 

o Hom(M,Q) Hom(L,Q) 
f~:-

Hom(K,Q) 

onde f-l~ Hom(f, idQ) e g'~ = Hom(g, idQ), também é um sequêncla 

exata. 

DEMONSTRAÇÃO - Como g é um epimorfismo e idQ é um monomorfismo, 
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então g = Hom(g, idQ) é um monomorfismo, pelo corolário anterior, 

Por outro I a do, segundo a proposição 55 temos f'' o g·::- "' 

= Hom(f, id 0 ) o Hom(g, id 0 ) = Hom(g o f, id 0 o id 0 ) = Hom(O, id 0 ) = O. 

Logo lm(g") C Ker(P). Seja h • Ker(P) = Ker(Hom(f,idQ)) qual

quer e seJa J = lm(f) = Ker(g). Então h(J) = h(lm(f)) Ç Ker(idQ) 

pela proposição 56. Logo h(J) = O e portanto h:L Q induz 

um homomorfismo k; L/ J ~-~ Q. Como g:L M é um epimorfismo 

con1 Kcl~(g)-'- J, então g induz um isomorfismo d:L/J ~--->-

P: L _ ___, L/J o epimorfismo canónico. Então o diagrama 

Q 

é comutativo. Como d é um isomorfismo, então podemos definir um 

homomorfismo i= ko d-! de M em Q. Logo i E Hom(M,Q) e g-:<-(i) 

Hom ( g, i dQ) ( i ) = i o g = ( k o d-' ) o g = k o ( d-' o g) = k o p = h . Por 

tanto h e lm(g-:q, Segue-se que Ker(f·:r) Ç lm(g·:<-). 

Consequentemente 

o Hom(M,Q) Hom(L,Q) Hom(K,Q) 

é uma sequênc1a exata. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO Se Q é um R-módulo qualquer e 

o 
59 -

K _f:_;,. L 
g M é uma sequência exata de homomorfismos 

de R-módulos, então a sequência 

o-~ Hom(Q,K) Hom(O,L) Hom(O,M), onde f* = 

Hom(idQ,f) e 9* = Hom(idQ,g), ~ tamb~m exata. 

DEMONSTRAÇÃO - Como idQ ~ um epimorfismo e f ~ um monomorfismo, 
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então f*~ Hom(id 0 ,f) é um monomorfismo, pelo corolãrio da prop~ 

sição 56. Por outro lado, uti I izando a proposição 55, temos 

g;c•f 1; = Hom(ido.,g)o Hom(ido..f) = Hom(id 0 ,gof) = Hom(id 0 ,0) =O. 

Logo lm(f;c) Ç Ker(g;c). Seja h e Ker(g;c) = Ker(Hom(id
0
,g)). Entlo 

h(Q) = h( lm( id 0 )) Ç Ker(g) = lm(f), pela proposiçlo 56. Como 

f:K L é um monomorfismo, então existe um isomorfismo 

k: lm(f) K tal que f o k é o homomorfismo inclusão de lm(f) 

em L. Definimos um homomorfismo j:Q K por j(x) = k(h(x)) 

para cada x e Q. Então j E Hom(Q,K) e para qualquer x E Q, 

f;c(j)(x) = Hom( id
0
,f)(j)(x) = (f • j)(x) = f(j(x)) f(k(h(x))) = 

(f o k)(h(x)) = h(x), pois h(x) E lm(f) e f • k é o homomorfismo 

inclusão de lm(f) em L. Logo fo~(j) "' h e portanto h E lm(f-:c). Se 

gue-se que Ker(g;c) Ç lm(f;c). 

Consequentemente a sequência 

o Hom(Q,K) L Hom(Q,L) Hom(Q,M) 

é exata. 

PROPOSIÇÃO 60 - Seja P um R-módulo. São equivalentes: 

(a) P é projetivo. 

( b) Para 

o 
qualquer 

f 
K 

sequência exata curta de R-módulos 
g 

M O, a sequênc i a 

C .Q .D. 

o Hom(P,K) 

L 
fY~ 

Hom(P,L) __a~ Hom(P,M) O, onde 

f~== Hom(idp,f) e 9* = Hom(idp,g), ~ tamb~m exata. 

(c) Para qualquer epimorfismo de R-módulos g:L M, 

Hom(id,,g),Hom(P,L) Hom(P,M) ~ tamb~m um epimorfismo. 

DEMONSTRAÇÃO- (a) --> (b). Suponhamos que Pé projetivo. Seja 

O K f L 9 M O uma sequência exata curta de 

R-módulos qualquer. Segundo a proposição anterior, a sequência 

O Hom(P,K) fx Hom(P,L) 9* Hom(P,M) é exata. Vejamos 

que 9* ~ sobrejetivo. Seja h e Hom(P,M) qualquer. Consideremos o 
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seguinte diagrama 

Como Pé projetivo, então existe um homomorfismo 

L ta I que g o f h. Logo f e Hom(P, L) e g~oc(f) " 

"Hom( id,,g)(f) "g o f h. Portanto 9* é um epimorfismo. Segue-

se que a sequência 

o-~ Hom(P,K) Hom(P,L) Hom(P,M) o 
é exata. 

( b) -> (c). Suponhamos que para qualquer sequência exata curta 

o K 
f L 

g 
M o, a sequência 

o Hom(P,K) f" Hom(P,L) 
g~;:~ 

Hom(P,M) o, onde f ~oc 

== Hom(idP,f) e 9-"- = Hom(idp,g), é também exata. Seja g:L -----> 

um epimorfismo de R-módulos qualquer. Consideremos a sequênc1a 

exata curta O ----.. Ker ( g) M ----->- O, onde i é o 

M 

monomorfismo inclusão de Ker(g) em L. Segue-se da hipótese que a 

sequência 

o Hom(P,Ker(g)) Hom(P, L) Hom(P,M) o 

onde ~~-- Hom(idp,i) e g~é"" Hom(idp,g), é exata. Logo g-::-

= Hom(idp,g) é um epimorfismo. 

(c) -->(a). Suponhamos que para q~alquer epimorfismo de R-módu-

" 

los gol M, g~" Hom(íd,,g)oHom(P,L) Hom(P,M) é também 

um epimorfismo. Seja h:P M um homomorfismo de R-módulos 

qualquer e g:L M um epimorfismo de R-módulos qualquer. Co-

mo h e Hom(P,M) e g*:Hom(P,L) Hom(P,M) é sobrejetivo, en-

tão h= g;c(f) para algum f E Hom(P,L). Logo g o f= Hom(íd,,g)(f) 

= g*(f) = h. Portanto P e projetivo. 

C, Q. D. 
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PROPOSIÇÃO 61 - Seja T uma R-álgebra plana. Se M e um R-m~dulo 

de apresentaç~o finita, ent~o o homomorfismo canon1co 

T ® Hom,(M,Q) 

tal que ~(t®f)(s®x) o ts®f(x) para cada t®f E T®Hom,(M,Q) e 

cada s@ x E T ® M, é um isomorfismo de T -módu I os para qua I quer 

R-módulo Q. 

DEMONSTRAÇÃO_ SeM"" R, então, uti I izando o corolário da prop~ 

sição 43 e a proposição 54, temos T® HomR(M,Q) = T® HomR(R,Q) ~ 

~ T®Q ~ HomT(T,T®Q) ~ HomT(T®R,T®Q) ~ HomT(T®M,T®Q) como 

l-módulos. Se M ""Rn para algum n e z+, então, uti I izando as pr~ 

posições 54 e 57, temos T®HomR(M,Q) = T®HomR(R",Q) ~ 

- T®((Hom (R,Q)) 0
) ~ T®Q" o (T®Q)" ~ (HomT(T,T®Q))"-

- (HomT(T®R,T®Q))";;; HomT((T®R)",T®Q) ~ HomT(T®R",T®Q) 

= HomT(T®M,T®Q) como l-módulos, logo o resultado vale seM é 

um R-módulo I ivre de pôsto finito. 

Consideremos agora um R-módulo M de apresentação finita 

qualquer. ~este caso existe uma sequência exata de homomorfismos 

K --'v-,> L M O, onde K e L são R-módulos I ivres de 

pôsto finito. Então a sequênc1a 

-_ __,_; _odC'®<>c.:v-:_., T®K T®L 
id® w T®M -~~~ o 

onde i d é a ap I i cação i dent i da de de T, é exata. Escrevendo FX = 

= T®HomR(X,Q) e GX = HomT(T®X,T®Q) para cada R-módulo X e uti 

I izando a proposição 58, obtemos as seguintes sequências exatas: 

O FM 9 FL h FK, onde g = id®HomR(w,idQ) e h= 

= id® HomR.(v, idQ) são homomorfismos de l-módulos, 
g' h' 

O GM GL GK,ondeg'=HomT(id®w,idT®Q.)e 

h' = HomT( id8 v, idT®Q.) são homomorfismos de l-módulos. 

Para cada tensor simples t®f e T®HomR(M,Q) = FM, 

g'(V(t®f)) e GL = HomT(T®L,T®Q) e g'(V(t®f)) o 

== HomT(id®w,idT®Q)U(t®f)) = ~(t®f) o (id®w). Seja s®z um 
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tensor simples qualquer em T®L. Então g'(r(t®f))(s@z) = 

o (i(t®f)o (íd®w))(s®z) o qt®f)(sew(z)) o ts®f(w(z)). Por 

outro lado, se Ó. :FL GL é o homomorfismo canónico, então 

ó(g(t® f)) o Ó (( íd® Hom,(w, íd.))(t® f)) "ó(t® (f o w)) e 

Ó(g(t®f))(s®z) "ó(t®(fow))(s®z) "ts®(fow)(z)" 

== ts®(f(w(z))). Portanto g'o i= óog. Similarmente comprova-se 

que se E:FK GK é o homomorfismo canón i co, então h' o 6 = 

= E. o h. Segue-se que os quadrados 

FM 9 FL FL k FK 

g' 
GM -"--"" G L GL h ' 

GK 

são comutativos. Consideremos o seguinte diagrama comutativo 

o o FM 9 FL h FK 

l 1 !1 
g' 'l h' 

·l 
o o GM GL GK 

Como L e K são R-módu I os I i vres de pôs to f in i to, então ~ 

e é são isomorfismos. Portanto ~ é um isomorfismo, pelo lema dos 

cinco (corolário 1 da proposição 34). 

C .Q. D. 

PROPOSIÇÃO 62- Seja T uma R-álgebra fielmente plana e seja M 

um R-módulo. 

(a) T®M é um l-módulo finitamente gerado se e só se M é finita 

mente gerado. 

(b) Se T® M é um l-módulo de apresentação finita, então M é de 

apresentação finita. 

(c) Se T@ M é um l-módulo projetivo finitamente gerado, então M 

é projetivo finitamente gerado. 



125 

DEMONSTRAÇÃO- (a) Se {x 1 ,x 2 , •••. ,xn} ç M é um sistema de gerad~ 

res de M, então comprova-se sem dificuldade que T® M é gerados~ 

bre T pelos elementos 1® x 1 , 1® x 2 , •••• , 1® Xn· Reciprocamente 

se 1@ x 1 , l®x 2 , .... , l®xn geram T8M sobre T, então xf, x 2 , ... 

• • ' ' I xn geram M. De fato, se L é o submódulo de M gerado por 

M é o monomorf i smo de i nc I usão, en-

tão idT® :T®l T®M é sobrejet1vo. Logo 

T® L _ _,i_,d,_,,'-'®'-'-i -c>> T ® M o 
é uma sequ~nc1a exata. Como T é fielmente plano sobre R, então a 

sequência L M O é exata. Portanto i também é sobrej~ 

tivo. Consequentemente M = L, isto é, M é finitamente gerado. 

(b) Como T® M é um l-módulo de apresentação finita, então T® M é 

finitamente gerado sobre T. Logo M é finitamente gerado, pela 

parte (a). Portanto existe uma sequência exata de R-módulos 

L 
u 

M 

ção 51. Seja K 

o 
onde 

O, onde L é I i vre de pôsto f in i to, pe I a propos i

Ker(u). Então a sequ@ncia 

T ® K i di®~ l ® L i c\®u > T 0 M o 
L é a aplicação de inclusão, é exata. Como L é fi 

nitamente gerado, então T® L é um l-módulo finitamente gerado, 

pela parte (a). Portanto l®K é finitamente gerado sobre T, pela 

propos1ção 53. Segue-se, novamente pela parte (a), que K é fini-

tamente gerado. Então existe um epimorfismo v:J K, onde J 

é um R-módu I o I i vre de pôsto f in i to. Seja w = 1 o v. Como I m( w) = 

(íov)(J) 

J 
w 

L 

finita. 

u 

i (v(J)) 

M 

i(K) = K = Ker(u), então a sequência 

O é exata, isto é, M é de apresentação 

(c) Se l® M é um l-módulo projetivo finitamente gerado, então 

T®M é um l-módulo de apresentação finita, pela proposição 52. 

Logo M é de apresentação finita (e portanto finitamente gerado), 

pela parte (b). Portanto o homomorfismo canônico 

HomT(l®M,T®Q) é um isomorfismo para t~ 

do R-módulo Q, pela proposição anterior. Seja g:K L um ep_!_ 
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morfismo de R-módu I os qua I quer. Então i dT ® g: T@ K ---> T ®L é 

um epimorfismo, pois T é um R-módulo plano. Consideremos o se

guinte diagrama: 

T ® Hom,(M, K) 

j®Hom(i,g) l 
T®HornR(M,L) 

• 

' 

HomT(T ® M, T ® K) 

1 HomT(j ®i ,j® g) 

HomT(T® M,T® L) 

onde i = idM, J = idT, f3 e ~são os isomorfismos . Vejamos que 

este diagrama é comutativo. Para cada tensor si mp I es t ®f em 

T®Hom,(M,K), ~([j®Hom(i,g)l(t®f)) E HomT(T®M,T®L) e 

!([j®Hom(i,g)l(t®f)) = !(t®(g o f)). Seja s®x e T®M um ten

sor simples arbitrário. Então ~(t®(go f))(s®x) = ts®g(f(x)). 

Por outro lado, Hom/j® i,j®g)(~(t®f)) = (j®g) o [~(t®f)] e 

(j®g)(~(t®f)(s®x)) = (j®g)(ts®f(x)) = ts®g(f(x)). Segue-se 

que ~([j®Hom(i,g)l(t®f)) = Hom(j®i,j®g)(~(t®f)). Disto deco 
T -

rre que o diagrama a c i ma comuta. Como j ® g é sobrejetivo ( Propo-

sição 1.20 de (9)) e T®M é um l-módulo projetivo, então 

Hom(j® i,j®g) é sobrejetivo, pela proposição 60. Logo 
T 

j®Hom(i,g) é um epimorfismo, isto é, a sequêncta 

j ® Hom( i ,g) 

é exata. Portanto a sequênc•a 

Hom(i,g) o 

o 

também é exata, pois T é fielmente plano. Então Hom(i,g) é sobr~ 

jetivo. Consequentemente M é projetivo, pela proposição 60. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 63- Sejam R e T anéis tais que R é um subanel de T. 

Se I é um ideal de R, então IT e T ®I são T-módulos isomorfos. 
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DEMONSTRAÇÃO - Definimos u:T k IT por u(t,a) = at. Clar~ 

mente vemos que u ~ R-bi I inear. Logo existe um homomorfismo de 

R-módu I os v: T ® I IT tal que v(t®a) = at para todo tensor 

s i mp I e s t ® a € T ® I e v ( t i @ a 1 + · · · · + t n e a n ) = a i ti + 

+ a 0 t
0

, para qualquer ti® a
1 

+ · · · · + tn® an e T ®I. Observamos 

que v é um homomorfismo de l-módulos. De fato, 

v(s(t~ ® a
1 

+ 

= a 1 (st 1 ) + 

sv(t 1 ® a 1 + + t 0 ® a 0 ) para qualquer sE T ló' qualquer 

+ t
0

®a
0 

E T@l. Definimos w:IT T ® I por 

+ a t ) ~ t ®a + · · · · + t .. ®a. para cada 
ri r1 i i " " 

+ 

t! f81 ai + 

w(aiti + 

ai t .t + :E: n. É claro que 

w é um homomorfismo de l-módulos e que w e v e v o w são as apl i c~ 

ções identidades de T ® I e I T, respectivamente. Consequentemente 

u é um isomorfismo de T -módu I os e I T e T ® I são T -módu I os 1 somo r 

f os. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 64- Sejam T um domínio de integridade, R um subanel 

de T tal que T é um R-módulo fielmente plano, e um i de a I não 

nulo de R·. Se IT é principal, então I é inversfvel. 

DEMONSTRAÇÃO Se I T é pr i nc i pa 1, então I T é um i de a I i nvers í-

vel (e portanto finitamente gerado) de T. Logo 1T é um T-módulo 

projetivo finitamente gerado, pela proposição 40. Portanto T® 1 

é um T-módulo projetivo finitamente gerado, pela proposição ant~ 

rior. Segue-se da parte (c) da proposição 62 que I é um R-módulo 

projetivo. Consequentemente I é um ideal inversível de R, pela 

propos1ção 40. 

C .Q.D. 
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PROPOSIÇÃO 65 Se R é um domínio de Krull e R não é um corpo, 

então o grupo dos divisores de R, D(R), é um Z-módulo I ivre com 

base {div(P); P e x< 0 (R)}. 

DEMONSTRAÇÃO Pela proposição 27 toda família não vazia de v-1 

de a i s inteiros de R tem um e I ementa max i ma I. Então toda fam i I i a 

não vazia de elementos positivos de D(R) tem um elemento minimal 

Seja B = {pÃ; À E A} o conjunto de todos os elementos positivos 

não nulos minimais de D(R). Como R não é um corpo, então B f~

Para cada À e A, SeJa Px o v-ideal inteiro de R tal que p>. 

= div(PÀ). Então P = {P>.;)., e A} é a família de todos os v-ideais 

inteiros próprios maximais de R. Como D(R) é um grupo abeliano, 

então ~(R) é um Z-módulo. Demonstraremos que B é uma Z-base de 

ll(R). Seja a e D(R) qualquer. Escrevendo b "='a v O, temos que a= 

= b - (b - a), onde b ~O e b - a~ O. Logo, para demonstrar que 

B gera D(R), é suficiente demonstrar que todo elemento positivo 

não nulo de D(R) é uma combinação I inear de elementos de B. Sup~ 

nhamos que isto n~o i certo e que a E D(R) i um elemento minimal 

do conjunto A "=' {c E D(R); c> O e c não é uma combinação I inear 

de elementos de B}. Então a 'B e portanto existe À E A tal que 

O < pÀ ~a. Logo O< a - p~ <a e portanto a - p é uma combina

ção I inear de elementos de B. Mas a= p,., + (a- p"); logo a 4 A, 

o que é absurdo. Consequentemente B gera o Z-m6dulo D(R), isto 

é, qualquer a e ll (R) é da forma a = L n>.P:v MA 
onde n,e z para 

cada " E 11 e t À e A; n > I' O! é um conjunto finito. 

Agora demonstraremos que se Px • B, a'' a l ' •••• , am e D(R) 

e P).. :s; a 1 + a 2 + · · · · + am, então P>.. ~ai para algum i no conJU~ 

to {1,2, .... ,m}. É suficiente considerar o caso em quem= 2. Co 

mo P>.. é um elemento positivo minimal de D(R), então p~ A a = 
' 

ou p,. A a 1 =O. Se P>.. A a 1 = p>.., então Px .:=;; a,_. Se P>. A a 1 =O, 

então (p>.. + a 2 ) A (a 1 +a~) "='a~. De fato, é claro que a~ ~ 
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tanto a - a, " p" " a 1 
~ o. Segue-se que (p, + a2.) A (a 1 + a,) o 

~ a " a •. Como P, " P, + a, e Px <; a' + a'' então Px " 
" (p, + a.:J" (a, + a,) o a'. 

Do resultado anterior, segue-se que cada r, é um ideal 

pr1mo de R' POIS se X, y e R e xy e r,, então (x)(y) o (xy) c r, 
e portanto div(x) + d;v(y) ;> d;v(P,) o p,, donde d;v(r,J o Px <; 

"div(x) ou div(P:>..) = pÀ ~ div(y), isto é, x E P" ou y e PÀ. 

Vejamos que cada elemento de D(R) tem uma representação u 

n1ca como combinação I inear de elementos de B. Suponhamos que 

E D(R) o L n p o L • onde n ' o algum a e a 0 >.p>.., n, - > para ).. E/\ À À HA À 

À e A. Seja AI o \ À e A· n, - n ' > O}. Então 1\, ~ 0. Escrevamos • ' 
{ 

• À A, nÀ - n À' se • mÀ 
• - n À' ), ' "• nÀ se 

Então L m>.p). "' L ffietP-. ~O, pois Ai~~- Se ), e A, 
).E/\ oL€1\\At 

então p" ~ ~ m..:P..:· Logo existe-: e A\'\tal que Px ~ P..:· Como 
-<.eA\..\ 1 

Po: é um elemento positivo minimal de D(R), então P). == pe<., o que 

é falso. Consequentemente cada elemento de D(R) tem uma represe~ 

tação única como combinação I i near de e I ementos de B. 

Finalmente demonstraremos que P =X(!) (R). Para isto de

monstraremos que {Rpi P E P} é uma família de definição de R. 

Se x e T(R)\\Of, 

definimos v~ :T(R) 

então div(x) = L n>.P~· Para cada À~ A, 
><A 

Z U {~}por v,(x) = nÀ e v,(O) o oo. Se 

y é T(R)\\Of, então 

= L ( n 
>.." 1\ ). 

Por outro 

div(y) = L m>.ph e 
HA 

div(xy) = div(x) + 

+ m)pÀ. Logo v),(xy) = 

lado, div(x) 1\ div(y) = 

n>. +mA= vx.(x) + 

div(Rx + Ry) e 

+ d;v(y) 

+ vÀ(y). 

R(x + y) Ç Rx + Ry. Logo div(x + y) ~ div(Rx + Ry). Como 

( L n>.p>) 1\ ( ~ m.\p).) = 2.. (min1n~,m>.~)p)., então x + y O ou 
~&1\ Xi~ X~~ 

d;v(x + y) o ~ k,pÀ;. d;v(Rx + Ry) o d;v(x) A d;v(y) = 

''" L (min{n>.,mJ·)p>.. Logo k). ~ min(n>.,m>.t para cada.>. E/\. Por-
H/\ 

tanto v).(x + y) ~ min{v).(x),v>.(y)}, que vale também se x + y = 

= O. Consequentemente cada v~ é uma valorização. Para cada ~e A, 

seJa V~ o anel de valorização de v>.. É claro que cada VÃ é um so 

breanel de valorização discreto de pôsto um de R. Como o conjun

to tÀ E/\; v;x(x) f- O} é finito para qualquer x e T(R)\{0~, então 
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a família {Vx; )r.. lA} tem carácter finito. Se x e. T(l-<)\lO~ e 

X E v). para todo ). & A., então v)., (x) ~ o para todo ). E. A. Logo 

div(x) ~ O. Portanto Rx ç R, isto é, x ~ R. Segue-se que R = 

n!v,;xd\f. 

Seja À e. I\ qualquer. Se x E R e v).(x) >O, então div(x) ~ 

~ p). = div(P).). Logo x E P>... Reciprocamente se x E PÃ, então 

div(x) ~ divO\) = P>,· Logo P>, ~ v>.(x)px e portanto v>..(x) > O. A 

ssim temos demonstrado que x ~ PÀ se e só se x E R,v).(x) > O, 1s 

to é, Px = M>. n R, onde Mx é o único ideal max1mal de Vx. Veja-

mos que v, ~ I< p . Se X e v'' então V À (X) ,. o e o conjunto " ~ o 

' ~ (.uell; Vp (X) "" O} é f in i to. Seja 11 ~ 

{ "'' P.t••••••flm}, Como o 

v,(x) "" o para qualquer f.l. e ",, então pfl Í P, para cada p e 11,. 

Logo para cada eõ {1,2, .... mt existe Si e PJ.li \P,., isto é, ex1s 

te Sj € R\P). tal que v,u./Si) >o. Escolhamos n E z+ suficientemen 

te grande de modo que v.#i(xs~) ~O para qualquer i e {1,2, .... ,m}. 

sm)n. Então ~ O para qua I quer p_ é. A. 

Logo XS e R e portanto x = xs/s 

Como VÀ é um 

Consequentemente V~ Ç Rp 
' anel de valorização de pôsto um, então VÀ = Rp , p~ 

' la parte (a) do teorema 17.6 de (7). 

Em conclusão tRp; p E Pl ~ {Rp; p E xlt I (R)\ pelo coro lá-

rio da proposição 25. Se p • p ~ {P,; X E 11\. então Rp ~ R o para 

algum Q • xttl(R). Logo PRp ~ ORo pela parte (c) do teorema 17.6 

de ( 7). Portanto p ~ PRp n R ~ ORo n R ~ o E xu 1 (R). Em canse-

quência P Ç x 0 ' (R). Similarmente prova-se que xlil (R) Ç P. Por

tanto {div(P); P E x" 1 (R)l ~ {div(P,); X E 11\ ~ {p,; X E A\~ B 

é uma 2-base de D( R). 

c .0.0. 

COROLÁRIQ - Seja R um domínio de Krull com T(R) f. R. São equ1v~ 

lentes: 

(a) P é um ideal pr1mo minimal de R. 

(b) Pé um v-ideal inteiro maximal de R. 
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Seja R um domínio de Krul I. Suponhamos que R não é um cor 

po. Se K é um ideal fracionário não nulo de R, então K = 1(1/r) 

para a I gum i de a I inteiro não nu I o I de R e a I gum r e R\ {O l. Logo 

div(K) + í'(R) = div(l(1/r)) +?(R)= div(l) + div(1/r) + 1'(R) = 

= div(l) + P(R), onde div(l) ~O. Quando consideremos um elemen

to arbitrário de CI(R), assumiremos que é da forma div(l) + P(R), 

onde I é um ideal inteiro não nulo de R. 

Daquí para a frente ~(R) denotará o conjunto de to 

dos os ideais fracionários não nulos de R. 

Seja R um domínio de Krul I com corpo de frações F f R. Se 

P E X(t) (R), então denotaremos por Yp a valorização determinada 

por RP. Assumiremos que o grupo de valores de vp é Z para cada 

P E XUl (R). Observamos que para cada P E X(!)(R) e cada n E z+, 

P" R { F ( ) } p\"l -_ P" R (1 R { R ( ) } p = X E ; Yp X ~ n e p = X E i Vp X ~ n . 

De fato, existe a E F\{0~ tal que vp(a) = 1. Logo a € PRP e mais 

ainda PRp = aRp· Segue-se que PnRp = a
0 

Rp = 

= {x E F; vp(x)" vp(a") = {x E F; vp(x);;, n}. 

TEOREMA DE APROXIMAÇÃO PARA DOMÍNIOS DE KRULL - Seja R um domí-

n i o de Kru I I com corpo de frações F f R. Se v 1 , v 
2

, •••• , v n E V = 

= {vp; P € x01 (R)}- e se k
1

, kz, .... , k 0 eZ, então existe t f F 

tal que vi(t) = ki para cada i E {l,Z, .... ,n} e tal que vp(t) ~ 

~ O para cada Vp e V\{v 1 ,v 21 •••• ,vn }. 

DEMONSTRAÇÃO 

ciente demonstrar que o 

= vp. para cada i e {1,2, .... ,nL É sufi 

' 
resultado vale no caso em que no máximo 

um elemento de {k 1 ,k~, .... ,k 0 } ~não nulo, porque se existem t 1 , 

t
2

, .... , t 0 E F tais que vi(tj) = Ójjki para qua1squer 1, J em 

{l,Z, .... ,n~ e vp(tj) ~O para cada j E {l,Z, .... ,n} e cada P em 
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t ' I { X (1<)\ P1 ,P,, .... ,PnL então t t t · · · · t e F satisfaz as 
! ' n 

condições requeridas. 

Seja j e {1, 2, .... , n} qua I quer. Suponhamos que k i "" O pa-

ra cada 1 e {1,2, .... ,n }\{j L Podemos assumrr que J = 1. Seja 

PtRP = aRp, onde a e P1 • Se ki =O, então t = 1 satisfaz as 
i i 

condições requeridas. Se k >O, então P!K1+J) C P
1

, pors v
1

(aK 1 ) 

k 0 k +1 L p(l(1l = 1 r 1 • o go 
1 

ção 4.9 de (7). Escolhemos 

cJ_ p ~ K1t-l) u 

t E p ( Kl) 

P 2 U · · · · U P n, pe I a propos r

tal que t f/. P(k,HJU P U ·· · · 
' ' 

···U Pn. Então v 1 (t) = ki, vi(t) =O para cada i E {2,3, .... ,n} 

e vp(t);;, O para cada P e P,, onde P, = X 111 (R)\{P1 ,P,, .... ,P,\. 

Portanto o teorema v a I e se k i ~o para cada i t { 1 I 2 I •••• In r. Se 

= kn = O, então existe y € F\{Ot tal que 

v' ( y) 

para cada P E P0 • Se u = 1/y, então v
1 

(u) = ki' v; (u) = O para 

cada; E {2,3, .... ,n\. 

vp(u) < 0\. Seja 

Escrevemos vj (u) 

Seja {Pn+!'Pn+ 21 •••• ,Pr} { p E P, ; 

onde hj >O. Então 

Yj "" vp. para cada 

' ; - h· para cada j 
J 

existe t' € F tal 

JE{n+l, n + 2, .... , rl. 
E { n + 1, n + 2, ..... I r}, 

que vi (t') = O para cada 

i E. {l,Z, .... ,nf, vj(t')=hj para cada j € {n+l,n+2, .... ,r} e 

vp(t') ~O para cada P E P
0
\{Pn+J'Pn+

2
, •••• ,PI"}. Se t = ut', en-

tão v
1
(t) k 1 , v;(t) O para cada i E {2,3, .... ,n,n+l, .... ,r} 

e Vp(t):;, o para cada p E x1lJ(R)\{P,, .... ,P,,Pnt!'""'Pr}. Po<:_ 

tanto v 1 (t) = k
1

, vi(t) O para cada i E {2 1 3 1 .... ,n} e vp(t) 3: 

"o para cada p E x1'l(R)\{P,,P,, .... ,P,}. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 66- Seja R um domfnio de Krul I com T(R) f R. Supo-

nhamos que K Kw é a w-operação induzida sobre R pela famí-

1 ;a f= {RP; P E x" 1 (R) I. 
(i) + - (m) <•J (a) Se Q e. X (R) em e Z I entao Q w = Q • 

(b) Se é um ideal não nulo de R tal que lw f R, então existem 

Z ' . ta1s que 
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DEMONSTRAÇÃO - (a) Pela definição (Qm)w 

o (){(QRp)m; P e X i<l(R)}" n {(QRp)m n 

P e X 11 l(R)\{Q}, então Q f/ P. Logo QRp 

x<'l(R)\{Q}. Portanto (Qm)w o (QRp)m n R 

o n{QmRp; P ex 1 'l(R)} 

R; P e X 1' l (R)}. Se 

Rp para cada P em 

== QmRp n R = Qtml. 

(b) Pela definição lw o () {IRp; P E X lt l(R)}" 

o 0{1Rp ()R; P E X(l)(R)l. Se ll<p o Rp para todo P E X1'l(R), 

então lw o n{li!p; p E x 111 (R)l o n[Rp; p E x1 ')(1<)f o R, o que 

contradiz a hipótese. Logo o conjunto P
0 

{P E X11 i(ll); IRp f Rp} 

f O, então existe é não vaz10. Vejamos que P0 é finito. Como 

a E l\{0]. O conjunto P1 o {P E X 11 l(R); aRp f Rp) é finito. Se 

P € P
0

, então al~p Ç IRp C Rp e portanto aRp i- Rp, isto é, P f. P1 . 

Logo 'P
0 

Ç F\, o que implica que P0 é finito. Seja P
0 

= 

= {Pi,P4, .... ,Pn}. Para cada i~ {1,2, .... ,nf, existe ei E z+ 
e· e-

tal que IRp. = (Pi Rp.) 1 = P 1 Rp .. Consequentemente lw = 

' ' ' 
o (IR n R) n ----()(IR n R)" (P"'R ()R)()--- n (P 0 "R n R) pi pn i pt P 
== p!(eJ.) n .... n p (enl. 

PROPOSIÇÃO 67 -

F f R. Se K 

I i a 1'" {Rp; P E 

C.Q.O. 

Seja R um dom in i o de Kru I I com corpo de fr·açoes 

Kw é a w-operação sobre R induzida pela famí

X(!)(R)}, então Kw = Kv para qualquer K e i(R). 

DEMONSTRAÇÃO - Seja K e: :f( R) qualquer. Então K"" I (1/r) para a_!_ 

gum ideal inteiro não nulo I de R e algum r e 1\\{0L Como a w-o

peração K Kw = O{KI\p; P € x 11 l(R)l é uma -l:--operação sobre 

R, então lw Ç lv, pela parte (4) do teorema 34.1 de (7). 

Se lw o R' 

lw f R' então lw 

x 1'>(R) e alguns 

então R 

o 
p (e, l n 1 

e 1 , • • • • , 

o 

e, 

lw 

E 

Ç I v Ç R, i st o e 1 I w = R = I v • Se 

n plen) para alguns ptt''''l pn em 

z+. Seja X E IV qualquer. Suponh~ 

mos que x 4-lw. Então f!xiste k E Ll,2, ... n}, digamos k = 1, tal 

isto é, vp(x) < e
1

• Pelo Teorema de Aproxi

' 
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mação para Domínios de Krull, existe tE F tal que vp.(t) =- ei 

' para cada i E {1,2, .... ,nt e tal que vp(t) ~O para cada P em 

x 1ll(R)\{P 1 ,P
2

, •••• ,P,f. Vejamos que I ç R(l/t). Seja a e I qua.!_ 

E t - I pletl n p~e"J. L ( ) quer. n ao a e w = l n · · · · .. ogo "p. a ~ e i para c a 

' da i e {1,2, .... ,n}. Por outro lado, vp(a) ~O para cada P em 

x1ll(R)\{P,,P,, .... ,P,). Portanto Vp(at) = Vp.(a) + Vp(t) 
' ' ' 

"'"p.(a)- ei ~O e vp(at) ~O para cada i E {1,2, .... ,n~ e cada 
' 

p t x{1 1 (R}\{Pl,P~, .... ,Pn}. Segue-se que atE R, isto é, 

a € R(l/t). Portanto I Ç R(1/t). Isto implica que lv Ç R(l/t). 

Então X e R(l/t), donde xt G R. Logo Vp(xt) ~o e portanto 
1 

O > vp(x) - e
1 

= vp(x) - vp(t) = vp(xt) ~ O, o que ~ absurdo. 
1 ! i I 

Consequentemente x e lw· Assim temos demonstrado que lv Ç lw. 

Em conclusão temos Kw = (I (1/r))w = lw(l/r) = lv(1/r) = 

(I (1/r))v = Kv. 

C .Q .D. 

Se R é um domínio de Krull eM é um sistema multipl i cati

vo de R, então demonstraremos que a ap I i cação f: C I (R) ~ C I ( RM) 

dada por f(div( I) + P(R)) = di v( IRM) + P(RM), está bem definida 

e é um epimorfismo de grupos. Chamaremos a f de epimorfismo canó 

niCO. 

PROPOSIÇÃO 68- Seja R um domínio de Krul I. SeM é um sistema 

multiplicativo de R, então a aplicação g:D(R) 

por g(div(K)) = div(KRM), está bem definida e induz um epimorfi~ 

mo de C!(R) sobre CI(RM). 

DEMONSTRAÇÃO Se R é um corpo, então RM = R, D(R) = tdiv(R)t = 

= {div(RM)t = D(RM) e CI(R) =O= CI(RM). Este caso é trivial. 

Suponhamos que T(R) f R. Então existe um subconjunto P de 

X(1)(R) tal que {Rpi P E P} é a família de definição de RM, pelo 

corolário da proposição 24. Seja T = RM. Então {TQi Q e Xt
1
)(T)~ = 
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= {Rp; P E P} pelo corolário da propos1ção 25. Vejamos que g es

tá bem definida. Se K, L e. 'f(R) e Kv = Lv, então Kw = Lw, pela 

proposição 67. logo KRp = KwRp = LwRp = LR para cada P e X I 1 ) (R), 

pelo teorema 32.5 de (7). Então, em particular, KTRP = LTRP para 

cada P • P. Portanto (KT)v = (KT)w = n{KT
0

; Q • X 111 (T)f = 

= n{KTRp; P • Pf = n{LTRp; PE Pf = n{LTQ; Q < X 11 1(T)} 

= (LT)w = (LT)v' isto é, g(div(K)) = div(KT) = div(LT) 

= g(div(L)). Segue-se que g está bem definida. E claro que g ~ 

um homomorfismo de grupos e que g(P(R)) Ç P(T). Então g induz um 

homomorfismo de grupos f:CI(R) CI (T) definido por f( [KJ) = 

= [KTJ, para cada lKl = div(K) + P(R) E CJ (R). Seja B = 

= {div(Q); Q f x1''(TJt. Então B é uma base de D(T). Seja Q um e 

lemento arbitrário de X11 )(T). Então Q = PT para algum P em 

X 1"(R), com P n M =~-Logo div(Q) = div(PT) = g(div(P)) está 

em lm(g). Portanto B Ç lm(g). Segue-se que D(T) Ç lm(g), isto é, 

lm(g) = D(T). Consequentemente o homomorfismo induzido f é sobre 

jetivo. 

C.Q.D. 

PROPOSIÇÃO 69 - Se R é um domínio de Krul I com corpo de frações 

F 1- R, então 

x01 (R[XJ) = {PR[XJ; P E X 111 (R)} U {o n R[XJ; Q E x11 1(F[XJl). 

DEMONSTRAÇÃO- Seja 'f o= (V)).\~: A a família de definição de R. Pa 

ra cada À E/\, seja V"; a extensão trivial de VÀ a F(X) e seja 

(~)~ 6 L a famí I ia de todos os sobreanéis de valorização essen

CiaiS e não triviais de F[XJ. Se T == R[X], então 'F' == 

= (V~), e A U (W•)« >e é a família de definição de T, pela propos_!_ 

ção 26. Logo 'J'' = { T ~ ; K • x"' <Tll. Como KT K n T = K para cada 

K f x1' 1(Tl, então K • xc•J<n se e só se K = M n T, onde M é 

ideal maximal de algum elemento de ~'. Seja P~ o ideal maximal 

de v; e~'. Então P~ n VA é o ideal maximal deVA. Logo PA = 

o 
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~ P ~ n R ~ P ~ n (V> n R) ~ ( P ~ n V,) n R e X I 1 I (R) . Mas P > R [X l ç 

Ç P; n R[XJ e se f E P~ n R[XJ, então C(f) Ç P,. Logo f e PAR[XJ. 

Segue-se que P; n R[XJ = PÀR(XJ, onde P>. E: X( 1 )(R). Por outro la

do, se M é o ideal maximal de W E (Wa) 6 ç L• então M n T = 

~ M n (F[X] n T) ~ (M n F[XJ) n T ~ Q n T, onde Q M n FlXl é 

um ideal primo minimal de F(X]. Consequentemente K e X 11 )(R[XJ) 

se e só se K = PR[XJ para algum P E X11 )(R) ou K - Q n R(XJ rara 

algum Q f X111 (F[Xl). 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 70 - Seja R um dom in i o de Krul I com ~(R) ~ R. Se 

P € X (t)(R) em e z: então (PR[XJ )tmJ = P1"1RlXl. 

DEMONSTRAÇÃO- Seja T ~ R[Xl. É claro que P1" 1T ~ (P"R, n R)T ~ 

~ P"R,T n T Ç (PTtTPTn T ~ (PT) 1"'. Seja f e (pT)<mJ ~ (PTtTPTn T 

qualquer. Então f E T = R[XJ e fg € (PT)m = PmT para algum g em 

T\(PT). Logo C(fg) C P" e portanto C(f)C(g) Ç (C(f)C(g))v ~ 

(c(f )) (p m) (P")w ~ P1
"

1 I · - 4 66. = 9 v C v , pe as propos1çoes e Como 

C(g) cJ. P e P 1
mJ é um ideal P-primário, então C(f) Ç plmJ, isto é, 

f G- plmlT. Segue-se que (PT) 1m) = P(mJT, isto é, (PR[XJ )(m) = 

C. Q. D. 

PROPOSIÇÃO 71 - Seja I um ideal de um anel R. Se o conjunto 

C ç_ R[XJ gera o ideal IR[XJ, então o conjunto B =={f( O) e I; 

f(X) E c} gera o ideal I. 

DEMONSTRAÇÃO_ Seja y E I qualquer. Então y E IR[XJ e portanto 

y ~ f,(X)g,(X) + f
2

(X)g
2

(X) + · · ·· + f 0 (X)g 0 (X) para alguns 

f,(X), f,(X), ..•. , f,(X) E R[Xl e alguns g,(X), g 2 (X), ....... . 
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.... , g 0 (X) <C. Como y e R, então y o f
1

(0)g
1
(0) + f,(O)g,(O) + 

+ · ·· ·' + fn(O)g.,{O), isto é, y pertence ao ideal de R gerado 

por 8. 

c.~.o. 

COROLÁRIO Se I é um ideal de um anel R tal que !R(XJ é um 1-

deal principal de R[XJ, então I é principal. 

PROPOSIÇÃO 72 - Seja R um domrnio de Krul I com corpo de frações 

F -f R. Se I é um ideal não nulo de R, então ( IR[XJ )v== lvR[XJ, 

DEMONSTRAÇÃO - Seja T o RlXl. Se (W,),. A é a famí I ia de todos 

os sobreanéis de valorização essenciais não triviais de FlXJ, e~ 

tão a família de definição de T é :f= {TPT; P e X(!l(R)} U {WÀ; 

À€1\}. 

Se lw = R, então lvT = lwT = RT = T. Por definição ( IT)w 

( n{ITpT; P E X(l)(R)}) n ( n{IWÀ; Ae!ll) 

o ( n {I T PT n T; P < X (l) (R)}) n ( n {I W À n T; À E 11}) . Como I f O e 

F Ç WÀ para cada À € /\, então IWÀ = WÀ para cada À E I\. Logo 

(IT)v o (IT)w o n{ITPTnT; P e X(l)(R)f. Suponhamos que (IT)v C 

C T. Então (IT)w f T. Logo (IT)w o n{ITPTn T; P E X(l)(R)f o 

= (PtT)<etln(P~T)(e~) n n (PnT){enlpara alguns P
1

, P
2

, •••••• 

.... 1 pn 6 X(l)(R) e alguns e 11 eu··••t efl e. z+1 pela demonstra 

ção da parte (b) da proposição 66. Mas (P;T)(ei) = P;(ei)T para ca

da i e {1,2 1 ...• 1nf 1 pela proposição 70. Portanto IT Ç (IT)w = 
o P(e,IT n ple,)T n · · · · n p(e")T o (p(e,) n P,le,) n · · · · n P,(e,l)T. 

i 'l. n 1 

Pela parte (a) da proposição 66 1 Pitei)= (p~i )w para cada i em 

{1121''''1nL Segue-se que o f I ç pitei) n p;e~) () --·· n p~en) = 

= (p~t)w n (P: 2 )w n ·· ·· n (P~")w· Em particular, I ç (P~ 1 )w· 

Logo R= lw <;: ((P~')wlw = (P;')w Ç (P1 )w = (P,)v. Mas (P,)v = P, 

pelo corol~rio da proposiç~o 65. Portanto R~ P11 o que e absur-
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do. Consequentemente ( IRlXJ )v ~ ( IT)v ~ T ~ lwT lvT ~ lvR[XJ . 

Se lw -f R, então lw = Q~k,l n o!k~) n · · · · n Q~kml para al

guns QJ, Q~······ Qm e xlil(R) e alguns kj, k.t•····· km E z+. 

Por outro lado, (IT)v" (IT)w ~ 11 !ITPTnT; P • x" 1 (R)} comovo 

mos anteriormente. Observamos que TPT = R[XJP[XJ = Rp[XJP[X] e 

ITpT ~ IRplXJPIXJ• para cada P e x<f)(R). Se P, {Ql'Q,, ... ,Gmf, 

então IRp = Rp e portanto ITPTnT = T. Para cada i E {1,2, ... ,mf-, 

k· k· k· 
IR 0 .lXJQ·lXJ = G1•R 0 [XJQ.[XJ Q 1 •R[XJQ·[XJ~ (Q;[XJ) •R[XJQ·lXJ' 

~ I l J I k. 1 

Entao IT 0 . 1 nT ~ IR 0 .fXJQ.[XJ 11 RlXJ ~ (Q;[XJ) 'R[XlQ·[XlnRlXl ~ 
I I I 1 

~ (Q;[XJ)lk;l para cada i E {l,2, .... ,mL Segue-se que (IRlXl)v ~ 

~ (IT)v ~ (IT)w ~ (Q!T)Ik,ln(o,T)Ik,l 11 .... 11 (QmT)lkml ~ 

olk,IT 11 olk,IT 11 .... n olkmiT ~ (o<k,l n o<k,l 11 .... n o<kmi)T ~ 
! 2. m ! 2. m 

c.o.o. 

PROPOSIÇÃO 73- Se R é um domínio de Krull, então CI (R[XJ) é ca 

non i camente isomorfo a C I (R). 

DEMONSTRAÇÃO Sejam T = R[XJ e F= T(R). Se R é um corpo, então 

D(R) ~O, CI(R) ~ {[RJ} ~O e CI(R[Xl) ~O. Neste caso trivial a 

ap I i cação [KJ [KR[Xl] de CI(R) em CI(R[XJ) é um isomorfis-

mo de grupos. Suponhamos que R não é um corpo. Definimos 

g,D(R) CI (T) por g(div(K)) ~ div(KT) + P(T). Vejamos que g 

está bem definida. Se K, L E J'(R) e Kv"" Lv, então K = 1(1/r) e 

L ::o J(l/r) para alguns ideais inteiros não nulos I e J de R, com 

I v~ Jv, e algum r E R\{01. Logo ( IT)v ~ lvl ~ Jvl ~ (JT)v pela 

proposição 72. Portanto (KT)v ~ (IT)vl(l/r) ~ (JT)vl(l/r) ~ 

~ (L T)v, isto ~. di v(KT) di v( L T). Segue-se que g(d i v(K)) ~ 

= g(div(L)). É claro que g é um homomorfismo de grupos. Como 

{div(Q); Q E X11 l(T)} gera D(T), então {div(Q) + p(T); Q E X11 )(T)} 

gera CI(T). Se Q E x" 1(T), então Q ~ PT para algum P € x" 1 (R) 

ou Q = M n T para algum Me X(!)(f[X]). Se Q = PT para algum P 
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em X' 0 (R), então div(Q) + P(T) o div(PT) + P(T) o g(div(P)) es

tá em lm(g). Se Q o (fF[Xl) n T para algum fF[XJ e X" 1 (FlXl), 

então podemos assumir que f e T R[X]. Logo ff[XJ n T = 
o f[R:C(f)JFT, pela proposição S. Portanto div(Q) + P(T) o 

o div(fFlXl n T) + P(T) o div(flR:C(f)lFT) + P(T) o 

o di v( [R:C(f)]FT) + div(fT) + P(T) o di v( [R:C(f)JFT) + P(T) o 

g(div([R:C(f)lF)) < lm(g). Consequentemente CI(T) Ç lm(g), is

to é, lm(g)oCI(T). 

Agora demonstraremos que Ker(g) = P(R). t claro que P(R) C 

ç;: Ker(g). Se K é um ideal fracionário não nulo e g(div(K)) = 

o P(T), então div(KT) G l'(T). Como K o 1(1/r) para algum ideal 

inteiro não nulo I de R e algum r 6 R \tO L então di v( IT) + P(T) = 

o div(IT) + div((!/r)T) + P(T) o div(l(l/r)T) + P(T) o div(KT) + 

+ P(T) o P(T). Logo div(IT) € :P(T) e portanto lvT o (ITlv é um 

i de a I pr i nc i paI de T. Segue-se que I v é um i de a I pr i nc i paI, pe I o 

corolário da proposição 71. Então div(K) = div(l(l/r)) = 

o div(l) + div(l/r) o div(lv) + div(l/r) E P(R). Consequentemen-

te Ker(g) o P(R) e a aplicação f:CI(R) CI(T) definida por 

f(div( I) + P(R)) di v( IT) + P(T) é um isomorfismo de grupos. 

C. Q. D. 

TEOREMA 8- Se R é um domínio de Krull, então CI(R(X)) é canon_i_ 

camente isomorfo a CI(R) e Pic(R(X)) é canonicamente isomorfo a 

Pic(R). 

DEMONSTRAÇÃO - Consideremos os homomorfismos canÓn1cos 

f:CI(R) CI(R[Xl) e g:CI(R[Xl) CI(R{X)). Seja h o 

= 9 o f. Como f e 9 são sobrejetivos, então h é sobrejetivo. Ob

servamos que h(div(l) + P(R)) "div(IR{X)) + P(R{X)) para cada 

div(l) + P(R) G CI(R). Suponhamos que d;v(IR(Xl) + P(R(X))" 

"P(R{X)). Então div(IR(Xl) o div(fR(Xl) para algum f E RlXl. Po 

demos assumir que I é um v-ideal inteiro de R. Neste caso IR(X) 
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é um v-ideal de R(X>. logo IR(X) = fR{X) e portanto I é princi

pal, pela proposição 15 do cap~tulo I I. Segue-se que div(l) + 

+ P(R) = P(R) e consequentemente Ker(h) = O. Temos assim demons-

trado que h é um isomorfismo de grupos. 

Consideremos agora o homomorfismo canónico 

Pic(R(X)) induzido por h. Seja div(J) + P(R(X)) 

um elemento arbitrário de Pic(R(X)) (onde J é um ideal inteiro 

de R(X}). Como h é sobrejetivo, então div(J) + P(R(X)) = 

~ h(div( I) + P(R)) ~di v( IR(X)) + P(R(X)) para algum v-ideal In

teiro I de R. Logo IR(X) é um ideal inversível de R{X). Portanto 

I é um ideal inversível de R, pela proposição 13 do capítulo I I. 

Consequentemente div(J) + P(R(X)) ~ k(div( I) + P(R)) e disto se 

gue-se que k é sobrejetivo. Se div(l) + P(R) e Ker(k) (aqui I é 

um ideal inversível de R), então h(div(l) + P(R)) 

~ k(div(l) + P(R)) ~O. Logo div(l) + p(R) ~O em Pic(R). Portan 

to k é injetivo. Em consequência Pic(R(X)) é canonicamente iso-

morfo a Pic(R). 

c. Q. o. 

Finalmente queremos demonstrar que se R é um domínio de 

Krull, então CI(R(X)) é canonicamente isomorfo a G(R) = 

= CI (R)/Pic(R), o grupo de classes local de R. 

OBSERVAÇÃO- CI(R) e Pic(R) podem ser definidos para qualquer 

domínio completamente integralmente fechado. 

PROPOSIÇÃO 74- Seja R um domínio completamente integralmente 

fechado. Então Pic(R(X)) ~O. 

DEMONSTRAÇÃO _ Seja div(J) + P(R(X)) um elemento arbitrário de 

Pic(R(X)) (onde J é um ideal (inteiro) inversível de R(X)). En-

tão J é principal, pelo teorema 3 do capítulo I I. Logo 
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div(J) + ?(R(X)) = ?(R(X)). Portanto o único elemento de 

Pic(R(X)) é P(R(X)), isto é, Pic(R(X)) = O. 

C .Q, D. 

PROPOSIÇÃO 75- Seja R um anel qualquer. Então R(X) é um R-módu 

lo fielmente plano. 

DEMONSTRAÇÃO - É c I aro que R [X] é um R-módu I o I i vre (com R-base 

{l,X,X
2

,X
3

, •••• }). Então R[X] é um R-módulo plano, pela proposi

ção 46. R(X) é um R[X]-módulo plano, pela proposição 44. Logo 

R(X) é um R-módulo plano, pela proposição 49. 

Seja J E Max(R) qualquer. Então JR(X) e Max(R(X)) pelo 

teorema 2 do capítu I o 11. Logo JR(X) f R(X). Portanto R(X) é um 

R-módulo fielmente plano, pela proposição 50. 

C .Q .D. 

TEOREMA 9- Se R é um domínio de Krul I, então o homomorfismo ca 

nónico 

f:CI (R) 

[I] 

CI(R(X)) 

liR(X)l 

está bem definido, é sobrejetivo e seu núcleo é PiC(R). 

DEMONSTRAÇÃO- Seja g:CI(R) CI (R[XJ) o isomorfismo canóni 

co da proposição 73. Segundo a proposição 68, a aplicação 

h:CI(RlXJ) 

[JJ 

--~CI(R(X)) 

[JR(X)J 

está bem definida e é um epimorfismo de grupos. Seja f h o 9. 

Observamos que f( [I]) = [IR(X)J para cada [I] =di v( I) + P(R) em 

CI(R). ~claro que f está bem definida e é um epimorfismo de gr~ 

pos. Vejamos que Ker(f) = Pic(R). Se [I] e Pic(R), onde I é um 
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ideal inteiro inversível de R, então IR(X) é um ideal inversível 

de R(X). Logo [IR(X)l E Pic(R(X)). Mas Pic(R(X)) =O, pela prop~ 

sição 74. Portanto f([IJ) = [IR(X)l =O, isto é, [ll e Ker(f). 

Reciprocamente, se [i)= div(l) + P(R) E Ker(f), então [IR(X)J 

"" f( [I]) = O. Podemos assumir que I é um v-ideal inteiro de R. 

Logo I R (X) é um i de a I pr i nc i paI de R (X). Portanto I é um i de a I 

inversível de R, pelas proposições 64 e 75. Segue-se que [I] es

ta em Pic(R). Consequentemente Ker(f) = Pic(R). 

C. Q. D. 

COROLÁRIO- Se R é um domínio de Krull, então CI (R(X)) é canon1 

comente isomorfo a G(R) = CI(R)/Pic(R). 
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