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RESUMO

Este trabalho reune informagtes a respeito do gue tem
sido pesquisado na &rea de transformagfes do tipo Box e Cox para a
varidvel resposta de um modelo de regressdo linear, sob a minimizagio

dos erros quadréticos e a minimizag3c dos erros absolutos.

Primeiramente, apresentamos métodos para a escolha de
ume transformacgdo do tipo Box e Cox adequada para a variavel resposta
de um medele de regressdo linear, sob a minimizagdo dos erros
quadraticos, algumas alternativas robustas e a minimizagio dos erros

absolutos, usando critérios estabelecidos.

Em seguida, apresentamos métodos de diagnésticos de
influéncia de um subconjunto de observagBes do conjunto de dados sobre
a estimativa do parametro de transformagdo da varidvel resposta, sob
a minimizagic dos erros Quadrédticos e a minimizagic dos erros

absolutos.

Finalmente, a titulo de Iilustragic e comparagio,
utilizando alguns dos métodos catalogados, analisamos alguns conjuntos

de dados simulados e um conjunto de dados real.
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CAPITULO 1

INTRODUGAC

Entre os métodos estatisticos disponiveis para analise
de dados, um dos mais discutides € a regressfo., A teoria da regressio
¢ utilizada para resolvermos problemas de aproximagéo de uma fungéo a
um conjunto de pontos dade. Na tentativa de ajustarmos uma curva a
esse conjunte de pontes, procuramos a fungdo que esteja mais proxima
possivel dos pontos. Usualmente, o tipo de fung8c ¢ sugeride por
evidéncias empiricas ou argumentos teérices. Apéds escolhermos um

modelo, devemos analisa-lo para verificarmos se ele estd adequado.

A técnica mais comumente utilizada para sotucionarmos
problemas de regressfio é ¢ método dos minimos quadrados, proposto por
Legendre em 1805, A popularidade do estimador de minimos quadrados
pode ser explicada, pelo menos parcialmente, pela simplicidade
computacional e matematica do método e pelo fato de que gquando os
erros aleatérios sdo independentes e peossuem variédncias constantes, o©
estimador de minimos gquadrados de um modelo de regressio linear é BLUE
(melhor estimador linear n#&o-tendenciose) assim como equivale ao
estimador de maxima verossimilhanga; consequentemente as inferéncias

s30 realizadas facilmente.



Entretanto, sabemos que o5 estimadores de minimos
guadrados sac sensiveis a valores aberrantes, assim como podem ser
altamente ineficientes quando os erros nfo tem distribuicdo normal, ou
possuem caudas alengadas, como por exemplo, as distribuictes
dupla-exponencial e Cauchy. Em uma variedade de aplicacdes tem surgido
evidéncias telricas e empiricas de que os residuos revelam

caracteristicas distribucionais diferentes daquelas de distribuicBes

normais.

Diversos estimadores alternativos tem sido
desenvolvidos a fim de superarmos essas dificuldades da regressio de
minimos guadrados. Esses estimadores, que procuram acomodar a
possibilidade da presenga de valores saberrantes, s83o0 denominados
estimadores robustos. A ocorréncia de valores aberrantes pode ser

estimulada pelo fato da distribuicdo de erros ter caudas alengadas.

A regressdo Ll. isto é, que minimiza a soma dos erros
absclutos € considerada adequada para casos em gque 2 distribuigdo dos
erros tem caudas alongadas. Vérios autores consideram-na uma boa
alternativa robusta para a regressdo de minimos quadrados. A robustez
ocorre pelo fato da regressédo L1 ser menos sensivel a valores

aberrantes do que & regressdo de minimos quadrados.

Embora proposta meio século antes da publicagio do
"Principioc de Minimos Quadrados" por Legendre, o desenvolvimento
da regressic de erros absolutos foi lenta. O problema computacional
associado & regressdo L1 tornou seu uso praticamente impossivel por
muitos anos. Charnes, Cooper e Ferguson{1955} formularam o problema de
regressao Ll comc um problema de programagio linear e seclucionaram-no
usando o algoritmo simplex. Este trabalho foi de extrema importancia,
transformando a regressio L1 em uma téenica computacionalmente

tratavel.



Além das dificuldades computacionais, uma grande
restrigdec na ampla aplicagio da regressio L! foi a falta de
ferramental para inferéncia estatistica, se comparada & regressfo de
minimos quadradops. Entretanto, nos ultimos dez anos diversos estudos
de Monte Carlo foram desenvolvidos sobre propriedades dos estimadores
para pequenas amostras, e surgiram resultados assintdticos sobre a

distribuigdo dos estimadores e procedimentos para a inferéncia.

Quande a distribuicio dos erros € dupla—exponencial (ou
Laplace}, o0s estimadores dos parametros da regresséo L1 sdo
estimadores de maxima verossimilhanga , portanto s8o assintoticamente

nidc tendenciosos, eficientes e normalmente distribuidos.

A regresszo L1 ¢ mais eficiente do que a regressic de
minimos gquadrados quando os erros tem distribuigio simétrica para a
qual a mediana amostral é um estimador de posicdo mais eficiente do
que a média amostral, por exemplo, quando os erros tem distribuicio
com caudas alongadas como as distribuigSes dupla-exponencial, Cauchy
ou normais contaminadas. Quando a fung@o de perda é baseada nos erros
abselutos a regressdo L € mais apropriada do que a regressdo de

minimos quadrados.

Muitos procedimentos em regressdo de minimos quadrados
tem sido destinados a viabilizar a aplicag@o de modelos lineares a um
conjuntc de dados que mic possua as suposigbes subjacentes A sua
utitizagdo e também a detectar discordancias entre os dados e o
modelo, entdo, assumido. Intre esses procedimentos, métodos comumente
utilizados sdo ag familias de transformag¢des da variavel resposta,
proposto por Box e Cox em 1964 e a utilizacdo de diagnésticos de

influéncia, gue surgiu no final da década de 1970.

A metodologia, na 4area de transformagdes da varidvel

resposta, cresceu consistentemente na década de 1970 e conjuntamente



com a metodologia desenvelvida para diagnosticos de influéncia na
década de 1980, Entretanto, ambas metodologias encontram-se espalhadas
em diversos artigos, relatérios e em poucos livros. Tomamos
conhecimento, através da segio "Book Reviews" do volume 85 da revista
JASA, publicade em junho de 1990, do langamento de um livro que trata
quase gue exclusivamente do desenvolvimento de metodologias nessas
areas. Tal livro, publicado em 1988, é da autoria de Carroll e Ruppert

e entitulado por "Transformation and Weighting in Regression".

Em regressao Ll, devido ao recente desenvolvimente de
metodologia, encontramos um ftnico artigo especifico relacionado a
aplicagdo de transformagBes da variavel resposta e métodos de

diagnésticos de influénecia na esceolha de tais transformaces.

Nesse artigo, publicado por Parker em 1988, a2 obtencio
de resultados interessantes relativos & aplicacdo da metodologia de
transformacfes na varidvel resposta, sob minimizagdo dos erros
absclutos, em um conjunto de dados real motivou-nos a realizar esse
trabalho. A aplicagdo, nesse artigo, foi realizada sobre um copjunto
de dados bastante conhecide por "Stack-Loss Data", primeiramente
analisado por Brownlee(1965), e que vem sendo analisade por diversos
pesquisadores conhecidos, como C.Dantel e F.S5.Wood(1980},
D.F. Andrews(1974), A.C. Atkinson(1982), e R.J.Carroli e
D.Ruppert(1985). Todos o©s pesquisadores mencionados acima tratam os
dados como possuindo erros aleatérios independentes e identicamente
distribuidos normais e aplicam, entdo, regressac de minimos quadrados
ou algum método de regresso robusta. Em todas as andlises por eles
desenvolvidas, chegou-se & conclusio que cerca de 207 das observacgbes
sfioc aberrantes, devendo portanto serem desprezadas. Parker{1888}, no
entanto, trata os dados como possuindo erros -aleatérios independentes
e com distribuigdo dupla-exponencial e apo6s aplicar a metodologia
desenvolvida para transformacio da variadvel resposta, sob minimizagio

dos erros absclutos, consegue acomodar perfeitamente todas as



observacoes.

O fato é que, ndc podemos, na verdade, afirmar que tais
dados pertencem a uma distribuigdo normal ou a uma distribuicioc
dupla—exponencial, devido ao pequeno tamanhc da amostra {n=2l), mas
quando trabalhamos sob a hipétese de normalidade desprezamos cerca de
207 de informac@es, que podem na realidade estar evidenciando a
nio adequagdo da suposigdo assumida, ao pé.sso gque, quando trabalhamos
sob a hipbtese de dupla~exponencialidade nfo jogamos fora informacéo.
Cabe, portanto, nesse caso ao pesquisador a escolha da distribuicdo de
erros subjacente gpo problema, de acordo com a consciéncia de suas

necessidades e das restrigles de seus resultados,

A estimagédo L1 vem ganhande uma grande preocupagdo por
parte dos pesquisadores nos iltimos anos e por esse motivo realizamos
esse trabaiho, cuja finalidade é reunir informag¢bes sobre o que tem
sido pesquisado na area de transformacdes do tipo Box e Cox para a
variavel resposta e de diagnésticos de influéncia, sob minimizagio de
erros quadréaticos e sob minimizagio de erros absclutos, a fim de
facilitar o estudo daqueles estatisticos ou pesquisadores que se
interessam pela Area. Nesse trabalho, desejamos , também, verificar a
partir das linhas de pesquisas desenvolvidas nessas areas para
regressio de minimos quadrados, © que pode ser desenvolvido por

analogia para regresséo Ll.

No capitulo 2, apresentaremos a familia de
transformacdes do tipc Box e Cox e as metodologias desenvolvidas para
selecionarmos a methor transformacdo, baseada no critéric de maxima
verossimilhanga, sob  minimizago dos  erros guadraticos, sob

minimizagBc dos erros absolutos e sob outras alternativas robustas.

No  capitule 3, apresentaremos os  meétodos de

diagnésticos desenvolvides para avaliarmos z influéneia de observagdes



individuais na escolha de wuma transformagio em particular, sob
minimizagio dos erros quadraticos e sob minimizag8o dos erros

absolutos.

No capitulo 4, utilizaremos um conjunto de dados
retirado do livro de Gunst e Mason (1980) e aplicaremos os métodos

acima citados em conjuntos de dados simulados.



CAPITULD 2

TRANSFORMACE}ES DO TIPO BOX E COX

2.1 INTRODUCAOD

Quando usamos as técnicas de andlise de regressio
assumimes certas suposi¢gfes subjacentes ao conjunto de dados em estudo
a fim de que as conclusGes tiradas dessa andlise possam ser
confidveis. As técnicas usvais de modelos lineares sob a minimizac8o
dos erros quadréticoes supfem que o conjunto de dados analisado
represente uma amostra aleatoria de uma populagdo que possua as

seguintes caracteristicas:

(i} normalidade aproximada,
(ii) variancia dos erros constantes,

(iii) independéncia das observagoes.

Muitas vezes , entretanto, o conjunto de dados original
ndo possul as caracteristicas assumidas acima. Transformagbes tem sido
utilizadas a fim de tentarmos alcancar, pele menos aproximadamente,
esses Tequisitos para analise de modelos lineares, sob a minimizagio

dos erros quadraticos.



Nesse capitulo, estudaremos alguns tipos de
transformagBes convenientes quande n8o conhecemos precisamente a
distribuigdo da populagio e a forma funcional do relacionamento entre
E{Y) e as varidveis explanatérias. Um método de procedimento nesta
situagao, guando desejamos minimizar a soma dos erros quadraticos, foi
primeiramente dado por Box e Cox (1964), onde eles especificaram uma
familia de transformacdes Y(a), indexadas por um vetor de pariametros
desconhecidos, A . Através de .métodos padrdes de inferéncia aplicados
ao conjunto de dados, esse procedimento estima A e os parametiros

do modelo tal que seja possivel obtermos um modelo gue atenda,

pelo menos aproximadamente, as caracteristicas (i) a (iii).

Na segdo (2.2) apresentaremos a familia de
transformagdes de Box e Cox e o método de anédlise utilizado por eles,
baseadc em consideragdes de verossimilhanga. Na secio (2.3)
introduziremos dois métodos adicionais para avaliar a necessidade de
uma transformagfo na variavel resposta a fim de obtermos um modelo
linear com distribuiciec de erros aproximadamente normal. Estes
métodos, propostos por Andrews(1971) e Atkinson(1973), sio baseados em

testes de hipdteses para a hipdtese nula A= )‘o , onde éo € um valor

dado para A .

Em regressio sabemos, entretanto, que o0s estimadores
obtidos por maxima verossimilhanca, sob normalidade, s&o muite
sensiveis a observagBes discrepantes, podendo, assim, serem altamente
ineficientes se a distribuicdo dos erros tiver caudas mais "pesadas”
que a distribuicdo normal. A seguir (segbes (2.4) e (2.5))
apresentaremos, entdo, alternativas robustas para a estimagio do
parametro de transformagdo, propostas por Carroll(1980}, Carrcll e

Ruppert(i985) e Parker(1988].

A alternativa proposta por Parker{1988) na segic (2.5)

baseia-se no uso da familia de transformagdes do tipo Box e Cox para



modelos  lineares cujos erros aleatérios sdac  independentes com
distribuicdio comum dupla-exponencial, utilizando-se a minimizagio da
soma dos erros absolutos. Na sec@o (2.6) apresentaremos uma proposta
de unido dos métodos desenvolvidos em (2.4) e (2.5) a fim de
acomodarmos os valores aberrantes da varidvel resposta e£n umm modelo
linear e fornecermos robustez a valores aberrantes nos peontos de

delineamento, sob minimizacfo dos erros absolutos.

2.2 FAMILIA DE TRANSFORMACOES DE BOX E COX

Suponha que observamos um vetor (nxl) de resposta Y,

Y = {y1 WYy ¥ } , e que para algum A desconhecido, ¢ vetor de
respostas transformadas "1"(?-‘) = {ylté)] pode ser escrito como:

g@’ =¥8+¢ , (2.2.1)
onde: A : matriz (nxp) conhecida com i-é&sima linha denotada por X5

B : vetor {(pxl) de parametros desconhecidos;

: vetor {nxl) de erros aleatérios cuja f.d.p. é N{O,G‘ZI);

: vetor {vxl) de parametros da transformacio.

A om

(quando v = 1 A ser& denotado por A)

0O objetivo agora &, portanto, determinarmos qual valor
A deve assumir tal gque as respostas transformadas satisfagam, pelo
menos aproximadamente, as suposigoes de modelos lineares sob tecria

normal, iste &, satisfacam (2.2.1}.



Box e Cox(1964) sugeriram utilizarmos uma generalizagao
da familia de transformagdes de poténcia monéteona, usada anteriormente
por Tukey(1957), como a familia de transformagbes a partir da qual
obteremos o valor de A. Exemples da familia de transformagdes de Box e

Cox sdo dados a seguir.

S5e 'Y for uma variavel resposta positiva (Y>0), um

exemple importante dessa familia de transformacdes & dado por:

(A} _ (2.2.2)

Chamaremos (2.2.2) por familia de transformagdes
simples. Esta familia contém as transformagbes log, inversa e raiz
quadrada como casos especiais e é muito Gtil para obtermos simetria na
varidvel resposta. Um efeitc da transformacgdo log, por exemplo, é
diminuir uma cauda da distribuicio. Geralmente, a utilizagio de
(2.2.2) ser& sensata em situacdes onde a origem ocorre naturalmente e

a regposta é assiméirica e positiva.

Se respostas negativas ocorrem ou a origem £
artificial, temos outro exemplo importante da familia de
transformacdes, obtido aumentando a flexibilidade da familia de

transformagdes simples para:

10



A
(Y+Az}1—1 ;A %0
(A}
Yoo A (2.2.3)
log (Y+?\2) ; ?\1=0
onde Y 2z -?tz . Chamaremos (2.2.3) por familia de transformacgées

ampliada.

Em algumas situagbes pode ser satisfatorio substituir
AZ por algum valor adequade e entio procedermos usande (2.2.2) em
comunhfo com a resposta corrigida Y + 7\2. Em geral, assumimos gue para

cada A, YQU é uma fungic mondtona de Y sobre ¢ seu dominio.

Box e Cox sugeriram dois procedimentos para obtermes a
transformacdo que satisfaca (2.2.1), um baseado em consideragdes de
vereossimilhanga e outro baseado em consideragbes bayesianas. Em nosso
trabalho consideraremos somente estimadores sob o método de méxima

verossimilhanga.

A fungdo de verossimilhanga das respostas nio

transiormadas Y, € dada por

¥ -~ gy oy - xp)

le,8,A) = {2no'z]_n/2exp - J(A,Y)

252

(2.2.4)

11



n
onde JAY) = —_— (2.2.4.a)

¢ 0 jacobiano da transformagio em relagéo a Y.

Para A fixo, o suporte da distribuigdc ndo depende de
seus parametros, loge podemos definir o log da fungdo de

verossimilhanca por

" o - mpra® -
L[o‘,@,g) = - = log2m - nloge - + log J(A,Y)

2 20_2

(2.2.5)

Os estimadores de mé&xima verossimilhanca para B e ¢ sio

obtidos pela sclugio de [dL/d@](o‘,g,X) =0 e (dL/do*][o*,g,‘f} = Q,

A A
Denotando, para A fixo, por B(A) e a‘z{é) os estimadores

de maxima verossimilhanca de B e 0‘2 , respectivamente, quandoc X & de

posto completo, tetnos

{X’xz}‘lx’g@) ,

=
z
I

(2.2.6)

AL x(x'x)"‘x’}g@

i n

12



onde S(A) é a soma de quadrados de residuos obtida quando ajustamos o

modelo usando a resposta transformada Y{?-L} .

Os estimadores @(}] e 0‘2(}] sio também os estimadores

de minimos gquadrades para a variavel resposta '&-’{é) , j& gue para A

D _ yg) .

fixo maximizar (2.2.5) equivale a minimizar [Y(}-) - ABV(Y
Para é fixo, temos entdo que o méximo de {2.2.5), a

menos de uma constante, € dado por

L (A = - 05 n log ¢°(A) + log J(A,Y) . (2.2.7)

max -~

Quando utilizamos o caso especial Y(?U = [Y?L - 1)/ A da
transformacic de poténcia simples (2.2.2), temos que o termo log

JAY) em (2.2.7) é dado por

A -1} log y, . (2.2.8)
=1

e no caso Y@} = (Y + Azlhl - 1)/ ?tl da transformagéo de poténcia

ampliada (2.2.3), esse termo ¢ dado por

(A - DIlogly +21) . ' (2.2.9)

i=1

13



Quando A ¢ um escalar, Box e Cox sugerem fazermos um
grafico de Lmax{l} versus A para alguns valores selecionados de A, e a
partir deste grafico obtermos o valor de A que maximiza Lmax , ou
seja, wum estimador aproximado de maxima verossimilhanca para A.

Denotaremos tal valor de A por A .

Podemos obter, aproximadamente, uma regifo de (I-a)I00%
de confianga para A a partir do conjunto de todos A satisfazendo a

desigualdade

L M -L ) s=052 , (2.2.10)
max ~ max ~ {o,v)
onde xz representa o w«-ésime percentil de uma distribuigfo

{a,v)
qui-quadrado com v graus de liberdade.

Para A um escalar, esta regidc de confianga sera

facilmente construida a partir do grafico de Lma (A) versus A.
X

Quando o objetivo final do estudo é a escolha do valor
de A , desejamos estimar A mais precisamente; neste caso determinamos
o valor de A maximizando (2.2.7), ou seja, achando, através de um

método numérico, a solucdo para (dLmax{?_L)}/dZL = Q.

Podemos simplificar os resultadeos obtidos acima através
da padronizagio da transformacgdo, isto &, trabalhando com a seguinte

resposta transformada

14



(2.2.11}

onde J = J(A,Y). Neste caso, o estimador de méxima verossimilhanca de

ot , para A fixo, quando a matriz X € de posto completo, ¢ dado por

21 - xoew ez S(1,2)

*12) = - - (2.2.12)

n n

onde S(A,Z) ¢ a soma de quadrados dos residuos quande ajustamos o
modele usando & resposta transformada padronizada 2@] e teremos ,

portanto,

L () =-05nlogo (AZ). (2.2.13)

max -~

O estimador de méxima verossimilhanga A €& obtido

minimizando S(A,Z) com respeito a A .

A transformacdo padronizada, por apresentar a soma de
quadrados dos residuos na escala original para todos os valores de A ,
torna-se bastante conveniente quandc desejamos comparar Vvarios
modelos, pois ela proporciona uma base comum de comparacfo para esses

modelos.

I5



Para a familia de poténcia

transformagdo padronizada € dada por

Y o

7&[mg[}{]);{“l

mg(Y) log (Y)

simples

, Az 0

(2.2.2), a

(2.2.14)

onde mglY) é a média geométrica do vetor de respostas observadas Y .

A transformacfo padronizada para a familia de poténcia

ampliada (2.2.3) é dada por

A
(Y+A2]1-1

A -1
) I\l{mg(}f + Az.l,)] 1

mg( Y +7\21]10g[Y+?x2]

A *0
1
(2.2.15)

LA =0

onde 1 ¢ um vetor (nxi) de I's e mg(Y + Azl} é a média geométrica do

vetor de observagbes corrigidas Y + 7‘2.1. .

16



2.3 TESTES PARA TRANSFORMAGCOES A FIM DE OBTER NORMALIDADE APROXIMADA

0 métode de verossimilhanga desenvolvido por Box e Cox
fornece um teste para a hipdtese nula A = Ji\o sob o modelo (2.2.1),
onde utilizamos a distribuigdo ;zz assintética com v graus de
liberdade, do log da razdo de verossimilhanga. Para facilitar a
comparagéo com outros métodes a serem apresentados, utilizaremos a

raiz qguadrada da estatistica, obtende assim

~ /2
T{R)“—'[—Z{L (A)-L (P«)}] (2.3.1)
v 0 max ~0 Max =~

Assintoticamente a distribuigdo nula de ’I‘v serd normal
padréo.

Observamos, entretanto, que as regides de confianca
obtidas por (2.2.10) e os 1testes para Ho: A= éo dados pela
estatistica (2.3.}1) possuern somente validade assintética, onde o
nimero de parametros deve ser pequeno comparade com o numero de

observagdes.

Andrews(1971) mostrou através de um exemplo que o
método de verossimilhanga para a escolha de uma transformagic possul
também a desvantagem de ser sensivel a observacgdes aberrantes,
confirmando assim o fato gue o métode de maxima verossimilhanga sob o

modele normal ndo é robuste.

Nesta seg8o, apresentaremos dois métodos adicionais
para avaliar a necessidade de uma tranformacdo na variavel resposta.

Estes métodos, pesquisados por Andrews(1971) e Atkinson(1973), s@o um

17



syporte necessario A anilise de verossimilhanca devido & facilidade
dos seus calculos e poderes em diagnosticar a necessidade de uma

transformacio.

2.3.1 METODO DE ANDREWS

O método de Andrews é baseado em um teste exato para a

hipétese nula A = A, onde RO ¢ um valor dado para A , para o modelo

~0
(z.2.1) .

. = A : .
Assumindo gque a transformacgio Y{-} seja suficientemente
regular, podemos aproximé-la através de uma expansdc linear em torno

de ?‘0 € escrever

E,(J_’_t) - Y(?}O N W(AO) (- ?:0] ’
tal que y?) = yl(é + Vm ' A~ 30} ,
(2.3.1.1)
onde (A ) a {y(é)
vi~p = i .
1] —_— s 1=1,..,n
8 A 1
J ;\ = .] - L L]
T 7 %
Entaon,
Y2 = g + v2g + £ , (2.3.1.2)

18



onde Q=-(?§—§0).

Como podemos notar a matriz W(éa) depende de Y. O

modelo (2.2.1} sob a hipétese H: A = Z-lo proporciona valores ajustados

para Y, logo a matriz W(éo) pode ser aproximada para W(éo} usando os

valores ajustados, tal que

v o= | —F . (2.3.1.3)

1
]

1t
Il

ety

a fim de obtermos um teste simples.

0

testar HO: ? =

maneira;:

Podemos, agora, construir um teste para a hipdtese nula

H: A= %o a partir do modelo modificado

v = y8 + ¥3s + ¢ . (2.2.1.4)

Observamos que festar a hipotese A = E_\D € idéntico a

0.

~

0 modelo (2.3.1.4) pode ser apresentado da seguinte

19



5
Il

onde " [ X ] '-I!Qo) ]

o
T
n

e, | ™

O estimador de minimos quadrados de g‘ é dado por

- B . -1
8= 2 =[x’x‘] X" v
¢
~a 7
K ¥ '~o X’ Q)
= . . Y-o
W[éo) )4 r'l.’t?‘-:a) W{éo] W(éo’
¢ -1 ¢ 3
A A vy’
11 12 ~
A v2s) v 2y
21 22 ~
(11 12 ) ( (A )
A A Y ~o
ﬁzx A22 w@o} Y{}_\Ol
\ J \ - J
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onde ( Mardia(1979) p. 459} :

A= (A - A a'a )
11 12 22 21
AIZ - - Al! A A-l
12 22
A= (A -a_aTa )
22 21 11 12
A%l = _ A%2 A
21 11
Portanto
~ -~ . ~ -1 ~ *
¢ = [ v 2% w‘i‘o’] vz v (2.3.1.5)
onde X=1- X w
¢ pode ser expresso por uma constante vezes '}_"?-‘o),
portanto

¢ - N [ ¢, o T2y A ) ]
ad Y - T

Através da generalizagio da distribuigio t-Student
univariada { Mardia(1979) p. 43), temos que a estatistica de teste

para a hipStese ¢ = O é dada por

21



ll LN Ve {l »

) R Y 0 (2.3.1.6)

TEQ}O) —o-['\v oxw

~

onde ¢® & um estimador da variancia crz, dado pelo quadrado médic dos
residuos do modelo (2.3.1.4). Sob a hipétese nula, [TE(AO}]’(TE@O})

possui distribuigdo F com v e n-p-v graus de liberdade.

Quando ‘5[}} corresponde a qualquer familia de
transformagdo uni-paraméirica, ou seja v = 1, temos Qque para o’
conhecido, TE possui exatamente uma distribuigdo nermal padréo, e para
o*z desconhecido, TE possui  distribuigdo t-Student univariada com

n—-p-1 graus de liberdade, sob a hipétese nula.

Este teste exato proposto por Andrews, pode também ser
obtide, como mencicnado por Atkinson{1973), desenvolvendo-o a partir
da soma de quadrades dos residuos de Y{Zd. Por este procedimento,
inicialmente diferenciamos a soma de quadrados dos residuos para o
models (2.2.1) com respeito 28 A e para formar o teste exato

substituimos, entio, Wkol por N(éo) dado em (2.3.1.3).

0 método de Andrews possui trés vantagens sobre o
meétodo de veressimithanga : (i) fornece um teste de significancia
exato, nio necessitande assim que ¢ nimero de parémetros seja pequeno
comparado com o numerc de observacles; (ii) reduz a quantidade de
calculos em relagiec ao teste da razio de verossimilhanga; (iii)
através de exemplos, Andrews mostrou que seu método & mais robusto a

valores aberrantes que ¢ métode de Box e Cox.

Estas propriedades vantajosas, entretanto, sio obtidas
ignorando ¢ jacobiano da transformaggo, um ponto que Andrews nfo torna

explicito.
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2.3.2 METODO DE ATKINSON

Assim como o método de Andrews, o método de
Atkinson(1973) baseia-se em um teste para a hipétes_e A = éo , para o
modelo (2.2.1). Para o desenvolvimento deste método, Atkinson
considerou  somente  familias de  transformagBes padronizadas

uni-parameéiricas, onde A € um escalar.

A estatistica de teste pode ser construida expandindo

Z(M em torno de 7\0 ,

z® = 2% s (a - 0% (2.3.2.1)
(A ) g Z(A}
onde Do = —_— (2.3.2.1.a)
g A A=
0
Como ;(}\) = X@ + €,
Z* = %8 + gD + € , (2.3.2.2)
onde ¢ =-{A —AD)
Este modele ¢é similar ao modelo (2.3.1.2} usado na
construgao da estatistica TE{AUJ . A estatistica de teste para a



hipétese A = 7\0 ¢, fora uma mudanga de sinal, igual a estatistica de

teste para a hipdtese ¢ = 0 no modelo (2.3.2.2), dada por

TH) =- Z - , (2.3.2.3)
A0 - (A ) (A ),1/2
o*z{]_? 0 xr D 0}

~

onde ¢° é uma estimativa da variancia de Z{PU , dada pelo quadrado
z -
médio dos residuos para o modelo (2.3.2.2). O sinal negative em

(2.3.2.3) ocorre porque ¢ = ~ (A - ?Lol.

Cabe aqui ressaltarmos que as estatisticas de teste
propostas nessa seG3o e na segdo anterior diferem pela utilizagio ou
nido de wuma aproximacdo para a derivada da variavel resposta
transformada em relagdo a A,  Andrews(1971) ao utilizar essa
aproximagdo para a derivada possibilitou a construgdo de um teste
exato, enquanto que Atkinson(1973) n8o utilizou tal aproximagdo e

trabalhou com distribuicfio e teste assintéticos.

Assintoticamente, a distribuicde nula de TA(?tO} é
normal padrio, mas sua distribuicio em pequenas amostras é intratavel,

A

. () ( - . . o . Sl
pois ambos Z o e D o sdo variaveis aleatérias com distribuigOes

ndc padrenizadas.

O estimador de minimos quadrados de ¢ dado por:

¢ = — - (2.3.2.4)
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pode ser usado para obtermos um estimador de A, dado por

A=A -¢ (2.3.2.5)

Este método proposto por Atkinson pode também ser
obtido através de uma aproximacfo para © teste usado por Neyman(1959)
que é desenvolvido a partir da inclinagio da fungio de

verossimilhanga.

Atkinson(1973) mostrou através de estudos de Monte
Cario que, sob normalidade, Tv(kol e TA(PLO) fornecem testes com
poderes semeihantes. Nephum ganho ¢ obtido no poder do teste por
calcularmos a estimativa de maxima verossimilhanga ;L_, observando que
todas as informacgdes parecem estar contidas na inclinagdo da

verogsimilhanga sob a hipétese nula.

A vantagem do teste da razio de verossimilhanga € que a
distribuicio de T“r sob a hipbtese nula, estd mais préxima da
distribuicdo nermal padrdo que a distribuicio de TA. Atkinson mostrou
também gue embora o método de Andrews fornega um teste exato, sob a
distribuicio normal, os testes TA(AUJ e Tv(ho) sio uniformemente mais
poderosos gue TE(AO}. O métedo de Andrews ¢, entretanto, mais robusto

a valores aberrantes que os outros dois métodos considerados.

Assim como 0 método de Andrews, este método possui a
vantagem scbre o método da razdo de verossimilhanga, dado em (2.3.1),

de néo precisar calcular o estimador de maxima verossimilhanga A .



2.4 ALTERNATIVAS ROBUSTAS PARA A ESTIMACAO DO PARAMETRO DE
TRANSFORMACAD

0 estimador de méaxima verossimilhanga utilizado por Box
e Cox, como Jjia mencionado anteriormente, & sensivel a valores
aberrantes, podendo assim ser altamente ineficiente se a distribuicio
dos erros tiver caudas mais "pesadas” que a distribuicio normal. Como
as transformagBes de poténcia sdo, entretanto, destinadas a obter
somente normalidade aproximada, Carroll(1980) deu o primeiro passo na
utilizagéo de estimadores robustos para 0 parametro de
transformagdo, ac desenvolver um método que considera situagdes onde
os erros estao proximos & normalidade, possuindo todavia caudas
possivelmente maijs "pesadas". Com o propésito de fornecer robustez
também a pontos de aita ruptura, ou seja, a pontos do delineamento que
estio bastante afastados do centro de massa(média) dos outros valores
X, Carroll e Ruppert(1985) desenvolveram dojs métodos, a partir de

idéias de pseudo-verossimilhanca e de fungfo de influéncia limitada.

2.4.1 METODO DE CARROLL

Carro!l(1980), baseando-se na teoria de Huber(i964),
sugere utilizarmos em lugar do modelo (2.2.1), um modeio cujos
erros aleatdrios estejam prdximos a normalidade, possuindo todavia

caudas mais "pesadas”. O modele utilizado € dado por

A (2.4.1.1)

g
]
o

+
M
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onde X e B sdo definidos como em (2.2.1}, A & um escalar, ou seja,
E’(M corresponde a familias de transformacgBes uniparamétricas e € € o
vetor (nxl) de erros aleatérios independentes e identicamente
distribuides cuja densidade ¢é proporcional a exp{—p((y:;\) - glgl/a-)},

i=12,...,n, sendo que para algum Kk,

W
»
1A
o

plx) = 1 ' (2.4.1.2)

kT =] -

|
b
v
-~

O valor de k, geralmente, € escolhido pelo estatistico,
com k = 1.5 ou 2.0 . A fungBo densidade dos erros aleatérios do modelo

(2.4.1.1) &, portanto, normal no centro e exponencial nas caudas.

Os estimadores de maxima verossimilhanga obtidos para
o modelo (2.4.1.1) s3o os estimadores mais robustos em situagdes onde
0s erros sio de fato independentes com fungfo de distribuigdo comum F,
onde F pertence & classe § = {G : G = {l—a}é + aH, H simétrica}, 0<adl
e & & a distribuicio normal padrao, ou seja, F pertence & classe de

distribuigbes normais contaminadas.

A funcio de verossimilhanga para o modelo (2.4.1.1) €

proporcional a

n (A)
g = o exp{L -p| T1 T % JOLY)  (2.4.13)
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Para A fixo, a fim de obtermos os estimadores de méxima
verossimilhanga para 8 e ¢ procedemos como no problema de locagio dado
por Huber, onde tomames um  valor inicial para ¢ e maximizamos

(2.4.1,3) com respeito a B resolvendo a equagdo

T ¢ - . . X = 0 (2.4.1.4)

onde ¢ (.} é a derivada de p (.) .

A seguir, estimamos ¢ resolvendo a equagdo adicional

y x B
(n-p) "' T y° " V= E, y¥(2) (2.4.1.5)

1]
i=

onde calculamos a esperanga do lade direito de (2.4.1.5) sob a
distribuigéo normal padrao. Tal procedimento é realizado

iterativamente até convergir ao estimador de o.

Para um dado A, denominamos as estimativas obtidas por

~ ~ -

e ¢ . O valor estimadc de A é obtide entdo maximizando l(B ,¢ ,A)
r ~T r

T >

r -
com respeito a A, onde a solugdo ¢ denotada por A . E interessante
T

notarmos gque guando kK = « , este métode produz o mesmeo resultado

obtido por Box e Cox.

Por este método podemos também construir um teste da

razac de verossimilhanga para a hip6tese a = ?‘0 , obtendo assim a
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estatistica

1 [gr(ko), o‘r{AD), 10]

A = -2 log {2.4.1.6)
1 (B(A }, e (A ), 2)
~ r r T r
que, para A = ?LO e 0 grande, é assintoticamente xz com um grau de
liberdade.

Através de um estudo de Monte Carlo, Carroll(1980)
mostrou que este método € preferivel ao método de Box e Cox em termos
de inferéncia sobre A e B, por oferecer poder de teste compativel ao
poder deste Iﬁltimo e pelo fato de seu errc tipo I estar mais préximo a
significancia neminal, quandoc consideramos a possibilidade dos erros
possuirem outra distribuigio que n3c seja a normal. Este método
parece, também, preferivel em relacdo ac método de Andrews, pois ele é
consideravelmente mais poderoso que este Gltimo, embora o método de
Carroll parega ligeiramente menos robusto a valores aberranfes que o

método de Andrews.

Este estimador proposto por (Carroll ¢, entretanto,
destinado a fornecer robustez somente a valores aberrantes nos
erros(ci), mas nao fornece robusiez a valores aberrantes nas varilveis
explanatorias(X). E importante, todavia, termos estimadores que possam
fornecer robustez, também, a valores aberrantes nos pontos de
delineamento, uma vez que os modelos de regressdo sic aproximacges
adequadas para a realidade somente se a variacdo dos valores x for
moderada, ndc estandoc aptos, portanto, a trabalhar com valores

aberrantes em X, que podem Ser erros grosseiros.

Nas subsegbes a seguir, apresentaremos os estimadores
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propostos por Carroll e Ruppert(l1985} que s3c robustos a valores

aberrantes em ambos £ e X .

2.4.2 ESTIMADORES DE PSEUDO-VEROSSIMILHANCA

Nessa secfo obteremos estimadores para ©5 parametros de
um modelo de regressio e para A a partir da idéia de
pseudo-verossimilhanga. Basicamente, esta idéia envolve uma
modificacBo da definicio de log da verossimilhanga, ponderando-se
adequadamente cada observacdo, a fim de obtermos certas propriedades
dese javeis, como a robustez a valores aberrantes e pontos de alta

ruptura.

Suponha que observamos uma  amostra [yi,)fl} ,

i=1,2,...,n que é distribuida de acorde com o modelo

(7L}=

Y=g+ € (2.4.2.1)

onde A, X e B sdo definidos em (2.2.1} e € € o vetor de erros
aleatorios independentes e identicamente distribuidos cuja densidade é

(A

proporcional a exp{ —p( [yi - :511?3]/0* }}. onde p(.) é alguma fungéo

com derivada wi(.).

Carroll e Ruppert(1985) trabalharam somente com Y:A),

i = 1,2,...,n, pertencentes & familia da transformag¢des de poténeia

simples dada em (2.2.2).
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Seja {(si,tl}} conjuntes de pesos entre zero e um, O
logaritmo da pseudo-verossimilhanga para o modele (2.4.2.1) ¢, entae,

definido como

n . :R} _ Elf?
—[sltl loge + p | — =2 , (2.4.2.2)
1=1 o t}C(le

1/n -
onde C(A) = { J(A,}’] } e c = c/ClA} .

Os estimadores de pseudo-verossimilhanga para os
pardmeiros do modelo de regressdo (2.4.2.1) sdo aqueles que maximizam
(2.4.2.2). Se 5= t1= 1 e plx) = x%/2 , entdo (2.4.2.2) se reduz ao
log de verossimithanga usual dado por (2.2.5); observamos assim gque os
estimadores de pseudo-veressimilhanca incluem os estimadores de Box e

Cox.

Se

plx) = < (2.4.2.3)

es= t}= 1, obteremos os estimadores propostos por Carroli{i980).
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Para uma maior protegdc a grandes valores aberrantes na

variavel resposta, Carroll(1982) sugere o uso da fungio

pllx) = ¢y (x)
==y (x)=x ; 0=x<a
= a ;a=sx<b
= a (c-x)/{c-b) i b=x<c
= 0 i Xz c )

coms=t=1.
i

O proposito dos termos {[si,ti)} em (2.4.2.2) ¢
fornecer alguma protecio a influénecia conjunta de valores aberrantes
na respesta e pontos de alta rTuptura. A escolha de {{sl,ti)} é

portanto muito importante.

Carrolll e Ruppert{1985) utilizaram em seus exemplos

5= t1= W onde w ¢ definide como os pesos de delineamento
Xy Ky

para a matriz de 22 momento de { x } ponderada, dada por

n
A=n"} w . S (2.4.2.4)
=1

A matriz A (pxp} atribui pesos baixos =& valores

aberrantes e & obtida através de iteragdes, com w | gatisfazendo
x

*

x,1

w = min { 1, pax(xl&_lgl]'l } . (2.4.2.5)
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Na expressdo acima, ax deve ser uma constante maior gue
1 . Carroll e Ruppert experimentaram valores para a_ entre 1.1 e L.7.
A determinagdo do valor exato para a néo pareceu ser crucial. Eles
estabeleceram, entfo, em seus exemplos o valor 1.4 para a_ por
acomodar razoaveimente valores dberr‘antes. Os valores atribuidos a
{(51’t1]} e a  por Carroll e Ruppert fornecem eficientemente pouco

peso a respostas aberranies que ocorrem em pontos de delineamento

discrepantes.
Consequentemente, para A fixe, os estimadores de [é,o‘]
satisfazem
n .
Yxw w A)r{d) = 0 (2.4.2.6)
~1 =%} r,l 1
i=1
22 2
e Ywiow () [ (A -1 ] =0 (2.4.2.7)
x1 r,i i
i=1
{(A)
s -x8
onde rx(?o.} = (2.4.2.8)
o w IC[?L)
Y (ri(A]]
e w [A) = {(2.4.2.9)
r,l
r (&)
i
Para testarmos HG:?L = ?«0 , obtemos um teste robusto,
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substituindo o log de verossimilhanga {2.2.5) pelo pseude log de
verossimilhanga {2.4.2.2). Especificamente, seja L° () o maximo de
max

(2.4.2.2) com relagdo a B e o . A estatistica de teste robusta ¢
TM)=2D .[L' ay-L° () ] . (2.4.2.10)
rp O max max @
onde I}, o fator de correcgic é dado por

2
v (rl/ o‘tl] gl wx,i

1 t
i

D = (2.4.2-11}

n
2 2
1)51 l,bk [I"l/’a'ti)!;'i W

O fator de corregéo ¢ introduzido para que Tp[AOJ seja
assintoticamente chi~quadrado com um grau de liberdade, sob a hipotese

H:A =2
[ 0
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2.4.3 ESTIMADORES DE INFLUENCIA LIMITADA (EIL)

Este método visa, também, fornecer um estimador para o

parametro de transformagiao da familia (2.2.2) que seja robusto a

valores aberrantes em £ e X. Baseia-se na funcio de influéncia

limitada.

Seja : B = ({_?3, o, A); (2.4.3.1)

f( ¥ X8 ) = densidade de Y, dado X, €8 ;

I yl,zﬂc].g ) \'.’g fog f( yl.z’gi,g ), ou seja,

[l

o gradiente do log de f(yl,xi,g).

O estimador de influéncia limitada 6 ¢ dado pelo valor

de 8 que resolve

n
Ew{ yl.:gl,g )[ I( yi,gi,g ) ]

i=1

0 (2.4.3.2)

onde wi yi,xl,B ) sA0 os pesos da matriz B ,

n
B=n) E, { w(y,%,,8) i(y,x,8) ( 13.x,8) )’ } , (2.4.3.3)

com w{y,X,8) satisfazendo
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wiy,x,0) = min { 1, al p2 1V2[ (lly,%,0 VB” Ly,x0) ]2 }

onde a é uma constante maior gue um. E interessante notarmos que,

1Oy

medida que a o , w(yx6) i, para i=1,2,...,; conseguentemente

converge para © estimador de méaxima verossimilhanca de 8.

Os pesos w(y,{{,g) associados as observagbes possuem
valor entre zero e um, sendo que pesos pequenos sfo atribuidos a (i)
pontos de alta ruptura, (ii) valores aberrantes, (iii) grandes valores
absolutos de (3/8>Jlogf'[y,§i,é} ou alguma combinacio de (i), (ii) e
(iii). O critéric de atribuicidc de pesos as observacgbes € baseado em
uma fung8o do inverso da distancia tipo Mahalanobis ( Mardia(1979)-
p-17} de I(y,i(i,é] em relagio ao centro de § l(y,}fi,é], i=1,2,....,n L
A distancia tipe Mahalanobis possui valor alto guando a observagédo ¢

discrepante.

A matriz B é uma versfo robusta da matriz de segundo
momento de I(y,ac,@). A equacgdo (2.4.3.2) mostra que o estimador de
influéncia limitada da transformacio ¢é um estimador de maxima
verossimilhanga ponderado, enguanto que 0 estimador de
pseudo-verossimilhanca é cbtide modificando-se o log de

verossimilhanga e entd3o maximizando-o.

Tanto B quanto & s@o estimados atraves de um processo
iterativo (Carroll e Ruppert(1983) ), onde utilizamos como estimativa
preliminar para 6, os estimadores de maxima verossimilhanga do modelo
{2.2.1) e como estimativa preliminar de B, o© resultado de (2.4.3.3)
apés substituirmos 9 por seu valor preliminar e w( y,:sl,g ) =1,
i=1,2,..,n. Calculamos, entdo, iterativamente, os valores para os

pesos da matriz B, as estimativas de & e B, nessa ordem apresentada,
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até convergirmos ao estimador de influéncia limitada, 6, que deve

satisfazer o seguinte critério

182 - 81y [ 118711, 107 ] = 0.2

“ . ] . s i S
onde 6" representa o estimador de influéncia limitada, gV
representa a estimativa de @ no passo anterior a oV e ||x|]1 € a

soma das coordenadas absolutas de X.

-~

Carroll e Ruppert(1985) mostraram que 6  possui

influéncia limitada usando a fungdo de influénecia ( F1 } calculada em

y,x)

Flly,x,.0) = c” w(y,x,0) 1y x .8

n
onde C=n' ZEY{ wz(y,gi,gl l(y,:_gi,g) (l{y,gi,g)]’ }

e uma medida escalar de influéncia (Krasker e Weisch(1982)) dada por

ot
n

A ~ Y172
max { (FI(yl,:ji,g))'w FI(Y1’§1’9} }

. 3 L oN\172
= max { (1()’1,3_(1.9]) B l[yl.;gl,g) }
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onde ¥ é a matriz de covariancia assintética de @ , dada por ¢ et

e verificando que 7, £ a.

Desde que 38/8A log f(y X ,8) € uma fungdo de log{y]
s€ y esta préximo de zero ou £ grande a 1—-é51ma observagio pode ter
um valor absoluto grande para 8/6A log f{y X, 9) e ser influente na
determinagdo de A MEesmo se [ g ] for pequeno e X for somente um
ponto de baixa ruptura. Observamos, portanto, que entre os estimadores
apreseniados para A, somente o estimador de influéncia limitada (EIL)
consegue detectar e limitar esse tipo de influéncia na determinagfoc do

estimador de A.

Ndo & possivel construirmos um teste do tipo razio de
verossimilhanca para EIL ; pois ele néo é baseado na otimizagio de um

critério.

Ambas as técnicas de estimagio para a transformacgio de
Box e Cox propostas em (2.4.2} e (2.4.3) sidc, ao contrario do
estimador de maxima verossimilhanca proposto na segdo (2.2),
relativamente insensiveis a valores aberrantes em ambos pontos de

delineamento e varidvel resposta, como mostrado por Carroll e

Ruppert(1985) em seus exemplos.

2.5 TRANSFORMACOES SOB MINIMIZACAO DE ERROS ABSOLUTOS

Vimes nas seqdes anteriores que tiransformagbes da
variavel resposta podem ser utilizadas comc uma ferramenta poderosa na
obtencAo de modelos lineares cujos erros sejam independentes com

varincias constantes e distribuigSes idénticas aproximadamente
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normais. Entretanto, quando observamos desvios maiores do que seria
esperado se os erros fossem distribuidos normalmente, pode ser mais
apropriado assumirmos uma distribuicdo de erros com caudas longas,
como as distribuigbes dupla~exponencial e Cauchy. Neste caso, porém, &
amplamente sabido que a regressio de minimos quadrados esta longe de
ser 6tima; além do fato de distribuigbes de caudas longas estimularem
a ocorréncia de vatores aberrantes , sendo que a regressio de minimos

quadrades é muite sensivel a valores aberrantes.

Nos ditimos anos com ¢ reconhecimento de que muitos
conjuntos de dados de diversas 4&reas, como economia e finangas,
possuem distribuigBes com caudas longas e que valores aberrantes podem
na verdade carregarem informacdes relevantes quanto a estrutura
subjacente ao problema, tem havido um crescente interesse em
procedimentos de estimagio robusta aplicaveis para modelos de
regressic linear. Em situagdes onde og dados se acomodam melhor a tais
tipos de distribuigdes de erros ou valores aberrantes sejam provaveis
ocorrer, um procedimento robusto gque se destaca pela sua resisténcia a
valores aberrantes & a regressao Ll, gque minimiza a soma dos erros

absolutos.

A regressao L1 fornece estimadores de maxima
verossimilhanca para os parametros do modelo quando os erros sdo
independentes com distribuigBes dupla-exponenciais idénticas, além de
ser resistente a certos tipes de valores aberrantes. 0O fato da
regressdo de erros absolutos ser menos sensivel a valeres aberrantes
do que a regressdo de minimos quadrados pode ser parcialmente
explicado pelo seguinte: observagBes inconsisientes sdo tratadas de
forma diferente pelos dois métodos. Se uma observacio estd afastada do
restante das observacbes, o métode de minimos gquadrados ¢ mais
infiuenciado por esse dado do que pelos demais, o que & indesejivel. A
regressdo de erros absolutos, por outre lado, assegura um esforgo

igual com relagdo aos dados aberrantes e o restante do conjunto de
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dados. Isto é, o0s estimadores de erros absclutos sdo influenciados por
todas as observagbes, mas determinados somente por um subconjunto de
observagdes. No caso do modele linear de locagdo (Y = p + £ ), por
exemplo, o estimador L1 € dado pela mediana que conhecidamente sofre a
infiuéncia de todas as observagbes, mas é determinada apenas por um
subconjunto delas. Portanto, podemos esperar que dados aberrantes irdo

destacar-se mais quande usamos a regressdo de erros absolutos.

A regressido de erros absolutos, também, tem melhor
desempenho do que a regressio de minimos quadrados quando os erros tem
distribuig@o simétrica para a qual a mediana amostral é um estimador
de posigdo mais eficiente do que a média amostral. Este procedimento
de estimacglo tem a vantagem sobre os outros métodos robustos de néo

necessitar de uma "constante de ajuste" .

Em situacbes comuns em que as técnicas de andlise de
regressio L1 sdo utilizadag, assume-se que o conjunte de dados
analisado pertenga a uma populagdo que possua independéncia das
observagdes e uma distribuigéo de erros aproximadamente
dupla-exponencial com homogeneidade de variicia. Muitas vezes,
entretanto, mesmo o conjunto de dados se assemelhande mais &s
suposiches associadas a regressio -I_,1 gue a regressiac de minimos
quadrados, © modelo ndo € linear ou alguma pressupoesigdo do modelc ndo
é satisfeita, Neste case, um procedimento apropriado para
aproximarmos os dados, ainda mais, da suposicic de erreos aleatérios
independentes com distribuicioc comum dupla-exponencial é a utilizagdo

de alguma transformagéo adequada.

Nessa segl8o, apresentaremos o procedimento proposto
por Parker{1988) que sugere o uso da famijlia de transformagdes de Box
e Cox a fim de obtermes modelos lineares cujos erros sfo independentes
¢  possuem distribuicoes dupla—exponenciais idénticas, sob a

minimizacfo da soma de erros absolutos.
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2.5.1 SELECAQ DE UMA TRANSFORMACAO

Considere uma variavel resposta positive, Y, de n
observacdes € que, para algum A desconhecido, o vetor de respostas
transformadas simples padronizadas, dadas em (2.2.14), possa ser

escrito como

a2 (2.5.1.1)

N
|

R
+

M

onde X e B estdo definidos em (2.21) e € € o vetor (nxl) de erros
aleatérios independentes com fungles densidade de probabilidade
idénticas, dadas por f(el) = exp{-| el|/6 3/28 ; © > 0, i=l,...n ,

isto &, distribuicdo dupla-exponencial.

Para estimarmos A tal que as respostas transformadas

padronizadas satisfagam, pelo menos aproximadamente, (2.5.1.1),
utilizaremos 0 procedimento baseado €I consideragdes de

verossimilhanca, analogo ao desenvolvido na segdo (2.2).

A func8o de verossimilhanga das respostas originais ¢

dada por

i ?..:}_-u
(2.5.1.2)

O suporte desta distribui¢io, para A fixo, também ndo
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depende de seus parametros, portanto o log da fungdo de

verossimilhanga & dado por

n {A)
z |
-n log( 20 ) -z

i=1

(2.5.1.3)

Para A fixo, sob a minimizagdo da soma de erros
absolutos, existe um subconjunto de p observagbes que interpolam o
hiperplanc étimo (veja Bloomfield e Steiger{1983)). Portanto, para 2
fixo, os estimadores de maxima verossimilhanga de B e © s8o o0s

estimadores L1

° _ oyl S (A
B (A} = X(“Z“) (2.5.1.4)

o’ =L | 2V - x8°W) |/ n (2.5.1.5)
1=1

onde o Indice (1) representa as observacbes basicas, ou seja, as
observacbes cujos residuos s80 nulos. A expressdo (2.5.1.4} mostra
COmo a regressao L1 ¢ influenciada por todas as observagdes, mas

determinada somente por um subconjunto das observagdes.
Substituindo (2.5.1.4) € (2.5.1.5} em {2.5.1.3),

obtemos o log da verossimilhanga como uma fungéo de A, onde omitindo o

termo constante, sera dadec por

42



n

L () = -n log { L]z -xsm | } (2.5.1.6)

m
1=1

Como A € um escalar, um modo facil de obtermos,
aproximadamente, o estimador de méxima verossimilhanca para Aa, A°, &
através da construgio de um gréafico de Lmax[}\) (dado em (2.5.1.6))
versus A, para valores selecionados de A, e a partir deste observarmos

o 3
que valor A deve assumir.

Podemos  obter um  intervalo de confianga  de
aproximadamente (1-a)l00% para A a partir de todos valores de A que

satisfagcam a desigualdade

L ) -L s 052 . (2.5.1.7)
ax max 1,0

.

onde X« representa  © w«—€simo percentil de uma distribuigdo
qui-quadrade com um grau de liberdade. E importante notarmos que
(2.5.1.7) supde que ¢ e B assumam os valores de seus estimadores de

maxima verossimilhanga.
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2.6 ANALISE ROBUSTA SOB MINIMIZACAO DOS ERROS ABSOLUTOS

O procedimento de regressio L1 embora, como se sabe,
fornega os estimadores de méaxima verossimilhanga para os parimetros do
modelo Jinear quando os erros aleatdrios sdo independentes com
distribuicdes dupla-exponenciais idénticas, ¢ robusto somente a
valores aberrantes na varidvel resposta. Esse métode ndo € robusto,
portanto, a valores aberrantes nas varidveis explanatérias, tal que
mesmo pequenos erros nos valores dos pontos de delineamento pedem nos
levar a estimadores bastante distintos. Um medo de amenizarmos tal
problema seria considerarmos a comunhdc dos métodos descritos em
(2.4.2) e (2.4.3) com o método dado em (2.5), ou seja, utilizarmos os
métodos robustos propostos por Carroll e Ruppert(1985) sob modelos
lineares com erros aleatdérios independentes e distribuigdo comum
dupla-exponencial, obtendo assim alternativas robustas para a
regressio, sob minimizagdo da soma dos erros absolutos, onde teremos,

portanto, robustez a valores aberrantes em Y e valores aberrantes em X.

2.6.2 ESTIMADORES DE PSEUDO-VEROSSIMILHANCA S0B MINIMIZAGAO DOS ERROS
ABSOLUTOS

Um modo bastante simples de efetuarmos a comunhao entre
os estimadores de pseudo-verossimilhanga dados em (2.4.2) e a
transformacio para a varidvel resposta de modelos lineares com
distribuicdo de erros dupla~exponencial 1tratados em (2.5) seria

considerarmos em (2.4.2),
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plx) = | x|
(2.6.1.1)

p'{x) = ¢ (x) = sign(x)

e procedermaos entao 0s célculos dos estimadores de
pseudo-verossimilhanga utilizando a = 1.4 e 5= t1= w , onde w é

®,1 x,1
determinado por (2.4.2.4) e (2.4.2.5).

A partir dessas substituigdes, o log da fungio de

pseudo-verossimilhanca (2.4.2.2) é dado por
(2.6.1.2)

E para A fixo, os estimadores de (8 e ¢) satisfazem:

- (A) '
T X W signl e~ ) =0 (2.6.1.3)
1=1 *
n . (A
,  signl e~ ) )
e [ wxl - W . =0
’ (A} *
i=l e ~
1
(A}
~ -y B
onde e@) = ! -1~
! - W
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Esta comunhic dos procedimentos desenvolvidos nas
segbes (2.4.2) e (2.5) deve nos fornecer um método robusto a valores
aberrantes em Y e X, através de estimadores que atribuem pouco peso a
respostas aberrantes que ocorram em pontos de delineamento

discrepantes.

2.6.2 ESTIMADORES DE INFLUENCIA LIMITADA SOB MINIMIZACAO DOS
ABSOLUTOS

A unjio dos métodos de influéncia limitada e das
transformacdes sob minimizag8o dos erros absolutes dados nas segBes
(2.4.3) e (2.5), respectivamente, deve nos fornecer um procedimento
robusto a valores aberrantes em Y e X, através de estimadores que
limitam a fungdo de influéncia. A fim de efetuarmos tal comunhioc
consideramos f(y,:sl,g) igual a fungic densidade de uma distribuicio
dupla-exponencial em (2.4.3}) e procedemos entdo os calculos dos

estimadores dados em (2.4.3.2) e (2.4.3.3).

(A
. 1 I LA N |
Assumindo f(yl,)fi,g) = exps — .
P/ o
teremos entdo:
9= (@s -, a)
(2.6.2.2)
A
| . | yi") - %8 |
l[yi.afl.g = VB -log - .
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e o estimador de influéncia limitada para O sera dado pelo valor de 8

que reseclva

- | y,~- 28 |
ZW( y’.fi,f_}) Vg ~log 26 -

§=1

0 (2.6.2.3}

onde w(yl,gl,g) € dado por (2.4.3.3} com l(yl,ggl.g} dado por (2.6.2.2).
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CAPITULO 3

DIAGNOSTICOS DE INFLUENCIA PARA TRANSFORMACOES DO TIPO BOX E COX

3.1 INTRODUCAO

A selecdo de uma transformacdc pode ser visualizada
como um método auxiliar na escolha de um modelo que represente
adequadamente um conjunto de dados. Com a extensa disponibilidade de
softwares computacionais sofisticados tornou-se bastante simples
ajustarmos um modelo de regressio gqualquer ao conjunte de dados.
Todavia, nfo devemos permitir que essa facilidade nos torne desatentos
com respeito 3 verificacio da existéncia de alguma observagdao que, por
alguma razdo, seja aberrante em relagdo ao restante das observagdes do
conjunto de dados sendo analisado. A escolha de uma transformagfo em
particular pode estar sendo demasiadamente dirigida pela presenga de
casos influentes ou aberrantes e ter efeitos permanentes que sfo
dificeis de descobrir na analise subsequente, uma vez que a anilise de
dades transformados & geralmentie condicionada ao valor estimado, ;L de
A. Um valor aberrante ou caso influente na escala original, por
exemplo, pode adaptar-se a escala transformada. Isto pode ser devido
ao fato da escala transformada ser mais apropriada que a escala

original, ou porque a selegio da transformaglo foi dirigida peio caso
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em questdc. Portanto, sem duvida, ¢ importante investigarmos se a
evidéncia para a selecio de wuma transformagdo esta uniformemente
espalhada através do conjunto de dados ou se depende basicamente de
alguns cases em particular. A fim de avaliarmos essa adequabilidade do
modele escolhido em relagfio as tendéncias gerais do conjunto de dados

utilizaremos métodos de diagnésticos de influéneia.

Na primeira segfo desse capitulo descreverémos métodos
graficos (Atkinson{1981} e Atkinson{i982)) e ndo graficos (Cook e
Wang(1983) e Atkinson(1986)} para avaliarmos o grau de influéncia -de
um subconjunto de observagles na estimativa do parametro de
transformacdo da variavel resposta num modelo de regressdo linear sob
minimos <quadrados. Na secfo seguinte, apresentaremos métodos de
diagnésticos de influéncia de observages individuais, dispeniveis
para a estimativa do parimetro de transformagio da varidvel resposta,

A, num modelo de regressio linear sob a minimizagdo da soma dos erros

absolutos.

3.2 DIAGNéSTICOS DE INFLUENCIA PARA REGRESSAO DE MiNIMOS QUADRADOS

Sob o método dos minimos quadrados, ao examinarmos um
modelo de regressdo linear ajustado para wm conjunto de dades, uma
observacdc pode ser  considerada  influente se  caracteristicas
importantes da andlise, neste caso ;L, sio alteradas substancialmente
quando a observagdo ¢ eliminada. Observagbes que possuem um residuo
grande apds o modelo escolhido ser ajustado, s3o denominadas
observacdes aberrantes. O fato de uma observacdo ser aberrante, nic

necessariamente significa que a observagdo seja influente com respeito

ac modelo ajustado.
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Na seg¢do (3.2.1) apresentaremos um método grafico
baseado em consideragdes de variaveis adicionadas e nas segBes
(3.2.2), (3.2.3} e (3.2.4) diagnésticos de influéncia de observagdes
sobre a estimativa do parimetro de transformacfo, A, num modelo de
regressio linear de minimos guadrados, ba‘seados em métodos de

eliminacio de observagdes do conjunto de dados.

2.2.1 GRAFICO DE VARIAVEL ADICIONADA

O grafico de variavel adicionada tem como finalidade
avaliarmos a necessidade de uma nova varidvel explanatéria W, em
termos de poder de predicio da variavel resposta , na presenga de
todas as outras varidveis explanatérias. Esse grafico € aqui utilizado
para analisarmos a influéncia de observacSes individuais sobre a

transformagdo. Consideramos o seguinte modelo

Y=28+8W+e (3.2.1.1)

A  equagic (3.2.1.1) & construida de modo a
ressaltarmos, no modele, a presenca da variavel W, que pode ser uma
variave] explanatéria do conjunto de dados ainda ndc incluida na
matriz de delineamento ¥ ou uma fungio de uma varidvel explanatéria ja
presente em X. Um teste conveniente para avaliarmos a necessidade da
variavel W no modele (3.2.1.1} é o teste F, para a hipbétese 6 = 0.
Entretanto, hd sempre a possibilidade de que as conclusdes tiradas a
partir desse teste em relagio & Inclusio ou exclusdo da nova varidvel

explanatéria W sejam indevidamente influenciadas por uma ou apenas
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algumas observagdes. Um grafico complementar & analise do teste F que
visa fornecer tal tipo de informagio pode ser obtido a partir do

procedimente dado a seguir.

Seja H = AR w, Ap6s multiplicarmos ambos os Jados

de (3.2.1.1) por (I - H), temos

(T-WY = I-HXB+3I-HW+U-KWe (3.212)

0 lado esquerdo de (3.2.1.2) é o mesmo vetor residual,
e, obtido ao ajustarmos o modele (2.2.1). O primeiro termo no lado
direito de (3.2.1.2} é exatamente igual a zero. Tomando esperangas em

{3.2.1.2} obtemaos,

Ele) = 8 (I - M)W (3.2.1.3)

que sugere que um grafico de e versus (1 -~ I}i)\j’ seré linear, passando
pela origem, se o modelo (3.2.1.1) é adequado. Chamaremos o grafico de
¢ versus (I - H)W um grafico de varidvel adicionada, ja& que ele €

destinado a medir o efeito de adicionar uma varidvel ao modelo.

Por analogia, Atkinson(1982}) prop6s, entdo, que o teste
TA(AGI, dado em (2.3.2.3), que usamos para avaliar a necessidade de
uma transformagfio na variadvel resposta seja proveitosamente completado

por um grafico de varidvel adicionada. A variavel resposta sera
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representada por gmo) e a nova variavel explanatéria, W, sera
representada por ]_2_)0‘0) , dado em (2.3.2.1.a). Deste modo, o teste
TA(AD} pode ser ampliade fornecendo, também, uma anélise grafica do

efeito de observagdes individuais sobre a transformagic estimada.

Idealmente, este grafico, ou seja, o grafico de e
versus (I - I}i}l_?mo) , deve mostrar uma tendéncia linear constante,
indicando que a evidéncia para uma transformacgio estd uniformemente
espalhada através do conjunto de dados. Valores aberrantes em um
grafico de variavel adicionada podem corresponder a casos que estio
deturpando a evidéncia para uma transformacio e entdo necessitam de
atencdo especial. Uma curvatura substancial pode ser uma indicagio de
que uma modificagdo da familia de transformagfes permitiria uma melhor
representagic do modelo verdadeiro.

Na regressdo de e versus (I - D-I]I?mo) , 0 intercepto é

zero e a inclinagio ¢ estimada por:

(A ¥’ (A )
D70 (I - Wz (3.2.1.4)

S >
|

D% (1 - WD

s

Devemos ressaltar que ¢ ¢é idéntico a estimativa de
minimos guadrados de ¢ obtida ao ajustarmos o modelo (2.3.2.2). A
partir disto, temos imediatamente que o0s residuos no grafico de
variave! adicionada s3o os mesmos residuos abtidos da regressio de

g{)‘c) sobre X e I_Z_)mo).
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3.2.2 M}:_".TODO GR!;LF]CO DE ATKINSON

Atkinson{1981) descreveu dois métodos gréaficos para
avaliar a presenga de valores aberrantes ou influentes tanto na

variavel resposta quanto nas varidveis explanatérias.

A fim de detectar valores aberrantes na variavel
resposta,  Atkinson(1981) sugeriu a construgBo de um gréfico

semi-normal dos residuos "studentizadeos", dados por

5,,(1 - h“]”z (3.2.2.1)

onde sfi} é a estimativa de o dada pelo quadrado médio des residuos
ap6s a i—-ésima observagio ter sido eliminada e hli € 0 i-¢ésimo

elemento da diagonal da matrjz de projegéio H .

Para detectarmos observagbes influentes nas variéveis

explanatérias, Cook(1977) propds a estatistica:

(3.2.2.2)

Atkinson(1981) propos, entdo, modificarmos a
estatistica dada por Cook a fim de obtermos um grafico de diagndstico

R . U 2
para os pontos de delineamento influentes. Apés substituir s por 50
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em (3.2.2.2) a fim de enfatizar valores extremos, padronizou (Dl)vz.

obtendo assim a seguinte estatistica modificada:

172

C = bt | L EL2 00
i

(3.2.2.3)

onde t ¢ dado por (3.2.2.1).

Em um delineamento 6timo, todas as observacdes tém a
mesma influéncia e h = p/n. Devido a padronizacio de {Di)“ z
teremos, portanto, que os graficos de Cl e | ti[ séc idénticos, quandec

o delineamento for étimo.

O grafico obtido a partir de (3.2.2.3) nos indicard o
grau de infuéncia do i-ésimo ponto do conjunto de dados sobre as
estimativas paramétricas do modelo assumido. Grandes valores de C
indicam uma observagdo que tem uma influéncia apreciavel sobre os
parametros estimados. Se esta observagio nfo for usada no ajuste, ha

uma grande mudanga na estimativas paraméiricas.

Atkinson{1981} propés um estudo em conjunto dos
graficos de t1 e C1 a fim de detectarmos valores aberrantes e
influentes em ambos con juntos de variaveis, !’ € X.
Observamos, entretanto, gque os 2n valores de ti e Ci proporcionam um
campo potencialmente abundante para interpretagSes excessivas dos
dados. Para evitar 1isso, ele propdés dque as estatisticas sejam
apresentadas como graficos semi-normais que parecem mostrar com mais

eficiéneia que os graficos normais, grandes valores aberrantes.

Na ausénecia de valores aberrantes e observacfes
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indevidamente influentes, os graficos de 11 e ('J1 devem  ser
aproximadamente uma linha reta com inclinagio de cerca de 45° . Se um
valor aberrante ou influente estd somente nos pontos de delineamento,

este valor é detectado somente pelo grafico de Ci.

Atkinson(1982) a fim de melhor avaliar a contribuigdo
de observacgBes individuais para a escolha de uma transformagic em
particular, propde a analise conjunta do gréafico dé variavel
adicionada dado em {(3.2.1) e do grafico semi-normal da estatistica de
Cook medificada dada em (3.2.2.3) para o modelo univariade dos
residuos (I - IH]}’OLD’ sobre os residuos da variidvel adicionada
(1 -wp'd.

que em alguns casos o grafico proposic na segdo anterior nac mostra

Ele propdés a unifio desses dois graficos devido ao fato de

com clareza certas observagBes altamente influentes para a
transformagéo, enquanto que o grafico semi-normal para a estatistica

de Cook modificada aponta estas observagbes.

3.2.3 METODO DE COOK E WANG

Cock e Wang(1983) expuseram que o método de varigvel
adicionada proposto por Atkinson ¢ sem duavida util e facilmente
executado para as familias de transformacdes simples uni-paramétricas
e que o meétodo frequentemente jdentificard casos influentes, mas que
esta habilidade de identificagcdoc nfo pode ser garantida pelo fato do
método ndo tomar os cuidados adeguados com os pontos de alta ruptura
de problema, cu seja, com os pontos do delineamente que est8c bastante
afastados do centro de massa{meédia) dos outros valores x. Para essas
observacbes os residuos de ambos g(ao’ e I_T_Jmo) tenderdo a ser

pequencs, com variéncias proporcionais a [l—h“}, onde h” € o i-ésimo
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elemente da diagonal da matriz H, fazendo com que estas observagdes
estejam proximas da origem no graficoc de varidvel adicionada.
Consequentemente, qualquer informagdo contida nessas observagbes sobre

a iransformacdo é aparentemente sem importancia.

Eles propuseram, entio, wuma aproximagdo para a

distancia de verossimilhanga
LD =2 [ L {(Ay-L (&) ] (3.2.3.1}
I max max ]

onde L (A) é& definido em (2.2.13) e ?LI é o estimador de maxima
max

verossimilhanca de A obtido apés eliminarmos os casos indexados por

I = {il,...,ik). A estatistica dada em (3.2.3.1}) pode ser comparada

aos percentis de uma distribuicdo xz com um grau de liberdade.

~

O estimador ?LI é obtido a partir do modelo de

eliminag&o

ZM =y g +¢ (3.2.3.2)

onde o© subscrite 1 significa "com os casos indexados por 1
eliminados”. Observamos, entretanto, que para cada valor de I o
jacebiano J dado em (2.2.4.a) é diferente, o que torna a quantidade de

cdlculos muito grande e a estatistica intratavel.

Com =& finalidade de viabilizar a  utilizagfo de
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(3.2.3.1), Cook e Wang(1983) propuseram a substituicio do modelo

(3.2.3.2} pelo modelo de valores aberrantes dado por

(A)

N

= 4B + Elw +c {3.2.3.3)

onde w é um vetor (kxl) e IEI ¢ uma matriz (nxk), onde a j-ésima coluna
de [EI contém um 1 na i ~ésima posi¢gio conforme indexado por
I = | il,...,ik } e zeros nas outras posigdes. Para 2'\ fixo, as
estimativas de maxima verossimilhanca de B s&o as mesmas sob os

modelos de eliminac3o e de valores aberrantes.

Sob o modele de valores aberrantes, o estimador de

maxima verossimilhanga de A, AI , minimiza

' {A)

z (I—IHE)Z

(3.2.3.4)

onde W =X (¥ %)% e X ={X!E)
E E E E E E 1

Substituindo Z(M em (3.2.3.4) pela sua expansdo linear

em série de Taylor sobre A,

(3.2.3.5)

e minimizando a expressfoc resultante, temos o correspondente estimador
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A: dado por

A’ -1 ~
" e a1 —H) e
AI = A + (3.2.3.6)
z o -1
SD{n p) - gD'I(I IHI) €1

onde Il-I1 é a submatriz (kxk) de H correspondendo as linhas e colunas

-

indexadas por I ; e, ¢ € sdo, respectivamente, os subvetores
(kx1) de

e =(I- IH)Z(M e e = (I - IH}D{;U

~Z P bt -
e S =e eD/ (n-p)

o1 . - i . .
Usando AI comoe uma aproximacio para AI na distancia de

verossimilhanga temos que

IR

LD =2 { L -L Y ] (3.2.3.7)
1 max max [

Se usarmos a aproximagdo dada em (3.2.3.5) para

novamente simplificar (3.2.3.7) teremos

LD = LDI =nlog4q 1+ > (3.2.3.8)
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onde e (I - H)V?
. ~z,1 1
~Z,] = g ’
z
Sz _ £z Sz (3.2.3.9)
z
n-p
~ -1/2
. e .l{l £HI)
€ ~o,1
* S
o

Cook & Wang recomendaram esta forma final para uso na
prética. Eles expuseram que uma diferenga Iimportante entre este
procedimento e o procedimento de Atkinson € que este uUltimo calcula os

A (A}

residuos e = I -HZ™ e & = (I - HID"" sob o valor da hipétese

nuja A = AD em Jugar da estimativa de maxima verossimilhanga J;t
Além disso, a estrutura de ruptura do problema € levada em
consideracdo em Ii[)I através do uso de residuos padronizados, onde
pontos influentes tenderdc a ser aqueles onde ambos residuos

padronizados r‘];’i e r‘z,I sdo grandes simultaneamente,

Cook e Wang(1983) expuseram exemplos demonstrando como
o métode de variavel adicionada propoeste por Atkinson falha na
identificacdo de valores aberrantes e pontos influentes, enquanto que
seu método identifica tais pontos com facilidade. A fim de melhor
visualizar as informacdes obtidas a partir da estatistica (3.2.3.8),
Cook € Wang expuseram en seus exemplos essa estatistica sob a forma
grafica, ou seja, utilizaram um gréafico de ﬁDI versus i, considerando

a eliminacdo de uma Gnica observagdo por vez.
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3.2.4 MI;:TODO DE ATKINSON

A partir do estimador A dado em (2.3.2.5) e do teste
para a hipbtese A = AO dado em (2.3.2.3} por

: [D(;\O) y D{hoi] 172
4 r =-

Atkinson(1986) propds um método ndo grafico para julgar a influéncia
de um subconjunto de observagbes sobre a estimativa do parametro de
transformagio da variavel resposta num modele de regressdo linear sob
minimos quadrados. Ele propés, entdo, eliminarmos tais observagbes do

conjunto de dados e analisarmos os efeitos sobre Xe TA(J\D).
A estatistica TA{AO) e o estimador A sdo fungdes da
soma de produtos de residuos da forma:

S(a,b) = 2’1 ~ H)b (3.2.4.1)

onde a e b sdo vetores associados as observagbes. O efejto de
eliminarmos k observacSes indexadas por I = (il,...,ik) sobre

(3.2.4.1) ¢ dado por (Belsley, Kuh e Welsch(1980} - p.64)

5 (a,b) = S(a,b) - 2’ (1 - H)7b (3.2.4.2)
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onde H & a submatriz {kxk) de H correspondente as linhas e colunas
indexadas por 1 e §: e §; sio os k membros relevantes dos vetores de
resfduos (I - IH)§ e (I - Hb , respectivamente. Essas somas de
produtos com observacbes eliminadas podem ent3o serem usadas para
calcularmos  estatisticas que megam o efeito de eliminarmos

determinados subconjuntos de observactes.

Para o modelo de regressio (2.3.2.2), a estimativa do
.. - A .
coeficiente de regressio para l;_)( 0] ap6s os k casos indexados por I

terem sido eliminados &, portanto, baseande-nos em (3.2.4.2), dadc por

];_Jmo) (I - IH)?()LO) _ Q:'(I _ IHI)'l%:

(3.2.4.3)

A
Il

(1 - l]-I)D Ao' — D (1 - H)Ip°
~1 1 ~1

(?u}

o o - .
onde DI e Z_ s3o os k membros, indexados por I, pertencentes aos

N A )
L+

vetores residuais (I - EH}D (1 - }H}Z o', respectivamente.

Logo, o estimador A, apos eliminarmos as k observaches,

¢ dado por

A = - (3.2.4.4)

D"‘o’ (1~ wp - D% - )

0 efeito de eliminarmos k  observages  sobre

a estatistica TA{AOJ, ser4d dado por
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D> (1 - wz%’ - D (1 - w7z
"f{ho) = - (3.2.4.5)
ALl - (Dmo’. (1 - H}D(AD} _ Do'(l - H }-1Do)1/2
z{I) =~ ~ ~1I 1 ~I

cnde 0‘2(1) é o quadrado médio dos residuos obtide para o models

(2.3.2.2) apés as k observagdes terem sido eliminadas.

Atkinson(1985) mostrou através de exemplos que este
método desenvolvido nfio apresenta nenhuma desvantagem em relagio ao
método desenvolvide por Cook e Wang(1983), pois ambas as estatisticas
desenvolvidas XI e ;L; apresentam valores bastante préximos nos
problemas exemplificados. Uma desvantagem do método de Cook e Wang,
eniretanto, ¢ o fato do método deles necessitar do valor da estimativa
de méxima verossimilhanga do par&metro de transformacgio, ;L Ambas as
estimativas ix e T mostraram uma boa aproximago com os

Al .

respectivos valores exatos ?LI e TA{I]'

3.3 DIAGNOSTICOS DE INFLUENCIA PARA REGRESSAO L1

Com o intuito de verificarmos se a evidéncia para uma
escolha de transformac8o em particular estd uniformemente espalhada
através do conjunto de dados ou se estd sendo indevidamente
influenciada por uma ou mais observagbes, desenvelvemos na segdo
anterior alguns métodos de diagnosticos sob regressio de minimos
quadrados. Para regressio LI, sabemos, entretanto, que seus parametros

sdo completamente determinados por um subconjunto das observagdes;
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consequentemente  diagnésticos de influéncia similares aqueles
empregados em regressio de minimos quadrados nfc sdo prontamente
validos. As observagbes basicas tem residuos iguais a zeroc e sio
influentes, mas ndo no contexto de minimos quadrados. O conceito de um
subconjunto de observagdbes basicas € tnico para regrésséo L1 e nenhuma
comparagac poede ser feita com regressio de minimos quadrados. As
observagfes basicas sdo um conjunto 2 parte com suas préprias marcas
especiais de influéncia. Apresentaremos, entfo, medidas de influ#ncia
das observagles remanescentes sobre a escolha do valor do parametro de

transformacgao, apresentadas por Parker(1988).

3.3.1 METODOS GRAFICOS DE PARKER

0 sistema de equagdes correspondentes ao ajuste de

regressio L1 para o modelo (2.5.1.1} pode ser eserito como:

(A) o

~(1) x{1) 0 B
Z{M = . e ’ . (3.3.1.1)
~{2} (2 ~(2)

onde os indices (1) e (2) referem-se s obsevacBes com residuos iguais
a zero (observagfes Dbasicas) e residuos diferentes de zero,
respectivamente, Qo ¢ o vetoer (pxl) definido em (2.5.1.4), © wvetor
€02 é¢ composto pelos valores absolutos dos residuds referentes ao
conjunto (2) e 1° ¢ uma matriz diagonal {n-k)x(n-k) com elementos da

diagonal que sdc +l ou -1 conforme ¢ residuo e correspendente aquela
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observagdo seja negativo ou positivo. As observagbes indexadas par

(1}, caem sobre o hiperplanc de regressao L1'

Deste modo, degenerescéncias a parte, somente as
observagdes bésicas possuem residuc igual a zerc e nio contribuem para

o log da verossimilhanca {2.5.1.6), que pode, entdo, ser reexpressado

como:
n-p
(A) ~1 (A}
n log{ LI lz xX .z | } (3.3.1.2)
i€(2)
A inclinagio do log da verossimilhan¢a acima, dada por
. (A) A -1 (A)
?etzign(el YO - x X Py
S(x) = (3.3.1.3}
)
L e |
i€{2)
{A) . o _
onde e ¢ o vetor residual para o modelo transformado e D =
()

8Z /8x , fornece um modo de avaliarmes quao préximo um dado valor ?\0
estd do valor 6timo de A, A°. Para o valor 6timo do parametro de

transformacdo, hc,
s(A°) = 0,

logo quanto mais préximo S(}\o) estiver de zerec, mais préximo Ao esta

de A°.
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Para um  determinado valor do parametro de
transformacao, Ko’ denominamos a estatistica S(?LO) por escore de
eficiéncia(Cox e Hinkley{(1978)). O escore de eficiéncia S(1}) & uma
medida da necessidade de uma transformagdo, Quande S(1) é menor
(maior) que =zero temos que o valor 6timo do parametro de
transformagdo, A, & menor{maior) que um; para S(1) igual a zero
observamos que ndo hd necessidade de uma transformagio da wvariavel

resposta.

A partir de (3.3.1.3) podemos, entio, obter uma medida
da contribui¢dio da i-ésima observagfo para a inclinagio do log da

verossimilhanga em J\O, dada pela quantidade

- XX

(A} -1 (A )
Dl ¢ ~1 {l}D(l} ]

signl( eao)]
1 (3.3.1.4)

Esta medida proporciona, consequentemente, uma analise
da influéncia de observacBes individuais sobre a transformacio, Quanto
majs a medida (3.3.1.4) se afasta do zero no  sentido
negativo (positivo), mais temos evidéncias de que esta observagic
pertence a um modelo cujo valor 6timo do pardmetro de transformagéo,

A°, é menor (maior) que 7\0.

Para a hipétese de nenhuma transformacio, que é AU = 1,
podemos visualizar a infiuéncia de observagfes individuais na
determinacdo da necessidade de uma transformacgidc sob regressio Ll a

partir do grafico de indices da seguinte medida de influéncia:

@ W 1)
T = signl( e ) [ b, )EIR(UD(” } (3.3.1.5}
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Tal grafico é de bastante interesse, pois algumas vezes
necessitamos escolher entre uma resposta ndo-transformada e uma
resposta transformada, como por exemploe a transformacgio log, raiz
guadrada ou inversa, que ocorrem tdc frequentemente. Observagdes que
possuem grande influénecia na escolha de transformagbes do tipo log,
raiz quadrada ou Iinversa, por exXemplo, apresentam grandes valores
positivos de Tl, ao passc que, grandes valores negativos de Ti estéo
associados a observagdes que rejeitam a necessidade de transformacgdes

de tais tipos.

Um outro medo de avaliarmos o efeito de observacgbes
individuais sobre a transformagio pode ser obtido através da
eliminag8o de uma observacio do conjunto de dados por vez e posterior
verificagio na mudanca ocorrida na estimativa do parametro de
transformagio A° devido & auséncia desta observagfo. Dencminando por
A: a estimativa de maxima verossimilhanga do pariametro de
transformagio, apés a i-ésima observagio ter sido eliminada, podemos

construir, entio, um grafico de indices de A:.

Parker(1988) aplicou tais graficos de influéncia sobre
conjuntos de dados conhecidos a fim de comparar as obscrvagdes
consideradas influentes sob analise de regressdo L1 e observagbes
influentes detectadas por outros métodos sob estimacio de minimos
quadrados e sob estimag8o robusta. Para um conjunto de dados
frequentemente analisado e conhecido por "Stack-l.oss Data", Parker
observou que nfc ha observagbes individuais ou um subconjunto de
observagdes direcionando demasiadamente z escolha da transformacio sob
minimizagio dos erros absolutos; ao passo que pelos outros métodos
mencionados(diagnésticos  para regressdo de  minimos  quadrados
{Atkinson(1982)) e regressdo robusta{Carroll e Ruppert{1985)) existem
subconjuntos de observagles consideradas potencialmente influentes.
Ele conciuiu, portanto, que os erros aleatérios se acomodavam melhor,

neste case, a uma distribuicdo de caudas longas e consequentemente a
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uma apalise de minimos desvios absolutos.

Um outro método de diagnéstice de influéncia, néo
considerado por Parker, mas que poderia ser perfeitamente utilizado
para regressao Li, seria a construgio de um grafico de LDl dado por
(3.2.3.1) versus i, considerando a eliminagio de uma Unica observagio
por vez € os erros aleatérios independentes e identicamente
distribuidos dupla-exponenciais. Essa utilizagio em regressdo Ll de um
método desenvolvido para regressao de minimos quadrados é bastante
razoavel uma vez que podemos obter tianto Lmu(kcl guanto me(lr)

através de (2.5.1.6). LDi , sob minimizagdo dos erros absolutos,

também possui uma distribuigio xz caom Vv graus de liberdade.
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CAPITULO 4

APLICACOES

4.1 INTRODUGCAO

A tituio de ilustragdo e comparagio, utilizando alguns
métodos catalogados nos capitulos anteriores, sob minimizagdo da soma
de erros quadraticos e minimizagdo da soma de erros absolutes,
analisamos alguns conjuntos de dados gerados com o auxilio do
"Statistical Analysis System (SAS)" e um conjunto de dados real

retirado do livro de Gunst e Mason [(1980} - p. 3581

Em tedos os conjuntos de dados gerados, os valores da

variave] resposta, Y, foram determinados através do modelo

Y=exp{1+X+e},.

onde X é um valor fixo obtido a partir do gerador uniforme(0,1) e ¢
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representa o errpo gerado a partir de distribuicde normal,
dupla—-exponencial ou normal contaminada. Cada conjunto de dados gerado

contém 30 observagdes.

Foram utilizadas as fungbes RANUNI, RANNOR e RANEXP do
sistema de programas SAS para gerar amostras de distribuicio uniforme,
normal e exponencial, respectivamente. O método de geragic de
observagGes da distribuigfo dupla-exponencial foi: -

(i) Gerar uma observacio da distribuicic uniforme(0,1),

usando a fungdo RANUNI, u.
(ii) Gerar uma observagio da distribuicio exponencial
com 8 = 3, usando a funcio RANEXP, e.
(iii) Se u < 0.5, entdo e €& o valor gerado da
distribuicdio dupla—exponencial, caso contrario o

valor gerado é -e.

Todos os calcules necessarios para obtermos os
resultados deos métodos aplicades na andlise dos conjunteos de dados
foram desenvolvidos através do procedimento IML do sistema de
programas SAS e encontram-se no apéndice 1. Para calcularmos a
regressic de minimos desvios absolutos, assim comeo suas aplicagdes,
sob minimizacdo dos desvios absolutos, usamos um programa que utiliza
a subrotina de programagdo linear contida no procedimento IML do
sistema de programas SAS. Esse programa consta no manual do SAS/IML
versio 6.03 (pg.180). Escolhemos trabalhar com este algoritmo para a
resolugdc das regressbes de minimos desvios absolutos, pelo fato dele
ser desenvolvide no procedimento IML do sistema de programas SAS, onde

desenvolvemos ¢ restante dos métodos analisados.
Apdés gerarmos os problemas { conjuntos de dados 1,

aplicamos alguns métodos estudades para verificarmos se conseguem

indicar a transformagio correta (transformacgfo pré-estabelecida com a
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simulagdo) e apontar os

conjunto de dados,

4.2 PROBLEMA 1

No primeiro conjunto de dados gerado,

possiveis

valores influentes

presentes no

mostrade na

tabela 4.2.1, £ é uma amostra de uma distribuigde normal com média

zero e desvio padrédo igual a trés.

OBS X Y
1 0.57663 0.250
2 0.44536 0.274
3 0.65664 541.518
4 0.51567 0.109
5 0.30051 0.709
6 0.01247 0.097
7 0.34488 3.392
8 0.58768 0.030
9 0.67852 145.804
10 0.64308 1.091
11 0.53687 1.800
12 0.4%618 4.249
13 0.71133 488.587
14 0.25794 13.336
15 0.167%4 7.469
16 0.42766 0.392
17 0.42048 7.767
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18 0.06227 0.596
19 0.65213 41.588
20 0.35331 66.789
2l 0.92884 0.982
22 0.40392 0.017
23 0.24245 0.838
24 0.251%6 ~ 0,923
25 0.06455 68.669
26 0.13990 6.247
27 0.67155 40.294
28 0.83292 2.495
29 0.90244 0.017
30 0.14356 10.478

Tabela 4.2.1 Lista de dados gerados sob distribuicao
de erros normal com média zero e desvio

padrdo igual a trés,

Como wum estudo preliminar, para avaliarmos a

necessidade de uma transformacgio, ajustamos o modelo de primeira ordem

~ -

completo, Y = a + bX, sob minimos quadrados e minimos

desvios absolutes. Os modelos obtidos saoc dados abaixo:

Regressdo de minimos quadrados:
Y = -12.5 + 135.8 X

Soma dos Quadrados dos Residuos = 461564.95
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Regressdo de minimos desvios absolutos:
Y=48-41X

Soma dos Residuos Absolutos = 1439.59

Através dos graficos probabilisticos para os residuos
dos modelos ajustados, dados nas figuras 4.2.1 e 4.2.2, temos fortes
evidéncias de que uma transformacgfo da varidvel resposta, tanto sob
analise de minimos gquadrados quanto sob analise de minimos desvios

absolutes, podem valer a pena.

Aplicando a familia de transformagbes de Box e Cox,
dada em (2.2.2), na variavel resposta, sob anilise de minimos
quadrados, obtemos que c estimador de méxima verossimilhanga de A ¢é
i = -0.05. O grafico do log de verossimilhanga Lmax(l) versus A, sob
minimos quadrados, mostrado na figura 4.2.3, fornece o intervalo de
confianga de 95% para A, definido por (2.2.10), que abrange os valores
entre -0.10 e 0.10. Desse modo, temos gque a transformagdo log

pré-estabelecida é apropriada.

0 grafico do log de verossimilhanga Lmu(AJ versus A,
sob a analise de minimos desvios absolutos é mostrado na figura 4.2.4.
0O log de verossimithanga assume o maximo em i = —=0.05. O intervalo de
confianga de 95%° para A, definido em (2.5.1.7), abrange os valores
entre -0.15 e 0.15. Vemos, portanto, que sob analise de minimos

desvios absolutos, a transformacio log também ¢é identificada.
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Apo6s estimarmos os parametros dos modelos transformados
(A=0}, por analise de minimos quadrades e andlise de minimos

desvios absolutos, obtemos os seguintes modelos ajustados:
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Regressio de minimos quadrados:
P
ToglY) = 0.78 + 0.3 X
Soma dos Quadrados dos Residuos = 229,94

Regressio de minimos desvios absolutos:

AN
log(Y) = 1.95 -~ 2.12 X

Soma dos Residuos Absolutos = €7.52

O grafico probabilistico normal para os residuos do
modelc transformado (A=0), sob a analise de minimos quadrados, é
mostrado na figura 4.2.5. Observa-se uma melhora decisiva em relagio a
figura 4.2.1, sendo que, agora, todas as observagbes parecem estar

adequadamente ajustadas.

A figura 4.2.6 mostra o graficc probabilistico
exponencial para os residucs absclutos do medelo transformado, sob
analise de minimos desvios absolutos. Observando este grafice,
verificamos que a hipStese de erros - dupla-exponenciais ndo € aceita,

pois os valores ndo estdo préximos a nenhuma reta.

O gréfico de diagnéstico de Parker, mostrado na figura
4.2.7, indica que as observaches 3 e 13 s8o as mais influentes na
determinacido de necessidade de uma transformagdo. A exclusio de tais
observagbes do conjunto de dados, entretanto, ndc altera a permanéncia
da transformacdo log no intervale de confianga de 957 para A, sob
analise de minimos desvios absolutes, assim como nio proporciona
mudangas significativas nas estimativas paramétricas e n3o melhora a
disposigdo dos residuos absoclutos no  grafico  probabilistico

exponencial (tais analises nfo foram apresentadas por nio conterem
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Ds diagnosticos de influéncia, sob minimizagdo dos
erros quadraticos, dados nas segbes 3.2.1 e 3.2.2, mostrados nas
figuras 4.2.8 e 4.2.9, identificam as observagdes 3 e 13 como as malis
influentes na escolha da transformagfo. No gréafico de variavel

adicionada, figura 4.2.8, observamos que, embora, esta duas
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observagbes estejam distantes das demais, elas estfo de acordo com a
tendéncia indicada pelas demais observagbes, ou seja, evidenciam a
necessidade da mesma transformagdo indicada pelas outras observagbes.
A  auséncia dessas observagbes, sob andlise de minimos quadrados,
também ndo proporciona, entretant_o, mudancas significativas nas

an4lises subsequentes.
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O método de Cook e Wang, como mostrado na figua 4.2.10,

identifica as observacbes 22 e 29 como as mais influentes na escolha
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da transformagdc, sob minimos quadrados. Essas observagdes, assim como
as observagbes 3 e 13, situadas nas extremidades da linha na figura
4.2.5, ndo apontam, entretanto, desvios da suposicdo de normalidade

dos residuos.
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 Comparativamente, vemos gue ambas analises de minimos
quadrados e minimos desvios absolutos conseguem identificar a
transformagdo log pré-estabelecida . Observando, entretanto, os
graficos probabilisticos, mostrados nas figuras 4.2.5 e 4.2.6,
verificamos que os residuos se acomodam adequadamente & suposigio de
normalidade sob minimos quadrades e que na andalise de minimos desvios
absolutos, os residuos obtidos nae apresentam distribuicgo

dupla-exponencial.

4.1 PROBLEMA 2

0 segundo conjunte de dados gerado, mostrade na tabela
4.3.1, possui erros provenientes de uma distribuigdo normal
contaminada. A distribuicic normal contaminada foi gerada através da
distribuigdc normal, fazendo f{x) = 0.85N1 + O.ISNZ, onde N1 e N2
representam normais com médias zero e desvios padrdes iguais a um ¢

cinco, respectivamente.

0BS5S X Y
i 0.24035 2.9072
2 0.20973 3.4433
3 0.85830 3.907s6
4 0.69654 17.0814
5 0.86712 2.4000
& 0.58542 17.4154
7 0.50374 3.6733
8 0.43785 4.7912
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S 0.60673 17.0603
10 0.75400 3.089¢6
11 0.40864 4.9165
12 0.28936 5.0222
13 0.49779 3.8464
14 0.7994] 2.4303
15 0.66488 22.8810
16 0.55157 8.1044
17 0.01076 1.4590
18 0.53938 19.6928
19 0.82150 14.4348
20 0.17168 0.2578
21 0.76741 2.1292
22 0.32791 0.1729
23 0.87664 0.5295
24 0.85447 4.4532
25 0.83493 14.3818
26 0.53027 3.2940
27 0.65950 22.1659
28 0.60267 1.3337
29 0.28028 22.5794
30 0.27313 3.9508

Tabela 4.3.1 Lista de dados gerados sob distribuigde

de erros normal contaminada.

Inicialmente, ajustamos ¢ modelo de primeira ordem,
-~ ~ L]
Y= a + b X, por analise de minimos quadrados e minimos desvios

absclutos. 0Os modelos obtidos s&o:
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Regressdo de minimos gquadrados:
Y = 4.9 + 5.2 X

Soma dos Quadrados dos Residuos = 1623.46

Regressio de minimos desvios absoclutos:
Y=31+16X

Seoma dos Residuos Absolutos = 163.30

As analises dos graficos probabilisticos para os
residuos dos modelos ndo transformados, sob minimos gquadrados e
minimos desvics absolutos, conforme as figuras 4.3.1 e 4.3.2,
evidenciam a necessidade de wuma transformag8c da varidvel resposta

para ambas andlises de minimos quadrados e minimos desvios absolutos.

Utilizando o procedimento de Box e Cox, sob minimos
desvios absolutos, obtemos que a transformagfo 6tima é dada por ;t =
0.1 e que o intervalo de confianga de 957 para A abrange os valores
entre ~0.2 e 0.45. A andlise de minimos desvios absolutos, comec no
problema anterior, identifica, portanto, a transformacdo log
pré—estabelecida como uma transformacio apropriada para a variavel

resposta.

Sob minimos quadrados, através do preocedimento de Box e
Cox , obtemos que o log de verossimilhanga assume o méximo em i = 0.2.
C intervalo de confianga de 957 para A abrange os valores entre 0.05 e
0.45. Portanto, temos que 0 procedimento de Box e Cox, sob minimos

quadrados, ndo consegue identificar a transformacgio log
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pré-estabelecida como uma transformacgic apropriada para esse conjunto

de dados.
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Apé6s estimarmos oS parametros dos modelos
transformades, por andlise de minimos quadrades e andlise de minimos

desvios absolutes, obtemos as seguintes regressbes:

Regressico de minimos quadrados:

v%? — 11+ 15X

Soma dos Quadrados dos Residuos = 72.45

Regressdo de minimos desvios absolutos:

A
log(Y) = 1.2 + 0.4 X

Soma dos Residuos Absclutos = 27.66

O pgréafico probabilistico exponencial para os residuos
absolutos do modelo transformado (A=0) por an4lise de minimos
desvios absolutos, mostrado na figura 4.3.3, evidencia que, agora,
todas as observagBes parecem estar razoaveimente modeladas, com as
ohservacBes 22, 20 e 23 possuindo o5 maiores residucs e fora do
alinhamento das demais observagfes. A exclusdo dessas observac@es n&o
alteraram, entretanto, os resultados obtidos por analise de minimos

desvios absolutos.

A Tfigura 4.3.4 mostra o grafico probabilistico normal
para os residues de modelo transformado (A=0.2), sob a analise de
minimos guadrados. Observa-se, que o grafico probabilistico indica

claramente que a hip6tese de normalidade ndo é atendida.
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Através do diagnéstico de influéncia de Cook e Wang,
ilustrade na figura 4.3.5, observamos que este identifica as
observagbes 20, 22 e 23 como observagdes aberrantes e/ou ponios
influentes. 0O grafico de variavel adicionada, mostrado na figura
4.3.6, nao identifica nenhuma observagdo como observagdo aberrante,
enquantec que o grafico para a estatistica de Cook modificada,
apresentado na figura 4.3.7, aponta a observagiic 15 como possivel

valor influente.

Apés a exclusdo das observagfes 20, 22 e 23 do conjunto
de dados, o procedimentoc de Box e Cox, sob minimeos quadrades,
seleciona como 6tima a transformagio ;L = -0.2 e fornece um intervalo
de confianga de 95% para A que abrange os valores eatre -.065 e 0.30.
Portanto, apés a retirada das observagdes identificadas por Cook e
Wang como aberrantes efou influentes, temos que a anilise de minimos
quadrados identifica a transformacdo log pré-estabelecida. O modelo
transformado (A=0) ajustade por minimos quadrados sem as observagdes

20, 22 e 23 € dado por:

Regress&o de minimos quadrados :

s
log(Y) = 1.39 + 0.67 X

Soma dos Quadrados dos Residuos = 20.60

0 gréafico probabilistico normal para os residuos deste
modelo transformado, mostrade na figura 4.3.8, continua mosirande a
ndo adequabilidade da suposigio de normalidade dos residucs, ao
evidenciar uma distribuicdo dos residuos tipica de distribuigbes de

caudas alongadas.
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Para investigarmos a influéncia de observacdes
individuais na determinacdo da necessidade de uma transformacio da
varidvel resposta, sob andlise de minimos desvios absolutos,
construimos o grafico de diagnéstico de Parker, mostrado na Tigura
4.3.9, Este método de diagn6stico indica- as observacbes 15, 27 e 29
como as mais influentes em determinar a necessidade de uma
transformagdo; entretanto, vemos que outras observagbes também possuem
influéncia significante em determinar essa necessidade. Degsse modo,
temos gue a necessidade de uma transformagdo estd amplamente espalhada

através do conjunto de dadoes.
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Figura 4.3.9 Grafico de diagnéstico de Parker para

observagdes nac bésicas.
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Comparando os resultados obtidos por analise de minimos
quadrados e minimos desvios absolutos, temos que parece mais razoavel
ajustarmos ao conjunto de dados, o modelo transformado por analise de

minimos desvios absclutos (A=0).

4.4 PROBLEMA 3

Para o terceiro conjunto de dados gerado, mostrado na
tabela 4.4.1, £ € uma amostra de uma distribuicdo dupla~exponencial

com 6 = 3.

0BS X Y
1 0.63459 20.06
2 0.94395 10.25
3 0.20833 2.82
4 0.31270 5.79
5  0.73129 0.05
6  0.68019 0.00
7  0.82735  203.35
8  0.79867 37.52
9  0.39280 1.57
10 0.20163 0.00
11 0.94028 2.19
12 0.62943 0.02
13 0.35380 6.84
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14 0.22326 7.61
15 0.54077 S.16
16 0.37388 12.06
17 0.37473 0.24
18 ¢.65878 1432.16
i9 0.24526 423.76
20 0.85314 432.36
21 0.16818 3.87
22 0.32020 g.28
23 0.70115 21.98
24 C.60474 0.30
25 0.88693 149.00
26 0.18298 2.31
27 0.46658 389.51
28 0.82426 39.33
29 0.96678 45.20
30 0.33%925 1.50

Tabela 4.4.1 Lista de dados gerados sob distribuicio

de erros dupla-exponencial 8 = 3.

Como nos problemas anteriores, ajustamos, inicialmente,
o modelo Y = a + b X por anélise de minimos gquadrados e minimos
desvios absolutos. As regressoes obtidas sdo dadas por:

Regressio de minimos quadrados:

Y = 319 + 1405 X

Soma dos Quadrados dos Residuos = 2245164.6
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Regressdo de minimos desvios absolutos:
Y =-81+ 443 X

Soma dos Residuos Absclutos = 3129.55

A ndo adequabilidade desses modelos ajustados €&
apontada pelos gréaficos probabilisticos para os residuos, mostrados
nas figuras 4.4.1 e 4.4.2. Através desses graficos podemos observar
fortissimas evidéncias da necessidade de uma transformacgio da variavel
resposta, sob andlise de minimos quadrades e anélise de minimos

desvios absolutos.

Através do procedimentc de Box e Cox, sob minimos
desvios absolutos, obtemos que a transformacdo 6tima € dada por i =
0.05 e que o intervalo de confianga de 957 para A abrange os valores
entre -0.05 e (.2. Portanto, a analise de minimos desvios absolutos,
novamente identifica a transformagaoc log pré-estabelecida come uma

transformacgde adequada para a varidvel resposta.

Scb a analise de minimos quadrados, através do
procedimento de Box e Cox, obtemos que o log de verossimilhanga assume
¢ maximo em ;l = 0.10. O intervalo de confianga de 957 para A, sob
minimos gquadrados, abrange os valores entre 0.05 e 0.15. Como no
problema anterior, observamos, entfo, que o procedimento de Box e Cox,
sob minimos quadrades, nioc consegue selecicnar a transformacgdo log

pré—estabelecida,

100



mrm

[ |

1500

1000

750

300

-250

¥
*
W
*
L}
[
A0 A o e e
o e e
LI
™
b + 1 e i i o i
-3 - -1 o] 1 2
Normal Quantlles
Figura 4.4.1 Gréafico probabilistico normal

—_—
3

para

Qs

residuos do modelo nao transformado

a justado por minimos gquadrados.

101



E2 0 o =

1500

1000

TS0

—_—— e e e e e e e e e e e e e e e o .

WONOH A %

R AR B

t=—— - T

0

t
1 a 3 4

Exponential fluantiles

Figura 4.4.2 Grafico probabilistico exponencial para os
resfduos absolutes do modelo nao
transformado ajustado por minimos desvios

absolutos.

Os modelos transformados ajustados por analise de

102



minimos desvios absolutos (A=0) e por andlise de minimos gquadrados

(3=0.10} sdo dados por:

Regressdo de minimos gquadrados:

YO = 0,03 + 4.30 X

Soma dos Quadrados dos Residuos = 405.86

Regressdo de minimos desvios absolutos:

N .
log(Y) = 017 + 4.17 X

Soma dos Residues Absolutos = €9.74

A  figura 4.43 mostra o grafico probabilistico
exponencial para os residuos absolutos do modelo transformado (A=0)
sob andalise de minimos desvios absolutos. Ele ilustra uma melhora
decisiva sobre o grafico probabilistico exponencial para os residucs
absolutes do modele ndo transformade (figura 4.4.2). A figura 4.4.3
evidencia também que, sob o modelo transformado, todas as observages
se acomodam adequadamente A suposicBo de dupla-exponencialidade, com
excessdo da observagdo 6 que estd ligeiramente distanciada das demais

observagbes.

A exclusdc da observacio 6, sob andlise de minimos
desvios absolutos, nfc altera, entretanto, o intervalo de confianca de
957, para A, assim como as estimativas paraméiricas continuam as mesmas
obtidas para o modelo transformado {(A=0} com todas as observagbes;, os
demais resultados subsequentes, também, nfSc sofrem mudancas

significativas.
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modelo transformado (A=0.10) sob analise de minimos quadrados ¢é
mostrado na figura 4.4.4. A variagdo em relagdo a uma tendéncia linear
¢ muito grande para ser explicada somente por flutuagbes aleatdrias,
levando-nos & concluir que o5 residuos ndo sdc normalmente

distribuidos.

Para avaliarmos a influéncia de observagdes individuais
na déter‘minaqéo da necessidade de uma transformacgdo, sob minimes
quadrados, utilizamos asg figuras 4.4.5, 4.4.6 e 4.4.7, que ilustram
os gréaficos de variavel adicionada, estatistica de Cook modificada e
estatistica de Cook e Wang, respectivamente. Através dos graficos de
variavel adicionada e estatistica de Cook modificada, cobtemos que a
observagio 18 € uma observagido aberrante. Apds retirarmos essa
observacio do conjunto de dados, identificamos através desses mesmos
gréaficos as observacgdes 19, 20 e 27 como valores aberrantes. A figura
gue ilustra a estatistice de Cook e Wang aponta como observagbes

influentes as seguintes observacghes: 18 e 10.

O procedimento de Box e Cox, sob minimos quadrados,
aplicado ao conjunto de dados apés a exclusdo de cada um dos seguintes
subconjuntos de observagdes: {18}, {18, 19, 20}, {1g, 19, 20, 27}, n3o
fornece, em nenhum dos conjuntos resultantes, um intervalo de
confianca de 957 para A que contenha a transformagdc log
pré—estabelecida. Para os conjuntos de dados resultantes da exclusfio
dos subconjuntos {18}, {18, 19, 20} o procedimento continua apontando
como &6tima a transformacgido ;\ = 0.10, enquantc gue para o conjunto
resultante da exclusdo do subconjunte {18, 19, 20, 27}, o procedimento
aponta come 6tima  a  transformagdo i-—— 0.15. 0Os  graficos
probabilisticos normais para os residuos dos meodelos transformados,
ap6s a exclusdo desses subconjuntos de cbservagdes evidenciam, também,

as mesmas tendéncias observadas na figura 4.4.4.
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individuais na determinagdo da necessidade de uma transformagfo da
variavel resposta, scb analise de minimos desvios  absolutes,
construimos o grafico de Parker, mostrado na figura 4.4.8. Este
grafico tlustra a observagéo 18 como a mais influente em determinar a
necessidade de uma transformacio, seguida pe,;las observacbes 19, 20 e
27. Este grafico ndo indica nenhuma observacdo influente em rejeitar a
necessidade de uma transformacio. Através do grafico probabilistico
exponencial para os residuos absolutes de medelo transformado (A=0)
ajustade por minimos desvios absolutes, figura 4.4.3, observamos que
as observagbes identificadas pelo métode de Parker se acomodam

perfeitamente & escala transformada.

Nesse problema, os resultados obtidos usando a andlise
de minimos desvios absclutos s8c mais satisfatérios que aqueles
obtidos usando analise de minimos quadrados. Através da andlise de
minimos desvios absolutes e uma distribuicdo de erros
dupla-exponencial, todas as 30 observacdes s3o adequadamente meodeladas
por um modelo transformado {A=0) de primeira ordem. Usando regressic
de minimes quadrados e uma distribuicdo de erros normal, as
observagbes nfo s8o razoavelmente modeladas, como ilustra a figura
4.4.4. Além disso, sob minimos quadrados, as observagbes 18, 19, 20 e

27 sdo consideradas aberrantes.

4.5 PROBLEMA 4

Neste problema utilizamos um conjunte de dados,
retirado do livro de Gunst e Mason [(1980) - p.358], que representa
algumas caracteristicas demoeograficas de 49 paises. Os dados, mostrados

na tabela 4.5.1, representam as seguintes caracteristicas:
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Y = Produto Internc Bruto (calculado em délares - 1957)
X1= Mortalidade Infantil por 1000 <criangas nascidas
vivas
X2= Numero de Habitantes para cada médico
X3= Populacédoc por km?
X4= Populacde por 1000 hectares de agriculfura no pais
X5= Percentagem de alfabetizados maiores de 5 anos
Xe,: Estudantes matriculados no nivel superior para cada
100000 habi tantes
PAISES Y X X X X X X
1 2 3 4 5

1 Australia 1316 19.5 B60 1 VAl 98.5 856

2 Austria 670 37.5 695 84 1720 98.5 546

3 Barbados 200 60.4 3000 548 T121 gl1.1 24

4 Bélgica 1196 35.4 819 301 5257 96.7 536

5 Guiana Britanica 235 67.1 3900 3 192 74.0 27

& Bulgéria 365 45.1 740 72 1380 85.0 456

7 Capadé 1947 27.3 900 2 257 97.5 645

8 Chile 379 127.9 1700 11 1164 80.1 257

9 Costa Rica 357 78.9 2600 24 948 79.4 326

10 Chipre 467 29.9 1400 62 1042 60.3 78

1} Tchecolosvaguia 680 31.0 620 108 1821 97.5 398

12 Dinamarca 1057 23.7 830 107 1434 9R.5 570

13 El Salvador 219 76.3 5400 127 1497 39.4 89

14 Finlandia 794 21.0 1600 13 1512 98.5 529
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15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

Franga
Guatemala
Hong Kong
Hungria
Islandia
India
Irianda
italia
Jamaica
Japio
Luxemburgo
Malisia
Malta
Mauricios
México
Holanda
Nova Zeléandia
Nicaragua
Noruega
Panama
Polénia
Portugal
Porte Rico
Roménia
Singapura
Espanha
Suécia
Suiga
Tailandia
Trindade
Reino Unido

Estados Unidos

943
189
272
4390
572
73
550
516
316
306
1388
356
377
225
262
836
1310
160
1130
329
475
224
263
360
400
293
1380
1428
161
423
1189
2577

27.4
91.9
41.5
47.6
22.4
225.0
30.5
48.7
58.7
37.7
31.5
68.9
38.3
69.5
77.7
16.5
22.8
71.7
20.2
54.8
74.7
71.5
52.4
75.7
32.3
43.5
16.6
21.1
30.5
45.4
24.1
26.4

113

1014
6400
3300
650
840
5200
1000
746
4300
930
910
6400
980
4500
1700
S00
700
2800
946
3200
1100
1394
2200
788
2400
1000
1089
765
1500
2300
935
780

83
36
3092
108

138
40
164
143
254
123
54
1041
352
18
346

10
11
15
96
100
271
18
2904
61
17
133
305
168
217
20

1288
1365
98143
1370
79
22779
598
2323
3410
7563
2286
2980
8050
4711
296
4855
170
824
3420
838
1411
1087
4030
1248
108214
1347
1705
2320
10446
4383
2677
399

96.4
29.4
57.5
97.5
98.5
16.3
98.5
87.5
77.0
98.0
96.5
38.4
57.6
51.8
50.0
98.5
98.5
38.4
98.5
67.5
95.0
55.9
81.0
89.0
0.0
87.0
98.5
98.5
54.0
73.8
98.5
98.0

667
135
176
258
445
220
362
362
42
750
36
475
142
14
258
923
839
110
258
371
351
272
1182
226
437
258
401
398
329
61
460
1983



47 USSR 600 335.0 578 10 339 95.0 539
48 Alem. Ocidental 927 33.8 798 217 3631 98.5 528
49 Tugoslavia 265 100.0 1637 73 1215 77.0 524

Tabela 4.5.1 Lista de algumas caracteristicas

demograficas de 49 paises.

Gunst e Mason(1980) optaram por retirar as observagdes
17 e 39, referentes a Hong Kong e Singapura, antes de ajustar qualquer
modelo, pele fato de terem-nas identificado, através de anélise
exploratéria de dados, como observagbes aberrantes e por elas serem
cidades e n&o paises. Em seu trabalhe, eles realizaram todas as

analises sob minimizagdc da soma dos erros guadréaticos.

Gunst e Mason, através de suas analises sobre as 47
observacgbes restantes, observaram a necessidade de uma transformacdo
na variavel resposta e resolveram, entdo, utilizar as escalas log e
inversa para transformar a variavel resposta. Para ambos os modelos
transformados ( A=0 e A=-1 ) ajustados, concluiram, apés observar os
graficos de residuos versus variaveis explanatérias e gréficos
probabilisticos normais para os residuos, que as transformactes
melhoraram substancialmente o ajuste. O grafico probabilistico normal
para os residuos do modelo ajustado sob escala inversa (A=-1) &

ilustrado na figura 4.5.1.

Eles escolheram, entio, © modelo transformado pela

escala inversa , cujo ajuste ¢ dade por:

Y-—l

1

0.004103 + 0.0000380 Xl - 0.0000001 X2
0.0000021 X3 + 0.0000003 X4 - 0.0000420 Xs
0.0000004 Xb

114



Nas analises seguintes realizadas sobre os residucs
deste modele transformado, eles identificaram as observagBes 8 e 20,
referentes ao Chile e a India, como observagdes aberrantes. Desse
modo, dos 49 paises iniciais do conjunto de dados, eles decidiram

excluir quatre: Chile, Hong Kong, India e Singapura.

Através do procedimento de Box e Cox, sob minimos
quadrados, verificamos que o interﬁalo de confianga de 957 para A,
para o conjunto de dados completo, abrange os valores entre -0.5 e 0.
Observamos, portanto, que denire as duas transformagbes consideradas
por Gunst e Mason(1980}, somente a trapnsformacgido log pertence ao

intervalo de confianga para A

0 modelo ajustado sob escala log, para o conjunto de

dados completo, é dade por :

N\
log{Y) = 5.16032 - 0.007595 X1 + 0.000016 Xz
- 0.000264 X3 + 0.000000 X4 + 0.014680 Xs
+ 0.00061 X6

O gréafico probabilistico normal para os residucs deste
modelo transformado (A=0}) é mostrado na figura 4.5.2. Comparando as
figuras 4.5.1 e 4.5.2, observamos que, os residues do modelo
transformado pela escala log evidenciam wuma melhor acomodacio 2
suposigdo de normalidade que os residuos resultantes do modelo

transformado pela escala inversa escolhido por Gunst e Mason(1980).

O grafico para estatistica de Cook modificada, mostrado
na figura 4.5.3, indica a observagdo 46 como a observagio mais
influente na estimagdc deo parametro de transformagio. Apés a exclusio
desta observagdo, a estatistica de Cook modificada aponta as
observacfes 7, 25 e 24 como as mais influentes. Analises realizadas

sem estas observagbes ndc alteraram , entretanto, a permanncia da
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transformacio log no conjunto de dados, assim como nZo proporcicnaram
mudancas significativas nas estimativas paramétricas e nos gréaficos

probabilisticos normais.
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evidenciar que a necessidade de uma transformacdo esti uniformemente
espalhada através do conjunto de dados. A estatistica de Cook e Wang,
ilustrada na figura 4.5.5, aponta as observagdes 43 e 8 como as

observacbes mais influenies na determinagio do valor de A.
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Para analise de minimos desvios absclutos, ajustamos,
inicialmente, o modelc de primeira ordem complete. A regressio

resultapnte é dada por:

Y = 134,837 - 3.961928 '.P'(I + 0.0333461 X2 + 0.0939167 XS
- 0.004561 X4 + 3.0631897 Xs + 0.8713822 Xa

Soma dos Residuos Absolutos = 11152.953

0 grafico probabilistico exponencial para os residuos
absolutos, mostrado na figura 4.5.6, demonstraz qQue embora os residuos
estejam bastante proximos de uma linha reta, eles podem ainda ser
considerados grandes e uma transformagio da variavel resposta pode |,

entao, valer a pena.

O procedimento de Box e Cox, sob minimos desvios
absolutes, identifica come 6tima a transformagdo A=-0.5 e fornece o
intervalo de confianga de 95% para A, gue abrange os valores entre

-0.6 e -0.3. Escolhemos, entidec, ajustar o modelo sob a escala inversa

da raiz gquadrada (A=-0.5}.

0 modelo transformado ajustado por minimos desvios

absolutes &, portanto, dado por:

-~

y (-0-%) _ 1.89879 - 0000613 X - 0.000000 X_
- 0.000032 X_ + 0.000000 X_+ 0.000456 X_
+ 0.000017 X_

Soma dos Residuos Absolutos = 0.55
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A figura 457 ilustra o grafico probabilistico
exponencial para o©s residuos absolutos deste modele transformado
ajustade por minimos desvios absolutos. Através desta figura, podemos
observar uma tendéncia linear caracterizando todos os pontos, com
excessdo da observagdo 43 sjtuada na extremidade superior do gréafico
que destaca-se ligeiramente das demais observa¢des. Deste modo, a
figura 4.5.7, leva-nos a concluir gque os residuos do modelo

transformade (A=-0.5) possuem distribuicdo dupla-exponencial.

Para avaliarmos a influéncia de observagSes individuais
na determinagdo da necessidade de uma transformagdo, utilizamos o
grafice de diagnéstico de Parker, ilustrado na figura 4.5.8. Este
gr&fico aponta as observagbes 46 e 7 como as mais influentes em
determinar a necessidade de uma transformagdo. Esta mesma influéncia €
observada, também, em qguase todas as outras observagbes, entretanto,

com menos significancia,

Se excluirmos as observagbes 46 e 7 do conjunto de
dados, continuaremos, entretanto, com © mesmo valor 6timo e intervalo
de confianca de 95% para A, assim como hR3o obteremos mudangas
significativas nas estimativas paramétricas ou no grafico

probabilistico exponencial para os residuos absolutos.

Comparando os graficos probabilisticos para os modelos
transformados por anélise de minimos quadrados e por analise de
minimos desvios absolutes, verificamos que as observagfes parscem ser
mais adequadamente modeladas pelo modelo linear de primeira ordem na
escala -0.5 ajustado por regressic de minimos desvios absolutes, sob

uma distribuicdo de erros dupla-exponencial.
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4.6 COMENTARIOS

Para os irés problemas gerados o procedimento de Box e
Cox, sob .minimos desvios absolutos usande distribuigic de erros
dupla-exponencial, identifica a transformacido log pré-estabelecida
como uma transformagdo apropriada. Usande o métode dos minimos
quadrados e uma distribui¢do de erros normal, o referidec método
consegue identificar a transformagio log pre~estabelecida somente no
primeirc problema, onde os erros aleatdrios possuem distribuigdc
normal. Desse modo, verificamos que parece que a2 transformacgic de Box
e Cox & sensivel 2 nic normalidade (caudas mais longas) quando usamos
minimos quadrades, sob a hipétese de normalidade; entretanto, gquandoe
usamos minimos desvios absolutos, sob a  hipétese de erros
dupla-exponenciais, ela é resistente a outras distribuigSes , podendo

modela-las adequadamente sob esta ultima hipotese.

Os métodos de diagnésticos de influéncia, sob minimos
quadrados, evidenciaram com sucesso cobservagdes aberrantes e pontos
infiuentes. 0 método de Cook e Wang e a estatistica de Cook modificada
proposta por Atkinson(1982) parecem apontar com mais clareza os pontos
infiuentes que o grafico de variavel adicionada,pelo fatc de levarem
em consideragio a estrutura de ruptura do problema, como i
argumentado por Cook e Wang(i983} (secdo 3.2.3), ac passo que ©
grafico de varidvel adicionada consegue apontar com precisic as
observacbes aberrantes. O método de diagnostico de influéncia, sob
minimos desvios absolutos, detecta os valores influentes em determinar
a necessidade de uma transformacgfo, entretanto, verificamos que essas

observagies nao sio valores aberrantes.
Para o quarto problema, as conclusbes oblidas usando as

analises de minimos quadrados e minimos desvios absolutos, sio

bastante diferentes. Usandc regressico de minimos desvios absolutos,
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todas as observagbes parecem estar adequadamente modeladas por um
modelo de primeira ordem na escala -0.5. Para andalise de minimos
quadrades, comparativamente ac modele acima descrito, © modelo
transformado obtide n&oc parece proporcionar tidc bom ajuste, com

observacbes 7, 24, 25 e 46 identificadas como aberrantes.

127



APENDICE 1

Todos os programas aqui caté]ogados aplicam-se a
conjuntos de dados com uma varidvel explanatoria [XI] e uma variavel
resposta (Y) e seréd denominado DADOS.DAT. Podemos, entretanto,
utiliz'ar tais programas para conjuntos de dados maiores, através de

ligeiras modificagdes.

Os programas catalogados sdo:

PROGRAMA 1

Programa para ajustar um modelo linear de primeira
ordem, sob minimos quadrades e minimos desvios absolutos. Ele constréi
um arquivo SAS permanente para os residuos dos modelos ajustados, cujo
nome & REG.SSD. Este arquivo serd utilizado como o conjunto de dados
de entrada no programa { PROGRAMA 7 ) que constréi os gréaficos
probabilisticos normal e exponencial para os residuos do modelo
ajustado por minimos quadrados e para os residuos absolutos ajustados

por minimos desvios absolutos, respectivamente.

LIBNAME RESIDUO "A:';

/¥ PROGRAMA P/ AJUSTAR MODELO POR NORMAS :LIELZ */

OPTIONS LS = 70;
OPTIONS PS5 = 60
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DATA LOSS;
INFILE 'A:DADQGS, DAT';
INPUT X1 Y;
RUN;
PROC PRINT;
RUN;
proc iml;
USE LOSS;
READ ALL;
X = XL
NOBS = NROW(X);
UNIT = J(NOBS,1,1};
X = UNIT & X;

START L1;

bound=1.0e10;

coef = X'

m = nrowlcoel);

n = ncol{coel);

r = repeat(0.m+2,1);

1 = repeat(-0.5,1,n) !! repeat(0,1,m) " —-bound @ -bound ;

u = repeat( 0.5,1,n) i repeat{.,1,m) { . .Y ;

a = { ¥ ! repeat{0,i,m) {-10} 4
( repeat(O,L,n) ! repeat(-i,l,m) {0 -1} |
{ coefl " I{m) i repeat(0,m,2) )

basis = n+m+2 - (O:n+m+l);

call iplre,p,d,a,r,,u,1,basis);

1 = repeat{(-0.5,1,n) ' repeat(0,1,m) i =bound i {0} ;

u = repeat( Q.5,1,n) i orepeat(Q,l,m) {. 01}

call Ip(re,p,d,a,r,n+m+l1,u,1,basis);

b=d[3:m+2};

PREDLI = X*b;

RLI = y - PREDLY;

wsum = 2*sux ( choose{(RLIKO , -0.5*RL1 , 0.5*RLI) )
finish;

RUN L1;
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BO = B, )
Bl = B(i2, I);
RESET NONAME;
PRINT,,’ ANALISE DE REGRESSAO L1’;
PRINT,," MODELO DE REGRESSAO: Y = BO + BIX!I '
FRINT,,” NUMERC DE OBSERVACOES: ' NOBS;
PRINT,,' ESTIMADORES DE MAX. VEROS. DOS COEFICIENTES:’;
PRINT, ° BO =" BO '’ Bl =" Bl ;
PRINT,,,’SOMA DOS DESVIOS ABSOLUTOQS = * WSUM;
BETA = INV{X‘*X)*X**Y;
BOL2 BETAQL, i);
BlL.Z = BETA(2, );
FREDLZ = X*BETA;
RL2 = Y - PREDLZ;
SQ = RL2*RL2;
PRINT,," ANALISE DE REGRESSAG L.2';
PRINT,,” MODELO DE REGRESSAC: Y = BO + BIX1 ’;
PRINT,,' NUMERO DE OBSERVACOES: * NOBS;
PRINT,,’ ESTIMADORES DE MAX. VEROQS. DOS COEFICIENTES:’;
PRINT, ' BO =’ BOLZ;
PRINT, ° Bl =’ BIL2;
PRINT,,,’SOMA DE QUADRADOS DQS RESIDUQS = * 8Q;
SAIDA = PREDL! IRLILLZPREDLZURLZ2HX];
NOME = {’'YPRED_LI' *RES_LI’ "YPRED_L2’ "RES_L2’ *XI'};
CREATE AJUSTE FROM SAIDA (iCOLNAME = NOME!);
APPEND FROM SAIDA;

QUIT;
PROC PRINT DATA = AJUSTE;

VAR YPRED_ LI RES_L1;
TITLE'VALORES PREDITOS E RESIDUOS POR REG. LI’;

—

RUN;
PROC PL.OT ;
PLOT RES_L1*YPRED_LI1/VREF=0;
PLOT RES_LI1*X1/VREF=0;
RUN;

130



FROC PRINT DATA = AJUSTE;

VAR YPRED_LZ RES_12;
TITLE'VALORES PREDITOS E RESIDUGS POR REG. L.2';

RUN;
PROCPLOT ;

PLOT RES_LZ2*YPRED_L2/VREF=0;
PLOT RES_L2*X1/VREF=0;

RUN;
PROC UNIVARIATE PLOT;

VAR RES_Li;
TITLE'ANALISE DOS RESIDUOS SOB REGRESSAO LI,
RUN;
PROC UNIVARIATE PLOT;

VAR RES L2;
TITLE *ANALISE DOS RESIDUOS SOB REGRESSAO L2’;
RUN;
DATA RESIDUO.REG;

SET AJUSTE;

RES_L1 = ABS{RES_L1);
RUN;

PROGRAMA 2

Programa para calcular o estimador de maxima
verossimilhanga do par&metro de transforma¢do, A, um I.C.A[QS‘Z) e o
grafico de L ax(i’t] versus A, sob minimos .desvios absclutes. Ele
oferece, também, as estimativas paramétricas do rmodelo linear de
primeira ordem sob a escala transformada [i] para a variavel
resposta, assim como os valores ajustados para a variavel resposta

transformada e os residuos. (Os residuos desse modele transformado
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ajustado sdo guardados em um arquivo SAS permanente cujo nome é
RTRi1.SSD. Este programa serve também para outras expressdes da

verossimilhanga se mudarmos a linha correspondente no programa.

LIBNAME RESIDUO ’A:';

OPTIONS LS=70;
QPTIONS PS=60;
DATA LOSS;

INFILE 'A:DADOS.DAT’;

INPUT X1 Y ;

RUN;

PROC IML;

USE LOSS;

READ AlLL;

X=X1; /* VARIAVEIS INDEPENDENTES */
NOBS=NROW({X);

UNIT=J(NOBS,1,1};

X=UNITHX;

EXPO=1/NOBS;

A=YHEEXPO,

MG=A{H4,1); /* MEDIA GEOMETRICA DE Y */
LY=LOG(Y);

FREE UNIT A ;

START L1(ZK,X,Bl,LMAXK,Q});

BOUND = 1.0£10;

COEF = X%

M = NROW(COEF});

N = NCOL(COEF);

R = REPEATI(0,M+2,1); :

L = REPEAT(Q-1,1,N)I{REPEATI(0,1, M) -BOUND.I-BOUND;

U = REPEAT(Q,1L,N)JIREPEAT(.,LMIH . . K

A= (ZK' W REPEAT(O,L,M) & { -1 0} ) 2/
( REPEAT(O,1,N)ii REPEAT(-1,1,M):: {0 -1} ) /7
( COEF 0 (M) i REPEATI(O,M,2) };

BASIS = N+M+2— {O:N+M+1});

CALL LP(RC,P,D,A,R,,U,L,BASIS);

L = REPEAT{Q-1,1,N} !! REPEAT(0,1,M) il -BOUND i1 { O };
U = REPEAT(Q,1,N) ! REPEAT(O,LLM} ' { . O }

CALL LP{RC,P,D,A,R,N+M+],U,L,BASIS);
Bl = D[3:M+2}];

ERROR = ZK - X*Bl;
WSUM = SUM ( CHOOSE{ERROR<0 , (Q-1)*ERROR , Q*ERROR} );
LMAXK = -N*LOG(2*WSUM}:
FINISH;
START EMY];
DO L =-1 TO O BY 0.05;

IF L £ 0 THEN ZK= (Y##L~1)/(L*MGH##(L-1));

ELSE ZK=LY*MG;
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RUN LMZK, X,B,I.MAX,0.5);
SAl = SAI//(LMLMAX);
END;
FINISH;
RUN EMVI;
START EMV2;
DO K= 0 TO 1.10 BY 0.05;
IF K > 0 THEN ZK=(Y##K~1)/(K*MG##(K-1)};
RUN LI1(ZK,X,B,LMAX,0.5);
SAl = SAI//{KIILMAX);
END;
FINISH;
RUN EMVZ2;
FREE L U A ERROR R;
QQ1G=3.84;
A=QQiG/2;
T= SAI(IK:>,2);
LCHAPEU= SAI(IT,2!);
LAMMAX= SAI(IT,1);
RESET NONAME;
PRINT,,’ESTIMADOR DE MAX. VEROSSIM. DE LAMBDA’,, LAMMAX;
PRINT,,’VALOR DO LOG DA VEROSSIM. P/ EMV DE LAMBDA’,, LCHAPEU;
LIMITE = LCHAPEU -A;
DIF = LIMITE-SAI{; ,2!);
POS=LOC(DIF<O);
IC = SAIIPOS, 1)
PRINT 'INTERV. DE CONF. DE 95% P/ LAMBDA CONTEM OS VALORES:’,,IC;
NUM = NROW(SAI);
ZERO = I(NUM,1,0)
SAI = SAINZERO;
SAI{!P0S,3!} = LIMITE;
START FINAL:
IF LAMMAX = 0 THEN YK = LY; _
ELSE YK = (YH##LAMMAX-1)/LAMMAX;
FINISH;
RUN FINAL;
RUN L{YK,X,B,LMAX,0.5);
BOL1 = B(il, i);
BiL1 = B(:2, i}
PRINT,,’ESTIMADORES DE MAX. VEROSSIM. DOS COEFICIENTES SOB LAM MAX:";
PRINT * RO = BOL1 ' Bl =" BILI ;
PRED = X*B;
RES = YK - PRED;
VET = YK!'PRED!RES;
NOME={"LAMBDA' 'LMAX’ 'INTER’};
CREATE TRANSF FROM SAI ((COLNAME=NOME!);
APPEND FROM SAl;
FREE SAL
NOM={ ’RESP_TRN’ 'PREDITO’ 'RES'};
CREATE NOVO FROM VET ((COLNAME=NOM!);
APPEND FROM VET:
FREE VET ;
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QUIT;
PROC PRINT DATA=TRANSF; VAR LAMBDA LMAX;
RUN;
DATA NULO;

SET TRANSF;

IF INTER = 0 THEN INTER = "'. ’;
RUN; ;
PROC PLOT DATA=NULOC ;

PLOT LMAX*LAMEDA="* ' INTER*LAMBDA ='_ '/OVERLAY:

TITLE 'VALOR MAX. DE VEROSSIMILHANCA P/ VALORES FIX(0S DE LAMEBDA’;
RUN;
PROC PRINT DATA = NOVQ;
TITLE'VALORES DAS: RESP. TRANSF., PREDITO POR LI E RESIDUQ’;
RUN;
DATA RESIDUO.RTRLL;

SET NOVO;

RES = ABS(RES);
RUN;
PROC UNIVARIATE DATA = NOVO PLOT;

VAR RES;
TITLE’ANALISE DOS RESIDUQS POR REG. L1 APOS TRANSFORMACAO’;

RUN;

PROGRAMA 3

Programa para calcular o diagnostico de influéncia de

Parker. Ele constréi um grafico de indice para a estatistica de

Parker.

OPTIONS PS=60;
OPTIONS LS = 70;
DATA LOSS;
INFILE 'A:DADOS.DAT’;
INPUT X1Y;
RUN;
PROC IML;
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USE LOSS;
READ ALL;
X=Xl ; /% VARIAVEIS INDEPENDENTES */
NOBS=NROW(X};
UNIT=J(NOBS, 1,1);
X=UNITuX;
EXPO=1/NORS;
A=YHHEXPO;
MG=A{i#,1}; /* MEDIA GEOMETRICA DE Y */
LY=L.OG(Y);
FREE UNIT 4 ;
Zi=Y - §;
MG = LOG(MG);
POND = LOG{Y/MG};
YPOND = Y#POND;
Di = YPOND + LMG - Zl;
STARTLIL;
BOUND = 1.0E10;
COEF = X*;
M = NROW({COEF);
N = NCOL(COEF);
R = REPEAT{(0O,M+2,1);
L = REPEAT(-0.5,1,N){REPEAT(0,1,M):-BOUND!!~-BOUND;

U = REPEAT(0.5,1,NJIREPEAT(.,I,Mii{ . . X

A=(2I i REPEAT(O,;L, M) 11 { -1 0} ) /7
( REPEAT(O,I,N)it REPEAT(-1,1,M}! {0-1} y /7
( COEF ] I(M) i REPEAT(O,M,2) );

BASIS = N+M+2- (0:N+M+1};

CALL LP(RC,P,D,A,R,,U,L,BASIS);

L = REPEAT(-0.5,1,N) i REPEAT(0,1,M) i -BOUND i { 0 %
U = REPEAT(0.5,1,N) i REPEAT(O,L,M) & { . O }
CALL LP(RC,P,D,A,R,N+M+1,U,L BASIS);

Bl = D[3:M+2];

RESIDUO = Z1 - X*Bi;

FINISH;
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RUNLL;
FREEL U AR;
POSi = LOC(RESIDUO <-1.0E-10);
POS2 = LOC(RESIDUO > 1.0E-10};

T = 1:NOBS;
1: ,POSL) = O
10 ,POS2Y) = O

IBAS = LOC(L>0);
DBAS = DI{IIBAS, i}
XB = X(IBAS, !);
CONST = INV(XB)*DBAS;
TIN - ( DIG:POsI, Y - X{IPOSI, )*CONST );
TIP = Di{iPOS2, i} - X(IPOS2, !)*CONST ;
TI = ( POSI* W TIN ) // ([ POS2' i TIP )k
ROTULO = { INDICE' 'Ti’}h
CREATE SAIDA FROM TI (\COLNAME = ROTULGI);
APPEND FROM TI,;
RESULT = Z1 & X1 i RESIDUQ;
NOME = { 'RESP_TRN’ 'X1” ’RESIDUO’}
CREATE FINAL FROM RESULT (iCOLNAME = NOME});
APPEND FROM RESULT;
QUIT;
PROC PRINT DATA = SAIDA;
TITLE 'INDICE E VALOR DE Ti P/ OBRS., NAQ BASICAS’;RUN;
PROCPLOT DATA = SAIDA;
PLOT Ti*INDICE = '* */VREF=0;
TITLE *GRAFICO DE INFLUENCIA DAS OBS.NAOQ BASICAS ’;

RUN;
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PROGRAMA 4

Programa para calcular o estimador de maxima
verossimilhanga do parametro de transformagio, A, um I.C.R(QS‘Z} e o
grafico de Lmax[?t] versus A, sob minimos quadrados. Ele oferece,
também, as estimativas paramétricas do modelo linear de primeira ordem
sob a8 escala transformada (;L] para a varidvel resposta, assim como os
valores ajustades para a variavel resposta iransformada, os residuos

desse modelo ajustado.

OPTIONS L.5=70;
OPTIONS PS=60;
DATA SIMUL;
INFILE *A:DADOS.DAT’;
INPUT X1 Y;
PROC IML;
USE SIMUL;
READ ALL;
X=X * VARIAVEIS INDEPENDENTE;
NOBS=NROW(X};
UNIT=J(NOBS,1,1);
X=UNITiX;
EXP0O=1/NOBES;
A=YH#HEXPO;
B=A(i%,1); * MEDIA GEOMETRICA DE Y ;
C=I{NOBS);
XINVX=INVX“*X)*X",
XR=C-X*XINVX;
LY=LOG{Y});
START EMVI;
DO L =-1 TO O BY 0.05; * VALORES NEG. E NULO DE LAMBDA;

IF L < 0 THEN ZK= (Y##L-1)/(L*B##{L-1));
ELSE ZK=LY*B;
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BETA=XINVX*ZK;
SQRK=ZK'*XR*ZK;
LMAXK=-0.5*NOBS*LOG{(SQRK/NORBS));
VET=VET//(LILMAXK);

END;

FINISH;

RUN EMVL; *VALORES POSITIVOS DE LAMBDA;

START EMV2;

DO K= 0 TO 1.15 BY 0.05;

IF K > 0 THEN ZK=(Y##K-1}/(K*B##(K-1));

BETA=XINVX*ZK;
SQRK=ZK ‘*XR*ZK;
LMAXK=-~0.5*NOBS*LOG((SQRK/NOBS}};
VET=VET//(KiLMAXK};

END;

FINISH;

RUN EMVZ;

QQ1G=3.84;

A=QQ1G/2;

X= VET(<,2i);

LCHAPEU= VET(IX,2!):

LAMMAX= VET(!X,1!);

LIMITE = LCHAPEU -A;

DIF = LIMITE-VET(! ,2!);

POS=LOC(DIF<0});

IC = VET{(:PQS,1!);

NUM = NROW(VET);

ZERO = J{NUM,1,0);

VET = VETHZERO;

VET(IP0S,3!) = LIMITE;

START FINAL;
IF LAMMAX = 0 THEN YK = LY;

ELSE YK = { Y##LAMMAX~-1)/LAMMAX;
FINISH;
RUN FINAL;
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B = XINVX*YK;

BO = B, 3}
Bl = B(iz, i}
SAl = YKuXlL
FREE C XINVX XR;

NOME={"LAMBDA’ 'LMAX’ ’INTER’};
CREATE RESULT FROM VET ({COLNAME=NOME!);
APPEND FROM VET;
FREE VET;
NOM={’"RESP_TRN’ ’XI’ }
CREATE TRANSF FROM SAI (:COLNAME=NOM!};
APPEND FROM SAIL
QUIT;
DATA NOVO;
SET RESULT;
IF INTER = O THEN INTER =", 7;
PROC PLOT DATA=NOVO ;
PLOT LMAX*LAMBDA="* ' INTER*LAMBDA ='_ '/OVERLAY;
TITLE *'VALOR MAX. DE VEROSSIMILHANCA P/ VALORES FIXOS DE LAMBDA’;
PROC REG DATA = TRANSF;
MODEL RESP_TRN = XI;
OUTPUT OUT= AJUSTE R = RESIDUO P = PREDITO;
PROC PRINT DATA = AJUSTE;
VAR PREDITO RESIDUO;

PROGRAMA S

Programa para calcular o diagnéstico de influéncia de

Cook e Wang e construir um grafico de indice para essa estatistica.
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OPTIONS LS=70;
OPTIONS FS=60;
DATA LOSS;
INFILE 'A:DADOS.DAT’;
INPUT X1 Y; RUN;
PROC IML;
USE LOSS;
READ ALL;
X=Xl1; /% VARIAVEIS INDEPENDENTES*/
NOBS=NROW({X};
UNIT=J(NORBS, 1,1};
X=UNITX;
EXPO=1/NOBS;
A=YHHIEXPO,
B=A{li,}); /* MEDIA GEOMETRICA DE Y */
FREE A UNIT;
C=I(NOBS);
XINVX=INV(X*X}*X*;
XR=C-X*XINVX;
FREE C;
LY=LOG(Y);
P=2g
START EMV],
DO L =-1 TO O BY 0.05;
IF L < 0 THEN ZK= (Y##L-1}/(L*B##(L-1));
ELSE ZK=LY*B;
SQRK=ZK'*XR*ZK;
LMAXK=-0.5*NOBS*LOG({SQRK/NOES)};
VET=VET//{LI{LMAXK};
END;
FINISH;
RUN EMV1,
POS = VET(<D,2);
VET = VET(POS, 1k
START EMVZ;
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DO K= 0 TO 1.00 BY 0.05;
IF K > 0 THEN ZK=(Y##K-1)/(K*B##(K-1));

SQRK=ZK**XR*ZK;
LMAXK=-0,5*NOBS*L.OG(({SQRK/NOBS));
VET=VET//(KILMAXK);

END;

FINISH;

RUN EMV2;

T = VET(<D,2!)

LCHAPEU= VET(!T,2));

LAMMAX= VET(!T,1!);

RESET NONAME;

PRINT,,”ESTIMADOR DE MAX. VEROSSIM. DE LAMBDA’,, LAMMAX;

PRINT,,”VALOR DO LOG DA VEROSSIM. P/ EMV DE LAMBDA',, LCHAPEU;

FREE VET;

START FINAL;

IF LAMMAX =0 THEN ZK=LY;

ELSE ZK = (Y$#LAMMAX-1)/LAMMAX;

RES = XR*ZK;

FINISH;

RUN FINAL;

YL = YH#LAMMAX;

MGL = B##LAMMAX;

Pl = YL#LY;

P11l = B*LAMMAX*MGL*P};

P2 = MGL + LAMMAX * MGL * LOG(B};

P2l = B * P2;

P22 = P21 * { YL ~ 1 )

P3 = ( LAMMAX * MGL ) ** 2;

DL = ( P11 - P22 ) / P3;

RESADIC = XR * DL;

SD = (RESADIC* * RESADIC) / (NOBS - PJ;

§Z = (RES' * RES} / (NOBS - P);

H = X * XINVX;

START WANG;

|1
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DO 1 =1 TO NOBS;
CT I - HOLILY);
RZ = RES(I, !) / SQRT( CT * SZ };
RD = RESADIC(I, @) / SQRT( CT * SD );
CALC = (RZ * RD) / (NOBS - P ~ RD * RD)**2;
VALOR = LOGI(1 + CALC);
LDI = NOBS * VALOR;
SAI = SAI // (1 4 LDI ) ;
END;
FINISH;
RUN WANG;
FREE XINVX XR H;
NOME = { 'INDICE * ’LDi’ }
CREATE GRAFICO FROM SAI (:COLNAME = NOME!);
APPEND FROM SAIL
QUIT;
PROC PRINT DATA = GRAFICO;RUN;
PROC PLOT DATA = GRAFICO;
PLOT LDi * INDICE = ** ",
TITLE *GRAFICO DE DIAGNOSTICO P/ EST. DE COOK E WANG’;
RUN;

PROGRAMA 6

Programa para calcular ac teste de hipotese de Atkinson
e os graficos de variavel adicionada e da estatistica de Cook

modificada.
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/* PROGRAMA P/ CONSTRUCAO DOS GRAFICOS :
VAR. ADICONADA E ESTATISTICA DE COOK MODIFICADA */

OPTIONS LS=70;
OPTIONS PS=60;
DATA LOSS;
INFILE ’A:DADOS.DAT’;
INPUT X1 Y;
PROC IML;
USE LOSS;
READ ALL;
X=XI; * VARIAVEIS INDEPENDENTES ;
NOBS=NROW(X);
UNIT=HNOBS,1,1};
X=UNIT}!X1;
EXPO=1/NOBS;
A=Y#4EXPO;
B=A(#,!); * MEDIA GEOMETRICA DE Y;
C=1(NOBS);
XINVX=INV(X‘*X*X*;
XR=C-X*XINVX;
LY=LOG(Y);

LAM = 1;
* OBSERVACAO: LAMBDA ZERO DEVE $SER DIFERENTE DE ZERO;

RESET NONAME;
PRINT,, 'VALOR DE LAMBDA SELECIONADO P/ TESTE E MET. DE DIAGNOSTICOS:",,LAM;

ZK = (YH##LAM-1}/(LAM*B##(LAM-1));
RES = XR*ZK;

YL = Y##LAM;

MGL = Bit#LAM;

Pl = YL#LY;
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Pl = B*LAM*MGL™"PI;
P2 = MGL + LAM* MGL * LOG(B);
P21 = B * P2,
P22 = P21 * {YL - 1}
P3 = (LAM * MGL)} **2;
DL = (P11 - P22)/P3;
RESADIC = XR * DL;
SUMSQ = (ZK‘*RES) - ((ZK*‘ * RESADIC) **2)/(DL‘*RESADIC});
SUM = SQRT{SUMSQ/ (NOBS ~ NCOL(X} - 1)}
DENOM = DL**RESADIC;
RDENOM = SQRT (DENOM);
NUMER = DL‘*RES;
COEF = NUMER/DENOM;
ESTIMADO = COEF*RESADIC;
TALAM = - NUMER/(SUM*RDENOM);
PRINT,, "TESTE DE ATKINSON P/ OBTER NORMALIDADE ,T(LAMBDA)=",, TALAM;
APRLAM = LAM - COEF;
PRINT,, ’VALOR APROXIMADO P/ LAMBDA CHAPEU’,, APRLAM;
Hl = XR*DL*DL*XR;
H2 = DL**XR*DL,;
H = H1/H2;
RESB = (C - H)*RES;
SQ = RES**RESB;
START COOK;
DO 1 =1 TO NOBS;
DIF = RES(il, !} - ESTIMADO(I, i)
DIAG = HCLI
BAIXO = SQRT{1-DIAG);
RDIAG = SQRT(DIAGY
PARTI1 = SQRT(NOBS - 1);
FARTZ = RDIAG/BAIXO;
PART3A = DIF/BAIXO;
PART3 = ABS(PART3A);
PART41 INV(L - HOLINY
PART42 = RESB(!I, !)**PART41*RESB(I, 1);

fl
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PART43 = (SQ - PART42)/(NOBS-2);
PART44 = SQRT( PART43 )
PART4 = INV(PART44);
CI = PARTI*PART2"PART3* PART4;
K = (I - 0.375)/(NOBS+0.25);
KI = (K + 1)/2;
SEMINOR = PROBIT(K1});
MODULO = MODULO // CI;
RESULT = RESULT // (CL!SEMINOR);
END,;
FINISH;
RUN COOK;
RESULT = RESULT i RES {RESADIC;
ROTULO ={ "COOK_MOD' 'PER_NOR’ 'RESIDUO’ 'RES_ADIC’ };
CREATE GRAF FROM RESULT ({COLNAME = ROTULO!);
APPEND FROM RESULT;
NOME = { 'Ci'};
CREATE MODIFICA FROM MODULO (:COLNAME = NOME !);
APPEND FROM MODULO;
FREE RESADIC XR DL RES ESTIMADO H HI CI MCI SEMINOR;
QUIT:
PROC SORT DATA = MODIFICA;
BY Ci ;
DATA FINAL ;
MERGE MODIFICA GRAF ;
PROC PRINT DATA=FINAL;
VAR RESIDUO RES_ADIC COOK_MOD;
PROC PLOT DATA=FINAL;
PLOT RESIDUO*RES_ADIC = '* *;
TITLE 'GRAFICO DE VAR. ADICIONADA P/ LAMBDA SELECIONADO';
PROC PLOT DATA = FINAL;
PLOT Ci*PER_NOR = '* *;
TITLE'GRAFICO SEMI-NORMAL P/ ESTAT. DE COOK MODIFIGADA’;
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PROGRAMA 7

Programa para construir graficos probabilisticos
normais € exponenciais para os residuos obtidos apés o ajuste de
minimos quadrados e para os residuos absolutos obtidos apdés o ajuste

de minimos desvios absolutos.

LIBNAME RESIDUO ’A:’;
LIBNAME BROWN *A’;
PROC UPLOAD DATA = RESIDUQ.REG OUT = BROWN.REG;
RUN;
OPTIONS TLS = 70,
OPTIONS TPS = 604
PROC CAPABILITY DATA = BROWN.REG NOPRINT;
VARRES_LZ2;
QQ/ QQSYMBOL = "* ' NORMAL,;
TITLE’GRAFICO PROBABILISTICO NORMAL P/RES_L2’;
RUN:;
PROC CAPABILITY DATA = BROWN.REG NOPRINT;
VAR RES_L1 ;
QQ/ QQSYMBOL = '* * EXP:
TITLE'GRAFICO PROBABILISTICO EXFONENCIAL P/RES_L1 ABSCLUTO’;
RUN;

Os preogramas 1, 2, 3 e 5 foram executados no SAS/micro,
os programas 4 € 6 foram exXecutados no SAS/VAX e o programa 7 foi
executado no SAS/IBM, devido a disponibilidade de algumas fungGes
utilizadas em cada programa estar presente somente na versio SAS em

que foi executado
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