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Resumo

Considere as redes de filas com N servidores e K tipos de trabalho.
Suponha que os tipos de trabalho i chegam independentemente a rede de acordo
com o processo de Poisson com taxa A; > 0, para todo i = 1,...,K. Para cada
trabalho 1 que chega a rede, um subconjunto fixo e nao vazio de servidores (ou
filas) é apresentado e, em seguida, de acordo com alguma politica previamente esta-
belecida, os trabalhos sao encaminhados para um dos servidores deste subconjunto
para serem atendidos. Os tempos dos atendimentos para cada um dos tipos de tra-
balho 1 sao distribuidos exponencialmente com taxas pi; dependendo do servidor j
escolhido.
Por causa da grande dificuldade na anélise deste processo é construido um
processo X que tem comportamento semelhante. Neste processo X, os trabalhos i
chegam independentemente a rede de acordo com o processo de Poisson com taxa
A > 0,1=1,...,K, e, em seguida, eles sao encaminhados a um servidor j com

probabilidade 7t(x,1,j) para todo estado
_ N
X—(X],...,Xj,...,XN)€R+

que informa a carga horaria média total de trabalho de cada um dos N servidores
da rede.

Desta forma, para cada trabalho i que chega a rede e que exige um tempo
médio (1/py;) para ser processado pelos servidores j = 1,..., N, adicionard este
tempo médio de atendimento a carga horaria média total de trabalho do servidor j

escolhido.

X



Os servidores do processo X processam em média “uma parte unitaria”
da carga horédria média total de trabalho por unidade de tempo que esta na fila,
resultando depois de passar um tempo médio de (1/p5), o processamento completo,
em média, de um trabalho que exige uma carga horaria média de trabalho de (1/p;)
unidades de tempo.

O objetivo principal deste trabalho é encontrar uma politica ideal de
escolha de servidor que garanta a estabilidade para estes modelos de rede, cujas
taxas dos atendimentos dos servidores alteram-se de acordo com os tipos de trabalho
que eles podem processar, utilizando o processo X.

Para o desenvolvimento desta analise foram utilizadas as taxas dos enca-
minhamentos dos trabalhos e os agrupamentos de servidores apresentados por M.V.

Menshikov, I. MacPhee e M. Vachkovskaia [15].

Palavras-chave: Redes de filas, estabilidade, funcoes de Lyapunov, cadeias de
Markov.



Abstract

Consider a queueing network with N servers and K types of jobs (or cus-
tomer classes). The types of jobs i, 1 = 1,..., K, arrive at the system accordingly
to independent Poisson process with rate Ay = 1,1 = 1,...,K. For each arriving
customer 1 a fixed subset of servers (or queues) is presented, and the customer is
routed to a server accordingly to some routing policy. Assume that service times
for each of the types of jobs i are exponentially distributed with rates wp;; which
depend upon the chosen server j.

Because of the great difficulty of the analysis of this process, it was built
a process X, which has similar behaviour. In this process X a work i independently
arrive at the network according to the Poisson process with rate A; > 0,1 =1,..., K,

and then they are routed to a server j with probability 7t(x,1,j) for every state
_ N
X = (X1y.00yXjy..0,Xn) € RY

which reports the average total number of hours of work of each of the N servers
on the network.

Thus, for each job 1 that comes to the network and that requires an average
(1/m3) to be processed by servers j = 1,...,N, will be added this to the total
average hours of work server j chosen.

The servers of the process X execute an “unitary part”, on average, of
the workload average total work per unit time that is in the queue, resulting after
spending an average of (1/pi;), the executing, on average, of a job that requires a

workload average of (1/p;) time units.

X1



The main goal of this work is to find an optimal policy choice of server
that guarantees stability for these network models, where the service rates of servers
change in accordance with the types of jobs they can execute, using the process X.

To develop this analysis it was used the drift rates and clustering presented

by M.V. Menshikov, I. MacPhee and M. Vachkovskaia [15].

Key-words: Queueing network, stability, Lyapunov function, Markov chain.

xii



Sumario

1 Introducao
1.1 Cadeias de Markov . . . . .. ... ..
1.2 Redesefluxos . . ... ... ... ...
1.3 Teoriadefilas . . . . .. .. ... ...

2 Modelo e Resultados
2.1 Descricao do modelo e notacao . . . . .
2.2 Resultados . . . . . ... ... .....

2.3 Demonstracoes dos resultados . . . . .

2.3.1 Preliminares para a prova do Teorema 2.2.1 . . . ... . ... ... ...

2.3.2 Prova do Teorema 2.2.1 . . ..

2.3.3 Preliminares para a prova do Teorema 2.2.2 . . . . . .. ... ... ...

2.3.4 Prova do Teorema 2.2.2 . . ..

2.3.5 Preliminares para a prova do Teorema 2.2.3 . . . . . .. ... ... ...

2.3.6 Prova do Teorema 2.2.3 . . ..

3 Simulagoes
3.1 Descricao do modelo simulado . . . . .
3.2 Algoritmos das politicas de escolha . .

3.3 Resultados e conclusoes das simulacoes
4 Conclusoes Finais

Bibliografia

xiil

10

14
14
24
26
26
30
31
32
35
45

49
49
52
65

74

77



Capitulo

Introducao

Fila é uma sequéncia de pessoas ou coisas que se poem uma atras das outras pela
ordem cronolégica de chegada. Por exemplo, as filas de espera por um atendimento
nos supermercados e bancos, ou as filas de carros que esperam pelo sinal verde do
semaforo para seguirem os seus destinos.

Para a maioria das pessoas, as filas representam situacoes desagradaveis por
causa do longo tempo de espera. Por isso, muitas das vezes, as filas sao criticadas
e enfrentadas com mau humor pelos seus usudrios.

A teoria de redes de filas é uma area da pesquisa operacional que utiliza os
conceitos sofisticados de processos estocéasticos e da matematica aplicada para a
compreensao da formacao e do desenvolvimento das filas. Esta teoria ajuda analisar
a estabilidade de uma rede, possibilitando uma andlise mais objetiva e precisa das
possiveis situagoes que podem contribuir para estabiliza-la, ou pelo menos, amenizar
o seu sobrecarregamento.

Uma ampla literatura sobre a estabilidade de rede de filas tem aparecido nestas
ultimas trés décadas, nas quais podemos citar os trabalhos de M.V. Menshikov,
I. MacPhee e M. Vachkovskaia (2012); A.L. Stolyar e E. Yudovina (2011); A.L. Sto-
lyar ¢ T. Tezcan(2011); M. Bramson (1998 e 2010); J.G. Dai, J.J. Hasenbain e
B. Kim (2007); M.J. Luczak e C. McDiarmid (2006); S. Andradéttir e H. Ayhan
(2003); S. Asmussen (2003); R.D. Foley e D.R. McDonald (2001); S. Foss e N. Cher-
nova (1998); e R.R. Weber (1978).

Entretanto, a maioria destes trabalhos publicados nao analisou a estabilidade

das redes de filas cujas taxas dos atendimentos dos servidores alteram-se de acordo



com os tipos de trabalho (ou de cliente) que eles podem atender, principalmente
em redes com mais do que dois servidores.

Foss e Chernova (1998) analisaram a estabilidade para este tipo de rede de filas
com apenas 2 servidores e comentaram a dificuldade desta analise em redes com
mais do que 2 servidores.

Recentemente, Stolyar e Yudovina (2011) apresentaram uma anélise para as re-
des de filas com estas caracteristicas de dependéncia entre as taxas dos atendimentos
dos servidores e os tipos de trabalho que eles podem atender em redes com mais
do que 2 servidores na sua estrutura. Porém, devido a complexidade da andlise,
Stolyar e Yudovina decidem analisar a estabilidade desta rede fixando as taxas dos
servidores, sem levar em consideragao o tipo de trabalho (ou de cliente) que chegou
ao servidor, chamada por eles de estabilidade global. E, em seguida, eles analisaram
a rede de acordo com as taxas dos servidores fixas para cada um dos tipos de tra-
balho, nao levando em consideracao o servidor escolhido, chamada de estabilidade
local.

Este trabalho considera as redes de filas com N servidores e K tipos de trabalho,
e assume os tipos de trabalho 1 chegando independentemente a rede de acordo com
o processo de Poisson com taxa A; > 0, para todoi=1,..., K.

Para cada trabalho 1 que chega a rede um subconjunto fixo e nao vazio de
servidores (ou filas) é apresentado e, em seguida, de acordo com alguma politica
previamente estabelecida, os trabalhos sao encaminhados para um dos servidores
deste subconjunto para serem processados.

Os tempos dos atendimentos para cada um dos tipos de trabalho i sao dis-
tribuidos exponencialmente com taxas pi; dependendo do servidor j escolhido.

O modelo de rede de filas descrito acima é definido como processo Y e analisa a
quantidade (ou o nimero) de trabalhos nos servidores da rede. Perceba que para
realizar a analise deste processo é necessario conhecer exatamente todas as taxas
dos tipos de trabalho que estao na fila dos servidores e da ordem que chegaram,
pois cada trabalho apresenta uma taxa especifica de processamento de acordo com
o servidor escolhido. Entao, por causa da aleatoriedade das taxas dos atendimentos
dos tipos de trabalho que estao na fila dos servidores e da ordem que chegaram,

esta analise torna-se muito dificil de ser realizada.



Assim, por causa desta dificuldade do conhecimento das taxas dos atendimentos
nos servidores é construido um processo X que oferece uma ideia do comportamento
deste processo Y.

No processo X, os trabalhos i chegam independentemente a rede de acordo com
o processo de Poisson com taxa A; > 0, i = 1,...,K, e, em seguida, eles sao

encaminhados a um servidor j com probabilidade 7t(x,1,j) para todo estado
_ N
X = (X1y.00yXjy..0,xn) € RY

que informa a carga horaria média total de trabalho de cada um dos N servidores
da rede.

Desta forma, para cada trabalho i que chega a rede e que exige um tempo médio
(1/my;) para ser processado pelos servidores j = 1,..., N, adicionard este tempo
médio para ser processado a carga hordria média total de trabalho do servidor j
escolhido. E os servidores processam em média “uma parte unitaria” da carga
horaria média total de trabalho por unidade de tempo que esta na fila, resultando
depois de passar um tempo médio de (1/pi;), o processamento completo, em média,
de um trabalho que exige uma carga horaria média de trabalho de (1/p;) unidades
de tempo.

Os objetivos deste trabalho sao
- analisar a estabilidade do processo X;

- verificar que os resultados obtidos pelo processo X oferecem uma boa ideia
sobre o comportamento do processo Y com o auxilio das simulagoes de dois

exemplos de rede de filas; e

- avaliar qual ou quais as politicas de escolha de servidor podem oferecer um
desempenho eficiente para as redes cujas taxas dos atendimentos dos servidores

alteram-se de acordo com os tipos de trabalho que eles podem processar.

O Capitulo 2 apresenta em detalhes a descricao do processo Y e do processo
X e, em seguida, introduz as politicas de escolha de servidor analisadas e exibe os
resultados elaborados a partir do processo X.

O Capitulo 3 descreve as ideias principais dos algoritmos dos encaminhamen-

tos dos trabalhos aos servidores da rede para cada uma das politicas de escolha



de servidor analisada e, em seguida, apresenta os resultados e as conclusoes
das simulagoes. Estes resultados simulados complementam os resultados tedricos
fornecidos pelo Capitulo 2 e indicam que o processo X apresenta realmente um
comportamento semelhante ao comportamento apresentado pelo processo Y.

Por sua vez, no Capitulo 4 ha uma discussao sucinta de como procurar uma
politica ideal de escolha de servidor para estas redes de filas que apresentam as
taxas dos atendimentos dependentes do tipo de trabalho e do servidor escolhido.

Antes de iniciar o Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos basicos sobre as
cadeias de Markov na Secao 1.1 neste capitulo introdutério. Além disso, ha uma
breve discussao sobre as redes e os fluxos de redes na Secao 1.2, e por fim, alguns

conceitos fundamentais sobre a teoria de filas na Segao 1.3.

1.1 Cadeias de Markov

Definicao 1. Um processo estocastico ¢ uma colecao de varidveis aleatorias deno-
tadas por {X(t), t € T} indexadas por um parametro t que usualmente representa o

tempo e que estao definidas num mesmo espaco de probabilidade. o

O conjunto de indices T é o tempo do processo estocastico e X(t) refere-se ao
estado do processo no instante t. Dependendo da natureza do tempo, o processo
pode ser classificado como sendo um processo a tempo continuo ou a tempo discreto,

ou seja,

- se T é uma sequéncia contavel, por exemplo,
T={...,—2,—-1,0, 1,2, ...}ouT={0,1,2, ...},

entdo, o processo {X(t),t € T} é um processo a tempo discreto, e

- se T é um intervalo, por exemplo,
T={t: —o<t<4o}louT={t: 0<t< 40},

entdo, o processo {X(t), t € T} é definido como processo a tempo continuo.



Definicao 2. Uma colecdo de wvaridveis aleatorias X(t), num espaco de estados
Q finito ou infinito enumerdvel, ¢ uma cadeia de Markov a tempo discreto se
as varidveis aleatorias satisfazem a condicao de Markov, ou seja, se para todo t,
X0y X1y ...y X, tal que P{X(0) = x0, X(1) =%x1,..., X(t—=1) =x_ 1, X(t) =x} >0 e
y € Q, tem-se

PIX(t+1) =y [ X(0) = x0, X(1) =x1,..., X(t = 1) = x¢1, X(t) = x}
=PX(t+1) =y [ X(t) =x}
= Pxy a

Para as cadeias de Markov, a distribuicao condicional de qualquer es-
tado futuro X(t + 1) dado o estado presente X(t) e os estados passados
{X(0),X(1),...,X(t — 1)}, dependem somente do estado presente e é condicional-
mente independente dos estados passados.

Note que pyy repesenta a probabilidade que o processo partindo do estado x

estard no estado y. Além disso, usualmente, chama-se o estado inicial de Xj.

Definicao 3. Uma colecao de varidveis aleatorias {X(t),t > 0} € uma cadeia de
Markov a tempo continuo se para todo s,t > 0 e x, Yy, x, € Q, 0 < u <s,

satisfazem a propriedade de Markov, ou seja,

PX(t+s) =y | X(s) =x, X(u) =x,, 0 <u<s}
=PX(t+s) =y |X(s) =x} O

A cadeia de Markov a tempo continuo é um processo estocastico que satisfaz a
propriedade de Markov, ou seja, que a distribuicao condicional do futuro X(t+s) dado
o estado presente X(s) e os estados passados X(u), 0 < u < s, depende somente do

estado presente e é condicionalmente independente dos estados passados.

Definigao 4. Uma matriz de transicdo P(x,y) = (Pxy)x,yes € uma matriz |Q] x|Q]

de probabilidades de transicoes, de tal forma que

Pxy =0, x,y >0; pryzh x=0,1,... O

y=0



Uma matriz verificando esta propriedade denomina-se de matriz estocdstica. A

distribuicao a n-passos ¢ definida por

P( )n P(X>y)» T'LZl;

X e

Y S Px2P"(zy), n>l.
zeQ)

Definicao 5. Uma distribuicdo ¢ estacionaria se ela for invariante com relacao a

matriz de transi¢ao, ou seja,

para todoy € Q, m(y) = Z n(x)P(x,y).

xeQ
O
Definigao 6. O tempo para um processo atingir um conjunto (ou estado) B ¢, por

definicao,

5 € inf{t € T: X(t) € B}

onde T pode ser N ou N*.

Definicao 7. O tempo de retorno de um processo a tempo discreto ao estado x € Q
é

7, min{t > 0: X(t) = xJ.
O

Definicao 8. Considerando f; como a probabilidade de que iniciando no estado i

a cadeia de Markov X(t) retorne a este estado, ou seja,
fi =P(3t > 0: X(t) =1 X(0) =1).

Se f; =1 o estado ¢ recorrente, ji se f; < 1 o estado serd transiente.

Definicao 9. Um estado recorrente x € () é

- recorrente positivo se o tempo médio de retorno ao estado x € finito, ou seja,

E(ty) < o0, ¢



- recorrente nulo se se o tempo médio de retorno ao estado x € infinito, ou seja,

E(ty) = .

O

Definicao 10. O periodo de um estado x ¢ definido como

ef

0 E mde{k > 1:PX(k) =x | X(0) =x} > 0}.
O

Definigao 11. Um estado x ¢ classificado como aperiédico (ou aciclico) se T =1

e um estado serd periédico (ou ciclico) se T, =2.
Definicao 12. Um estado é ergddico se for aperiodico e recorrente positivo. o

Definicao 13. Uma cadeia ¢ ergddica se todos os seus estados sao ergodicos. O

1.2 Redes e fluxos

Este texto segue Rockafellar (1984, Capitulo 1-3) na discussao dos conceitos
fundamentais sobre redes e fluxos. Estes conceitos ajudam a compreender melhor
as ideias que serao desenvolvidas na construcao dos agrupamentos de servidores do
préximo capitulo.

O termo redes ¢ amplamente utilizado em inimeras situacoes atuais, nas quais
podemos citar, as redes de computadores, redes de servicos, redes telefonicas, entre

outras.

Definicao 14. Uma rede G € formada por uma tripla (N,A,F), onde N é um
conjunto finito de vértices; A € um conjunto finito de elos ou arestas; e F é uma

func¢ao que atribui a cada eloj € A um par (i, ') € N X N, tal quei# i'. g

Definicao 15. Uma rede é orientada (ou dirigida) se todos os seus elos sao ori-
entados, isto €, cada um dos elos tem um sentido que lhe serd associado. Nesta
situagdo, por exemplo, o elo jix ~ (1i_x, k) que tem como ponto inicial i;_y e como

ponto final ix. (O simbolo ~ pode ser lido como “corresponde a”.) n

7



Definigao 16. Um caminho (ou direcionamento) P € uma sequéncia finita
10, j], 11y J2y 12y eeey Jry ip (r>0)

onde cada i, € um vértice e jx € um elo, apresentando ji ~ (li_k, k) ou
e~ (o). o

Portanto, um caminho P é uma trajetéria que sai de um vértice inicial iy até
um vértice final i,, cuja representacao é P : iy — 1i,.

Se ip = i,, entdao o caminho P é um circuito, ou seja, nao é possivel distinguir o
vértice final do vértice inicial. Da mesma forma é possivel representar um caminho
que sai de um conjunto de vértices S e que chega no conjunto de vértices S’ ou seja,
P:S— §.

Definigao 17. Uma rede (ou grafo) é conexa se existe um caminho que une cada

par de vértices distintos da rede. g

Considerando uma rede com N vértices e assumindo Nt e N~ dois subconjuntos
disjuntos nao nulos dos N vértices, de tal forma que N* apresenta o subconjunto
de vértices cujos fluxos saem e N~ o subconjunto de vértices cujos os fluxos entram,

¢ possivel definir um corte em uma rede.

Corte em redes Para compreender o que é um corte numa rede, considere dois
conjuntos com vértices arbitrarios S e S’, e defina o conjunto dos elos da seguinte

maneira,

S, S1"={jeA:j~(i, i) comieSe i'€ S},
S, ST ={jeA:j~(iii)comieSe i€ S}

Um conjunto com sinal ¢ um conjunto dividido em dois subgrupos, um projetado
positivamente e outro negativamente. Um corte de uma rede ¢ um conjunto com
sinal Q (com partes positivas e negativas denotadas respectivamente por Qe Q7),
de tal forma que para algum vértice do conjunto S (pode nao ser tinico) existe um
Q" e Q (neste caso, utiliza-se a notagado Q =[S, N\ S]).

Desta forma, é possivel escrever um conjunto Q = [S,N \ S] como sendo um

conjunto formado por um subconjunto Q* =[S, N\ S]* de vértices cujos elos saem

8



de S para S’ e por um subconjunto Q~ = [S,N \ S|~ de vértices cujos elos saem
de S’ para S. Portanto, qualquer conjunto definido por Q = [S,N \ S] que pode

ser particionado em subconjuntos de vértices Q* e Q.

Definicao 18. Um corte de uma rede é um conjunto Q formado por conjunto
positivo QT =[S, N\ S]™ e por um conjunto negativo Q— = [S,N\S]~. De tal forma
que existe a possibilidade da separacao dos conjuntos disjuntos nao-nulos de vértices

Nt eN—. O

Geralmente, associa-se a cada elo j € A de uma rede um intervalo de capacidade
CG) =l (§G)yc™ ()], comc (j) < c™(j), onde ¢ (j) é a menor capacidade do elo

ject(j) éamaior capacidade do elo j.

Definicao 19. Um fluxo x € denominado de viavel com respeito a capacidade se

x(j) € C(j) para todoj € A. g

A capacidade de um corte Q é dada por

Q=) - D> c (e

jeQ™* jeQ—
c Q=) c()— > c
jeQ™ jeQ™

Definicao 20. O problema do fluxo maximo é maximizar o fluxo que sai do conjunto
de vértices NT para o conjunto de vértices N—, respeitando a capacidade mdzima

que cada elo pode suportar nos caminhamentos. 0

Definicao 21. O corte minimo de uma rede é um corte que minimiza a capacidade

mazxima ¢ (Q) sobre todos os cortes possiveis da rede separando Nt de N—. g

Teorema 1 (Teorema do corte minimo e fluxo maximo). A solu¢do do problema do

fluxo mdzimo € igual a solucao do corte minimo.

Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser verificada na Se¢ao 3G de

Rockafellar (1984, Capitulo 3). O



1.3 Teoria de filas

A teoria de redes de filas foi desenvolvida com o objetivo principal de promover
analises matematicas precisas com o proposito de melhorar a estabilidade das redes.
Principalmente, quando a procura por um atendimento ¢ muito maior do que a ca-
pacidade da rede, ocasionando o sobrecarregamento dos servidores e inviabilizando

a utilizagao da rede.
Definicao 22. Um processo serd estavel se este processo for recorrente positivo. 0

Definicao 23. Uma rede de filas é um sistema que consiste em clientes (traba-
lhos, informagoes ou materiais) chegando em um servidor durante um determinado
periodo de tempo, esperando para serem atendidos (ou processados), e deizando a

rede depois de serem atendidos. 0

As redes de filas sao definidas segundo as seguintes caracteristicas.
C 1. Padroes de chegadas

Os modelos de redes de filas mais comuns utilizam as chegadas dos clientes de
acordo com os processos de Poisson independentes. Este é um dos processos de
contagem mais importante, portanto, os principais conceitos sobre o processo de

Poisson sao apresentados a seguir.

Definicao 24. Um processo {N(t), t > 0} € chamado de processo de contagem
se N(t) representando o niumero total de eventos que podem ocorrer no tempo t,

satisfaz as sequintes propriedades.
(1) N(t) €{0,1,2,...};
(1I) Se s < t, entdao N(s) < N(t); e
(11I) Paras < t, entdo N(s)—N(t) € o nimero nimero de eventos que ocorreram no

intervalo (s,t]. 0

Definicao 25. O processo de contagem {N(t), t > 0} € um processo de Poisson

com taxa A > 0, se

(1) N(0) = 0;
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(II) N(t) apresenta incrementos independentes; e

(III) o nimero de eventos em qualquer intervalo (s,t] tem distribuicao de Poisson

com média At, ou seja, para todo s,t > 0

P(N(t+s)—N(s)=n) = e“%, n=0,1,2,. ..

|

Um processo de contagem possui incrementos independentes se os nimeros de
eventos que ocorrem em intervalos de tempo disjuntos sao independentes. E um
processo de contagem tem incrementos estaciondrios se a distribui¢ao do nimero de
eventos que ocorrem num intervalo de tempo qualquer depende apenas do compri-
mento do intervalo de tempo.

Segundo Ross (2007, Capitulo 5) uma outra defini¢ao sobre o processo de Poisson

equivalente a Definicao 25 é a seguinte.

Definigao 26. O processo de contagem {N(t),t > 0} € um processo de Poisson a

com taxa A > 0, se
(I) N(0) =0;
(II) o processo tem incrementos independentes e estaciondrios; e
(III) P(N(h) =1) =Ah+o(h) e P(N(h)>2)=o0(h), h—0.
|

Um outro fator importante a ser considerado juntamente com os padroes de
chegadas dos clientes é a reacao dos clientes no momento em que eles chegam a
rede. Uma vez que os clientes podem escolher um servidor para serem atendidos,

usando alguma regra de escolha previamente estabelecida por eles.
C 2. Padroes de servico

Em geral, os padrdes de servigos (ou atendimentos) sao exponencialmente dis-
tribuidos com parametro L.
No entanto, estes padroes de servigos podem depender do niimero de clientes que

se encontram na fila esperando pelo servico. Estas situacoes, nas quais os clientes
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escolhem os servidores de acordo com o ntimero de clientes nas filas, sao conhecidas

como dependeéncia de estado.
C 3. Disciplina das filas

A disciplina das filas define a maneira de como os clientes que estao na fila serao

atendidos pelos servidores. As disciplinas mais comuns sao

(I) o primeiro que chega ¢é o primeiro a sair do sistema, da lingua inglesa first in -
first out (FIFO), aplicdvel em atendimentos bancarios, de supermercados e de
lojas;

(IT) o 1dltimo a chegar é o primeiro a sair, da lingua inglesa last in - first out (LIFO),
muito comum em sistemas de controle de estoques, onde o item mais recente

¢ o mais facil de ser apanhado ou manuseado; e
(III) as duas situagoes gerais das disciplinas de prioridades,

- o cliente com a maior prioridade é atendido pelo servidor independemente
do outro cliente que estava sendo atendido, interrompendo o atendimento
do outro cliente para que este seja atendido E somente depois que o cliente
prioritario deixa a rede é que se reinicia o atendimento do cliente que foi
interrompido. Este tipo de situacao é chamada de disciplina prioritaria

preemptiva, sendo muito comum em casos de emergéncias em hospitais; e

- os clientes com a maior prioridade vao para o inicio da fila, porém somente
sao atendidos depois que o cliente que esta sendo atendido pelo servidor
deixar a rede. Esta situacao ¢ conhecida como disciplina de prioridade

nao-preemptiva.
C 4. Capacidade da rede

Algumas redes apresentam uma limitacao fisica por causa da quantidade de
espaco, de tal modo que, se as filas alcancarem um comprimento superior a capaci-
dade do espaco, nenhum novo cliente podera entrar. Desta forma, somente entrarao
clientes na fila quando houver um espaco disponivel, ou seja, quando um cliente foi
atendido e saiu da fila.

As redes que apresentam alguma restricao de espaco fisico sao definidas como

redes finitas, ou seja, existe um limite finito para o comprimento das filas.

12



Neste trabalho foram consideradas as redes de filas infinitas, ou seja, redes em

que nao existe um limite finito para o comprimento das filas.
C 5. Organizacao dos servidores e da filas

A organizacao dos servidores e das filas pode ser

- fila tinica de clientes que podem ser atendidos por mais do que um servidor da

rede; e

- filas individuais para cada servidor.
C 6. FEstagios de servicos

Existem redes de filas que podem realizar os atendimentos que

- exigem um unico estagio (ou um servidor), como por exemplo o pagamento de
uma compra, cujos clientes sao atendidos por um tunico servidor e deixam a

rede depois que forem atendidos, ou

- exigem vérios estdgios (ou vdarios servidores), como no caso de um exame
médico que ha a necessidade de varios exames até a conclusao da avaliacao

médica.
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Capitulo

Modelo e Resultados

Este capitulo apresenta a descricao do modelo de redes de filas cujas taxas dos
atendimentos nos servidores alteram-se de acordo com os tipos de trabalho que eles
podem processar, definido pelo processo Y.

No entanto, devido a dificuldade na analise do processo Y por causa da necessi-
dade do conhecimento das taxas dos atendimentos que estao na fila dos servidores
e da ordem que chegaram, é construido um processo X que tem comportamento
semelhante ao apresentado por este processo. Desta forma, os resultados obtidos a

partir do processo X dao uma ideia sobre o comportamento do processo Y.

2.1 Descricao do modelo e notacgao

A analise do comportamento dos modelos de redes de filas foi realizada de acordo
com o modelo de supermercado apresentado pelos trabalhos de M.V. Menshikov, V.
Sisko e M. Vachkovskaia (2011); e M.V. Menshikov, I. MacPhee e M. Vachkovskaia
(2012). O modelo de supermercado consiste na andlise das redes de filas que pos-
suem um nimero fixo de servidores Co ={1,...,N} e K tipos de trabalho.

Considere as redes de filas com N servidores e K tipos de trabalho. Suponha
que os tipos de trabalho i chegam independentemente a rede de acordo com um
processo de Poisson com taxa A; > 0, para todoi=1,..., K.

Para cada trabalho 1 que chega a rede um subconjunto fixo e nao vazio de
servidores (ou filas) é apresentado e, em seguida, de acordo com alguma politica

previamente estabelecida, os trabalhos sao encaminhados a um dos servidores deste
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subconjunto para serem processados.

Os tempos dos atendimentos para cada um dos tipos de trabalho i sao dis-
tribuidos exponencialmente com taxas pi; dependendo do servidor j escolhido.

Os trabalhos na fila dos servidores sao processados segundo a disciplina FIFO,
da lingua inglesa first in - first out, ou seja, o primeiro que chega na fila é o primeiro
a ser atendido, e os trabalhos somente deixam a rede quando forem completamente

processados.

Exemplo 1. Considere um modelo de rede de filas que possui a capacidade de
atender 3 tipos de trabalho e que apresenta 3 servidores que podem realizar os pro-
cessamentos dos trabalhos que chegam a rede. No entanto, para cada trabalho i que
chega a rede existem somente 2 servidores que apresentam a capacidade de realizar
o processamento com taxas dos atendimentos Wi, para todoi=1,2,3 ej=1,2,

3, como ilustra a figura abaizo.

'/ H23

L @
A H33
Tipos de trabalhos Servidores

Figura 2.1: Representacao do exemplo de rede.

Seja P(Co) todos os subconjuntos nao vazios e fixos dos N servidores da rede.
Para cada um dos subconjuntos de servidores de P(Cy) existem as chegadas de um
tipo especifico de trabalho com taxa A; > 0,1 = 1,...,K que os servidores deste
subconjunto podem processar. Contudo, perceba que alguns servidores dos sub-
conjuntos eventualmente podem processar mais do que um tipo de trabalho. Desta
forma, todos os tipos de trabalho que podem ser processados por um subconjunto
C C{1,...,N} de servidores da rede sao representados por N (C).

O modelo de rede de filas descrito acima ¢ definido como um processo de Markov

Y = {Y(t),t € R"} que analisa a quantidade (ou o nimero) de trabalhos nos
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servidores da rede.

Desta forma, para o processo Y, os trabalhos i chegam independentemente a
rede de acordo com o processo de Poisson com taxa A; > 0, paratodoi=1,...,K,
e, em seguida, eles sao encaminhados para um servidor j da rede com probabilidade

n(y,1,j) para todo estado

y:(YI»-“)Yj)---)YN)

que apresenta a configuragao atual dos trabalhos na fila dos N servidores da rede,

y; = (yh"-»yl)

¢ o vetor que apresenta a sequéncia dos tipos de trabalho Yy € {1,...,K} que
estao na fila do servidor j na posicao 1 da configuragao atual da rede, cuja taxa de
atendimento serd py,;.

Perceba que para realizar a analise deste processo ¢ necessario conhecer exata-
mente todas as taxas dos tipos de trabalho que estao na fila dos servidores e na
ordem que chegaram, pois cada trabalho apresenta uma taxa especifica de proces-
samento de acordo com o servidor escolhido. Por causa disso, a matriz y guarda
todas as informacoes da configuracao atual da rede, cujas as colunas da matriz
representam um dos servidores da rede e cada linha informa a taxa especifica do
atendimento do trabalho 1 que se encontra na fila destes servidores.

Note que devido a aleatoriedade da ordem de chegada das taxas dos atendimen-
tos na fila dos servidores esta andlise torna-se muito dificil de ser realizada.

Entao, baseando-se no processo de Markov Y, é possivel construir um processo de
Markov X = {X(t), t € R*} que analisa a carga horaria média total de trabalho que
estd nos servidores, ao invés de analisar a quantidade (ou o nimero) de trabalhos
que esta nos servidores.

No processo X, os trabalhos i chegam independentemente a rede de acordo com
a taxa Poisson A; > 0, para todoi = 1,...,K, e, em seguida, eles sao encaminhados

a um servidor j da rede com probabilidade 7(x,1,j) para todo estado

N
X:(Xh...,Xj,...,XN) S R+
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que informa a carga horaria média total de trabalho para cada um dos N servidores
da rede.

Assim, para cada trabalho i que chega a rede e que exige um tempo médio
(1/my;) para ser processado pelos servidores j =1,..., N, adicionard este tempo
médio de (1/wi;) & carga horaria média total de trabalho do servidor j esco-
lhido, ou seja, x5 = x5 4+ (1/py5).

Os servidores do processo X processam em média “uma parte unitaria” da carga
horaria média total de trabalho por unidade de tempo que esta na sua fila, resul-
tando depois de passar um tempo médio de (1/ui;), o processamento completo,
em média, de um trabalho que exige em média uma carga horéaria de trabalho de
(1/p45) unidades de tempo.

As eventuais mudancas que podem existir no processo X sao analisadas de acordo
com os saltos e as taxas dos saltos de acordo com a carga horaria média total de
trabalho.

Os saltos de uma configuracao (ou estado atual) x da rede sao fornecidos pelo
vetor &;/pi; ou —O; onde &; = (0,...,1,...,0), indicando se houve a entrada de
algum trabalho i, de acordo com o aumento da carga horaria média total de trabalho
do servidor j. E uma saida, se o servidor j processou, em média, um trabalho de
carga horaria média (1/ui;), indicada pela j-ésima coordenada do vetor.

Portanto, se um trabalho i chegou a rede e foi encaminhado para o servidor j com

taxa Y 7(x,1,j)A;, consequentemente havera na j-ésima coordenada do vetor
ie/\[( Co)
x um salto de (1/p;) que corresponde ao aumento da carga horaria média total de

trabalho do servidor j, ou seja, x — X+ 8j/Hij ou X = (X1,...,% + 1/Wijy ...y XN,
para todo i = 1,...,K e j = 1,...,N. E existird um salto para baixo na j-
ésima coordenada de x quando o servidor j processar por completo, em média,
um trabalho que exige uma carga hordria média de trabalho de (1/py;), depois de
passar um tempo médio (1/u4;) a partir do inicio do seu processamento, ou seja,
X X—00ux=(X1y...,% — I,...,xn).

Nas situacoes em que existem x; — x; — 1 < 0 ¢ definido x; — 0, para todo
j € N. Isso significa que os servidores s6 processam os trabalhos que estao na fila e

nao realizam nenhum trabalho no tempo ocioso.
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Este trabalho considerou também o passeio aleatério &(t). Para o passeio
aleatério &(t), se um trabalho i chegou a rede e foi encaminhado ao servidor j

com taxa Y 7(&,1,j)A;, haverd na j-ésima coordenada do vetor & um salto de
iEN(CQ)
(1/mi5) que corresponde ao aumento da carga horaria média total de trabalho do

servidor j, ou seja, & — &+ 8;/my; ou & = (&,...,& + 1/Mij,...,En), para
todo i=1,...,K e j=1,...,N. E existird um salto para baixo na j-ésima co-
ordenada de & quando o servidor j processar por completo, em média, um trabalho
que exige uma carga horaria média de trabalho de (1/py;), depois de passar um
tempo médio (1/py;) a partir do inicio do seu processamento, ou seja, & — & — 9;
ou & = (&1, ey &5 — 1000, E0).

Note que o passeio aleatério &(t) apresenta a mesma descricao que processo X,
mas sem a exigéncia de que seja positivo. O passeio aleatdrio &(t) ajuda a entender
as situagoes nas quais existe uma grande quantidade de pedidos de um determinado
tipo de produto e que as empresas precisam liberar, mas devido a indisponibilidade
do produto exigido com o tempo estas empresas acabam ficando com os seus pedidos
em pendéncia.

Para facilitar o entendimento sobre o processo X, imagine um supermercado
onde os clientes i escolhem um servidor que pode atendé-los. Em seguida, usando
alguma politica de escolha, eles encaminham-se para a fila do servidor j escolhido
com o seu carrinho de compras (ou de trabalho) para ser processado. Os servidores
escolhidos demoram em média (1/y;) minutos para processar toda a compra do
cliente, levando em média um minuto para registrar cada produto comprado no
caixa.

Portanto, somente depois de passar um tempo médio de (1/p;) minutos a partir
do momento que o trabalho comecou a ser processado, o servidor conseguiré pro-
cessar por completo, em média, um trabalho (ou uma compra) que tem uma carga
horaria média de trabalho de (1/p;) minutos.

Note que no processo Y todas as informacgoes da configuracao atual da rede
sao guardadas numa matriz y. Enquanto que no processo X, a medida que os
tipos de trabalho sao encaminhados aos servidores escolhidos, automaticamente
estes trabalhos sao transformados em cargas horarias médias de trabalho que, por

sua vez, sao acumuladas na carga horaria média total de trabalho dos servidores
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escolhidos.

Desta forma, o processo X nao apresenta uma matriz de informacgoes sobre a
configuragao atual da rede, mas fornece um vetor que apresenta a carga horaria
média total de trabalho que cada um dos servidores da rede terao de processar.

Portanto, pode-se perceber que o processo X guarda de forma muito mais economica
as informacoes cruciais sobre o processo Y, apresentando um comportamento seme-
lhante ao obtido pelo processo Y.

Uma outra maneira de entender esta relagao entre os processos Y e X pode ser

vista pela Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Representacao do processo Y e do processo X.

Processo Y Processo X

Taxas de chegadas Ai At
Taxas de saidas Hij 1
Quantidade de trabalho que chega 1 1/

com taxa A;

Quantidade de trabalho que sai
depois de passar um tempo médio 1 1
de (1/u45) a partir do momento que
o trabalho comecou a ser processado
pelo servidor

para todo 1 € N(C) e para todo j € C ={1,...,N}

Os objetivos deste trabalho sao
- analisar a estabilidade do processo X;

- verificar que os resultados obtidos pelo processo X oferecem uma boa ideia
sobre o comportamento do processo Y com o auxilio das simulacoes de dois

exemplos de redes de filas; e

- avaliar qual ou quais as politicas de escolha de servidor que podem oferecer um
desempenho eficiente para as redes cujas taxas dos atendimentos dos servidores

alteram-se de acordo com os tipos de trabalho que eles podem processar.

Para garantir que os servidores nao possam ser decompostos em agrupamentos

que sejam independentes dos tipos de trabalho que chegam a rede, assume-se que a
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rede bipartida G com vértices N (Co) U Co e elos E ={(S4,j) :j € Si} seja conexa,
onde S; C {1,...,N} sdo os servidores que podem processar o tipo de trabalho 1,
para todoi=1,...,K.
Descrigao das politicas de escolha de servidor

Seja Ag = {mt € [0,1]N : > 7(j) = 1} as probabilidades possiveis dos encami-
nhamentos dos trabalhos aos ]N servidores da rede. E para cada trabalho i que
chega a rede é definido Ay = {m € Ay : m(j) = 0 paraj ¢ Si} como sendo as
probabilidades dos encaminhamentos dos trabalhos i aos servidores j € S, para
todoi=1,...,K.

Definicao 27. As politicas de escolha de servidor sao definidas por
RN x {1, 2,... ,IN(Co)l} = Ao tal que m(x,1) € A;.

Isto significa que cada trabalho i que chega a rede quando o estado do processo
¢ x é encaminhado para a fila do servidor j € Si com probabilidade 1(x,1,j), cujo

espaco de politicas ¢ TT.

Definicao 28. As politicas estaticas de escolha de servidor sao regras ou politicas
que encaminham os trabalhos para um servidor j € Si com probabilidade m(1i,j),

independentemente da configuracao atual X da rede.
O espaco das politicas estéticas ¢ representado por TT¥!%t ¢ as politicas por 7t(i).
Definicao 29. A politica de escolha de servidor cujos trabalhos sdo encaminhados a

fila mais rapida, do inglés join the fastest queue (JFQ), é definida por

.. 1/IDi(x)] sej € Di(x)
n(i,j) = ’ (2.1)
0 caso contrdrio,

onde Di(x) ={j € Sy 1wy = Hmax it
0

Portanto, a politica JFQ encaminha os trabalhos i aos servidores que apresentam
a taxa de atendimento mais rapida dentro de um conjunto dos servidores que podem

realizar o processamento.
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E importante ressaltar que os encaminhamentos dos trabalhos para as filas mais
rapidas podem nao garantir a estabilidade da rede. Esta situacao pode acontecer,
por exemplo, quando uma rede possui um servidor com a capacidade de proces-
samento muito mais rapida do que os demais servidores para qualquer tipo de
trabalho. Desta forma, existird o sobrecarregamento de algum servidor da rede,
inviabilizando o uso da politica JFQ.

Portanto, a fim de comparar de modo eficiente as politicas estaticas e dinamicas,
este trabalho considera somente as politicas estaticas que apresentam as probabi-
lidades adequadas dos encaminhamentos dos trabalhos, de tal modo que garantem
a estabilidade da rede, denominadas de melhor politica estatica JSSWy, e que sao
apresentadas na Definigdo (33). Mais informagcoes e detalhes sobre esta politica

também serao exibidos no préximo capitulo deste trabalho.

Definicao 30. A politica de escolha de servidor cujos trabalhos sdo encaminhados a
fila do servidor j que apresenta a menor carga hordria média total de trabalho da fila,
ponderada pelo tempo médio que o trabalho i possa ser processado pelo servidor escol-

hido, da lingua inglesa join the smallest weighted by average service time workload
(JSWA), é dada por

1 i j € i )
m(x,1,j) = 1B sy € Qi) (2.2)
0 caso contrdrio,

onde x; =min (xi/pu) e Qilx) = {j €Siix = Xj/uij}-
O
Assim, para a politica JSWA, todos os trabalhos 1 sao encaminhados aos servi-
dores que apresentaram a menor carga horaria média total de trabalho da fila,

ponderada pelo tempo médio de processamento que o servidor j escolhido podera

processar.

Definicao 31. A politica de escolha de servidor cujos trabalhos sdo encaminhados a
fila que apresenta a menor carga hordria média de trabalho do sistema (tempo médio
na fila + tempo médio do processamento do trabalho) ponderada pelo tempo médio

que o trabalho i possa ser processado pelo servidor j escolhido, da lingua inglesa join
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the smallest weighted by average service time system workload (JSWAS), é definida

por

1 Bi e j € Bi y
nix i) =4 IBOIsed € Bl (2.3)
0 caso contrdrio,

onde X} = min [(xl + 1/“1[)/”1[} e
leS;

Bi(x) = {j €S8i:x{ = <Xj + 1/Uij)/Uij}-
m

Portanto, para a politica JSWAS todos os trabalhos 1 sao encaminhados aos
servidores que apresentaram a menor carga horaria média total de trabalho con-
siderando o aumento da carga horaria média total de trabalho que o trabalho podera
adicionar aos servidores escolhidos, ponderada pelo tempo médio que os trabalhos
possam ser processados pelos servidores j escolhidos.

Motivagao para encontrar a politica ideal de escolha de servidor

Considerando as redes de filas cujas taxas dos atendimentos sao independentes
dos tipos de trabalho, ou seja, Wi; = W, pode-se tentar encontrar a politica “ideal”
de escolha de servidor através da minimizacao do tempo médio que um cliente

qualquer passa na rede, de acordo com as politicas estaticas TTEtet dado por

. N Z] Aiﬂ(iaj)
wh =y — : (2.4)
=1y — Z] Ae(LL )
1=

P

nEstat

Desta forma, é possivel encontrar o valor minimo de W cuja solugao sa-

tisfaca o sistema de inequacoes lineares

K

Z}\iﬂ(i)j)<ui para j =1,...,N,
= (2.5)
n(i,j) > 0e Zﬂ(i)j):1>

jeS
onde 7t(1,j) é a probabilidade do trabalho 1 ser encaminhado ao servidor j.
Entretanto, este calculo ¢é dificil de ser realizado, tornando-se ainda mais com-

plicado quando as politicas dinamicas de escolha de servidor sao consideradas.
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Contudo, existe uma outra possibilidade de procurar a politica ideal de escolha
de servidor que consiste em otimizar a cauda do tempo que um cliente qualquer
passa na rede.

Portanto, de acordo com Ross (2007, Segao 8.3), o tempo que um cliente qualquer

/. . Estat
passa na rede para as pOhthaS estaticas Wﬂ y tem-se

N ..
]P(WﬂEStat 2 t) _ Z Z?\iﬂ(i,j)e<ujizl ?\iTE(I,])>t .

j=1 i=1

Note que é mais razoavel tentar encontrar a solucao de (2.5) de tal forma que

_min {u] Z?\ (i, ] }éméximo. (2.6)

Isso acontece porque o termo responsavel pelo comportamento da cauda do
tempo médio que um cliente qualquer passa muito tempo na rede é fornecido
por i — Z?\m i,j).

Portanto se maximizar (2.6), consequentemente é possivel otimizar a probabi-
lidade que um cliente qualquer permaneca muito tempo na rede.

Entao, a partir desta motivagao é possivel estabelecer as politicas ideais de
escolha de servidor usando a carga hordria média total de trabalho que esta na fila

dos servidores, como descreve o processo X, de tal forma que

. mm {1 — Z n(i, ] —} ¢ o maximo possivel. (2.7)
j— .

Isto significa que a velocidade da fila mais lenta deve ser a mais rapida possivel.
Em virtude desta motivagao, assume-se a velocidade da fila do servidor j para

qualquer politica de escolha 7t no instante t, para todos os estados de x com x; > 0,

como sendo

Vi = Y abnijat - 2.8)

23



Note que para qualquer politica estatica de escolha de servidor, cuja politica

nao depende da configuracao atual x da rede, a representacao dada acima sera

. . A
V()»“) = Z 71(1»])_'1. —1. (29)
ieN(Co) Y
Definicao 32. Um agrupamento é um subconjunto nao vazio de servidores C C Cy.

d

Assim, para qualquer agrupamento C de servidores e para qualquer subconjunto

de politicas estdticas TT' C TT¥%t defina

V(G sy, TT) = min max V(j;m) (2.10)

ou seja, o minimo (sobre todas as politicas TT") da velocidade méxima da fila dos
servidores que estao dentro do agrupamento C.

A politica ideal de escolha de servidor é obtida através da analise da velocidade
dos servidores (ou das filas) dentro dos agrupamentos de servidores submetidos a

um conjunto de politicas previamente estabelecidas.

Definigao 33. A melhor politica estatica JFQy, (politica ideal de escolha de servidor)
¢ aquela politica que oferece

- a velocidade da fila mais lenta € a mais rapida possivel,

- 0 numero de filas que crescem com velocidade madxima € o menor possivel, e

- as velocidades das filas sao decrescentes.

O

2.2 Resultados

O objetivo principal deste trabalho é encontrar as politicas de escolha de servidor
que estabilizem a rede de filas, ou seja, as politicas que sao capazes de manter as

velocidades (2.8) as menores possiveis de tal maneira que
- a velocidade da fila mais lenta é a mais rapida possivel;

- o numero de filas que crescem com velocidade maxima é o menor possivel, e
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- as velocidades das filas sao decrescentes.

Para isso, primeiramente é necessario verificar se é possivel decompor o conjunto
de servidores Co = {1,..., N} da rede numa hierarquia de agrupamentos disjuntos
Cq, ..., Ck de servidores para algum 1 < K < N, como apresenta o teorema

descrito abaixo.

Teorema 2.2.1. Considerando Vi = V(Co; pj, 115, pode-se decompor o con-
jgunto de servidores Co = {1,...,N} numa hierarquia de agrupamentos disjuntos
Cqy ..., Cx de servidores para algum 1 < K < N com as sequintes propriedades.
(I) C1 € o tnico agrupamento de Co tal que V(Coj i, TT#H) = Vy e |Cy| €
minimo.

(1) Se Cy # Co, entdo para cada etapa k =2, ... , tem-se
Vi =V(Co \ US_1Cr; bij, 1)

onde Tly_1 € o conjunto de politicas estdticas que apresentam a velocidade
V. do agrupamento C,, paran =1, ..., k—1. Tendo C, C Co \ Ul‘;% Cn
como sendo o unico agrupamento que satisfaz V(C; iy, T—1) = Vi com valor
minimo de |C|. De tal forma que para cada etapa k da decomposicao, obtém-se
Vi < Vi, onde K <N e UX_,C, = Co. Entdo, a decomposicio hierdrquica

minima esta completa.

(III) T € o conjunto nao vazio de politicas estdticas. Para cada 7 € Tk e para

cadaj € Cy, k=1,..., K, tem-se
C oAb
Vi = Z ﬂ(l,))f—k
ieN(Co) Hl)

Isto significa que a velocidade Vi dos servidores do agrupamento Cy informa o
comportamento da carga horaria média total de trabalho nos servidores segundo as

taxas dos atendimentos 5, i € N(Cy), j € Cy, usando (2.6).

Teorema 2.2.2. Se V; > 0, entao o processo X com respeito a carga horaria média
total de trabalho na fila dos servidores é transiente para qualquer politica estdatica de
escolha de servidor. Se Vi < 0, entdo o processo X € recorrente positivo (estdvel)

para a melhor politica estatica de escolha de servidor JFQy.
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Definigcao 34. Um processo W serd recorrente em forma se o processo (Wi —Wi, 1)

for recorrente para todoi=1,....nen+1:=1.

Sob o ponto de vista da dinamica do passeio aleatério &(t) submetido as politicas
dinamicas, ou seja, JSWA e JSWAS, pode-se concluir que este passeio é recorrente
em forma para cada agrupamento Cy de servidores, k =1, ..., K, como estabelece

o Teorema 2.2.3.

Teorema 2.2.3. O passeio aleatorio &(t) sequndo as politicas JSWA e JSWAS é

recorrente em forma para cada agrupamento Cy de servidores, k =1, ..., K.

Portanto, estes resultados demonstram que a velocidade Vi pode ser interpre-
tada como uma taxa de crescimento das filas que estao dentro de um agrupamento

Cy de servidores.

Observacao 1. A politica ideal de escolha de servidor também pode ser encontrada

através da solugcao de um problema de programacao linear.

2.3 Demonstracoes dos resultados

2.3.1 Preliminares para a prova do Teorema 2.2.1

A decomposicao hierarquica dos servidores foi baseada na ideia dos fluxos
das chegadas dos tipos de trabalho que chegam a rede e no teorema corte
minimo e fluxo maximo de Ford e Fulkerson (1974), apresentados brevemente
no Capitulo 1, ou seja, que a decomposicao hierarquica minima dos servidores
coincide com a decomposicao obtida pelo fluxo maximo.

Para facilitar esta ideia sobre a decomposicao dos servidores, uma discussao
sucinta sobre o assunto ¢ introduzida a medida que as notagoes e defini¢coes sao
apresentadas no decorrer da demonstracao.

Decomposicao dos servidores baseada nos fluxos das chegadas dos traba-
lhos.

Para cada agrupamento C C Cp, considere 7P(C) como sendo todos os

subconjuntos nao vazios de servidores que podem ser formados pelo agrupa-

mento C de servidores, N (Co) ={S € P(Cp) : di ={1,...,K}onde S = S;} e
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N(C) ={S; € N(Cy) : S; C C} como sendo todos os tipos de trabalho que chegam
a rede com taxa A; > 0 que podem ser processados pelos servidores que estao dentro

do agrupamento C.

Definicao 35. O sistema restrito C é um agrupamento de servidores cujas chegadas
dos tipos de trabalho N'(C) nao podem ser mais decompostos em novos agrupamentos

de servidores.

O sistema restrito-reduzido D de um agrupamento de servidores é encontrado
através da remocao dos servidores (Co \ D) juntamente com os fluxos das chegadas

dos tipos de trabalho N (Cy \ D) que formam um sistema restrito.

Definicao 36. O sistema restrito-reduzido D ¢ um subconjunto de servidores que
pode ser reduzido sucessivamente durante o processo de decomposicao hierdrquica,
ou seja, pode ser reduzido através das sucessivas remocoes de servidores que formam

um sistema restrito C.

Para tornar mais compreensivel como funcionam os encaminhamentos dos tipos
de trabalho aos servidores de uma rede de acordo com o sistema restrito e de acordo
com o sistema restrito-reduzido, considere o seguinte exemplo de rede apresentado

pela Figura 2.2.

Figura 2.2: Exemplo de sistema restrito e sistema restrito-reduzido
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Assim, segundo o exemplo fornecido pela Figura 2.2, é definido que

¢ se chegou algum tipo de trabalho que s6 pode ser processado pelos servidores
do sistema restrito, entao este trabalho vai ser encaminhado para um dos
servidores de cor preta para a realizacao do seu processamento, segundo alguma

politica de escolha;

o se chegou algum tipo de trabalho que pode ser processado tanto pelos servi-
dores do sistema restrito como pelos servidores do sistema reduzido, como
mostram as elipses tracejadas, obrigatoriamente estes tipos de trabalho vao
ser encami-nhados para os servidores do sistema reduzido, ou seja, para os
servidores cinza, cujo servidor sera escolhido segundo alguma politica previa-

mente estabelecida; e

¢ se chegou algum tipo de trabalho que s6 pode ser processado pelos servidores
do sistema reduzido, entao este trabalho vai ser encaminhado para um dos
servidores de cor cinza para a realizacao do seu processamento, segundo alguma

politica de escolha.

Para cada agrupamento C C D do sistema restrito, existe todos os tipos de
trabalho que podem ser processados pelo sistema restrito, que surge a partir de um

sistema restrito-reduzido D, isto é,

Np(C)={SeP(C): S; €D, A (D) > 0}.

Para estabelecer quais os servidores formam um sistema restrito C e um sistema
restrito-reduzido D ¢é necessario definir a velocidade média restrita-reduzida de um

agrupamento C C D como apresentada a seguir.

z

Definicao 37. A velocidade média restrita-reduzida de um agrupamento C C D ¢

dada por

WD(CJZ%Z > ﬂ(i,j)Aﬁ?)—1 . (2.11)

jeC \ieNp(C) Y
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Desta forma, a velocidade do sistema restrito Cy da k-ésima etapa da decom-

posicao ¢ estabelecida pela velocidade V) = tnax Whp, (C), obtida pelo sistema
=k

restrito-reduzido Dy = (Cqo \ U]:L;]] Cn). E os servidores que apresentam esta veloci-

dade Vi formam o sistema restrito Cy.

Observacgao 2. Note que os tipos de trabalho N'(C) que chegam a rede nao podem
ser encaminhados para os servidores que estao fora do agrupamento C. Entretanto,
¢ possivel que exista outros tipos de trabalho que podem ser encaminhados para o0s

servidores que estao no agrupamento C. g

A demonstracao do Teorema 2.2.1 considera somente as politicas estéticas TTEstat,

ou seja, as politicas cujos encaminhamentos dos trabalhos nao consideram a con-
figuracao atual da rede no momento em que chegam a rede.

O Teorema 2.2.1 demonstra que é possivel decompor eventualmente a rede em
sistemas restritos e em sistemas restritos-reduzidos até obter uma hierarquizacao
completa.

Para isso, é necessario definir o conjunto nao vazio dos tipos de trabalho

SP € P(D) que o sistema restrito-reduzido D pode processar, ou seja,
sP :{Sl GN(Co)SlmD#O}

A uniao dos fluxos de todos os tipos de trabalho que chegam ao conjunto nao
vazio dos tipos de trabalho SP ¢ a taxa total das chegadas do sistema restrito-

reduzido D, dada por

As(D)= > A (2.12)

Combinando esta tltima informacao com a taxa total das chegadas dos traba-
lhos do sistema restrito-reduzido D, onde D = Cj, é possivel concluir que existe
uma politica estatica capaz de decompor eventualmente o sistema de rede origi-
nal com restricao a um agrupamento restrito C; e que o sistema restrito-reduzido
D = (Co \ Cq) pode ser decomposto em mais vezes, bastando apenas repetir se-
quencialmente novamente a decomposicao do sistema a partir do sistema restrito-

reduzido D = (Cy \ Cy), até obter a hierarquizacao completa dos servidores.
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2.3.2 Prova do Teorema 2.2.1

(I) Utilizando a ideia do esquema das chegadas do tipos de trabalho descrita

anteriormente e assumindo para a primeira etapa da decomposicao D = Cj e
V] = maXWD(C) .
CCD
Entao, para cada etapa k = 2,3,... da decomposicao é defina a velocidade

restrita-reduzida Vi dentro de um agrupamento restrito Cy a partir do sistema

restrito-reduzido Dy = (D \ UXZ] C,,), ou seja,

n=

Vi = max Wp, (C).
CCDy
No entanto, se a rede estiver sendo analisada pela melhor politica estatica ﬁ(C )
que equaliza todos os encaminhamentos dos trabalhos para qualquer agrupamento

C C D do sistema restrito-reduzido D, ou seja,

ﬁ(C)z{nenEsmt: Yy (i, ) mP) Yy n(i,l)@;Vj,leC},

ieND (C) Hij ieND (C)

il

eventualmente todos os servidores que estao no sistema restrito-reduzido D da
primeira etapa da decomposi¢ao terao a mesma quantidade de carga hordria média
total de trabalho. Desta forma, todos os servidores vao ter a mesma velocidade.
Portanto, se todos os servidores que formam o sistema restrito-reduzido D
apresentam a velocidade maxima Wy, consequentemente V; = W;. Entao, todos
os servidores formarao um tnico agrupamento Cy, ou seja, Co = C;. Finalizando

a prova da parte (I) do Teorema.

(IT) & (III) Para as redes que apresentam Cy # Cop, nota-se que é possivel decompor
a rede em mais do que um sistema restrito.

Para isso, defina para cada uma das etapas k = 2,3,... da decomposicao, a
velocidade do sistema restrito Vi encontrada através da decomposicao do sistema
restrito-reduzido Dy = (Co \ U]f_] Ci) dada por

Vi = max Wp, (C), Cx =U{C C Dy : Vx = max Wp, (C)}

CCDy CCDy
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onde Cy sdo os servidores que formam o sistema restrito cuja velocidade ¢ Vi
estabelecida pela k-ésima etapa.

Entao, de modo andlogo ao item anterior, para cada etapa da decomposicao
hierarquica k = 2,3, ... obtém-se a velocidade do sistema restrito Vi e os servidores
Cx = Cy que eventualmente formarao o agrupamento da etapa k da decomposicao,
até obter Cy = Dy, finalizando a decomposicao hierarquica.

E importante notar que todos os servidores que formam um sistema restrito
Cy possuem a mesma velocidade Vi e que este sistema restrito é constituido pelos
servidores que apresentam a mesma velocidade Vi = gr%aD)i Whp, (C) durante a etapa
k que, por sua vez, sao removidos do sistema restrito-reduzido Dy = (Co \ Ulf*] Ci)
para uma proxima hierarquizacao, se possivel.

O

2.3.3 Preliminares para a prova do Teorema 2.2.2

Para a analise da transiéncia ou da recorréncia do processo X utilizam-se as
funcoes de Lyapunov, cujas conclusoes sao estabelecidas através da Definicao 9 do

Capitulo 1 e dos Teoremas 2.3.1 & 2.3.2 apresentados a seguir.
Teorema 2.3.1. Seja uma cadeia de Markov com espaco de estados A ={ni,1 >
0}, irredutivel e aperiddica, cuja posicao da cadeia no tempo t € &;. Entao,

(1) a cadeia de Markov € transiente se, e somente se, existe uma fun¢ao positiva

f(m), n € A, um nimero € >0 e um conjunto finito A € A tal que

E(f(at—H) - f(‘it) | &t :T]m) < O) Mm §é A»

fme) < ian f(Mm), para pelo menos um My & A.
NMmée

Demonstracao do Teorema 2.3.1. O item (I) deste teorema pode ser verificado

através do Teorema 2.2.2 em Fayolle, Malyshev e Menshikov (1995, Capitulo 2).

O
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Teorema 2.3.2. Seja {X{} uma cadeia de Markov irredutivel definida num espaco

de estados contdveis S, f: S — RT e Afy = f(X¢41) — f(Xy).

A Se existem constantesc >0, d >0 ee >0 tais que
Al |Afg<d ge e
A2 E(Af¢ | Xy =x) > € para todo x € {x: f(x) > c},
entao {X} € transiente.

B Se existe uma constante € > 0 e um conjunto finito A C S tais que
Bl E(f(X¢41) [ Xg =x) <00 para x €A e
B2 E(Af | Xy =x) < —€ para x € S\ A,

entao {X¢} € recorrente positivo.

Demonstracao: O item (A) deste teorema pode ser verificado através do Teorema
2.2.7 em Fayolle, Malyshev e Menshikov (1995, Capitulo 2). Enquanto que o item
(B) é o Critério de Foster, podendo ser verificado pelo Teorema 2.2.4 em Fayolle,
Malyshev e Menshikov (1995, Capitulo 2) ou pela Proposicao 1.5.3 em Asmussen
(2003).

2.3.4 Prova do Teorema 2.2.2

A demonstracao do Teorema 2.2.2 consiste em provar que se Vi > 0, entao o
processo X com respeito a carga horaria média total de trabalho na fila dos servidores
¢ transiente para qualquer politica estatica. Para isso, sera verificada a condicao
(A) do Teorema 2.3.2.

Lembre-se de que as chegadas dos tipos de trabalho nos servidores Co = {1,..., N}
sao processos de Poisson independentes para qualquer politica de escolha 7 €
TT. Desta forma, a taxa de chegada dos trabalhos para o servidor j é dada por

> A(i,j), para todo j=1,...,N.
iEN(Co)
Esta demonstracao ¢é realizada usando a cadeia Xy com os saltos x descritos na

Secao 2.1 e a fungao de Lyapunov

LXo=> | D> nuglx- (2.13)

jeCq \CeN(Cq)
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Agora, considere a notacao 0 para todo estado x; = 0, referindo-se a fila do
servidor j que nao tem nenhum trabalho; e 1 para todo estado x; = 1, referindo-se

que existe pelo menos um trabalho na fila do servidor j. Entao,

a0)= > M<ax)< ) A+ Y 1=l (2.14)

iEN(Co) ieN( (Co) jeCo

Perceba que a taxa dos eventos do processo X na configuracao atual x dada por

Z Ai + Z 1ix;>0y € limitada.

ieN(Cy) jeCo

Logo, para qualquer politica estatica 7t num agrupamento C; de servidores com
D = Cy e considerando a func@o de Lyapunov (2.13), pode-se encontrar a carga
horaria média total de trabalho esperada para o processo X como apresentada a
seguir.

Por simplicidade da demonstracao apresentada abaixo, considere a notacao:
ALy = L(X¢11)—=L(Xt), At = 1{ chegada em Si}5  Rij = 1{ chegada em S;encaminhada ao servidor j}»

Dj = 1isaida do servidor j} € Ex 0 valor esperado para qualquer politica estética.

E (AL [ Xi=x)= Y Y P(ARyEA(AL | ARy)+ Y P(Dj)EA(AL, | D)
ieEN(C1)jeCy jeCy
— Z Z Ai mix I’J) N Er(AL; | AiRy;)
LEN(Cr)jeCy 1@\/((?1)
1
E.(AL, | D;
+ ZC Z AN (AL | ])
jeCs ieN(Cq)

Considere a(x) = ) Ai+Nea= ) . Entao, tem-se que
1eN(Cq) CEN(Cy)

A(X)Ex(AL [ Xe=x)= Y Y AMm(x,1,j)Ex(AL | AiRy) + > En(AL| D)

iEN(Cq)jeCy jeCy
= Z Z?\nx 1, {a] (x]+—> +Z(11X1}
ieEN(C1)jeCy 1#j
+ Z {aj (x; —1) —i—Zalxl} — Z Ay X,
jeCh 14 ueC,
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= Z Z?\ﬂxt,){ } Za]

1eEN(Cq1)jeCy jeCi
. A
:Zaj Z (x4, ) — — 1
jeCy ieN(Cy) Hij
= Z Cle(j,X,T{)
jeCy

Portanto, para todo estado x € RN,

WX)E(AL [ Xe=x)= ) aV{,x,m =) > pgVi= >  pwalCiVi.

jeCy jeCq CeEN(Cy) CEN(Cq)
(2.15)

Com este resultado, através do item (A) do Teorema 2.3.2, pode-se concluir
que a cadeia de salto X; correspondente ao processo X é transiente para qualquer

politica estatica.

No entanto, se para todo estado x € RN tem-se

a(x)Ex(AL | X =x) =Y a;V(j,x,m) <0. (2.16)

jeC
Entao, através do item (B) do Teorema 2.3.2, é possivel concluir que se a ve-
locidade do primeiro agrupamento é V; < 0, conseqiientemente o processo X é

recorrente positivo para a melhor politica estatica.

Observagao 3. Note que € possivel ter a igualdade de (2.15) no caso das politicas
estaticas que possuem a capacidade de equalizar as chegadas dos tipos de trabalho
da rede. Caso contrario, se as politicas de escolha de servidor nao equalizam as
chegadas dos tipos de trabalho, isso significa que podem existir servidores sobrecar-
regados em comparacao com os demais servidores. Portanto, a velocidade poderd
ser igual ou maior em alguns locais da rede, dependendo da politica de escolha que

a rede € submetida.
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Refazendo o célculo para o processo Y, obtém-se que

ay)Ex(AL [Ye=y)= ) > Amly, i, DEx(AL [ ARy) + Y 1y, Ex(AL | Dj)

ieN(Cq)jeCy jeCy
= Y Y aly b+ D+ Y awd
1eN(Cq)jeCy 1£j
Y wafe -1+ Y am) - Y .
jeCy 14j ueC,
= Z ZAT[y,lJ Zuyﬂal
1EN(Cq) jeCy jeCy
= Z aj Z W(Y)i»j)}\i — Ky
jeCy ieN(Cq)
m(y, L, j)A;
=D apyy | Q2 — T,
j€C ieN(Cy) P
onde py,; é a taxa do atendimento do trabalho Y; € {1,...,K} que estd na

primeira posicao da fila do servidor j.

Note que o cédlculo do valor esperado para o processo Y exige uma analise muito
cuidadosa e precisa das taxas dos atendimentos dos tipos de trabalho que estao na
fila dos servidores e na ordem que chegaram. Enquanto que para o processo X este
conhecimento das taxas dos atendimentos dos tipos de trabalho que estao na fila
dos servidores e na ordem que chegaram nao ¢é necessario para o desenvolvimento
dos célculos.

A partir dos resultados simulados para dois exemplos de redes de filas apresenta-
dos no Capitulo 3 é possivel perceber que o processo X apresenta um comportamento
semelhante ao comportamento obtido pelo processo Y. Portanto, pode-se concluir

que o processo X é uma boa opcao para analisar o processo Y.

2.3.5 Preliminares para a prova do Teorema 2.2.3

O resultado do Teorema 2.2.3 com respeito ao passeio aleatério &(t) é estabele-

cido através do processo X sem a exigéncia do processo ser positivo.
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O primeiro resultado demonstrado nesta subsecao apresenta a garantia de que
todos os servidores que estao dentro de um mesmo agrupamento C possuem a mesma,
velocidade.

Para isso, considere a taxa geral para todo o estado x dada por

ax)= > AN+ 1= > A+N.

ieN (Co) jeCo ieN(Co)

Lembre-se de que a unido de todas as chegadas dos trabalhos de SP oferece
o fluxo total das chegadas dos trabalhos A;(D) do sistema restrito-reduzido D =

Ur  Ci submetido a qualquer politica estédtica 7 € TTk.

Definicao 38. Um estado x é agrupado adequadamente quando

e {Pg(1/ig)) /g < min { pat(1/u)]/ma ) para cada L € U} Coe

{1/ /g } > min { pat(1/m)]) /i } para cada Le Uy, Cor.

|

Para a demonstracao do Teorema 2.2.3, de forma andloga ao teorema ante-
rior, utilizam-se as funcoes de Lyapunov Fy (x) adequadas para analisar os encami-
nhamentos dos trabalhos aos servidores segundo as politicas de escolha previamente
estabelecidas.

Portanto, considerando o passeio aleatério &(t) em cada agrupamento Ci de

servidores e a; = ) ¢ para todo j € Cy, as fungdes de Lyapunov para esta
CEN(Ck)
demonstracao sao:

(a) para a politica JSWA| referente a menor carga horaria média total de trabalho
da fila, ponderada pelo tempo médio de processamento dos servidores que

podem realizar o trabalho,

(arx,y — aixy)?
Fx) = Y 2(12(121 Y. (2.17)
r,1leCy L
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(b) para a politica JSWAS, referente a menor carga horaria média total de trabalho
do sistema, ponderada pelo tempo médio de processamento dos servidores que

podem realizar o trabalho,

2
Rx= Y Y (0% — Oixm)” (2.18)

2a2a?
2END (Cy) 1,1eCy Tt

onde X(j, ) = Xj + (1/Hxj) para todo j =r,L

Por simplicidade, considere AF{(x) = Fi(xn41) — Fi(xy) paraz=12; Eq a
carga horaria média total de trabalho esperada para a politica JSWA; Es a carga
horaria média total de trabalho esperada para a politica JSWAS e E. a carga

horaria média total de trabalho esperada para a melhor politica estatica.

Lema 2.3.1. Considerando uma cadeia imersa &y, Y = ) (1/(1%) € 08 Processos
1eCy

Fl(x) e Fi(x). Entdo,
(a) para qualquer politica estdtica T € Tly,

(al) segundo a fun¢do de Lyapunov para a politica JSWA, tem-se

x(x)Ex (AFL(x) [ & =x) =1 Y [ Y w 1)
jeCx \1eAND(Cy) M
(a2) sequndo a fun¢ao de Lyapunov para a politica JSWAS, tem-se
A(D)7(d, 5
x(x)Ex (AF2(x) | &y = x) = vilMo(CI Y | Y (D))

2
jeCx \1eNDp (Cx) Y

(b) para qualquer estado x agrupado adequadamente para a politica JSWA, tem-se

a(x)Eq(AFL(X) | &) = 2vi ) MDJ[&—Z”W%]
1j

ieND (Cy) jeCx

+ Vi Z Z }\i(D)T[(X) I)J) +1 ,

},L.Z.
JECK \1eND (Cy) Y

quando xi < Y 7(i,j) (%5/1y) para cada i € Np(Cy) em qualquer estado x.
jeCx
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(¢) para qualquer estado x agrupado adequadamente para a politica JSWAS, tem-se

a(x)Es(AFE(x) | &) = 2vi > AM(D) ) [ﬁ—zﬂ(i,j)x“'—‘_f“]
1j

ieND (Cy) 2eND (Cyk) jeCx u

Ve Y[y ABITNLD L)

2
jeCk iGND(Ck) Y

quando xi < Y m(i,j) (X(j,w)/uﬁ) para cada i € Np(Cy) em qualquer estado
X. e
Observacao 4. As politicas estdticas nao consideram a configuracao atual da rede
no momento dos encaminhamentos dos trabalhos aos servidores. No entanto, a
carga hordria média total de trabalho esperada para as Lyapunov Fl(x) e Fi(x)
sao encontradas para estas politicas porque estes resultados sao iuteis para obter os

resultados para as politicas dindamicas, ou seja, para as politicas JSWA e JSWAS,

contribuindo para as comparacoes das politicas analisadas em questao.

Demonstragcao do Lema 2.3.1: (a) Para qualquer politica estédtica 7t € Tk, a

velocidade das filas que estao dentro do agrupamento Cy ¢é dada por

V= ) n(i,j)@—y

1eND (Cx) R

1

Portanto, se um trabalho chegou a rede e este foi encaminhado para a fila do
servidor j, ent@o existird um aumento em média de (1/pi;) na carga horaria média
total de trabalho da fila deste servidor j, ou seja, x = (X1,...,%; + 1/1ij, ..., Xn ).

No entanto, se o servidor j processou completamente um trabalho de carga
horaria média de (1/py), isto significa que houve uma saida, em média, de
um trabalho da fila do servidor j, cuja taxa de atendimento é de pyj, ou seja,
X=(X1y.00y%5 = 1,000, Xn).

Com base nisso, é possivel obter o resultado do valor esperado do item (al) para

a politica JSWA como apresentado a seguir.
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En(AF1 (X) | E»n - X)

—f y oy M)

ieND (Ck) jeCx

2 T [Z

ECk l;ﬁ'

- y oy MOEed

lEND Ck) ]GCk

eCyx

o 9
Hij Hi;

1 GL]2
2 2a? iXy—— +—
) 1] ul)

1 2 2
"‘Z [ Z 22 2(—2a]-x]+a]-)]}
jeCy ;é;eck t
(i 1 1 x5 1
=2{ ¥ y NPTy |+ 5]
leND ) iECK o(x) tec, 4 HH Zuii
) oc(x) 2 a_§[_"1+§]}
jeCx 1leCy
A(D)7(i,)) 1 Ai(D)7(i,))
{ZWXJ > ™ o +§ZV‘< 2 2 :
jeCy 1END (Cy) Y €Ck 1END (Ci) Y
1 Ai(D)m(i,5) Ai(D)m(i,))
— {2 T v | ¥ MRy | Y MEE
jeCx iEND(Ck) ul) jeCx 1€ND( ) ul]
Logo, pode-se escrever
«(x)Ex(AF(x) | &, = x)
Ai(D)m( Ai(D)m(i,))
=2) vy | ) ) )y | X o)
5eC ieND (Cx) Hij jeC ieND (Cy) Hij
Ai(D)m(i
= ZZYkaVk+YkZ Z ( )2(’])—1-1
jeCx jeCw \i€ND (Cy) K5
A (D
:kaVka]-erkZ Z ( iz(’))Jr]
ij

jeCx

jeCx iGND(Ck)
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Note que para o vetor x = (1/ay,1/az,...,1/ajc,|) e para qualquer ¢ € R,
se Fp(x) = Fl(x + ¢cX), entdao ¢é possivel transladar o vetor x em diregio ao vetor
X = x + cx de tal forma que ) x; =0.

jeCx
Portanto, assumindo esta informacao da translacao do vetor x obtém-se que

(NEAAFLX) [En=x) =7 Y [ Y MDInlh)

jeCr \ieND (Ck) Hij

De forma anéloga, o resultado do item (a2) da politica JSWAS é encontrado,

como apresentado abaixo.

ET[(AFi(X) | Em == X)

Jr(i 1 a; (lj2
:2{ Z Z [ 2a?a? Z (2(1176()',38);%-? }
1eND (Cy) JECK 1#jeCy U weND (Cy) K Y
+ 3 ol .Z —za%a.z Y (2axgm+a))]}
jeCx 1#£jeCy ) 2eND (Cy)
)7e(i 1 5 1
—f ¥ yROEEN Y o g §
i€ND (Cy) JE€CK 1£4ieC T LT weNp (Ci) Y 1

1
e X m (-2a7x1.01 + ) |

1£jeCy Tt aeeND(Ck)
(i X(j, ) 1
- a0
Yooy MO, e L
1END (Cy) jeCr &eND (Cy) Y
1 1
P2 2 x5
jeCx 2eeND (Cy)
1 2X(i 1
-l X X o]
1END (Cy ) jeCx aeEND(Ck) Y Y

+Y v Y [—zx(j,w)ﬁ]}

jeCy 2eND (Cy)

1 Ai(D)m(1, 5
:(—{ZZyk Z X(j, ) M_]

jeCr  meND (Cy) {eND (Cy) Hij
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Y Y )a AD)n(hj) !

2
jeCy 2€ND (Cy) \1eND (Ck) Y

1
= m{zYk Z Z X(j, ) Vi

jE€Cr ®eND (Cy)

Y Y y MDD g !

.z
jeCyx %END(Ck) ieND(Ck) Y

Usando novamente a translacao do vetor x para o vetor X = x+ ¢X de tal forma
que ) X(j,») =0, para o vetor X = (1/ay,1/az,...,1/ajc,|) e qualquer c € R,
jeCx
obtém-se que

a(x)Ex(AFL(x) | & = x)

i Y Y xpadwdolcal Y [y AP

JECy eND (Cy) jeCr \ieND (Cy) Hij

—voleal Y |y AP

¥l
jeCx ieND (Cy) 1

(b) Agora, assumindo a politica JSWA ¢ calculado Eq (AF]L(X) | &q = x).

Primeiramente, considere que as filas sao agrupadas adequadamente para qual-
quer politica dinamica, de tal forma que os trabalhos Np (Cy) que chegam a rede sao
encaminhados para os servidores que estao dentro do agrupamento Cy do sistema
restrito-reduzido D.

Para evitar as repetigoes nos calculos para valor esperado da politica JSWA os
resultados encontrados no item (al) sao utilizados durante o desenvolvimento dos
calculos de Eq (AFL(X) | & = x).

Portanto, com base no resultado do item (al), o valor esperado para a politica

JSWA ¢é encontrado a partir da igualdade

x(x)Eq (AR (x) | &) = &(x)Ex(AF(x)|&,)
+ a(x) (Eq (AFL(x) | &) — Ex(AFL(x) | &) -
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Desta forma, analisando a igualdade acima, observa-se que

(x)[Eq(AFL(X) | & = X) — Ex(AFL(X) | & =x) |

v ) Y AD)|Alx i) - Al )]
JECi i€ND (Cy) M
n(ij)]inrq

X v X A (b b) - (i)
ij

jeCx ieND (Cy)

Note que a segunda parte (2.20) do termo acima

RN
> vl X MDA i) - Al ) -5
jeCr  ieND (Cy) M

1 1

( Powee }—rc(m')) a1 < L

= 2w Z MO g ) 7

jeCx IEND

+1]

é limitada e nao depende de x.
Agora, analisando a primeira parte (2.19) e assumindo x; = min (x5/1y5) e
_ Jelx

y = [Qi(x)|, é possivel demonstrar que esta parte é negativa como se

> Ljeoix)

jeCx
apresenta a seguir.

Y X M) [t ) i) 2
ij

ieND (Cy ) jeCx
1 o X
_71(1)))]_]
H.

= ) > DG

ieND (Cy) j € Cx tal que
Xj = min L)
1eCy Hil
Xj

te Y Y aD)o-nt)]
ij

j € Ck tal que

1eEND (Cy)
X]#lréncnk(%)
1
= Y A Y IR Zn ,)}
1eND (Cy) jeCx
= 2y ) Al [ Zm,) j}éo
1eND (Cy) jeCx
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Entao, combinando este resultado com a parte (al) dada pela politica estética,

ou seja, «(x)E, (AF,]((X) | &q = X), pode-se concluir que

x(x)Eq(AFL(x) | &) = o«(x)Ex(AFL(x) | &)
+ ax) (Eq (AFL(x) | &) — Ex(AFL(x) | &)

= 2vk Z Ai(D)[ﬁ_Zﬂ(i’j)%]
4

"LE./\/‘D(Ck) jeck

iy [ ¥ MEILESS IR

jeCrx \ieNp (Cy) Hij

quando x; < Y 7(i,j) (xj/1i;) para cada i € Np(Cy) em qualquer estado x.
jeCx

(c) De modo andalogo ao item (b) é encontrado o valor esperado para a politica
JSWAS, ou seja, Esg (AF%(X) | &q = X) :

Entao, considerando novamente que as filas sao agrupadas adequadamente para
qualquer politica dinamica, de tal forma que os trabalhos Np(Cy) que chegam &
rede sao encaminhados para os servidores que estao dentro do agrupamento Cy do
sistema restrito-reduzido D.

Portanto, com base no resultado do item (a2), o valor esperado para a politica

JSWAS ¢ encontrado a partir da igualdade

«(x)Es (AFL(x) | &) = a(x)Ex(AFi(x) | &)
+ afx) (Es(AFE(x) | &) — Ex(AFE(x) [ &) -

Desta forma, analisando a igualdade acima, observa-se que

a(x) [Es (AFE(x) | & = x) — Ex(AFL(x) | &, =x)]
=Y Y [ X D) (i) - ) B (2:21)

jeCx 2€ND (Cx) i€ND (Cy) 1j
.. c oy

v ) ) { 2 MD)(ﬂ(x,l,l)—ﬂ(l,)))—zﬂ]. (2.22)
jeCk @eND (Cy) ieND (Ck) M
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Novamente, note que a segunda parte (2.22) do termo acima,

vy ) [ > Ai(D)(ﬂ(x,i,j)—ﬂ(i,j))}j—z+1}

jeCx @eNDp (Ck) ieND (Ck) K

=ve) ) [ > 7\(D)<1l{g? )|’}—ﬂ(i,j)>%+1}g¥,

jeCy weNp (Cy) ieND(C

¢ limitada e nao depende de x.

Para a andlise da primeira parte (2.21) apresentada acima, considerando
xi = ]Iélgi (x(j}m]/uij), onde X(j, ) = Xj + (1/Hxj) para todo j € Cy, & € Np(Cy)
e 1ien, (x)) = IBi(x)], tem-se

CYND) YN [l -l S

IGND (Cx) @e€ND (Cy)jeCr Y
1 ] X6, ®)
= v ) MDD 2 [,B.(X”_ﬂ(l’))} ™
. . i ij
ieND (Cy) 2eND (Cy) j € Cy tal que
X(j, ) *{é“c“k( tf))
X
tve ) A(D) > [o-mtip] R
ieND (Cy) 2eND (Cy) j € Cy tal que Y
X(j, ) #lgltnk (%ﬁf))
1{163
= Y OND) Y| Y RS- Y nlhg)
IGND (Cx) BEGND(Ck) jeCxr JEC
=m Y AD Y [x Zw» } 0.
ieND (Cy) 2eND (Cy) jeCyx

Entao, combinando este resultado com a parte (a2) dada pela politica estética,

ou seja, x(x)E, (AF%(X) | &q = X), pode-se concluir que

a(x)Es(AFE(x) | &) = ax)E(AFE(x) | &)
+ a(x) (Es(AF(x) | &) — Ex(AFg(x )|an))

= ) MDY [X_Z”>J }

iGND(Ck) &GND(Ck) jeCxy
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TATTAICATE S D S L

jeCr \1eNDp(Cy)

quando xi < > m7(i,j) (x(j,m)/uﬁ) para cada i € Np(Cy) em qualquer estado
X. e (|

No entanto, é possivel notar que com base nestes resultados encontrados acima,
ainda ¢é dificil de perceber qual das duas politicas dinamicas é a politica que apre-
senta um desempenho melhor para o modelo de redes de filas analisado.

Esta conclusao torna-se mais facil de ser percebida através dos resultados
obtidos através das simulacoes de dois exemplos de redes de filas apresentados
no Capitulo 3. Através destes resultados simulados é possivel concluir que a politica
JSWA apresenta um desempenho igual ao desempenho obtido pela politica JSWAS.
No entanto, estas politicas nao apresentam um desempenho tao eficiente quanto o

desempenho apresentado pela politica JFQy,.

2.3.6 Prova do Teorema 2.2.3

Se |C] = 1, entdo nao existe nada a fazer. Portanto, suponha que |C| > 2
e considere que os servidores que estao dentro do agrupamento C C Cy sejam
conectados, ou seja, que existe uma politica 7T € TT, de tal forma que para
quaisquer servidores j, m € C, existe um encaminhamento dos trabalhosi para
algum servidor j de uma rede G(7m) com vértices Np(C)UC e elos {(Si,j):
Si e Np(C),je Cemn(i,j) >0}

Como o agrupamento C é finito, entao existe € > 0 de tal forma que a pro-
babilidade de qualquer encaminhamento dos trabalhos de tipo 1 aos servidores C ¢
dada por 7t(i,j) > e. Além disso, considere a existéncia de A~ de tal maneira que
as chegadas dos trabalhos do tipo i sao A{(D) > A~ para todo i:S; € Np(C).

Para realizar a demonstracao deste resultado é importante considerar as fungoes
de Lyapunov estabelecidas para cada uma das politicas dinamicas dentro de um

agrupamento C de servidores, ou seja,
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(a) para a politica JSWA,

(b) para a politica JSWAS,

2 _ (arx(r,ae)—alx(l,ae))z
Fex)= > ) ,

2a2a?
2N (C) T,1eC;y Tl

onde a;j = ) ¢ paratodoj € C e X(j,2) = X + (1/1ej) para todo
CeN(C)
j=m1,L

Desta forma, considerando a fungdo de Lyapunov F{(x) e repetindo os cdlculos

do Lema 2.3.1 para um agrupamento C de servidores, obtém-se

X(X)Eq (AFL(X) | & =x) =2y, Y MD)[&—ZW)H (2.23)
1j

ieND (C) jeC
A(D)m(x,1,))
tveY | Y 50V b1 (229)
jeC \ieNp(C) Hij

Como as taxas dos eventos sao limitadas para as configuragoes x da rede, entao

a segunda parte da igualdade de a(x)Eq (AF‘C(X) | &q = X) dada por (2.24) serd

Ye Z Z }\i(D)TEZ(X,:L,].) +] S A

jeC \ieNp (C) Hij

para qualquer constante A.

Pelo fato de que existe um j € C tal que x; —x; < —H, onde H pode ser
escolhido arbitrariamente grande, faz com que a primeira parte da igualdade de
x(x)Eq (AFE(X) | & = X) dada por (2.23) seja negativa, de tal maneira que se
pode obter a(x)Eq (AFE(X) | & = X) < 0, como no item (B1) do Teorema 2.3.2.
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Agora, assumindo que W = rlylezlcx a; e observando que se Fi-(&,) > M?|C[*®?,
entdo (ajx; —ayxy) > M para algum par de servidores j, 1 € C. Suponha que
(ajx; — ayxy) > M para algum par de servidores j, L € C. Como o agrupamento
C de servidores ¢ limitado, entao existe um encaminhamento do trabalho 1 para
um servidor j numa rede bipartida G(7t). Os encaminhamentos em G(7t) tém seus
vértices alternadamente em Np (C) (tipos de trabalho) e em C (servidores). Entao,
deve existir um encaminhamento (r,S;, 1), tais que r, v’ € S; e (a;/ X, — ayx;) >
M/(IC[—1).

Desta forma, considerando M < A(|C| —1)/2y.A € e toda a configuracao
x € RI€l tal que para todo i,j € C tem-se |x; — xj| < J, obtém-se que

2v. A eM
Eo (AFL(x) | & =x) < 222 S0 4 4,

—acr=m

como no item (B2) do Teorema 2.3.2.

Portanto, através do item (II) do Teorema 2.3.2, pode-se concluir que o processo
Fi(x) é recorrente positivo.
De forma andloga & apresentada acima, considerando a fungao F&(x), obtém-se

que

a(x)Es(AFE(x) [ &) =2vc ) A(D) ) [ﬁ—Znu,ﬂx( aﬂ (2.25)

j,
ieND (C) ®eND (C) jeC Hij

+ycNo Q1Y | D NIDﬁngJ)4—1 . (2.26)

jeC \ieNp (C) Hij

Como as taxas dos eventos sao limitadas para as configuracoes x da rede, entao

a segunda parte da igualdade de «(x)Es (AFZC(X) | & = x) dada por (2.26) serd

veWwp(o) Y |y MR ) o

2 —
jeC \ieNp (C) Hij

para qualquer constante £.
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Pelo fato de que existe um j € C tal que x{ —x; < —H, onde H pode ser
escolhido arbitrariamente grande, faz com que a primeira parte da igualdade de
x(x)Es (AFZC(X) | & = x) dada por (2.25) seja negativa, de tal maneira que se
pode obter «(x)Es (AFZC(X) | & = x) < 0, como no item (B1) do Teorema 2.3.2.

Assumindo novamente que W = rjneacx a; e observando que se F&(&,) > M?|C[*®?,
entao (ajx; —ayxy) > M para algum par de servidores j, L € C. Suponha que
(ajx; — aixy) > M para algum par de servidores j, L € C. Como o agrupamento
C de servidores é limitado, entao existe um encaminhamento do trabalho i para
um servidor j numa rede bipartida G(7t). Os encaminhamentos em G(7t) tém seus
vértices alternadamente em Np(C) (tipos de trabalho) e em C (servidores). Entao,
deve existir um encaminhamento tal que r, v’ € S e (a,/xy —arx,) > M/(|C|—1).

Portanto, considerando M < E(|C| —1)/2y A€ e toda a configuracio x € RI¢!

tal que para todo i,j € C onde [x; — x| < J, obtém-se que

2y A eM
Bs (AF2(x) | &, =x) < X2 €0 4 ¢

- (C=T1)

como no item (B2) do Teorema 2.3.2.
Desta forma, através do item (II) do Teorema 2.3.2, pode-se concluir que o

processo F4(x) também é recorrente positivo.
([l
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Capitulo

Simulacoes

Este capitulo descreve as ideias principais dos algoritmos dos encaminhamentos
dos trabalhos aos servidores da rede para cada uma das politicas de escolha ana-
lisadas. Em seguida, os resultados e as conclusoes das simulagoes para os processos
Y, X e & sao apresentados.

Estes resultados simulados complementam os resultados tedricos exibidos no
Capitulo 2 e indicam que o processo X realmente apresenta um comportamento

semelhante ao comportamento apresentado pelo processo Y.

3.1 Descricao do modelo simulado

Considere um modelo de rede que possui a capacidade de atender 3 tipos de
trabalho e que apresenta 3 servidores que podem realizar os processamentos dos
trabalhos que chegam a rede.

No entanto, para cada trabalho 1, i = 1,2 e 3, que chega a rede de filas existem
somente 2 servidores que apresentam a capacidade de realizar o processamento (veja

a Figura 3.1), cujas taxas dos atendimentos sdo definidas por

{ i, se j=i (servidor j com taxa de atendimento réapida para o trabalho i)
Hij =

( se j# 1 (servidor j com taxa de atendimento lenta para o trabalho i)
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(2)
& H33 = Hr

Tipos de trabalhos Servidores

Figura 3.1: Representacao do exemplo de rede.

Desta forma, para cada trabalho i que chega independentemente a rede, de
acordo com um processo de Poisson A; > 0, 1 = 1, 2, 3, usando alguma politica
previamente estabelecida, sao encaminhados a um servidor (ou fila) com a taxa de
atendimento lenta ou rapida para serem processados.

No entanto, observe que se as taxas dos atendimentos forem trocadas para um

tnico tipo de trabalho do exemplo de rede fornecido pela Figura 3.1, ou seja,

L sej=i
Hij = s
’ Hiose j# i

L sej=i
H2j =

moosej#i

o se j=l1

H3j = .
: He se j# 1,

(veja a Figura 3.2 ) esta rede se tornara instavel (ou ineficiente) para as politicas

estaticas JFQ.
Isto acontecera porque os trabalhos vao ser encaminhados para os servidores

com a taxa mais rapida de atendimento e sobrecarregara o servidor 1.
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K11 = Hr, 7t“y”

Aq /

H31 = Hr, 71(3)])
/HIZZHM n(1,2)

)

H22 = Hr, 7-[(2)2)

M2z = M, 7(2,3)

— & 3
33 = M, 7[(333)

Tipos de trabalhos ServidoresPL

Figura 3.2: Representacao do contraexemplo da rede G.

Contudo, é possivel transformar esta rede de filas instavel numa rede estavel,
desde que as probabilidades dos encaminhamentos dos trabalhos aos servidores se-
jam adequadas, ou seja, desde que as probabilidades satisfacam a igualdade (3.1) e

a restrigao (3.2).

1,1 1—m(3,3 1T —m(1,1 2,2 1—m(2,2 3,3
(,1) 1-73,3) _1-n(1,1) |, m2,2) _1-m(2,2) | 7(3,3)
Wy Hy Hi My H H

(3.1)

in {(n(1,1)+1—n(3,3)):(1—7r(2,2)+7t(3,3))} (3.2)

7t(2,2)€[R;1] Hr M H =3

e — Hipty

onde R = > 5
My + Ky + 1y

Isso significa que a rede fornecida pela Figura 3.2 serd estavel se as probabilidades
dos encaminhamentos dos trabalhos aos servidores da rede, satisfazendo a igualdade

(3.1) e a restri¢ao (3.2), sao

W2 — e
Wbt + p2 + pf

n(2,2) € [R;1], onde R =

7-[(2>3) =1 —7'[(2)2) )
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n(1,2)=1—m(1,1);

n(3,1)=1-—m(3,3);

iy — wrked - Gud + 200+ ) m(2,2)
3uZiu + 2pepf + 3

bt — By (0 e+ pg) (2, 2)

m3,3) = 2rpy + p '

n(1,1) =

Com o objetivo de analisar de modo eficiente as comparacoes entre as politicas
estaticas e dinamicas, este trabalho considerou somente as politicas estaticas que
apresentam as probabilidades adequadas dos encaminhamentos dos trabalhos aos
servidores, garantindo a estabilidade da rede. As politicas de escolha de servidor
com estas caracteristicas sao denominadas de melhor politica estatica JSWy,.

Desta forma, os exemplos de redes apresentados pelas Figuras 3.1 e 3.2
foram simulados utilizando as trés politicas de escolha previamente estabelecidas,
ou seja, as politicas JFQy, JSWA e JSWAS, durante um tempo fixo T = 18000
minutos, ou seja, 300 horas, cujos trabalhos i chegam independentemente a rede
com taxa Ay = 1, 1 = 1,2,3, podendo ser processados, dependendo do servidor

escolhido, com taxas u,=1,2 ou 1=0,7.

3.2 Algoritmos das politicas de escolha

A ideia principal dos algoritmos dos encaminhamentos dos trabalhos aos servi-
dores da rede para cada uma das politicas de escolha para os processos Y, X e & é
apresentada nesta secao. Em seguida, os resultados obtidos e as conclusoes das si-
mulacoes que fornecem a politica ideal de escolha de servidor para os dois exemplos
de redes de filas sao exibidos.

Lembre-se de que na construcao do processo X quando existe a carga horaria
média total de trabalho x; < 0 ¢ definido x; — 0, para todo j € N. Isso significa
que os servidores sé processam os trabalhos que estao nas suas filas e nao realizam
nenhum trabalho em seu tempo ocioso.

Enquanto que para o processo &, nas situagoes em que existem a carga horaria
média total de trabalho x; < 0, para todo servidor j € N, significa que existe uma

grande quantidade de pedidos de um determinado tipo de produto e que as empresas
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precisam liberar, mas devido a indisponibilidade do produto exigido, com o tempo
estas empresas acabam ficando com os seus pedidos em pendéncia no sistema.

No entanto, para comparar os desempenhos dos dois exemplos de redes de filas
de acordo com o processo Y com os desempenhos obtidos pelos processos X e &,
é necessario analisar o processo Y de acordo com a velocidade média estimada em
relagdo a quantidade (ou nimero) de trabalhos e em relacao ao tempo médio dos
atendimentos para cada um dos servidores da rede. Note que a comparacao deve ser
realizada desta forma porque os processos & e X analisam o desempenho das redes
de acordo a velocidade média estimada em relagao a carga horaria média total de
trabalho dos servidores da rede.

Portanto, para todo estado

y:(YIy---)Yj>---)YN)

que apresenta a configuracao atual dos trabalhos na fila dos N servidores da rede,

onde

y_]:(yh"')yl)

¢ o vetor que apresenta a sequéncia dos tipos de trabalho Yy € {1,...,K} que
estao na fila do servidor j na posicao 1 da configuragao atual da rede, cuja taxa de
atendimento serd py,;.

Entao, a velocidade média em relacao a quantidade (ou nimero) de trabalhos

nos servidores ¢ dada por
VN (J» Y, ﬂ) = |y] |/T

E a velocidade média em relacao a carga horaria média total de trabalho nos

servidores ¢ dada por
[y;l

G,y,m ZVHMJ

Assim, os processos € e X apresentarao um comportamento semelhante ao pro-

cesso Y se

lyjl
VT(jvy»ﬂ):(Z1/uy1j)/T ~ V(j,E,,TC) ~ V(j,X,T()
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Algoritmo da melhor politica estatica

Para a melhor politica estédtica de escolha de servidor JFQy, os trabalhos i que
chegam a rede sao encaminhados para os servidores de acordo com as probabilidades
7(1i,j) adequadas, para todoi=1,2¢e 3;ej=1,2¢ 3.

As entradas e saidas dos tipos de trabalho sao distribuidos uniformemente de

acordo com as taxas das chegadas e dos atendimentos.

A 1. Ideia do algoritmo para a politica JFQ, segundo o processo Y

Inicio do algoritmo

1. Enquanto t < T,
lugar.j « 0
qtos.clientes.j « 0
saida.j «0

carga.horaria.j «0

(a) se um cliente de trabalho i chegou a rede, entao

i. o trabalho é encaminhado com probabilidade adequada 7(j,j) para o
servidor j que processard o trabalho com a taxa de servico pj.
Em seguida, guarda-se a taxa do atendimento na posicao lugar.j do
vetor Taxa.servigo.j(lugar.j), indicando a posigao do cliente na fila e a
taxa que o servidor processard o trabalho.

lugar.j « lugar.j+ 1
Taxa.servico.j(lugar.j) « pi;
gtos.clientes.j « qtos.clientes.j + 1

carga.horaria.j ¢ carga.horaria.j + 1/p;

(b) se o servidor j processou por completo o trabalho do cliente que estava na
posicao saida.j com taxa Taxa.servigo.j(saida.j). Entao,
saida.j « saida.j 41
qtos.clientes.j + qtos.clientes.j — 1

carga.horaria.j ¢ carga.horaria.j — 1/Taxa.servico.j(saida.j)
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2. Set>T,

Calcula-se a velocidade média em relagao a quantidade (ou nimero) de tra-
balhos e a velocidade média em relacao a carga horaria média total de trabalho

do servidor j, para todoj=1,2¢€ 3.

VNG, Y, JFQ) « qtos.clientes.j /t
Vr(j,y,JFQ) « carga.horaria.j /t

Fim do algoritmo

A 2. Ideia do algoritmo para a politica JFQ;, segundo o processo ¢
Inicio do algoritmo

1. Enquanto t < T,
Ej «—0
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