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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é desenvolver sobre a esfera S§? uma teoria de ope-
radores maximais, pcsos e espaco BMO, do tipe diadico, isto ¢, definidos a partir de
decomposiches da esfera $?, que introduzimos no Capitulo .

Utilizando um processo de transferéncia introduzido por Bordin e Tozoni em
[1], obtivemos, a partir de resultados para pesos e operadores de tipo diddico sobre
52, a limitagdo do operador maximal de Hardy-Littlewood sobre L? (S5?), a desigual-
dade de Fefferman-Stein e a limitacao do operador maximal que controla a integral
de Poisson, com pesos w na classe de Muckenhoupt.

No Capitulo | fizemos decomposigdes da esfera unitaria 5%, analogas as de-
composigoes diddicas de 52, que tém algumas propriedades tao boas quanto as decom-
posicoes diadicas de JR", no sentido de podermos comparar as medidas de elementos
de um k-ésimo estagio e de um (k+1)-estagio da decomposicio, e também no sentido
de podermos comparar elementos das decomposi¢ées com bolas de §2. Este capitulo
traz resultados demonstrados por Bordin e Tozon! em [1] para a esfera S”, no caso
particular n = 2, 0s quals sdo essenciais para o desenvolvimento dos capitulos seguin-
tes.

No Capitulo II utilizamos o meétodo conhecido como a “decomposicio de
Calderdn-Zygmund™ para obter estimativas para o operador maximal My, definido
usando as decomposicoes de S? introduzidas no Capitulo 1. Também obtivemos um
resultado do tipo do Teorema da Diferenciacdo dc Lebesgue. Estes resultados sao
conhecidos na Teoria dos Martingais, mas a técnica aqui utilizada foi @ mesma usada
por Garcia-Cuerva e Rubio de Francia em {10] para obter estimativas para o operador
maximal de Hardy-Littlewood.

No Capitulo I11 definimos e estudamos os pesos da classe A,(A), bem como
as suas relagbes com os pesos da classe de Muckenhoupt A,(S5%). A classe A,(A)
¢ definida de maneira andloga a classe A, (diddica) de pesos sobre S, usando as
decomposigoes de S? construidas no Capitulo I. Os pesos da classe A,(A) podem
ser vistos como pesos para marlingais e, desta forma, os resultados sobre pesos da



classe A,(A), demonstrados nicste capitulo, ja sao conhecidos na Teoria dos Martin-
gais. Em nossas demonstragocs fizemos uso das idéias contidas nas demonstragdes
de resultados andlogos para pesos da classe de Muckenhoupt A, {R"), que podem ser
encontrados em Garcia-Cuerva e Rubio de Francia [10]. Os resultados principais do
capitulo sdo as caracterizagios dos pesos das classes A,(A) e A.(A), dadas em 2.3 e
2.10, e a demonstracdo da limitacao do operador de Hardy-Littlewood sobre LP(S5?),
que utiliza o fato de o operador My ser limitado sobre L7 (S%). A técnica usada na
demonstracdo deste resultada foi usada por Bordin e Tozoni em [1].

O objetivo do Capitulo IV ¢ definir e obter propriedades sobre os espagos
BMQ, diadico e nao-diadico sobre a esfera unitaria 5% O principal resultado deste
capitulo € a desigualdade de Fefferman-Stein com pesos da classe de Muckenhoupt
A4(5%), entre o operador maximal de Hardy-Litilewood e o operador maximal sharp,
cuja demonstracao € obtida a partir da desigualdade de mesmo nome para operado-
res do tipo diddico, a qual é demonstrada utilizando a decomposicao de Calderén-
Zygmund introduzida no Capitulo II. Qutro importante resultado deste capitulo,
envolvendo os espagos BM(). que foi obtido como aplicagao da desigualdade de
Fefferman-Siein, é um teorema do tipo Marcinkiewicz-Riviere para operadores line-
ares definidos em L%(5%), que é de grande importancia para o estudo de operadores
integrais singulares. O espago BMO diiddico sobre 5? é anilogo ao espaco BM(O
diddico sobre S', estudado em Schipp-Wade-Simon [17]. Estes espagos sio estudados
na Teoria dos Martingais em Garsia [11].

Finalmente, no Captiulo V. apresentamos os resultados obtidos por Bordin e
Tozoni em [2] para a esfera 5™, no caso particular n = 2. Definimos novos operadores
maximais My (de tipo diadivo! e M e obtivemos condigoes necessarias e suficientes
sobre um peso w e uma medida g, definida sobre os borelianos de 5% = §?x[0,1], para
que estes operadores sejam limitados de L?(5%) em LP(52, ). No caso do operador
nao-diadico M, se w = 1, a condigao obtida é a condigao de Carleson para a esfera
unitaria 5%, Ainda neste capitulo. dada uma funcao real e integravel [ sobre S2.
definimos ¢ micleo de Poisson e a integral de Poisson us e obtivemos uma condigao
suficiente (que também é necessaria para o caso w = 1) para que o operador [ +— u;
seja limitado de L2 (S%) em L¢(IB.u). onde B = {y € IR*:| y |3< 1}.

11



CAPITULO 1

UMA DECOMPOSICAO DE §?

O objetivo deste capitulo é construir uma decomposiciao da esfera unitaria
57, andloga as decomposi¢oes diddicas de S!. Esta decomposigao foi introduzida por
Bordin e Tozoni e [1], no caso geral da esfera unitaria 5. Os resultados obtidos
aqul serao essenciais para o desenvolviinento dos capitulos seguintes.

Na primeira se¢ao somente fixamos algumas notagoes e apresentamos algu-
mas defini¢des e propriedades basicas da esfera S2.

Na segunda segao fazemos decomposicoes de S2, as quais chamamos de de-
composi¢oes de tipo diddica. O resultado principal desta se¢ao e do capitulo é o
Teorema 2.11, o qual nos da informagdes importantes sobre a decomposigao obtida,
estabelecendo, por exemplo, o comportamento das medidas dos elementos da decom-
posicao de um k-ésimo estdagio em relacdo a de um {k+1)-estagio. Para demonstra-lo
utilizamos alguns resultados técnicos que sdo colocados como lemas.

1. PROPRIEDADES BASICAS DE §?

1.1. NOTACAO. Se r € R".n € {2.3}, escrevemos | z |y= (z-z)"2 onde 7-y é 0

produto escalar usual entre ¢ y em IR".

1.2. NOTACAO. Sejar: §? o circulo unitdrio em |2, e S* = {z € I> | & Ja= 1}
a eslera unitdria em 3. Se x € S",n € {1,2} e £ > 0, denotamos por B/ (z,{) a
interseccao de §" com a bola fechada em IR™ de centro z € raio £.

1.3. DEFINICAO. Sejam D, = [0,27] e D, = [0,7] x [0,27]. Definimos as
aplicagoes & : Dy — St e &y : Dy — 5% por



E1(8) = (cosby,send),

£,(01,02) = (costy,senbicosly, senfl senby).
1.4. OBSERVAGAO. £,(6;,8,) = (cosby, senfdy £(8,)).

1.5. NOTACAO. A medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A C 52 serd
denotada por g(A). Se G é um subconjunto mensuravel de D;,

(£n(C)) = ]G sen™ 16,40,

onde dff = df;, se n = 1 e df = df1df;, se n = 2. Se f é uma fungao real e integrével
definida em S%, entdo

T 2w
SQf(J:)dO‘(:B):/O]O f(£2(0))sentydfydbh,
onde § = (#,,6;).
1.6. DEFINICAO. Seja x uma medida sobre a o-dlgebra de Borel Bs. de $°.

Dizemos que g é uma medida de Radon sobre S? se as seguintes condigdes estéo

satisfeitas:

(i) u{K) < oo para todo compacto K C S§%;

(ii) Para qualquer £ € B,
,Q(E) = sup{u(K): K C E,K compacto};
{iii) Para qualquer I/ € Bz,
p(F)=inf{u(G): ECG,G aberto}.

1.7. DEFINICAO. Um grupo ¢ é um grupo topoldgico se estd munido de uma
topologia tal que as operagdes de grupo

(z,y) eGxG—a-yel



reGra e

g0 continuas.

1.8. DEFINIGAO. Uma medida de Haar & esquerda sobre um grupo topolégico
localmente compacio G é uma medida de Radon g, nao nula sobre G, que satisfaz
p(zE) = p(E), para todo ¢ € E e todo E € Bgz, onde 2E = {r-y:y € F}. Esta
propriedade ¢ chamada invaridncia por translacdc a esquerda de je.

1.9. NOTACAO. Denotaremos por SO(3) o grupo das rotagoes préprias de JR?,
O grupo SO(3) pode ser identificado com o grupo das matrizes inversiveis de ordem
3 x 3 e com determinante 1, que é um grupe fopoldgico com a operagao de multi-
plicagao usual de matrizes. Este grupo age transitivamente sobre a esfera S?, isto é,
para quaisquer z,y € S%, existe u € S50(3) tal que u(z) = y. Esta propriedade é
fundamental para a obtencdo de alguns resultados deste capitulo.

2. UMA DECOMPOSICAO DE §? DE TIPO DIADICO

Seja k um inteiro nao negativo, e consideremos o intervalo diadico

IF=1{G-102" "y, j2 g, 1<j <25

g

Dessa forma, o intervalo [0, 27] pode ser dividido em 2* intervalos JF, cada qual de

comprimento 2=%+ 7.

2.1. DEFINICAO. Definimos

Gl ={D,}, G} ={[0.%]x [0,7], [0,7]x [=.27]}
e, para k > 2, definimos
< 17}

gi = {ff X }; ]zkk—l_j_i_z

onde

r=2=j=1e 1<{<4
3<r<k=223 415K 6 1K<,

Agora, para k > 0, definimos



Ap = {&(G): G € Gi}

Ay ={a(I}) -1 <5 <24}

o
Delinimos, também, 4 = UA*‘

k=1
2.2. OBSERVACAO. Considercmos os elementos ¢ = 62(1;' ~ Il e @y =
§3(pxm1_jpq X I7) de Ai. Entdo existe u € SO(3) tal que u(@Q) = Q2. Como
conseqliéncia desta observagao sera suficiente considerarmos os elementos do tipo
nas demonstragdes e também em alguns enunciados dos resultados deste capitulo.

2.3. OBSERVA(}AO. Observernos que, para k > 0, A; é uma cobertura de $2 e,
se @1, Q2 € Ay, Q1 # Qq, entéo, a(Q1N Q) = 0.

2.4. OBSERVACAO. Se #F denota o nimero de elementos de um cunjunto finito
F, entio temos que

#AO:I- #A1:2: #A2:8
e, para £ > 3,

k 3 k
#Ak:23+222r—2:2 + 2 )

r=3 3
2.5. LEMA (a). Sejam & > 1, Q) = &{Gy) € A, Q2 = £(Gy) € 4, tal que
Q2C Q. Se Gy =1} xI},£€{1,2}, entao Gy = I? X IZ, comi€ {1.2} e 1 < n <4,
Sek>2e(G) = IJ’-" xI7,com2<r<kel <£<2, entiao Gy =17"" x I com
1€ {27 ~ 1,27} el <n <2, onde s € {2,3} quando j = 1. e s = r + | quando
2<j <o,

(b) Seja k > 0e @ € Ar. Se k = 0, entao @ é a uniao de dois elementos de A,
e, se k = 1, entdo ¢ é a umao de quatro elementos de A;. Para & > 2 temos que
Q= Ez(f;‘ x I7) é a uniao de exatamente trés elementos de Axyq1.se 7 = 1. e é a uniao

de exatamente quatro elementos de Ay, se 2 < j < 2572,

DEMONSTRAGAO. (a): Vamos supor inicialmente k = 1. Se Q1 = &(Gy) € A4,
e Q2 = &(Gy) € Ay com Q2 C @, temos que Gy = [0,7] x [0,%] ou (7} =



[0, 7] x[r,27x]. Como Q; C @4, devemos ter v2  Gy. Portanto, se Gy = {0, 7] x [0, 7],
temos que G, € {12 x IZ, I? x I}},£ € {1.2} e, se Gy = [0,7] X [x,2x], temos que
Gye{Ilx I}, IIx1IZ},€e{3,4}. Logo, Gy = I? x I}, comi € {1,2} e 1 <{<4.

Consideremos, agora, k > 2. Scjar: G} = I x I}, Gy = IFt' x I¥, com
2<r <k 1 <L, tais que @2 = &(Gr) C @y = £(G1). Queremos mostrar
quei € {25 —1,2},s € {23}, se j=1les=71+1, 502 <j <22 Observe-
mos que [F = ;‘;'_11 U Ié‘;l. Portanto, como G, C (1, segue que 7 € {25 — 1,25} e
I$ C I Ser =2, temos que j = 1 e, conseqientemente, ¢ € {1,2} e s € {2,3}. Se
r> 3, entdo 2772+ 1 < i <271, De fato, temos que 273 + 1 € 7 € 2772 e assim
22 42<2 <P e 272 41<2)-1<2"1— 1. Comot € {25 — 1,25}, temos
que 2241 < ¢ € 271, Podemos entao concluir gue s = 741 e assim demonstramos

(a).

(b): Se k = 0 ou k = 1, o resultado é trivial, Vamos supor k > 2. Sejam
Q1 = &I xTI]) e &, Q2= E(IFY x I2) € Ak, com 2 <7 <k, 1<
(<2, 2<s<k+1, 1 €n<2° esuponhamos @2 C Q.

Se j = 1, segue por (a) que i € {1,2}. Quando ¢ = I, temos que
r=s¢ =2 £ =neassim @ = &IFT x I}). Quando i = 2, temos que
5 =3, n € {2,204+ 1} e assim @y = &(IFT x I3) ou Q2 = &IFY x ).

Logo, (4 é a unido de exatamente trés elementos do tipo (Js.

Se j > 2, segue por (a) que ¢+ € {27 — 1.2j} e s = r + 1. Agora.
IF = Ié';'_ll U Ié“fl. Portanto, temos que @, ¢ unido dos elementos &(IFY! x IT+1)

para 7 € {25 — 1,27}, n € {2(,2( +1}. Logs. (1 ¢ a unido de exatamente quatro
elementos do tipo {J;, e assim demonstramos (h).

2.6. LEMA. Seja ¢, = 27"7. 8Se @' € Al entdo existe 2' € (' tal que
Q' C Bilr'\e,).

DEMONSTRAGAO. Seja @ € Al eseiza 1 < j < 27 tal que Q' = &{JI7) =
{{cosf,send) : (7 —1)27"Hx < 8 < 7277t} Tomamos 2’ = (cosg, seng), onde
¢ = (27 —1)27"x. O comprimento de ¢’ é dado por

j2 g

ja—rtlp G2y
/[ | €1(0) 12 df = / | (—sent, cost) | df = 4o = 971,

j~l)2_‘"+17r [j_l)z-—r+1r [j—l)z_’"l'l?r

Portanto, se ¢ = &(0) € ', temos que



lg—2"12 = |{(cost, send) — (cosd, send) |
< | {eosj27 M r, 5enj 277 1) — (cosd, send) I;
2 Hg

2

il

=27 = ¢,.
Como ¢ € Q' é arbitrdrio, temos que ' C Bi(z',¢,).

2.7. LEMA. Sejam k > 0 e & = (1 +27%x)27 %11, Se Q € Ay, entio existe z € Q
tal que @ C Bl{z.é).

DEMONSTRAGAO. Se Q € A, entio Q = §? = Bl(x, &). para qualquer z € S?,
pois &g = {1 + 7 /4)2x é maior que o diametro de 52, Se Q € A, entio Q é uma

metade da esfera S*. Portanto, como §; = 1 + g > V2, existe z € Q tal que
Q - B;('Taél)'

Suponhamos agora k > 2. Seja Q = &(G) € A, onde G =IF x I, j = 1
el <f<dser=2 27%41<;<7 el <i<?Tse3<r <k Sejam
$=32F g 1 =2Flg o =2ty Ge =23 L entdo 1 <1< 2%

t 2 k+1 )
r + it = e T +(j — 2’"_3)2_‘]‘“1.' = 32—“171' = ¢.
- T

Temos que
Q@ = {(cosby.sendy £1(6y)):¢—1 <6, < ¢, 6,¢ I]}.
Quanto maior for o ;. maior serd a area de . Tomando ¢ = 272, obtemos j = 272,

que é o maior valor que j pode assumir. Logo, para i = 272, conseguimos Q com a
maior 4rea possivel. Portanto. é suficiente tomar i = 2772 e. neste caso, obtemos

d)—ﬂ-%'i*t 7 2al  w
T TNt T T | T
Seja @' = &{I]). Como @ € A, pelo Lema 2.6 existe z' € Q' tal que Q' C
Bi(z',e;). Sed = (8,,02) € G = If x 17, entdo * = (cos¢,send z'), &2(9,0;) =
(cosg, seng £(02)) e €2(01,02) = (cosby,senb, £,(8;)) estoem Q e



| £2(01,0;) — £2(0,02) |s = ({cosd ~ cost))? + (send — senbdy)? | &(0,) [%)1'!2
| 61(9) — £1(01) |o< 2770 = ¢,

i

| £2(d,02) — 2 s = | (cosd,send £1(62)} — (cosg, send ') |3
= | seng || &1(62) — 2" < e

Portanto,

| &a(th,02) —z |a < | £&(0h1,8,) — Eald,02) |3+ | o, 82) — x |5
< t+¢e, = b

Entéo, () C Bi(z,6:), para todo 8 € G, isto é, @ C Bj(z,&).

2.8. OBSERVAGAO. Sejam k >0, IF € G, Q.= &I, 6 = 2%, y =
&(B) e ri = (2 — 2c0827Fm)1 /2 Entao Bi{y,ri) = Q% De fato, £&(5:) € o ponto
médio do segmento circular £,{I¥) de 5. Logo & (IF) é do tipo Bj(B, k), onde

re = | &{B) — &(0) |2
= | (cos2 *x,sen2 ¥ x) — (1,0) |z
= (2—2c0s27km)V/?,

2.9. LEMA, Sejam k > 2, Gy = I;‘k_z x IF € G} @O = E(GL)., op =

(al.a]) = (n/2 = 27%x,27%1) € Dy, a = Lleg) € pr = %(9 ~ 2c0s27 7 )},
Entao B;(.I‘k._ Pk) - Qk-

DEMONSTRACAO. Suponhamos que y = &(6;,6;) € Q. Entao, ou 6; ¢ 1% .
ouw 8; € IF. Se 6, ¢ Iéi_g, entdo, por um raciocinio inteiramente analogo ac da
Observagao 2.8, obtemos que

(1) ly—zrls = |&(61,82) —&lei,of) |s

| (cosby, senby &(82)) — (coso-}:,senai &{a®)) |a

((costly — cosa}c)2 + (sendy | &(62) |2 —senay | {1{af) 12)2J1;2
| &1(81) — & () 12

(2 — 2c0s2 *m)'/?

V2
2

i

Iv

1

V

(2 — 2cos27*m)1/2,



Agora, consideremos #, € I, ,. Como y & Qi, temos que 8, ¢ If e, portanto,
£1(02) € Q = & (IF). Mas 6, € I ; e, assim, ou o < 6; < 7/2, 0u 7/2— 2717 <
8 < al. Seal €6, < n/2e B =2, tomamos v; = senal £(B), v =
senay £1(02) e B = (senb¥ — scnal)/senat. Como k > 2, temos 0 < a} < 8, < 7/2.

Portlanto, senf; > sena) > 0 e assim 8 > 0. Ainda, como | §{B) l2=1 =] &(8,) |5,
temos que | vy |,=} vz |3 e, portanto,

| Bua +{vz—w) |2 2 {v2—v 2.

De fato,

1l

{2) | Boa— (v —w1) |3 B | va 12 4+28 | va |3 —2B(va - 1)+ | v2 — vy |3

> B vy 2428 vy 228 valel vy fo + | ve — 1 |2
= B log 342810 3 -28 v} + v — 01 |}
> v —uv1l.

Segue por (2} que

(3) ly—zxls = | (costy,send; &1(82)) — (cosa}, senal &i(al)) |5
> | sent &(0;) — senag E1(Br) |2
= | Bvy + (vg — v1) |2
> Jvg—vily

= senay | &(f2) — &(Be) 12
= cos27%x | &(02) — E(BK) |2 -
Agora, se 7 [2-27*1x < 6, < o}, tomamos v, = senby £1(0;). v2 = senby &(Bi). F =

(senal — send,)/senb,. Entao # > 0, | v1 la=| vz |2 e, assim, também vale a
desigualdade (2) neste caso. Portanto,

() ly—sel = | (costy,senty &u(8a)) — (cosalsenal &i(ad)) b
> | sendy £i(0:) — senay L1(Br) |
= [Boo+ (v2—w1) |2
> |va—v |2

i

senoy | £1(8:) — &i(B) |
cos2 Fx | 51(92) — &) Iz -

8



Logo, segue por (3) e (4) e pela Observagao 2.8 que, se 8, € Ik, , e 6, ¢ I¥, entio

(5) ly—zels 2 cos27%x | £(62) — &(B) |2

> ?(Z — 2052 Fm)V? = p1. _

Portanto, se y & @, scgue pelas desigualdades (1} e (5) que y & Bj(zs, pi), isto é,
Q% C (By{zk, pr))°, € assim obtemos que Bj(xx, px) C Qk-

2.10. LEMA. Sez € S%e 0 < p <2, entdo o(B;(z,p)) = np*
DEMONSTRAGCAO. Sejam 1 = (1,0,0),z € S? ¢ 0 < p < 2. Como SO(3) age
transitivamente sobre 52, existe u € SO(3) tal que u(1) = z. Além disso, a medida
de Lebesgue sobre S% é invariante por rotacdes e assim

o(B;(z, p)) = o(u(By(L, p))) = o(By(1, p)).

Portanto, € suficiente demonstrar o lema para z = 1.

Observamos que
[ £2(8:,02) — T |a= (2 — 2cos8; )2,

Logo, como a funcdo v(t} = arc cost é decrescente no intervalo [—1, 1], segue que,
para 0 < p <2,

2
| £2(60,,8,) ~ 1 [3<p & b <arc cos(] — %)

2
Portanto, B5(1, p) = {&(60,,0:) : 0 < §; < arc cos(l - %—) 0 <8, <2x}, e assim

2r arc cos[]-%?—]
o By(1, p)) = f dﬂg_/ sendydf, = mpt.
0 0
2.11. TEOREMA. (a) Se k > 0, 1 € Ar e Q2 € Apsy com §y C 1, entao

U(Ql) < 80’(@2)-

(b) Para todo @ € Ag, k > 0, existem z € @ € 0 € £ < 2 dependendo somente de k
tais que @ C By(z,¢) e



o( Bz, £)) < 470 (Q).
{c) Paratodo z € S? etodo 0 < £ < 2, existem k > 0, @ € Ay e u € SO(3) tais
que B(z,6) C u(Q) e

0(Q) < 1o(By(z,1)).

DEMONSTRACAO. (a): E trivial para k = 0 pois. neste caso, Q; = 5% ¢
@2 é uma metade da esfera §% Vamos supor, entdo, k > 1, @ = &(Gy) €
Ar, @2 = 6(G2) € Aggr, com @, C Q1. Se Gy = I;-‘ x I]. segue do Lema 2.5 (a}
que Go =TI x I3 comie {25 -1,2j}ese {r,r+1}. Comos=rous=r+1,
segue que I? é igual a I, ou I? é uma metade do intervalo I;. Logo, obtemos que

(1) o(Q)) = / do, / senfydfy <2 / dés / <endydb,.
I I* Iz i

E suficiente demonstrar (a) para ¢ = 27 — 1, pois, como a funcao seno é crescente no
intervalo [0, 7 /2], temos que

o(E 15, x I2)) = fsdez /ﬂm senfdo,

< f} 40, /; . sen By,

= (& < I8,
N . . 61 . —k .
Sc 5 2 1, tomamos { = 7 + (j — 1)27%% ¢ obtemos

[ senfhdfy = 2/ sen{2(1 — (7 — D27 =0,
: o

T
Mas, como sen2t < 2sent para 0 < t < 7/2, e a funcao seno é crescente neste
intervalo, temos que

(2) /} cenf,df;, < 4 f} . sen(t — (j — 1)27*x)dt

3 2j-1

< 4/k+1 sentdt.

27—1
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Portanto, segue por {1) e {2) que

a(@1) < ‘2./}“(192 /}kscnﬂ]dﬂ]
< b£ o, fr;tl] senydiy = 80(Q,).

(b): Como os elementos de 4, e A, sao bolas em 5%, podemos supor k > 2. Sejamn
entéokBQeQ={2(G]EAhonde(J:f_;-“X]f’.'?comj-—:l el <é{<4ser=2e
7 341<5<2? 1<i< 2 sed3<r<k. Sejam ¢ = (j—1)27%r, t =2 %y
ea=2"tr Sej=2"34iel <i<23 entio

7t 72k

— '_11_
-1

N r—3 k41 i

Como a fungao seno € crescente em [0, 7 /2], segue que, considerando ¢, e & fixados,
o elemento ) de menor area é obtido quando tormamos o menor valor possivel para
J, isto é, 1 = 1. Portanto, é suficiente na demonstragao de (b) tomar ¢ = 1, isto é,
¢ = 7t/de. '

Pelo Lema 2.7, existe z € () tal que @ C Bj(x,8;), onde & = (1 +
2-2xy2 %1z Temos, pelo Lema 2.10 que

o{Bi(x,6:)) = 7(6:)2 = w(1 4+ 273275 ) < dme?

o{Q) = [rfzagfp.woldal — a{cosé — cos(6 +1)).

Portanto, para 7 > 2, lemos que

a(Biy(z,6;)) Aml?
(3) " < :
a(Q) alcose — cos(¢ + 1))
N 166t
T cosé — cosdcost + senosent
1601
sengsent’
i 1
Seja, agora, k(1) = —, 0 <t < T, Temos que R'(t) = 9(t) , onde g(f) =
sent 2 scr’t

T
sent — tcost. Como ¢'(t} = tsent > 0 para 0 < ¢ < 5 Scgue que g(t) é crescente.

11



Mas gi?tt = 0 e assim g(1) > O para 0 < ¢ < % Logo, R'{t) > O para 0 < t < g e,

portanto, k é crescente no intervalo (0,7/2). Agora, como = 2%+ g < ¢ < %, pois
7 = 2, usando (3) obtiemos
o R
o(By(z, 8;)) < 1664t < 16( é ) < 4x°,

o(Q) T scngsent — send

Suponhamos, agora, j = 1. Neste caso, ¢ = 0, = 7 /2 e, portanto,

o( Bz, b)) 47? _ 8t?
(4) a{@} < alcos¢ — cos(d + 1)) (1 — eost)’
"

Tomenios f(1) . Derivando f(1), podemos mostrar que f”(1) > 0 para

- {1 — cost)

0 <t < —. e assim concluir que f'{t) é crescente. Como f'(0) = 0, segue que
2

f(2) > 0 e, conseqiientemente, f(¢} é crescente. Portanto, f(t) < f(g) = %, para

todo 0 <t < —?;: Assim, usando (4), obtemos

O‘(Bé(:{:, 6*))
a(Q)

< 22,

5 :
Cc): veja pr = ——(2— 2co827 "7) ' para k 2 2. Dex g Ste < £ £ 2, entao,

Seja p \2[ 2 kx)/2 para k > 2. S S2e 2 <<y 3
pelo Lema 2.10, se Qg = 5% € Ay, temos

o{Qo)  dnm 4

— =<

o(By(z,0) ~ 7l " (/2

Ser e Ste py < £ < +/2, ainda pelo Lema 2.10, se 1 € A, temos que §; é uma
melade da esfera 52 e, portanto,

O’(Q]) _?_ 4

e = <
o(By(z.0)) " g} 2-V2

2.

Agora, seja r € S? e suponhamos pry; < £ < pi, para k > 2. Sejam Q€ 74 como
no Lema 2.9 e seja u € SO(3) tal que u(z;) = z. Entao, por este mesmo lema, segue
que Bi(z,£) C u(Q). Se t = 2751z, temos, entdo

, t
o(By(as pins)) = oty = 7 (1 = cos’)

12



o(Qr) = o(&a(Tf-2 x IT))

- / 0, / qma]do]
}'k
ok

= tf senfdfl; = tscnt.
J2—1

Logo,

(5) a{Q) _ 1 tsent
o(By(w,pen1)) 7 (1 —cos(3))

Como 0 < ¢ < 1, usando séries de poténcias obtemos

. (t) 12 4
—cos|—1 = ——
*\1 32 6.144

2 #2
> 1)
32 192
2 o2
s v (1_(?-*/2))
- 32 192
f2
> 35 0,98

Portanto, segue por (5) que

Q)o@
By, 0) = o(Bifrnspir)
1 tsent
;(l—cos(“;))
3242
120,987

1A

< 11,

o que demonstra (c).

2.12. OBSERVACAO. Se tomarmos os intervalos ¥, onde k é um inteiro néo
negativo e 1 < j < 2% definidos no inicio desta segao como sendo o intervalo semi-
aberto

= [(j - 1)z, 2 ),

13



e a partir daf fizermnos uma decomposicao de 5* de maneira idéntica a decomposicao
construida com os intervalos [ ;‘ fechados, obteremos, na verdade, uma particao de
52%. De fato, se (), e (J; sao elementos nao sobrepostos da nova decomposigio, temos
que 4 Ny = ¢. Todos os resultados obtidos neste capitulo continuarao validos
para esta nova decomposicio. As demonstragbes sac analogas as que foram feitas
considerando os intervalos I;‘ fechados,
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CAPITULO II

A TEORIA DE CALDERON-ZYGMUND
PARA §°

Em 1952, A.P. Calderdn e A. Zygmund criaram um método simples, mas pode-
roso, que pode ser utilizado na demonstracido de uma série de resultados em Matemética,
o qual ficou conhecido como “a decomposigio de Calderon-Zygmund”. Este método tem
como base as decomposigoes diddicas do IR*. Neste capitulo, utilizamos o método de
Calderén-Zygmund tendo como base as decomposigdes do tipo diadico de S? introduzidas
no Capitulo I. Este mélodo também serd chamado aqui “ @ decomposicdo de Calderdn-
Zygmund”. Alguns dos resultados deste capitulo serdo usados nos capitulos seguintes.

Na primeira secio definimos o operador maximal do tipo diadico e, usando a de-
composi¢ao de Calderén-Zygmund de S?, demonstramos propriedades deste operador. Um
dos resultados demonstrados € a limitagao deste operador em L?(S?). Fste resultado ja
é conhecido, mas a sua demonstracao ¢ obtida pela Teoria dos Martingais, considerando
a seqiiéncia de o-algebras geradas pelas decomposigoes Ay introduzidas no Capitulo |
(ver Neveu [14], pdg. 68). Um outro resultado que obtemos nesta segac € um teorema
do tipo do Teorema de Diferenciacio de Lebesgue, o qual também é conhecidu da Teo-
ria dos Martingais, como teorema de convergéncia de Martingais (ver Neveu ‘4. pag.
62). A demonstragao dos resultados desta se¢ao é baseada na demonstragao de resultados
analogos para o operador maximal de Hardy-Littiewood, os quais podem ser encontrados
no Capitulo IT de Garcia-Cluerva e Rubio de Francia [10] e também em Stein-Veiss [101 ¢
Torchinsky [20].

Na segunda secdo fazemos uma decomposigao de Calderén-Zygmund para funcoes
reais definidas em 52, anéloga & decomposigac de mesmo nome para fungoes reais definidas
em JR* (ver Garcia-Cuerva e Rubio de Francia [10], demonstragao de II-5.7) . Nesta de-
composigio, escrevemnos uma fungio de L'(S5?) como soma de duas fungdes, uma chamada
de “parte boa” e a outra de “parte ruim” da funcdo dada.
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1. OPERADOR MAXIMAL DO TIPO DIADICO E A DECOMPOSICAO
DE CALDERON-ZYGMUND

1.1, DEFINICAO. Seja u uma medida definida sobre a o-dlgebra de Borel Bg: de S2, ¢
seja f : S = IR uma fungao Bg:-mensuravel. Se 0 < p < oc, dizemos que f € LP(S2, 1)
se

it = ([, ) P st ) < .

Se 4 = o, onde o é a medida definida no Capitulo 1. denotaremos LP(S% u) por LP(S5?).

1.2. OBSERVAGAO. Se [ = g q.s. em §2, entéo J e g sio identificadas como a mesma
funcdo em LP(S%, ). Dessa forma, a aplicagao f + || f||, € uma norma em LP(5%, u), se
1 < p < oo; e, com essa norma, LP(S?%, i) é um espaco de Banach.

1.3. DEFINICAO. Seja f € L1(5?). Se z € 52, definimos

Maf(@) = sup o [ | flor] doty).

IEQ

onde A = UAk- Chamaremos M, f de funcac maximal do tipo diddico de f, e My de
k:]
operador maximal do tipo diddico.

1.4. TEOREMA. Seja f € L}(S?). Entao, para todo { > 0. o conjunto Fy = {z €
S%: Myf(x) >t} é a unido de uma familia {Q;:};cs de elementos do tipo diddico nao
sobrepostos (isto é, se i,7 € J; e 1 # 7, entdo o(C, N 0, ) = 0). que satisfazem

1 .
1 ! . dei 7t < 8L
(1) <0(Q;}g)/f23,¢|f(r” P <8
Além disso,
1 :
(2) o(E,) < ?]52 | f(z) Vimiry,

DEMONSTRA(}AO. Dado ¢ > 0, seja ('; a familia dos elementos do tipo diadico

;: € A que satisfazem a condigio

1
(3) 1< g fo, 1@ )

e que sdo maximais entre aqueles que satisfazem (3) (isto é, se ;¢ © (J;; pertencem a
Cy, com @50 C Qiy, entdo Q. = @Q;;). Dessa forma, todo ¢ € A, satisfazendo (3), estd
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contide em algum {J;; € ;. Além disso, da forma como foram definidos os clementos
de (', € claro que eles nao se sobrepoem. Se @;; € Cy, entao existe k tal que Q;, € A;.
Seja (@' o unico elemento du tipo diddico em Ax_ que contém @;,. Entao, como @' ¢ C,
{pois, caso contrario, (},, .o seria maximal e dai nao pertenceria a ), temos que

(4) Q/Iﬂ)l (x) < t.

Pelo Teorema 2.11 do caprtulo anterior, como @, € Ag, @' € Asoy e @, C ', temos
que o(Q’) < 8c(Q;4). Logo. usando (4), obtemos

1 .
e | delx
S0 fo, T 1 dota) € o

Assim, obtivemos uma familia C; = {Q;,};cy, de elementos do tipo diddico tal que, para
todo 7 € Jy, temos

f | f(z) | do(r) < Bt.
o

1
o((;)

Vamos mostrar agora que £; ¢ a unido dos elementos da familia Cy. Seja r € F,. Entao,
Myf(z) > t. Porianto, exisie algum elemento do tipo diadico §;, contendo z, tal que

L”umnwmg&.

5
< | f(y) | do(y).
(@) Jo.
Se Cy = {Q;.:}ica, existe § € J, tal que @, C ;. Porlanto, z € {;; e assim E, C
|J @;.+ Reciprocamente, se x € |} @;.. existe jo € J; tal que 7 € @j,1. Como Q;; € €,

JEJ: JEJ:
temos que

(< [ 15w doty) < Maf(e)

)
_?c.f) Joat

Portanto, U i+ C Ei. e dal segue que E, = U ;¢ Logo.

JeJs FEJ:

Ey = Y o(Qs)

ek

Y e deta)

t JE€J:

IA

(A

- [ 17t | doa),

0 que demonsira o teorema.
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1.5. LEMA (Folland [9], pag. 69). Dados f € L'(IR*) e ¢ > 0, existe uma fungio real A

definida em JR?, continua, que se anula fora de um conjunto limitado, tal que

S | 5@ = bz} L < e

1.6, LEMA (Fernandez [8], pag. 71). Seja f uma funcdo nio negativa em LI(S?).
Frtao, para todo ¢ > 0, existe & > 0 tal que, para qualquer conjunto A C S2, com
ciA) < b6, temos

f Fz)do(z) < e.
A

. LEMA. Sejam f € L!(S%) e £ > 0. Entéo existe uma fungio ¢ : S* — K, continua
£2((0,7) x (0,27)), satisfazendo

/52 | f(z) — glz) | do(x) <.

DEMONSTRACAOQ. Por I-1.5 e do fato que f € L'(5?), temos

il /82| r) | do(x / ] | f(£2(0)) | senbydf < oc.

Seja 6(01.6,) = [(£2(61.6,))senby. Entdo, por (1), temos que ¢ € L' (D?). Logo, dado
£ > 0, pelo Lema 1.5, existe uma fungéo continua e limitada ¢ : P?* — IR tal que

(2) [ 166~ (0) 16 <.

2
Sabemos que & : A = (0,7) x (0.28) — §(A) = B tem inversa
VB = A £ a.y,z) = (are cosr,are tg z/y), que é uma funcao continua. Como
L. A — IR dada por h{t,8;) = 1(6,6,)/senf; é continua, entédo ¢ = ho &' B> R

1ambem ¢ continua. Para x € §%\ B, tomamos g{z) = 0 e, usapdo (2), temos

17 sl doe) = [ 1 7(e) - la) | dole
- [0 fo | [(£2(65,02)) — g(€200,.82)) | senbdd
B fo /2 | 6(61,82) — w(6r.6) | df
= [ 160)-vo) | do <.

1.8. TEOREMA. Seja f € L'(S?). Entéo, para quase todo « ¢ | ] 9Q, temos que
QeA
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(1) [ 1) = () | doty) = 0.

lim ]
k—oe 0 (Qy) JQ

onde os (Jx € Ay, sao escolhidos de forma que ¢ €Q;. Ou seja, o limite (1) vale para quasc
todo r € S

DEMONSTRAGCAO. E suficiente mostrar que, para todo ¢ > (. o conjunto

A = {:r € 5. klir&sup ka | fly) — f(2) | doly) > t}

i
o(Qy)
tem medida zero, pois o conjunto onde o limite (1) nao vale esta contido em (U Alfj) U

( U BQ), e & trivial que g( U BQ) _o. =1

QeA QEA

Fixemos € > 0. Pelo Lema 1.7, podemos escrever f = ¢ + h, com g continua

em £((0,7) x {0,27)) e /2 | h |< e. Fixemos z € 52 tal que z ¢ [ ] 0Q, e seja
s
QeA

{Qx}%2, uma familia de elementos do tipo diddico tal que @y € Ay e ¢ €Q;. Como
T ¢ 0@ para todo @ € A, existe ky € IV tal que Qr CQ,,, para todo k > k;. Como
g € continua em @, e (& € compacto, segue que g é uniformemente continua para todo
k > ky. Entdo, dado ¢’ > 0, existe § > 0 tal que,se bk > ky ey, 2 € Qr com |y — z |< 6,
entdo | ¢(y) — g{z) |< €. Por 1-2.7 segue que, se Qi € Ay, existe zx € (Y tal que
Qr C Bh(zx, 8), onde 6, = (14+2727)2 %1%, Vamos escolher k; de maneira que b, < 812,
e seja ko = maxz{k,, k;}. Entdo, se k > ko, temos que @, CQ}, e & < §/2. Dai, para
todo k > ko temos Qx C Bi{zx. 6/2) e, assim, se ¥,z € i, temos | y — z |< § e, portanto,
Lgly)— glz) |< &’. Como x € @ para todo k, se k > kg e y € (s, temos

1 )
a(Qx) ka | 9ly) — glz) | doly) <&
Logo_l_
. 1
B o 19—t det) =
Agora,
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Lg(y) — gl=) | do(y)

fimsun o [ 110 = fi) | dotw) < Jimswp—rs |

[Qk | h(y) — h(z) | do(y)

4+  limsu

i
o o (Q)

< Jim sup (ém IRETIERD
+ limsup | h(z) | do(y)

k—oc U(Qk} Qs
Msh(2)+ | h(z) |.

Mas
Ay C{r e 8% : Myh{z) > t/2} U {z € §%:| h(z) |> t/2},

e, pelo Teorema 1.4, temos
2 2
o({x € §%: Mgh(z) > t/2}) < ?/SQ | h(z) | dotz f
Ainda, temos gue

a({z € §*:| h(z) |> t/2}) < '/;_2 % | h(x) | do(z) < Zt_e

Portanto, ¢(A4;) < 4¢/1. Como ¢ € arbitrario, temos que o(A;) = 0, o que demonstra o
teorema.

1.9. COROLARIO. Seja f € L1(5?). Entdo, para quase todo r € S2, temos

(1) f(z) = hm Jly)do(y),

]
koo o (Qr) S Qs
2} | flz) |€ Maf(x),

onde os € S? sao escolhidos de forma que x ¢ | } 9Q.
QA

DEMONSTRA(;AO. (1): Pelo Teorema 1.8 temos que

1 1
s o, Fdo) = 1) < 25 [ 110 = fla) [ dota) =

quando k — oo, para quase todo r € 5%, Logo, para quase todo z € 5%, temos
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1

[ Ty)da(y).

(I
f'} IS {L] k

flr) = km

»

(2): Por (1), para quase todo r € 5%, temos

| f(z) 1< him

k_.»x,.g(Qk)/Q fig) |l do(y) < Maf(r).

1.10. OBSERVACAO. Observamos que. dados [ € LY(S?), se t > 0, o Corolério 1.9
juntamente com o Teorema 1.4 nos dao uma decomposicio de 5% com relagao a f e a t, em
duas partes: Um conjunto § formado pela uniao de elementos do tipo diddico {Q);:};e,
nao sobrepostos, cuja média de | [ | sobre cada @, esta entrc { e 8¢, ou seja, tais que

t <

1
U(Qj.t)/m | .ﬂ-‘f) i dJ(g‘) < 8,

para todo j € Jy, e um conjunto F' = ¢, onde | f(z) {< t q.s. De fato, se existe um
conjunto A de medida positiva tal que A C @ e | f{x) |> ¢ para quase todo x € A, entao
o Corolario 1.9(2) nos déd que M, f(r) > t. parz quasc todo v € A. Absurdo, pois A C (-

1.11. DEFINICAO. Seja ¢ uma medida de Borel positiva e finita sobre S2, satisfazendo
a seguinte condicao: Existe C' > 0 tal que, se @) € Ay e Q2 € Axyy com Q; C @, entdo

(1) £(Gh) < Cu{Q,).
Sejam f € L}(5%) e z € S?. Definimos

M =
duflr)=sup ot
Qe

_/; | Flw) [ duly).

M, é chamada fungao maximal de tipo diadico de [ com respeito a medida p.

1.12. OBSERVAQ.&O. Se 7€ LY{S% ) e ~ 1 > 0. podemos ohter uma decomposicao
de Calderén-Zygmund de 52 coni respeito a f « t relativa & medida y e podemos também
estimar a medida g do conjunto E, = {r € ~° : My, f(r) > 1}. Para isso, utilizamos
raciocinio identico as demonstracoes anteriore< e obtemos ¢ analogo de todos os resultados
para a medida p no lugar de o, trocando 8 pela constante (.

1.13. TEOREMA. Seja ¢ uma medida de Borel regular em 57 satisfazendo a condicao
(1) da Definigao 1.11. Entao, para cada p com 1 < p < o0, existe uma constante (', > 0
tal que, para toda f € I?(5%, i), temos
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1/p

; 1/p |
(1) (LE(Md,ﬂf(ar))pdp(x)) < op(/qz | i) | dp(x))
DEMONSTRAGAO. Fixado ¢ > 0, seja fi(z)} definida por

= {40 e 11

kl

Entdo, | f(z) | < | fulz) | + /2 e My f(z) < Myufilz) + 1/2.

{r: My f(z)>1} C{a: My, filz) > -;—} Logo,

[Fa

ulfe s Mo fo(z) > 1/2)
2 Vit dute)

2
- r) | dul(x).
Lz f =) >t/ 5 | f(=) [ dplz)

p{z : Mo, f(z) > t})

I~

Portanto, pelo resultado 1 do Apéndice, temos

[ Mapf@Ydut@) = v [0 ul{x Mafiz) > 1)

IA

Mudando a ordem de integracao, a inlegral com respeito a { se Ltorna
]

/QH(T)'tP_zdf _ Qp__l | f(:r) .
o p—1

pois p > 1. Entao,

27y .
[ Mar@yrapt) < == [ 1100y data)
52 p— 1 Je2

1
e o teorema estd demonstrado para C, = 2(%) .
p —
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2. A DECOMPOSICAO DE CALDERON-ZYGMUND DE UMA FUNCAO

2.1. DEFINICAQ. Seja f < ['(S%), escjam { > 0, Cy = {@;1};e0. € E; como no

enunciado do Teorema 1.4, Detinimos, para x € S%,
flz), se ¢ E

o) = ;o i : E
E \ Q) me f(y)(o(y))mj,,(r), se r€E,

e, para 7 € J;, definimos

1
7(Q54)

ho(o) = flehadn) ~ (555 [ S0ot) e (o)

Sez & By = |} Qj. temos que

jeds

g(x) + Y _hylx) = f(x)

1ES

e, para ¢ € F, temos que

g(x) + Y- Ri{a) =" fo, a7} + X fl@)xe,.(2) = X fo,.xq,.(x) = f(z),

JEJ: J€J: JEJ Jed
Vz ¢ | ] 0Q, onde fg,, = —l—f fla)do(z).
QeA U(let) @
Se escrevemos b = Z h,. temos, enldo flz) = g{x) + b(z) q.s. A esta decom-

1€
posicao de f damos o nome de “decomposicio de Calderon-Zygmund de 7, g é chamada

“parte boa” e b, “parte rutm” da funcao f.

2.2. TEOREMA. Sejam f € L'(5%).1 > 0 e g, h; como na defini¢ao acima. Entéo,
(1) {g(x) |8 g
(2) llgls < £
(3) suporte de i; C @5

@) [ hw)doty) =0
() 3 lasls < 2{fIh.

J€d:
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DEMONSTRACAO. Lembremos que F, = U @;:. Entao, pelo Coroldrio 1.9, para
JEJy
quase todo 7 & F;, temos

| g(z) |=] flz) < Maf(z) < t.

Sc z € Fy, entao existe 7 € J; tal que ¢ € @)}, e assim

90) = |5 [, Jwetw)] < 5

e. portanto, (1) estd demonstrado.

Agora temos

lols = [ 19w} |dote)+ [ I9(y) | dotw)

/t|f V| doly) +Zf f(y)doly ‘
< [ 15w 1dew)+ 3 [ 1) |dot)

JEJ
jedt

= [ 1w 1 dotw)+ [ 15w) | detw) =i,

t

o que demonstra (2).

As propriedades (3) e (4) seguem imediatamente da definicao de h;. Agora,

Ihslh < [ 1f(e)~ fa,. Hdo(a)
< [ 1@ 1 do@ [ e, | dotz)
f,, 1 £ 1 dote) +0(@i0 11 o,
= [ 1) dote) + 0@z [Tt Lot

< 2/{) | fr) | dolz),

7AN

€. assim,

il <25 [ 1) dota) < 2051,

JEJ; j€4

o que demonstra (5).
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CAPITULO III

PESOS DO TIPO DIADICO DA CLASSE A,(A)

0 objetivo deste capitulo é definir e estudar os pesos da classe A,( A}, 1 <p < o0,
e demonstrar a limitagao do operador maximal de Hardy-Littlewood sobre L?,(5%), com
1 < p < oc e w na classe de Muckenhoupt A,(S?). Este resultado, no caso da IR", foi
demonstrado pela primeira vez em Muckenhoupt [13]; no caso de S% com w = 1 em Rauch
[15], e com w € A,(S?) em Calderdn [4].

A classe A,(A) é anéloga & classe A, (diddica) de pesos sobre {0,1] ou S'. Os
pesos da classe A,{A) podem ser vistos como pesos para martingais quando se considera
a seqiiéncia de o-dlgebras (Fi)iso, onde Fy é a o-algebra gerada por Ai. Os resultados
aqui apresentados, assim como os resultados para pesos diddicos sobre [0,1], podem ser
encontrados na Teoria dos Martingais (ver [zumiaza-Kazamaki [12] e Tozoni [22]), mas,
em nossas demonstracoes, fazemos uso de 1déias contidas nas demonstragoes de resultados
analogos para pesos da classe de Muckenhoupt A4,(IR"}, os quais podem ser encontrados
no Capitulo IV de Garcia-Cuerva e Rubio de Francia {10], Capitulo IX de Torchinsky [20]
e em Coifman-Fefferman [6].

Na primeira se¢ao apresentamos as definicoes essencials para a obtencao dos re-
sultados do restante do capitulo.

Na segunda secdo definimos o que vem a ser um peso do tipo diadico da classe
A(A). para 1 < p < oco. O Teorema 2.3 nos da caracterizacoes dos pesos da classe 4 (.A).

Na terceira secao definimos a classe de pesos do tipo A({A). O resultado prin-
cipal desta secao é o Teorema 3.10, o qual nos da caracterizagoes dos pesos da classe

Al A).

Na quarta se¢do estudamos as relagbes entre os pesos da classe A,(.4)}, definida
na Secao 2, e os pesos da classe de Muckenhoupt A,(S?); ¢ desigualdades entre o opera-
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dor maximal do tipo diddico, definide no Capitulo 11, e o operador maximal de Hardy-
Littlewood. Demonstramaos que o operador de Hardy-Littlewood é limitado sobre LP{5?)
utilizando a limitacdo do operador maximal do tipo diadico sobre LZ(S5%). A técnica
usada na demonstracdo desse resultado foi desenvolvida por Bordin e Tozoni em [1]. A
mesma técnica, no caso do IR”, foi desenvolvida por Fefferman e Stein em [7] e também
pode ser encontrada em Bourgain [3} e Tozoni [22].

1. DEFINICOES BASICAS

1.1. DEFINICAO. Um peso sobre 52 é uma funcio integrdvel w, definida em $2, que
toma valores em [0, oo].

1.2. OBSERVACAO. Convecionaremos a seguinte multiplicagdo em [0,00] 1 00 -1 =
t-oc=00,Vi€(0,00):;0-00=00-0=0. E ainda 07! = cc e oc™! = 0. Se w é um peso,

denotamos w™(x) = @
w

1.3. NOTACAO. Seja w um peso e seja E um subconjunto mensuravel de S*. Deno-
taremos w( k) = ] w(z)do(x).
E

1.4. DEFINICAO. Sejam w um peso e f uma funcio real e mensurdvel definida em
52, Dizemos que f € L2 (5%) se:

0 e = ([, 170 P wle)dr(a) < oo, se 0<p<oo

(2) il = sup{t > 0:w({z e S%:| f(z} |>t}) > 0} < . se p=oc.

1.5. OBSERVACAO. Se f = g q.5. em S2, entdo [ e ¢ sao identificadas como sendo a
mesma fungao em L?(S?). Dessa forma, a aplicagao f — |||, € uma norma em [?(5?),
sc 1 < p < oo; €, com esta norma, L{’U(SZ_] é um espaco de Banach.

1.6. DEFINICAO. Seja w um peso, e seja T uma aplicacao de L2(S?) em L9(5?), com
1 < p,g < 0o. Dizemos que T € do tipo {p, ¢} com respeito a w se, para toda f € LZ (57,

(1) . 17 Flow € Al

onde A é uma constante que nao depende de f. Se g < oo, dizemos que T é do tipo fraco
(p, q) com respeito a w se

o wl{z | Tf() [> o) < (21"

&
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para todo @ > 0 ¢ toda f € L2(S?), onde A ¢ uma constante que nao depende de f. Se
g = 00, dizemos que T € do lipo fraco (p, ¢) com respeito a w se for do tipo (p, q).

Observamos que em {1} e (2) basta tomar [ € L2(5?%). j& que 12{5%) é denso
em L? (5%}, paratodo 1 < p < oc.

1.7. OBSERVACAO. A nocio de tipo (p, q) com respeito a w é mais forte que a nogao
de tipo fraco (p,¢) com respeito a w. De fato, se ¢ < oc e a > 0, temos:

ow({z | Tf(z) |> a}) = af ]{Immww(m)dam

IA

T f{z) |? w(z)do{r)
Loirsiopony | T [ 2]

< [ 1T5@) " w(z)do(z)
= TSl < AL

1.8. DEFINICAOQO. Seja f : §?2 — IR uma funcio mensurdvel. Se @ é um subconjunto
de 52, definimos

igfess f=mf{t>0:ac{xc@Q: flz)<i})>0}

supess f = sup{t > 0:0({x € Q: f(z) > t}) > 0}.
Q

2. PESOS DA CLASSE A,(A)

2.1. DEFINICAOQ. Dizemos quc o peso w salisfaz a condigao Ap(A), ou que v € A,(A).
se existe (C > 0 tal que :

(1) Mapw(z) < Cw(zr), para quase todo z € §%, se p= I

(2) (J(]Q)];?w(:r)do(m)) (gg—QjLw(x)r%dg(;r))p_l <.

para todo @ € A, se | < p < ox.

As menores constantes C' que satisfazem (1) e (2) serdo denotadas por C(p, w).
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2.2. LEMA. Seja f € L'{§?%) tal que f > 0. Sc w é um peso, entao dado { > 0, temos:

(1) w({z : Mgf(x) > 1}) <_f f(@)Mpo(z)do(r).

DEMONSTRAGAO. Seja f € L}S?),f > 0. Dado t > 0. por 11-1.4. existe uma
familia {@;:};es, de elementos do tipo diddico nao sobrepostos tal que, para cada j € J,,

1
1< do(z) < 8¢
0.0 Jo,. Jiz)do(z) <
e também
{r €8%: Myf(x = J @«
&
Entao,
w({r € §%: Maf(z) > t}) = [ w(z)do(z)
{r€82:Myf(z)>1}

zzf

JEH

< ga(éj__\ /Q“@(m)da(x)}/% f(x)do(x)
_ _E i (U(éﬂ) [, wiwydaty))do(a
< _§ / r¥Maw(r)de(x)

< ?,/52 flryMapw(z)do(r).

2.3. TEOREMA. Seja v um peso, e seja | £ p < oc. As seguintes condigdes sao
equivalentes:

{(a) M, é do tipo fraco (p.p)} com respeito a

(b) Existe uma constante C tal que, para toda funcdo mensuravel e nao-negativa

o8t IR e todo () € A, temos
1 ' = : Ywl( o da{x);
(U(Q) fQ Jiz)d Lﬂ) w(Q) < C/ flx)w(x)da{z);

(¢) w é um peso da classe A,(A).




Aléem disso, w € A;(A) se e somente se existe uma constante C tal que, para todo Q € A,

(a(]Q) /{;u‘(.’r)dcr(;r-))sgpcss wl < C

DEMONSTRACAO. Vamos mostrar inicialmente que w € A;{.A) se e somente se
existe uma constante (" tal que, para todo @ € A, temos

(1) (U(]Q)]Qw(:r.)do[f)) s%pess w ! < C.

Vamos, entao, supor que exista uma constante €' tal que (1) seja valido para todo @ € A.
Como igfcss w = (supess w )71 > 0, temos
@

1
@) o(0)

para quase todo x € . Mas esta desigualdade é equivalente a

/ w(r)do{z) < Cigfcss w < Cw(z),
d

(3) Maw(z) < Cw(z),

para quase todo = € S%. De fato, é claro que (3) implica (2) para todo @ € A e gquase
todo = € ¢. Reciprocamente, se temos (2] vamos mostrar que (3) também vale, isto €,
vamos mostrar que o conjunto K = {z € 5% : Myw(z) > Cw(z)} tem medida zero. Se
Maw{z) > Cw(z), entdo existe @ € Atalquezr € Qe

il
wlz)do(z) > Cw(x).
o(Q)/Q
Entao, por (2), o conjunto K esta contido numa uniao enumeravel (A4 é enumerdvel) de

conjuntos de medida zero e, portanto, tem medida zero. Logo. (2] e (3) sdo equivalentes.
Como (1) e (2) sac ecuivalentes. temos a equivaléncia entre (1) e (3).

Vamos demonstrar agora que (a) = (b} = (¢) = (a).

(a) = (b): Suponhamos que Al é do tipo fraco (p, p) com respeito a w. Seja f: §% —
mensuravel e nao-negativa. Se @ € A étal que / f(z)do(r) = 0. nao hd o que demonstrar.

Entao, seja ¢ um elemento do tipo diadico tal que

1
a(Q)

Temos que fo < Ma(fxg)(z), para todo = € Q. De fato,

fo == [, fla)do(z) > 0.



|
fo sup Ton /Q o J(z)do(x)

QA

1 .
= sup ——— Dixolxido(z
5&‘% =D /Q,f( )xq(z)do(z)

= Ma(fxe)z).

Entao, para todo f, com 0 < t < fg, temos

Fa

QC E ={xe5: M(fxo)x)> 1)

e dai, por (a), temos

w(@Q) < wk)
< £ [ Une@yui)io)
_ g /Q fa)w(z)do(x).

Disso segue que
rw(Q) < C [ flaVule)do(c).
Como esta desigualdade vale para todo ¢ < fg, temos
(ol w(@ < C [ f(rPuiz)dolx).
Portanto, a desigualdade em (b) é vélida para toda f > 0 e todo Q € A.

{b) = (c): Agora, vamos supor (b) satisfeita. Se Q) € A, e S é um subconjunto mensuravel
de . podemos trocar f em (b) por fxs. o que nos da

(4) (;(%Jifsf(i’)do[m))pw(ﬁg) < CLf(m)%n(:r)da(x).
Para f(z) = 1, a desigualdade acima se torna -
5 (25)) @@ < culs)

De (5) podemos obter a seguinte informacao sobre w:
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w{x) > 0 para quase todo z € §%. De fato, se w{z) = 0 sobre algum conjunto S com
o(S) > 0, entdo (5) implica que w(Q) = 0 para todo elemento do tipo diddico @
contendo S e, consequientemente, w(z} = 0 para quase todo z € S?, obtendo assim
um caso trivial, o qual vamos excluir.

Vamos, inicialmente, supor p = 1. Entao podemos escrever {5) como

Q) < gulS)
ou seja,
(6) v [ wieydole) < O [ wia)dolz)
2(Q) Jo o(8) Js

onde esta ltima desigualdade é vilida para todo @ € A e todo § C @ mensuravel, com
o{5) > 0. Fixemos ) € A, e sejaa > igfess w. Entao S, = {z € @ : w(z) < a} é tal que

a(5;) > 0 e, assim, (6) vale para S = 5,, o que nos da

w(Q) C C o
(0 < 205 /a w{z}do(z) < (5.) /a ado(z) = Ca.
Como isto é vélido para todo a > igfess w, finalmente temos
- 1 w(d :
(T) 10) '/;? wlz)do(z) = cr((Q)) < Clgfess w.

Lembrando que infess w = (supess w™' )™}, podemos reescrever (7) como
Q@

(o(lQ) /Q w(x)dg(i‘))sgpcss wl <,

e assim demonstramos que {b) = {c) para p = 1.

Vamos supor agora 1 < p < oo. Se (4) € valido para toda fungao f > 0, todo Q €
A e lodo S C @ mensuravel. vamos escolher f > 0 de tal forma que f(r) = f{a)"w(z).
isto é, f(x) = w(m)'r;-_ll. Fixemos @ € A e tomemos § = 5; = {z € Q : w(x} > 1/},
para j = 1,2,---. Entao f € limitada sobre todo &;, pois em S; temos que w(x) > 1/5.
Portanto 0 < f(2) = I/w(a:)p]j < 351—1, para todo x» € 5;. Logo, ] f < oc. Com esta

escolha de f e de (1), temos

(g [ o@Paot)) U8 < T [ wte)FFaoo)
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. . . R ] -1 _
oll, cOMo as inlegrais sao finttas, dividindo ambos os membros por / w(z)rTda(x).
qj

o(Q)
encontramos
1 =1 p-1 1 ,
(8) (U(Q)/Sj w(:c)r—ldo(x)) (U(Q)/Qw(:c)do(a”)) <c.
Agora, 51 C 5 C -, GSj = {r € @ 1 w(z) > 0} e o complemento de GS} em () tem:
j=1 i=1

medida zero, como j4 foi observado. Assim, fazendo j — oo em (8) temos, finalmente.
pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

(J(]Q)Lw($)%do(x))p”1 (J(—]Q-)_qu(:c)da(a")) <C,

o que demonstra que (b} = (¢) para 1 < p < 0.

(¢) = (a): Vamos demonstrar inicialmente o caso p = 1. Dada f € L'(5?) e dado ¢ > 0.
segue pelo Lema 2.2 e por (3) que

w({z € 5§ : Mq:f(z) > t}) = -}LQ | f(z) | Myw(z)do(x)

V1) Lufaddo(a),

< =
-1

0 que mostra que {c} = (a) para o caso p = 1.

Vamos demonstrar agora o caso 1 < p < oo. Suponhamos que w € A (A} e
f € L'Y(5%). Para todo elemento Q € A, usando a desigualdade de Holder com p e seu
conjugado p’ = p/(p — 1), temos:

a(lcg)/c; | fx) | w(a)' Pu(z) " Pdo(z) <
< (U(IQ) L@y w(r)do(af))”p(g—(lQ—) [ vl dota)) 7
Assim,
O (g f 1 1 deto) o) <

< %’%(0(1@ ]Q w(;r):%ldo(.r))p—l fQ | f(@) P w(x)do(a)

<C /Q | flz) [P w(z)do(z),
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para todo ) € A. Queremos estimar w(F;). Por 11-1.4. temos que E; = | | Q;, onde

€
(10) < J(é_tJ/Q | fta) | dot).
Portanto, por (9) e (10), temos
w(E) = ) w(Q;)
i€d
! ! N " an
< C;(G(Q_}LHII(E)MU(T)) L e
< {z} |
< g [, 1@ wie)do(z)

< O [ 1) P ul)dota)
0 que mostra que {c} = (a).

2.4. OBSERVACAO. A condicio Ai(A) pode ser obtida como um caso limite da
condicao A,(A) quando p | 1. De fato, temos

p-1 1 = »
(J(Q)[ v} doe ) B a(Q)PﬂH HLE‘—T(Q} o™ Nze=oy
quando p | 1. Agora, ||{w™!||ze(g) = supess w™'. Logo, obtemos a condigio Ai(A) da
Q

condicao A,(A), para 1 < p < oo, fazendo p | 1.

2.5. COROLARIO. Seja w € Ay (A). Entzo, para todo ¢ com p < ¢ < oc, existe uma
constante (" lal que. para toda f € L'{(5?%), temos

f (Maf(r)Yw(r)do(zr) £ C'] | flz) | wrride{a).
52 ' 52
DEMONSTRACJ&O. Do Teorema 2.3 segue que, se w € A.: A}, entao My € do tipo

fraco (p,p) com respeito a w. Vamos, agora, mostrar que V. também é do tipo fraco
(oG, oc) com respeito a w. lsto é conseqiiéncia do seguinte fato:

[Mafllocw = 1Maflloc <A flloo = [[ o

As igualdades acima seguem do fato que as medidas ¢ e w sdao absolutamente continuas,
uma com respeito a outra, ja que 0 < w < oo q.5.. A desigualdade vem do fato que
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Mif(z) = Rup—— ] fley ] do(y) < ‘sup

zEQ
Qe

G5 L Wldats) = 1]

para quase todo z € 5% Dal, temos que ||Myflleo € [|f]|oe. Portanto, My também ¢ do
tipo fraco (00, 00). Logo, pelo Teorema de Interpolagio de Marcinkiewicz, M, é do tipo
(4,9): para todo p < ¢ < o0, isto 6.

/5'2 | Maf(2) |? wisido(z) < / ) P w(r)do(x).

3. PESOS DA CLASSE A_(A)

3.1 DEFINICAO. Dizemos que um peso w pertence i classe A..(A) se existem § > 0
e C'> 0 tais que, se @ € A e A C Q é um subconjunto mensuravel, entdo

e <o(2ay

3.2. TEOREMA. Seja g uma medida sobre S? ahsolutamente continua com res-
peito a o, e seja w um peso em L}(S? p;). Seja u, outra medida sobre S? tal que
dpe = w(z)du{z). Suponhamos que exista K > 0, tal que, para todos Q; € A, e
@rt+1 € Agy1 com Qryy C @, temos p1{Qr) < Kp1(Qry1). Entdo. as seguintes condigdes
sa0 equivalentes:

(a) Existem é > 0 e C > 0 tais que. para todo @ € A e todo subconjunto mensuravel
A C Q. temos
pat Q)

!1-1(-4))5.

<o(io)

(b) Existem constantes o e 3, com: U < a,3 < 1, tals que. para todo ¢ € A ¢ todo
subconjunto mensuravel A C @ com (A} < aps (@) lemos que pa(A) < Bua(Q).

{e) Existem constantes a’' e 3, com ) < o'. 3" < 1, tais que. para todo ¢J € A e todo
subconjunto mensurdvel A C € com pp(A) < o' yp(Q) temos que u; (A) < By {Q).

(d) Existem £ > 0 e C' > 0 tais que. para todo ¢ € A, temos

(i f wte) i )) ™ < o | wlald)
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DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar (a) = (b) & (¢}, (b) = (d) = (a).

(a) = (b:: Vamos supor que (a) seja valido e que y;{A)/m(@Q) < a <1l,onde @ € Ae
A C @ € umn subconjunto mensuravel. Enao,

PLZ(A) #1(/4) d ol
,u-zc@)sc(m( )) s Ce

Tomemos o < 1 de tal forma que Ca® < 1. Entao, (b) vale com as constantes a e

3= Cat.

(b)
1—

= {c¢:: Vamos supor {b). Seja 4 C & mensuravel tal que ua(A)/12(Q) < (1= 5)/2 <
3. Entao,

H2(@) #2(@)

Como @ \ A C @ é subconjunto mensuravel, por (b) temos que 1 (Q \ A)/p (@) > a.
Mas

pa(Q\A) _ pa(Q) = pal4) _ 5

(@ \ A) _ #1(@) — H](A)
11(Q) m(@

Logo, p1(A)/1:(Q) €1 — @, 0 que demonstra (c) paraa' = (1 - 3)/2e f/=1-a.

(e) = (b): A demonstragio é inteiramente andloga a (b} = (c).

{b) = (d}: Vamos supor que (b} seja valido. Fixemos ) € A e vamos mostrar (d) com ¢
e (" independentes de (). Vamos tomar uma sequéncia crescente Ay < Ap < -+ < Ay < - -+
1
com Ay = Wy = -(—Q)./ w{a)dyui(z). Para cada Ax, vamos fazer uma decomposicio
Hi Q

de Calderon-Zyvgmund de ¢ com relagao 4 fungao w. Isto é, consideraremos a familia
{Q;x},es de elementos do tipo diadico maximais contidos eny . de tal forma que para
todo j € £, temos

1 .
Ar < w, :——"/ wla)du (z) < K Ag.
FS O T Q) Jo, I S R
E ainda, se r ¢ )} = U .5, temos w(z) < Ai. Tal familia existe por 11-1.4. Como

J€Jdy
Ak41 > Ax, cada @ k41 esta contido em @), para algum . Portanto, Dy C Dy Agora,
como g € absolutamente continua com respeito a o,
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1

Pl(Qi,k) Qi
1

Ha (Qf.k) QueNDyya

1
= > w(z)du,(x)
pi(Qix) Q, k41 CQix ¥ Drkt '

1
Z Akt (QJ’.IH-I)
#1(@{,}:) Q1 e+1C8k
Mg s (@ip N Diyr)
#1(Qik)

KA

[V

w(z)dpi ()

Y

w(z)dp ()

Assim,

#1(@5,!: N Dk+1) Ky
< .
i Qix) Akgl
Tomemos a seqiéncia (M) de forma que a = KjM\/iwpn < 1, isto &, Ay =
Kia ™1y, X = (Kja™1)*Xg. Entdo, de (b) temos que pa(Q:ir N Disq) < Bua(Qix)
e, somando sobre i, obtemos py(Dii1) < Bua(Dy), pois y» é absolutamente continua com
respeito a g, ja que duz(x) = w(z)dp,(z) e py € absolutamente continna com respeito a o.
Portanto, ue{Dy) < AFus(Do). Ainda, py(Dig1) < g1 (Di) e, assim, pq (D) £ of py(Do).
Isto implica que

A1 (kﬂ Dk) = lim py (D) = 0.

E dai, como w(z) < A; se & & Dy, temos

' tedy = w(x + 1 H'C
fQ wiz ) Il ) /Q\Du ( d! : + Z / k\Dk-H dpa )
= /Q\DU w(r)  wx)dy(r)+ Z /:Dk\Dk-i-l Ju{x ) dpq ()

< /\E/\Da r)dp (7)) + Z’\k+ / w(z)dpq ()

Di\Dgty

= Au2(@Q\ Do) + A5 Z (K o™ )ED (D Diyy)

k—O '

< % (.uz(Q\Do + 3 (Kt (Dk))
k=0

< 3 (k2@ Do) + (Kra ) 3o(Kia™ Bl Do) ).

k=0
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Tomando ¢ suficientemente pequeno, temos (K a~1)°8 < 1, e a série acima sera conver-
4]

gente. Se M = (K]a'l)EZ((h}a—l]’ﬁ)k e C = maz{l, M}, temos
k=0

/Q wiz)*edm(z) < M(ua(Q\ Do) + Mpua(Dy))
< A0 (AQ N\ Do) + p2(Do)) = Cwigﬂz(@)-
Assim,

Cw,

Q) o e @
= C(#—I(I-Q—)_/tgw(af)dm(x)) +E.

(d) = (a): Vamos super que (d) seja valido. Entéo, pela desigualdade de Holder aplicada
aw(z)e flz) =1, comp=1+cep = (1+¢)fe,se @ € A e Aé um subeconjunto
mensuravel de ¢}, temos

ﬁé—)Lw(I)H‘dM(m) <

pa(4) = [ wiekdm(a)

1
I

< (g7 [ vl din@) ™ (@ ()
< (g [ @) )m@ma)
- om@ (2™

o que demonstra (a) para 6 = - fr -

3.3. LEMA. Seja w € A,(A), para algum 1 € p < . Entdo. para todo 0 < o < 1.
existe 0 < f < 1 dependendo de a, tal que, se § € A, e A é um subconjunto mensuravel
de (), satisfazendo o{A) < ac(@). entdo w{A) < Fu(Q).

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema 2.3. w € A (A) é equivalente a
1 - y
—_— rdcr.:r.)w 5(_?] rYw(r)do(x),
Gy L fe @) w@) < [ s putadeta)
para toda funcdo mensurdvel f : S? — IR com f > 0, todo @ € A e alguma constante

¢ > 0. Seja, entdo, S C @ um subconjunto mensuravel, e tomemos f = xs. Entdo a
desigualdade acima se torna
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O'(S))p
— ] w(@) £ Cw(5).
(Zigy) @) < Cuis)
Tomando 5 = {) na desigualdade acima, obtemos (' > 1. Dado 0 < a < }. seja A C )
mensuravel tal que o{A) < ac(@), e lomemos § = @\ A, Entao —o(A)/0{Q) > ~a e
assim

(= aPol@) < (1—3{’5;)?’::;@)

@\ Ay
(____,U(Q) ) (@)
< C(w(Q) - w(A)).

Logo, w(A) < CHC — (1 — a)")w(Q), e o lema estd demonstrado para
B=CYC—(1—a))< 1.

3.4. COROLARIO. Seja w € A (A), para ] < p < o0. Entao existe ¢ > 0 dependendo
de p e da constante C(p,w), e existe K > 0, tais que, para todo @ € A,

e < A
wl(z) ™ do(x < ——— | w{z)do(z).
(5 Jprwterv<de) ™ < 25 [ wisidate)
DEMONSTRACAO. Se w € 4,(A), pelo Lema 3.3, dado 0 < a < 1, existe 0 < 8 < 1
tal que, se ¢ € A e A é um subconjunto mensurivel de (), satisfazendo o(A4) < ac(Q),
entao w{A) < fw(Q). Mas esta é a condigao (b) do Teorema 3.2 para ¢y = g e dyy, = wdo.
Portanto, por este mesmo teorema existe ¢ > 0 tal que, para todo {} € A, temos

(%@)/Qur(:x:')I'F“a’f;f(s‘r))ﬁ < J{;Q)/Qu-‘(f')dg(f)-

3.5. OBSERVACAO. A desigualdade do Coorolério 3.4 é chamada a Desicualdade de
Holder Inversa. pois a desigualdade oposta com A = 1 é um casc particular da desigual-
dade de Holder para as fungoes we f =1, p=1+cep =(1+4:2)/c.

"3.6. LEMA. (a) Sejam 1 < p < ¢ < o0. Entao A;(A) C A,(A) C A,(A).

(b) Seja 1 < p < 0. Entio w € A4,(A) se e somente se Wi € A(A), onde p' é o
expoente conjugado de p, isto é, p' = p/(p — 1).
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DEMONSTRACAO. (a): Basta usarmos o Teorema 2.3 ¢ observarmos que

(;(IESLH’(I)%dJ(I))Q‘] < (;&j}/@ EI‘!.T_}FE]TdO‘(J_))P'l < sgpc:-‘i“" w-l

A primeira desigualdade segue da desigualdade de Holder aplicada as fungoes w=1/00=1) ¢
f=lcomp=(g-1)(p-1)""'>1ef =(¢g— 1)Mg—p)'. Asegunda desigualdade
segue de:

(%Lw(y]ﬁda(m])pq < (0'—(](2_) /;g(sléptzss u‘{.r',}_])"lT‘da(‘T))p—l = sgpcs-q w™!

(b): Suponhamos que w € A,(A),1 < p < oc. Entao existe C' > 0 tal que

(g(]Q) ./Qw(x)da(m)) (;&j/éw(r)ﬁ_—_lfdo(m))p-l < C.

Como {p — 1)(p’ — 1) = 1, podemos reescrever a desigualdade acima como

(J(IQ).[Q )p_ld (3")) (G(]Q) /u u:(i.')dcr(.r.))‘g_—l < (T

e, da,

(ﬁéjkw(x)%da(x )( (Q]-/ P Ida( ))p’—l < P

=1
e, portanto, w1 € A,(A). A reciproca é inteiramente analoga.

3.7. COROLARIO. Se w € Ay (A) com 1 < p < oo, entao existe € > 0 tal que
w't® € A, (A).

DEMONSTRAGAO. Se p=1ew € AA), pelo Corolario 3.4 existeme > 0 ¢ K > 0,
tais que, se {) € A, temos

- K o 1te
U(Q) Y +Hdo(y) < (O’(Qs‘ w(y)doly J)

< K'Y (Mauo(r))te

K1+ehrr] +EUJ(:I‘-)]+5

I

para quase todo = € @, onde a iditima desigualdade segue do fato de w pertencer a
classe A;(A). Portanto, My(2'*+)(z) < Cw(z)'*e, para quase todo z € S? e, assim,
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wt e A (A)

Se p > 1, basta tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno (ver demonstragao (b) =
(d) do Teorema 3.2} de tal forma que valham as desigualdades:

1 / w(z) do(z) < (L/ w(:f)da(:z:})”re

o{Q) e o(Q) Jo
C
1 f3+e} C" 1 14
— | wir) P dofr) < ( w(x)do(x ) ,
gy Jp TR o) 5 (S fy wie Praete)
que seguem do Corolario 3.4 aplicado a funcao w e & fungao wieT , j4 que, pelo Lema 3.6,

como w € A,(A), temos gue wi" e Ap(A). Neste caso,

(L G o)
< (CiCyPTTRYE
pois w € Ay(A). Logo, u'*7 € A,(A).

3.8. TEOREMA. Se v € A,{A), com 1 < p < oo, entao existe algum ¢ < p tal que
w € A, (A), isto ¢, para todo p, 1 < p < oo, temos A,(A) = [ JA,(A

9<p
DEMONSTRAGAO. Seja w € 4,{A). Entio, se ¢ < p, 0 Lema 3.6 (a) nos garante
que A,(A) C AP(A) e, portanto, | J A,(A) C A,(A). Por outro lado, o Lema 3.6 (b) nos

g<p
=1

garante que w»' € A,. Assim, aplicando o Corolario 3.4 para o peso wr-T, encontramos
£ >0e C > 0 tais que. para todo @ € A, temos

(g(]Q}/Qn‘{r)“t;iiida(m))&; < 0((;2)41&:(1)3':—"11_d0(r).

Mas (1 + ¢)/(p— 1) > 1/ip — 1} implica que (1 +€)/{(p— 1) = 1/(¢g — 1) para algum
I <g<p Entao

(;%/Quﬁ.r;da(x')) (J(lQ)fw(:r);Tlidcr(:r))q_l =
! p-1

< Q)f o)) (g7 f,wie) HFdot@)
(st fp wevnte)om (g fy o) s
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Logo. w € A, (A) e, portanto, A,(A4) C | JA,(A), o que demonstra o teorema.
a<p

3.9. TEOREMA. Seja w um peso sobre 5% e seja 1 < p < oc. As seguintes condi¢oes
sa0 equivalenties:

(a) My é do tipo fraco (p,p) com respeito a w;

{b) Existe uma constante C 1al que, para toda fun¢do mensuravel e nao-negativa f :
82 = Retodo Q € A, temos

(U(IQ) /Qf(zf)da(_;r))pw(Q) < Céf(x)pw(x)do(x);

(c} w € A{A);
(d) Existe uma constante C tal que, para toda f € L?{S?) temos

L Maf(@)yuia)doa) < © [ | Fa) P u(e)do(2),
isto é, My é do tipo {p,p) com respeito a w.
DEMONSTRAGAQ. No Teorema 2.3 mostramos a equivaléncia entre (a), (b) e (c).
Pela Observagao 1.7 temos que (d} implica {a}. Para concluir a demonstragio do teo-
rema, basta mostrar que (¢} implica (d). Seja, entdo, w € A,(A). Como 1 < p < o0, pelo
Teorema 3.8 existe ¢ < p tal que w € Ay(A). Entao w ¢ do tipo fraco {g¢, ¢) com respeito
a w e, como My é do tipo fraco {oc. 20) com respeito a w (ver demonstracio do Corolério
2.5). o Teorema de Interpolagido de Marcinkiewicz nos da que 3y é do tipo (p.p) com

respeito a w, o gque nos fornece (d).

3.10. TEOREMA. Se¢ja w um peso e suponhamos que exista A > 0 tal que, para todos
i € Ak Qra1 € Argr com @ryy C Gk, temos w(@r) < Kw(Qis1). Sao equivalentes:

{a) w € A,{A) para algum 1 < p < 0;

(b} Existem 0 < o, < 1 tais que o{A} < ac(()} implica w{4) < Sw(Q) para todo
(€ Aetodo A C @ mensuravel;

(¢) Existem ¢ > 0 e C > 0 tais que, para todo @ € A,

(J—(]Q—)qu(x)lﬂda(f))]—i—: < 0'((2:)) jc;w(sc)dor(m);
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(d) we A (A).

DEMONSTRAGCAO. A implicacio (a) = (b) seguc pelo Lema 3.3, e (b) = (c) segue
do Corolario 3.4. As implicacGes (c ) (d) e {d) = (b) seguem diretamente do Teorema
3.2 quando consideramos dy; (z) = do(z) e dya(r) = w(x)do(x).

(b} = (a): Tomemos du;(z) = w{z)do(z) e duy = do(z) = w Y z)dpi{z). A condicao
(b} é a condigdo {c) do Teorema 3.2. Segue da hipdtese sobre w que podemos aplicar o
Teorema 3.2. Entao, por 3.2(d), existem n > () e K > 0 tais que, para todo elemento do

tipa diadico {J, temos

0 (5 L@ @) < oo [ o @ulE)de(
ha(@)
w(@

Entéo, se tomarmos p = (n+ 1)/7n e seu conjugado p’ = 5 + 1, aplicarmos a designaldade
de Holder as fungoes w™ e w™! com relag¢io a medida dy; = wdo e usarmos (1), teremos:

]
(@)

(2) wi(x)"”da(:s) =

57, wle) (o) () dotz)

< —(1—)( /. w(x)“’*"“—iudmn)”%( J ety g (m))%

(kg st )i

1 (I\O’ Q) )r“

a(Q)”
- K 11
w(@)"

Lembrando que p = (n+1)/n > 1, de (2 ) temos que

(s vt (g fy e =rate) <

isto €, w € Ay(A), para p > 1.
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3.11. TEOREMA. Seja w € A, (A} satisfazendo a seguinte condicao: existe A > 0
tal que, se Qx € Ar € Qryz € Arpy com Qpyy C Qr, temos w{@r) < Kw(Qry1). Entao
existem é > 0 e ' > 0 tais que, para todo Q € A e todo A C ¢} mensuréavel, temos

o< lo)

DEMONSTRACAO. Seja Q € A (A). Pelo Teorema 3.10 existem 0 < a, 8 < 1 tais
que ¢(A) < ac(Q) implica w({A4) < fw(Q) para todo @ € A e todo 4 C @ mensuravel.
Entéo, se tomarmos no Teorema 3.2 g2 = o, gty = w € o peso do enunciado deste teorema
igual a w™?, leremos, por 3.2(a), que existem constantes § > 0 e ' > 0 tais que

A <o(4)

para todo () € A e todo A C () mensuravel.

4. DESIGUALDADE PARA PESOS DA CLASSE DE
MUCKENHOUPT A4,(5?)

4.1. DEFINICAO. Seja w um peso e seja 1 < p < 0c. Dizemos que w é um peso na
classe de Muckenhoupt A,(S5?) (ou que w € A4,(S?)), se existe uma constante K {al que

(1) (G'(B;x,f]) fB;M w(“’)da("')) (B"EB_;W _ w(x)ﬁdo{?x)f_1 <K

para todo £ > 0 ez € §%. Se w € 4,(5%).1 < p < oc, denotaremos por K{p.w) a menor
constante K" que satisfaz (1).

4.2. DEFINIGAO. Seja [ € 1'(S?). Definimos os seguintes operadores maximais sobre
ANE

Mfir) = Sup—l—-*fB L fy) | doly)

50 0(B3(x.0)) Iz
M) = swp [ 11w) | dot),

onde o supremo é tomado sobre iodas as bolas B’ = Bj(i,{), com £ > 0.t € 52, tal que
x € Bi(t,{).
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4.3. LEMA. Para todo 1 < p < oo, loda f € L'(S?) e todo r € 5%, temos

(1) Ap(5?) C Ap(A);
(2) Maf(2) < 4x°M, f();
(3) M. f(z) < 4M f(z).

DEMONSTRAGAO. (1): Sejam 1 < p < 00 e w € A,(S?). Se Q € A, por 1-2.11(b),
existem { € Q e £ > 0 tais que Q@ C Bj({,£) e o(Bj(t,£)) < 4r?a(Q). Entao, por 4.1(1)

segue que

p—1

(d(_lQ) w :r)dcr(:t:)) (J w(a: = 1d0(:r)) <
1 1 =1

< U /B ’(t‘f)w(m)da(x)) (m /B RO da(m))

< (47r )TK (p,

Assim, w € A,(A) e, portanto, 4,(5%) C A,(A).

(2): Sejam f € L}(5%),2 € S? e @ € A tal que z € Q. Entao, pelo mesmo argumento
utilizado na demonstragio de (1), temos

] 471'2
0 /Q1f(y) 140) < S / oy 110 a7t
< 47 My f(r)

e, portanto, Myf(r) < 4x2M, f(x).

(3): Sejami £ > 0 et > 0. Se & € Bj(t,{), entao Bi(t, ) C Bj(x,2f). Portante, como
a(By{1.4)) = n{* e a(Bj(z,2¢)) = 4n(?, temos que o By(x.20)) = 40(Bi{,£}). Dai.

1 4
m_éw‘f}lﬂﬂdd) w](”ﬂL y) fdo(y) <4Mf(z)

e, portanto, M, f(z) < 4M f(zx).

4.4. TEOREMA., Seja w € A,(S8?),1 < p < co. Existe uma constante K, dependendo
somente de p e w, tal que, para toda f € L?(5?), temos
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1) LM i@ w@)de(z) < K [} 5(2) P w(a)ds(c).
DEMONSTRACAO. Sejam £ > 0 ez € §2. Por [-2.11 (c),existem Q) € Aeu € SO(3)
tais que Bi(z,?) C u(Q) e o(Q) < 11B;(x,f). Entao,

1 .
BT g W 1000 < o [ 1) oty

il .
z) | do(z)

< 11My(fo u)(_u'] (7).

Integrando ambos 0s membros da desigualdade acima sobre SO(3) e com respeito a medida
de Haar du, obtemos, para todo £ > 0,

———-—l -1
o(By(z,£)) /B;(z,f) W) [doly) <1 ,[30(3) My(f o ujfu™ {z))du
(2) Mf(z) <11 Ma(f o w)(u~ (z))du.

50(2)

Como w € A,(5?%), por 4.1(1} segue que w o u € A, S?) e, além disso,
K(p,wou) = K{p,w), para todo u € SO(3). De fato, se u € SO(3),2 € S% e £ > 0,
temos

<;(B—'L:_fﬁ [B' o w0 u(y)do(y]) (EEB—S(M Bt w o If('y);%lldg(y))p_l =

1 = -1
_( (Bilu(z),?)) Bgiu(rmw(y)dg(y))( (Bz(ul( SN ))/B{ut:)z)u(y)wdg{y))

< K{p.w).

Entao. pelo Teorema de Fubini, pela desigualdade de Jensen aplicada a fungao convexa
¢(t) = 17, por (2), pelo Lema 4.3(a). pelo Teorema 3.9 e pelo fato de que a medida de
Lebesgue do( ') € invariante por rotagdo sobre §?%, segue que

A

fs2 (11 s0) Ma(f oud(u™ )du) w(z)do{x)
1IPL2 /SO(B)(Md(f0”)(U_](3)))pdu w(z)do(z)

[ (M@)o ()

VA



= [ [ Ml o )P o uly)do(a)do
< (3'11"’-/;0(3)/52 | fou(y) |P wouly)do(y)du
_ cmfso(s) /S | fou(uN(z)) 7 w(z)do(r)dx
- C]l”[sz | f(z) IP w(z)dalz).

Fazendo K = (117, temos que K é uma constante que sé depende de p e de . o que
conclui a demonstracao do teorema.
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CAPITULO IV

O ESPACO BMO

Um dos objetivos principais deste capitulo é demonstrar a desigualdade de
Fefferman-Stein, com pesos da classe A, de Muckenhoupt, entre o operador maximal
de Hardy-Littlewood e o operador maximal sharp. Outro ohjetivo ¢ obter um teorema de
interpolacao do tipo Marcinkiewicz-Riviere envolvendo o espaco BM (. Ambos os resul-
tados sdo Importantes no estudo de operadores integrais singulares. A desigualdade de
Fefferman-Stein no caso mais geral da esfera S™,n > 1. foi demonstrado por Tozoni em

21].

Na primeira se¢io definimos o operador maximal sharp do tipo diddico e demons-

tramos algumas de suas propriedades basicas.

Na segunda secdo definimos o espago BM(,; a partir das defini¢oes dadas na
primeira secao e demonstramos algumas propriedades deste espaco.

Na terceira segdo demonstramos a desigualdade de Fefferman-Stein, com pesos
da classe Ay (A). entre o operador maximal do tipo diadico definido no Capitule Il e o
operador maximal sharp do tipo diadico.

O operador maximal sharp do tipo diddico e o espaco B3y sao estudados na
Teoria dos Martingais (ver Neveu [14] e Garsia [11]}, e sao analogos ao operador maximal
sharp diadico e ao espago BM O (diddico) estudados eur Anélise { ver Schipp- Wade-Simon
[17]). As demonstracoes apresenladas nas trés primeiras secoes seguem as idéias do caso
nao-diadico, que podem ser encontradas em (arcia-('uerva ¢ Rubio de Francia [10].

A quarta segao traz resultados analogos aos da terceira seg¢io, e tem como resul-

tado principal a desigualdade de Fefferman-Stein para operadores maximais nao-diadicos.
A técmica utilizada nesta segdo é a mesma apresentada na quarta seqao do Capiiulo 111
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Na quinta secao estudamos o espaco BMO. Esta secio traz como resultado
principal o Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz-Riviere para operadores lineares
definidos em L2%{S5?).

1. A FUNCAO MAXIMAL SHARP DO TIPO DIADICO

1.1. DEFINICAO. Seja e LY(S%). Dado r € S2, definimos a fungiao maximal sharp
do tipo diadico, por

Md flfj—sup

1EQ

/ | f(y) — Jo | dely)

onde fo = == [ Fw)dals)

1.2. TEOREMA. Se f € L'(5%), entao:

y) - aldo( )<2M flxy;

(1) M¥f(z) <

z(—:feﬂe
Qe

2) ME(L 1 () < 2MF o)
(3) M¥f(z) < 2Maf(x).

DEMONSTRAGAO. A segunda desigualdade de (1) ¢ trivial. Para demonstrarmos a
primeira. observamos que, para todo a € IR e ) € A, temos

i [ 1) = o ldoty < () - a| doly)+ | fo—a|

y)—alda(y)+ lg—f@—)‘é(ﬂy) — ajdo{y)

9
;@/Q | f(y) —a| doly).

[ A

Disso, segue que

| ) 1
0y Jo 1T = Jaldoty) < 2inf o [ 1 7ly) | dofy)
1
< 2?;‘2.);“12 J(Q)L|f(y)_“|dg(y)
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o gue demoustra (1).

Agora, por {1}, temos

MEQSDE) < zsopind oo [ fa) | —a | dofy)

:eQﬂE a ) Q
Qe

e A
C:SEQ

< 2sup /|f ~ fo ldo(y) = 2M¥ f(2).
rEQ

o que demonstra (2).

Finalmente,

MES) = o i 110~ fe 1 doty)

A

sup

req 0'
Qed

i .| 1) oty + wp | fo 1< 2Maf ()

QEA

o que demonsira {3).

1.3. TEOREMA. Seja [ € L}(5%). Se f é constante g.s., entao Mff(:r-) = para todo
r € §2. Se M¥ f(r) = 0 para algum = € S entio f é constante q.s.

DEMONSTRACAO. Suponhamos, inicialmente, f(y) = ¢ q.s., onde ¢ é uma constante.
Entao. se () € A, temos

1
Jo= ;@/@f(y)d”(y) =c

Portanto.

MEI) = swpes [ 15(0) ~ fa | doty)

:‘EQ
ge

_ ¢ | dof
sup gy o el
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Reciprocamente, suponhamos que M} f(z) = 0 para algum z € S%. Entio, se Q € A ¢
r € ), temos

0= [ V@) ~Jo ldow) = [ | 7xelw) ~ farely) | doty).

Portanto, f(y)xo(y) = foxo(y) q.s. Como esta igualdade vale para todo ¢ € A que
contémn z, em particular vale para Qo = S2. Dai, segue que f(y) = fg, 4.5, €, assim, [ ¢
constante q.s.

2. O ESPACO BMO,

2.1. DEFINICAO. Seja w um peso sobre S2. O espaco BMO4(w) é formado pe-
las funcoes [ € L'(S?) tais que M¥f € L(8%). Se f € BMQOu(w), definimos
H.fHBf\‘!Od{ur) = HMff“oo,w

2.2. OBSERVAGAO. Dado um peso w, como w(E) = /w(:r)dc(:r) para todo sub-
E

conjunto mensuravel E C 8%, temos que w(F) = 0 se e somente se o(£) = 0. Portanto,
s¢ definirmos o espago BMOy como sendo o conjunto das fun¢des [ € L1{5?) tais que
M¥ e 1=(5?), e definirmos ||f||zmo, = ||Mffl|oc, teremos que os espacos BMQ, e
BMO4(w) coincidem e || fllspo, = ||fllBmogw). Portanto, nos enunciados e demons-
tragoes dos resultados que daremos a seguir envolvendo os espagos BMQy(w), bastard
considerar o caso w = 1 e, portanto, omitiremos o peso w.

2.3. LEMA. A aplicagdo f — ||f||Bro, é uma semi-norma em BMO; e || flispo, =0
se, e somente se, f é constante.

DEMONSTRACAO. E claro que || fiiparo, 2 0 para todo f € BMOy. Agora, se
A€ R e fe BMOy, temos

1
(Mo = a7 [ON@)de(x) = Mo
Portanto,
MEONE) = s U(Q f | (M)(w) ~ (Mg | doy)
= s [ 1)~ fo | doty)

a0



= o)
A M ().

/Q | (y) = fo | doly)

Conseqiientemente,

A lsao, = IMFAN e = | I3 ME oo = X TIME S =IX 1 ll300,.

Por outro lado, se f,g € BMOy, como (f + ¢)g = fo + g, temos. para todo @ € A,

| (fly)+9(w)—(F+g)o | <1 f—Ffol+lolyr—90|.

Portanto,
# = u 1 { — o
I+ = L1 U + o)~ +g)e | doty)
1
SUP — - — go Ndo
< o L{70) = Fa 1+ 1 otv) = g Diaty)
= M7 f(z)+ M} g(x).
Assim,
IS +9lsro, = IMI(f+g)le
< |MFSf+ MEg|.
< IMF flloe + 14T gl
= |{[fliamo, + ligllBmo,-
Logo, || - |lema, ¢ uma semi-norma sobre BMO,.

Agora, se [ é constante, pelo Teorema 1.3 temos ue M'ff(:r) = [} para todo r €
52, Portanto. || fllpmo, = ”!lfff“.x, = 0. Reciprocamente, se || fi gpo, = ||Mff||m =,
entao ﬁffff{f) = ( q.5. e, assim, o Teorema 1.3 nos garante que f deve ser constante.

2.4, OBSERVAQAO. A aplicacao f — || fllsmo, € apenas uma semi-norma em BM Q.
Consideraremos, entao, BM ()4 como o espaco quociente em relacao as funcoes constantes

e, assim, pelo Lema 2.3, a aplicagdo f — || flisao, passara a ser uma norma em BMOy.

2.5. TEOREMA. O espaco BMQO, é um espago de Banach.
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DEMONSTRACAO. Seja (f;) uma seqiiéncia de Cauchy em BM Qs Entao, dado
€ > 0, existe N € IV tal que, se 1,7 > N, temos

£

(1) i — fillemo, < 5

Entéo, para todo @ € A, se i,7 > N, por (1), temos

? U(IQJHU"_ (fe) =i —e)lh =
1 -
= U(Q) /;2 | (f;(:r) —f;(.’rr) —(f‘- _fj)Q]dO'(.: < .

Logo, (f;—(f;)q) é uma seqiiéncia de Cauchy em L1(5?), para todo @ € A. Em particular,
{f; — (f;)o) é uma seqiiéncia de Cauchy em L'(S?), para ¢ = S§*. Portanto. como L'{5?%)
é completo, existe g € L'(9?) tal que (f; — (f;)s2) converge para g em L1(S?%). Agora,
como estamos trabalbando com fungoes médulo constantes, podemos assumir (f;)s: = 0.
para todo j. Dal, f; converge para g em L'(S?). Mas, para todo @ € A. pela convergéncia
em L'{(5?), temos

. 1 1
([0 = @/ij(:r)da(;r) o (—T@/Qg(sr)do(.r) = ¢y

quando j — oo. Portanto, para todo (J € A, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
temos que (f; — (f;)g)xq converge para {g — gg)xo em L}(S?). Entao, fazendo 7 tender
a infinito em (2), temos

£

%j”(fz —{(felxe —{g —golxell £ 5 < =,

para todo @ € Ae7> N. Logo, set > N,

o — fillprro, = wpg(}@fq | (g(x) = fila)) — (¢ — filg | doia} < &

Portanto. f; — g em BMQO,. quando j — oc. Resta mostrar que ¢ € BMO,. Para isto.

observaimnos que

lgllBaro, € g = InliBaro, + |Inllemo, < €+ {fnlipuwo, < .

pois fx € BMOy. Logo, ¢ € BMOy, e BM(Qy € um espago de Banach.

2.6. TEOREMA . Se w € A,(A). isto é, se Myw(z) < Cw(z) y.s., entée log w estd em
BMOQO,.
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DEMONSTRACAO. Seja ¢ = log w, isto é, w = ¢*. Como w € Ai{A), temos, para
todo () € A,

1
o(@)

para quase todo x € €, ou, equivalentemente.

f (;'f’(r"drr(:r) < C("‘ﬁ{r):
Q

1
( Q)f ed’(r)da(.‘c))supf,ss(f:_‘f’{r)] < (' q.s..
Q

o rEQ
Agora,

(1) supess(ﬁ“’{‘("])

reQ
De fato, seja k = ig(gess #(z). Entéo k < o{r) g.s. em Q. Dal, ™" > 7% q.s. em Q.

= f_.rp(—gg(gess d(x)).

Se M = sup ess(c;é(x]), afirmamos que M = ¢~*. Com efeito, é verdade que M < e~*,
Tel)
Vamos supor, entdo, que M < e~*. Como Af > 0, existe &’ > k tal que M = ¢~ * . Entdo

e % > 795 5. em Q. Disso segue que ¥ < ¢(z), q.s. em Q. o que contraria o fato
que k = infess ¢(x). Logo, M = supess(e ™)) = ¢ %, 0 que demonstra (1).
TEQ TeQ

Pela desigualdade de Jensen aplicada a funcao convexa ¢(x) = €7, temos

2) cwploo) = cap( [ #e) 7)) < =5 [ Ho(a).

Entao, de (1) e (2), temos

[f““mda(r) supess(e *FN < €.
g

exp(dglerp{—infess o(x)) <
reQ 7€Q

().
Disso segue que existe A = log (' tal que

do — infesnie?T) < R
e rEQ) ) -

Logo,
| ola) — ¢ | < (olx) - nfess ofz)) + (¢ — infcss 9(2)) gs.

Integrando ambos os membros da desigualdade acima sobre (. temos

1
o(@)

/Q | $(x) — do | dole) < g(qu ~ infess ¢(I)) < 2K
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E, dai, Hﬂ-ff(fug ||« £ 2K. Portanto, log w € BMO,.

2.7. OBSERVACGAOQ. Sc ¢ e b sio niimeros reais nao-negativos e se 3 < v < 1. temos
que {a + b)7 < @” + &, Para vermos isto, basta considerarmos a fungao ¢ : K, — IR
definida por g{z} = (¢ +r)"—a” —2". Entao, temos que ¢'(z) = v{(a+ 2)"7! =277 €0,
pois @ e x sao nao-negativos e 0 < 4 < 1. Dai segue que g é uma func¢do nao-crescente
e, como ¢{0) = 0. temos que g(x) < 0 para todo ¢ > 0. Logo, (a + &)* < ¢” + 2 para
a>l, r20el < <1

2.8. DEFINICAQ. Scja j+ uma medida de Borel positiva sobre S?. Definimos, para
todo r € 52, o operador maximal do tipo diddico

1
Md;j.(.r) = E%c?o(@]/qd#(x)

2.9. OBSERVACAO. Se it é uma medida de Borel positiva, entao, dado ¢ > 0, temos

: 1 .
o({r € 8% Mau(z) > 1)) < ?/52 du(r).
A demonstragdo deste fato é inteiramente analoga & demonstracao de 11-1.4.

2.10. TEOREMA. Seja g uma medida de Borel positiva tal que Myu(z) < oo para
quase todo z € 52, e seja 0 < v < 1. Entdo a funcao w(z) = (Msu(z))" é um peso da
classe Ai(A). onde a constante C(1,w) depende somente de ~.

DEMONSTRACAO. Fixemos um elemento do tipo diddico @ € Ax. Mostraremos que

1 -
e /Q wlz)do(z) < Cw(z).

para quase todo r € 4, com (7 independente de Q.

Seja @ € A4y tal que Q C Q. Vamos decompor a medida i da seguinte forma:
p= gy + ja. onde g {AY = p(ADN @) para todo subconjunto mensurdvel A de S%, ou
seja, i1 é a restricao de ¢ a Q. Entao. Mau < Myus + Mapiz. Pela Observagio 2.7. temos
que (Mau)" < (M) + (Map,). Entdo basta mostrar que as médias de {(Mypq)? e
de (Mgpuz)" sobre {J sao ambas limitadas por Cw(r}, para quase todo ¢ € (J. com C
dependendo somente de . Vamos analisar as estimativas para as médias de (Myp)" e
de {Mgyp7)" separadamente. Para todo R > 0, utilizando a Observagao 2.9 e o resultado
1 do Apéndice, temos
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1 1 "
Gy Jo Mm@ Pdeta) = S "0 al{e € Q: Man(a) > )

= g(lca) (/oﬂﬂ“-'"‘a({x € Q: Maps(z) > t))dt

+ /; W o({x € Q: Map () > f})df-)

< G(]Q) (/UR 7‘i"“a(Q)df+/: ! G /S dm(w)))dt

- (o + (%) [:vf"‘zdf)

(@)
_ p{S* !
= Bt o=y

_ m‘(l +-1j—,}}%(9%)

Tomando R = #(Q)/c(Q), e lembrando que o{Q) < 80(Q), temos que

2y (2
1 8— ~ (igg;)w

< C(Map(z))

= Cuw(z).

1A

1
ey | (Mapis (@))dor(z)

para quase todo z € @, onde C' = 8Y/(1 — 4).

Agora. basta obter uma estimativa para a média de (Myu2)” sobre . Para isto
usaremos o fato que. para quase todos 2,y € . temos Myus(z) = Mapa(y). Na verdade,
se B = |} AQ, temos que Mypuz(x) = Myuz(y) para todos =,y € @\ B. De fato, seja

QcA
€ Q\ Beseja ) € Alal que r € . Entao. podemos ter Q' C Q ou Q'N(52\Q) # ¢.
Se Q' C Q. temos que (@) = 0. Se Q' N(S*\ Q) # ¢, como z € Q\ B, temos que
@ C @’. Portanto,

M) = 8 155

[alalay

e, assim, Myps(2) = Maps(y), para quase todos z,y € ¢, ja que o(B) = 0. Logo, para
quase todo r € (J, temos



1
a(Q).

o que demonstra que a média de (Myp2(7))? é menor ou igual a Cw(z), para (' =1 e
para quase todo z € Q.

[Q(Mdﬂ-z(?f))"da(y) = (Mapo(2)) < (Map{2))" = w(x),

2.11. OBSERVACAO. L>=(5?) C BMOy,. De fato, se [ € L=(82), existe C > 0 tal
que | f(x) [€£C qs. e, pelo Teorema 1.2(3), temos

MEf(e) < 2Mf(a)

1
= %2su do
) /Q | f(y) | do(y)
]
su Cldo = 2(.
: Qszgf’@)f‘? =

Logo, MY f € L=(5?), isto é, f € BMO,.

2.12. EXEMPLO. Seja 63 a medida de Dirac concentrada em 1 = {1,0,0), sobre os
borelianos de 52, jsto é, 65(B) = 1,se 1 € Be §3(B) =0,se 1 ¢ B. Parak > 2 ¢
j € {1.,2,3,4}, denotamos Gf =If x I, Qf = {g(Gf) e By = Qf NQENQEN QL. Como
B;. é uma bola em 5% centrada em 1, existe £, > 0 tal que By = By(1,£,). Temos que

—kt1,

2
J(Qf) = C’(gl(ff))/Ik senbdf; = gfo senbydé,
= %(1 — €08 Q*k“m—).

Assim,
o(By) = -40((Qj‘) — 7(2 = 2c0s 27F 113,
o(By) = o(Bi1,6)) =6

e, portanto, fx = (2 — 2cos 2717 )/% para k > 2. Tomando Q] = §2 e {; = 2, temos
que o(Q)) =8 J(Qf) Se | 1 —a13< 4y, temos

Myba(z) = sup M

TEQ O'(Q)

Qe

o6



;-:El.‘;?_;r J(Q‘;‘]
k>7
1
= sup
M—z]a £y U(ij
E>7
4
= sup T
-z |4y ™ k
Ep?

Suponhamos fry <| 1 —z [3< {k. k > 2. Enlao

4
fi = _U(Q_];) < 80(@?“] = 86%4—1
Assim,
S 1 1
G5 11-af ™ &
¢ dal
2 My(6a)(0) = s = o
Z7 001 . —_ W’}Tf'f_ - fﬁ
S 1
(1 -}
L, 174
T4 4Axe
= _’_—;n.fd(an)(x).
Suponhamos, agora, {4 = V2 <I 1 — 1 [a< £ = 2. Entao
1 S 1 N 1_
27 |1 —a]3 4
Logo,
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2nMg{én){z) = — =

= xMy(éx)(a).

Portanto, podemos concluir que, para qualquer r € §%,

(0 M) € ==

=B

< 2eMalégia).
Seja 0 < v < 1 eseja wy(z) =| 1 —z |37,z € S Pelo Teorema 2.10 temnos que
(Ma(64))" € A;{A) e, assim, segue por (1) que w, € A;(A). Entao, pelo Teorema 2.6,

temos que f,(z) = log w,(z) estd em BMOy. Porém, f, nao esta em L*(5?), pois nao é
limitada. Logo. L-“‘(Sz)gBMOd.

3. A DESIGUALQADE DE FEFFERMAN-STEIN PARA OPERADORES
MAXIMAIS DIADICOS

3.1. TEOREMA. Seja 0 < pp < 0. Entédo, para todo po £ p < oc, existe uma
constante Cy, dependendo somente de p, tal que, se f € L1{5?%) é tal que M,f € LP(S5?),
entao

LQ(Mdj'(m))”dcr(m) <G, -[82(1’14?‘{(.?))"(10'(3’).

DEMONSTRACAO. Usaremos aqui as mesmas notacoes utilizadas na demonstragio
de 11-1.4. Como My(| f |) = Maf € Mfﬂ < Qﬂ/]ff. podemos supor f > 0. Dado
i > 0, denotaremos

Ef = {.T € SQ : j’ﬂdf(.}") = f}

e
Fi={reS?* MIflr)>1}

Como em 1I-1.4., seja {Q;};es, a familia de elementos do tipo diadico maximais tal que,
para todo j,

(1) t < (v)do(z) < 8

1
o (@) Q.
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e tal que f(z) <1 para quase todo 2 ¢ { J Q. Se 0 <t < sej€.J, entio Jo,, >s>1
€4,
e, portanto, existe k € J; tal que @5, C Q. Fixemos £ > 0, A > 0, jg € Jy—4, € seja

QU = Qjo,z-”. Efnt;é,O

4 1 i
‘2_4 < gl (o) JQo f(y)dJ(U) - fQo <3

2
Existem duas possibilidades:

(2)

o = [";/_.4 ou (o¢ Ff{A-

No primeiro caso,

(3) Y. Qi) < a(Qo) < a(Fya).

‘[..?::Q;.ICQC'}

No segundo caso,

1 1
() SGa) Jo 17) = fos 1 dotn) < 7.
Assim, por (1), (2) e (4)
i i
(5) = > 0@ = Y (to(Qi0) - §U(Q5.t)]
{542, CQu} {5:Q;tCQo}
< Yo (to(Q;4) — f@.0(Q4))
{7:Q;.:CQc}
< > fly)do(y) — fo,o(Q;4)
{3:Q,.4CQ0} (‘/Qj‘t ¢ )
< | fly) — foo | daly)
{.}.:QJ-;:QD} /Q'?': ! ¢ /
< th_ | [{y) = foo | do(y)
< %J(Qo‘}.

Somando sobre todos os Qs pos«iveis. por (3} e (3). temos:

[y

© S 0(Qu) S olFya + 5 X o(@easd)

e keJQ—“};

Portanto, por Il-1.4 e por {6), temos
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- 2
(V) o(B) =Y (@) So(Fya)+ 0 (E2=st).

€T,
Se fizermos a(t) = o(£;), de (7), teremos

[}

2
(8) all) < o(Fya) + Zﬂf(?_df)-
Agora. dado N > 0, temos

N
Iy = f pfp_](}'(f)df
0
N
ppalj\m—m/ P(}fpuo.f(t)df
0
< pgt VR [ (Muf(2)Pdo(e) < >,
SZ

ja que. por hipotese, Myf € LP(S?). De (8), temos

A

N
I = pi?’”a'(t)d't

[}
N

< / ptP o (Fya) + ]pﬂ’l-" )di
o}

4p+l  p27N )

- / o (Fyadt+ —— [ pta(t)de
N C

< A pi.p‘la(ﬂm)dt%—zf;\;,

onde (" = 2+ Tomando A = 2C, ¢ fazendo N — ¢ em ambos os membros da
desigualdade acima, obtemos

f ptP o d!<‘7/ piF” G(Ft“)(h‘

e. entav. pelo resultado 1 do Apéndice, temos

f(Mdf Ydo(x) = fowpfp_lo(()di
2 [ oyl

= 2A7 /m pt* Vo (Fp)dt
0

[

— 2P+IC’°[0wpzf"1g(ﬂ)df,
= ¥ 1(2))do(z
= G [ (MFf(x)Pdo(e),
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onde (), = 2°7+2,

3.2. TEOREMA. Seja w um peso tal que w € A, (4), € seja 0 < py < occ. Eniao, para
todo py < p < oo, existe uma constante C), ., dependendo somente de p e w, tal que, sc
J € L'(S8?) é tal que Myf € LP(5?%), entao

[ (Maf @)V wle)dor(e) € Coe [ (MES(2) ulr)do(z).

DEMONSTRACAO. A demonstracao deste teorema é uma repeticio do argumento
usado na demonstracae do teorema anlerior. Assim, consideraremos como no Teorema
3.1 a familia de elementos maximais {Q;:},es. Dado t > 0, fixemos Qp = ¢, 2-4 €
tomemos A > 0. Procedemos como em 3.1. Entao, obtemos 3.1(5}:

2
Z o(Q;0) < ZU(QG)—
{7€J1:Q, +CCQo}

Usando o fato que w € Ax{A), concluimos da definicio da classe A, {A) que existem
§>0eC >0 tais que, se @ € Ae B é um subconjunto mensuravel de @, entdo

<o)

Tomemos, em particular, B= || @;: Entdo, por 3.1(5), temos
Q;,tCQO

Qis) _ w(B)
Z w(Qo) B w(o)

{7€d:Q,.:CQa}
B &
°(Fan)

_ c( > J((%"L‘:)))ﬁg(-‘(%)s,

(jedi:@,,cQa} 7

[ A

isto ¢,

Z w(Q;r) < C(%) é“’(QD)‘

{7eJ1:Q,;.:CQ0}

Somando sobre todos os possivels (ys, obtemos

&
S wlQs) S w(Fu) +0(3) T wlQuam)

i€ ked, .,
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Como M, f € LP(8?), podemos mosirar, como na demonstracao do Teorema 3.1, que

N
Iv :/ Pt Vw( E)dt < o0,
0

para todo N > 0. Agora, a demonstragao continua praticamente a mesma do teorema
anterior. Basta trocar a medida o pela medida w.

3.3. DEFINICAO. Seja T um operador linear definido em L™(S?) com valores no
conjunto das fungoes mensurdveis de $? em JR. Dizemos que 7" é do tipo (L™(5?), BMO,)
se existe uma constante ' > 0 tal que

17 fllsmos < Cliflloo

para toda f € L“’(Sz).

3.4. TEOREMA. Seja w um peso da classe A,(A), e seja T um operador linear de
L*{5%) no conjunto das fun¢des mensurdveis de 5% em IR, do tipo (r,r) com respeito a
w, para algum 1 < v < oo, e do tipo (L*(5?), BMOy). Entao T é do tipo {p, p) com
respeito a w para todo r < p < oo,

DEMONSTRAGCAO. Como T ¢ um operador do tipo (r,r) com respeito a , do tipo
(L>(5?%), BMOy), e por I11-3.9 existe uma constante C tal que, para todas f,g € L>=(5?),

temos:

Mgl < Clgll
”T-f“T,l(' S C“f”r,wﬁ
1T fllBaos < CYf|ec-
Logo, por 1.2(3), temos que
WME o) e = [IMETL)s
< 2 Ma(T )l
< 20T [l
< 207 |

[MF o T)flloe = IMF(TH)llee = T f 83104 < Cllf Nl

62



para toda f € L*=(5?%), isto é, o operador Mf o7 é do tipo (r,r) com respeito a w e do
tipo (o0, 00) €, portanto, do tipo (o0, 00) com respeito a w, pela Observagac 2.2.

Como Mf o T" é um operador sublinear de L2(5%) = L>*(5%) nu conjunto das
fungoes mensurdveis de 5% em IR, dos tipos (r,7) e (oc,oc) com respeito a w, entac o
Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz permite-nos concluir que, para todo r < p <
oo, existc uma constante I, ., dependendo somente de p e w, tal que

IM* o T(F)lw < Dyl fllpes

para toda f € L%(5?).
Por outro lado, para toda f € LS(S5?), temos

VMa(T Filfer € CIT fllrw € C¥f|rw < 05

Logo. por 11-1.9(2) e pelo Teorema 3.2., temos

1T fllpe < IMAT lpgo < CoolMFT Nlipar < Coaa Dpel o

para toda f € L2(8?%), isto é, T é do tipo (p,p) com respeito a .

4. A FUNCAO MAXIMAL SHARP E A DESIGUALDADE DE
FEFFERMAN-STEIN

4.1. DEFINICAO. Seja f € L'(S?%). As funcbes maximais sharp M#*(f) e _’\ff(f) 840

definidas para = € 5%, por

: 1 .
M*(f)(x) = sup 5y | JW) = iz | doty)

es0 (B, £

ME(f)(x) = sup

W B e i fly) = fo | daly).

onde o supremo é tomadeo sobre todos os B’ = Bj(1,f), com { > 0 et € 57 tais que
x € By{1,0). [y denota a média de f sobre a bola I;(x,£). isto é,

1
IBiz.0) = m/&(m fly)doly).

4.2. LEMA. Scja f € L}(S?)}. Entao, para todo z € 5%,
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MFf(z) < 8M* f(z).

DEMONSTRAQJ&O. Seja € > 0 esejat € Byixnf). Sex e Byl £), enlao By{1,£) C
B (x,2€}. Portanto, o{ Bj{x,2{)) = 40(Bi(t,{)). Logo.

1 i
T oy | /00~ Ty Lty

1

=SB 0) Jnyen | 1) = Jeciran [ do()t | Toyran = fayien |
)

=m B (L) | fly )_fn{xznldo(y
1 doiy 1 / y

+| Byt 0) Joyen) IBy(z20doty) — —————(B 7.6 Jorien fly)do(y)
2

- J(Bé(f,f)) Bi(1.4) ‘ f(y) - fB;E:r 26) | dU(UJ

< ot [ ()~ Srygean | doly)

= o (By(z, 26)) Jeyen y BS(r,20) i

< 8M* f(z).

Portanto, M¥ f(z) < 8M#* f(z).

4.3. LEMA. Seja f € L'(5?%). Entéo, para todo x € 5, temos
MY f(z) < 8n°MF f(a).

DEMONSTRACAO. Dado Q € A, por L-2.11.(h). existem t € Q e £ > 0 tais que
Q C By(t,6) e o(By(1,£)) < 47%0(Q). Entao,

—1@3/ |f(y)~foido(y)<

() = foune | doly) fH(rr}—fQ]

— feyn | do( Q / FBynyd U—Q)/Qf(y)ffv(y)'
< ﬁ]q | f{y) — fryy | do(y)

g2
S J(BE(L}.P]) /B.:,(i,f) | f(y) - fBé{t,f} | dJ(y}

< 8e*M¥ f(z).
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Logo, M¥ f{z) < 8207 ().

4.4. TEOREMA. Sejam 0 < pp < 00 ¢ w € A,(S?) para algum 1 < ¢ < oo. Enlao,
para todo pp < p < x, existe uma constante /., dependendo somente de p e w, tal
que, se [ € L1(S%) satisfaz M f € LP(S?), entio

ur

/gz('”'f['r)) w{x)do(r) < ]\pw/ (M* f(2))Pw(x)do{x).
DEMONSTRACAOQ. Fixemos py < p < 00, € seja f € L'(5?) tal que Mf € LPa(5?).
J =

Agora, pela definicao de peso da classe 4,(S?), temos que wo u € A,(S?} e K{q,w
K{g,wou), para tode v € SO(3). Poriantoq por I11-4.3. temos que wo u € A,(A) e

1 1 1 7-1
1 ( "0 d)( Jo."qudcr) < (4x P K (q, w),
(1) J(Q)fQu u do J(Q)]Q(u ) (47*)? K (q,w)
para todo v € SO(3) e todo @ € A. Como M(f ou){u"'zr) = Mf{r). temos que

@) M ouin)eoua)dele) = [ (M(fouw)w ey w(a)dola)
= fs2(Mf(m))Pﬂw(x)dg(a~.) < 0.

Assim, por (1), (2) e pelo Teorema 3.2., temos que existe uma constante C,,,, dependendo
somente de p e w, tal que

®) [ (Ml ow)a)ywo ulr)do(x) € Cpu [ (MF(S ou)(a)Vw o ua)do(z).

Por 11i-4.4(2), temos

(4) M) < 11/ M f o u)(u~tr)du.
Portanto, por 4.2, 4.3, {3}, (4). pela I.)emgualda.de de Jensen e pelo Teorema de Fubini.
temos

/S (M f(2)Pwlr)dols) <

1A

-[S? (11 /30(3} Ma(fo “')(”‘13')‘1“)?”’(1‘)1510(1?)
(5) < 11”/50[3) 52(Md(f o u)(z)) w o u(zr)do(x)du
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Agora, temos

e, assin,

1

P #(f ou)(z))Pw o u(z)duda(x
< WG [ [ (ME(S 0w o uw)dudo(s)
< [8#2)"1]‘”0;;@‘[90(3] /SZ(MI#(_{ou)(11"1:r))pw(a")do(.r]du
< S(8YF1IPC,., [5 e [5 (MA(f o u)(u™ a)Pw(a)do(z)du.

que

1
(FoWnrn) = SoGrmie g fovuorsy J(9)5)

- o Bz, 1)) -/B’(x,f) fz)do(z)

o{By(u=lz,

Portanto,

(6)

Logo. de (3) e

- fB;,(m £
0) /Bg(n—lx,;} | (Jou)(y) — (Fou)pu-tag | do(y) =
1
— m[ﬁ"(l‘,f] | fly) — fei(z0) | doly).

M*E(fou){ulz) = M* f(2).

(6) obtemos o resultado desejado.

5. O ESPACO BMO

5.1. DEFINICAO. Seja w um peso. O espago BMO{w) ¢é formado pelas funcoes
£ e L1(S?) tais que M#*f € L=(S8?). Se f € BMO(w), entao definimos i f]lBraroqy =

| Ar# {“mu

Observemos que, dado um peso w, como w{E) = /Fw(m)d-g(:r) para todo subcon-

junto mensurdvel E C 57, temos que w(E) =0 sc e somente sc o(E) = 0. Portanto, se
definirmos o espago BMO como sendo o conjunto formado pelas fungoes f € L'(5?) tais
que M# f ¢ L=(5?), e definirmos || f||mo = | M# f||s, teremos que os espacos BM O(w)
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e BMQO coincidem.

5.2. OBSERVAQAO. A aplicacdo [ w ||fllemo é uma semi-norma em BMO, e
| fllsmo = 0 se e somente se f é constante. A demonstracdo é idéntica a do Lema 2.2
deste capitulo. Por isso a omitiremos aqui. Consideraremos, a partir de agora, BMO
como sendo o espago quociente em relagao as fungoes constantes e, assim, a aplicagéo
f— ||fllsmo passara a ser uma norma em BMO.

5.3. DEFINIQAO. Seja. T um operador linear definide em L*®°(S5?) com valores no
conjunto das fungdes mensuraveis de S? em . Diremos que 7' ¢ do tipo (L°°(5?), BMO)
se existir uma constante ¢ > 0 tal que

|7 flizmo < Cf| flleos

para toda f € L>(5?%).

5.4. TEOREMA. Seja w um peso da classe A,(5?), e seja T um operador linear definido
em L*(S5?) com valores no conjunto das fungdes mensurdveis de S* em IR, do tipo (r.r)
com respeito a w, para algum 1 < r < oc. e do tipo (L>=(5?), BMO). Entao T é do tipo
(p,p} com respeito a w, para todo r < p < 2¢.

DEMONSTRACAO. Como T é um operador do tipo (r,7) com respeito a w, do tipo
(L>=(8%), BMO), por 111-4.4 existe uma constante C tal que, para todas f,g € L>(S?),
temos

|Eﬂ49“7‘“ S CHQ”r,m-,
1T lre < Clifllrw
1T flisae < Ol flls-

Por demonstracio idéntica a do Teorema 1.2, temos que M¥* f(x) < 2M f(z), para toda

f e L'{8%). Entao.

f

[(AM*F o Tl = [MP(T )
2(| M T )l e
2C||T fiiraw

2C%(| Fll

1A 1A A



WA# o 1) fllee = IMP(T Nl = ITfllar0 < Cllf |

para toda f € L*(5?), isto é, o operador M# o T é dos tipos (r,7) ¢ (00, 00) com respeita
a w. Como M#¥ o T ¢ um operador sublinear de LX(5%) = L*(5?) no conjunto das
fungoes mensuraveis de S? em IR, dos tipos {r,r) e {oc, oc) com respeito a w, o Teorema
de Interpolagao de Marcinkiewicz escrito no resultado 2 do Apéndice permite-nos concluir
que, para todo r < p < oc, existe uma constante D, ,,, dependendo somente de p e w, tal
que

HAMF o T(Fllpw < Dyl flip
para toda f € L2(S%).
Por outro lado. para toda [ € L8($?). temos

EMT F)llre < CUNT fllrae S CFY Sl < 00

Logo, por 11-1.9(2]. 1i1-4.3(2), 1I1-1.3(3} e pelo Teorema 4.4, temos:

”Tf”p.u' < ”Md(Tf)”p,w < 47?2“M1(Tf)”p.w < 167"2||M(Tf)”p.w
< 167 K | M#F (T f)||pw < 1672 K, Dy wll fllpe

para toda f € 12(S%). isto é, T é do tipo (p. p) com respeito a w.
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CAPITULO V

MEDIDAS DE CARLESON E PESOS DA
CLASSE A, SOBRE §°

O objetivo deste capitulo é estudar resultados obtidos por Bordin e Tozoni em [2]
para a esfera S™, no caso particular n = 2. Resultados analogos para o caso do IR" foram
estudados por Ruiz e Torrea em {16]. O caso do S’ sem pesos foi também estudado por
Carleson em [3].

Na primeira secao definimos um operador maximal de tipo diadico M, usando
as particées da esfera $¢ introduzidas no Capitulo I. Obtemos, entdo, uma condigao ne-
cessaria e suficiente sobre um peso w e sobre uma medida p definida sobre os borelianos de
§2 = §%x [0, 1], para que o operador M, seja limitado de L?,(S?) em LP(SZ,;J)

Na segunda se¢ao definimos um operador maximal M utilizando as médias de
uma fungao sobre bolas de §2. Aplicamos o resultado principal da segao anterior e obte-
mos uma condigao necessaria e suficiente sobre um peso w e sobre uma medida x definida
sobre os borelianos de S?, para que o operador M seja limitado de L%(S?) em LP(52, u).
Em particular, mostramos que, no caso w = 1, a condigao obtida é a condigao de Carleson
para a esfera 52,

Na terceira seciao definimos o niicleo de Poisson para a esfera 52 e a integral de
Poisson u; de uma funcio real e integravel f sobre 5%. Mostramos que | uy |< 4M [ e
assim, aplicando o resultado principal da se¢do anterior, obternos uma condigao suficiente
para que o operador f w uy seja limitado de L?(5?) em LP(B,p). No caso w = 1,
mostramos que a condigao obtida também € necessaria.
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1. UM OPERADOR MAXIMAL DE TIPO DIADICO
1.1. DEFINICAO. Paracada 7 € S? e 1 — v/2 < r < 1, definimos a bola U(r,r) em
S?% por
Ulz,r)={y€8*: (1 -r)*>21-zy}.
Se U = U(z,r), escrevemos U = U(z,r) x [0,1] para 1 — V2<r<0el =U(z,r)x [r,1]

para 0 < r < 1. Também escrevemos 5% = 52 x [0, 1].

1.2. OBSERVACAO. Se 1 = (1,0,0), entdo
U(l,r) = {&(0) : 0 < 6, < arc cosr(2 —r)}.
De fato, se § = (0,,8,), temos:

U(l,r) = {yeS:Q-r21-y-1}
= {(ynynys) €8 : (1 -1 >1 -y}
= {&(0)€5%:(1—r)* >1—cosb;}
= {&(f) € 5%: cost > r(2 — 1)}
= {&(9) € 5%:0 <6, < arc cosr(2 —r)}.

1.3. OBSERVACAO. Dados z € 5% e 1 — /2 <r < 1, temos
Ulz,r)= Bz, V2|1 ~7]).

De fato, para todos © = {71, 23,23), ¥ = (y1,¥2,¥3) € S*, temos

(1) lz—y B = (21 =)+ {r2 —y2)* + (23 — 35)°
= xf + 37% + .1:§ + 3*'12 + ?Jg + y§ — 2(x1y + Tayg + Taya)
= 2(1 —z-y).

Disso, segue que

yelUlz,r) & (1-r)* > 1-z-y
& Q- 2 sle-yh
& |lz—ylf< 20 -7)
& jz-yla< V2{1-r|
& yeBi,V2|1-r]).
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Isto é, U{z,r) = Bi{z,+/2 )1 —r |). Se tomarmos os intervalos I¥ como em 1-2.12 e,
a partir daf, fizermos decomposigoes de 52 como no Capitulo I e denotarmos por A} o

o u]
k-ésimo estagio da decomposicao e A’ = | | A}, obteremos o Teorema 2.11 do Capitulo 1
=1

da seguinte forma:
TEOREMA I-2.11. (a) Se k> 0, Q1 € A, e Qs € A}, com Q, C @y, entdo
o(Q1) < 80(Q2) |
(b) Para todo @ € A, existemz € Q el —+/2 <r <1 tais que Q C U{z,r) e
o(U(z,r)) < 4’0 (Q)

(c) Para todo z € S2 e todo 1 ~+/2 < r < 1, existem @ € A e u € SO(3) tais que
U(z,r} Cu(@) e

a(Q) < 1lo(U(z,7)).

1.4. DEFINIQAO. Definimos a fungao decrescente a : [1 — v/2,1] — [0,4x] por
a(r) = o(U(1,r)).

1.5. DEFINICAO. Seja @ € A, Q # S$% Definimos o subconjunto @ de 52 por
Q=@ % [a7Ha(@)),1].

1.6. DE‘_FINIQAO. Se f é uma funcio real e integravel sobre 5%, definimos, para cada
(z,7) € 52,

i
Myf(x,r) = sup J—@ijlf(y)ldff(y)-

TEQGEA!
o{Q)>alr)

1.7. LEMA. Seja w um peso, e seja A um subconjunto mensuravel de S2. Se 1 < p < oc
ewlxa ¢ LE(8?), entdo existe uma fungdo positiva f € L2{52) tal que

fA f(z)do(z) = oo.
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DEMONSTRACAO. Seja ¢ o funcional linear sobre LZ (S?) dado por

P(g) = /92 (wxa)gwdo = /;gdo‘

Como w™lxs & LP(8?), segue pelo Teorema de Representacio de Riesz que ¢ nao é
continuo. Portanto, existe ¢ > 0 tal que, para cada inteiro positivo m, existe ¢, € L7 (S?)
tal que [jgmlpew <27 €| ¢(gm) [> &

Seja fm(z) =| g1 (z) | + -+ | gm{z) |. Entéo, para todos m, k > 1, temos:

||fm+k - fm!lp,w = H | Gm+1 | ++ | Gtk I ”p,u:

S “gm+1 ”p‘w + -+ Hgm-I-ka_.w
< 2—{m+1] 4o 4 g=(m+k} . g—m

Assim, (f..) é uma seqliéncia de Cauchy em L?(S?) e, portanto, existe f € LZ{S?) tal
que fr, — f em LP(5%). Por outro lado,

V() = [ fndo
= [loldos- s [ 1gn|do

> 1Lgldo|+---+’[49mdo|
= [9lg) |+ + [ Plgn) |2 me.

Mas fm 1 f 9.5. €, assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona obtemos

fA fdo = (f) = Tim p(fn) > lim ms = oc.

Moo

1.8. TEOREMA. Sejam g uma medida sobre §2,1 < p < o¢ e w um peso tal que
w7 p' = p/(p — 1), satisfaz a seguinte ?Ondigéoz exisi.? A > 0 tal que,se (), € A} e
Qrs1 € Ajl, com Qryy C Gy, entdo w7 (Qr) < Kw' 7 {Q)11). As seguintes condi¢des
sao equivalentes:

(a) Existe uma constante C' > 0 tal que, para toda f € L2(5?%),

f Maf(an)Pduta,ny < C [ | f(2) I w(a)do(e).

52
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(b) Existe uma constante ' > 0 tal que, para todo Q € A,

/C_?,(Md(whp';m)(a',r})-”d;x(.r._r-) < (-‘/Qtnl“”’(m)do(;r) < 00.

DEMONSTRACAO. (a) = (b): Suponhamos que exista Q € A tal que

f\ H‘I";’r(.t‘)da(.‘r) = oC.

i

Entdo, wlxyg & L2(5?), j4 que

fgg(w'l(sr.)xQ(.r)}‘”'u'(r)da(.r) = /Qw]_"’[x)do(a-).

Assim. pelo Lema 1.7, existe uma fungao positiva [ € L? ($?) tal que

|, 7taYiota) = o

Logo, Mgf{z.r) = oo, para todo {r.7) € S2.q que contradiz a condigao (i). Portanto,
/ ! (2Vdo () < o,
¢

para todo Q € A’. Para obter a primeira desigualdade em (h) basta escolher em (a)
fla) =u"""(2)yolz).

(b) = (a): Fixemos f € L7(S?) e. para cada k € Z. scja 1 o conjunto
O = {(r.r) € 87: Myf(r.r) > 2%}

Para cada k € Z, denotamos por C} a familia formada por todos os ) € A’ tais que

1
| fle= @[Q | fly) | dol(y) > 2%,

73



Como para todo ) € A, existe ' € A tal que @ C ¢, entao todo elemento @ € €}
esta contido em um elemento maximal @' € CP. Vamos denotar por Cy a familia {Qf :
7 € Ji} formada por todos os elementos maximais Q € C?. Como para cada i > 1 Al é
uma particao de S% e todos os elementos de O}, sio maximais, podemos concluir que os
conjuntos Q;‘ 3 € Ji, sdo disjuntos. Portanto, os conjuntos @j J € Ji sao também
disjunios. e

Q= | O

JEJx

Agora, para cada k € Z e 7 € Jy, seja

Ef = @f \ \Qk_H.

Entao, os conjuntos Ef e E¥ sao disjuntos, para (k,j) # (¥',1), e

{tz.r): Maf{z,7) >0} = [\ Dya)

kcZ
= U _U EL.
keZ Jedi

Portanto,

M [MefriPduen) = X [ (Mef ) Pduer)

< STu(EH@Y
kg

= PN BN

k!j

IA

D (g oy 10 14002))

Vamos introduzir as seguintes notagdes:

!

vz) = w'7P(2),
na) = [ r(z)dola),

k V(Qf)
Slee

‘Tk,j = U

V,
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] | f(=) | ?
md—-(wQﬁqiy&)y@wﬂa),

X = {(kj):keZ jel,
P(A) = {(k,7) € X :gx; > A}

Seja 7 a medida sobre X tal que ¥({k,j)) = 74, € seja ¢ a fun¢do definida sobre X por
g({k.7}) = gi;. Temos que

ot = B (55 [, 1700 o))

e segue por {1) e pelo resultado 1 do Apéndice que

@ [ Mef e r)Pdp(e,r) S Ptk
k.

= 2 /ng’r
= 2 [T5(r))ds
7[5, )

(kJYeM(A
k P
= o /0 3 /E (Jggg) du(z,r)dA.

(k.J)ET(A)

I

Para cada A > 0, seja {Q?} : ¢ € [,} a familia formada por todos os elementos maximais
da familia

{@F: (k,5) e TN} = { - (é)k) /k |£((i)) Iu(m)da[:r) > }\Up}.

Se @F C Q} e {z,r) € EX, entiox € @QF e r € [07(0(QF)), 1]. Portanto, o(Q¥) > afr) e,
assim.

(QnNQY
Md(”XQf‘)(Iar) = sup. BT"—
o(@roatr) (@)
v(QF)
= @y

Portanto, se Qf C @2, obtemos
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3) L (Z((gg)pdp(w) < [ (Malrxg)(a,m)Pdu(a, )

Lembrando do fato que os conjuntos Ej‘ sao disjuntos, segue de {2), (3), do fato que
v = w'? e da hipitese, que

(4) _[S»E(Mdf(m,?"))pdﬁ(:r,?‘) < 2”/ 2 (;%2“}] b’}_q)] a,r)Pdu(x, )

> [7% / (Mavxgr)(a.r)Pdua, )

el

02”/ Z/ v(z)do(z

!GIA

= o[ v( U Qf)da(:c).

(k,J)EF(A)

[ A

[FaN

Pela hipétese sobre v = w! P podemos definir o operador My, como em 11-1.11
e, pela definicao de T'(}), segue que

(5) U @ c {mESZ:Md,,(Lﬁ—l)(x)>,\”p}.

(kJYel (M)

Por 11-1.13, existe C, > 0 tal que |[|Mg, k|, < C,lik||,. para toda h € L2(5?%). Entao,
por (4) e (5)

[ Mgtz nydute,ry < 02 V({ ( (y) )p>/\})d/\
/

- czp/ (Md,,(l-—l)(-))p (z)do(x)

< C2°(C,) - l(u(r%)l’ v(x)do(z)

= CP(GY [ | 1) P el

1.8. OBSERVACAO. Fixemos u € S0(3), e sejam uAd| = {u(Q) : @ € A}, uA =
{v(Q) : @ € A'}. Entao, para cada k > 0, u.d} é uma particao de 5%, e [-2.11 e [I-1.13
também valem, com as mesmas constantes, quando fazemos a troca de A} por uAd}. Se f
¢ uma funcao real e integravel sobre §2, definimos
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Y=  sup !
Ma = zéqe{m’ UfQJ/Q )

a{ Qy>alr)

Entao,

Myl fow)(uz,r) = sup /f (fou)y)|do(y)

v loeQeud! (@
al ) >alr)

= sup / | f(y) | doly)
TEQELA’ J

al@)zalr}

= Mf(a.r)

e o Teorema 1.8 também é valido com a mesma demonsiracao e as mesmas constantes
quando trocamos o operador My por Mj e a familia A} por uAj.

2. A LIMITACAO DO OPERADOR MAXIMAL M

2.1. DEFINICAO. Seja f uma funcéo real e integravel sobre $2. Para todo (r.7) € 82
definimos o operador maximal M por

Mf(z,r) = sup !

8 T ot | 7)1 0

Se r = 1, o supremo acima é tomado sobre todos 1 — /2 € s < 1.

2.2. LEMA. Seja Mj o operador maximal definido na Observacao 1.9. Entao. para
toda funcio real e integravel f. para todos v € SO(3) e (x.7) € 52, temos

(1) Meflz.r) < 167 Mf(z,7),

A

11 M flz,r)du.

SO(3)

@) Mfia.r)

DEMONSTRAGAO. Primeiramente demonstraremos (1}, Vamos fixar (z.7) € S?uc
SO(3) e @ € A, de tal forma que z € (@) e g{u(Q)) = ofr). Por II-2,11(b) reescrito
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na Observagio 1.3, temos que existem 2 € Q e I — /2 < 5 < 1 tais que Q € Uz,

o(U(z,8)) < 47%0(Q). Seja £ = /2| 1 — s |. Entao. pela Observacio 1.3, temos
Uuz,s) = Bi{uz, ) C By{z.2{} = U(x,1),

ondel —v2<t<le

o(Biy(z,20)) = =(2f)?
= 4o(B;(1.6))
= 4o(By{uz.))
= do(l(uz,s)).
Enfao, t < r pois

alt) = o(U(z, 1)) 2 o(U{uz,8)) 2 o(u(@)) > a(r)

o(U(z,1)) = 40(U(uz, s)) < 1677c(u(Q)).
Portanto,
167?
3) T Lo @ 180 < s [ () dotw)
< 16w M f(z, 7).
e, assim,

Mgf(z,r) <167* M flx,r).

o que demonstra {1).

3) e

Agora, vamos demonstrar (2). Fixemos (r.r) € el V2 < 5 < r. Por ll-
2.11(c) reescrito na Observacéo 1.3, existem @ € A’ e u € 50(3) tais que Uz, s) C u(Q)

e o{(}) < 1la(U(z,s)). Entao,

! 11
o(U(z,s)) /U(x‘s) | f{y) | doly) < (0] /u{Q) | f(y) | do(y)
< 1iMGflz,r),

ja que o{u{Q)) > o(U(z,s)) = a(s) > ofr). Portanto, integrando ambos os lados da

desigualdade acima sobre SO(3), temos
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1
o(Ulr, s)i

< T}, du.
j;( ) I f(y) I dﬂ(y) < 11 f (‘JMdf(I, ), 7
LOgO,

MSf(z.r) <11 M f(z,r)du,

S0(3)

o que demonstra (2}.

2.3. DEFINI(}AO. Sejz w um peso. Dizemos que w € A.(S?) se existem constantes
C > 0 e é > 0 tais que, para toda bola U em 5% e todo A C U mensurivel, temos

i =<

2.4. LEMA. Seja w € Ax{S?). Entdo, existe K > 0 tal que, se u € SO(3), e
Qr € vAl, Qa1 € udi.; com Qryy C @y, temos w(Qx) < Kw(Qry1).

DEMONSTRACAO. Como w € A (S5?), existem constantes C,, > 0 e § > 0 tajs que,
para toda bola U(z,t) e todo A C U(z,t) mensuravel, temos

o(A) w(4) V'’
0 e <)

Sejam, entao, @ € Aj, v € SO(3) e @ = u(Q). Por 1-2.11(b) (ver Observagao 1.3),
existemz € Q' e 1 — /2 <t < 1 tais que Q' C U(z,t) e o(U(z,1)) < 4726(€)'). Entao,
se A C ' é mensuravel. temos, por {1):

w(A

a{A) 47l0(A) , 4) N\ :
o(Q) = otz 1)) < dr C“(m) < 4 Cu,(

w( - s
-‘(S’J)) '

=

Fazendo A = Q4 € uAl,,. @' = Qi € ud]. com Qiy1 C Gk, temos

Tor <o)
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Agora, por 1-2.11(a), temos que ¢{Qw41)/c(Qk) > 1/8. Logo,

w(Qx) < (327%C,) P w(Qrss).

Fazendo K = (32x2C,)/¢, temos o lema demonstrado,

2.5. TEOREMA. Seja 1 < p < o0 ¢ seja w um peso tal que w!™? € A,(S5?), onde
7 = p/{p—1). Entao, as seguintes condicdes sdo equivalentes:

{a) Existe uma constante C > 0 tal que, para toda f € L? (S?),

]Sﬁg (Mf(z,r)Pdu(z,7) < C fgz | f(z) [P wlz)do(z).

(b) Existe uma constante C > 0 tal que, para toda bola U = U(z,1),1 —v2 <t < 1,

fﬁ(M(wH’xu)(x,r))pd,u(:c,r) <C /U W' (z)do(z) < oc.

DEMONSTRACAQ. A demonstragio de (a) = (b) é feita de maneira inteiramente
analoga a demonstragko de (a) = (b) no Teorema 1.8.

(b) = (a): Fixemos u € S0(3) e Q € A. Entao, pelo Teorema 1-2.11(b) (ver Observagio
1.3), existem z € Q el — 2 <t < 1tais que @ C Uz, t) e o(U(z,1)) € 47%{Q).
Denotemos U = U(uz,1). Q' =u(Q)ev=uw'?. Como v € Aw(5?), temos

Z((g)) =G (Tf((%;)) ) 6'

Entao.

Ty 176
1) v) < ¢ 5(%7))) HQ) < (Ar*C)u(@).

Assim, pela hipdtese, por 2.2(1) e por (1), obtemos:
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L (M) ) du(r,r) < [(Maw o)) Pdpta,r)

(165° [[(MGe x0)(a,r) Pt )
C(16m%) L w' P ()do(z)
C{16x%)Pu(U)
C(167%)P (4 C ) Q)

¢ ]Q w7 (2)do(a).

IA

IA 1 IA

il

onde Cy = C(1672)2(472C,)"%. Como w'™" € A,{S?), pclo Lema 2.3 existe uma cons-
tante K > 0 tal que, se u € SO3) e Q) € udl, Qis1 C Qk, temos w'™7(Q;) <
Kw'="(Qy41). Portanto, como a constante Cy na desigualdade acima depende somente
de p, w e y, pelo Teorema 1.8 e pela Observagao 1.9, existe uma constante € tal que

(2) fEQ(M;f(m,r))i"du(x?r) < Oy fg | (@) P w(z)do(z)

para toda [ € L7 (5%} e todo u € SO(3). Entéo, segue de 2.2(2), de (2), da desigualdade
de Jensen e do Teorema de Fubini que
P
p . u
[ MS(@rpdutar) < /é, (11 50{3}Mdf(:c,r)du) dylz.r)
< e[ (M) (e
50(3) S52
< 11?(':2/, | f(x) [P w(x)do(a),
52

o gue demonsira o teorema.

2.6. OBSERVA(;AO. Quando identificamos S2 com a bola I = fy e R |y s< 1}
usando a aplicacao (y,r) — ry. se denotarmos {7, = U(1, 7). obteremos

[ = 18£:(0):0< 8 < arccosr(2—r), r <s <1} se0<r <1

{1 = {s£2(0): 0 < 6 < arccos r2—-r), 0<s < l}., se 1 — \/’Q_S r<q,
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Entao, U é um cone truncado se 0 < r < 1, e wm cone se 1 — /2 < r < 0, contido na bola
B. Observamos que, se z € 5% e U = U(z,r), entdo existe u € SO(3) tal que u(U =U.

Agora, para { = arccos r(2 — r), definimos

U, ={sb2(0):0< 8 <, 1 -0<s5<1},8e0<£<1

Uy, ={s&(0):0<6, < 0 <s<1),sel <<

Se ]l —v/2 < r <0, temos £ = arccos r(2 -7} > /2 > 1 e, assim,
U, = U,. Usando séries de poténcias, podemos mostrar que cosf > 1 — £2/2 e daf
r=1—+1—cosf >1—{, para 0 <£ < /2. Portanto,se 0 <r <1,temosr >1—"{e,
assim, Err cU,.

Vamos, agora, denotar por {b)’ a condigao (b) do Teorema 2.5 com U/ no lugar

de U. Como U C U, temos que (b)’ implica {b). Por outro lado, (b) implica (a) e, pela
desigualdade da condicio (a) para f = w'™? xp, temos

Ja M@ o), ) Pdp(ar) < € [ wt ¥ (a)do(a)

52

Portanto, como o segundo membro da condicdo (b) é finito,

/(.M(w Pxv )z, r)Pdule,r) < C/ w! ™ (z)do(r) < oo,

e assim obtemos (b)". Logo, as condigdes (b) e (b) sdo equivalentes.
2.7. OBSERVACAO. Para w(z) = 1, a condicio (b) do Teorema 2.5 nos da

1) J MO0 duta,r) < Co(U)

para todas as bolas U. Fixemos U = U(y, k), 1 -2 <k < 1. Entéo,

i
17672 —

(2) < Mixv)z,r) < 1,

82



para todo (z,7) € U. De fato, a segunda desigualdade segue de

1
Mxv)z,r) = j_j‘;fssrm /U(IFS)XLF(.U)({J[II)
o(U{z,s)NU)

< L

= sup

1-vagser  O(U(x,8))

Para demonstrar a primeira desigualdade, lembremos que, por 1-2.11(c) {ver Observacao
1.3), existem Q € A’ e u € SO(3) tais que U C u(Q) e o(u(Q)) < 117(L"). Seja (z,r) € U.
Entio,z e Uerc[0,1]sel —vV2<k<0,erelkl]sed <k <1 Dai segue que
r > k. Portanto, se a é a fungao definida em 1.4, temos que a(r) < a(k). Logo, como
U C w(Q), temos o(u{Q)) > o(U) = a(k) > a(r). Além disso, como z € U, temos que
z € u((}). Dessa forma, procedendo exatamente como na demonstracao do Lema 2.2(1)
com f = xy, utilizando 2.2(3), obtemos

S ij) [ xvl)dety)
i
< WA(Q)XU(y)dJ(y)

< 16r*Myp(z,r),
donde segue a primeira desigualdade de {2).

Agora, elevando ambos 0s membros da primeira desigualdade de (2) a poténcia
p, e integrando sobre U com respeito a du, obtemos

(s ) () = [(Mxo)e.r)dutar).

Entac, a condicao {1) implica a condigao

(3) w(U) € Ka(U),

com K = (1767*)?C, para todas as bolas U/. Mas, da condicdo (3) e da segunda desigual-
dade de (2}, obtemos
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]f}(M(XU)(IaT}))”dP(rJ) < w(lly € Ko(U).

Portanto, as condi¢ées (1) e {3) sdo equivalentes. A condigao (3) é a versdo da condigao
de Carleson para a esfera S*. A condigac de Carleson para S’ foi dada por Carleson em

{5]-

3. A LIMITACAO DA INTEGRAL DE POISSON

Em todos os resultados desta segao. vamos identificar §2 = §? x [0, 1] com a bola
B ={ye R :y|:< 1} de IR? usando a aplicagao (y.r} = ry, como foi observado em
2.6. Desta forma, temos M f{y) = Mf(y',r)paray=ry' € B,y € S?e0<r <1

3.1. DEFINICAO. Definimos o nicleo de Poisson para a esfera $? por

p()_i]_]ylgﬁ_}w_ 1—7r?
v\ T _4ﬂ'|y—$|g_47r(]_2.r$‘yr+r2)3m:

onde z,y' € 8%, 0 <r <ley=ry. Seféuma funcio real e integravel sobre 52
definimos a integral de Poisson de f para y € IR® e | y [3< 1 por

wy) = [ Pn)f(a)do(a).

3.2. LEMA. Dados y € IR® com |y [s< 1 e v € SO(3). temos

(1) uror(v 7 y) = us(y)

(2) M(foudtr™ly) = Mf{y).

DEMONSTRAGAO. Dados y € IR® com | y |a< 1 e v € SO(3), temos
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wen(v7ly) = j;.? Py, (2)(f o v)(z)do(z)
= P, (v72)(f o v)(v™ ' 2)do(z)

w( 87}

= [

tr oy~ ots ]

11-1yj
fo oo R () 2)

dny— 2 f3
= [, P ()dot)
us(y),

o que demonstra (1). Para demonstrarmos {2), basta observarmos que

i 1 .
(U vy, s)) L{t‘_ly‘s] [ (fev)z)|do(z) = mj;’(w} | (fov)(v™'z) | do(z)

1

= e fiyy 1 7@ o)

3.3. TEOREMA. Para toda fungao real e integrivel f e todo y € IR® com | y |3< 1,
temos

(1) [us(y) [< 4MFy).

DEMONSTRACAO. Podemos assumiry = rll,com0<r <lel = {1,0,0). De fato,
suponhamos que (1) seja valido para toda funcdo f real e integravel e todo y = r1,0 <
r < 1. Entdo. dado y € IR® com | y |3< 1, existem v € SO(3) e 0 < r < 1 tais que
y = v(rl). Assim, pelo Lema 3.2,

Lugly) =1 ugoe™ly) [=] upoulrl) [S AM(f 0 v)(r1) = AM(f 0 0)(v 7 y) = AIM f(y).

Seja, entéo, ¥y = rl, com 0 < r < 1.

Fixemos as seguintes notagoes & = (#,6,),u(y) = us{y) e
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1 1 —r?
47 (1 — 2rcosfy + r?)3/2

IJ(GI,T) = P‘r] (‘52(9)) -

Entao,

u(rl) = ]S  Puy(2)f(2)do(z)
- [D " ]0“ p(8y, 7)F{E2(0))senbrdBadd,.

Se m(r) = arccos r(2 — r), entio, integrando por partes com respeito a 8, obtemos

2) I = fszwmp,n(x)f(x)da(m)

_ fm{  plBs.r)send f;“ f(@(el,eg))degdal|
T im

= o) [T [ (661, 02)sentrdsat,

— p(m{r),r) fm(r) fh f(£2(84,02))senb,db,db;
_ / " O (91 r) ( f "1 e, 92))5emd32df)d01

m{r)

< plr7) [) /0 | F(&(01,02)) | sentydydt,

mir}) p2m
+ plm(r),r / / | F(£2(64,02)) | senbydb,db,

N fm{) P o (]91f | (6 (t.0)) | centdt?r_,d:‘)dﬁ'l

= '+ I+ I

Como o{5?) = 4w, temos

3) 1= prr) [ f()] da(a)
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Lembrando que a(U{z,7)) =

{4)

IA

[Fa

IA

1 1 —7r2

1]

1I;r“(l + 2r 4 2}

77 [, 1 /(@) | do(a)

11
B 471'(1-}-?')2./ | Jz) 1 do(z)
< Mf(ri).
V2 11 =7 ) = 2x(1 — r)?, temos
pm(r),7) /U(M | F(z) | doz)

1 I —¢?

47 (203 — 3r2 4 1)3/2 ~/U(l,r) | f{z) | do(z)

1 (1—=r){1+7)

4 (1~ r)2(1 + 2r))3/2 Ji

1 147

1

fo,, 1 /(@) dot)

I +r

4 (1— )2 (1 + 2r)3/2 /U(n,,} | f(2) | do(x)

i ]U(,‘r} | f(z) | do(z)

2

20(U(1,r)) Juus

MfF(rl).

| f(z) | dolz)

Pelo resultado 3 do Apéndice, como 0 < r < 1, temos

fsz Pala)do(z) = 2r f " p(8y,7)senbydf; = 1.
0

Usando integragao por partes e observando que

temos

(5)

r

ap(glar

0t

)

&
( f .é_e-ntdt)df}l
0

BT

8})(91, T‘)

56, <0sel0 <O, <mel<r«l,

"~ Ap(8,,
/ _OPLT) 4 sty
0

ET
fg p{6y, ) senbydé, — 2p(x, 7)
1 I 1-—r?

2r 2w (14 rp



- 51?(1_(1];:)2)

< 2
- 27
Ainda, dado 0 < r < 1, temos
() |
{6) oflU(l,r)) = 21/ sendy db;.
0

Entéo, como m{r) < #; < x, por (5) e (6) vem que

=
r mir}

w

ap 911

(fﬂif | f{&a(2, 62) | sentdé‘zdt)df}l
dp;;l r u; Sentdt) (]:1 Sentdt) (ﬁl /02” | f{€2(2,62)) | Semdﬂzdi)dﬁl

d , 1
= L(,) P_(;gx_;__) (j': sentdi) (G[U(]l,ﬂl‘t“(i?;))) Lt (52) | f(z) ] dcr(.r))dt‘)l

< o[ Op(bs,r) ( /:’ sentdt)Mf(r]i)dﬁl

m(r) 691
&
(/ .scntdi) doy
]

< 2mwf(rn)f 9pl0,7)
Entio, de (2), (3), (4) e (7) segue que

mr

o 08
= Mf(rl).

I, < NP4 12 < 3Mf(rl).

Como Prq{£2(8)) = p(6,,7} < p(0,r) para todo 0 < 8; < 7, temos

{

& (1) USzPrn(af)f(x)da(r)
< ! /U oy Pl ()de(2) /q i P (@) ()

< o) [ 1) | do@) 41

+




1 14+r

/Um) | f(z) | do{z) +3M[(rT)

- 47?(] —r)?
2 ! _
S ar T ey | 118) 1 do() + 3MSC)
1
= S iy | ) 384D
< 4Mf(7‘]1)3

o que demonstra o teorema.

3.4. COROLARIO. Sejam w um peso sobre 52 e 1 < p < o0, Se w'™ € A..(5?) e se
existe uma constante C > 0 tal que

) M@ x0) @) duta) € [ o' dote) < o0

para todo U = U{z,1), 1—+/2 <t <1, entéo existe uma constantc D > 0 tal que, para
todo f € L7 (S5?), temos

® Jyo 1250 P dpt) <D [ ] J(x) F w(a)dot).

DEMONSTRAGAO. Seja v um peso sobre S%, e seja 1 < p < oo tal que w'? ¢
Ax(5?). Suponhamos que w satisfaca a desigualdade (1). Entéo, pelo Teorema 2.5 existe
uma constante C’ > 0 tal que, para toda f € L2 (S?), temos

(9 MA@ty <O [ | Jlx) P ulz)dota).
Entéo, pelo Teorema 3.3 e por (2). temos

f. Lug(y) [ dify) < 4 M[ix)du(y)
lyia<1

lvla <1

< 40 [ 1) P ule)dota)

Tomando D = 4C”, temos o resultado desejado.
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3.5. TEOREMA. Seja f uma fung¢ao real, nao-negativa e integravel sobre $?. Entao,
para todo y = ry,onde 0 <r < 1 ey € 52, temos

1) ) 2 gt o, HE2)

DEMONSTRAGCAO. Primeiramente chservamos que, se 0 < r < 1 e (1 —rE>1-zy,
entdo 1 — 2rz -y + 72 < 3(1 — r)2 De fato,

1=2re - y4+1° = (1—-r¥+2r{1-2-¥)
< {1—r)F+20(1 —r)?

< 311 -r)%

Portanto,
, 1 1—r?
Pylx) = 5(3#27‘3:-3}’-!*1'2)3!2

5 1 {1-r)i+r)

47 (3(1 — r)?)3/2

1 (47

TR 4 (1 )2

1 1
>

323 . 4x (1 —1)?’

Assim, pela definicao de U(y. r) segue que

uly) = [, BAof()do(a)

> [ R@)f@)del)

1 1
> .

o que demonstra o teorema.

3.6. OBSERVAGAO. Seja I/ = U(y, k) = Bj(y, V2|1 —k|)esejal —v/2< s < 1 tal
que U' = Uly,s) = By{y,2v2 |t —k |}. Sez =rz' € U, entdo z' € U e r > k e assim
temos que U(z',r) C U’. Tomando f = xy, pelo Teorema 3.5 temos
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i 1
Ux[;:(l') 2 32!3 . 4‘“_ (1 . T)2
1 1
3203 An (1—r)2’

o(U(z',r) NU")

(U{z',r)).

Agora. como o(U(a!,r)) = o(Bj(z",4/2 |1 = r |} = 2x(1 — r)?, temos que

1
(1) uxu’(x) Z 2 . 33;23

para todo z € U,

3.7. COROLARIO. Seja 0 < p < 0o, e suponhamos que exista uma constante D > 0
tal gque. para toda fungio nao-negativa e integravel f : $? — IR, temos

~/ly|?.<] us) P duy) < D/SQ (f(z))Pdo(z).

Entao, p(U) < Co(U)), para todas as bolas U = Uy, k).

DEMONSTRACAO. Sejam U e U’ como na Observacao 3.6. Por 3.6(1) temos

i
@-wry Sl we @l

para todo r € U/. Entao, integrando ambos os membros da desigualdade acima sobre U
com respeito a medida ¢ e usando a hipdtese, obtemos

1 ~
Gt < [ w2 P dute)

< »
< [ () P duga)

< D [ Gwiz)ydo(z)
= Do(U").
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Agora, como o{U') = 40(U), temos que

p(U) < 4(2-3%2yDa(U),

o gue demonstra o corolario.
3.8. OBSERVACAO. Os corolarios 3.4 e 3.7 nos dizem que, se w = 1, entdo o operador

f — uy é limitado de LP(5%) em LP{IB, ), para 1 < p < oo se e somente se existe uma
constante €' > 0 tal que

u(l) < Co(U),

para todas as bolas U = Uz, 7).
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APENDICE

1. TEOREMA. Sejam j» uma medida a-finila sobre Bg:, 0 < p< oo e g: 8% = I

mensuravel. Entao,

[, Totw) P dw = /j”"’“u({w | glw) |2 1)l

DEMONSTRACAO. (Ver Stein [18], pag. 4).

2. TEOREMA. (Teorema de Interpolagdo de Marcinkiewicz) . Sejam p uma medida
o-finita sobre Bg2, T' um operador sublinear de L*(5%, ¢) no conjunto das fungdes men-
suraveis de S?em R el <r < s<oo. SeT édo tipo fraco (r.7) e (s, 8) com respeito a
w, entao T' & do tipo (p,p) com respeito a w,r < p < s.

DEMONSTRAGCAO. (Ver Stein-Weiss {19], pdg. 184).

3. TEOREMA. (a) Se y € I#? com | y |3< 1, entao

/Sz P,(c)do(z) =

(b) Se [ é uma funcao real e integravel sobre S?, entéo a integral de Poisson de [ é uma
fungao harmanica sobre IB = {y € 8% :| y [a< 1}, isto é. se y = (y1.y2.¥3) € B, temos

duy y
ayl(y) d )—de3

DEMONSTRAGAO. (Ver Stein [18], pag. 60-62).
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