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Introducao
————————————————————

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma forma para obtengio das

expectincias dos quadrados médios em experimentos com estrutura balanceada e
completa, e tem como base as referéncias [7], [19], [21].

No Capitulo I, estio as definigoes bésicas, que serdo usadas no decorrer de toda
a dissertagio, também ser4 vista uma abordagem geométrica dos espagos gerados pelas
médias admissiveis em uma estrutura de uma populagio de respostas, e a relagio entre
estas médias e os componentes que elas dio origem. Os cap sigmas' ( Y, ), que sdo a base
deste trabalho, sio definidos também neste Capitulo.

No Capitulo II, est4 a parte teérica de experimentos aleatorizados. No entanto,
sao consideradas apenas as estruturas populacionais. E nele, que sio introduzidas as
varidveis aleatérias indicadoras para estruturas de amostra aleat6ria simples sem
reposicio, cruzadas e hierdrquicas, com suas respectivas fungdes de probabilidade,
expectincias de primeira e segunda ordem, e as covaridncias. E, por fim, é dada a forma
de escrever estas expectincias em fungio dos componentes de variagio ( 6°) e dos cap
sigmas, para que estes possam ser usados na ANOVA populacional.

No Capitulo 111, introduz-se a aleatorizagio, isto é, a atribuigio aleatéria de
tratamentos as unidades experimentais, que devido a este processo, ficam embutidas nos
tratamentos. Os cap sigmas amostrais necessarios para a construgio da ANOVA amostral
também sdo definidos neste Capitulo. Uma representacio grafica para estruturas
completas é apresentada em uma segio, com o objetivo de auxiliar na visualizagio de

estruturas presentes em uma populacio ou em um experimento.

'A palavra cap sigma vem do inglés capital sigma, ou seja, sigma maitsculo.

vi



O Capitulo IV apresenta algumas simulagdes, com o intuito de (i) averiguar o
comportamento da fungio poder do experimento aleatorizado; (ii) estudar a qualidade
de aproximagio da distribuigio F para a distribuicdo de referéncia gerada pelo processo
de aleatorizagio. Em ambos os casos, sdo utilizados experimentos aleatorizados em blocos
de tamanho 2.

No apéndice A, estdo conceitos de dlgebra linear usados principalmente no
Capitulo 1.

No apéndice B, encontram-se os programas relativos as simulagées do Capitulo
IV.

Chama-se a atengio para o fato deste trabalho nio ter explorado as propriedades
dos estimadores via aleatorizagio, pois isto se encontra nas referéncias [11], [13], que

também sdo teses de mestrado e estdo em portugués. Portanto, ndo h4 a necessidade de

repetir toda esta parte.



Capitulo I
Estruturas Populacionais
L—

Neste capitulo serdo dadas as definigdes necessérias para o desenvolvimento da

dissertagio. A visdo geométrica também serd abordada para o melhor entendimento e
servir de motivagio para o trabalho. Alguns conceitos de 4lgebra linear (Apéndice A)
serdo precisos para uma boa fluéncia na leitura do texto. Os cap sigmas, que sio uma das

bases desse trabalho, serdo definidos aqui.

1.1 - Conceitos Basicos

1.1.1 - Individuos e Populacao de Individuos

Individuos sio elementos que possuem determinada caracteristica em comum, por
exemplo: parafusos produzidos em uma fébrica, pessoas portadoras da bactéria do célera,
etc. O conjunto de todos os individuos forma a populagio de individuos. Pode-se dizer que
a menor unidade, objeto de estudo, em uma populagio é o individuo, ou seja, medidas

sdo feitas a partir deles para se fazer inferéncias e tirar conclusoes.

1.1.2 - Fatores e Niveis

Um fator ¢é a entidade que particiona a populagio em subconjuntos disjuntos,

exaustivos e ndo-vazios, chamados de niveis do fator. Com isso, pode-se dizer que os
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fatores classificam os individuos segundo os seus niveis. Por exemplo: o fator sexo
particiona a populgio de pessoas em dois subconjuntos disjuntos cuja intersegéo é vazia,

que sio os niveis masculino e feminino.

1.1.3 - Combinacao de Niveis de um Conjunto de Fatores ou

Tratamento

Seja Z um determinado conjunto de fatores. Tratamento é uma combinagio dos
niveis dos fatores em Z, e serd denotado por letras minasculas. Por exemplo, z denotara
a combinagio de niveis do conjunto de fatores em Z. Se Z consistir apenas de um fator,

entdo z serd um nivel desse fator.
1.1.4 - Resposta e Populacdo Conceitual de Respostas

A cada individuo estardo associadas medidas, denominadas respostas, que sdo
caracteristicas numéricas obtidas a partir da aplicacdo de tratamentos sobre o individuo.
As respostas serdo denotadas pela letra maitscula Y e dependerio inteiramente de um
nimero finito de fatores, tais como: temperatura, pressio, etc. Esses fatores serdo
indicados por indices subscritos em Y e a variagio de cada indice estar4 de acordo com
o nimero de niveis do respectivo fator.

Formalmente, a populagdo conceitual de respostas é definida da seguinte forma:
seja z uma combinacio de niveis que representa um tratamento, e seja i o indice que
denota o i-ésimo individuo na populagio de inividuos. Considere Y,, a resposta do i-
ésimo individuo ao tratamento z. Entio, o conjunto dos Y,, (considerando todos os i's e

z's) forma a populagio conceitual de respostas.
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1.1.5 - Estrutura Hierarquica e Cruzada

Um fator B é dito ser embutido dentro de um fator A, se a identificagio plena de
um nivel de B requer, também, a especificacio de um nivel de A. Por causa dessa ordem
na especificagio é que se di o nome de estrutura hierdrquica.

A estrutura hierdrquica tem a propriedade de transitividade, ou seja, se A embute
B e B embute C, entio A embute C. E essa relagido valerd para qualquer namero de
fatores. A estrutura entre dois fatores serd cruzada quando todos os niveis de um dos
fatores tiverem como par todos os niveis do outro fator, na referéncia[17] est4d uma
definicio rigorosa de tais estruturas.

A seguir, é dada uma notagio para ambas as estruturas. O simbolo : indicari a
presenga da estrutura hierirquica, e os fatores que estiverem a sua esquerda embutirio
os que estiverem 2 sua direita. Quando a relagio dos fatores for de cruzamento, um vira
ao lado do outro. Paréntesis serdo usados para facilitar a visualizagio das estrututras.

Para ilustrar, dois exemplos sdo dados:

1° » Considere a estrutura existente entre trés fatores (B, T e P), onde B embute Pe T

estd cruzado com B. Na notacio previamente definida tem-se que:
(B:P) (T);

2 ° o Considere a estrutura onde quatro fatores (P, Q, R e S) tém a seguinte relagio: Q

estd embutido em S e R estd embutido no cruzamento SP, simbolicamente:

(S: Q) (P) e (SP:R).
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1.1.6 - Estrutura de uma Populaciao de Respostas

A estrutura de uma populagio de respostas € definida pelo ntimero de seus fatores e
pela relagio existente entre eles, que pode ser ou de embutimento, ou cruzada ou uma

mistura deles.

1.1.7 - Estrutura Completa

Seja Z um conjunto de fatores em determinada estrutura de resposta. Suponha
que todos os z em um experimento ocorram'. Se isto for verdadeiro para cada conjunto
de fatores, isto é, cada subconjunto de X, o conjunto de todos os fatores, a estrutura é
chamada de completa . Um exemplo simples de uma estrutura completa em um
experimento de dois fatores (linhas e colunas), ¢ uma matriz de duas entradas, onde cada
casela contém pelo menos uma resposta e o nimero de colunas é maior ou igual ao
namero de linhas. Esta estrutura é um exemplo de blocos completos, onde a coluna faz
o papel dos blocos. A estrutura de blocos incompletos, ou seja, aquela em que um ou
mais tratamentos ndo ocorrem em um ou mais blocos, é um exemplo de estruturas

incompletas.
1.1.8 - Estrutura Balanceada

Seja Z um conjunto de fatores de determinada estrutura de uma populagio de

1 o o .

Quando uma combinagéo de niveis dos fatores tem pelo menos uma resposta no experimento,
diz-se que esta combinagéo ocorre. Isso fara mais sentido no capitulo seguinte quando se tiver lidando
com uma amostra da populagio conceitual de respostas.
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resposta. Se todos os z contiverem o mesmo niimero de respostas, entio Z é um conjunto
balanceado .

A estrutura balanceada e completa sdo caracteristicas independentes. Uma
estrutura pode ter ambas, uma ou nenhuma delas. Apenas as estruturas balanceadas
serdo consideradas neste trabalho. Novamente, ambos os conceitos fario mais sentido
quando usados em uma amostra da populagio conceitual de respostas, a parte de

amostragem ser4 introduzida no capitulo seguinte.
1.1.9 - Conjunto de Fatores e Médias Admissiveis

Seja T um conjunto de fatores em determinada estrutura de uma populagio de
resposta. Se T contém cada fator que embute pelo menos um de seus fatores, entdo T é
um conjunto admissivel. Por definigio, o conjunto vazio é, também, um conjunto
admissivel. E facil ver que cada combinagio de niveis de um conjunto de fatores ¢ uma
combinagio de algum conjunto admissivel. Por exemplo: se W é um conjunto de fatores
(e ndo necessariamente todos os fatores de uma populacio de respostas) e V,, é o
conjunto de todos os fatores que embutem um ou mais fatores em W, além do préprio
W, entdo V, U W é um conjunto admissivel.

Uma média admissivel ¢ uma média artimética de todas as respostas populacionais
que estdo contidas em w (uma combinagio de W), e é denotada por Y,,. Neste trabalho

se considerard apenas as médias admissiveis.

1.1.10 - O Conjunto do Paréntese mais a Direita (CPMD)’

%0 termo técnico paréntese mais a direita vem do inglés right most bracket. Este termo
juntamente com o termo admissivel foram propostos por Zyskind (1958) - Error Structures in
Experimental Designs. Tese de Ph.D nio publicada. Biblioteca, Iowa State University of Science and
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Sejam T e W, conjuntos, tais que o primeiro é admissivel e o segundo contém
todos os fatores em T que ndo possuem nenhum outro fator de T embutido em si. Entdo,
W, é chamado de CPMD de T. Seja V. =T - W, entdo T sera escrito como T = V(W),
para ressaltar o fato de que W, é o CPMD de T. Note que V, e W, sdo conjuntos
disjuntos e cada fator em V, embute pelo menos um fator em W,. Observe que se W, =
{}«T={}. Poroutro lado,se V, = { } = T é o seu préprio CPMD, isto é, T = (T).

E conveniente indicar os indices pertencentes ao CPMD entre paréntesis.

1.2 - O Modelo ou Identidade Populacional

1.2.1 - Média Parcial Admissivel

Antes de concentrar a atengio nos modelos ou identidades populacionais, precisa-
se da defini¢do de médias parciais, de fundamental importincia no desenvolvimeto dessa
teoria.

Média parcial é a média aritmética simples sobre a dimensdo de um particular
conjunto de indices. A média parcial ndo é uma observagio da populagio de respostas,
mas, sim, uma medida dela. Elas serdo denotadas pelo simbolo usual de uma resposta,
porém com os indices onde os cilculos foram feitos omitidos. Restringir-se-4 a atengdo

somente as médias parciais admissiveis. Por exemplo:

1° » Considere a seguinte estrutura (B : P) (T), também conhecida como estrutura
Aleatorizada em Blocos, B (blocos), T (tratamentos) e P (parcelas). Existem seis tipos de

médias parciais, denotadas por:

Technology, Ames, Iowa.
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Y Yoy Yoy Yay Yigy Yy onde 7= Lok s
j= 1. P ¢
k-1,.

2° » Considere a seguinte estrutura (S : Q) (P) e (SP : R), nela oito tipos de médias

parciais estao presentes:

Y, Yoo Yo Yay Yiay Yigr Yoay Yy omde

=1,
j= Le.ps
k=1,..4¢
I1=1,..r

1.2.1.1 - Subespacos Vetoriais Relativos aos Vetores de Médias

Parciais Admissiveis

Seria aconselhavel que o leitor que ndo esteja familiarizado com os conceitos de,
espago e subespago vetoriais, proje¢oes, ortogonalidade e outras definigdes de 4lgebra
linear, lesse antes o apéndice A, que d4 uma breve introdugio a esses conceitos.

Cada tipo de média parcial admissivel tem um significado maior que uma simples
conta de média aritmética, isto é, cada uma delas est4 imersa em um subespago vetorial.
Por exemplo: na estrutura (B : P) (T), cada um dos seis tipos de médias parciais Y, Y,
Y Yoy Yigy Yigi TEpresentam um vetor em um determinado subespago. Os subespacos
relativos aos tipos de médias parciais ndo sdo disjuntos entre si, pois, hd uma intersegio
entre eles, além do subespaco trivial nulo. Existem duas maneiras de se mostrar tal
intersecio. A primeira delas € através da relagdo entre médias parciais, que pertencem a

mesma estrutura de resposta.

Exemplo 1 ) Sejam S, e S, conjuntos de indices de duas médias parciais, de tal forma
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que S, c S,, isto é, S, tem um namero maior de indices que S, Se se pegar a média
parcial com indices S, e somar sobre os indices em S, que excedem S, (indices
excedentes), e depois dividir o resultado da soma pelo niimero de elementos somados,
obter-se-4 exatamente a média parcial com indices S,. Isto significa, que o subespago
relativo a média parcial com fndices S, estd contido no subespago relativo a outra média

com indices S,.

Exemplo 2 ) Sejam S, e S, conjuntos de indices de duas médias parciais, onde S, ¢ S,,.
Mesmo nesse caso, as duas médias parciais terdo uma intersegio, além do subespaco
nulo. Somando-se os indices em S, e dividindo pela dimensio de S,, obter-se-4 a média
geral. O mesmo acontecera se o procedimento acima for aplicado na média com indices
S, , de modo que, ambos os espagos contém a média geral.

A segunda maneira usa conceitos de 4lgebra linear.

Exemplo 1) As condigbes sdo as mesmas do exemplo 1 supra citado. Em outras palavras,
somando-se todos os vetores que pertengam ao subespago da média parcial com indices
S, , que excedam os indices em S,, e multiplicando o vetor resultante da soma pelo
inverso do ntimero de vetores que o compdem, ter-se-4 o vetor que representa a média
parcial com indices S,. Como a soma de vetores que pertencam ao mesmo subespaco e
a multiplicagido de um vetor por um escalar ndo fazem com que o vetor resultante saia
do subespago em questio, conclui-se que o subespago da média parcial com indices S,
estd contido no subespago da média parcial com indices S,.

O uso de matrizes e suas notagdes vém simplificar bastante o manuseio das
expressdes, pois, apesar do espago ser finito, lida-se frequentemente com grandes

dimensdes.

Através do produto de matrizes especificas pelo vetor de respostas consegue-se
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chegar as médias parciais. E possivel criar uma matriz aumentada, cujas colunas sio
formadas pelas colunas das matrizes que geram as médias parciais. Tal matriz sera
denominada matriz geradora de médias (mgm). No caso da estrutura aleatorizada em
blocos (B : P) (T), onde cada um dos indices (i, j e k) tem dois niveis, a matriz est4
especificada abaixo. Pode-se notar, por aqui também, que os espagos vetoriais pertinentes
as médias parciais nio sdo disjuntos entre si, pois basta somar algumas colunas geradoras
de uma média parcial para se obter colunas geradoras de outras médias parciais. Por
exemplo: somando-se as duas primeiras colunas da matriz geradora da média Y, e
depois repetindo o mesmo procedimento para as duas Gltimas, o resultado serd uma
matriz com duas colunas, que, a menos de uma constante, é idéntica 4 matriz geradora

da média Y,.

1y lo 1 lo1Llooojroooj10000000
8 ' 1 4 2 2
1y ls 10l 0loojlooojoo100000
g ' 1 4 2 2
1yl 1o Llooojoloojo1000000
8 ' 1 4 2 2
Ty ro 10l 0roojoloojooo10000
g8 ' 4 4 2 2

TEM e Ty 1,1 1 1
Lot loj00lojoo0lojoo0001000
8 4 1 2 2
lyoliolioo00li00lojo0o0000010
8 4 4 2 2
ol lojo00lojo0o00ljo0000100
8 2 3 2 2
liyolioliooo0ljo0o00lj00000001
E 4 4 2 2
Y Y Y Y Y Y

—
v
~—

(k) (1k) L§)) 1( 7k)
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1.2.1.2 - Construgio de Subespacos Disjuntos’

J4 foi visto, anteriormente, que os subespacos relativos as médias parciais possuem
intersecio entre si. Com isso, usam-se projecdes ortogonais de vetores, diferengas entre
vetores projetados e as suas projegoes ortogonais, para gerar subespagos ortogonais, e
portanto, disjuntos. Raciocinio anilogo serd empregado no vetor de respostas
populacionais, isto é, ele serd fatorado em componentes, ortogonais entre si, cuja soma
dari o préprio vetor de observagbes. Os componentes ortogonais serdo fungoes lineares
das médias parciais admissiveis. E também importante observar que ao se projetar
ortogonalmente um componente em um subespago, esse subespago tem que ser disjunto
ao subespaco do componente. Dai, ndo se projetar ortogonalmente o componente
diretamente no subespago de uma média parcial , mas sim no subespago dessa média
parcial que nio contenha nenhum outro subespago, aonde j4 se fez projegdes ortogonais
de outros componentes. E importante salientar que essa decomposi¢io é Gnica. O
exemplo ilustra essa idéia da decomposigio:

Exemplo 1) Considere a estrutura (B : P) (T). As médias parciais admissiveis sdo:

Yo Yy Yoy Yoy Yigy Yipy onde 1= L.
1.

b s
pe

’

j =
k=1,..t

»

O vetor de respostas ser4 fatorado ou decomposto em uma soma de componentes
ortogonais entre si, como mostra o esquema abaixo. Pode-se notar que o niimero de
componentes, ao final da decomposigio, é exatamente igual ao ntmero de médias
parciais. O mesmo raciocinio, pode perfeitamente, ser estendido para qualquer estrutura.

As duas segbes anteriores foram necessérias para que fosse dada uma motivagcio,

3 - N - - A
Entende-se subespacos disjuntos, aqueles subespagos cujas intersecoes entre si sdo o subespaco
trivial nulo.
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visio e interpretagio geométrica do modelo ou identidade populacional, e também para

que esse modelo ndo fosse entendido apenas como uma expansido matemitica e algébrica.

O vetor Y serd projetado ortogonalmente sobre o subespago da média geral
Yigw

/ Subespago da Média Geral

T A Yigy = Y + (Yigo-Y)

Agora, o vetor ( Yigk) - Y ) serd projetado ortogonalmente no subespago ( Yy - Y)
(Yioy - Y) Subespago do vetor ( Yo - Y)

| (Yig-Yo)

(Yim-Y) = (Yo -Y) + (Yim - Yo ) =>Yigw =Y + (Yo -Y) + (Yum- Yo )

Agora, o vetor ( Y - Y) ) serd projetado no subespago ( Yoo~ Y)

{ Yigh - Ym)

/ (Ym Yor Yo+ )
< (Y-Y)

/
(Yigo-Yo ) = (Yoo - Y)+(Ym -Yo - Ym +Y) = Yig =Y+ (Ye)-V) + (Yo -Y) +(Yig - Yo - Yoy +Y)

Subespago do vetor ( Yo - Y')

A
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Agona, o vetor { Yig - Yo) - Yoo + Y) serd projetado no subespago ( Yis - Yo - Yoo +Y)

(Yiw - Yor Yo+ Y)

Subespago do vetor ( Y - Yio - Yoo +Y)

S

E(Yi(i)-Y(ik))

(Yor-Yo-Yo+Y)

(Y- Yo-Yo+Y)=(Yo-Yo-Yo+Y)+(Ye-Yo)=>

Yp=Y+(Yo-Y) +(Yo-Y) + ( Yay- Yo- Yo + Y ) +( Yigh - Yav)
Agon, o vetor ( Yig - Y() ) serd projetado no subespago ( Yig) -Y)

( Yigy - You)

Subespaco do vetor ( Yiy - Yiy) )

(Yi()- Y )

(Vi) - Yem) = (Yi)- Y@ ) + (Vi) - Yagp - Yo + Yy ) =>

Yigy=Y+(YQ- V) +(Y®-Y) + ( Y(®-Y() - Yoo + Y) + (Yiep- Y@ ) + ( Yieg - Yi(p- Ye) + Yet))
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1.2.2 - Algoritmo de Obtenciao dos Componentes Através das

Médias Parciais

O processo que utiliza projegdes ortogonais para a obtengdo de componentes
ortogonais vai se complicando e ficando tedioso, 2 medida que o namero de fatores
cresce. Zyskind (1962 - On structure, relation, %, and expectation of mean square, Sankhya Ser.
A, 24:115-148) desenvolveu um algoritmo automatizando o processo de criagio dos
componentes usando as médias parciais admissiveis e o CPMD.

Combinagoes lineares de médias parciais podem ser obtidas de cada média parcial.
Estas combinagées, até aqui chamadas de componentes , sio formadas pela selegio de
todas as médias parciais produzidas pela média em questdo (termo principal), quando
um, alguns ou todos os indices do CPMD sido omitidos, considerando todas as

possibilidades.
Algoritmo: Sempre que um nimero impar de indices pertencentes ao CPMD for omitido,
a média terd o coeficiente (-1), se um namero par for omitido, a média ter4 o coeficiente

mais um (+1). O zero é considerado um ndamero par. Por exemplo:

1° » Considere a estrutura aleatorizada em blocos, ou seja, (B : P) (T) ou (i : j) (k);

Média Parcial Conduz Componente

(Termo Principal)

Y — (Y)

Yo - (Yy-Y)
Yoo - (Yo -Y)
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Y - Yy - Y- Yoo + Y)
Yig) - Yigy - Yoy )
Vi - Yigiy - Yig) - Yoy + Yo

2° o Considere a estrutura (S : Q) (P) e (SP: R) ou (i :j) (k) e (ik: 1)

Média Parcial Conduz Componente
(Termo Principal)
Y - (Y)
Y ~ (Yy-Y)
Y ~ (Yyo-Y)
Y — (Y - Y- Yoo + Y)
Yig) ~ (Y- Yi)
Yigi ~ (Yigiy - Yigy - Yo + Yo )
Yicw I ( Yicw - Youo)
Yig — (Y = Yigw - Yy + Yoo )

As propriedades, mostradas a seguir, sio consequéncias imediatas da definigio do

algoritmo:

(1) Se o CPMD do termo principal contiver p indices, entio o namero de médias

presentes no componente € 2P,

4
Prova: E(") =(1+1)?=27
n-0\p

(2) Excluindo o componente (Y), cuja a soma do coeficiente é um, a soma dos
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coeficientes das médias em qualquer outro componente é zero.

4
Provazz(—1)"(")=(1—1)"=O,pamp#=0.
n=0 r

Os componentes populacionais satisfazem algumas propriedades bastante tteis,
quando a populagio considerada for balanceada. Logo abaixo estio enumeradas tais

propriedades. Detalhes das demostragoes podem ser encontradas em Zyskind(1958).

1 © A soma das respostas de um componente qualquer sobre os indices do CPMD do

termo principal é zero. Por exemplo:

;( }’(i)- Y ) =
2 © A soma de quadrados de uma resposta sobre todos os indices é igual a soma de

quadrados de seus componentes sobre os mesmos indices. Por exemplo:

%:'(I) EY %:(Y(i)'y)z 2( 1(j) = <i>)2'

3 » O ndimero de valores linearmente independentes ( ou graus de liberdade) de um
componente ¢ igual ao produto da variagio populacional dos indices que nio pertengam
ao CPMD vezes a variagdo reduzida* dos indices pertencentes aoc CPMD do termo
principal. Assim, a soma destes nimeros sobre os componentes é igual a N. Por exemplo:

considere a estrutura (I), as médias parciais sio Y e Y;;,, com i = 1,....1. Y tem um grau

4y e N . .
Variagio reduzida significa a variagido populacional menos uma unidade.
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de liberdade e (Y, - Y ) tem (I - 1) graus de liberdade, de modo que a soma dos graus

de liberdade d4 o numero total de elementos, 1.

4 » Para qualquer componente o quadrado da soma sobre os indices do CPMD ¢ igual
a soma de quadrados sobre o mesmo conjunto de indices, com os coeficientes das médias

parciais sendo mantidos inalterados. Por exemplo:

2 2 2 2 2
z}?( Yoy Yy - Yun * Yo )~ - %:( Yiow Yiop - Yan + Yoy )-

Corolario: a propriedade 4 também é vilida quando a soma é feita sobre todos os indices
de uma resposta.

Para a definicdo dos cap sigmas (X) precisa-se antes definir os componentes de
variagio (c.v.). Um componente de variagio de um componente nada mais é do que a
soma de quadrados das médias parciais desses componentes divididos pelos seus graus
de liberdade. O c.v. ser4 simbolicamente representado por 6%, com 0 mesmo subscrito do
respectivo componente.

Os cap sigmas, definidos abaixo, sdo fungdes lineares dos componentes de
variagdo. Para cada componente da identidade populacional haverd um cap sigma
correspondente.

Definicio: O £ de um determinado componente é a combinagio linear dos ¢® que
tiverem os indices do termo principal (desse determinado componente) como um
subconjunto, e que os indices excedentes sejam exclusivamente do CPMD dos ¢®. O

coeficiente de cada c.v. que tem k indices excedentes é:

1
-1 )*
( ) produto da variagio populacional dos indices excedentes

Obs.: O componente de variagio relativo 2 media geral serd denotado por 62> = Y2 Para

fixar as idéias considere os exemplos abaixo:
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1°6 (B : P) (T);
Identidade populacional:
Yigo =Y + (Y- Y ) + (Y- Y) + (Xggg - Yy - Yoo + Y ) + (Yigy - Yi) + (Vi - Y

1

Y(ik) +Y,)=p+B + T+ (BT, + Pi(i) + (TP)i(jk)'

1 2 1 2 |
T -0t —062- =02
2 1 2 1 2 |
Iy = 0p - P Opp) ?OBT" PT Op(pr)
1 2
. -di-_o0
T r~ g %r

2 1 2
Zor = Oar - P Og(r1)

2 1 2
2:13(?) = Ogpp) - T Op(pr)

2
2“13(1'1‘) = Opery

2°%5(S:Q) (P) e (SP:R);
Identidade populacional:

-Yiy + Y ) + (Y - Yoo ) + Ny = Yigo = Yy + Yo ) =
=u+ Si + Pk + (SP)ik + S(Q)i(j) + S(PQ)i(ik) + SP(R)ik(l) + SP(QR)ik(jl)'

1 2 1 2 2
X -o6t-—6--06i+—o0

1 » 1 2 1 2
Zs =05~ 5 % - g %@ ' pg s

1 2
Y, = Op- 3 Ogp

2 1 2 1 2 1 2

L= Ogp - Q sk T R %sm) * R OsEQm)

i)

Y =Y + (Y- Y) + (Y- Y) + (X - Y- Yoo + Y) + (Yigy - Yy ) + (Y - Yoo
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2 1 2
Zg0) = %5 - P Oscp)

2 1 2
Zgpo) = Ospo) - R OsPar)

5 e 1 2
sery ~ 9seR) T Osp(Qr)

z - o’
SP(QR) =~ SP(QR)’

Fisher (1918 - The correlation between relatives on the supposition of Mendelian
inheritance. Trans. Roy. Soc. Edin. 52:339 - 433.) introduziu a anélise de varidncia baseado
na quebra do total da soma de quadrados em partes distintas. Cada uma delas,
supostamente, com um significado fisico, no sentido de descrever o acesso a uma ou

complexas fontes de variacoes. Em cada linha da ANOVA o quadrado médio é:

Quadrado Médio

(produtos das dimensoes populacionais dos indices que ndo estio

envolvidos no componente da linha em questio) »

Yy (componente)*
N indices do componente

G.L.

(n® de respostas que entram como termo principal em um

2

componente) = © o



Capitulo II

Amostragem e Funcao Indicadora

O

Neste capitulo serd introduzido o processo que representa uma amostra da

populagio conceitual de respostas. Neste contexto, cada elemento da populagio é um
valor fixo e desconhecido, e portanto, nio é uma varidvel aleatéria. Através da identidade
populacional, nédo é dificil ver que a amostra dos elementos populacionais induzem,
também, a amostras dos componentes populacionais. Por exemplo: considere a estrutura
i(j). Dessa forma, Y,; pode ser expresso como Y;; =Y + (Y, - Y) + (¥ - Yj)). Com
isso, cada particular (Y, - Y) e (Y, - Y;)) selecionados dependem exclusivamente dos
Y,;'s escolhidos, sendo assim, diz -se que as amostras daqueles sdo induzidas pela
amostras destes.

As varidveis aleatérias utilizadas serdo fungdes indicadoras, que determinam o
tipo de amostragem realizada sobre a populagio. Desse modo, cada elemento da amostra
serd uma fungio das variaveis aleatérias indicadoras e dos elementos da populacio
conceitual de respostas. Esse processo vai permitir o calculo das expectincias necessarias

para montar a tabela de andlise de vardncia amostral em fungio dos cap sigmas.

2.1 - Amostragem Aleatéria Simples Sem Reposicao

(AASSR) de uma Populacio de Tamanho N

Considere uma populagio de respostas com N elementos que estdo representados
porY,,i=1,...,N. Se uma AASSR for efetuada sobre esta populagio, entdo cada conjunto

de constituir a

de n elementos dos Y's terd a mesma probabilidade igual a
N
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amostra.

Sejay,.,i* =1,...,n; ai-ésima escolha amostral. Dessa forma, P(y,. = Y;) = —;7
ondei* = 1,..,nei=1,..NePy, =Y, yw= =Y,) = N(I:T D Pode-se ligar a observagio

amostral com os elementos da populagio, através da variavel aleatéria indicadora definida

?

da seguinte forma:

6:' 1, se a i*-ésima escolha da amostra for o i-ésimo elemento populacional,

2.1)

6:' 0, caso contrdrio (c.c.).
Entdo, Nn varidveis aleatérias 8,"'s tém a mesma funcio de probabilidade, induzidas pelo

tipo de amostragem. A fungio de probabilidade é dada abaixo, juntamente com algumas

propriedades importantes dessas varidveis aleatoérias.

Y 1 Y ie i 1 . .
P8 - 1) - 5 1 - P8 -0) o E(d)) - E[(6])4 - N’ Vi, ix;

P(d) 85 -1)-00E(8) 8% -0,Vieiein

i\ ' : ' (2.2)
P(8Y 3 - 1) =00 E(8"8") = 0, Viein # i
P8 8% - 1) - — L G E(B*8%) - — L Visilein i
N(N - 1) N(N - 1)

Obs.: os simbolos P e E representam respectivamente a probabilidade e a expectancia.
Assim, cada observagio amostral é dada como uma funcio linear das vari4veis
aleatérias indicadoras, bem como dos elementos da populagio, através da relagio:

N N N
.n=2ﬂn=zﬁw4m—nhu+zwm=uwn (2.3)
i=

i=1 i=-1

N Y N
°ndeﬂ=Y=El—vi»A;=(Yi'Y)‘ ei*=,216:'A"

is1
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Note que o modelo acima é o modelo mais trivial e simples na teoria de modelos
lineares, todavia, ele foi construido com base num processo fisico de amostragem e nio

suposto. Desse modo,

] N
E(yx) = — Y A, 2.4
)= X (2.4)
N N
como YA = Y (Y- Y) -0, tem-se que:
i-1 i-1

E(yp) = u o E(ex) = 0O, (2.5)

2
}.(2-6)

por construgao. E ainda,

2 N N
SENR 2 80(Y, - Y) + | X 87(Y, - Y)
i=1 i-1

N
E(yps*)-E|p+ X 8/(Y,- Y)
i-1

Calculando as expectancias dos termos com &,'s usando (2.2) obtém-se:

-1 -0

2u E (Y, - Y) E(8;)

El2p. Y & (Y, - Y)|- —
T N

2

E (Y, -Y)2+2 Y 878 (Y,- Y)(Y,-Y)

lsi<i's N

N Pl
E[Y 8 (Y,-Y)
i=1

(2.7)
N
- Y (Y, - 2E®) +2 Y (Y, - Y)Y, - Y)E(5;8)) -
i=1 Isi<i's N
Ly ove
N/& ! .

Substituindo (2.7) em (2.6) obtém-se:



22 Capitulo 2 - Amostragem e Fungio Indicadora

N
Y (Y -Y)?
1 & (N-1 5
E 2 . 2 el Y -Y 2 _ 2 + -
(.yi.) N E ) © N N1
N (2.8)
Y, -Y)?
NP [ R s ,
N N -1
N
Y (y, - Y)?
fazendo 1! - 0., tem-se:
N -1
1
E(y}) - (uz - —ﬁOi) vo4 =3, +2,. (2.9)
Segue-se, entdo, que:
1
Vi) - E(yif) - [E(y,)1? - (1 - N) o). (2.10)

Ao contrario do que se pensa, a covaridncia entre as observagdes obtidas de uma

amostra aleatdria nio é zero, como demonstrado abaixo:

oov(y‘. ’-yi-') = "‘”’(ci.'ei.') © E(yi- ’-yi-') - E(yi.)E(J’i.'> = E(ei.’ein') - E(e.,‘)E(ei’,) =

(2.11)

E[ )> 6:'6:."AiAi.] - Y AAE88)) -

i i i’ N(N

N

N
Sabendoque Y A, - ¥ (Y, - Y) - 0, entdo
i-1 i-1
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N 2 N . N .
i;lA,. -0 - iZ_:lAi + YAA. s YAA,. - -T AL (2.12)

iri' iri' i=1

Substituindo (2.12) em (2.11) obtém-se:

N
1 o>
cor : . 2.13
(Vudir) = N(N - 1),2.: -5 (2.13)
2|
- %OA
- = oi 1....... - % oi
MatCov(nxn) = e e e e e e . . , (2.14)
2 1 .2
- %OA ....... l - ‘I—V'OA
12
L— —I\-TOA .......

de modo que a matriz de covaridncia induzida pelo procedimento amostral nido €

diagonal. A E(y;.y;») pode ser obtida através de (2.13), da seguinte forma:

1 2
E(y..7.) = E(3)E(y,.) + cov( y,,.5,.) = w - 9%

N A’ (2.15)
Se se pegar, agora,

1 n 1 n N 6 A 6

- ; E = ;iz 21 . (2.16)
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ndo ¢é dificil mostrar que E(y)

"
try
—
=|r—-
M=
-
~
e’
N

E(y?)

"
[T
|

= p. Calculando a E(y” ), obtém-se:

= —%E( i J’i.)z '—15 ( E .yi +2

Usando (2.9) e (2.15), tem-se que:

E(y?)

=._1-2-{np,2+(1

+-3)
=iu_]2<

2

04
.-a 4

N n

=|v—-

Dessa forma, a varidncia

2
V(y) - E(»?) - [ED] - ( 1 - —"—) Y

2
14 & 1, » O4
—;{Z [“2 + (1 - N)"A]+ 21“‘;.‘5"(#2 - W]}=

-~ 02
_ _Al_,)oi]+ _2_<_2_1>(,L _ __ﬁ)}
1 oi
+(n— ) w? "N

2
o
n—l+l)+0i=—l-[{u2--ﬁ)n+oi}=
n

2

g

=u,2+ 1__n_ ._A_
N) n

da média amostral é dada por:

N/ n

Yy Yi. Vi,

Igiv<is'sn

J

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Todavia, a atengio serd concentrada na expectincia do quadrado da média

amostral de tamanho n,
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2 2 2
o o o z
E(y)-p+|1- 2|22 Al A3 A, (2.20)
%) - ( N) n # N n ° n
Com isso, foi ilustrado através do exemplo de AASSR, o uso da variivel aleatéria
indicadora ou varidvel de delineamento de amostragem, que serd bastante usada na

formulacio dos modelos lineares deduzidos.

2.2 - Amostragem Aleat6ria Cruzada

Considere, agora, elementos com valores P; , dispostos em uma tabela de dupla

entrada com A linhas e B colunas, onde os P;'s estdo sujeitos a condigao de que

A B
TP, - TP, 0. (2.21)
ia j-

Uma amostra aleatéria desses elementos é escolhida da seguinte forma:
selecionam-se a linhas dentre as A existentes e, independentemente desta selegio b
colunas sio selecionadas dentre as B. A intersegao entre as linhas e colunas escolhidas
dardo origem aos P;'s na amostra, tal esquema recebe a denominagio de amostragem

cruzada. Esta amostra pode ser representada pela figura abaixo:

Entidade B

Entidade A 0]
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Novamente, o esquema pode ser representado por varidveis aleatérias de amostragem.

Sejam

r

&

i
6‘
\
-

j.
By
jo

B

0, cc.

0, cc.

1, se a i+ésima escolha seleciona todos os P'.I./s com subscrito i,

(2.22)

1, se a jxésima escolha seleciona todos os Pys com subserito j;

Desse modo, a observacio amostral y.;. € expressa como uma fungio dos P;'s da seguinte

forma:

is mje
iy = %:Q' By Py

(2.23)

Algumas propriedades dessas varidveis aleatérias estdo apresentadas abaixo:

P(&"

P(B}

P8} &)

P(d) &)

P(&) &

P(B} B}

1)

D

1
==
A

E(3})

1 :
ang)

1) - P(B} B}

, Vieix;

1) =0, Vi#i'is,j#j'eje;
(2.24)

) =PB B = 1) =0, Vi, ix#ish, j, ju #ju';

1)

P(s)

1) !

"BB-1)

1

1/6:' = l)P(ﬁ:. = l) = m‘__l)

yViti'eir# ix';

Vi#j'cj*%j*';
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v i’ e e’ is ! jo e’ 1 . ey s s s sy . .y
E(5; &, B} BJ)- E(; 8, ) E(B] B]") - ABAHE ) e

Usando (2.21) obtém-se as relagées:

2 W

(%:Pij) =O=%:PU E iji E ijij E ij;]
j*i ”'" IASN
YPP, . --Y P
Sty % if ‘o Y PP, EP;(ZQS)
jei' ini' ij
j*i'
2
E iy ij = _;Pij
j

iri'

A cov(Yis i+ 5 Yin)s COV(Yie e 5 Yiejor) € COV(Yini» , ¥ie 1), da mesma forma que em

(2.13), ndo sio nulas, como demonstrado abaixo, usando (2.24) e (2.25):

W Py Iiogr) = EDg Vogo) = B ) E( ) =

o oo ) (g we,) |-

PP E&"p"s" p") - 1 P, (2 26)
%:‘z'i:' i =iy ( ‘Bf i BI) A.B(A- l)(B— 1)%::21 ij

[}

= , onde oiB = J .
AB(A - 1)(3 1) AB A-1DB-1

mesmo acontece com a cov(y s , Yir ) € COV(Yie o , ¥io ), usando (2.24) e (2.25):

Y Py
Q ( E E(ab bit pio Bi.) _ i/ _ 2 l 1 l l
vry,., %:ij ij 1; i Ci'Vy ¥y ‘_jl—B"“—OAB —Z —-E .
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- ”E] PPy ;Pf? 0oz 1
_ i» 0 L 7 _ .
A Seps ""')'zf:P"P""E(B‘ B Bj:)- AB(B-1) AB(B-1) B ( ) (22D
j*i
E 61'* 6".’ j¢ jizﬂ li ,i E oiB l 1
oy by = P PGES8B) - Gpa— ATy T A\l B)

in"

Trabalhando, agora, com a média amostral y e usando (2.26) e (2.27), tem-se que:

2 1 2
E 1 g 3
E(y?)- ( bi);y, ,) e (i%y,.,.)

1
) (ab)? izj:-y"i EJ’,) Pinjort EJ’;., i 2)7”, Jinjor |
Jrrfe! 1.;;.' Jorje'
1
= (ab)2 EE(J’{})"' EE(J’”J’U)ir EE(yij-yi ’)+ EE(yi)yij) -
{ Jeris! iﬂ‘it' jerje'
2 2
g o
- B A DB-1) -ab - DA 1) .
(ab):| AB AB

(2.28)

2 2
-ala - l)b%(B - 1) +a@- Db - 1)%”‘;

2

0
) ABab[(A -DB-DH-A-DHE-D-@-HB-1+@-DHE-1D]-

2

%48 (A—a)(B—b)=-o—2A£ A | T R
ABab ab A B

)
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Entio, o fator de corregio acima envolve cada classificagio e o 045 é dividido
pelo tamanho da amostra. Uma observagdo de extrema importéncia, é que a condigio
(2.21) é uma consequéncia da estrutura balanceada da populagio de respostas. Logo nao
¢ uma imposigio assumida por um modelo matematico. Uma propriedade bastante
interessante para (2.28) é o fato de que quando uma selegio envolver todos os elementos,
de pelo menos uma das classificages, a E( y* ) serd zero. Implicando que y é
identicamente igual a zero. O que significa, na terminologia estatistica, que o(s) fator(es)
de classificagio(6es) é(sdo) fixo(s). Aplicar-se-4, agora, os resultados, vistos até aqui, em
uma situagio cléssica de planejamento de experimentos. Seja Y, i=1, ..., A;j=1, ..
., B, uma resposta da casela (i,j) em uma classificagio balanceada com dois fatores

cruzados, A e B. Usando a decomposigdo de Y;, em componentes ortogonais obtém-se:

Y, = Y+ (Y - Y) e (Y, - ¥) + (Y, - Y, - Y, +Y) -

f) N

B (2.29)
g+ Ay + By + AB),,,

de forma que a (i*j*)-ésima observagio amostral est4 relacionada com os Y;'s por:
FPiaegy = B2 2; 84y + ; ByBy;, + X8/ B/(AB),. (2.30)
i

Aproveitando os resultados (2.18) e (2.28), previamente calculados, tem-se que

a expressdo para a E( y° ) é da forma:

2 2 2
a) %4 b} 9s a b | 9B
i) -ue (1 4) % L) a) (- 5) e
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A A B
E Ai2 E (Y(:) B Y)2 E Bi2 Epiyz'
Onde 02= i=1 =i-l 02= iel 802 - ij .
4 @A4-)) a-1y P B-1H *®* @A-1npB-1

O fato do I ser uma consequéncia dos ¢° ser4 visto adiante com mais detalhes,

onde o caso exposto acima é uma situagio particular.
2.3 - Amostragem Aleatdria com Estrutura Hierarquica

Finalmente, um dltimo exemplo, agora com uma estrutura hierdrquica. Considere
a estrutura A(B) ou i(j). Cada Y, denotaré o j-ésimo elemento do i-ésimo grupo. A

identidade populacional para este caso é:

Y

i = Y (Y - Y) + (Y,

i~ Y) = #r Ay ¢ By, (2.32)

Como a populagio é balanceada, as condigdes abaixo sio satisfeitas:

A
Y Ay = X By - 0, Vi (2.33)

A amostragem dos Y,;'s segue o seguinte procedimento: selecionar aleatoriamente
a dentre os A existentes, e para cada um dos a selecionados escolher b dentre os B
existentes. A observagio amostral serd denotada por y,.), isto €, a j*-ésima escolha dentro
do i*-ésimo grupo. A ligagio entre a observagio amostral Yiq € a observagio
populacional ser4 feita através de abAB varidveis aleatérias do tipo &/, ;, onde i=1

L AGI*=1, 00 ,a55=1, .. Bej*=1,...b.

9

B: ; = 1, se a jésima escolha do ix-ésimo grupo for a j-ésima unidade populacional deste grupo;
(2.34)
B -0, ce.

iv j

]
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e os &,'s sdo definidos exatamente como em (2.1), de modo que:

i i
ooy = %,:5! ﬁ..; Y (2.35)

substituindo (2.32) em (2.35) obtém-se:

ie e je i te o lsje
Ti (o) Eb Bi. + By ) = pe 2;5,'11(;) * %:5; B..s B, ;- (2.36)

A fungio de probabilidade dos (13;':;" ye dos (&, B; ;') estdo definidas abaixo, com:

e Jo ].
P(BI.; = " AB’ » Y js dr e jx;
P(6i° ij. 1) - 1 DE(ﬁioBi»]’.)_ 1 Vi i e e e
= ) iPuy) = g v Js J*:
is i‘jt ir g s nivje Y .
P(9, Bi.ﬁ =00 E(8,8,B.y) =0, Viei',j, ixeju;

P(8; By} j;;: = 1) = 00 E(8;B.IB.J) =0, Vi, j#j', iv e ju;

P(87 8B Bl = 1) = 0 0 E(878.BT B} ) = 0, V ity joj', i e ju (2.37)

l » dv fo v je! ].
E(8; B, B )

P& BB - 1) - 5 }
(3, Bi.j Bf.; ) _——B(B _ 1) irf —————B(B T

, v i,j#j', i* ej*#j*';
P(8/ B B = 1) =00 E(8; By i Bl ) =0,V i jinejirju;

P(8, 5, By By - 1) = P(8; By P8, Byo) , Y ini', j, ds#ie’ e jus
P(878) BBl = 1) = P(8; By P(8y By} ) . V iwil, j, intis' ¢ jutfe’.

A seguir, estdo alguns resultados que serdo usados em futuras demonstracoes:

- * * I 2 ‘O i. - I
(y,.,.)2=(u ‘ zi;a:Am . %ja; Bj,;B,(i)) -ue2uY a,Aqu‘i\‘ig 8; B/ B, ,+ (2.38)
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i 2 i ir pirje iv yivje 2
(zom ) o) (aiin) - (surmn)”
i e pyds Jo i’ v e o
(J’g.j,)(}’i,'i.) = (”’ + gaiA(i) + ;;61 thBi(j))(”' + zj:ﬁi A(l) * %:Gi Biw'jBi(j)) =
= p? I‘E 6:'A ot ILE 5:" B:::i‘Bi * E 5::.A i E 6:“/1 n) "
: ) r ] D : (i) ; ()
(2.39)

iv' ir v je ir ir' is'js

i’ iv £y B Jo iv' i’ e fo s fe
+ p,zi: 61 A(i) + ( % 6, Bi.; Bi( ’.)) ( ; 61 ﬂi.';‘ Bi( f)) + ﬂ-%: 61 Bi.;’ Bi( e
]

i s s jo ir fo s fe’
(y,'.j,)(.yi.j.') = (”' + El:biA(i) + zﬁ:&. Bi.ng(j))(," + ;6111({) + 2”:"% Bi.; B‘(i)) =

2 \
2 i i e Je ioj.'

o 2”25: 8 Ay - (EG‘A(") ' (;6‘ AU)) ( %:6' Py Bi(t)) '
(2.40)
ie girje’ ie oy ie o i ie i jo
* “% 6, Bij By * “%: 5 Bi—; B,y + (; 5, Au)) ( );6, B;.fB,(,) ¥

i iojo i I'Qj-'
¥ ( %_:51 B..; Bi(i)) ( %: 5, B..; Bam] .

i e v jo i’ o' nin'je!
(yi-].)(.yi.'j.') (“ * zi:'siA(i) * %:5: BiojBi(j)) (I-‘ * Zi:bi A(i) * %5: B:; B,(,)) =
(2.41)

2 is ' de'je’ i o' o'
7} +y,zi: G‘A(‘)”‘Lzﬂ:&‘ Bi..; Bi(i)+( ;G‘A(f)) ( 2;6: A(i)) +p,2i:6: A(‘) +
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(
i’ ir ioi-o il..
\;bi A(i)) ( 25 B..; 1(;)) * ”‘26 B.;B iyt
( i ! it']’o' i l]t I i.'i¢'
+ \;6‘/{(") zf,-:a‘ Py By 25 Bion 217:6' Buii Biy | -

i is jo i'j' i.jo io ]o io i )0
(%: 8, B"i B‘(/)) E 6 B"i i(i) E 6 B Bi(i)Bi(i " E 6 5 Bi(i)B‘ (O

jrj' iri' (2 42)
iv lt]* h]o
"E‘,b B Bi(i)Bi(i)
j*i’

i lo)t i pieje’ _ io iOft f'i\v i bj» f.j.
(25 i(i)) (%: 5 By Bau)) - %: 8 Bif Bi.) By E 8, B.;Bij By B
i*i'
is nie i jo itjo i‘ i i jo i»jo

iri' jrj'

(2.43)

E facil mostrar que E(y;. ») = . Resta, entdo, calcular os momentos cruzados

dessas vari4veis aleat6rias. Usando (2.2), (2.36), (2.37) e (2.38) tem-se que:

i iv e 2
E[(}’,.(,.))zl =poe E( z‘:Awb:) + E( Y 8/ B./B ‘m) . (2.44)

Sabe-se a partir de (2.9), que E( Yo Am) ( 1 - %) ofA), de modo que, para o célculo
de (2.44) falta apenas a ultlma parcela da sua soma. Usando (2.33),(2.37) e (2.42)

obtém-se:
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x'; 2 is oo jo
(26 ﬂ B;(,)) = (25 B i())) = %:Bi(zj)E(éi B.;)=

(2.45)
1 2 1 2
- 32”331(;') - ( 1 - g) O4(B)
EBi%i)
onde ofm,) = B . O resultado final de (2.44), usando (2.45), é da forma:
E 2 2 T 1-1)62
[()’f.;.) ]= L A Gy * "B O4(B) (2.46)

A E(Yi+ j+ Y3+ ;»+) também € calculada usando (2.33), (2.37)e (2.40), e ainda (2.43):

Euype) <8 - B 80 ay) - 5 Zoi0rm,, ) (Ser6ir B, |

1 2 1
=pd el 1 - = + ————» B B . =
n \ A O(A) B(B _ I)Xi: ) IeN) (247)
j*i’
/ 2
9 1) 2 1] =2 O4(B)
Usando (2.12), (2.37), (2.39),(2.41) e o fato de que E(y;.;») = p, tem-se que:
o2
A
E(yfoivyiw'jo) = E(yiojoyio'jo') = IL2 - _A._)" (2.48)
Assim, a expectincia do quadrado da média amostral y é:
E[(»)? ( ) :
[(»?] - (ab)?' ; Fiog (2.49)
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isjo

2
= E| 3 Hiajo ¥ > Vi Yirjer * p) Pip Virs * X Picje Vierjor|
i Jo [

Jo * }'v' [ S P j. » j.'

Substituindo (2.46), (2.47) e (2.48) em (2.49) obtém-se:

\ 2
1 1} 2 1] 2 1] 2 O4(B)
E 2] - plu? + | 1 - —]o’y,+| 1 - =10 spt el - = -
(7] (ab)z{‘ [ﬂ ( A)® ( B) A(B)] [ ( A) Sw g |”

2 2
x ab(b - 1) + a(a - 1)btu2 - fjf_’] +a(a - 1)b(b - 1)[,3 - %ﬂ]} _ (2.50)

2 a 2
(1 2] 1

E importante salientar que os fatores de corregio (1 - i) e (1 - —;-)

2
04 (B) 1 1
) P )

v JIC

correspondem aos indices subscritos pertencentes exclusivamente ao CPMD.

2.4 - As Expectiancias dos Quadrados das Médias

Amostrais em Funcio dos ¢”'s e dos X's

A seguir, uma série de teoremas, coroldrios e resultados serio dados para

estabelecer a relagdo entre a expectincia do quadrado de uma média amostral e os o*'s

e X's.

Teorema 2.1 ( Zyskind - 1958): A expectincia do quadrado de qualquer média parcial
de uma amostra balanceada € igual a uma fungio linear de todos os componentes de
variagio da populagdo. O coeficiente de cada componente é o produto de fatores de

corregio finitos, um fator para cada indice do CPMD do componente, denotado por f£°.



36 Capitulo 2 - Amostragem e Fungao Indicadora

O significado de f,"é o seguinte: a indicard o namero de valores amostrais do indice i que
entram na formagio da média parcial em questio, e i é o tamanho do indice
populacional. Além disso, o componente de variagio sera dividido por 1 quando o indice
desse componente também aparecer na média parcial que se est4 fazendo a expectancia.
Caso contrério, serd dividido pelo produto dos tamanhos amostrais dos indices do
componente que excedem os indices da média parcial que se esta fazendo a expectincia.

As expectincias de y2e y?,, previamente calculadas, exemplificam o teorema 2.1.
Um outro exemplo, agora concreto, é dado a seguir: H4 a necessidade da investigagio da
variabilidade de um tratamento de um determinado material. Suponha que este material
seja estratificado em S fontes, com cada uma tendo um cruzamento de R linhas e C
colunas, onde as colunas, dentro das fontes, sejam subdivididas em M faixas. Note que
as faixas nio estio embutidas nas linhas. Simbolicamente, a representacio da estrutura
populacional é (S:(R)(C:M)). A amostra consiste da selecio aleatéria de s fontes das S,
e em cada uma das selecionadas, selecionam-se aleatoriamente r linhas das R e ¢ colunas
das C e por dltimo, de cada coluna escothida m faixas sio selecionadas das M existentes.

Pelo teorema 2.1 a expressio para a E( y*) em termos dos ¢”'s é:

2 2 2
s ) % r ]| 9sxr ¢ ) 9sc
EU”W“(“E) ; *("i) -\
2 2
A1 1. ) (. m) Oscon | (2.51)
R ) C sre M sem
2
. 1-—’:—\ L. m Osc(rm)
R ) M serm

Por outro lado, a expressio para o quadrado da média amostral da m-ésima faixa da c-

ésima coluna da s-ésima fonte é:
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2 2 2
1) %s r | sk 1) 9%s(c
E 2 = 2 + 1 _ ( ) " 1 o ( ) + 1 el ( ) +
e (1) S (1) B (0 )
(2.52)

2 2 2
(4} g [+
d1. T 1. L] Oswey . L secey o1, 2 SC(RM)
R C r M 1 R M r

Agora, a E(y*) ser4 dada em fungio dos X's.

1° Passo: considere um particular 0® na expressio da E( y* ). Seja X o conjunto dos
indices que ndo pertengam ao CPMD de o? e Y o conjunto complementar, isto é, os
subscrito pertencentes ao CPMD. Seja Z um subconjunto arbitrério tal que Z c Y. Seja
q=#'Z, e para q=0 o produto das dimensdes dos subscritos em Z é 1. Seja Ny (y.7,0
namero de diferentes componentes que entram na formagao da média amostral parcial,

expecificado pelo conjunto de indices X +( Y - Z ). A forma expandida de escrever o é:

2 (-1)7 1

o x .
¥ 25 1 dimensio populacional Ny ., _ (2.53)
i€z

Logo abaixo, est4 uma tabela com um exemplo bem detalhado da aplicagiao dos
resultados acima. A primeira coluna da tabela representa o conjunto X, a segunda coluna
representa o conjunto Y, a terceira coluna representa todas as possibilidades do conjunto
Z paraum X e Y fixados, e a quarta e tltima coluna traz a expressio do componente de

variagio para estes conjuntos.

Exemplo para a estrutura (S:(R) (C:M)):

1#, significa a cardinalidade do conjunto.
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& € zZcY
CPMD | CPMD Meédia amostral parcial
X Y Z
° ) ? YZ =u’ = ol
) {S} ) Vs
2
2 1 1 s | %y
o9
(S} s S S s
Jy
{S} {R} ] y‘.(h)‘
1 11 r| %sw
(s3]
(R} s R s R sr
Fsy
© | © o |yl
o(2-22) (1. 2) g
Cy s C s C sc
-y(h)J
{S} {R,C} ®
yl-(hh)
{R} .}’n(m)’a2 _—1___!__1—__1__}_*1_1_-1_1 L.‘.fé&
{C} Tty SRE)\ sre Rsc Csr RCs R CJ src
y(n)
{R,C}
80 | o o | St
o2 1 11y L. m °§C(M)
SCMD\ sem M se M/] sem
yt- o
(M} (o)
{S,C} | {R.M} %)
y"ﬂ bad L)
{R} ( )
y:-a(n.) 1 1 1 2
M 6?2 L1 11 Ly ;) Osew
M} Frferr) OSC(RM)( srem R sem M ser  RM se ! R ! M sre
{R,M}
-ylt(ﬁ-) J
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2° Passo: seja R um conjunto fixo de indices subscritos. Selecionam-se todos os termos
na E( y°) cujos 0° tenham o mesmo X e R=Y-Z, isto é, variam-se Y e Z sujeitos a
restrigio Y-Z=R. Neste caso, X pode ser também o conjunto de indices do 6* que seja o
seu préprio CPMD, por exemplo: considere o ofs) na expectincia (2.51), 14 o conjunto

de indices do componente de variagio é o seu préprio CPMD.

_r . Y o (-1)7* : 1 5
Ny, v.z v X Y (dimensdo populacional) N, Y- 2z) X(R) (2.54)
Y-Z-R ieZ
Assim,

by z
E(y?) - E(—)—‘i—&)-] = soma sobre todos os pares admissiveis de X ¢ R de X&) (2.55)
X+R

xr\ N X+R

Pode-se escrever N, ., - ] 4,, onde a; é o tamanho amostral do indice i, e
ieX+R

a,=1 quando i pertence ao conjunto vazio, exemplo:

1 1 1 1
2
E(y*) - B, ‘;Zm * ‘;ES(R) * ;ZS(Q * ;ZS(R) *
(2.56)
1 1 1
b — + —X + — X .
sre SRO) © L TSRY) ooy, TSCM)

A préxima etapa € escrever a expectincia do quadrado de uma média parcial
qualquer em fungao dos X's.

Seja S, o conjunto de indices em uma média parcial admissivel. Entdo, relativo
a esta média, o nimero de diferentes componentes, cujo tipo € especificado pelo conjunto

de indices S,=X+RéN= [[ 4

i€(S, - S)

e



40 Capitulo 2 - Amostragem e Fungio Indicadora

Teorema 2.2: Sob as condigdes do teorema 2.1 e com a notagio desenvolvida acima, a
expansio da expectancia do quadrado de uma média parcial qualquer em fungio dos X's
é:
pX
2 X(R
E ( J’sl) > —

Rl H 4
iesz- Sx

i

Exemplos destes teoremas podem ser encontrados em (2.9). Para a expectancia (2.52)

obtém-se:

z X z

2 S(R) S(RC) SC(RM)
E(yl.n)- 2, + Zg B By oD+ Bogpy ¢ (2.57)

Por causa da amostragem pura, isto €, apenas combinagdes de amostragens
cruzadas e/ou embutidas, a estrutura amostral é a mesma da estrutura populacional, a
identidade amostral é a mesma da populacional. As definigdes dos o%s, Z's, graus de
liberdade amostrais sdo completamente anilogas as da populagio.

Por conveniéncia de notagio, se uma letra maitiscula denotar um conjunto de
indices qualquer na populagio, a respectiva letra mindscula indicarid o equivalente
conjunto na amostra, exemplo: se S denota o conjunto de todos os indices na populagio,

entdo, s indica o conjunto de todos os indices na amostra.

Teorema 2.3 Se x é um subconjunto qualquer de s tal que X, é admissivel na estrutura
amostral o E(Z, )=2.
Como as outras definigoes, a andlise de varidncia amostral também tem a sua

aniloga & populacional. A decomposi¢io da soma de quadrados para uma amostra

2Este teorema é devido a Throckmorton, T.N. 1961. Structure of classification data. Tese de Ph.D.
nao publicada. Jowa State University and Technology, Ames, lowa.



Expectincia de Quadrados Médios em Experimentos Aleatorizados 41

balanceada est4 garantida pela existéncia da identidade e pela estrutura amostral.
Sejam S o conjunto de todos os subscritos, S, os subscritos do termo principal
em uma linha na ANOVA amostral e S, os subscritos de um particular ¢°. S; pode ser
escrito como S;=X.+Y;,i=1, 2; onde os X's e Y's sio definidos como em (2.53) e (2.54).
Sejam W=Y, - (Y,N S,), e a; ¢ A; o tamanho amostral e populacional do indice i

respectivamente, ambos serdo iguais a 1 quando pertencerem ao conjunto vazio.

Teorema 2.3: O valor esperado do quadrado da média em uma linha da ANOVA

amostral, onde os subscritos do termo principal formam o conjunto S;, tem a forma:

E R(SI’S2)0.§ = 2 P(Sl’sz)zg ’
5,cS ? 5cS ?

onde os R's e P's sdo constantes com valores:
i) R(S,, S;)=P(S,,S;)=0<S5,¢5,;
ii) Se S; € S, o P(S,, S,;)=P(S;) e R(S,, S;)=P(S,)Q(W), onde P(S;)= F a,=namero

1e(S- Sy .
de vezes que o conjunto especificado pelos indices S, entram na amostra e Q(W)=[] f,'=
teW

I ( 1. tamanho amostral do indice i ) (2.58)

374 tamanho populacional do indice i

Corolarios:

1. A média de quadrados na ANOVA populacional pode ser obtida, tanto para 6* quanto
para X, a partir da ANOVA amostral substituindo todas as quantidades amostrais pelas
correspondentes quantidades na populagdo. Exceto o coeficiente do o? onde S,=S, é

diferentes de zero.
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2. Se algum i € W tem o seu tamanho amostral igual ao seu tamanho populacional, a

contribui¢do do respectivo o° desaparece, entdo a classificagdo correspondente a este

indice é fixa.

3. Quando o tamanho populacional de um indice for infinito, o seu respectivo fator de

corregao seré 1.

~ A seguir, um exemplo da ANOVA amostral para a estrutura(S:(R)(C:M)):

2 r 2 m 2
- mros(c) + m( 1- E) oS(RC) + T( 1 - -xl-) OSC(M) +

r 2 2
(15[ ) toma

Fonte G.L. E.Q.M.
mrcsZ!e + mrcz(s) + mcEs(R) + mrES(C) . mZ‘.S(RC) + rESC(M) . ESC(RM) -
2 s 2 r| 2 c | 2
Y 1 amreso, +mrcl 1 - — {0y +me|l 1 -—|o0 emrfl - —|o +
) ( S) s) ( R) S(R) ( C) s(C)

r ¢ 2 m 2 r m 2
+m| 1 -— l-—]o +srj 1-—|o +| 1-— 1-—jo
mrcE(s) + chs(m . er‘.S(C) . mzs(ac) . rESC(M) . ESC(RM) -

2 rl a2 ¢ 2 m 2
Y -1 -mrcO,c, + mel 1 - —]o +mr|ll-—]o erf1-—|o .
) s S ( R ) S(R) ( C) $(C) ( M ) SC(M)
r c 2 r m 2
o E ) e ) )
mrEgc + mIgpe, + rzSC(M) * Zocrm -
Y50 s(c-1)
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mcEgpy * sz(RC) * zSC(RM) -
Ys s(r-1)
-mca2 +ml-i o> + l-ﬁ 02
S(R) C | %swo) M ) Oscwm
sz(RC) * ESC(RM) -
YS(RC) s(r-1)(c-1)
- m02 . 1 - —"L 02
S(RC) M | Oscrmn
rzSC(M) * 2:scuuu) -
Ys com sc(m-1)
2 r 2
=7r0scomy *+ | 1 - R Osc(rM)
Ys crmy sc(r-1)(m-1)

= o’
SC(RM) = VSC(RM)




Capitulo III

Experimentos Aleatorizados

—————————————

Neste capitulo estudar-se-do as consequéncias da aleatorizacio na estrutura

experimental, bem como novas defini¢des, como por exemplo os cap sigmas amostrais.
Também ser4 apresentada uma representagio grifica de estruturas completas, tteis para
sua melhor visualizagio. E por fim, exemplos serdo dados para ilustragio dos conceitos

e fixagio das idéias.

3.1 - Consequéncias da Aleatorizacao

Até aqui, estudaram-se as consequéncias da amostragem pura. Todavia, em
planejamento de experimentos, o ato de aleatorizar ji é um outro tipo de amostragem,
que modifica a estrutura entre as entidades que participam do processo de aleatorizagio.
Com isso, a relacdo entre os fatores no experimento difere da relacio dos mesmos na
populacio. Entdo, se uma resposta Y;, é determinada pelo tratamento i e a unidade k, a
qual o tratamento i é aplicado, tem-se que na amostra a unidade k s6 pode ser usada uma
tnica vez. Uma amostra obtida da aplicagio aleatéria de tratamentos as unidades
experimentais (u.e.), com r aplicacées de cada tratamento (replicacdes) é efetuada. Esse
esquema recebe o nome de amostra fracionada simples com representacio estrutural

indicada na figura abaixo, onde T e P sdo respectivamente os tratamentos e as unidades.
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Entidade P

0 0

Entidade T ol o0

A formalizagio do que foi visto acima, no caso de duas dimensoes, ¢ feita agora.

Considere AP itens com valores P, , ondei=1,...,A;u=1,...,Pe
A P
Yy P, - Y P, - 0. (3.1)
i1 =1

Particionam-se os P, s pelo indice i e selecionam-se aleatoriamente a conjuntos. Dentro
de cada conjunto escolhido, realiza-se outra selecio aleatéria de tamanho r, com a
restrigio de que nenhum P,, possa ter o mesmo indice u. Usando as vari4veis aleatérias,
descritas abaixo, consegue-se reproduzir o esquema de amostragem, citado acima.
Sejam 8" e pt/ comi*=1,...,a;i=1,...,A;f=1,...,reu=l,..., Pvarveis

aleatorias tais que:

O
[P
*
i

= 1, se a i~ésima escolha seleciona todos os P, /s com subscrito i;

8 -0
) (3.2)
pi' = 1, se a f-ésima selegio dentro do is-ésimo grupo corresponde ao P, tendo subscrito u;

i’f

P, =0, ce

As propriedades das varidveis aleat6rias, que serio tteis, estdo descritas abaixo:



Expectincia de Quadrados Médios em Experimentos Aleatorizados 47

E(87) - E(8) - L, v ic i
( ‘) ( ‘) A retd
E(bj‘ 6:'.') N L R
AA -1
. . (3.3)
i‘f _ = if ’f i [ ',
E(pu>- P e E(p,pu ) ——————P(P_l),‘v’z,f#f eu *#u';
E(p:fp:v'f' = —I;E)—]—.:—l—), YVir #ix'"u + u'eV valores defef'.
A conexio da observagio amostral com a populacional é da forma:
25, p.'P (3.4)
Para o célculo da E(y?) precisa-se dos seguintes resultados:
E(.yi?f) (Eﬁi p‘fP ) (Ebi pu ) + E ; 61 p:‘fpufP“‘Pm +
+ E Z 6 6i pufPinPi u) + E E 6 6 p fPiuPiu = (35)
i
ieid' u*u'
ie s ].
PLE(8] o) - —E - —-—(A - 1)(P - 1),
APy

Yy P,
iu
A-1HE-1)

onde o3, -
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A A E [(261 o,/P )(Eﬁi pu’ )] Y PP, E(s; 0. p,7) -

, (3.6)
1 1 2 OAPA 1)
-— —  YPP - _YP} - -_Z(A-)).
APP - 1) 2; i AP(P - 1)§ fu AP(

uru'

i v i’ i’ i i
E('y"f‘yi"f) - E[( iz; 61' p'lfPiu) ( iz'; 6‘ pll fPiu) = iPE PiuPi 'u' E(6 6 P f f)

u *u'

(3.7)

1 1
EPP' Eiu=

TAA-DPP- 1S I T AA- DPP - )4

uru'

__;)._

E(JyDus) - [(Eﬁi p.’P )(Eﬁ p. TP, )] Y P,P,,.E(8 & el pll") -

irj
, (3.8
- ! > PP, - ! yp2 . 24
AA-DPP - 1)<y ™™ AAQ-1HPP-1DF ™ AP’
Usando (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8), a E(y?) fica da forma:
1 1 ( 2
= - E
[a R } @\ y"’)
1, 2 (39
B (ar)? %_ Jig ,E, Yiflig * Xf: Jig Vif +i.);b, Jigliog| =

f*r is » ds' frr
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2 2
O4p Oap
= (ar)2 ar—E(A - 1)(P - 1) - ar(r - 1)-;1_P_(A - 1) +
1 in 1 1) oiP
+ ar(a - )AP +a(a - Dr(r - vl
in AP - A P in PA -1 A
" AP AP Arvar-P) - A - D ord - a) -

- ) 53]

Este resultado admite generalizagbes para dimensdes maiores. Por exemplo: se os

tratamentos A e B tiverem uma estrutura fatorial a generalizagio de (3.9) é:

w9 22 Dl

Novamente, com no caso da amostragem pura, o fator de corregio na

amostragem fracionada envolve somente subscritos do CPMD do componente em
questdo. Por exemplo, no caso da estrutura aleatorizada em blocos, o termo relativo a

interagdo do plot com o tratamento na expressio da E(y*) é

2 Y (PT)?
o - ik)
[(1———1) ——r(l-_t)] BT)  onde 012,(”.)= bk

P T)| rbe B(}L 1T - 1)

A seguir, serd dado um exemplo para ilustrar os conceitos vistos até aqui. J4 é
de conhecimento, que a estrutura populacional aleatorizada em blocos é (B : P)(T) ou (i

: j)(k) e a identidade populacional é Yigp=Y + Yy-Y) + Yoy -Y) + Yo - Yy - Yo +

Y) + (Y5 - Yo) + Yigo - Yigy - Yao + Yo )= 0 + By + Ty + (BT + B(P) +
(TP), -
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O procedimento amostral consiste da escolha aleatéria de b blocos dos B, e em
cada um dos escolhidos, rt u.e. sio selecionadas das P existentes e, por fim, t tratamentos
sdo escolhidos de forma aleatéria dos T tratamentos na populagio. Dentro de cada um
dos blocos sorteados aplica-se aleatoriamente r vezes cada um dos t tratamentos as u.e.
O valor observado da f-ésima réplica sorteada do k*-ésimo tratamento selecionado dentro
do i*-ésimo bloco escolhido é denotado por y,. . ¢ . A estrutura amostral é i*k*(f) e a

identidade é

Vo) =Y+ Vi) = Y) + Yariey =Y + Vi)~ Yoy = Yoo, T Y) + Fiewee) - Yorie )

As varidveis indicadoras que vio relacionar as observagdes amostrais com as

populacionais sio:

8 = 1, se o ir-dsimo bloco seleciomado for o i-ésimo bloco populacional;

i
8 =0, cec

ul.i.'i"' = 1, se o jwésimo plot selecionado do ix-ésimo bloco escolhido for o j-ésimo plot
4 populacional do mesmo bloco;
k :l}. =0, cc.
(3.10)
' B:' = 1, se o k«dsimo tratamento selecionado for o k-ésimo tratamento populacional;
ﬁh B: =0, cc
H:;;‘;f = 1, se a f-ésima réplica do keésimo tratamento selecionado do ix-ésimo bloco escolhido

1 for o jx-ésimo plot sorteado do mesmo bloco;

i.k.
ARES 0, cc.
\

io jo
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)
:ff = 1, se a f-ésima réplica do k«ésimo tratamento selecionado do i+ésimo bloco escolhido
y Jor o j-ésimo plot populacional do mesmo bloco;
ik f
| Pij = 0, cec.,

,

onde p::;'f - Y ; A, ;,'f . As propriedades das varidveis aleatérias supra citadas nio
joo 1

serdo enunciadas, como nos casos anteriores, pois sio obtidas de modo anilogo e podem

ser feitas pelo leitor sem muita dificuldade.

O modelo estatistico é:

ke b]. io ke f i» k+ iv wf
Jike(f) = ”212 6 B m ;.,. Y;(;k) 26 By p Pij Yl'(jk)

. . . ke
Ko+ Zi:b: B, + Zk:pk Ty + ’2’;6: Bx (BT)(ik) * (3.11)

+

Eﬁi. “RIB(P),, * E 87 By iy B(TP),.

Usando os resultados do capitulo II sobre as varidveis aleatérias indicadoras e (3.9)

encontra-se facilmente que:

2 2 2
ag o o
E(.yz):”'z“(l-%) ;B)+(l——;:-§‘-)-+ l——z—)(l__;:) (bBT)+
\
2 2
l--’i OB(P)+ 1-_1.__"_(1_1\ OB(PT).
P} rth T P\ T )| RBT

Reagrupando os termos em (3.12) obtém-se:

(3.12)
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| ) 1 2 1 2
E(y*) - ("2 “g%® " 7% g‘f“(n)) *

B T
1 2 | 1 2 1 2
ol %@ - T %sn - p%w t proBen | ”
(3.13)
+ —1— (’2 - —-!-02 + —1— 02 - —-]:-02 +
| 0 g% sn ] T 3| %en - B %)
1 2 1 2 1 2
gy Opp) - ?OB(PT) * b OppT)’
ou equivalentemente, em fungio dos X's:
~ 1 1 1 1
E()’ )‘ Z ;E(B) * ?z(r) * b_tz(BT) * (rtb)(zB(P) * ZB(PT))' (3.14)

Vale a pena observar, que a expansio da E(y* ) em fungio dos Z's mantém a
mesma regra que a enunciada no final do capitulo 1. Da mesma forma acontece com o
coeficiente de cada X, ou seja, ele é o inverso do namero de diferentes valores do
componente, em questio, que entram na formacio da média amostral y.

Para se obter o valor esperado de uma média parcial a partir de (3.14), supondo
esta expansdo vilida, é bastante simples. Considerando a estrutura acima, se y,. denota
a média observada do i*-ésimo bloco selecionado, entio a E( y?) é obtida de (3.14)

substituindo o valor b=1, isto é:

z z b) pX
2\ . P ¢ W T¢ 5 W 11 s W :10. 0
E(y" )= 5. 2 t t rt re (3.15)

Para ressaltar a simplicidade da forma das expectincias calculadas, far-se-a
analogja com o modelo em que os componentes sdo aleatérios e ndo correlacionados. Por
exemplo: considere o modelo Y;; = 4 + a, + b; + (ab),,i=1,...,aej=1,...b; onde

p € uma constante, € os a/s s3o aleat6rios com tamanho da amostra igual a a, os b's com
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tamanho de amostra igual a b e os (ab); com tamanho de amostra ab, com todas as
amostras independentes e de populagdes infinitas com média zero e variincia finita.

Obs: u? - o} - o2, Var(a)) - o, Var (b)) - ol e Var[(ab),))] - o2,

2 2 2 2 2
E(lfij) =0, + 0, + 0 + Oy

\ 2 2 2
2 1¢ 2 2 9 Oh
E(Y; ) = E ; Z ) = 00 + o“ + 7 + b ;
\ 2 2 2
g o
E Y2 = E = 2 + _‘.‘. + 02 ‘b;
( f ) \ p ilzl ) (,z a p ¥ p
2 2 2
2 g g g
E Y2 = E = 02 + = + —--b- + d
( ) ab%: e a b ab

Note, que cada o7, i=0, a, b e ab; é dividido, também, pelo n° de diferentes i's que
entram na média amostral em questao.
O préximo passo € a formalizagio desses resultados. Sejam Xy g, € Ny z, definidos

como em (2.54). Entdo a E(y’) admite a expansio padrio dos Z's se

EX
P (3.16)

X(R)

E(y?) -

Seja S,., o conjunto de subscritos de uma particular média parcial e N 0

X(R),S,s’
nimero de diferentes valores do componente especificado por X(R) que entram na

formagio da média de y, . Se E(y)satisfaz (3.16), a seguinte expectincia é vélida:

=
E( ysﬁ.) }Jf&' (3.17)
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Uma condigdo suficiente para (3.16) ser verdadeira é que toda a amostragem
balanceada empregada seja do tipo pura e/ou fracionada simples. Existe, também, outra
condigio suficiente: usando a expansio da E(y*) em funcio dos componentes de variagio
0%, que ser4 exemplificada a seguir com a estrutura aleatorizada em blocos. O termo
envolvendo o;(,,,, na expansio da E(y® ) em fungio dos ¢ considerando a estrutura

aleatorizada em blocos é:

2

o

1- 1 Il - £ 5¢D que pode também ser escrita como:
T P T rbt

2 2 2 2
1 %en 1 9%pr 1 9% . 1 Op(pT)
rbt 1 rbt T bt P b PT

Se se denotar por Z, o conjunto de letras no denominador, cujo numerador é
o5 1)> € POr Nppr 7y, 0 nimero de valores do componente do tipo B(PT-Z) que entram
na formagio da média amostral experimental que se est4 calculando a expectancia, entdo

os termos da expectincia, acima, sdo da forma:

2
(-1  Operr)

NB(PT- Z) Z

, (3.18)

onde q é o namero de letras em Z.
3.2 - Os Cap Sigmas Amostrais

O propésito desta secio é introduzir notagdes e conceitos suficientes para a
montagem da ANOVA amostral em fungio das expectincias dos quadrados. Os novos Z's

terdo subscritos com letras mindsculas, que corresponderdo exatamente aos subscritos das
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médias amostrais parciais.
No caso visto anteriormente, estrutura aleatorizada em blocos, ambos os cap
. . 1 - <
sigmas, Ly € Ly pr), possuem o mesmo coeficiente, —. Isto sugere, entio, que a fungio

btp
Xy + Zppr represente uma Gnica entidade na amostra. Se se fizer:

L,=%,,Ly=Bg, Ly-2m), Lpoy=Zen) - zb(tp)=EB(P) + Zpery

cada conjunto de indices num X amostral correspondera a uma média amostral parcial.

A expressio (3.14) € reescrita para a forma:

1 1 1 1
o Z%m T T * Ez(bt) * (rth) zb(pt)’ (3.19)

onde p representa o ntimero de u.e. em cada bloco aonde sio aplicados os tratamentos.

O exemplo acima serve de ilustragio para a definigio abaixo dos X's amostrais.

Definigido 3.2.1: Se y;,, € uma média amostral qualquer, entdo, o X,,, amostral é
definido como a soma de todos os X's populacionais admissiveis, cujos subscritos
contenham como um subconjunto os indices populacionais do conjunto k, e que os

mesmos Z's populacionais nio tenham indices excedentes com relagio ao conjunto h+k.

Obs.: Ambos os teoremas, descritos abaixo, podem ser encontrados em Zyskind-(1958),

com suas respectivas demonstragoes.

Teorema 3.1: Para qualquer experimento balanceado e completo a expectincia do

quadrado da média amostral é:
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E(y%)- Y% —2, .,
%) "zv;”hn; o

onde 1 éo produto das dimensdes amostrais dos indices em (h+k).

Her

Teorema 3.2: Considere um experimento balanceado e completo, e denote por s o
conjunto de todos os indices amostrais. Se x, é uma média amostral parcial admissivel,

entio a expectincia do quadrado em uma linha da ANOVA amostral é:

hgs L

onde kch. Este teorema é o mais importante enunciado neste capitulo, pois permite

montar a ANOVA amostral sem o célculo de todas as expectincias de quadrados.
Antes de se prosseguir com a aplicagio dos resultados dos teoremas em alguns

experimentos padroes serd apresentado, na segio seguinte, uma representagao gréafica para

as estruturas completas.

3.3 - Representacio Grafica de uma Estrutura de

Resposta Completa

Definicao 3.3.1: A representagio grafica de cada fator de classificagio, incluindo i e €,
recebe a denominagio de diagrama de estrutura'. Os O representam os fatores de
classificacdo. Se houver uma relagio de hierarquia entre dois fatores, por exemplo A
embute B, entdo haverd uma linha descendente de A para B. Se a relagio for de

cruzamento, entdo um fator vird ao lado do outro. Se por exemplo um fator D estiver

'Este método foi desenvolvido por Throckmorton,T.N. - Structures of classification data . Tese
de Ph.D. ndo publicada. Biblioteca de Iowa State University of Science and Technology, Ames, lowa, 1961.
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embutido em um cruzamento, haverd uma linha descendente para cada fator que embute

o fator D. A seguir, exemplos serdo dados para ilustrar a defini¢do acima.

Exemplo: Como a designagio de letras aos fatores de classificagio é arbitraria, nido se fara

distingdo entre A embutir B ou B embutir A na representacio grafica.

1) Dois fatores de classificagio, A e B.

) @)
p s
A
A B
B
€
€

Na primeira estrutura A embute B; j4 na segunda, A e B estao cruzados.
2) A relagio entre trés fatores é uma situagio mais rica, abaixo estdo as possiveis

representagoes dos diagramas.

(D ) u 3) u 4) ’ ) "
A
C B A@C A
B C
€ B ¢
€ € A

Na situagido (1), A embute B que embute C; na (2), A e C estio cruzados, e B est4

a N > =

n
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embutido em A; na (3) A e B estiio cruzados, e C estd embutido neste cruzamento; na (4)
A, B e C estio cruzados e na tltima, (5) A embute o cruzamento de B com C.

Vale a pena lembrar que néo existe um método de célculo para predizer o nimero
de relagGes para n fatores.
Obs.:
1?) A média de todas as respostas p poder ser considerada como um fator de apenas um
nivel que ocorre com cada resposta. Assim, cada nivel de cada fator tem que ocorrer junto

com este nivel de u. Deste modo, todos os fatores estio embutidos em p.

22) Se se pegar todas as respostas, provenientes de varias medigbes, com os mesmos
tratamentos e se tirar a média , obter-se-d4 o valor "verdadeiro" deste conjunto de
respostas. A diferenga de cada resposta, do conjunto acima, para este valor verdadeiro é,

entio, decorrente do efeito do fator €. Isto significa, que € é um erro técnico ou um erro

de medida.

3%) Quando uma seta partir de uma entidade para outra indicara que a origem da seta foi

aleatoriamente embutida na entidade de destino no experimento em questio.

4%) O diagrama de uma estrutura experimental representard tanto a estrutura
populacional quanto a observacional, e exibird a atribui¢io aleatéria que ocorre no

experimento, como demonstrado no exemplo abaixo:

No presente caso, P e T estio cruzados na estrutura populacional, enquanto que

na estrutura observacional P est4 embutido em T.
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3.4 - Aplicagoes

3.4.1 - Esquema com dois Fatores Completamente

Aleatorizados

Ser4 estudada a situagio em que os tratamentos sdo caracterizados por dois
fatores, A e B, e as u.e. por P. O experimento consiste da escolha aleatéria de a dentre os
A niveis de A, b dentre os B niveis de B e pab dentre os P niveis de P; e entio
aleatoriamente atribuir as pab u.e. selecionadas aos tratamentos sorteados, de modo que,

existam p réplicas para cada tratamento. O diagrama experimental é:

U

0,

P\
A B

Médias Populacionais |Y, Y, Yu, Yag, Yp, Yap, Yap, Yamp

Admissiveis Amostrais I Var Vs Vabs Vavip)

Como o experimento é balanceado e completo, tem-se que:
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2
1 1 _ P, ps  pb _ pab 9aBP _
A B B P AP BP ABPj pab
. 3, 1y .1y l e .5 .53
2 b B" b AB ¥ pab( P’ “ap* “pp ABP)’
onde
2 1 | 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
= - — - — + (4] - —0p + g + —0 - —
I, =p Oy B°B A A8~ p% " L p%p 5 %P " S p5%anp

2 1 2 1 2

2 1 2
Z,p=04p- —O4pp
B
2 1 2

Pode-se verificar que todos os cap sigmas populacionais envolvendo P tém o mesmo
coeficiente na E(y*), e pela definigdo 3.2.1,

X =Z,+ Z .+ X+ X

ab(p) P AP BP ABP*

Os demais Z's amostrais tém os mesmos subscritos, com letras mindsculas, dos X's

populacionais. Assim, de acordo com teorema 3.1, a E(y*) é
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1
pab 2:ab(p)'

+

E(y?)-2, .1z .1y . Lls

a b ab

Substituindo por 1 os subscritos apropriados na E(y® ), obtém-se as expectancias dos

quadrados das médias parciais, como exibido abaixo.

E(y.?') =Z,+ Z %Eb * —;—Z‘b * p_lbz-bm
E(J’bz) -z, - %E. + By - 5‘3.» * piazabm
E(J’azb) =D, B Ty I, %zab(p)
E(.yazb(p)) =B, e B By By Ty,

Na ANOVA amostral, cada linha é representada por uma fonte de variagio. O
célculo de suas expectincias de quadrados serdo exemplificados através de y,. A soma de
quadrados é dada por

Y(y,-yP-pbY (p}-yY e

abp abp

o pab(E(y?) - E(y?)) = pb(a - DE, +p(a - DI, + (a - DB, .

Dividindo a expectincia da soma dos quadrados pelos seus respectivos graus de liberdade,

obtém-se a expectincia do quadrado médio, ou seja,

phZ, + pZ , + E‘b(p).

Da mesma forma é feito para as demais fontes de variagio, obtendo, entio a ANOVA

amostral abaixo:
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Fonte G.L. EQM.

y 1 Eab(P)+pEab+pa2b+pbzpab+pab2‘.@
Ya a-1 Eab(p)+p23b+pb23

Yo b-1 2ab(p)+p2.}ab+pz=12b

Yab (a'l )(b'l) 2:ab(p)-'"pzab
Yanp _ab(p-1) Do)

3.4.2 - Esquema com Split-plot Generalizado

Neste experimento as u.e. estdo hierarquicamente classificadas em S fontes, B
blocos dentro de fontes e P unidades dentro de blocos. Os tratamentos, T e G, tém uma
estrutura fatorial. O procedimento experimental consiste em alocar g niveis escolhidos
aleatoriamente, dos G existentes, aos bg blocos sorteados aleatoriamente, dos B. Isso
dentro de cada uma das s fontes selecionadas de forma aleatéria, com a restrigio de que
cada nivel de G escolhido tenha exatamente b blocos; e por fim, atribuir aleatoriamente
os t niveis de T aos pt plots dentro de cada bloco, de modo que, cada nivel de t receba

p plots. O diagrama experimental é
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Médias Populacionais | Y,Ys,Ysp),Yspp)s Y YscsYscn)» Yspcr) s
Y7, Ysr, YS(BT) ’ YGT, Ysor YS(BGT) ’ YSB(GTP)

Amostrais y,JS’yg’ysg’ySg(b)’yt’
Ystr Vet Vsge)» Vsherp)

Admisstveis

Da mesma forma que na segio 3.4.1 este experimento é balanceado e completo,

implicando que a E(y*) é:

2
1 - t Og(ar) ) _1_ 1. pt "sa(cp) i_ 1. t OsB(PT) .
T ) shgt G P ) shgpt T T )| shgpt

14
P
2
2 l—-l-— OS(BGT) 1,_1._£ 1.t oSB(GPT)=
T G shgt T P T shgpt

s G T sSG ST GT SGT 1
i 2” ' s ’ 4 ' t ' sg ' st ' gt ' sgt ' .1»‘bg(z‘(’.(B> ' ES(BG)) '
LI S L ls L3 .3 .3
sbgt( S(BT) S(BGT)) sbgt( SB(P) SB(PG) SB(PT) sa(mr))'

onde
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2 2 2
2 Osg Ogr Osgr
R e
2 2 2
5 Ost Ocr Osgr
= Or- - *
S G SG
2 2 2
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2
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) _ o2 _ Jswen
SGT SGT - — o
B
2 2 2 2 2 2 2
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2 2 2
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2

o
2 SB(GPT)
ESB(GP) = OsBGP) ~ T
o2
2 SB(GPT)
ESB(PT) = Osp(pT) ~ G
o
2 SB(GPT)
2:sazc;r) = Osem) - P
5 2

sB(GpT) = 9sB(GPT)"

Assim, de acordo com o teorema 3.1 tem-se:

E(y?)

pX z

s

4 — = —— +

§ 4

[~

Z z z z pX pX pX z

+ +

t sg st g, sgt sg{b) R sg(bt) . sbgt(p).
t sg st gt sgt shg shgt shgtp

E, por conseguinte, a ANOVA amostral:

Fonte G.L. EQM.
y 1 Z bip) T P oyt PP L o +sbpZ +bpg +ptE ) +bptE_+
bpgtX +sbgpi +sbtpX +sbgptX,

)A (s-1) Z ooy P PZ sgoey PP +bpg B A+ ptE ) +bpt B +bpgt T
Yo (g-1) 2 oepy TP oy T PP L +sbpX  +pt2 o +bptE +sbpt X,
Veo (s-1)(g-1) 2 sy P Esgevny+ PLE gy +DptEsg

Yy S8(b-1) Z g py TP Zsgrony + Pt By

Ve (t-1) Z oy T P oo+ PPE o +sbpX  +bpgX  +sbpgZ,

Ve (s-1)(t-1) Z o) T PZ oy PP + bpg B

Ve (g-1)(t-1) Z oyt P2 oy +Dp I +3bp 2,

Vgt (s-1)(g-1)(t-1)  ZB ) +PE gy +bpEy,

Yoy SE(D-1)(t-1) By +pZygum
Yo S8DUP-1) Z gin)




Capitulo IV

O Poder dos Testes de Aleatorizacao

I

O frequente uso da distribuigdo F, no que concerne aos testes da tabela de

ANOVA, requer originalmente a suposigdo de normalidade dos erros, provenientes do
modelo matemético adequado 2 situagio experimental. Consideragdes de experimentos
aleatorizados, todavia, mostram que os erros experimentais seguem uma distribuicdo
distinta daquela, ou seja, ndo normal.

Neste capitulo, ilustrar-se-4 por meio de experimentos aleatorizados em blocos
a diferenga entre a distribuigdio de referéncia, gerada pelo processo de alocar
aleatoriamente as u.e. aos tratamentos, e a distribuigio F, baseada na suposicio de
normalidade dos erros, que nem sempre é uma hipétese sustent4vel. £ importante lembrar
que apesar das duas distribuigbes citadas acima ndo serem idénticas, 3 medida que o
tamanho do experimento aumenta a qualidade da aproximagio da distribuigio F para a
de referéncia melhora incrivelmente. O outro enfoque, é o comportamento do poder do

teste de aleatorizagio, para tanto, graficos serao feitos considerando situagoes distintas.

4.1 - Experimentos Aleatorizados em Blocos sob

Aditividade de Blocos com Tratamentos

Um exemplo simples a ser considerado é o caso de experimentos aleatorizados

em blocos sob aditividade de blocos com tratamentos. O procedimento amostral é

k
ij?

tratamento k est4 no plot j do bloco i na realizagdo do experimento, e toma o valor O c.c.

representado, aqui, pelo uso da varidvel aleatéria §;;, onde os 6:;'3 tomam valor ] se o
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Entdo, com t plots em cada bloco e com t tratamentos tem-se as seguintes propriedades:

1

P(8j = 1) = 1-P(8;-0) = — Vi jk
P(8y 8l = 1) = L VE# K, j*j e 4.1)
iy 9 TPETY , ; (4.
P(bf, 5:-‘,- =1) - iz’ V i+ i'e quaisquer valores de j, j', k e k'.
t

A conexio do valor observado com o elemento da populagio conceitual de respostas é da

forma:

k
Fu = 121 aij Y;(jk)' (4.2)

Mas, sob as condigdes de aditividade, Y, pode ser decomposto em

Yim =Y+ Yy - V)« Yy - V) » (YN - YY) =+ b+ 2 €, (4.3)

com b, = ¥ t, - 0. Substituindo (4.3) em (4.2) obtém-se:
i k

t
k
Vg =B+ b ety ;El aileu =Bk h et (4-4)

Qual a razéo para que o modelo (4.4) seja chamado de aditivo? A resposta é
muito simples. Por exemplo, se um incremento de t, implica em um aumento de 5
unidades na resposta e a influéncia do bloco aumenta 4 unidades na resposta, o acréscimo
na resposta devido a ambos seria de 5+4=9 unidades. Apesar da simplicidade do modelo

aditivo prover uma boa aproximagio em muitas situagdes, h4 circunstincias em que isto
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ndo acontece. Daf a necessidade de usar recursos como testes para nio aditividade e a
andlise grafica dos residuos para constatar a boa ou m4 aproximagio do modelo aditivo.
Para mais detalhes ver [10, secdao 8.2].

Inspegdes nos e,'s mostram que o e, toma diferentes valores €, , com igual
probabilidade % Isto acarreta uma distribuigdo para os e, diferente da normal.

Sabe-se que para o caso dos e;'s serem ndo correlacionados e normalmente
distribuidos, a F com sua respectiva regido de rejeigdo de tamanho & gozam de uma série
de propriedades 6timas. Este fato, juntamente com a implementagio desta estatistica em

todos os pacotes estatisticos, incentivou o seu grande uso, deixando o teste exato de

aleatorizagdo numa espécie de dorméncia e esquecimento.
4.2 - Teste de Aleatorizacdo e Funcao Poder

Segue-se o seguinte procedimento para a construgio de um teste baseado numa
estatistica quando a distribuigio dos e;'s é induzida pelo processo aleatério: calcula-se,
no experimento que foi efetivamente observado, a razdo entre o quadrado médio dos
tratamentos e o quadrado médio dos residuos, tal razio é denotada por F. Assumindo que
os tratamentos nio tém nenhum efeito diferenciador entre si, isto é, que eles sio
equivalentes, calculam-se todas as estatisticas F possiveis provenientes desta hip6tese.
Ordenam-se todos os F's em ordem crescente e contam-se quantas estatisticas sio maiores
ou iguais A F observada na amostra. Esta quantidade € o nivel de significdncia do teste ou
valor-p, que é reportado ao pesquisador ou ao responsavel pelo experimento para tomar
as devidas decisoes.

O grande problema para o procedimento acima € o grande nimero de resultados
possiveis, tornando-o proibitivo & medida que o tamanho do experimento aumenta.

As propriedades da funcio poder deste teste foram, empiricamente, estudadas
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para muitas situagbes na Universidade Estadual de lowa, E.U.A. Neste capitulo,
simulacoes também sio feitas para averiguacdo dos mesmos resultados.

Segundo as referéncias [14] e [18] quando a hip6tese nula, de igualdade de efeito
de tratamentos, é verdadeira, a estatistica F, independentemente da distribuigio dos erros
ser normal ou a de referéncia, tém a mesma média e as varidncias muito préximas, o que
j4 fornece alguma evidéncia , do uso na pritica da F como um artificio de célculo
aproximado para a verdadeira distribuigao de referéncia.

As simulagbes sio baseadas nos experimentos aleatorizados em blocos de
tamanho 2. Neste caso, dois tratamentos sio testados e n pares com estes tratamentos
constituem as u.e. E importante lembrar mais uma vez que as w.e. dentro de cada bloco
sdo alocadas aleatoriamente aos tratamentos. De acordo com o modelo (4.4), i=1,...n

e k=1,2; o estimador da diferenca t, - t, do i-ésimo par é:

iy = Jig = (8 - 1) + (Esij € Esij i}) (4.5)

Antes da realizagdo do experimento, cada uma das possibilidades abaixo tem

probabilidade 0.5 de ocorréncia.

(Eau € Ebij ;;) =% (en - €i2)' (4.6)

Com base nisto, constréi-se o teste segundo o procedimento descrito anteriormente.

O poder da fungio quando (t, - t,) é igual a uma particular constante &, é
calculado da seguinte maneira: cada atribuigio de tratamentos as u.e. produzem um
conjunto de n elementos do tipo &, = (€ - €,)» i=1,....n; onde em cada conjunto os
sinais que precedem as quantidades (e, - ¢, ;) vém numa particular sequéncia.
Obviamente, a diferenga que foi efetivamente observada no experimento faz parte deste

conjunto. Na realizacio do teste descrito na segio (4.1), verifica-se a proporgio de
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estatisticas que cafram na regiio critica, estabelecida por um & previamente fixado pelo
pesquisador, tal quantidade representa o poder do teste quando t, - t, = §,, .

Uma caracteristica inerente para os n valores da forma 8, + (&, - &) € que
quando 8, é suficientemente grande e positivo todas as diferengas sdo também positivas,
independente do sinal de (e, - ¢,). De posse desta informagao, € de se esperar que a

fungio poder seja igual a 1 para todo &, = t, - t, suficientemente grande.
4.3 - Simulacao

Nesta segio, sio ilustradas duas situagdes. A primeira, faz uso de uma coordenada
da F.(1,n), como delimitadora da regido critica & direita da distribuigdo, para construgio
da fungio poder considerando diferentes 6, , diferentes distribuigdes e um =0.05. A
segunda, vem mostrar a aproximagio da distribuigdo F(I,n) para a distribuigdo de
referéncia, para isso diferentes tamanhos de experimentos sdo considerados.

Vale a pena lembrar que F, | - t2, onde a primeira é uma varivel aleat6ria com
distribuigio F com 1 e v graus de liberdade, e a segunda ¢ uma varidvel aleatéria t-de-

Student com v g.1. Percebe-se melhor a relagio olhando as suas fungbes densidades:

I‘( vy * VzJ
2 v
f(X|Vl,V2) = v ('v_l

= d );Osx<ooevizl,i=l,2;
1 V2 2 vy o
't —i1} = 1+ ]| — | x
2 2 v,
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F( v o+ l)
flxlv) =2

)

Partindo da condigio de que t%(v) - F(1,v) e o fato de que o critério para se

1

1 ;-0 < x <o g V> 1.
Jyvm RARE
1+ | —
v

testar a igualdade dos tratamentos segundo a t- de- Student é bem mais simples, opta-se
pelo seu uso ao invés da F.

O programa em SAS para as simulages encontra-se no apéndice B.

As distribuigbes normal, gama e uniforme foram consideradas para a construgio
da fungio poder, todas com a mesma média e varidncia. Apenas os experimentos de
tamanho 10 tém a sua representagio grifica impressa logo abaixo. Pode-se constatar,
além da semelhanga dos trés, o que foi dito antes, que 2 medida que o delta aumenta o
poder se aproxima de um. Um outro fato também importante, é que para experimentos
pequenos o tamanho do teste proveniente da distribuigio é em geral maior que os 5%
fixado na simulagio, na verdade, é aproximadamente 9%. Este fato est4 de acordo com
o que foi encontrado na Universidade Estadual de Iowa. O contrario acontece para

experimentos grandes, ou seja, hd uma boa consonincia entre as duas regiGes criticas.

1.01 Poder 1.0 { Poder

0.9 0.9

0 1 2 3 4 5 ¢ ° 1 2 3
Delta Delta
Grafico 1- Distribuicio normal Grafico 2 - Distribuicio Gama
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1.0 Poder T

"o 1 2 3
Delta
Graéfico 3- Distribuicio Uniforme

i

Para a segunda parte nenhuma novidade, isto é, como era de se esperar a
aproximagio da distribuigio t-de-Student para a distribuicio de referéncia melhora

conforme o tamanho do experimento aumenta.
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Chama-se a atengiio, aqui, para um fato que causa muita confusio e de extrema
relevincia, j4 que leva a resultados e interpretagdes erréneas, que € o nivel de significincia
calculado sob H, com base na distribuigdo de referéncia gerada por um experimento

aleatorizado. Primeiro, define-se o conjunto de referéncia:

Definigio 4.1: Conjunto de referéncia = { todos os arranjos possiveis, sob a hipdtese

nula, e equiprovdveis }.

Com base na definigio acima, usar um elemento proveniente de um outro conjunto que
satisfaga apenas uma das caracteristicas do conjunto de referéncia, por exemplo, ser um
dos arranjos, mas nio ter a equiprobabilidade, ¢ uma condigio suficiente para que este
elemento ndo possa ser usado, como se fosse um componente do conjunto acima,
objetivando alguma inferéncia. Isto serve de ilustragido para situagbes onde nio se
aleatoriza o experimento e se usa o argumento de que o resultado obtido é um dos
possiveis resultados daquele experimento, e, portanto, nio se deveria ter o trabalho
adicional de aleatorizar. Bastaria, entdo, ver como o resultado observado est4 diante de
todas as possibilidades, chegando, deste modo, a um p-valor. O procedimento acima est4

intrinsicamente errado, pois, como ji foi dito, é necessirio também garantir a
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equiprobabilidade de todos os arranjos para o uso adequado da distribuigio de referéncia
nas condigdes da definigdo 4.1. O resultado desta m4 aplicagio, é que o p-valor, e
qualquer inferéncia, ndo ¢ fidedigno 2 distribuigio da qual é obtido, e consequentemente
nao pode ser usado para os dados observados, o verdadeiro valor-p pode ser tanto maior
quanto menor que o valor calculado. A saida para este problema, quando nio se conhece
a probabilidade de alocar os tratamentos, € supor a distribuigido normal para os erros, etc,
e verificar se as hip6teses sdo razodveis. Caso a probabilidade seja conhecida, mas as
atribuigbes nio sejam equiprovéveis, basta levar esta informagdo em consideragio no
cilculo do p-valor, ou em qualquer outra inferéncia. Entretanto, este nio é o
procedimento usual, pois tem como premissa privilegiar uma certa sequéncia de
atribuigoes de tratamentos. Para mais detalhes desta abordagem ver a referéncia[6].

Resumindo, sempre que possivel deve-se aleatorizar o experimento.



Apéndice A

Algebra Linear
L—

Neste apéndice estio alguns conceitos de Algebra Linear usados no decorrer da

dissertagio, sobretudo no capitulo 1. As referéncias [3], [11] e [15] constituem 6timas
fontes para consultas neste assunto, e é onde se encontram muitas das provas de
resultados, teoremas e corolarios expostos aqui. Com isso, nenhuma demonstragio sera

efetuada.

1.Espacgo Vetorial

Definigfio: Um espago vetorial real € um conjunto V, ndo vazio, com duas operagdes:

soma(+), VxV = Ve

multiplicagio por um escalar(*), Rx V = V,

tais que, para quaisquer u, ve w € Ve a e b€ R, as propriedades abaixo sejam satisfeitas.

Propriedades:
H(u+v)+w=u+(v+w)
ii)u+v=v+u

iii) 30 evtalqueu + 0 = u;
iv) 3 -u € v tal que u + (-u)=0;
v)a(u + v) = au + av;
vi)(a+ b)v=av + by,

vii) (ab)v = a(bv);



78 Apéndice A - Algebra Linear

viii) lu = u.

Obs.: Se na defini¢do acima, ao invés de se ter nimeros reais como escalares se tivesse
ntmeros complexos, V seria um espaco vetorial complexo. Na presente dissertagao é

usado apenas o espago vetorial real.

2.Subespaco Vetorial

Definicio: Dado um espaco vetorial V, um subconjunto W, nio vazio, serd um subespago
vetorial de V se:
i) Para quaisquer u, v € W tem-se que u + v € W;

ii) Para quaisquer a € R, u€ W tem-se au € W.
Pode-se fazer trés observagoes:

a) As condigbes da definigdo acima garantem que se operando em W, nio se obter4 um
vetor fora de W. Isto é suficiente para afirmar que W € ele préprio um espago vetorial,
pois assim as operagoes ficam bem definidas e, além disso, ndo é preciso a verificagio das

propriedades de (i) a (viii) de espago vetorial, porque elas sio vélidas em V > W.

b) Qualquer subespago W de V precisa necessariamente conter o vetor nulo( por causa

da condigio (ii) quando a = 0).

c) Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespacos (que sio chamados
subespagos triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o préprio espago

vetorial.



Expectincia de Quadrados Médios em Experimentos Aleatorizados 79

3.Combinacio Linear

A finalidade da combinacio linear é a obtengdo de novos vetores a partir de

vetores dados.

Definicdo: Sejam V um espaco vetorial real, v,,. .. , v, € Vea,,. . ., a, nGmeros reais.

Entao, o vetor

v=av, +...+ayv,
¢ um elemento de V ao que se chama combinagdo linear de v,. . . , v, .
Uma vez fixados os vetores v,,. . . , v, em V, o conjunto de W de todos os

vetores de V que sio combinagoes lineares destes, é um subespago vetorial. W é chamado

subespaco gerado por v,,. . . , v, e simbolicamente W = [v,,.. ., v ].

4.Dependéncia e Independéncia Linear

Em 4lgebra linear, ¢ fundamental saber se um vetor é uma combinagio linear de
outros, por exemplo: se o espago gerado por v,, v, e v; for o mesmo espaco gerado por v,
e v,, chega-se a conclusio de que v; € uma combinagio linear de v, e v,, e portanto, é um
vetor "supérfluo” para a descrigdo do espago vetorial.

Para a identificagio de tais vetores "supérfluos” é necessiria a definigio de

dependéncia e independéncia linear.

Definicido: Sejam V um espago vetorial e v,,. . ., v,€ V. Diz-se que o conjunto {v,,. . .
, V.} é linearmente independente (LI), ou que os vetores v,,. . . , v, sdo LI, se a equagio
av,+...+av,=00a =...=a,=0.

No caso de existir algum a, # O diz-se que {v, + ... + v} é linearmente dependente (LD),
ou que os vetores v, . . . , v, sdo LD.

Vetores LD podem ser caracterizados de uma outra forma.
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Teorema: {v,, ..., v} é LD se, e somente se um deste vetores for uma combinacio linear

dos outros.

5.Base de um Espago Vetorial

Agora, o interesse estd em encontrar, dentro de um espago vetorial V, um
conjunto finito de vetores, tais que qualquer outro vetor de V seja uma combinagio linear
deles. Em outras palavras, procura-se determinar um conjunto de vetores que gere V e tal
que todos os elementos sejam realmente necessirios para esta geragio. Se tais vetores

existirem, pode-se dizer que estes sdo os alicerces de V.

Defini¢io: Um conjunto {v,, . .., v,} de vetores de V serd uma base de V se:
i) {v,..., v} éLI
ii)fv,...,v]=V.

6.Produto Interno

O interesse, agora, é formalizar conceitos que permitam falar em comprimento
de um vetor e de 4ngulo entre dois vetores, que sdo conceitos importantes para a idéia de
medigio de 4rea, volume e aproximagio entre vetores. Daf a necessidade da defini¢io de
um instrumento para isso.

Defini¢io: Seja V um espago vetorial real. Um produto interno sobre V é uma fungio que
a cada par de vetores, v, e v,, associa um namero real, denotado < v, , v, >, satisfazendo
as propriedades:

)<v,v>20VveVe<v,v>=0ev=0
il)<av,,v,>=a<v,,v,>Vae R;

i) <v,+v,, vy >=<v,,v; >+ <v,,Vv; >;

iv) <v,,v,>=<vV,,v, >
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6.1.0rtogonalidade

Definicao: Seja V um espago vetorial com produto interno <,>. Diz-se que dois vetores
v e w de V sdo ortogonais (em relagio a este produto interno) se < v, w > = 0. No caso

em que v e w sdo ortogonais, escreve-se v L w.

Propriedades:

i)OLv,VvEeYV,;

ii)viwow.lv,

iii) Seviw,VweVov=0;
iv)Sevii1wev, Lwov, +v,1Lw;

v)Sev.iweAéumescalaro Av i w.

6.2.Norma

Definigdo: Seja V um espago vetorial com produto interno <,>. Defini-se norma

(comprimento) de um vetor v em relagio a este produto interno por:

vl = y<v,v>.

6.3.Angulo Entre Dois Vetores
Desigualdade de Schwarz o |[< v, w >| < ||v|]| ||w]].

A partir da desigualdade de Schwarz é possivel definir 4ngulo entre dois vetores
nio nulos em um espago vetorial V munido de um produto interno. Sejam ve w € V nio

nulos. Entio, a desigualdade acima pode ser reescrita como:

?

>
l<v,w>| l,ouseja,<v’w>

<
Izt lwi il vl

e, portanto, existe um ingulo 0 entre O e n radiano tal que
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<p,w>

cos O = . Este 4ngulo 0 é chamado de 4ngulo entre v e w. Observe que esta

Io1 Ivl
nogio é compativel com a de ortogonalidade pois, se < v, w >=0, entdo cos 0 =00

0=m/2.

6.4.Complemento Ortogonal

Considere um espago vetorial V munido de um produto interno <,> e um
subconjunto ndo vazio S de V (S ndo é necessariamente um subespaco). Considere,
entdo, o seguinte subconjunto de V:

S* = {v € V : v é ortogonal a todos os vetores de S}.
Os seguintes resultados sao vilidos em relagdo a S.
i) S* é subespago de V (mesmo que S nio o seja);
ii) Se S é subespagode V, entdo V=S @ §* e §* é chamado complemento ortogonal de
S.

7 .Transformacao Linear

Definigio: Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma transformagio linear (aplicagio
linear) é uma fungio de Vem W, F: V - W, que satisfaz as seguintes condigoes:
i) Quaisquer que sejamuevem V,F(u+ v) =F(u) +F(v);

ii) Quaisquer que sejam vem Ve k € R, F( kv ) = kF(v).

8.Inversa Generalizada

Definicdo: Seja A uma matriz m x n. Um matriz n x m A" é dito ser uma inversa
generalizada (ou G-inversa) se ela satisfaz a condigio
AAA=A
Em geral A" ndo € Gnica, exceto para o caso em que A é uma matriz quadrada e

nao singular, e neste caso
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Teorema: As seguintes propriedades valem para qualquer escolha da G-inversa.
a) A(A Ay AA=A
b)(A(AA) A') = A (AA)A.

9.Projecao

9.1.0perador Projecao

Definicio: Sejam V e W dois subespagos disjuntos que geram o espago E", isto é, E" =
V @ W. Entio qualquer vetor x € E" pode ser unicamente decomposto como x = y + z,
ondey € Vez e W. A correspondéncia de x em y determina uma transformagio linear
P de E" em V, que é expressa por

y = Px.
P é uma matriz quadrada de ordem n, e é o operador projecio, ou simplesmente projetor,
em V na diregdo de W. P goza das seguintes propriedades:
i) P é linear e Gnico em E", isto é, P(a;x, + a,x, ) = a,Px, + a,Px,, Vx,, x, € E%

ii) P é uma matriz idempotente, ou seja, P* = P.

9.2 Subespacos e Projetores

Um projetor pode ser definido sobre um subespaco na diregdo de um subespago
complementar.

Agora, serdo consideradas algumas relagdes entre projetores e subespagos lineares.

Teorema 9.2.1: Sejam V, e V, espacos lineares em E", e seja W, e W, os
correspondentes subespagos complementares de V, e V,, respectivamente. Denote por P,
e P, os projetores em V| na diregio de W, e em V, na diregio de W,. Entdo, os seguintes

resultados sdo equivalentes:
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(@ V,cV, eW, c W,
(b) PP, = P,P;;
(c) P, - P, é o projetor em V, N W, na diregdo de V, N W,.

Teorema 9.2.2: Nas condigbes do teorema 9.2.1, os seguintes resultados sdo
equivalentes:

a)W,> V, e W,o V, ¢V, eV, sio disjuntos;

b) P, + P, é o projetor em V, @ V, na diregio de W, N W,

Teorema 9.2.3: Nas condigbes do teorema 9.2.2, P|P, é um projetor em V, N V, na
dirégio de W, + W,, se, e somente se

PP, =P,P, .
Definigdo: Seja V um subespaco em E", e seja V* o complemento ortogonal de V. O
projetor de V na diregio de V* € dito ser o projetor ortogonal em V, e além das
propriedades (i) e (ii) para projetores quaisquer, o projetor ortogonal tem ainda:
iii) O projetor ortogonal é simétrico, isto é, P' = P.
Note que os teoremas 9.2.1, 9.2.2 e 9.2.3 podem ser modificados da seguinte forma:

suponha que P, e P, sejam projetores ortogonais em V, e V, respectivamente.

Teorema 9.2.4: As seguintes afirmag6es sdo equivalentes:
a)V,cV,;
b) P\P, = P,P,=P,;

c) P, - P, é um projetor ortogonal em V;* N V,.

Teorema 9.2.5: As seguintes afirmagbes sdo equivalentes:
a) V, e V, sio ortogonais;

b) P,P, = P,P,,
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c) P, + P, é o projetor ortogonal em V, & V,.

Teorema 1.9.6: P,P, é projetor em V, NV, se, e somente se, PP, = P,P,.

Forma explicita de um projetor. Considere uma matriz X, .. Entao

P, = X(X X) X.

Diz-se que P, é uma projecio ortogonal de R" sobre o espago coluna de X. E I-P,
¢ o projetor ortogonal no complemento ortogonal do espago coluna de X.

Decomposigio de projetores definidos em soma de subespagos lineares.

Considere dois subespagos V, e V, gerados por dois conjuntos de vetores n-
dimensionais, F = (f,,.. .f,) e G = (g;, .. .., ), isto €, V| = [F] e V, = [G]. Seja Q; =
I-PreQg=1-P

Teorema: Py, ;=P + Py = Pg + Py,

onde Pg,r = Q;G(GQG) G Qg e Py /g = Q:F(FQF) F Qs

Coroléario: No caso de um conjunto de vetores F ser particionado em F=(F,, . . .,F,,) tem-
se que;

Pe=Pp + Py + -+ Prypro. obmyy -
Teorema: Suponha que V; , ;. Entdo, uma condigio suficiente para Pp ,; = P + P -

Pr ¢ ser verdadeira é que P.P; = PP;.
Uma outra maneira é:
Teorema: Py, = Pp + P; - P, se, e somente se, PP, = PP

Com isso, foi dada uma base para a associagio de subespagos e projetores a cada

um dos componentes, na decomposigio do vetor de resposta no capitulo 1.
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Programas

————————————————

Neste apéndice, consta o programa em SAS para a geragio da distribuigio de

referéncia como também o programa para geragao da fungio poder, ambos considerando
o experimento aleatorizado em blocos de tamanho dois. Apenas o programa com dados
gerados com distribuigio normal e com 10 blocos é impresso, para as outras distribuigées,
basta mudar a fungio que gera os ntimeros aleat6rios, e para mudar a quantidade de
blocos basta aumentar ou diminuir o niimero de lagos DO existentes no programa.

A versiao do software The SAS System utilizada é a 6.08.

2322223222222 2222232222232 22222 22 2 )

data dados;
doi=1 to 10; * Passo Data responsével pela geragio *
dif=rannor(0); * de ntmeros aleatérios segundo a *
output; * distribuicio Normal *
end; 2222332322332 2232322222222 22222222 23
keep dif;

proc transpose 0ut=saida' EEEREREXELEEERERRXREREKRREEXREEEREEEERES
]

var dif; * Transforma as 10 observagdes da variavel*

* dif em 10 variaveis com nome coli, com *

* i variando de 1 até 10 *

2SRRI 22323222323 2223233833222 222

data Saida; EREEEEERKERXEEEEE LS
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filename denst10'c:\users\carla\denst10.cgm’; * Serve para exportar um grafico SAS para
* o WordPerfect *

(2222232232322 222222222222 222222 2 2 3]

EEREXEREERRKRERRREREREEREERXERRER KR RRERRRERE R KKK S

proc gchart data=denst;

vbar tcalc/ * Faz o histograma das frequéncias segundo variivel *
space=0 * tcalc *
freq=tcalc RFEREEREEREEREREERRREERREREREREEX RN RKELERRERELREXE
type=freq

noaxis;

goptions device=cgmwpwa gsfmode=replace gsfname=vbarl0; * Opcional, para *

*exportar para o WP*

symbol i=spline;

22222222222 22222222 2222 2222232223222 2333222233832 3"

proc gplot;
plot denst*tcalc; * Faz o gréfico da densidade para os pontos calculados no*

goptions gsfname=denst10; * passo data=t *

EEERXERRXEEREERRERRRRBEREBEEERREERRREEREL XL LR RERKEERR
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O programa que calcula a fungio poder é basicamente o mesmo programa para
a aproximagcao da distribuigio T - de - Student para a distribuigio de referéncia. Somente

nos lugares que tiverem diferengas é que havera comentérios .

data boys;
doi=1to 10;
dif=sqrt(3) +rannor(0); * A multiplicagio por sqrt(3) é para garantir a mesma
média * e variincia que foi usada em todas as distribuiges
consideradas
output;
end;

keep dif;

proc transpose out=saida;

var dif;

data saida;
set saida;

tobs=mean(of coll-coll0)/stderr(of coll-coll0);

data t;
set saida;
do delta=0 to 7;
k=0;
kl1=0;
total=0;
doil=0,1;
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do i2=0,1;
do i3=0,1;
do i4=0,1;
do i5=0,1;
do i6=0,1;
doi7=0,1;
do i8=0,1;
do i9=0,1;
do i10=0,1;
tcalc=mean(coll *((-1)**il),col2*((-1)**i2),col3*((-1)**i3),
col4*((-1)**i4),col5*((-1)**i5),col6*((-1)**i6),
col7*((-1)**i7),col8*((-1)**i8),col9*((-1)**19),
col10*((-1)**i10))/stderr(col 1 *((-1)**il),
col2*((-1)**i2),col3*((-1)**i3),
col4*((-1)**14),col5*((-1)**i5),col6*((-1)**i6),
col7*((-1)**i7),col8*((-1)**i8),col9*((-1)**i9),
coll0*((-1)**i10))+delta;
total+1;
if tcalc> =tinv(0.95,9) then k1 +1;
poder=kl/total; * Calculo do poder *
if tcalc>=(tobs+delta) then k+1,
pvalor=k/total,
end;
end;
end;
end;

end;



Expectincia de Quadrados Médios em Experimentos Aleatorizados 93

end,
end,
end;
end;
end;
output;
end;

keep pvalor delta poder;
symbol i=spline;
filename pn10'c:\users\carla\pn10.cgm’;
proc gplot; * Grafico da fungdo poder *

plot poder*delta/vref=1;

goptions device=cgmwpwa gsfmode=replace gsfname=pn10;
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