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INTRODUÇÃO 

Na investigação sobre a existência de métricas com curvatura 

seccional não-negativa em espaços totais de fibrados principais 

G • • • P --~~~~ M , uma estratégia interessante é considerar em p 

a família de métricas a l-parâmetro: gt =TI*< , >M 
2 + t < w I w >G (onde 

t é uma constante positiva e w, uma conexao em P); principalmen-

te porque a projeção TI, neste caso, é uma submersão riemanniana , 

e as fórmulas de O'Neill (ver [ON]) se tornam uma ferramenta efi-

caz para obter informações a respeito da curvatura de P. Em par-

ticular, resultados sobre a existência de métricas com curvatura 

de Ricci positiva, em fibrados, foram Obtidos usando este tipo de 

estratégia (ver por ex., os artigos de Poor [P], Hernandez [H] e 

Nash [N]). 

Nosso primeiro passo, que possibilitou uma maior familiarida 

de com as técnicas da submersão riemanniana, foi usar este tipo de 

métrica gt para obter eondl~Õe.~ ~ob~e o ghupo e.~tnutunal G e ~o

b~e o ~po de ação deõte g~upo õob~e a óJb~a F em óJb~adoó p~ncJ

pal.& G ••• P ----~ M e em ólbnado.ó ct.64.oc.1adoL:, (E,M,F,G,-íT) de. -tal 

modo que .toda óu.nção Jte.a.t C
00 

.óobJte. o e.J.Jpaç.o to:tat P (ou E) .õe. ][..~ 

l.ize. como c.unva.tu.Jta e..õc.alall (Teoremas (2.2.3), (2.3.9) e (2.3.11)). 

O Capítulo I"I trata essencialmente deste assunto. 

Com relação à curvatura seccional não-negativa em fibrados, 
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uma questão proposta por Cheeger/Gromoll em [G,C) - (1972) 1 diz 

respeito à determinação dos fibrados sobre esferas usuais que ad

·mitem métricas completas de curvatura seccional não-negativa. Mui-

to pouco foi publicado nesta linha de pesquisa, desde então (ver 

Introdução do Capítulo III), e esta questão foi novamente conside-

rada por Yau em [Y} - {Problem Section) - (1982). 

A nossa proposta foi então, dada a abrangência e dificuldade 

da questão de Cheeger/Gromoll, obter condiçÕes de delinearrento deste 

problema, quando fixarros, nos fibrados de esferas 1 mâtricas que. são naturais. 

o fato de o parâmetro t na métrica gt ser uma constante, 

implica, em particular·, que as fibras em P sao totalmente geodé

sicas. Esta restrição sobre as fibras, acrescida dG fato de que 

Único s3-fibrado sobre s 4 
, com fibras totalmente geodésicas 

o 

e 

curvatura estritamente positiva é o fibrado de Hopf (conjectura de 

Wei~stein, provada por Derdzinski/Rigas em D,R-1 - (1981)), nos 

levou a considerar uma métrica mais geral em P , do tipo 

2 gf = Tr * < , )M + f (x) < , )G , onde f : M __ ,_IR é uma função real 

diferenciável e estritamente positiva. As fibras em P, agora, dei 

xam de ser totalmente geodésicas. Co-11.6 e.guimo.b então e6tabeie.c.eJ!_ c. o n 

diç_õe.t. ne.c.e...6.6ãtt.ia..6 e ~u6lc.le.nte..6 pa.lla. a. não-l1ega.;tiuida.de. da. c.u..Jtva.-

tulla .6ec.c-iona.t da mê:.tfLlc.a gf no 6ibJtado plt.inc..ipa..t G •.. P --> M 

pa.~a. M eompac.ta c.om cunvatuha .6tcc.lo~a.l KM > O (dim M ~ 2) e pa.~a. 

G ~ s 3 ou G ~ S0(3). (Teoremas (3.5.1) e (3.5.3)). Os Apêndices 

(A.3.1) e {A.3.3) tratam de encaminhamentos para viabilizar resul-

tados mais conclusivos. 



iii 

No Capítulo I, estabelecemos a notação e resumi.Iros alguns con 

ceitos relativos a métricas, conexoes e submersão riemanniana que 

serão utilizados e incluímos a discussão, em detalhes, da geometria 

do fibrado 
3 s o o o s

1 
1 com a métrica induzida de 

Foi de fundamental importância, neste trabalho, uma pesquisa 

bibliográfica abrangente, coletando principalmente resultados e 

exemplos de variedades com curvatura não-negativa. 



CAP!TU.LO I 

MllTRICAS E FORMA DE CURVATURA EM FIBRADOS. A TllCNICA DA 

SUBMERSÃO RIEMANNIANA 

§ l. INTRODUÇÃO 

cipal 

Se o espaço base M e o grupo estrutural G de um fibrado pri~ 

G • • • p 
~ --> M são variedades riemannianas, então, fixag 

do uma conexao no fibrado principal e utilizando as estruturas de 

Me G, podemos definir uma métrica riemanniana em P. 

Uma maneira natural de obter urna tal métrica, consiste sim-

plesrnente em declarar os subespaços horizontal e vertical, orto-

gonais e usar a métrica natural induzida sobre cada componente. A 

projeção P ~ M é então uma submersão riemanniana (çom fibras 

totalmente geodésicas, neste caso) e podemos então usar as fÓrmu-

las O'Neill ~N] para calcular a curvatura de P . 

. Em geral, é esta a estratégia usada para se obter informa-

çoes a respeito da curvatura de P (ver, por exemplo, os artigos 

de Nasch [N], Poor (P] e Jensen [J]) e particularmente, a té·cnica 

da submersão riemanniana, tem se mostrado muito eficiente na ob-

tenção de exemplos de variedades de curvatura seccional não-nega-

tiva. Voltaremos a este assunto com exemplos e bibliografia espe-

clfica na introdução do capítulo III. 

l 

l 
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·o objetivo principal deste capítulo e, então, estabelecer 

alguns conceitos e notações relativos a eStas técnicas, e que se-

rao necessários para o desenvolvimento dos capítulos posteriores. 

No Último parágrafo, a título de exemplo, manipulamos com 

estes conceitos, e determinamos em detalhes, a geometria do fibra 

do 
3 7 4 

S ... S ->S num contexto específico. 

§2. SUBMERSÕES RIEMANNIANAS -EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS 

Os resultados aqui relacionados foram obtidos por Barrett 

0 1 Neill. Para maiores detalhes, ver [ONl. 

Sejam Me N variedades riemannianas e TI :N ---->M uma apli 

cação diferenciável, com (dn) sobrejetiva, para todo p E N. Is
p 

to imPlica que para cada x E M, TI-1 (x) ê uma subvariedade de N. 

Para cada p E N, denotaremos por H o complemento ortogonal em 
p 

T N, de v "" T (lT -l (x)) 1 o espaço tangente à fibra em p. 
p p p 

A aplicação lT é uma ~ubme~~ão n~emannlana se 

(dll') :H --õ> T M é uma isometria para todo p E N. 
p p X 

Se X é um campo de vetores em N 1 denotaremos por 

x = xH + xv 
1 

a decomposição em_suas componentes horizon

tal e vertical em Hp e Vp' respectivamente. 

Existem em N, dois tensores do tipo ( 2' 1) associados -a 

' 



submersão riemanniana. 

Para campos vetoriais E e F, em N, define-se: 

e 

Se X e Y sao campos vetarias horizontais sobre N, então: 

Então a distribuição horizontal é integrável se e somente 

se AXY = O, quaisquer que sejam X e Y campos horizontais em N. 

O tensor A é então o ~entoh ~ntegJc.ab~lidade da d~~thibui~ão 

hoJc.lzonta..t de. N. (ver Lemma (1.2.2)) 

Por outro lado, se V e W são campos vetoriais verticais em 

N, então: 

a que é a 2- 6oJc.ma óundamenta..t da~ 6~b1c.a~. 

Note que T = o e eqaivalente a dizen que a6 61bJc.ah hao to 

ta.tmente geo.diiúcaó (ver Lernma (1.2.2)). 

3 



4 

Um campo vetorial X em N ê chamado de ho~~zontal bâ~ico se 

é TI-relacionado com um campo_vetorial x*· sobreM, isto é, n*X=X*. 

Por outro lado, dado um campo vetorial X* em M, existe um 

Único levantamento horizontal X em N tal que 

Esta correspondência biunivoca entre Campos vetoriais hori-

zen tais básicos sobre N e campos v.etoriais arbitrários sobre M 

preserva produto interno, colchete de Lie e derivada covariante. 

Isto significa que, se X e Y são campos vetoriais básicos, então: 

(1.2.1) 

e 

(a) (X,Y} =(X* ,Y*) o TI 

(b) [X,Y]H é o campo vetorial básico que corresponde 

(c) (VXY)H e o campo vetorial básico que corresponde 

* a VX ( Y*). 

* 
O Lema a seguir estabelece relações entre T, A e as deriva 

das cevar ian tes em N : 

LEMA (1.2.2). Sejam X e Y campos vetoriais horizontais, V e W cam 

pos vetoriais verticais e VVW; (VVW )V· a derivada covariante 

das fibras. Então: 

' 



A 

(i) vvw ~ TVW + vvw 

(ii) vvx ~ (VVX)H + TVX 

(iii) vxv AXV + (V XV) V 

(i v) v y = 
X 

(VXY)H + AXY 

Além disso, se X é básico, (VVX) H ~ Axv 

Existem cinco equaçoes fundamentais associadas a submersão 

n :N ---->M (ver 0 1 Neill [ON]), dependendo do número n (n =O, 1, 

2,3,4) de vetores horizontais que comparecem no tensor de curvatu 

ra {R(E
1

,E
2

) E
3

,E 4 }, com os restantes sendo verticais. 

equaçoes determinam completamente a curvatura de N. 

Estas 

No caso particular da curvatura seccional, estas equaçoes 

se simplificam bastante. Temos, então, o seguinte teorema: 

TEOREMA (1.2.3). Seja TI :N __ .,. M uma submersão e sejam, K, KM e 

A 

K as curvaturas seccionais de N,M e das fibras (como subvarie-

dades riemannianas de N) . Se x e y sao vetores horizontais em um 

:p:>nto de N e v e w são verticais, então: 

A < .Tvv 
(i) 

2 ,Tw>-IITwll 
w v 

2 
llvA wll 

5 
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(ii) K (li x11
2 

11 vll
2

) ( (V T) v, x ) + liA vll
2 2 = IITvxll XAV X V X 

(iii) K = KM - 3 
11Axyll

2 

onde x* n*(x) = 
XAY x* A y* 2 

lixA yll 

OBSERVAÇÃO (1.2.4). Uma consequência imediata de (iii) é que se N 

tem curvatura seccional não-negativa, então M também possui cur-

vatura seccional não-negativa. 

OBSERVAÇÃO (1.2.5). Um processo que ê usado com sucesso, para ob-

ter alguns exemplos interessantes de variedades completas de cur-

vatura não-negativa é o seguinte: Seja N uma variedade riernannia-

na completa e H um grupo de isometrias atuando livremente sobre N 

tal gue o espaço de Órbitas M = N/H é urna variedade, base do fi-

brado principal TI -H .•. N --'» M. A açao de H por isometrias torna 

a projeção 1T uma submersão riemanniana. Em particular, se N pos-

sui curvatura seccional não negativa K ~ O (resp. positiva, se 

K > O), a observação anterior garante que M também possui curvatu

ra seccionál não negativa {resp. positiva). 

OBSERVAÇÃO (1.2.6). Como um caso especial, se G é um grupo de Lie 

com métrica bi-invariante com K > O e H e um subgrupo fechado, 

então toda ação de H sobre uma variedade completa F com K > O, in 

duz uma ação diagonal livre de H sobre o produto riemanniano G x F. 

o fibrado F 
GXF 
-H-

G -->-
H 

associado ao í"ibrado principal 



H ••• G G 
H 

é tal que G XF 
H 

possui curvatura seccional K >O. 

Por exemplo, se G = Sd(n+l) e H= SO(n) atua sobre o esp~ 

SO(n+l) x mn ~ 

~ ço euclidiano n - -F = :m , por rotaçao, entao 
H SO(n) 

o fibrado tangente à esfera 
n 

S . Portanto TSn admite mé 

trica compi·eta com K > O, para todo n > 1. 

§3. CONEXÃO E FORMA DE CURVATURA EM FIBRADOS PRINCIPAIS. 

Vamos expor, de maneira suscinta, alguns conceitos sobre a 

teoria de conexões em fibrados principais. A teoria detalhada des 

te assunto se encontra em K?bayashi/Nomizu [K,N] - volume I. 

Uma estrutura de fibrado principal é obtida naturalmente 

quando temos uma variedade P na qual atua, de maneira livre, a di 

reita, um grupo de Lie G. Temos então um fibrado principal 

G •.. P -->M 

onde M é o quociente diferenciável da açao e G e chamado de grupo 

estrutural. 

A ação livre, ã direita, de G sobre P, induz um homomorfis-

mo de álgebras de Lie: 

a : g --I (P) 
' injet~vo , 

da álgebra de Lie g de G na álgebra de Lie dos campos vetoriais 

sobre P. 

7 

• 
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Para cada A E g, a(A) =A* -e chamado de campo ve.:tDtúctt -óu.!:!_ 

damental correspondente a A e obtido da seguinte maneira: 

Para cada p E P, considere a aplicação p : G --» p tal 

que p{g) = p.g para g E G. Então: 

a (A) (p) = A* (p) = dp(A(e)) = d 
dt (p.exp tA)t=O 

A* ê portanto tangente às fibras. 

I -- l.~ 
p 

o ••p p 

' -/ 

t1r 
!1 

~ .. :tt(\1) 

Figura 1 

OBSERVAÇÃO (1.3.1). Se a açao de um grupo de Lie G sobre uma· va-

riedade F não é livre, então a não é necessariamente injetivo.Ne~ 

te caso, se G possui métrica bi-invariante e F é riemanniana, com 

dim G = n e dim F = r, então para cada ponto q E F, existem ba-

ses ortonormais, 



e de g e T F , 
q 

respectivamente e constantes Â1 (q), .•. ,Ân(q) satisfazendo 

Àl (g) > À2 (q) > 

tal que, se a : g -->T F ' então: 
q q 

"q(ei) = À,[q)f. 
' i=l, ... ,s 

" " 
= o ' i ==s+l, ••• ,n 

Os Ài(q) sáo as raizes características de aq e dependem 

continuamente de q (ver artigo/Nomizu ~M-21 } . 

Suponha que a dimensão de M é igual a m. 

Urna conexa.o no 6-ióJLa.do ': fl-Ül.c...ipa.l G ••• P -> M, é uma dis-

tribuição diferenciável H, m-dimensional em P, satisfazendo: 

(a) Vp E P, T P = v + H ' decomposição em soma direta, onde 
p p p 

v tangente - fibra de (ver e o espaço a TI que passa por P· p 

figura 2) 

( b) (dR )H = H , Vg E G, Vp E P, onde R (p) = pg -e a trans-
g p pg g 

formação em P, induzida pela ação de G. 

Hp e VP sao chamados respectivamente de subespaços 

zontal e vertical. 

hori-

9 
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p 

f~ 
-----11 

~igura 2 

Existe uma formulação dual da conexão H em P chamada 6o4ma 

eone~ão da dl~t4lbui~ão ho4izontai H, que é uma l-forma sobre P, 

com valores na álgebra de Lie g de G, definida corno segue: 

Se X E T P , considere a decomposição 
p 

e 

Existe um único A E g tal que 

Então, para cada p E P , 

• [I) : T P --;:. g é definido por 
p 

A* (p) 

w (X) (p) 

Observamos que w é basicamente a regra: 

v 
X->X 

v 
= X • 

A • 

A 6of(.ma. de c.u.Jtva..tuJt.a. !J de uma conexao H com l-forma w é 

uma 2-forma horizontal com valores em g, definida por: 



ll 

n mede portanto o quanto a distribuição horizontal e não-integrá

vel . 

. §4. ~TRICAS SOBRE FIBRADOS 

Considere um fibrado principal TI G ... P-->M. 

vamos supor que G possui uma métrica bi-invariante <, >G, 

e seja w : TP --:> 9 uma forma conexáo em P. 

Seja F uma variedade riemanniana de dimensão r e suponha

mos que G atua 1 à esquerda, sobre F. 

Dadas funções diferenciáveis positivas f e · h sobre M, de 

finimos uma (f,h)-métrica sobre P ><F por: 

(1.4.1) llvii 2 ~11(Tio 

onde V é tangente a P x F no ponto (p,f)., 1T (p) = x E M e 

1Tl : -P xF -->P e 1f2 :P XF ->F são projeções no primeiro e 

segundo fatores, respectivamente. 

Para os nossos objetivos não há interesse em considerar um 

multiplicador à frente do primeiro termo da métrica acima. Na ver 

dade, estamos interessados na definição de métricas sobre fibra-

dos principais e associados, que tornam as respectivas projeções, 

submersões riemannianas. 
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OBSERVAÇÃO (1.4.2). Quando nos referimos ã f-métn~ea ~abne P, es-

taremos considerando uma métrica sobre P, dada pelos dois primei

ros termos da expressão (1.4.1). Relativamente a cada f-métrica, n 

ê uma submersão riemanniana. 

Por outro lado, considerando a açao livre, a direita de G 

sobre P x F, dada por: 

p X.F tal que 

(p,f).g 
-1 

= (p.g 'g f) 

obtemos o quociente 
P XF E = --G-- • Temos então um fibrado associado 

ao fibrado principal ~ 
G •.. P --? M , com fibra F, que denotare-

mos por (E,M,F,G,~} e um diagrama comutativo: 

G G 

F • o • p XF 
~1 

p 

(1.4.3) ·1 1~ 
A 

F ••• E 
PXF ~ =--- ->M 

G 

As (f,h)-métricas sobre P XF sao G-invariantes e portanto 

induzem, por projeção horizontal, uma família de métricas (f,h)E 

p X F - -em E = ---- (métricas quociente) tal que TI e uma submersao rie
G 

manianna para cada par (f,h). 

A 

Além disso, n é também uma submersão riemanniana, desde que 
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para um vetor tangente horizontal x em d E E, existe um único 

levantamento horizontal x em T (p, f} (P x F) tal que x = 1T * x. 

Então e Óbvio que 

Os seguintes resultados, cujas demonstrações podem ser en-

centradas em Poor ~1 , nos serão úteis no decorrer dos próximos 

capítulos. 

LEMA (1.4.4). Sejam V um elemento de 9 e X um campo vetorial so-

bre M. Consideremos, respectivamente, o campo vertical básico V* 

e o campo horizontal básico X em P, relativamente a sl..lbJ:rersão 1T. 

Então [V* , X1 é zero. 

PROPOSIÇÃO (1.4.5). As seguintes condições sao equivalentes: 

(a) função f - constante. a e 

(b) as fibras de TI sao totalmente geodésicas em P. 

A 

(c) as fibras de TI sao totalmente geodésicas em E. 

PROPOSIÇÃO (L 4. 6) .• 

f(x
0

) ~ f(x
1

) e h(x
0

) ~ h(x
1
), então 

A-1 
são isométricas em P e também n (x0 ) 

em E. 

pontos em M para os quais 

-1 -1 
as fibras TI (x

0
) e 1T (x1 ) 

A-1 
e 1T (x

1
l sao isométricas 

OBSERVAÇÃO (1.4.7). Um tipo de métrica bastante utilizada na 
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literatura (ver, por exemplo, os artigos de Jensen ~] e Poor[P] ), 

no caso de fibrados principais G ... P ----~M é a métrica rie-

manniana: 

. 
Neste caso, f(x) 2 -_ t (onde te uma constante positiva), e 

as fibras de w sao portanto totalmente geodésicas em P, fato este 

que, em alguns casos, pode. significar um obstáculo para a obten-

çao de curvatura seccional positiva (ver MTJ e ~,R]). 

Os cálculos efetuados no capitulo II foram feitos fixando 

uma métrica deste tipo em fibrados principais. 

No capitulo III, introduzimos para estes fibrados, uma me-

trica mais geral, do tipo: 

com f nao constante e estritamente positiva. 

As fibras de TI deixam de ser, neste caso, totalmente geodé-

sicas. 

Um caso particular desta situação ocorre nas variedades rie 

mannianas denominadas '1F-warped product" 

(M~,N,hMxFhN) usadas, por exemplo, por Derdzillski em [D], onde 

M N (M,h ) e (N,h ) são variedades riemannianas, F é uma função posi-

tiva em M, e a métrica hMxFhN é definida por: 

' ' 



(hMxFhN) (u+X, v+Y) ~ h:(u,v) + F(x)h~(X,Y) 
(x, y) 

para u,v E TXM e X, Y E T N 
y 

§5. DETERMINAÇÃO DA GEOMETRIA DO FIBRADO 3 7 4 
S ... S->S. 

15 

Faremos nossos cálculos fixando em s 7 uma métrica específi-

ca, ou seja, a métrica projetada do grupo simplético 

grupo das transformações lineares de JH 
2 

--> TI! 
2 

s ( 2) 
p 

(o 

que preservam 

o produto interno, onde JH é o porpo dos qú.aternios) através da 

projeção n do diagrama: 

. 
(1.5.1) 53 ... sP (2) ~>S7 

~1 l~ 
54 s4 

S (2} pode ser identificado com o grupo das matrizes quateE 
p 

niônicas Q,- 2 x 2, satisfazendo 

QQ* ~ Q*Q ~ I 

onde Q* denota a transposta conjugada· de Q. 

Consideremos em S (2) a métrica bi-invariante de grupo de 
p 

Lie semi-simples, definida como segue: 

Dadas as matrizes A,B E TISp(2) 



para U,V E T M 
X 

e 

= h~(u,v) + 

X,Y E T N 
y 

F(x)hN(X,Y) 
- y 

15 

·§5. DETERMINAÇÃO DA GEOMETRIA DO FIBRADO 
3 7 4 

S ... S ->S . 

Faremos nossos cálculos fixando em s
7 

uma métrica especifi-

ca, ou seja, a métrica projetada do grupo 

grupo das transformações lineares de 2 
lH 

sirnplético 

2 
-->lH 

s (2) (o 
p 

que preservam 

o produto interno, onde m é o corpo dos quatBrnios) através da 

projeção n do diagrama: 

(1.5.1) 
3 s .. o s (2) ___!__> s 7 

p 

Til ln 
54 s4 

S (2) pdde ser identificado com o grupo das matrizes quateE. 
p 

niÔnicas Q, 2 x2, satisfazendo 

QQ* ~ Q*Q ~ I 

onde Q* denota a transposta conjugada 'de Q. 

Consideremos em S (2) a métrica bi-invariante de grupo de 
p 

Lie semi-simples, definida como segue: 
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< A,B > = parte real do traço (AB*) 

Este produto interno determina uma Única métrica riernannia-

na invariante à esquerda sobre S (2). Além disso, este 
p produto 

interno é invariante pela ação adjunta de S (2) sobre sua álge
p 

bra de Lie, ou seja: 

para e 

Concluimos então que a métrica acima definida sobre S (2) é 
p 

também invariante à direita e portanto bi-invariante. 

Por outro lado, s
3 = Sp(l) atua por multiplicação, como 

[: sP :1l J sobre 

tação canônica de 

s (2) (ver Obs. (1.5.5)). Esta é a represen
p 

s (1) --> s (2). 
p p 

s 7 
como o e.ópaço quoc-<..en.te s 7 

=S {2)/ 3 , 
p s 

com a métAica quociente, que e então, inv~ian.te peta açao, ã e.ó

que4d~, de s (2) •ab4e s 7 . 
p 

Neste contexto, 

e a. a.ç.ão a· definida por: 



para [: :J E 
s (2) 

p e 

!aÂ + c~l 

lbÃ + d~J 

17 

Como (aÃ + c~) (aÀ + c~) + (bÃ + d~) (bÃ + d~) ~ ÃÀ + ~~ ~ 1, 

a ação é por isometrias. 

(1.5.2.). Uma oecçao tocai s :V ----> S (2) é obtida se pa
p 

ra cada [ ~ J E V , determinamos o elemento 

Usando o fato de qqe QQ* = Q*Q - I, podemos considerar a 

seguinte expressão para s: 

-aba 
a 

[~] 
[a[ 2 

s ~ E s (2) 
p 

b a 

num abertO V c s 7 onde a ~ O, ou: 
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a b 

ij [ ~] = E sP (2) 
-bab 

b 

Jbl 2 

num aberto V 1 c s 7 onde b ~ O. 

A expressao genérica para tais secçoes é obtida, fazendo 

variar u E s 3 
em: 

Vejamos outras açoes envolvidas no diagrama (1.5.1) 

(1 5 3 ) A d . .• d 3 ' 7 • . . aç.ao, a A..ll..e..-tA .. a, e. S .60ulle. S • 

Para u E s3 (ou seja, u E IH tal que uu = 1) 1 temos: 

Como au au + bu bu = aa + bb = 1, a açao é por isometrias. 

Além disso, a projeção TI : S 
7 
-> s

4 
e dada por: 
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onde - -4 4 
.; == 2ab E D (disco fechado em m } e h = aa - bb E [-1, l] 

Figura 3 

Nestas condições, uma .6ec.çao R..oc.a..t s : u c s
4 
--> s 7 

e 
ab 

obtida, se fixando 
-4 

P =(!;,h) EU(!; E D ,h =J. ± 1), determinamos 

um elemento [ ~ J E S 
7 

tal que 

~ [ ~ J ~ (t;,h) ~ (2ab a a bb) • 

Após alguns cálculos elementares chegamos a urna -expressao 

para uma secção local do tipo acima, que é 
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s(í;,h)=[~J= 

1 ;;2 
(1-h)[ 2(1+h)J 1/ 2 

1 
-[ 2-(-1+-=h)-] '1/"'2,- t; 

Uma expressao genérica para tais secçoes e obtida fazendo 

variar u E s 3 
em: 

- ,------"'1~-,., c2 ' • u 
(1-h) [2(l+h)] 112 

h ;' +1,-1 

1 --=--,_, t; • u 
[ 2 (l+h) ]1/2 

OBSERVAÇÃO (1.5.4). (a) A açao à esquerda, 
7 

de S (2) sobre S , co 
p -

3 7 rnuta com a ação à direita, de S sobre S e então define uma açao 

4 à esquerda de S (2) sobre S , que é transitiva, desde que a açao 
p 

de Sp(2) sobre s7 é transitiva. 

3 e q E s , 

(Qt;) q = Q (i;q) • 

Fixando sobre s 4 a métrica da submersão através de TI,sp(2) 

preserva as fibras de TI e atuando por isometrias sobre s7
, prese~ 

va os espaços horizontais. 

Portanto sp (2) atua . .tltan-6-i:tlvame.n.te e po!L ,L6ome..tJtiaJ.:. hObJLe. 

s 4
, c.am a mé.t.~t..Lca. da .õubme.Jt..&ã·o TI. 



(h) Isto implica essencialmente que 

-

S (2) - Spin(5). 
p 
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OBSERVAÇÃO (1.5.5). Considerando a açao a direita, de s3 como 

~ sP:l] 
sobre S (2), para q E s3 

e [: :J E 
s ( 2) : p p 

EH:a -e 

s ( 2) • p 

[: : J [ ~ : J :~ [: cq] 
dq 

Compondo com a ação à direita, de s
3 

sobre s
7

, temos: 

lsp~l) - di.-'Lelt.a de s 3 
X s 3 

C..OmO a aç.ao a 

faq' 
Lbq' 

o 

s ( 1) l p 

cql 
dqj 

.õobne 

Sabendo que o espaço tangente T1 Sp(2) (que é a álgebra de 

Lie g de Sp(2)) é o conjunto das matrizes quaterniônicas A, 2 x2, 

satisfazendo: A + A* = O, então 

tal que 

ou ainda: 

y E lH e 

ai + Sj + yk 

do tipo} x e w sao 

! 
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g = lri 0l ' [j 0l ' fk 
0l ' l0 õ] ' [õ 0l ' [õ 0l 

~ ~ ~ ~ ~ ·~ ~ J ~ ~ ~ ~J 

Considerando a açao à direi ta, de s 3 
X s 3 

sobre 

conjunto de geradores da fibra (ou espaço vertical) e do espaço 

horizontal, na identidade, são respectivamente: 

e 

OBSERVAÇÃO (1.5.6). 4 
Vamos considerar agora S como sendo o espa-

ço homogêneo riemanniano: 

, com a métrica riemanniana invariante 
x s 3 ca-

nÔnica. 

Da observação (1.5.4) sabemos que a açao de S (2) sobre s
4 

p 

é transitiva. 

Além disso, é fácil verificar que a álgebra de Lie g de 

S (2) que se decompõe corno 
p 
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' satisfaz: 

(a) [h, h] c h ; (b) [h, m] c m e (c) [m,m] c h • 

Nestas condições (ver Kobayashi-Nomizu [K,N] - vol. III pág. 

193) : 

onde 

(se 

e: 

R(X,Y)Z =- [[X,Y] ,Z] para X,Y e Z Em, 

m ~ T (S 4), o espaço tangente a 
o . 

4 S na origem. 

Efetuando os cálculos, obtemos: 

a,B = 1,2,3,4 ;a;I-S) 

~ o (se a ;1- ó eB;'y). 

<e,e>=2 
" " 

Concluímos então que o e~paço homogêneo s C2) I 
3 p s 

i: em 

cunvaZuna le.c.c.{onal conhtante igual a 2 e pontanto é, em pantic.u

tan, um e.õpaç.o ;.,lmê.tnic.o. A.têm di..6I>o, ob.&e.Jt.vamo..6 que. a. mê»U..c.a de. s 4 

ne..&te_ ·c.ante.x.to ê. homo.tê:tic.a ã mê.:ttt.i..c.a. c.anônic.a de s4 :: SO(S)/
80

(4 ) 

C IR S. 

O diagrama a seguir nos dá uma visão mais abrangente deste 

fato: 
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3 s . . 

S0(4) so (5) 

A projeção ~ é dada essencialmente pela ação da Observação 

(1.5.4) e a figura 3. 

Vamos agora determinar urna base para o espaço horizontal 

Q = ~ :J é um ponto genérico de s ( 2) 
p 

e sua projeção sobre s 7 através da projeção TI (ver diagrama 

(1.5.1)). 

{EÀ (Q)}À=l 12 , 3 , 4 e uma base ortogonal de 

HorQ c T s (2). 
Q p 

Além disso, 

(i) 

= jci 
La i 

ail . 

bij 

la 
=d/dtf I 

t=O [p 

C] jo itl 
dj [it oj 

• 
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Analogamente obtemos: 

~j a~] (ii) E2 (Ql ~ dLQ.e 2 
~ 

dj bj 

ek akJ (iii) E3 (Q) ~ dLQ.e3 
~ 

dk bk 

~ -J (i v) E4 (Q) ~ dLQ.e 4 
~ 

-b 

O próximo Lema determina o colchete de Lie para os campos 

LEMA (1.5.7). 

~k ckJ tai -ci] 1) [ E1 , E2 ] Q ~ 2 4) [ E4 ,E1] Q ~ 2 
. . bk dk +bi . -di 

~aj c~] ~aj -c~] 2) [E
1

,E
3

]Q ~-2 , 5) [E4,E2]Q ~ 2 
. bJ dj +bj - dj 

2 ~ai cil 2 ~ak -ck] 
3) [E2 ,E 3 ]Q ~ 6) [E4,E3]Q ~ 

bi di +bk -dk 
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OBSERVAÇÃO (1.5.8). As· projeções dos campos {E
1

.,E
2

,E
3

rE
4

} no Ts 7 

. rba dCJ ' no ponto " ~ J através da projeção TI nos fornece: 

Usando a notação XÀ = dTIEA , estabelecemos a seguir a for-

ma de 
A 7 

curvatura n de S • 

LEMA (1.5.9). 

A A 

2 [~i] a) Q(x4,Xll = - Q(X2,X3) = 

b) Q(X4,X2) = íl(x
1

,x
3

J = 2 c~n 

Q(X4,X3) 
A 

2 [~~] c) = - Q(Xl,X2) = 

-que sao campos vetoriais verticais fundamentais e que denotaremos 

respectivamente por zv1 , 2V2 e 2v3. 

Em particular, as relações (a), · (b) e ('c) implicam que 

A 7 -
~anexão V em S e aa~o-dual. O 

Fixemos Índices satisfazendo às cohdições: 

1 ::_ i,j,Q.,m < 4 

1 < 0'. < 3 
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Vamos determinar, na proposição seguinte, a conexao e a 

A A 

derivada VX da 2-forma horizontal a valores reais (Q( , 
m 

) 'v ) 3 
aS 

em 

Denotando por: 
'a 
H .. 

lJ;m 

A A 

= ( (VX ll) (X.,X.),V ) 
7 --m ~J as 

, temos: 

PROPOSIÇÃO (1.5.10). 

de S (2) • 

'a 7 
H.. _ O em S , com a métrica pro]'etada 
lJ :m 

p 

PROVA. Se E e F sao campos vetoriais tangentes a 

equação da submersão riemanniana: 

-e: 

= [vdTIE dTIF J h + 

s ( 2) ' p uma 

,_ - ) 7 . -
onde V e V sao as derivaçoes em SP(2 e S .,respectlvamente.Entao 

Cálculos anteriores nos fornecem: 

1 
2 

= 
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Como 

[
+ai 
+bi 

Analogamente obtemos: 

A 

-v l 

~ +v ~-v x 
2 x

1 
3 

A 

+V ~-V X 
3 x

2 
1 

> 

-2V ==> 
l 

~ [+ai] 
+bi 

Além disso, se t = m, ou então 

vertical fundamental se t ~ m (ver Lema (1.5.9)). 

A A 

De qualquer modo, O(Vxrnx1 ,Xj) =O. 

Por outro lado, 

A A A A 

(vxm!x.,x.) 
ffi_ l J 

~ VX (Q(X.,X.)) 
·rn ' J 

é horizontal pois 

A 

Q(Xi,Xj) ê vertical fundamental. 

Finalmente obtemos: 

A A 

~ ( (VX m (X. ,X.) 
m l J 

=o.o 

'v ) 7 ~ 
a S 

e 
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(1.5.11). Vejamos agora o que podemos dizer a respeito da curva

tura seccional de s 7
, com a métrica projetada de· s (2), que dâ 

p 
a 

s7 urna estrutura de espaço riemanniano homogêneo normal. 

Numa 1~ etapa, usaremos a fórmula de O'Neill (ver Teorema 

(1.2.3)) para a submersão: 

3 ( n s o o o s 2) --> 
p 

Se X e Y sao vetores horizontais ortonormais de SP(2) em Q, 

com X* = dTIX e Y* = dTIY , 

7 
K~(Q) (X*,Y*) 

3 v 2j 
+ 4" ll[x,Y] 11/ llx 

~ evidente, pela fórmula acima, que a curvatura seccional 

de s 7 é > o. 

- 7 Nosso objetivo e mostrar que a curvatura seccional de s -e 

estritamente positiva e não constante. 

Em n (Q) ~ [~] o espaço tangente a s 7 - gerado e por: 

{ [:~J ' ~~] ' [::] ' [:] ' [:J [:~] e [::l} 
Em particular, se tornamos Q =I, n(Q) ~ [:J e 
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então 

Façamos agora X* =cn e Y* = cn 1 

Então xl = [: -~] e yl = c :] 
A fórmula de O'Neill nos fornece, neste caso: 

Por outro 

x2 = [~ 

lado, 

:J 
se 

e 

(X* 
2 

= 11/4. 

tomamos X* 
2 = UJ e Y* = [O l 

2 J " 

Y = lo 2 . 
. J :J • Neste caso, 

1/2 • 

' 

Isto é suficiente para concluirmos que s
7

, eom a mê~nlea pn~ 

je:tada de S (2), pa~~ul eunvaXuna ~eeelonat não c.on~tante. 
p 

PoJt-

:tanto mê.tJtlc.a -na o -a miitJtic.a. U.6 ual de 

s 7 ~ S0(8)/SO(?) ~ JR
8 

(Comparar com. a Observação (1.5.6)). 

Quando consideramos S 7 
= s (2) I 

3 
, a álgebra de Li e g de 

p s 
s (2) se decompõe como g = h $ m , onde 

p 

é a álgebra de Lie de s
3 

e 
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g fácil verificar que a decomposição acima nao satisfaz pe-

lo menos uma das três condições necessárias para que (g,h,a) seja 

uma álgebra de Lie simétrica (isto é, [ h,h] C h ; [ h,m'J C m e 

[ iii,.iiiJ c h) . 

Basta observar, por exemplo que 

Isto garante que o e~paço ~i~manniano homogêneo no4mal 

s 7 
= Sp(2)/ 3 nao e um e~paço ~1m~tnieo. Outro argumento que po

s 
deríamos usar para justif.icar o mesmo fato é o resultado de Cartan 

(ver [CT]): "Um espaço riernanniano simétrico compaCto de posto um 

e dimensão Ímpar tem curvatura constante". 

Resta provar que a curvatura seccional de s7 é estritamente 

posit±va. 

Para isto, vamos considerar a decomposição g = h m m cita 

da anteriormente e a fórmula 0 1 Neill, que reescrevemos como: 

(X* I Y*) 
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t: evidente que se [X, Y] g "f O , 'ris X, Y E m linearmente in 

dependentes, então a curvatura seccional s
7 

é estritamente positi 

va. (Observamos que, de maneira geral, esta condição sobre a de-
A 

composição da álgebra de Lie G , é necessária e suficiente para g~ 

rantir que um espaço riemanniano homogêneo normal G/H tenha curva 

tura >O- ver [NM-1] e [B]). 

No nosso caso, um elemento genérico de m -e do tipo: 

[:y ~ onde X == ai + Sj + yk com a., S,y E lR 

e y E JH. 

-Então, dados dois elementos X,Y E m 

e ' 

a condição [X,Y} = XY- YX ==O nos fornece as equaçoes: 

( 1) a c - c a = bd - db 

(2) ad - cb = o 

(3) da - bc = o 

(4) db = bd 

A equaç ao ( 4) ==" db = (db) -> db e real. Então 

(onde a Em e a,b,d i O, para que X e Y sejam L.I.}. 

• 
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Além disso, a equaçao (1) => ac = ca => a e c comutam e a 

equaçao (2) -> ad - a 

a a 
--c 
lldll 2 lldll 2 

X = 

a - o --- d 
lldll 2 

cd = 0 
lldll 2 

d 

a 
= ---

lldll 2 

a = 

l :d :l 
ou seja, X e Y sao linearmente dependentes. 

Teremos então: 

a y = -
lldll 2 ' 

Então, se X e Y E m sao linearmente independentes, teremos 

necessariamente: [X,Y] tO. 

ConeLuZmo~ en~ão que a cu~vaZu~a ~ecc~onal de s 7 no con~exXo 

OBSERVAÇÃO (1.5.12). O espaço riemanniano homogêneo normal de cur 

vatura estritamente positiva S (2)/5 (l) de Berger (ver [B]), 
. p p 

que 

ele prova não ser homeomorfo a um espaço riemanniano simétrico de 

posto um é obtido através de uma outra representação 

Aquele espaço M7 tem ~ 3 <M 7 l ~ z 10 . 

s (1) --> s (2). 
p p 
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CAPÍTULO II 

CURVATURA ESCALAR DE FIBRADOS 

§ 1. INTRODUÇÃO 

Um problema básico em Geometria Riemanniana é o de descrever 

o conjunto de funções cur~atura escalar associado com métricas rie 

mannianas sobre uma dada variedade. 

Para variedades compactas M, de dimensão dois, existe urra cog 

dição necessária sobre sua curvatura Gaussiana K, que é uma condi-

ção global dada pelo teorema de Gauss-Bonnet, em termos de _sua ca-

racterística de Euler, X (M) : 

se X (M) > O, então K deve ser positiva em algum ponto de M. 

se x(M) ~ o, então K muda de sinal ou K - o em M. 

se X (M) < o, então K deve ser negativa em algum ponto de M. 

Em [K , W-1] , Kazdan e Warner mostraram que, neste caso, esta 

condição é também suficiente para uma dada função diferenciável K 

sobre M ser a curvatura de Gauss de alguma métrica. 

Se M ê compa.c..ta. e dim M > 3, en:tão um ILtJ.Ju.tta.do anã.togo ne

que.Jt a e.xi..b-ténc.i.a de. m'ê.-t.Jtic..a..b c..om c.uJtva.:tuJta. e.bc.aia.Jt c.on.&:ta.n.te po.&~ 

:t-i. v a. ll o b~te M : 
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TEOREMA (2.1.1). (Kazdan-Warner -[K, W-2]). Seja Mn (n > 3) uma va 

riedade compacta 

a} Toda função 
00 

K E C (M) que e negativa em algum ponto de M 

é urna curvatura escalar. 

b) Todo elemento de 00 -C (Ml e uma curvatura escalar, se e so-

mente se M admite uma métrica com curvatura escalar cons-

tante positiva. 

Em particular, se H= Sn, n 2:.. 3, toda função K E C
00

(Sn) é 

curvatura escalar de alguma métrica sobre sn. 

Por outro lado, e.xi.6.tem obBtJtuç.Õe:.6 t:opolÕglc.a.6 pa.Jta. mêt:JU.c.a.ó 

com euJLvatuJta e..óc.ala!L pa.-si.:ti.va. Um conhecido teorema de Lichnero-

wicz [L] afirma que uma variedade spin compacta com genus de Hir-
A 

zebruch A~ O não admite métrica riernmaniana de curvatura esca-

lar positiva. (Exemplos àe tais variedades aparecem na teoria de 

spin cobordismo - ver Milnor ~] ) . Usando um refinamento deste re

sultado e o teorema do !ndice de Atiyah-Singer, N. Hitchin lliT]pr2 

vou ~ seguinte resultado: 

TEOREMA (2.1.2). As esferas exóticas que nao sao bordos de varieda 

des spin não admitem métrica de curvatura escalar S > O e S J O. 

Em {L,Y ], Lawson e Yau provaram q~e 

TEOREMA (2.1.3}. Se urna variedade compacta M admite uma açao 
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diferenciável e efetiva de um grupo de Lie compac~o, conexo e nao-

abeliano (isto é, se admite urna ação não-trivial de s 3) en.tão M admite 

uma métrica riemanniana de curvatura escalar estritamente positiva. 

COmparando este resultado com o de N. Hitchin, conclui-se 

que: se En é uma n-esfera exótica que não é bordo de uma varieda 

de spin, então os únicos possíveis grupos de transformação compac

to e conexo de En sao toros de dimensão < [n;l]. 

Teoremas análogos de não-existência foram obtidos para varie-

dades com grupos fundamentais "grandes". As referências sao os ar-

tigos de Gromov e Lawson,[G ,L-11 e [G ,L-2], onde são estabeleci-

das novas obstruções para a existência de métricas com curvatura 

escalar positiva sobre variedades que não sao simplesmente conexas. 

Shoen e Yau em [S ,Y-1] e [S ,Y-2] estudaram, em particular, supeE 

fícies minimais incompressíveis, variedades tridimensionais com 

curvatura escalar não-negativa e determinaram novas obstruções to-

pológicas para a existência de métricas com curvatura escalar posl 

tiva em tais variedades. O estudo efetuado por eles abrange o ca-

so não compacto e sua relação com a teoria da .relatividade geral. 

Eles estabeleceram, em particular, que o toro de dimensão < 7 

não admite métrica de curvatura escalar positiva. Gromov e Lawson 

em [G ,L-2] generalizaram este resultado provando que toda métrica 

riemanniana de curvatura escalar não negativa sobre o toro e 

"flat 11
• Neste mesmo artigo, dão um tratamento especial para o caso 

das variedades de dimensão 3: MÓdulo certas questões relativas a 
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variedades com grupo fundamental finito, eles obtiveram uma classi 

ficação para as variedades de dimensão 3 que admitem méttica de 

curvatura escalar positiva. 

Finalmente, em [ G , L-1] (Gromov e Lawson) encontramos uma elas 

sificação parcial das variedades compactas, simple.srnente conexas 

de curvatura escalar positiva. Um dos resultados básicos é o se-

guinte: 

TEOREMA (_2.1.4). SejaM uma variedade compacta que admite uma mé-

trica riemanniana de curvatura escalar positiva. Então toda varie-

dade que pode ser obtida de M através de uma cirurgia em codimen -

são > 3, também admite uma métrica com curvatura escalar positiva. 

Existem também Ob~Zhu~Õe4 tapoiÕgiea~ pa~a eunvatuna eheala4 

z e.llo : 

TEOREMA (_2.1.5). Cver Kazdan-warner [K, W-3]). SejaM uma varieda-
A 

de spin com A i O (genus de Hirzebruch) e primeiro número de Bet ti, 

f\ (M) i O. Então M não admite uma métrica de curvatura escalar zero. 

o ca~o nao compac~a é tratado por Kazdan-Warner em [K ,W-41. 

Na verdade, para uma grande classe de variedades abertas, toda fun 

çâo diferenciável é uma curvatura escalar. Mais precisamente: 

TEOREMA (2.1.6). SejaM uma variedade não-compacta de dimensão >2, 

difeomorfa a urna subvariedade aberta de alguma variedade compacta 
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M. Então toda função 00 -S E C (M) e a curvatura Ga~ssiana (resp. es-

calar, se dim M > 3 ) de alguma métrica riemanniana sobre M. 

Como um caso particular, se M = JR
0

, toda função s Ec"'(:m0 ) 

é curvatura escalar de alguma métrica sobre IR 0 (n > 2). 

Na verdade, tudo leva a crer que o teorema anterior deve ser 

verificado para toda variedade não-compacta de dimensão ~ 3. Foram 

algumas técnicas na sua demonstração que exigiram a hipótese de 

que M "morasse" em uma variedade compacta. 

No estudo de curvaturas escalares prescritas, uma ferramenta 

bastante eficiente que usaremos no decorrer deste capitulo é o se-

guinte teorema: 

TEOREMA (2.1.7). {ver Kazdan-Warner [K ,W-2]). Seja (M,g) urna va-

riedade diferenciável compacta, com curvatura Gaussiana (resp. es-
00 

calar, se dim M ~ 3) S, e seja f E C (M}. Se existe uma constan-

te c > O tal que: 

min cf < s (x) < max cf. 

para todo x E M, então existe uma métrica g
1 

em M com curvatura 

Gaussiana (resp. escalar) f. 

Este teorema, juntamente com as técnicas da submersão rieman 

niana foram utilizadas por Rigas em [ R-11 ,- para mostrar que toda 

• 
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função C
00 

f : G
2 

(M) --+ m, Mn uma variedade riemanniana conexa, com 

pacta, de dimensão > 3 é a função curvatura escalar de alguma mé

trica riemanniana cOmpleta sobre G
2

CM), o fibrado grassmanniano 

dos 2-planos sobreM, exceto talvez quando f = constante > O. Um 

resultado análogo vale- para O(M), o fibrado dos frames ortonor

mais- de M. 

Usaremos neste capitulo, as mesmas técnicas, para provar um 

resultado análogo, em casos mais g'erais de espaços totais de fibra 

dos principais G ... P-+ M e de fibrados associados {E,M,F, G,n} 

compactos. Sob determinadas condições, provaremos que toda função 

real definida em P (ou em E), é a curvatura escalar de alguma m~ 

trica riemanniana sobre P (ou E) r exceto talvez quando f= constan 

te > O. Comparando este resultado com o já citado Teorema de Hit

chin concluimos, por exemplo, que as esferas exóticas que nao sao 

bordos de variedades spin, não podem ser espaços totais de certos 

tipos de fibrados bastante gerais. 

Acrescentamos ainda, um Último parágrafo- (§4) onde tecemos 

alguma~ considerações a respeito da teoria de curvaturas de Ricci 

prescritasi e um Apêndice onde são efétuados alguns cálculos com o 

objetivo de obter dados a respeito da curvatura seccional do espa

ço total de um fibrado. 
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§2. CURVATURA ESCALAR EM FIBRADOS PRINCIPAIS COMPACTOS. 

Consideremos um fibrado principal 

G •• , P M 

onde M é uma variedade riemanniana compacta de dimensão m e G um 

grupo de Li e compacto, de dimensão n . 

Fixemos uma métrica <, } M em M, uma métrica bi-invar_ian·te 

( , } G em G e uma conexao w em P. 

Para cada t > O e X,Y E TPP, definimos uma métrica rieman 

niana em P por: 

2 + t ( w (X), w (Y) ) G 

Esta é uma f-métrica sobre P 1 com 

, Vx E M . 

·sabemos (ver §4 - Cap. I) que G atua por isometrias em cada 

(P,gt), que TI é uma submersão riemanniana relativamente a cada 

(P, gt) em (M , < , > M) e que as fibras em P são totalmente geodê -

sicas. 

Seja U um aberto em Me x1 , .•. ,xm uma base ortonormal di

ferenciável em u. 
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Com a finalidade de simplificar os cálculos, -e conveniente 

-1 
introduzir uni conjunto de bases adaptadas em n (U), consistindo de 

todas as bases gt-ortonorrnais da forma: 

, _., .. t-1x• } 
' m+n 

onde para cada ponto 
-1 

p E TI (U) , os vetores· x
1

, ••• , Xm formam uma 

base ortonormal de vetores w-horiz9ntais (para cada i, 1 < i < m, 

x1 ê o levantamento horizontal de Xil e os vetores x~ 1 , ..• ,x;+n 

-sao campos vetoriais verticais fundamentais em P, induzidos por 

uma base de campos vetoriais, na álgebra de Lie g, {xrn+l'"""'Xm+n} 

ortonormais relativamente à métrica (, ) G. 

Consideremos indices satisfazendo às condições: 

1 < i,j,k,~ < m 

m+l < a,b,c,d,f < rn+n 

Colocamos [ X a, Xb ] 

tes da álgebra de Lie g 

~ E Cc X 
ab c 

c 
relação que define as constan 

a 
Hij (p) 

e definimos funções 

1
2 

(w([X.,X.]) 
l J. ,xal (p) 

G 
' 

-1 
em TI (u) por: 

-1 
p E TI (U) 

• 
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e 
a 

H. , 
lJ 

Note que Q(X.,X.) ~.-~: 
l J a 

a 
H .. X 
lJ a 

- depende nao 

a + H .• ~ O 
Jl 

de t. 

Além disso, 
a 

Hij (p) ~ 

a H .. (p.u) para todo u E G 1 pois a méiJ . 

trica gt é invariante pela ação ~e G. Então, ao invés de 

a 
podemos escrever H .. (x), onde x = TI (p) • 

lJ 

Lembramos 
a - derivada de vx da 2-forrna que H .. e a 
l.J; m m 

tal a valores reais ( Q ( 
' ' X ) em (X,,X,). 

a G l J 

a 
Hij (p) 

horizon 

Denotemos por RÀ~n~ 
~ (R(XÀ,X )X ,XÇ) 

~ n t 
as componentes do 

tensor de curvatura em P, relativamente à métrica gt. 

Usaremos o seguinte resultado obtido por Jensen em [J']. 

PROPOSIÇÃO (2.2.1). 

i) M t2 (2Ha Ha a a a a 
R. 'k 

~ 

Rijkm - 1: + H.kH. - H. H.k) 
lJ m a 

ij km l Jffi lffi J 

ii) 
a 

R .. ~ - tH .. 
1Jma lJ :m 
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i v) 
2 <: b a 1 E 

c a 
Riajb 

~-t HikHkj + 2 H .. C b 
k c >J c 

v) Rabic 
~ o 

vi) 
1 -2 

E 
a f 

Rabcd 
~ t ct,écd . 

4 
f 

Todas as componentes do tensor de curvatura podem ser obti-

das destas usando as ident·idades: 

e 

A seguinte propOsição nos dã a expressão da curvatura esca-

PROPOSIÇÃO (2.2.2). Se 

p E P, relativamente a 

M em 

então: 

onde 

x ~ n(p) e 

H (x) ~ 2 E l: 
a i<j 

s (p) 
gt 

métrica 

-e a curvatura escalar num ponto 

gt r SM (x) é a curvatura escalar de 

é·a curvatura escalar da fibra G em 
p p ' 

-2 
t SG (p) 

p 
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PROVA. Fixemos uma base adaptada diferenciável 

onde 

de 

-1 -1 . -1 
{X1 , ••• ,Xm,t X~+l' ••• ,t X~+n} _em cada ponto p E 'IT (U). 

Temos·: 

= < R(XÀ I X ) XÀ, X ·> e a curvatura seccional do 
~ ~ t 

T P 
p 

gerado pelos vetores 

Reescrevendo, vem: 

s (p) = 
gt 

E K1. J. + 
i<j 

K. + 1a 

Usando a proposição. (2.2.1}, obtemos: 

S (p) = E 
gt i<j 

E 
i<j 

" i,a 

.... E (E 
i<j a 

a 2 
(" (Hik) (p)) 
k 

a 2 
(H .. ) (p)) + . lJ 

-2 + t " (_!_ " cbaf 
a<b 

4 
f 

+ a 2 
( " (H .. ) (p)) 
i<j l] 

-2 + t E 
a<b 

subespaço 

Conclusão: 



-2 
t SG (p) 

p . 
. 
' 
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X = ~(p). 0 

TEOREMA (2.2.3), Considere um fibrado principal G .•. p-+ M, onde 

G é um grupo de Lie compacto e semi-simples de dimensão > 2, e M 

e uma variedade riemanniana compacta, também de dimensão > 2. En-

tão toda função 
00 

c é uma função curvatura escalar p~ 

ra alguma métrica riemanniana completa sobre P, exceto tllvez qua~ 

do f = constante > O. 

PROVA. Denotemos por e os valores máximo e mínimo 

curVatura escalar na métrica gt. 

US:ando o resultado da proposição (2.2.2), vemos que 

quando t -+ O 1 desde que SM (x) é limitada, H{_p) também 

da independente do valor de t e SG (p) > O, 
p 

da 

Então, fixado qualquer À em (0,1), 3 wn número positivo t 

satisfazendo 

À < < l . 

Nestas condições, podemos usar o Teorema (2.1.7) de Kazdan-

Warner para concluir a demonstração. o teorema (2.3.9), que -e um 

caso mais geral deste teorema, será demonstrado no próximo paragr~ 

fo, de maneira análoga, mas com maiores detalhes. O 
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Podemos extrair como consequência.deste teorema um resultado 

já conhecido: 

COROLÁRIO (2.2.4). O toro Tn nao admite açao livreJ 

através de·-um grupo de Lie compacto e semi-simples. 

-a direita, 

PROVA. Neste contexto, o resultado acima é consequência direta do 

seguinte fato,. jâ citado na introdução deste capitulO: "Toda métri 

ca riemanniana de curvatura escalar não-negativa sobre o toro Tn 

é ''flat". O 

OBSERVAÇÃO (2.2.5). No teorema (2.2.3), dim P > 4. O caso dim P ~3 

pode ser obtido somente quando dim G = 1 (portanto G = s 1 ) e 

dim M = 2. Neste caso, devemos impor ~ > O. Então, pelo teorema 

de Gauss-Bonnet e a classificação das variedades compactas de di-

2 2 1 2 
mensao 2, M = S ou M = IRP . Mas os S -fibrados sobre S tem como 

espaços totais os espaços s 3; , onde existe métrica de curvatu-
lln 

r a constante igual a 1. Além disso, o Único S 1-fibrado sobre JR P
2

, 

nao trivial, é o fibrado dos frames ortonormais de JRP
2 

(neste ca-

so, ver Rigas R-1 ). Fica claro, então, que o teorema não é signi 

ficativo em dimensão 3. 
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§3. CURVATURA ESCALAR EM FIBRADOS ASSOCIADOS COMPACTOS 

Considere um fibrado principal G .•. P-+ M nas condições do 

parágrafo 2. 

Seja F uma variedade riemanniana compacta 1 de dimensão r. Va 

mos supor que o grupo de Lie G atua ã esquerda sobre F. 

Sabemos então que G atua à direi ta sobre P x F e obtemos o 

fibrado 

(E,M,F,G,TI) onde E = 
P ·x F 

G 

associado ao fibrado principal G ..• P-+ M (ver diagrama (2.3.1)). 

Vamos fixar em P x F uma família de (f, h) -métricas com f = 

=h= t
2 = ct~ (ver §4- Cap. I}. Mais precisamente, vamos consi

derar uma família de métricas gt :::: ( , ) -t , que é a métrica produ

to em P x F, dada por: 

(t > 0) 

onde ( \ - gt-métrica fibrado principal G ••• P-+M e a no 

e 

< ' 
) 2 

= t ( ' )F F,t ' para uma métrica { , )F fixada em F. 

De maneira expl!.cita, se Y,Z E T(p,y) (_p xp) e 7Tl: P xp-+ P 

e 11
2 

: P x F -+ F são projeções no primeiro e no segundo fatores 
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res-pectivamente, então: 

,n
1 

z> 
* t 

,n
2 

z> 
* F,t 

(w(TI
1 

Y),w(TI
1 

Z)) 

* * G 

-

,n2 z> 
* F 

+ 

As métricas gt sao G-invariantes e portanto induzem, 

submersão riemanniana, uma família de métricas 
p X F 

G 
(métricas quociente) tal que: 

por 

em 

PXF--+ 
P X F 

G 
é uma submersão riemanniana para cada t. 

De (1.4.3), sabemos que, relativamente ao fibrado associado 

TI 
F ..• E --+ M 1 cada métrica ( , ) 

E,t 
-e completa e as fibras 

sao totalmente geodésicas e mutuamente isométricas. 

em E 

Nestas condições, o seguinte diagrama, onde todas as proje-

çoes são submersões riemannianas, é comutativo: 
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G G 

(2.3.1) F . . . p X F -'gt 
Til 
~ P,gt 'w 

;;1 0 lTI 

' 
F 

pxp " .....1!:--> M . . . E=G,gt 

(2.3.2). Sejam u um aberto em M, 
-1 

(p,y) E TI (U) x F, e ii (p,y) EE 

onde X = TI(p) EM. 

Estamos interessados no cálculo de 

s( ) (íf (p,y)): a curvatura escalar em TI (p,y) relativamen 
' E,t 

te à métrica gt. 

Uma base { , } -ortonormal em E,t TI(p,y) é obtida por proje-

çãs> de uma base (, )~-ortonormal de P x F em (p,y}, TI-horizontal 

(isto é, normal a TI-fibra relativamente a 9t). 

Vamos à construção de uma tal base. 

Para {p,y) E p xF, chamaremos de V o subespaço vertical 
,p,.y 

em (p,y) e H o subespaço horizont.al em (p,y), relativamente p,y a 

métrica gt e a projeção TI. 

Para uma base ortonormal fixa {e1 , ..• ,en} em g ' sejam 
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el(p}, ... ,en(p) e el(y), •.• ,en{y), campos vetoriais fundamentais 

associados, sobre P e F, respectivamente. Como a ação de G sobre 

F não é necessariamente livre, os campos vetoriais {B. (y)}, _ 1 1 1- , ..• ,n 

podem ser linearmente dependentes em vários pontos de F. Temos: 

d 
dt 

(p.exp te.) 
1 t=O 

e = d 
dt 

((exp te.)y) 
1 

t=O 

Considere agora o cainpo vetorial fundamental em P x F: 

(efl (p,y) 
-1 

exp te., (exp te.) .y) = 
1 1 t=O 

e F y 

temos.: 

Podemos então afirmar que e. (y)} e urna ba 
' . 1 1= I o o o 1 ll 

Além disso, como T ( ) (P x F) = H e v e F e v c v l!l p,y p p y p,y p - subespaço linear, chamado ºp,y = (V ) 1 l!l e um em v F y' p,y p 

-
ll =Q eH 
p,y p,y p 

- -t: óbvio que v p,y e H p,y nao dependem de t. 

Para y E F, existe uma base ortonormal relativamente a métri 
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Í e.~ Cyl = À~(y)f~ , ~ = 1, • .. r S 

l = o , ~ = s+l, ... ,n 

Com esta escolha, os vetores 

formam uma base ortogonal para V , pois geram o espaço p,y verti-

cal e são mutuamente ortogonais. 

(2.3.3). Finalmente, {V l , onde 
n n::::l, •.• ,n 

- = ltCl+À2Cylll/2J-lce Cpl j v - À nCplfnl n n. n 

l 
e 

vn 
-1 

en(pl s+l <. = t n < n -

--e uma base ortonormal para v p,y 

(2. 3. 4). Vejamos agora uma base ortonormal para 

Se é uma base ortollormal para 

. 1 < ' 

-
H p,y 

n < s 

H C T P, então 
p p 

e uma base ortonormal para H p,y relativamente à métrica gt, onde 
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kj = t-
1
kj 

e 

. 
' l < j < r-s 

w~ = [t[l+Ài(y) 1 / 2 J]- 1 (À~(y)e~(y) +f~) 

1" <: J.; < s 

pois m+r vetores ortonormais, é é perpendicular a cada elemento 

da base vertical. 

Considere Índices satisfazendo: 

1 < i,j < m 

1 < a, 6 < m+r 

1 < À,\l < r-s 

1 < a,b < s 

l<11.<n 

seja 

cional relativamente a métrica 

dos h.' s . l 
ou ou W I 5o 

a 

= (' ) t E, 

é a curvatura sec 

e e sao um 

Usando a fórmula de 0 1 Neill para a curvatura em uma submer-

sao riemanniana (ver (1.2.3)), temos: 

(2.3.5) 
A 

K a,S = K- [X ,X
0

) 

gt a IJ 

+_]_ 
4 

onde V denota a projeção gt- ortogonal na fi-fibra em cada T(p,y) (PxF). 
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Por o utro l~do, a curvatura escalar s< } (n(p , y)) é calcu 
' E , ,t 

lada como : 

(2.3.6) s< > Cií(p,yll = l: 
., E,t a,B 

~ A 

= E Kij + E KÀ)J + 
i<j À<)l 

A 

+ l: K. + 
i,a ~a 

K 
a , S 

E 
a<b 

l: 
Â,á 

= 

A 

Kab 

A ' 

K' 
Ãa 

A 

+ l: KiÀ + 
iJÀ 

A 

Na proposição seguinte, obtemos as curvatur as secci onais KC1S 

na métrica em termos das curvaruras seccionais KKde M, KF de 

F, KG de G e da conexão w. 

PROPOSIÇÃO (2 . 3 . 7) . 

A 

3t 2 s À2 2 n n (i) K .. = KM ( 1T *h. T 1T *h . ) - l: 
l+Â 2 (H .• ) 

~J ~ J n=l ~J 

n 

A 

( iii K.À = o . ~ 

A -2 3 -2 s Â2 2 
{iii) l: n (Mn l KÀ).l = t KF(kÀ,kl.l) + 4 t 

l+Ã 2 n=l À ).I 
n 

t2 
Â2 

(H~ j) 
2 A a (i v) K. = 

l+À
2 E 

~a j a 
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A 

(v) KÀa 

A 

(vi) Kab 

onde: 

-2 1 3 -2 s 
1 

À2 2 
= t 

l+À2 
KF(kÀ,fa) + 4 t E 

l+À2 
--'L (Nn J 

n=1 l+À2 À a 
a a n 

À2 À2 
-2 -2 a b 

KG (ea,eb) 
1 1 = t 

l+À2 "---2 + t 
1+:\

2 ::-:-z KF ( f , fb) 
1Hb 1H a 

a 

3 -2 1 
+~4t -2 

1+À a 

J2 
a 

l+:\2 
a 

1 

1+À 2 
b 

1 = 2 (w[h.,h.] ,e ) 
1 J a G 

A 

s 
I 

n=1 

m 

a b 

I 
n=s+l 

2 
(Cn J 

ab 

nnb =< [f , fbl , f > 
a a n F 

Mn · = ([k,k,J,f > 
ÀU " " n F 

e N\a = ( [ k, , f ] , f ) 
1\ a n F 

+ 

PROVA. (i) Cãlculo de Kij 

Usando a expressão (2.3.5), obtemos 

= K- Ch.,h.l + 34jjrh.,h.Jvll2 
gt I J 1 J -

gt 
' 

+ 

Por outro lado, usando novamente o teorema de o•Neill para a 

submersão ~: P ~ M {ver diagrama (2.3.1)), vem: 
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. - -
3 11 wll 2 

K- (h,,h.)- K (h.,h.)- KM(rr*h.,rr.h.)- -
4 

[h.,h.] 
gt l J gt l J l J . l J t 

onde W denota a componente vertical relativamente à n-fibra. 

Mas: 

onde 

Então: 

(i-l) 

rn 
í: 

n=l 

e uma base gt-ortonormal de 

rn 
í: 

n=l 
(w([h.,h.]),e > en 

1 J n G 

Se 11 11 t é a norma relativamente a gt , vem: 

pois 

2 (w([h.,h.] ,e ) 
1. J n G 

n 2 
(Hij) 

Calculemos agora v [h.,h.J , projeção gt-ortogonal em 
l J 

çao a TI-fibra. Temos: 

v [h,,h.] 
l J 

rn 
+ í: 

n=s+l 

rela-
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1 

usando a notação: A = (l+À 2)-2 obtemos 
n n ' 

s 
E 

n=l 

2 
-4t 

s 
E 

n=l 

2 4 n 2 
À A (H. , ) + n n lJ 

m 
E 

n=s+l 

n 2 
(Hij) 

Finalmente, usando as relações (i-1) e (i-2) na expressao: 

= KM ( 1r *h. , 1T *h . ) 
l J 

obtemos {i) • 

(ii) cálculo de 

Usando a expressão (2.3.5) que é fÓrmula de orNeill para a 

submeisão riemanniana 
- pxp 
n :PxF .._____,... G , vem: 

Na métrica produto 

' K- (h.,kÀ) =O 
gt l 

Segue então que KiÀ = O . 

-gt em P xF, temos: 

e 

+~ 
4 

' 



(v) Cálculo de 

Mas, 

onde 

Novamente, usando a fórmula de O'Neill, vem: 

A -1 -
~[kÀ,t ÀAe a a a 

n 
l: 

n~l 

Alguns cálculos nos levam a: 

s 
E 

n~l 

l 

l+À 2 
a 

Por outro lado, 

A 

K- (kÀ,w ) 
gt a 

-4 2 
~ t A ( R(kÀ,f )kÀ,f ) 

a a a t 

( R(k,.f )kÀ,f ) 
1\ a a F 

~ 
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Os cálculos de (iii), (i v) e (vi) serao omitidos porque embQ 

ra exaustivos, são efetuados de maneira totalmente análoga aos an-

teriores. O 
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Na proposição seguinte daremos uma expressao para a curvatu

ra escalar em espaços totais de fibrados associados (E,M,F,G,IT). 

Este resultado é obtido através da soma (2.3.6) das curvaturas sec 

cionais obtidas na proposição (2.3.7). Com o objetivo de obter uma 

expressão simplificada, usaremos a seguinte notação: 

(a) e (x) - 2 
m s 
E E 

i,j=l a=l 

a 2 
(H .. ) > O 

l] 
para todo 

-l 
p E TI (U) , onde X= TI(p) EM , 

G(x) será o coeficiente de t
2 

na expressao da curvatura 

escalar 

-

+ 

+ 

E 
À<~ 

E 
a<b 

E 
a<b 

s< > (ii ( l l . ' E,t p,y 

s \2 2 
E n (Mn l + 

l +\~ n~l 
À~ 

n \2 \2 
E a b 

l +À 
2 2 

n=s+l l + Àb a 

s 
E 

n~l 

l l 

s 
l E E 

l +\2 \,a n~l 
a 

2 
(cn l 

ab 
+ 

\2 
n 

l +À 
2 
n 

2 
\ on ) 
n ab 

(N n l 
2 

+ À a 

Observamos que esta expressao é não-negativa e limitada, in-

dependente do valor de t. 
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c) Finalmente, denotaremos por A(u), u E E, (u ~ n(p,y)) o coefi-

ciente de 
-2 

t na expressao de ) (ii (p,y))' 

A(u) - l: 
a<b 

[ l: KF(kÀ,k~) + 
À<~ 

+ 

+ 3/4 F(À ,Àb,À a n 

l:. 
À,a 

M~ 
À~ 

E,t 

1 
KF (kÀ 'f a) l: 1 

1 +À 
2 + 

1H: a<b a 

n n n 
,NÀ , cab ' 0 ab) ,a 

onde: 

1 
~KF(f ,fb)]+ 
1H a 

b 

PROPOSIÇÃO (2.3.8). Se ) (ii (p,y) é a curvatura escalar num 
E,t 

ponto TI(p,y) E E, relativamente à métrica <, >E,t ; SM(x) é a cur 

vatura escalar de M em X= ~(p) ; KG -e a curvatural seccional 

do grupo estrutural G e KF' a curvatura seccional da fibra F, 

então.: 

) (ií(p,y)) 
E,t 

2 -2 
= SM(x) - t 8(x) + t A(u) 

onde x = n(p) e u = ii(p,y) . 

Com estes dados, podemos agora concluir: 

TEOREMA (2.3.9). Seja (E,M,F,G,~) um fibrado com M compacta e su 

ponha que G é compacto de dimensão > 2. Se F e compacta de di 

mensao > 2 e admite uma métrica G -invariante ·de curvatura 
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seccional K > O, então existe um número real À (O < À < 1) 
F 

tal 

que toda função f :E-> m que satisfaça f min 
f max <Ã.,éuma 

função curvatura escalar de alguma métrica riemanniana em E, ex-

ceto talvez quando f = constante > O. 

-PROVA. Na expressao de , os vetores h. 
l 

e hj são elementos de uma base ortonormal do subespaço horizon -

tal H C T (P x F) . 
p,y p,y 

são portanto vetores de comprimento unitário relativamente à 

métrica -gt , para todo 

na álgebra de Lie g de 

t >O. Então o comprimento de w([hi,hj]) 

G e limitado independente do valor de t. 

Isto significa que o coeficiente de t
2 na expressao de 

) (ii(p,y)) 
E,t 

(ver proposição (2.3.8)) é limitado para todo va-

lorde t, para qualquer x = TI(p) EM. 

Além disso, o coeficiente de 
-2 

t , A(u), na mesma expressao 

é estritamente positivo e também limitado, independentemente de t, 

uma vez que é uma soma de parcelas envolvendo as curvaturas seccio 

nais de G e F e F(Àa Àb • \ 
D 

' MÀll 
D 

'NÀa 
D 

'
0 ab 

D 
' cab) · 

Então, denotando por sm e SM 
)E t 

os valores máxi-
<' >E,t ( ' 

• 
mo e rninimo da curvatura escalar na métrica < , >E, t e desde que a 

curvatura e~calar de M, SM(x) é limitada, temos que: 

• 
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sm 
)E t 

(t) 
( ' min A(u)· 

lirn ' ~ ~ À < 1 
t+O SM (t) max A (u) 

( ' )E t 
' 

Nestas condições, o resultado sai naturalmente do teorema 

(2.1.7) de Kazdan-Warner. O 

OBSERVAÇÃO (2.3.10). Podemos estabelecer hipóteses alterpativas p~ 

ra o teorema (2.3.9) se considerarmos, por exemplo, que o grupo 

de Lie G e compacto e semi-simples. Neste caso, a curvatura esca 

lar de G e estritamente positiva, e então a restrição sobre a 

curvatura seccional da fibra F poderá ser enfraquecida para nao

negativa (KF ~ O). NestaS condições, de maneira análoga, chegamos 

às mesmas conclusões do teorema acima -citado, para o fibra do 

(E,M,F,G,fi-). 

Pademo-6 tarnbê.m .õupoh., numa .óe.gunda af..:te.Jtna.ti..va, que F adm,[.:te. 

urna ação pe..to gfLupo de. L.Le. eampac.:to G, c·am ape.na.ó um Lipo de ÕJc.bi: 

Za. Neste caso, F e um fibrado sobre F/G com fibras difeomorfas 

à única, órbita G/H. Em consequência deste fato, o coeficiente 

A(u) de -2 
t na expressao da curvatura escalar 

rã constante e então: 

m (t) s< 
)E t ' lim ' ~ 1 

t+O SM ( t) 
( ' )E t 

' 

s< ) ( n (p,y)) se 
1 E,t 
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Podemos então enunciar: 

A 

TEOREMA (2.3.11). Seja (E,M,F,G,rr) um fibrado com M compacta. Se 

F é compacta de dimensão > 2 e admite uma métrica G-invariante 

de curvatura seccional KF > O e uma ação pelo grupo de Lie com

pacto G, dim G > 2, com apenas um tipo de Órbita, então toda fun-

çao c 00 

f : E m é uma função curvatura escalar de alguma 

métrica riemanniana em E, exceto talvez quando f= constante >O. 

Se., em paJt-tlc.u.taJL, F adml.t'e. uma aç.ao .tJtan.õ/._.tlva. pei.o g1wpo de. 

Lle. compac.to G, então F = G/H ande H c G ê um .6ubgJtupo 6e.c.hado 

e a ação ê poJt mu.t.tlpilcaç.ão ã e.õque.Jtda. Considerando em F a métri 

ca homogênea normal, qUe é G-invariante, então cada função real 

À~ :F~ IR (~=l, ... ,s) é identicamente igual a 1 ou O. Então a 

expressão de curvatura escalar dada pela proposição (2.3.8) simpli 

fica-se na fórmula: 

onde: 

) (ii(p,y)) 
E,t 

l -2 
+ 4•t 

m r 
E E 

i<j=l a=l 

3 
+ 4 

a 2 
(Hij) + 

SF(y) e a curvatura escalar de F em y e 

l 
4 a<b 

m 
E 

n=r+l 
(cn l 2 + 1 

ab 8 E 
a<b 

Se fizermos então uma hipótese mais restritiva sobre o tipo 
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da açao sobre F, podemos reduzir as condições sobre sua curvatura 

e obtemos o resultado: 

TEOREMA (2.3.12). Seja (E,M,G/H ,G,1f) um fibrado M compacta. Se G/H 

possui dimensão 2. 2 e admite urna métrica com curvatura escalar 

SF > O, então toda função real C(I'J f : E -+ lR é uma função curva tu r a 

escalar de alguma métrica riemanniana em E, exceto talvez quando 

f= constante> O. 

_PROVA. Análoga à do teorema (2.3.9). O 

o seguinte corolário é imediato: 

Á n ' COROL RIO (2.3.13). Seja (E,M,S ,.O(n+l) 1 1T), n ~ 2, um fibrado de 

esfera, cuja base M é compacta. Então toda função C00 f :E ---+ JR e 

uma função curvatura escalar de alguma métrica riemanniana em E, 

exceto talvez quando f = constante· > O. 

Eells e Kriper em [ E,K] efetuaram o cálculo do número de 7 

(15) esferas exóticas que se exprimem como fibrados de esfera so-

bre esfera "standard". Este dado nos leva ao seguinte resultado: 

COROLÁRIO (2.3.14). Das 28 (16.256) classes de difeomorfismos de 

- ~ 7 {15-) esferas exóticas, 16 {4.096) "são tais que toda funçao real c 

f :r 7 
-+ IR (f : E15 

-+ IR) e uma função curvatura escalar de algu-

ma métrica riemanniana em r 7 exceto talvez quando 

f = constante > O. 



64 

Por outro lado, o teorema (2.1.2) de Hitchin garante que as 

esferas exóticas que não são bordos de variedades spin não admitem 

sequer mé-trica de curvatura escalar S > O e S 1 O. Concluinos portanto: 

COROLÁRIO (2.3.15). As esferas exóticas que nao são bordos de va-

riedades spin não se deixam exprimir como espaços totais de fibra-

dos bastante gerais. 

Concluímos este parágrafo observando que em dimensões n=8k+l 

e n = 8k+2 (k E IR) , por exemplo_, metade das esferas exóticas In 

não são bordos de variedades spin (ver Lawson-Yau- [L,YJ ). 

§4. ALGUMAS CONSIDERAÇÕES A RESPEITO DA CURVATURA DE RICCI 

Corno já observamos na introdução deste capítulo, o estudo 

global de curvaturas escalares prescritas foi extensivamente expl~ 

rado por Warner-Kazdan. Um estudo análogo para o caso da curvatura 

de Ricci foi feito por D. Deturck e J. Kazdan. 

E T M 
p 

Lembramos que seM é uma variedade riemanniana e se x,y,z E 

o Zen~on de Rieei é um tensor 2-covariante definido como 

sendo o traço da transformação linear z ----~ R(z,x)y. Portanto: 

Ric{x,y) = L ( R(e. ,x)y,e.) 
i 1 1 

onde ei é uma base ortonormal de TPM .. A c.u)(.va.tuna. de. Ric.ú de. um 

veZon x é o número Ric(x,x). 

A questão fundamental analisada por D. Deturck em [DT-1] e 

[DT-2} é então determinar quais tensores covariantes simétricos de 
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posto dois, podem ser tensores de Ricci de métricas riemannianas. 

A definição da curvatura de Ricci torna o problema de determinar 

uma métrica g que realiza uma dada curvatura de Ricci R, um probl~ 

·ma de determinar a solução de um sistema de equações diferenciais 

parciais não-linear de segunda ordem, a saber: 

Ricc(g) ~ R • 

Surge aqui uma dificuldade,.porque embora o númerO de equa

ções e incógnitas do sistema acima seja o mesmo (g e R são simétri 

cos), a solução encontrada deve também satísfazer certas condições 

de compatibilidade impostas pela identidade de Bianchi. 

Vejamos um resumo dos resultados obtidos, na teoria local: 

Para variedades de dimensão doiS, a solução é bastante sim-

plificada e vale: 

TEOREMA (2.4.1) (ver [DT-1]). Uma condição necessária e suficiente 

para que R seja localmente o tensor de Ricci de uma métrica rieman 

niana (quando n = 2) é que R .. ~ cry .. 
~] 1] 

onde a é uma função escalar 

e é positivo definido. Sobre uma variedade compacta M de 

dimensão dois, um tensor do tipo acima é o tensor de Ricci de uma 

métrica sobre M se e somente se J crdV ~ 2TIX(M). 
M . y 

Para variedades de dimensão > 3, o resultado é o seguinte: 

TEOREMA ( 2 o 4 o 2} (ver [ DT- 2] ) . s·e Rij é um campo tensorial em +a 
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00 

(resp. C , analitico) (m > 2] em urna vizinhança de um ponto p so-

bre urna variedade de dimensão : 3, e se· R-1 Cpl existe, então exis 

te uma métrica Riemanniana Cm+cr (Cro, analitica) g tal que Ricc(g) 

= R em uma vizinhança de p. 

Outros resultados relativos à curvatura de Ricci em fibrados 

foram obtidos independentemente por Poor Wl , Hernandez lli1 e Nash 

[ N ] : 

TEOREMA (2.4.3). Se CM,h) é uma variedade riemanniana completa com 

Ric (X} > s > O para todos os vet_ores unitários X em TM e 

G ••• P ---+ M e um fibrado principal sobre M com fibra de um grupo 

de Lie compacto G, então existe uma métrica G-invariante em p 

com curvatura de Ricci positiva. 

Segue o seguinte corolário: 

-TEOREMA (2.4.4). Se (M,h) e G ... P-+ M sao como no teorema 

anterior e F é uma variedade riemanniana com curvatura seccional 

positiva r -invariante sob G, então o fibrado associado P xG F pos

sui uma métrica riemanniana com curvatura de Ricci positiva. 

A demonstração deste teorema segue simplesmente de uma soma 

de parcelas apropriadas dos cálculos efetuados no parágrafo 3. 

' 
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APllNDICE - (A. 2) 

SOBRE A CURVATURA SECCIONAL EM FIBRADOS 

PRINCIPAIS E FIBRADOS ASSOCIADOS 

O cálculo da curvatura seccional do espaço total P do fibra-

do principal G ••• P M, relativamente ã métrica .gt foi efetua 

do por Mercuri-Rigas em [M,R], usando as componentes do tensor de 

curvatura obtidas por Jensen em [J]. 

Se X e Y sao dois vetores ortonormais em T P, com 
p 

m rn+n 
X = E x

1
x

1 
+ E 

i=l a=m+l 
X X a a e 

m 
y = E 

i=l 
y.X. + 

1 1 

m+n 
E 

a=m+l 

onde m = dim M e n = dim G, então a expressão da curvatura sec-

cional ê: 

K (X,Y) E 
a,b 
al'b 

+ ( 

2 
+ a(X,Y) + tS(X,Y) + t y(X,Y) 

E 
i,j 
il'j 

onde a,B e y sao funções limitadas em T1P xT1P, onde T1 P e o 

fibrado.tangente unitário de P relativamente a gt. 
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O interesse numa expressao análoga para a curvatura seccio

nal no espaço total do fibrado associado (E,M,F,G,TI) nos levou ao 

cálculo das componentes do tensor de curvatura da métrica gt em E. 

Estes cálculos foram efetuados usando a mesma notação e as 

mesmas bases ortonormais para e V obtidas no p,y parágrafo 

3 deste capitulo e a seguinte fórmula de O'Neill (ver bN], p. 464): 

+ (A Z ,A Z ) + ( A Z z8 C ZA D. ZC A 
, A Z ) z

8 
D 

(2.3.1)) (l < A,B,C,D ~ n+r) 

ortonormal de T-( )E . 7T p,y 

Então, fixando índices 

1 < i,j,k,~ < n 

e 

1 < À,~,n,Ç < r-s 

1 < a,b,c,d < s 

1 < u < m 

Z E H 
A p,y 

(ver diagrama 

ê uma base ( ' ) E,t 
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e denotando por 

e: 

obtemos, através de cálculos análogos aos da Proposição (2.3.7): 



I i l 

(i i) 

(iii) 

{i v) 

(v) 

(vi) 

(vi i) 

(viii) 

A M t2 
s 

À2L 2 (2HJ?.HP P n 
Rijki 

~ 

Rijki+ r + HikHj.Q, 
p~1 

p p J.] ki 

A 

Rij iÀ 
~ o 

s 
À L 2HP.MP 

RijÀfJ 
~ L 

p~1 
p p J.] À~ 

A 

= l 
s 

À L 2 H~.Mp 
RL\jf.! L 2 p=1 p p l.J Àl-l 

RJ..l.!in 
~ o 

t-2RF 1 t-2 
s 

À2L 2 (Mp MP 
A 

R ~ - 2 L 
ÀVn< ÀVn< p=1 p p >v n< 

-t - 1 À a 
Rijta "" L H. , 2. a a l.Ji 

p p ) 
HiR.Hjk 

1 p p 
2 MvnMÀ< 

1_ MP MP ) 
2 nÀ v< 

_, 
o 

A 2 n 
R .. ab=tÀ>~LL L 

l.J a·b aD ~l 

s s m m 
(H~ J'.- ,f. i'.)+ U L L [ L À L~P.rfab- L L~J?.cPab- L If!.cflab- L HP.cf.ab] 

l.p PJ l.p PJ a·b a b p=l p p J.] p=l p lJ q=l J.] p=s+l l.J 

' A 2 
(,x) R. 'b = -t À ÀbL L 

n h . .a 1m q a 1 s 2p_o 1 s 2p 1 m P-P 
L !r. li . +À lbL to [2 L H .. C b- 2 L L<l .. L:31, + 2 L À L H,.~ -2 E H .. L:31,] 

l.aJ a a b p=l J.P PJ a a cr-'1 l.J q p=l P l.J p=l P P l.J p==s+l J.] 



(x) Rabic = 0 

m 

' ~<t, I -
p4<+l 

' - _! t-2 L L L L l: L2 
4 aO c d pl p 

(xii) 

(xiii) 

(xiv) 



onde cP 
ab =< [ea,eb] ' e ) 

p G 

oP = (I fa,fb] ' f ) ab . p F e (q = a,b,c,d) 

MP 
À" 

=<lkx,k~l ' f ) 
p F 

Np 
I; a =([k

0
,fa] ' f ) 

p F 

AS demais componentes do tensor de curvatura podem ser obtidas destas, usando as identidades: 
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OBSERVAÇÕES: 

(A.l) - O cálculo manual da curvatura seccional 
A 

K(X,Y) para X,Y 

dois vetores ortonormais quaisquer de T- E TI(p,y) se tornou imprat! 

cãvel, em consequência de suas extensas expressões. 

(A.2) -Obtidas as expressões de K(X,Y) e Kcx,Y), o problema que 

se coloca, numa 2~ etapa, é a investigação sobre a existência de 

conexÕes especiais em G .•. P-+ M e/ou F •.. E-+ M, pelo menos 

em alguns casos particulares, para podermos concluir, usando tais 

expressões, em quais casos as métricas têm cu r-

vatura seccional nao negativa. Tais investigações envolvem resolu-

ções de sistemas de equações a derivadas parciais essencialmente 

não-lineares e não triviais. 

Tendo em vista as observações anteriores, passaremos no pró-

ximo capítulo a fazer o encaminhamento para o estudo de um caso es 

pecifico. 



74 

CAP!TULO III 

~TRICAS DE CURVATURA SECCIONAL NÃO-NEGATIVA 

EM FIBRADOS PRINCIPAIS 

§l. INTRODUÇÃO 

No contexto geral da classificação de variedades riemannia 

nas com dadas condições sobre sua curvatura, é fato bastante conhe 

cido que, a menos de recobrirnentos riemannianos, as vah~e.dade.~ com 

cunvatuna he.c.c..lonal K eonhtante. são isométricas a esferas, espaços 

euclidianos ou espaços hiperbólicos conforme esta curvatura seja 

positiva, nula ou negativa. No caso das ·va.Jt/.e.dade..6 n.ie.ma.YI.YIÁ.anCUJ_ c.om 

ple.ta..&,- .&J.mp.t'..e.<.me.nte. c..one.xa.ó de. c.unva:tuJta. .óe.c..c..ional ne.ga.:U .. va. ou 

nn.ta (K .:s_ O), o clássico teorema de Hadamard-Cartan estabelece que 

elas são difeomorfas ao espaço euclidiano IRn. 

A grande dificuldade se encontra justamente no estudo de va

riedades de curvatura seccional estritamente positiva (ou não ne-

gativa). 

Um resultado bastante significativo e que nos dâ informações 

sobre a estrutura topológica da variedade garante que se M é rie

manniana, completa, com curvatura seccional K ~ O > O, então M é 

necessariamente compacta (Corolário do Teorema de Bonnet-Meyers) . 
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O caso alternativo do estudo da est_rutura de vaJt..i..e.dade.J.J eom-

ple.ta~ abe.JttaJ.J de. eunvatuna J.Je.ccional poJ.Jitiva é dado por Gromoll 

e Meyer em [ G,M-1] (1969) e Cheeger e Gromoll em [C,G] (1972). Eles 

generalizam, para dimensões arbitrárias, o seguinte teorema de Co~ 

Vossen para.variedades não compactas de dimensão dois e de curvatu 

ra nao negativa: "Em dimensão dois, uma variedade completa nao com 

pacta de curvatura não negativa é difeomorfa a m 2 ou é ''flat"". Os 

teoremas básicos de Cheeger-Gromoll e Gromoll-Meyer são os seguintes: 

TEOREMA (3.1.1). ([ C,G]). Seja Mn -uma variedade riemanniana nao-

compacta, completa, de curvatura seccional não-negativa (K 2. 0). EQ 

tão existe uma subvariedade S C M, totalmente geodésica, compacta, 

chamada 11 alma 11 de M, tal queM e difeomorfa ao fibrado normal v(S}. 

TEOREMA (3.1.2). ([G,M-11}. Seja Mn urna variedade riemanniana nao-

compacta, completa, de curvatura seccional K > O. Então M é di

feomorfa a IR.n. 

Durante algum tempo, os Únicos exemplos conhecidos de varie-

dades diferenciáveis simplesmente conexas munidas de estrutura rie 

manniana de curvatura seccional estritamente positiva eram: as es-

feras, os espaços projetivos complexos, o.s espaços projetivos qua-

terniônicos e o plano projetivo de Cayley. Estes espaços consti-

tuem exatamente a classe dos espaços riemannianos simétricos com-

pactos de posto um. 

í 
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Vejamos então um resumo dos principais exemplos encontrados 

na literatura mais recente. 

A classificação de todas as vakie.dade..& dióeheneiãve.it 4impl~ 

mente c.one.xa.& que admitem mêt4ica nie.manniana homogênea de cunvatu 

Jta .&e.c..c.i..onai. e..6.tJt-i...tame.n.te po.&i.t.i..va. foi obtida na sequência dos tra 

ba1hos de Berger [ B] - (1961), Wallach [ W] - (1972) e Bérard Bergery 

[ BB] - (1976). 

Berger obteve uma classificação dos e.&pa~ah homogêneo.& non-

ma.i-6, e também dois novos tipos topolÕgícos, em dimensão Ímpar, de 

variedades que admitem curvatura seccional estritamente positiva,a 

saber: 

vl ~ Sp (2) I ' de dimensão 7 (ver Obs. (1.5.12) 
su (2) 

e 

v2 ~ su (5) I de dimensão 13 ' Sp(2)XT 

onde T denota o circulo tal q.ue SU ( 4) x T = U ( 4) pela inclusão 

clássica U(4) c SU(S). 

Em fw), Wallach generaliza os resultados de Berger para di

mensão par, obtendo a classificação de ~odo~ o~ e~paço~ homogêneo~ 

compac~o~ de dimen~ão pa~ que admitem estrutura riemanniana homogª 

nea de curvatura seccional estritamente positiva. São obtidos 

também três novos tipos topológicos de variedades que admitem -me-

trica com curvatura seccional K > O. Estes exemplos são: 



SU(3}/T , de dimensão 4, onde T é o toro maximal de SU(3) 

Sp(3)/SU( 2) x SU( 2) x SU( 2) , de dimensão 16 

e F4/8 (B) , de dimensão 24 • 
. P 
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Ao lado dos espaços simétricos de posto um e dos cinco exem

plos citados de Berger e Wallach {que são variedades de tipo topo

lógico distinto dos espaços· simétricos de posto um) , existe ainda 

uma hé~~e inóinita de ve~iedade4 com cuhvatuha 4eccionat K > O, de 

dimen4ãa ?,de tlp04 de homotopia dihtintoh que foram obtidas por 

Aloff e Wallach em [A,W]- (1975). (A conjectura de que neste con-

texto, não existem outros exemplos, foi provada por Bérard Bergery 

em [ BB] ) • 

Finalmente, em [EJ - (1982), Eschenburg obteve novos exemplos 

numa classe mais geral de variedades. Se G é um grupo de Lie qual-

quer, o grupo 

à esquerda. Se u é 

G XG atua sobre G por translações à direita e 

um subgrupo compacto de G2 , que atua sem pon-

tos fixos, então o espaço de órbitas G/0 é uma variedade diferen

ciável,· que nao é homogênea em geral. (A esfera exótica de dimen-

são 7 e K > O construida por Gromoll e Meyer, que sera citada 

posteriormente, foi obtida desta maneira). Eschenburg aplicou este 

método a G = SU(3) ,_ U = U(l) em G2 e qbteve uma família de va 

~iedade~ compac~a~, ~imple~mente conexa~ , topologicamen~e di~ 

tinta~, de dimen~ão 7, que não ~ão homotop~eamente equ~valente~ 

l 
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a e~paço~ ~1e.mann1ano~ homogêneo~ compacta~ e que. po~6ue.m cu~vatu-

Jta. 4e.ccional e.4t!LLtame.nt:e. po4LU.va, e "aproximam" de uma certa ma-

neira os exemplos de Aloff e Wallach. 

Passemos agora aos exemplos de variedades riemannianas com 

curvatura seccional não negativa (K > O). 

Usando a fórmula de Ó1 Neill no contexto das_ observações ( 1. 2. 5) 

e {1.2.6), Gromoll e Meyer em [G,M-2] - (1974), construiram uma va.

Jtie.dade. Jtie.mann1ana r 7 com métJt1ca de. cuJtvatuJta 6e.cc1onal K > O , 

tal que r 7 ê home.omoJtóa a s 7, ma4 com e.4tJtutuJta d1óe.Jte.nc1âve.i e.xo 

tica. Mais precisamente, consideraram uma açao livre de s
3 

x s
3 ~ 

S (1) X S (1) 
p p 

s (2)/ 3 3 
p S X S 

sobre_ Sp(2), obtendo uma variedade quociente 

difeomorfa a s 4 . Em particular, a· diagonal !J. em 

s 3 xs 3 atua livremente sobre s (2). A variedade quociente 
p 

Sp(2) /~ é um s3
-fibrado, nao principal 1 sobre s 4 

: 

1 
s <2l I 3 p s 

l 
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Não é conhecido se a métrica obtida sobre esta esfera exóti-

ca pode ou não ser deformada em uma outra com curvatura seccional 

estritamente positiva. A propósito, sobre as esferas exóticas, lem 

brames, do Capítulo II, que muitas delas não admitem nem mesmo me-

tricas de curvatura escalar não negativa. ~ interessante observar 

também que A. Weinstein tinha conjecturado já em 1968- [WT-1] que 

e.6ta. e..6 6e.Jta, em pa.Jt..t..i.c.u.ta.Jt, não admile. mê..tn..i.c.a Jt..i.e.mann-i.a.na. com ' . o-<--

bJta.6 .tota..tme.n.te. ge.odê..ólc.a.ó e_ c.ufLva.tul!..a .6e.c.c.lona.t e..ó.t.JtLtame.n.te. pat.i-. 

.t..i.va (K > 0). Esta conjectura foi provada por Derdzinski e Rigas 

em 1980 (ver [ ú,R-11), onde o principal resultado estabelecido por 

eles é que o Ún..i.c.o s3 -6ibJtado .6abJte. s4 
que admite. mê..t~~ca ~~~nan~a 

na com 6~bha~ XoXaimenXe geodé~1ca~ e cuhvaXuha ~ecc~anai K > O ê 
3 7 4 

o 6.ib1lado de Hop6 S ... S - S • 

Uma pergunta que segue naturalmente do Teorema (3.1.1) (ver 

início deste parágrafo) é como construir métricas de curvatura sec 

cional nao negativa em fibrados vetoriais sobre variedades compac-

tas que já possuem métricas de curvatura seccional não-negativa,ou, 
' 

de maneira mais especifica, como foi proposto por Cheeger eGromoll 

em [C,G] - (1972) e J?Or Yau em [Y] - (1982): 

QUAIS FIBRADOS VETORIAIS REAIS SOBRE ESFERAS EUCLIDIANAS Sn 

ADMITEM ~TRICAS COMPLETAS DE CURVATURA SECCIONAL K > O ? 

Os casos de fibrados vetoriais sobre esferas de d~ão mais 

baixa, isto é, s1 , s 2 e s3 são relativamente simples e todos eles 

I 
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admitem métrica riemanniana com K ~O (ver, por exemplo [M,R]), e 

também todos os fibrados vetoriais sobre s5 admit~m métrica rie-

manniana com K >O (ver [R-4]). 

O primeiro caso interessante é o de fibrados vetoriais sobre 

s 4 , e está associado com o problema de existência de métricas de 

curvatura seccional não-negativa em algumas esferas exóticas de di 

mensão 7. Alguns exemplos são descritos por Rigas em [R-2]- (1978} 

e [ R-3] - (1968). 

Um resultado parcial, no caso estável, em resposta à questão 

anteriormente citada, foi estabelecido por Rigas em [R-2]: Pa~a Xo 

um nephe~entante, cujo e~paço total admite uma mêtniea de cunvatu~ 

na ~ecc1onal nãa-nega~iva. Em outras palavras, dado qualquer fibr~ 

do vetorial ~sobre uma esfera sk, existe um fibrado trivial T 

sobre sk tal que a soma direta ~ $ T admite uma· métrica rieman 

niana completa com K > O. 

O problema central deste trabalho, que passamos a descrever, 

está relacionado com esta questão. 

Conforme já observamos em (1.4.7), a métrica utilizada na li 

teratura para obter informações a respeito da curvatura do espaço 

total de um fibrado principal G ... P ----~ M é, em geral, a mé-

trica riemanniana (utilizada nos cálculos do Capítulo II), de 

finida por 

= 1T * ( , )M 

• 
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onde t é uma constante posit~va e w é urna conexao em P. Neste ca 

so, a plloje.çã.o n é uma l.lu.bme.Mão JL.tema.nn..i.ana e a.6 6-LbJta.ó de. n .óa.o 

totalmente geodê~ioaó. 

As fórmulas de O'Neill ([ON]) impõem restrições naturais so

bre a base M (dim M ~ 2) e o grupo G, que deverão ter, então, cu~ 

( - 1 vatura seccional estritamente positiva a nao ser que G = s ) , e 

portanto ou G ~ 80(3). 

Numa tentativa de dar uma resposta à pergunta se existem,ne~ 

tas condiçÕes, métricas de curvatura seccional positiva dentre as 

métricas da família ·gt, Derdzifiski e Rigas (em [D,R-2]) estabele

ceram uma condição necessária e suficiente para a positividade da 

curvatura seccional de gt, para t próximo de zero. 

O fato desta condição impor uma restrição muito forte sobre 

a forma.de curvatura n de P, acrescido do fato de que o Único s3-

fibrado sobre s4 
que admite métrica riemanniana com fibras total 

mente geodésicas e curvatura seccional K > O e o fibrado de Hopf, 

nos levou a considerar uma métrica um pouco mais geral em P, do 

tipo: 

g f = Tf * ( ' }M + 
2 

f{w,w>G 

onde f é uma função real estritamente positiva, diferenciável, de 

finida em M. 

o que e !)u.ndamentat ne.tda no.,s.,sa e.óc.otha ê. que a.,s 6-l.bJta-6 de lT 

deixam de''" totalmente geodê,úaõ (ver (1.4.1) e (1.4.5)). 
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Usando técnicas análogas às notas anteriormente citadas, es-

tabelecernos também condições necessárias e suficien_tes para a não

negatividade da curvatura seccional da métrica gf no fibrado pri~ 

cipal G ... P ----~ M para M compacta com curvatura seccional 

K > O (dim M > 2) e para G ~ s 3 ou G ~ S0(3). 

No entanto, obter uma resposta à pergunta: ~ possível defi

nir f : M ----:> IR nas condiçÕes fixadas de tal modo que as condi 

çoes necessárias e suficientes obtidas no nosso estudo se verifi -

quem, é um problema não trivial, que por enquanto achamos seja viá 

vel quando aplicamos nosso teste para uma classe pré-fixada de co-

nexoes em P. Ou seja, feita urna escolha de uma classe de conexões 

em P, tentamos a partir daí, viabilizar ou nao a existência da 

função f. 

Passamos então à análise do caso dos s
3
-fibrados principais 

sobre s 7 , quando a conexão fixada em P é a conexào "pull-back", 

via uma aplicação grau 7 n, h : S ----> 
n 

s 7 • Definimos então todas 

as etapas a serem elaboradas para este caso, estabelecendo um alg~ 

ritmo que decidirá sobre a existência ou não de uma métrica do ti-

po gf com curvatura seccional não-negativa em tais fibrados. Po

rém, não encontramos uma maneira elegante de finalizar os cálculos 

e obter um resultado conclusivo. 

Outras perspectivas de aplicação do nosso resultado se encon 

tram em observações feitas no final deste trabalho. 
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§2. CURVATURA POSITIVA E O CONCEITO DE "FATNESS" EM FIBRADOS PRIN-

CIPAIS. 

Nesta secçao, descrevemos uma condição necessária e suficien 

te para que métricas do tipo gt c i ta das no parágrafo anterior pro 

duzam curvatura positiva no espaço total de um fibrado principal. 

~ 

Consideremos então G ... P ----~ M um fibrado principal so 

bre uma variedade compacta M de dimensão > 2 e onde o grupo de 

Lie G também é compacto. 

Denotemos por w e ~ respectivamente a forma de conexao e a 

forma de curvatura no fibrado em questão. Podemos obter formas ho-

rizontais a valores reais em P tomando composições ~ o n , com 

~E g* , onde g é a álgebra de Lie de G. Segundo A. Weinstein [W], 

dizemos que w e uma conexao "g*-fat", se para todo ]-I E g* , a for 

ma ]-I o n é não-degenerada para cada espaço horizontal em TP. 

Se. G ••• P --~--:> M admite. u.ma conexão "g*-6a.t", dizemo& que. 

e..6ie. 6-ibh..ado ê u.m 11 6a.t- bun.dle.". 

Usaremos neste parágrafo, especificamente, a seguinte expre~ 

sao para a métrica gt : 

gt(X,Y) ~ h(d~(X) ,d~(Y)) + tQ(w(X),w(Y)) 

onde w é uma forma de conexao em P, h e uma métrica em M, Q -e 

uma métrica bi-invariante em G e t > O. 

• 
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OBSERVAÇÃO (3.2.1). Para secçoes planas vertízontais, geradas por 

um vetor vertical e um horizontal, a curvatura (calculada via fÓr-

mulas de O'Neill) e nao negativa, e· será estritamente positiva se 

e somente se a conexão é "g*-fat". 

O Teorema (3.2.1) a seguir (extraÍdo de notas nao publicadas 

de Derdzifiski e Rigas e cuja demonstração transcrevemos no Apêndi-
' 

ce (3.A.2) deste trabalho) nos fornece um teste para verificar quan-

do existem métricas de curvatura seccional pOsitiva entre as métri 

cas da tipo gt, para t perto do zero. 

Por razões já mencionadas, é necessário que a forma de curv~ 

tura w seja ''g*-fat" e (M,h) e (G,Q) tenham curvatura positiva. 

Então ou ou G ~ 80(3), onde Q nos dois Últi -

mos casos e um múltiplo da forma de Killing. Além disso, a forma 

de curvatura n pode ser vista como uma 2-forma sobre M com valo-

res no fibrado adjunto adP = P x ad g, onde o último possui uma me 

trica natural nas fibras, compatível com a conexão natural. Neste 

caso, a expressao ( (VXQ) (Y,Z) ,u) faz sentido para X,Y,Z tangen 

tes a M e u E adP. 

TEOREMA (3.2.1). Seja P --;:.. M wn G-fibrado principal com wna co-

nexao w sobre uma variedade compacta 
3 

M, dim M = n > 2, onde G ""S 

ou G S0(3). Fixe uma métrica bi-invariante Q em G. Então as se-

guintes condições são equivalentes: 

(i) gt tem curvatura seccional positiva para todo t > o , 
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suficientemente pequeno. 

(ii} A conexão w é g*-fat e para todo x E M, e vetores orto-

normais X,Y E TxM e todo elemento u E adP, não-nulo, ternos: 

h 
R (X,Y,X,Y) 

n 
I 

k=1 

2 > ( u, (V Q) (X,Y)) 
X ' 

onde é uma base ortonormal arbitrária de .T M e Rh de no 
X 

ta o tensor de curvatura de (M,h) . 

OBSERVAÇÃO (3.2.2). Condições para a positividade da curvatura se~ 

1 siconal de gt' quando G = S-, foram obtidas por L.Bérard Bergery. 

§3 o COMPONENTES DO TENSOR DE CURVATURA NO FI BRADO G o o o P --> M 

RELATIVAMENTE Â MÉTRICA 

Consideremos novamente um fibrado principal 

G .. o P --"~-> M 

onde M é uma variedade riemanniana de dimensão n > 2 e G -e um 

grupo de Lie compacto 1 de dimensão r~ 2, com álgebra de Lie g. 

Fixemos urna métrica < , } M em M, uma métrica bi-invariante 

( , )G em G e uma conexao w em P. 

Para cada função real estritamente positiva e diferenciável 

f definida em M, definimos uma métrica riemanniana gf = < , >f em 

P por: 

(3o3o1) 

onde X, Y E T P 
p 

2 + f(x) < w(X) ,w(Y) )G 

• 
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Relativamente a esta métrica: 

1) G atua por isometrias em cada (P,gf). 

2) TI é uma submersão riemanniana de cada (P,gf) em (M,( , )M). 

OBSERVAÇÃO (3.3.2). Corno a função f nao e, em geral, constante, a~ 

61b~aó de n não ~ão, ne~te ca~o, totalmente geodê6ica6 em P, nem 

mutuamente i...&omê..:tl!..-i.c.a..& {ver (1.4.5)). Por outro lado, todas as fi-

bras possuem métricas bi-invariarites, homotéticas a uma métrica 

"standard" ( 
' ) G de G. Além disso, iremos provar no Teorema 

(3.3.7) que para p E P, a ó.êbJta de mlnima. neta.:tivarnen:te -
Gp TI ' a 

mê.tJtica. gf "' e .&omen.te "' x ~rr(p) EM -e pon.to c.ILZ:ti._c.o de f. 

OBSERVAÇÃO (3.3.3). Neste e no próximo capítulo usaremos, especifi 

camente a seguinte definição para a forma de curvatura IT da cone 

-xao w : 

o próximo lema nos fornece algumas relações interessantes re 

lativas à conexão riemanniana V de (P,gf): 

LEMA (3.3.4). Se X,Y e Z sao campos vetoriais horizontais "stan-

dard" (levantamentos horizontais locais) de campos vetoriais X , Y 

I 
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e Z de M e U*, V* e W* sao campos vetoriais verticais fun-

damentais, então: 

Em particular, se U é um campo vetorial unitário de g, en-

tão: 

(Q(X,Y),VlG 

(e) V V* = í!v*x X 

(f) VXY !V Yl h + l [X, Y] V = 
X 

2 

onde v e a conexao de M. 

OBSERVAÇÃO: (d) é tensorial em X,Y e V*. Portanto se H
1 

e H
2 

campos horizontais e v
1 

é vertical em P, então vale 

(d') 

-sao 

• 
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PROVA •. Estas relações sao obtidas diretamente da fórmula que defi

ne a conexao riemanniana V a partir da métrica gf de P: (ver [C]) 

Os cálculos são efetuados de maneira análoga a dedução das 

fórmulas correspondentes para o caso da métrica gt, encontra~ por 

exemplo em ([M,R] - pag. 102). 
D 

EXEMPLO (3.3.5). Determinaremos, neste exemplo, urna conexao em s
4 

in-

duzida por uma métrica do tipo (3.3.1) 

Para tanto, consideremos cada ponto p E s
4 

com coordenadas 

do tipo P = (q,~) e ~E (O,n) 

.... 
I 

s4 I 
I 
I 

14 ----
~ ' ~ I / 

' 

s 

Figura 4 

.. 
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Nestas condiçÕes, podemos considerar s 4 
(exceto dois pontos, 

o polo norte e o pelo sul) como sendo o espaço total de um fibrado 

principal trivial: 

3 3 
S ••• S X (Ü 1 11") (O,n) 

onde, em s 3 
x ('O,n) - s 4 - {n,s} fixamos a métrica 

- ( ' 
2 

)~ =d~. +f(~)(') 3 
s 

onde f(~) = sen ~. 

~ Óbvio que as fibras de p nao são totalmente geodésicas (e~ 

ceto quando ~ = n/2) nem isométricas. 

4 
Uma base local de campos de vetores tangentes a S numa vizi 

nhança de um ponto P = (q,~) será do tipo: 

onde 

+ + 
{gi ,_gj 

+ + + 
qi 1 gj 1 qk sao 

bais,induzidos da base 

torial horiZontal local. 

Fixando a notação: 

+ + 
= i = qi 

q 

+ 
i* ; 

campos vetoriais verticais fund~tais gl~ 

~ + + 3 
i , j , k de T

1
S e â/d$ é um campo ve 

+ + + + 
x2 = qj = j* = qk = k* 

l 
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e x4 ~ a;,~ ' e usando as relações do Lema (3.3.4) obtemos a co-
- s4 nexao v em 

- -(i) vx x2 ~ 2 sen 4J x
3 1 

-(ii) v- x ~ -2 sen <P x
2 x1 3 

-(iii) vx x3 ~ 2 sen ~ x
1 2 

- 1 -(i v) v- x ~ v- x ~ v- x ~ cos ~ x
4 x1 1 x2 2 x 3 3 2 

- - 1 
(v) v- x ~ 

2 c os ~ x1 x1 4 

- 1 (vi) vx x4 ~ 2 cos <P x
2 2 

- 1 -
(vii) vx x4 ~ cos ~ x

3 3 
2 

(viii) v- x ~ o 
x 4 4 o 

Como é usual, para o tipo de cálculo que iremos efetuar, de-

vemos introduzir agora um conjunto de bases adaptadas em 

(onde U é um aberto em M) consistindo.de todas as bases gf-orto 

normais da forma 

, o o • 

I 
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onde para cada ponto u E ~-l(U) CP, os vetores x
1

,x
2

, ..• ,xn for 

mam uma base ortonormal de vetores w-horizontais (levantamento de 

urna base ortonormal x
1

,x
2

, ••• ,xn diferenciável em U), e os veto

res Vi, ... ,v; sao campos vetoriais verticais fundamentais em P, 

induzidos de uma base ortonormal de g. 

Consideremos indices satisfazendo às seguintes condições: 

1 < i,j,k,t,m < n 

l < a,b,c,d,s < r • 

Usando as equaçoes fundamentais associadas -a submersão 

1r : p--+ M, obtidas por 0 1 Neill em [ON J e o Lema (3.3.4), obtemos 

as componentes do tensor de curvatura de Riemann de gf , expresso 

em termos da curvatura de M, da conexão w e da função f e suas de-

rivadas: 

PROPOSIÇÃO (3.3.6). 

(i) f M f2 ;: [.! -~ -~ l -~ -~ l -t -~ J Rijkm 
~ 

Rijkm - HijHkm + 4 HikHjrn - 4 HirnHjk 
~ 

2 

(ii) f l -a _ _1_ -a +.! -a l -a 
Rijma 

~ 2 f H .. Xm(f)Hij X. (f) H. + Xj(f)Hmi lJ iffi 2 2 l . Jffi 2 

( iii) f l f2 -a -b -a -b -s a 
Rijab 

~ 

4 l:[H.~H~. Hj~HH] - ;: Hijcbs 
~ " J s 

I 
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(i v) f 1 
f

2 
E 

-b -a 1 -s a 
Riajb = 4 HHH~j - 2 E Hijcsb 

~ s 

f-
1r xi rxj [f) l + E X~[f)ri 2 lêab t 

(v) R f 1 E -a -b = X~ (f) [õbcHH - 6acHH) abic 2 ~ 

(vi) R f l -2 
E ca cs -2 

E 
2 -6 = - f + f X(f) (õbéad aébd) abcd 4 bs cd 

t s 

onde 
-a ( lJ (X. , X . ) , V ) -a vx [{li( ),V))(X.,X.) H .. = H .. = e ' ' 1J 1 J a G 1J;m m a G 1 J 

óab é o símbolo de Kronecker. 

Todas as componentes do tensor de curvatura podem ser obti -

das destas, usando as identidades: 

e 

= o • 

PROVA. Usando os resultados (a), (b), (c) e (d) do Lema (3.3.3) e 

usando a notação: 

obtemos as seguintes fórmulas: 

(a') (VV*Vb)H = E 
a ~ 

l 
2 

i 



(b' ) (VV*Vb)V ~ i:;('VV*Vb,V ) v ~ l: C5 V* 
s a 

5 
f 

s ab·s 
a s 

(c' ) (V V*) V ~ r<'Vx v*,v > V ~l f-2 x. (f 2 )V* ~ f- 1x. (f) V* 
X. a s i a 5 f s 2 1 a 1 a 

1 

(d') (V V*) H L <'Vx v* ,xt > X~ 
l f2 l: a 

~ ~ 

2 Hi.Q.XQ, X. a· i. ia f ~ 1 

Além destas, necessitaremos também das seguintes relações: 

l v l H:'.v* (l) AX X. ~ 

2 [X.,X.) ~ - l: 
i J 1 J 2 1) s s 

-2 
Tv*v~ 

l -2 2 
(2) Tvavc 

~ f ~ - - f l: X~(f )X~ôac 2 
~ a 

(3) (llX A) X. 
m X. J 

1 

~ (V X il) (X. , X . ) 
m 1 J 

(4) f-lAx V* l f l: 
a 

Ax.va 
~ ~ HHX~ . a 2 

1 1 ~ 

(5) <v v X ) V -3 (V V* V*) TV xm ~ ~ f l: 
m X a' s 

a a s m G 

-3 l X (f 2 ) (V ) V* ~ f l: a'vs 
~ 

2 m 
G 

s 
s 

( 6) ('IV A) X. ~ 

a X. J 
1 

onde 

V* 
(c' ) 

s ~ 

f- 2x (f) V* 
m a 

i 
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( 7) 

(8) 

~v a (Jl (Xi,Xjll 

H 
Q((VV Xi) ,Xj) 

a 

v 
c 

-1 = f 

!. f = 2 

s 
V* V* !; H., 

s L] a s 

a -E HHQ(X~,Xjl 
~ 

Para calcular f 
Rijma , por exemplo, fazemos 

f 
Rijma = (R(X.,X.)X ,V ) 

1 J m a f 

= ( (VX A) X, , V ) 
m X. J a f 

L 

X. ) 
L 

f 

[ON] 
= 

+{A X .. T X } 
xi J' va m f 

e usarros as relaçÕes (1), (3) e (5). 

Cálculos análogos nos fÓrnecem as demais componentes do ten-

sor de curvatura. D 

Usando notação compatível com a estabelecida desde que o ini 

cio deste parágrafo, podemos agora provar ·que: 

TEOREMA (3.3.7). A fibra G de n, num ponto p do espaço total do 
p 

• 
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fibrado principal G ..• P ~ M é rninima relativamente ã métrica 

gf se e somente se o ponto x = n(p) EM é ponto .crítico da fun

çao f. 

-1 -1 
, f Vi, ... , f v;} e uma base local em PROVA. 

~ -1 (U) 3 p (onde u ê um aberto em M} de vetores gf-ortonormais, en 

tão, na demonstração da proposição (3.3.6) já tinhamos determinado 

uma expressao para a segund·a forma fundamental das fibras, ou seja: 

Para 1 < a,b,c < r , usando a notação 

Então, denotando por 

HX (V , V ) 
i a a 

~(TVV,X.l 
a a ~ f ' 

2 
E X.(f )X.o b ~ 
j J J a 

vem 

HX (V. , V ) 
i a a 

X. (f) X. ,X,) ~ -f-1 Xi (f) 
J J l f • 

Sabemos que a fibra Gp 

curvatura média: 

sera mínima se e somente se o vetor 

1 H(u) ~ 
n 

e nulo, para todo 

E (traço HX (u)) X. (u) 
. . J 
J J 

u E G 
p 
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Então, 

1 
r 

H (u) = L L Hx (V ,v ) (u) )X. (u) n 
j a=l j a a J 

1 r -1 
= L L (-f X.(f)(u))X.(u) = n j a=1 J J 

= r f-1 L X. (f) (u)X. (u) 
n 

j J J 

Portanto, H (u) = O=>X.(f) = O, Vj . J 1, ... ,n <=>x = n(p) e 

ponto crítico de f. D 

OBSERVAÇÃO (3.3.8). Pelos cálculos efetuados na demonstração do T~ 

rema (3.3.7), podemos concluir que as fibras G , onde x = n(p) é 
p 

ponto crítico de f, na verdade, são mais do que mínimas, sao to-

talrnente geodésicas. Isto porque Xi (f) = O, \li = 1, ... ,n ='>a se 

gunda forma fundamental é identicamente nula. 

§4. A CURVATURA SECCIONAL NO FIBRADO G • • • P --> M QUANDO 

G = s 3 
OU G = S0(3). 

~orno já dissemos anteriormente, impondo a restrição de que a 

curvatura do grupo estrutural G deva· ser positiva, devemos ter 

G = s 3 ou G = 50(3). Usaremos a notação GS(3) P --:> M pa 

ra o fibrado principal G ... P --::>M qUando G = s 3 ou G =80(3). 

Usando propriedades específicas de suas álgebras de Lie, obteremos 

informações mais precisas da geometria de GS(3) p -->M. 

Iniciaremos nossos cálculos considerando uma situação bem 

geral, ou seja, vamos considerar sobre GS (3) 1..lffi3_ mé-trica invariante 



97 

pela esquerda, determinada por um produto interno positivo defini-

do v sobre GS(3) tal que 

{ v(e ,e ) ~ 

a. a 

v(ea,eS) ~ 

1,2,3) são funções 
00 

c . 

À2 
a 

o ; a 7' S 

(a,S ~ 1,2,3) 

+ ' ---------> IR \ ct = 

2 
Fixando urna conexao w em P, uma métrica ds em M e funções 

Àa nas condiçÕes acima, definimos a seguinte métrica sobre P: 

2--
( X,Y >v(p) ~ ds (X,Y) (x) + v(x) (w(X) ,w(Y)) 

onde p E P, rr(p) =X E M ; X,Y E TPP ; X= rr*X , Y 

v(x) e uma expressão envolvendo os À (x) • 
a 

e 

se e* (a =1,2,3) e o campo vetorial vertical 
a 

fundamental 

associado a e , então a base 
a 

{e J 
a a.=l,2,3 

é uma base v-ortonormal global de campos vetoriais tangentes a fi-

bra, relativamente à métrica <, >v de P. 

Lembrando que em GS(3), as constantes estruturais sao dadas 

por: 

i 
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e denotando por 

' e 

obtemos 

[w(e
1

(u)) , w(e
2

(u))] = A
3

(x)w(e
3

(u)) 

Além disso, 

onde .e x e =e 
~ ~ y para {a,~,y} uma permutação par de {1,2,3}. 

LEMA (3.4.1). Se X é um campo vetorial horizontal básico (isto e , 

n*{X) = XEti:(M )}, então 

= x(log M Je a a onde 

PROVA. Desde que [X,e~J =O , vem 



(X, 
e* 
~] ~ 
À a 

xr.l..Je* ~ 
Ãa a 

o 
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Consideremos agora, numa vizinhança de u E P, urna base lo-

cal ortonormal de levantamentos horizontais {x1 ,x2 , ... ,Xn} e indi

ces satisfazendo 

1 < i,j,k < n 

1 < a,S,y < 3 

O próximo Lema estabelece as relações da derivada covariante 

dos diversos tipos de campos em P. 

LEMA (3,4.2). 

(a J 

(b) 

v- e e S a 
~E 6 SX. (log(M ))X.+~ (e X es) 

i a 1 a 1 a a 

onde lJ,., = <v- es,e ) 
"' ea Y v 

Portanto, 

se a " s (a' ) v- e 
e S a 

~ pa e X es a 

se a ~ s : (a") v- e ~ E xi (log Ma)Xi e a i a 

l 
E 

-a X. VX e ~ 

nij i a 2 j J 

l 
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(c) v- x. 
ea l 

(d)VXX. 
i J 

= 1 
2 -x.(1ogM)e 

l a a 

1 
2 

PROVA. Nas justificativas de (a) a (d) usamos a fórmula "standard" 

que define uma conexao riemanniana em termos da métrica < , ) e do 
v 

colchete de Lie 

(a} Usando o fato de que 

obtemos 

Pelo Lema (3.4.1), 

X. ) = O 
l v 

+ ( [ X. , e 0 ] , e ) 
l " a v 

[x. ,e 1 = x. (1og M,le, 
1a 1 '"""" 

que é uma componente horizontal de 

Para calcular a componente vertical, observamos que: 

+ 

= 

i 



vem 

Analogamente, obtemos 

ou ainda, 

- ~ 2 
e 

(V- (vert.))V = ~ x (vert.) 
ea a 

- ~ . 3 

(b) vX.ea so possui componente horizontal. De fato: 
~ 

- <rx_.eal ,e > 
1 .... a v 

(que é zero quando 
a = 6) 

= < x(log Ma)ea,eB l 
v 

= 

= o Vs a,6 

- < X(1og Male6 ,ea l 
. v 
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Por outro lado, a sua componente horizontal é calculada direta 

mente de: 

=- ([X.,X.),e) + 
l J ct v 

- <rx.,e J.x. > 
1 a J v 

<rx.,e 1 ,x. > -
J a 1 v 

i 
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Mas as duas últimas parcelas sao nulas, pois 

1 = 
2 

(-[X. ,X.] ,e ) 
l J Cl. v 

l = 
2 

(c) ·A componente horiZontal de V- X. 
ea 1 

é calculada de maneira to-

talmente análoga ã da componente horizontal de vx e 
i a 

Vejamos sua componente vertical: 

2(V-X.,e
0

) 

ea 1 ~-' v 
= 2([e ,x.J ,e 0 > +2< v 

a 1. ~-'v X 
e ,eo} 

a " v 

A Última parcela ê nula, em consequência do fato de vxea ser 

horizontal. 

Então: 

= - (X. (1og 
1 

(d) cálculos análogos aos anteriores nos fornecem 

<vx x.,e > 
i J a v 

e 

= 1 
2 



ou seja·: 

+ ([xk,x.] ,x. > 
J , v 

2 - - -
~ds ([x.,x.],Xkl + 

, J 

+ 

~ 

H 
(V X X.) 

i J 

- - h 
~ (VX X.) 

i J 
(levantamento horizontal). 0 
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OBSERVAÇÃO 

mos definir 

(3.4.3). Para efeito de simplificação da notação., va-

1 
fa. = log(Àa.). Neste caso, Àa. = exp(-fa) e 

Reescrevendo os dois lemas anteriores na nova notação, as 

fórmulas obtidas anteriormente se transformam em: 

LEMA (3.4.4). 

c1> 1x,e 1 ~ xcf >e 
a a a 

(2) 

onde 

i 
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( 2 ' ) v- e 
ea S 

= ~a e X es (a " S) 
a 

( 2") V- e = !: X. (f )X. e a 
i > a > 

a 

(3) VX e 
1 !: -a = ll .. X. . a 2 

j >] J , 

( 4) v- x. 1 
!: 

-a 
X. (f )e = ll .. X. e > 2 

j >] J , a a 
a 

(5) VX X. 
2- - - 1 -a = [ ds (VXXj ,Xk) Xk !: llij e 

i J k 
2 a , a 

OBSERVAÇÃO { 3. 4. 5) . Para efeito de simplificação dos cálculos nos restrin

gimos ao caso particular: f = fS = f ::: f. Neste caso, a métrica < , > de P 
a y v 

sera expressa por 

exp (-2f) ( w (X) ,w (Y)) 
GS (3) 

Relativamente a esta métrica, as componentes do tensor de 

curvatura de Riernann do fibrado GS (3) ••• P -+ M sao dados pela pro 

posição; 

PROPOSIÇÃO (3.4.6). 

f M 3 wY .l 
2 

(i) R .... = R .•.. !: - Kij l]l) 1]1] 4 >] y 

(ii) f X. (f) a 1 a 
R .. = ll .. + 2 H .. 

l.Jaj J >] l.Jjj 

' 
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(iii) f _l_ l: a S a S 1 y 
RijaS = (Qjk~ki ~ik~kj) exp f ~ .. 

4 k 2 1J 

(i v) f 1 l: a S 1 
f 

y 
RiaSj = 4 ~jk~ki - 4 exp ~ .. 

k 1J 

f 
(X.f) 2 + .!. l: a 2 

(v) R. = X.X.f + l: xkf<vx.xk,xi > (~ik) K. -~aia 1 1 
k 1 4 k 1C< 

1 

(vi) f _l_ l: Xkf 
a 

RaSiS = - ~ik 2 k 

(vii) R f = {' exp(2f) l: (Xkf) 2 - Kas a8a8 k 

PROVA. Podemos usar a Proposição (3.3.4} e fazer as identificações 

convenientes, ou seja f = exp(-f) e - ( ' ) 
GS (3) 

Ou então podemos calcular novamente as componentes do tensor 

de curvatura, usando a definição. Os detalhes são omitidos. o 

OBSERVAÇÃO (3.4.7). Na proposição anterior usamos as seguintes no-

tações: 

(1) ~~. =<~ .. ,exp(f)e) 
1J 1J a f 

-a 
= exp(-f)~ij 

(2) H~."= ((V ~)(X.,X.),exp(f)e) 
1)ix, · XQ. l. J - CL f 

-a = exp(-f)H .. " 
l.J;x., 

onde ll.a. = (-[X,X.] ,e ) 
1 J 1 J 0 GS(3) 

e 

H.". = < (Vx fi) (X,,X.)e > 
:LJ; t 1 J a GS(3) 

I 



106 

OBSERVAÇÃO (3.4.8). Chamamos a atenção para a relação (v) da Prop~ 

sição (3.4.6) que· dá a curvatura vertizontal para vetores da base 

fixada. Comparando com a Observação (3.2.1), fica claro como a fun 

çao f pode interferir de fato, no cálculo de tal curvatura. Mais 

detalhadamente, no caso da métrica 

(e Kia > O (Va) Ç=> w é g*-fat) . No caso da métrica gf , a fun

çao f deve ser definida de tal modo que, em particular: 

(v) : + X.X.f + 
1 1 

- (X. f) 2 
1 

seja > O (ou > O); condição esta que já impõe fortes restriçCes as 

a a -derivadas de 1- e 2- ordem da funçao f. 

LEMA (3. 4. 9). Seja a c T p 
u 

um plano bidimensional. Então existe 

sempre uma base ortonormal {X,Y} de a nas seguintes condições: 

X ~ ax. + be 
1 a 

e com i7'j ' a7'S 

y ~ ex. + des J e a2 +b2 ~ c2 +d2 ~ l . 

PROVA. Seja {X,Y} uma base ortonormal qualquer de a c TuP. Então 
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e y = YH + yv (decomposições nas componentes horizon 

tal e vertical) . 

Podemos supor, sem perda de generalidade que 

De fato, se {XH,YH) t· O, consideramos a seguinte mudança de base 

em a: 

-x = cos e x - sen e Y 

e 

-Y = sen e X + cos e Y 

{X,Y} também e uma base ortonormal de a. Além disso: 

Portanto 

e 
-H H H 
Y = sen 9 x + cos e Y 

H H + cos 28 {X , Y ) 

{ }{H, yH ) = O ~ cotg 2 8 = 11 YHII
2 

- llxHII
2 

2(XH,YH) 

Concluímos então que se 
H H -H -H 

<X ,Y >i O, existe 9 tal que <X ,Y ) =O. 

I 
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Além disso, como <X, Y} = O , 

(XH,YH) =Q~(XV,YV)=O 
D 

Como a curvatura seccional K(cr} em um ponto u E P, para 

cr c T P nao depende da escolha da base de cr, tomaremos para o 
u 

cálculo de K (o) em GS (3) .•• P --). M, urna base nas condições do 

Lema (3.4.9). Então: 

2 2 
= a c Kij 

2 
+ 2abc Rijaj 

2 2 
+ a d KiS 

2 
+ 2a cdRijiS + 

2 2 
b c K. 

la 
+ 

~ 

As componentes do tensor de curvatura que aparecem nesta ex-

pressao foram calculadas na Proposição (3.4.6). Fazendo a substi

tuição, obtemos: 

I 



PROPOSIÇÃO (3.4.10). 

K (o) 
2 2 

= a c Kij 

2 + 2a cd{Xi(f) 

1 + 2abcd{4 

a n .. 
'J 

B n .. 
J> 

1 
+ 2 

a 
H ... } + 
~);] 

1 B +-2H ... }+ 
Jl ;J .. 

2 2 
+ a d KiB + 

2abcd{t 
a B a B + E (Qjk Qki - Qik nkjl - exp f 

k 

2 1 
(Xkf) B + 2b cd{-

2 
E njkl + 
k 

2 1 
(Xkf) 

a + 2abd {- 2 E Qik}. 
k 
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nLJ + 

OBSERVAÇÃO (3.4.11). O Lema (3.4.9) utilizado na Proposição (3.4.10) 

e também no Teorema (3.2.1), embora elementar, é bastante signifi-

cativo do ponto de vista da obtenção de urna expressão "simplifica-

da 11 para a curvatura seccional. Sem a sua utilização, esta expres-

sao seria significativamente mais complicada. Veja, por exemplo, a 

expressao da mesma K(cr) no Apêndice do Çapítulo II, no caso da me 

trica gt , ou, em maiores detalhes em [M-Rl . 

I 
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§5. A NÃO-NEGATIVIDADE DA CURVATURA SECCIONAL DA ~TRICA gf EM 

FIBRADOS DO TIPO GS ( 3) ... P --> M. 

Algumas condições necessárias sao estabelecidas a partir do 

resultado da Proposição (3.4.8), segundo as seguintes etapas: 

(i) Vamos supor que c = O (~ d = ± 1) • Então 

K (a) + 2ab{- 1 
2 

Se b = O ~> KiS > O 

Se b i O, vem: 

Se Ki~ ~ O, o discriminante V(Ê) deve ser < O. Mas 

Portanto: 

(- _! E 
2 k 

2 

(Xkf)n~k) < Ki~Ka~· 

(ii) Vamos supor agora que b =O ( > a=± 1). Então 

K (a) 
2 

= c Kij + 

Dividindo por 

+ 2cd{X.f 
l 

, vem: 

t 



1 s + 2 H ... } 
Jlil 

Assumindo que KiB > O , 

O<=<- (X. (f) 
l 

s Q .• 
Jl 

1 s 
+-2H ... ) 

J~il 

2 

+ K .. > O 
lJ 

(iii) Se a = O {=='> b = ± 1) , de maneira análoga obtemos 

condição K S > O. a -

111 

a nova 

(iv) Se d = O ( >c= ± 1), a condição a ser acrescentada ser a 

Acabamos de verificar então o seguinte resultado: 

TEOREMA (3.5.1). Seja p _ _,rr~;> M um G-fibrado principal com uma 

conexao w, sobre uma variedade compacta M (dim M ~ 2) com métri 

ca Riernanniana cts2
, onde G=S

3 
ou G=S0(3). Se para alguma fl.ll1ção f:M,...,...-----+JR 

diferenciável, a métrica gf p::lSSill curvatura seccional não negativa, então 

(1) Kij > O 

(2) Kas > o 

( 3) s l s 
[ (Xl. f) QJ.l" + -2 H. " .] 

Jl.il 

2 

2 

(4) a 
[~ (Xkf) Qik] < 4 K. 0 K 0 - 1,.., af.J 

OBSERVAÇÃO (3.5.2). As desigualdades (1)-(4) do Teorema anterior 

• 
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nos fOrnecem um 19 teste para tentar viabilizar a existência da fun 

çao f que satisfaça, para a conexao w fixada em P, algumas con-

dições necessárias para a métrica gf possuir curvatura seccional 

não negativa. 

Para obter condições necessárias e suficientes, observamos 

que podemos obter uma outra expressao para K(cr) da Proposição 

(3.4.9). Podemos supor, sem perda qe generalidade que bd tO. Di

vidindo K(cr) por b
2

d
2 

e colocando À = Ê e ~ = ~ , obtemos: 

K (a) 

2 + 21.[~ 
-a 
H ... 
l]i] 

-s H ... 
Jl;l 

+llra.Bji + 

que e uma expressão do 49 grau nas variáveis À e )1 e onde: 

e 

-a 
H ... = 
Jl;l 

~i 1 = - 2 " 

(X. f) a 
~ .. 
Jl l 

E (Xkf) 
k 

1 " r E = 4 ~jk a.Bji k 

+ 1 
2 

" .ílik 

s 
~ki -

" H ... 
)l;l 

1 
(eXp f) 

y 
~ij 4 

Denotando por <P ()1), ljJ ()1) e fi (J.1) os polinômios do 29 grau 

na variável ll que são, respectivamente, os coeficientes de À
2 , Àl 

• 
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o e À , obtemos 

que assumirá·- valores· não negativos se e somente se tP (11) > O e 

K (a) (1J} nao possui raízes reais distintas. Mas: 

(i) t (~) > o > 

e 

e 

-s . 2 
(H,. , ) < 

J l. ;l. 

2 
(ii) K(o) 0.) nao possui raízes reais distintas .;<::=>1./J (JJ) _.s.ri{JJ)tP(f.l). 

Podemos então enunciar o próximo teorema que estabelece um 

critério para o teste da Não-negatividade da curvatura seccional de 

gf em fibrados SG(3) .•• P -->M . 

TEOREMA (3.5.3). Seja p --""-> M um G-fibrado principal com uma 

conexao w, sobre uma variedade compacta ~ (dim M ~ 2) com métrica 

riemanniana ds
2 

, onde G = s
3 

ou G = 80(3). Então as seguintes 

condições são equivalentes: 

(i) Existe uma função f : M ___:______,.. IR diferenciável de m:xlo que 

' 
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(I) Kij > O 

(II) 

2-a 
(III) [ ~ H. . . + 

lJ;J 

2 
< [ ~ Kij + -

1 s + -2 H ... ] 
]lil 

2 

~i] 
~raSji + a 

2 

-s 
+ KiS] 2~H ... 

Jl;l 

\/~ E IR 

< -

2 2~~j + Kasl [ ~ Kja + 
s 

(ii) A métrica gf possui curvatura seccional nao negativa. 

§6. OBSERVAÇÕES FINAIS 

' 

(3.6.1). Uma das perspectivas de aplicação dos Teoremas (3.5.1) e 

(3.5.3) no caso dos s
3
-fibrados principais sobre s

4 é viabili 

zar o teste para os instantons (ver Atiyah - [AJ), que -sao mínimos 

do funcional de Yang-Mills (Energia), isto é, J Hnll 2 
e o mínimo 

é 
sobre todas as conexoes principais w em P k . 

{3.6.2). Em particular, pode-se utilizar o método desenvolvido no 

Apêndice (3.A.3) de "pull-back" de conexões através de aplicações 

de grau n, no caso das aplicações de t'Booft (ver A.3.4.5} 

por sinal, d~o início aos instantons (não todos). 

que, 

(3.6.3). Uma das dificuldades mais sutfs relativa ao método que 

l 



• 

' 
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usa conexoes 11 pull-back" via aplicações de grau n, ainda no caso 

d 3 d b s 4 , e· a d -os S -fibra os principais so re escriçao do conjunto 

dos pontos críticos de tais aplicações, que não é constituído so-

mente de singularidades isoladas (ver K. Uhlenbeck - [U-1] e [U-2] ). 
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' 

APÊNDICE A.3.l 

UM ALGORITMO PARA TESTAR A NÃO-NEGATIVIDADE DA CURVATURA 

SECCIONAL DA MtTRICA EM FIBRADOS GS(3) ... P --> M 

Vamos provar, inicialmente, que a Condição (I) do Teorema 

(3.5.3), pode se verificar,· em geral, para qualquer conexão w em P 

e qualquer função diferenciável f : M --> IR • 

LEMA (3.7.1). Existe sempre uma métrica homotética à métrica ori

ginal ds 2 da variedade base M, de tal forma que a Condição (I) 

(Teorema (3.5.3)) seja verificada. 

PROVA. Fixemos em M, uma métrica homotética à original ds 2 , 

ou 
2 

= \ds . 

Consideremos vetores Xi,Xj , w-horizontais em P, levanta-

h . d - - d 2 . M mentes. or~zontais e vetores Xi, Xj s -ortonormals em . 

Neste 
2 

caso, 11 X.ll 
l À 

= >..llxill. Denotemos por 

1 

IX' 
xj . Então: 

À À 
~ l: ({ Q(X. ,X.) 

l J y 

f 2 
, e e ) ) 

y f 
~ 

l 

.rr 
e 



Por outro lado, e óbvio que 

Então, na métrica 2 
dsÀ , a Condição (I} fica: 

M 1 l: 
2 

K .. (À) ~ K .. (À) wL<À>> ~ 

1] l.J 4 
y 

1 M 3 1 
2 

~ I [ K .. - - - l: (Q y.) l 
l.J 4 À y 1] 

Como l: (Q Y.) 2 
y l.J 

é limitado superioiTO:;:nte para todo par 
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2 
ds -ortonormal 

{x. ,x.J, H >o 
]. J 

suficientemente grande tal que Kij(À) >E> O. o 

' 
As próximas etapas, _que dizem respeito as condições (II) e 

(III) do Toerema (3.5.3), poderão ser viabilizadas, de maneira con 

ereta, com a escolha de uma forma de conexão w em P. É bom ter sem 

pre em .mente que 1 fixada w em P, a pergunta que se segue é: É po~ 

sível definir f : M --::>IR diferenciável de tal forma que {II) e 

(III) se verifiquem simultaneamente? 

Vamos começar reescrevendo a Condição (III) na seguinte for-

ma: 

(III) [K .. K. -
lJ JCX 

-a 2 4 j -s 
(H.. . ) l ~ + [ 2K .. 6 D + 2K . H .. . 

l]iJ l] ~ JCX Jl;l 
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-s j -a i + [ K .. K o + 4H .. . ~o + K. OK . - 2H" . ~ 
lJ a~ Jl;l ~ 1~ JU 1J;J a 

2 2 
- (r<>Sjil I~ + 

+[ 2K )is .. + 2K, 0 ~~-ctJ..> Jl;l ..LfJ ~;:~ 

> o , 

Denotando por A(x), B(x), C(x), D(x) e E(x), respectivamen-

te os coeficientes 
4 3 2 l o 

l1 , 1-1 , 11 , 11 e l1 , a Condição (III) é equ_i 

valente a determinar condições sobre estes coeficientes de tal for 

ma que o polinômio do 49 grau: 

Q(x) (~) ~ A(x)~ 4 + B(x)~ 3 + C(x)~ 2 + D(x)~ + E(x) > 0 , V~ Em. 

' 4 O coeficiente de ll A{x}, deverá ser necessariamente nao 

negativo. Observamos que A (x) > O 

2 _, 
- (H. . . ) 

l]i] 

é justamente a Çondição (II) : 

> o • 

?_assaremos então a considerar dois casos: 

19 CASO. Existe tal que 

3 
B(x )~ + o 

A(x ) = O. Neste caso: 
o 

+ D (x ) ~ + E (x ) o o 

que, como polinômio do 39 grau, possui pelo menos uma raiz real, 

assumindo portanto valores. negativos. 
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Em vista disto, devemos impor: 

B(x0 ) = O ; e então: 

A próxima proposição esclarece este 19 Caso: 

PROPOSIÇÃO (3.7.2). Se para uma dada conexao w em P e uma função 

f:M-->IR diferenciável, existe pelo menos um ponto 
-a 2 

K .. K. (H. • . ) = O , então as seguintes 
l] JU lJiJ 

para o qual 

sao equivalentes: 

X E P 
o 

condições 

(1) A métrica gf possui curvatura seccional nao negativa 

' 

no ponto x
0 

(2) A função f : M -> lR também satisfaz 

ou 

C(x ) 
o e E (x ) > 

o 
o . 

COROL~RIO (3. 7.3). Se, em particular, para um ponto x0 E P, exis

tem índices j e a para os quais a curvatura vertizontal K. (x )=O 
]a o 

então 
-a 
H. . . = O. 
l)i] 
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29 CASO. O ponto x
0 

E P é tal que A(x0 ) > O. 

Dividindo 

onde 

= 
C(x ) 

·O 

A(x ) 
o 

A(x ) , obtemos: 
o 

, d(x ) = 
o 

D(x ) 
o 

A (X ) 
o 

e e (x ) = 
o 

Devemos obter agora, condições sobre os coeficientes de q(~} 

de tal forma que ele assuma sempre valores > O , V~ E IR. 

OBSERVAÇÃO ( 3. 7. 4) • O polinÔmio q(~) nao deverá possuir duas • ra1-

zes reais a e b simples e distintas. Neste caso, ele se fatoraria, 

por exemplo como (x - a) (x - b) (x - c) 
2 

.(c 6 JR) 

(x-a) (x-b) (x2 + ax + S}, e portanto assumiria valores 

ou como 

negativos 

entre as raízes a e b. Então, se q(~) possuir raizes reais, elas 

deverão ter multiplicidade par. Ou seja, 

2 2 

2 2 
q(~) = (x-a) • (x -c) 

ou q (~) = (x -a) • (x + ax + 6) • 

(3. 7.5). Vamos determinar condições sobre os coeficientes de 

determinando seu valor nos seus pontos cr!ticos que são as • ra1zes 

de 

q' (~) + 2c (x ) ~ + d (x ) • o o 
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Denotemos por: 

p(~) 

onde 

Definindo a transformação ~ ~ À -
1 3 a 1 , obtemos o polinômio 

p(À) ~ À3 + MÀ + N , onde 

M 
1 2 + ~ - 3 "1 "2 

e 

2 3 1 + N ~ - 27 a1 - 3 a.la2 a3 . 

O produto das diferenças das raízes de i)(À) deverão satis-

fazer:. 

onde D é portanto o discriminante da equaçao cúbica. 

Estamos interessados em -que sao as 

raizes de p(~) (e portanto pontos críticos de q(~)), onde, deno-

tando por: 
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3 
~ 0'-N+ 27 N +~ l-3D' N ~v- 27 3 F3D' 2 e por 2 N --2 2 

3À1 ~ N+ + N 

(- 1 1 1=3') N+ 1 1 ,'-3') N 
-

3À2 ~ 2-2 + (- 2 + 2 

(- 1 + .! FJl)N+ 1 1 ,'-3') N 
-

3À3 ~ 2 + (- 2 - . 2 2 

CASO 2.1. Se o discriminante D > O, p(l-1) tem 3 raízes reais distintas 

que são os pontos críticos de q{v), l-1 1 < l-1 2 < l-1 3 . Então l-1
1 

e l-1 3 

sao mínimos locais e l-lz é máximo local para q(l-1). Devemos então 

-calcular e verificar se sao ~ O. Neste caso, q(l-1} 

>Ü,VjlEIR. 

CASO 2.2. Se o discriminante D = O, então p(l-1) tem pelo menos duas 

:raízes reais iguais, 11 1 .= 11
2 

e J.l 3 • Neste caso, q(Jl} teré um pon

to de mínimo local em l-1 1 e uma inflexão em l-1 3 ou então p(ll) 

terá somente um mínimo local em 11 1 • Em ambos casos, se q (jl
1

) _::.O 

então q (Jl) :=: O , lJ J1 E IR. 

CASO 2.3. Se o discriminante D < O, então p(ll) tem uma Única raiz 

real D1 . Neste caso q(D 1 ) é o mínimo absoluto de q(ll). 

se q(~ 1 l ~O, q(~) _::O , V~ E IR 

Reunimos os três Últimos casos na proposição a seguir: 

Então 
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PROPOSIÇÃO (3.7.6). Se para uma dada conexao w em· P e urna função 

f:M-->IR diferenciável, num ponto x
0 

E P, K. ;K . -
l.) JO. 

> O , então as seguintes condições são equivalentes: 

-a 2 
(H ... ) > 

lJ;J 

(1) A métrica gf possui curvatura seccional nao negativa 

( 2 I 

ou 

ou 

onde 

(3.7.5). 

no ponto 

A função 

(iii) D , 

(i v) D ~ 

X • o 

f :M -->IR 

o ' q (~li > -

o e q (jll) 

também satisfaz 

o e q (~21 > o -

> o -

(v) D < O e q (jj 1 1 > O 

e ~2 sao obtidos como no desenvolvimento de 
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APENDICE A.3.2 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA (3.2.1) - (EXTRAÍDO DE NOTAS 

NÃO PUBLICADAS - DERDZiflSKI-RIGAS) 

PROVA. Iniciamos com a demonstração do seguinte 

LEMA (3.8.1). Dados parâmetros reais a,S,y,O,s,Ç 1 n,e,À, 

4 
a família de funções ~t : lR --:> rn. (t > O) por: 

Então as seguintes condições sao equivalentes·: 

defina 

(i) Existe um número real positivo t 0 , dependendo continua-

mente de a,S,y,ó,s,Ç,n,e,À e tal que 

(a) ~t(A,B,C,D} > O , sempre que 

(b) A2 + B2 
= 1 = c2 + D

2 

(ii) Os parâmetros satisfazem 

(c) 

Ã > o , e > o , n > o 

2 
4a8 > y 

2 4an > o 

D<t<t ,e 
o 



125 

PROVA DO LEMA. Assuma (i) . Então (ii) segue imediatamente de (a) 

considerando inicialmente B = D = 1, A = C = O; depois A =1, B = O 

e, finalmente C = 1 , D = O. 

Assuma agora (ii). Desde que (b) e (c) junto com BD = O im-

plica (a) para todo t > O suficientemente pequeno, podemos consi 

derar somente o caso BD f O. Dividindo ~t(A,B,C,D) por B2o
2 

e 

fazendo x = A/B , y = C/0 , vemos que a desigualdade (a) é equiv~ 

lente a: 

( d) 

para quaisquer reais x,y , desde que t > O seja suficientemente 

-pequeno. A expressao 

é positiva para t > O e todo real y, desde que a+ tB > O e o 

discriminante (com relação a y), 

para t próximo de zero. 

Portanto, para t > O suficientemente pequeno, o lado es-

querdo de (d) pode ser visto comó uma equação binomial na variável 
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X com o coeficiente em 
2 

x , positivo. A condição (d) é então equ! 

valente a não-negatividade do correspondente discriminante, isto é, 

a 

(e) 

+ 4yy + 4t8] 

o lado esquerdo de {e) é uma família de funções Ft(y) na v~ 

riável y, dependendo do parâmetro t > O, satisfazendo Ft{O) =O, 

lim F (y) = - oo 
t 

e uniformemente limitada em 
IY!+oo 

uma vizinhança fixada de y = O (ver Figura 5). Para t suficien-

temente pequeno, Ft e sempre independente de t. Por outro lado, 
" 

o lado ·direito de (e) é igual a 

À <
4
: + 4~) I (y + ty ) 2 

2(a+t~) 

+ ( t ) 2 
2(a +t~) 

2 
(4a8 - y + 4tS8)] 

que é uma família Gt(y) de binomiais satisfazendo lim 
t+O 

mínimo de Gt ocorre em mt = 
ty 

e e igual a 
2(a +tS) 

a+ t~ 
(4a8- y

2 + 4tSB). 

Gn = 
t 

00 • o 

Os gráficos de Gt formam uma família a l-parâmetro de par~ 

bolas, para as quais a curva dos vértices t --» L(t} = (mt,Gt (mt)) 
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satisfaz: 

L(O) = (0,0) e L' (O) 

com segunda·componente > O, em vista de (c). 

A 

L 

Figura 5 

Portanto, L nao e tangente ao eixo horizontal em (0,0). As 

parábolas Gt têm um comportamento como na Figura 5, o que compl~ 

ta a prova. 

PROVA DO TEOREMA (3.2.1). Fixe um subconjunto aberto U C M e um 

• 
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campo de vetores e 1 , •.. ,en, h-ortonormais em U ·e escolha uma 

base O-ortonormal u1 ,u2 ,u3 de g (A notação usada·é a mesma do 

§2- Capítulo III). Assumimos agora que i,j,k,t E {l, ... ,n} e 

a,S,y E {1,2,3}. Além disso, para um campo vetorial X em M, e 

u E g, denotamos por X o levantamento horizontal de X e por u*, 

o campo 
t 

te, í! 

vetorial fundamental 
h 

e 
t 

R ( respect. , v 

em 

e 

correspondente a u. Finalmen
Q 

ou V e RQ) denotam a deri-

vada covariante e o tensor de curvatura de {P,gt) (resp. de (M,h) ou 

(G,Q)). A base local de campos vetoriais sa-

tisfaz agora as relações: 

gt (ei ,ejl = 6 .. gt(e.,u*) o 
1] ' 1 a ' 

t h 
gt (u~, ug) = to v e. = ( v e. ej) - 1/2 (O(ei,ej))* a6 ' J ' e. 1 

1 

t t t G 
u* 1/2 t E 

a v u* ( v u )* v = vu* e. = Qik ek ' u* 6 6 ' a 1 k u e. " " " 1 

onde 

ri= dw + [w,wl é a forma de curvatura e 

Usando agora as notações: 

, etc. , 



temos: 

t h 
tAijH RijU 

~ 

RijH + 

t 
tBijka. Rijka 

~ 

t 1 t2 L 
C( 6 

RiajS 
~ tciaj6 + lljk llik 4 k 

t 1 t2 L 
C( 6 . C( 6 

RijaS 
~ 2tciaj6 + (lljk llik - llik lljk) 4 k 

Rt ~ o ia6y 

Rt 
a6yú 

~ 

Q 
tRa6yú 

onde Aijk~ , Bijka. , CiajS sao expressoes que independem de 

:E:_ importante observar que cia.j s +C .. D~Q 
]CU...., 

e 

(e.,ek) ,u >-
J C( 

1 < 
2 (V rl) (e. ,ek) ,e > , 

ej 1 a 
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t . 

onde ua é considerado {de modo não-canônico) como elemento de 

adP. Considere agora um plano bidimensional tangente a P. É fácil 

verificar que sempre existe urna base g 1-ortonormal da forma 

com i;'j 
" " 6 

e A2 + B2 ~ c 2 + o 2 ~ 1 (ver Lema (3.4.9)). Das fórmulas 
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anteriores, temos: 

t 
R (X, Y ,X, Y) = op (A,B,C,D) , op t definida como no Lema ( 3 . .8. 1) ' 

com 

h 
~ 2Biji8 o -2B ... a ~ R .... ~ A .... y ~ ~ 

lJlJ ' lJlJ ' ' l)]ct 

~ (.! a s a ~ 
E ~ Gc. ·s = E Qjk rlik - Qik Qjk) UJ ' 2 

k 

1 
2 1 ~ 

2 
RQ a 

À n = E (Qjk) e = E (Qik) ~ 

4 4 ' aSaS k k 

O resultado segue agora imediatamente do Lema (3,8_,1). 
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