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INTRODUGAO

Na investigacdo sobre a existéncia de métricas com curvatura
secéional ﬁﬁo—negativa em espagos totais de fibradogs principais
G ... P S P V| ;, uma estratégia interessante & considerar em P
a familia de métricas a l-parametro: 9p =74 {, %4-+ t2 <w,m>G {onde
t & uma constante positiva e w, uma conexio em P); principalmen-
te porque a projegao m, neste caso, & uma submersac riemanniana ,
e as férmulas de O'Neill (ver [ON]) se tornam uma ferramenta efi-
caz para obter informagags a.respeito da curvatura de P. Em par-
ticular, resultados sobre a existéncia de métricas com curvatura
de Ricci positiva, em fibrados, foram obtidos usando este tipo de
estratégia (ver por ex., os artigos de Poor [P}, Hernandez [H] e

Nash [N]}).

Nosse primeiro passc, due possibilitou uma maior familiarida
de com as técnicas da submersao riemanniana, foi usar este tipo de
métrica g, para obter condigoes sobre o grupo estrutural G e s0-

bre o tipo de acao deste grupo s¢bre a fibra F em fibrados princd-

pais G ... P > M e em fibrados associados (E,M,F,G,m) de fal
modo que foda funcac real c” sobre o espaco total P {ou E) se xea
Lize eomo curvatura escalar (Teoremas (2.2.3), (2.3.9) e (2.3.11)).

0 Capitulo IT trata essencialmente deste assunto.

Com relagdao & curvatura seccional nao-negativa em fibrados,
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- uma guestao proposta por Cheeger/Gromoll em [ G,Cl - (1972), diz
respeito a determinagac dos fibrados sobre esferas usuais que ad-
‘mitem métricas completas de curvatura seccional ndo-negativa. Mui-
to pouco foi publicado nesta linha de pesquisa, desde entdao  (ver
Introdugdo do Capitulo III), e esta questao foi novamente conside-

rada por Yau em [¥Y] - (Problem Section) - (1982).

A nossa proposta foi entao, dada a abrangéncia e dificuldade
da guestao de Cheeger/Gromoll, obter condigSes de delineamento deste

problema, gquando fixamos, nos fibrados de esferas, métricas gue sdo naturais.

0 fato de o para3metro t na métrica g, Ser uma constante,
implica, em particular, que as fibras em P sdo totalmente geodé-
sicas. Esta restricao sobre as fibras, acrescida de fato de que o
Gnico 83—fibrado sobre 84 ; com fibras totalmente gecodésicas e
curvatura estritamente positiva &€ o fibrado de Hopf (conjectura de
" Weinstein, provada por Derdzinski/Rigas em D,R-1 - (1981)), nos
levou a considerar uma métrica mais geral em P, do tipo

>JR € uma funcao real

gg = Ta &y * £2(0) () , onde £ : M
diferencidvel e estritamente positiva. As fibras em P, agora, dei
xam de ser totalmente geodésicas. Cché@guimﬂé entac estabelecen con
dicoes necessanias e suficientes para & ndo-negatividade da curva-

> M

tuna secclonal da metrnica gg no fibrado principal G ...P
para M compacta com curvatura secclonal Ky > 0 (dim M > 2) e para
G = 83 ou G = S0(3). (Teoremas {3.5.1) e {3.5.3)). Os BApéndices

(A.3.1) e (A.3.3) tratam de encaminhamentos para viabilizar resul-

tados mals conclusivos.
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No Capitulo I, estabelecemos a notagdo e resumimos alguns con
ceitos relativos a métricas, conexOes e submersdo riemanniana gue
serdo utilizados e incluimos a discussao, em detalhes, da geometria

do fibrado g3 87 — Sl , com a métrica induzida de Sp(z).

Foi de fundamental importancia, neste trabalho, uma pesquisa
bibliografica abrangente, coletando principalmente resultados e

exemplos de variedades com curvatura nao-negativa.



CAPITULO I

METRICAS E FORMA DE CURVATURA EM FIBRADOS. A TECNICA DA

SUBMERSAC RIEMANNIANA

§1. INTRODUCAQ

Se o espago base M e o grupo estrutural G de um fibrado prin

. m e . \ . -~
cipal G ... P > M sao variedades riemannianas, entao, fixan
do uma conexao no fibrado principal e utilizando as estruturas de

M e G, podemos definir uma métrica riemanniana em P.

Uma maneira natural de cobter umé tal m&trica, consiste sim-
plesmente em declarar os subespagos horizontal e vertical, orto-
gonais e usar a métrica natural induzida sobre cada componente. A
projecac P ~—T 5 M & entdo uma submersdo riemanniana{com fibras
totalmente geodésicas, neste caso) e podemos entao usar as foérmu-~

las O'Neill [ON] para calcular a curvatura de P.

.Em geral, & esta a estratégia usada para se obter informa-~
¢bes a respeito da curvatura de P (ver, por exemplo, os artigos
de Nasch [N], Poor I[P] e Jensen [J]) e particularmente, a técnica
da submers3o riemanniana, tem se mostrado muito eficiente na ob-
tengao de exemplos de variédades de curvatura seccional nao-nega-
tiva. Voltaremos a este assunto com exemplos e bibliografia espe-

cifica na introdugac do capitulo III.



'O objetivo principal deste capitulo &, entao, estabelecer
alguns conceitos e notacoes relativos a estas técnicas, e gue se-

rao necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.

No tultimo pardgrafo, a titulo de exemplo, manipulamos com
estes conceitos, e determinamos em detalhes, a geometria do fibra

do 83 ...87 —-——554 num contexto especifico.

§2. SUBMERSOES RIEMANNIANAS - EQUACOES FUNDAMENTAIS

Os resultados aqui relacionados foram obtidos por Barrett

O'Neill. Para maiores detalhes, ver [ON].

Sejam M e N variedades riemannianas e 7 :N >M uma apli

cagao diferenciavel, com (d-n)p sobreijetiva, para todo p € N. Is-
to implica que para cada X € M, w_l(x) € uma subvariedade de N.

Para cada p € N, denotaremos por HP o complemente ortogonal em

TpN, de Vp = Tp(w—l(x)), o0 espago tangente a fibra em p.

A aplicacdo T & uma submensao rdiemanniana se

(&w)p :Hp >TXM & uma isometria para todo p € N.

Se X & um campo de vetores em N, denotaremos por

X = XH + xv , a decomposigao em suas componentes horizon-

tal e vertical em Hp e Vp, respectivamente.

Existem em N, dois tensores do +tipo (2,1) associados a



submersao riemanniana.

Para campos vetoriais E e F, em N, define-se:

- -
AF = vHFH + vHFV
B E

e
H v oo
TEF=VVFV:l ¥l :
E E
Se X e Y sao campos vetorias horizontais sobre N, entio:
_ 1 v .
AY = 3[X,Y]" =-aX .
Entfo a distribuigdo horizontal & integravel se e somente
se ALY = 0, quaisquer que sejam X e Y campos horizentais em N.

X

O tensor A & entao o tensor Lintegrabilidade da distribuigao

honizontal de N. (ver Lemma (1.2.2))
Por outro lado, se V e W sao campos vetoriais verticais em
N, entao:
. F H
T W = [vvw]
1
que & a 22 fonma fundamental das fibras. -

Note que T = 0 2 eqiivalente a dizen que as fibras sdo %o

talmenite geodééicaé (ver Lemma {1.2.2)).



Um campo vetorial X em N & chamado de horndzontal basico se

& T-relacionado com um campo vetorial X, sobre M, isto &, W X=X,.

Por ocutro lado, dado um campo vetorial X, em M, existe um

Gnico levantamento horizontal X em N tal que

T,X = X, o1 .

*

Esta correspondéncia biunivoca entre c¢ampos vetoriais hori-
zontais basicos sobre N e campos vetoriais arbitrarios schre M
preserva produto interno, colchete de Lie e derivada c¢ovariante.

Isto significa gque, se X e Y s30 campos vetoriais b3sicos, entio:
(@) (X,¥) =(X,,¥Y dorm

(1.2.1) (b) [X,Y]H & 0 campo vetorial basico que corresponde

a [X* F Y*] -

(c) (VXY)H 2 o campo vetorial basieco que corresponde

*
a VX*(Y*).

O Lema a seguir estabelece relagoes entre T, A e as deriva

das covariantes em N:

LEMA (1.2.2). Sejam X e Y campos vetoriais horizontais, V e W cam

pos vetoriais verticais e VVW = (VVW)‘I‘ a derivada covariante

das fibras. Entao:



(i) va = TVW + VVW

. B i
(ii) VVX = (va) +_TVX
_ vV

_(111) VXV = AXV + (VXV)
(ivy v.¥ = (v.o)! + Ay
X X X

- . . - - Iy ) H —
Aléem disso, se X e basico, (VVX) = AXV

Existem cinco equacoes fundamentais associadas a submers3o

TN >M (ver 0'Neill [ON]), dependendo do nimero n (n = 0, 1,

2,3,4) de vetores horizontais gue comparecem no tensor de curvatu
ra (R(El,Ez) E3,E4> ; com oS restantes sendo verticais. Estas

equagoes determinam completamente a curvatura de N.

No caso particular da curvatura seccional, estas equagaes
se simplificam bastante. Temos, entdao, © seguinte teorema:

TEOREMA (1.2.3). Séja T:N —>M uma submersao e sejam, K, KM e

~ .
K as curvaturas seccionais de N,M e das fibras (como subvarie-
dades riemannianas de N). Se x e y sao vetores horizontais em um

ponto de N e v e w sao verticais, entao:

2

. {Tvv ,Tww) - T Wl
(i) K = K - Y
2
Tvawl



2 2, 2 2
(ii) KxA v(ll xli _ll vll ©y = ( (VXT)V v, X +_|1Axvll - Il-rvxll
o " fa_yll? .
(iii) Kea y Kox A v* BIHX;\yH onde x* = w_(x) .

OBSERVAGAO (1.2.4). Uma consequéncia imediata de (iii) & que se N
tem curvatura seccional nao-negativa, entao M també&m possui cur-

vatura seccional nao-negativa.

OBSERVAGEO (1.2.5). Um processo que & usado com sucessoc, para ob-
tef alguns exemplos interessantes de variedades completas de cur-
vatura néo—negativalé o seguinte: Seja N uma variedade riemannia-
na completa e ¥ um grupo de isometrias atuando livremente sobre N
tal que o espago de Oorbitas M = N/H & uma variedaﬂe, base do fi-

"s>M. A acac de H por isometrias torna

brado principal H SN
a projecac m uma submersac riemanniana. Em particular, se N pos-
sui curvatura seccional nao negativa K.> 0 {(resp. positiva, se
K.> 0), a observagao anterior garante que M também possui curvatu-

ra seccional nao negativa {(resp. positiva).

OBSERVACAO (1.2.6). Como um caso especial, se G & uﬁ grupo de Lie
com métrica bi-invariante com K > 0 e H & um subgrupo fechado,
entdo toda acao de H sobre uma variedade completa F com K > 0, in
duz uma acao diagonal livre de H sobre o preoduto riemanniano G xF.
GXF G

T > associado ao _fibrado principal

O fibrado F ...




G XF
H

H...G ——>—g— & tal que

possul curvatura seccional K > 0.

Por exemplo, se G = SO(n+l) e H = SO(n) atua sobre o espa

GxF _ 50{n+l) xR" =
H 80(n)

= 78", o fibrado tangente 3 esfera s". portanto Ts" admite mé

co euclidiano F = IR, por rotagio, entdo

trica completa com X > 0, para todo n > 1.

§3. CONEXAO E FORMA DE CURVATURA EM FIBRADOS PRINCIPAIS.

Vamos expor, de maneira suscinta, alguns conceitos sobre a
teoria de conexoes em fibrados principais. A teoria detalhada des

te assunto se encontra em Kobayashi/Nomizu [K,N] - volume I.

Uma estrutura de fibrado principal & obtida naturalmente
quando temos uma variedade P na gqual atua, de maneira livre, a di

reita, um grupo de Lie G, Temos entao um fibrado principal

G ... P > M

onde M & o quociente diferencidvel da ag¢ac e G & chamado de grupo

estrutural.

A acgao livre, a direita, de G sobre P, induz um homomorfis-

mo de algebras de Lie:
o : g-—wm—'I(P) R | injetivo ,

da algebra de Lie g de G na algebra de Lie dos campos vetoriais

socbre P.



Para cada A € g, a(A) = A* & chamado de campeo vetonial fun

damental correspondente a A € obtido da seguinte maneira:

Para cada p € P, considere a aplicagdo p :G > P tal

que plg) = p.g para g € G, Entdos

a(a)(p) = A*(p) = dp(Afe)) = =% (p.exp tA) __,

A* & portanto tangente as fibras.

——
cxyp

o
/

FPigura 1

OBSERVACAO (1.3.1). Se a agao de um grupo de Lie G sobre uma va-
riedade F ndo & livre, entdo o nao é-neqessariamente injetivo.Nes
te caso, se G possul métrica bi;invariante e F & riemanniana, com
dim ¢ = n e dim F = r, entao para cada ponto g € F, existem ba-

ses ortonormais,



elfuvlren e fl'.cutffr de g e TqF ’

respectivamente e constantes Al(q),...,kn(q) satisfazendo

Afa) > (@ > ... > }S(q) > Agpr (@ = oo =2 (@) =0
tal que, se aq 1 g >TqF , entdo:
aq(ei) = li(q)fi r L1=l,...,8
=0 ;'i-‘—‘S'i‘lr...,n

Os Ai(q) s80 as raizes caracteristicas de a

e dependem
a

continuamente de ¢ (ver artigo/Nomizu [NM-2]}.

Suponha que a dimensac de M & igual a m.

Uma conexdce no {ibrado’ pincipal G ...P >M, & uma dis-—

tribuicao diferenciavel H, m—dimensional em P, satisfazendo:

{(a) V¥p € P, TpP = Vp + Hp . decomposicdo em soma direta, onde

VP @ o espaco tangente & fibra de 7 gque passa por p. (ver

figura 2)

-b S (drR JH =4H ;, Yg € G, VY¥p € P,'onde R (p) = pg & a trans-
(b) (g,)p og g r 9P gP p

formagdao em P, induzida pela agao de G.

Hp e Vb sfo chamados respectivamente de subespagos hori-

zontal e vertical.
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%= Tl'(?'l

Figura 2

Existe uma formulacao dual da conexio H em P chamada {§oama
conexdo da distrnibuicao hornizontal H, que & uma l-forma sobre P,

com valores na algebra de Lie g de G, definida como segue:

Se X € TpP , considere a decomposigao

v
X=XH+XV,XHEHP e X EEV’p..

"Existe um inico A € g tal que A*(p) = X .

Entao, para cada p € P ,

il
=

.w: TP > g e definido por w(X) (p)

P

Observamos que w & basicamente a regra:

>XV

X

A forma de curvatura 8 de uma conexac H com 1l-forma w =

uma 2-forma horizontal com valores em g, definida por:
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0|~

Q(x, V) (p) = = o(X",¥") = 5 &",¥Y

 mede portanto o guanto a distribuigdo horizontal & ndo-integrd-

vel.

'§4. METRICAS SOBRE FIBRADOS

T

Considere um fibrado principal G ... P >M .

Vamos supor que G possui uma meétrica bi-invariante ( , )G ’

e seja w :TP >g uma forma conexao em P.

Seja F uma variedade riemanniana de dimensao r e suponha-

mos que G atua, a esquerda, sobre F.

Dadas fungoes diferenciaveis positivas £ e h sobre M, de

finimos uma (£f,h) -mé&trica sobre P xF por:

2 : 2 2
(1.4.1) hvll™ =1l(r o ﬂl)*VHM + £(x) llw o ﬂl*VHG + h(x)“ﬂz*vﬁg
onde V @ tangente a P XF no ponto (p,f), @(p) = x €M e
™y : PxF >P e 7, :PxF >F sao projecoes no priméiro e

segundo fatores, respectivamente.

Para os nossos objetivos ndo hd interesse em considerar um
meltiplicador a frente do primeiro termo da métrica acima. Na ver
dade, estamos interessados na definicdo de métricas sobre fibra-
dos ﬁrincipais e associados, que tornam as reépectivas projecoes,

submersoces riemannianas.
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OBSERVAGCAO (1.4.2). Quando nos referimos & f-methica sobre P, es-
taremos considerando uma métrica sobre P, dada pelos dois primei-

ros termos da expressao {1.4.1). Relativamente a cada f-métrica,

& uma submersio riemanniana.

Por outro lado, considerando a agao livre, A direita de G

sobre P xF, dada por:

PXFXG ——> P XF tal que

(pef).g = (pag , g ~£)

X P X ~ .
obtemos o quociente E = GF » Temos entac um fibradoc associado

ao fibrado principal G ...P —~1*>M , com fibra F, que denotare-

mos por (E,M,F,G,%} e um diagrama comutativo:

: . .

F.‘..PXF l P

(1.4.3) %l : lﬂ
TS .

As (f,h)-métricas sobre P XF sao G-invariantes e portanto
induzem, por projecac horizontal, uma familia de métricas (f,h)E

X - . N . ~ .
em E = F GF (metricas gquogiente) tal gque 7 e uma submersao rie-

manianna para cada par (f,h).

- . -~ - - - . =
Alem disso, 7 e tambem uma submersac riemanniana, desde gue
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para um vetor tangente horizontal X em 4 € E, existe um uUnico

levantamento horizontal X em T(p f)(P xF) tal que x==%*'§.
! .

o 2 e 2
Entdo & &bvio que HXHE = "Wl*xﬂp = lmexhy, .

- 0s seguintes resultados, cujas demonstragtes podem ser en-

contradas em Poor [P}, nos serao Uteis no decorrer dos prdximos

capitulos.

LEMA (1.4.4). Sejam V um elemento de g e X um campo vetorial so-
bre M. Consideremos, respectivamente, o campo vertical basico V*
e o campo horizontal b@sico X em P, relativamente a submersac .

Entao [V*¥ ,X] & zero.

PROPOSIGAO (1.4.5). As seguintes condigoes sac equivalentes:

(a). a funcdo £ & constante,
(b) as fibras de 7 sao totalmente geodesicas em P.

{c) as fibras de T sao totalmente geodésicas em E.

PROPOSICAO (1.4.6).. Se X, e X sao pontos em M para os quais

f(xo) = f(xl) e h(xo) = h(xl), entao as fibras W_l(xo) e F_l(xl)

- . - . - i N - . - .
sao isométricas em P e tambem T (xo) e T (xl) sao isometricas

em E.

OBSERVACAO (1.4.7). Um tipo de métrica bastante utilizada na
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literatura (ver, por exemplo, os artigos de Jensen [J] e Poor [P]),

>M & a metrica rie-

no caso de fibrados principais G ...P-

manniana:
g, = me & ) ok tz(w m’
t * M ! G’

2 . -
t (onde t e uma constante positiva), e

i

Neste caso, f{x)
as fibras de v sao portanto totalmente geodésicas em P, fato este
que, em alguns casos, pode significar um obstaculo para a obten-

cao de curvatura seccional positiva (ver [WT} e [D,R]}.

Os calculcs efetuados no capiltulo II foram feitos fixando

uma métrica deste tipo em fibrados principais.

No capitulo ITI, introduzimos para estes fibrados, uma mé-

trica mais geral, do tipo:

_ . _ 2
gf_— T, ¢ )M + f{x) (w,w>G

com f n3o constante e estritamente positiva.

As fibras de 1 deixam de ser, neste caso, totalmente geode-
sicas.
Um caso particular desta situacdo ocorre nas variedades rie

mannianas denominadas "F-warped product”

(MKF,N,thFhH) usadas, por exemplo, por-Derdziﬁski em [D]l, onde
(M,hM) e (N,hN) sdo variedades riemannianas, F & uma fungao posi-

‘tiva em M, ¢ a métrica thFhN e definida por:

W—"
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(th

N oM N,
Fh ) (_U+xr V'*'Y) = hX(u’V) + F(x)hy(XrY)

(er)

= €
para u,v TxM e X,Y¥Y TyN .

§5. DETERMINACAO DA GEOMETRIA DO FIBRADO 53 ...s7 > g4 .

- * 7 - - -
Faremos nossos calculos fixando em S uma metrica especifi-

ca, ou seja, a métrica projetada do grupo simplético Sp(2) {o

-"" 2 2
grupo das transformagoes lineares de IH > TH gue preservam
o produtoc interno, onde I & o corpo dos guatérnios) através da

projecac w do diagrama:

63 x g3 o3
(1.5.1) s> ... sp(z)' .y
1)
S4 54

Sp(Z) pode ser identificado com o grupo das matrizes dquater

nionicas Q, 2 x2, satisfazendo

QO* = Q*Q. = 1
onde Qf denota a transposta conjugada’de Q.

Consideremos em Sp(Z) a métrica bi-invariante de grupo de

Lie semi-simples, definida como segue:

Dadas as matrizes A,B € TISp(z)
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m%gﬁ) (04 +X, v +Y) =@?mw + Fx) N (x, 1)
. (er) . i Y

para u,v € TxM e X,Y € TyN .

‘§5. DETERMINACAC DA GEOMETRIA DO FIBRADO s3 ...57 >s4 .
¢

' - R 7 e ‘s
Faremos nossos calculos fixando em S uma metrica especifi-

ca, ou seja, a métrica projetada do grupo simplético Sp[Z} (o
5

- s . 2.
grupo das transformagoes lineares de TH > JH que preservam
o produto interno, onde IH & o corpo dos gquatérnios) através da

projecao m do diagrama:

g3 xg3 s>

(1.5.1) s ... sp(z)" >g’
aj 1&

s* s?

Sp(2) pode ser identificadc com o grupo das matrizes quater

nidnicas Q, 2 x2, satisfazendo

QQ* = Q*Q =T
onde Q% denota a transposta conjugada’'de Q.

Consideremos em Sp(2) a métrica bi-invariante de grupe de

Lie semi-simples, definida como segue:

Dadas as matrizes A,B E.TISp(z)
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(A,B) = parte real do traco (AB*) .

Este produto interno determina.uma finica métrica riemannia-
na invariante & esquerda sobre Sp(2). Além disso, este  produto
interno & invariante pela agao adjunta de Sp(2) sobre sua Aalge-
bra de Lie, 6u seja:

s (2) ,
p( )

para Q € Sp(2) e ABET,

(AdQA ,AdQB> ={5,B) .

-

Concluimos entdo que a métrica acima definida sobre Sp(2) &
também invariante a direita e portanto bi-invariante.

3

Por outro lado, & = Sp(l) atua por multiplicacao, como
-1 0

' sobre S_(2) (ver Obs, (1.5.5)). Esta & a represen—
0 s,(1) P

tacao candnica de Sp(l)' > SP(Z).
Consdideremos entao 87 como 0 edpaco guociente 87 =Sp(2)/ 3 1
: 5

com a metrica quoeiente, que ¢ entdo, invatiante pela ac¢do, a es-

querda, de sp(z) so0bre ST.

Neste contexto,

2 8

=

S7={[1A1-|?Lu€1H t.g.: 7\'5\'+1JF'-4— 1Yy ¢ M

—_

e a acdo a esquerda de Sp(2) s0bre 57, definida por:
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a c A [&1 + cﬁ
b 4 u (bA + dy
Como (a* + cu) (ar + cp) + (bA + du') (BA + dp) = AX + pyu = 1,

a agao & por isometrias.

(1.5.2.) . Uma secgdo Local s:V C g’ ¥;¥—>sp(2) é obtida se pa-

ab

ra cada [ﬁule V , determinamos o elemento

a c
g = € Sp(Z) tal que m(Q) = [E] ..

b d

Usando o fato de gue QQ* = Q*Q = I, podemos éonsiderar_ a

seguinte expressao para s:

-aba
a ———
12
CTa lal c <
5 [b] = | Sp( }
b a

.. A 7 .
num aberto V C 8 onde a # 0, ou:
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- a
g ] = ' € 5 (2)
[b -bEb P

Ipj? |

num aberto V' C 87 onde b # 0.

A expressio genérica para tais secgoes & obtida, fazendo

. 3
variar u € 8 em:

a —aba u a bu
2
lal
e
b au 5 b —bab
L 1 _ bl?

Vejamos outras agdoes envolvidas no diagrama (1.5.1)

(1.5.3.) A agﬁo, a direita, de 53 sc0bre 57 .

Para u € S3 (ou geja, u € H tal gue uu = 1), temos:

NIESIMEENETS

Come au au + bu bu = aa + bb = 1, a acdo & por isometrias.

: S7HI.

A

- .- 4 .
Alem disso, a projegaoc > S e dada por:
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.| a a - - = 4 5
n = = (2ab ,aa - bb) € ST C W

onde § = 2ab ¢ o4 {(disco fechado em IR4) e h=aa-bbe [-1,1]

t

Figura 3

4 >S7 5

Nestas condigﬁes,muma seceao Local s :U C S
. ah
obtida, se fixande P = (E£,h) € U (% € 54 yh # = 1), determinamos

a

7
b-} € S tal que

um elemento [

di

S] = (g,h) = (2ab , aa - bb).

Apds alguns cdlculcs elementares chegamos a uma eXpressac

para uma secgao local do tipo acima, que &
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r 1 2
N (1-h)[ 2 (L+h) 1/ ;
s{&/h) = [b] = _ €5
: 1
[.'2(:L+h)]l/2

Uma expressido genérica para tais secgdes & - obtida fazendo

) 3
variar u € 8 em:

-

- 1 2.4
(1-h) [2(1+0)] 172
h # +1,-1
1 fu
| [ 2014+ 172 |

OBSERVAGAO (1.5.4). (a) A agio 3 esquerda, de Sp(Z} sobre 87, co

muta com a agao a direita, de 83 scbre 8' e entao define uma acgao
- 4 - f oy ~
a esguerda de Sp{2) sobre 5, que e transitiva, desde gue a agao

de Sp(2) sobre S? & transitiva.

‘para Q€5 (2), tes! e ges®,

(Q)g = Q{&qg) .

. 4 - . - - - Fas
Fixando sobre &  a métrica da submersao atraves de ﬁ,Sp(Z)
preserva as fibras de 7 e atuando por isometrias sobre 8, preser
va 0s espagos horizontais.

Portanto S _(2) atua thansitivamente e por Lsometrdias sobre

4 - . - A
S, com a meirica da submersdo w.
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(b) Isto implica essencialmente que SP(Z) = Spin{5).

OBSERVACAO (1.5.5). Considerando a agdo a direita, de s?  como

sobre S5 (2}, para g € S e €5S5 (2):
D b a p |

N B s

~ o 3
Componde com a agao a direita, de S sobre S7 ; Lemos:

IR A | NS A | B i

Esta ¢ a acae a dineita de s3 xs come so0bre
0 sp(l)

1
0 Sp( )

s (2).
B )'

Sabendo que o espago tangente TISp(2) (que @ a algebra de
Lie g de Sp(2)) & o conjunto das matrizes quaternidonicas A, 2 x2,

satisfazendo: A + A* = 0, entao

. x Yy
TISP(2) = {: _ -} tal que Yy € H e x e w sao do tipo
A ai + B + vk

ou ainda:
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T2y

109 F 1T 9T
C9E L

Considerando a agao a direita, de S3 XS3 sobre SP(Z), um

o

conjunte de geradores da fibra (ou espago vertical) e do espago

horizontal, na identidade, sao respectivamente:

_ i 0 5 0 k 0 0 4 0 o 0 o0
VertI = P ’ r v P =h
0 0 0. 0 0 0 0 i 0 5 0 k
e
] 0 i 0 0 0 -I
Hor_ = le, = j e, = e, = 1e, = | | = m
I Lol o 2 |5 o0 3k oY m oo
OBSERVACEO (1.5.6). vVamos considerar agora 84 como sendo © espa-
¢o homogéneo riemanniano:
84 =8 (2)/ , com a metrica riemanniana invariante ca-—
P g3 xg3

nonica.

\

Da observacao (1.5.4) sabemos que a agdo de Sp(Z) sobre S
& transitiva.
Além disso, € facil verificar que a algebra de Lie g de

Sp(Z) que se decompOe COMO
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g =homn , - satisfaz:
(@) Th,hl C€h ; () [o,m Cm e (c}) [mml Ch

Nestas condigbes (ver Kobayashi-Nomizu [X,N] - vol. III pag.
193}:

R(X,Y})Z = - [[X,¥],2] para X,Ye Z2€nm,

onde m = TO(S4), o espagoc tangente a 84 na origem.

Efetuando os calculos, obtemos:

Ryggy = (—{[ea,esl,esl rEd>= 4<ed',ed> = 8, pois
{se  «w,B =1,2,3,4 ; o # B) He'”2 ={e e ) =2
4 1 4 T r r . 4 o o r o
e:
RaByS =0 (ge a F8 e B # v).
Concluimos entfdo que o espage homogéneo S4 = Sp(2)/ 3 3 tem
5 X5

curvatura secclonal consitante {igual a 2 e portanito e, em particu-
Lar, um espaco simetrico. Alem disso, observamos que. a metrica mzs4
neste contexto e hqmotﬁiica a mEtkica‘cdnanLca de s¥= SD(S)/QD(4)
c m°.

0 diagrama a seguir nos dia uma visao mais abrangente deste

fato:
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3 3 3

s~ x g Z, S

3 A ' 7

S s (2} > 8
(2

4

so(4) ... SO(5) > 5

A projegdo U & dada essencialmente pela agao da Observagdo

(1.5.4) e a figura 3.

Vamos agora determinar uma base para o espago horizontal

o a ¢
Hor, € T_ S (2), onde Q@ = e um ponto genérico de § (2)
Q Q p b 4 P

e sua projegao sobre s’ através da projegac 7w (ver diagrama

(1.5.1)).

Chamemos de EA(Q) = dLQ(el)

{EA(Q)}R=1;2,3;4 & uma base ortogongl de
Hor. C T S.(2).
?rQ 0 p( )
Além disso,

' 0 il . fa <] [0 it
(i) E,(Q) = aL..e, =dL_. | -a/ |
1 Q1 2 1 o at| o [p al it o

t+=



Analogamente obtemos:

cj. aj

(ii) E.{(Q) = dL_..e., =
2 2 lay by
[ck  ak]

(iii) EB(Q) =dL,.e, =

(iv) E,(Q) = dL,..e, =
4 0%t T 1y Ly

0 proximo Lema determina o colchete de

{El,Ez,E3,E4}.

LEMA (1.5.7).

ak ck
1) [E.,B.] . =2 4y [E,,E, 1. =
1720 ek ax 410
[ .] 23 ed] [ ]
2) [E_,E.]_ ==2 5) [E,,E -
1"%3' g bj il 472’0
: Tai ci| : |
3y [EL,E.]. = 2 &) [E,,E =
277379 bi  di 477379

PROVA. Basta usar o fato de gue [Ea',EB]Q =

Lie para os

;ai —ci]
2

+bi " -di

Qaj -cf
2.

+bj -dj]

[+ ak - ck|
2

+bk -dk
dLQ[ea ’eB]I

25

Campos
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OBSERVACEC (1.5.8). As projeg¢oes dos campos'{El,Ez,EB,E4} no T87

a ¢
no pontonL} ;} , através da projecac m nos fornece:

a - lei], _leii. _lck _le |
d'nEl '_di] H d'iTE2 [dj} ; d'nE3 [ko e d'nE4 = [d] .

Usando a notagao X, = dﬂEA , estabelecemos a seguir a for-

ma de curvatura ﬁ de 87.

LEMA (1.5.9).
- _ _ A — ai
a) Q(X4,Xl) = Q(Xz,XB) 2 [bi}
. _ aj
1'73 bi
ak
2 | bk

que sao campos vetoriais verticais fundamentais e que denotaremos

l
)
o]
>

|
N

b} Q(x4,x2)

Il
It

regspectivamente por 2Vl, 2V2 e 2V3.

Em particular, as relagoes (a), '{(b) e (c) implicam wque a

conexdo vV em s’ ¢ auto-dual. O

Fixemos Indices satisfazendo as condig¢des:

1<4i,j,2,m< 4

1l <a < 3.
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Vamos determinar, na proposig&o seguinte, a conexao e a

derivada %X da 2-forma horizontal a valores reais { ( , )'Va) 3
’ it 3 5

7
S

em T a7l
1b

Denotando por: Hij:m = ((meﬂ)(xi,xj),va)s7 s temos:

- - fa - '
PROPOSICAO {1.5.10). Hij-m =0 em 57r com a metrica projetada
de S_(2).

P
PROVA. Se E e F s3o campos vetorials tangentes a SP(Z}, uma

equacio da submersdo riemanniana:

s7 ... 2
| sp( )

h v
=  _H |2 - 1 H _H
VEH F o= [vdﬂE an] + 3 [87,F]

~ 7 -
onde V e V sao as derivagoes em SP(Z) e 5 ,respectivamente.Entao

N h R h v
{:vx4xl] = [vdn% a-ml-! = vE4E1_ - 7 [B,E 10 =

_1 1 V_Llig g B
." 2 [E4:E1] 2 [E‘Q'El] - 2 [E4,El] -

Calculos anteriores nos fornecem:
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N h +ai 0 R +ai

v X = =t Y X = = + VvV .

X1 +bi 0 I Y 1
Como vx4xl - vxlx4 = [X4,Xl] = 2V1 m—py vxlx4 =v, .

1

% X

vertical fundamental se £ # m (ver Leﬁa (L.5.9)).

Além disso, Vx Xg 0. Entaoc ¥ Xm =0 se & =m, ou entio

De qualguer modo, Q(VXmXi ,Xj) = 0.
Por outro lado,
(meg)(xi,xj) = me(ﬂ(xi,xj))_ & horizontal pois

ﬁ(xi,xj) & vertical fundamental.

Finalmente obtemos:

a0 ~ ~ .
H, . ((V, (X, ,X) ,X ) =
ij;m Xm i "] o S?

|

(9 (ﬁ(x.,x.))-ﬁ(% x.,x.)-—ﬁ(x.,% X)),V ), =
Xm i"j Xm i’ 3 i Xm J o S?

=0.0

e
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(1.5.11). Véjamos agora © que podemos dizer a respeito da curva-
tura seccional de S7, com a méetrica projetada de ' Sp(2),que da a

S’ uma estrutura de espag¢o riemanniano homogéneo normal.

Numa 12 etapa, usaremos a formula de 0'Neill (ver Teorema

(1.2.3)) para a submersao:

s ... 8 (2) —=& 7
p

Se X e Y sao vetores horizontais ortonormais de Sp(2) em Q,

com X* =dmX e Y* = 4ny¥ ,

7 S (2) _ 2/
S _ » P 3 v
K gy (KX = KgP e + kg2

f evidente, pela formula acima, que a curvatura seccional

de s'" & > 0.

. - - N . ? -
Nosso objetivo € mostrar gue a curvatura seccional de S e

estritamente positiva e nao constante.

Em n(Q} = [g] » O espacgo tangente a_S? & gerado por:

SRESEE - R R R I

Em particular, se tomamos Q =1, 7(Q) = {: _} e
' 0

oy [0 10 11 27000120 1)
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\0 I IO
* * =
Facamos agora Xl 1 e Y il

' ] =] 0 i
Entac X, = : e Y. =
1 10 1 i 0
A formula de O'Neill nos fornece, neste caso:

S?
K (X* ,¥*)y = 11/4.
1 1
1
H
Por outro lado, se tomamos X% = - e Y* = q“w ’
2 0 2 B

i 0 0o 3
entao X, = e Y2 = : . Neste caso,
0 0. t 30

s’ %
K (X* ,Y,} = 1/2
i
Isto & suficiente para concluirmos que ST,aam a metrica PO
jetada de sp(z), possul curvatura seccional nao condiante. Pox-
tanto esta  metrdca nac - e fhomofetica a metrica usual de

7 8

s’ = SO(B)/SO{T) C IR". {(Comparar com a Observa@&o (1.5.6)}).

Quando consideramos S7 = Sp(2)/ 3 5 @ Algebra de Lie g de
s

SP(2) se decompde como g = h ® m , onde

_ 0 0 0 0 0 0 3
h = oy ’ ' €& a algebra de Lie de S
0 i 0 i 0k
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I j G k0 0 -1 0 il Jo ] 0 K
m = r ’ ’ f r ' r

o of o o o o [ o i o i 0 |k 0

E facil verificar que a decomposigao acima ndo satisfaz pe-
lo menos uma das trés condigoes necessarias para que (Q,Elgﬁ seja
uma 3lgebra de Lie simétrica (isto &, [h,hl Ch ; [h,m] Cm e
[-m-'mcz)-

Basta observar, por éxemplo gue

0 0 i 0 -1 _ - —
= eEm = [m,ml € h .
0| (i o0 1 0 -

Isto garante que o espago fdemanniano homogeneo noimal

e

Lar)

S?

Sp(2)/ 3 ndo e um espaco simeirnico. Outro argumento que po-
g _ _

deriamos usar para justificar o mesmo fato & o resultado de Cartan

(ver [CT)): "Um espago riemannianc sim@trico compac¢to de posto um

e dimensao Impar tem curvatura constante".

s . 7 - .
Resta provar que a curvatura seccional de S° e estritamente
positiva.
Para isto, vamos considerar a decomposigao g = h @ m cita

da anteriormente e a formula 0O'Neill, gue reescrevemos como:

S?

K> (x%,v%) = HIx,v]_I1°

3 2

1 h

0
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E evidente que se [X,Y]g £0 , ¥s X,¥ € m linearmente in
dependentes, entdo a curvatufa seccional 87 e estritamente positi
va. (Observamos que, de maneira geral, esta COnd1950 scbre a de-
composigao da algebra de Lie G + € necessaria e suficiente para ga
rantir que um espago riemanniano_homogéneo normal G4{ tenha curva

tura > 0 - ver [NM-1] e [B]).

No nosso caso, um elemento genérico de m & do tipo:

X Y :
-] onde x = ogi + Bj + vk com a,B;,y € IR
-Y 0

e vy € M.

Entao, dados dois elementos X,Y € m ,

a b : e d
X = _ e Y _ r
5 0o a 0

—

I

a‘condig&b [X,Y] = XY - ¥X 0 nos fornece as equagoes:

ba - e_iE

i1

[ (1) ac - ca
(2) ad - cb =0

(3) da - bec =0

(4) db = bd .

A equagdo (4) =>db = (db) ==>db & real. Ent3ao b = a

han 2

{onde o« € IR e o,b,d # 0, para que X e Y sejam L.I.}.
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Além disso, a equagao (1) => ac = ca = a e ¢ comutam e a

- d#0
equagao (2) = ad - a Cdz = () ==——> a = *Jli c. Teremos entac:
' ' ltall frall
— o -
d
Ctan2 2 :
lal il | . a
X = . = az- = a'z Y '
an® | 3 tal
u —
.- d 0
| nan? i

ou seja, X e Y sao linearmente dependentes.

Entd3o, se X e Y € m s&o linearmente independentes, teremos
necessariamente: [X,Y] # 0.

+ _ ; 7
Concluimos entdo gque a curvatura seccdonal de S° no conftexto

considenado ¢ estritamente -positiva.

OBSERVACAC (1.5.12). O espago riemanniano homogeneo normal de cux

vatura estritamente positiva Sp(Z)/S (1 de Berger (ver [B]), que
: P

ele prova ndo ser homeomorfo a um espago riemanniano simétrico de

posto um & obtido através de uma outra representacac aél) >Sp(2L

Aquele espago u’ tem nB(M?) = Zio -




34

CAPITULO II

CURVATURA ESCALAR DE FIBRADOS

§1. INTRODUCAQ

Um problema basico em Geometria Riemanniana @ o de descrever
o conjunto de fungoes curvatura escalar associado com métricas rie

mannianas sobre uma dada variedade.

Para variedades compactas M, de dimensaoc dois, existe uma con
dicao necessaria scbre sua curvatura Gaussiana K, gue € uma condi-
gao global dada pelo teorema de Gauss-Bonnet, em termos de sua ca-

racteristica de Buler, x(M}:

se x{M) > 0, entdo K deve ser positiva em algum pontc de M.
se x{M) = 0, entao K muda de sinal cu XK = 0 em M.

se x{M) < 0, entdo K deve ser negativa em algum ponto de M.

Em [K , W-1]l, Xazdan e Warner mostraram que, neste caso, esta
condicao € tambeém suficiente para uma dada funcac diferenciavel K

sobre M ser a curvatura de CGauss de alguma métrica.

Se M ¢ compacta e dim M > 3, entdo um resultado analogo ne-

quer a existineia de metnicas com curvatura escalar constante posl

tiva sobre M:
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TEOREMA (2.1.1).(Kazdan-Warner -[{K ,W-2]). Seja M (n > 3} uma va

riedade compacta

a}) Toda fungao K € C (M) que & negativa em algum ponto de M

& uma curvatura escalar.

b) Todo elemento de € (M) e uma curvatura escalar, se e so-
mente se M admite uma métrica com curvatura escalar cons-

tante positiva.

-

Em particular, se M = s, n'3'3, toda fungcao K € Cm(sn).e
curvatura escalar de alguma métrica sobre Sn.

Por outro lado, existem obstrucoes fopelogicas para metricas
com curvatura escalar posiiiva., Um conhecido teorema de Lichnero-
wicz [L] afirma que uﬁa'variedade spin compacta com genus de Hir-
zebruch A # 0 nao admite metrica riemmaniana de curvatura esca-
lar positiva. (Exemplos de tais variedades aparecem na teoria - de
spin cobordismo - ver Milnor ] ). Usando um refinamento deste re-
sultado e o teorema do Indice de Atiyah~Singer, N. Hitchin [HT]pro

vou ¢ seguinte resultado:

TEOREMA (2,1.2). As esferas exoticas que nao saoc bordos de varieda

des spin n3o admitem métrica de curvatura escalar S>0 e § % 0.

Em [L,Y ], Lawson e Yau provaram qﬁe

TEOREMA (2.1.3). Se uma variédade compacta M admite uma agao
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diferenciavel e efetiva de um grupo de Lie compacto, conexo e nao-
abeliano (isto &, se admite wma acio nio-trivial de S°) entdo M  admite

uma mé&trica riemanniana de curvatura escalar estritamente positiva.

Comparando este resultado com o de N. Hitchin, conclui-se

n - -y - )
gue: se I € uma n-esfera exotica que nao € bordo de uma varieda
de spin, ent@o os lnicos possiveis grupos de transformagdo compac-

| = . = +
to e conexo de " sdo toros de dimensdo < [Eié].

TPeoremas andlogos de ndo-existénecia foram obtidos para varie-
dades com grupos fundamentais "grandes". As referéncias s3o os ar-
tigos de Gromov e Lawson,[G ,L-1] e [G ,L-2], onde sao estabeleci-
das novas obstruglOes para a existéncia de métricas com curvatura
escalar positiva sobre variedades que ndc sao simplesmente conexas.
Shoen e Yau em [8 ,Y-1] e [8,Y-2] estudaram, em particular, super
ficies minimais incompressiveis, variedades tridimensionais - com
curvatura escaiar ndo-negativa e determinaram novas obstrugdes to-
poldgicas para a existéncia de métricas com curvatura escalar posi
tiva em tais variedédes. 0 estudo efetuado por eles abrange o ca-
$0 n&oc compacto e sua relagao com a teoria da relatividade geral.
Eles estabelecerdm, em particular, que o toro de dimensio < 7
nao admite métrica de curvatura escalar positiva. Gromov e Lawson
en [G ,L-2] generalizaram este resultado provando que toda métrica
rieﬁanniana de curvatura escalar nao ﬁégativa sobre o toro ™ &
"flat". Neste mesmo artigo, dao um tratamento especial para o caso

das variedades de dimensao 3: Modulo certas gquestdes relativas a



37

variedades com grupo fundamental finito, eles obtiveram uma classi
ficagao para as variedades de dimensdo 3 que admitem métrica de

curvatura escalar positiva.

Finalmente, em [G , L-1] (Gromov e Lawson) encontramos uma clas
sificacao parcial das variedades compactas, simplesmente conexas
de curvatura escalar positiva. Um dos resultados basicos & o se-

guinte:

TEOREMA (2.1.4}. Seja M uma variedade compacta gue admite uma mé-
trica riemanniana de curvatura escalar pesitiva. Entao toda varie-
dade que pode ser obtida de M através de uma cirurgia em codimen —

sao > 3, também admite uma métrica com curvatura escalar positiva.

Existem tambdm obstrucoes fopologicas para curvatura escalar

Zeno:

TEOREMA (2.1.5). (ver Kazdan-Warner [X ,wW-3]). Seja M uma varieda-
de spin com ﬁ:#(](qanm de Hirzebruch) e primeiro nimero de Betti,

Bl(M] # 0. Entao M n3ao admite uma metrica de curvatura escalar zero.

O caso nao compacte @ tratado por Kazdan-Warner em [X , W-4].
Na verdade, para uma grande classe de varjedades abertas, toda fun

cao diferenciavel @ uma curvatura escalar. Mais precisamente:

TEOREMA (2.1.6). Seja M uma variedade nao-compacta de dimensac >2,

difeomorfa a uma subvariedade aberta de alguma variedade compacta
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~ — — «© -
M. Entao toda fungao S € C (M) e a curvatura Gaussiana {resp. es-

calar, se dim M > 3 } de alguma metrica riemanniana sobre M.

Como um caso particular, se M = IRn, toda fungéo SEECM(IRH)

- - . n
e curvatura escalar de alguma metrica sobre IR™ (n > 2).

- Na verdade, tudo leva a crer que o teorema anterior deve ser
verificado para toda variedade nao-~compacta de dimensaoc > 3. Foram
algumas técnicas na sua demonstra¢ao que exigiram a hipotese de

gque M "morasse" em uma variedade compacta.

No estudeo de curvaturas escalares prescritas, uma ferramenta
bastante eficiente gue usaremos no decorrer deste capitulo & o se-

guinte teoremas:s

TEOREMA (2.1.7). (ver Kazdan-Warner [XK ,w-2]). Seja (M,g) uma va-
riedade diferenciavel compacta, com curvatura Gaussiana (resp. es-
calar, se dim M > 3} 8, e seja £ & Cm(M}. Se existe uma constan-

te ¢ > 0 tal que:

min c¢f < S{x) < max cf.

para todo x € M, entac existe uma metrica g, em M com c¢urvatura

Gaussiana (resp. escalar) £f.

Este teorema, juntamente com as tecnicas da submersac rieman.

niana foram utilizadas por Rigas em [R-1] , para mostrar que toda
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funcgao Cm £ :G2(M) — IR, M?  uma variedade riemanniana conexa,com
pacta, de dimensac > 3 & a fungao curvatura escalar de alguma mé-
trica riemanniana completa sobre GZ(M), o fibradé grassmanniano
dos 2—planbs sobre M, exceto talvez quando £ = constante > 0. Um
resultado analogo vale para O{(M), o fibradc dos £frames ortonor-

mais de M.

Usaremos neste capitulo, as mesmas técnicas, para provar um
resultado analogo, em casos mals gerais de espagos totais de fibra
dos principais G ...P —+ M e de fibrados associados (E,M,F, G, 1)
compactos. Sob determinadas condigoes, provaremos que toda fungdo
real definida em P (ou em E}, & a curvatura escalar de alguma mé
trica riemanniana sobre P (ou E), exceto talvez quando £ =constan
te > 0. Comparando este reéultado com o ja citado Teorema de Hit-
chin concluimos, por exemplo, que as esferas exdticas gue ndo sao
bordos de variedades spin, nao podem ser espagos totais de ceftos

tipos de fibrados bastante gerais.

Acrescentamos ainda, um ultimo parégrafo-(§4) onde tecemos
algumas consideragﬁes a respeito da teoria de curvaturas de Ricci
prescritas; e um Apéndice onde sao efétuados alguns calculos com ©

objetivo de obter dados a respeito da curvatura seccional do espa-

¢o total de um fibracdo.
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§2. CURVATURA ESCALAR EM FIBRADOS PRINCIPAIS COMPACTOS.

Consideremos um fibrado principal

onde M & uma variedade riemanniana compacta de dimensac m e G um

grupo de Lie compacto, de dimensao n.
Fixemos uma métrica ¢,? q €% M, uma metrica bi-invariante

(,? g ©m G e uma conexao w em P.

Para cada t > 0 e X,Y € TpP, definimos uma métrica rieman

niana g, em P pox:

.gt(X,Y) = (x,Y)£ = {m (X)), 7, (Y) )M + t2<w(x), WY ) ..

Esta & uma f-métrica sobre P, com

fF(x) =t> =c , vxeEM.

Sabemos (ver 8§4 - Cap. I) que G atua por isometrias em cada
(P,gt), gue T & uma submersaoc riemanniana relativamente a cada

(P,g,) em (M, ¢, )M) e gue as fibras em P sao totalmente geodé -
sicas.
Seja U um aberto em M e El”"'iﬁ uma base ortonormal di-

ferenciavel em U.
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. Com a finalidade de simplificar os calculos, & conveniente
, T - ' -1
introduzir um conjunto de bases adaptadas em m T (U), consistindo de

todas as bases gt—ortonormais da forma:

- ~1 -1
* *
AL STRRRYS SR I I R AT
1

onde para cada ponto p € T ~(U), os vetores Xl,...,Xm formam uma

base ortonormal de vetores w-horizontais (para cada i, 1 < i < m,

X. e o levantamento horizontal de X.,) e os vetores X* .,...,X*
i i mt1 m+n
sao campos vetoriais verticais fundamentais em P, induzidos por

X }

uma base de campos vetoriais, na algebra de Lie g, {Xm+l""‘ S

ortonormais relativamente a métrica ¢, )G'

Consideremos indices satisfazendo as condicodes:

1 < i,j:k;2 < m

mt+l < a,b,c,d,f < min

1< A€ < min

Colocamos [Xa,xb] = I Czb X, + relagao que define as constan
c

tes da algebra de Lie g e definimos fungoes H?j em ﬂ_l(u) por:

a _ 1 : -1
His(p) = =5 <m([xi,xj1) X0 (p) ., P E T T(U)

ijh a .
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_ ey '
Note que Q(Xi,xj) z Hijxa

e 'H?j nao depende de t.

Alenm disso, H?j(p) = ng(p.u) para todo u € G, pois a me-
trica g, é invariante pela ac¢do de G. Entdo, ao invés de Hij{p)
podemos escrever H?j(x); onde x = 7w(p).

Lembramos que Hij'm e a derivada de VX da 2-forma horizon

' m
tal a valores reais (0( , ) ,X_ ) em (X,,X.).
‘ a i)
o= {R(X,,X VX ,X,.)
Denotemos por RMlng (X, s u) nr¥e’, as componentes do

‘tensor de curvatura em P, relativamente i métrica 9 -

Usaremos o seguinte resultado obtido por Jensen em [J].

PROPOSICAC (2.2.1).

. . oM L2 a .a a .a _ .a _.a
1) Ryjkm = Riskm — 8 2 CHygHn + el = HigHy)



. _ .2 b La 1 c a
iv) Riajb =-t" L Hikaj 5 pX Hijch
. k c -
v) Rabic =0
1) R =L 72k
Vi) Roped ~ 2 c Cpetea

Todas as componentes do tensor de curvatura podem ser

das destas usando as identidades:

Rkun& Ruant RRuEn nEin

.+ R + R . . =0,
3Aun€ UNAg naug

A seguinte proposicac nos da a expressao da curvatura

lar de (P,gt).

PROPOSICAC (2.2.2). Se Sg (p) € a curvatura escalar num
t
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obti-

esca-

ponto

p € P, relativamente a métrica g, § SM(X) € a curvatura escalar de

Mem x =7(p) e S (p) &'a curvatura escalar da fibra Gp
. o T

entao:

: 2 -2
sg {(p) = SM(X) + t H(x} +t 78, (p)

t P

onde m(x) = 2% I (@i N?>o0.

em p .,
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PROVA. Fixemos uma base adaptada diferenciivel

-1, -1, : -1
{Xl,...,xm,t Xk 1reeert Xm+n}.em cada ponto p € 7 “(U).

Temos:

onde K = {(R(X,,X )X.,,X ? @& a curvatura seccional do subespacgo
AU ATTu AT £ .
de TPP gerado pelos vetores '{Xl,Xﬁ}._

Reescrevendo, vem:

S (p) = ¥ K,.+ Z K, + L EK_ .
It i<y 3 4,2 ¥ g P

Usando a proposicac (2.2.1), obtemos:

' 2
S (p) = L K?. -+ _3t2 T (z (H?.) (p)) +
St i<y I i<j a J
2 ' a 2 -2 1 a £
+ t T {z (B,) (o) + t T (=& ZC ¢ )
PRI S . a<p & § bE ba
=3 B+ 28% (@07 e) v T KEx)
i<y T a i<j I a<b

Conclusao:
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il

s_(p) = S, (x) = t’H(p) + £ 778, (B) : x = m(p). O

gt _ b

TEOREMA (2.2.3). Considere um fibrado principal G ...P — M, onde
G & um grupo de Lie compacto e semi-simples de dimensdo > 2, e M
é uma variedade riemanniana compacta, também de dimensdo > 2. En-
tio toda fungio C  f (P — R & uma fungao curvatura escalar pa
ra algumalmétrica riemanniana completa sobre P, exceto talvez quan

do f = constante > 0.

m = P
PROVA., Denotemos por SM e B 05 valores maximo e minimo da

9e It
curvatura escalar na métrica g,. :
t m
, Sg
Usando o resultado da proposigac (2.2.2), vemos que _EE — 1
. ' S
EEs

quande t — 0 , desde que SM(X) é limitada, H{p) também & limita-

da independente do valor de t e Sg (p) > O.
p

Entao, fixado qualguer X em (0,1), 3 um nimerc positivo t

satisfazendo

Sm

-

k(“-'———'“(l.
SM

8¢

Nestas condigoes, podemos usar o Teorema (2.1.7} de Kazdan-
Warner para concluir a demonstracgdo. O teoréema (2.3.9), gue & um
caso mais geral deste teorema, serad demonstrado no proximo paragra

fo, de maneira andloga, mas com maiores detalhes. [
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Podemos extralr como consequéncia deste teorema um resultado

4a conhecido:

COROLARIO (2.2.4). O toro ™  n3o admite acao livre, & direita,

atraves de-um grupo de Lie compacto e semi-simples.

PROVA. Neste contexto, o resultado acima & bonsequéncia direta do
seguinte fato, ja citado na introducao deste capitulo: “"Toda métri

ca riemanniana de curvatura escalar nao-negativa sobre o toro ol

e "flat". O

OBSERVAGCAQ (2.2.5). No feorema (2.2.3}),; dim P > 4. O caso dim P =3
pode ser obtido somente quande dim G = 1 . (portanto G = Sl) e
dim M = 2. Neste caso, devemos impor KM > 0. Ent&o, pelo teorema
de Gauss-Bonnet e a classificagac das variedades compactas de di-
mensao 2, M = 82 ou M = IRPz. Mas o©s Slffibrados sobre 82 tem como

espagos totais os espacos 83/3 , onde existe métrica de curvatu-
' n

. . - , -, , 2
ra constante igual a 1. Alem disso, O unico Sl—flbrado socbre IRP,

- . . - . - . 2 :
nao trivial, € o fibrado dos frames ortonormais de IRP- (neste ca-
so, ver Rigas R-1 ). Fica claro, entao, gque o teorema nac e signi

ficativo em dimensaoc 3.
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§3. CURVATURA ESCALAR EM FIBRADOS ASSOCIADOS COMPACTOS

Considere um fibrado principal G ...P — M nas condigdes do
paragrafo 2.

Seja F uma variedade riemanniana compacta, de dimensac r. Va
mos supor que o grupo de Lie G atua a esquerda sobre F.

Sabemos ent3o que G atua & direita sobre P xF e obtemos o

fibrado

it

(E,M,F,G,T) onde E

associado aco fibrado principal G ceuP — M {(ver diagrama (2.3.1)).

Vamos fixar em P XF uma familia de (f£,h)-métricas com £ =
= h = t2 = c:t~3-2 (ver §4 - Cap. I). Mais precisamente, vamos consi-

derar uma familia de meétricas g, = ¢, ¢ v Que € a métrica produ-

to em PIK P, dada por:

'r(_t>0)
onde <')t e a gﬁ—métrica no fibrado principal G ...P — M

2, - .
= i { .
_ (,)F f para uma métrica ’)F fixada em F

{P xF} ewl:PXF—ﬂ—»P

e ﬂ2 :PXxF — F sao projegﬁes no primeirc e no segundo fatores ,

i xplicita, se Y,Z2 €T
De maneira explicita, ' (0, v)
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respectivamente, entdo:

(Y,Z);=<1r Yy,r, 2y x{v.¥Y,n.2) =

| 2
o : Y Zy + -
((r OTH)* , (7o Eﬂ*f y t (m(wl*Y),m(wl*Z)>G +

+ t2<ﬂ2 Y, , %) .
*. * P
As metricas &t sao G-invariantes e portanto induzem, por
submersio riemanniana, uma familia de métricas &t = (,)E & em
¥
E = B{%E (métricas quociente) tal que:

T : PXF —

&€ uma submergdo riemanniana para cada t.

be (1.4.3), sabemos gue, relativamente ac fibrado associado

-~

F...E—> M, cada metrica ¢,
E, t

sao totalmente geodésicas e mutuamente isométricas.

e completa e as fibras em E

Nestas condigoes, ¢ seguinte diagrama, onde todas as proje-

¢Oes sao submersdes riemannianas, & comutativo:



49

G G
) . _'lT,l )
(2-3-1) F LI I P XF rgt — P;gt ;I'.U
%J | \_) J“
'X N ~
¥ E=~E—)-é-F—,gt LN M

(2.3.2). Sejam U um abertc em M, (p.y) € ﬂ_l(U) XF ,e 7(p,y) €EE

onde x = v(p) € M.

Estamos interessados no calculo de

S¢ (f{p,y)): a curvatura escalar em T(p,y) relativamen
' E,t -

te & métrica g,-

Uma base (,)E ¢ ~ortonormal em T(p,y) & obtida por proje-
!

B

cao de uma bhase (,)t-ortonormal'de PxF em (p,y), T-horizontal

{(isto &, normal a T-fibra relativamente a ét).

Vamogs a construgao de uma tal base.

—

‘Para (p,y) € P XF, chamaremos de V © subespago vertical

|}_:>]r

em {(p,y) e ﬁp y o subespago horizontal em (p,y}, relativamente a
, )
métrica &t e & projegao T.

Para uma base Qrtonormal fixa '{el,...,en} em < sejam
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El(p),...,gn(p) e él(y},...,én(y), campos vetoriaigs fundamentais
assoclados, sobre P e F, respectivamente. Como a agao de G sobre

F n3c & necessariamente livre, os campos vetoriais'{éi(y)}iﬂl n
—Llpee g

podem ser linearmente dependentes em varios pontos de F. Tenmos:

ei(p) = 3t (p.exp-tei)tzo e ei(y) ac C(exp-tei)y)t=0 .

Considere agora o campo vetorial fundamental em P xXF:

d d ., -1
* —_— = =
(ei)(p,y) dt((p,y).exp'tei)tzo dt(p exp'tei,(exp'tei) .y)t

= (e, (P),-8; (P)) =&, (p) - & (p)

Podemos entzo afirmar que {e,(p) - &,(y)} & uma ba
! t t j_:l;..-;n -
se para V .
p P:Y ’

Além disso, como T (PxF}) =H &V 86F e V Cv o
(p.y) P p yl D,y p
@ F & um subespaco linear, chamade @ = (v } em V._OTF ,
Y. _ . P:Y P:Y p b
temos: ’

~ -

E &bvio e V. e H
au Py Py

nao dependem de t.

Para y € F, existe uma base ortonormal relativamente a métri

ca{, )F {fl""'fs 'kl”'.' ,kr_s}"“de TyF e constantes J\R(y) > 0, satisfazendo:



51

]"egcm=7\£(y)f2 r A =1,...,8

1 :0 . §,=S+l'.--rn

- Com esta escolha, os vetores
{e) ) = A WIErevnve (Y = ASE e (P)yeoye, (PY]

formam uma base ortogonal para V , Pois geram o espago verti-

P.Y
cal e sao mutuamente ortogonais.

(2.3.3). Finalmente, {V_} ., onde
n=l,...,n

- _ . 2. 1/2,-1 — _ 1
I Vn [t(l+lnﬁy)) ] (en(p) An(p)fn)-; L<n<s

[ =}
1_ v =+t 13 (p) . : s+l < n < n
no n - =

e uma base ortonormal para V

Py

~

(2'314)' Vejamos agora uma base ortonormal para H

r

Se hl,...,hm € uma base ortonormal para Hp C TPP, ent3do

{hlpl-o’hm ’kl'.."kr"‘s rwlf-.;;ws}

& uma base ortonormal para Hp ¥ relativamente a métrica Qt’ onde
. r
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®. = £k, : 1l <3 < xr-s
j j =J=z

E
il

Leamy 217 o, mE @) ¢ £y

.. I'< 4 <s

pois mtr vetores ortonormais, € & perpendicular a cada elemento

da base vertical.

Considere Indices satisfazendo:
l1<i,3<m

1l < o, < mtr

l_l
I A

Ay <€ r=s

leda K. o = Ka (F,(X),7, (X e K. &
seja K, o gt(ﬂ*( o) 1 Ta gl) ond th € a curvatura sec

cional relativamente A& métrica §,_ = {, ) e X e X, sac um
t E,t o 8
dos h.'s ou k.'s ou w_'s.
i : A a
Usando a formula de O'Neill para a curvatura em uma submer-

sao riemanniana (ver (1.2.3}), temos:

(2.3.5) Ry g = g, (KarXg) + ;%-H[xa,xa]v”;
_ t

onde V denota a projecao §t-ort0gonal na T-fibra ancadafﬁp:w(PXFL
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Por outro lado, a curvatura escalar 5, , (%{P,y}} e calcu
R i
lada como:

ot

(2.3.6) 8, y (F(p,¥)) = & K L
T E.t a,B

g Koo + L ﬁ A4 kK = ﬁ. +
S il
i<j A<l

e

Na proposigac seguinte, obtemos as curvaturas seccionais Kuﬂ

na metrica §t em termos das curvaruras seccionais K_, de M, EK_ de

M P

F, KG de G e da conexao .

PROPOSICEO (2.3.7).

= 5 S lﬁ 2
1) K o =R Bt are Rl — A i —— (H..)
(1) = M (Tably sy i = 32 i
n
{ii}_Kil =0
2
~ s A 2
e -2 cho= n n
= + —
(iii) Klu t KF{kl’ku} s nil T [Mlu]
~ 2 RE 5.2
fi3r) K. =t —— T (G
i3 By 3
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' 2
. o - : ' : - 5 : A 2
(V) Ky, = € = KO ,E,) + o e 5 Lo g
: 14X o n=1 1+A° 1+ a
a a
2 2 :
~ A A
-2 -3 b _ -2 1 1
(vi} K =t K.(e ,e,) + t K_(f ,£ ) +
ab 142% 112 © b 1422 142 Fa'b
S a b b
3 =21 1 S 1 n n o2
+ = t ) (A A, C A D' )Y +
4 1A% 1422 p=l 142 aba ab
b -'n
2 2
3 - _I&_a Ay m n 2
1+>\a 142 n=s+1 a
onde:
a 1 : noo_.
Hij 5 w] hi,hj_] e )G._ Dab <[fa,fb] ,fn >F
¢ =<{[e_,e.l,e ) MO = (ke Lk ],E )
ab a’'""b'n G TAu AT T P
e NY.={[k, ,f 1,£ )}
Aa SATTat T g
PROVA. (i) CAlculo de Kij
Usando a expfesséo (2.3.5), obtemos
) 3 Iv 2 , '
. =K~ (h.,h, +—”h.,h. ” , h.,h.€H CTDP.
i3 gt( 1y zllhy J] § 13 P P

t

Por outro lado, usando novamente o teorema de O‘Neill_para a

submersao T: P ?& M {(ver diagrama (2.3.1)), vem:
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: 2
K~ h . F h . - N h . - » » = -
gt( i J) th(hl, J) KM(W*hl,ﬂ*hj)- 7 [hi,hj] .

onde W denota a componente vertical relativamente a m-fibra.

Mas:

netg

W T
[hi,hj] = gt([hi,hj},e;)en

n=1

onde {Eﬁ} & uma base g, -ortonormal de Vp (E; =t e ).

Entao:

(w([hi,hj]),e ) e

[hi,h.']W -

e =

n=1

Se |l “t & a norma relativamente a g, ¢ vem:

2 _ 2
(w([hi,hj],en) = 4t

G n

2

m
L
n =

(i-1) | [hi,thW”i =t gl . (ng)z

pois 15 17 = £

~

gt-ortogonal em rela-

Calculemos agora [hi,hj]v , projecao

¢ao a f-fibra. Temos:

1

2

D

. S ' . -
v - “1,. .2

@ -2 £ )t (9
=1 nnn it

(en-—hnfn)

m -1 - . -1 —
+ b §t([hi,h.],t en)t e_ .
n=s+1l ] C
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| 1
Usando a notacao: An = (1+A§) 2 , obtemos
vj 2 2 S 4.5 .2 2 5 24 4 2
(i-2) ”[hi,hj] ”~ =4t” T oA 07 -4t 1o alatml” o+
gt n=1l J n=1 nn 1]
m 2
rat? 1 @)
n=s+l *J

Finalmente, usando as relagoes (i-1) e (i-2) na expressio:

i%ij = Ky (m,h,7,h,) —%”[hi,‘hjl‘“’”i +-2- ”[hi,hj]V”f
t

obtemos (i).

(ii) caleulo de KiA:

Usando a expressao (2.3.5)'que_é'f5rmula de 0O'Neill para a

C . . ~ - PxF
submersa¢ riemanniana T P xXF — < ! vem:

~ ~ ~ 0 ~ -3 i, 2
K.. = K (meth, ), (k. })) = K~ (h,,k, ) +Z IIlh, kK ]I
ix ('>E,t LA A g, 1 A 4 i77A &,

Na métrica produto §t em P xF, temos:

s

Segue entac que Kiy =0 .
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(v) Calculo de Kka :

Novamente, usando a formula de O'Neill, vem:

_— 5
~ _ ~ } A V
by, g, Gy 311 g
Maé,
' ~ v _ 2 -1 -1 v
: [kk'wal [kl't A A e + 1+t A f£f]1 =
_ -2 v _
= t™% g g (£ %A [k ,£1,V)V
a . t a A'a"'n’ 'n
n=1
onde V, = £ -t hoar

nn AN

Alguns calculos nos levam az

2 .
2 _ s A 2
“[kk’wa]v“~ =t ? L . 2 2 (Naa)

gt n=1 1+Aa l+)\n

Por outro lado,

Ko (Ro,w) = t 422 (Rik,, €0k, ,£ ) =
d A a a ATa  vA' Ta
t t
_ -4.2 2 L .-2.2
=t At (R(k,, £ )k, £ > =t A K. (k).

F

Os cdlculos de (iii), (iv) e (vi) serido omitidos porque embo
ra exaustivos, sao efetuados de maneira totalmente andloga aos an-

terijiores. [
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‘Na proposicao seguinte daremos-uma'expresséo para a curvatu-
ra escalar em espagos totais ae fibrados associados (E,M,F,G,7).
Este resultado & obtido atravds da soma (2.3.6) das curvaturas sec
cionais obtidas na proposigac {2.3.7). Com o objetivo de obter uma

expressao simplificada, usaremos a seguinte notagao:

, .
C m s Aa 2 :

(a) e(x) = 2 z z 5 ) >0 para todo
| 1,371 a=1 1+2%

p€mnm (U , onde x="7(p) €EM .

- . 2 ~
©(x} serid o coeficiente de t na expressac da curvatura

y

escalar 5 {7

"Bt {p,vy}
n n n N, -
(b) F(h, o hg oAy oMy Ny, Cop D)) 2
2 ' 2
s A 2 s A 2
= 3 5 Ny o+ 3 5 1 . n (Nfa) +
A<y n=l 1 +2A H A,a n=l 1 +A% 142
n a 1y
n Az kg 2
+ . L .7 2y 5 (c”b) +
a<b n=s+l L1 +i° 1+ a
_ a b
s 2
1 1 1 no_ N
+ ) Z 2 2 (hahbcab AnDab) ’

' _ 2
a<b n=1 l-+ka 1 +Xb l'+kn

Observamos gque esta expressao € nao-negativa e limitada, in-

dependente do valor de t.
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c} Finalmente, denotaremos por A(u), u € E, (u = %(p,y)) o coefi-

ciente de t“2 na expressao de S< y (7 {p,y)), onde:
' E,t
wooN
Afu) = 2 5 5 KG(ea,eb) +

1 !
[ o K.(k.,k ) + I K {k,,f) + T K (f_,£ )+
foacy FOATT T 2 TRATTR T U 12 1l Falh
a a. b
n n T n
+3/, FOL A A M Ny el B

PROPOSIQKO (2.3.8). Se’ S( ) (7{p,y) & a curvatura escalar num

‘B, t
ponto T (p,y) € E, relativamente & métrica ¢, % £ SM(X) & a cur
, r
vatura escalar de M em x = m(p) : KG & a curvatural seccional

do grupco estrutural G e KF’ a curvatura seccional da fibra F,

entao:

5 (Fp,y)) = Sy(x) - £ 8(x) + 2 Aw)

kg e

onde x =7(p) e u= T{p,y) .

Com estes dados, podemos agora concluir:

TECOREMA (2.3.%)}. Seija (E,M,F,G,ﬁ) um fibrado com M compacta e su
ponha que G & compacto de dimensdo > 2. Se F & compacta de di

mensao > 2 e admite uma métrica G - invariante ‘de curvatura
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seccional Kp > 0, entao existe um nimero real A (0 < A < 1) tal
que toda funcio C £ :E > IR que satisfaca E ﬁzz <A ,&uma

fungio curvatura escalar de alguma métrica riemanniana em E, ex-
ceto talvez quando £ = constante > 0.

~ a _ 1 :
PROVA. Na expressao de Hij =3 <w([hi:hj]);ea> , 08 vetores hi

G

e hj 830 elementos de uma base ortonormal do subespaco horizon ~

tal H c T (P x F).
P y

Y P

Sao portanto vetores de comprimento unitidrio relativamente &
métrica ét , para todo t > 0. Entao o'comprimento de w([hi,hj])
na algebra de Lie g de é é limitado independente do valor de t.
Isto significa que © coeficieﬁte de tz na expressao de

-

Sy ((p,y)) (ver proposigao (2.3.8)) € limitado para todeo va-
''E,t

lor de t, para gqualquer x = 7({p) € M,
Além disso, o coeficiente de t-2 ; A{u), na mesma expressao
€ estritamente positivo e também limitado, independentemente de t,

uma vez gue € uma soma de parcelas envolvendo as curvaturas seccio

, n- n n n
nais de G e F e F(la ,hb ,Xn ’Mku ’Nla ¢+ Dy 'Cab)'
= m M -
Entao, denotando por S( ) e S< ) os valores maxi-
"R, t P E,t
mo e minimo da curvatura escalar na métrica ¢, % ¢ € desde gue a
!

curvatura escalar de M, SM(X) & limitada, temos gue:
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B (t)
, ) ]
iim E,t . min Afu) _ Y o< 1
t-0 S? , (£) max A(u)
"'E,t

Nestas condi¢oes, o resultado sai naturalmente do teorema

(2.1.7) deﬁKazdan-Warner.[]

OBSERVACAO (2.3.10). Podemos estabelecer hiﬁéteses alternativas pa
ra'é teorema (2.3.9) se considerarmos, por exemplo, gue o grupo
de Lie G & compacto e semi-simples. Neste caso, a curvatura esca
lar de G & estritamente positiva, e entao a restricao sobre a
curvatura seccional da fibra F podera ser enfraquecida para nao-
negativa (KF > 0). Nestas condigaes, de maneira analoga, chegamos
ds mesmas conclusdes do teorema acima -citado, paré o fibrado
(E,M,F,G,T) .

Podemos fambem supor, numa segunda altennativa, que F admife
uma acdc pelo grupe de Lie compacto G, com apenas um Lipo de oxbi
ta. Neste caso, F & um fibrado sobre F43 com fibras difeomorfas
a ﬁﬁica orbita Géi' Em consequéncia deste fato, o coeficiente
A{u) de 1:-2 na expressac da curvatura escalar S¢ (T (p,y)) se

' Bt
ra constante e entao:

lim —— 2= =]
£>0
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Podemog entao enunciar:

TEQREMA (2.3.11). Seja (E,M,F,G,ﬁ) um fibrado com M compacta. Se
F & compacta de dimensao > 2 e admite uma métrica G-invariante
de curvatura seccional Ké > 0 e uma agac pelo grupo de Lie com-
pacte G, dim G > 2, com apenas um tipo de Orbita, entao toda fun-

cao C f : E—> IR & uma fungao curvatura escalar de alguma

métrica riemanniana em E, exceto talvez quando f = constante >0,

Se, em particufar, F admite uma agdo Lransitiva pelo grupe de
Lie compacto G, entdoc F = G/y onde HCG e um subgrupo fechado
¢ a agdo € por multiplicagdo a esquenda. Considerando em F a métri
ca homogénea normal, que & G—invariante, entao cada  funcao real

A F —> TR (&=1,...,8) & identicamente igual a 1 ou 0. Ent3c a

0 H
expressao de curvatura escalar dada pela proposicao (2.3.8) simpli

fica-se na foOrmula:

2 m r a 2
S (T (p,y)) = 5,(x) - t z T oETL)y o+
kgLt M i<j=1 a=1 13
1 ,.-2 1,-2 3 .,-2_,.n .0,
+ 1t I K.le_,e) + 7t Sply) + 7 ¢ F(Cab.-Dab)
a<p .
onde:
SF(Y) & a curvatura escalar de F em y e
m : ‘ r 2
n n 1 n .2 1 n n
F(C . ,D') =% 1T ) (c,) + 4% Ik £ (C,,. -D_)
ab’” "ab a<b  n=r+i ab a<b n=1 ab ab

Se fizermos entdo uma hipOtese mais restritiva sobre o tipo
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da agdo sobre ¥, podemos reduzir as condi¢Oes sobre sua curvatura

e obtemos o resultado:

TEOREMA (2.3.12). Seja (E,M,G/,,G,7) um fibrado M compacta. Se G/,
'possui dimensao > 2 e admite uma métrica com curvatura escalar
Sp > 0, entdo toda funcdo real ¢ f :E—IR & uma funcao curvatura

escalar de alguma me@trica riemanniana em E, exceto talvez quando

f = constante > 0,

_PROVA. Anadloga a do teorema {2.3.9).0

O sequinte corolario & imediato:

COROLARIO (2.3.13). Seja (E,M,s",0(n+1),7), n > 2, um fibrado de

o

esfera, cuja base M & compacta. Entao toda ﬁﬂqéo(? f:E — IR
uma funcao curvatura escalar de alguma métrica riemanniana em E,

exceto talvez quando f = constante > 0.

Eells e Kriper em [E,K ] efetuaram o calculo do nimero de 7
(15) esferas exOticas que se exprimem como fibrados de esfera so-

bre esfera '"standard". Este dado nos leva ao seguinte resultado:

COROLARIO (2.3.14). Das 28 (16.256) classes de difeomorfismos de

7 {15-) esferas exdticas, 16 (4.096) sao tais que toda funcao real c

Y5 L ®m) 2 uma funcdo curvatura escalar de algu-

. - . . . ., 7 15
ma metrica riemanniana em § {(z

£:20 — R (f:3
) exceto talvez quando

f = constante > 0.
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Por outro lado, o teorema (2.1.2} de Hitchin garante que as

esferas exéticas que nao sao bordos de variedades spin n3oc admitem

sequer métrica de curvatura escalar § >0 e S Z 0. Concluimos portanto:

COROLARIO (2.3.15). As esferas exdticas que nao sao bordos de wva-
riedades spin nao se deixam exprimir como espagos totais de fibra-

dos bastante gerais.

Concluimos este paragrafo observando que em dimensdes n=8k+1
e n =8k+2 (k € IR), por exemplo, metade das esferas exdticas e

nao saoc bordos de variedades sgpin (ver Lawson-Yau - [L,Y]}.

§4. ALGUMAS CONSIDERAGOES A RESPEITO DA CURVATURA DE RICCI

Como ja observamos na introducao deste capitulo, o estudo
global de curvaturas escalares prescritas foi exXtensivamente explo
rado por Warner-Kazdan. Um estudo andlogo para © caso da curvatura
de Ricci foil feito por D. Deturck e J. Kazdan.

.Lembramos que se M € uma variedade riemanniana e se X,Y¥,zZ €

€ TpM , 0 Tensor de Ricei & um tensor 2-covariante definido como

sendo o traco da transformagao linear z > R{z,x)y. Portanto:

Ric{x,y) = ; {R(ei,x)y,ei)

1

-

onde e; € una base ortonormal de TpM..A curvatura de Riced de um

veton x & o nuamero Rie(x,x}).

A questao fundamental analisada por D. Deturck em [ DT-1] e

[DT-2] & entao determinar quais tensores covariantes simétricos de
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posto dois, podem ser tensores de Ricci de métricas riemannianas.

A definigao da curvatura de Ricci torna o problema de determinar
uma métrica g que realiza uma dada curvatura de Ricci R, um proble
ma de determinar a solugao de uﬁ sistema de equacgOes diferenciais

parciais n3oc-linear de segunda ordem, a saber:
Ricc(g) = R .

Surge aqui uma dificuldade,.porgue embora o nimerc de egua-
¢oes e incognitas do sistema acima seja © mesmo (g e R sao simétri
cos), a solucdo encontrada deve também satisfazer certas condigdes

de compatibilidade impostas pela identidade de Bianchi.
Vejamos um resumo dos resultados obtidos, na teoria local:

Para variedades de dimensao dois, a solugdo é bastante sim-

plificada e vale:

TEOREMA {2.4.1) (ver [DT-1]). Uma condicdo necessaria e suficiente
para gue R seja localmente o tensor de Ricci de uma métrica rieman
niana (quando n =2) & que Rij = GYiﬁ onde ¢ & uma fungao escalar
e Yij & positivo definido. Sobre uma variedade compacta M de
dimensao dois, um tensor do tipo acima & o tensor de Ricci de uma

métrica sobre M se e somente se J qde = 27X (M).
: M

Para variedades de dimensdo > 3, o resultado & o seguinte:
+g

TEOREMA (2.4.2) (ver [DT—2])f Se Rij & um campo tensorial Cm
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- .

(resp. C , analitico) {m > 2] em uma vizinhanga de um ponto p so-

bre uma variedade de dimensao > 3, e se’ R—l(p) existe, entao exis
- . . . + @ -

te uma mdtrica Riemanniana C° o (C , analitica) g tal que Ricc(q)

= R em uma vizinhanga de p.

Outros resultados relativos a curvatura de Ricei em fibrados
foram obtidos independentemente por Poor [P}, Hernandez [H] e Nash

(N]:

TEOREMA (2.4.3). Se (M,h) & uma variedade riemanniana completa com
Ric(X} > s > 0 para todos os vetores' unitarios X em TM e
G...P—+ M & um fibrado principal sobre M com fibra de um grupo
de Lie compacto G, entaé existe uma metrica G-invariante g, em P

com curvatura de Ricci positiva.

Segue © seguinte corolario:

TEQREMA (2.4.4). Se (M,h) e G ...P —+ M sic como no teorema
anterior e F & uma variedade riemanniana com curvatura seccional
positiva, invariante sob G, entao o fibrado associado P xoF pos-

sui uma métrica riemanniana com curvatura de Ricci positiva.

A demonstragao deste teorema segue simplesmente de uma soma

de parcelas apropriadas dos calculos efetuados no paragrafo 3.
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APENDICE - (A.2)

SOBRE A CURVATURA SECCIONAIL EM FIBRADOS

PRINCIPAIS E FIBRADOS ASSQOCIADOS

0 calculo da curvatura seccional do espago total P do fibra-
do principal G ...P — M, relativamente a métrica .9, fol efetua
do por Mercuri-~Rigas em [M,RrR]l, usando as componentes do tensor de

curvatura obtidas por Jensen em [J].

Se X e Y sdo dois vetores ortonormais em TpP, com

m m+n m m+n
X= I x.X. + z x_ X e Y= § y.X, 6+ I vy X
j=1 *+ 1 a=m+1 a a e a=m+l 2@

‘'onde m=dim M e n = dim G, entao a expressio da curvatura sec-

cional &:
' -2, 2 2 v .V . 2.2
K(X,Y) =t "( ¢ x_y K, X,¥7) + ( T xiyj)KM(w*X,w*Y) +
a,b 1,7
a¥b i#3

+ o (X,Y) + tB{X,Y} + th(X,Y)

onde a,B8 e y sdo fungdes limitadas em TP xT;P, onde TP e o

fibrado tangente unitario de P relativamente a g, .
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0 interesse numa expressao andloga para a curvatura seccio-
nal no espaco total do fibrado associado (E,M,F,G,T) nos levou ao

calculo das componentes do tensor de curvatura da métrica g, em E.

Estes calculos foram efetuados usando a mesma notagac e as

~— -

nesmas bases ortonormais para Hp v = Vp v obtidas no paragrafo
¥ r

3 deste capitulo e a seguinte formula de O'Neill (ver [ON], p. 464):

(R(ﬁ*ZA,ﬂ* 5 Txlar *ZD ) o =

~ h
= (R (W*ZAITT* B) 'IT* ) ’ ZD> =

= (R(Z )

250200 2p )—Z(A ZgrBy zD>+_

“a C

+{pn_ 2z ,an Z_)+{nA ZA,A Z_ )

ZB C ZA D. ZC ZB D
onde {Zl,...,zn ’Zn+l"'7’zn+r} , com ZA = N*ZA {ver diagrama
€ H 3 -
(2.371)) (1 < A,B,C,D < n+?) e Z, Hp,Y" 2 uma base (')E,t

ortonormal de 7T

ﬁ(p,y)E .
Entao, fixando indices

1 < i,3,k,% i.n

1 i_k,ﬁ,n,g < r-s

1 a;,b,e,d

| A
1 A
[(+]

"l <¢cu<m



e denotando por Hlj‘

obtemos,

~

RABCD -

atraves de

calculos anadlogos

=V ((-Q( r )rea
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) %) ()

aos da Proposigac (2.3.7):



(i)
.(iiJ
(i1i)
{iv)
(v}
{vi)
(vii)

{(wviid)

(ix)

B>

135k2

»

Rij2a

e

ijau

>

Ridgu

3

Rluin

>

R
rung

e IS

ijta

W >

13ab

L

1a3b

n m
= 42 1 q
£ ML L pzl Hﬁ;ﬁgj +A ML (5 E HlLC

M 2 2.2,,.0 P P D
Rijk£+ + pil J\pr(ZHink2 + HikHjl
0

s

TOA L2H?.M§
p=1 PP AT AW

]
% T A L2HP.M§
p=1 P P ij Au

0

-2 F 1,-2 2 .22 . p.p 1
£ TRaung T3 F 0 I Ak Mty T 3
71 » 2,

aaiif

2' n a _ 5 o _s p
RS AN pil (Hipyﬁj H?png) F AN T [pil ka;Hiij T 2P . P -

ag=1

- gP yF
Hilij)

MP MP - 2 MP P
U AL 2 T nATug

ab p=1 P 1] ab =1

s .8
2 1l s AP @ 4Ly AP
@ 2 o piiad 2 ) "ppi]

oL



{x) iiabic =9
) B Py s it D G- 3 @@ 3 1 ogad 1 oag-
a =l ps+l p=s+l p=s+l
1,-2 2 : _
-2t LLL L 1::5‘-1 1 [mazbéa’b - zpogb) cxcxdcgd - Angd] - mbaccgc-zppgc)aazdcpad-x DR 1-00 A cF' - DP RELW! Sog c}:d)]
Lo - 1 .- s 2 1 1
(x11) Ropga = t ZLa[{uga 3t ZI‘a pil )‘é"p [Mﬁuwga 2 MﬁiNﬁa z #Elela !
- 2 1 1
[x'iil’ R;\ pab £ aT'bRE ab t 2L Lb Z }‘ L [ Abcp Png)Mil * Z ApNI;aN};b 2 pr‘iamﬁb ]
a2 , . 1 1 .
(xiv) By 4=t LaLbH;:a b " 2 t 21..a1.}D 5 A p pNP;\aNppb +3 ApNiaNplb E(J\a:\bcpab Apnpab) Mgu ]
- _ - : 1,-2 1 - P
(v} RabAc =t aLchszAc t3t .I"aIbL Zl Apr b Ab Ac Z(Ab)‘ccgc Dgcmi,a +7uaaccpeic xpngc)h'lb ]

TL



P _ '
onde (;ab { [ea,eb] , ep)

P -
D} { [fa,fb]‘,f )

e Ly = ——5173 (g = a,b,c,d)
q (l+k(21}12 r r r

P _
M _([kk’ku] , £

Au P g
P .
NEa <[kE’fa] ,fp)

As demais componentes do tensor de curvatura podem ser obtidas destas, usando as identidades:

Eal ~

Rapep = " Reaco = " Bampe T Repas

L]

aeep t Reamp * Reeap T 0 -

o>

L
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OBSERVACOES :

(A.1) ~ O calculo manual da curvatura seccional ﬁ(X,Y) para X,Y

dois vetores ortonormais guaisquer de se tornou imprati

T~ E
T{p,y)
cavel, em consequéncia de suas extensas expressoes.

{(A.2) - Obtidas as expressoes de K(X,Y) e ﬁ(X,Y), o problema que
se coloca, numa 28 etapa, & a investigacgao sobre a existéncia de
conexoes especiais em G e P — M e/oﬁ F.:..E — M, pelo menos
em alguns casos particulares, para podermos concluir, usando tais
expressoces, em quais casos as métricas Iy e/ou at tém cur-
vatura seccional ndo negativa. Tais investigacdes envolvem resolu-
¢oes de sistemas de.equég6es a derivadas parciéis essencialmente

nao-lineares e nao triviais.

Tendo em vista as observagSes anteriores, passaremos no prd-
ximo capitulco a fazer o encaminhamento para o estude de um caso es

pecifico.
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cAPITULO IIT

METRICAS DE CURVATURA SECCIONAL NAO-NEGATIVA

EM FIBRADOS PRINCIPAIS

§1. INTRODUCAO

-

No contexto geral da classifiéagﬁo de variedades riemannia —
nas com dadas condigaes sobre sua curvatura, & fato bastante conhe
cido que, a menos de recobrimentos riemannianos, as variedades com
curvaturia secelonal K-aongtante sdao isométricas a esferas, espacgos
euclidiancs ou espagos hiperbblicos conforme esta cufvatura seja
positiva, nula ou negativa. No caso das Ua¢Ledade4 niemannianas. com
pﬂétaé; dimpLesmenie conexas de curvatura seccional negativa  ou
nufa (K < 0), o classico teorema de Hadamard-Cartan estabelece gque

- . . s n
elas sao difeomorfas ao espago euclidiano IR,

A grande dificuldade se encontra justamente nc estudo de va-
riedades de curvatura seccional estritamente positiva (ou nao ne-—

gativa).

Um resultado bastante significativo e que nos da informagoes
sobre a estrutura topoldgica da variedade garante que se M & rie-
manniana, completa, com curvatura seccional K > & > 0, entao M &

necegsariamente compacta (Corolario do Teorema de Bonnet-Meyers).
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0 caso alternativo do estudo da estrutura de variedades com-
pletas abenrntas de curvatura éécciona£ posiitiva € dado por Gromoll
e Meyer em [ G,M-1] {(1969) e Cheeger e Gromoll em [C,G] {1972}). Eles
generalizam, para dimensOes arbitrarias, o seguinte teorema de Con
Vossen para variedades nao compactas de dimensao dois e de curvatu
ra nao negativa: "Em dimensao dois, uma variedade completa nao com
pacta de curvatura nado negativa & difeomorfa a IR2 ou & "flat"". Os

teoremas bisicos de Cheeger-Gromoll e Gromoll-Meyer sao os seguintes:

TEOREMA (3.1.1}. (IC,G]l}. Seja M? uma variedade riemanniana nao-
conmpacta, completa, de curvatura secciqnal nao-negativa (K>0). En
tao existe uma subvariedade S € M, totalmente geodésica, compacta,

chamada "alma" de M, tal que M & difeomorfa ao fibrado normal v{S).

TEOREMA (3.1.2). {([G,M-1]1). Seja M? uma variedade riemanniana nio-
compacta, completa, de curvatura seccional K > 0, Entac M & di-

feomorfa a IRn.

Durante algum tempo, os Unicos exemplos conhecidos de varie-
dades diferencidveis simplesmente conexas munidas de estrutura rie
manniana de curvatura seccional estritamente positiva eram: as es-—
feras, os espagos projetivos complexos, ©0s espacos projetivos gua-
ternidnicos e o plano projetivo de Cayley. Estes espagos consti-
tuem exatameﬁte a classe dbs espacos riemannianos simétricos com-

pactos de posto um,
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Vejamos entdac um resume dos principais exemplos encontrados

na literatura mais recente.

A classificagéo'de todas as vardiedades diferenciavels simples
mente conexas que admifem meirica niemanniana homogénea de curvatu
aa seccional estritamente positiva foi obtida na sequéhcia dos tra
balhos de Berger [B] - (1961), Wallach [W] - (1972) e Bérard Bergery
[BB] - (1976)- |

Berger obteve uma claésificagﬁo dos espaccs homogeneos noi-
mais, e também dois novos tipos topologicos, em dimensao impar, de

variedades que admitem curvatura seccional estritamente positiva,a

saber:
v, =8p(2 / -, de dimensdo 7 (ver Obs., (1.5.12)
SU(2) -
e
v, = su(s) / , de dimensdoc 13
Sp{2)xT
onde T dénota o circulo tal que SU(4) xT = U(4) pela inclusao

classica U(4) C su(s).

En [W]}, Wallach generaliza os resultados de Berger para di-
mensao par, obtendo a classificagao de fodos 04 espacos homogéneob
compactos de dimensao par que admitem estrutura riemanniana homogé
nea de curvatura seccional estritamente positiva. Sao obtidos
também trés novos tipos topoldgicos de variedades que admitem mé-

trica com curvatura seccional K > 0. Estes exemplos sao:
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SU(B)/f , de dimensao 4, onde T & o0 toro maximal de SU(3).

Sp(3)/’SU(2)X SU(2) x SU(2) ’ de dimensao 16

e F4/$p(8) , de dimensao 24.

Ao lado dos espagos simétricos de posto um e dos cinco exem-
plos citados de Berger e Wallach {gque sao variedades de tipo topo-
16gico distinto dos espacos  simétricos de posto um), existe ainda
uma sende Linfinita de verdiedades com curvatura seccional K > 0, de
dimensac 7,de Lipos de homotfopia distintos que foram obtidas  por
Aloff.e Wallach em [A,W] - (1975}, (A conjectura de que neste con-
texto, nao existem outros exemplos, foi provada por Bérard Bergery

em [ BB]).

Finalmente, em [E]l - (1982), Eschenburg obteve novos examplos
numa classe mais geral de ?ariedades; Se G &€ um grupo de Lie quél—
quer, O grupo G.2 = G XG atua sobre G por translagoes a direita e
& esquerda. Se U & um subgrupo compacto de GZ, qﬁe atua sem pon-
tos fixos, entao o espago de Orbitas Gé} & uma variedade diferen-
cidvel, que ndo € homogénea em geral. (A esfera éxética de dimen-
s@do 7 e K > 0 construida por Gromoll e Meyer, que serd citada
posteriormente, fol obtida desta maneira)i Eschenburg aplicou este
método a G = SU}B), U 2 U(1l) em G2 e obteve uma familia de va
| niedades compactas, sdimplesmente conexas , ALopologicamente dis

tintas, de dimensdo 7, que nao sdo homofopicamente equivalentes
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a espagos riemanniancs homoglnecs compactos e que possuem curvatu-
ra seccional estritamente posiiiva, e "aproximam” de uma certa ma-

neira os exemplos de Aloff e Wallach.

Passemos agora aos exemplos de variedades riemannianas com

curvatura seccional nao negativa (K > 0}.

Gsando a formula de O'Neill noc contexto das. observagoes (1.2.5)

e (1.2.6), Gromoll e Meyer em [G,M-2] ~ (1974), construiram uma va-
rniedade niemanniana 27 com metnica de curvatura seccional K >0,

tal que 2’ % homeomorfa a 57, mas com estrutuna difenenciavel exo

- . . . ~ . 3 3 -
fica. Mais precisamente, consideraram uma agao livre de S X §° =

Sp(l) x Sp(l) sobre 'Sp(2}, obtendo wuma variedade quociente

SP(Z)/ 3 3 difeomorfa a 84. Em particular, a diagonal A em
s” xg ' | :
S3 XS3 atua livremente sobre Sp(Z). A variedade quociente 27 =

sp(2) /A g um S3—fibrado, nao principal, sobre st .

3.3, o~ .3
s xs”/, £
7
S5,(2) /, =3
254
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Nao & conhecido se a métrica obtida sobre esta esfera exdti=-
ca pode ou nao ser_deformada em uma outra com curvatura seccional
estritamente positiva. A propdsito, sobre as esferas éxéticas, lem
bramos, do Capitulo II, que muitas delas nao admitem nem mesmo mé-
tricas de curvatura escalar nao negativa. E interessante observar
tamb&m gue A. Weinstein tinha conjecturado ja em 1968 -[wr-1] .que
esta esfera, em particular, nio adnite metrica ndiemanniana com §4-
bras totalmente geodesicas & curvatura secclonal estritamente posd
tiva (K > 0). Esta conjectura foi provada por Derdzinski e Rigas
em 1980 (ver[D,R-1]}, onde o principal resultado estabelecido por
eles & que 0 unico 83—5ibnado sobne s° que admite metndca niemannia
na com {ibras toialmente geodesicas e curvatura secelonal XK > 0 2

o gibrade de Hop4 83 .,;ST ¥+-S4 .

Uma pergunta que segue naturalmente do Teorema (3.1.1) (ver
inicio deste paragrafo) & como construir métricas de curvatura éeg
cional nao negativa em fibrados vetoriais sobre variedades compac-
tas que Jja possuen métricég de curvatura sec;ional nao-negativa,ou,
de maneira mais especifica, como foi proposto por Cheeger e Gromoll

em Ic,G] - (1972) e por Yau em [yl - (1982):

QUAIS FIBRADOS VETQORIAIS REAIS SOBRE ESFERAS EUCLIDIANAS Sn

ADMITEM METRICAS COMPLETAS DE CURVATURA SECCIONAL K > 0z

Os casos de fibrados vetoriais sobre esferas de dinensaoc mails

baixa, isto e, Sl,_s2 e 83 sao relativamente simplesg e todos eles
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admitem métrica riemanniana com K > 0 (ver, por exemplo [M,R]), e
també&m todos os fibrados vetoriais sobre S5 admitem métrica rie-
manniana com X > 0 (ver [R-4]). |

O primeiro caso interessante &€ o de fibrados vetoriais sobre
54, e estd associado com o problema de existéncia de métricas de
curvatura seccicnal nac-negativa em algumas esferas exOticas de di

mensao 7. Alguns exemplos sao descritos por Rigas em [R-2} - (1978)

e [R-3] - (1968)}.

Um résultado parcial, no caso estavel, em resposta & questao
anteriormente éitada, fol estabelecido por Rigas em [R-2] : Para Lo
da classe de fibrados veforndiais estaveds sobre uma esfera, existe
um representante, cujo espace total admite uma métnica de curvatu-
ra secclonal n&o-negatiua. Em outras palavras, dado qualguer fibra
do vetorial £ sobre uma esfera Sk, existe um fibrado trivial T
sobre sk - tal gue a soma direta & © T admite uma métrica rieman

niana completa com K > 0.

0 problema central deste trabalho, que passamos a descrever,

estd relacionadoc com esta questao.

Conforme ja observamos em (1,4.7), a métrica utilizada na 1i

teratura para obter informagoes a respeito da curvatura do espago

total de um fibrado principal G ... P > M &, em geral, a mé-

trica riemanniana g (utilizada nos calculos do Capitulo II), de

finida por
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onde t & uma constante positiva e w & uma conexao em P. Neste ca

s0, @ profecao T ¢ uma submensac ndemanniana e as fibras de w 440

totalmente geodesicas.

As foérmulas de O'Neill ([ON]) impdem restrigoes naturais so-
bre a base M (dim M > 2) e o grupo G, que deverao ter, entido, cur

. : s o 1
vatura seccional estritamente positiva (a nao ser que G = 87}, e

portanto G = 83 ou G = 50(3).

Numa tentativa de dar uma resposta & pergunta se existem, nes
tas condigoes, métricas de curvatura seccional positiva dentre as
métri;as da familia G Derdzifiski e Rigas (em [ D,R-2]) estabele-
ceram uma condicao necessdria e suficiénte para a positividade da

curvatura seccional de g.r pPara t proximo de zero.

0 fato desta condigao impor uma restricao muito forte sobre
a forma de curvatura  de P, acrescido do fato de gue o Unico 53—
fibrado sobre S4 que admite métrica riemanniana com fibras total
mente geodésicas e curvatura seccional K > 0 & o fibrado de Hopf,

nos levou a considerar uma métrica um pouco mais geral em D, do

tipo:

onde f & uma fungao real estritamente positiva, diferenciavel, de
finida em M.
0 que ¢ fundamental nesta nossa escolha ¢ que as {ibras de =

deixam de sern fotalmente geodesicas (ver (1.4.1) e (1.4.5)).
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Usando técnicas andlogas ds notas anteriormente citadas, es-
tabelecemos também condig¢Oes necessdrias e suficientes para a nio-

negatividade da curvatura seccional da métrica ge no fibrado prin

cipal G ... P > M para M compacta com curvatura seccional

K> 0 (dim M > 2) e para G = S° ou G = S0(3).

No entanto, obter uma resposta & pergunta: E possivel defi-

nir £ :M —— IR nas condigOes fixadas de tal modo que as condi

gaes necessarias e suficientes obtidas no nosso estudo se verifi —

1

quem, & um problema nao trivial, gue por enguanto achamos seja via
vel guando aplicamos nosso teste para uma classe pré-fixada de co-
nextes em P. Ou seja, feita uma escolha de uma classe de conexoes
em P, tentamos a partir dai, viabilizar ou nao a existéncia da
fungao f£.

Passamog entdao a analise do caso dos S3—fibrad05 principais
sobre S?,‘quando a conexdo fixada em P & a conexdo "pull-back",

7 > S7. Definimos entao todas

via uma aplicagaoc gran n, h_ : 8
as etapas a serem elaboradas para este caso, estabelecendo um algo
ritmo que decidird sobre a existéncia ou ndo de uma métrica do ti-
PO 9g .com curvatura seccional nao-negativa em tais fibrados. Po-
rém, nao encontramos uma Mmaneira elegante de finalizar os calculos

e obter um resultado conclusivo.

Outras perspectivas de aplicac¢ao do nosso resultado se encon

tram em observacoes feitas no final deste trabalho.
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§2. CURVATURA POSITIVA E O CONCEITO DE "FATNESS" EM FIBRADOS PRIN-

CIPAIS.

Nesta secgac, descrevemos uma condigao necessaria e suficien
te para que métricas do tipo It citadas no paragrafo anterior pro
duzam curvatura positiva no espacgo total de um fibrado principal.

m

Consideremos entdo G ... P > M um fibrado principal so
bre uma variedade compacta M de dimensao > 2 e onde o grupo de

Lie G também & compacto.

Denotemos por w e § respectivamente a forma de conexao e a
forma de curvatura no fibrado em questao. Podemos obter formas ho-
rizontais a valores reais em P tomando composigoes p o € , com
U € g* , onde g & a dlgebra de Lie de G. Segundo A. Weinstein [ W],

dizemos que w & uma conexdo "g*-fat", se para todo u € g* , a for

ma M o & nAo-degenerada para cada espago horizontal em TP.

' > M admite uma conexdo "g*-{at", dizemos que

Se- Gl.IP

este fibrado & um "fat-bundle".

Usaremos neste paragrafo, especificamente, a seguinte expres

sd0 para a métrica 94
9, (X,¥) = h{dn(X),ar(¥)) + tQ{w(X),w(¥))

onde w é uma forma de conexdo em P, h & uma métrica em M, Q @&

uma metrica bi-invariante em G e t > 0,
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OBSERVACAO (3.2.1). Para secgoes planas vertizontais, geradas por
um vetor vertical e um horizontal, a curvatura (calculada via for-
mulas de O'Neill) & nao negativa, € sera estritamente positiva se

e somente se a conexao & "g¥*-fat".

O Teorema (3.2.1) a seguir.(extraido de notas nao publicadas
de Perdziﬁski e Rigas e cuja demonstracgao transcrevemos no Apéndi-
ce (3.A.2) deste trabalho) nos fornece um teste para verificar quan-
do existem métricas de curvatura ;ecciénal positiva entre as métri

cas dao tipo 9.+ para t perto do zero.

Por razoes ja mencionadas, € necessarioc gue a forma de curva
tura w seja "g*-fat" e (M,h) e (G,Q) tenham curvatura positiva.
Entao G = gt ou 6 =25 ou G = 80(3), onde (Q nos dois Ulti -
mos casos & um miltiplo da forma de Killing. Além disso, a forma
de curvatura  pode ser vista como uma 2-forma sobre M com valo-
"res no fibrado adjunto adpP =P xad.g, onde o Qiltimo possui uma me
trica natural nas fibras, compativel com a conexao ﬁatural. Neste

caso, a expressao ((VXQ)(Y,Z},u) faz sentido para X,Y¥,Z tangen

tes a M e u € adP.

>M um G-fibrado principal com uma co-
3

TEOREMA (3.2.1). Seja P
nexdo w sobre uma variedade compacta M, dim M = n > 2, onde G=§
ou G = S0(3). Fixe uma métrica bi-invariante Q em G. Entao as se-

guintes condigdes sao equivalentes:

(i) g - tem curvatura seccional positiva para todo t >0 ,
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suficientemente pequenc.
(ii) A conexao w e g*-fat e para todoe x € M, e vetores orto-

normais X,¥ € T .M e todo elemento u € adp, nao-nulo, temos:

n 2 2
I, x0T > (u, (v,9) (X, ¥ 7,

R (x,Y,X,Y)
| 1

k

onde Xpre-asX) & uma base ortonormal arbitraria de‘TxM e Rh deno

ta o tensor de curvatura de (M,h).

OBSERVAGEO (3.2.2). CondigOes para a positividade da curvatura sec

siconal de Iy s guando G = Sl, foram obtidas por L.Bérard Bergery.

> M

§3. COMPONENTES DO TENSOR DE CURVATURA NO FIBRADO G ... P
RELATIVAMENTE & METRICA g -

Consideremos novamente um fibrado principal

T s M

Qﬁde M & uma variedade riemanniana de dimensac n > 2 e G € um
grupo de Lie compacto, de dimensao r > 2, com algebra de Lie g.
Fixemos uma métrica (,), em M, uma métrica bi-invariante
(, %; em G e uma Conexao ® em P.
Para cada fungdo real estritamente positiva e diferencidvel
f definida em M, definimos uma métrica riemanniana g¢ = (,)f em
P por:

' 2
(3.3.1) (X,Y)f = (w*X,n*Y)M + £(x) (m(X},m(Y))G

onde X,Y S TpP
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Relativamente a esta metrica:

1) G atua por isometrias em cada (P,gf).

2) w é.uma submersao riemanniana de cada (P,gf) em {M,{ ,)M).
OBSERVACAO (3.3.2). Como a fungao f nao &, em geral, constante, a4
fibras de T nao sde, neste caso, Lfotalmente geodesicas em P, nem
mutuamente {sometrnicas {ver (1.4.5)). Por outro lado, todas as fi-
bras possuem métricas bi-invariantes, homotéticas a uma métrica
"standard" ¢{, >G de G. Alem disso, iremos provar no Teorema
(3.3.7) que para p € p, a {ibra Gy de 7 ¢ minima refativamente a

methica gg 4¢ ¢ somente e x=w(p) €M e ponto chitico de f.

OBSERVACAO (3.3.3). Neste e no proximo capitulo usaremos, especifi
camente a seguinte definicao para a forma de curvatura 2 da cone
X80 W :

H]V

- H
R(X,Y) = ~-[Xx",¥
0 prOximo lema nos fornece algumas relacgdes interessantes re

lativas 3 conexao riemanniana V de (P,gf):

LEMA (3.3.4). Se X,Y e Z sao campos vetoriais horizontais "stan-

dard"™ {(levantamentos horizontais locais) de campos vetoriais X , ¥
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e Z de M e U*, V¥ e W* sa3ac campos vetoriais verticais fun-

damentais, ent3o:

B

2
X(£%) (U'V}G_'

{a) (VU*V* , X £ ="

Em particular, se U & um campo vetorial unitario de g, en-
tao: |

: 1 2
t * = -
(@') (V,,0%,X) . = - 5 X(£9)

1.2
(b) (VU*V*,W*)f =3 £ (u,v], w)G

1 2
{c) (vxv*,w*>:f =3 X{£") (v,w )G

1 .2 ,=
* = =
(4} <va ,Y ) £ 5 £ (SB(X.:Y),V)G
% =
(e) VXV VV*X
£) vy = TFHE + 21x,v17
X - 2
X
onde V & a conexaoc de M,

OBSERVAGAO: (d) & tensorial em X,Y e V*. Portanto se Hl e H2 sao

campos horizontais e Vl e vertical em P, entdao vale

r _l 2 s
(a'y (v_ v.,H., ?} —2-f ,(Q(Hl,Hz),vl) .

Hl 1772 £ G
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PROVA. Estas relacbes sao obtidas diretamente da fdrmula que defi-

ne a conexao riemanniana V a partir da métrica 9 de P: (ver [C])

- Wiy, v, +

+ v{U,W £

2(?UV,W o= UlV,W?

f £

£

+ ([0,V] ,W)_ + ([W,U],V-)f - ([V,W],U)f .

f

Os calculos sao efetuados de maneira anadloga & dedugao das

férmulas correspondentes para O caso da métrica 9., encontradas por

exemplo em (fM,R] - pag. 102}. -

EXEMPLO (3.3.5). Determinaremos, neste exempls, una conexao em 54 in-

duzida por uma métrica do tipo (3.3.1)

. 4
Para tanto, consideremos cada ponto p € 8§ com coordenadas

do tipo P = (g,¢) onde g € 83 e ¢ € (0,7)

FPigura 4
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Nestas condigodes, podemos considerar S4 (exceto dois pontos,

o polo norte e o polo sul) como sendo o espago total de um fibrado

principal trivial:

s3...83 x 0,m 2> (0,m
' 3 . ~ 4 R - .
onde, em S~ x (0,7) = 8 - {n,s} fixamos a métrica
¢,y =(,)=d¢" +£($)¢(, )
) 3
s
onde f(¢) = sen ¢,

E obvio que as fibras de p ndo sao totalmente geodésicas (ex

ceto quando ¢ = 1/2}) nem isometricas.

Uma base local de campos de vetores tangentes a 54 numa vizi

nhanca de um ponto P = (q,¢) serada do tipo:

> - >
lai caj s gk , 3/,

> -+ -+ .

onde gi ,qgj ,ak sao campos vetoriais verticais fundamentais glo
' e :

bais, induzidos da base i,j,k de TI83 e B/b¢ € um campo ve

torial horizontal local.

Fixando a notagao:

~ -> - - - > ~ -> >
= 3 = i = i%* - = ] = * » = =
Xl 1q gi i ; X2 ai | : X3 gk k
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~—

e X, = 3/a¢ ; e usando as relag¢oes do Lema (3.3.4) obtemos a co-

nexio V em 84 :

X. = 2 sen ¢'§3
{ii)
(iii) V=~ X, = 2 sen ¢§<l

~— —‘.‘—' l

X, = > cos 9 X

(iv) ¥

(v) Vg X, = L cos ¢ X

X, 4 2 1

(vi) 65—(2324 = 3 cos ¢ %,

(vii) §i3§4 = 5 cos ¢§3
(viii) 65{45&4 =0

Como & usual, para o tipo de calculo que iremos efetuar, de-

vemos introduzir agora um conjunto de bases adaptadas em 1T_l (U)

{onde U & um aberto em M) consistindo de todas as bases gf—ortg

" normals da forma

{Xl;'xz,.o.;xn;f Vi'ooc rf V;}
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onde para cada ponto u € v_l(U) C P, os vetores xl'xz""'xn for
mam uma base ortonormal de vetores w-horizontais (levantamento de
uma base ortonormal Xl,X ""’in diferenciavel em U), e os veto-
res Vi""’V; sao campos vetoriais verticais fundamentais em P,

induzidos de uma base ortohormal .Vl,...,Vr de g.

Consideremos indices satisfazendo &s seguintes condigoes:

2
ol

1 <i,j,k,2,m<

[
A

< a,b,c,dys < r .

Usando as equag¢oes ' fundamentais associadas & -submersao
T + P — M, obtidas por 0O'Neill em [ON] e o Lema (3.3.4), obtemos
as componentes do tensor de curvatura de Riemann de 9y r+ ©XPIESSO

em termos da curvatura de M, da conexao w e da fungao f e suas de-

rivadas:

PROPOSICAO (3.3.6).

£ _ M .2l o=t k=2t _1=2=2
(1) Ryspm = Rigpm ~ 1 i 5 HysHen * 7 HixHyn — 7 HipHye ]
f o _l.ma 1y Ly oo 4Ly oo
(ii) lema 5 inj;m 5 (f)H 3 t5 xi (jf)Hjm t 5 xj(f)HIrli
f -1l 2. yza b _ 1 - 5 55,02
(1i1) Ry =7 % i[ﬁizﬂzj sz gi) 2 Hi3%s
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. f 1 2. zb=za _ 1. =5 .a
(iv) Ry sp =7 F TS T A Hy5Cep -
- % x5 v x, (6)TI 16
175 2 L ig” "ab
f -1 - 7P
(v} R bic > z X (f)(abc 12 Gac 11)
. b -1 -2 a .8 -2 e 2 _
(Vi) Ropeqg =7 °F z Cosbea * £ i X(E) 700,09 ~%40%ha’
=3 .= (0 Ta - " =
onde Hij Q(Xi,xj},va)G . Hlj ‘i me((ﬂ( , ),Va)G)(Xi,Xj) e
Gab & o simbolo de Kronecker.

Todas as componentes do tensor de curvatura podem ser obti -
das destas, usando as identidades:

Rasep = ~ Feacp = ~ Rampe 7 Rasep ™ Bepap ©

Rapep * Reeap * Reasp = 0 ¢

PROVA. Usando os resultadoes {a), (b}, (cf e (d) do Lema (3.3.3) e
usando a notacao:

= £ Tyre
VS f VS

obtemos as seguintes formulas:

V* b’

1
(a') (V¥ *v*) =z {V__V* X, ) X, =-Z1I
Va b 2 £ 2



93

' v s

(b*) (v_, v¥) = ly_, Vv* vV ) V_=1I C_ V*

vi'b s vi'b s g S ab s

v 1 -2 2 -1
] * = ( * = =
(e') (Vy V) b2 vx_va,vs> v =5 X (f JVE = £ X, (£)VE
i s i ' f

- H | 1 2 a
(d*) (v, v¥*)" =3 (V_ v*, X ) X == f° I H? X

Xi a ' Xi a2 £ L 2 9 ig™e

Além destas, necessitaremos também das seguintes relagoes:

(1)

(2)

(3}

(4)

(5)

(6)

1 v 1 s
A, X, ==[X,,x.,]" = -3¢ H].V*
Xi j 2 3 2 g 13's
_ 2 ¥ = _ 1 =2 2
Tv Vc £ TV*VC 3 £ z Xﬂ(f.)xﬂéac
a L
(VX Ay X, = (VX Q) (X, ,X.)
m X, m
1
- 1 ¥ = 1 a
AX.Va = £ AX.Va 5 f E Hiﬁxg
i i g
_ v _ -3 . vk % (ch)
Ty ¥p = (Vg X)) = £ 7 {9, Ve, Ve Vi _
a a s m G
3 1 2 2
= £ 725X (£7) (Va,vs) v = £ x (£)v*
= G
(v, B X, = - 2 [v, (@(x,%0) - Gy, X)7,x) -
a X, 3 a J _ a J

- H
- Q(Xi,(vvaxj) 31

onde

L
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Ty Gxx) = £ 5 Hg v
a a
= H .1 a = .
a L
(7) (v, T) V. =6 [-x, (£t 5% (1%, - £1 5 x (6)7. x. ]
X. b . ab i £ A 2 X, 2
i, Va 2 L : i
. _ .2 b _ 3 2
(8) (vaT) v, = -£°Ch, I X, (0%, - £ 3 x (0)vrs_ .
v, . %

- f
Para calcular R : por exemplo, fazemos

ijma

' [on]
{(R{X,,X.,}X ,V_) ==
1773 m" a £

pre
I

ijma

it

{ (V_, A) X.,V Y +4{Aa, X.,T7., X )} -
*n X5 A X3 3 Vg mg

Yoo
Vaxi (AX Xi,TV xj>

- Ay X7
J f m a f

e usamos as relacgoes (1}, (.3) e (5).

calculos andlogos nos fornecem ags demais componentes do ten-—

sor de curvatura. 0

Usando notagao compativel com a estabelecida desde que o ini

cio deste pardgrafo, podemos agora provar que:

TEOREMA (3.3.7)}. A fibra Gp de 7, num ponto p do espago total do
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= . 2 T - - . . » — - -
fibrado principal G ...P — M e minima relativamente & métrica
gy sSe e somente se o ponto x = n(p) € M & ponto critico da fun-

cao f£.

1

-

PROVA. Se {Xl,xz,...,xn P BTV T V;} & uma base local em
n—l(U) 5> p (onde U & um aberto em M} de vetores gf—ortonormais,'eg
tao, na demonstracdao da proposicac (3.3.6) ja tinhamos determinado

uma expressao para a segunda forma fundamental das fibras, ou seja:

para 1 < a,b,c < r , usando a notagao v, = f—lvg, tinhamos;

- = £2 £ = - L g2 2 -
Ty Vp = BV V) = £ Tngb 5 £ g X EX50

- 1 ' |

= -f § X, (£1X,8, -

Entdao, denotando por

HX.(va'va) = (TV Va,xi) , vem
i a £

. . _ ) __l ) _ -_l . .

Xl ] f

Sabemos que a fibra Gp serd minima se € somente se o vetor

curvatura média:

H{u) =

Sl

§ (trago ij(uJ)Xj(uJ

e nulo, para tode u € G? .
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Entao,
1 r '
H{un) = =% (2 H, (V_,v_){(w)}X,(u} =
N :] a=1 Xj a a ]
x .
=23 (I (-£x (5 (w)x, () =
i a=l J J
- _xr 1
= o f jZIXj(f) (u)Xj(u) .
Portanto, H{u) = 0 ¢=?Xj(f) =0, ¥j = },...,n <> x = 1(p) é

ponto critico de f.

OBSERVAGCAO (3.3.8). Pelos calculos efetuados na demonstragao do Teo
rema (3.3.7), podemos concluir que as fibras Gp’ onde x = 7w(p) &
ponto critico de £, na verdade, s3o mais do gue minimas, s3c to-
talmente geodésicas. Isto porQue Xi(f) =0, ¥i =1,...,n =>a se

gunda forma fundamental & identicamente nula.

§4. A CURVATURA SECCIONAL NO FIBRADC G ... P >M  QUANDO

G = S3 00 G = 80(3).

Como 3& dissemos anteriormente, impondo a restrigdo de que a

curvatura do grupo estrutural G deva ser positiva, devemos ter

G = 83 ou G = 50(3). Usaremos a notacao GS(3) ... P

> M pa

ra o fibrado principal G ... P >M gquando G = 83 ocu G =80(3).

Usando propriedades especificas de suas &lgebras de Lie, obteremos

informagoes mais precisas da geometria de GS(3) ... P > M,

Iniciaremos nossos cadlculos considerando uma situagcao bem

geral, ou seja, vamos considerar sobre GS{3) uma métrica invariante
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pela esquerda, determinada por um produto interno positivo defini~-

do v sobre GS(3) tal gue

vie ,e ) = 12.
a’ o a
(a,8 = 1,2,3)
v(ea,esJ =0 ; a#8
onde {el,ez,e3} & uma base fixa de GS?B) = IRB e Aa:M ~——>IR+{a=

o0

1,2,3) sao fungoes C .

. — L . 2 —
Fixando uma conexao w em P, uma metrica ds em M e funcoes

Aa nas condigoes acima, definimos a seguinte métrica sobre P:

(X, Y0 (p) = as” (X, D) (%) + vi(x) (@(X),0(¥))

onde p€P, nl{p) =x€EM ; X,¥YE TP X=X, Y=Y e

v(x) & uma expressao envolvendo os Aa(x).

Se e* (¢=1,2,3) & 0 campo vetorial wvertical fundamental

associado a e, entao a base

e*
{e,? - {xq(x)}

0=1,2,3 0=1,2,3

€ uma base v-ortonormal global de campos vetoriais tangentes a fi-

bra, relativamente i métrica (,)V de P,

~

Lembrando que em GS{3), as constantes estruturais sao dadas

por:

[el,e2] = e5 [ez,e3] =e € [e3,el] = e,
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e dencotando por

A = Ali P Ay T ilf e Ay 2
273 13 3 My

chtemos

It

[w(“{(un » wie,(u)] Ay (x)w(eg(u))

[0 (), w(E; )] = A Gou(E @)
[wieg(u)) , wiey (w)}] = A, (x)u(e,(u))

Além disso,
[ea,eB]u = AY(x]eY

onde e, X eg=e  para {o,B,Y} uma permutacao par de {1,2,3}.

LEMA (3.3.1). Se X & um campo vetorial horizontal basico (isto & ,

T,(X) = XEX(M)), entdo
[X é ] = X(log M )e. onde M =L
"o 9 "’ %a o X,

PROVA. Desde que [X,e;] =0 , vem
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a*
=1 = BT = 1 = =
[X'ea] =[x, ha] X(Xa)ea = ﬁg X(ﬂu)ea =

X{log Ma)ea .

Consideremos agora, numa vizinhanga de u € P, uma base lo-
cal ortonormal de levantamentos horizontais'{Xl,Xz,”.,Xn} e Indi-

ces satisfazendo

1<4i,9,k <n

1 <o,B,y <3
0 proximo Lema estabelece as relagoes da derivada covariante

dos diversos tipos de campos em P.

LEMA (3.4.2).

(a) vg&es = i 5aBXi(lOg{Ma))Xi + ua(eOt x eB}
onde p ={V-—e,,e } .
o eaB Y v
bPortanto,
e (g e = .
se o #B : (a') Ve eB u e, * eB_

se o =f : {a") Vgaea = i Xi(log Ma)xi

(b) Vv

[0}
I
B
™
|
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_ 1 SO _ o~
(C)Ve Xi = 3 § Qijxj Xi(log Ma)ea
o J
2~ = = 1 . -o =
@ Vv, X, = £ ds"(yg X,,X )X -5 I Q..
Xi y Kk Xi 3"k k 2 o 13 o

PROVA. Nas justificativag de (a) a {d) usamos a formula “standard"

que define uma conexac riemanniana em termos da métrica {, %_e do

colchete de Lie

(a)

Usando o fato de que

'Xi(eﬁ,ea) =0 e (leg,el, Xi) =0

v - v

obtemos

24V

'_-é ,X.
e
a B * v v v

Pelo Lema (3.4.1), [xi,ea] = Xi(log ﬂu)ea .

.Entao: (Vgaes,xi} = Xi(log(Mal)ﬁaB

v

gue & uma componente horizontal de vz 58 .
o F

Para calcular a componente vertical, observamos que:

-2(?5 eyre y o= <[el,e2],e3> - <[e2,e3],e2) +

1 3 v v v

+ ([83;6‘1]:82>
v

A-3(xJ - Al(x) .'+ 'Az(xJ
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Denotando 3(x) Al(x) + Az(x) 2?1

vem

e,,e.,) =
1 2773 v

AV My

Analogamente, obtemos

(VE el,e3) == U, e
2 v

Qu ainda,

_(VE (vert.)}v = ﬂa x (vert.)

o

(VE 'é_z,'é'

) = -
1 v .03

(b} V Eu sO possui componente horizontal. De fato:

i

Z(vx.ea,es)
i v

#

= 0 ¥s

([Xi,ea],es) - ([Xi,eB],ea) (quezzem quando

v

{(Xx(log Mu)ed,e5> - {X(log MG)EB’Ea)

v

X(log Ma)éGB - X(log Mﬁ)ésa

por outro lado, a sua componente horizontal e calculada direta

mente de:

2{Vv_ e ,X.) =-<[xi,xj],eu) +([xj,.ea],xi) -

X‘ a J

1 v

_— ([Xi,ea],xj)-

v
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Mas as duas Gltimas parcelas sao nulas, pois

[Xi,ggl & vertical. Entao

— 1 — l =ao
(v, e ,Xx.? ==(~[X.,X.],e ? == Q..
. Xi o q v 2 i* g o v 2 ij

{(¢) 'A componente horizontal de VE X & calculada de maneira
o _
talmente andloga & da componente horizontal de V, Ea .
' i

Vejamos sua componente vertical:

2(?5 Xi,e ) = 2{[eu,xi],e8)'+2(vx ea,eg)

o By v _ v

A Ultima parcela & nula, em consequéncia do fato de VXEG

horizontal.
Entao:
— e = - e .o}
(Ve Xi'eﬁ> <Xi(log Ma)ea’eB
o v v

=—6aBXi(log Ma)

(d) Calculos analeogos aos antericres nos fornecem

to-

ser

e
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]

( ( '
2 vx.xj,xk> _[xi,xj],xk> + ([xk,xi],xj) +
1 v v v

+ ([kaxj] rxi) =
v

2, - - . = 2 = -, —
= ds ([Ai,xj],xk) + ds.([xk,xi},xj) +

2. 0 .= o _
+ ds ([gk,xj],Xi) = 2ds“{( iixj’xk)

ou seja: (V x ) = (T i.)h‘(levantamento horizontal). [

OBSERVACAO (3.4.3). Para efeito de simplificagéo da notacao-, va-

o B 1 .
mos definir £ = log{y). Neste caso, Aa = exp(—fa) e
X{log Ma) = X(fd) .

Reescrevendo ¢os dois lemas anteriores na nova notagao, as

formulas obtidas anteriormente se transformam em:

LEMA (3.4.4).
{1) [X,ea] = x(fa)ea

(2) Vggeﬁ = E 6&6 Xi(fa)xi + uu e, x e6

onde u_ = (V- g,,o.}
. o e BTy
3 v
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(2').vgd58 = u.e, x EB - (e # 8
(2") vgaéa = § Xi(fa)Xi'

(3) vxiéﬁ = % g_ —fng

() vg % =2 i T5%y - X (F)8

(5) vxixj -2 dsz(?ziij,ik)xk -3 2 7% e,

OBSERVAGAO {3.4.5). Para efeito de simplificagdc dos cilculos nos restrin-
ginmos ao casc particular: fa = fB = fY = f. Neste caso, a métrica (,? v de P

serad expressa por

(x,¥), = ds® (7, X,m,Y) + exp(-2£)Cw(X),w(¥)
L GS(3)

Relativamente a esta métrica, as componentes do tensor de

curvatura de Riemann do fibrado GS(3)...P -+ M sao dados pela pro

posigao:

PROPOSICAO (3.4.6).

: 2
iy rE... =®RL. . -33 @Y, =
ijij ijij 4 y 1 ij
f o 1l ..o
i R,. . = X, {(f) Q.. + = H,.
(i1) 1347 3( ) iy -2 Tijsd
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Cgias f _ 1 @ B _ a0 B, _1 Y
(1i1) Ryy4p = 3 > (Qagfy = DaxSg! — 7 exp £ 04,
. i _1 o 8 1 Y
(iv) Riaﬁj 7 i ijﬂki- 7 exp f Qij
(v) .Rf =XXf+ZXf{V X X >-(X f)2'+lz (Qa)2:
iaio i%i S S T S Ay 4 ik = Ko
. f __ 1 o
(vi) Rygipg =~ 3 f{ XL a5y
{vii) Rf =1 exp(2f) - I (X f)'2 Z K
aBaB = 17 F ok = Kag

PROVA. Podemos usar a Proposicao (3.3.4) e fazer as identificacfes

convenientes, ou seja £ I exp(-f) e (’>G = <')éS(31

Ou entao podemos calcular novamente as componentes do tensor

de curvatura, usando a definigﬁo. Os detalhes sao omitidos. 0

OBSERVACAC (3.4.7). Na proposicac anterior usamos as seguintes no-

tagoes:
cl _ - _ . —
(1) Qij = <Qij'exP(fJea)f exp ( f)Qij
! —_ : Yy = _ —'C!.
(2) Hij;ﬂ _<(VX£Q)(Xi,Xj);exp(f)ea . exp { f)Hij;Q
onde -Q-.a = ("[X.IX-]:E )
i} 1 ] aGs(B)
e
— o B —_
Hyh, =49, Q) (XX )e )

tdi 2 I ®Gs(3)
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OBSERVACAO (3.4.8). Chamamos a atengao para a relacao (v) da Propo
sigdo (3.4.6) gue d3 a curvatura vertizontal para vetores da base
fixada. Comparando com a Observacao (3.2.1), fica claro como a fun

¢ao f pode interferir de fato, no cdlculo de tal curvatura. Mais

detalhadamente, no caso da métrica 9o r Ko =7 ¢

(e K, >0 (Vo) == w. & g*-fat). No caso da métrica gg; » a fun-

cao f deve ser definida de tal modo que, em particular:

1
(Y): Rin T 2 (e ™)

seja > 0 (ou > 0); condigao esta que j& impde fortes restrigbes as

derivadas de 12 e 22 ordem da funcao f.

. LEMA (3.4.9). Seja o C T,F um plano bidimensional. Entac existe

sempre uma base ortonormal {X,Y¥} de ¢ nas seguintes condigoes:

e
i

ax, + be
_l o
e | com i#j , o#B8

Y = ch + deB 2 2 2 )

PROVA. Seja {X,Y} uma base ortonormal gualquer de ¢ C TuP‘ Entao
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X=x14+%x e Y=v"+7y" (decomposigoes nas componentes horizon

|

tal e vertical).

Podemos supor, sem perda de generalidade que

H

De fato, se (XH,Y ) # 0, consideramos a seguinte mudanga de base

em g:

cog B X - sen 8 ¥

42
It

T
i

sen 8 X + cos 8 Y

{X,Y¥} também & uma base ortonormal de o. Além disso:

~ H
XH = cos 6 XH - sen 6 Y
e
?H = gsen B XH + cog € YH
2 2
Entao: (XH,§H) = % sen ZB(HXH“ - “YH" ) + cos ZB(XH,YH> .
2 - 2
1 - BT - 1A
Portanto (XH,YH) = 0 <= cotg 28 = L o HX .
2(X",Y")
- - H H . ~H "‘H _
Concluimos entac que se (X ,¥Y ) # 0, existe § tal que (X ',Y ) = 0.
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Além disso, como {X,¥Y)= 0,

(XH,YH) = 0<:=>(XV,Y )=0

Como a curvatura seccional K(o) em um ponto u € P, para

g C TuP nao depende da escolha da base de 0, tomaremos para 0

cilculo de K(o) em GS(3) ... P > M, uma base nas condigoes do

Lema (3.4.9). Entao:

K(g) = K{X,Y) K(aXi + bea ,ch + de

B)
= (R(aXi + bea ,ch + des)(aXi + bea) ,ch + deB) =

= a2c2K.. + 2abczRi. .+ 2a2cdR...8 +

ij jog iji

2 2
+ ?abcdRiBaj + 2adeRijaB + b e Kja +

2 : 2 2.2
+ 2b CdRa + 2abd RiSGB + bod Ka +

Baj B

2.2
+ a“a KiB .

As componentes do tensor de curvatura gue aparecem nesta ex-—

pressao foram calculadas na Proposigao (3.4.6). Fazendo a substi —

tuigac, obtemos:



109

PROPOSIGEO (3.4.10).

K{o) = azczKij + bzcsza + b2d2Ka8 + azdei8 +
N 2abc2{xj(f) szij v 1 $5s5)
4 2a2cd{Xi(f)‘ sa?i + % H?i;i} +
+ 2abcd{% i Q?kgskj + %'exP f Qlj}.+
+ 2abcd{-31'~ }z{ (Q‘?k Q}Ei - Q?k gEj) ~ exp f Qlj} +

2 1 B
+ 2b"ed{- 5 E (ka) ij} +

2 1 a
+ 2abd  {- 5 ) (ka) ﬂi }.

X k

OBSERVAQE\O (3.4.11). O Lema (3.4.9) utilizado na Proposicac (3.4.10)
_'e também no Teorema (3.2.l1), embora elementar, & bastante signifi-
cativo do ponto de vista da obtenci@o de uma exXpressao "simplifica-
- da" para a curvatura seccional. Sem a sua utilizacao, esta expres-
sdo seria significativamente mais complicgda. Veja, por exemplo, a
expressdo da mesma K(0) no Apéndice do Capitulo II, no caso da mé

trica 9, ¢+ OU, en maiores detalhes em [M-R].



110

§5. a NAO-NEGATIVIDADE DA CURVATURA SECCIONAL DA METRICA gf EM

FIBRADOS DO TIPO GS(3) ... P > M.

Algumas condigOes necessdrias sao estabelecidas a partir do

resultado da Proposi¢ao (3.4.8), segundo as seguintes etapas:

(i) Vamos supor que ¢ = 0 (=>d = = 1). Entao

.K(U) = sz + azK + 2ab{- I (X ) Qg

oB iB > . Tk K} >0

D | ot

Se b=0 = K,, >0
if —

Se b # 0, vem:

2
a 1 o a
Kiglg) - 215 i (x, £) Qik}(b) *Kyg 2 0
Se Kig > 0, o discriminante 0(%) deve ser < 0. Mas
a o 2
D) = (E (X, )05, - 4R Ko < 0.
Portanto:
. - 1 o 2.
(-3 i (x, £)97 ) < R;igKyg
(ii) Vamos supor agora que b = 0 (= a = z 1}. Entao
2 2, - B, 1 .8
K(o) =c Kij + d KiB + 2cd{xif jS + 3 Hji;i} > Q

. : 2
Dividindo por ¢ , vem:
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2

d a Moo LB
KiB(c) + Z(C){Xif jS + 3 Hji;i} + Ki] >0
Assumindo gue K, > 0,

iB —

148 7
2 3

d B
D(c) < 0 == (Xi(f) jS + 540 = KiBKij

(iii) Se a =0 {(=b = + 1), de maneira analoga obtemos a nova

[} - : > .
condicao Kas >0

(iv) Se d=0 (==c =1+ 1), a condigéo a ser acrescentada sera

Acabamos de verificar entao o seguinte resultado:

TEOREMA (3.5.1). Seja P >M um G-fibrado principal com uma

conexdao w, sobre uma variedade compacta M (dim M > 2) com métri
ca Riemanniana dsz, onde G=83 ou G=80(3). Se para alguma fungao £:M ~— IR

diferenciavel, a métrica I possul curvatura seccional nac negativa, entao

(1) Ky 2 0

(2} KotB >0

2

(3) Ly H) oy + 3 HE, 01 <Ky oK

ji Jisi
2

a
)12 (0 65) < 4Rk

_OBSERVACKO (3.5.2). As desigualdades {1)=-(4} do Teorema anterior
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nos fornecem um 19 teste para tentar viabilizar a existéncia da fun
cdo £ que satisfacga, para a conexao w fixada em P, algumas con-
dig6es necessarias para a métrica Ig possuir curvatura seccional

nao negativa.

Para obter condigdes necessarias e suficientes, observamos
. gue podemos cbter uma cutra expressao para X(o) da Proposicao
(3.4;9). Podemos supor, sem perda de generalidade que bd # 0. Di-

vidindo K(o) por bzd2 e colocando A = % e p = % s, Obtemos:

2. 2 .8 -
+ 2xu? 8%, . +ur + A 4
(0% Hyg 5 ¥ulaggs * 8]

2 3

+ [ U Kja+2u&B+Ka]

B

que é uma expressio do 4¢ grau nas varidveis A e u e onde:

CHY. = (x.£) 0%, + 2%,
jisi i 3i 2 T9i;a
i _ 1 o
by =73 TXE) 8y
k
e : _
-1 & L g _ 1 . Y

FaBji —.4 z ij Qki i (exp £) Qij .

k

Denotando por o¢(u), w{u) e f(y) os polinémiosck)ZQ grau

. = ~ e . ' 2 1
na variavel u gue sao, respectivamente, os coeficientes de A7, A
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e ko, chtemos
K(o) (A) = ¢ (A% + 20(m A + Q)

que assumird valores nao negativos se e somente se ¢(u) > 0 e

K{(o) (u} nao possui raizes reais distintas. Mas:

| v
o

(1) d(u) > 0 = <

(ii) K(0) () nao possui raizes reais distintas ¢=?w2(u).§9(u}¢(u).

Podemos entao enunciar o prdOximo teorema que estabelece um
critério para o teste da Nao-negatividade da curvatura seccional de

>M .

9e em fibrados 8G(3) ... P

m

TEOREMA (3.5.3}. Seja P >M um G-fibrado principal com uma

conexdao w, sobre uma variedade compacta M (dim M > 2) com métrica
2 3 - .
riemanniana ds , onde G = 8 ou G = S0(3). Entao as seguintes

condigOes sao equivalentes:

(i) Existe uma fungao f :M —— IR diferenciavel de modo que
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(1) K.. >0

ij —
(x1) 1 (x,.) of. + 1 4P ]2<KK
if ji 2 Tji;i — TijTig
. 2
2~0 i
(III) fu Hij;j + “Fasji + Au] <
< [sz.. + 2uﬁ.. .+ K. .] [uzK. + 2ij + K ]
- ij jii ig Jo R ap’ f

Yy € IR

(ii) A métrica gp Ppossui curvatura seccional nac negativa.

§6. OBSERVACOES FINAIS

(3.6.1). Uma das perspectivas de apliCagao dos Teoremas (3.5.1) e
{(3.5.3} no caso dos 83—fibrados principais sobre S4 & viabiii -~
zar 0 teste para os insgtantons (ver Atiyah - [A]), que sao ninimos

do funcional de Yang-Mills (Energia), isto &, J HSEII2 & o minimo
4
S

sobre todas as conexOes principais ® em PK .

(3.6.2). Em particular, pode-se utilizar o método desenvolvido no
Apéndice (3.A.3) de "pull-back" de conexoes através de aplicagoes
de grau n, no caso das aplicagoes de t'Hooft (ver A.3.4.5) que,

‘por sinal, dao inicio aos instantons (ndo todos).

(3.6.3). Uma das dificuldades mais sutfs relativa ao método que
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usa conexoes "pull-back" via aplicagbes de grau n, ainda no caso

dos SB—fibrados principais sobre 84 , & a descrigao do conjunto
dos pontos criticos de tais aplicagoes, gque nac & constituido so-

‘mente de singularidades ispladas {(ver K. Uhlenbeck = [U-1]l e [U-2]).
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APENDICE A.3.1

UM ALGORITMO PARA TESTAR A NAO-NEGATIVIDADE DA CURVATURA

SECCIONAL DA METRICA gf EM -FIBRADOS GS(3) ... P > M

Vamos provar, inicialmente, que a Condigao (I)  do Teorema

(3.5.3), pode se verificar, em geral, para qualgquer conexXac w em P

e qualquer func¢ao diferenciavel f : M > IR .
LEMA (3.7.1). Existe sempre uma métrica homotética & métrica ori-
ginal d52 da variedade base M, de tal forma gue a Condigéo (1)

(Teorema (3.5.3))} seja yerificada.

. - . 2 - ~ . '
PROVA. Fixemos em M, uma hmetrica dsA homotetica a original dsz,

ou seja; dSi = Adsz.

Consideremos vetores Xi’xj , w-horizontais em P, levanta —

~

. . ~ 2 .
mentos horizontais de vetores: Xi, Xj ds"-ortonormais em M.

Neste caso, 1X. “2 = MX.I, Denotemos por XA - L X, e
1 3 1 1 /T i
A 1 ~
X, = —— X, . Entao: :
J o |
2 _ 2
D@10y =1 ned, Xl efe ) =
y Y | £
2
= J% Doal .
ATy ]
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Por outro lado, & Obvio que

K (h) == K,
i3 A i
Entao, ha métrica dsi , & Condigao (I} fica:

2

_ M 3 Y -
1..M 31 v .2

=35 - 3% $ (@50 1.

- . . 2
Como I (Qlj)2 & limitado superiormente para todo par ds -ortonormal

¥ _
{ii,Xj}, Jx > 0 suficientemente grande tal que Kij(x) > e > 0.

-

As proximas etapas,_que'dizem respeito as condigaes (Irr) e

(III) do Toerema {3.5.3), poderac ser viabilizadas,-de maneira con
creta, com a escolha de uma forma de conexdao w em P. E bom ter sem

pre em mente que, fixada w em P, a pergunta gue se segue &: B pPos -

sivel‘Qefinir f:M > TR diferenciivel de tal forma que (II) e

(ITI) se verifiquem simulitaneamente?
Vamos comegar reescrevendo a Condigao (IIT) na seguinte for-

mas

o r 3

i

' ~a 2. 4 ] ~R L
I K. .K, - (H,. . + K.. +2K. HY., ., -28.. . ‘s
(TIT) (R Ky = (Hy g, 50 Tue +D2K; 505 + 2K By g 720y, 5Tapgal W0 7

]
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2

Y S 12102 4

a8 a3 _
+ [KinaB-+4Hji;iAB-+ KiBKju 2Hij:jﬁa FaBji

ﬁ.i_ + 2K, A3 - 2T AT T u o+

+[2Ka8 jizd iB™R aBii o

+ [Ki

$ o
Kog = (BT 20 , Vuem.

Denotando por A({x), B(x}, C(x}, D(x) e E(x), respectivamen-

te os coeficientes u4, UB; uz, ul e uo , a Condicao (III) e equi

valente a determinar condigoes sobre estes coeficientes de tal for

ma gue o polindmio do 49 grau:
_ 4 3 2
Q(x) () = A(x)u” + B{x}u” + C(x)u” + D(x)u + E(x) > 0, V¥Yp € IR.
) —
0 coeficiente de u4, A(x), deverd ser necessariamente nao

negativo. Observamos que A (x) > 0 & justamente a Condigao (II):

2
- (HEL ) >0 .

K s
13713

. K,
ii jo
Passaremos entdao a considerar dois casos:
19 CASO. Existe X € P tal gue A(xo) = 0. Neste caso:
O(x) (W) = B(x )u> + C(x )2 + D(x )y + E(x)
o o o o) fo

‘que, como polindmio do 39 grau, possui pelo mencos uma raiz real,

assumindo portanto valores negativos.
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Em vista disto, devemos impor:

B(xo) =0 ; e entao:

2
Qx )} (1) = C{x Ju + DlxJu + B(x ) .
A proxima proposigao esclarece este 19 Caso:

PROPOSICAO (3.7.2). Se para uma dada conexao w em P e uma fungao

f:M ——> IR diferencifvel, existe pelo menos um ponto Xo € P

_ 2

: ~ 0L o . ~
XK,.K. - (H., . =0 i

para © gqual 1 3%5a { 13;3) ; entao as seguintes condigoes

sao equivalentes:

(1) A métrica gy possui curvatura seccional nao negativa

no ponto Xo .

> IR também satisfaz

(2) A fungao £ :M
(1) Blx) =0, clx) >0 e E(x)C(x)) > Dx)?

ou

(11) Blx) = C{x ) =D(x ) =0 e E(x) >0 .

COROLARIO (3.7.3). Se, em particular, para um ponto x, € P, exis-

tem indices Jj e O para o0s guais a curvatura vertizontal Kja(xo)ﬁo

~ =
ent H.. . = 0.
ao 1917
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29 CASO. O ponto x_ € P & tal que A(xOJ > 0.

Dividindo Q(xo)(u) por A(xo), obtemos:

q{u) = q(xo)(u) = u4 + b(xo)u3 + c(xo)u2 + d(xo)u + e(xo)
onde
B(x ) C(x )} : D{x } E(x )
_ 0 _ e _ o] — Q

Devemos obter agora, condigoes sobre os coeficientes de q(u)

de tal forma que ele assuma sempre valores > 0 , V i € IR.

OBSERVACAO (3.7.4). O polindmio g(u} nao devera pbssuir duas rai-
Zes reais a e b simples e distintas. Neste caso, ele se fatoraria,
por exemplo como {(x - a)(x - b)(x ~ clz {c € IR) ou  como
(x~a)(x—b)(x2 + ax + B}, e portanto assumiria valores negativos
entre as ralizes a e b. Entao, se g(p) possuir raizes reais, elas
deverao ter multiplicidade par. Ou seja, q(p) = (x-—a)z.(x--c)2

ou qgf{u) = (x-—a)z.(xz + ax + B).

(3.7.5). Vamos determinar condigﬁes sobre os coeficientes de q(u),
deterninando seu valor nos seus pontog criticos gue sao as raizes

de

- 2
ERGI 4u3 + 3b(x e + 2e(xu + Ax) .
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Denotemos por:

_ 3 2
p{U) - U + 05111 + 01211 + a3_

onde
0y = 3/4b(x0) Poa, = l/zc{xo) e 04, = 1/4 d{xo)
Definindo a transformégéo = A - % Oy obtemos o polindmio
— 3
p{A) = A7 4+ MA + N , onde
N 1 2
M=-30a0 *a
e
_ 2 3 1
N = - 57 al -3 alaz + a3 -
0 produto das diferencas das raizes de p{}) deverao satis-
fazer:.

(X,

_ s 27
- x,) (A, =A3) (A = 23) = /D7 = /-am 27N
onde D & portanto o discriminante da equagdo cibica.

1

Estamos interessados em u; = A; - F 4y {i=1,2,3) que sac as

raizes de p(u) (e portanto pontos criticos de gq{u)}, onde, deno-

tando por:
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3 f 3
nt V- 27543 /59 e por N =‘/-—2—27.N—§ ~3D

7 ¥ +3 2
3 =N+ N
3, = (- %—% /3y Nt o+ (- %g%/-‘?ﬁ)u‘
My = -5+ 3N+ (-5 NN

 CASO 2.1. Se o discriminante D > 0, p(u) tem 3 ralzes reais distintas
gue sac os pontos criticos de qgf{p), My < My < U3 . Entao Wy € Ug
sao minimos locais e U, & maximo local para g(u). Devemos - entao
.calcular q(pl) e q(u3)_ e verificar se sao > 0. Neste caso, q(u)

>0, VvV y € IR.

CASO 2.2. Se o discriminante D = 0, entao p(u) tem pelo menos duas
raizes reais iguais, ﬁl,= ﬂz e E3 . Neste caso, g(u) teré um pon-
to de minimo local em El e uma inflexdo em E3 ou entao p{u)

terd somente um minimo local ‘em El . Em ambos casos, se q(ffl) >0

entdo g{y) > 0 , ¥ u € IR,

CASO 2.3, Se o discriminante D < 0, entao p(u) tem uma Unica raiz

real 1"]1 . Neste caso q(ﬁl) € 0 minimo absoluto de q{u). Entao
se q(ﬁl) >0, gly) >0, Yy € IR

Reunimos os trés Qltimos casos na proposigac a seguir:
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PROPOSICAD (3.7.6). Se para uma dada conexao w em- P e uma fungdo
. & ‘= . s 2
v € -
>TR diferenciavel, num ponto X P, Kinj (Hij;j) >

> 0 , entdo as seguintes condiglbes sao equivalentes:

f:M

(1) A métrica 9 possui'curvatura seccional nao negativa

no pento X .

>IR também satisfaz

(2) A funcao £ :M

(131) D> 0, qluy) >0 e qu,) > 0

ou

(iv) D=0 e q(uy) >0

ou

| v

(v) D<O0 e q(ﬁl) 0

onde D,ul,uz,ﬁl e f{i, sdo obtidos como no desenvolvimento de

(3.7.5).
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APENDICE A.3.2

DEMONSTRACAO DO TEOREMA (3.2.1) -~ (EXTRAIDO DE NOTAS

NAO PUBLICADAS - DERDZINSKI-RIGAS)

PROVA. Iniciamos com a demonstracao do seguinte

LEMA (3.8.1)

a familia de fungoes Py IR

¢ (A,B,C,D)

. Dados parametros reais a,8,Y,8,€,&,n,90,2, defina

4

>IR {(t > 0) por:

2.2

= gAC” + t(8A2C2 2 2 2D2) +

+Y ACD + SAC“B + €ABCD + AB

+ tz(GAZD2 + nB?'C2 + EARCD).

Entdoc as seguintes condicOes sdao egquivalentes:

{i) Existe um numero real positivo to' dependendo continua-

mente de o,B,v,6,,&,n,0,A e tal que

- Q

(a) wt(A,B,C,D) > 0 , sempre que 0 <t <t , e

2 2 2 2

(b) A" + B =1=¢C" + D

{(ii) Os parametros satisfazenm

{c)
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PROVA DO LEMA. Assuma (i). Entao (ii) segue imediatamente de (a)
considerando inicialmente B = D = 1, A =¢C = 0; depois A=1,B=10

e, finalmente C =1 , D = 0.

Assuma agora (ii). Desde gque (b} e (¢) junto com BD = 0 im-
plica (a) para todo t > 0 suficientemente pegueno, podemos consi
derar somente o caso BD # 0. Dividindo @t(A,B,C,D) poxr B2D2

fazendo x = A43 F Y = C4) , Vemos que a desigualdade (a) & equiva

lente a:

X% (a +tf3)y2 +tyy + t%9  + x[tcSyz + tey + tzcy] +

(d)

+ tA + tzny2 > 0'

para gquaisquer reais x,y , desde que t > 0 seja suficientemente

pequeno. A eXpPressac

(o + tB)y2 + tyy + t29

& positiva péra t >0 e todo real v, desde qﬁe a+ t8B >0 e o
discriminante (com relacao a vy),
1;2(1}2 - 406 - 4tBE) < O

para t proximo de zero.

Portanto, para t > 0 suficientemente pequenc, o lado es-

querdo de (d} pode ser visto comd uma equacac binomial na variavel



126

s 2 . - - - )
x com o coeficiente em x , positivo. A condicao {d} & entao equl
valente a nao-negatividade do correspondente discriminante, isto &,

a

y21y2(62 -dan - 4tBn) + y(28c + 28Et - 4tyn) +
(e) £e + 02 - aton) < A2+ ap)y®

+ 4vy + 4t6]

O lado esquerdo de (e) & uma familia de fungoes Ft(y) na va

ridvel vy, dependendo do parametro t > 0, satisfazendo Ft(OJ =0,

d

at Ft(y} =0, lim Ft(y) = - w ¢ uniformemente limitada em

y=0 |y | e
uma vizinhanca fixada de y = 0 (ver Figura 5). Para t suficien-

temente pequeno, Ft & sempre independente de t. Por outro lado, -

o lado ‘direito de (e) & igual a

t 2 2 2
VAR (v 4 — )%+ (—E—) % (408 - v + 4tge)]
2(a + tR) 2(a +tR)
qué & uma familia Gt(yJ de binomiais satisfazendo lim GY =« . Q
t+0
oo _ ty -
ninimo de Gt ocorre em m = - ———— e & igual a
2{(a +tB)
At (da6 — YZ + 4tB80) .

o +tP

Os graficos de Gt formam uma familia a l-pardmetro de para

bolas, para as quals a curva dos vértices t
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satisfaz:

. \ _ A 2
L(0) = (0,0) e L'(0) = (- 5L , 2 (400 - %))

com segunda componente > 0, em vista de (c¢).

- e e e e = = = e o m oam = P

————————— L T T T T T I i o

Figura 5

Portanto, I nao e tangente ao eixo horizontal em (0,0). As

parabolas G tém um comportamento como na Figura 5, o gque comple

t

ta a prova.

PROVA DO TEOREMA (3.2.1l). Fixe um subconjunto aberto UC M e um
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campo de vetores @yreresCy h-ortonormais em U -e escolha uma
base Q-ortonormal u;,U,,u, de g (A notagao usada'é a ‘mesma  do
§2 - Capitulo III). Acssumimos agora que i,3j,k,2 € {1,...,n} e
| a,B,y é {1,2,3}. Além disso, para um campo vetorial X em M, e
u € g, denotamos por X o levantamento horizontal de X e por u*,
O campo Qetorial fundamental em P correspondente a u. Finalmen-
t t b h < 0 | _
te, V e R (respect., V e R ~ou V e R”) denotam a deri-
vada covariante e o tensor &ecnuvamna &a(Pﬂgt) (resp. de (M,h) ou

(G,0)). A base local de campos vetoriais El,...,gh,ui,ug,ug sa~-

tisfaz agora as relagoes:

= o = = & =
gt(ei,ej) Sij ' gt(ei,ua) Q ’
t 1 |
* * = . o= . - . . *
gt(ua,us) tﬁas . VE eJ ( vei ej) l/2 (Q(el,ej)) P
i .
t t _ T t G
* = = * = *
V_u Va* € l/é t 2 Qik e Vor ug { Vu uB) ,
e, o k o
onde
f=dw + [w,w] & a forma de curvatura e
a(e,,e.) = % 2%, u . Usando agora as notacoes:
i'73 o i o )
t R, — % h _ h _
Rijka R (e ,ej ,ek,uu) ’ Rijkg R (ei,ej,ek,eg) , etc.,
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temos:

£t _ _h

Rijke = Biske 7 PRiske
t

Rijka = *Biika

Rzajﬁ - Cias * i tz‘i i ka

REjaB = 2%C5498 * 1 ¢’ i (Q§k Q?ﬁ - %k ?k)

R:ii:-fJLBY =0

Ragys =.tR§sys

onde Aijkﬁ ' Bijka . CiajB Sa0 expressOes que independem de t .
E impo;tante observar que Ciajs + Cjaiﬁ =0 e |

=1 1 :
B =3 <{Veiﬁ)(ejfek),ua> 5 <(Ve'ﬂ)(ei,ek),ea) '

ijka
j 3

onde u, & considerado {de modo nao-candnico) como elemento de
adP., Considere agora um plano bidimensional tangente a P. E facil
verificar que sempre existe uma base gl—ortonormal da forma

- _ * = — . + * » " .
X Aei + BuOL . XY Ce:J DuB com i#y , o #B

e A2 + B2 = 02 + Dz = 1 {(ver Lema (3.4.9)), Das . fdormulas
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anteriores, temos:

Rt(X,Y,X,Y) = ¢ (A,B,C,D) , 2 definida como no Lema (3.8.1) ,

com

h = = = -
@ = Ryg59 ¢+ B = Byg50 0 Y ijig + 8 7 T2Bys4q
_ - l o B _ 0 B
€= 6C 58 ' © 32< (3 g Q4 = 84 950
2 2
-1 o _1 B N o0

0 resultado segue agora imediatamente do Lema (3.8.1}).
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