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INTRODUCAO

Apresentaremos, neste trabalho, a distribuigao exata do pro-
duto de variaveis aleatdrias independentes que-tém distribuicao
beta weibullizada. Desta maneira, estamos dando nossa colaboragéio
para aumentar © numero de trabalhos gue envolvem esta distribuicdo,
que segundc Johnson e Kotz [10, pg.52] sao poucos.

Uma razSo para este fato, talvez seja gue tal distribuicao &
pouco conhecida. No entanto, uma varidvel aleatbria befa weibulli
zada 2 & obtida é partir de uma varidvel beta padrao ic, c > 0,
e cuja importancia em Estatistica & indiscutivel. .

Dividimos nosso trabalho em trés capitulos, tal gue no capi-
tulo I, damos uma relacao dos resultados obtidos por nods, tais
como as fun¢des hipergeométricas G e H usadas para expressar =
mos as fungoes densidades de probabilidades e as funcgoes de dis-
tribuigoes acumuladas.,

0 método utilizado.na determinagao da distribuicao deo produ-
to, além das fungoes G e H, foi a transformada inversa de Mellin
com a ajuda da teoria dos residuos que sao apresentados no capitu
lo IT , onde damos tambem algumas_nogSes sobre variaveis conmple -
xas.

No capitulo III, 3 apresentada a distribuigdo exata do produ
to de variaveis aleatdrias betas weibullizadas em termos. das fun-
cbes G e H e também em formas computdveis, através de fungaés
especiais tais como as fungdes gama, beta, psi e zeta gue  sao

apresentadas no capitulo I juntamente com outros resultados de in



teresse,

Usandc G e H, encontramos a distribuicdo do produto de va-
riaveis aleatdrias gue possuem fungoes densidades com a mesma for
ma funcicnal mas cam parametros diferentes., De maneira geral, é ig)oss_:_i.f_
vel encontrar expressoes em formas computdveis para G e H através
da teoria dos residuos, o que nao foi feito no caso mais geral de
vido ao elevado grau de dificuldades encontradas, mags o fizemos em
casos particulares nao menos importantes.

Para expressarmos a distribuigdo do produto em termos de sé-
ries, isto &, em formas computaveis, utilizémos o fato de que uma
variavel aleatdria beta weibullizada & obtida de uma beta na foma-
padrao. Isto &, conhecemos o seu r-&simo momento natural. Além dis
so, as variaveis que compSem o produto sao independentes. Desta
forma conhecemos também o r-&é€simo momento natural do produto de-
las. A partir disso, usamos a transformada inversa de Mellin e a
teoria dos residuos para atingir nossos objetivos.

Esse mesmo método foi anteriermente utilizado por Springer
e Thompson, Lomnicki, e outros, para a obtencao da distribuigao
do produto de outras varidveis aleatSrias, dentre as quais desta-
camos as uniformes, as monomiais e as betas gue sao casos particu
lares de beta weibullizada e também consideradas nesse trabalho.

Assim, uma das finaiidades do nosso trabalho & apresentar a
utilizagao de momentos naturais, transf;rmada inversa de Mellin e
a teoria dos residuos, como técnica para a obtencac de distribui-

¢Oes de variaveis aleatOrias.



CAPITULO I

RESULTADOS UTILIZADOS

Nesse primeiro capitulo, daremos uma relacdao dos resultados
utilizados por nds e que também sac encontrados na bibliografia

indicada no final desse trabalho.

1.1 - FUNCOES ESPECIAIS

No Capitulo III, as fungoes especiais abaixo relacionadas sio

muito importantes. Elas sao:

a) Funcao Gama (Integral de Euler)

(1.1.1) I'{a) = e_t ta-ldt , R(a) > 0

onde R(a) & a parte real de c.

Por integracgao parcial em {(1.1.1)} podemos escrever

(1.1.2) T(e + 1) = aTl(a)

Para n = inteiro positivo, temos

{1.1.3) rin) = (n-1)!

b} Funcao Cama (de Weierstrass)




(1.1.4)

ende vy

c)

(1.1.5)

al

(1.1.6)

e)

{(1.1.7)

f)

(1.1.8)

onde R(a) e R(B) sao as partes reais de o e R respectivamente.

g)

I'ia) =

o a
ce’™ 1 [(1+%) e A
n
n=1
= 0,577215664%9... & a constante de Euler.
Funcao Psi
. d _ T (a)
pia) = T 1oge I'(a) = Tl

Funcao Zeta Generalizada (de Riemann)

1l

rl{s,v) = —_
0 (\J+r)S

il =1 8

I

Relacdo entre as funcoes Psi e Zeta

n

d n+l

ds

= plat+s) = (-1)

Funcao Beta

1 ) _ .
B(U;B) = I ta l(l"t)B 1dt + R{a) > 0 , R(g) > O
0 o

Relacdo entre as funcoes Gama e Beta

F v # Of-lp-zfl..

(n') cn+1, a+s)



T{a)T(B)
T'(a +8)

(1.1.9) B(a,8) =

1.2 - FUNCOES HIPERGEOMETRICAS

Daremos agora, uma relagao de fungoes hipergeométricas que
serao usadas no Capitulo III, para expressarmos as funcoes densi-

dades e acumuladas do produto de v.a.'s independentes betas wei-

bullizadas; ou sejam:

a) Funcao Hipergeométrica de Gauss

' o (a)_ (b)
(1.2.1) 2Fl(a,b,c;z) = 7 n n_ gh
r=0 n! (c)
: n
onde ¢ # 0 ou inteiro negativo, |z| <1 ;z=1 e R{c-a-b) » m'

z ==1 e R{c-a-bt+l) > 0; e ainda

T (a+n) :
(1.1.2) (a.)r1 = V& - a(a-+l)...(aan~l) : (a)o =1

b) Funcao G (de Meijer)

(1.2.3) ¢™% 2 i LARREASUAS VS ERRh s S
- L ] Prq -

bl'...’bm’ bm+lflll[bq
m n

M T(b.+s) T T(l-a.~s)

= 1 =1 1 3=l ) z S ds
2mi g P
AL T T{l-b.-s)} I T(aj+s)

J=m+1 3 j=n+l



onde i=y-1l e I & um contcrno propriamente escolhido, e ainda

(1) z # 0
(ii) 1 <m<q, 0 <n < p; mn,q,p sao inteiros positivos.
(iii) Produto vazio & igual a 1.

(iv) Os nﬁmeros complexos a, e bj sdo tais que nunhum
pole de r(bj+s), j =1,2,...,m coincide com algum polo

de T(l—aj"S), j = 1,..-,1'1-

(v} L &, por exemplo, um contorno que separa os pontos
-S=bj +\}, j =l,..-;m; \)=0,l,o.u e -S‘_s_ aj-l-\) F}

j=1f'.'fm= u=0;l;-..

¢} Funcao_H (de Barnes-Mellin)

(al,al);...;(an,an);(an+l,an+l);...;(ap,ap)

n
2. ’ =
(1.2.4) Hp'o |2 |
(blr Bl) Fsesy (bm! Bm) H (bm-l_l.r Bm+l) HENE (bq, Bq)
m n
I Mb.+8.s) NI INl-a.-o.s)

q P
L i r{l-a.-B.s) I T{a.+a.s)
j=m+l 3 j=n+1 J

onde i =y=-1 e I & um contornc proprismente escolhidoe ainda

(i) z #0



(i1) 1 <m<gqg, 0 <n < p; m,n,d,p s3ao inteiros positivos.

(iii} aj(j=l,...,p), Bj(j=1,...,q) sac numercs positivos e
aj(j=l,...,p5, bj(j=l,...,q) sao nimeros complexos tais
j= l’.-l’n.

(iv) Produto vazio & igual a 1.

(v) L &, por exemplo, um contorno gque separa oS pontos

- = bo+ = F ] = e gllly =0'lf"ll. —-58= -_l_’ .-'
s { 3 v)/Bj 3 1 m; v e -s (a:J \))/ct:J

j=lii"rm;v=ofl;-.a .

d) Relacao entre as funcdes H e G

Quando ] = ... = up = Bl = ,,. = Bq =1, a fungao H defi

nida em (1.2.4) & dada por:

,n
(1.2.5) Hg’q z

(al,l);...;(ap,l) al,...,a

3
(bysLseeei b, 1| - P9 b

e) Um casc particular da funcao G

- _ o, -1 Bi+B,—1
tB171s ap#Bymll T2 Tgyy T2

(1.2.6) G
a,-1 , az-l T(Bl-+82)

x 2Fl(a2+82“a1;BlF81+BZF l_z ) [ |Z[ < 1 -



1.3 = DISTRIBUICOES CONTINUAS

Apresentaremos a seguir as fungOes densidades das distribui-
¢Ces de particular interesse nesse trabalho, que s3do: beta weibul

lizada, beta, monomial e uniforme.

a) Distribuicao Beta Weibullizada

A fungao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatd -

ria Z com digtribuigido beta weibullizada & dada por:

p-= _
(1.3.1) f£(z) = ﬁa c(z%) 1-2591, o<z <

onde ¢ >0, p>20, g>0 . .

b) Distribuicdo Beta

A fungaoc densidade de probabilidade de uma variavel aleatd-

ria 2 com distribuig3o beta (na forma padrdao) €& dada por:

(1.3.2) £(z) = —t— P71 (35371 , 0 <z <1

B{p,q)

onde p > 0 e g > 0,

¢) Momentos de uma v.a. beta

O r-&8simo momento natural de uma v.a. 2 com distribuigao

beta & dado por:



['{(p+q) T (p+r)
I (p) T {p+g+r)

(1.3.3) wi(2) = E[zf] =

d) Distribuicdo Monomial (fungao-poténcia)

A funcgao densidade de uma v.a. Z monomial & dada por:

(1.3.4) flz) =p P71 , 0 <z <1
onde p > 0.

e) Distribuicao Uniforme

A fungao densidade de uma v.a. 2 uniforme no intervalo (0,1)

é dada por:
(1L.3.5) £(z) =1, 0 <z <1

1,4 - OUTROS RESULTADOS
Usaremos,ainda, os seguintes resultados:

a) Integral de uma forma logaritmica

. n {(-log x)*
m n _ _ n n. m+1 -
(1.4.1) J ¥ (log %) dx = (-1) (m+1)! r£0 r! (m+e1)27F

onde ntl & inteiro, m > 0 e 0 < x <.1.

b) Derivada n-&sima do produto de duas fungoes

n n \ .
4 (a py= 5 (Madlgn=i) , n=20,1,...
at® i=0 T

(1.4.2)

. i
onde A e B s3o fungbes de t e ad) - 4
' dt

i A.



c) Funciao densidade da n-&gima estatistica de ordem

Sejam X b SYRERYY variadveis aleatOrias independentes e i-

ll'
denticamente distribuidas com fungac distribuigac acumuladas F e
funcao densidade £, as quais sao positivas e continuas para

a<x< b e zero em outro caso, e sejam Yl'YZ""'Yn estatisti -

cas de ordem. Entdo a fungac densidade g (y ) de Y & dada por

{:n{F(yn)]n—l fly) . a<y <b

(1.4.3) g _(y_ ) =
non 0 s, €.0.C.

d) Funcao densidade da Amplitude Amostral

Considerando o Item (c) acima, seja Y = Yy -¥Y, a amplitude

amostral. A fungao densidade de Y & dada por:

b=y n-2
n(n-1) J [F(y+z)-F(2)] f(z)f(y+z)dz ,
(1.4.4) fy(y) = a 0 <y < b-a
0 , em cutro caso

e) Funcio densidade de uma transformacac de variavel

Seja X uma varidvel aleatéria com fungdo densidade £, con
tinua em R, Seja a transformagdo um a um dada por Y = h(x). A
fungao densidade de Y & dada por

fxih-l(ynl7§~ Rty , yer
= Y
£y} =
y
0

onde T & a imagem de h.



CAPITULD II

NOCOES DE VARIAVEIS COMPLEXAS

Apresentaremos aqui, alguns teoremas e definigoes sobre va -
ridveis complexas assim como a Transformada Inversa de Mellin,que
formalizam os métodos utilizados na determinagao da distribuicgao

de probabilidades do produto de variaveis betas weibullizadas.

2.1 -~ VARIAVEIS COMPLEXAS

Nesta secgao, daremos os elementos de variaveis complexas que
compOem a teoria dos residucs usada na resolugao do nosso_probleF

mal

DEFINIGAO 2.1.1: Diz-se que a fungao ¢(s) da variavel complexa s
g analitica num ponto S, Se a sua derivada g'(s) existe nao so
em S, Como também em todo ponte s de uma vizinhanga de 5,
DEFINIGAO 2.1.2: Um ponto singular de uma funcao g(s) & um ponto

do plano complexo onde a fungao g(s) deixa de ser analitica.

DEFINICAO 2.1.3: Se existe uma vizinhanga de um ponto singular so
de uma fungado analitica g(s), exceto no proprio ponto N entao
s, Se diz ponto singular isolado ou singularidade isclada de g(s).

Sendo s, uma singularidade isolada de uma fungao g(s)exis

te um nﬁmero'positivo r, tal que g(s) & analitica em cada ponto

s para o qual 0 < |s - sol < r. Nessa vizinhanga a fungac & re-
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presentada pela série de Laurent.

- b b
n
(201 gle) = E o a,(s=8)" + mey f s 2t

onde os coeficientes saoc dados por:

A g(s) S
% T 271 [ (oos )PFL ds ’ n=20,1,2,...
L o
1
R ! g(s) o
bn - 21Ti [ (s_s )_n+1 ds r n = 1,2,.|.
L o
2

tal que Ll e L2 sao dois contornos fechados contendo Sq

Em particular, nos interessa a definigao do coeficiente bl

dad& abaixo.

DEFINICAO 2.1.4: O coeficiente b, de (S—So)-l em (2.1.1) e chama

1
do de residuo de g(s) no ponto singular isolado S, © & dado por

(2.1.2) b, =z | gls)as
‘L

onde L & um contorno fechado que inclui s, tal que g(s) € ana

1itica sobre I e no interior de L.

TEOREMA DO RESIDUO (2.1.1): Seja L um contorno fechado tal gue
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uma fungao g(s) & analitica sobre e dentro de L, exceto em um
nimero finito de singularidades isoladas 51’52““ 'Sy intericres a L. Se
Ry vRorevesRy sac os residuos de g(s) nessas singularidades, en-

tao
(2.1.3) g(s)ds = 21Ti.(Rl+R2 +ees tR)

onde a integral & calculada no sentido positivo (anti-hordrio) ao

longo de L,

A demonstragao desse teorema € dada, por exemplo, em [ 2 ,
pg., 147) ou [ 1 , pg. 122}]. |

Na série de Laurent, dada em (2.1.1), a série de poténcias ne
gativas de (s—so) & chamada de parte principal de g(s) em torno

de s _.
o

A estrutura da parte principal tem grande influéncia sobre o
comportamento da fungao na proximidade do ponto singular, como ve

remos a seguir.

DEFINICAO 2.1.5: Suponha gue a parte principal em (2.1.1) conte —
nha somente um numero finito de termos; entaoc existe um inteiro m

tal gque os coeficientes b b 530 todos nulos e

m+l’ Tme2

bl b2 bm
{(2.1.4) g(s) = + 5 Feeit ———— +

_ m
(s—so) (s—so) (s—so) n

18

n
) an(s-so)
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quando 0 < |s—sol < r, para algum nimero positivo r, onde b_#0.
O ponto singular isolado s_ € entao chamado polo de ordem m da

fungao g(s).

OBS: 1) Um polo de ordem m=1 & chamado polo simples.

2} Quando a parte principal de g(s) em torno de C tem uma
infinidade de termos, o ponto € chamado de ponto singular

essencial da fungao.

Para determinarmos polos e seus residuos de maneira mais pra

tica enunciaremos o teorema seguinte,

TEOREMA 2.1.2: Suponhamos que uma fungdo g{s) satisfaca as se-
guintes condicgoes: para algum inteiro positivo m existe um va-

lor ﬁ(so}, diferente de zero, tal que a fungao

(2.1.5)  #(s) = (s-s )" g(s)

€ analitica em 5o Entac g(s) tem um polo de ordem m em s .

Seu residuo em 56 & dado por

Q(m—l)(so) 1 &1 n
(2.1.6) R, = = Mm 07— [ (s~s) gl(s})]
(m-1)! {m=-1)2 s»s, ds
Para a demonstragido desse teorema, ver [ 2 , pag 149].

As condicdes desse teorema sao satisfeitas quande g tem a

forma
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(2.1.7) g(s) = ——giﬁlﬁ- , m=1,2,...
(s—so)

onde a fungao @(s) & anatitica em s, © B(s,) # 0.

Uma fungac de particular interesse em nosso trabalho & a

fungdo Gama. Usando a definigdo (1.1.4), ou seja, |

(2.1.8) T(s) = 1

s © _2
se' I Hl+%en]
n=1
vemos que T (s) & analitica em toda parte no plano complexo exce-

toem s =0,-1,-2,..., que sao polos simples de T{s).

2.2 - A TRANSFORMADA DE MELLIN

Abaixo daremos as definigoes de Transformada de Mellin e
Tranformada Inversa de Mellin gue sao de grande importéncia na de

terminacdo da distribuicdo de probabilidades do produto de varii-

veis aleatOrias.

DEFINIQEO 2.2.1: A TRANSFORMADA DE MELLIN de uma fungdo £(z), pa

ra z > 0 , & definida por

(202-1) 9‘(9) = J Zs—l f(Z)dz
0

para Ri(s) > 0.
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DEFINIGAQ 2.2.2: Se a fungao g(s) & a transformada de Mellin da
fungdo £(z), e s & uma varidvel complexa, entdo f£f(z} ~ & a

TRANSFORMADA INVERSA DE MELLIN e € dada por

(2.2.2) fl{z) = 5%5 LJ z_S g(s)ds ' R(s) > 0

onde i =y-1 , L & um contorno propriamente escolhido e R(s) &

a parte real de s.

DEFINIGEOQ 2.2.3: Seja £(z) a fungdo densidade de probabilidade de
uma variavel aleatdria Z > 0. Entao o (s-1l)-ésimo momento natu —

ral de 2 & dado por:

s-1, _ s-1

) £f(z)ds

|
N

(2.2.3) “'(s—l)(z) = E(2

Fazendo uma analogia entre esta filtima definigdo e a trans —
formada de Mellin, vemos que

(2.2.4) g(s) = E (2571

isto &, g(s) & a transformada de Mellin da fungac densidade f(z)

da variavel aleatdria 2.
Analogamente, a transformada inversa de Mellin nos da a fun-
¢do densidade £f(z) de 2 se conhecemos g(s) isto &, o (s-1)=-é-

simo momento da variavel Z.
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No capitulo III, utilizaremos a transformada inversa de Mel-
n

lin para a determinacao da fungidoc densidade de 2 = I Z;, tal
i=1

que a varidvel aleatdria Z,» i=1,2,...,n, tem distribuigao be

ta weibullizada e portanto conhecemos o seu (s—~1)-gsimo momento.

Também faremos uso da teoria dos residuos para a resolugao

da integral de (2.2.2).



carlTunLo III

DISTRIBUIGAO EXATA DO PRODUTO DE VARIAVEIS
ALEATORIAS BETAS WEIBULLIZADAS

3.0 - INTRODUGAC

Johnson e Kotz [10] comenta que guase nada foi feito com res
peito a distribuicao beta weibullizada que & obtida da wvaridvel

€ tem distribuicdo beta

aleatoria 2 tal que, para algum c, 2
padrao.

Os poucos trabalhos existentes.tratam da distribuigSo do pro
duto e do guociente de varidveis aleatoriag tais como uniformes,
monomiais e betas gue sao casos particulares de beta weibullizada.
Em relag&o a v.a.'s uniformeg temos, por exemple, os trabalhOS'de
Gray e Obell [ 7], Rahman [17], Rider [21] e Sakamoto [24]1." Com
respeito a v.a.'s monomiais podemos citar Rider [23] e sobre
v.a.'s betas temos os trabalhos de Jambunathan [ 8}, Mathai [14 ]
e Springer e Thompson [27].

Apresentaremos, neste capitulo, a distribuigﬁo.exata do pro-
duto de n > 2 v.a. independentes betas weibullizadas, em termos

da funcdo H e também em forma de séries computiveis.

3.1 - "DISTRIBUICAO DO PRODUTQO DE V.A. INDEPENDENTES BETAS WEIBUL-
LIZADAS" |
Nesta secgdo encontraremos a distribuigao do prodﬁto, em ter
mos da funcao H, para guaisquer parametros das_v.a.'s. Este re-

sultadc sera apresentado no teorema 3.1.1. Apresentaremos também
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um caso particular desse resultado.

Usando a teoria dos residuos & possivel encontrar, de manei-
ra geral, expressoes para a fungao H em termoé de séries que sao
computaveis (fungoes gama, psi e zeta para as quais existem sub-
rotinas para computagao). Essa teoria nao foi aplicada neste caso
mais geral, devido a complexidade na determinagéo dos polos, mas
o faremos em capitulos subsequentes para casos especiais que tam-—

bém apresentam um certo grau de dificuldade.

TEOREMA 3.1.1: Sejam Z Zz""'zn v.a.'s independentes betas wei

l!‘
bullizadas de par@metros py > 0, a; > 0 e ¢; > 0. Ou seja, Z,

tem fungao densidade dada por

1
Tip, +4q.) c, pP.~= C. _
(3.1.1) f.(z.) = i 4 c. (2.5 1 % (1-2 1)y 71 ez <
1 1 1..( )I.(q ) 1 1 1
Py i -
com Py > 0 , qi >0 e 4 >0, ¥i=1,2,...,n.
Seja
I
(3.1.2) 2= T 2,.
i=1

Entao a fungao densidade, £(z) de Z &

n
I IMp,+q, } 11, ] 11
(3.1.3) £(2) =t P a0 brrar&re - PR g ;)
- I?T'( ) e { -1 --]-'——). . -1 ._1_-__)
i=1 P1 Py cpler T Pn gn' ¢,

0 <=z < 1

r
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e a funcao distribuigac acumulada F(z), de 2z &

n 11 11

I 1(p.+q.) (0,1); (p+g.—=—) 5o (DG ———)==)
i=1 i Fi Hn' 1l i cl cl n qncﬂlch
T Tlp,) Praia)i--e o g i (-1,1)

i=1 171 nn

DEMONSTRACAO:

Temos gque ¢ (s5-1)-&simo momento de Z, g(s), & dado por

?

C.
. l »
E[(zi )y "1]

II:I'.'J

(3.1.5) g(s) = € (25Vj= 1 E[Z(S =
: i=1 i

c
Como Zii tem distribuigao beta por (1.3.2), conhecemos o seu

(%f%)*ésimo momento, dado per (1.3.3), entao
i

n Ti{p, +q.) (p, + =)
(3.1.6) g(s) = 1 A T
i=1
-1
T(p, )T (p. +q, + ===
1 1 1 ci

Usando a transformada inversa de Mellin (2.2.2), a fungao den

-

sidade de Z e

n ’ . n
I T'i{p, +q;) i P(p '+-“-4
. i i . e,
(3.1.7) f£(z) = ==2 1 | gs izl = ds
n . 2T n s-1
E ripy) 1 ) _F(pi+qi+—c——_)

i=1 i=1 i
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onde L & um contorno que inclui os polos de

s~1, 7 O s-1
I'(p.+-————)/1'[ I'{p., +q. + ==)
I A T e 1

n=s

i
Usando a fungdo H, definida em (1.2.4), temos que a fungao

densidade £(z) de 2z & dada por (3.1.3).

A fungao distribuigao acumulada F(z) de Z & dada por

2
F(z) = J f(t)at
. ’0
n n
1 T(p,+q,) T ITp.—éLﬂkéL-s) Z
_i=2 7 i=l  * % % £ "at 4
n 27i n 1 s
I Tip.) T Tp,+q,—=—+—=-=s)
i=1 L i=1 i7ic ¢ 0
n _ _ n 11
I F(pi-l-qi) I I‘(pi--c——- + = s)
_ i=l , 1 i=1 i S r(l=s) =S4
n 2vil  n 11 r(2-s)
i I‘(pi) o L i I'(pi+qi——c—:-—+6—s) .
i=1 | i=1 i Ci

e por {1.2.4) temos que F(z) & dada por 3.1.4.

3,1.1 - CASO PARTICULAR

Da funcdc H podemos conseguir a fungao G, (1.2,5); mas tanto
para H gquanto para G, nem sempre existem resultados em formas
computaveis. Alguns casos especiais sac apresentados no livro de

Mathai e Saxena [ 15 ,pg. 61], como por exemplo ver(l.2.6).
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Assim, usando (1.2.5), (1.2.6), (3.1.3) e para n=2; e, =1,

i=1,2, temos que a fungao densidade de Z & dada por:

2
I A+, : - N I
G1e) £ - [i=l Npy+q,)] zpl l(l_z)ql_q2 1 o .
. - [ 2 ] 2 1p2 qz qququl qzl r
I T(p,) I'{a,+g,)
i=1 i 1 =2
0 <z <1
3.2 - "PRODUTO DE BETAS WEIBULLIZADAS COM PARAMETROS pi = p,q;=q,
Ci = cC

Agora apresentaremos a distribuicao do produto de betas wei-
bullizadas com parametros p, g e ¢, em termos da fungao G e
também em sdries, no teorema 3.2.1. Casos particulares dos resul-
tados obtidos serao apresentados no final desta seccao.

TEOREMA 3.2.1 - Sejam 2 '..,Zninad's independentes com dis-

1’ Zgr-

tribuicac beta weibullizada com parametros P, = P, Q

3, T4 € o7

=e¢, ¥i=1,2,...,n. Ou seja, Zi tem funcao densidade dada por:

T (p+q) p-= .
(3.2.1) £, (z,) = ———c(z5) © (1-20)7 L o<z, <1
i‘“i P (p)T (q) i i

onde p>0,g>0 e c > 0.

H=w

Entac a fungao densidade de 2 = Z; & dada por:

i=1
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n ———
(3.2.2) £{(z) = ¢ ~LB+a) cy7 ¢ GE'E [zc

q '.t.,q 0 1
’ . <2 <
™ (p)

0,...,0

e a fungao acumulada &

n _ 1-p, g ,..++,9
(3.2.3) F(z) = L—BFd) &p gn-l 2C Tl <z <1
1y ) n+l,n+l
P | 0,v..,0, -p

Para expressarmos f£(2)} e F(z2) em séries, consideraremos
dois casos, ou sejam: Caso 1 com g # inteirec positivo e o© caso
2 com ¢q = inteiro positivo. Esta consideragao & necessaria para

a determinagao de polos.
CASO 1l: (g # inteiro positivo)

Para g # inteiro positivo, a funcao densidade f(z) de Z &

n o cr n-1 . e
(3.2.4) £(z) = ¢ LMD Ly Dy (00 (1eg 253 a 07T
ﬁnp) =0 {n-1)! 520 j
, 0 <z <l
e a fung¢ao acumulada F(z) &
Tn(2+g] = 1 | n-l n-1..{(n=1-3} cr + cp
(3.2.5) F(z) = rn(p) rio w10 520( 3 )Aor (ityz



J _ c,\V
x I : log z') 0 < <
J-vF1 ’ z <1
v=0 v!{r +p)
onde
(3.2.6) Aén"l-J) = 1im a(0-1-3)
r Erer T
e
m-1 . L
2.7 (m) _ m-1, ., (m=1~3) o (3)
(3 ) Age jio ( 3 )Aor BOr
tal que
(3.2.8) af0) _a - __ T (t+r+l)
- - r r r-l n
[ 1 (e+3) 1T (q+t)
j=0
e
et r BI‘ g Y 4 Or
t+-r

CASO 2: (g = inteiro positivo)

Para ¢ = inteiro positivo, a fungao densidade £(z)

g-1 ag-l e i
(3.2.10) £(z) =cl[ N ()71 2P"1 5 207
3=1 j=g )

n-1
z
k=0

D (c1og 29*

0 <z <1

22

&

{n=-1-k)

Boi '
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e a funcao acumulada F(z) &

l 1 n-1
oiyy ¢
{(n-1)% k=0

_ g-1 a- - -1- i
(3.2.11) F(z) = [ T (p+)™ = (P AT () g OLFOP

3=0 i=0

k c.\ v
X T (—1_0'1}' ]3-)+1 . 0 <z <1
Cowv=0. v!(i+p)*TY
onde
(3.2.12) Aég'l"k) - 1in Ai(n—l—k)
t> =i
e
{(3.2.13) A(m) - m'z"l (m-]_) A(m“l—r)B(r) Cms 1 "
. L] Oi _ hy 01 Oi I e
r=0
tal que
(0)_ _ 1
(3.2.14) Ai = Ai" - -
I (t+3)
::]=
J#EL
e
. i~ et g S m B
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DEMONSTRACAOQ:

Temos gue o (s-1)-é&simo momento de Z, g(s), &€ dado por

{(3.1.6) fazendo P; =P, 49 =q e ¢; = ¥i =1,2,...,0.

Usando a transformada inversa de Mellin, (2,2.,2), a fungao den

-

sidade de Z e

n s 1
n Ty —=— - =)
(3.2.16) £(z) = & ép+q) 2%1 g8 ¢ C 3gs
™ (p) n s_ 1
L T (P+q+c _ c)

onde L & um contorno que inclui os polos de
(3.2.17) M+ -y /M pegrs - 3
ter c- cC ' c
Fazendo
podemos escrever (3.2.17) como sendo

cy -t ()
™ (g+t)

(z dt

n
(3.2.18) £(2) = ¢ I'(p+q) ,op-1

1
1..n(p) 27i

L

onde L €& um contorno que inclui os polos de

(3.2.19) ™ty / ™ (g+t)

Usando a fungao g, (1.2.3), temos que a fungao densidade f£(2)

de Z & dada por (3.2.2).
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A fungao distribuigac acumulada F(z), de Z, & dada por

z
(3.2.20) F(z) = J £(y)dy
: 0

cp-ct-1

= ¢ b dy d4dt

Tn(p-bq) 1 o) . (®
ey 2™ ek

n

_TI (9+g)(zc)p._;_J (26t L) Tlp=t) 4
L

% (p) 2mi PP (qat) T (p-t+l)

e por (1.2.3), temos gque F(z) pode ser escrita como (3.2.3).

Para demonstrarmos (3.2.4), (3.2.5)}, (3.2.10) e (3.2.11) de-
vemos considerar (3.2.18). Usando a teoria dos residucs devemos de
terminar os polos de (3.2.19). Para tanto, consideraremos O caso

l, com g # inteiro positivo e © caso 2, com g = inteiro positivo.

CASO 1: g # inteiro positivo

Neste caso, g # inteiro positivo e os polos de (3.2.19) sao:

"t = -r , Yr = 0,1,2,...
todos de ordem n.
Usando o teorema do residuo (2.1.3) e por (3.2.18) temos

n o
(3.2.21) £(z) = ¢ I (p+q) zCP 1. I R



onde

(3.2.22)

tal gque

onde

-1 n c,—t
1 . o n 1%t) (2%
= oT lim — [ (t+r) |
N ™ (g+t)
_ 1 . 327l P earr) (25 7F
al TRy lim AT [ ]
* ta-r 3t r=1 Ne .11
[ T {(t£+3)7]17 {g+t)
3=0
(ZC)I' n-l n-1. c j (n—l—j)
= I (. Y(-log z7) AOr
(n-1)! j=0 3 -
(n-1-5) . (n-1-3)
A = 1im A
Or to-y T
-1
(m) 5 _ "
or atm Or 5 1 or Or
m-1 Ly ,
_ m-1, . (m-1-i) (i)
“i=0(i)A0r By +» m21
A0 _ ™ (t+r+1)
T R

[T (£+3)71 T (g+t)
3=0

26
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e usando (1l.1.5), temos

(o) _ _ 9
Br = Br 5T log Ar
r-1 1 :
=n p(e+r+l) - n I —~ - ny(g+t)
. | 5=0 ft+j)

sendo que para K =1,2,...,m~1, usando (1.1.6), temos

) r-1
Blfk)= n (-1 kg kel rerl) -0 2 (DS —L
j=0 (t+7)
- ne-DF ke, gt )
[ 2]
Bé];) = lim Bék)
£ -1
r-1
- n(—l)k+1(kl)[c(k+l,1) + I *__“Li?i'- r(k+l, g-r)]
j=0 (j-r)

portanto, substituindo-se (3.2.22) em (3.2.21) temos gue a fungao

densidade de f(z) de Z & dada por (3.2.4)

A funcgdo distribuigdo acumulada F(z) & dada por

Z
F(z) =J £(y)dy
0
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n ] n-1- . z .
=c ! ip-ﬁg) 5 {nil)' 5 (n.l) Aég 1-3} Ycr+cp-1(_log )3 ay
r(p) r=0 * 3=0 ) 0 |

usando (1.4.1), temos gue F(z) pode ser escrita como em (3.2.5).

CASQO 2: g = inteiro positivo

Neste caso, q = inteiro positivo e hd cancelamento das gamas

em (3.2.19), ou seja

e 1

(3.2.23) -
™ (g+t) a-1

cujos polos sao

t=~3i, Vi=0,1,...,9-1

todos de ordem n .

Pelo'teorema do residuo (2.1.3) e por (3.2.18)}, temos

g-1 ., g-1
(3.2.24) £(z) =ec [ 1 (p+i)™12P"1 75 R,
=1 i=1
onde
: -1 c,~-t
— i P an gt {z") 1
(3.2.25) R, = To-TJ7 ;EEZ ;;E:I f (t+1) -1 —
- I (t+3)



1 . 0
= lim [ ]
1y _ n-1 ag-1
(n-1) t+—i 3t I (t+j)n
J=0
J#L
e R | c.k - (n-l-k)
(n-1}! k=0
tal que
0i =i
sendo gue
m—1
(m) _ 3" _a .
Porn T T m o T w1 [25; * Bgy!
m-1
-y ® l) A(If\lr) Bél_f) . m
r=0 r 01 ] 1
onde
{0) 1
Ay A T g n
T (t+j)
i=0
o J#L
B, = 2 log A
i t i
|
{(t+7)
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e para & = 1,2,...,m=1, temos

g-1 _
BV = n-n*lan : S
=0  (t+31}
J#1
assim
(2) . (%)
B, = 1im B
0i Eomi i
g-1
=n-1*¥"an s S
j=0 (j~i)
J#L

portanto, substituindo (3.2.25) em (3.2.24), temos que. a fungao

densidade de 2% & dada por (3.2.10)
A fungdo distribuicaoc acumulada F(z) & dada por

z
F(z) = J £(y)dy
0

=c[ 0 (p+)™ &£ =
j=1 1= 717

k
r D A (~log y9)* &y

q-1 atl 3 Pl o @1k [P oi+ep-1
k=0

0

e por (l.4.1) podemos escrever F(2z) como sendo {(3.2.11).

3.2.1 - CASOS PARTICULARES

Apresentaremos agui, 3 casos particulares de v.a. beta weibul-

lizada que sao uniforme, monomial (fungao-poténcia) e beta.
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As distribuigdes dos produtos serdo dados em corolidrios de-

correntes do teorema 3.2.1.

3.2.1.1 - VARIAVEIS UNIFORMES

Quando p =g =c¢ = 1, a fungao densidade de Z, dada por

(3.2.1) pode ser escrita como (1.3.2), ou seja

fi(zi) =1, 0¢« z; < 1

ou seja, Zi ;, ¥i=1,/,...,n tem distribuicaoc uniforme no inter

vale (0,1). O corolario seguinte apresenta a distribuiqéo de

n
2 = El Zi.

i

COROLARIO 3.2.1.1 - Sejam Zl' 22""'Zn v.a.'s independentes u-
niformemente distribuidas no intervalo {(0,1l). Entao a funcao den-

n
sidade de 2z = I 2, & dada por

i=1 *

1 a § ® 1 n—l
_ .n,0 ' f {(=log z)
F ey

Esse resultado também foli apresentado por Sakamoto [24]

-

e Gray 6 0de11[ 7 ] . A .fungdo acumulada F(z),de Z, &

0.1-..0 n-l v
= ! =2 I L:M_.fﬂ(z(l

0,v0.,0,~1 v=0 Ve

n,l

(3. 2. lt 102) f(Z) =Zn+l'n+l
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DEMONSTRAGAO:

Usando (3.2.2) e (3.2.10), fazendo p=g=c =1 e tendo

por (3.2.12) que

2 (0) (0 _ , _
Agy = By =y =1
e
0' = F F Y -
(3.2.1.1.3) Aé%-l-k)- _ k=0,1,2,...,n-2
l, k = n...l

temos que a funcao densidade de Z & dada por (3.2.1.1.1).

Por (3.2.3), (3.2.11), (3.2.1.1.3) ecom p=g=c =1 te-

mos que a fungao acumulada de 2 & dada por (3.2.1.1.2).

3.2.1.2 - VARIAVEIS MONOMIAIS

Quando ¢ =1, g=1 e p >0, a fuﬁgao densidade de Zy

dada por (3.2.l1) pode ser escrita por (1.3.4), ou seja

-1
fi(zi) = p ZE ; 0 <z, <1

<
[-l-
!

ou seja Zi ; 1,2,...,n tem distribuicao monomial. A distri
n

buicao de 2 = 1 Zy & apresentada no proximo corolario,

=1

COROLARIO 3.2,1.2 .- Sejam Zys Z2,...;Zn\haﬂs independentes  com
distribuicdo monomial. Entdo a funcdo densidade de Z = T Zi é
=1

i
dada por:
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._ l,o.i,l _ n—l
(3.2.1.1.4) £(z) = p" 2Pt ¢, =t Pl _logz) ©

n'n U;ooa'O (n-l):

L4

;0 <z <« 1

Esse resultado foi apresentado por Springer - Thompson [ 26 1,
Rider [23] e Rahman [171].

A fungao acumulada de % & dada por:

. l_p'l,-.-l n-l - v
(3.2.1.1.5) F(z)=pZF el . |z Py leClga]
! O;ocn;Op_p WO v:
0 <z < 1
DEMONSTRAGAO: ' .

Por (3.2.2), (3.2.10), (3.2.1.1.3}), comc =1, =1 e p>90,
temos que a fungao densidade de Z & dada por (3.2.1.1.4).
Por (3.2.3), (3.2.11), (3.2.1l.1.3) com c =1, g =1, e p>0

temos que a fungao acumulada de Z & dada por (3.2.1.1.5).

3.2.1.3 - VARTAVEIS BETA
Quando c =1, p >0 e g > 0, a funcao densidade de Z;

dada por (3.2.1) pode ser escrita por (1.3.2 ), ou seja Zy ,

¥vi =1,2,...,n tem distribuicao beta. No corolario seguinte,apre

Z, .

taremos a distribuigao de Z = i
1

(==

i

COROLARIO 3.2.1.3 - Sejam Zl’ 22,...,Zn‘haJ's independentes com
n

distribuiqéo beta, Entao a fungao densidade de 2 = I Zi ’ em
i=1 ‘
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termos da fungao G , & dada por:

. ad, » g
n
(3.2.1.1.6) f£lz) = I—;ﬁﬁiﬂl P71 GEE 2 0 <z <
I‘ (P) ' 0,--"0’.

A fun¢ao acumulada &

. l-p, g PR s |
(3.2.1.1.7) F(z) _Zlp+q) ponl

I‘n(p) n+l,n+l 0 <z <1

G000, = p

Para expressarmos £(z) e F(z) em séries, devemos conside-

rar dois subcasos, ou sejam: subcaso 1, com g # inteiro positivo e

subcaso 2, com g = inteiro pesitivo.

SUBCASO 1: (g # inteiro positivo)

Para q # inteiro positivo a funcdo densidade de Z &

n oo r n-1 _ . 1o
(3.2.1.1.8) £(z) = LBHL P70 5 B (T (a0g 2 A

T (p) r=0 *4=0 3

0 <z <1

e a fungao acumulada de 2 &

Mptg) = 1 Blono1 (n-1-9) L., r+p
(3.2.1.1.9) Flz) = T z T T f 3 ) ADr (§l)z

| r*(p) r=0 * §=0
3 (;lo v
g 2}
x I ¥ 1 » 0 <2 <1

v=0 v!(r+p)j
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onde Aé?_l—k) € dado por (3.2.6).

SUBCASO 2: (g = inteiro positivo)

Para g = inteiro positivo a fungao densidade de 2 &

(3.2.1.1.10) £(2) =[ 10 E+H"12FP+ 3 —2 ¢ Y (~log 2)°a P ,
4=0 iso DT 2o Yk Boi

0 <z <1

e a fungao acumulada de Z &

g-1 g-1 n-1 .
- .\ n 1 n-1, {n=-1-k), ., i+p
(3.2.1.1.11) F(z2) [jzo (p+3) ]izo CS kio (x VBos (ki}z
k v
x T (~log_z) 0 <z <1

—T T r
v=0 vl(i+p)k V-1

onde Aéz_l_k) e dado por (3.2.12),
DEMONSTRAGAQ:

Por (3.2.2) e (3.2.3), com c = 1 temos que a funcao densida
de e a fungao acumulada de Z sao dados por (3.2.1.1.6) e (3.2.1.1.7),
respectivamente, |

Em termos de séries, considerando o subcaso 1 com q # inteiro
positivo, temos por (3.2.4) e (3.2.5) que a fungao densidade e a
fungao acumulada de 2Z sao dadas por (3.2.1.1.10) e (3.2.1.1.11),

respectivamente.
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Considerando o subcaso 2 com g = inteiro positivo, temos por
(3.2.10) que a fungao densidade de Z & dada por (3.2.1.1.10) e

usando (3.2.11) temos que a fungao acumulada de Z & dada por

(3.2.1.1.11}).

Esses resultados também foram apresentados por Springer e
Thompson [ 27] e  Mathai [14] . Ver também Rathie e Kauffman [20].
3.3 - "PRODUTO DE BETAS WEIBULLIZADAS COM PARAMETROS pi; d; =4dr c

A distribuigao do produto de n betas weibullizadas com pa-—

»9; =4 e cy ¥vi =1,2,...,n serd dada no teore-

rametros p. i

i
ma 3.3.1 seguinte, em termos da fungao H e também em.série.
Para a expressao em série consideraremos dois casos, ou se-

jam: caso 1 com g = inteiro positivo, P; € Cy»r Vi =1,...,n, e

i
© caso 2 com ¢ ¥ inteiro pesitivo, p; & ¢ = Cy Vi = 1,2;.0..,n0.
A restricgao ¢, = ¢, no caso 2,8 necessaria para gque a deter

minacao dos polos nao se torne por demais complicada.

TEQREMA 3.3.1 - Sejam Zl’ ZZ""'Zn v.a.'s independentes tal que

Zi + ¥i =1,2,...,n tem distribuicdo beta weibullizada com para-

metros p,, 9, =9 e ci. Ou seja, Z; tem fungdo densidade dada

1
por:
. 1
T (p,+q) C, p,— == c.
(3.3.1) f£.(z,) = ——2 " ¢ (z,5) F Ci-z 1H¥L | g <z <1
171 i'“t i i
I'(p; )T {q)

onde Py > 0 ,g>0 e c; * 0, vi=1,2,...,n.
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n
Entao a funcao densidade de Z = 1 Z, & dada por
i=1
n _
I Tpsta (pl+q--cl—rc}—);-.-;(pn+q-;}—,§—)
_ i=l n,0 | 171 n n
(3.3.2) £f(z) o Hn,n 4 , O0<z<l
1 T(p,) 1 1 1 1
‘o i Py == )ieas: (P =5 )
i=l 1 C1 & n ¢’

e a funcao distribuigao acumulada de Z & dada por:

n
I Tpgq) (0,1) 5 (ppa =) 7o ne s (P 4T~ 2
i=] n,l 1 ™1 n n
(3.3.3) F{(z2) = ——— 2 H Z
n nt+l,n+l
IT(p,) 1 1 1 1
. i Py —=—r=)ieees;lp ~=—,—) ; (-1,1)
i=1 1 = cl ig| crl Cn

s 0<z <l

‘Para expressarmos f£(z) e P(z) em séries, consideraremos dois
casos, ou sejam: o caso 1 com g = inteiro positivo, Py > 0 e

ci >0, e o cagso 2 com gq # inteiro positivo, pi >0 e ci= c>0.

CASO 1l: (g = inteiro positivo)

Para g = inteiro positivo, pi_> 0 e ci >0, ¥i = 1,2,...,n

a fungao densidade de f£(z) de 2Z, & dada por

n g-1l )

(3.3.4) £(2) = — 1 z £ (5, )(-log2) Ay '
[ T (_1_)q] k=1 (Bk-lJ! v=0
i=1 ©1

s 0 <z <1

e a fungao distribuicado acumulada ¥F(z), de Z, & dada por:
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n g-1
[izl Lo P T Bl (B1ey)
(3.3.5) F(z) = n J % -(-B—:l—)-: z ( v } Aok
1y kT e
i=1 "i
v 0‘k'}'l v {log z)r
x(=1) (vi)z z S 0<z<1
r=0 r!(ak+1) r ,
onde
( ) (Bk-l-v) (Bk-l—v)
3.3.6 A = 1im
0k st "
e
-1
(w_ Yo7 w1, |, (u-1l-1) (u)
(3.3.7)  Ag= I () ag By ¢ u > 1 )
r=0 _
tal que
(3.3.8) A% -2 - 1
I (s+u£) %
=1
2#k

= 8 . -
(3:3.9) By =35 109 By 7 By = lim By

CASO 2:'(q # inteiro positivo)

Para g # inteiro positivo, p; > 0 ec;=c >0, Vi = 1,2,...,n,

a funcgdo densidade £f(z), de 2 , & dada por



39

k Pr r v zaj_rr-_vf Yy 1 -1-% _ (1)
(3.3.10) £(z) =ec{z I I T i— T (U (-log 2V A 4
r=1 j=l v=1 i=0 V=be oy 4 | 3x0
% %kt Mgl o m -l L)y,
+ T T e I (™ )(-log z) W %0
k=1 j=1 ‘Mgj~* =0 u
,0_< zZ <1

e a fungao distribuigdo acumulada F(z), de %, & dada por

k Pr r Dypp-vt 1 vl oo
(3.3.11) F(z) =c{ T T T =17 T { . ) A'rO
r=1 j=1 v=1  i=0 ' =1 ]
: . - r
BIPINS E UL T s A e (log z) N
o, +i PO y 1y V- 1-8-r
jrr-v+l : rI—O rl'(ujrr-v~+1%l+l) 1
g %K M5~ -1 .-1l-u
+ 51 1 5 (mkfl )cj(}‘;‘g] (1) 3
= R - ' =
k=1 j=1 ﬁnkj 1! u=0
— — - r :
Mkrbﬁ“ %k+8-j+llmjlu (kgz)z
x I— 2 z ; kg F ULy
(a2k+8-j+1 r=0 rytlo, + 8- 3+1)
,0 <z <1l
onde
(3.3.12) AT% = 1im A.(i;)
J 5+ =(a. +i) J

Jrr-v+1l
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=]
-1
(L) _ =1 (2-1-x) (x)
(3.3.13) A5 = xio Cy ) 2ypo Biro 2> 1
tal que
k fw u r-v N
, n I mr{ +8){l T Ta,  +8)
Vi +i+s+1) u=l el el e t=1 e
(3.3.14) a0, o Jrr-vil (m, ), x) -
L] - jr jr n _1 -
i-1 v-1 v-1 "jrr-h
920 9% O™ kzl hgc t£0 (ajrr'_h+l+s+t)
g 1 P F(um+£+.+s)
x| m m I ]

k=1 =1 (s+a2k+8-j)mk3 j=1 F(a3j+-&+s)

(3.3.15) B._ =

onde para ¥ > 2

_‘
Q
|
2
i
o

jrl

jr3 ~ P4r2
(3.3.16)

®jrr-1 ~ %jrr T Tyrr-1
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e n. n. ceegh. sao inteiros nao-negativos e para tod
jrl’ “jr2’ T yrr-1 g P todo

fixado r , nrh #*rv, v=20,1,...,j#/m; i,h = 1,2,...,r ,

isto &, os a's podem diferir por inteiros.

Ainda temos gue

(u} . {u)
(3.3.17) C...n = lim C.
k0O s >~ -B8+3 ik
_ 2k
e
(3.3.18) cw _ 7 U-ly clu=l-t) pE) -
e 3kO £=0 t jkO jko  f =
tal gue
(0) %! 9 1 m I(a.+s)
(3.3.19) Cig =Cx = | .1 i — il Jd
h=1 g=1 _ hg||i=1] T {a,.+B+s)
(k,3)#(h,qg) (StogxtE-9) 13
3 E T(am+£+j+5)
' j=1 T .+ B+ s
j .(Ot:,,:| B )
e
3 .
(3.3.20)} D,, = log C. : D. = lim D,
jk as _ jk jkO 5'*‘a2k7'3 +3 ik
DEMONSTRAGCAQ :
Para
P; >.0 r 93 =9 e o >0 , ¥1L =1,2,...,n



e usando (3.1.6}, temos gue o (s—l)—ésimo momento de Z = 1 Zi,

g(s), & dado por

-1, s
n P(pi+q)F(pi ¢ ci)
(3.3.21) gl(s) = T T 3
i=1 T (pi) r (Pi+q— = + -
i i

Usando a transformada inversa de Melinn (2.2.2), temos que a

fungcao densidade de Z ¢& dada por

n n . 1 s .
I Np, +qg) I Np,—- == + =)
=1 L 1 [ .-s 4=1 * % S
(3.3.22) £{z2) = - Z ds .
n : 2T n _ 1 s
i F(pi) . it ]."(pi+q—g- + )
i=l L i=1 i i

onde L & um contorno gque inclui os polos de

n n
1 1 1 1
(3.3.23) 1 Tp, — — + =) T Mp, + q - + =)
i=t Y ©i € i=1 1 Ci  ©4

Usando a fungao H, definida em (1.2.4), temos gue a fungao

densidade £(z) d&e Z & dada por (3.3.2).

A fuhgéo distribuigao acumulada F(z) de Z & dada por

z
(3.3.24) F{z) =_J f(t)édt
0
n n 1 s
T Tp.+q) I Mp,- — + —=)
i=1 1o f-d=r = %5 % (% -S40 ae
n 2mi n 1 s _
I INp,} ' I TNp,+gq-—+—
j=1 % L j=1 "1 7%cy ci 0 -
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n n 1, s
E T'(pi+q) n T(pi Tt c_._)
_ _i=1 - 1 i=1 i i I ({l~s) z~% as
n 2mi n 1 s T(2-s8)
I Xp.) . I I(p,+q- =—+—)
=1 ! R T B B

i
e por (1.2.4) temos que F(z) & dada por (3.3.3).

Para demonstrarmos (3.3.4), (3.3.5), (3.3.10) e (3.3.11) usa
remos a teoria dos residuos, sendo gue para determinarmos 0s po-
los de (3.3.23) & necessario considerarmos dois casos distintos ,
ou sejam: o caso 1, com g = inteiro positivo, pi >0 e c; > 0,
vi =1,2,...,h e o caso 2, com ¢ ¥ inteiro positivo , p; >0 e
ci =¢ >0, Vi=1,2,...,n.

CASO 1: (g = inteiro positivo)

Para g = inteiro positivo, £(z) dada em (3.3.22) pode ser

escrita como sendo

n g-1 1
(3.3.25) f(z) =0 1 T (p,+3) 5= -5 1
i=1 j=¢ * 2ni | z gl N - ds
L I n {p,~ = v = +5)
i=1 §=0 * €1 ¢4

n g-1

[T T (py+3d -

_ _d=1 j=0 * 1 278 — =T L ds
n 2ni /. .
1.9 L I 0 (s-l4c,p.+c.])
[ 1 ()7 i=1 §=0 ii i

i=1 ~i
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Temos ng termos do tipe s-l-c.p;+c;].

'Seja o representar c¢.p, % cij-l para algum i e j fi
XOS.

Seja Bk > 1 representar o numero de vezes gque ak ocorre,
para k =1,2,...,m tal que Bl + 32 +.eot Bm =ng e m=1,2,

--.;nq-

Entao podemos escrever (3.3.25) como sendo

n g-1 -
{n 1« (pi+j)] 1 _
: _di=1 §=0 1 _ ,
[ 1 (gﬂql- T (s+a)
i=]1 %3 L i=1

onde 1L & um contorno que inclui os polos de

. mn '
(3.3.27) [_H (s + o

que sao

S=—(1k,\‘.’k=1,2,.-.,m
de ordens £, vk =1,2,...,m , respectivamente.

Pelo teorema do residuo (2.1.3) e por (3.3.26), temos que

n -1
[ El .EO (pi+3)] m
(3.3.28) £(z) = 1‘n J I R,
(1 (Y k=1 "k
i=1 ©i
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onde
_ B, -1
k B -5
(3.3.29) R = —&=——  lim —?-—B—:T ((s+a) b )
LR 5 -
k (Bk 1): S % Bs.k_ I (s+a£) %
B, —1
‘k -5
-—L— um Ao g g }
(g, =-1)1 s*+- o k m B
k k 3s T (s + aﬂl)l
2=1
¥k
o B
k k g8, ~1 (B, =1-v)
= — T ( kv ) {~log .z)V AOkk
(Bk—l)l“ VéO
tal gue
(B, —1-v) © (B -1-v)
k X k
A = lim
Ok S+— Ak
k
e
-1
(w) _ " u-1 (u-1-r), (u)
N
r=0
onde
(Q) 1
Ak m B,L
Il (s+0:£)
2=1
1#k



3 m
k= The LA = T
2#k

-1

(s+a,) " (-B)

sendo que para r = 1,2,..., Bk-l-v r temos

m -{r+l)
Blir)= (- 1)r+l(r.) L (s+a£) BE.
- =1
27k
e
(r) _ . . (X)
5 U.k
_ r+l,_, m _ = {r+l)
= (~1) (rl) E (or.k di) BR,
ﬂ#k
Portanto, substituindo (3.3.29) em (3.3.28), temos que

fun¢ac densidade f(z), de %, & dada por (3.3.4)

A fungao distribuicao acumulada F(z}, de Z, & dada por

z
P(z) = J £(y) dy
0
[gqnl (p.+3)] Bl g [z
o B APyTIN gy N G- T L
= l_i 3=0 z .(_.B__']';]'-_)-'_ I ( )AOE( yk(-log y)vdy
1 q k=1 k "ov=0
[ (c—- 1 0
i=1 7i :

46
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e usando (l.4.01), temos que F(z) €& dada por (3.3.5),

CAS0 2: (g # inteiro positivo)

Para g ¥ inteiro positivo e c; = C, ¥vi =1,2,...,n, e usan
do a transformagao t =”%? , a funcao densidade f(z) dada em

{3.3.22) pode ser escrita por

n . n

(0 Tegal T Tp; - =+ t)
_ i= . c—-t i=1 '
{3.3.30) £(2) = = C 51 (z7) = - at
I'H r (Pi)] L I F(pi+q -—'c"+ t)

i=1 i=]1

onde L & um contorno que inclui os polos de

o 1 n 1
3.3. - =+ I Mp, +q -~ — + ¢
( 31) _igl Mp, ~ = +t) 2 (py, +q -3 )

que requer uma outra representa¢ao para a determinacgao de seus po
los, Para tanto sera usado o resultado apresentado por Mathai e
Saxena [151 pg. 171].

Assim, temos que (3.3.31) & escrita por

1
Mpy = o + t) n o Mo.+t)
= 1 ]

(3.3.32)

j=1 I‘(O_lj+B+t)

).
n=sin=s
=

’...l

1
1"(pj +tg-S+ t)

-
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onde oy = Py -—g;—'

Ainda podemos escrever (3,.3.32) como sendo

m+2+p I'(aj_+ +)

(3.3.33) i = b6 8,8y , n=mt+i+p
j=1 I'(Otj+6+t) '

tal que A, € dado por

m F'(a, + t)
(3.3.34) 4, = 1 1

j=1 P(alj+8+t)

k Pr
rgl jE-l I‘(ajrl+t)r(ajr2+t) ..._I‘(oajrr+t)

m .
E F(alj+8+t)

j=1

onde, para r > 2 , temos que

(3.3.35) 4




49

tal que I'ljrl, njrz,...,njrr_l

todo fixado r ,

820 inteiros nao-negativos e para
+ . .
ajri - Oh #-v, v=20,1,...; J##Fm; i,h =

=1,2,...,r; isto &, os a's . podem diferir por inteiros.

0 4, & dado por:

T(am+j + t)

1 P(uj +B +t)

1
F = e

(3.3.36) A ‘
]

e o A, é dado por:

(3.3.37) A

Desta forma, admitimos gue:

{a) em Al' {3.3.34), nenhuma das gamas se cancelam

(b) em A,, (3.3.36), ha cancelagao, resultando fatores no

denominador

{c) em A (3.3.37), as gamas se cancelam tendo alguns fato

3!
res no numerador.

(d} e ainda em az temos
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{i) 0 < mkj < 8

mkj ;3 o= 1,2,...,qk r k=1,2,,..,% ; sac  todos
inteiros nao-negativos

(ii) 0 < &' < &

(1id) Coy + B -k # a2j +8-v; i,j=121,2,..., ' ;i#3

k;V=l,2,...,maX {q-}
5 ]

Admitimos ainda que nenhum dos polos de Al coincide com al-
gum dos poleos de ﬁz ou algum dos zeros de ﬁ3 e nenhum dos po-
los de 4, coincide com algum dos zeros de 53. Pela rearrumagao
das gamas em (3.3.33) esta pressuposigéo'pode sempre ser conside-

rada.

Em ﬂl’ dado por (3.3.34), 0s polos residem no numerador e

para determina-los, consideramos, sem perda de generalidade, que
PO, a > eee > O
ajrl-—ajrz — - 0‘j:cr
Entao, para fixadoes j e r , temos gue:

os polos de ordem 1 vem da equagao

ajrr +t+1=0 para 1 = O,l,..;,njrr_l

os poles de ordem 2 vem da eguagao

+t+1i=290 para 1 =0,1,6e.,n.

&4 jrr-2

jrr-1
e assim sucessivamente, temos gque:

os polos de ordem r vem da equacao

SR NG P

BIBLIOTECA (ENTnAL

-
I



.+t o+

ajrl t i

Os residuos R,. , i
1i

los de ordem 1, sao

=0 para 1 =0,1,...

= 0,1,..., -1, correspondentes aos

njrr—l
dados por:

51

po=

r bohg(z%) 7"
Rl' = " lim {(t+a., +i)} I Tla. +t) -
1 to(a, +i) jrr g=1 JTS m
jrr 1 F(al.+ 8 + t)
j=1 |
F{t+a, _+i+1) r-1 B,04(2%) 7"
= lim — JIT T Tla. _+t)-
toelu,  +i) ot g=1 Jrs ™
jrr I {a.__+t+]) 1 T(a.l4-B + t)
. j=0 JIEF §=1 J
r—1 o _+i
_ . ¢, “jrr
Sgl r(ajrs ajrr 1)&02A03(z )
i m
(=1)7(il) .E I%alj + R - Cypr ~ i}
j=1
c ajrr+
- - ' [ 1
(njrl+njr2+...+n_irr_l i-1)! .. (njrr—l i-1)1Ag,845(27)
y . W
— i ! — -—
(-1)~ il _E T(alj + B ajrr i)
j=1
para i = 0,l,..0,m__.-1 e r > 2

onde
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A = lim A ; AL, = lim A
02 t>r=(a._ _+i) 2 03 t+—-{a. +i) 3
jrr jrx
e
o WA % §
c, Jll
. _ A'OZ&'OB(Z )
1i i,., m R
(-1)" (i) _II I'(cr.l + 8 - ajll - i)

A, = lim A ; N = lim A
02 2 ! 03 _ . 3
t -+ (ozjll-i-i) t > (ajllﬂ.)
Em geral, o residuo cprrespondente ac polc de ordem Vv ’

Vv = 1,2,...,r , & dado por

r

- T (gt (27
. 1 ) ' WV S=1
{3.3.38) R_.= 1lim T {t+o. )
Vi, (. +i) (v=1). 3tV 1 Jrr=v+l m
Jrr-v+l _ I I‘(ctl. + B + t)
j=1 I
v=-1
1 . 3 AV
- t + g, + i
{v-1)! t+-]f:tln +i) gyt a “jrr-vil )
* jrr-v+l -
xk Pa ¢
[n 11 o Tla . +t)] v g
% =1 m=1 s=1 s [ 21‘.[ Hk 1 ]
m : . .
k=1 j=1 g
[ T r(a1j+s+t)l (t + oy + B 3)

3=l



P TIla A+t e
« [ T m+ 2+ 1 (zc) t}
i=1 F(a3j+8+t)
: _ AYS .
=(1D i 9#1 { Tlmyx-v+1+l+t+“
v-1): . - i-
t+=(o. +i) Bt v
Jrr—=r+l _ e£0 (B+ajrr_v+l+t)
k qu u r-v
[T 0T T T(a + )] {1 Tla, . + t)]
- =l el os=) mus _ g=1 Jrs .
« mw#(,r)
v-1 v-1 Mjrr-n"1 m |
[ o 1 | (s o te+s)I T To,  +B8+t)]
k=1 h=k =0 jrr-h+l j=1 13
v % 1 ‘ P Tlopageq™®) &
x[ & ) 10 1 1 (z7)
k=1 j=1 e 5 =

(t+a2k+[3—j)

c)ajrr—v-i-l+i v-1

{z 3 (V;l) (-1og zc)v-—l-ﬂ, A(i())
(v-1)1 =1 J
onde A;i% & dado a. seguir, convencionando-se que n

tOdO j = 1,2;'0|;Pr i r = 1,2,.-.;](0

Temos que -

1 I‘(a3'j+8 + t)

2

Jjr

_.t}

53

o = ® para



(2

(%)
5r0 = lim Al

- : Jjr
t= (ajrr-v+1+l)

=
=1
(2) _ %y7 -1y, (2-1-x)_ (%)
Aer =0 ( p 4 ) Ajr0 Ber ' bzl
X= .
tal que
v x % u r—v 7
I' (o +i+t+l) |0 B 0 Tlo _+t)]] 0T Tla, +t
Jrr-v+l ol 1 sm1 (o s T E [z Sre )
a0, o Slmu)# 0, r) : -
Jr T g v-1 v-1 Byrr-n~1 7
| Eo(8+ajrr'v+l+t) kEl hEk s;Eo (@5 rp-n+1tt+s)
T
) % I? 1 ﬁ T(um+£+j t) 1
k=1 j=1 (4o +8 -3 )mkj 3=1 Tlog, +B+ t)
e
B = log A
jr s g jx
k %% u
=v Pla.___ +i+t+l) + I L L Yla + &) +
| jrr-v+1l u=1 m=l s=1 mas
(mru)#(jrr)
r-v i-1 -1
- blogps + 8 - omg V8t yppmpntt T -



v=1l v-1 njrr-h"l 1 AN

- kR I Ogppnn

k=1 h=k j=1 k=1 j=1

-+

P
L
3=

P
w(am+2+j +t) - 'Elw%j + B + t)

1 J

e COmo

BjrO = lim Bjr
t-%_(Ol'jrr--vﬂ.ﬂ')

usando ( 1.1.5}, temos

k 9 u
B, = T ' I (& - Q. - i) -
3T0 gy =1 s=1 MUS JrEovil
(mywd#(3, 1)
gt 9k M P -
- I I + D pla Lo.. — O -1i)
P s o . m+ 243 jrr-v+l
k=1 3=l lay p gep7troytB-3) 351

P
- I w(aB. + B

i 3 T yrrevel T i} + v (1) +

r=v i=-1 v

+ I Yla - oL - i) £ —
s=1 jrs jrr-v+1 9=0 (8 i)
v-1 v-1 jrr-n" 1

- I ) N

(

Csrr~h+l ~ %3rr-v+1 Tt 8)

+t+s)_ - ¥ z m.k(t+a2k+8-j)_l

55

+



usando (3.3.35), podemos escrever 'Bjro

come sendo

k. v u
B. = L L )3 - . - i) -
Jr0 =1 m=l s=1 w(amus %Srr-v+l )‘
(m,u)#(j,xr)
it % :
-z =z s +
k=l 3=1 oy, _gep " 1tog t8 3
p P -
+ E "U(am+2.+j-ajrr-V+l_1)_.E tp(a3j+8-ajrr_v+l—i) +
J=1 3=1
+ v (1) + tp(njrl + njr2+"'+njrr-v_l) +
+ lIJ(njrz + njr3+ '+njrr~v‘l)+'°'+w(njrr—v—l) +
1 1 1 1 '
+ v [l + 5+t FlH(v-1)[—= oot = ]
2 i T1+1V (i _ga)
toae. ¥+ 1 _
(1 + Birr-v+l Fooodt njrr—l)
Temos ainda gue’
(x) _ X
Bjr = .{Bjr } para x > 1

+



Usando

{x) ;
Ber B

(x)
Bjro

£ >

Q.

jrr-v+l

lim

+ 1)

pix)

J

(l.1ﬁ6 ), podemos escrever

r

« k Ty ow
— ) - - - g
R e s
(m,u}#(j,r)
Y e
. . = (x+l)

X R T - 1i-13) +
Kol §o1 mk? *2k jrr-v+l

P .
jil C(X+lf mg-i T Yjrr-vel T 1)

13 ' i) +

.E z{x+1, 3 + B - %S pr—vil )
j=1
v r{x+l,1) + T(x+1, Nypp * njr2+“‘+njrr—V'- i) +

- . - +
r{(x+1, njr2+"'+njrr-v 1)+...+;(x+1,njrr_v i)}
, 1 1 1
x.{v[fﬂl+2mi+5”+iwi]f
1 1
(v-1)1 oot 1+
. x+1 . x+1
(i+1) (l+njrr-v+l)

57
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. 1 -
+ ve. + )x+1}'

(1 + Byrr-v+l Teeo? njrr-l

Em A, , dado por (3.3.36), os polos saa

t=j —u2k_ B I Vk=l,2,...;ﬂ-' r Vj =l'2'..noquk

de ordem mkj'“

Portanto temos q; + qy e + g polos.

0] re51duo Rkj correspondente ao_polo.de ordem mkj e dado

por:
(3.3.39) Rk = 31 lim Bmk {(t+oa +8 =3 )rrij
I (m.-1)! to-a, =B+ . kT 2k
Mheq=) ¢ 2k P73 ae <
gv 9y ) _
x[ T I (& + Gop *+ B - g)%glal%(zc) i3
h=1 g=l1
_ | ' %h
-—L—  im %L{[ Toon b
(mey=l) 2 €m0y =B+ ¢ LTl ety 8 -g) 9
k,3)#(h,q) '
TR T{a, +t) - P T'{a +t) -
x[ 1 - 1L T e e RS )
i=1 F(a1j+-&+t) j=1 ‘F(a3j + s + t)
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Gy + B = 3 -1
c, %2k My -1 ~1-u _ (u)
- {27 _ > (mka } (-1og zc)mkj Ciko
- 1 u=0 . '
(mkj .1).

(u) - . . - ® -
onde Cjko e dado a seguir, convencionando-se que njr0 = pa-
ra todo j=l,2,...,pr ;s r =1,2,...,k.

Temos que’
{u) - lim {u)
C. = C.
k0 _ _ . Jk
t > e B+ 3
e
cw _ -l (umlms) () e s 1
ik 0 = s 5k 0 jk0 7 =
s=0
tal que
' ad '
e, - 11 1 x
ik Uik Mpyg
J h=1 g=1 (t + a, + B - g)
(k,3)#(h,q)
m T{a. +t) P T'{o .+ t)
x [ I J ] [ mtEt) ]
j=1 I‘(cclj+8+t) j=1 I‘(cf.3j + B + t)

3 .
Dy = 3¢~ 109 Cyy
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-1 m
= )3 A Y{(t + o + 8 - g) + I Yla, +t) -~
(k,j)#(h,qg)
T { ) : ( } ; ( }
- T Yla,. +B+t)+ I Plo,,,.+t) - I Plo,. +B +t
=1 13 4=1 m+4+] 4=1 35
e como
D. = lim D,
jk0 _ _ . 3k
t > Qo B+ 3]
temos
2‘1 qh . _l m .
D. = DN I (= ) {0y =0, + 5 — Q) + I Yla. - - B+g) -
3k0 h=1 g1 "hg’ *%2n T %2k | j=1 3 ®x
{(k,3)#(h,qg)
m P
- ¥ yla Gay + 3) + I yla . = o - B+ 3) -
j=1 1j 2k 5=1 m+2+] 2k
CO i)
~ T blag, - o, + 3
j=1 33 2k
Temos ainda gue
(x) 5=
Djk T {Djk } _para x > 1
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(x) _ (x)
Djko = lim D

—r - . Jk
t+‘ﬁk B+

Usando (L.1.6)}, podemos escrever

(x) 1 ! %n (x+1)
X x=1, | PR TS
D, = (-1) (x?) b) z (a,, —a, + 3 - g) +
3k0 h=1 g=1 mhg 2h 2k
(k,3)#(h,q)
m m
+ I gi(x+l,a.~cn, =B+3J) = I Z{x+l, a,.-a,, +3) +
521 i~ %k 521 13~ %2k

P P
L (L, ap g T BYI)- I olatliagy mag +3)
j=1 | i=1

Em AB’ dado por (3.3.37), ndo se tem polos.

- Utilizando o teorema do residuo, a fungéo densidade £(z), de

Z, @ dada por:

n
[ izlr (Pi + q)] [ k Pr r njrr_v-l 'Q’I qk 1
£(z) = c.lz X b 5 R.. + I b L
n . . vi . 3j
r=1 j=1 v=1 i=0 _ k=1 j=1
[i£1 F{pi)]_

, 0 <2 <1

gque pode ser escrita como em (3.3.10), usando (3.3.38) e (3.3.39).
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A fungdo distribuigao acumulada F(z), de 2, & dada por:

z .
F{z) = f(y)dy
0
In
[ T T(p,+q)] _
_ * k Pr r Pyre—v i .
_ i=1 1
= - c{ ¢ z b z Sy
i=1
¥4
vl [ +i
[} -v+1 . vel=-
” 221- IL )A:ir()J (v%) T (-log Yc) dy +
- 0
% m, -1 i my=1-u
. _ s .
% 1 9 “ﬁq L@ | e %2kt 109 4 K } dy
+ I I DT { ) Civo ¥y
k=1 j=1 (mkj u=0 3

0

e usando (1.4.1), temos gque F(z) pode ser escrita como em (3.3.11).

3.3.1 ~ CASOS PARTICULARES

Apresentaremos agora, 2 casos particulares dos resultades ob
tidos anteriormente que s3o a distribuigao do produto de monomi-
ais (fungac-poténcia) e a do produto de betas.

Os resultados serao apresentados em corolirios decorrentes do

teorema 3.3.1.
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3.3.1.1 - VARIAVEIS MONOMIAIS

Quando ¢;=1, g=l e p;>0 , ¥i = 1,2,...,n; a funcac densida-
de de Zi dada por (3.3.1), pode ser escrita como em (1.3.4), ou

seja
(3.3.1.1.1) fi(zi) = Py%; , 0 < Z4 < 1

ou seja, Zi, ¥i =1,2,...,n tem distribuicao monomial.
n

No proximo coroldric @ apresentada a distribuigido de Z =1 Z,.
; (-1

COROLARIO 3.3.1l.1 - Sejam zl,zz,...,z v.a.'s independentes tal

n
que Z.,, ¥i = 1,2,...,n, tem funcio densidade dada por (3.3.1.1.1).
n

i
Entao a fungdo densidade de Zz = 1 2z, & dada por: .
i=1
. n pll".fpn
(3.3.1.1.2) £() = (1 p)c™) iz | =
=1 ' py=Llser. /B -1
" mn n  pd
=(Hpi)E TL-—— , 0 <z <1l
i=] k=1
1 (Pﬂ_pk)
=1
27K

a funcao acumulada de 7z € dada por: © -

n
{3.3.1.1.3) F(z) = (I pi)z
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n oo K
=(II p,}) L : ' 0<z<l
1 n
i=1 k=1
I (pg—py)
f=1
5K

DEMONSTRACAO:

Por (3.3.2), {(3.3.4), fazendo c, = 1, g=1 e Py >0 ,
¥i =1,2,...,n , usando (1.2.5) e tendo, pelas consideragoes fei

tas na demonstracgaoc do Caso 1 do Teorema 3.3.1, gue:

a) m = 1,2,.-.,1'1

c) o = pk—l  pois j =0 gquando g = 1

Agora o, aparece uma sO vez, isto &, B = L, ¥k=1,2,...,n.
d) Como consequéncia de (a), (b) e (c) e por (3.3.8) e (3.3.9),

temos que

1N (t+p£+l)

2=1
LEk
e
. n . -1
B, =- X ({t+p, -1
k=gl . 08
L#£k

e ainda, usando (3.3.6} e (3.3.7), temos gue

(3.3.1.1.4) a'9 = 1in A£°> -

0k n
t > 1-py, n (p

: 2=1

27k

1

2Py
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e portanto a fungao densidade de 2 pode ser escrita por
{3.3.1.1.2}.

Por (3.3.3), (1.2.5 ), (3.3.5), considerando ¢, =1, g=1

i
ep; > 0, vi=1,2,...,n e ainda por (3.3.1.1l.4) temos gque a

fungao acumulada de Z & dada por (3.3.1.1.3).

3.3.1.2 - VARIAVEIS BETAS

Quando ¢, =1, g >0 e P; > 0, ¥i = 1,2,...,n, a fungao

i
densidade de Zi " dada por (3.3.1), pode ser escrita como em

(1.3.2), ou seja

| 1 q-1 Pyl
{(3.3.1.2.1) fi(zi) = EW z; (l—zi) , 0 < zi < 1

ou seja, Zi, ¥i = 1,2,...,n tem distribuicao beta.

No corolario a seguir, apresentaremos a distribuigao de
n .
Z = 1 Zi' onde Zi € uma v.a. beta,

i=]1

COROLARIO 3.3.1.2 - Sejam Zl,Zz,...,Zn v.a.'s independentes tal

gue Zi' ¥vi = 1,2,...,n, tem funcdo densidade dada por (3.3.1.2.1).

n
Entao, em termos de fungac G, a fungao densidade de 2 = I Z; &
- i=1

dada por

n

[iEl F(pifq)] n,0 Pyta-l,...,p5kal
(3.3.1.2.2) £(z) = - i y0<z<1l

[ H I-. (pi)] . pl_l’ LN ] 'pn-.l

i=1
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e a fungao acumulada de 2 & dada por

1
[izl'rkﬁfq” n.1 _ Oapl+q—1,...,pn+q-l
{3.3.1.2.3) F(z) = z G_! z ' '
n n+l,n+l -1 -1.-1
[ I ]"(pi)] Pl Feeny pn [4
i=1

0 <z <1
Para expressarmos f£(z) e F(z) em séries, temos que conside -
rar dois subcasos, ou sejam:

SUBCASO 1 : (q = inteiro positivo}

Se g = inteiro positivo, a fungao densidade £(z) de Z & da-
da por (3.3.4) e a fungﬁo acumulada F(z) & dada por (3.3.5), lem-
brando gue para c; = 1l temos oy = Pi+j'1r ¥i =1,2,...,n: V¥Yj =

=1,2,..09-1; ¥k = 1,2,...,m.

SUBCASO 2 : (q # inteiro positivo)

fD'I

Se g # inteiro positivo, a funcao densidade f(z) de Z

dada por (3.3.10) e a funcgdo acumulada F(z) & dada por (3.3.ll} ,

lembrando que para c; = l, temos aj = pj-l , ¥i=1,...,n, Vj

= 112;-00111'-

DEMONSTRACEO:

Por (3.3.2) e (3.3.3), fazendo c; = 1, ¥vi =1,2,...,n e u-
sando ( 1.2.5), temos gque a fungaoc densidade f(2z2) e a fungac acu-
mulada F(z) sao dadas por (3.3.1.2.2) e (3.3.1.2.3)'respectivameg

te.
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Em termos de séries, temos que o subcaso 1 com g = inteiro
positivo & um caso particular do caso 1 do teorema 3.3.1, lembran
do dque para cy = 1 temos ak
2,...,9-1, isto'é,a fungao densidade £(z) ea fungao acumulada

= Pi+j_l: ¥i = 1,2,...,n; Vj =1,

F(z) sado dadas por (3.3.4) e (3.3.5) respectivamente.

O subcasc 2, com ¢q # inteiro positivo, @ um caso particular
do caso 2 do Teorema 3;3.1, com a restrigéo gue para < = 1 temos
aj = pj-l, ¥ = 1,2,...,n. Entdc a funcao densidade £f(z) e g'
fungao acumulada F(z) sao dadas por ({(3.3.10) e (3.3.11) respecti
vamente,

Resultados sobre distribuigﬁo do produto de variaveis betas

sa0 apresentados por Springer e Thompson [27] e Mathai [14]. (Ver

também Rathie e Kauffman [20] e Rider [22]).

3.4 - APLICACOES

Rahman [17] comenta que em engenharia de produgao de alta pre
cisdo com limites de especificag@o prdximos, o erro aleatdrio do
processo de producgao tem distribuicao aproximadamente uniforme. Em
tal situagao, & interessante voltar a atencao para o erro maximo
em vez do erro médio. -

Suponha agora que a produgao estd sendo levada a efeito por
k maguinas semelhantes tal que os erros maximos nas unidades do
?roduto manufaturado por elas sao 61'92""'9k respectivamente.
Os valores maximos obtidos em amostras aleatdrias das unidades pro

duzidas pelas m3quinas s3ao estimadores de maxima verossimilhanca
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de 6,,0550..,8, e sao usados para testar a hipbtese de que os

8 i=1,...,k sao conjuntamente iguais a algum 60 dade pelos

il’
limites de especificagao.

Um teste estatistico indicado para esta hipdotese & o produto
dos valores amostrais maximos.

Analogamente, a amplitude amostral & outra esuﬂistkﬁ usada
em controle de qualidadé, e & sabido que para esta estatistica &
conveniente usar a média geométrica.

Apresentaremos, a seguir, a distribuigﬁo do produto dos er-

ros maximos e da média geométrica das amplitudes amostrais.

3.4.1 - DISTRIBUICAO DO PRODUTO DE k VALORES MAXIMOS

Seja X a variavel aleatoria que representa o erro 'do pro-
cesso de produgdo. Vamos supor sem perda de generalidade que X @&
uniformemente distribuida no intervalo (0,1).

Retira-se uma amostra de tamanho n de cada populagac, isto
e, de cada méquiﬁa, sendo Yl’YZ""’Yn as estatisticas de ordem
correspondentes a cada amostra. Entao a funcao densidade gn(yn)

da n~ésima estatistica Y & dada por (1.4.3), ou seja

(3.4.1.1) gh(yn) = n[F(yn)]n_l f(yn), 0 < Y, < 1

onde F(x) € a fungao acumulada e f£(x) & a fungao densidade de X.

Ou seija,

' 0 <y <1

(3.4.1.2) g (y ) =
n-n

. 0 -p EOOOCQ
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isto &, Y tem distribuigdo monomial (fungdao-poténcia) de para-

metro n.

Seja

(3.4.1.3) Z =Y, .Y

ln znt.a.'Y

kn

onde Yin & a n-ésima estatistica de ordem da amostra de tama-
nho n proveniente da maquina i, Vi = 1,2,...,k. Entao a fungao

densidade de Z , usando (3.2.1.1.4), & dada por:

k

(3.4.1.4) f£(=z) = kgl)-

zn_l(—log P , 0<z <1

Este resultado também foi apresentado por Rider [21]. -

3.4.2 - DISTRIBUIGAO DA MEDIA GEOMETRICA

Como visto anteriormente,‘seja X a v.a. erro do processo de
produgao; X & uniformemente distribuida no intervalo (0,1).

Uma amostra de tamanho n € retirada de cada populagao, sendo
Yl'Y2""’Yn as estatisticas de ordem correspondente a cada amos
tra. Ent3c a fungao densidade de probabilidade h(t} da amplitude

amostral T = Yn-Yl, usando (1.4.4), & dada por

nn-tP%(1-¢) , 0<t <1
(3.4.2.1) nt =
0 ' e.0.cC.
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isto &, T tem distribuicac beta de parametros (n-1l) e 2.

A média geomBtrica de k amplitudes amostrais & dada por

{3.4;2.2) Z - ‘/Tsz LK 2N ] Tk

onde T,, i=1,2,...,k, & a amplitude amostral proveniente da i- .
esima magquina..
A funcao densidade de U = Zk, usando (3.2.10) com c=1 &

dada por

i k-1
u k=1 r
- I ("_7)(~log u)"A
k=-1). r=0 r

-2 1 (k-1-1)
2 01
i=1

(3.4.2.3) £(u) = n"@-1)% "

, 0 <u <l

tal que, usando {3.2.12)}, (3.2.14) e usando o fato de que 1=0,1,

Ke=l=- -
Aéi r) € dado por
Al=lor) | DRI kgL k-2om) o L
0o le-(r+l)
(3.4.2.4)
Akm1mr) | CDFTIT ks 2km2en) o oy
01 2k=(r+1)
(~1)
_ et
Este resultado tambem foi apresentado por Rider [ }].

‘Mas, estamos gquerendo a distribuicao de Z = kg , cuja fun=-

cao densidade, usando (1.4.5), & dada por .
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Folg (2 -2 g™hz) |, 0 <z <1
(3.4.2.5) £,(z) = _
0 _ . €.0.C.
Seja
(3.4.2.6) z = g(u) = vQ
entao
(3.4.2.7) g t(z) = ¥
(=]
(3.4.2.8) I gty | = |k 257

entao a fungao densidade de Z & dado por

0i

: 1 ki k-1
_ k, .k _k(n-2)+(k-1) z k-1, ,_ kyr , {k-1-r)
i=1 r=0
0 <z <1
onde aK1T) 2 3a40 por (3.4.2.4).
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