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Resumo

Neste trabalho estabelecemos condigoes para que o predual do espago H(€2) de aplicagoes
holomorfas em dominios de Riemann tenha a propriedade de aproximagao e a propri-
edade de aproximacao limitada. Para tal utilizamos fundamentalmente uma extensao
do Teorema de Linearizagao de Mazet. Provamos que se E é um espacgo localmente
convexo com uma base de Schauder equicontinua, entao o predual G(U) tem a proprie-
dade de aproximacao limitada para cada aberto equilibrado U C E. Provamos também
que se F é um espaco de Fréchet separavel com a propriedade de aproximacao limitada,
entao G({2) tem a propriedade de aproximagao para cada dominio de Riemann (€2, p)
sobre E. Além disso, demonstramos que se (€2, p) é um dominio de Riemann sobre um
espago (DFC) E, entdo F tem a propriedade de aproximagao se, e s6 se G(Q2) tem a

propriedade de aproximacao se, e s6 se (H(f2),7.) tem a propriedade de aproximagao.

Palavras-chave: Analise funcional, Teoria da aproximacao, Aplicagoes holomorfas,

Fréchet, Espacos de.
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Abstract

In this work we establish conditions for the predual of the space H(£2) of holomorphic
mappings in a Riemann domains €2, to have the approximation property and the boun-
ded approximation property. For this we use essentially an extension of Mazet lineari-
zation theorem. We also prove tha if E is a locally convex space with an equicontinuos
Schauder basis, then the predual G(U) has the bounded approximation property for
each balanced open subset U of E. We obtain that if F is a separable Fréchet space
with the bounded approximation property, then G(£2) has the approximation property
for each Riemann domains (€2, p) over E. Moreover, we prove that if (€2,p) is a Rie-
mann domains over a (DFC)-space E, then E has the approximation property if only
if G(2) has the approximation property, if only if (H(2),7.) has the approximation

property.

Keywords: Functional analysis, Approximation theory, Holomorphic mappings, Fréchet,

Spaces.
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Introducao

Em 1955, a propriedade de aproximagao foi introduzida por A. Grothendiek em [9].
Apés o contra-exemplo de P. Enflo em [7], que mostra a existéncia de espagos de
Banach sem a propriedade da aproximacao, muitas pessoas trabalham para descobrir
espagos com essa propriedade. Em nosso trabalho, investigamos condigoes para que
espagos de fungoes holomorfas tenham a propriedade de aproximacao e a propriedade
de aproximacao limitada. Entre os espagos estudados damos énfase ao espago G(£2),
que é o predual do espago das fung¢oes holomorfas H(€).

Nossos resultados relacionados a propriedade de aproximacao e a propriedade de
aproximacao limitada s@o fundamentados no Teorema de Linearizacdo de Mazet [14],
que prova a existéncia de um espago localmente convexo completo G(U), em que U é
um subconjunto aberto de um espago localmente convexo, e uma aplicacao holomorfa
oy de U em G(U), com a propriedade de que dados um espago localmente convexo
completo F' e uma aplicacao holomorfa f de U em F existe uma tnica aplicacao linear
Ty de G(U) em F tal que Ty o dy = f.

Em [18] J. Mujica e L. Nachbin demonstraram o Teorema da Linearizagao de Mazet
usando limites indutivos de espacos de Banach. Neste mesmo artigo eles provaram a
existéncia de um subespaco denso Go(U) de G(U) tal que a aplica¢do dy tem imagem
contida em Gy(U), com a propriedade de que dados um espaco localmente convexo
completo F' e uma aplicacao G-holomorfa f de U em F, existe uma unica aplicagao
linear Ty de Go(U) em F' tal que Ty o 0y = f. No capitulo 2 estendemos os resultados
de J. Mujica e L. Nachbin ao caso de dominios de Riemann. No Teorema 2.3 provamos

que, se (€2, p) é um dominio de Riemann sobre um espago localmente convexo E, entao



existem um espago localmente convexo completo G(2) e uma aplica¢do holomorfa dg
de Q em G(Q) tais que, para cada espago localmente convexo F' e cada aplicagdo
holomorfa f de 2 em F', existe uma unica aplicagao linear Ty de G(€2) em F tal que
Tyodq = f. No Teorema 2.13 provamos que, se (€2, p) é um dominio de Riemann sobre
um espago localmente convexo F, entao existe um subespago denso G(2) de G(£2) tal
que a aplicagdo dg tem imagem contida em Gy(£2), com a propriedade de que dados
um espaco localmente convexo completo F' e uma aplicacao G-holomorfa f de €2 em
F, existe uma tnica aplicagao linear Ty de G(€2) em F tal que Ty o dg = f.

No Capitulo 3 procuramos condicoes para que o espaco de funcoes holomorfas em
um dominio de Riemann sobre um espaco localmente convexo, H({2), e seu predual,
G(Q2), tenham a propriedade de aproximacdo ou a propriedade de apro-
ximagcao limitada. Seja (£2,p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente
convexo F. Na Proposicao 3.6 provamos que, se para cada espaco de Banach F' e
cada aplicagao holomorfa f de {2 em F', existe uma rede localmente limitada (f;);c; de
aplicagoes holomorfas de posto finito de €2 em F', que converge pontualmente a f, entao
G(€) tem a propriedade de aproximagao. No Teorema 3.13 melhoramos a Proposigao
3.6 ao provar que G(2) tem a propriedade de aproximagcao limitada se, e somente se,
para cada espaco localmente convexo I’ e cada aplicagao holomorfa f de 2 em F', existe
uma rede amplamente limitada (f;);c; de aplicagbes holomorfas de posto finito de €2
em F', que converge a f na topologia compacto-aberta. No Teorema 3.19 provamos
que, se F é um espaco localmente convexo com uma base de Schauder equicontinua,
entdo G(U) tem a propriedade de aproximagao limitada para cada aberto equilibrado
UCE.

No Capitulo 4 procuramos condigoes para que os espacos de funcgoes holomorfas
em espacos de Fréchet, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximacao ou
a propriedade de aproximacao limitada. No Teorema 4.8 provamos que, se F é um
espago de Fréchet separdvel com a propriedade de aproximagao limitada, entao G(£2)
tem a propriedade de aproximacgao para cada dominio de Riemann (€2, p) sobre E. No

Teorema 4.13 provamos que, se E é um espaco de Fréchet separavel, entao E tem a



propriedade de aproximagao limitada se, e somente se, G(U) tem a propriedade de
aproximacao limitada para um subconjunto aberto equilibrado U C F . Este resultado
melhora um resultado de E. Caliskan [3].

No Capitulo 5 procuramos condicoes para que os espacos de fungoes holomorfas em
espagos (DFC), e seus preduais, tenham a propriedade de aproximagao. No Teorema 5.8
provamos que, se (€2, p) é um dominio de Riemann sobre um espago (DFC) E, entao E
tem a propriedade de aproximagao se, e s6 se, G(€2) tem a propriedade de aproximacao
se, e s6 se, o espago de aplicagoes holomorfas H(2) com a topologia compacto-aberta
tem a propriedade de aproximacao. Este resultado melhora um resultado de S. Dineen

e J. Mujica [5].



Capitulo 1

Resultados preliminares

Dividimos o capitulo em seis secoes: espagos localmente convexos, a propriedade de
aproximacao, a propriedade de aproximacao limitada, topologias projetivas e indutivas,
polinémios e aplicacoes holomorfas, e dominios de Riemann.

Neste capitulo demonstramos apenas os resultados que nao encontramos na litera-

tura.

1.1 Espacos localmente convexos

Todos os espacos localmente convexos considerados serao supostos Hausdorff e com-
plexos.

Se E é um espago localmente convexo denotaremos por V(E) o conjunto de todas
as vizinhangas convexas e equilibradas de zero em E, e denotaremos por By(FE) uma
base de vizinhangas convexas e equilibradas de zero em E. Denotaremos por cs(E) o

conjunto das seminormas continuas em FE.

Definicao 1.1 Sejam E e F' espagos localmente converos. Denotaremos por L(E, F)
o espaco vetorial das aplicagoes lineares continuas de E em F. Quando F = ' escre-
veremos E' no lugar de L(E,C') e dizemos que E' é o dual de E. Seja D um espago

localmente convexo. Dizemos que D € o predual de E se D' = E.



Definicao 1.2 Seja A um subconjunto limitado, convexo e equilibrado de um espaco
localmente convexo E. Denotaremos por E4 o subespaco vetorial de E gerado por A

com a norma dada pelo funcional de Minkowski p4.

Definicao 1.3 Seja V' uma vizinhanca convezra e equilibrada de zero em um espaco
localmente convezo E. Denotaremos por Ey o espago normado (E,py)/py'(0) em que
pv € o funcional de Minkowski. Denotaremos por my € L(E, Ey) a aplica¢do quociente

my i B — By.

Definicao 1.4 Seja E um espaco localmente convexo e seja o € cs(E). Denotare-
mos por E, o espago vetorial E/a~(0) munido da norma a(T) = inf{a(y);y € T}.

Denotaremos por m, € L(E, E,) a aplicagao quociente w,, : E — E,,.

Definicao 1.5 Seja F um conjunto de aplicacoes do espaco topologico X no espaco
vetorial topologico F'. Diremos que F € equicontinuo em a € X Se para toda vizi-
nhan¢a W de zero em F' existe uma vizinhanga V' de a em X tal que f(x) — f(a) € W
para todos x € V e f € F. Diremos que F ¢ equicontinuo se é equicontinuo em todos

0s pontos de X.

Proposicao 1.6 ([13/, p. 199, Proposi¢cao 4)
Seja F um conjunto de aplicagoes lineares do espaco vetorial topoldgico E no espago
vetorial topologico F'. O conjunto F € uniformemente equicontinuo se, e somente se,

€ equicontinuo na origem.

Definicao 1.7 Seja X um conjunto e seja Y um espaco vetorial. Diremos que uma
aplicagao f : X — Y tem posto finito se o subespago N de Y gerado por f(X) tem

dimensao finita.

Definicao 1.8 Sejam E e F espacos localmente convexos. Denotaremos por E' @ F o

espaco vetorial de todas as aplicacoes lineares continuas de posto finito de E em F.



Proposicao 1.9 ([12/, p. 61, Teorema 2 ) Seja E um espago vetorial topoldgico,
seja Ey um subespaco vetorial denso de E, e seja F' um espaco vetorial topologico de
Hausdorff completo. Entao dada uma aplicagao linear T : Ey — F' existe uma unica

aplicagio linear T € L(E, F) tal que T(z) = T(z) para cada x € Ej.

Sejam Fy um subespacgo vetorial denso de um espaco veotrial topologico E, F um
espago vetorial topolégico de Hausdorff completo e T' € L(Ey, F'). O tinico elemento de
L(E, F) que estende T (cuja existéncia é garantida pela Proposi¢ao 1.9) serd sempre

denotado por T.

Lema 1.10 Seja E um espago localmente convexo, seja N = [x;x € A] o subespago
gerado por A C E, e seja F' um espago localmente convezo. Se existe uma rede (T;);er C
L(N, F) que converge pontualmente a T € L(N, F) em A entdo a rede (T;);cr converge

pontualmente a T em N.

Demonstracao: Dado x € N, existem c¢q,...,¢, € € e x1,...,x, € A tais que
T =20 G

Seja k € N tal que 2¥ > max;<;<, |¢;|. Seja V uma vizinhanca convexa e equilibrada
de zero em F'.

Como (T;);er converge pontualmente a 7' em A, existe 8 € I tal que T;(x;)—T'(x;) €

55V para cada i > S e j € {1,...,n}. Segue que para cada i > e j e {1,...,n}

1

existe a;; € V tal que Ti(z;) — T(2;) = 55 5 aij-

1
Como =a; 2—nV

Qn ij 37V é equilibrado e |5 < 1 para cada j € {1,...,n}, temos

’277,
que Ti(cjz;) — T(cjz;) = ¢;j(Ti(x;) — T(x;)) = shsmai; € 55V para cada i > e
j€{l,...,n}. Segue que

Ti(z) —T(z) = Ti(Z}L CjT;) — T(Z?:l cjx;) = Z?:l(T;(ijj) T(cjz;)) € Z; 1 2n
para i > [3.

Como V é convexo e equilibrado e Z] 1 2n = 4= < 1 temos que

Ti(z) = T(z) € Y7, =V C V para i > (. Donde concluimos que a rede (T;(x))ier
converge a T'(x).

g



Lema 1.11 Seja E um espaco vetorial topoldgico, seja Eg um subespaco vetorial denso
de E, e seja F' um espago vetorial topologico de Hausdorff completo. Entao dada uma

familia equicontinua (T;);e; C L(Ey, F) temos que (T;)icr C L(E, F) € equicontinua.

Demonstracao:

Seja V uma vizinhanga fechada de zero em F. Como a familia (T;);c; é equicontinua,
existe uma vizinhanga U de zero de E tal que T;(U N Ey) C V para cada i € I. Como
Eqy é denso em E temos que U N Ey é denso em U. Segue da continuidade de cada
T que i(U) C m C V = V. Donde concluimos que (ﬁ)iel ¢ uma familia

equicontinua. O

Lema 1.12 Sejam E um espaco localmente convexo, Ey um subespaco denso de E, e
F um espago localmente convexo completo. Seja T' € L(Ey, F) tal que existe uma rede
equicontinua (T;);e; C Ey ® F que converge pontualmente a T em Ey. Entdo a rede

(ﬁ-)ie] ¢ uma rede em E' ® F que converge pontualmente a T-E—FemE.

Demonstracao: Seja T' € L(Ey, F) tal que existe uma rede equicontinua (7;);e; C
El ® F que converge pontualmente a 7. Pelo Lema 1.11 a rede (T});e; C L(E, F) é
equicontinua.

Vamos mostrar que cada ﬁ tem posto finito.

Para cada = € F existe uma rede (4)aca C Ep tal que (x,)aca converge a z. Como
T; ¢ uma aplicacdo continua obtemos que Tj(z) = liin Ti(za) = liin T:(z,). Considere
N; = [Ti(x);z € Ey]. Como T; tem posto finito temos que N; tem dimensao finita, e
portanto é completo. Logo i(:v) € N;, e consequentemente ﬁ tem posto finito.

Vamos mostrar que a rede (ﬁ)le 1 converge pontualmente a T em E.

Seja x € E e V uma vizinhanca convexa e equilibrada de zero em F'. Como (ﬁ)ze I
¢ uma rede equicontinua temos que (ﬁ — f),e ; ¢ uma rede equicontinua. Entao existe
uma vizinhanca de zero U de E tal que Ty(U) — T(U) C sV para cada i € 1.

Como Ej é denso em FE existe vy € Ey tal que x — xy € U. Como T; converge

pontualmente a T, existe § € I tal que T;(xy) — T'(zy) € %V para cada ¢ > 3.

8



Segue que

Ti(z) = T(x) =

Ti(x) — Ti(xv) + i) + T(av) — T(ay) — T(x) =

Ti(z) — Ty(wv) + Ti(av) — T(av) + T(wy) — T(z) =

Ti(z — 2p) — T(x — 2p) + Ty(zy) — T(xy) € sV + 3V CV para cada i > 3.
Logo T converge pontualmente a T em E.

4

Definigao 1.13 Uma sequéncia de vetores (e,) em um espago localmente convero E

¢ uma base, se para cada x € E existe uma unica sequéncia de escalares (x,) tal que

n (o]
r = lim E Tpep = E Tk
n—o0
k=1 k=1

Se as aplicagcoes P, : E — E, P(> 7 xpex) = > oy i€k SGo continuas para todo
n € N, dizemos que a base é uma base de Schauder e se a familia (P,) de aplicagoes

lineares € equicontinuas, dizemos que a base € uma base de Schauder equicontinua.

Definicao 1.14 Sejam X wum espago topologico e F' um espaco localmente convezo.
Considere C(X, F) o espaco das aplicagoes continuas de X em F. Seja A C C(X, F),
diremos que A € localmente limitado se para cada v € X existe uma vizinhanca U de

z em X tal que A(U) ={f(y);f € AeyeU} élimitado em F'.

Definicao 1.15 Sejam X wum espago topologico e F' um espacgo localmente convezo.
Seja A C C(X, F), diremos que A é amplamente limitado se o A € localmente limitado
para cada € cs(F).

Teorema 1.16 ([17], p. 72 Teorema 9.12) Seja X um espago topolégico. Entdio cada
subconjunto equicontinuo e pontualmente limitado de C(X) € relativamente compacto

na topologia compacto-aberta.

Definigao 1.17 Sejam E e F' espagos localmente convexos. Denotaremos L.(E, F) o
espago vetorial L(E, F) com a topologia da convergéncia uniforme sobre os conjuntos

compactos, convexos e equilibrados de E.



O espago topolégico L.(E, F') admite como base de vizinhangas de zero os conjuntos
W(K,V)=A{T € L(E,F);T(K) C V}, onde K varia sobre os subconjuntos compac-
tos, convexos e equilibrados de E e V' varia sobre as vizinhangas convexas, equilibradas

e fechadas de zero em F. No caso F' = (' denotaremos L.(F,C) por E!.

Definicao 1.18 Seja E um espago localmente convexo. Denotaremos por Ej o dual
forte de E, ou seja, E' munido da topologia da convergéncia uniforme sobre os subcon-

jJuntos limitados de E.

Definicao 1.19 Diremos que um espaco localmente convero E é um espago (DFC) se

E = D! onde D € um espago de Fréchet.

s

Definicao 1.20 Um espaco topologico X ¢é um k-espaco se um conjunto U C X ¢é
aberto se U N K € aberto em K para todo subconjunto compacto K de X.
Todo espago métrico e todo espago (DFC) sao k-espagos. Um aberto de um k-espago

também € um k-espaco.

Para o leitor interessado em espagos (DFC) indicamos o artigo de J. Mujica [16].

Ja para o leitor interessado em k-espagos indicamos o livro de S. Willard [25].

Definicao 1.21 Um espaco localmente convero E € um espaco de Schwartz se para
toda vizinhanca U convexa, equilibrada e fechada de zero em E, existe uma vizinhanga
V de zero em E tal que para todo o > 0 o conjunto V' pode ser coberto por um nimero

finito de translacoes de aU.

Para os leitores interessados em espacos de Schwartz indicamos o livro de J. Horvath

11].

Definicao 1.22 Sejam E e F espagos localmente converos. Denotaremos EeF' o
espago vetorial L(E!, F) munido da topologia da convergéncia uniforme sobre os con-

guntos equicontinuos de E'. O espagco EeF € chamado de e-produto de E e F.

10



Os conjuntos W (U V) = {T € L(E.,F) : T(U°) C V}, com U € V(FE) fechada e
V € V(F) fechada formam uma base de vizinhangas de zero em EeF, em que U° é o

conjunto polar de U.

Teorema 1.23 (/23])
Sejam E e F espagos localmente convexos. Entdo a aplicacao T — T' é um iso-

morfismo entre EeF e FeF.

Para espagos localmente convexos E e F' o e-produto de E e F' foi introduzido por

L. Schwartz ([23], [24])

1.2 A propriedade de aproximacao

Nesta secao apresentaremos a definicao da propriedade de aproximacgao bem como a

relacao desta com os espacos e-produtos.

Definicao 1.24 Seja E um espago localmente convexo. Diremos que E tem a propri-
edade de aproximacao se a aplicagdo identidade de E pertence ao fecho de E' @ E em

L.(E,E) .

Teorema 1.25 ([19], Teorema 1.5)

Seja B um espaco localmente convexo. Sao equivalentes:

(a) E tem a propriedade de aproximagao.

(b) L(E,E)=E' @ E

(¢) L(E,F) = E"® F° para todo espaco localmente convezo F, ou equi-
valentemente para todo espaco de Banach F.

(d) L(F,E) = F"® E para todo espago localmente convexo F'.

(e) EeF = EQF para todo espago localmente convezro F, ou equivalentemente
para todo espago de Banach F.

(f) FeE = FQE° para todo espaco localmente convezo F, ou equivalentemente

para todo espaco de Banach F.
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Proposicao 1.26 ([19], Proposicio 1.4 )

Seja E um espago localmente convezo.

(a) Se E tem a propriedade de aprorimacao, entao todo subespago complementado
de E também tem a propriedade de aproximacao.

(b) Se E. tem a propriedade de aprozimacdo, entio E também tem a propriedade
de aproximacao.

(c) Se E € tonelado e tem a propriedade de aproximagdo, entao E! também tem a

propriedade de aprorimacao.

Lema 1.27 ([19], Lema 1.6) Sejam E e F espagos localmente convexos, e seja Fy um
subespaco denso de F. Se L(E,F)=FE ® F entdo L(E,Fy)) =E® Fy.

Proposicao 1.28 Sejam E um espaco localmente convexo e Ey um subespaco denso
de E. Se E tem a propriedade de aproximacao, entdo Eqy tem a propriedade de apro-

TIMAcao.

Demonstragao:

Suponhamos que F tenha a propriedade de aproximacgao. Sabemos pelo item (d) do
Teorema 1.25 que L.(F, E) = F"® E° para cada espaco localmente convexo F. Como
Ey é um subconjunto denso de E, temos pelo Lema 1.27 que L.(F, Ey) = F' ® Eq
para cada espago localmente convexo F. Segue pelo item (d) do Teorema 1.25 que FEy

tem a propriedade de aproximacao. O

1.3 A propriedade de aproximacao limitada

Nesta secao apresentaremos a definicao de propriedade de aproximacao limitada, bem

como a relagao desta com os e-produtos.

Definicao 1.29 Seja E um espaco localmente convexo. Diremos que E tem a proprie-
dade de aproximagcao limitada se existe uma rede equicontinua de operadores (T;)icr C

L(E, E) de posto finito que converge pontualmente a identidade de E.

12



Teorema 1.30 (/3], Proposi¢cio 2.8)

Para um espaco localmente convexo E considere as condicoes:

(a) E tem a propriedade de aproximagao limitada.

(b) Dada uma aplicagio T € L(E, E) existe uma rede equicontinua (T;);e; C E'QFE
que converge pontualmente a T em E.

(¢) Para todo espago localmente convexo F', dada uma aplicagao T € L(E, F) existe
uma rede equicontinua (T;);e; C E' ® F' que converge pontualmente a T em E.

(d) Para todo espago localmente convexo F', dada uma aplicagao T € L(F, E) existe
uma rede equicontinua (T;);e; C F' ® E que converge pontualmente a T em F.

(e) Para todo espago localmente convexo F', dada uma aplicagcao T € L(F!, E) existe
uma rede equicontinua (1;);cr C F @ E C L(F!, E) que converge uniformemente a T
sobre os conjuntos equicontinuos de F!, ou seja, (T})icr converge a T em FeFE.

(f) Para todo espago localmente convexo F, dada uma aplicagio T € L(E., F)
existe uma rede equicontinua (1;);e; C EQ F C L(EL, F) que converge uniformemente
a T sobre os conjuntos equicontinuos de E!, ou seja, (T});cr converge a T em EeF .

(9)E. tem a propriedade de aprozimagao limitada.

Sao sempre verdades : (a) < (b) < (¢) < (d) < (e) e (f) < (g9). Se E € um

espago semi-Montel entio (e) = (f).

Observacao 1.31 Sejam E e F' espacos localmente convexos. Sabemos que nos con-
Juntos equicontinuos de L(E, F) a topologia da convergéncia pontual coincide com a
topologia da convergéncia nos compactos. Desta maneira a propriedade de aprorima-

cao limitada implica na propriedade de aprorimacao.

Proposicao 1.32 Seja E um espacgo localmente convexo completo, e seja Ey um sub-
espaco denso de E. Se Ey tem a propriedade de aprozimacao limitada, entdo E tem a

propriedade de aprorimagao limitada.

Demonstracao: Seja Ejy um subespaco denso de E com a propriedade de aproxima-

¢ao limitada. Pelo item (c) do Teorema 1.30, para cada T' € L(E, F) existe uma rede
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equicontinua (7;);e; C By ® E que converge pontualmente a 7" em Fy. Pelo Lema 1.11

existe uma rede equicontinua (7;);c; C E' ® E que converge pontualmente a 7' em E.

Segue pelo Teorema 1.30 que E tem a propriedade de aproximacao limitada. Il

Proposigao 1.33 (/3/, Proposicao 2.4)
Seja E um espaco localmente convexro com a propriedade de aproximacdo limitada.
Entao cada subespaco complementado de FE tem a propriedade de apro-

rimacao limitada.

Teorema 1.34 ([3], Coroldrio 2.9)

(a) Se E é um espago localmente convexo semi-Montel com a propriedade de apro-
zimagdo limitada, entdo E. tem a propriedade de aproximagdo limitada.

(b) Um espago de Montel E tem a propriedade de aprorimagao limitada se, e so-

mente se, E; = E! tem a propriedade de aproximag¢ao limitada.

1.4 Topologias indutivas e projetivas

Seja E um espaco localmente convexo e A C E. Denotaremos por I'(A) a envoltéria

convexa e equilibrada de A.

Definigao 1.35 Seja E um espago vetorial, seja (E;);cr uma familia de espagos lo-
calmente convexos indexados por um conjunto dirigido I, e seja m; : E; — E uma
aplicacao linear para cada i € I. Chamaremos de topologia indutiva em E com relacao
a familia de aplicagoes (m;) a topologia localmente convexa mais fina em E que torna

cada m; continua.

Os subconjuntos convexos, equilibrados e absorventes V de E com 7; 1(V) € V(E))

para cada ¢ € I, formam uma base de vizinhancas de zero para a topologia indutiva.

Observacao 1.36 (/11], p. 157) Sejam (E;)ic; uma familia de espagos localmente

convexos e . um espaco vetorial munido com a topologia indutiva com relacao a uma
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familia de aplicacoes m; - E; — E. Se E coincide com o subespacgo vetorial gerado pelo
conjunto U;m;(E;), entdo os conjuntos V = T'(U;mi(V;)) onde V; € V(E;), formam uma

base de vizinhancgas de zero para a topologia indutiva.

Definicao 1.37 Seja (E;);c; uma familia de espagos localmente convezros. Seja BierE;
o subespago de todos os elementos (x;)icr € i E; tais que x; # 0 para apenas um
numero finito de indices. O espaco ®;c;E; munido da topologia indutiva com relacdo as
aplicagoes canonicas m; : Ej — @ierF; € chamada de soma direta localmente convexa

da familia (E;)ier.

Definigao 1.38 Seja E' um espago vetorial, e seja (E;, 7;)icr uma familia de subespagos
vetoriats de E com as topologias 7; indexada por um conjunto dirigido I tal que
E = Uit E;. Se i < j suponhamos que E; é um subespaco de E; tal que a inclusao
iij: (Ei, i) = (E;, 1) € continua. Entao (E;, 7;)icr € dito um sistema indutivo injetivo
de espacos localmente convexos. Considere T a topologia localmente convexa mais fina
em E tal que todas as inclusoes i; : (E;,1;) — (E,T) sejam continuas. (E,T) € dito o

limite indutivo localmente convexo do sistema (Ej, T;)jer € escrevemos E = ind;eE;.

Definigao 1.39 Seja E um espago vetorial, seja (E;);cr uma familia de espagos lo-
calmente convexos indexados por um conjunto dirigido I, e seja m; : E — E; uma
aplicagao linear para cada i € I. Chamaremos de topologia projetiva em E com relac¢ao
a familia de aplicagcoes (m;)icr @ topologia localmente convexa mais fraca em E que

torna cada m; continua.

Os conjuntos Nieam; *(Vi) com A C I finito e V; aberto em E;, formam uma base

para os abertos da topologia projetiva.

Definigao 1.40 Sejam (E;)icr uma familia de espagos vetoriais topoldgicos indezada
por um conjunto dirigido I e m; ; € L(E;, E;) para todo i,j € I tal quei < j. A familia
(B, j)icr € dita um sistema projetivo se satisfaz

(1) m;; : E; — E; € a identidade para cada i € I,
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(2) mijomi=miy sei<j<k.

O limite projetivo dos espagos E;, denotado por proj,crE;, € definido por
projier By = {(x:)ier € Wier B : vy = m; j(x;) sempre que © < j}.

O espaco projicrE; é um subespaco fechado de 1l;cr E;, com a topologia induzida pela

topologia produto.

Teorema 1.41 ([13], p. 231)
Seja E um espaco localmente convexo completo entdo E € topologicamente isomorfo
ao limite projetivo projwﬁl; em que W wvaria sobre as vizinhancas convexas e equili-

bradas de zero em E e E; € o completamento de Eyy.

Definicao 1.42 Seja E um espac¢o localmente convexo. Diremos que E! é o dual E’
de E com a topologia indutiva definida por E; = indy Ey,, = indy(Ey), onde V varia
sobre as vizinhancas convezas e equilibradas de zero em E, e V° denota o polar de V

em F'.

Definicao 1.43 Sejam E e F espacos localmente convexos. Denotaremos por 1 a

topologia sobre L(E, F') introduzida por Nachbin [20], e definida por
(L(E, F), Tl) = pTijinde<Ev, Fw)

onde Ve W wvariam sobre as vizinhangas convexas e equilibradas de zero em E e F

respectivamente.

1.5 Polindmios e aplicacoes holomorfas

Definicao 1.44 Sejam E e F espacos localmente convexos. Diremos que uma aplicagao
P : E — F é um polinomio m-homogéneo se existe uma aplicacao m-linear
A: E™ — F tal que P = Ao A, onde A,, : E — E™ € a aplicagio definida

por Ay, (x) = (z,---,z). Denotaremos por P,("E,F) o espago dos polinomios m-
———

m vezes
homogéneos e denotaremos por P(ME, F') o espago dos polindmios m-homogéneos continuos.
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Denotaremos A(z?,y™7) = A((z, -+, 2),(y,-,y) paraz,y € E e j € {1,...,m}.

.

vV NV
J vezes m—j vezes

Dados P € P,("E,F), BC E e a € cs(F) denotaremos ||P||po = supyep a(P(x)).
Lema 1.45 ([4/, p. 12, Lema 1.9) Sejam E e F espacos localmente convezos,
P=LoA"€ P,("E,F) e,y € E.

(a) Pz +y) =312 (L@, y" )

(b) P(x) = P(y) = 352 (DL, (& — )" )

Lema 1.46 ([//, p. 14, Lema 1.10) Sejam E e F espagos localmente convezos,
PeP,("E), BCFE eaccs(F).

(a) Se B € equilibrado e x € E entdo ||Plla.s < ||P|laz+B-

(b) Se B € convexo e equilibrado entdo para todo x € E e A > 0 com Az € B temos
1Pllaa+s < (L4 3)"1P]la5-

Definigao 1.47 Sejam E e F' espacos localmente convezos e sejan € N. A topologia
compacto-aberta 1. sobre P("™E,F) é a topologia da convergéncia uniforme sobre os
subconguntos compactos de E. A topologia 7. € gerada pelas seminormas pg o(P) =

Sup,cx @ 0 P(z) onde a € cs(F') e K wvaria sobre os subconjuntos compactos de E.
Quando E é um espago quase-completo entao L.(E, F) = (PY(E, F),1.).

Definigcao 1.48 Seja E um espaco localmente convezo e seja F um espago normado. A
topologia T, sobre P("™E, F') € a topologia indutiva dada pelo espago localmente convexo
P(™E,, F) onde o € cs(E), isto é, (P(™E, F),1,) = indaccs(p)(P(" Ea, ), |].]])-

Uma seminorma p em P(™E,F) € 1,-continua se, e somente se, para cada vi-
zinhanga V' de zero em E eziste C(V) > 0 tal que p(P) < C(V)||P||v para todo
Pe P(E,F).

Definicao 1.49 Sejam E e F espagos localmente converos. Para cada T € L(E,F)
definimos

T :peF —1poSek.
Diremos que T' € a adjunta de T.
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Definicao 1.50 Sejam E e F' espagos localmente convezros e sejan € N. Para cada

P e P("E,F) definimos
P :yeF —yoPeP"E).
Observe que P' € L(F.,(P("E),1.)) = Fe(P("E), T.).

Definicao 1.51 Seja E um k-espaco localmente convero e seja n € N. Definimos a
aplicacao avaliacao

op: E— (P("E), 1),
por

5,(z) : P € P("E) — P(z) € C.

Teorema 1.52 ([1], p. 11) Seja E um k-espaco localmente convezo, seja F um espago

localmente convexo quase-completo e sejan € N. Entao a aplicacao
Pe (P("E,F),7.) > P' € Fe(P("E), 1.)
€ um isomorfismo topologico. A aplica¢do inversa é dada por
S e Fe(P("E),1,) = S 00, € (P("E,F), )
onde S’ € a adjunta de S.

Definicao 1.53 Sejam E e F espagos localmente convexos, e U C E aberto. Uma
aplicacao f : U — F € G-holomorfa se para cada a € U, b € E e € E' a fungdo
A — Yo f(a+ Ab) € holomorfa em alguma vizinhanga de zero em . Denotaremos por
Hg(U, F) o espago de todas as aplicagoes G-holomorfas de U em F. Quando F =

escreveremos Hg(U) no lugar de Ho(U,T").

Definicao 1.54 Sejam E e F espagos localmente convexos e U C E aberto. Uma
aplicacao f : U — F ¢ holomorfa se é G-holomorfa e continua. Denotaremos por
H(U,F) o espago de todas as aplicagoes holomorfas de U em F. Quando F = C
escreveremos H(U) no lugar de H(U,T).
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Observacao 1.55 ([4/, p. 148, Proposi¢dio 3.2)
Sejam E e F espagos localmente convexos e U C E aberto. Se & € U considere
Be={ze€ E:{+ Xz € U, |\ <1}. Uma aplicagio f : U — F holomorfa admite uma

unica representag¢ao como uma série de polinomios homogéneos

f€+2)=> Pul2)

uniformemente para todo z € Be, em que P,, € P("E, F'). Tal representa¢do é chamada
de série de Taylor da fun¢ao f em &. Denotamos por P™ f(§) o m-ésimo termo da série
de Taylor de f em . Para cada m € N e z € B temos a sequinte representagao

PRRE)() = = /|| HE+ A7) )

2T Am+1

conhecida como Formula Integral de Cauchy.

Teorema 1.56 ([15], p. 28, Proposi¢cio 4.4)

Sejam E e F' espagos localmente convexos e U C E aberto. Sejam f € H(U,F)
eT € L(F,G) onde G é um espago localmente convexo. Entao foT € H(UG) e
P™(To f)(a) =T o P™(f)(a) para todo a € U e para todo m € N.

Definicao 1.57 Sejam U C E um aberto de um espago localmente convexo e F
um espago localmente convero. A topologia compacto-aberta (ou a topologia da con-
vergéncia uniforme sobre os subconjuntos compactos de U) em H(U,F) € a topologia
localmente conveza gerada pelas seminormas p o(f) = sup,cx a(f(z)) onde K varia

sobre os subconjuntos compactos de U e o € cs(F).

Definicao 1.58 Sejam U C E um aberto de um espaco localmente convero e F' um
espago normado. Uma seminorma p em H(U, F') é T5-continua se para cada cobertura
aberta, enumerdvel e crescente (V,,) de U, existem ng € N e ¢ > 0 tais que p(f) <
c||fllv,, para toda f € H(U,F). A topologia 75 sobre H(U, F) € a topologia localmente
conveza gerada pelas seminormas Ts-continuas. Se F € um espaco localmente convero

arbitrdrio temos (H (U, F),7s5) = projaeces(ry(H(U, Fp), 75).
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Definicao 1.59 Seja U C E um aberto de um espaco localmente convexo e F um
espaco normado. Uma seminorma p € dita ser portada por um compacto K C U
se para cada aberto V., K C V. C U, existe Cy > 0 tal que p(f) < Cv||f|lv para
todo f € H(U,F). A topologia T, é gerada por todas as seminormas portadas por

subconjuntos compactos de U. Se F' € um espaco localmente convexo arbitrdrio temos

(H(U,F),7,) = projgecs(r)(H(U, F3), T.,).

Definicao 1.60 Sejam E e F' espacos localmente convexos e seja K C E compacto.

Considere UH(V, F) com V aberto e K C V. Podemos definir uma relagao de equi-
v
valéncia ~ sobre UH(V, F). Diremos que f ~ g se existe um aberto W contendo K

e
tal que f e g estao definidas em W e flw = glw. Sejam V o conjunto dos abertos de E

contendo K e H(K,F) = (U H(V,F))/ ~. Se f € HV,F) com V aberto contendo
Vey
K, seja f a classe de equivaléncia de f em H(K,F). Cada f € H(K,F) é chamado

de germe holomorfo sobre K. Definimos a topologia compacto-aberta sobre H(K, F')
da sequinte maneira: (H(K, F),7.) = indgcy(H(V, F),7.) com V aberto. Definimos a
topologia 1, sobre H(K, F') da sequinte maneira (H(K, F),7,) = indgcy(H(V, F),1,)

com V aberto.

Teorema 1.61 ([4], p. 172, Exemplo 5.20)
Sejam E um espago localmente convero metrizavel, F' um espa¢o normado e U um
subconjunto aberto de E. Entao todo conjunto T.-limitado em H(U, F') € localmente

limitado.

Proposicao 1.62 ([2], p. 27, Proposicao 2.1) Seja K um subconjunto compacto de
um espaco localmente convexo E. Entao existe um espaco localmente convexo completo

G(K) tal que G(K), = (H(K),T,).
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1.6 Dominios de Riemann

Definicao 1.63 Um dominio de Riemann sobre um espaco localmente convexo E ¢é
um par (2, p) onde  é um espago topoldgico de Hausdorff e p: Q@ — E € um homeo-
morfismo local. Diremos que o par (U,py) € uma carta de ), se U é um aberto em 2,
p(U) € um aberto em E e py :=p|U : U — p(U) é um homeomorfismo.

Denotaremos por K(2) o conjunto dos subconjuntos compactos de (2.

Definigao 1.64 Sejam (21,p1) e (Qa,p2) dominios de Riemann sobre os espagos local-

mente convexos E e F respectivamente, e T € L(E, F'). Entdo uma aplica¢ao continua

7 (Qu,p1) = (Qa,p2)

€ chamada de um T-morfismo se o sequinte diagrama

QO —1-Q,

n| |»

comuta. Quando E = F eT € a aplicagao identidade chamaremos j apenas de um

morfismo.

Observagao 1.65 ([5/, p. 144)
Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um k-espago localmente convero E.

Entao (2, p) também € um k-espago.

Definicao 1.66 Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre o espago localmente con-
vero E.Uma secdo de Q) € uma aplicagao continua o : A — €, em que A C E, tal
que po o € a identidade sobre A. Para cada S C Q eV € V(E) aberto, escrevemos
S+V C Q se para cada x € S existe uma se¢ao o, : p(x)+V — Q tal que oop(x) = .
Definimos x +t = 0,(p(x) + t) para todos x € S et € V.

Definigao 1.67 Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-

vexo E e seja F' um espago localmente convexo. Uma aplicagcao f : Q — F € dita
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holomorfa se para cada carta (U, py) de Q a aplicacdo f o p;* € H(p(U),F) . Deno-
taremos por H(Q, F') o espago de todas as aplicagoes holomorfas de Q em F. Quando
F = escreveremos H () no lugar de H(2,T).

Sejam (21, p1) € (Qo, p2) dominios de Riemann sobre os espagos localmente convezros

E e F respectivamente. Uma aplicacao f : 0y — Qo € holomorfa se pao f € holomorfa.

Na secao anterior, dados E e F' espacos localmente convexos e U C FE aberto,
definimos as topologias 7., 75 e 7, em H(U, F'). De maneira andloga, se (£2,p) é um

dominio de Riemann sobre F definimos as topologias 7., 75 e 7, em H (), F').

Definicao 1.68 Sejam E um k-espaco localmente convexo, F' um espaco localmente

convexo quase-completo e (2,p) um dominio de Riemann sobre E. Para cada [ €
H(Q, F) definimos
ffipeF —ofeHQ).

Defini¢ao 1.69 Sejam E um k-espago localmente convezo e (€2, p) um dominio de Rie-
mann sobre E.  Definimos a aplica¢io avaliagio 6 : Q — (H(Q),7.). por

do(z) g€ HQ) — g(z) € € para todo x € Q e g € H(QY).

Teorema 1.70 ([22]) Seja E um k-espaco localmente convero, seja F' um espaco lo-
calmente convezro quase-completo e (S, p) um dominio de Riemann sobre E.

Entao a aplicacao
fe(H(,F) ) = f' € Fe(H(Q),7)
€ um isomorfismo topolégico e a aplicagao inversa é dada por
S e Fe(H(Q),7.) —» S 0dg € (H(Q,F), )
onde S" € a adjunta de S.

Definigao 1.71 Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-
vezo. Para o € cs(E), x € Q, a,b € E er > 0 consideraremos B%(a,r) = {x € E :
a(r—a) <r}, Dg(a,b,r) ={a+Ab: XN €T, |\ <r}, e Do(x,a,r) =x+{Aa, || < r}.
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SexeQ, ACQ,acFE, sejam
do(z,a) = sup{r > 0: Dq(z,a,r) existe},
do(a, A) = ;relg do(z,a).
A fungao dg : Q2 x E — [0,00] € semicontinua inferiormente.

Definicao 1.72 Uma fun¢aou : (2, p) — [—o00,+00), onde (2, p) € um dominio de Ri-
emann sobre um espaco localmente convexo E, € plurisubharmonica se € semicontinua

superiormente e para todos x € Q, a € E er > 0 tais que Dq(z,a,r) C Q temos
27

1 2m )
u(z) < — / u(z + rexp® a)df.
0

Defini¢ao 1.73 Um dominio de Riemann (), p) sobre um espago localmente convexo
E € pseudoconvexo se —logdg € uma funcao plurisubharmonica sobre o dominio de
Riemann (2 x E,p x Ip,)

Se F' ¢ um subespaco de E, consideremos o conjunto
Qr=p 'pQ)NF)={zecQ:p) € F}.

Temos que (Q2p, pla,) € um dominio de Riemann sobre F' e o diagrama de aplicagoes

continuas
io (z)=z
Qq, 2200
plop l lp
J
ip(z)=x
comuta.

Definicao 1.74 Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-

vexo. Para cada o € cs(E) definimos a fungao distancia dg — [0, 00| por

d(z) = sup{r > 0; existe uma secao o : Ba(p(x),r) — Q com oo p(x) = z}.
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Capitulo 2

Linearizacao de aplicacoes
holomorfas em dominios de

Riemann

Para um subconjunto aberto U de um espago localmente convexo F, Mazet provou em
[14] a existéncia de um espago localmente convexo completo G(U) e de uma aplicagao
oy € H(U,G(U)), com a propriedade de que dado um espago localmente convexo com-
pleto F' e uma aplicacdo f € H(U, F) existe uma tnica aplicacao Ty € L(G(U), F) tal
que Ty oy = f. Mujica e Nachbin provaram em [18] que G(U); = (H(U), 75), e deram
uma outra demonstracao para o Teorema de Linearizacao de Mazet . Neste mesmo
artigo eles construiram o subespago denso Go(U) de G(U). Na se¢ao 2.1 mostraremos a
existéncia de um espago localmente convexo completo G(2) tal que G(2); = (H(2), 75)
para um dominio de Riemann (€2, p) sobre um espago localmente convexo e generali-
zaremos o Teorema de Linearizacao de Mazet [14] para um dominio de Riemann sobre
um espago localmente convexo. Na se¢ao 2.2 construiremos o subespaco denso G(€2)
de G(Q).

Enunciaremos também o Teorema de Linearizacao para polinomios m-homogéneos

na se¢ao 2.3 e mostraremos resultados similares aos obtidos a partir do Teorema de
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Linearizacao.

2.1 Linearizacao de aplicagcoes holomorfas

Nesta secao generalizaremos o Teorema de Linearizacao provado por Mujica e Nach-
bin em [18]. Veremos que as mesmas técnicas podem ser aplicadas considerando um
dominio de Riemann sobre um espago localmente convexo em vez de um subconjunto
aberto.

O resultado que enunciaremos a seguir é a chave para a demonstracao do Teorema

de Linearizagao de Mujica e Nachbin.

Teorema 2.1 ([18], Teorema 1.1)

Seja E = indE, o limite indutivo de uma familia de espagos de Banach dirigida
pela a inclusao.

(a) Seja T uma topologia localmente convexa sobre E tal que a bola fechada unitdria
B, de cada E, € T-compacta. Seja F o espaco localmente convexo completo dos fun-
cionais lineares sobre E cuja restricao a cada B, € T-continuos, com a topologia da
convergéncia uniforme sobre os conjuntos B,. Entdo a aplica¢ao avaliagio J : E — F!
€ um isomorfismo topolégico.

(b) Se, além disso, o espago E tem uma base de vizinhangas de zero T-fechadas,

convezas e equilibradas, entao F] = F| e E € topologicamente isomorfo ao dual forte

de F'.

Antes de mostrarmos o Teorema de Linearizagao para dominio de Riemann, precisamos
de uma caracterizacao para a topologia 75 em espacos de aplicagoes holomorfas definidas
em um dominio de Riemann sobre um espaco localmente convexo. Tal resultado ja é
conhecido para espacos de aplicacoes holomorfas definidas em um subconjunto aberto

de um espago localmente convexo.([4], p. 170, Proposi¢ao 3.17)

Proposicao 2.2 Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-

vero E e seja F' um espagco de Banach. Entao (H(Q), F),15) € um limite indutivo
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de espacos de Fréchet. Em particular, € um espaco tonelado, bornoldgico e ultrabor-

nologico.

Demonstracao: Seja A = (C,,) uma cobertura aberta, enumeravel e crescente de €.

Consideremos o espaco H*®(A, F) = {f € H(, F);||fllc. < oo Vn € N} munido
com a topologia 74 gerada pela sequéncia de seminormas p,(f) = sup,cc, [|f(y)|| =
| fllc,. Temos que (H*®(A, F),74) é um espago localmente convexo metrizavel.

Vamos provar que o espago (H*(A, F'),74) é um espago de Fréchet.

Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em (H* (A, F'), 74). Como a topologia 74 ¢ dada
pela convergéncia uniforme sobre os conjuntos C,,, temos que (f,(x)) é uma sequéncia
de Cauchy no espaco de Banach F.

Considere f : Q@ — F dada por f(x) = lim, f,(z). Como (f,) é uma sequén-
cia de Cauchy em (H*(A,F),74), dados ¢ > 0 e j € N existe jo € N tal que
| fn(x) — fi(2)]| < € para todos n,m > jy e x € C;. Fixando n e fazendo m tender ao
infinito temos que || f,(x) — f(x)|| < € para todos n > j, e z € C;. Donde concluimos
que a sequéncia (f,,) converge uniformemente a f sobre cada C;. Em particular, f é
uma aplicagao continua e (f,) converge a f uniformemente sobre os compactos de §2.

Seja (U, py) uma carta do dominio de Riemann (2, p). Para cada a € p(U), b € E,

e 1) € I’ definamos
gn(A) =V o fropgt(a+ Ab) e g(\) = 1o fopy'(a+ Ab)

para todo A € A={A el :a+ b € p(U)}. Segue que g, ¢ uma fungao holomorfa
em A para cada n € N. Além disso, a sequéncia (g,) converge uniformemente a g
sobre os conjuntos compactos de A. Segue pelo Teorema de Weierstrass para funcoes

holomorfas de uma variavel complexa que g é holomorfa em A. Entao f o pl}l é uma

1 1

aplicagao G-holomorfa. Como f e p;;” sao funcoes continuas, obtemos que f o p; ¢
uma funcao continua, e assim f é uma aplicagao holomorfa.
Como a sequéncia (f,,) é uma sequéncia de Cauchy, para cada j € N existe M; > 0

tal que || f,.(z)|] < M, paraz € C; e n € N. Pelo fato de (f,,) convergir uniformemente
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a f em cada Cj, temos ||f(x)|| < M; para cada z € C;. Logo f € H®(A,F) e
(H>(A, F),74) é um espago de Fréchet.

Vejamos agora que H(Q2, F') = Uy H>®(A, F') onde A varia entre as coberturas aber-
tas, enumeraveis e crescentes de €.

Seja f € H(QF). Consideremos para cada n € N o subconjunto
W, = {x € Q : ||f(z)|]] < n} € Q. Como f é uma aplicagdo continua, temos
que W = (W,) é uma cobertura aberta crescente e enumeravel de ). Segue que
feHw(Q,F)C HQ, F).

Sejam A = (C,) € Ce W = (D,) € C em que C é o conjunto das coberturas
abertas, enumeraveis e crescentes de 2. Consideraremos a relacao de ordem: A < W
se C, C D,, para cadan € N.

Consideremos (H (2, F'), 7;) = inda(H>(A, F'), 74) onde A varia sobre as coberturas
abertas enumeraveis de €, e onde o limite indutivo é em relacao a familia (i4)acc em
que iy : H®(A, F) — H(Q, F) é a inclusao.

Sejam ¢ uma seminorma Ts-continua em H(Q,F) e A = (C,) uma cobertura
enumeravel de 2. Entao existem ng € N e uma constante Cy4 > 0 tais que
q(f) < Callflle,, para toda f € H(Q,F). Consequentemente iy é uma aplicagao
Ta-continua e 75 < 7.

Vamos mostrar que toda seminorma 7;-continua também é 7s-continua.

Seja ¢ uma seminorma 7;-continua. Suponha que ¢ nao seja 75 continua. Entao
existe uma cobertura de abertos enumerével e crescente V' = (V) de §2 tal que para todo
n € N existe f,, € H(Q, F') de maneira que ¢(f,) > nl||fu||v,. Para cadan € N obtemos
uma constante M,, > 0 tal que || f,||v,, = M,,. Definamos g, = Minfn para cada n € N.
Observemos que (g,) C (2 F), llgullv, = 1 ¢ a(gn) = 2q(fu) = net || fullve = .

Consideremos W = (I/?/n) onde V[(}n ¢ o interior de W,, = {2 € Q;||gm(2)|] <
n Vm € N}. Vejamos que W é uma cobertura aberta enumeravel de 2. Sabemos que
a sequéncia (g,) é tal que ||gnllv, =1 e V,,, C V, para m < n. Assim, dado m € N
temos que ||g,(z)|| < 1 para todos = € V,,, e n > m, donde concluimos que a sequéncia

(gn) € localmente limitada. Consequentemente W é uma cobertura aberta enumerével
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e crescente de Q. Além disso, (g,) C H*(W, F).
Consideremos o espago H*(W, F') C H(Q), F'). Como a inclusao

(H*(W,F),mw) — (H(Q), F), ;)

¢ continua, existe uma seminorma p 9 de (H*(W,F),Tw) e existe uma constante
no
Coy t2is que 4(f) < Cuupg () para toda | € H¥(W,F). Futao n < qlg,) <
0

OnngnHV?/ < Cpyno para todo n € N, absurdo. Logo ¢ é 5-continua e 75 = 7.
70

g

Veremos agora que o Teorema de Linearizagao para espagos de aplicagoes holomorfas
definidas em um aberto de um espaco localmente convexo pode ser generalizado para
espacos de aplicacoes holomorfas, definidas em um dominio de Riemann sobre um

espago localmente convexo F.

Teorema 2.3 (Teorema de Lineariza¢ao)

Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente convexo E. Entdo
existe um espago localmente convexo completo G(2) e uma aplicag¢ao o € H(Q, G(2))
tal que sua imagem gera um subespaco denso em G(S)), e com a propriedade de que

para cada espago localmente convexo completo F' e cada f € H(Q), F') existe uma inica

Ty € L(G(Q), F) tal que Ty o g = f.

Demonstracao:
Seja A = (C,,) uma cobertura aberta crescente e enumeravel de Q2 e a = («,,) uma

sequéncia de nimeros positivos. Consideremos o espaco
H=(A) ={f € HQ);[|llc, < ooV n}

munido da topologia 74 gerada pelas seminormas pc, (f) = sup,cc, [f(¥)| = || fllc, -
Definamos B = {f € H(Q);||fllc, < an, Vn € N} € H®(A). Para cada f € BS

temos que pe, (f) = || flle, < o, para todon € N. Entao o conjunto B é 74-limitado.
Vejamos que BS é T4-fechado. Para tal, tomemos uma sequéncia (f,) C B que

converge a f em (H*(A),74). Como a topologia em H*(A) é dada pela convergéncia
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uniforme sobre os conjuntos C,,, a sequéncia (f,) converge pontualmente a f. Con-
sequentemente, obtemos que f € B%, e em particular B é um conjunto 74-fechado.
Sabemos pela Proposi¢ao 2.2 que o espaco H*(A) é um espago de Fréchet. A partir
dai obtemos que B% é um conjunto completo.

Consideremos H>(A) g o subespago de Banach de H*°(A) gerado pelo conjunto B§
com a norma dada pelo funcional de Minkowski ppq e a inclusdo continua
io t H*(A)ps — (H*(A),74). Dadas duas sequéncia a = (ay,) e 8 = (3,) de nimeros
positivos, estabelecemos a relagao de ordem o < (8 se a,, < 3, para todon € N.

Seja f € H*®(A). Considerando = (M,) tal que ||f|lc, < M, Vn € N, temos
que f € HOO(A>B§v e desta maneira H>(A) = U, H*(A)ps. Podemos estabelecer uma
topologia sobre H>*(A) dada por (H*(A),7;) = ind, H*(A)ps.

Mostraremos agora que a topologia 7; coincide com a topologia gerada pela sequéncia
de seminormas (pc,, ).

Como para cada sequéncia de niimeros positivos a a inclusao
it H(A)ps — (H™(A),Ta)
¢é continua, temos que a aplicacao identidade
(H*(A),7) = (H*(A),7a)

também é continua, e com isso 74 < 7;.

Suponhamos agora a existéncia de uma seminorma ¢ 7;-continua, que nao seja 74-
continua. Entdo existe uma sequéncia (g,) C H*(A) tal que pc, (9,) <1 e q(gn) > n.
Como, para cada n € N, sup,cc. |gn(x)| < 1, temos que sup,eq, |gm(2)| < 1 para
m > n. Considerando a sequéncia o = (a,) definida por

a, = max{1l, sup |gi(x)|,- -, sup |gn_1(2)|},
zeCn z€Cp
obtemos que (g,) C BS.
Como (H*(A),7;) = indoH>*(A)pg temos que a aplicacio inclusdo

H>(A)ps — (H*(A),7;) é continua, logo existe uma constante C' > 0 tal que ¢(f) <
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Cpps(f) para toda f € H*(A)ps. Dessa maneira n < ¢(g,) < Cppa(gn) < C para
todo n € N, absurdo. Donde concluimos que 7; < 74 e consequentemente 7; = 74.

Pela Proposigao 2.2, temos que (H(2),7s) = indsH*(A) onde A varia sobre as co-
berturas abertas enumerdveis e crescentes de €2. Segue que (H(§2), 75) = indaind, H*(A) ps
onde A varia sobre as coberturas abertas enumeraveis e crescentes de {2, e a varia sobre
as sequeéncias positivas.

Mostraremos que (H(Q2),75) = indaindo H*(A)ps = ind4,a)H>(A)ps onde A
varia sobre as coberturas abertas enumeraveis e crescentes de €2, e « varia sobre as
sequencias positivas.

Como H(Q)) = UsH™(A) e H>(A) = UH*(A)py, temos que
H(Q) = U,a)H>(A)ps. Sabemos que as inclusoes i, : H*(A)ps — (H*(A),7a)
e ig : (H®(A),74) — (H(Q),7s5) s@o continuas, entdo podemos considerar o se-
guinte espago localmente convexo (H(Q),77) = indaq.)H>*(A)ps. Consideremos a
inclusdo continua i, : H*(A)ps — (H(2),75) tal que iaq = ia 0dn. Como iy, é
continua para cada A e cada a temos que 75 < 7;7. Por outro lado, como as inclusoes

H>*(A)pg — (H(S2),77) sdo continuas, temos que a inclusao
(H(S2),75) = indaindo H*(A)pa — (H(Q), 17)

¢é continua , e consequentemente 7; < 75. Obtemos entao que 7; = 75.

Pela definicao, cada B ¢ um conjunto convexo, equilibrado e localmente limitado de
H(). Sejam x € Q e (U, py) uma carta de Q2 tal que z € U. Para cada f € B} temos
que a aplicacao f o pfjl é holomorfa. Além disso, como B% é um conjunto localmente
limitado, temos que H = {f Opal; f € B%} também é um conjunto localmente limitado.
Consequentemente, H é um conjunto equicontinuo e pontualmente limitado. Entao,
dado € > 0 existe um aberto V contendo p(z) tal que | fopy' (v)— fopy' (p(z))] < € para
todos y € V e f € BG. Como py é um homeomorfismo e U é um subconjunto aberto
de Q, temos que W = p;;'(V)) é um subconjunto aberto de 2. Entdo |f(z) — f(z)] < €
para todos z € W e f € B. Assim, B C H*(A) é um conjunto equicontinuo e pon-

tualmente limitado. Pelo Teorema de Ascoli 1.16, obtemos que B é 7.-relativamente
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compacto.

Veremos que B% é um subconjunto 7.-fechado, e consequentemente 7.-compacto.
Com efeito, seja (f;)ic; C BS uma rede que converge a f em (H(2),7.). Em particular,
arede (f;)ie; converge a f pontualmente. Como |f;(x)| < o, paratodosx € Cp, ei € [
temos que |f(z)| < a,, para cada x € C,,. Segue que B% é um subconjunto 7.-fechado.

Seja G(2) o espago localmente convexo completo dos funcionais lineares sobre H(2),
cuja restricao a cada bola B é 7.-continuos, com a topologia da convergéncia uniforme
sobre os conjuntos BY.

Como (H(2),7s) = ind(a,a)H>*(A) g, cada H*(A)ps é um espago de Banach e as
bolas unitdrias fechadas B4 de H>(A)gs sdo T.-compactas, temos pelo Teorema 2.1
que a avaliacao

J: (H(Q),75) — (G()]

)

é um isomorfismo topolégico. Para cada f € H(2) escreveremos J(f) = Jy.

Consideremos a aplica¢ao avaliacdo dg : Q — G(Q2) definida por do(z)(f) = f(z)
para todos x € Q e f € H(Q2). Como dg(z) € G(2) para cada x € (Q, vale a igualdade
Jroda(x) =da(x)(f) = f(x) paracadaz € Qe f € H(N).

Vamos mostrar agora que dg é uma aplicagao holomorfa. Para tal mostraremos que
0q © pal ¢ amplamente limitada e G-holomorfa para toda carta (U, py) do dominio de
Riemann (€2, p). Com isso veremos que dq o p;;" é uma aplicacdo holomorfa para toda
carta (U, py) do dominio de Riemann (£, p), e consequentemente g é holomorfa.

Seja (U,py) uma carta de . Para ¢ € G(Q), a € p(U) e b € E considere
Yodgop;(a+Ab) para A € {\ € C;a+\b € p(U)}. Pela sobrejetividade da aplicacio
J existe f € H(Q) tal que J; = 1. Segue que

Y odgopy(a+Ab) = Jsodgopy'(a+Ab) = fop,'(a+ \b)

para A € {\ € C;a+ b € p(U)}. Como f é uma aplicagio holomorfa temos que fop;;'
¢ uma aplicagao holomorfa, e consequentemente v o dg o py(a + A\b) é uma aplicacao

holomorfa. Logo dq o p;;* é G-holomorfa.

32



Antes de mostrarmos que a aplicagao oy o pg_zl ¢ amplamente limitada, vejamos que
a topologia de G(Q2) é dada pelas seminormas p%(u) = sup{|u(f)|; f € B} onde A
varia sobre as coberturas abertas e enumeraveis de () e a varia sobre as sequéncias
de numeros positivos. Dados € > 0, uma sequéncia de ntimeros positivos o e uma
cobertura aberta e enumerdvel A de €2, considere Uy . = {u € G(Q);p%(u) < €}.
Se u € §(B4)° temos que |u(f)| < § para todo f € BY, logo §(B%)" C Up . Pela
defini¢do da seminorma pf(u) vemos que Upe 1 C B5". Obtemos entdo que a topologia
de G(Q) é gerada pelas seminormas p$.

Veremos agora que dg o p,}l

¢ amplamente limitada. Seja p§ uma das seminormas
que geram a topologia de G(§2) onde A = (C,,) é uma cobertura aberta, enumerével e
crescente de Q2 e o = () é uma sequéncia de nimeros positivos. Como a sequéncia

de abertos (C,,) cobre € temos que U = |J,(UNC,) e p(U) = U, p(UNC,). Segue
que p(U) = U,p(UNC,,) onde p(U N C,,) sao conjuntos abertos em E e

a0 o py' (y) = sup{lda(py () ()] f € Ba} < o

para todos y € p(UNC,) en € N. Assim, g o p;'

é amplamente limitada e conse-
quentemente o o pgl ¢é holomorfa. Donde concluimos que dq é holomorfa.

Vejamos que a imagem de dq gera um subespago denso em G(€2). Suponha que tal
fato nao ocorra. Entao existe um funcional linear 7' € G(Q2)’ tal que T'(do(z)) = 0 para

todo x € Q e T # 0. Como J é uma aplicagdo sobrejetiva existe f € H(f)) ndo nula

tal que T' = J;. Por outro lado, vale a igualdade

f(x) = da(2)(f) = J(da(x)) = T(0a(z)) = 0

para cada x € §2, absurdo.

Para finalizar a demonstracao do Teorema vamos mostrar que dados um espaco
localmente convexo completo F' e f € H(S), F), existe uma tnica aplicacdo linear
Ty € L(G(2), F) tal que Ty o g = f. Para mostrar essa propriedade vamos separar
em trés casos.

(1) Vamos supor que F' = €. Seja f € H(Q2). Considerando Ty = Jy, como ja
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tinhamos observado antes Ty o dg = f. Como Ty ¢ um funcional linear e dg gera um
subespago denso em G(£2) obtemos que T é tnico.

(2) Vamos supor agora que F' seja um espago de Banach. Seja f € H(Q,F).
Consideremos Ty : G(£2) — F” tal que Ty(u)(v) = Jypor(u) = u(p o f) para todos
ueGQ) ey e F.

Para provarmos que a aplicacao T estd bem definida vamos mostrar que Tr(u) € F”
para todo u € G(Q).

Consideremos o conjunto B = {¢o f : ¢ € F'/||¢|| < 1}. Como f é holomorfa
temos que ¢é localmente limitada. Entao para cada x € ) existe uma vizinhanca V,, de

z em e C, > 0 tais que |f(V,)| < C,. Consequentemente

[ o f(Va)l < |[PICe < €

para ||[¢|| < 1, donde concluimos que B é localmente limitado.
Para cada n € N definamos W,, = {x € Q;||f(z)|| < n}. Como f é uma aplicagao
continua temos que W = (W,,) é uma cobertura aberta enumeravel de €. Consideremos

By, onde a = (n),, 7. Como

[ o f@)] < [[WIILF @) < llln <n

para x € W, e ||¢]] <1 temos que B C Bf},.

Seja u € G(Q2). Pela definigao de G(Q2) temos que u é um funcional linear 7.
continuo sobre Bf},. Entao dado € > 0 existem K C ) compacto e C; > 0 tal que
lu(g)| < e para g € Uxc, = {g € H(Q);sup,ck |g(z)] < Ci1} N BY,. Seja Cy > C tal
que sup,ci || f(2)|] < Cy. Para ¢ € F’ tal que |[¢|| < % < 1 obtemos que

C
sup [¢ o f(2)] < [|¢]|sup || f(z)]| < 5102 = ().
rzeK 2

zeK
Assim, |T¢(u)(¢)] = |u(¢ o f)| < € para ¢ € F’ tal que ||| < % Logo T'¢(u) é
continuo e Ty estd bem definida.
Sejam up, ug € G(2), ¥ € F' e A € €. Temos que
Ty(ur + Auz) () = Jyos(ur + Aug) = u1 + Aug(¢ o f)

= w (Yo f)+Aug(of)=Ts(ur) () + ATy(uz) ().
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Donde concluimos que 7T ¢ uma aplicagao linear.

Veremos que Ty ¢ uma aplica¢ao continua.

Sabemos que (Bg,)° C B°. Segue que |Ty(u)(¥)| = [u(¢ o f)] <1 para u € (Bg)°
e 1 € F’ tal que |[¢|] < 1. Donde concluimos que ||Ty(u)|| < 1 para todo u € (Bg)°,
logo Ty € L(G(Q2), F").

Pela defini¢ao de T obtemos que

Ty(0a(2))() = Tyor(da(2)) = da(z)(¥ o f) = ©(f(x)) = f(x)(¢)

para todos x € Q e ¢ € F'. Consequentemente temos que Tt(dq(x)) = f(x) para todo
xz € 2. Como Ty é uma aplicagao linear e a imagem de dg gera um subespaco denso
em G(Q) temos que T(g) € F para cada g € G(12), logo Ty € L(G(2), F).

Mostraremos agora a unicidade de Ty. Seja S € L(G(Q2), F') tal que Sodqg(z) = f(z)
para todo z € 2. Segue das linearidades de Ty e de S e do fato da imagem de g, gerar
um subespaco denso de G(€2) que Ty = S.

(3)

Suponha agora que F' seja um espaco localmente convexo completo. Entao
F = projwﬁw onde W varia sobre as vizinhancas convexas e equilibradas de zero em
Fe ﬁw é o completamento de Fy,. Consideremos a aplicacao canonica Ily : F — ﬁw.
Consideremos também a aplicacao canonica Iy : F\W/ — ij quando W C W'
Sabemos que Iyy o myr = Iy quando W C W,

Sejam f € H(Q, F) e W uma vizinhanga convexa e equilibrada de zero em F.
Como Iy é uma aplicagao linear temos que Iy o f € H((Q, Z/T\W) Segue pela parte
(2) que existe uma tnica Ty € L(G(Q), Fi) tal que Ty o dq = Iy o f. Pelo fato de
IIyyw o Iy = Iy quando W’ é uma vizinhanca convexa e equilibrada de zero em F

tal que W C W' temos que
HWW’OTW’069 :walonw/Of:HWof.

A unicidade de Ty garante que Iy o Ty = Ty quando W C W',
Consideremos Ty : G(Q) — F = projw Fy dada por Ti(z) = (Tw(x))weso(r)

onde By(F) é uma base de vizinhangas convexas e equilibradas de zero em F. Como
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Hyww o Ty = Tw quando W C W’ temos que T esta bem definida. Usando o fato
de que cada Ty ¢ uma aplicagao linear obtemos que 7% ¢ uma aplicacao linear. Para
cada W vizinhanca de zero convexa e equilibrada em F' temos pela definicao de T
que Iy o Ty = Ty e consequentemente 7y é uma aplicacao continua. Além disso,
obtemos que Il 0 T 0 0g(z) = Tw o do(x) = lw o f(x) para toda vizinhanca convexa
e equilibrada de zero em F. Entao Ty o dg(x) = f(x) para todo z € Q. Como Ty é
uma aplicacao linear continua e a imagem de g, é um subespago denso de G(£2) temos
que T é a unica aplicacdo em L(G(2), F) tal que Ty o g = f.

O

Observagao 2.4 (a) Se E é um espago localmente convexo arbitrdrio, entao (H(Q2),7.)" C
G(Q) C (H(Q),75).
(b) Se E é um espago localmente convexo metrizdvel, entao G(§2) € o completamento

de (H(2), 7).

Demonstracao:

(a)

Segue diretamente da definicao dos espagos G(2), (H(Q),75) e (H(2), 7).

(b)

Sabemos pela demonstracao do Teorema de Linearizacao 2.3 que a topologia de
G(Q) é dada pela convergéncia uniforme sobre os conjuntos B onde A é uma cobertura
de abertos crescente e enumeravel e o ¢ uma sequéncia de niimeros positivos. Sabemos
também que estes conjuntos sao 7.-compactos.

Vamos mostrar agora que os conjuntos compactos de (H(f2),7.) sao localmente
limitados.

Seja K um subconjunto compacto de (H(f2), 7.). Suponha por absurdo que existe
x € ) tal que para cada vizinhanga V, de x o conjunto {f(V,); f € K} nao seja

limitado. Seja (U, py) uma carta contendo x. Temos que o conjunto

{fo Py (P(V,(U)); f € K}
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também nao é limitado para cada vizinhanca V, de z. Seja (V},) uma base de vi-
zinhangas de p(z). Entdo para cada n € N existem a, € V, e f, € K tais que
|.fn o p~(an)|| > n. Consideremos o conjunto compacto L = {a,;n € N} J{p(x)}.
Entao supeesup,ep [1f o pp' (W)l = [1fa © py'(an)|] = n para todo n € N, absurdo.
Donde concluimos que K ¢é localmente limitado.

Na demonstracao do Teorema de Linearizagao 2.3 vimos que todo conjunto local-
mente limitado estd contido num conjunto BY. Segue que os conjuntos dos elementos
que geram as topologias de G(2) e de (H(£2), 7). coincidem, e portanto geram a mesma
topologia sobre (H(£2), 7.).. Sabemos também pelo Teorema de Linearizagao 2.3 que a
imagem da aplicagao dq gera um subespago denso em G(£2). Pela Definigao 1.69 a ima-
gem de &g também esta contida em (H(2),7.)". Consequentemente o completamento
de (H(Q), ). é G(9).

O

Proposicao 2.5 Sejam E e F espacos localmente convexos com F completo e (2, p)

um dominio de Riemann sobre E. Entao a aplicagao
fe(HELF) 1) = Tf € L(G(Q), F)

onde Ty € o unico elemento de L(G(2), F') que satisfaz Ty o 0q = f € um isomorfismo

algébrico cuja inversa é continua.

Demonstracao:

Consideremos a aplicacao
T:H(QF)— L(G(Q), F) dada por T(f) =Ty

para cada f € H(Q, F).

Seja g € L(G(Q), F). Como dg € H(2,G(R)), temos que g o dg € H(Q, F'). Segue
pelo Teorema de Linearizagdo 2.3 que existe um tdnico Tyes, € L(G(Q2), F') tal que
Tyosg © 00 = g © 0g. Como Tyes, € g sao aplicagoes lineares continuas e a imagem de

dq gera um subespaco denso em G(£2), temos que Tyos, = g. Obtemos assim que T é
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uma aplicagao sobrejetiva. Pelo Teorema de Linearizagao 2.3, para cada f € H(Q, F')
existe um unico Ty € L(G(Q2), F) tal que Ty odq = f. Logo T é uma aplicacdo injetiva.
Sejam f,h € H(Q,F) e A € €. Vemos que

Tf+>\hO(5Q:f+/\h:Tf059+/\Th05Q.

Como a imagem de dg gera um subespaco denso em G(£2), obtemos que Tyyy, =
Ty 4+ AT}, e assim T' é uma aplicagao linear.

Mostraremos que T~ : L.(G(Q), F) — (H(Q, F), 7.) é uma aplicacido continua.

Sabemos que a familia P das seminormas que geram a topogia 7. ¢ constituida
pelas seminormas pg  (f) = sup,cx B(f(z)), onde K é um subconjunto compacto de
2 e § é uma seminorma continua de F. Sabemos também que a topologia L.(G(2), F)
¢ gerada pela familia de seminormas ) = {gs 1}, onde L é um subconjunto compacto,
convexo e equilibrado de G(£2), e f é uma seminorma continua de F.

Seja pgx € P, e conside L = F(T(K)) C G(2). Como G(£2) é completo, temos
que L é compacto, convexo e equilibrado. Consideremos a seminorma gg € (). Seja
g € L(G(Q),F). Como T ¢é uma aplicagao sobrejetiva, existe f € H(, F) tal que
g=Tr e g(da(z)) = Tt(da(z)) = f(x) para cada = € €. Segue que
ps.x(TH(9)) = po.x(f) = sup B(f(x)) = sup B(T(da(x))) < sup B(T}(y)) = q5..(T}) = q5,L(9)-

zeK zeK yeL

Logo T~! ¢ uma aplicacao linear continua. U

Proposicao 2.6 Sejam E e F espagos localmente convezos, e seja (€2, p) um dominio

de Riemann sobre E. Uma aplicacao f € H(Q, F) tem posto finito se, e somente se,

Ty € L(G(Q), F) tem posto finito. Neste caso [f(x);x € Q] = [T¢(g); 9 € G(Q)].

Demonstracao: =

Suponha que f tenha posto finito. Pelo Teorema 2.3 existe Ty € L(G(Q), F) tal
que T¢(do(z)) = f(x) para todo xz € Q onde dg € H(£2,G(R2)). Considerando N =
[f(z);z € Q], vemos que Tf(y) € N para todo y € [do(z),z € €.
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Seja g € G(2). Como a imagem de Jg gera um subespago denso em G(€2), existe
uma rede (Yo )aer C [0a(z),z € Q] que converge a g. Pela continuidade de Ty segue que
(T (Ya))acr converge a Tr(g). Como (T¢(Ya))acr C N e N é um espago de dimensao
finita, portanto fechado, segue que T¢(g) € N. Donde concluimos que [T%(g);g €
G(Q)] := M C N e, consequentemente, Ty tem posto finito.

=

Suponha que [T¢(g); g € G(€2)] tenha dimensao finita. Como T¢(do(x)) = f(x) para
cada x € 2, temos que N C [T4(g); g € G(2)], e assim N tem dimensdo finita. Segue
da demonstracao que [f(z);z € Q] = [Tf(g9); 9 € G(Q)].

O

Proposicao 2.7 Sejam E e F espagos localmente convexos, com F completo, e (X2, p)
um dominio de Riemann sobre E. Entdo uma familia (f;) C H(Q, F) é amplamente

limitada se, e somente se, a respectiva familia (Ty,) C L(G(2), F') € equicontinua.
Para demonstrar a Proposicao 2.7 vamos precisar do seguinte lema.

Lema 2.8 Sejam E um espago localmente convexo, F' um espago de Banach e (2, p)
um dominio de Riemann sobre E. Seja A = (C,,) uma cobertura aberta, crescente e
enumerdavel de ), seja a = (a,,) uma sequéncia de nimeros positivos, e seja
BS(F)={f € H(Q,F); sucp | f(2)]| <o, Yn e N},
xeCn

Entao para toda f € H(Q, F) sao equivalentes:

(a) f € BE(F).

(b) Yo f € B para todo ¢ € F' com ||¢|] < 1.

(c) |T¢(w)|] <1 para todo u € (BS)°.

Demonstracao:

Antes de mostrarmos as equivaléncias, vejamos que BS = (B%)% em relacao ao

sistema dual (H(Q2), G(2)).
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Sabemos que B¢ é um conjunto convexo, equilibrado e 7.-fechado pela demonstragao
do Teorema de Linearizacao 2.3.

Como B§ é convexo e equilibrado, vale B§ = BS © = B_jU(H(Q)’(H(Q)’TC)/).

Pela Observagao 2.4 temos que (H(Q2),7.) C G(Q2). A partir dai, obtemos que B
é o((H(Q),G(Q))-fechado e, pelo Teorema do Bipolar, BS = (B%)%.

(a) = (b)

Sejam f € BS(F) e ¢ € F' tal que ||¢|| < 1. Para cada z € C,, temos |1 o f(z)] <
LII[f (@)]] < an, logo ¢po f € By.

(b) = (a)

Suponha que ¥ o f € B para cada ¢ € F’ tal que [[¢|| < 1. Seja z € C,
tal que f(z) # 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ¥ € F’ tal que ¥(f(x)) =

@)l e [[¢]] = 1. Vemos entiio que [|f(z)|| = [l[4(f(@))]] < a,. Consequentemente
sup,ec, 1/ (@)]| < an e f € BY(F).
() = (¢)

Suponha que ¥ o f € B para cada 1 € I’ tal que |[¢)|| < 1. Para cada u € (BS)°

temos
T () ()| = I Tyor (W)l = |u(y o f) < 1.
Logo ||Ty(u)]] <1 para cada u € (B%)°.

(¢) = (b)

Suponha que ||T(u)|| < 1 para cada u € (BS)". Para cada i € F” tal que |[¢]] < 1
temos |[Ty () ()]| = |u(é o f)]| < 1. Entdo ¢ o f € (BY)® = (BS) para cada ¢ € F'
tal que ||| < 1.

U

Demonstraremos agora a Proposigao 2.7.

Demonstracao: Seja ' um espaco localmente convexo completo. Para cada vizi-
nhanga W convexa e equilibrada de zero em F' consideraremos Iy, : F' — ﬁW tal que
[Ty = 2w oIl onde Ily : FF — Fy é a aplicagao quociente, iy : Fyr — F\W é a

inclusao e Fy, é o completamento de Fyy .
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—
Seja (fi)ier € H(Q, F) uma familia amplamente limitada. Entao para cada W
vizinhanga convexa e equilibrada de zero em F', a familia (Ily o f;);c; é localmente

0 0
limitada. Consideremos A = (W,,) onde W,, ¢ o interior de
W, ={x € Q|| o fi(x)|| <nViel}

Vejamos que A é uma cobertura aberta enumeravel de 2. Sabemos que a familia
(ITy o f;)ier € localmente limitada. Entao para cada x € () existem uma vizinhanga
Vy de z e n € N tais que ||l o fi(V,)|| < n para todo ¢ € I. Temos que x EI/IO/n
e consequentemente A é uma cobertura aberta e enumeravel de 2. Como para cada
x EV[O/n temos que | [Ty o f;(x)|| < n para todo i € I, obtemos que (Iyy o f;);e;r C BS(F)
onde a = (n), |-

Pelo Lema 2.8 segue que ||Ti1,0f(u)|] < 1 para cada u € (B%)° e para todo i € I.
Como (B%)? é uma vizinhanga de zero em G(R2), a familia (T, 0y, )ics ¢ equicontinua.

Para cada i € I sabemos, pelo Teorema de Linearizacao 2.3, que existem uma tnica
aplicacao linear Ty, € L(G(R2), F') tal que Ty, o 0g = f;, e uma Unica aplicagao linear
Thyorp € L(G(Q), Fy) tal que Tiyof, © 0 = Iy o f; . Segue que

THWOfi e} (SQ(QJ) = HW o) fl(q:) = HW @) Tfi @) 5Q(l’)

Como a imagem de dg gera um subespaco denso em G((2), obtemos que Tiy,of =
Iy o T}, para cada i € I.

Como a familia (711,07, )icr € equicontinua, existe BG tal que
[liw o Iy o T, (w)|] = [[Tw o Ty, (w)[| = [[Tryos: (u)]| <1

para u € (B%)? Logo Ty, (u) € W para todo u € (B%)" e a familia (T},);e; é equi-
continua.
pr—

Suponha agora que a familia (77,);c; seja equicontinua. Seja § uma seminorma

continua em F' e defina W = {z € F;p(z) < 1}. Como W é uma vizinhanca aberta,
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convexa e equilibrada de zero em F', existe B tal que T, (u) € W para cada u € (B%)°
e para todo i € I. Segue que ||Ti,of (w)|| = ||[TIw o Ty, (v)|] < 1 para cada u € (BS)°.
Pelo Lema 2.8 temos que (Il o f;) € BS(Fy). Logo B(fi(z)) < an, para todo z € W,
e para todo i € I. Donde concluimos que (f;);cr ¢ uma familia amplamente limitada.

g

Na proxima proposi¢ao usaremos a notacao do Teorema 1.70.

Proposicao 2.9 Seja E um k-espaco localmente convexro, seja F um espaco local-
mente convexo completo, e (2, p) um dominio de Riemann sobre E. Entdo uma familia
(fi)ier € H(Q, F) é amplamente limitada se, e somente se, a correspondente familia

(fNier € L((H(Q), )., F) € equicontinua.

)

Demonstracao:

Como a topologia de G(2) tem uma base de vizinhancas de zero dada pelos con-
juntos (B%)° onde A é uma cobertura aberta enumerével de € e o é uma sequéncia de
numeros positivos, e cada B% ¢é 7.-compacto, temos que a inclusao
J: (H(Q), 7). — G(£2) é continua.

Seja T" € L((H(Q2),7.)., F'). Sabemos, pelo Teorema 1.70, que existe uma tnica
feHQ, F)talqueT = " e f"odq = f. Por outro lado, pelo Teorema de Linearizagao
2.3, existe uma unica aplicagdo Ty € L(G(Q2), F') tal que Ty 0 0g = f. Como j é uma
aplicagao continua, obtemos que T%|((q),~y. € L((H(Q), 7)., F) e T¢|u@)ry, = [

=

Seja (fi)ier € H(Q, F) uma familia amplamente limitada. Pela Proposigao 2.7, a
respectiva familia (7%,);e; C L(G(2), F') é equicontinua.

Como j é uma aplicagao continua e (77,);c; ¢ uma familia equicontinua, temos

que (T, |(H@),m))ier € L((H(2), 7)., F') é equicontinua. Consequentemente a familia
(f!")ier € equicontinua.

P

Seja (fi)ier uma familia de aplicagoes em H (€2, F'). Sabemos pelo Teorema 1.70 que

a familia (f;);cr é tal que f; = f!' o 0 para cada i € I.
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Suponha que a correspondente familia ( f!’

")icr seja equicontinua.

Seja o uma seminorma continua em F. Como (f!

Mier é uma familia equicontinua,

existe uma vizinhanca W de zero em (H(Q2), 7). tal que
fiW)cU={z€ F;a(z) <1}

para cada i € I. Seja x € ). Como dg é uma aplicagao continua, existe uma vizinhanga
V, de x tal que 0o (V) C W + dq(x). Segue que f/'(da(Vy)) C fI'(W) + f!'(0a(x)) C
U+ fl'(0q(x)) para cada ¢ € I. Por outro lado, como W é um conjunto absorvente,

existe B > 0 tal que Sf/(da(x)) € U para cada ¢ € I. Segue que

a(£i(V2) = a(f/(5a(Va)) < a(U) + a( £ (3a(x))) < 1+ %

para cada ¢ € I. Donde concluimos que a familia (f;);c; é amplamente limitada.

g

A préxima proposicao generaliza um resultado de Mujica e Nachbin ([18], Pro-

posicao 2.6).

Proposicao 2.10 Seja (£2,p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente

convexo completo E. Entao E ¢é topologicamente isomorfo a um subespagco complemen-

tado de G(R2).

Demonstracao: Sejam a € € e (U,py) uma carta de (£2,p) tais que a € U. Como
popy :p(U) — p(U) é a aplicacio identidade, obtemos que popy € H(p(U), E), e
consequentemente p € H(Q), E).

Pelo Teorema de Linearizagdo 2.3, existe T € L(G(2),E) tal que
T o 6o(x) = p(z) para todo x € Q. Como dq € H(Q,G(Q)), dg o p;;* é analitica
em p(a).

Considere S = P!(dq o p;')(p(a)) € L(E,G(2)) em que P*(dq o p;')(p(a)) é o
polinomio 1-homogéneo de dg o pal em p(a). Dado y € E, escolhemos r > 0 tal que
p(a) + &y € p(U) para todo & € €' com |£| < r. Pela Férmula Integral de Cauchy,

) = P nio(a)y) = o [ RN g
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A partir dai, obtemos pelo Teorema 1.56 que

ToS(y) = ToP'(dqopy")(p(a))(y) =P(T odgopy')(p(a))(y)

1 T 0 g 0 pit(p(a) + €y 1 pla) + &y
27 Jigl=r $ 2mi Jig=r €
Entao T o S(y) = y para cada y € E, e assim E é um subespaco complementado
de G(92). U

2.2 Linearizacao de aplicacoes (G-holomorfas

Nesta secao definiremos os espaco de aplicacoes G-holomorfas definidas em um
dominio de Riemann sobre um espago localmente convexo E. Além disso, de maneira
andloga como feito por Mujica e Nachbin em [18], dado um dominio de Riemann
(2, p) sobre um espago localmente convexo E, construiremos um subespago vetorial
denso Go(£2) de G(£2). Mostraremos também que vale o Teorema da Linearizacao
para aplicacoes G-holomorfas definidas em um dominio de Riemann sobre um espago

localmente convexo F.

Definicao 2.11 Sejam E e F espagos localmente convezos e (€2, p) um dominio de Rie-
mann sobre E. Uma aplicagao f : Q — F € dita G-holomorfa se para cada carta (U, py)
de €2 temos que f op[_]1 ¢ uma aplicagao G-holomorfa. Denotaremos por Hg(S), F') o
espaco vetorial das aplicagoes G-holomorfas de Q) em F. Quando F = escreveremos

Hg(Q) no lugar de Hg(Q,0).

Proposicao 2.12 Sejam E e F' espagos localmente convexos e (€2, p) um dominio de
Riemann sobre E. Uma aplicacao f : & — F € holomorfa se, e somente se, f €
G-holomorfa e continua.

Demonstragao:
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= Seja f : € — F uma aplicacao holomorfa. Por definicao temos que f o pl}l €
H(p(U), F) para cada carta (U,py) de Q. Consequentemente f o p;;' é uma aplicagao
continua e G-holomorfa, e assim f é uma aplicacao continua e GG-holomorfa.

=

Suponha que f : 2 — F seja uma aplicacao G-holomorfa e continua. Entao para

1 ¢ uma aplicacdo G-holomorfa e continua,

cada carta (U,py) de  temos que f o p;;
donde conclufmos que fop;' € H(p(U), F). Por defini¢do temos que f é uma aplicacio
holomorfa.

g

Construiremos o subespago vetorial G(2).

Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente convexo E. Para
cada subespaco de dimensao finita M de FE, consideremos o dominio de Riemann
(Qur, par) onde Qpr = p~ (M) e pq,, = pla,,. Consideremos a inclusao iy : Qpr — Q.

Pelo Teorema de Linearizacao 2.3 sabemos que 6 € H(Q2,G(f2)). Sejam M um
subespaco de dimensao finita de E, e (Up, py,,) uma carta de Q. Para cada x € Uy,
existe uma carta (U, py,) de Q tal que x € U, Ny C Uyp. Como dg € H(2, G(2))
temos que dgopy;! € H(p(U,), G(2)). Em particular, obtemos que a aplicagao dq o py,
é G-holomorfa. Segue que para cada b € M e ¢ € G(2) existe uma vizinhanga de zero
A, em € tal que a aplicacdo A — 1 o g o p,}j (p(x) + Ab) é holomorfa em A,. Como
pur = pla,, € Qu = p (M), temos que

Y odg o pl}z1 (p(x) + Ab) =1 odgo pl}ﬂl/[ (p(x) + \b).

Segue que a aplicagao A — 1odq Op&i{ (p(z)+Ab) é holomorfa em A,. Donde concluimos
que oq o p[}if ¢ uma aplicacao G-holomorfa, e consequentemente a aplicacao dqg o iy €
holomorfa.

Como €27 é um dominio de Riemann sobre E temos, pelo Teorema de Linearizacao
2.3, que existe uma unica aplicacdo linear my; € L(G (), G(R2)) tal que my 0 dg,, =

0o oipr. Ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:
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Quy —M .0

W s

G Q) =~ G(Q)

™™

Sejam M e N subespacos de dimensao finita de £ com M C N. Consi-
deremos a inclusao iyy : Qy — Qn. Entao, pelo Teorema de Linearizagao 2.3, existe
uma unica aplicagdo myy € L(G(Q2h), G(2y)) tal que mnps 0 dq,, = day © ina. Ou

seja, o seguinte diagrama é comutativo:

INM
Oy ———— Qn

b0y, j léQN

G(QM) TN G(QN)

TN M
Como iy = iy 0inm, TN © 0, = 0g Oty € Ty ©dg,, = 0q © iy obtemos que
TN O TNM © 0, = 0q 0ty 0iny = O © iy Segue, pelo Teorema de Linearizagao 2.3,
que Ty o Ty = mp. Denotaremos Go(Q2) = U?TM(G(QM)) onde M varia sobre os
M

subespacos de dimensdo finita de E. Consideraremos em Gy(f2) a topologia induzida

por G(2).

Teorema 2.13 (Teorema de Lineariza¢ao para Aplicagoes G-Holomorfas) Seja (€2, p)
um dominio de Riemann sobre um espaco localmente convero E. Entao:

(a) Go(€2) € um subespago denso de G(S2).

(0) o € H(2, Go(2))

(¢) Para todo espago localmente convexo completo F' e toda f € Hg(Q), F) existe
uma unica aplicagao linear Ty : Gy — F tal que Tyodq = f. Além disso, Ty € continua

se, e somente se, f € continua.

Demonstracao:

(a)
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Seja x € 2. Sabemos que existe um subespaco de dimensao finita M de E tal que
x € Q. Como dq(x) = mpr 0 dg,, () temos que dg(z) € mp(G(y)) e consequente-
mente dg(x) € Go(Q).

Pelo Teorema de Linearizacao 2.3 sabemos que a imagem da aplicagao dq gera um
subespago denso em G(£2), e consequentemente G(£2) é um subespago denso de G(£2).

(b)

Pelo Teorema de Linearizagdo 2.3 sabemos que dq € H(Q2, G(2)) e pelo item (a)
do(z) € Go(Q2) para todo x € Q.

Seja (U,py) uma carta do dominio de Riemann (£, p). Para cada
a € p(U) vamos mostrar que P™(dq o p;;')(a) € P™(E,Gy(f)) para todo m € N,
e a partir daf obtemos que dq o p;; € H(p(U), Go(S2)).

Sejam a € p(U),t € Eem € N. Sejar > 0 tal que a + &t € p(U) para todo § € €
tal que || < r. Como dg € H(Q), G(Q2)) temos, pela Férmula Integral de Cauchy, que

1 50 opgl(a+gt)d
2mi Jigi- ¢

P (60 0 p") (@) (1) = 5 e

Consideremos M o subespaco de F gerado por a e t. Sabemos que existe uma tinica
aplicacao linear my; € L(G(Qy), G(Q2)) tal que mp00q,,(x) = do(z) para todo x € Q.

Consequentemente pelo Teorema 1.56,

_ 1 Saopyt(a+ &)
P™(5qopi)(a)(t) = — U d
R e
_ 1 [ mwodnopaten
T 9 l=r £mtl €

= P™(mu 0 dq,, o py)(a)(t)
=m0 P"(8a, o py')(a)(t).
Obtemos entdo que P™(5q o p;')(a)(t) € mu(G(Qur)) C Go(). A partir daf
da o py' € H(p(U),Go(Q)), e assim dq € H(£2, Go(Q)).
()

Seja F' um espago localmente convexo completo e seja f € Hg (2, F).
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Para cada subespaco M de dimensao finita de FE, temos que
foiy € H(Qy, F), e pelo Teorema de Lineariza¢ao 2.3 existe uma tnica aplicagao
linear Ty € L(G(Q), F) tal que Ty 0 0q,, = f oin.

Sejam M e N subespacos de dimensao finita de E tais que M C N. Como valem as
igualdades Txodq, = foin , Tyodqa,, = foin, i = INOINM, € 0y OiNM = TNMOOQ,, s

obtemos que
fOiM:fOiNOiNM:TNO(SQNOiNM :TNOT‘-NMoaQM'

Segue, pelo Teorema de Linearizacao 2.3, que T o myy = Ty Ou seja, o seguinte

diagrama é comutativo:

Oy —M Oy —N Q)

Sy l day l f

G() 5 G(y) = F

TNM
T

Consideremos T' : Go(2) — F dada por T'(z) = Ty (y) para mp(y) = x. Veremos

que T esta bem definida. Sejam M e N subespacos de dimensao finita de E tais que

M C N. Sejam u, € G(Qy) € u, € G(Qy) tais que wy(u,) = mar(Uy). Como

Ty = Ty © Ty temos que mar(uy,) = 7y o Typ(Un) = wn(uy,). Por outro lado,

sabemos que Ty = T o Ty, € a partir dai
Trr(tm) =T o mnn(um) =T oy o Tnn (Um) =T o Ty (un) = T ().

Sejam M e N subespagos de dimensao finita. Sejam a,, € G(Qy) e a,, € G(y) tais
que mx(a,) = mp(ay,). Consideremos o espago de dimensao finita Z = M U N. Seja

a, € G(Qyz) tal que mz(a,) = my(an) = 7y(a,). Como M C Z e N C Z temos que

TM(CLm) = Tz((lz) = TN(an).

Obtemos entao que 7' estd bem definida. Podemos ver que 7' é uma aplicacao linear.
Como Thrody = foipy e T omy = Ty para todo subespaco M de dimensao finita

de E temos, pelo Teorema de Linearizacao 2.3, que T ¢é a unica aplicacao linear tal que
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T oy = Ty para todo subespaco M de dimensao finita de E. Sejam x € 2 e M um

subespaco de dimensao finita de E tais que x € ;. Entao
foiy(xr) =Ty ody(x)=Tomy odq,, oiy(x) =T odg(z).

Suponha que exista uma aplicacdo linear S : Go(2) — F tal que
S odg = f. Segue, para cada subespaco M de dimensao finita de E, que
foiy = Sodgoiy = Somyodg,  Consequentemente obtemos que
Somy = Ty = T omy para cada subespaco M de dimensao finita de E, e
assim T'= S.

Suponha agora que T seja uma aplicacao continua. Como dg também é uma
aplicacao continua, obtemos que f =T odq é continua. Se f é uma aplicacao continua
entao Ty também ¢ uma aplicacao continua pelo Teorema de Linearizacao 2.3. Como
Ttlao) € L(Go(2), F) e Ty 0 g = f, temos pela unicidade de T que T' = T¥|q, (), €
em particular a aplicacao T' é continua.

i

A préxima proposicao generaliza um resultado de Mujica e Nachbin ([18], Pro-

posigao 3.3).

Proposicao 2.14 Seja (2,p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente

convexo E. Entao E € topologicamente isomorfo a um subespaco complementado de

Go(Q).

Demonstragao: Sejam a € Q e (U,py) uma carta de (2,p) tais que a € U. Con-
sideremos o polinomio 1-homogéneo S = P!(dq o p;')(p(a)) € L(E,Go(R)). Seja E o
completamento de E. Pelo Teorema de Linearizacio 2.3, existe T € L(G(Q), E) tal
que T o dg(x) = q(x) para todo x € Q.

Sabemos pela demonstracao da Proposicao 2.10 que T'o S(y) = y para todo y € E.
Vamos mostrar que T'(Gy(Q2)) C E.

Seja M um subespaco de dimensao finita de E. Pelo Teorema de Linearizacao 2.3

existe uma unica Ty € L(G (), M) tal que Ty 0 0g,, () = p(x) para todo x € Q.
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Vimos na construgao do espago Go(2) que mys 0 dg,,(z) = dq(x) para todo z € Qyy
e, como T o my = Ty temos T oy 0 dg,, = p(z) para todo x € Qy. Da unicidade
concluimos que T o 7y = Ty, € assim T o my(2) € M para todo z € G(€y). Como

Go(Q) = U T (G(Qyy)), onde M varia sobre os subespagos de dimensao finita de F,
M

temos que T'(x) € E para cada x € Go(£2). Consequentemente 7o S(y) = y para
todosy € EeT € L(Gy(R), E). Entao E é topologicamente isomorfo a um subespago
complementado de G(£2). O

2.3 Linearizacao de polinémios homogéneos

Nesta secao enunciaremos o Teorema de Linearizacao para polindmios m-homogéneos
provado por Christopher Boyd em [2]. Veremos que se E e F' sdo espagos localmente
convexos, um polinomio P € P("E, F) tem posto finito se, e somente se, a correspon-
dente aplicagao linear Lp € L(Q("E), F') também tem posto finito.

Mostraremos também de maneira similar a Proposigao 2.7, que se E e F' sao espagos
localmente convexos, entao uma familia de polindomios m-homogéneos (P;);c; é ampla-

mente limitada se, e somente se, a correspondente familia (Lp,); é equicontinua.

Proposicao 2.15 ([2], p. 36, Teorema 2.10) Seja E um espago localmente convezo.
Entao para cada n € N, existe um espago localmente convero completo Q("E) e
um polindmio n-homogéneo 6, € P("E,Q("FE)) tal que a sua imagem gera um Su-
bespago denso em Q("E) com a propriedade de que, dado um espago localmente convexo

completo F e P € P("E, F) existe um tunico Lp € L(Q("E), F) tal que P = Lp 0 §,.

Observagao 2.16 Sejam E um espaco localmente convexo e Q("E) o espago local-
mente convexo completo dos funcionais lineares ¢ : P("E) — € tais que ¢|p, € T.-
continuo onde By = {P € P("E),|P(x)] < IVx € V} eV ¢ uma vizinhanga de zero
convexa equilibrada e fechada. Cada conjunto By € convexo, equilibrado e T.-fechado.
A topologia sobre Q("E) € dada pela convergéncia uniforme sobre os conjuntos By

quando V' wvaria sobre as vizinhancas de zero convexas, equilibradas e fechadas.
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Na demonstracio do Teorema 2.15 em [2], Christopher Boyd mostrou que a ava-
liagao J : P("E) — (Q("E)), é um isomorfismo topoldgico, e com isso Q("E) € o

predual de P("E). Além disso, temos que para cada espago localmente convexo com-

pleto F,
Lp(u)(¥) = Lyop(u) = J(¢p o P)(u) = u(yp o P)

para cada P € P("E,F), u € Q("E) ey € F'.

Proposicao 2.17 Sejam E e F espacos localmente convexos com F completo. Entao a
aplicagao Q : L(Q("E),F) — (P("E, F),.) dada por Q(g) = god, € um isomorfismo

algébrico continuo.

Demonstracao: Pela Proposigao 2.15 sabemos que §,, € P("E,Q("FE)). Assim, para
cada g € L(Q("E), F) temos que g o d, € P("E, F), e desta maneira a fun¢ao Q) esta
bem definida. Sabemos, pela Proposigao 2.15 que para cada P € P("E, F') existe um
tnico g € L(Q("E), F) tal que g o 4,, = P. Em particular, obtemos que a aplicacao @
¢ uma bijecao.

A aplicagdo @ é linear. Com efeito, sejam g, f € L(Q("E),F) e v € K. Pela
definicao da aplicagao () temos

Qg+7f)=(g+7f)edn=gody+7fodn=Qg) +1Q(g)

Mostraremos que () é continua.

Sabemos que a familia R das seminormas que geram a topologia 7. em P("E, F)
é constituida pelas seminormas pg i (f) = sup,cx B(f(z)) onde K é um subconjunto
compacto de E e # é uma seminorma continua em F'. Sabemos também que a topologia
L.(Q("E), F) é gerada pela familia de seminormas S = {p,, 1 } onde L é um subconjunto
compacto, convexo e equilibrado de Q("FE), e o é uma seminorma continua em F'.

Seja psx € R, e definamos L = T'(0,(K)) € Q("E). Como Q("E) é completo,
temos que L é compacto, convexo e equilibrado. Consideremos a seminorma pgr, € .S.
Para cada g € L(Q("F), F') obtemos que

pe.x(Q(g) = sup B(godn(z)) < sup B(g(y)) = ps.L(9)-
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Donde concluimos que () é uma aplicacao continua.

g

Proposicao 2.18 Sejam E e F' espacgos localmente convexos, en € N. Uma aplicagao
g € L(Q(™E), F) tem posto finito se, e somente se, Q(g) = P € P("E, F) tem posto
finito. Neste caso [P(x);x € E] =[g(f); f € Q("E)].

Demonstragao: = Sejag € L(Q("FE), F). Pela Proposigao 2.17 existe P € P("E, F)
tal que ¢g(d,(z)) = P(z) para todo € E. Suponha que P tenha posto finito. Consi-
derando N = [P(x);x € E], vemos que ¢g(y) € N para y € [§,(x),x € E].

Seja f € Q("E). Como a imagem de ¢,, gera um subespaco denso em Q("E), existe
uma rede (Yo)aer C [0n(2), 2 € E] que converge a f. Pela continuidade de g segue que
9(Ya)acr converge a g(f). Como (g(¥a))aer € N e N é um espago de dimensao finita,
portanto fechado, temos que g(f) € N. Donde concluimos que [¢(f); f € Q("E)] :=
M C N.

< Seja P € P("E, F). Pela Proposicao 2.15 existe g € L(Q("FE), F') tal que g o
dn(x) = P(x) para todo x € E. Suponha que g tenha posto finito, ou seja que o espago
l9(f); f € Q("E)] tenha dimensao finita. Logo N = [P(x);x € E] C [9(f); f € Q("E)],

e N tem dimensao finita. Segue da demonstragao que [P(x);x € E] = [g(f); f €
Q("E)]. O

Proposicao 2.19 Sejam E e F espacos localmente converos com F completo e
n € N. Entio a familia (P;),c; C P("E,F) é amplamente limitada se, e somente

se, a correspondente familia (Lp,);c; € equicontinua.
Para provar a Proposicao 2.19 precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.20 Sejam E um espaco localmente convezro, F um espago de Banach en € N.
Seja V' uma vizinhanga fechada, conveza e equilibrada de zero em E. Se By (F) = {P €
P("E, F);sup,ey ||P(2)|] < 1}, entdo para cada P € P("E, F) sao equivalentes:

(a) P € By(F).
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(b) ¢ o P € By para todo ¢ € F' com ||¢|| < 1.
(c) ||Lp(u)|| <1 para todo u € (By)°.

Demonstracao:

Antes de mostrarmos as equivaléncias, vejamos que By = (By)% em relagao ao
sistema dual (P("E), Q("E)).

Sabemos que By é um conjunto convexo, equilibrado e 7.-fechado.

Como By é convexo e equilibrado, By = By < = B_VJ(P(HE)’(P(HE)’TC)/).

Como cada ¢ € (P("E), )" é T.-continua sobre cada conjunto By de P("E), temos
que (P("E),7.)) C Q("E). A partir dai obtemos que By é o(P("E), Q("E))-fechado e
pelo Teorema do Bipolar By = (By)®.

(a) = (b)

Sejam P € By (F) ey € F'tal que ||¢|| < 1. Para cadaz € V obtemos |1)o P(x)| <
[|¥]]||P(z)]] < 1. Consequentemente temos que ¢ o P € By.

(b) = (a)

Suponha que ¥ o P € By para cada ¢ € F’ tal que ||[¢]|] < 1. Seja x € V tal
que P(z) # 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe v € F’ tal que ¢¥(P(x)) =
[|P(z)|| e ||| = 1. Vemos entao que ||P(x)|| = [¢(P(x))] < 1. Consequentemente
sup,cy ||P(z)|]| < 1e P e By(F).

(b) = (c)

Suponha que ¥ o P € By para cada v € F’ tal que |[2)|| < 1. Para cada u € (By)°
temos

[ILp(u)(@)]| = [ Lyop(u)l] = [u(¥ o P)| < 1.

Logo ||Lp(u)|| < 1 para cada u € (By)".

(©) = ()

Suponha que || Lp(u)|| < 1 para cadau € (By)°. Para cada ¢ € F' tal que ||¢|| < 1
temos || Lp(u)(¥)|| = |u(¢ o P)|| < 1. Entao ¢ o P € (By)* = By para cada ¢ € F’
tal que [Jy]| < 1.

U
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Demonstraremos agora a Proposicao 2.19.

Demonstracao: Seja ' um espaco localmente convexo completo. Para cada vizi-
nhanca W convexa e equilibrada de zero em F' consideraremos Ily, : F' — ﬁw tal que
Iy = iw o Iy onde Il : FF — Fy € a aplicacao quociente, iy : Fyr — ﬁw é a
inclusao e F\W é o completamento de Fyy.

=

Seja (P;)ie;r C P("E, F) uma familia amplamente limitada. Entao para cada vizi-
nhanca W convexa e equilibrada de zero em F temos que a familia
(ITy o P;);es € localmente limitada. Segue que existem uma vizinhanga V' fechada, con-
vexa e equilibrada de zero em E e M > 0 tais que sup,cy ||ILy o P;(z)|| < M para todo
i € I. Como (P;);cs ¢ uma familia de polinémios n-homogéneos temos que (Ily o P));er
também é uma familia de polinomios n-homogéneos. Segue que ||IIy o P;(y)|| < 1 para
todosi €l eyé€e ’%/;MV = V’. Consequentemente (Ily o P;);e; C sz(ﬁw).

Pelo Lema 2.20 obtemos que ||Li,op, (u)|| < 1 para cada u € (By)? e para todo
i € I. Como (By/)? é uma vizinhanga de zero em G(€2) temos que a familia (L, op, )icr
é equicontinua.

Para cada ¢ € [ sabemos, pelo Teorema de Linearizagao 2.15, que existe uma
unica aplicagao linear Lp, € L(Q("FE), F) tal que Lp, 0 d, = P;, e existe uma unica
aplicacdo linear Ly, op, € L(Q("E), Fyy) tal que Ly, op, © 6, = Iy o P . Segue
que Liop, © 0p(x) = Hyw o P, = Iy o Lp, 0 0,(x). Como Liy,op, € lly o Lp, s@o
aplicagoes lineares e a imagem de §,, gera um subespago denso em Q("E), temos que
Ly, op, = Ilyy o Lp, para cada 7 € I.

Como a familia (L,,op, )ier € equicontinua, existe By tal que || Ly op (u)|| = |[|IIw o
Lp,(u)|| < 1parau € (By/)?. Logo Lp,(u) € W para todo u € (By)?, e assim a familia
(Lp,)icr é equicontinua.

=

Suponha agora que a familia (Lp,);cr seja equicontinua. Sejam § uma seminorma
continua em F e W = {x € F; f(x) < 1}. Como W é uma vizinhanga aberta, convexa

e equilibrada de zero em F, existe By tal que Lp,(u) € W para cada u € (By)? e para
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todo i € I. Segue que ||Lm,op, (u)|| = [Ty o Lp,(u)|| < 1 para cada u € (By)". Pelo
Lema 2.20 temos que (Ily o P;) C By (Ey), e assim B(P,(z)) < 1 para cada z € V.
Donde concluimos que (P;);e; é uma familia amplamente limitada.

U

Na préxima proposicao usaremos a notagao do Teorema 1.52

Proposicao 2.21 Sejam E um espaco localmente convexo, F' um espaco localmente
convero completo, e n € N. FEntao uma familia (P;);e; C P(™E,F) é amplamente

e

limitada se, e somente se, a correspondente familia (P!')ie; C L((P("E),T.)., F) ¢é

equicontinua.

Demonstracao:

=

Como a topologia de Q("E) tem uma base de vizinhangas de zero dada pelos
conjuntos (By)? onde V' é uma vizinhanga fechada convexa e equilibrada de zero
em FE, e cada By é convexo, equilibrado e 7.-compacto, obtemos que a inclusao
Jn: (P("E), T.). — Q("E) é continua.

Seja T € L((P("E)T.)., F'). Sabemos pelo Teorema 1.52 e pelo Teorema 1.23 que
existe um tnico P € P("E,F) tal que T = P” e P" 04, = P. Por outro lado,
pelo Teorema de Linearizagao para polinomios 2.15, existe uma unica aplicacao Lp €
L(Q("E),F) tal que Lp o6, = P. Como j, é uma aplicagdo continua temos que
Lplpep)my. € LIP(E), 7)o, F) e Lp|p(rp)ry, = P

Seja (P;)ie; C P("E, F) uma familia amplamente limitada. Temos pela Proposi¢ao
2.19 que a respectiva familia (Lp,);cr C L(Q("E), F') é equicontinua.

Como j, é uma aplicac¢do continua e (Lp,);c; é uma familia equicontinua, temos que
(L,

(P!");er é equicontinua.

(2

(peE)r)ier C L((P("E), )., F') é equicontinua. Consequentemente a familia

<~
Sabemos pelo Teorema 1.52 e pelo Teorema 1.23 que a familia (P;);c; é tal que

P, = P04, para cadai € [.
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Suponha que (P/);cr seja uma familia equicontinua.

Seja ov uma seminorma continua em F. Como (P/);c; é uma familia equicontinua,

existe uma vizinhanca de zero W de (P("E), 7.). tal que
P'W)cCU={z€ F;a(z) <1}

para cada ¢ € I.
Seja x € E. Como d,, ¢ uma aplicacao continua, existe uma vizinhanca V, de x tal

que 6,(Vy) C W + 6,(x). Segue que
F(62(Vz)) € B'(W) + P (6n()) C U + F'(6n(x))

para cada i € I. Por outro lado, como W é um conjunto absorvente existe 5 > 0 tal
que BP!(6,(z)) C U para cada i € I. Segue que
1
sup a(Fi(y)) = sup a(F(0a(y))) < supa(z) + (P (0n(2))) <1+ -
YEVa yeVa €U p

para cada ¢ € I. Donde concluimos que a familia (P;);c; ¢ amplamente limitada.
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Capitulo 3

Espacos de funcoes holomorfas em

espacos localmente convexos

3.1 A propriedade de aproximacao

Nesta se¢ao daremos condigoes para que os espacos de fungoes holomorfas em espacgos
localmente convexos, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximacao. Para
provarmos tais condigoes utilizaremos fortemente o Lema 1.12.

Além disso, veremos que se €2 é um dominio de Riemann sobre um k-espaco local-
mente convexo e se G(§2) tem a propriedade de aproximacao, entdo (H(£2), 7.) também

tem a propriedade de aproximacao.

Proposicao 3.1 Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-
vexo completo E. Se G(QQ) tem a propriedade de aproximacgao, entao E tem a propri-

edade de aproximagao.

Demonstragao: Sabemos pela Proposicao 2.10 que E ¢é isomorfo a um subespaco
complementado de G(£2). Como por hipdtese G(£2) tem a propriedade de aproximacao,

segue pela Proposigao 1.26 (a) que E também a tem. O
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Proposicao 3.2 Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-
vexo E. Se Go(QQ) tem a propriedade de aprorimacdo, entio E tem a propriedade de

aproxrimacao.

Demonstracao: Sabemos pela Proposicao 2.14 que F é isomorfo a um subespaco
complementado de Gy(€2). Como por hipétese Go(£2) tem a propriedade de apro-

ximagao, segue pela Proposi¢ao 1.26 (a) que E também a tem. Il

Proposicao 3.3 Sejam E um espago localmente convexo e (2, p) um dominio de Ri-
emann sobre E. Se G(Q) tem a propriedade de aprorimacgao, entao Go(€2) tem a

propriedade de aprorimacao.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.13 temos que Go(€2) é um subespaco denso em

G(€2). Segue pela Proposicao 1.28 que G(£2) tem a propriedade de aproximagcao. [

Pelos Teoremas 1.25 e 1.70 podemos obter uma condicao necessaria e suficiente
para que o espago (H(2),7.) tenha a propriedade de aproximacao. Tal condicdo é

apresentada na préxima proposicao.

Proposicao 3.4 ([5/, Coroldrio 2.3) ) Seja E um k-espago localmente convexo e seja
(Q,p) um dominio de Riemann sobre E. Entao (H(Q2),7.) tem a propriedade de apro-
rimagao se, e somente se, H(Q) @ F € denso em (H(Q), F), 1.) para cada espago local-

mente convexo F, ou equivalentemente para cada espaco de Banach F.

Proposicao 3.5 Sejam E um k-espaco localmente convezo, e (2, p) um dominio de Ri-
emann sobre E. Se G(2) tem a propriedade de aproximagao, entio (H(QQ),1.) também

tem a propriedade de aprorimacao.

Demonstracao: Suponha que G(£2) tenha a propriedade de aproximagao. Segue pelo
Teorema 1.25 que L.(G(), F) = G(Q) ® F" para cada espago de Banach F'. Logo,

pelo Teorema de Linearizagao 2.3, para cada f € H(Q, F') existe uma rede (g;)ie; C
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G(Q)'®F que convergea g = Ty em L.(G(Q2), F'). Como pela Proposicao 2.5 a aplicacao
T L(G(Q),F) — (H(, F),7.) é continua, temos que a rede (T!(g;))ie; converge
a fem (H(Q),7.). Pela Proposi¢ao 2.6 sabemos que a rede (T*(g;))ie; C H(Q) @ F.
Segue que H(2) ® F ¢é denso em (H (2, F'), 7.), e pela Proposicao 3.4 (H(f2),7.) tem a

propriedade de aproximacao. U

Enunciaremos agora o principal resultado desta secao. Nele daremos uma condigao

suficiente para que o espago G(£2) tenha a propriedade de aproximagao.

Proposicao 3.6 Sejam E um espago localmente convezo e (2, p) um dominio de Rie-
mann sobre E. Se para cada espago de Banach F e cada f € H(Q, F) existe uma rede
localmente limitada (f;)ier C H(Y) ® F' que converge a f pontualmente, entao G(§2)

tem a propriedade de aproximacao.
Usaremos o préximo resultado para provar a Proposicao 3.6.

Lema 3.7 Sejam E um espaco localmente convexo, (€2, p) um dominio de Riemann
sobre E e F um espago localmente convexo completo. Seja f € H(Q, F) tal que existe
uma rede amplamente limitada (f;) C H(Q)®F que converge a f pontualmente. Entdo
a rede equicontinua (Ty,) estd contida em G(Q?) @ F e converge a Ty € L(G(Q2), F)

pontualmente.

Demonstracao:

Pelo Teorema 2.3 sabemos que A = {dq(x),x € Q} gera um subespago denso
em G(2). Seja f € H(Q, F). Por hipdtese existe uma rede amplamente limitada
(fi)ier € H(Q) ® F que converge pontualmente a f.

Vamos provar que (17, );er converge pontualmente a 7y em A.

Sejam V' uma vizinhanga de zero em F' e x € (). Sabemos que existe 7y € I tal que
filz) — f(xz) € V para i > ip. Como, pelo Teorema 2.3, para cada g € H(S, F) existe
T, € L(G(), F) tal que g(z) = T,(0a(x)) para cada x € Q, temos que (T},);er converge

pontualmente a 7y em A. Como a rede (f;);e; é amplamente limitada, temos pela
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Proposicao 2.7 que a rede (1%,);er ¢ equicontinua. Assim, existe uma rede equicontinua
(Ty,)ier que converge pontualmente a 7y em A. Pelos Lemas 1.10 e 1.12 obtemos que a
rede equicontinua (7Y,);e; converge pontualmente a Ty em G(S2). Pela Proposicao 2.6

sabemos que (1y,)ier C G(2) ® F. Isso completa a demonstracao.

g

Demonstraremos agora a Proposicao 3.6

Demonstragao: Sejam F' um espaco de Banach e f € H(), F'). Por hipétese existe
uma rede localmente limitada (f;);e;r C H(2) ® F' que converge pontualmente a f.
Como a rede (f;)icr € localmente limitada, temos pelo Lema 3.7 que a rede (1%, );er
é equicontinua e (17%,)ier C G(2) @ F que converge pontualmente a Ty em G(€2).
Segue que a rede (17, );cr converge a Ty uniformemente sobre os compactos, convexos
e equilibrados de G(2). Como, pelo Teorema de Linearizacao 2.3, para cada g €
L(G(Q), F) existe f € H(U, F) tal que Ty = g, obtemos que L.(G(Q), F) = G(Q) @ F,

e segue pelo Teorema 1.25 que G(£2) tem a propriedade de aproximagao. Il

No resultado a seguir daremos condicoes suficientes para que o completamento do

espago (H(Q),7.)., tenha a propriedade de aproximagao.

Proposicao 3.8 Sejam E um k-espaco localmente convero e (§2,p) um dominio de
Riemann sobre E. Se para cada espag¢o de Banach F e cada f € H(S, F) existe uma
rede localmente limitada (fi)icr C H(Q) ® F' que converge a f em (H(Q, F),7.), entdo

o completamento do espago (H (), 7.). tem a propriedade de aproximagcao.

Demonstracao:

L — o —

Sejam F' um espago de Banach e g € L((H(Q2),7.)., F) em que (H(Q),7.). é o

c

completamento de (H(f2), 7.).. Consideremos o isomorfismo
Te(HQ),m.)eF —Todg e (H(,F), 1)

dado pela Proposigao 1.70. Por hipdtese existe uma rede localmente limitada (f;);e; C

H(Q2) ® F que converge a g o dg em (H(Q, F), 1.).
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Pelo isomorfismo 7" € (H(2), 7.)eF’ — T o dg € (H(Q2, F), 7.) e pela Proposic¢ao 2.9
existe uma rede equicontinua (g;);e; C H(2) ® F' que converge a g em (H(Q), 7.)eF.
Em particular, a rede (g;)ic; converge pontualmente a g em (H(2),7.).. Pelo Lema
1.12 existe uma rede equicontinua (g;);e; C (H(/Q-),\Tc)’c/@F que converge pontualmente
a g em (H@C)g. Segue que a rede equicontinua (g;)ier C (H@),\TC)’C/ ® F' converge
a g uniformemente sobre os compactos de (H(/Q),\TC)’C. Pela Proposigao 1.25 obtemos
que (H(/Q_),\Tc)f: tem a propriedade de aproximacao.

g

O préximo resultado nos d4 uma condigao suficiente para que o espago Q("E) tenha

a propriedade de aproximacao.

Proposicao 3.9 Seja E um espaco localmente convero e n € N. Se para cada espago
de Banach F e para cada P € P("E, F) eziste uma rede localmente limitada (P;);e;r C
P("E)® F que converge pontualmente a P, entdo Q("E) tem a propriedade de apro-

TIMacao.

Demonstracao:

Sejam F' um espago de Banach e L € L(Q("E), F'). Pelo Teorema 2.15 sabemos
que {0,(x),x € E} gera um subespago denso em Q("FE) e que L = Lp para algum
P e P("E,F), isto é, L o, = P. Vamos provar a existéncia de uma rede (Lp,);e; C
L(Q("E), F) que converge pontualmente a Lp € L(Q("E), F) em A = {J,(x);x € E}.

Por hipétese, existe uma rede localmente limitada (F;);c; C P("E)®F que converge
pontualmente a P. Assim existe iy € [ tal que Pj(x) — P(z) € V para i > iy. Logo
existe uma rede localmente limitada (P;);c; C P("E) ® F tal que (Lp,);csr converge
pontualmente a Lp em A.

Como a rede (P;);e; é localmente limitada, obtemos pela Proposigao 2.19 que a
rede (Lp,)ier € equicontinua. Assim, existe uma rede equicontinua (Lp,);c; que con-
verge pontualmente a Lp em A. Pelos Lemas 1.10 e 1.12 temos que a rede equicontinua
(Lp,)icr converge pontualmente a Lp em Q("E). Em particular, a rede (Lp,);es con-

verge a Lp uniformemente sobre os conjuntos compactos de Q("E). Segue pela Pro-
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posicao 2.18 que (Lp,)ier C Q("E) @ F. Consequentemente, pelo Teorema 1.25 obte-

mos que Q("E) tem a propriedade de aproximagao. Il

No resultado anterior demos uma condigao suficiente para que o espago Q("F)
tenha a propriedade de aproximacao. Veremos agora que com esta mesma condicao o

completamento do espago (P("E), 7.)! também tem a propriedade de aproximagao.

Proposicao 3.10 Sejam E um k-espaco localmente convexo e n € N. Se para cada
espago de Banach F e cada P € P("E, F) existe uma rede localmente limitada (P;);e;r C
P("E) ® F que converge a P em (P("E,F),.), entdo o completamento do espago
(P("E), 1.). tem a propriedade de aproximagao.

Demonstracao:
Denotaremos por (P("/E)\,TC)’C o completamento de (P("E), 1.)..
Sejam F' um espago de Banach e g € L((P(TL/E—’)\,TC)Q,F). Denotaremos g =

~

GIEGORSTE

Consideremos o isomorfismo P € (P("E, F),7.) — P' € Fe(P("E), 1.) dado pela
Proposigao 1.52. Por hipdtese para cada P € P("E, F) existe uma rede localmente
limitada (P;);e; C P(™E) ® F que converge a P em (P("E, F), 1.).

Pelo isomorfismo P € (P("E,F),7.) — P' € Fe(P("E), 1.), pelo Teorema 1.23 e
pela Proposi¢ao 2.21 existe uma rede equicontinua (P!");c; C (P("E),7.) ® F que con-

verge a g em (P("E), 7.)eF. Em particular, a rede (P/);c; converge a g pontualmente
em (P("E), 1.)..

Pelo Lema 1.12 existe uma rede equicontinua (F/;Q;)ie] C (P(”/EITTC)/CI ® F que
converge a g pontualmente em (P(”/E)\,TC)’C. Segue que a rede (P/;’i)ig C (P(”/E)\,Tc)’cl®
F' converge a g uniformemente sobre os compactos de (P (”/E)\, 7.).. Pelo Teorema 1.25

—

obtemos que (P("E), 7.). tem a propriedade de aproximagao. O

Em [1] Aron e Schottenloher mostraram que um k-espago localmente convexo E

tem a propriedade de aproximacao se, e somente se, (H(U), 7.) tem a propriedade de
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aproximagcao para um aberto U C FE finitamente Runge. Sabemos que todo aberto
equilibrado é finitamente Runge. No préximo resultado Erhan Caliskan prova que um
espago de Fréchet E tem a propriedade de aproximagao se, e somente se, (H(U),7.)
tem a propriedade de aproximagao para um aberto U C E equilibrado. O resultado de

Caliskan complementa o resultado de Aron e Schottenloher no seguinte sentido:

Teorema 3.11 ([3], Teorema 3.4) Para cada espago localmente convero E considere
as sequintes condigoes:

(a) (H(U),T.) tem a propriedade de aproximag¢ao, para um (para todo) aberto equi-
librado U C FE.

(b) (H(K),.) tem a propriedade de aproximagdo, para um (para todo) compacto
equilibrado K C E.

(c) (P("E),1.) tem a propriedade de aprorimagao, para todo n € N.

(d) Q("E) tem a propriedade de aproximagao, para todo n € N.

(e) G(K) tem a propriedade de aproximagcao, para um (para todo) compacto equi-
librado K C E.

(f) G(U) tem a propriedade de aproximagcao, para um (para todo) aberto equilibrado
UCE.

(9) E tem a propriedade de aprorimagao.

(h) (P("E,F),7,) = P("E) ® F para todo espaco localmente convexro F (ou equi-
valentemente para todo espago de Banach F') e para todon € N.

Entdao as implicagoes (a) < (b) < (¢) = (9) = (h), e (d) < (e) & (f) sao
sempre verdadeiras. Se E é um k-espago localmente convexo, entio (h) = (¢) . Se E
é completo, entio (f) = (g). Se E é um espago de Fréchet, entao todas as condi¢oes

sao equivalentes.

O proximo corolario melhora um pouco o resultado de Erhan Caliskan.

Proposicao 3.12 Para cada espaco localmente convexo E considere as sequintes condicoes:
(a) (H(U),7.) tem a propriedade de aprozimacdo, para um (para todo) aberto equi-

librado U C E.
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(b) (H(K),1.) tem a propriedade de aproximacdo, para um (para todo) compacto
equilibrado K C E.

(¢c) (P("E),1.) tem a propriedade de aprorimagao, para todo n € N.

(d) Q("E) tem a propriedade de aprozimacgao, para todon € N.

(e) G(K) tem a propriedade de aproximagcao, para um (para todo) compacto equi-
librado K C E.

(f) G(U) tem a propriedade de aproximagdo, para um (para todo) aberto equilibrado
UCE.

(9) Go(U) tem a propriedade de aproximagado, para um (para todo) aberto equilibrado
UCE.

(h) E tem a propriedade de aprorimagao.

(i) (P("E, F),7.) = P("E) ® F para todo espaco localmente convezo F (ou equiva-
lentemente para todo espago de Banach F') e para todo n € N.

Entao as implicagoes (a) < (b) < (¢) = (h) = (i), e (d) < (e) & (f) = (9) = (h)
sao sempre verdadeiras. Se E € um k-espaco localmente convezo, entdo (i) = (c¢) e

(f) = (a) . Se E é um espago de Fréchet, entao todas as condi¢oes sio equivalentes.

Demonstragao: Para provar a proposi¢ao basta provar que as implicagdes (f) = (g)
e (9) = (h) s@o verdadeiras quando E é um espagco localmente convexo, e provar que
a implicagao (f) = (a) é verdadeira quando E é um k-espaco localmente convexo.

(f) = (9)

Suponha que G(U) tenha a propriedade de aproximagao para um aberto equilibrado
U de um espago localmente convexo F. Entao pela Proposi¢ao 3.3 temos que Go(U)
tem a propriedade de aproximacao.

(9) = (h)

Suponha que Go(U) tenha a propriedade de aproximagao para um aberto equili-
brado U de um espaco localmente convexo E. Entao pela Proposicao 3.2 temos que E
tem a propriedade de aproximacao.

(f) = (a) Suponha que G(U) tenha a propriedade de aproximagao para um aberto
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equilibrado U de um k-espaco localmente convexo. Entao pela Proposicao 3.5 obtemos

que (H(U), T.) tem a propriedade de aproximagao. O

3.2 A propriedade de aproximacao limitada

Nesta secao daremos condigoes para que os espacos de fungoes holomorfas em espacos
localmente convexos, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximagao limitada.

O proximo resultado melhora a Proposicao 3.6.

Teorema 3.13 Seja E um espago localmente convexo e seja (€2, p) um dominio de
Riemann sobre E. Sao equivalentes:
(a) Para cada espago localmente convexo completo F e cada f € H(Q, F) existe
uma rede amplamente limitada (f;)icr C H(2) @ F que converge a f em (H(Q, F), T.).
(b) Para cada f € H(Q,G(Q)) existe uma rede amplamente limitada (f;)ier C
H(Q) @ G(2) que converge a f em (H(2,G(2)), ).

() G(2) tem a propriedade de aproximagao limitada.

Demonstracao:

(a) = (b)

Basta considerarmos F' = G({2).

(b) = (c)

Seja T € L(G(R2),G(R2)). Pelo Teorema de Linearizagao 2.3 existe g € H(Q, G(Q2))
tal que T' = T,. Por hipétese existe uma rede amplamente limitada (g;)ic; C H(Q) ®
G(92) que converge a g em (H(,G(Q2)),7.). Em particular, a rede (g;);c; converge
pontualmente a g e pelo Lema 3.7 temos que a rede (7,);c; estd contida em G(£2) ®
G(Q) e converge a T, € L(G(Q2),G(R2)) pontualmente em G(2). Pelo Teorema 1.30
temos que G(£2) tem a propriedade de aproximacao limitada.

(¢) = (a)

Suponha que G(f2) tenha a propriedade de aproximagao limitada. Entao pelo

Teorema 1.30, para cada espacgo localmente convexo completo F' e para cada g €
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L(G(Q), F), existe uma rede equicontinua (g;);e; C G(2)’ ® F que converge pontual-
mente a g em G(£2). Segue que (g;);e; converge uniformemente a g sobre os conjuntos
compactos de G(f2).

Sejam F' um espago localmente convexo completo, e f € H(S), F'). Sabemos pelo Te-
orema de Linearizacao 2.3 que Ty € L(G(R2), F). Assim, existe uma rede equicontinua
(gi)ier C G(2) ® F que converge uniformemente a Ty sobre os conjuntos compactos
convexos e equilibrados de G(€). Como a aplicacao T~ : L.(G(Q), F) — (H(Q, F), 1)
é bijetora e continua pela Proposicao 2.5, e a imagem de uma aplicacao de posto finito
é uma aplicagao de posto finito pela Proposigao 2.6, obtemos que a rede (T(g;))ier C
H(Q) ® F converge a f em (H(Q, F),7.). Como a rede (g;)icr ¢ equicontinua, temos
pela Proposigao 2.7 que a rede (T7(g;))ier ¢ amplamente limitada.

g

O préximo resultado melhora a Proposicao 3.8.

Proposicao 3.14 Seja E um k-espago localmente convezo e seja (€2, p) um dominio
de Riemann sobre E. Se para cada espago localmente convexo completo F e f €
H(Q, F) existe uma rede amplamente limitada (f;)ier C H()® F que converge a f em
(H(Q, F), 1), entao o completamento de (H(2), 7.)., tem a propriedade de aproximag¢ao

limitada.

Demonstracao: Sejam F' um espago localmente convexo completoe g € L((H (6)70)’6, F)
em que (H(/Q),\Tc)/c é o completamento de (H(Q2),7.).. Consideremos o isomorfismo

T e (H(Q),1.)eF — Todg € (H(Q,F),7.) dado pela Proposi¢ao 1.70 e pelo Teorema
1.23. Por hipétese existe uma rede amplamente limitada (f;);e; C H(Q) ® F que
converge a g o g em (H(Q, F), 7.).

Pelo isomorfismo T' € (H(2), 7.)eF — T odq € (H(2, F'), 7.) e pela Proposigao 2.9,
existe uma rede equicontinua (g;);e; C H(Q2) ® F' que converge a g em (H (), 7.)eF.
Em particular, a rede (g;);es converge a g pontualmente em (H(2),7.)..

/

Segue do Lema 1.12 que existe uma rede equicontinua (g;));es C (H@c)é ®

F que converge a g pontualmente em (H(2),7.).. Pelo Teorema 1.30 obtemos que
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(H(Q),7.). tem a propriedade de aproximagao limitada.

A préxima proposi¢ao melhora a Proposigao 3.9.

Proposicao 3.15 Sejam E um espaco localmente convexo e n € N. Sao equivalentes:
(a) Para cada espago localmente convexo completo F e para cada
P € P("E,F) existe uma rede amplamente limitada (P;);e; C P("E) ® F que con-
verge a P em (P("E,F), T.).
(b) Para cada P € P("E,Q("E)) existe uma rede amplamente limitada (P;);cr C
P("E)® Q("E) que converge a P em (P("E,Q("E)),T.).

(c) Q("E) tem a propriedade de aproximagao limitada.

Demonstracao:

(a) = (b)

Basta tomarmos F' = Q("F).

(b) = (c)

Pelo Teorema 2.15 temos que dado P € P("E,Q("F)) existe um tnico Lp €
L(Q("E),Q("E)) tal que P(x) = Lpod,(x) para todo x € E. Por hip6tese existe uma
rede amplamente limitada (P;);c; C P("E)®Q("E) que converge a P em (P("E,Q("E)), Te).
Em particular, (P;);e; converge pontualmente a P em FE, o que implica (Lp,);e; con-
vergir pontualmente a Lp em A = {0,(x);z € E}. Além disso, pela Proposigao
2.21, (P,);er ser amplamente limitada implica em (Lp,);c; ser equicontinua em Q("F).
Como o espago gerado por A é denso em Q("FE), pelos Lemas 1.10 e 1.12 obtemos que
(Lp,)icr converge pontualmente a Lp em Q("E). Como P, € P("E) ® Q("E) para
todo ¢ € I, segue pela Proposigao 2.18 que Lp, tem posto finito para todo i € i, isto é,
(Lp)ier C P("E) ® Q("E).

Finalmente observamos que dada L € L(Q("E),Q("E)), temos que P = Lo, €
P("E,Q("E))e L = Lp. Entao, pelo Teorema 1.30 temos que Q("E) tem a propriedade
de aproximacao limitada.

(¢) = (a)
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Suponha que Q("E) tenha a propriedade de aproximacao limitada. Entao, pelo
Teorema 1.30, para cada espacgo localmente convexo completo F' e para cada g €
L(Q("E), F), existe uma rede equicontinua (g;),c;r C Q("E) ® F que converge pon-
tualmente a g em Q("E). Segue que (g;);c; converge uniformemente a g sobre os
conjuntos compactos de Q("E).

Seja P € P("E, F'). Sabemos pelo Teorema de Linearizacao de Polindémios 2.15 que
Lp € L(Q(™E), F). Assim, existe uma rede equicontinua (¢;)ic; C Q("E) ® F que
converge uniformemente a Lp sobre os conjuntos compactos convexos e equilibrados
de Q("E). Como a aplicagao @ : L.(Q("E),F) — (P("E, F),1.) é bijetora e continua
pela Proposigao 2.17, e além disso é tal que a imagem de uma aplicacao de posto finito
¢ uma aplicacdo de posto finito pela Proposi¢ao 2.18, a rede (Q(g;))ier C P("E) ® F
converge a P em (P("E,F),7.). Como a rede (g;)ic; é equicontinua, obtemos pela
Proposigao 2.19 que a rede (g;);c; é amplamente limitada.

U

O proximo resultado melhora a Proposicao 3.10.

Proposicao 3.16 Sejam E um k-espaco localmente convexo e n € N. Se para cada
espago localmente convexo completo F e para cada P € P(™E,F) erxiste uma rede
amplamente limitada (P;);e; C P("E) ® F' que converge a P € (P("E, F),1.), entdo o

completamento de (P("E),1.). tem a propriedade de aproximagdo limitada.

Demonstragao: Denotaremos por (P(”/ETTC)Q o completamento de (P("E), 7.)..

Sejam F' um espaco localmente convexo completo e g € L((P(”/E)\, 7)., ). Deno-
taremos g = g|(p(rE),r.). -

Consideremos o isomorfismo P € (P("E,F),1.) — P' € Fe(P("E),1.) dado pela
Proposigao 1.52. Por hipdtese, para cada P € P("E, F') existe uma rede amplamente
limitada (P});e; C P("E) ® F que coverge para P em (P("E, F),1.).

Pelo isomorfismo P € (P("E, F),1.) — P' € Fe(P("E),T.), pelo Teorema 1.23 ¢

pela Proposicao 2.21 existe uma rede equicontinua (P});c; C P("E) ® F que converge
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a gem (P("E),7.)eF. Em particular, a rede (Py')jc; converge a g pontualmente em
(POE), 7).

Pelo Lema 1.12 existe uma rede equicontinua (]/37’ j)jes C (P(”/E)\,TC)’CI ® F que con-
verge a g pontualmente em (P (”/E)\,Tc)’c Pelo Teorema 1.30 obtemos que (P ("/ETTC)’C

tem a propriedade de aproximacao limitada.

g

Proposicao 3.17 Seja (£2,p) um dominio de Riemann sobre um espaco localmente
convezo completo E. Se G(2) tem a propriedade de aproximagao limitada, entio E

tem a propriedade de aprorimacao limitada.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 2.10 sabemos que E é isomorfo a um subespaco
complementado de G(£2). Como por hipétese G(£2) tem a propriedade de aproximagao
limitada, segue pela Proposicao 1.33 que F também tem a propriedade de aproximacao

limitada. U

Proposicao 3.18 ([3/, Proposicio 3.3) Seja E um espago localmente convexo. Entdo
as sequintes condigcoes sao equivalentes:

(a) Q("E) tem a propriedade de aproximagao limitada, para todo n € N.

(b) G(U) tem a propriedade de aprozimagao limitada, para algum (para todo) aberto
equilibrado U C F.

(c) G(K) tem a propriedade de aproximagcao limitada, para algum (para todo) com-

pacto equilibrado K C F.

Teorema 3.19 Seja E um espaco localmente convexo com uma base de Schauder equi-
continua. Entao:

(a) Para cada espago localmente convero F, n € N e P € P("E,F) existe uma
sequéncia amplamente limitada (P,,) C P("E)®F que converge a P em (P("E, F), 1.).

(b) Q("E) tem a propriedade de aproximacao limitada, para todo n € N.

(c) G(U) tem a propriedade de aproximagcao limitada, para algum( para todo) U C E

aberto e equilibrado.
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(d) G(K) tem a propriedade de aproximag¢ao limitada, para algum (para todo) K C
E compacto e equilibrado.

(e) Para cada espago localmente convexo completo F', U C E aberto e equilibrado e
f € H(U,F) existe uma rede amplamente limitada (f;)ie; C H(U) ® F que converge
afem(HUF),T.).

Demonstracao:

(a)

Como F tem uma base de Schauder equicontinua, existe uma sequéncia de opera-
dores equicontinuos (7,,) C £’ ® E que converge a identidade de E. Segue que (7},)
converge uniformemente sobre os compactos a identidade de F.

Sejam F' um espago localmente convexo, n € N, P € P("E, F') e K um subconjunto
compacto de E. Dados € > 0 e o € ¢s(F) existem uma seminorma continua ¢ de E e
d > 0 tais que a(P(z) — P(y)) < € para todos x € K ey € E com q(z —y) < 6.

Como (T,,) converge uniformemente sobre os compactos a I, existe mg € N tal
que ¢(T(x) —x) < d param > mg e x € K. Seque que a(P(T,,(z)) — P(x)) < € para
todos € K e m > my. Consequentemente (P oT,,) converge a P em (P("E, F), 1.).
Como (T},,) C F' ® E temos que (PoT,,) C P("E)® F.

Vamos mostrar que (P oT),) é uma sequéncia amplamente limitada.

Seja o uma seminorma continua em F'. Consideremos a aplicacao quociente
To : F'— F,. Como a sequéncia (P oT,,) C P("E,F), a sequéncia (m, 0 PoT,,) C
P(™E, F,).

Definamos P = 7, o P. Como P é um polinomio continuo, é limitado em alguma
vizinhanga de zero. Segue da Férmula de Polarizacao que existem uma vizinhanca
convexa e equilibrada de zero V em E e M > 0 tais que ||A|[y» = M em que A é uma
aplicacao n-linear tal que P=AoA"

Como (T},,) é uma sequéncia equicontinua, existe uma vizinhanga convexa e equili-
brada de zero W tal que 7,,,(W) C V para cada m € N.

Seja zp € E. Como W é absorvente existe § > 0 tal que Sz € W, e consequente-
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mente 51,,(z) € V para todo m € N.
Pelo Lema 1.45, dados z,y € F e A € K, temos que

n

Pz +Xy) =Y (AI@)" " ()N

r=0
Segue para todo m € N e para todo § > 0 que

sup | P(T (20 + 62)) — P(To(20))]| = sup | P(Tin(20) + 6Tin(2)) — P(Tin(20))]| <

sup|| (T (20) + 8y) — P(Tu(20))]] < sup || 2(?)A[(Tm(z(>))""“(y)r]||5r <

yev yev

> supl|ALT o) ) I = 3 (2) s supl AT ()" 1" <
o M1 1
;(T)Wf; —M[(BJF(S) —(5) J-

Assim, dado € > 0 existe & > 0 tal que ||P(T)n(20 + 62)) — P(Tin(20))|| < € para
todo m € N. Como W é uma vizinhanca de zero, zy + 6W é uma vizinhanca de z.
Obtemos que ||P(T(y)) — P(T(20))|| < € para todos y € zo + 0W e m € N. Segue
para todos m € N e y € zy + 0W que

(P o Thn(y)) — a(P o Tn(20))| < a(PoTn(y) = PoTn(z0)) =
|16 (P o Tn(y) — P o Tn(20))|| = [I7a(P o Trn(y)) — ma(P o Tin(20))l| =

1P(Ton(y)) = P(Ton(20))]] < e.

Donde concluimos que a sequéncia (a o P o T,,) é equicontinua.

Como « é continua e (P o T,,) converge uniformemente sobre os compactos de E a
P, (oo PoT,,) converge pontualmente a a o P. Em particular, (a« o P o T},,) é uma
sequéncia pontualmente limitada.

Como a sequéncia (a o P oT,,) é equicontinua, dado a € E existe uma vizinhanca
V, de a tal que oo PoT,,(z) —ao PoT,(a)| <1 para todos z € V, e m € N. Por
outro lado existe M > 0 tal que ao P o T,,(a) < M para todo m € N. Segue que
aoPoTl,(xr) <1l+aoPoT,(a) <1+ M para todos z € V, e m € N. Donde

concluimos que a sequéncia (P o T),) é amplamente limitada.
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(b)

Por (a) e pela Proposicao 3.15, segue que Q("E) tem a propriedade de aproximagao
limitada.

(©) € (d)

Pela Proposi¢ao 3.18 temos que G(U), para um U C E aberto equilibrado, tem
a propriedade de aproximagao limitada se, e somente se, G(K) tem a propriedade de
aproximacao limitada para um compacto e equilibrado K C E se, e somente se, Q("E)
tem a propriedade de aproximacao limitada para todo n € N.

(€)

Se G(U) tem a propriedade de aproximagao limitada para U C FE aberto equi-
librado, entao pelo Teorema 3.13 temos que para cada espaco localmente convexo
completo F'; U C E aberto equilibrado e f € H(U, F') existe uma rede amplamente
limitada (f;)icr € H(U) ® F que converge a f em (H(U, F'), 1.). O

Corolario 3.20 Seja E um k-espago localmente convexo com uma base de Schauder
equicontinua e seja U C E aberto equilibrado. Entao:
(a) O completamento de (H(U),7.). tem a propriedade de aprozimagdo limitada.

(b) O completamento de (P("E),T.). tem a propriedade de aproximag¢ao limitada.

Demonstragao:

(2)

Pelo item (e) do Teorema 3.19, temos que para cada espago localmente convexo
completo F' e f € H(U, F) existe uma rede amplamente limitada (f;)ie; C H({U) ® F
que converge a f em (H(U, F),7.). Segue pela Proposi¢ao 3.14 que o completamento
de (H(U),7.). tem a propriedade de aproximagao limitada.

(b) Pelo item (a) do Teorema 3.19, para cada espaco localmente convexo F' e
P € P("E,F) existe uma sequéncia amplamente limitada (P,) C P("E) ® F que
converge para P em (P("E, F),1.). Consequentemente, pela Proposi¢do 3.16 temos
que o completamento de (P("E), 7.). tem a propriedade de aproximagao limitada.

g
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Corolario 3.21 Seja E um k-espaco localmente convexo com uma base de Schauder
equicontinua e seja U C E aberto equilibrado. Entao:

(a) (H(U),7.). tem a propriedade de aprozimacao.

(b) (P("E), 1.). tem a propriedade de aproximagao.

Demonstragao:

(2)

Pelo item (a) do Coroldrio 3.20 sabemos que o completamento do espago (H (U), 7.).
tem a propriedade de aproximacao limitada. Em particular, pela Observacao 1.31
temos que o completamento do espaco (H(U), 7). tem a propriedade de aproximagao.
Segue da Proposigao 1.28 que o espago (H(U), 7.). tem a propriedade de aproximagao.

(b)

Pelo item (b) do Corolario 3.20 sabemos que o completamento do espago (P("E), 7.).
tem a propriedade de aproximacao limitada. Em particular, pela Observacao 1.31 te-
mos que o completamento do espaco (P("FE),7.). tem a propriedade de aproximagao.
Segue da Proposicao 1.28 que o espaco (P("FE), 7.)., tem a propriedade de aproximagao.

U
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Capitulo 4

Espacos de funcoes holomorfas em

espacos de Fréchet

4.1 A propriedade de aproximacao

Nesta se¢ao daremos condigoes para que os espacos de fungoes holomorfas em espacgos

de Fréchet, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximacao.

Proposicao 4.1 Seja X um espago métrico e seja F' um espago localmente convexo.
Se (fn) C C(X,F) converge a f € C(X,F) uniformemente sobre os conjuntos com-

pactos de X, entao a sequéncia (f,) € amplamente limitada.

Demonstragao: Primeiramente vamos supor que F' seja um espago normado.

Seja K C X um subconjunto compacto. Segue da hipotese que existe d > 0 tal que
| fn(x)|| < d paracadaxr e K en € N.

Suponha por absurdo que a sequéncia (f,) nao seja localmente limitada. Entao
existe uma subsequéncia (f,, ) da sequéncia (f,) e uma sequéncia (x,,) C X tais que
T € B(p, ) € || fan,(@m)|| > m. Pela construcao da sequéncia (,,) observamos que
esta converge ao ponto p.

Como o conjunto L = {p} U {x,;m € N} é compacto, existe d > 0 tal que

| fn(x)|] < d para todos z € L e n € N. O que contraria o fato de que || fn,, (xm)|| > m
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para todo m € N. Logo a sequéncia (f,,) é localmente limitada.

Vamos supor agora que F' seja um espaco localmente convexo.

Sejam « uma seminorma continua em F. Como (f,) converge uniformemente a f
sobre os compactos de X, temos que para cada compacto K de X e € > 0 existe ng € N

tal que (f, — f)(x) € {y € F;a(y) < €} para todos n > ng e x € K. Segue que

|a(fn(2)) = a(f(2))] < a(fulz) = f(2)) <€

para todos n > n, e x € K. Logo a sequéncia (a o f,) converge uniformemente a o f
sobre os conjuntos compactos de X. Obtemos da primeira parte da demonstragao que
a sequéncia (a o f,) é localmente limitada. Donde concluimos que (f,) é amplamente

limitada. U

Proposicao 4.2 Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-

vexo metrizdvel E e seja F' um espago localmente convezo. Se (f,) C H(), F) converge

afe HSL,F) em (H(Q,F),1.), entao (f,) é amplamente limitada.

Demonstracao: Seja z( € (2. Como p é um homeomorfismo local, existe um aberto
U C Q contendo zg tal que p(U) é aberto em E e py = ply : U — p(U) é um
homeomorfismo.

Seja K C p(U) compacto. Como py é um homeomorfismo, temos que p;;' (K) é um
subconjunto compacto de U. Consequentemente pl_]l(K ) é um subconjunto compacto
de 2. Como (f,) converge a f em (H(Q2, F'), 7.), temos que (f,) converge a f unifor-
memente sobre pj;' (K). Segue que (f, opy') converge a f o p;;' uniformemente sobre
K.

Como py(U) é um aberto em E, segue pela Proposicao 4.1 que a sequéncia ( f, op;")
¢ amplamente limitada. Entao, dada uma seminorma o € cs(F), existe uma bola
aberta B(p(xo),r) C py(U) tal que (a o f, o p;'(B(p(zo),r))) é limitada. Como
B(p(z¢),7) é um conjunto aberto em py(U), obtemos que py' (B(p(zo),7)) é um con-

junto aberto em U. Como U é um aberto em (), temos que p;; (B(p(zo),r)) é um
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conjunto aberto em 2. Entao a sequéncia (« o f,) é limitada em uma vizinhanga de

x9. Donde concluimos que a sequéncia (f,,) é amplamente limitada. Il

Teorema 4.3 ([5], Teorema 3.3)

Seja E um espaco localmente convero metrizdvel com uma base de Schauder equi-
continua e seja (2, p) um dominio de Riemann pseudoconvezro conexo sobre E. Entdo:

(a) Para cada espago de Banach F e cada f € H(Q,F) existe uma sequéncia
(fn) C HQ) ® F que converge a f em (H(, F),7.).

(b) (H(2),7.) tem a propriedade de aprorimagao.

O Proximo teorema melhora o Teorema 4.3 de Dineen e Mujica.

Teorema 4.4 Seja E um espaco localmente convexro metrizavel com uma base de
Schauder equicontinua, e seja (2, p) um dominio de Riemann pseudoconvero sobre
E. Entao:

(a) Para cada espago de Banach F e cada f € H(S), F) existe uma rede localmente
limitada (f;)icr C H(Q) @ F que converge a f € (H(, F), 7).

(b) G(Q) tem a propriedade de aprozimagao.

(c) Go(Q2) tem a propriedade de aprozimagao.

(d) (H

(e) (H

(Q), 7). tem a propriedade de aprorimagao.
(Q),7.) tem a propriedade de aproximagao.

Para provar o Teorema 4.4 vamos precisar dos dois proximos lemas.

Lema 4.5 Sejam E e F' espagos localmente convezxos e (€2, p) um dominio de Riemann

sobre E. Se Q) = U,;e$); onde cada §2; € uma componente coneza de §), entdo a aplica¢ao
v (H<Qa F)7 TC) — HiEI(H(Qi) F)? TC)

dada por W(f) = (fi)ier onde f; = fla, € um isomorfismo topoldgico.
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Demonstracao:

Primeiramente mostraremos que cada componente conexa de ) é um subconjunto
aberto de ().

Sejam €2;, com ¢ € I, uma componente conexa de €2 e x € €2;. Como p é um
homeomorfismo local existe um subconjunto aberto U de € contendo z tal que p(U) é
um subconjunto aberto de £ e py : U — p(U) é um homeomorfismo.

Seja Wy uma vizinhanca aberta e convexa de p(z) contida em p(U). Como a
aplicagao py é um homeomorfismo, temos que p,}l(Wp(z)) ¢ um subconjunto aberto e
conexo de U. Segue que p;'(Wy)) é um subconjunto aberto e conexo de 2 contendo
z. Como §; é o maior conjunto conexo contendo z, p;;' (W) C Qi Logo ©; é um
subconjunto aberto de 2.

Definamos ¥ : (H(Q, F),7.) — e/ (H(SY, F),7.) por ¥(f) = (fi)ier onde f; =
fla;- Seja f € H(Q, F). Sabemos que para cada i € I a restrigdo flo, € H(, F).
Donde concluimos que ¥ esta bem definida. Nao ¢é dificil ver que a aplicacao ¥ é uma
aplicacao linear e injetiva.

Vejamos agora que ¥ é uma aplicagao sobrejetiva.

Seja (fi)ier € WierH(Q, F). Consideremos f : Q@ — F dada por f(z) = fi(z)
quando x € €);. Como cada z € () esta contido em uma tinica componente conexa de €2;,
a aplicacao f estd bem definida. Como as componente conexas de {2 sao subconjuntos
abertos, f é uma aplicacao continua.

Como (£2,p) é um dominio de Riemann, definindo p; = p|q, para cada i € I temos
que (£, p;) é¢ um dominio de Riemann sobre E.

Seja (U, py) uma carta de (€2, p). Podemos escrever U = U,/ (£2; N U). Definamos
Ui = (;NU) para cada ¢ € I. Como py : U — p(U) é um homeomorfismo, podemos
definir o homeomorfismo p;;; : Uy — pi(U;) em que p;;, = pyly,- Temos entao que
(Us, piy,) ¢ uma carta de (£;, p;) para cada ¢ € I. Como f; € H();, I') para cada i € [
temos que f; o p; ' € H(U;, F).

Como py : U — p(U) é um homeomorfismo e as componentes conexas de {2 sao

disjuntas, os conjuntos p(U;) sao disjuntos. Seja y € p(U). Entdo existe um tnico
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i € I tal que y € p(U;). Como f; € H(, F), dados £ € E e ¢p € E' a aplicagao
Yo fiop;t(y + AE) é holomorfa em alguma vizinhanga de zero em €. Logo, pelas
definigoes de f e p; obtemos que o fop~t(y+ AE) é holomorfa em alguma vizinhanca
de zero em €. Segue que fop~t é G-holomorfa, e consequentemente holomorfa. Donde
concluimos que f é holomorfa.

Vamos provar agora que ¥ é um isomorfismo topolégico.

Seja W uma vizinhanga de zero em Il;c;(H(§2;, F'), 7.). Podemos escrever W =
ic/Wi onde W; = {f € H(, F) : sup,ck, ai(f(z)) < €} onde ¢ ¢ um nimero real
positivo, «; é uma seminorma em F' e K; C ); compacto parai € Iy = {1,...,n} e
W; = H(Qy, F) parai € I\ I.

Consideremos o compacto K = U}, K;, a seminorma « em F tal que oy; < o para
1 € Iy e e = miney, €.

Considere a vizinhanga de zero U, = {f € H(Q, F);sup,cx a(f(x)) < €}. Vemos
que, para cada f € U, vale sup,cr. a;(f(7)) < € < ¢ para cada i € I,. Logo
(fi)ier € W. Donde concluimos que ¥ é uma aplica¢do continua.

Seja V = {f € H(Q, F);sup,cx a(f(x)) < €} com K C Q compacto e € > 0 uma
vizinhanga de zero em H (), F)).

Como as componentes conexas sao subconjuntos abertos e fechados em €2, existem
i1,...,in € I e subconjuntos compactos K;, C €, para j € {1,...,n} tais que K =

?=1Kij‘

Consideremos a vizinhanca de zero V' = Il.c;W,; em F onde
Y S J

€
W; ={g; € H(, F); sup a(g(z)) < 5}
xEKj 2
para j € {i1,...,in} e W; = H(Q, F) parai € I\ {i1,...,i,}. Se (fi)ier C V', entdo
SUP,ck, a(f(x)) < § para j € {i1,...,in}. Segue que f € V, e consequentemente W

tem inversa continua. O

Lema 4.6 Seja (2,p) um dominio de Riemann sobre E tal que Q = U;e/€; em que

cada €); € uma componente conexa de (). Se para cada espaco localmente convezro F,
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f € HSQ,F) ei € I existe uma sequéncia amplamente limitada (f%) C H(,) @ F
que converge a flo, em (H(y, F),1.), entdo existe uma rede amplamente limitada

(fj)jes C HQ) ® F que converge a f em (H(Q, F), 7).

Demonstracao:

Sejam K C () compacto e F' um espaco localmente convexo. Na demonstracao
do Lema 4.5 observamos que as componentes conexas {2; sao subconjuntos abertos de
2. Entao existem iy, ...,%, € I e subconjuntos K;, C €;,,...,K; C €); compactos
tais que K = Ué‘iilKj‘ Seja f € H(Q, F). Por hipdtese, para cada i € I existe uma
sequéncia amplamente limitada (f!) C H(Q;)®F que converge a f|q, em (H(;, F), 7.).
Entao dados € > 0 e uma seminorma « em F| existe um ny € N tal que a(f(z) —
fi(x)) < € para todos n > ng e x € K; com j € Iy = {i1, ..., iy}

Consideremos fX : Q) — F definida por
() = fi(z) sex e parai€ I

0 se x € Q) para i ¢ I

Obtemos que a sequéncia (fX) C H(Q) @ F e a(f(x) — fX(z)) < € para todos
n>nypex < K.

Sejam K7, Ky C €) compactos e ny,ny € N. Consideraremos a seguinte relagao de
ordem: (Ki,n1) < (Ks,ny) < Ky C Ky eny < ny. Definamos o conjunto I = {(K,n) :
K € K(Q),n € N}. Dados (Ki,n1),(Kz2,n9) € I vemos que (Ky,n;) < (Kjz,n3)
e (Ky,mn2) < (K3,n3) onde K3 = K; U Ky e ng = max{nj,ny}, e portanto I é um
conjunto dirigido.

Consideremos a rede (fX) N C H(Q)®F. Dados K, C €2 compacto, uma,

(K,n)eK(Q)
seminorma « em F e € > 0, existe ng € N tal que a(f(z) — fXo(z)) < € para todos
n > ngex € Kg. Observemos que para cada n € N fixo fX(x) = fXo(z) para cada
r € Ko e K C Q compacto tal que Ky C K. Consequentemente o f(z) — fX(z)) < e
para (Koy,ng) < (K,n) e x € Ky. Logo a rede (fK)

(H(, F), 7).

(Kmek(@xN converge a f em
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Seja z € . Entao existe iy € I tal que z € ;. Como a sequéncia (f) é
amplamente limitada, dada uma seminorma « em F' existe uma vizinhanca V, de x
contida em Q;, e ¢ > 0 tal que a(f(V,)) < ¢ para todo n € N.

Se K Ny, # 0, entao fX(V,) = fio(V,). Se K NQy, = 0 entao f5(V,) = 0. Logo
a(fX(V,)) < c para todos K C Q compacto e n € N. Donde concluimos que a rede
(fa) (e myer ¢ amplamente limitada.

U

Provaremos agora o Teorema 4.4.

Demonstracao:

(a)

Suponhamos que (€2, p) seja um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre E. Po-
demos escrever €2 = U;;€2; em que cada €); é uma componente conexa de €. Sejam F
um espago de Banach e f € H(Q), F'). Como cada componente conexa de um dominio
de Riemann pseudoconvexo é um dominio de Riemann pseudoconvexo e conexo sobre
E temos, pelo Teorema 4.3 que para cada i € I existe uma sequéncia (hi) C H (S, F)
que converge a flg, em (H (S, F),7.). Pela Proposigao 4.2 obtemos que a sequéncia
(h%) é localmente limitada.

Pelo Lema 4.6, existe uma rede localmente limitada (f;);e; C H(Q2, F') que converge
a fem (H(QF),T.).

(b)

Pelo item (a), para cada espago de Banach F' e cada f € H(Q, F') existe uma rede
localmente limitada (f;)ie; C H(2) ® F' que converge a f € (H(Q, F),7.). Segue da
Proposigao 3.6 que G(£2) tem a propriedade de aproximagao.

()

Como G(£2) é um subespago denso em G(£2), segue pelo Corolério 3.3 que Go(f2)

tem a propriedade de aproximacao.

(d)
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Pela Observagao 2.4 sabemos que G(2) é o completamento de (H(f2),7.).. Segue
pela Proposigao 1.28 que (H (), 7.).. tem a propriedade de aproximagao.

(e)

Como (H(Q2),7.). tem a propriedade de aproximagao, segue pela Proposi¢ao 1.26

(b) que (H(£2),7.) tem a propriedade de aproximagao. O

Teorema 4.7 ([5/, Coroldrio 3.7) Seja E um espago de Fréchet separdvel com a pro-
priedade de aprozimacgao limitada e seja (§2,p) um dominio de Riemann conexo sobre
E. Entao:

(a) Para cada espago de Banach F e cada f € H(Q,F) existe uma sequéncia
(fn) C HQ) ® F que converge a f em (H(, F),7.).

(b) (H(Q2),7.) tem a propriedade de aproximagao.

O préoximo teorema melhora o Teorema 4.7 de Dineen e Mujica.

Teorema 4.8 Seja E um espago de Fréchet separdvel com a propriedade de apro-
zimagdo limitada e seja (2, p) um dominio de Riemann sobre E. Entdo:

(a) Para cada espago de Banach F e f € H(S,F) existe uma rede localmente
limitada (f;)icr C H(Q) @ F' que converge a f em (H(Q, F),1.).

(b) G(Q) tem a propriedade de aprorimagao.

(c) Go(Q2) tem a propriedade de aprozimagao.

(@) (H

(e) (H

(Q), 7). tem a propriedade de aprorimagao.
(Q),7.) tem a propriedade de aproximagao.
Demonstracao: (a)

Podemos considerar €2 = U;¢;€2; em que cada €2; é uma componente conexa de 2.
Podemos ver que para cada ¢ € I o par (€, p;) é um dominio de Riemann conexo sobre
E em que p; = p|g,. Pelo Teorema 4.7, para cada espago de Banach F, f € H({, F)
e i € I existe uma sequéncia localmente limitada (h%) C H(€;) ® F que converge a
fla, em (H(Q;, F),7.). Segue pelo Lema 4.6 que existe uma rede localmente limitada

(hj)jes C H(Q) ® F que converge a f em (H(Q, F),7.).
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(b)

Segue de (a) e da Proposicao 3.6 que G(f2) tem a propriedade de apro-
ximagao.

(©

Por (b) G(Q2) tem a propriedade de aproximagao, segue pela Proposi¢ao 3.3 que
G(€p) também tem a propriedade de aproximagao.

(d)

Pelo item (b), sabemos que G(f2) tem a propriedade de aproximacao . Como F
é um espaco de Fréchet temos pela Observacao 2.4 que G(2) é o completamento de
(H (), 7.).. Segue pela Proposigao 1.28 que o espago (H(f2),7.). também tem a pro-
priedade de aproximacao.

(e)

Como (H(Q2),7.). tem a propriedade de aproximagao, segue pela Proposi¢ao 1.26
(b) que (H(£2),7.) tem a propriedade de aproximagao.

Il

Veremos agora que se E ¢é Fréchet-Schwartz e U C E ¢ aberto, entao G(U) tem a
propriedade de aproximacao se, e somente se, (H(U), 75) tem a propriedade de apro-

xXimagao.

Teorema 4.9 (/8/, Coroldrio 2.3)
Seja E um espago de Fréchet-Schwartz e U C E aberto. Entio G(U) = (H(U), 75);,
(HWU),15) =GU), e (H(U),15) ¢ um espago de Montel.

Proposicao 4.10 Sejam E um espago de Fréchet-Schwartz e U C E aberto. Entao
sao equivalentes:

a) G(U) tem a propriedade de aproximagao.

b) (H(U),7s) tem a propriedade de aproximagao.

Demonstracao:
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Como E é um espago de Fréchet-Schwartz, temos pelo Teorema 4.9 que G(U) =
(HWU),7s), e (H(U), s) ¢ um espago de Montel. Consequentemente G(U) = (H(U), 75);,
(H(U),7s)e

(a) = (b)

Entao (H(U),7s). tem a propriedade de aproximagao. Segue pela Proposi¢ao 1.26
(b) que (H(U), 7s) tem a propriedade de aproximagao.
(b) = (a)

/
[

Como (H (U), 15) é um espaco tonelado, temos pela Proposigao 1.26 (c¢) que (H(U), 75)

tem a propriedade de aproximagcao. Logo G(U) tem a propriedade de aproximagao. [

Seja ' um espaco de Banach. Denotaremos por P,,("FE) o subespago de todos os
P € P("E) que sao fracamente uniformemente continuos sobre os conjuntos limitados
de E, com a topologia induzida pelo espago de Banach P("E).

Em [6] Dineen e Mujica mostraram que se E é um espago de Banach com uma
base de Schauder contratil, P("E) = P,,("FE), e se U C E é aberto e conexo, entao
(H(U),7s) tem a propriedade de aproximagao.

No Proximo resultado daremos condigoes sobre um espaco de Fréchet-Schwartz para

que (H(U),7s) e seu dual tenham a propriedade de aproximagao.

Corolario 4.11 Seja E um espaco de Fréchet-Schwartz com a propriedade de apro-
ximacgao limitada e seja U C E aberto. Entao:

(a) (H(U),Ts) tem a propriedade de aprozimagado.

(b) (H(U),7s).. tem a propriedade de aprozimagao.

Demonstracao:

(a)

Seja U C E aberto. Considere o dominio de Riemann (U, i) sobre E onde i é a
inclusdo. Sabemos pelo Teorema 4.8 que G(U) tem a propriedade de aproximagao.

Pela Proposicao 4.10 segue que (H(U), Ts) tem a propriedade de aproximagao.

(b)
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Como (H(U),7s) é um espago tonelado com a propriedade de aproximagao, segue
pela Proposigao 1.26 (c¢) que (H(U), 75).. também tem a propriedade de aproximagao.
O

4.2 A propriedade de aproximacao limitada.

Nesta secao daremos condigoes para que os espacos de fungoes holomorfas em espacos

de Fréchet, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximacao limitada.

Teorema 4.12 (/3], Teorema 3.2)

Seja B um espaco de Fréchet. Consideremos as sequintes condicoes:

(a) (H(U),T.) tem a propriedade de aproximagao limitada, para algum (para todo)
aberto equilibrado U C E.

(b) (H(K),1.) tem a propriedade de aprozimag¢ao limitada, para algum (para todo)
compacto equilibrado K C E.

(¢) (P("E), 1.) tem a propriedade de aprozimacdo limitada, para todo n € N.

(d) Q("E) tem a propriedade de aprorimagao limitada, para todon € N.

(e) G(K) tem a propriedade de aproximagcao limitada, para algum (para todo) com-
pacto equilibrado K C F.

(f) G(U) tem a propriedade de aproximagao limitada, para algum (para todo) aberto
equilibrado U C F.

(9) E tem a propriedade de aprozimagdo limitada.

(h) Para cada espago localmente convero F, n € N e P € P("E,F) existe uma
rede equicontinua (P;) C P("E) ® F que converge a P em (P("E,F),.).

Entao: (a) & (b) & (¢) = (d) < (e) & (f) = (9) & (h). Ser. =71, em H(E),

entao todas as condigoes sao equivalentes.
O Proximo teorema melhora o Teorema 4.12 de Caliskan no seguinte sentido:
Teorema 4.13 Seja E um espaco de Fréchet. Considere as condigoes:
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(a) (H(U),T.) tem a propriedade de aproximagao limitada, para algum (para todo)
aberto equilibrado U C E.

(b) (H(K),7.) tem a propriedade de aproximagao limitada, para algum (para todo)
compacto equilibrado K C E.

(¢c) (P("E), 1.) tem a propriedade de aprozimacdo limitada, para todo n € N.

(d) Q("E) tem a propriedade de aproximagao limitada, para todon € N.

(e) G(K) tem a propriedade de aproximagcao limitada, para algum (para todo) com-
pacto equilibrado K C E.

(f) G(U) tem a propriedade de aprozimagao limitada, para algum (para todo) aberto
equilibrado U C E.

(9) E tem a propriedade de aproximagdo limitada.

(h) Para cada espaco localmente convero F', n € N e P € P("E,F) existe uma
sequéncia amplamente limitada (P,) C P("E)®F que converge a P em (P("E, F), T.).

(i) Para cada espago localmente convexo completo F, U C E equilibrado e f €
H(U, F) eziste uma rede amplamente limitada (f;)ier C H(U)' ® F que converge a f
em (H(U, F),T.).

Entdo (a) < (b) & (¢) = (d) < (e) & (f) = (9).

Se um adigio E € separdvel, entao (a) < (b) & (¢) = (d) & () & (f) © (9) &

(h) & (7).

Demonstragao: Ja sabemos pelo Teorema 4.12 que (a) < (b) < (¢) = (d) < (e) &
(f) = (9).

Vamos supor agora que E é um espaco separavel.

(9) = (h)

Suponha que E tenha a propriedade de aproximagcao limitada. Por resultado de
Pelczynski ([21], Teorema 1), existem espagos de Fréchet M e N, tendo M uma base
de Schauder, tais que M = E & N. Considere 7 : M — E a projecao canonica e a

aplicacao linear G : E — M tal que G(x) = (z,0).
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Sejam F' um espago localmente convexo e P € P("E, F). Como Pow € P("M, F)
e toda base de Schauder em um espaco de Fréchet é equicontinua, temos pelo Teorema
3.19 que existe uma sequéncia amplamente limitada (P,,) C P("M) ® F que converge
aPormem (P("M,F),T.). Segue que a sequéncia (P, o G) converge a Pomro G = P
em (P("E, F),1.). Como (P,,) C P("M)® F, temos que (P,,0G) C P("E)® F. Pela
Proposigao 4.1 temos que a sequéncia (P, o G) é amplamente limitada.

(h) = (d)

Segue de (h) e da Proposigao 3.15 que Q("E) tem a propriedade de aproximacao
limitada.

(f) = ()

Pelo Teorema 3.13 ocorre tal equivaléncia.

O que completa a demonstracao.

Exemplo 4.14 ([3], Teorema 3.3)

Seja E um espaco de Fréchet-Schwartz e seja U C E um aberto equilibrado. Entao
E tem a propriedade de aprozimacdo limitada se, e somente se, (H(U),T.) tem a
propriedade de aprozimacao limitada se, e somente se, G(U) tem a propriedade de

aproximacao limitada.

Proposicao 4.15 Se E é um espacgo de Fréchet-Schwartz e U C E aberto, entao sao
equivalentes:
a) G(U) tem a propriedade de aproximacao limitada.

b) (H(U),7s) tem a propriedade de aproximagao limitada.

Demonstracao:

Como E é um espago Fréchet-Schwartz, temos pelo Teorema 4.9 que G(U) =
(H(U),7s), e (H(U), s) ¢ um espaco de Montel, consequentemente G(U) = (H(U), 75);, =
(H(U),15).. Segue pelo Corolario 1.34 que (H(U),7s) tem a propriedade de apro-
ximagao limitada se, e somente se, G(U) tem a propriedade de aproximagao limitada.

g
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Capitulo 5

Espacos de funcoes holomorfas em

espacos (DFC)

5.1 A propriedade de aproximacao

Nesta se¢ao daremos condigoes para que os espacos de fungoes holomorfas em espacgos

(DFC), e seus preduais, tenham a propriedade de aproximagao.

Lema 5.1 ([5/, Lema 4.1) Seja E um espagco (DFC) e seja (2,p) um dominio de
Riemann pseudoconvezro e conexo sobre E. Entao:

(a) Q € hemicompacto.

(b) Eziste av € c¢s(E) tal que d3(x) > 0 para todo x € 2, existe um domi-
nio de Riemann (Qa,pa) conero e pseudoconvero sobre E, e existe um
To-morfismo w5 :  — §Q, em que m, € a aplicagao linear de E no espago quociente
E, = (E,a)/a 1 (0) munido da norma @(T) = inf{a(y);y € T}.

(¢) Para cada f € H(Q,F), onde F' é um espago de Banach, podemos escolher

uma seminorma o« e um dominio Quem (b) de maneira que f = f, o para toda

fa € HQW, F).

Se (€2, p) é um dominio de Riemann conexo e pseudoconvexo sobre um espago (DFC)

E, entdao A(QQ) denota a familia de todas as seminormas « € cs(FE) que verificam o
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item (b) do Lema 5.1.

Teorema 5.2 ([5/, Teorema 4.2) Seja E um espago (DFC) com a propriedade de
aprozimagcao, e seja (€, p) um dominio de Riemann pseudoconvero e conexo sobre E.
Entao:

(a) E € o limite projetivo de uma familia de espagos normados (G;)ier, onde cada
um tem uma base de Schauder epuicontinua. Além disso, para cada o € cs(E) existem
i€l eC; € L(G;, E,) tais que C; 0 0; = m, onde o; € L(E,G;) denota a aplicagao
canonica.

(b) Para cada o € A(QY), existe um dominio de Riemann pseudoconvexo (€2;,p;)
sobre G;, existe um o;-morfismo o} : 2 — €); | e existe um C;-morfismo C} : Q) — Q,
tal que C} oo} = .

(¢) Para cada f € H(Q, F), onde F' € um espago de Banach, podemos escolher um
dominio de Riemann (£2;,p;) em (b) tal que f = f; o0} para f € H(Q, F).

Definig¢ao 5.3 Sejam E e F espagos localmente convezxos, sejam (€, p) e ((NZ,@ dominios
de Riemann sobre E e seja j : (U, p) — (€, p) um morfismo. Para cada f € H(Q, F)
dizemos que ]?6 H(?Z,F) ¢ uma extensao de [ se foj = f.

Definigao 5.4 Seja (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago localmente con-
vero quase completo E. O T.-espectro de H(Q2), denotado por S(H(2),7.), € o con-
Junto de todos os funcionais lineares multiplicativos e T.-continuos sobre H(2). Seja
eq 1 Q — S(H(Q),7.) a aplicagio avaliagao dada por eq(x)(f) = f(x) para toda
f € HQ) e cada © € Q. Para cada f € H(Q) definimos f : S(H(Q),7.) — € por
f(T) =T(f) para cada T € S(H(), 7).

Observacao 5.5 ([5/) Considerando (2, p) um dominio de Riemann sobre um espago
localmente convexo quase completo E, temos pelo Teorema de Mackey-Arens que existe
uma aplicacao mq : S(H(Q),7.) — E tal que ¢ o mo(T) = T(¢p o p) para todos T €
S(H(Q),7.) ep € E.
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Teorema 5.6 ([5/, Teorema 3.6) Seja (€2, p) um dominio de Riemann conexo sobre um
espaco localmente convero quase completo E. Entao existe uma topologia de Hausdorff
em S(H(S),7.) com as sequintes propriedades:

(a

) (S(H(Q2),7.), mq) € um dominio de Riemann pseudoconvero sobre E.
(b) A aplicagao e : Q — S(H(Q),7.) € um morfismo.
(¢) Se Q denota a componente coneza de S(H(Q),7.)que contem eq(RQ), entio fe
H(Q) para toda f € H(Q), e a aplicacao extensao
feHQ),m) = e HQ),m)
€ um isomorfismo topolégico.

(d) Se F' é um espago localmente convexo quase completo, entao cada f € H(Q, F)

admite uma extensao ]/‘:E H(Q, F), e a aplicagdo extensao
fe(HQF)7)— fe(HQF),T)
€ um isomorfismo topolégico.

Teorema 5.7 ([5], Coroldrio 4.4)
Seja E um espago (DFC). Sao equivalentes:
(a) E tem a propriedade de aproximagao.
(b) (H(),71.) tem a propriedade de aproximagao, para todo dominio de Riemann

conexo (£, p) sobre E.
O préximo resultado melhora o Teorema 5.7 de Dineen e Mujica.

Teorema 5.8 Seja E um espago (DFC). Sao equivalentes:

(a) E tem a propriedade de aproximagao.

(b) Para cada espago de Banach F, para todo dominio de Riemann (Q,p) sobre E
e toda f € (H(Q),7.) ezriste uma rede localmente limitada (f;)jes C H(Q) @ F que
converge a f em (H(Q, F), 7.).

(c) G(Q2) tem a propriedade de aproximagado, para todo dominio de Riemann (2, p)

sobre E.
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(d) Go(Q2) tem a propriedade de aprozimagdo, para todo dominio de Riemann (2, p)
sobre E.

(e) O completamento de (H(Q),7.)., tem a propriedade de aprozimacao, para todo
dominio de Riemann (§,p) sobre E.

(f) (H(2), 7). tem a propriedade de aprorimac¢do, para todo dominio de Riemann
(Q,p) sobre E.

(9) (H(S),7.) tem a propriedade de aprozimacdo, para todo dominio de Riemann
(Q,p) sobre E.

(h) (P("E),T.) tem a propriedade de aproximag¢ao, para todo n € N.

(i) E! tem a propriedade de aproximagao.

(j) Para cada espaco de Banach F, n € N e P € P("E, F) existe uma sequéncia
localmente limitada (P,) C P("E) ® F' que converge a P em (P("E, F),T.).

(1) O completamento de (P("E),.). tem a propriedade de aproximac¢ao, para todo
neN.

(m) (P("E), ). tem a propriedade de aprozimagdo, para todo n € N.

(n) Q("E) tem a propriedade de aproximagado, para todon € N.

(o) G(K)tem a propriedade de aproximagao, para um (para todo) K C E compacto

e equilibrado.

Demonstracao: (a) = (b)

Dividiremos em dois casos a demonstracao.

1)

Primeiro suponhamos que (2, p) seja um dominio de Riemann conexo sobre E.

Seja F' um espago de Banach. Pelo Teorema 5.6 o T.-espectro H (1), denotado
por S(H(2),7.), ¢ um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre FE, e a aplicagdo
S (H(Q,F),7) — (HQ,F),7.) dada por S(f) = F 6 um isomorfismo topolégico,
onde Q é a componente conexa de S(H (), 7.) que contem eq(€2). Como  é a com-
ponente conexa de um dominio de Riemann pseudoconvexo sobre F, Q) também é um

dominio de Riemann pseudoconvexo sobre E. Se f € H(, F), entao S(f) = f €
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H(Q,F).

Pelo Teorema 5.2 F é o limite projetivo de uma familia de espagos normados (G;);er,
onde cada um tem uma base de Schauder equicontinua. Além disso, existem i € I,
um dominio de Riemann pseudoconvexo (£2;, p;) sobre um espago normado G; e um o;-
morfismo o} : Q— Q;, em que 0; € L(F,G;) é a aplicagao canonica, tal que f: fioo?
onde f; € H(Sy, F'). Pelo Teorema 4.3 e pela Proposigao 4.1, existe uma sequéncia
localmente limitada (h,) C H(€);) ® F que converge a f; em (H(€;, F'), 7.). Como o é
continua, segue que a sequéncia (hp,oo}) C H ((AZ) ® F' é localmente limitada e converge
a ]?: fioor em (H(Q,F),TC).

Podemos ver que f o€, = €,(f) = f(z) para cada z € €, donde concluimos que

fo €q = f. Como S é um isomorfismo topoldgico, a sequéncia
(hpoofoeq) = (S (hpoo!) CHQ)®F

converge a f em (H(Q, F), 7.). Pelo fato da sequéncia (h,, oc}) ser localmente limitada
e a aplicagao €q ser continua, a sequéncia (S™'(h, o 07)) é localmente limitada.

(2)

Suponhamos agora que (£2,p) seja um dominio de Riemann sobre E. Podemos
escrever ) = U;cr€); onde cada €2; é uma componente conexa de ). Sejam F um
espago de Banach e f € H(Q), F'). Pela parte (1), para cada i € I existe uma sequéncia
localmente limitada (f!) C H(Q;, F) que converge a f|q, em (H (%, F), 7).

Segue pelo Lema 4.6 que existe uma rede localmente limitada (f;);es C H(Q) @ F
que converge a f em (H(Q, F), 1.).

(b) = (c)

Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre F.

Como para cada espago de Banach F e f € H(Q, F) existe uma rede localmente
limitada (f;)jes C H(Q2) ® F que converge a f em (H(2, F'),7.), pela Proposicao 3.6
G(2) tem a propriedade de aproximagao.

() = (d)

Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre E.
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Pela Proposicao 3.3, se G(£2) tem a propriedade de aproximacao entdao Go(£2) tem
a propriedade de aproximacao.

(d) = (a)

Seja U um subconjunto aberto de E. Consideremos ¢ : U — E a inclusao de U em
E. Temos que (U,£) é um dominio de Riemann sobre E. Como Gy(U) tem a proprie-
dade de aproximacao, entao pelo Corolario 3.2 F tem a propriedade de aproximacao.

(b) = (e)

Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre E. Pelo item (b) e pela Proposigao 3.8 o
completamento de (H(£2), 7.). tem a propriedade de aproximagao.

© = (f)

Como o completamento do espago (H(2),7.). tem a propriedade de apro-
ximagao pelo item (e), temos pela Proposi¢ao 1.28 que (H(2),7.). também tem a
propriedade de aproximacao.

(f) = (9)

Seja (€2, p) um dominio de Riemann sobre E. Pela Proposi¢ao 1.26 (b) temos que
(H(Q2),7.) também tem a propriedade de aproximagao.

(9) = ()

Seja U C E um subconjunto aberto. Consideremos £ : U — E a inclusao de U em
E. Temos que (U, ) é um dominio de Riemann sobre £. Suponha que (H(U), 7.) tenha
a propriedade de aproximacao. Como (P("E), 7.) é um subespago complementado de
(H(U), 1.) para cada n € N, temos pela Proposi¢ao 1.26 (a) que (P("E),7.) tem a
propriedade de aproximacao para cada n € N.

(h) = (z)

Suponha que (P("E), 7.) tenha a propriedade de aproximagao para cada n € N

Como para n = 1 temos (P('E),7.) = E/, segue que E’ tem a propriedade de
aproximacao.

(i) = (a)

Suponha que E! tenha a propriedade de aproximagao. Segue da Proposi¢ao 1.26

(b) que E tem a propriedade de aproximagao.
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(a) = (4)

Sejam F' um espago de Banach e P € P("E,F). Como P é continuo existem
uma seminorma o e M > 0 tais que ||P||p,1) = M. Pela demonstracao do Lema da
Fatoracio ([4], p. 16, Lema 1.13) existe P € P("E,, F) tal que P o mq = P.

Pelo Teorema 5.2 existem um espago normado G; com base de Schauder equi-
continua e C; € L(G;, E,,) tais que C;00; = 7,, onde 0; € L(E, G;) denota a aplicagao
canonica.

Pelo Teorema 3.19, para cada espaco de Banach F' e Po C; € P("G,, F) existe
uma sequéncia localmente limitada (P,,) ¢ P("G;) ® F que converge a P o C; em
(P("G;, F), 7). Como o; € L(E,G;), temos que (P, 00;) C P("E)® F e (P, 00)
converge a PoCjo0; = Por, = P em (P("E,F),7.). Como a sequéncia (P,,) ¢
localmente limitada e o; é uma aplicagao linear continua, obtemos que a sequéncia
(P, o 0;) também é localmente limitada.

(1) = (1)

Temos pela Proposicao 3.10 que o completamento de (P("E), 7)., tem a propriedade
de aproximacao.

(1) = (m)

Pela Proposicao 1.28 (P("E), 7.). também tem a propriedade de aproximagao.

(m) = (h)

Como (P("E), 1.). tem a propriedade de aproximacao, temos pela Proposigao 1.26
(b) que (P("FE), T.) tem a propriedade de aproximacao.

(1) = (n)

Seja n € N. Temos pela Proposicao 3.9 que Q("E) tem a propriedade de apro-
ximagao.

(n) (o)

Pelo Teorema 3.11, temos que Q("E) tem a propriedade de aproximagao para todo
n € N se, e somente se, G(K) tem a propriedade de aproximagao para algum (para

todo) K C E compacto e equilibrado.

(0) = (a)
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Como G(K) tem a propriedade de aproximagao para algum (para todo) K C E
compacto e equilibrado, segue da Proposicao 3.12 que E tem a propriedade de apro-

ximagao. U
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