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Sumário 

Neste trabalho apresentamos um estudo de singularidades de certas classes de campos ve

toriais no Rn. O objetivo principal é estudar o comportamento da dinâmica do sistema 

em JR3 em torno de certas singularidades degeneradas, apresentando, suas formas normais, 

desdobramentos e diagramas de bifurcação. Interações entre certas bifurcações elementares 

(sela-nó, transcrítica, pitchfork, histereses) com a bifurcação Hopf, também serão analizadas. 

As ferramentas principais utilizadas são a teoria de formas normais de Poincaré-Birkboff e 

o método de redução de Liapunov-Schmidt do domínio de definição do sistema. Ressalta

mos que desenvolvemos também um algoritmo computacional eficiente que permite deduzir 

formalmente formas normais de singularidades de campos de vetores. 
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Abstract 

In this dissertation singularities of certain classes of vector fields in iRn are studied. The 

main goal is to study the behavior of the local dynamics around degenerate singularities. 

:\ ormal forms, unfoldings and imeractions between certain elementary bifurcations ( saddle

node, transcritical, pitchfork and histeresis) and Hopf bifurcation are presented. Poincaré

Birkhoff normal form theorem and Liapunov-Schmidt reduction are fundamental tools, in 

our approach. We also developed an efficient computational algorithm which allows to obtain 

the required normal forms. 
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Introdução 

Neste trabalho apresentamos um estudo de singularidades de certas classes de campos ve

toriais no JRn. O objetivo principal é estudar o comportamento da dinâmica em JR3 em 

torno de certas singularidades degeneradas, apresentando, suas formas normais, desdobra

mentos e diagramas de bifurcação. Interações entre certas bifurcações elementares (sela-nó, 

transcrítica, pitchfork, histereses) e a bifurcação Hopf, serão analizadas. As ferramentas prin

cipais utilizadas são a Teoria de formas normais de Poincaré-Birkoff e o método de redução 

(Liap1.mov-Schmidt) do domínio de definição do sistema. Ressaltamos que desenvolvemos 

também um algoritmo computacional eficiente que permite deduzir formalmente formas nor

mais de singularidades de campos de vetores. As referências básicas utilizadas neste texto 

são [1], [2], [3], [10] e [8]. 

A dissertação está organizada da seguinte maneira. 

:\"o capítulo 1 enunciaremos algumas definições e conceitos básicos usados no decorrer 

do texto. Iremos apresentar o método de redução de Liapunov-Schmidt que reduz a dimensão 

do domínio, facilitando assim a análise do sistema. Definiremos também a forma normal de 

um campo de vetores, que é de grande utilidade no estudo da dinâmica em torno de uma 

singularidade, onde a partir da parte linear de um campo podemos analisar a topologia do 

espaço de fase do sistema. A partir daí poderemos então perceber se a dinâmica em questão 

sofrerá mudanças drásticas se certos termos de ordem superior forem suprimidos. Este estudo 

iniciar-se-á com a apresentação de dois métodos: o primeiro será o método do operador 

adjuntD que a partir de um produto interno previamente definido, introduzimos H! (o espaço 

dos termos homogêneos de ordem k 2: 2) do qual iremos escolher um subespaço complementar 

ilk a !Rk (imagens do operador (L~f que é o operador adjunto de L~(·)y = d: (·)Ay-A(·)(y), 
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4 SUMÁRIO 

com y E !Rn e (·) um elemento de H~). O segundo trata-se do método da representação 

matricial. Este último diz que para cada operador linear L~ (com k fixado), a sua matriz 

associada (L~) permite reduzir o problema de encontrar uma forma normal do sistema 

através da determinação de um subespaço complementar a imagem de L~ contidas em l[:dk, 

onde dk = dimH~. 
Nas seções subseqüentes aplicaremos os resultados do capítulo(l) no estudo de certos 

tipos de singularidades degeneradas. 

No capítulo 2 estudaremos seis tipos de bifurcações elementares. Estas são conhecidas 

como: sela-nó, transcrítica, pitchfork, Hopf, histereses e Naimark-Sacker no toro. 

No capítulo 3 analisaremos algumas interações entre as bifurcações apresentadas no 

capítulo 2 com a bifurcação Hopf. 

Apresentamos ainda dois apêndices. O primeiro, aborda uma análise qualitativa dos 

campos de vetores cuja parte linear é dada por 

e o segundo apresenta um algorítmo para calcular formas normais de campos de vetores a 

partir da sua parte linear (já na forma canônica de Jordan) em JR.n, n = 2 e n = 4. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Primeiramente vamos definir alguns conceitos importantes que iremos utilizar no decor

rer do texto. 

Seja e:oo ( M) o espaço dos campos de vetores de classe coe, em uma variedade M, 

munido da topologia coo. 

Definição 1.0.1. Dois campos X, Y E Q.:OO (M) são topologicamente (ou CJ- orbitalmente) 

equivalentes se existe um homeomorfismo h : M __, M que leva órbitas de X em órbitas de 

Y preservando a orientação das trajetórias. Dizemos que h é uma equivalência topológica 

em <!:00 (M). 

Uma relação mais forte é a conjugação entre os fluxos dos campos de vetores. 

Definição 1.0.2. Dois campos X e Y são conjugados se existe uma equivalência topológica 

h que preserva o parâmetro t; isto é, hX, (p) = }íh (p) para todo p EM e tE IR (onde X, e 

ri são os fluxos associados aos campos de vetores X e Y respectivamente). 

Definição 1.0.3. Dizemos que X E e:oc (M) é estruturalmente estável se existe uma vizin

hança V de X em <!:"' ( M) tal que todo Y E V é topologicamente equivalente a X. 

Em outro termos, um campo de vetores é estruturalmente estável se o comportamento 

topológico de suas órbitas não se altera mediante pequenas perturbações do campo. Uma 

outra definição que nos será necessária é a de desdobramento. 

Definição 1.0.4. Qualquer famztia local, X ('y, u), em (0, O) é dita um desdobramento do 

campo de vetores X(O,u) = X 0 (u), -r E IRn. Quando Xb,u) tem uma singularidade em 

u =O, X(;, u) é referido como um desdobramento da singularidade. 

5 



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 

Considere uma equação diferencial ordinária dada por 

~~ = F(u), F: U C JR.n __. JR.n, U aberto com fecho compacto. (1.1) 

Admita F em <t= (U) definidos em Ü, transversal ao bordo deU, satisfazendo possivelmente 

a condição adicional de simetria definida posteriormente. Então ( 1.1) é orbitalmente estru

turalmente estável se existe uma vizinhança V de F E it00 (U) tal que para qualquer G E V 

existe um homeomorfismo, o qual aplica trajetórias de F em trajetórias de G, preservando 

a orientação. Isto nos diz que pequenas perturbações de F não mudam qualitativamente o 

espaço de fase de (1.1). Iremos nos concentrar em!!:"" (U) e a estabilidade estrutural relativa 

a it00 (U). Quando não houver confusão falaremos simplesmente estruturalmente estáveL 

Consideremos uma família a l-parâmetro de campo de vetores dependendo diferencial

mente de À expressadas por 

~~ =f (u, À), f: U X I C JR.n x iR__. JR.n, I aberto, (1.2) 

tal que para cada À E I, f(-, À) tem as mesmas propriedades admitidas por F em (1.1). 

l\ós dizemos que (1.2) tem uma bifurcação genérica em Ào E I se as seguintes hipóteses são 

satisfeitas: 

H. 1: f(-, Ào) não é estruturalmente estável. 

H. 2: Existe um intervalo aberto 10 , Ào E 10 C I, tal que se Ào /c À E 10 implica que f(-, À) 

é estruturalmente estável. 

Agora, seja Da classe de farm1ias a l-parâmetro de campos de vetores como em (1.2). 

Pela definição, (1.2) tem uma bifurcação genérica (caracterizadas genericamente por famílias 

a l-parâmetro de campos de vetores em it"" de codimensão 1) em Ào se as hipóteses 1 e 2 

são satisfeitas e ainda: 

H. 3: Existe uma vizinhança W de f em D tal que g E W implica que existe um homeomor

fismo em U x I de forma que 

(u, À)-+ [v (u, À), u (À)j, 

o qual aplica trajetórias de f(-, À) em trajetórias de g (-, u), preservando a orientação. 
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Em caso contrário, f é dito ter uma bifurcação degenerada em À0 • Este capítulo 

concentra-se no estudo local em torno de um ponto crítico de um campo de vetores e suas 

bifurcações locais as quais podem ser bifurcações genéricas ou degeneradas. Dizemos que 

(1.2), ou f tem uma bifurcação (local) em ( u0 , .\0 ) se existe uma vizinhança U0 de u0 tal 

que as hipóteses 1, 2 e 3 dadas acima são válidas para qualquer vizinhança U satisfazendo 

uo EU C Uo. 

Apresentaremos no capítulo(2) uma série de exemplos todos eles apresentando bi

furcações degeneradas. Também introduziremos parâmetros adicionais os quais desdobram 

a bifurcação degenerada e produz somente bifurcações genéricas. Esta nova família toma a 

seguinte forma: 

(1.3) 

uma vantagem desta aproximação é que os exemplos canônicos de bifurcação genéricos serão 

estendidos, e então a sequência de bifurcações genéricas encontradas podem ser convenien

temente descritas no diagrama de bifurcação e consequentemente muito útil nas aplicações. 

Então classificaremos estes diagramas de bifurcação tomando a como uma variável; isto sim

plificará a classificação dos retratos de fase. um diagrama de bifurcação é uma representação 

geométrica relacionando soluções distinguidas e a variação do parâmetro À. 

1.1 Redução de Liapunov-Schmidt 

O método de redução de Liapunov-Schmidt simplifica o estudo de certas aplicações 

abrindo a possibilidade de redução da dimensão do seu domínio de definição. Por exemplo, 

casos em dimensão infinita podem ser reduzidos ao estudo em dimensão finita. 

Nesta seção consideraremos a família de EDO's R-reversível 

(1.4) 

satisfazendo f (Rx, À) = -R f (x, À), V.\ E lR onde R é uma involução linear em JRn. Ad

mitimos que f (0, .\) = O, para todo À numa vizinhança da origem. 

Seja A.\ := Dxf (O, À). Suponha que A0 tem autovalores O e ±í. 
Estudaremos o seguinte problema: 

Problema 1.1.1. Encontrar as pequenas soluções periódicas de (1.4) com período próximo 

de 21r com À numa vizinhança de O. 
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Em seguida, para resolver este problema introduzimos o cg, o espaço das funções 

2r.-periódicas contínuas x : lR ___, JRn, e simultâneamente Ci, pelo espaço correspondente a 

C1 (funções diferenciáveis). Definimos um produto interno em cg, por 

onde (-, ·) denota um produto interno em JR3 . 

Consideramos a aplicação F : Ci,. x lR x 10 ---> cg" , onde lo é uma vizinhanca de O em 

JR, definida por 

F (x, >..,a)= (1 +o-) :i; (t)- f (x (t), À). 

Se (x, À, o-) E Ci,. x lR x lo é tal que 

F(x,À,o-)=0 (1.5) 

então i (t) := x ((1 +o-) t) é uma solução 1 ~" -periódica de (1.5). Daí para resolver (1.1.1) 

temos que determinar os zeros de F. Claramente, (x0 , Ào, o-o) = (0, O, O) é uma solução de 

(1.5). Seja L:= DxF (O, O, O) : Cir. ___, cg,., tal que 

Lx (t) =:i; (t)- Aox (t). 

A forma normal adjunta L* := Ci,. ___, cg,. de L é definida por 

L*x(t) = -x(t) -A~x(t) 

de forma que (Lx, y) = (x, L*y). 

Seja Ao = So + No a única decomposição de A0 ( S 0 a parte semi-simples e N 0 nilpo

tente). Podemos escolher um produto interno (Veja [9]) em R3 de forma que S0 + Sif = O, e 

definimos um subespaço !l de q,., por 

Colocaremos as soluções de (1.5) em correspondência injetiva com as soluções de urna equação 

em !l. Para isto definimos os subespaços 

X1 = {x E c~,.: (x,!l) =o} 

e 

Yí ={v E cg,.: (y,!lJ =o} 
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que são os complementos ortogonais de :D em Ci~ e cg~, respecti'ltamente. 

Seja (q1 , q2, ... , qn) com qi (t) = e'80 Ui para algum Ui numa base { u 1 , ... , Un} do lRn. 

Então definimos a projeção 

n 

Q ( · l = 'L q; o ªi E .c (c~~) 
i=l 

onde q; (x) = (q,,x). 

Denotemos Im (Q) = :D e K er (Q) = }í. 

Sabemos ainda que 

Assim, consideramos 

Definição 1.1.2. O operador linear L é dito um operador de Fredholm se Im(L) (imagem 

de L) é fechada e tem codimensão finita. 

Lema 1.1.3. A aplicação L:= Llx1 : X1 __, Y 1 é injetiva e sobrejetiva. 

Demonstração. Sejam CJ~, cg~ espaços de Banach, t E lo c lR e L : X1 __, lí um operador. 

L é um operador de Fredholm, ou mais precisamente: dimKer(L) = p < oo, codimlm(L) = 
q < oo. Existem projeções contínuas: P E .C(CJ,.), Q E .C(Cg,.), tal que Im(P) = Ker(L), 

Im(I- Q) = Im(L). Assim temos que 

é sobrejetiva e contínua. Do teorema do gráfico fechado temos que essa aplicação tem inversa 

K.: Im---+ (I- P)(C~,_), contínua. Além disso vale que K. o L= I-PeLo K. = Úm(L)· O 

Retornando a (1.5) temos 

F-( , )=O {(1-Q.)oF(q,x.1,À,o-)=0 
q,XI,A,CT ::::::::? ,.. 

QoF(q,x1 ,À,o-) =0. 

Pelo Teorema da Aplicação Implícita e pelo Lema (1.1.3) a equação acima podem localmente 

ser solucionada por X1 = xj (q, À, o-). 

Desta forma (1.5) é reduzida para 

F (q, À, o-) := Q o F (q, xi (q, À, o-), À, o-) =O. 
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Esta equação será satisfeita se, e só se, 

q; (P(q,xi (q,À,<T),.\.,<7)) =O, i= 1,2,3. 

Denotaremos agora a seguinte equação: 

B ( u, .\., <T) = O 

com B : Rn X R X lo --7 Rn definido por 

onde 

B (u, .\., <7) := -
2

1 
(

2

" e-tso F (x* (u, .\., <T), .\., <7) dt 
7r lo 

(1.6) 

Vejamos algumas propriedades de B. Definimos uma ação 5 1
, S.p em cg,. por (Sq,x) (t) = 

x (t- <f;). E em F temos 

(Sq,F (x, .\., <7)) (t) F (x, .\., <7) (t- <j;) 

(1+ <7) x (t- <f;)- f (x (t- <j;), .\.) 

e 
F ((Sq,x) (t), .\., <7) (t) = F (x (t- <j;), .\., <7) 

= (l+<T)x(t-4>) -f(x(t-1;),.\.) 

o que nos dá, (Sq,F (x, À,<T)) (t) =F ((Sq,x) (t), .\., <7) (t). 

A reversibilidade de (1.4) é refletida em F. Para isto definimos a aplicação Tn: C~,-+ 

cg, por (Tnx) (t) = Rx ( -t). Pois de 

(TnF (x, .\., <7)) (t) RF(x,.\.,<7)(-t) 

R[(1 + <T)x(-t)- f (x(-t) ,.\.)] 

(1 + <7) Ri ( -t) -R f (x ( -t), .\.) 

- - (1 + <7) (Tnx) (t) +f ((Tnx) (t) ,.\.), 

assim TnF (x, .\., CJ) =-F (Tnx, .\., CJ). 

Seja s, uma ação 5 1 em Rn definida por sq,u = c4>50 u. 

Lema 1.1.4. Seja sq, definida acima. Então.· 

1. sq,(B(u,.\.,<7)) = B(sq,u,À,CJ), 
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2. RB (u, À, CT) = -B (Ru, À, CT). 

Demonstração. Para o ítem (1) temos que 

assim 

onde 

ou ainda 

fazendo 7 = t - rf; =? t = 7 + rf;, daí temos 

1 12" B(e-4>30 u, À, O") = 
2

_ e-(rH)So F (x* ( u, À, O"), À, O") dt 
" o 

e 

1 12" 1 12" - e-(r+.P)So F (x* (u À CT). À CT) dt = - e-(<i>+r)So F (x* (u À. CT) À CT) dt. 
21r 0 ' ' ' ' 2rr 0 ' ' ' ' 

Portanto, 

. 1 12" B(e-1>30u À CT) = e-"'- e-rSo F (x* (u À CT) À CT) dt =? 
' ' 2 ' ' ' ' 7r o 

E no ítem (2) sabemos que 

mas como R é involução linear temos que 

RB (u, À, CT) - R ( 2 ~ J0

2
" e-tso F (x* (q, À, CT), À, CT) dt) 

- 2 ~ (10

2
" e-'30RF(x* (q, À, O") ,À,CT)dt) 

- 2 ~ (fo2
" e-tso F (Rx* (q, À, o-), À, o-) dt) 

-B (Ru, À, o-) . 

o 
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Assim se (u,À,<T) é uma solução de (1.6), então x = x'(u,À,<T) corresponde a uma 

solução 1z;" -periódica de (1.4). 

Desta forma, pelo lema (1.4) (sq,u,À,<T) é solução de (1.6), para todo <P E S1
. 

Observação 1.1.5. Seja U = ker ( e180 - I) C JR4, onde t está numa pequena vizinhança de 

2r.. Sem perda de generalidade, tomaremos t = 2r.. Assim temos que Ao, 5 0 , No e n são 

invariantes por U. Desta forma denotamos por A, S, N e n as respectivas restrições a U. 

Observação 1.1.6. Observe que Ao só tem ±i com autovalores. Segue que U coincide com 

os autoespaços correspondentes a ±i de A0 , isto é, U = ker (A5 + /)
2 = ker (56+ I). Assim, 

U = ker(A2 + lu)
2 

= ker(S2 +lu), com sn = -nS, NR= -nN, R 2 =lu, dimU = 4 e 

dimFix (R) = 2. Definimos agora U1 = ker (A2 +I) 

Lema 1.1. 7. Considere (1.4) com À próximo de O. Então, toda solução periódica desta 

equação com período próximo a 2r. é simétrica com respeito a n. 

Demonstração. Pelo fato de existir uma correspondência entre as soluções de (1.5) e as 

soluções de equações em :D e pela equivalência da soluções de x com x(t) = x((l + <T)t) 

numa vizinhança de (>.0 , <To) = (O, 0), é suficiente mostrar que cada órbita-51 de soluções 

de (1.6) intercepta o Fix(n). Portanto, isto não é verdade somente nas órbitas soluções, 

mas para qualquer órbita-51 em ul (onde ul = ker (N)). De fato, seja UI E ul um 

autovetor da restrição de n a U1, correspondendo ao autovalor e = ±i; então Su1 é então 

um autovetor associado ao autovalor -e. Então a restrição de na U1 tem ambos ±1 como 

autovalores, e desde que U1 sejaS-irredutível concluímos que U1 tem uma base {u0 , SUo} 

tal que nu~= u~. Então podemos escrever qualquer UI E ul na forma 

u1 = (pcosO)u~ + (psinO) Su~, 

para algum p 2: O e algum e E S\ isto segue que e-08u1 = pu~, isto é, a órbita-S1 em u1 

intercepta o Fix (R). O 

Recordamos que uma solução periódica de (1.4) é R-simétrica se e só se, intercepta o 

Fix(R) em exatamente dois pontos. 

Portanto, obtemos todas as pequenas soluções periódicas de (1.4) através das soluções 

da equação: 

G (u, À, <7) =O com G (u, À, <7) = B (u, À, <7) lueFix(R)· (1. 7) 
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Observação 1.1.8. Tomando 0 =r. em (1) do Lema(l.L!,) segue que existe uma simetria-íl2 

para B. Assim B ( -u, À, cr) = - B ( u, À, cr) e conseqüentemente G ( -u, À, cr) = -G ( u, À, cr) . 

Existem diversas caracterizações do conceito de uma forma normal. :\esta seção vere

mos uma delas. Convém ressaltar que na próxima seção estaremos usando outra caracter

ização. 

Consideramos a equação 

(1.8) 

com À numa vizinhança de O e suponha que para todo À a origem é um ponto fixo, isto é, 

f>.. (O)= O (com f E C00 (IRn x IR\IRn)). 

Seja A;, := D h (0). 

Dada uma função g E coo (IRn) seja Tmg seu polinômio de Taylor de grau m em x = O 

e seja Tmg a sua parte homogênea de grau m em Tmg, explicitamente definido por 

m 1 
Tmg:= LZTD1g(O).x(l), VxEIRn e 

t~o 

Tmg := ~Dmg (O) .xCm>, Vx E lftn 
m. 

onde x(l) denota a 1-úpla (~). 

Definição 1.1.9. Dizemos que o campo de vetores h está na forma normal (com respeito 

a Ao) sob a ordem m (m ::0:: 2) se 

Tmf>. o exp (tAif) = exp (tAif) o Tm/>., para todo tE IR, (1.9) 

onde a adjunta Aif de Ao é dada com respeito ao produto interno usual em IRn. 

Podemos escrever a equação (1.7) explicitamente, onde (1.4) está na forma normal. 

Admitimos que (1.4) está na forma normal com respeito a Ao acima para uma certa ordem 

m. Esta não é uma restrição desde que pelo Teorema de Formas :\ormais (veja [8]) podemos 

sempre encontrar uma transformação q\ E coo (IRn x JRk,JRn) que leva (1.4) na sua forma 

normal. ;'\'ote que isso implica que a E.D.O. está na forma normal com respeito a 50 e N0 . 

Assim, seja f (x, À)= A;,x+ J (x, .\)+r (x, À), onde Tm];..oexp (tAif) = exp (tAif)oTm]>. 

e r (x, À)= O (llxllm+l) uniformemente em À. Portanto, temos: 
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Teorema 1.1.10. 

1. x* (u, .\,o-)= exp (tSo) u +O (lluffm+I), 

2. E (u, .\,o) = (1 +o) Su-A)..u- f (u, .\)+0 (ffuffm+l) uniformemente para(.\, o) numa 

vizinhança de (0, 0). 

Demonstração. É suficiente provar (1) pois a segunda parte segue imediatamente da definição 

de E. Então consideremos a restrição de F a :D 'visto como uma aplicação deu 

F(u, .\,o)= P (exp (tSo) u, O, .\,o). 

Desde de que q = Soq; Vq E :D, e que A).., f comutam com exp (So) obtemos: 

F (u, .\,o) - (1 +o) (exp (tS0 )) u- f (exp (tSo) u, .\) 

- exp(tSo) ((1 +o)S0u-A)..-}(u,.\)) -r(exp(tSo)u,.\) 

o qual para F (u, .\,o) := (I- Q) F (u, .\,o) implica que DjF (0, .\,o) =O para O S. j S. m 

para todo(.\, o). Temos 

(I- Q) F (exp (tSo) u, x* (exp (tS0 ) u, .\,o),.\, o) =O. 

Diferenciando esta identidade em u = O obtemos Dj x* ( exp ( tS0 ) u, .\,o) = O para O S. j S. m 

para todo(.\, o) numa vizinhança de (0, 0). Desta forma, 

x* (exp (tSo) u, .\,o)= O (ffuffm+l) (1.10) 

segue da definição de x* (u, .\, o). o 

Exemplo 1.1.11. Considere o campo de vetores em Q:00 (JE!.4 x !R., JE!.4 ) 

X= f(x, .\), X E !R.\ À E !R. (l.ll) 

safisfazendo a hipótese da reversibilidade como em (1.4), com parte linear 

o 1 -1 o 

Ao= 
o o o -1 

(1.12) 
1 o o 1 

o 1 o o 
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Assim a forma normal associada ao campo (1.11) é dada por 

com 

e 

onde 

11 (x, .\) = 

12(x, .\) 

13(x,.\) -
14(x,.\) 

x = A>.x + f(x, .\) + 0(1xi 5J 

o 1 -1 o 

A;..= 
.\ o o -1 

1 o o 1 

o 1 .\ o 

11 (x, .\) 

1(x, .\) = 12(X, .\) 

13(x, .\) 

14(x,.\) 

a1(.\)xix3 + 2a2(.\)x1X3X4- 2a2(.\)x2x~- a1(.\)x~, 

b1(.\)xf + (2b2(.\)- a1(.\))xfx4- 2b2(.\)x1X2X3 + b1(.\)x1x~ 
+2a2(.\)xlx~- 2a2(.\)x2X3X4- a1(.\)xâx4, 

a1(.\)xf- 2a2(.\)xix4 + 2a2(.\)x~x4, 
a1(.\)xix2 + b1(.\)xix3- 2a2(.\)x1X2X4 + 2b2(.\)x1X3X4 

+2a2(.\)x§x3 + (a1(.\)- 2b2(.\))x2x~ + b1(.\)x~ 

15 

(1.13) 

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

Os coeficientes a1, az, b1, bz dependem diferencialmente de.\. Assim aplicando o teorema(1.1.10) 

em x 1 = x 4 = O temos 

com f3 = -x2 , a= X3, a equação da bifurcação torna-se 

(1.18) 

O= 17(3 +.\a a1(.\)a2j) + 2a2(.\)af32 + b 1 (.\),~
3 + 2b2(.\)a 2f3 + O(j(a,f3)15

). (1.19) 

Da equação (1.18) temos que ,B = ITQ + O(j(a,IT)j3). Substituindo em (1.19) temos 

(1.20) 
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de forma que ou o: = O ou À = -o-2 
- b1 (À )o:2 +O (I (o:, o-W). Assim o diagrama da bifurcação 

de (1.14) usando o- e o: podem ser facilmente descrito. Note ainda que a solução o:= o-= O 

corresponde ao ponto foco x = O. 

Desde que h depende diferencialmente de À segue que se b1 (O) # O então b1 (À) # O 

para IÀI pequeno. Portanto, a forma quadrática em (1.20) é não degenerada e determina o 

comportamento qualitativo das soluções em torno da origem (o sinal de b1 (O) determina qual 

bifurcação ocorre). 

1.2 Formas Normais 

A grosso modo o método de determinação de formas normais consiste em estabelecer 

mudanças de coordenadas formais de tal maneira que o sistema dinâmico toma uma forma 

"mais simples" que o original. Desta forma a sua manipulação torna-se mais fácil. 

1.2.1 Forma Normal para campos de vetores 

A mudança de coordenadas 

x=Ty 

transforma a equação diferencial 

x=Ax 

em 

x = (T1 AT)y, 

onde x, y E Rn, A e T são matrizes n x n, e T é não degenerada. Desta forma sem mudar a 

estrutura topológica das órbitas, podemos considerar o caso em que A está na forma canônica 

de Jordan. 

Fixe um campo de vetores sobre cn expressado pela seguinte equação diferencal or

dinária. 

x = Ax + o(x), x E cn, ( 1.21) 

onde A E cnxn, a matriz n x n com entradas complexas, e o(x) = O(lxl 2 ) quanto lxl-+ O. 

O nosso objetivo é realizar, através da Teoria de Formas Normais, urna investigação 

local de X em torno da origem. 
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Considere ainda uma transformação de classe cr sobre uma vizinhança !1 da origem: 

X= Ç(y), y E !1, (1.22) 

onde Ç(O) = O. Substituindo (1.22) em (1.21 ), temos: 

(1.23) 

onde Çy(y) denota a função derivada de Ç(y) com respeito a y e Ç;;1(y) é a inversa de Çy(y) 

em !1. Note que a parte linear de (1.23) é Ç;; 1(0)AÇ(O)y. Assim, se A está na forma canônica, 

podemos admitir que o difeomorfismo Ç(y) em (1.22) torna a forma 

Ç(y) = y + O(lxl 2
), quando y ___.O. (1.24) 

Assim, podemos escrever (1.23) como 

y = Ay + g(y), y E !1, (1.25) 

onde g(y) = O(IYI 2
) quando IYI -+O. 

Nosso objetivo é determinar uma mudança de coordenadas do tipo de (1.22) tal que 

a equação (1.25) adquira uma forma mais simples. A simplificação desejada de (1.21) será 

obtida, por uma sequência de mudanças de coordenadas da forma 

(1.26) 

onde Çk : cn _, cn é um polinômio homoêneo de ordem k 2: 2 e nk é uma vizinhança da 

origem em cn. Note que qualquer aplicação da forma (1.26) é um difeomorfismo em alguma 

vizinhança da origem. Para ver como g pode ser simplificado, escrevemos o( x) como urna 

série de potências 

(1.27) 

onde ok(x) denota os termos homogêneos de ordem k da série e para cada k 2: 2, ok E H~, 

o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de ordem k em cn. De (1.26) temos 

(1.28) 

e então 

(1.29) 
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onde !Jk é uma vizinhança pequena da origem em cn. Substituindo (1.26) e (1.29) em (1.23) 

obtemos 

iJ =Ay + o2 (x) + · · · + ok-1(y)+ 

+ { ok(y)- [Ç;(y)Ay- AÇk(y)]} + O(iylk+l), y E !Jk. 
(1.30) 

Para simplificar o termo ok (x) temos que escolher um e(y) apropriado diante da 

transformação (1.26). Para ver a dependência de Çk em ok (1.2.1) sugerimos introduzir para 

cada k :::0: 2 um operador linear L~ :H~ __.H~ definido por 

(1.31) 

Então ( 1.2.1) pode ser escrito como 

iJ = Ay + o2(x) + · · · + ok-1(y)+ 

+ (ok (y)- L~Çk(y)) +O (Jyjk+l). y E !Jk. 
(1.32) 

Sejam !Jtk as imagens de L~ em H~ e .Uk o subespaço complementar a !Jtk em H~. 

Assim temos 

(1.33) 

Vejamos agora o seguinte teorema. 

Teorema 1.2.1. Seja X: cn-+ cn um campo de vetores em(!:;:" com X (O) =O e DX (O) = 

A. Seja (1.33) a decomposição de H! dada por k = 2, ... ,r. Então existe uma sequência de 

transformações tangentes a identidade x = y + Çk(y), y E !Jb onde Çk E H~ e !Jk é uma 

vizinhança da origem, !Jk+l Ç !Jk, k = 2, ... ,r, e tal que a equação (1.21} é transformada em 

(1.34) 

onde gk E llk para k = 2, ... ,r. 

Demonstração. Seja X (x) = Ax + o2 (x) + · · · + or (x) +O (Jx(+1), quando x -+O. Para 

k = 2, (1.32) torna-se 

( 1.35) 

onde !J2 é tão pequeno que I + ç; (y) é inversível. Desta forma para cada o2 E H'/, existe 

h E !R2 e g2 E ll2 tal que o2 =h+ g2, daí podemos encontrar um Ç2 E H'/, com L~e = f2, 

e então (1.35) torna-se 
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Agora seguiremos com o processo de indução. Admita que o Teorema(1.2.1) é verdadeiro 

para 2 ::; k ::; s- 1 ::; r. Por uma mudança de variáveis, podemos admitir que ( 1.21) torna-se 

X= Ax + 92 (x) + ... + 9s-1 (x) +os (x) +o (ixls+1
)' X E ns-1, 

onde gk E il.k para k = 2, ... , s - 1, os E H~, e ns_1 é uma vizinhança da origem. Seja 

x = y + ÇS (y), y E n., onde çs E H~ é escolhido de acordo com (1.33) de forma que 

os = LÂ_Ç5 + g., 9s E il.S, e ns Ç ns_ 1 é uma vizinhança da origem na qual y + ÇS (y) é 

inversível. Assim, de (1.32) com k = s obtemos: 

Y Ay + 92 (y) + · · · + 9s-1 (y) +(os (y)- LÂ_Çs (y)) +O (IYis+l) 
- Ay + 92 (y) + · · · + 9s-1 (y) + 9s (y) +O (1Yis+1

), y E n •. 

o 

Definição 1.2.2. Suponha que a decomposição (1.33) é dada. A seguinte aproximação da 

equação (1.34) 

(1.36) 

onde 9k E il.k, k = 2, ... ,r, é dita uma forma normal da equação (1.21) de ordem r com 

respeito a A. 

Notamos que a forma normal não é única para uma matriz A fixada. Isto depende da 

escolha do subespaço complementar il.k ( k = 2, ... , r). 

Observação 1.2.3. Seja K = {k E N; Uk of 0}. Suponha que dimil.k = nk > 1 e 

{v~, ... , v~J é uma base de il.k para k E K. Então (1.36) pode ser escrito como 

r nk 

iJ= LLakjVj, 
k=2 j=1 
kEK 

(1.37) 

onde akj E C para todo j = 1, ... , nk, k = 2, ... ,r. Então uma forma normal de (1.21) de 

ordem r é da forma (1.37). Geralmente não é fácil determinar os coeficientes de (1.37) 

para uma equação particular (1.21) e não é fácil encontrar a transformação cuja {1.21) leva 

em {1.37). A equação (1.37) com coeficientes arbitrários é dita uma forma gerai da forma 

normal de ordem r com respeito a A. 

Para a forma normal com respeito a A (fixada) a escolha do subespaço complementar 

il.k (k = 2, ... ,r) é determinada somente pela mesma matriz A. Em geral, encontrar os 

subespaços complementares il.k não é uma tarefa simples. 
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Um monômio x~'x~' · · · x~"e 1 em H~ será denotado por x"'e;, onde o:1 são inteiros não 

negativos, com lo: I = 0:1 + 0:2 + · · · + an = k, x"' = x~' x~' · · · x~" e ej = (0, ... ,O, 1, O, ... , o f 
é o j-ésimo elemento da base canônica de cn. C ma base para o espaço vetorial H~, n 2': 1, 

é dada por 

{x"ejllal = k, 1 5o j 5o n}. 

A dimensão de H~ é 

. k (n+k-1) d1mHn = n · k . 

Apresentamos agora métodos para encontrar o subespaço complementar ilk para a 

matriz A. 

• O primeiro é o método do operador adjunto. Desde que um produto interno seja 

introduzido em H~, uma possível escolha de ilk (o complemento ortogonal de 9'tk), o 

qual será caracterizado por Ker ((L~)*), o núcleo do operador adjunto (L~)* de L~. 

• O segundo é o método de representação matricial. Cada L~ é um operador linear de 

dimensão finita sobre H~. Se L~ é a matriz do operador L~ com respeito a uma base 

de H~, então o problema reduz-se a encontrar um subespaço complementar a imagem 

de L~ em Cd• onde dk = dim H~. 

Sejam P (x) = "'L7=l Llal=kPajX"ej e q (x) = "'L7=1 Lial=k q.,jX"ej, onde Paj e q.,i são 

constantes complexas. Definimos o seguinte produto interno em H~. 

n 

ÍP, q] = L L Pa/laja!, (1.38) 
j=l lal=k 

Exemplo 1.2.4. Sejam lal = 1/31 = k e 1 5o i, j 5o n. Então definiremos o seguinte produto 

interno: 

onde 6i1 e 00 f3 são os símbolos de K ronecker. 

Teorema 1.2.5. O operador L~., é o operador adjunto de L~ com respeito ao produto 

interno í·, ·] em H~ para cada k 2': 2, onde A* é o operador adjunto de A com respeito ao 

produto interno usual (.' . ) em cn. 
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Demonstração. Sejam p, q E H~, p (x) = 2:7=1 Lial=kP«ix"'ej, q (x) = 2:7=1 Lial=k qajX"'ei. 

Usando a linearização de L 'A, L'Jt. e propriedades do produto interno, temos 

n n 

[ L~p, q] = L L L L Pa/lai [L~ (x"'ei), xilei] , 
i=1 j=l l«l=k lill=k 

n n 

[p,L~.q] = LL L LPaAaJ [x"'ei,L~. (xilei)]. 
i=l j=l l«l=k lill=k 

Assim, é suficiente provar que 

para qualquer a:, /3, i, j com lo: I = 1/31 = k e 1 ::; i, j ::; n. Daí 

L~ (x"ei) = D (x"'ei) Ax- A (x"'ei) 

onde D é a diferencial do operador. Desta forma 

o 

o 
As suas expressões acima são iguais. 

se i = j e a:= ,6, 

se i= j; .61 = O:z- 1, 

!3m = O:m + 1 para qualquer l i' m; 

se i i' j com o: = /3, 
caso contrário; 

se i= j; O:z = ,6z + 1, 

O:m = .Bm - 1 para qualquer s fo l, m; 

se i i' j com a:= {3, 

caso contrário. 

o 



22 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 

Corolário 1.2.6. Ker (L~.) é o subespaço complementar ortogonal a ~k com respeito ao 

produto interno [·, ·] em H~ para cada k 2: 2. 

Observação 1.2.7. Se definirmos LA: C1 (C, cn) __, C0 (C cn) por 

(LAE,) (x) = ~x (x) Ax- A~ (x), 

então L~= LA IH~, L~. = LA·IH,i:· Assim um polinômio de grau r, g (x) = g2 (x)+· · +gr (x), 

onde gk E H~, k = 2, ... ,r. pertence a Ker(LA·), se e somente se gk E Ker(L~.), k = 
2, ... ,r. Desta maneira para encontrar a forma normal, é suficiente resolver a equaçao 

diferencial LA·~= O para polinômios de ordem r não constantes e termos lineares. 

Exemplo 1.2.8. Sejam 

A= ( ~ ~) e 

onde Ç1 (x1 , x2 ) e ~ 2 (xb x2 ) são polinômios escalares de grau r ;::-: 2. Então 

(!! !! ) ( ~ ~) ( ::) -( ~ ~) (~:i:::::;) 
( ;:g;~ 8x

2 

) 

X!~ -6 . 

Podemos ver que o polinômio solução de grau r (sem as constantes e os termos de primeira 

ordem) da equação LA·~ (x) =O, expressada por 

{ 

X1Ê5.!_ = 0 
8xz ' 

XJ~-6=0, 

são 

onde <fy1 (x1) e <P2 (x1) são polinômios escalares arbitrários de grau r- 2. Desta forma a 

forma normal de ordem r é 

{ 
X1 = x2 + xi<P1 (xJ), 

X2 = x1x2<P2 (x1) + xi<P1 (x1). 

Uma forma normal de ordem 2 é 



1.2. FORMAS NORMAIS 23 

onde a, b são constantes complexas. Podemos escolher o subespaço gerado por { xie2, x 1x2e2} 

como um subespaço complementar de 9't2. De fato, se 111 = xie2, v2 = x1x2e2, w1 = ~xie2, e 

w2 = x 1x 2e2, então {v1,v2} é uma base do Ker(L'i.) e vemos que [vi,Wjj = i5ij, paro i,j = 

1,2. Consequentemente o subespaço gerado por {w1 ,w2 } é outro subespaço complementar 

de 9't2 . Assim uma forma normal diferente de ordem 2 é dada por 

{ 
~1 = X2,2 . , a, b E C. 
x2 = ax1 -t- bx1x2, 

Um método diferente de encontrar a forma normal é usar a matriz de representação 

do operador linear L~ com respeito a base dada de H~. Primeiro, damos uma ordenação aos 

elementos da base de H~, {x"'ej! lal = k, 1::; j::; n}. Isto pode ser feito por uma ordenação 

lexográiica reversa, 

onde (i, a 1, a2, ... , an) > (j, /31> /32 , ••. , i3n) se e somente se i > j ou z = j e o primeiro 

componente de desigualdade, as i (3., satisfazendo as > .í3., 1 ::; s ::; n. Escrevemos 

i ~ (j, a) se x"'ej é o i-ésimo elemento da base com respeito a ordenação lexográiica 

reversa. 

Seja dk = dim H~ e uk = {UI, ..• , Udk} uma base ortogonal de H~. Usaremos a base uk 

da forma 

u; (x) = x"'eJ> lal = k, 1 ::; j ::; n, 

onde i ~ (j, a) está na ordem lexográfica reversa para i = 1, ... , dk. Denotamos por L~ a 

representação matricial de L~ com respeito a base Uk de H~. Então L~ é uma matriz dk x dk 

a qual pode ser vista como um operador em Cd., Seja !itk é a imagem de L~ em Cd• e llk 

qualquer subespaço complementar, onde Cd• = !itke llk. Se definimos 

{ 

!Rk = {{ Çk = L:~~ 1 aiui E H~ I (a1, ... , ad,) E !Rk}, (1.
39

) 

ilk = e= L:~~ 1 a;ui E H~ I (ai, ... , ad,) E llk}, 
então !J'tk é a imagem de L~ em H~ e tik é um subespaço complementar a !J'tk em H~. Deste 

modo, encontrar um subespaço complementar tik a !Rk é equivalente por (1.39) a encontrar 

um subespaço complementar ilk a !Rk em i[;d•. De modo que um subespaço complementar 

é dado por i:ik = K er ( (L~ r) , o qual é subespaço complementar ortogonal de !itk em i[;dk 

com respeito ao produto interno (-,·)em Cd•. C"m outro subespaço complementar a pode 

ser obtido de Ker ((L~)*) usando álgebra linear elementar. 
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Observação 1.2.9. Temos que a dimensão da matriz L~ é 

dk x dk = n · x n · , (n+k-1) (n+k-1) n-1 n-1 
para calcular a matriz L~ e encontrar a base do subespaço complementar llktorna-se gener

icamente mais difícil. Portanto, a matriz L~ depende somente da matriz A e de k, e isso 

envolve somente o cálculo dos coeficientes da base de H~ na expressão: 

(1.40) 

Uma vez que a matriz L~ é conhecida, encontrar a base do Ker ( (L~)') ou algum outro 

subespaço complementar llk, e consequentemente de ilk pela identificação (1.39), torna-se 

um problema algébrico. 

Exemplo 1.2.10. Considere a seguinte equação em IC2 : 

onde 

A=(~~)· 
Para qualquer k 2: 2, determinamos um subespaço complementar i[k para a imagem !Rk de 

L~ em H~. Temos que dim H~ = 2 ( k + 1) e a base de H~ na ordem lexográfica reversa é 

. i . ( ) - k-i+1 i-1 ( ) - k-i+l i-1 1 < . < k . 1 
~s o e, u; x - x 1 x 2 e2, Uk+i+1 x - x 1 x 2 e 1 para _ z _ -r , 

base canônica de IC2
. Para Ç = (6,Çz)T E H~ temos 

~ ) ( :: ) - ( ~ ~ ) ( :: ) 

Então aplicando L~ aos elementos da nossa base temos 

{ 
L~u; = (k- i+ 1) ui+I- ui+k+h 

L~ui+k+1 = (k- i+ 1) uk+i+2• 
1 ::; i ::; k + 1, 
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com a convenção Uzk+3 = O. Temos a seguinte matriz 2 ( k + l) x 2 ( k + l) para L~. 

o o o o lo o o o 
k o o o lo o o o 
o k-1 o o o o o o 

-k o o 1 o o o o o 
LA= 

-1 o o o k o o o 
o -1 o o o k-1 o o 
o o o o o 

-1 

o o o -1 o o 1 o 
2(k+l)x2(k+l) 

Seja { ej 1 i = 1, ... , 2k + 2} a base canônica de C 2k+2. Então uma base para o K er ( (L~)') 

é dada por 

Podemos escolher também .Uk como sendo o espaço gerado por { w~, wz}, onde w1 = e1 

e w2 = ek+2 , como um subespaço complementar de 9'tk em C2k+Z. Pela correspondência 

entre H~ e C 2k+Z, temos que .Uk é igual ao espaço gerado por { ( :~ ) , ( ~~ ) } , e é um 

subespaço complementar a 9'tk em H~ e uma forma normal da equação de ordem r é 

onde ak, bk E C, k = 2, ... ,r. Podemos reescrever (1.41) como 

{ 

:i;! = Xz + xi<P1 (xJ), 

:i;z = xi<Pz (xJ), 

( 1.41) 

onde 4>~,4> 2 são polinômios de grau r-2, para r 2': 2. Assim podemos escolher llk como sendo 

o espaço gerado por {wJ,wz}, onde w1 = e1 e w2 = e2 , como uma base para o subespaço 

complementar a 9'tk em C2k+2 , correspondendo a forma normal 
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onde ak, bk E C, k = 2, ... , r, ou 

{ :: = :~~1 (xJ) + X1Xzqlz (x!l, 

onde 91,<P2 são polinômios de grau r- 2, para r 2: 2. Em particular, 

{ 
X1 = Xz, 

xz = axi + bx1x2, 

onde a, b E C é uma forma normal de ordem 2. 

Exemplo 1.2.11. Considere o campo de vetores com parte linear 

A= (O -1), 
1 o . 

ou seya, 

x = Ax + h(x) 

onde x E JR2 e h : lR2 
-;. lR2 de classe C"". 

Devemos agora fixar uma base para os monômios para H~, pois queremos encontrar os 

termos ressonantes de ordem 2. Sabemos que 

dimHi = 2. G) = 6, 

assim temos que 

é uma base para H'ff, Podemos então calcular a imagem do operador homológico (L~) para 

cada um dos elementos (hf(x, y)) de base de Hi. 

Im(L~) = {e:;) , ex:: y2) ' c::y) , c::) , ( -x~:: y2) , ( --2~J} , 
desta forma temos que a representação matricial do operador L~ será 

o -1 o -1 o o 
2 o -2 o -1 o 
o 1 o o o -1 

1 o o o -1 o 
o 1 o 2 o -2 

o o 1 o 1 o 
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e assim temos que o determinante é diferente de zero. Assim teremos que repetir o processo 

para H~, pois não existem termos ressonantes de ordem 2. Definimos então uma base para 

H~ 

e dimHg = 8. Daí, as imagens do operador homológico (L~) de cada elemento (hf(x, y)) de 

H~ será 

( -xzy ) ( -xyz ) ( -y3 ) } 
-x3 + 2xy2 

' -2x2y + y3 ' -3xy2 ' 

de forma que a matriz do operador será 

o -1 o o -1 o o o 
3 o -2 o o -1 o o 
o 2 o -3 o o -1 o 
o o 1 o o o o -1 

1 o o o o -1 o o 
o 1 o o 3 o -2 o 
o o 1 o o 2 o -3 

o o o 1 o o 1 o 

tem determinante igual a zero. Assim o Ker(L~) f O, o que implica que teremos termos 

ressonantes de ordem 3. Agora iremos observar quais são os elementos do Ker(L~). 

3 o 
o -1 

1 o 

Ker(L~) = 
o -3 

o 3 

1 o 
o 1 

3 o 
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Assim, voltando a escrever os elementos de Ker(L:;,.) na base de H~, temos 

produzindo a seguinte forma normal 

Para maiores detalhes a respeito do algoritmo, veja o apêndice(B ). 

1.2.2 Forma Normal de Poincaré-Birkhoff 

Exibiremos aqui urna outra caracterização de formas normais. 

Considere o sistema Hamiltoniano dado por 

onde O é uma vizinhança da origem em JFt2n, 

J = ( O In)' 
-In O 

(1.42) 

onde In é a matriz identidade n x n, H E Cr(lFt2n, 1Ft), r :2: 1, e V H(x) é o gradiente de H(x ). 

"i"ote que JT = J- 1 = -J, onde Y é a transposta de J. 

A função Hamiltoniana H (x) = H2 (x) + H3 (x) + ... + Hr (x) +O (lxlr+l), Hk E P;n, 
o espaço de todas os polinômios escalares homogêneos de k-ésima ordem nas 2n variáveis, 

k = 2, ... ,T. 

Definição 1.2.12. Um operador linear A. : JFt2n ---> JFt2n é dito inflnitesimamente simplético 

se e somente se 

A.*=JAJ, 

onde A* é operador adjunto de A. 
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Teorema 1.2.13. Um sistema linear de equações 

x = Ax, 

é Hamiltoniano se e somente se A é um operador infinitesimamente simplético. 

Demonstração. Suponha que o sistema é Harrúltoniano. Então A = J B para alguma matriz 

simétrica B. Desta forma, 

Assim, supondo AT = J AJ. Definimos B = J-1 A, então 

daí, B é simética. Definimos H(x) = ~(x,Bx). Então o sistema pode ser reescrito como 

X= J\1 H(x), X E lR2
n. 

o 

Definição 1.2.14. Um operador linear S JR.2n -+ JR.2n é dito operador simplétrico se e 

somente se 

S* JS = J, 

onde S* é o operador adjunto de S. 

Definição 1.2.15. Seja V um espaço t1etorial de dimensão finita sob os reais. Uma forma 

bilinear r (-, ·) em V é chamado de anti simétrica se 

r(x,y) = -r(x,y), Vx,y E V, 

onde r(-,·) é dito não-degenerado se r (x, y) =O para todo y E V então x =O. Uma forma 

bilinear "anti simétrica" não-degenerada r (-, ·) definida em V é chamada de uma forma 

simplética e (V, r) é chamado de espaço vetorial simplético. Uma base {v1, ... , Vn, w1, ... , Wn} 

de um espaço vetorial simplético é chamado de uma base simplética se 

T (Vi, Vj) = 0, 

onde OiJ é o símbolo de K ronecker. 
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Seja (x1 , ... ,Xn, Yl> ... , Yn) um vetor do espaço vetorial gerado por (V, r). 

Definição 1.2.16. Uma função Hamiltoniana H (x) é dita uma forma H2-normal de ordem 

r 2: 3 se H (x) = H2 (x) + K 2 (x) + ... + Kr (x), onde H2 (x) é uma forma quadrática e 

Kj (x) E Cj (classe das funções )-diferenciáveis), j = .3, .. , r. 

Definição 1.2.17. Se o Hamiltoniano H é um polinômio de grau r nas variáveis simpléticas 

x1 , ... , Xn, y1, ... , Yn, que é um polinômio de grau [r /2] na variável Pi = (xz - yl) /2, ~ = 

1, ... , n, então H é chamada de forma normal de Poincaré-Birkhoff de grau r. 

é chamado de colchete de Poisson de P1 e P2 . 

Se H2 é uma forma quadrática em x 1 , ... , x 2n e F, E P~n com k 2: 3 temos que (veja 

[lO] pág. 130) 

(1.43) 

Para uma forma quadrática H2(x), definimos um operador adt
2

: P~n-+ P2', por 

adt2 F(x) = [H2(x), F(x)], F E P;n, 

onde 

Teorema 1.2.19. Suponha A = S + N é a decomposição de A. Então ad~ = ad; + ad~ é a 

decomposição de ad~ e Ker(ad~.) n Ker(ad~.) é o subespaço complementar para a imagem 

de ad~ em P~n para k 2: 3. 

O leitor pode encontrar a demonstração em ([10]) na pág. 65. 

Exemplo 1.2.20. Suponha H2(x1>x2, Y1, Y2l = X1Y2 + ~x~. Então 

o o o o 

A= 
1 o o o 
o o o -1 

o ±1 o o 
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Para k = 3, sobre a base x", lal = 3 de P] a qual está na ordem lexicográfica reversa, a 
-3 

representação matricial ad A do operador ad~ 

o 1 o o o o o o o 
o o o ±1 2 o 

o 
o 
o 
1 

o 
o 
o 

o 
o o o o 

o o o o o 1 o o o o 
o o -1 o o o o -1 o o o 
o o o o o o ±1 o o o 3 o 
o o o o o o o o ±1 o o 2 

o o o o o -1 o o o ±2 o o 
o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o -2 o o o o 
o o o o o o o o o o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
2 

o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o o 
o o 
o o 
1 o 
o 1 

o o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
1 

o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 

o o o o o o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o o o o ±1 o o o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

o o o o o o 
o o o o o o 
00000000 

00000000 

00000000 

00000000 

00000000 

00000000 

00000000 

o o o o o o ±1 o o o 
o o o -1 o o o ±1 o o o 
o o o o o o o o o ±1 o o 
o o o o o -2 o o o o ±2 o 
o o o o o o -1 o o o o ±3 

o o o o 00000000 

o o o o o o o o -3 o o o 
o o o o o o o o o -2 o o 
o o o o o o o o o o -1 o 

--3 -
Então K er(adA) é o espaço gerado por e14 ± ~e 19 , 2e8 + e15 ± e20 , e17. Podemos escolher C3 como 

--3 
sendo o espaço gerado por er4, er5, e17 que é o subespaço complementar da imagem de adA em JR20 

Então a forma H2-normal de ordem 3 é 

onde a1, a2, a3 são constantes reais. 



Capítulo 2 

Bifurcações Elementares 

\'este capítulo iremos sumarizar seis bifurcações clássicas que serão ilustradas em ex

emplos na próxima seção. 

Seja a E.D.O. 
du 
dt =f(u,À), 

com 

f(u,À)=O, f:Uxf_,"[f.n, /Eft.00
• (2.1) 

Suponha que (Uo, Ào) é uma solução de (2.1) e que o Jacobiano, Duf (u0 , Ào) não 

tem autovalores zero ou imaginários puros. \'este caso Uo é chamado de um estado estável 

hiperbólico de (1.2) e existe uma vizinhança de u0 na qual f(·, À) é estruturalmente estável. 

O teorema da aplicação implícita garante a existência de um único ramo de soluções suaves 

de (2.1) [u (À), À) em (uo, Ào). \'este caso os autovalores de Duf (u0 , Ào) permanecem fora 

do eixo imaginário para À próximo de Ào. 

üma condição necessária de (1.2) para termos uma bifurcação local em (u0 , Ào) é que 

Duf ( u0 , Ào) tenha autovalores com parte real nula. O caso em que os autovalores são ima

ginários puros produz a bifurcação de Hopf. Consideramos também o caso de autovalores 

simples nulos. Admitiremos que 

(2.2) 

onde 'P é autovetor de Duf (uo, Ào). Ainda que o teorema da função implícita falhe em 

garantir um único ramo [u (À),,\), pode-se exibir condições sob as quais o comportamento 

de todas as soluções de (2.1) próximas da origem podem ser detalhado. 

32 
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Observação 2.0.21. Iremos usar a seguinte legenda para os diagramas de bifurcação ele

mentares: 
estável 

instável 

o órbita periódica instável 

• órbita periódica estável 

* ramos de toros 

2.1 Bifurcação Sela-Nó 

Admita (2.2) e 

(2.3) 

Então numa vizinhança de (u0 , >.0 ) existe um único ramo de soluções (2.1) da forma 

[u (;;) , .À ( z)] para z E lR pequeno, expressado por 

(2.4) 

Veja o diagrama (2.1). 

Figura 2.1: Diagrama da bifurcação sela-nó . 

.\'este caso, (u0 , J\0 ) é chamado de um ponto de giro (ou ponto limite) da solução de 

(2.1), e uma sela-nó da equação diferencial (1.2). A obtenção de (2.4) dá-se pelo método de 

Liapunov-Schmidt: que consiste basicamente em projetar (2.1) no autoespaço e na imagem 

do espaço; noutro caso eles são complementares. Solucionando primeiro na imagem do espaço 

usando o fato de que D.,J (u0 , .Ào) restrito a imagem é inversível. Aqui, como no exemplo 

seguinte, z é único pela condição de que os termos O (z2 ) em u (z) são satisfeitos na imegem 

do espaço. Isto persiste somente para satisfazer a projeção do autoespaço de (2.1). Mas 

para a =f O em (2.2) garante que existe uma solução para À, e resulta em (2.4). 
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Retornando a equação diferencial (1.2), queremos conhecer a estabilidade do estado

estável (2.4). Somente em casos cuja solução é no mínimo assintóticamente estável são 

mais interessantes. Portanto, se uma das soluções de J.l para um dado .\ I .\0 em (2.4) é 

assintoticamente estável, e se n 2 2, o outro é sela. Como .\ ___, .\0 para o lado apropriado, 

um ponto de sela instável e um nó estável (ou foco) une e desaparece. Daí o nome sela-nó. 

Este é o exemplo de bifurcação num autovalor nulo o qual é genérico para a definição 

dada na seção ( 1) . 

Exemplo 2.1.1. Considere o campo de vetores 

i=f(x,À)=.\-x2
, xElR, .\ER (2.5) 

Temos que f (0, O) = O e que ~ (0, O) = O. Os pontos fixos de (2.5) são dados por 

ou 

Istos representa uma parábola no plano (x, .\) . 

X 

' ·v -~ 
· .. 

Exemplo 2.1.2. Exibiremos a seguir um exemplo de bifurcação sela-nó • no JR:.2 • Seja )(0 um 

campo de vetores em IR2 com uma singularidade sela-nó. Então temos que detDX0 (O) = O 

• Neste caso o desdobramento não é versal. 
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e X o tem forma nomal 

(2.6) 

que também admite 

( ; ) = ( XÀ: y2 ) +O (lxl
3

) 

como forma normal, onde x = ( x, y) E iR.Z, com À = tr D X 0 (O) e b1 são não nulos. Temos 

ainda que os autovetores de {2.6), desconsiderando os termos de ordem maior ou igual a 3, 

são ( _ 2 b,~~;-a,y ) e ( ~ ) , correspondente a 2bly e À- a1y respectivamente, numa vizin-

( 

0 ) T ( -2b1 y+.X.-a1 y ) T 
hança da origem. Além disso, os autovetores adjuntos de (2.6), são 

1 
e ~,x 

relativos a À- a1y e 2bly, com À próximo de O. Assim temos que 

e 

ou 

b = (0, l) ( o o ) ( l ) 
o 2bl o 

mas como a e b têm que ser diferentes de zero, temos 

2.2 Bifurcação Transcrítica 

Suponha que (2.1) tem uma "solução trivial" [u (.\),À] para todo À E ! 0 . Isto é, 

f (0, .\) =O para todo À E I. (2.7) 
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----,/.----------------------------------

__ .---------·/·/·· 

Figura 2.2: Transcrítica 

Vamos considerar a classe <1:00 dos campos de vetores definidas no capítulo(l) satisfazendo a 

condição (2.7). Isto exclui (2.3) visto que D:,J (0, À)= O. 

Admita em (2.2), (2.7) e 

C= ?j;Du>.f (0, Ào) 'P f O, b = 7./JDuuf (0, Ào) 'P'P f O. (2.8) 

Então existe um único ramo suave de soluções não triviais íu (z), À (z)] para todo z E lR da 

forma 

(2.9) 

Observe que (2.9) é obtido pelo método de Liapunov-Schmidt; o diagrama de bifurcação 

típico é mostrado na figura seguinte. 

Exemplo 2.2.1. Considere o campo de vetores 

(2.10) 

Observamos que 

j(O, O) =O (2.11) 

e 
âf 
âx (0, O)= O. (2.12) 

Além disso, os pontos fixos de (2.1 O) são dados por 

X= 0, X= {-L (2.13) 

como mostra a figura(2.3}. Consequentemente, para f-L < O, existem dois pontos fixos; x =O 

(estável) ex = f-L (instável). Estes dois pontos unem-se em f-L = O e, para f-L > O, x = O 

(instável) e x = f-L (estável}. Desta forma, ocorre uma mudança da estabilidade da singular

idade em f-L = O. 
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X 

......... !l 

Figura 2.3: transcrítica 

2.3 Bifurcação Tipo Pitchfork 

Considere agora a classe de campos de vetores ~s, f E ~"'satisfazendo a condição de 

simetria 

Sf (u, À) f (Su, À), S<p = -<p, :p E !Rn, (2.14) 

onde Sé um operador linear em !Rn. Esta é uma generalização no caso de f ser uma função 

ímpar em u; por exemploS= -1. Sob (2.14) segue que ambos, a e bem (2.4) são nulos. 

Vamos supor (2.2), (2.14) e 

c= <f;D.,>J (uo, Ào) 'P f- O, d = <f;D.,.,.,f (uo. Ào) 'P'P'P f- O. (2.15) 

Concluímos então que existem exatamente dois ramos suaves de soluções [u (z), À (z)] próximo 

de ( u0 , À0 ). Um destes é "trivial" (uo, Ào) e pode ser transformada em (2. 7), o outro é da 

forma 

(2.16) 



38 CAPÍTULO 2. BIFURCAÇOES ELEMENTARES 

e.\=.\ (z). Veja abaixo o diagrama típico da bifurcação na figura (2.3). 

---i--····---·-·····-··-·····-····· 

Bifurcação pitchfork. 

Exemplo 2.3.1. Considere o campo de vetores 

:i:= f(x, f.l) ={LX- x3
, X E JR, {L E lR. (2.17) 

Podemos ver que 

f(O, O)= O (2.18) 

e 
8f ox (O, O)= O. (2.19) 

Além disso, todos os pontos fixos de (2.17) são dados por 

(2.20) 

X 

e são exibidos na figura(2.3). Para {L< O, existe apenas um ponto fixo, x =O estável. 

Para /.L > O, x = O, temos ainda um ponto fixo, mas a partir deste surgem em f.L = O dois 

pontos fixos estáveis e são dados por x 2 = f.L· Neste caso x = O é instável para f.L > O, com 

outros dois pontos fixos estáveis. Este tipo de bifurcação é chamado de "pitchfork". 
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2.4 Bifurcação de Hopf 

Agora suponha que Duf ( u0 , Ào) é invertível mas tem um par de autovalores imaginários 

puros ±i, com autovetores complexos correspondentes <p, :p (a barra denota o complexo 

conjugado de 'P) e autovetores adjuntos 1/J, 1/;. A ausência do autovalor zero nos dá, pelo 

teorema da aplicação implícita, um único ramo de soluções estacionárias íu (À), Àj, À E I, 

o qual sem perda de generalidade suponhamos que é a solução trivial (2.7). Admita (2.2), 

(2.7) e 

(2.21) 

Então existe sobre uma vizinhança de (O, Ào), (em (2.15)) uma família diferenciável de 

soluções periódicas [u ( t; r) , À (r)] de período T = T (r), para r E IR pequenos, da forma 

u = r Re { 'P exp [i (27rt/T +e)]} +O (r2
) (2.22) 

À= Ào + À2r2 +O (r4), T = 27r + T2r 2 +O (r4) 

Aqui r é essencialmente a amplitude da órbita, e e é um período arbitrário. A fórmula 

explícita de À2 e Tz pode ser encontrada em [4]. Genericamente ,\2 # O, e daí a amplitude 

da oscilação satisfaz a relação 

r~(À-Ào)~. (2.23) 

Se existe um outro autovalor nulo (À2 =O) ou (2.21) falha, ou ambos, então a bifurcação de 

Hopf é degenerada no sentido do capítulo(l) (ver diagramai (2.4 )). 

• • 
•••••• •• 

-----······························ 

Figura 2.4: Bifurcação de Hopf. 

Exemplo 2.4.1. Seja Xo o campo de vetores em Q:"' com uma singularidade de Hopf na 

origem. A forma norma/J de Xo pode ser escrita como 

(2.24) 

t (o) indica a formação de órbitas periódicas estáveis, enquanto que (o ) órbitas periódicas instáveis. 
!Para maiores detalhes veja [3] pág. 203. 
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1 
onde .!3 = (det(DX0))2 > O e a1 f O (veja [3], pág. 81, 102 e 203) donde obtemos um 

desdobramento de Xo é 

(2.25) 

A menos dos termos O(!xl 5
) de (2.25), a famüia local (2.25) é mais fácil de ser observada 

no plano (r, 8). Assim temos que (2.25) em coordenadas polares torna-se 

(2.26) 

onde a1 < O. O retrato de fase de (2.26) na região v < O consiste de um foco estável na 

origem. Sobre o retrato de fase v= O, f= a1r3
, isto implica que a origem é assintoticamente 

1 

estável. Quando v > o os pontos criticas serão dados por r -:- C:, I r e r = O. Portanto para 

v > O existe um ciclo limite estável, de raio proporcional a v2, na vizinhança do foco instável 

na origem r= O. Esta bifurcação é chamada de "bifurcação de Hopf subcrítica". Se a1 >O, 

então o ciclo limite ocorre quando v < 0: isto é, o ciclo limite instável envolve um ponto 

fixo estável. A medida que v _, o-, o raio do círculo decresce para zero em v = O, onde o 

ponto fixo na origem torna-se um foco instável. Quando v> O, (x1, x 2 jT =O é hiperbólico e 

instável. Isto é conhecido como bifurcação de Hopf subcrítica. 

Nas figuras (2.4.1) e (2.4.1) o produto qualitativo destes diagramas não dependem dos 

termos O(lxl 5
). Para maiores detalhes, veja {3} pág. 203. 

2.5 Bifurcação Histereses 

Suponha que na definição da bifurcação sela-nó tenhamos b = O. Então podemos levar 

para a redução de Liapunov-Schmidt. O resultado é um ramo de soluções [u (z), À (z)] para 
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z E lR próximo de O da forma 

(2.27) 

como no diagrama de bifurcação abaixo. 

(2.28) 

a<O a=O a>O 

com a = O (se .\3 f 0). Portanto, esta é uma bifurcação degenerada de acordo com o 

capítulo(l). Pequenas perturbações podem remover a degenerescência e dá outras duas 

selas-nó ou não-bifurcações, como mostra a figura(2.28). Desta forma introduzimos um 

"desdobramento" da equação através de a, cujo efeito tem o seguínte comportamento. 

Seja f= f (u, .\,a) como em (1.3), satisfazendo (2.2) para a= O, e 

1/JD>.f ( uo, Ào, O) f O 

1/JDu,J ( Uo, Ào, O) 'P'P = O 

1/JDuuuf (uo, Ào, O) 'P'P'P f O 

1/;Duaf ( Uo, Ào, O) 'P'P'P f O. 

(2.29) 

As primeiras três condições asseguram justamente que a f O desdobra a degenerescência. 

Sem perda de generalidade 

(2.30) 
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Então (1.3) tem solução estacionária [u (z, a), À (z, a)] da forma 

u (z, a) = zrp + ... 
À (z, a) = Ào + c1az + c3az3 + ... 

onde ... denota os termos de ordem superior em a e z. Isto segue por Liapounov-Schmidt 

e pelo teorema da aplicação implícita. Os diagramas da bifurcação são agora como na 

figura(2.28). Observamos que a 'bifurcação histereses' é similar a 'bifurcação cúspide' da 

teoria da catástrofe elementar [13,14]. 

Através da Teoria de Singularidades, em presença de simetria ([24]) podemos deduzir 

as seguintes formas normais para curvas de singularidades. 

sela-nó 

transcrítica 

pitchfork 

Hopf 

histereses 

À±z2 =0 

Àz ± z 2 =O 

Àz±z3 =0 

Àr ± r 3 =O 

À±az±z3 =0 

Isto é importante para perceber que, enquanto estas formas normais preservam os ramos 

estacionários e soluções periódicas, elas não preservam a dinâmica completa da equação 

diferencial (1.2). 

2.6 Bifurcação no Toro de Naimark-Sacker 

Suponha u = p(t) é uma solução T-periódica de (1.2). Então pé (órbita assintotica

mente) estável se os múltiplicadores de Floquet p todos tem módulo IPI < 1. Equivalente

mente, se são autovalores da derivada da aplicação de Poincaré em p (0). 

Considere um par de complexos simples p, p satisfazendo 

d 
IP (Ào)l = 1, dÀ IP(Ào)l >O, 

p(À0)k#1, k=1,2,3,4. 

Então para f genérico um toro invariante de soluções bifurca-se da órbita periódica p. A 

dimensão minima do espaço de fase deve ser pelo menos tridimensional para isto ocor

rer. A maior dificuldade em aplicar este teorema origina-se de características globais: os 
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múltiplicadores p raramente podem ser calculados analiticamente porque estes requerem 

conhecimentos de toda a órbita p (t), O::; t::; T. 

A bifurcação do tipo Naimark-Sacker descreve um comportamento análogo a bifurcação 

de Hopf, porém com diferenças de rotação. 

Consideremos a aplicação 

(2.31) 

Restringindo a aplicação do teorema da variedade central por algumas transformações pre

liminares temos que os pontos fixos de (2.31) são dados por (x, JL) = (0, 0), isto é, temos 

f(O,O) =O 

com a matriz 

Dxf(O, O) 

tendo dois autovalores complexos conjugados, denotados por .\(0), 5.(0), com 

I.\( o) I = 1. 

Iremos então requerer que 

.\n(O) #1, n = 1, 2, 3, 4. 

Observe que se .\(0) satisfaz (2.35), então 5.(0) também satisfaz, e vice-versa. 

Temos a forma normal§ de (2.31) é dada por 

z ,__, À(J..!)z + c(JL)z2z + 0(4), z E C, J..! E R 

De forma que (2.36) em coordenadas polares torna-se 

e temos 

onde 

§Veja [2] pág. 226. 

. 1t -IW(J..!) cp=-g --
- 2 a(JL) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 
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e 

(2.39) 

Temos então na expansão de Taylor de (2.37) quando 11 = O que 

r,__, ( 1+ d:[.\(11llj~<=a) r+ ( Re ( :\~l)) r3 + O(J12r, w 3, r4
), 

e,__, e+ q)(O) + d: (q)(Jl))l~<=o + 2 ~ (1m ( :~~\)) rz + O(J1z, wz, r3), 
(2.40) 

onde usamos a condição [.\(O)[ = 1. Note que, .\n(O) I 1, onde n = 1, 2, 3, 4, de (2.38) vemos 

que q)(O) I O. Simplificamos a notação de (2.40) por 

e consequentemente, (2.40), torna-se 

r ,__,r + (dJ1 + ar2
) r+ O(J12r, J1r3

, r 4
), 

e~-+ e+ <Po + <?1J1 + br2 + O(J12 ,w2 ,r3
). 

(2.41) 

Estamos interessados na dinâmica de (2.41) para r e J1 pequenos. Desprezando os termos de 

ordem superiorO (J12r,J1r3 ,r4
) e O(J12

,J1T
2 ,r3) temos a forma normal 

r,__, r+ (dJ1 + ar2
) r, 

e I-+ e+ <Po + <1>1J1 + br2
• 

(2.42) 

Note que r= O é um ponto fixo de (2.42) que será 

assintoticamente estável para dJ1 < O, 

instável para dJ1 > O, 

instável para 11 = O, a > O e 

assintoticamente estável para 11 = O, a < O. 

Veja a seção (1.2.2). No caso que, pontos fixos da componente r da forma normal truncada, 

com r > O, corresponde a órbitas periódicas. 
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Lema 2.6.1. {(r, O) E jR+ x S1 Ir= R} é um círculo o qual é invariante sobre a dinâmica 

produzida por (2.42). 

Isto mostra que o círculo invariante pode existir para outros f.L > O ou f.L < O dependendo 

do sinal de d e a e que isto será somente um círculo invariante com distáncia O ( fo) da origem. 

A estabilidade do círculo invariante depende do sinal de a. 

Lema 2.6.2. O círculo invariante é assintoticamente estável para a < O e instável para 

a> O. 

Veja as demonstrações dos lemas (2.6.1) e (2.6.2) em [2] pág. 378. 

Descrevemos os quatro casos possíveis para a bifurcação de um círculo invariante de 

um ponto fixo. 

Caso 1: (d > O, a > 0). r\ este caso, a origem é um ponto fixo instável para f.L > O e 

um ponto fixo assintoticamente estável para f.L < O com um círculo invariante instável para 

f.L <O; veja figura (2.5). 

-----
' ~ ··~·. 
I (\ '-\\ 

: \ ~ ) 

~~ 

{.L<O 

. ..... :.···········< 

' .· 
:·· 

Figura 2.5: d > O, a > O. 

f.L=O 

X 

i •_..! / 
'._/ 



46 CAPÍTULO 2. BIFURCAÇÕES ELEMENTARES 

Caso 2: d > O, a < O. Neste caso, a origem é um ponto fixo instável para J.L > O e um 

ponto fixo assintoticamente estável para J.L < O com um círculo invariante assintoticamente 

instável para J.L > O; veja figura (2.6). 

Figura 2.6: d > O, a < O. 

' 
~ 

' ~ ';~ \ \u ~) i •) i ! \ 
\.:J \~/ 

~, 
f.1,<0 J.L=O {1>0 

Caso 3: d < O, a> O. Neste caso, a origem é um ponto fixo assintoticamente estável 

para J.L > O e um ponto fixo instável para J.L < O com um círculo invariante instável para 

f.1- > O; veja figura (2.7). 

'~ 

/\\ 
, ".J I 
~~ 

f.1,<0 

'~ 
\ 

1\\ 
I • I ) v 

J.L=O 

/~\\ 
\ !\~ }' 

~/ 

J.L>O 

Caso 4: d < O, a< O. Neste caso, a origem é um ponto fixo assintoticamente estável para 

J.L > O e um ponto fixo para f.1- < O com um círculo invariante assintoticamente estável para 

J.L < O; veja figura (2.8). 
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:/ ... 
.. ···········/ 

Figura 2.7: d <O, a> O. 

y .. ···················· 

/ ... / 
X 

r 
._~~_,~~~~~~--~~~~~~ 

.· 

'~\ 
(I f'. . 

\ \. ! ! 

' \ " ) ' 
-~ 
f.l,<O 

Figura 2.8: d < O, a < O. 

f.J,=0 

'/ 
! 
( (' 

\:::J 
f.J,>O 
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Observação 2.6.3. Para a> O, o círculo invariante pode existir para outro f.t < O (Caso 1) 

ou f.J, > O (Caso 3} e, em cada caso, o círculo invariante é instável. Para a < O, o círculo 

invariante pode existir para f.t < O (Caso 4) ou f.J, > O (Caso 2), e nestes casos o círculo 

invariante é assintoticamente estável. Conseqüentemente, a determina a estabilidade do 
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círculo invariante mas não diz qual lado de f.L = O o círculo invariante existe. 

Observação 2.6.4. Lembrando que 

Conseqüentemente, para d > O, os autovalores cruzam de dentro para fora do círculo unitário 

quando f.L cresce, para d < O, os autovalores cruzam de fora para dentro do círculo unitário 

quando f.L cresce. Desta forma, para d > O , segue que a origem é assintoticamente estável 

para f.L < O e instável para f.L > O. E para d < O, a origem é instável para f.L < O e 

assintoticamente estável para f.L > O. 

Podemos estudar a dinâmica no círculo invariante estudando a dinâmica de (2.42) 

restrita ao círculo invariante (isto é, considerando somente condições iniciais que começam 

no círculo invariante). Pontos no círculo invariante têm coordenada inicial dada por 

r= r=f!-, 
que esta associada a aplicação 

e >-+ e + <Po + (<P1 - Ü f.L· (2.43) 

A dinâmica de (2.42) depende de <Po + ( rPI - ~) f.L . Se r/Jo + ( rPI - ~) f.L é racional, então todas 

as órbitas no circulo invariante são periódicas. Se <Po + ( r/J1 - ~) f.L é irracional, então todas as 

órbitas no círculo invariante, preenchem densamente o círculo. As provas destas afirmações 

podemos encontrar em [2]. 

Teorema 2.6.5 (Bifurcação de Naimark-Sacker). Considere a forma normal de (2.42). 

Então, para f.L suficientemente pequeno, os casos, 1, 2, 3 e 4 são descritos como mencionado 

aczma. 

A demonstração pode ser encontrada em [43]. 



Capítulo 3 

Interações das bifurcações 

estacionárias de Hopf 

Nesta seção consideramos a equação diferencial como em (2) 

du 
dt = f (u,),., a), À E JR, a E JR, u E JR3

. 

e admita que 

f (0, O, O!= O, 

(3.1) 

e que D,J (0, O, O) tem autovalores simples O, -i, i. Então f tem uma bifurcação degenerada 

em À = O (para a = O) e escolhemos a dependência de a para remover esta degenerecência. 

Em geral, para a i= O os autovalores O e ±i ocorrem para dois valores diferentes de À. 

Esperamos encontrar a bifurcação estado-estável e Hopf como descrita na seção anterior 

entre os valores de À. De fato a bifurcação do estado-estável persiste sempre para a i= O, 

porque estes cálculos da seção (2) não são afetados pela presença de autovalores ±i. Por 

outro lado, o autovalor O invalida o Teorema da Bifurcação de Hopf, conduzindo a um novo 

fenômeno. 

Consideramos quatro exemplos, cada um deles corresponde a união da bifurcação de 

Hopf com um dos quatro tipos de bifurcação estacionária apresentados na seção anterior. 

• Em cada exemplo, para a i= O, retomamos a bifurcação estacionária local esperada e 

ao tipo de bifurcação de Hopf da seção (2); estes chamamos de bifurcações primárias. 

• Em dois casos, encontramos bifurcações adicionais de órbitas periódicas em ramos 

não-triviais; este chamamos de bifurcações secundárias. 

49 
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• Em todos os quatros exemplos mostramos a possibilidade do surgimento de bifurcações 

adicionais dando ascenção à dinâmica tridimensional (criação de toros invariantes); a 

estes chamamos de bifurcações terciárias. 

A ferramenta principal desta seção é o método da forma normal de Poincaré-Birkhoff, 

como na seção(l.2.2). Este procedimento consiste de transformações não-lineares sucessivas 

de coordenadas próximas a identidade o que sistematicamente elimina termos da série de 

potência da representação de f em termos de u. Certos termos não podem ser eliminados; 

eles são chamados ressonântes, e são fundamentais na determinação da dinâmica do sistema. 

A desvantagem é que estes procedimento em geral não convergem. Para os casos aqui 

considerados, a vizinhança de validade da forma normal pode tender para zero como o 

cálculo para termos de grau superior. 

Usamos coordenadas Cartesianas (x, y, z) ou coordenadas cilíndricas (r, e, z), 

X= r cose, 

y=rsene, 

z=z, 

onde z é a coordenada no autoespaço correspondendo a O e (x, y) ou (r, e) são coordenadas 

no espaço bidimensional correspondendo a ±i. 

3.1 Transcrítica- Hopf 

Este será o primeiro exemplo em que exploraremos a bifurcação terciária. A forma 

normal de Poincaré é 

dr ( . 3 dt =r À-a+cz)+O(I(z,r)l) 

de 
dt = 1 +O(I(z,r)i2) 

(3.2) 

onde O (l(z,r)ln) denota os termos de ordem superior a n, os coeficientes a, b, c são generi

camente não nulos e dependem suavemente do parâmetro. Claramente (3.2) tem a solução 

trivial z =r= O, e omitindo o termo O (l(z, r)ln) recuperamos a bifurcação estado-estável 
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transcrítica com r = O em À = O, e a bifurcação com r # O em À = a. Existem seis dia

gramas de bifurcações genéricas dependentes de a, b, c, como documentado em [6]. Todas 

estas exibem uma bifurcação de Hopf secundária, mas somente uma tem uma bifurcação 

terciária (3.1). Neste caso, o ramo de soluções periódicas muda sua própria estabilidade, um 

par de múltiplicadores complexos de Floquet produzem um círculo unitário próximo de 1, 

e o teorema de Naimark-Sacker na seção (2.6) implica que para termos de ordem superior 

genéricos existem toros invariantes de soluções vizinhas a órbitas periódicas, ou subcríticas 

e estáveis ou subcríticas e instáveis. Este resultado está demonstrados no apêndice de [6]. 

Vários autores ([13], [15], [17], [18]) têm notado que as equações truncadas (isto é, termos 

O (n) são desprezados) são integráveis no ponto de bifurcação (do toro), dando uma família 

de ninhos numa vizinhança do toro por uma sela-sela conectando círculos em (r, z). Embora 

esta situação não será utilizada genericamente, isto pode ser usado no cálculo de bifurcações 

no toro genéricas como uma perturbação da integral exata. As figuras (3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 

3.5) mostram o retrato de fase típico para (3.2) com termos cúbicos incluídos (observe que 

existem toros atratores). 

. .. -············ 

o 
* 00 

----..,.C·-······················ .............. !>. •••••••••••••• 

.... ·····················/ a b c d 

Figura 3.1: (a) 

Figura 3.2: (b) Figura 3.3: (c) 
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Figura 3.4: (b) Figura 3.5: (c) 

O segundo fato interessante deste caso é o desdobramento da conexão sela-sela para 

as equações em termos de (r, z), veja figura(3.5). A variável O rotacionará as soluções numa 

variedade bidimensional ligando as duas selas, para a aproximação da forma normal que 

obedecem as condições de simetria. Entretanto, lembrando que em geral o cálculo da forma 

normal não converge, então as equações exatas devem permanecer assimétrica com relação 

ao eixo. Isto conduz (veja figura(3.5)), para interseções transversais de variedades bidimen

sionais estáveis e instáveis de dois pontos de sela, a existência da "ferradura de Smale" e 

comportamentos caóticos ([26],[35],[36]). 

3.2 Pitchfork - Hopf 

Este caso, tem a seguinte forma normal 

(3.3) 

dO . (I( 2 dt=1-r-O z,r)l). 

Claramente, este sistema tem uma solução trivial e, suprimindo os termos de ordem 

superior (O (l(z, r) In)), encontramos também bifurcações primárias r= O, À= -az2 ("pitch

fork"), e z = O, À = (a-edr
2

) (Hopf). O caso com a, d ambos negativos têm bifurcações 

subcríticas primárias em ambos e, dadas secundária mas não bifurcações terciárias ([37]). 

Para ad <O, porém, encontramos bifurcações terciárias para toros invariantes ([16],[5]). Al

guns destes toros são envolvidos por conecxões de selas como no exemplo anterior, enquanto 

outros são limitados, pelo menos para as equações normais truncadas ([16],[17],[26]). 
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Suponha d > O, e inclua um termo r 5 com coeficiente negativo na r-equação. Então, 

formalmente, o ramo Hopf começa fora de um subcrítico mas retoma ao subcrítico. Este 

termo negativo r 5 tem então o efeito de estabilizar a bifurcação no toro tornando-o subcrítico. 

Se supormos que todos os outros termos O(l(z,r)l 5 ) são tais que modificam este quadro, 

conduzimos para a equação (3.4) abaixo. 

Observação 3.2.1. Do ponto de vista da teoria das singularidades, para d próximo de O, 

d torna-se de fato um segundo parâmetro do desdobramento. Assim para mostrar que os 

outros termos de r 5 não modificam o diagrama da bifurcação para o estado estacionário ou 

para os ramos Hopf, embora o curso da dinâmica global pode mudar. De fato a dinâmica 

muda para d-+ O, em (3.!,). 

As pequenas variáveis e parâmetros, x, y, z, >.,a, d, serão reescalonadas, reestruturando 

então a ordem. Durante o processo o tempo t passa a ser uma variável mais lenta, tornando 

w grande e fazendo os coeficientes de r 5 pequenos. 

onde 

dx 
-=xH-wy 
dt 

dy . 
- =wx+yH 
dt 

H= 5>.- 1 + 2 (x2 + y2
)- 3z2

- e (x2 + y2
)

2 

{ 

O se x < O ou y > O ou H > O, 
Q = qHxZyZ (x + y) , . 

3 
em caso contrario. 

(3.4) 

O diagrama de bifurcação para (3.4) é dado na figura (3.6), obtenção das soluções de 

(3.4) são obtidas numericamente. Observando a figura (3.6) notamos que surgem: 

1. uma singularidade estável, 

2. uma singularidade estável e uma órbita periódica instável, 

3. uma singularidade estável e duas órbitas periódicas instáveis, 
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4. uma singularidade estável, uma instável e duas órbitas periódicas instáveis, 

5. uma singularidade estável e duas órbitas periódicas instáveis, 

6. uma singularidade instável, uma singularidade estável e uma órbita periódica instável, 

7. uma órbita periódica estável, uma singularidade instável e uma órbita periódica instável, 

8. uma órbita periódica estável, duas singularidades instáveis e uma órbita periódica 

instável, 

9. ramos de toro, duas singularidades instáveis e uma órbita periódica instável, 

10. ramos de toro, duas singularidades instáveis e duas órbitas periódicas instáveis. 

/"/ 
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Figura 3.6: Diagrama da Bifurcação do tipo Pitchfork-Hopf 
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3.3 Sela-nó - Hopf 

Considere a forma normal 

dr 
dt =r(a+cz)+O(I(z,rW) (3.5) 

~~ = 1 +O (l(z, r)l2). 

Aproximando, encontramos a bifurcação sela-nó 

e a bifurcação de Hopf 

( 
-a 2 (aa

2
)) z = --;;-, .\ = - br - ----;? 

e não uma bifurcação secundária da nova solução periódica estacionária. O estádo esta

cionário básico e os ramos Hopf extendem-se para algum lado de ,\. = O no caso ab > O, e vai 

para direções opostas se ab < O. A bifurcação no toro :\"aimark-Sacker é possível somente 

se bc < O, e então existe uma conexão de sela somente se ab > O. Novamente os termos 

O (I ( z, r W) são requeridos para a bifurcação em JR3 são não-degeneradas. Todas as carac

terísticas deste exemplo, estão contidas no próximo. Para maiores detalhes ver Guckenheimer 

( [15], [26]). 

3.4 Histerese- Hopf 

Considere a forma normal 

dz 
dt =À+ az +az3 + br2 + O(l(z,r)i3) 

dr 
dt =r(-,i3+cz)+O(I(z,rJI3) (3.6) 

~~ = 1+ O (l(z, r)j2). 
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Da aproximação da equação, imediatamente recuperamos o estado estacionário histereses 

e ramos de bifurcação de Hopf 

I\ão existem novas bifurcações estacionárias de soluções periódicas. A classificação de diagra

mas de bifurcação genéricas serão apresentadas a seguir. Três tipos distintos de bifurcação 

envolvendo toros podem ocorrer. Existem bifurcações do tipo I\aimark-Sacker e bifurcações 

de conexão de selas, na qual podem ser vistas nos exemplos anteriores, e um novo tipo: 

um 'grande ' toro pode desaparecer simultaneamente com a bifurcação sela-nó do estado 

estacionário. As seguintes equações (obtidas de (3.6) e (3.4)) exibem todos os três tipos. 

dx 
dt = x (z- (3) - wy 

dy dt = wx- y (z- (3) (3.7) 

dz s 
dt =À+ az- ~ - r 2 (1 + qx +a) . 

Um diagrama típico da bifurcação para (3.7) é como mostra na figura (3.7). A obtenção do 

diagrama é feita numericamente, caso o leitor esteja interessado nesta abordagem veja [1]. 

Observando a figura (3.7) notamos que surgem: 

1. uma singularidade estável, 

2. uma singularidade estável e uma órbita periódica estável, 

3. uma singularidade estável e duas singularidades instáveis, 

4. uma singularidade estável, uma instável e uma órbitas periódicas instáveis, 

5. uma singularidade estável, duas singularidades instáveis e uma órbita periódica instável, 

6. uma órbita periódica estável, uma órbita periódica instával e uma singularidade instável, 

7. dois ramos de toros e uma órbita periódica instável, 

8. uma órbita periódica estável e uma singularidade instáveis, 
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•• 

2 3 4 5 67 8 

Figura 3.7: Diagrama da Bifurcação Histerese-Hopf 



Apêndice A 

Bifurcações de codimensão 2 

Nosso objetivo neste apêndice será de formalizar algumas ferramentas necessária para o 

capítulo 3, no qual são abordados sistemas de equações na sua forma normal em coordenadas 

cilíndricas. 

A.l Um par de autovalores imaginários puros e um 

nulo 

A forma normal associada com esta bifurcação está em JR3 . Portanto, a simetria na 

parte linear associada com os autovalores imaginários puros permite-nos desacoplar uma 

das coordenadas das duas restantes de forma que possamos começar a nossa análise usando 

técnicas de espaço de fase. Em alguns destes, a dinâmica nestes planos de fase pode ser visto 

como uma aproximação para a aplicação de Poincaré da forma normal completa tridimen

sional. Este é então um resultado da simetria da parte linear. Nossas análise sequiremos os 

seguintes passos: 

L Análise da bifurcação global da aproximação associada a forma normal bidimensional. 

2. Interpretar em termos da aproximação a forma normal tridimensional. 

3. Discussão dos efeitos dos termos de ordem superior na forma normaL 
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1. A forma normal* associada é dada por 

f= 111r + arz, 

i= 112 + br2
- z 2

, 

59 

(A.l) 

onde a I O e b = ±1. Existem essencialmente somente quatro casos distintos para 

serem estudados, e somente dois admitem a possibilidade da bifurcação global (para 

r, z pequenos). Eles são denotados por 

Caso( a) 

Caso(b) 

a< O,b= +1, 

a< O, b = -1. 

No Caso( a) estamos interessados na dinâmica próxima do eixo 112 para 112 < O. E no 

Caso(b) estamos interessados na dinâmica próxima do eixo 112 para 112 > O. Em ambos 

os casos a forma normal será integrável no eixo J.L2 (com o sinal de 112 apropriado); desta 

forma, esperamos que os termos de ordem superior na forma normal tenham efeitos 

drásticos na dinâmica do regime dos parâmetros. \fossa estratégia será incluir os 

termos cúbicos na forma normal e introduzir uma escalada de variáveis então obtemos 

uma perturbação do sistema Hamiltoniano. Então uma análise do tipo Melnikov 

pode ser usada para determinar o número de órbitas periódicas e possíveis bifurcações 

homoclínicas. 

Da matriz 

(
/1 -w), 
w /1 

colocando dos termos cúbicos em (A.l) temos 

f= 111r + arz + (cr3 + dr 2z), 

i= 112 + br2
- z 2 + (er2 z + fz 3

). 

(A.2) 

Em Guckenheimer e Holmes [1983] é mostrado que mudanças de coordenadas podem ser 

introduzidas de forma que os termos cúbicos exceto z3 em (A.2) podem ser eliminados (ver 

Exercício 4.63 Wiggins). Consequentemente, sem perda de generalidade, podemos analizar 

a seguinte forma normal 

f= 111r + arz, (A.3) 

i= /12 + br2
- z2 + fz3

. 

*Veja [2], pág. 331. 
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Agora vejamos as variáveis dependentes e parâmetros como segue 

r= EU, Z = éV, (A.4) 

e 

t >---> Et, 

entâo (A.2) toma-se 

(A.5) 

Quando E= O, o campo de vetores tem integral primeira (para a =J -1) 

F u v) = -u• v2 + --u - v . ( a 2 rl b 2 2l 
' 2 l+a J 

(A.6) 

Infelizmente (A.6), nâo é Hamiltoniano, mas podemos produzir um Hamiltoniano (Gucken

heimer e Holmes [1983]) multiplicando o lado direito de (A.5) pelo fator u~- 1 temos 

. 1 1 
u = au•v + Ev1u• 

V= -bu!- 1 + bu~+I- u~- 1 v 2 + t./u~- 1 v 3 , 

(A.7) 

onde v2 = 'fl quando b = ±1 desde que, para o Caso( a), em J.L2 <O e, para Caso(b), J.L2 >O. 

Para é= O, (A.7) é Hamiltoniano com funçâo Harniltoniana 

lz 2 abz ab z 
H (u, v)= -u•v - -u•- u•+2 a+ 1 =J O 

· 2 2 2(a+l) 

ou 

(A.8) 

Nas figuras acima mostram-se os conjuntos de nível do Hamiltoniano (isto é, órbitas 

de (A.7) para é = 0). Vimos desta figura que para o Caso(a), o sistema Harniltoniano 

integrável tem uma família a l-parâmetro de órbitas periódicas ao redor de um ponto fixo 

elíptico com órbitas tornando a amplitude ilimitada . :'\o Caso(b) o sistema Hamiltoniano 

integrável tem uma família a l-parâmetro de soluções periódicas envolvendo um ponto fixo 

elíptico que limita-se na órbita heteroclínica. Em ambos os casos denotamos a família de 

órbitas a l-parâmetro por 

(u" (t), v" (t)), a E [-1, 0), 
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Figura A.1: Caso(b) 

Figura A.2: Caso(a) -1 <a< O 

Figura A.3: Caso(a) a:::; -1 

com período Ta, onde (u- 1 (t) ,v-1 (t)) é um ponto fixo elíptico em ambos os casos, e 

lima-o (ua (t) ,va (t)) é limitada pela órbita periódica no Caso( a) e um círculo heteroclínico 
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no Caso(b). 

A função de Melnikov é dada por 

T" 
M (a; v1 ) = af 1 (u<> (t))~- 1 (v<> (t))4 dt (A.9) 

- v1 1T" [b (ua (t))~+ 1 - b (u<> (t))~- 1 + (u0 (t))~- 1 (v<> (t)) 2] dt. 

Portanto , M (a; v1) = O é equivalente a 

_ af Jt" (u<> (t))~- 1 (v<> (t))4 dt 
:vl - ... 4 4 4 ] 

foT"lb(u<> (t))ã+l- b(u<> (t))ã-1 + (u<> (t))ã- 1 (v<>(t)) 2 dt 

= f(a). 

Nos interessaremos por 

Caso( a) 

Caso(b) 

a < O, b = + l,f =J O, v1 < O, 

a < O, b = -1, f =J O, v1 > O. 

(A. lO) 

Desta forma, se f (a) é uma função monótona de a (para a, b e f fixado), então (A.9) tem 

uma única órbita periódica na qual nasce na bifurcação Hopf e cresce monotonicamente na 

amplitude no Caso(a) e desaparece na bifurcação heteroclínica no Caso(b). Portanto, provar 

que (A. lO) é monotônica em a é um problema difícil, visto que as integrais não podem 

ser avaliadas explicitamente em termos de integrais elementares. Felizmente, foi provado 

recentemente por [44], que (A.lO) é realmente monótona em a. As técnicas nestes artigos 

para provar a monotonicidade envolve estimativas complicadas que não serão abordadas 

aqui. Na figura(A.4) mostramos um exemplo de uma possível bifurcação para o Caso(b) 

com a = 2, f < O. 

2. Interpretando a dinâmica do campo de vetores bidimensional em termos da dinâmica 

tridimensional. A forma normal tridimensional é dada por 

r= j.L1T + arz, (A.ll) 

i = J.Lz + brz - z2 + f z3, 

Deste modo, as componentes r e z de (A.ll) são independentes de (), e a discussão 

da seção (1.2). Isto é, o caso que as órbitas periódicas tornam-se invariantes em dois 
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~,~ ·41,13! 

Figura A.4: Bifurcação Homoclínica 

toros no espaço de fase em IR3 e, no Caso(b), o círculo heteroclínico torna-se tal que 

a variedade estável bidimensional e uma variadade instável unidimensional do ponto 

fixo hiperbólico com z < O coincide com a esfera invariante (com eixo invariante, como 

mostra a figura (A.5). Ambas as situações são alteradas com a adição de termos de 

ordem superior na forma normal. 

t 

Figura A.5: Esfera invariante 

3. O problema forma normal truncada no bi-toro invariante nos casos IIa,b, III e o círculo 

heteroclínico em III serem afetados por termos de ordem superior na forma normal não 

são conhecidos. (Para o leitor encontrar mais algumas informações, veja [2].) 



Apêndice B 

Usando o Mathematica 

Nesta seção iremos apresentar um algoritmo para o cálculo de formas normais usando 

o método de representação matricial para campos de vetores. Primeiro, temos um exemplo 

do algoritmo para campos em JR.2 e logo após um exemplo para campos em JR.4 . 

A versão do software Mathematica foi a 4.0, mas o algoritmo* pode ser escrito também 

na versão 3.0 sem alterações. 

*) 

• Caso dos campos de vetores em JR.2 • 

(* Definição da Matriz A(Parte Linear) na forma de Jordan.*) 

A:= {{0, 1,},{ -1,0}; 

(* Inclusão do pacote de manipulação de matrizes.*) 

<<Linear Algebra 'MatrixManipulation' 

k = 2; (*k indica a partir de que ordem dos monomios iremos procurar termos ressonantes 

c = O; (* c é um contador que utilizamos para montar a base de matrizes*) 

dim = 2; ( * dim indica a dimensão da matriz*) 

jato = 5; (* jato indica até que ordem iremos procurar os termos ressonantes*) 

Clear[FF, HH, LL, Linhas, Colunas, 00, B, MatCoef]; 

*Em cada um dos casos abaixo, deve-se escrever o algoritmo numa única célula 
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(* Inicio do Algoritmo *) Label[passo1]; { 

(*Esta rotina calcula quantos termos de ordem k existem para a matriz A.*) 

For[q = k, q > = O, For[g = k, g > = O, 

If[(k == q + g), c= c+ 1]; g = g- 1]; q = q- 1]; 

(* Aqui definimos os monomios.*) 

r=dimc; 

FF = Array[f, c]; t = 1; 

For[q = k, q > = O, 

For[g = k, g >= O, 

If[(k == q + g), {f[t] = x'q y'g; t = t + 1}]; g = g- 1]; 

q = q- 1]; 

(* FF é a base dos monornios. *) 

HH := Array[h, r]; (*Define as matrizes da base.*) 

LL := Array[ln, r]; 

Linhas := Array[lin, r]; 

Colunas :=Array[col, r] 

00 := Array[oh, r]; 

B := Array[b, {r, r}]; 

(*Diferenciais de HH. *) 

(*Linhas da matriz da imagem do operador homológico.*) 

(*Colunas da matriz da imagem do operador homológico.*) 

(*Imagens do operador homológico*) 

(*Matriz da imagem do operador homológico.*) 

(*Cálculo do Jacobiano dos elementos da base HH. *) 

For[i = 1, i <= r, 

If[i <=c, {h[i] = {f(i], O}; 

ln[ i] = {{8xf[i], 8yf[i] }, {0, 0}}}, 

i++]; 

If[(c + 1) <=i <= 2 c, {h[i] = {0, f[i- c]}; 

ln[i] = {{O, 0}, {8x f[i- c], 8y f[i- c]}}}, 

(*Cálculo das imagens do operador homológico. *) 

For[n = 1, n <=r, { 

oh[n] = A.h[n]-ln[n].A.{{x}, {y}}}; n++J 

(*Rotina que explicita a matriz das imagens do operados homológico ("MatCoef'). *) 

For[j = 1, j < = r, 

For[i = 1, i <=r, 

{ If[j <=c, 
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b[j, i] = Coefficient[TakeMatrix[oh[i], {1, 1}, {1, 1}], f[jJ], 

If[(c + 1) <= j <= 2c, 

b[j, i] Coefficient[TakeMatrix[oh[i], {2, 1}, {2, 1}], f[j- c]], 

; i++] 

;j++]; 

For[n = 1, n <= r, 

} 

lin[n] = Flatten[Table[b[n, i], {i, r} IJ; 
col[n] = Flatten[Table[b[i, nj, {i, r}]]; n++J; 

MatCoef := AppendRows[Table[lin[q], {q, r}]]; 

À= O; 

e= Det[MatCoef]; 

(*MatCoef- matriz dos coeficientes de 00. *) 

(*À parâmetro de A.*) 

(*e deternlnante de MatCoef*) 

(*Esta condição abaixo explicita a forma normal procurada dependendo de A . Caso não seja 

possível encontrar a forma normal até o Jato de ordem " jato", então apresenta a mensagem a 

seguir.*) 

*) 

If[e ==O, {KernelOHom = NullSpace[Table[col[w], {w, r})]; 

prod = KernelOHom. Table[as h[s], {s, r}]; 

termres Plus @@ prod; 

FN[x_, Y-l =A. {x, y} + termres; 

If[ k <=jato, {(k++); Goto[passo1]}, 

Print[" O Sistema não tem termos ressonantes até o jato de order ",jato,"."]];}] 

• Caso dos campos de vetores em JR4
• 

(* Definlção da Matriz A(Parte Linear) na forma de Jordan.*) 

A:= {{0, 1, -1, 0},{ O, O, O, -1},{ 1, O, O, 1},{ O, 1, O, O}}; 

(* Inclusão do pacote de manlpulação de matrizes.*) 

<<Linear Algebra'Matrix1\1anlpulation' 

k = 2; (*k indica a partir de que ordem dos monomios iremos procurar termos ressonantes 

c = O; (* c é um contador que utilizamos para montar a base de matrizes*) 

dim = 4; (* dim indica a dimensão da matriz*) 



0}}}, 

jato = 5; (* jato indica até que ordem iremos procurar os termos ressonantes*) 

Clear[FF, HH, LL, Linhas, Colunas, 00, B, MatCoefj; 

(* Inicio do Algoritmo *) Label[passo1j; { 

(* Esta rotina calcula quantos termos de ordem k existem para a matriz A.*) 

For[! = k, 1 > = O, For[p = k, p > = O, 

For[q = k, q > = O, For[g k, g > = O, 

If[(k == 1 + p + q + g), c= c+ 1j; g = g- 1]; q = q- 1]; 

p = p- 1]; 1 = 1- 1j; 

(*Aqui definimos os monomios.*) 

r= dim c; 

FF = Array[f, cj; t = 1; 

For[! = k, > = O, 

For[p = k, p > = O, 

For[q = k, q > = O, 

For[g = k, g >=O, 

If[(k == 1 + p + q + g), {f[tj = x'l y'p z'q w'g; t = t + 1}]; g = g- 1]; 

q = q- 1j; p = p- 1]; 1 = 1- 1]; 

(* FF é a base dos monomios.*) 

HH := Array[h, rj; (*Define as matrizes da base.*) 

LL := Array[ln, r]; (*Diferenciais de HH.*) 

Linhas:= Array[lin, r]; (*Linhas da matriz da imagem do operador homológico.*) 

Colunas :=Array[col, rj (*Colunas da matriz da imagem do operador homológico.*) 

00 := Array[oh, rj; (*Imagens do operador homológico*) 

B := Array[b, {r, r}]; (*Matriz da imagem do operador homológico.*) 

(*Cálculo do Jacobiano dos elementos da base HH. *) 

For[i = 1, i <= r, 

If[i <= c, {h[ij = {f[ij, O, O, O}; 

ln[ ij = { { Ôxf[i], élyf[ij, Ôzf[iJ,ôwf[i] }, {0, O, O, 0}, {0, O, O, 0}, {0, O, O, 0}}}, 

If[(c + 1) <=i <= 2 c, {h[ij = {0, f[i- c], O, O}; 
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ln[i] = { {0, O, O, 0}, {ôx f[i- cj, Ôy f[i- c], Ôz f[i- cj, Ôw f[i- cj}, {0, O, O, 0}, {O, O, O, 

If[(2 c + l) <=i <= 3 c, {h[i] = {0, O, f[i - 2 cj, O}; 
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ln[i] = {{0, O, O, 0}, {0, O, O, 0}, {âx f[i- 2 c], Ôy f!i- 2 c], Ôz f[i- 2 c], Ôw f[i-

2 c]}, {0, O, O, 0}}}, 

{h[i] = {O, O, O, f[i - 3 c]}; 

ln[i] = { {0, O, O, 0}, {0, O, O, 0}, {0, O, O, 0}, {âx f[i- 3 c], Ôy f!i- 3 c], 

Ôz f[i- 3 c], Ôw f[i- 3 c]}}}]]]; 

i++]; 

(*Cálculo das imagens do operador homológico. *) 

For[n = 1, n <=r, { 

oh[n] = A.h[n]-ln[n].A.{{x}, {y}, {z}, {w}}(*, Prlnt[oh[n]]*)}; n++J 

(*Rotina que explicita a matriz das imagens do operados homológico ("MatCoef'). *) 

Foru = 1,j <=r, 

For[i = 1, i <= r, 

{ If[j <=c, 

bD, i]= Coeffi.cient[TakeMatrix[oh[i], {1, 1}, {1, 1}], f[j]J, 

If[(c + 1) <= j <= 2c, 

b[i, i] = Coefficient[TakeMatrix[oh[iJ, {2, 1}, {2, 1}], f[i- c]J, 

If[(2c + 1) <= j <= 3c, 

b[i, i]= Coeffi.cient[TakeMatrix[oh[i], {3, 1}, {3, 1}], f[i- 2c]], 

b[i, i] = Coeffi.cient[TakeMatrix[oh[i], { 4, 1}, { 4, 1 }],f[i - 3c]JIIJ;} 

; i++] 

; j++J; 

For[n = 1, n <=r, 

lin[n] = Flatten[Table[b[n, i], {i, r}J]; 

col[n] = Flatten[Table[b[i, n], {i, r}J]; n++]; 

MatCoef := AppendRows[Table[lin[qJ, {q, r}]]; (*MatCoef- matriz dos coeficientes de 00.*) 

e= Det[MatCoef]; (*O deteminante de MatCoef*) 

} 

(*Esta condição abaixo explicita a forma normal procurada dependendo de A . Caso não seja 

possível encontrar a forma normal até o Jato de ordem " jato", então apresenta a mensagem a 

seguir.*) 

If[O ==O, {KernelOHom = NullSpace[Table[col[w], {w, r}]]; 



prod KernelOHom. Table[as h[s], {s, r}]; 

termres = Plus @@ prod; 

FN[x_, y_, z_, w_J =A. {x, y, z, w} + termres; 

If[ k <=jato, {(k++); Goto[passol]}, 

Print[" O Sistema não tem termos ressonantes até o jato de order ",jato, "."]];}] 
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Os leitores interessados no caso n = 3, bastam comparar o caso n = 2 e n = 4, 

retirando uma variável do caso n = 4, o que implicará na redução de de uma variável nas 

seguintes partes: na rotina que calcula quantos termos de ordem k existem para a matriz 

A, na obtenção dos monômios, na rotina do cálculo do Jacobiano dos elementos de HH e no 

cálculo das imagens do operador homológico. 
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