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Resumo

Neste trabalho é desenvolvido um estudo sobre Sistemas Dinamicos Reversivels em

R

O objetivo deste trabalho é analisar as propriedades de tais sistemas e classificar
as singularidades simétricas de campos reversiveis através de sua parte linear utilizando
formas normais convenientes. Além disso, centramos atengiao ao estudo de familias a 1-

parametro de campos reversiveis. dando énfase & existéncia de orbitas homoclinicas.

As formas normais utilizadas serdao importantes na ultima parte do trabalho, onde
dedicamos atenc¢ao especial a procura de érbitas homoclinicas para os sistemas acima cita-
dos. além da persisténcia dessas orbitas em sistemas perturbados. Além disso, discutimos
a consequéncia dinamica que a presenca de certas orbitas homoclinicas causam ao fluxo

de sistemas cuja linearizagao pertencem as referidas regioes.

v



Abstract

In this work a geometric approach of Reversible Dynamical Systems is done.

Our main purpose is to classify the symmetric properties of Reversible vector fields
by means of the exhibition of efficient normal forms. Moreover, a study of occurrence of

homoclinic orbits is also performed.



Introducao

Os Sistemas Dinamicos Reversiveis constituem uma area emergente na fisica-matema-
tica e tem sido alvo de estudo, nas ultimas décadas, por inimeros matematicos e fisicos.
Tais sistemas sao caracterizados por possuirem uma simetria reversa, isto é, se X(z) é
um campo vetorial definido sobre uma variedade n-dimensional M entao X é reversivel

se existe uma aplicacao R : M — M que satisfaz:
dR. X (z) = —=X(Rxz)

Nos casos que trataremos aqui iremos supor que R € uma involucao, ou seja, R? = Id.

O estndo de tais sistemas é de grande importancia devido ao seu aparecimento em
problemas praticos como por exemplo. aqueles que possuem simetriaas espaciais, ou ain-
da. em problemas que sio reversiveis em relagao ao tempo como € o caso da oscilacao
do péndulo simples sem atrito. Em [20] encontramos um nimero enorme de exemplos de
sistemas reversiveis. Também em [16] encontramos uma resenha com uma abordagem de

resultados recentes sobre Sistemas Reversivels e uma farta bibliografia.

O objetivo principal deste trabalho é classificar as singularidades simétricas de Cam-
pos Reversiveis em R* através de sua parte linear onde utilizamos uma forma normal
apropriada. Além disso, estudamos familias a 1-parametro X, de campos reversiveis dan-

do énfase a existéncia de érbitas homocinicas.

Este trabalho esta distribuido da seguinte forma: no Capitulo 1 definimos Sistemas
Reversiveis e Equivariantes e destacamos algumas propriedades importantes do fluxo de

tals sistemas.
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No Capitulo 2 obtemos formas normais eficientes para campos definidos em uma
variedade n-dimensional M. em torno de um ponto critico, a qual sera de fundamental

importancia para o estudo da dinamica no préximo capitulo.

No Capitulo 3 restringimos nosso estudo a um Sistema Reversivel em R*, com sin-
gularidade na origem. e a partir de sua linearizacao na origem distinguimos regioes e
curvas particulares no plano (a.,b) dos parametros do sistema mencionado. As curvas
constituem as fronteiras das referidas regides. Tais curvas e regides, em geral, corres-
pondem a dinamicas topologicamente distintas. A partir dai, o nosso objetivo serd obter
condigbes para a existéncia e persisténcia de orbitas homoclinicas para os sistemas cuja
linearizacdo pertence a uma das curvas C;, ¢ = 0,1.2. Além disso, com respeito as re-
gides R;, j = 1,2,3 analisamos a consequencia dinamica que a presenca de certas érbitas

homoclinicas causam ao fluxo de sistemas cuja linearizagao pertencem as referidas regices.

A presenca de orbitas homoclinicas é importante em aplicacoes por vdrias razoes: por
exemplo. sob certas condigoes, podemos detectar a existéncia de comportamento cadtico
nas proximidades de tal érbita (isto é. dinamica “shift” associada com o difeomorfismo
ferradura e fenomenos de Shil'nikov). usando as propriedades de Sistemas Reversiveis.

Algumas questdes naturais que podem ser consideradas a partir do exposto neste
trabalho:

e Quando (localmente) Sistemas Reversiveis e Hamiltonianos sao “equivalentes™”?
Quanto a esse fato sabemos que existem exemplos de Reversiveis que nao sao Hamil-
tonianos. No entanto. em geral, é dificil detectar quando um sistema é Reversivel.

Localmente, isto pode ser respondido através da teoria de formas normais.

e Considerando uma familia a um parametro X, de campos reversiveis transversal
a C,. onde os autovalores sao £i¢ e 0 (duplo). verificar o surgimento de drbitas

homoclinicas

e Considerando em R um campo vetorial X' R-reversivel satisfazendo:
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— 8§ = Fiz R é uma variedade diferencidvel 2-dimensional;

— X(p1) =0, p1 # 8, e DX(p;) possue autovalores A = #a =+ ib. Desta formy

X(R(p1)) = X(p2) = 0 e os autovalores de dX (p;) sio Fa =+ ib;

= W¥(p) h W?(p;) em z, € § e W¥(py) h W¥(py) em z; € S 0 que d4 origem

um ciclo heteroclinico simétrico.

Com essas hipdteses fazer uma analise da existéncia de 6rbitas homoclinicas num

vizinhanga tubular da érbita heteroclinica simétrica tal como no caso Sela-Foco na regia
1.

jav]

L




Capitulo 1

Simetrias

Este capitulo € dedicado a introdugao dos conceitos referentes a Sistemas Reversiveis
e Equivariantes, além de uma descricao de algumas propriedades importantes do fluxo de

tais sistemas.

1.1 Simetria e Anti-simetria em Sistemas Dinamicos

Consideremos dois tipos de sistemas dinamicos, um com tempo continuo (¢ € R) e
outro com tempo discreto (n € Z) definidos em algum espaco de fase M.
Sistemas com tempo continuo sao tomados em geral como sendo fluxos gerados por cam-
pos vetoriais e sistemas com tempo discreto sao geralmente tomados como sendo iterados
de uma aplicacdo f. Na maioria das aplicages de interesse M serd uma variedade dife-
rencidvel, no nosso caso, M = R".
No contexto continuo. consideraremos equagoes diferenciais ordindrias auténomas da for-

ma

dr

— = F(x). (xr € M) (1.1.1)
dt

onde F : M — T M é um campo vetorial C*. A dinamica de (1.1.1) é dada por um fluzo

do tipo



2 Simetria,

LY 2

Ly 2 ﬁ/j — .-M
1 x(T) = ou(z(7) = 2(T + t) (112
tal que
Pty © Pty = Py 414 (1.1.3

Definigao 1.1.1 : Dizemos que wma aplicagao invertivel (C*) R : M — M ¢ uma

sumetria reverse (ou anti-simetria) de (1.1.1) quando

dR(x) i
F aaa —F'(R{z)), (1.1.4)
ou equivalentemente, quando
dR |, F(z) = —=F(R(x)), (1.1.5)

onde dR |, denota a derivada de R em z.

Simetrias reversas sao tranformagdes do espaco de fase que aplicam trajetérias em
outras trajetorias do mesmo sistema dinidmico revertendo a direcao de percurso em relacio
ao tempo.

Em termos do fluxo ¢, (1.1.4) e (1.1.5) implicam

Rops=¢_,0R. YteR (1.1.6)

Isso segue do fato de que Ro ¢, e ¥—t © R sao solugdes de & = —F(z) que passam por
R(z) quando t = 0.
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No contexto da mecanica cldssica. onde as equagoes diferenciais ordinarias sdao deri-

vadas de Hamiltonianas H(g. p). a simetria reversa convencional é dada por
R(g.p) = (4. ) (1.1.7)

onde a funcao Hamiltoniana satisfaz H(q.p) = H(g, —p).

Definicao 1.1.2 : Uma aplica¢do diferencidvel h : U C R*® — R?", onde U é um

subconjunto aberto. € dita simplética se

[Dh(z)]T S - Dh(z) = S onde §= ( O *fnm)

NnINIT 0"2 In

Note que no exemplo anterior R é uma involucao (i.é, R? = id). e R é anti-simplética,
q p

como abaixo descrito.

I 0
De fato, note que R(p,q) = (¢,—p) = DR(q.p) = ( - )

Dai.

[DR(q.p)]" - S - DR(g,p) = =S

Note que, no caso de um sistema Hamiltoniano. R(¢,p) = (¢. —p) é uma simetria
reversa. desde que a funcao Hamiltoniana H(q. p) satisfaca H(q.p) = H(q. —p)

O sistema dinamico associado a fun¢ao Hamiltoniana é dado por:

_ OH
q o
_ _0H
Dat. F(g.) (&H( \ OH )T
;& B 5 = ] s
EPI= 1\ P T 5(q. p)



4 Simetrias

E portanto segue que DR(q, p) - F(q.p) = —F (R(q,p))
Por analogia ao caso de fluxo, dizemos que uma aplicacdo invertivel R : M — M é uma

simetria reversa de uma aplicacao invertivel f M — M quando

Rof=f"10oR (1.1.8

Definicao 1.1.3 (Sistema Dinamico Reversivel): Um sistema dinamico é dito re-
versivel quando ele possue uma simetria reversa R satisfazendo (1.1.4), ou (1.1.8) para

fuzos auténomos ou aplicagoes, respectivamente.

Na literatura podemos encontrar uma definicdo para sistemas reversiveis analoga a de-
fini¢do acima supondo. no entanto. que a simetria reversa R é uma involucdo, isto é.
R? = Id. Em tais casos um sistema dinidmico que possue difeomorfismo que ndo satisfaz

R? = Id é dito um sistema dindmico fracamente reversivel.

Vejamos alguns exemplos de sistemas dinamicos reversiveis.

Exemplo 1.1.1 : Todos os sistemas Hamiltonianos com Hamiltoniana H(q,p) satisfa-
zendo H(q,p) = H(q, —p) com R da forma (L.1.9),

Exemplo 1.1.2 : Todas as equacoes de oscilagdo da forma

d*q \ o
—= Ffg). F:R" 5 R (1.1.9)
De fato. considere o sistema associado

dg _
7
Et_:F(Q)

Assim, G(g,w) = (w, F(q)). Tome R(q,w) = (g, —w)
Segue entao que DR(q,w) - G(g,w) = ~G(R(q,w))
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Razoes pelas quais surgem reversibilidade:

e Reversibilidade no tempo devido a hipdtese natural de tempo reversivel da equacio

do movimento.

e Reversibilidade no espaco surgindo devido a hipdtese natural de simetria espacial

do modelo fisico.

e Reversibilidade surgindo devido a estrutura especifica do problema matematico em
questao.

Existem, em geral, duas perspectivas pelas quais se consideram sistemas dinamicos
reversiveis. Por um lado. eles podem ser tratados por uma perspectiva simétrica, ja que
sistemas reversiveis sao definidos em termos das propriedades simétricas. Por outro la-
do, historicamente o interesse em sistemas reversiveis tem sido geralmente no contexto
dos sistemas Hamiltonianos. Primeiramente, isso é porque varios exemplos de sistemas
dinamicos reversiveis em aplicacoes sao também., na realidade, Hamiltonianos. Em segun-
do lugar. existe o notavel fato de que sistemas reversiveis e Hamiltonianos tém interes-

santes aspéctos dinamicos em comum.

Outro tipo de simetria que pode ocorrer num sistema dinamico é dada por uma apli-
cagao S : M — M que aplica drbitas do sistema em drbitas do mesmo sistema dinamico

sem reversao da direcao de percursso.

Definicao 1.1.4 : Dizemos que uma aplicagdo wnvertivel (C*) S : M — M é uma
simetria de (1.1.1) quando

= F(S(z)). (1.1.10)

ou equivalentemente, quando
dSl.~Fiz)= F(Siz)), (1.1.11)

onde dS|; denota a derivada de S em x.



6 Simetria

L¥ 2

Em termos do fluxo ¢, (1.1.10) e (1.1.11) implicam
Sopyi=¢pi08 VeR (1.1.12

Tal nocao de simetria para sistemas dinamicos, sendo aquelas transformacoes do es:

pago de fase que comutam com o operador evolucao, corresponde 4 noc¢ao de equivariancia

Exemplo 1.1.3 : Considere o sistema

T= y
j= -2
€ a rotagao de 90° no plano dada por S(z,y) = (-y,z)
Temos que: F(x,y) = (y, —z). Dai,
DS|(zy) - F(z.y) = F(S(z,y))

Portanto S é uma simetria para o sistema

Geometricamente temos que 0 espago de fase do sistema acima é dado por circun-
feréncias concéntricas com centro na origem. E claro que rotagées de 90° aplicam tra-

jetorias em trajetorias sem reverter o senfido de percursso.

1.2  Orbitas Simétricas
Considere um sistema dinamico invertivel definido num espaco de fase M.
Definigdo 1.2.1 : Pgrg cada T, € M definimos a drbita por Z, como:
Ozo) ={zeM/z=yz,); te R}

para o caso continuo. Neste caso, as drbitas sdo curvas continuas ou pontos isolados (no
caso de um ponto de equilibrio)
ou ainda,

Ozo) ={zreM/x= f*(z,); ne Z}

para o caso discreto, onde f € uma aplicacdo definida em M. Neste caso, as orbitas sao

conjuntos discretos.




Orbitas Simétricas

Definicao 1.2.2 : Dizemos gue uma orbita de um sistema dindamico € simétrica com
relagdo a uma simeiria (ou simetria reversa) T se T aplica a drbita nela mesma, 1sto €,

O(z,) € simétrica se T(O(z,)) = Olz,)-

Segue da definicao que se uma Orbita é simétrica com rela¢do a uma simetria (ou
simetria reversa,) T'. entao todo ponto dessa orbita é aplicado por T na mesma 6rbita, isto
é. T(z) = ¢-(z) para algum 7 € R (no caso continuo) ou T'(z) = f* (:c) pard algumn € Z
(no caso dlscret.o). Dai segue que = € Fiz[(p7') o T] ou z € Fix [(f~) o T]. onde

Fiz(A)={r e M Az =z}
¢ o conjunto dos pontos fixados por A.

Definigdo 1.2.3 (Ponto de equilibrio Simétrico): Dizemos que um ponto de equilibrio
para um sistema reversivel € simétrico se ele pertence ao conjunto Fix(R) onde R € a

simetria reversa para o referido sistema.

Lema 1.2.1 : Fiz(AoRo A™Y) = A- Fiz(R)

Prova: z € Fiz(AocRoA™)) & AcRo A (z)=r s RoA Y z)= A" (z) &
& A Yx) € Fiz(R) & r € A- Fiz(R)

Proposigao 1.2.1 : Considere um campo vetorial autonomo com uma simetria reversa
R. entdo a orbita O(z,) € stmétrica com relagdo a R se, € somente se, eriste um ponto
z € O(x,) tal que z € Fiz(R). Mais ainda, uma drbita periddica O(x,) tem periodo T

se. e somente se, x € pr Fix(R).

Prova:
R(z5) = pr(20) ® 9=z 0 R(x,) = =z 0 - (20) & Rop; = p3(%0) & w3 (7,) € Fizx(R)

Mais ainda.

z = ¢r(z) = R(z) & (proyr)(z) = (p1oR)(z) = Rop-z(z) & 2 = ¢r(z) = por(z) =
?.TORO r¢>’1‘:-'

@
Dai. segue do lema (1.2.1), que z € pz(Fiz(R)).



8 Simetria,

Para o caso discreto temos:
Lema 1.2.2 : Seja f uma aplicagio possuindo uma simetria reversa R entao:

B . . -
Fiz(f? o R) = Eszzx(R), se p € par
= Fiux(foR), sep € impar

Prova: De fato.
Suponha p par:

€ Fiz(foR) & (ffoR)(z) =z (ffofioR)(z) =1
ou seja.
= fH((f? o R)(2)) = f(y)

e ainda,
R(y)=(RoffoR)(z) = (Ro f¥ o fPo R)(x) = (f} o R)(f" o R(z)) = (f3 o R)(2)

=z € f2Fiz(R) = Fiz(f’ o R) C f3Fiz(R).

Por outro lado.
z€ fiFiz(R) = = f3(y), ye Fiz(R)

(f7eoR)(z) = fPoRo fi(y) = fPo f~¥ o R(y) = f3 (y) =z =z € Fiz(f’ o R)

Portanto,
Fix(fPoR) = f‘gFéx{R), se p é par.

Suponha p impar:

z€ f*T Piz(foR) =z = f*F(y), y € Fiz(f o R)

(fPoR)(z) = fPoRo [ (y)=fPo fFoR(y)=fPofF ofoR(y) =
=fPofF (y) =% (y) =2 =z € Fiz(fP o R).

Por outro lado.

+1

€ Fiz(ffoR)= (fPoR)(z)=2= f7 ofT oR(z) =z

=Y

LIl
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== f5(f% oR(z)) = f7T (y)

foR(y)=(foRof5 oR)(z)=Rof'of* oR(z)=Rof5 oR(z)=

AL

=Ro [~ o fPoR(z) = (f* e R)(f? o R(z)) = (f*F o R)(z) =y
=y € Fix(f o R)

Portanto.
Fz':r(f”oR]sz;_!Fz.r(fOR). se p € par. =

Proposicao 1.2.2 : Seja [ uma aplicagcao possuindo uma simetria reversa R, entdo a
arbita O(z,) € stmétrica com relacdo a R se, e somente se, existe um ponto x € O(z,) tal
que z € Fiz(R)|J Fiz(f o R). Mais ainda,

i) Se O(z,) tem periodo impar p entdao ela tem um ponto em

Fiz(R)N f 5T Fiz(f o R);

i) Se O(z,) tem periodo par p entdo ela tem um ponto em Fiz(R)( f%Fiz(R), ou um
ponto em Fiz(f o R)(fiFiz(fc R).

Prova: Se um ponto z, pertence a uma orbita simétrica, entdo existe um m € Z tal que
R(zo) = f™(z0).

Dal, se m é par temos:

isto &,
f%(z,) € Fiz(R) se m é par.

Se m é impar temos:

R(z,) = f™(z,) = f o R(z,) = [ (z,) = Ro f7(z,) = f™(z,)

m-+1 m

= FAR

(Ro f~Y(z,) = f°F (25) = (Ro 75 o fY)z,) = [°F (z,)
= (foR)(f™F (o) = f7F (),

15t0 €,

™ € Fiz(f o R) se m é impar

Portanto. existe x na orbita simétrica tal que r € Fiz(R) U Fuz(f o R).
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Suponha z € Fiz(R).
Rig) =& Ref*u) = "), VYei.
Se a drbita tem perfodo par segue que y = f%(z) € Fiz(R) ja que
Ro f% = f%(z) = f¥(z)
Logo, O(z,) tem um ponto z € Fiz(R) tal que
=y € Fiz(fP o R) = f% Fiz(R)
Portanto

y € Fiz(R) N f2Fiz(R)

Analogamente, se p é impar temos:

z € Fiz(R)

; z(fPo R) = f*T Fiz oR
xEFix(fp):;)IEFw(f R) = 7 Fiz(f o R)

Portanto,
z € Fiz(R) N f*7 Fiz(f o R).

Suponha agora que = € Fiz(f c R).

(foR)(z)=z= (foR)(f"(z) = f™(z), VezZ

Se a drbita tem periodo par segue que y = f%(z) € Fiz(f o R).
Dai,
Fiz(f _
ye ZI.(J( o R} =ye Fix(fp-{-l o R) = ng?lI(foR)
y € Fiz(fP)

Portanto,
y € Fiz(f o R) N fEFiz(f o R).

Se a drbita por z tem periodo impar e (f o R)(z) = z entdo:

Ro f™(z) =z= Ro f"!(z) = f ()
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Fazendo n = 9—;—1 temos:
Ro [T (z)= f5(2) = 7 (2) >

p=1,
s :(I)EF“‘(R] : p Lt S
R i e

Portanto.

-;EFiz(R'}ﬂfEE_]Fim(foR) &

1.3 Orbitas Homoclinicas Simétricas

Considere um sistema dinamico reversivel com simetra reversa R.

Seja r, um ponto de equilibrio do sistema e sejam
Wz,) ={zeM /flim wi(z) = 7o}
—00

We(z,) = {z € M / lim @i(z) = 2o}

as variedades estavel e instavel. respectivamente, em z,, onde ¢t € R.

Para o caso tempo discreto definimos
Wo(z,) = {x € M / lim f"(z) = z,}
n—oQ
W(z,) ={re M/ lim f*"(z)=2a,}
H=+—0C

como sendo as variedades estavel e instavel, respectivamente, em x,,.

Um ponto x € W?(z,) N W*(z,) é chamado um ponto homoclinico para x, e a érbita
por r é chamada de orbita homoclinica. A ocorréncia de orbitas homoclinicas sao ca-
racteristicas importantes na dinamica de um sistema. Por exemplo. quando um sistema
possue um ponto homoclinico transversal (quando 1W*(z,) e W*(z,) se interceptam trans-

versalmente), ocorrem fenomenos caoticos que podem ser descritos como uma aplicacao

tipo ferradura.

Proposigao 1.3.1 : Seja S uma simetria de um sistema dindmico tendo x, como ponto

de equilibrio. entao

S(WHW(g,)) = W(z,) & z, € Fiz(S)

11
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Simetrids

Prova: Suponha S(W*(®)(z,)) = s (o)

By € W (z,) = S(xo) € Wx) = tlim Wt(S(xo)) =T
—00
Dai,
To = lim ©4(S(z,)) lim S(ey(z,)) = S(z,)
53 (Ea) = 2,

Reciprocamente suponha S [ =
Seja z € W*(z,). Mostremos que S5(z) € W3(=z,).

hm ¢ (S(z)) = Hm S(p(2)) = S(z,) = z,.

Logo S(W*(z,)) We(z,). Como dimWs(z,) = S(W#(z,)) segue que

S(W(z,)) = Wz,

A prova para W(z,) é analoga. Também segue com o mesmo raciocinio a prova para

sistemas dinamicos discretos.

Proposicao 1.3.2 : Seja R uma simetria reversa para um sistema dindamico que tem z,
como ponto de equiltbrio, entdo

We(z,) N Fiz(R) W R(z,)),
Wz, N -Fiz(R) ¢ W R(z,)).
Prova: Se z € Ws(z,) N Fiz(R), entdo lim,_,, p,(z) = T, @
lim o(z) = lim ¢,(R(z)) = lim R(gi(x)) = R(x,).
t——20 f—no t—oo

Portanto, z € W¥(R(z,)), isto é. W*(z,) N Fiz(R) C W*(R(z,)).
O outro caso é analogo.
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Proposicao 1.3.3 : Seja R uma simetria reversa para um sistema dinamico que tem x,

como ponto de equilibrio, entao
R(W*W(z,)) = W*8)(z,) & z, € Fiz(R)

Observagao 1.3.1 : Se R é uma simetria reversa para um sistema dinamico e &, €
Fixz(R) € um ponto de equilibrio para o sistema, entdo intersecoes de variedades estdvel
(instavel) com Fixz(R) wmplicam na emsténcia de orbitas homoclinicas simétricas com
relacdo @ stmetria reversa R. Assim, a proposicdo (1.5.2) fornece um critério para per-
sisténcia de drbitas homoclinicas que sdo simétricas com relagdo @ simetria reversa., a

saber, quando a wntersecao W*(z,) N Fiz(R) for transversal.



Capitulo 2

Formas Normais C* de Campos

Vetoriais Locais

O objetivo deste capitulo é obter formas normais eficientes para campos vetoriais,
nao necessariamente reversiveis, definidos em uma variedade n-dimensional M em torno

de um ponto critico.

2.1 Introducao

Um campo vetorial em uma variedade C*, M. é uma aplicacio
P P

v M—->TM (2.1.1)

no fibrado tangente de M. Em coordenadas locais, ulm) = (J.‘,Z Ug-(z)a—';), onde % é

uma base em T, M.

Dado um campo vetorial v defina a equacao diferencial

dx
— = y(xz). 2.1.2
Sua solugao (ou trajetéria de v) é uma curva z : R — M satisfazendo a equagao.
isto é.
dx =
— = #glxlt)).
7 = viz(d))

O problema principal consiste em uma investigacao dessas solucaes.

14
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Um difeomorfismo ¢ : M — M leva o campo vetorial v ao campo vetorial
(p.v) (z) = (&'(x) T w(o(z)), z€ M
onde ¢'(x) é a matriz Jacibiana da aplicagdo ¢(z).

Definigao 2.1.1 : Dois campos vetoriais v € U sao ditos conjugados se existe uma trans-
formagao ¢ tal que

U= @

A idéia natural € levar o campo vetorial », por uma transformacao, a uma forma
“normal” simples a qual é mais conveniente para o estudo. Em outras palavras, surge o
problema de classificar os campos vetoriais por conjugacgao. Esse é um problema compli-
cado e nao sdo conhecidos muitos resultados gerais.

Uma parte desse problema “global” é seu aspécto local.

Definicao 2.1.2 : Dois campos vetoriais v € U sGo ditos localmente conjugados em uma

wizinhanga de um ponto x, € M se exriste uma transformacao local
o: (U.z,) = (V,2,)

de uma vizinhanga U em uma vizinhanca V' tal que

#(z) = (¢uv) (T), zel.

No contexto local, podemos identificar uma vizinhanca U e o espago tangente 7.U, z €

i
ozt

U com o R, Com essa identificacio, um campo vetorial local v = (z, Y, v:(2)=%) pode

ser identificado com a aplicacdo v : (R". z,) — R™.

Exemplo 2.1.1 : Seja v(z,) = e # 0. Entdo pelo teorema do fluzo tubular o campo
vetorial v pode ser localmente “retificado”. isto €, ele € localmente conjugado ao campo
vetorial constante

(d,u) (z) = e, re U

E claro que. as trajetdrias do campo vetorial constante sao retas

z(t)=te +2



16 Formas Normais C> de Campos Vetoriais Locais

A classe da transformacao é no exemplo (2.1.1) é a mesma classe da aplicacao v.

fa»]

No que se segue consideraremos campos vetoriais C® e transformacées ¢ de class
C*. A invertibilidade de ¢ numa vizinhanca de z, é equivalente 3 invertibilidade di
matriz Jacobiana ¢'(z,).

Um ponto z, € M tal que v(z,) # 0 é chamado nao-singular para o campo vetorial
v. O teorema mencionado acima nos da uma estrutura de um campo vetorial numa

vizinhanca de um ponto nao-singular.
Exemplo 2.1.2 : Seja
v(z) = Az +h(z), z€R, KD = h'(0) =0

um campo vetorial C™> sobre R. A origem € um ponto singular. Se ) # 0, entdo v 6

localmente, em torno de 0, C*-conjugado ao campo vetorial linear 0(x) = \x.

De fato, procuremos uma transformacéo da forma

tal que

Dai, temos que:
[6'(2)]7 v(o(2)) = o(z), isto ¢,
(A +o(z) +2¢'(2)) ™ (Az + Azg(z) + h(z + zp(z))) = Az
= (A2 +220(z) + hiz + 20(2)) = (1 + p() + 2¢'(2)) Az
E dai.

xRz + zo(x))
3 ] _—
) Az?

Como h(0) = A'(0) = 0. a fungao A pode ser reescrita na forma

h(z) = z%g(x),

onde g também é uma funcio C* na vizinhanca de zero.

Assim, chegamos ao problema de Cauchy
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Pelo teorema de existéncia, ele tem uma solucao local de classe C™.

Note que as trajetérias do campo vetorial linear 9(z2) = Az tém a forma

z(t) = e¥z.

2.2 Campos Vetoriais na Reta

Ainda considerando o exemplo (2.1.2) vejamos o que ocorre quando temos uma

degeneracao adicional de v, isto €. quando A = (. Assuma que
v(z) = ox” + h(z), a#0, R(0)=---=h" =0, r>2.
Teorema 2.1 : Existe uma transformacdo local C>, &(x). levando v a forma normal
#(z) = £a" +dz* L

O smal = depende de r: se r € par entdo o sinal é +. Caso contrdrio o sinal € dado pelo

sinal de «, isto €, £ = signia).

A prova deste teorema dependo do seguinte lema:

Lema 2.2.1 : Se
w(z) = #(z) + 2% g(z) (2.

o
o
o
—

onde g é uma funcdo C™ locel entdo w e © sao localmente conjugados.

Prova: Tomando o(z) = 2+ 27 (). com ©(0) = 0 e supondo que ¢ é uma conjugacao

entre & e U temos:

ou seja.

w(o(z)) = ¢'(2)d(z) = wlz +170(x)) = (1 + 2"¢'(z) + ra” " v(z)) B(z)
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e daf segue que:

(1 +27¢(2) + re"5(2)) 6(z) = 0(o(z)) + (6(2))™ g (6(2)).

Podemos reescrever a igualdade acima como

¢'(@) = h(z,p(x))

onde h(z,y) é uma func¢ao Co°

. Pelo teorema de existéncia, existe uma solucdo C* local
%, 9(0) =0.

Assim, para completar a prova do teorema 2.1

devemos checar que » pode ser trans-
formado na forma (2:2.13,

Para isso, assuma que

v(z) = ax” + az? + o(z?1)
comge {r+1,-.. 2r— 2} e mostremos que por uma transformacédo polinomial da forma

P(z) =z + ¢z?~"+!

podemos eliminar o termo gi?
De fato,

(3:0)(2) = (1+ (g = r+ ert™) ™ [a (2 + oty

+a(z+ ) L o(z?)]
=(1-clg=r+1)z9" + oz ) [a (2 + ez +a (2 + R ofz*™)] =
=z’ +orcr? +az? — aclg—r + Dz +o(29%!) = az” + [ac(2r — g — 1) + )29 + o(z9t).
a

alg—2r+1)

Assim, tomando ¢ —

,ondeqe{r-%l:---:?r—?}
temos

(@uv)(z) = az” + e{zTH,

Segue portanto que a transformacao

@(I) =g@10---0 Qr—2
com

(zf’i(:‘!:):l‘_'!_czxi_ri* 3-61,"',7'—9

Faa
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leva o campo v a forma
u(z) = (¢.v)(2) = az” + az” ! + 2% k(z).
Considere agora a transformacao linear
w(r) =tz, t#0
Temos que:
(wou)(z) = [L-:-"(;xc]]_l u(v(z)) = % lat"z" + at* ~la¥ " + t2TI2"k(t:ﬁ)] =
= ot + b2¥ !t + ¥ k()
Se r é impar entdo r — 1 é par e tomando t = —ﬁ temos:
(¥ou)(2) = sign(a)a” + bz* ' + 2% k(z)
Se r é par entao r — 1 € impar e tomando ¢ = 'Tl_\f& temos:
(vau)(z) = 2" + bz? ! + 22 k()
n

Note que o coeficiente d na forma normal obtida no teorema 2.1 é invariante: se duas
formas normais sao conjugadas entdo elas coincidem.
De fato. suponha que v;(z) = 2" + d12° ! e va(z) = 7" + dya? ! sao conjugados. Entao

existe uma transformacao C'*

tal que:

(@uvr)(z) = va(a),

ou seja,
vi(o(x)) = ¢'(z)va(z) = vi(z + zh(z)) = (1 + A(z) + zh'(z))va(z)

= (z + zh(z)) + di (2 + zh(z))" ™" = (1 + A(z) + zh'(2)) (27 + daz® )
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Igualando os termos de Mesmo grau na igualdade acima obtemos que ¢(z) = x+cz” pars

i
e —

Os termos de grau r.s onde s é o indice de menor grau em A. E, considerando tal funcal
h, ainda obtemos na igualdade anterior que d; = d; e desta forma, ¢ = 0, isto é. o(z) = 4]

O teorema 2.1 nos d4 uma lista completa das formas normais de campos vetoriai
“nao totalmente degenerados” . isto €. onde existe r > () ta) que v (0) £ 0.

L7 2

Um campo vetorial com

v 0) =0, ¥Yr=19...

é chamado “fat”.

2.3 Aplicacio Formal e Campos Vetoriais

Sejam w e v campos vetoriais C*, localmente C*-conjugados numa vizinhanga da

origem,
w(z) = (¢.v)(z), ¢:(U,0) — (V,0).
Denote por (), 9(z) e ¢(z) as séries de Taylor formais em zero das aplicagdes w, v e
@, respectivamente.
Entao
“(2) = (9'(2))"5(4()).

Isso significa que a conjugacao local C* implica em conjugacao formal.

Mais precisamente, uma aplicagao formal
F:R* - R™

€ definida como sendo uma série formal

(= o]

F(z) =Y F®(g)

k=0
onde F ) . Rn _y pm ¢4 uma aplicacao polinomial homogénea de grau k. Em particular,
FO(z) = cte € R™ & o termo independente de F. Usualmente consideramos uma apli-
cagao formal sem termo independente, isto ¢, 30 (z) = 0.

Em coordenadas

T= (21, ,1,) € R®




Aplicacao Formal e Campos Vetoriais 21

a aplicacao formal pode ser escrita como uma série

m
oo
o= (33
k=0 |I|=k
=1
onde I = (I;.--+ . I;) é um inteiro multi-indice e
(I|=hteotly o =ahogh,

O conjunto de todas as aplicacoes formais serd denotado por Rn, m|. Esse conjunto é um
espaco vetorial sobre R com relagao a adigao.

O conjunto R[n. 1] de séries formais f : B" — R tem uma estrutura de dlgebra sobre
R. De maneira 6bvia definimos o produto f.F onde f € R[n.1] e F € Rin,m]. Isso
implica que R[n, m| tem uma estrutura de R[n. 1]-médulo.

Se F € Rln,m| é uma aplicacio com F(¥ = 0 e ¢ € R[m,!l] é arbitraria entdo
definimos a composi¢do ¢ o F € Rln, (] (substituicdo de uma série em uma série).

Seja R, [n, m| o espaco das aplicacoes formais com termos livres nulos. O subgrupo
de aplicagdes invertiveis consiste dos elementos

k>
o(z)=Az+ > o z)

com parte linear A nao-singular, isto é, det 4 # 0. Chamamos tais tipos de aplicacoes de
difeornorfismos formazs.

Dada F € Rln,m| podemos definir as derivadas parciais

oF AF*) ()

d_‘rt B dz,
k

e a matriz Jacobiana (sobre o anel R[n. 1]. isto é, com elementos do anel):
OF7
Fliz)= | —
@=(5%)

K
Fila)="Y B!, j=13 m
ifi:{]

onde

Com uma aplicagiao-C*> local ¢ : R* — R™ podemos associar a aplicacao formal

¢ = i o)
k=0
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onde

i
(f?ﬁfk}(_’[;) - Z 1 0 @L'(O) .I.‘J.

— Lit--- L) 0z;

Essa aplicacdo é chamada a série de Taylor de ¢ na origem.

Lema 2.3.1 (Lema de Borel):-[13] Para cada aplicacio formal F € Rln, m] eziste
uma aplicagio C®, ¢ : R* — R™, tal que ¢ = F.

Em outras palavras, a correspondéncia ¢ — ¢ é sobrejetora. E claro que nao é
Injetora; seu niicleo consiste das aplicacées “fat”, isto é,

96(0) _ ik L
el N N

Podemos interpretar uma aplicacdo formal ¢ € R,[n,n] como um campo vetorial
formal obtendo assim um sistema formal

dz
di

it

(=)

A transformagao formal z — &(z) leva o sistema em

dx

com &(z) = [¢'(z)]"'9(é(x)). Dessa forma, os campos vetoriais formais ¢ e w, sao ditos
conjugados.

Definicao 2.3.1 : Dois campos vetoriais C*, vew, sio ditos formalmente conjugados se

as correspondentes séries de Taylor formais, © e &, sdo conjugadas como campos vetoriais
formazs.

Com base nessa definic@o e no lema de Borel, podemos dizer que dois campos vetoriais
v e w sao formalmente conjugados se existe uma transformacao local C*>, ¢, tal que a
diferenca 7 = w — ¢,v é “flat”na origem.

Assim, dado um campo vetorial local C*, %, o problema de encontrar sua forma
normal possue duas partes: uma parte “algébrica”, que consiste em procurar formas

normais de v e uma “funcional” que consiste na possibilidade de eliminar “flat” residuais

T
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2.4 Linearizacao

Os campos vetoriais com uma singularidade na origem mais simples é o campo linear
wiz) = Az,
Suas trajetorias tém a forma

z(t) = exp(At)z

e podem ser facilmente investigadas. Dessa forma. uma idéia interessante é analisar
quando é possivel linearizar um campo vetorial.
Tendo esta idéia em mente, comecemos com o problema formal correspondente.

Seja v(z) = .43:+Z v®)(z) um campo vetorial formal com parte linear v (z) = Az.
k2
Procuremos uma transformacao formal

dz)=2+3 6¥(a)

k>2

que leva © na sua parte linear w(z) = Az, ou seja,
(0(z)) ' Aolz) = (x),

ou

Donde segue que:

A 1:_,1. 5 Z Gﬁtk;[:r)] = [1’ + Z (é“‘.‘(:r))r] 8(z) =

k>2 k>2

= Az + Y Ao®(z) =0(z) + I_ (6% (2)) ]:.—'141‘ +3 r“"(:r)]

k>2 k>2 k>2

Se considerarmos os termos homogéneos de ordem k na igualdade anterior obtemos:

Coa

-1
AG‘,(:‘:}(I) - (CJ)L'k}(I)Y A4 U{k}(l‘) + (m\s)(x))! "g-k—sﬁhl)(_r)

s

Il
I

Dessa forma, se para todo k > 2. pudermos encontrar ¢*!(z) tal que

k—1

Ao (z) = (6% (2)) Az = v®(z) + ) (¢“(z)) v+ (z) (2.4.1)

5=2
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entao o(x) é conjugado a Ax.
O sistema (2.4.1) pode ser resolvido se o operador linear definido por

(LA¢(kJ) (z) := AW (g) — (gb(k)(,r))rf-lr (2.4.2

que age no espaco das aplicacées homogéneas de grau &, o) - Rr _, R™, € invertivel
Denotemos tal espaco por H*.

Afim de verificar a condicao de invertibilidade de L 4 encontremos seus autovalores.
Suponhamos que A ¢ diagonalizavel.

Sejam Ay, -« A, autovalores de 4 e “1." " 2, 08 correspondentes autovetores. Considere

os funcionais lineares Ji,-++ . fn dual de {z1,--- . Zn} entao segue que,
filAz) = X fi(z), EE 4L -yl

Note ainda que

file'z) =e™ fi(z), teR
De fato.
=tk 4% = ik 2, ¢k ,
file*z) = f, (Z = x) =2 hlde) = 3 2 () = e fia)
k=0 k=0 k=0
Dado um multi-indice J — (L, -+, L), | I |= k seja
¢(z) = fl*(x) - fl()2, (2.4.3)

Entdo ¢(x) é uma aplicacao homogénea com 0p=|1|=k, e

¢le''z) = fi(es) ... fls (e“2)2; = el flia) ... gthm " far ()2 = D gz

1sto é,
Q(’elﬂ‘r) : HA'”@(.IT). (244)
e ainda.
A(D(I) = Ai(b(x]?
onde (A, [) = :=1 A;1;. Consequentemente,

do(e'r)

= 8/(e"2) A€z 1m0 = §'(2) Az
dt "
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Por outro lado, segue de (2.4.4) que

do(etz)
—| =(ADe(z)
d't t=0
Logo,
&' (x)Az = (A, I)o(z)
E assim,
(La¢)(z) = Ad(x) - ¢'(z) Az = Nib(z) — (A, D)o(z) = [A — (\.D)]o().

Portanto.

prs =X — (A 0) (2.4.5)

sao autovalores do operador L. Como dim H* = nk + n e a igualdade acima fornece
nk +n autovalores para L 4 associados aos nk +n autovetores em (2.4.3) segue que eles sao
todos os autovalores possivels do operador. Dessa forma, se todos os autovalores forem
nao nulos, entéo o operador L4 é invertivel para todo k > 2, e portanto, o sistema (2.4.1)
pode ser resolvido com relacao a 6%, k =2,3.---

No caso em que A ndo é invertivel ainda temos que os autovalores do operador L4 sao da

forma (2.4.5) e assim temos o seguinte:
Teorema 2.2 (Poincaré): Se

NEY Ml |T=k k=280
3

entao o campo vetorial v(z) = Ax + --- € formalmente conjugado a sua parte linear
wiz) = Az,
Definigao 2.4.1 : A igualdade

=3 NI |[I'l=k
J

entre os autovalores de um operador A é chamada ressonancia de ordem k.

Um outro resultado, devido a S. Sternberg, diz que: um campo vetorial C* sem

termos ressonantes ¢ localmente C*-conjugado a sua parte linear.
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Definicao 2.4.2 : Um campo vetorial v(z) = Az +o(z2) ¢ dito haperbdlico em um pondd

singular z, = 0 se A nao possue autovalores imagindrios puros, isto é, Re \; £ 0.

Teorema 2.3 (S. Sternberg-Chen)-[22],[8]: Se dois campos vetoriais C* hiperbélicd

sao formalmente conjugados no ponto singular z, = 0 entdo eles sio localmente C™ 1

conjugados.

Esse teorema foi provado no caso nio-ressonante por S. Sternberg em [22] e o caspl

hiperbélico geral foi provado por K. Chen em [8]

8

E claro que a hiperbolicidade no teorema (2.3) é essencial.

Considere, por exemplo, o campo vetorial nulo v(z) = 0 que é obviamente formalmen

te conjugado a um campo “flat” 7(z). Qualquer difeomorfismo local @ pode ser tomad

como uma conjugagao. No entanto, o campo nulo nio é C*®-conjugado a um campo 7 # O

2.5 Forma Normal Ressonante

Em geral, a linearizacdo ndo ¢ possivel quando o campo vetorial possue termos
ressonantes, mas podemos encontrar uma forma que simplifique o campo.

Dado um campo vetorial formal

o(z) = Az + Z_-r;ik)(;r)

k>2

procuremos uma forma “simples” para o campo vetorial formal & = ¢, com uma trans-
formacao formal

H(z) =z + Z qb("’)(.r).
k=2

Escrevendo & na forma

w(z) = Az + Zwm(r)

k>2
e considerando a equacio & = ¢, obtemos:
G(z) = Az + Y w®(z) = (6(z))0(d(z))
k>2
Donde

' (x) (A:z: + wakj(x)) = (é(x)) -

k>

raran
o

A2

e
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= (I + Z((;‘J“"(.r))') (A::: + Zw“‘”(m)) = Ad(x) + Z ) ((f)(_.f))

k>2 k>2 k>2
E dai.
(f * Z(_@(k’(:r))’) (.4.1? + Z w“”(:z:]) =
k>2 k>2
=Az+ ) Ag¥(z) + ) ol® (:r +>° .@“‘"(x))
k>2 k2 k>2
Logo.

A+ Y wW(@)+ ) (6¥(z)) Az + (Z ('cb“*l(:c))') (Z w“‘}(:r)) -

k>2 k>2 k>2

= Ar + ZA:;&“" (z) + Z (%) (x - Z ¢'fk)(3:))
k2

k22 k>2

Tomando os termos de ordem k na igualdade acima segue que
W = LW (z) + v z) + Ry, k=2,3,:+ (2.5.1)
onde R, é uma expressao que depende de termos de grau < k£ — 1.
Re = Re(6%®,oon oD @ L. pb=1) 42) . glk=1))
Em particular, Ry = 0 e, desta forma. para £ = 2 temos a equacgao
w3 (z) = Lag™® (z) + v?(x).

O operador L4 foi definido anteriormente. mas na presenca de ressonancia ele nao é
invertivel, e assim. provavelmente nao teremos w*) = 0.
Para construirmos uma forma normal fixemos no R" a base canonica e, --- . €,. Seja

A = (e;,) a matriz da parte linear nessa base.

Teorema 2.4 : Dado um campo vetorial formal #(z) = Az + Y5, v'¥)(z), eziste uma
transformagao formal (5(17) =xI+--- que leva v a forma (6.2)(z) = Az + h{xz) onde h é

um campo vetorial formal, com parte hnear nula, comutando com A7, isto é,

ATh(z) = W (2)ATz. (

i
w
12

onde AT € a matriz transposta de A.
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A prova do teorema (2.4) é baseada no lema seguinte.
Seja L: & — & um operador linear entre espacos Euclidianos &1 e &. Defina

A:51X£2—}52 por

Alu,2) =u.z =2 + L) (2.5.3

A € uma acdo do grupo aditivo do espago £ no espago &. De fato,

1) A(0,2) =0z =z + L(0) =z

i) Aluy + us, 2) = 2 + L(uy +up) = 2 4 L(uy) + L(uz) = (2 + L{us)) + L(uy) =
= Aluy, z + L(uy)) = Ay, A(us, z))

Lema 2.5.1 : Dado um elemento z € & eziste um dnico elemento w € & equivalente g

z no sentido de (2.5.3) e satisfazendo L*w = 0, onde L* € o operador dual.

Prova: Como L - & — & temos a decomposicdo direta.
E=ImL& KerL*
Dado z € &,, podemos decompor de forma iinica
2=v+w, velmlL, we KerlL*
Existe u € & tal que v = —L(u). Entio

Alyz) =%8=2 £ Tly) = +4 — =

Observagao 2.5.1 : De fato temos a decomposicao direta afirmada no lema anterior.

Seja L : & — &, linear onde &1 e & sdo espacos vetoriais de dimensao finita com produto
interno.
Fixado v € &,, defina f:& - R por

fu) = (L(u),v).
f € linear ¢ pelo teorema de representacao de funcionais lineares segue que

F(w) = (u.8) = (L(u),v),
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onde ¢ é unicamente determinado.
Defina L* : &, — &; por
L (v) = 1.

L* é linear e esta bem definida.

Mais ainda, se A é a matriz de L nas bases B,, B, entdo AT é a matriz de L* em B,, B,.
Além disso L* satisfaz (L(u).v) = (u, L™(v)).

Mostremos agora que & = Im L & Ker L*

v=L{u)

L*(v)=0

lulf* = (u,u) = (L(u),v) = (u.L*(v)) =0=v=0

De fato. tomev € Im LN Ker L” = {

~Im LN Ker L* = {0}
Por outro lado, dim Im L = posto A = posto AT = dim Im L*
dim&E =dimImL"+dim Ker L* =dim Im L +dim Ker L®

ImL+ker L* C&

dim Im L +dim Ker L* = dim &,
segue que

como

E=wmLaker L”.

Prova do teorema 2.4: Denote por £*' o espaco de todas as aplicacdes polinomiais

homogéneas

T

W)= E i : U1 € R
[1j=k i

de grau k. Defina em £* o produto interno dado por

(C‘j,t'-") :Zﬂ@'}b} 1= Ill"'fu! (254)
1.1

Assim £%) adquire estrutura de um espago Euclidiano. Do lema 2.5.1. escolha 0! €
£ tal que w'? € Ker L3,

Note que nesse caso particular temos:

A EP x €@ — gD
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dada por:

Logo, pelolema 2.5.1, dado v(? (2) ¢ ED, 3w (z) equivalente a v (z) com L}w®@ (z)
0, isto €, A(6(2),v(2)) = w®(z), onde ¢ ¢ tomado de forma que w® € Ker L}
Fixado ¢ e w®, escolha ¢ tal que

pertence a Ker LY. Desta forma, construimos, por inducio, a transformacao ¢(z) -

T+ ) s, 0% (z) que leva § ao campo vetorial & tal que

Resta mostrar agora que o operador Ly em £®) tem a forma

Para isso, basta mostrar que

De fato, se vale (2.5.5) e (2.5.6) entio:

e dal,

Portanto,

ou ainda,

Assim.
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A(6®(z),v@(z)) = @ 4 [,4® (z) = w®(z)

() = Lad®(2) + v (z) + Ry(o, 6, @) z)

Liw®z)=0, k=23,

Ewm(l’) - ,4Tu;(kj(:r] — (wm(:r))’AT:r

(Aw(z), ¥(z)) = (w, ATy (z)) (2.5.5)

(w(z))'Az.9(2)) = (w(z), (¥(x))'ATz)

y
12
o
(=2

T

(A(2) - (w(2))' A2, %()) = (w(), ATy () — (¥(z)) ATa)

(Law(z), ¥(z)) = (w(z), ATy (z) - (¥(2))'ATz) = (w(z), L (z))

(w(z), Lyv(z)) = (w(z), ATy(z) — (fc'ﬁ(a;’))’AT.r)

(wlz), Lyw(z) — [ATy(z) — (W(2))ATz])) =0, Vuw(x)ee®

Liyt(z) = AT%(X) — (¢(z)) ATz
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E suficiente mostrar (2.5.5) e (2.5.6) para os elementos da base

w(z) = I"ep, w(z) = r"eq.
Tomando
aypy vt Qyp
A=
Apny = Qgn
[0 [0
Temos: w(z)=| z! |e¢(z)=]| o/
\ 0/ \ 0 )

onde em w(z) a posicao nao nula é a p-ésima coordenada ¢ em v’ a g-esima coordenada.

( a“ﬁ.,;r‘r \

Au(z) = | agz!

Ainda, se I # J. segue de (2.5.4) que

(Aw, w) = 0 ja que para j=q temos:

W= gy, V=0, W =0, Wy=1et) fl=kej#aq

Nesse caso também temos (w. AT¢) =0
Por outro lado. se I = J segue que

(Aw,¥) = Iag

e B N e A
(w, ATY) = Hagy = (Aw. ¥) = (w, A" ¥)

Portanto, (2.5.5) esta provado.



32 Formas Normais C* de Campos Vetoriais Locai$

Agora, para (2.5.6) temos:

onde a p-ésima coordenada é nao nula.

viz)=| o’

com g-ésima coordenada nao nula.

Assim:

0 S FI—e,+ejoup#q.

(wz)Az. (@) = I') jawle . J=1,p=g
k=1

| Llagds vl =1 =g+ & p=1g.

onde 1 <k, j<n, k#j.
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Por outro lado,

(W(z) A = | (Jial~teugde) oo (Jpghoozdel) ; =

com p-ésima coordenada nao nula.

Dai,

(w

(0 A #J—e+e;0up#q.

(2), (U(2))ATz) = { I awde I=J p=g.

k=]

! LaspJy sd=J = eptiey p=yg

33

Note que se temos a condicao J =1 —e; +¢;. p=qgentdo ] =.J —e; + e, p=q e dai,

(w(x), (v(z)) ATz) = Nay;J;
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Mas (II---IJ---I;C---[R) =(J1---J; - b= aofp 415 wndd
ouseja, J;=I;+1e assim,

(w(z), (V(z))ATz) = I,! . ~dglipsdy = gy (i=1) e e (Tt 1) -« - Inlag; Iy = Jlag, (J 4
L] &= Jlag; I

€ portanto temos a igualdade

(w(2))'Az, ¥(2)) = (w(z), (¥(z))'ATz)

Note que a igualdade Bh(z) = k'(z) Bz é equivalente a 1gualdade
hePz) = eBh(z), teR (2.5.7)
De fato, seja
Y(t) = e7*Bh(etBy)
Entao v(0) = h(z). Ainda.
¥(t) = e *Bh (e'Bz)etBE By — e P Bh(e'Fz) =
= e Bh! (1) BetBy — Bh(e*®z)] =0

Logo. ¥(t) = cte = h(z) e assim,

e P h(e'Pr) = h(z) = h(e'Pz) = eBh(z), teR
Reciprocamente, diferenciando (2.5.7) em relacio a ¢ e tomando ¢ = 0. obtemos Bh(z) =

h'(z)Bz.
Em particular, se A7 triangular

/\[ *
AT

Il

*

0 An

Entéo, tomando B = A7 obtemos: B — D + N, onde

0 ap €. = @y
0 0 o - a
'\, = - =
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By — N tDy
1 tays tans + ?‘.25[3 et \ j
, 2 0 &
0 1 f(}:gg 1
gloe To
0 S5 ta'n—],ﬂ ta
0 ghon Wi
0 0 e L o
Ct)‘l i&]z&mg (ft‘}m ulg)(""u?‘ B (tO'Ln T tzﬁln e R tn_l“ﬂn\)eb\“ T
0 et teapa et oo (tagn + t2Bon + o+ =1, )ethn D)
0 0 0 . gthn Tn
etz + tagae™ay + (tous + 7 Bis)e ey + oo+ (toun + 2B+t il JE v,
ez, 4 tage™my + o+ (fogn + 7B + 0t £ Vi oty
ez,
n
E como h(z (E h;z ) (_S_ Bigh - }")
1=1 =1

segue que:
(Z hl (et}ql B ( b\, In)fn)

Por outro lado,
etBh(:L‘) = e"'\"e‘Dh.(:r) =

s B ot I ot Pt 0 Tpa)e? YR )
I
ethe Zh] S 4 (taen + 12 Bop 4+ -+ 2, JE™ Z h.’}:.c‘r
1 I

1

K ghtn Z h?;rf J

Da equacdo (2.5.7) obtemos a igualdade:

(Z h‘,(e”lrl TEED (e”"’-g;n}"“) =
I

=1
= (e Zhﬁxwmgtzhﬁ.—gw-u eth thz’wmz}:h,q +- Wad D~y
I I I
UNICAMP

BIBLIOTECA CINTRAL
SECTO CinULANTE
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Igualando os coeficientes correspondentes aos termos que dependem de ¢ apenas exponer

cialmente obtemos:
h}etz\lh e et)\qln - €£A1h,} o et[l,/\,]h} = et)\,h}

Portanto, (2.5.2) implica na condicio

A # ZI;;/\A. = h,=0

k=1

Tal condicao, por sua vez, é equivalente a
h(e'Pz) = etPh(z), D= diad(Xy, -~ , Aa) (2.5.8

ou
hz) Dz = Dhz).
Um campo vetorial satisfazendo essa igualdade é chamado forma normal ressonante ou

forma normal de Poincaré-Dulac.

Exemplo 2.5.1 : Considere a forme normal (2.5.2) para o caso bi-dimensional. Existem
as seguintes possibilidades para os autovalores A1, Ao € spec A
a)A; # Ao reais.

Nesse caso podemos colocar A na forma diagonal, isto é, 4 = diag(A1, Az). Os termos
ressonantes sio tais que

<I,A>= A ouseja, se I = (p.q) entio
AL+ gAy =
e a forma noramal (2.5.2) é dada por

i=hes Y ity

pHgz2

¢

g=Xy+ ) h2aPy

. p+q>2

onde k. = 0 quando A; # pA; + g)s.
b) A= As=A£0.

Nesse caso nao existem temos ressonantes, ja que

PAM+qla=prl+gr=(p+g)) £\
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e portanto

Portanto. a forma normal é linear
XN =A4AX

¢) At = Xy = 0. Nessas condicoes existern duas possibilidades:
¢.l) 4 =0e (2.5.2) ndo nos fornece nada, ja que

ATh(X) =K (X)ATX. VY h

¢.2) A pode ser colocada na forma de Jordan

~(53)

Entao a forma normal ressonante é vazia, ja que D = 0 e (2.5.8) segue para todo h. Mas
(2.5.2) com A = J implica:
WX) = (hi(X), hao(X))T

(73] (2)-(2)

6111 % ah]_:r

Frary AT % 6_33 O 0 o 6_y .
W)X = | B G ( ) = &
dr Oy dy
Da igualdade ATA(X) = #'(X)ATX segue que:

Assim.
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6h2 8hz hl('r)
e 2 it ; — 2 = ."r
3y hi(z) = 3 e = le=y——=yi)

Portanto, segue que a forma normal é dada por:

= y+z(x)

y= yiu(z)

onde ¥(z) é uma série formal de uma tnica varidvel.
d) /\.1 =Q+23 );'2:5\1 COH’IB:}EU
d.1) e s 0.

L

jAquep+¢g>2

Portanto nio existem termos ressonantes, e dai, a forma normal é linear.
d,2) a= O

Nesse caso a condicio de ressonancia nos d4:

A
PAhitgra=ipB—igB=iB(p—q) = { 1

2

G(p—q) =1 —dgh= 1 = 1N
” _w(p q) =18 ) P-a o] PETE (A1)

i = p—qg=-1 g=p+1 (A)
ou seja,

A= (g+ 1) + ghy
Aa=ph+(p+1)A

A matriz A é similar & matriz anti-simétrica
0 |
Bi= 8 .
-5 0
—1)k 32k 0 . 0 =] kﬁ?k—i—l
Entdo, como S% = ( (=18 ) e S+l — ( il =)

k32k+l 0
segue que

cosBt  senft
" ( b ) ., teR

Il

—senft cosi5t

7 bl
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é uma matriz ortogonal.

Em coordenadas complexas
z2=T+1y, E=r—1y

podemos escrever:

SC = .'\'1’:15."‘1.{-: = R 0
- 0 —i3

Lk

onde M- = % ( _ _ ) sendo suas colunas composta pelos autovetores de S normali-
i —i

zados.

Ainda,

0 e—iB:
= 15t

elsc < - e - Z .
z e~Piz

h(X)=H(z2)= Y hy???, hpEC

13t
tSc _ £ 0 -
e~ = e portanto

Assim. tomando

obtemos de (2.5.7) com B = 5-:

Mas, por outro lado,
h(e®z, e~tz) = Z ﬁpqeipﬂtzpe-iqslgq — iP—q)Bt Z ;}szgq = eP=aBth(; 3)
Donde, e¥th(z. g) = e'(?’”‘”ﬁtﬂ(z._ 7) e assim
p—qg=l=p=q+1
o que implica.

h(z.2) = ) a2 F =2} ay(|2f)? = zg(|2f).

gzl g=1

Assim. a forma normal nesse caso é

3 =iBz + zg9(|z]*) (2.5.9)
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Com uma série formal complexa g(u) = nguk_. g € C.
Consideremos agora g(u) = Re g(u) + ﬂ%‘zlgfu) = o(u) + 17y(u)
Dai, podemos escrever (2.5.9) na forma,
2 =ufe z(a'([z[z_) +1%(]2]%))
COmo 2 = z + ¢y segue que:
T+ 1y =1i8(z +iy) + (z + iy)(a(z? + Y?) + iv(z? + %))
0 que implica
T+ = =By +iBs + [a(a? + y?)z & + 8%y + ifole + y2)y + (s + v°)a]
s { P By +olz? 4%z — g5 442y

¥=pzr+a(z?+ vy + v(z? + vz
Em coordenadas polares obtemos:

_ Tty z(~By+az— vY) + y(Bx + ay + vz) _

r ” ar
. )T — yi Bz + oy + vyz)z — =YY +ar — vy
=¥yt _( Y+ r2)T = y(—vyy fy)___5+7

72 T2
onde a = a(r?) e v = ).
Dai, segue que:
7= a(r?)r
{ 6=5+(r?)
O caso Re g(u) # 0 € equivalente a a(r?) # 0; nesse caso 0 ponto r = 0 é chamado foco.

Quando Re g(u) = 0 temos a(r?) =0 e o sistema fica na forma

onde » = () corresponde a um centro: todas as drbitas sio fechadas.
A condicao (2.5.2) pode ser introduzida para aplicagbes €, Entdo, surge a seguinte
pergunta;
Todo campo vetorial ¢

v(z) = Az ..
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pode ser reduzido a forma
w(z) = Az + h(z), B(2)ATz = ATh(z)

por uma transformacao C> local ¢?
Em principio, notemos a seguinte generalizagao do lema de Borel (Lema 2.3.1):

Dada uma aplicacao formal h(x) satisfazendo (2.5.2) existe uma aplicacdo local O
h(z) satisfazendo (2.5.2), cuja série de Taylor formal em zero é igual a fz(:r]

Combinando tal resultado com o teorema 2.4 obtemos

Coroldrio 2.5 : Dado um camnpo vetorwal C*, v(z) = Ax+- - existe uma transformagao
C*>. o(z), que leva v a forma (¢.v)(z) = Az + h(z) + 7(z), onde h(z) = o(z?) satisfaz
(2.5.2) e T € “flat” residual.

Se v é hiperbdlico em zero, 7(x) pode ser eliminado por uma transformacgao C*
(Teorema de Sternberg-Chen). Veremos, mais adiante. que o mesmo ocorre em alguns
casos nao hiperbdlicos.

Prova do Corolario 2.5:
Dado v(z) = Az +--- existe ¢ tal que

(¢.0)(z) = Az + h(x). ATh(z) = K (2) ATz

Por outro lado. 3 h € C* com ATh(z) = h'(z)ATz e que tem série formal de Taylor h.
Entao h(z) = h(z) + 7(x).
Dai,

Az + h(z) = Az + h(z) + 7(2) = Az + h(z) = Az + h(z) + 71 ().

Também. (¢.v)(z) tem série formal de Tavlor ¢,7, onde ¢ € C*°.

Assim,
(6.v)(x) = (qﬁ‘&)(:r,) + 7a(x) = Ax + h(z) + ni(x) + m2(x) = Az + h(z) + 7(2).

(o)) = Az + h{z) + 7(2)

onde 7 é um “fat”, 6 € C* e ATh(z) = h'(z)ATz.
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2.6 Equacao da forma normal. Teorema principal

Note que, se 4 — entao todo campo vetorial formal satisfaz (2.5.2). Por isso,

natural tentarmos encontrar formas normais mais exatas.

Para esse fim. introduzimos as seguintes notacoes:

Dado um polinémio P(z) = 3" Pz’ denote P (£) o operador diferencial no espaco d

series formais Ulz) = >yt

0\ . oMU
Pl — U= E 2 i
(633) . 5 J,(3‘:.'31" s Oggda

Da mesmag forma, definimos o operador P (5‘95) para uma matriz P — (£;) sobre o anel

de polinémios. Relembrando que denotamos por BT j matriz transposta de B — (&)
Também, dado um campo vetorial polinomial Plz) = (Pi(z), .- , P™(z)), denote-

mos por LP o operador, agindo no espaco de todos os campos vetoriais formais w —

(wh, -+ ,w") pela férmula

(LP)w = (Z 2, P (5%) u-"(:t:))

=1 =

TEAY
| - (P (5;-) )-_;.r(z)A
Exemplo 2.6.1 - Sen =1, entgo

Fw(z) k=1
T i
(LP)w ;( S ;‘P‘axk—f)

para P(z) = " Pg® e uma aplicacdo formal o

De fato,

a aki.:,‘(.’l.‘) ’ - . k—]
# ('5;) W= Ek Pk Sk i & (.T) = Ek :(«P,{cl'
e dai,

.- S s

Exemplo 2.6.2 - Suponha que P(z) = Az seja uma aplicacdo linear em R”.
a0 ey,

A= 5 s, B = P = laging 4 oo @iy 5 Wi By 4 e A N

Qnyp -~ Cpy,

Pllz)= A

o

Do

L 4]




Equagdo da forma normal. Teorema principal 43

e entao
(LP)w = u'(z)ATz — AT wl(z).

Dado um campo vetorial formal w(z) = Z;’;l wY)(x) denotemos por pryw sua pro-

jecao no espaco das aplicacoes polinomiais de grau < k, isto é,

priw = Z wt) (z).

i<k

Definigao 2.6.1 : Um campo vetorwal formalw =3 wU(z) é chamado forma normal

se satisfaz as equacgoes
(Lpri—1w)w® = (Lpri_jw)ve_i. k =2,8:w (2.6.1)

onde vy—; sdo alguns campos vetoriais polinomiais de grau < k — 1.

Chamamos (2.6.1) de equacao da forma normal.

Em particular, se w satistaz a igualdade
(Lpreow)® =0 k=2,3,--- (2.6.2)
entao podemos tomar vx_; = 0 em (2.6.1), e assim. « ¢ uma forma normal.

Exemplo 2.6.3 : Sew(r) = Az+w'? (), p> 2 onde w'? satisfaz (2.5.2), entdo (2.6.2)
¢ valida e w € uma forma normal.
De fato. prp—iw = Az e dali.
(Lprp-w)w® = (P (z)ATz — ATwP(z) =0
onde a 1ltima igualdade segue da condicao (2.5.2).
Se k # p entdo w® = 0 e assim

(Ep?’k_lk‘)wr'k) =1}
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No entanto, de maneira geral, uma forma normal nao satisfaz (2.6.2

£p?';;._1:.u': Z wajj

). Como

(2.6.3
15k=1
podemos reescrever (2.6.1) na forma
(chU@d“):=§:(cw“Uuﬁ*fﬂ) (2.6.4)
g=1

para;:l.---.k-lejhsglA

Para isso basta notar que

n 8 L ) g
[Cw{.?})w{k) = ( Jing-(j) (___) Ld(x)) s [{w{.?.})" (___)J (Ju'(k)(.'r)
; ozx ) : Oz

]:‘_
€ composta por monomios de gray &

—7+1 e como de (2.6.1) e (2.6.3) temos

k—1
Z (&,m)u,(fc) = Z (ﬁwb))(%_l) - Z (ﬁw“‘}) ( L,{J'J)
i 1

J<k—1 I<k~1 s5<k—1 j=
basta igualar os termos de ordem k — j 4+ 1 pa 1gualdade acima e e
Em particular, suponha que w) = g, 4 <p

Tome j = pem (2.6.4)

ntao obtemos (2.6.4).
=i,

- Entéo a expressio no lado direito de (2.6.4) satisfaz

k-1
Y (eu) ey < g
s=p
Jique s> pe ao mesmo tempo p — s > 1,
Dai. segue que
(L) w®) =0,  k>paq

Portanto, se w = w® £ ... 4 uma forma normal entio

(Lw®)(w — w®)) = ¢ (2.6.5)
Exemplo 2.6.4 : S, um campo vetorial w(zx) = j::rpn'—zk:,p___l he2* na reta é uma forma
normal entdo (2.6.4) nos dg-

(Lo®)(w — w®)y = (LzP) (Z hkx") =
k

>p+1

LY 2}
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or ; ge=1 "
=T oz ( Z thL) ~ P ( Z h*IL) =0

k>p+] k>p+1

" o’
= Z: hk%:r —p Z hka:r.?"]l ={
k>p+1 k2p+1
3”:1‘}‘ 3"'1.1"" k
Gy © " PG =0
ou ainda.
hilk(k—1)...(k—p+1)—pk(k—-1)...(k—p+2)]=0
Logo,

{ hy =0 ou
kk=1)...(k—(p-2))(k—(p—1)) —pk(k—-1)...(k— (p—2))=0

" { hi =0 ou
kk=1)...(k—= (p—2)((k - (p—1) =p) =0
he =0 ou
k=2p-1

hy =0sek#2p—1

Donde seque que

Esse resultado coincide com o teorema 2.1.

O principal resultado formal consiste na possibilidade de reduzir qualquer campo
vetorial formal a forma normal.

Mais precisamente, denote por G o grupo de todas as transformacoes formais ¢(z) =
T+...istoé, ¢'(0) = I.

Teorema 2.6 [4]: Dado um campo vetorial formal © existe uma dnica forma normal &

que € formalmente conjugada a © no grupo, isto é,

G=0.0. ©0€G.

Com base nese teorema a propriedade (2.6.5) de forma normal nos da
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Coroldrio 2.7 : Dado um campo vetorial formal v = v (z)+. .. por uma transformagédc
formal &(x) = x + ... pode ser reduzido a um campo vetorial w = vP) + ZkzPH w(®

satisfazendo a equacav

(Lo (w — o) =0,

Esse corolario ¢ uma generalizacao do teorema 2.4 o qual corresponde ao caso p = 1
(veja ex.(2.6.2)).
A prova do teorema 2.6 consiste de uma aplicagao sequencial do lema 2.5.1 para
espacos Euclidianos & de campos vetoriais polinomiais de grau < k, £ = 2.3, ... munido

do produto interno (2.5.4). Uma prova completa pode ser encontrada em [4].

2.7 w-definicao de Campos Vetoriais Locais

Segue do teorema 2.6 e do lema 2.3.1 Lema de Borel que todo campo vetorial local
C'™ pode ser reduzido por uma transformacao local C*, ¢, a um campo vetorial w = ¢.v
tal que a série de Taylor & em zero é a forma normal.

Mais ainda. pelo Teorema 2.3 Teorema de Sternberg-Chen, se v, e v, sao dois
campos vetoriais hiperbélicos com a mesma forma normal das séries de Taylor ¢; e 75 entao
eles sao C™-conjugados. Em outras palavras, a forma normal formal nos dd uma classi-
ficacdo completa dos campos vetoriais locais hiperbolicos com respeito a transformagoes
2, d=10 4+

J& no caso nao-hiperbélico isso nao é verdade: pode acontecer que campos vetoriais
vy e vo tendo a mesma forma normal formal de séries de Taylor o, e ¥, que nao sio
C*-conjugados. Dessa forma, é importante verificar em quais casos, nao hiperbdélicos,
conjugacao formal implica conjugacao C"™.

Definigdo 2.7.1 : Dizemos que um campo vetorial v é w-definido se qualquer campo

vetorial que é formalmente congugado a v. é C™®-conjugado a v.

Como exemplo, temos que todo campo vetorial hiperbélico é w — de finido (Teorema de
Sternberg-Chen).

Se v(x) = Az +... é ndo-hiperbdlico, entdo existe um subespago L, C R", invariante

com relacao a A, tal que todos os autovalores da restricao A |, estdo no eixo imaginario.

)
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Em nosso contexto, sem perda de generalidade. podemos assumir que L. é invariante com
relacio a v. De fato, existe uma transformacao C* local, ¢. e um “fat” residual tal que
L. é invariante com relacao ao campo vetorial w = ¢.v + 7. Dessa forma ¢7'(L,) é a
variedade centro formalmente invariante para o campo vetorial v.

As investigacoes posteriores de w-definicao sao baseadas no seguinte teorema:

Teorema 2.8 [4]: Um campo vetorial v com apenas um autovalor nulo simples ou apenas
um par de autovelores tmagindrios puros no eiro ynagindrio contém um conjunto excep-
cional N de codimensao wnfinita, fora do qual todos os campos formalmente conjugados a

v sao C*-conjugados a v.

Suponhamos que dem L, < 2, onde o campo vetorial tem um autovalor nulo (dim L, =
1) ou um par de autovalores imagindrios puros (dim L, = 2).
Para esses caso, defina N como:
Se dim L, = 1 entdo N consiste de todos os campos # para os quais W, = 0, onde W é a
forma normal ressonante de o e W, = W lt. Se dim L. = 2 entao N consiste de todos os
campos U para 0s quais W, é tal que Re(g)=0.

Lembremos que nesse caso, D, = D |;. €é ndo totalmente degenerado e o campo Wc

tem a seguinte forma em coordenadas complexas:
& - g 2
¢=z(i8 + g(|z]))

onde £:3, 3 # 0 sao os autovalores de D, e g é uma série formal com valores complexos
sem termos livres.
Para o caso 1-dimensional se ¢ € N entao vimos que © pode ser reduzido por meio

de uma transformacao C*>. ¢, a forma normal
i=xzf +d2*!

onde p e d sao invariantes do campo.
Para o caso 2-dimensional se v € NV entédo © tem uma aproximacao linear do tipo

centro e é formalmente conjugada a forma normal dada por

= z(w=1z|* + bo|2‘2p L o b?f;_;gl + bplz|*”)

onde [ e p sdo inteiros, 1 < | < p < o0, b,.....h, € R, b, # 0e l.p,by,...,b_p sa0
invariantes do campo ©.

Essa forma normal foi obtida por M. Zhitomirskii em [24].
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Segue do teorema 2.8 que podemos substituir “tormalmente conjugado” por “C*°-

conjugado”.
5 “totalmente

Portanto, se v ¢ um campo vetorial tal que dim L. < 2 ev |, nao e

degenerado”entao v € w — de finido.
Segue do coroldrio 2.5 e do teorema 2.8 o seguinte:
Corolario 2.9 Um campo vetorial local C*® v(z) = Az + ... & N pode ser reduzido por

uma transformacdo C* a forma

w(z) = Az + h(z), R (z)ATz = A'h(z).




Capitulo 3

Orbitas Homoclinicas em Sistemas

Reversiveis

Consideraremos, a partir daqui, sistemas dinamicos de dimensao 2n que sio re-

versiveis segundo uma involugao linear R tal que dim Fiz(R) = n, isto é,
i=f(z), ze€R", Rf(zr)=—-f(Rx), R*=1d, 8= Fiz(R)=R" (3.0.1)
O subespago linear S é chamado secao simétrica da reversibilidade.

Virios teoremas para sistemas Hamiltonianos tém similares para sistemas reversiveis.
Um exemplo desse fato é o resultado de que trajetérias homoclinicas simétricas sob a
reversibilidade sao de codimensao zero, isto €. elas persistern sob perturbacoes genéricas
que preservam a reversibilidade [9].
Relembremos que uma drbita homoclinica simeétrica para o sistema (3.0.1) é definida como

sendo

= {~(t) /t e R}
onde (1) é uma solucao de (3.0.1) satisfazendo

v(t) = 2" quando t — £o¢, (0) € S, onde f(z")=0ez" €S,

49
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3.1 Uma equacao de ordem quatro canonica; bifur-

cacao local.

3.1.1 A equacao
Consideraremos um campo vetorial X em R* definido por
T = AX 2 FX), X =lon5n1sT) (3.1.1)

que € reversivel com relagao a uma involucio linear R tal que dim Fiz(R) = 2e 0 €
Fiz(R). A fun¢do F(X) nao possue termos constantes ou parte linear.

A matriz A = DX(0) é, em particular. R-reversivel. Dai,
AR =—RA
Os autovalores da matriz A sdo obtidos atraves do seu polindmio caracteristico
p(N\) = Det(A— M) =0.
Das relacdes RoR=1Id e AR = —RA obtemos:

(\) = Det((AR — AR)R) = Det(AR — AR)Det R
= Det(—RA — AR)Det R = (Det R)2Det(—A — M) = Det(A + ) = p(=2X)

Dai o polinémio caracteristico toma a seguinte forma:
o
M—=b\+a=0

onde a e b sdo parametros reals.

3.1.2 Linearizacao e Formas Normais

Com o objetivo de analisar a estrutura dos pontos homoclinicos de (3.1.1) inicial-

mente consideraremos sua linearizagao, isto é.
X =AX.
Os autovalores desse problema satisfazem a equacao caracteristica

) 5 MR
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ou seja. p(A) = A* — bA? +a =0, é o polindomio caracteristico do problema linearizado.
Dai segue que: se A é autovalor, —\ também o é, mais ainda, A também é autovalor.
Logo o espectro é simétrico com relagao aos eixos real e imagindrio. Segue da definicao
de reversibilidade que essa simetria no espectro ocorre para todo ponto de equilibrio
simétrico.

E claro que a classificacao de tais campos de vetores vai depender apenas dos parametros
a e b. Desta forma. podemos identificar quatro regides distintas do plano de parametros
correspondendo a dindmicas qualitativamente distintas. As quatro regides sao limitadas
pelas seguintes curvas de codimensao 1 (no sentido de que perturbagdes no campo re-
versivel por uma familia a um parametro de campos de vetores nos da todos os tipos

topologicos distintos).

Regiao 1

Regiao 2

Regiao 3

Figura 3.1: Linearizagao de 3.1.1 na origem.

C,: dada por a = 0. b > 0 na qual o problema linear possue dois autovalores nulos e
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dois reais.
/\1,2 - 0, )\3_4 = i‘\/b_
C,: dada por a = 0, b < 0 na qual o problema linear possue dois autovalores nulos e

dois imagindrios puros.

Xis =0, Aga= Lin/(5]

C,: dada por b = —2+/a, onde existe um par de autovalores imagindrios dupos
conjugados.
il
2

C;: dada por b = 2/a, onde existem dois pares de autovalores reais, simétricos com
relacao a origem.
b

A=%4/=
2

As quatro curvas se encontram em um ponto de codimensao dois @ = b = 0 onde
a linearizacao do sistema correspondente a (3.1.1) tem quatro autovalores nulos com
multiplicidade geometrica um.

[ooss analisou uma forma normal para um tal ponto de codimenséao dois, aparecendo,
em geral, um campo vetorial reversivel de ordem quatro para o qual a origem é um ponto
fixo simétirco persistente.

Faremos um breve comentdrio sobre as formas normais a um parametro nas curvas
C,. 1 = 0,1.2 onde podemos identificar a existéncia ou nao de érbitas homoclinicas para
o sistema linearizado original.

Note que nas regides 1 e 2 a origem € hiperbolica. Isso implica que 6rbitas homo-
clinicas para a origem sao de codimensao zero.

Relembremos que. uma 6rbita homoclinica simétrica € formada pela intersecao da
variedade instavel da origem W*(0) e a seqao simétrica S := F iz(R). Se tal interse¢ao
for transversal. entio as orbitas homoclinicas persistem sob pequenas perturbacoes re-

versivels.

Prézimo a C,: Vamos restringir nosso estudo a variedade centro e assim reduzimos o

estudo a um sistema planar.

: ; 0 : : 4
Desta forma, a parte linear é dada por A = 0 que é reversivel com relacao a

0
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1 0

0 -1
Note que AR = —RA

Encontremos uma forma normal para o sistema com tal parte inear que satisfaca

Y U
ATh(z,y) = K'(z, y) AT ( = )
i

e que seja R-reversivel. Tal fato é possivel devido a [10].

R =

onde

Assim, a forma normal € dada por

{ &t=y+hi(z.y)

g = ha(z,y)
dh, 8h1
. ' ] * 00 hy ne 6? 3 0
A rlndy =R (y ) - ( 1 0) ( he ) = | oh Ohy (w
dr Oy
O\ (O, _
:;‘(0)= gﬁ’g = B?g = hi(z,y) = hi(z)
h‘l —1 —r = hl
oy dy

Como h(z,y) = (hy(z,y), ha(z,y)) deve satisfazer
h(R(z,y)) = —R(h(z,y))
e dai segue que:
h(z, —y) = (hi(x), holz, =y)) = —(h1(2), —ha2(z. y)) = (—hi(z), ha(z,y)) = hi(z) = 0.

Assim. 85 ohs
'-a—y—.'l’—h ('L)—D_* 8y

Daf a forma normal é dada por:

= 0= ha(2.y) = ho(x).
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Consideremos agora o sitema desdobrado por um parametro da forma

3';-——y

. . 2.1.2

j=S e, el =n et
=1

que corresponde ao sistema oscilador nao-linear com gt > 0 correspondendo a autovalores
reais ndo nulos proximos do zero (regido 2).

Consideremos agora, para p # 0, a seguinte mudangca de variavel:

= pX(vt)

y = pY (vt)
€ = vt
Mk

Entio nas novas variaveis o sistema pode ser escrito como:
ax _0X ot _ 1 el _ Y pY v
o€ ot 8£ 1 Btv  pu p N

g~ ot 0§ T v v’ ZCJ (w)z’ =

= —I—chtu-)w - 2 12X + ()it X +o(uX)] =

p? < v’
1 » | i} ,
= TU_i['uX + co(p)puX + o(puX)] i{j) X2 +o(uX).
ou seja,
0X
B o Y
oYy _
o = s X + o) sign(p) X + o(nX).

Truncando o sistema acima nos termos de ordem mais baixa temos:

N B
. . . (3.1.3)
{ v = sign(p) X + eo(p)sign(p) X* = sign(p) X + aa(p) X~ '

Observe que o sistema (3.1.3) é um Hamiltoniano com fun¢ao Hamiltoniana para g > 0

dada por

y?2 X? g3 x3 y?r Xx? X
I gl =5~ B a(p)

X.Y)=
ALY 2 2 3 2 2
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Tal sistema tem pontos de equilibrio (0,0) e (—aﬂlm ._ 0) , az(p) # 0 onde (0,0) é do tipo

|
aa(p)”
Desta forma a tinica solugao homoclinica satisfaz a equacao

sela e (— 0) é do tipo centro.

¥: X ;
MX" = (), ou ainda

2 2 3
o - 2a, \.l » 7
)";":A:—f— —{-u.-‘xa
2
a qual encontra o eixo-Xem X =0e X = ———— as(p) #0.
2a; (1)

Portanto, para tal sistema. temos 0 seguinte esboco:

------------------------

Figura 3.2: ax(p) < 0.

[Uma reversibilidade da forma — R pode ser admitida quando o lado direito da segunda
equacao de (3.1.2) é formada apenas por termos de expoente impar. Assim, a forma

normal truncada pode ser escrita como:
X =Y
\ ) - (3.1.4)
Y = sign(u)X — BX3

Novamente temos um sistema Hamiltoniano agora com funcdao Hamiltoniana para
i > 0 dada por:
}.."2 ‘_\'2 Y4
HX,)Y)=——-—+ 58—
st 2 2 1



56 Orbitas Homoclinicas em Sistemas Reversivels

Tal sistema tem pontos de equilibrio em

(0,0), (\/g(]) e (—\/—E?O) quando 8 > 0.

1
onde (0,0) é do tipo sela e (:t\/; D) do tipo centro.

As solucdes homoclinicas satisfazemn a equacao
H(X,Y)=0,

isto é.
; X*
yo— X2 -
2
que encontra o eixo-X em X = Oe X ==,/%

Para este truncamento temos o seguinte esbogo:

Figura 3.3:

Para 3 < 0 néo existem solucdes homoclinicas para 0 campo expressado pela forma

normal.

De fato, nesse caso temos a funcao Hamiltoniana:
yz X? X*
H(X.Y)= s 7+'BT
Um tnico ponto de equilibrio, a saber, a origem (0,0).
E a equagao: 9 i
y?=X*- _6-5—
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s6 encontra os eixos X e Y na origem.

Em geral. nao é verdade que solugoes da forma normal truncada em qualquer ordem
persistem sobre uma perturbagao que retorna ao sistema original. a menos que possa ser
provado que a forma normal truncada seja uma forma normal topolégica (ou desdobra-
mento versal). Para a forma normal planar (3.1.3) ou (3.1.4) as solu¢ées homoclinicas
persistem para y > 0 ja que o equilibrio € hiperbdlico e W*(0) e S se interceptam trans-

versalmente.

Prdzime a Cy: Em C, a matriz da parte linear A tem autovalores {0, =i¢} onde 0 é duplo
eqg= \,/i_bl-

Dessa forma. A pode ser escrita na forma

01 0
00 0
A=
0 0 ¢ 0
00 0 —g
e R nessa base toma a forma
L & &0
0 -1 0 0
-
0 0 01
0 10

Note que AR = —RA
Encontremos a forma normal X = AX + A(X) onde ATh(X) = R'(X)ATX que seja

R-reversivel [10].

h(X) = (hy(X), ha(X), hs(X), ha(X)) onde X = (z,y, 2, )
Entdo de ATh(X) = B/(X)AT X segue que:
3h1 3!11 3.“!,1 6h.1 \
dr 0 0z 3
000 0 fh Shy Ok Ohy Ohs 0
100 0 ha | _| 3z 9y 09z 0z z
0 0 ¢ O hy % 6_53 .a_hﬁ ﬁh_:‘ 1qz
or Oy % DZ to o
00 0 —u4 hy dhy Ohy Ohy Ohy —iqZ

\Br oy 0z 85)
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Considerando o operador D := 3:% + 'iqz;% — iq:z'g—z seque da igualdade anterior que:

Dh; =0
Dhy = hy
Dhs = 1qhs
Dhy = —ighy

Assim, by = hi(z, |2]2).

Mas como h(R(X)) = —R(h(X)) temos:
h(.’f, —Y. Z! Z} = __R(h’ls h?? h’33 h‘-’l)

Dai,
(hy(z, |2]%), ho. ha, ha) = —(la (z,2[*), —ha, ha. h3) (3.1.5)

e portanto,
h‘l(\z: lz]z) — 0
Logo, Dhy = 0 o que implica ho = ha(z, |2?) sem qualquer restrigdo COMO Vemos em

(3.1.8)-

Para determinar hs tome Mz = Zhy entao:
DM; = D(fhg) = —igzhs + Zighs = 0
isto e,
DM; = 0= M = Ma(z,)2[*)

Ainda, M3 = 0 para z = 0 ja que Mz = zhs
dai
Ms = |z|*M(z, 12|%) = ZzM (z, 1z]%)

Portanto, hy = zM(z, |z|?)
Similarmente, tome My = zhy. Entao:

DM, = igzhs +2Dhy = 1qzhy — 1gzhy = 0

Logo, My = Ma(z, |2|?) e com cdlculos analogos ao anterior conclui-se que hy = ZN(z, |2|%)
Mais ainda, como hy = hj segue que N = M.

Agora temos h(X) = (0. hi(z, |2]?), e M(z, |2[2), M (z, 1212))
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e devido a reversibilidade temos:

h(R(X)) = —R(h(X)) = h(z,.—y.2.2) = —R(0, hy(z, |2]*), zM (z. |z|*), M (2, |2])) =
= (0, h1(, |2]%), EM (2, |2[%), 2 M (z, |2%)) = (0, hy(z. |2]?), —zM(z,|2|?), —zM(z, |2]%))
= M(z,|2z|*) = =M (z, |z*) = M = ), ¢ real

Portanto a forma normal é dada por:

T== y
g = z?)
= IZ?,:-"(I1 12")

i = —izv(a, |2?)

onde ¢ e v sao polinomios de ordem arbitraria em seus argurnentos.

Consideremos agora o sistema desdobrado por um parametro u da forma

T=y
4 =olu.z.|z)
& =iz(p, 2, |2[?)

(&l
I

—iz¢(u, z, |2)°)

Tal sistema tem duas integrais primeiras, a saber:
. ; I
Ki=]z* e H:=y-=2 [ o(p. s, K)ds.
Jo
Uma forma normal truncada € obtida tomando
oz, [217) = ci(p)z + ca(p)a® + do(p)|2?,  er(p) = u

vz, |2|%) = v0(p) +1(p)z.

Solu¢des homocelinicas surgem apenas no conjunto de nivel K = 0 da integral primeira.
Nesse conjunto de nivel, solugdoes homoclinicas para a origem surgem quando tomamos
constantes c; e ¢y tais que o sistema correspondente esta na regiao 3. Quando estamos

na regiac 4 nao existem solucées homoclinicas para a origem. No entanto. detecta-se

ci(u)

{.L,(,,):U) quando c;(u) # 0. Em tal caso o

uma solugao homoclinica para o ponto fixo (—

UNICAMP
BIBLIOTECA LENTRAL
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sistema € apenas R-reversivel.

De fato, note que no conjunto de nivel K = 0 o sistema truncado se reduz a

{ 2=y (3.1.6)

j = ua + ()’

Suponhamos ca(p) # 0. Assim o sistema é R-reversivel.

Em 2 = 0 temos 0s pontos criticos: (0,0) e | — .0)
calp)

Suponha que p > 0. Dal, (0,0) é uma sela e = i" j,(] ¢ um centro ja que (3.1.6) é
2\,
reversivel.

Analisemos a solugao no conjunto de nivel H = 0, ou seja,

, 9 2 _
Y — ur?® — -?—)CQL,‘_I,-)QIE = ) =P = px® + 562(;5)1:3 (3.1.7)
Note que:
2 2 3 p
=0 & px’ + sl =0 u+ ¢ =0&zr=—3
y et + 3 2 (1) p 3cz(p«)x 25 0)
ja que = # Clomo a curva dada por (3.1.7) toca o eixo de simetria em (0,0) e

0.

3

(—3 - 'L(L ),0) temos uma solugdo homoclinica dada por (3.1.7).
- ’Q p‘;

Figura 3.4: co(u) > 0
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Supondo p < 0 temos: (0.0) centro e (‘;%FO) sela. Ainda,

3
i u
H|- 0] =— = > 0.
( Cal ) ) 3ea(p)*

Analisemos a solu¢ao que satisfaz

H{z.y) B o s s s 2 ()2 u?
z,y)=— L isto é, ¥y = ux" + —colu)r” — ;

3ea(p)? 3 dea(p)?
Podemos ainda escrever:

b\ p
2
= |z+ T — —
" ( Cz(ﬂ]) ( 2¢5(p) )
g : ) L
Logo a solucdo toca o eixo de simetria em r = ¢ exr = — ¢ portanto temos
2co(p) ca(p)

uma solu¢ao homoclinica para (— = .0) da forma:
ca(p)

Figura 3.5: (i) cao(p) > 0
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2¢c, M)

Figura 3.6: (ii) c2(p) <0

A questdo de persisténcia dessas solugoes seguem de maneira analoga ao caso C,
embora o equilibrio nao seja hiperbdlico na regiao 3. Basta lembrar do fato que estamos
restritos ao conjunto de nivel K = 0.

Se tomarmos b(u, 7, |2[?) = px + cs(p)z® entdo o sistema € adicionalmente -R-
reversivel e sob uma escolha adequada do sinal de c3(p) temos um par de solugoes homo-

clinicas para a origem quando u > 0.

3.1.3 Regiao 1 - O Caso Sela-Foco:

Considere o sistema
X=f1X), XeR, fel' k22 (3.1.8)

tal que

1) Existe uma reversibilidade R. isto é.
f(RX) = —R(f(X))

2) f(0)=0. isto €, a origem € um ponto de equilibrio simétrico para o sistema;

3) O espectro de Df(0) consiste dos autovalores

+a+iw, a,w>0.
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4) Existe uma orbita homoclinica ~ satisfazendo

lim ~(t) =0

t—=oc
5) 7 € nao-degenerada. isto é, os espagos tangentes das variedades estavel e instavel
satisfazemn

dim(TyyW*(0) N T,y WH(0)) = 1.
on
5a) se g := vMN Fiz(R) entao a variedade estavel W?*(0) e o plano Fiz(R) se interceptam
transversalmente em ¢. E ainda mais, ¥ nao pertence a uma familia a um-parametro de

orbitas homoclinicas.

Definigao 3.1.1 : Uma drbita € dita k-homoclinica, se ela estd contida em uma vizi-
nhanga tubular da drbita homoclinica v e se ela corta wma secgdo transversal de v exata-
mente k vezes.
Analogamente, uma drbita é dita k-periddica se ela estd contida numa vizinhanca tubular
de 7 e se ela corta uma seccdo transversal a v eratamente k vezes antes de se fechar no
(k + 1)-retorno

Na definicdo ndao assumimos k minimal, dessa forma, uma érbita k-periddica é também

nk-periodica para qualquer n € N.

Teorema 3.1 : Assuma 1-5. Entao para cada n > 2 existe uma tnfinidade de orbitas n-
homoclinicas em uma vizinhanga tubular de v. Mazis ainda, para cada érbita n-homoclinica
existe uma familia a um-pardmetro de orbitas n-peridédicas simétricas se acumulando na

drbita n-homoclinica.
Se substituimos 3 por Ha temos a seguinte versao mais fraca.

Teorema 3.2 : Assuma 1-{ e 5a. Entao existe uma infinidade de orbitas 2-homoclinicas
e 3-homoclinicas em uma vizinhanca tubular de . Tais drbitas ou sdo todas degeneradas

ou existe uma orbita homoclinica ndo-degenerada para a gual o teorema 3.1 se aplica.

A Aplicagao de Poincaré:

A prova do teorema (3.1) usa uma aplicacdo de Poincaré ao longo da érbita homo-
clinica 7. Essa aplicacdo é dividida numa parte local (préxima a 0) e um difeomorfismo

global ao longo de ~.



64 Orbitas Homoclinicas em Gistemas Reversiveis

A Parte Local:

Lema 3.1.1 :(linearizagdo [3]) Se os sutovalores de Df(0) satisfazem (3), entdo o fluzo

pode ser C'- linearizado prozimo da origem.

Assumiremos que a condicao de reversibilidade (1) segue para a matriz

o = o D

0
0
0
1

o & = &

1
0
0
0

e que o fluxo linear em uma vizinhanca U de 0 ¢ gerado pela equacao diferencial

o —w 0 0
X = W o 0 0 %
0 0 —a W
—w -

Note que nesse caso:
Wi.(0) ={z =22 = 0}, Wi (0)={zz=14= 0}, e Fiz(R) ={z1 =123 €22 = T4}

dim Fiz(R) =2
Para a construcao da aplicacdo de Poincaré proxima da 6rbita homoclinica é conveniente

tomar coordenadas polares em 7. Para isso, tome
Iy = Pu COS P, Ty = Py SN Py

Ty = Ps COS s, T4 = PsSIN P,

com os indices u, s indicando as diregoes instavel e estdvel respectivamente. As variedades

locais estavel e instdvel sao dadas entao por:
W5 (0) = {pu =0}, Wi (0) = {ps = 0}
e o plano Fiz(R) é dado por
Fiz(R) = {pu = ps: Pu = ¢s}-

De fato,
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T) = T3 => P, COS Py = P, COS Ps = p2 cos® @, = p? cos® i, .
- . Gl . 2 5 i =Py =P = Pu=Ps
Ty = T4 = pySing, = p.sing, = p2sin’ @, = p2sin® @,

E dai,

COS Py = COS s
: g = Pu = Ps-
sin @, = siny,

Vejamos como fica o sistema nas novas coordenadas:

- T\Ty + XL . (o) — wxs) + Tolwe, + axy) D(.’L’? +.’L‘§'

u = o = QP
Pu Pu Pu G
o _ nidp — Zady _ m(wd + azp) — 2a(ax —way)  wlzi+33)
o o 3 P
e T3Ty + T4y o I3(—O'I3 +{.JI4) A+ I4(—£4.’l'3 = Q.’IJ4) - —a(a:g + .I.'ﬁ] —
) Ps Ps Ps .
. T3da — Tady _ T3(—wz3 — axy) — 24(—0xy + wry) _ —w(zl +23) o
HETR 7 2
Portanto, nas novas coordenadas. a equagao diferencial é dada por:
Pu=Qpy
.s = —Qp,
£ a (3.1.9)
Pu =W
Ps = —W
A solucao explicita dessa equacao é:
Pu(t) = pu(0)e®  wu(t) = @u(0) + wt (3.1.10)
ps(t) = ps(O)e”"‘ ©s(t) = ¢4(0) — wt

Em vista da nossa analise subsequente, dividiremos a parte local da aplicacao de Poincaré
em duas aplicacoes que sao relacionadas pela reversibilidade. Para esse fim. definimos as
secoes £*, £ e T* como:

St o= {p, =17, g < v}, EF:=R(E")

e

¥i=dp. =p: 27}
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N Fix(R)

Figura 3.7: (Aplicacao de Poincaré ao longo de 7).

Aqui r é escolhido suficientemente pequeno tal que as trajetorias de ¥° a T¥ estejam

inteiramente em U onde o campo vetorial é linear.

As seccoes £° e L sa0 toros s6lidos com W, NI e Wi, N E sendo seus circulos
centrais.
A seccao &° é R-invariante.
De fato, tome z € £°. Entdo z = (pCOS @y, PSID Py, PCOS Qs pSINEs), P T
R(z) = R(pcos @y, pSin @y, pCOS ©s, PSiN ) = (pCOS Ps, pSIN Ps. PCOS Pu,s psin g,) € X°.
Denote por ¢° :=EZ* N~y e g* := E¥ N+ os pontos onde a 6rbita homoclinica 7y cruza as
secoes L° e X"
O fluxo (linear) agora define uma aplicacao local de Poincaré

e BN W) = ¥ < {0}

que pode ser escrita explicitamente.
A reversibilidade também produz outra aplicagao local de Poincare

v _ Ro(Il5,)  oR: 0~ {0} = I~ Wie(0)

loc
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Juntando as duas aplicacoes obtemos a aplicacao local de Poincaré,
Mipe := T}, o T},

Descrevemos [1,,. na forma

~out

Tioe : (Py s P57) = (05", 05, 05*) (3.1.11)
Mpe =M 0 I, : B~ W (0) = Z% \ W.(0)
O tempo t; que a trajetoria gasta entre £° ~ W _(0) e £* satisfaz a equacao
pulty) =,

0 que nos da,

r r
= pm oty = eot, = _p_ =i tf =0 l!n.p‘_n (3.112)

Substituindo na solucao (3.1.10) temos:

out __ —-0ly . ANt
e =ret =y

H;;:"’ =gy —wty = ¢ wiﬂp:',, (3.1.13)
g::r.t =g 4 wlna_’;

O que nos fornece a expressao da aplicagao local de Poincaré I1;,. que é dada por:

_ s ; . ‘
Mioc (4", 0" #57) = (‘F‘in'*‘ zlﬂz P et — a—c’ng) = (2, p2, o2

Equacoes similares podem ser obtidas para as aplicacoes I1},, e ITj,.
De fato, para II},, o tempo ¢, que a trajetéria gasta entre £~ W (0) e £° \ {0} satisfaz

a equagao:

in at,, _ —ad, 2aby i i L
Pulty) = ps(ty), isto é, pj =re = e = o =ty = oalnp:‘n

onde estamos consideando

?DC'( 'l‘gu )t_-’(['f/u ps“'.o

Logo substituindo na solugéo (3.1.10) temos:

o ¢ e . S . =
s _‘l':"s Qﬂlnp‘u“
A0 o qin E r
"Fu_g:u +20 h’lp:‘"

Dai.

s . 1/2 i W T
I8 (P ol o) = (el 22 d) = ( - —a-m— (rpim)/2 it — ﬁtn;h;)
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A Aplicagdo Global:

De forma similar, podemos fazer uso da reversibilidade na construcao da aplicagao
global de Poincaré tomando uma segao R-invariante ¥ contendo o ponto g := YN Fiz(R).
Um difeomorfismo local TI° entre & e £* é induzido pelo fluxo ao longo de . Esse
difeomorfismo I1¥ aplica uma vizinhanga de g em S em uma vizinhanca de ¢° em XZ°.
Analogamente, I1* : £* — ¥ ¢é induzido pelo fluxo ao longo de v. Por reversibilidade

[* = Ro (1)~ o R e a aplicagdo I1: £ — L com
1T = II* o T, o IT* (3.1.14)

é uma aplicacio de Poincaré seguindo a orbita homoclinica v. Note que essa aplicacao é
R-reversivel, isto é, RoIlo R = II""

De fato,
ROH0R=ROH”OHwCOHSOR=(ROH"OR‘}O{IRoHIOCoR]o(Rol’IsoRj:

= (Hs)_] 2 (]--[.Eoc'.)_l o (Hu)-l = H_]
Onde a pentltima igualdade segue de:

Roll,.0R = Roll% oIL; oR = (Rollt, 0 R)o(Rol,.0R) = (M) o (M) ™" = (Miec) -

loc lor loc loc toc

Definimos também duas aplicacoes de Poincaré que seguem apenas um lado de v da

seguinte forma:

HS_ =1l el ¢ Hi = e I
Essas aplicacdes nos habilita encontrar orbitas peri6dicas simétricas proximas a 7. Como
as érbitas contidas na vizinhanga tubular de - podem interceptar Fiz(R) apenas em ¥
ou em 0. existern trés diferentes possibilidades de como os dois pontos simétricos de uma
érbita periddica simétrica podem estar contidos em £ ou em L. Tais casos sao descritos

pelo seguinte lema cujas hipoteses seguem a notagao acima:

Lema 3.1.2 : i) Se z € Fiz(R) NII"* (Fiz(R)), entao x € ¥ € um ponto fizo de TI*". A
tragetoria de (3.1.8) passando por x € simétrica e 2n-periddica.

it) Seox € Fiz(R) M (Hj 1 el Hi) (Fiz(R)), entdo x € £° € tal que a trajetdria de
(9.1.8) passando por ézsz'métrzca eén—pen’édica.

i) Se z € Fiz(R) N (I'["1 oH*%) (Fiz(R)), entao x € ¥ € um ponto fizo de TI*"*1. A

hS

trajetéria de (3.1.8) passando por x € simétrica e (2n + 1)-pericdica.
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Prova: i) Por hipétese z = [1"(y) para algum y € Fiz(R) N .
Assim.
I™(y)=Roll®(Ry) = Ro*(y) = Rr=z=*"(z) ==z

e z estd contido em uma drbita 2n-periddica.
ii) Por hipétese = € Fiz(R) N (Hj o [I** 0 Htﬁ) (Fiz(R))

Logo.
= (né% oIl" o ng) (y), y€Fiz(R)NE.
(mgom=tom)” ()= (my) ™ o (=)o () () =
= (ReTj o R) o (") o (Ro MY o R) (3) =
= Rollj oI""! o TTY o R( ):R(l’[‘%ol’l“‘loﬂ‘iy) = R(z) =2
Dai,

= (M omom)(y) = (Momtomy) (Memom) ()=

(my oo ng)Q (z) = (I o "™ o I} o 1§ o "~ o 11} ) (2) =
= (I o™ oMo oMY ) (x) = (M} o I~ o 11} ) (2)

iii) Por hipdtese r € Fuz(R) N (1'[" o H‘i) (Fiz(R)).

Logo.
= Rlw) = (RoH” ang_) (y) = (Ron“on‘g oR) ()
=y = (Rcl’[“ oI o R)_l (z) = Ro (n;)'l oIT™" o R(z)
T (Ro (I’I‘%)_l OR) o (RoTl™ o R) (z) = 1§ o I"(z).
Assim,

2+ (z) = (n" oT1} oTI§ o H") (z) = (n" o m) () = 2.

2

De modo similar a reversibilidade nos fornece uma ferramenta para detectar orbitas
homoclinicas que passam pela vizinhanca de + vdrias vezes antes de eventualmente entrar
numa vizinhang¢a do equilibrio. 1
Por reversibilidade temos que H': =Ro (I'Ij) " oR.

2
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Defina W := (I15) ™ (W, N £°) como uma componente de We(0) N T passando por ¢
Similarmente, W2 := I (Wg.NEZ¥)=R (W, ;) é a componente de W* (0) em & contendo

o ponto ¢.
Assim, cada orbita comecando em W7 tende diretamente a 0, isto é, ela nao deixa a

vizinhanca U de 0 uma vez tendo entrado nela.
Aqui distinguimos dois casos: 6rbitas homoclinicas que sao (2n+1)-homoclinicas tem

seu ponto Simeétrico em T e as orbitas 2n-homoclinicas interceptam Fiz(R) em 2

fema 313 = 4 Sew e W NI (Fiz(R)) entao a érbita por T € uma orbita (2n+1)-

homoclinica simétrica.
i) Sex € W, EH(H” o H“) (Fiz(R)) entao a ¢rbita por x € uma orbita (2n+2)-homoclinica

simétrica.

Prova: i) Temos que [I7"(z) € Fiz(R).

Também,
reW; =0z ell™ (Wg) =107"(z) =R (™" (z)) € RoII™ (We) =
= (BWg) = II"(Wy)
Logo. II7™(x) € n(wy) = M-27(z) € WZ, isto €.
T1-2%() € W,

Dessa forma, toda a orbita por & segue a 4rbita v exatamente 2n vezes de ¥ para I e as

outras duas metades do tempo de ¥ para 0.
ii) Aqui a orbita por I segue 7 exatamente 7 + 2 5 vezes antes de cortar W, e tende para

0 apos meia revolucao. Completando a orbita para tras por rev -ersibilidade produzindo

uma orbita (2n+2)-homoclinica.

Espirais e Rolos:

Para descrever o efeito da aplicacao de Poincaré [T em Fiz(R) introduzimos a nocao

de espirais e rolos.
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Definigao 3.1.2 : Uma C'-curve k em wma variedade 2-dimensional M é chamada es-
piral (logaritmica) em M se emiste um 8 # 0, uma vizinhanca W C R? de 0 e um dife-
omorfismo local vy : M 2V — W tal que a imagem ¥(kNV) € a parte de uma espiral

logaritmica S em W. Essa espiral Sz € dada em coordenadas polares pela parametrizagao

v~1(0) é chamado ponto base da espiral.

Uma variedade imersa 2-dimensional N C R® é chamada um rolo (logaritmico) se
existe uma espiral como acima, Sg, vizinhancas V, C R*, W, C R® de zero e um difeo-
morfismo 7, : 1, — [0, 1]xW), tal que a imagem ¢,(N NV,) é [0, 1]x(Sz N W,).

A pré-imagem ¥ '([0.1]x{0}) é chamada a base do rolo.

Observacao 3.1.1 : a) Um C'-difeomorfismo v : N — N aplica uma espiral em N
sobre uma espiral em N.
b) Se o : R} = R? € um C'-difeornorfismo, entdo a imagem de um rolo sob ¢ € ainda um

rolo.

Lema 3.1.4 : i) Uma C*-curva k em uma variedade M passando pelo ponto base p de
umna espiral § em M wntercepta essa espiral em infinitos pentos, 0s quais se acumulam em
p.

i) Uma C'-curva k em R?, interceptando a base de um rolo logaritmico em p de tal forma
gue k e a base ndo sio tangentes em p, intercepta o rolo em infinitos pontos py.ps. pa. . - .
acumulando em p. Mais amda, existe i, tal que para todo i > 1, a intersec¢do de k e o
rolo € transversal.

ita) Uma C'-curva k em R®, que € tangente @ base do rolo logaritmico em p mas ndo coin-
cide com a base em uma wzinhanga de p intercepta o rolo em infinitos pontos py, py, Pa, . . .
acumulando em p.

1) Se um plano £ intercepta a base de um rolo logaritmico R transversalmente em p,

entao €N R localmente (1sto €, prézimo de p) € uma espiral em € com ponto base p.

Prova: i) Existe um difeomorfismo ¢ aplicando uma vizinhanca V' de p em M em R? tal
que a imagem (kN V) é uma C'-curva em R* passando por 0. Essa curva intercepta a
espiral S; = w(S N V) em infinitos pontos que se acumulam em 0. A pré-imagem desses

pontos em M sdo exatamente os pontos de intersecgao entre k e S.
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A prova para (ii) e (iia) segue 0 mesmo raciocinio.
iii) Sejam ¥, Vo, Wo € 2 espiral logaritmica Sg escolhidas como na definicao (3.1.2)
tal que ¥,(RNV,) = [0, 1]x(Sg N W) e seja W, suficientemente pequeno tal que a C'-
variedade v, (&) N ([0, 1]xW,) que é transversal a [0, 1]x{0} pode ser escrita como 0 grafico
sobre {0}xW,.

A projecao P : 4,(€)N ([0, 1)xWo) — W, € entio um difeomorfismo. Portanto P o,
¢ também um difeomorfismo aplicando R N £ localmente em uma espiral Sg e 0 sendo o

ponto base de tal espiral. Assim, RN £ é uma espiral em & com ponto base p.

A principal conexao entre os conceitos geométricos de espirais € rolos e érbitas ho-
moclinicas simétricas é dada pelo lema seguinte. Essencialmente ele diz que uma parte de
qualquer superficie que intercepta a curva Wi transversalmente em T sera aplicada em

um rolo logaritmico pela aplicagao de Poincaré I1.

Lema 3.1.5 : Seja F uma C'-vartedade o_dimensional em T, interceptando W; trans-
versalmente em p. PEntdo para qualquer intervalo fechado I C Wi (0) N Z* eriste um
subconjunto Fy de F tal que (Il 0 I15)(F;) € um rolo logaritmico em T* com base I.

O ponto p pertence d fronterra de Fir.

Prova: Como IT° é um difeomorfismo local aplicando uma vizinhanga de pem X em £f €
suficiente mostrar que se uma C'-variedade 9_diemensional M = I1°(F) em X° intercepta
W, transversalmente em um ponto m = [I°(p) entéo existe um subconjunto M; de M
que ¢ aplicado em um rolo logaritmico com base I por Thyse:

Para provar 1sso, primeiro restringimos a pu-coordenada em ¥ para py < T com
escolha apropriada 0 < 7 < 7. Assim. tomando uma vizinhanga M, de m em M tal que

M, pode ser escrito como 0 grafico de uma funcao 6% Bt
-'nL"fo s {("ﬁ:’s: P pu) & Es; Ps = pru COS P Pu sin {p;u)~ Pu S F} (3115)

Defina M; € M, como sendo 0s pontos de M, que sao aplicados por I1,,c €em pontos

com p,-coordenadas em I. Assim, por (8.1.13)

M= {((ps: Wuapu} € My; Pu+ i{n_r_ = I} (3116)

Pu

Agora, a imagem de M €

ioe(M;) = { (P P 06) EZ*s Gu € L, p ST €Ps= §(0usps) }
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onde

. w, T i T w, r
Gl ps) = ¢ (,Q.T cos (r-,?u - —f.n—) . Ps SIN (:;;u - —In—)) - —In—.
a p a P & Ps

5

De fato.

Hfrx'[gs-"r}ur {:'u) = n!-cc(g(ﬂu COS Py, Pu sin ‘Pu):‘rolupu) = ('1;'1..-,5 Gay Ps)

onde
@y € I (por construgao),
Ps=puSTE
I T : - w, T
Ps = @5 — —In— = g(py COS Py, Py Sin F,) — —ln— =
G ps @ Ps
w i . Ly 7 W T
=9 (ps cos (gu - —!n—) . PsSIN (-,.:u - —tn—)) — —In—
a P @ Ps & Ps
Note que:
g dg W, r ) W, T\ wer
—(@u.ps) = = |cos [ gy — =ln— | = pssin [ @, — —In— | === | +
aps(‘ru Ps) Bz [ (P P Ps) Ps (‘r" & ﬂs) ar g
dg | . W, ¥ W, rYwp, T wps T
- Py — —In— | + Lo — —In— | ——— ——— =
gy o0 (=) rovoe(mSn) SR 205
d W w )
= _g [cos (n,-’;u = —l‘ni) ~ Zsin (f,.-;‘u - ilni)] 5
Ox a  ps o o P
ag [ . W, T W w, T w
+==Isin| gy —=n— ) +—cos |y — =ln— )| + —-
Ay a Py et o ps apz
Dai. -
: J4
1 = Pu: Ps) =
p.l_l;%_'_ ap‘s('r’ o2 ) o

Assim, como di:f- > 0 em (0. p| para algum p > 0 segue que §(z,..) € estritamente crescente

nesse intervalo.
lim _g(#u. ps) = —00 0 que implica que (i, .) cresce de —oo em (0, 5] para
todo @, € I-pﬁ
Relembremos que um rolo foi definido como a imagem difeomorfa de um rolo de

Observe que

referencia.
Defina a seguinte aplicagio:
o Z =7z
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entre os cilindros

Z = {(pus ¢s:10s) €% pu €L, ps S P} €

(&'
Z = {(sau,ws,ps): wu €I, ps < €xp (jg(:ﬁu-ps))} ;

1 afeta apenas a ps-coordenada, isto &, (P, Pss Ps) = (Pus Pss Ps)

onde

Ps

_ | ezp(2§(¢u.ps) . parap. #0
0. para ps = 0

& é 1-1 devido a monotonicidade estabelecida para p; € (0, pl.

Para verificar a diferenciabilidade de ¥ e de sua inversa basta analisar o caso quando

&= 0.
lim L(‘r/ y 8 p) U(\"‘ [l‘/a‘)f[}) = l}m (0,0: p(‘gg(t’o P )) ]
pe—0* Ps ps—0F Ps
exp (£9(¢u,
fimt p(.,,-g(‘r Ps)) -
ps—0T Ps
exp (— [g (p; COS ((pu - ﬁfnf—) , Ps SIN (;u - glnﬁi)) ‘C-;‘EnE—D
= lim = - .
ps—07F Ps
exp (—g (,03 cos (apu — ‘él'n;:—) psSin (;;:-u — ﬁ!n; ))) erp (-lnplj
= fim =
ps—0T s
. exp (%g (ps cos (cu - ;Inﬁ) , ps Sin (Lp.u —£] —g—))) gs
= li#g
ps—0T Os
_exp (%g (ps cos («pu — 'ﬁlnﬁ) . P SIN ({pu - ‘—;;Eni))) 24(0,0))
= hrr[}+ e S
Ps—¥ r

Ainda para p, temos:

[ercp (%é(%: ps)ﬂ = %exp (9-6(%} ps)) 9 (pu, ps) = 0 quando p; — 07

W E 6"70u

Py

pois

quando p, — 07
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u

Portanto ¥ é diferenciavel.

Agora v aplica Ij.(M;) N Z em
{(’Ju‘%ﬁs-ps) € 2 eu €1, ps = EIP(\,:«‘FQ/;.J.]} .

ainda podemos considerar uma aplicacdo afim de Z que leva o intervalo 7 no intervalo
[0,1] transformando o conjunto anterior num rolo de referencia [0,1]xS, ..

Portanto segue que [1;,.(M;) é um rolo logaritmico.

Um resultado analogo segue para a aplicacdo de Poincaré local ITf;, .

Lema 3.1.6 : Para qualguer mntervalo fechado I C W} (0) N Z* existe um subconjunto
de Fiz(R)NX° tal que I1
i

loe @plica esse conjunto sob um rolo logaritmico em £* com base

A prova desse lema segue a mesma linha do lema 3.1.5

Infinidade de 6rbitas homoclinicas e periddicas.

A prova do teorema (3.1) é dividida em varias partes. Depois de recordar um
resultado cldssico em érbitas 1-periddicas trataremos o caso de solugdes n-homoclinicas

separadamente para n impar e n par.

Uma familia de orbitas 1-periddicas:

Aqui veremos que toda orbita homoclinica simétrica é acompanhada por uma familia

de drbitas periddicas simétricas.

Teorema 3.3 : (l-periddicas) Assuma (1)-(4) e (5a). Entdo eriste uma espiral lo-
garitmica S em Fix(R) com ponto base ¢ = v N Fix(R) tal que as trajetdrias associadas
de (3.1.8) sdo drbitas 1-periodicas simétricas. O periodo tende ao infinito ¢ medida que

se aprozima do ponto q pela espiral.

Prova: Mostraremos a existencia de uma espiral em Fix(R) com ponto base ¢ consistindo

de pontos em Fiz(R) NITY(Frz(R)). Assim. de acordo com o lema (3.1.2 iii) as 6rbitas
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associadas sao l-periodicas.
Da hipotese (5a), Fuz(R) e W*(0) se interceptam transversalmente em X.

Para usar o lema 3.1.6 tome um intervalo / C W} (0) N £* contendo o ponto ¢*
em seu interior. Entdo, de acordo com o lema 3.1.6, um subconjunto de Fiz(R) N E° é
aplicado em um rolo logaritmico em £* por IIj, .

Por outro lado. IT* aplica uma vizinhanca de ¢* em T* difeomorficamente em uma
vizinhanca de ¢ em L. A parte do rolo contido no dominio de II* é entao aplicada em
um rolo logaritmico R em I por I1¥. A base desse rolo é uma vizinhanca de ¢ em
W (W, = I (Wi N ZY)).

Dessa forma, um subconjunto de Fiz{R) N XY (tendo 0 em sua fronteira) ¢ aplicado

u

em um rolo logaritmico R pela aplicacao de Poincaré I1"f = IT* o IT}; .. Pelo lema 3.1.4(iii}
a interseccao de R e Fiz(R) localmente ¢ uma espiral & e as 6rbitas associadas sao

1-periddicas pelo lema 3.1.2 (iii com n=0)

Orbitas (2n+1)-homoclinicas e (2n+1)-periédicas:

O método desenvolvido na secao anterior nos permite mostrar a existéncia de orbitas
n-homoclinicas e n-periédicas para todo n > 1. Procedemos da seguinte forma: uma
pequena parte do plano Fiz(R) é aplicado por um iterado IT" da aplicagdo de Poincaré
ou por [1"o Hi em uma superficie que intercepta a variedade W7 transversalmente. Entao
uma parte dessa superficie torna-se-a um rolo logaritmico apds uma volta ao longo de .
Esse rolo logaritmico intercepta Fi:z(R) em uma espiral (onde os pontos de interseccdo
dao origem a orbitas periddicas) e. por outro lado, ele tem uma intersec¢ao nao vazia com
W, (onde os pontos de intersecgao dao origem a érbitas homoclinicas). Para a prova nés
essencialmente aplicaremos os lemas (3.1.2) e (3.1.3) os quais garantem que, comecando
em Fiz(R). é suficiente construir solucoes “semi” -periédicas e homoclinicas que tornam-

se solucoes periddicas e homoclinicas completas por reversibilidade.

Teorema 3.4 : ((2n+1)-homoclinicas) Assuma (1)-(5). Entao para cada n > 1 ems-
te um numero infinito e enumerdvel de drbitas (2n+1)-homoclinicas sitmétricas e cada

uma dessas orbitas € acompanhada por uma familia a um parametro de orbitas (2n+1)-

periddicas simétricas.
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Prova: Temos que ¢ € Fuz(R) e ainda W} intercepta Fix(R) transversalmente em gq.
Seja U uma vizinhanca de ¢ em Fiz(R).

Consideremos um intervalo / C W, (0) N £* que esta contido no dominio de IT
e tal que ¢ € I. Como U é uma C'-variedade 2-dimensional interceptando a curva
Wy = ()~ (W;:.(0)NE*) transversalmente em ¢, pelo lema 3.1.5 existe um subconjunto
[/; de U, tal que a imagem de U; sob (I, o I1°) é um rolo logaritmico em £* com base 1.
A parte do rolo logaritmico no dominio de I1* é aplicado por IT* num rolo R; com base
(1) € Wy (IM*(W5.(0) N E%) = Wg)

Note que ¢ = [1%(¢") € I1*(I). Logo, o plano Fiz(R) e a base do rolo R; se inter-

ceptam transversalmente em g.

Pelo lema 3.1.4 a interseccao R; N Fliz(R) é localmente uma espiral em Fix(R) com
ponto base ¢g. Essa espiral estd contida em Fiz(R) N [I(Fiz(R)).
De faro, é claro que essa espiral estd contida em Fiz(R) pois ela é dada pela interseccao
R; N Fur(R). Além disso, tal espiral estda contida em R; = TI*(Il. o I1%)(U;) onde
estamos considerando apenas a parte do rolo contido no dominio de I1*. No entanto.
IT* o I, o IT° =11, ou seja, Ry = I(U;).
Portanto, temos que a espiral esta contida em Fuz(R)NII(Fiz(R)) e dai. segue pelo lema
3.1.2(i). que as Orbitas associadas sao 2-periddicas.

Agora. pelo lema 3.1.4(ii) a interseccao R ;NI consiste de uma sequéncia py. pa. ... —
g de pontos em II(Fiz(R)) N W;. e esse pontos dao origem a orbitas 3-homoclinicas pelo
lema 3.1.3(i). Além disso, pelo lema 3.1.4(ii) segue que existe um i, tal que para + > 2, a
intersecgao de IT1(U;) e W7 em p, serd transversal. Ainda pelo teorema 3.3 para cada 6rbita
3-homoclinica temos uma familias de 6rbitas 3-periédicas simétricas que se acumulam na
orbita 3-homoclinica simétrica.

Para concluirmos a demonstracao do teorema basta considerarmos as orbitas 3-
homoclinicas obtidas para 1 > i, como novas orbitas homoclinicas basicas e o resultado

segue por inducao.

Orbitas 2n-homoclinicas e 2n-periddicas:

Para provar a existéncia de orbitas 2n-homoclinicas aplicamos a segunda parte

do lema 3.1.3. Faremos a prova em dois passos mostrando a existéncia de orbitas 2-
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homoclinicas e depois provamos a existéncia de outras solugoes homoclinicas por inducao.

Teorema 3.5 : (2-homoclinicas) Assuma (1)-(5). Entdo existe uma seqiéncia py, pa, ... —

0 em XU tal que as trajetdrias associadas sdo orbitas 2-homoclinicas simétricas e para

@ 2> 1, a intersec¢do de W*(0) e W*(0) em p; € transversal.

Prova: A prova segue a mesma linha da prova do teorema 3.4. Um subconjunto de
Fiz(R)NXC é aplicado por [T¥ em um rolo logaritmico em ¥ com base em algum intervalo
de W contendo ¢ (lema 3.1.26). A C'-curva W} intercepta esse rolo em infinitos pontos
g1.¢2..... Novamente, existe z, tal que para i > 1, a interseccdo do rolo com W, em g, é
transversal (lema 3.1.4(liii)).

Os pontos p; = (H‘i)— (g,) possuem entdo a propriedade do teorema (lema 3.1.3(ii) com

n=0)

Observacao 3.1.2 : Substituindo (5) por (5a) obtemos infinitas orbitas 2-homoclinicas.

O teorema 3.5 nos habilita para mostrar indutivamente que existem orbitas homo-
clinicas seguindo v um nimero par de vezes. Esse teorema completa a prova do teorema

31

Teorema 3.6 : (2n-homoclinicas e 2n-periddicas) Para cada n > 1 existem infinitas
orbitas 2n-homoclinicas simétricas e cada uma delas é acompanhada por umea familia de
orbitas 2n-periédicas simétricas.

A intersecgdo de uma tal familia de drbitas periddicas com L°N Fiz(R) forma uma espiral

logaritmica em Fix(R) com um ponto base que pertence a uma orbita homoclinica.

Prova: Cada uma das drbitas 2-homoclinicas cuja existéncia foi garantida no teorema
3.5 com 1 > 7, pode ser considerada como uma nova ¢rbita 1-homoclinica. Usando o
teorema 3.3 obtemos uma familia de trajetorias 2-periédicas simétricas (com respeito a
orbita homoclinicas primaéria ).

O teorema 3.4 fornece infinitas 6rbitas 2(2n-+1)-homoclinicas e 2(2n+1)-periédicas e
o teorema 3.5 a existéncia de infinitas érbitas 4-homoclinicas.

Por inducio segue que da existéncia de trajetérias 2*-homoclinicas existem 6rbitas

2%_periédicas. 2%(2n+1)-homoclinicas, 2%(2n+1)-periédicas e 2*7!-homoclinicas.
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Desta forma . concluimos a prova do teorema 3.1: dada a existéncia de uma 6rbita
homoclinica simétrica simples obtemos imediatamente a existéncia de infinitas orbitas

n-homoclinicas e n-periédicas para todo n > 2.

3.1.4 Regiao 2 - O Caso Sela:

Na regiao 2 da figura 3.1 os autovalores da origem sao reais. Aqui, ndo existe. a
priori, nenhuma razao para multiplicidade de solugdes homoclinicas como na regiao 1, ja
que tal efeito é devido a parte complexa dos autovalores 0 que aqui nao existe. Nesse caso.
a dinamica numa vizinhanga da o6rbita homoclinica é, em contraste com o caso sela-foco,

muito simples. Aqui consideraremos um campo de vetores reversivel

X = f(u.X)

tal que f(u, RX) = —Rf(u. X) para parametros reais # € R e X € R*. Além disso,
assumiremos que 0 € B* é um equilibrio hiperbdlico com autovalores reais simples, isto é,
spee = {£1,£9}, 4 > 1.

Supomos ainda que. para x = 0. temos uma Orbita homoclinica simeétrica para a
origem que surge devido a uma tangéncia quadratica entre W*(0) e Fiz(R). isto é, estamos
supondo que a orbita homoclinica é nao-transversal.

Introduzimos coordenadas X = (z.y,u.v) numa vizinhanca de 0 tal que o campo

vetorial do sistema toma a forma

:1‘:-*:—3:-&-..., t.x=-"_fu+,-,. (3.1.17)
Y=yt s (R S
onde as reticéncias indicam termos nao-lineares de ordem superior. Dessa forma, os eixos
coordenados sao as autodirecdes da matriz de linearizacao em 0. A variedade instdvel
é tangente ao plano {z = 0. u = 0} e a variedade estavel é tangente ao plano {y =
0, v = 0}. Como R aplica eixos coordenados em eixos coordenados correspondentes aos

autovalores de sinais opostos, visto que Rf'(0)R = —f'(0). segue que R é dado por
R(I~ y.u, 1’:\ = “} T v, u)
nessas coordenadas. E claro que Fiz(R) é dado por

Fiz(R) = {z =y, u=v)
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Também é claro que os planos afins { < = z,, “3* = u,} sdo invariantes com relacao a
R.
Introduzimos a notacdo R}, para esses planos onde M = (Z,, Yo, U Uo) € O ponto de
interseccao do plano com Fiz(R). Note que Ry, = M + Fiz(—R).

Supomos que a variedade instavel de 0 intercepta Fix(R) em algum ponto M. Devido
a reversibilidade, a variedade estavel de 0 intercepta Fiz(R) no mesmo ponto. Dessa

forma, a orbita I' passando por M € uma drbita homoclinica simétrica para 0.

Faremos as seguintes hipoteses:

1. W™ possue uma tangéncia com Fiz(R) em um ponto M. A tangéncia é assumida tdo
simples quanto possivel no sentido que

2. a interseccao de Fix(R) com o plano tangente de W* em M é 1-dimensional (uma
reta), e

3. a tangeéncia é quadratica.

Incluimos nosso sistema em uma familia a 1-parametro f = f(u, X) depedendo
suavemente de u (suavemente significa que o campo vetorial é C"-suave com relagao
a (p.z,y,u.v)). Também assumimos que
4. a interseccdao de W* com Fiz(R) varia quando p varia, sendo tangente para p = 0.

Como a tangéncia € quadratica, o ponto de tangéncia desaparece, digamos, para
1t > 0. Quando tal tangeéncia é desfeita, tanto 1" quanto sua R-imagem W* deixam de
ser tangentes a Fiz(R) simultaneamente. Por outro lado, para g < 0, dois pontos M,
e M. aparecem, nos quais W intercepta Fiz(R) transversalmente. Os pontos M, e M,
correspondem a um par de érbitas homoclinicas transversais simétricas [’y e [y,

Precisamos ainda de algumas hipdteses de nao-degenerescéncia adicionais. Primeiro
suponha que:

5. I' ndo pertence a variedade instavel forte W de 0.

Wus é unicamente definida como uma variedade 1-dimensional que é tangente a
{r =0, y=0, u= 0} em 0. Tal variedade corresponde & parte de W™ relacionada
ao autovalor positivo de maior médulo, isto é, é uma variedade l-dimensional tangente
ao subespaco gerado pelo autovetor associado ao autovalor v > 1. A condicao 5 diz que
[ deixa a origem 0 numa dire¢ao bem determinada, isto é, tangente ao eixo-y. Sem
perda de generalidade podemos assumir que I" deixa a origem na direcao y > 0. Devido

a reversibilidade do sistema. [' também retorna a 0 numa direcio bem definida. isto é,
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tangente ao eixo-x.

Para as outras hipoteses de nao degenerescéncia, consideremos uma sec¢ao transversal
T :={y = ¢} para ', onde £ > 0 é fixado e suficientemente pequeno. Fixe também
outra seccao transversal ¥ a qual contém o ponto M e uma vizinhanca local de M em
Fix(R).

Note que em uma pequena vizinhanca de 0 existe uma (nao tinica) variedade invari-
ante W (conhecida como variedade instavel extendida) a qual é C'-suave, tangente ao
hiperplano {u = 0} em 0, e que contém W}

Se WW** denota os iterados positivos de W}° dentro de uma vizinhanca de I e fora de uma
pequena vizinhanga de 0 assumimos que:

6. W™ é transveral a Fiz(R) no ponto M =1 N Fiz(R). e

7. W¥ rambém é transversal ao plano Rj,.

Note que 7% ndo é unicamente definida, mas os espacos tangentes de quaisquer duas
variedades coincidem em todos os pontos de W¥. Assim as condicoes de transversalidade
6 e 7 estao bem definidas.

Devemos distinguir duas possibilidades geométricas diferentes de como W* pode
encontrar Fuz(R). Em uma pequena vizinhanga do ponto M™ := ' N7 temos um fluxo
definindo uma aplicacao de Poincare TI, : ¥7 — ¥
Devido a hipotese de que W* tem uma tangeéncia quadratica com Fiz(R), a pré-imagem
M7'(Fiz(R)) possue uma tangéncia quadritica com a curva W, NE* = {z =0, u =
0. y =¢}. Como W, C Wy essa curva pertence a superficie Wi N 7 a qual estd
proxima ao plano {u = 0, y = £}. Na realidade essa superficie é tangente ao plano
{u =0, y = ¢} para uma escolha adequada de coordenadas.

Da transversalidade de W*¢ e Fax(R). segue que a superficie Wi NI™ é transversal a
7' (Fiz(R)). Assim, a interseccio é uma curva [ a qual possue uma tangéncia quadratica
comacurva {z=0,u=0, y=£}.

De fato, | = (Wpe N TF) NI (Fiz(R)) e I7Y(Fiz(R)) tem tangéncia quadratica com a
curva {t =0, u =0, y = ¢} a qual estd contida em Wi  NX™.

Mais ainda, os valores de z nao sao nulos em todos os pontos de [. Diremos que
Fiz(R) encontra W* no lado positivo se a curva ! pertence a parte de W2 N T que
corresponde a valores positivos de z, e no lado negativo se # < 0 em /. Relembremos que
z > 0, dentro de Wk_. é a direcao de retorno da érbita homoclinica original I' para 0.

Seja U uma vizinhanga de ' U 0. O teorema seguinte detecta orbitas 1-periddicas
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simétricas em U chamadas principais e também estabelece a inexisténcia de orbitas k-

homoclinicas em U com k > 2.

Teorema 3.7 : Seja 0 um equilibrio hiperbdlico simétrico, com autovalores reais simples,
de um campo vetorial reversivel de dimensdo 4 de suavidade C”, r > 3. Assuma que 0
possue uma orbita homoclinica simétrica ao longo da qual as condi¢ées de tangéncia e
nao-degenerecéncia 2-7 especificadas acima ocorrem. Entdo, em uma vizinhanga suficien-
temente pequena U da orbita 1-homoclinicas simétrica I', e para u pequeno, nao ecistem
drbitas k-homoclinicas, para qualquer k > 2.

Para as drbitas peridgdicas principais em U e para p pequeno segue que:

Se Fix(R) e W* encontram-se no lado negativo, entéo existem drbitas periddicas
principais para g > 0. Para p < 0 fizado eziste uma familia a 1-pardmetro de drbitas
periodicas principars unindo as orbitas homoclinicas 'y e T';.

Se Fiz(R) e W" encontram-se no lado positivo, entao existe uma familia a 1-parametro
de orbitas periodicas principais para p > 0. Essa familic é dividida em dois caminhos
continuos pela orbita homoclinica T em p = 0. Os dois caminhos persistem, separada-

mente, para p < 0, um limeitado por I'y e o outre por ['s.

Passos da Prova: Consideremos inicialmente as drbitas periddicas simétricas préximas a
orbita homoclinica simétrica I” e por fim analisemos a situagao das dérbitas k-homoclinicas.

As orbitas periddicas simétricas interceptam o plano Fiz(R) em exatamente dois
pontos. Reciprocamente, qualquer orbita que intercepta Fiz(R) duas vezes é uma 6rbita
periodica simétrica. Como estamos tratando de orbitas periodicas principais em uma
vizinhanca U de 'O, tais érbitas tém um ponto de interseccao com Fiz(R) que pertence
a uma pequena vizinhanga de 0 e outro que pertence a uma pequena vizinhanca do
ponto M =T N Fur(R). Além disso, érbitas 1-periddicas em U interceptam uma secgao

transversal em U precisamente uma vez.
Denote por P, o ponto de interseccao de uma orbita 1-periddica com 7. Tal ponto

estd proximo de M* =T NI+,

Note que o conjunto de tais pontos P pertence a uma curva L que € a intersecgao de
duas superficies em . A primeira superficie, chamada de conjunto saida. é formada por
iterados positivos de uma vizinhanga de 0 em Fiz(R) pelo fluxo que interceptam £*. A
segunda superficie é o conjunto I1Z' (Fiz(R)): a interseccdo com £ de iterados negativos

de uma vizinhanca de M em Fiz(R) pelo fluxo.
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Usaremos a notacao (Fix(R))™ e (Fiz(R))™ para essas duas superficies.
Assim, £ = (Fiz(R))™ N (Fiz(R))".

Logo. precisamos descrever algebricamente as superficies (Fiz(R))~.

Como por hipétese W*(0) tem tangéncia quadratica com Fiz(R) em M segue que
(Fix(R))™ possue tangéncia quadritica com {z =0, u =0, y =} = W% . NZ™ no ponto

M=(x=0,u=0, v=0v")=TNZI" e portanto (Fiz(R))~ é dado por
Gz +au=dcdv—v*")2+.... (3.1.18)

para p = 0; onde os valores ¢ e |a;| + |as| s&o nao-nulos e as reticéncias indicam termos
de ordem superior.
Como (Fiz(R))™ € transversal ao plano {u = 0} segue que a, # 0 e entdo podemos
reescrever (3.1.18) como
z=clv—v) +aut... (3.1.19)

onde o sinal do coeficiente ¢ indica como Fiz(R) encontra W* (positiva ou negativamente).

Para pu # 0 temos uma perturbagao de (3.1.19) para
r=clp+v—v"))+au+... (3.1.20)

onde as reticencias indicam termos de ordem superior na extensdo de Taylor em (p.v —
vt u).

Por (3.1.20). a superficie (Fzz(R))™ nao intercepta W NET = {z = 0. u = 0} para
g > 0. Para g < 0. por outro lado, existem dois pontos de interseccao M[ e M3 com
v-coordenadas

v = v" = /[ul + o(v/]u]) (3.1.21)

pelos quails passam as 6rbitas homoclinicas transversais [') e I's.
Quanto a (Fiz(R))* pode-se mostrar que esse conjunto ¢ uma C'-superficie limitada

por W NE*. Além disso. ela pode ser escrita na forma

u= Yz, v.u), >0 (8.122
onde a funcao ¢ é C' e
o
=0, =0 (3.1.23)
by
em z = 0. Em particular v = o(z). Além disso.
N Ot (3.1.24)

olv, u) -
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Comparando as equagoes (3.1.22) e (3.1.20) para (Fiz(R))" e (Fiz(R))~, respecti-

vamente, segue que £ = (Fiz(R))™ N (Fiz(R))~ ¢é dada pelo sistema

2 = cp+ (v —v)?) + p(Bv)

= (21, ) (3.1.25)
>0
onde
o = ol + (= "))
dp _
T (3.1.26)
a5
5:': = o(|p|) + o(lv — b

De acordo com o sistema (3.1.25) segue que a dependéncia de z em (v — v*) é dada pela

primeira equagdo. O grifico dessa dependéncia ¢ uma curva do tipo parabola. Como

precisamos encontrar valores de x > 0 para obtermos orbitas periédicas principais segue

que:

e Nio existem érbitas periédicas principais para p > 0 no caso negativo (¢ < 0).

o Os v-valores das érbitas periddicas principais formam um intervalo v, (p) < v—v" <

va(p), para pu < 0.

Os extremos desse intervalo correspondem a valores homoclinicos z = 0. De fa-
to. a segunda equagao de (3.1.25) e (3.1.23) implicam u = 0. Logo, essas sS40 V-
coordenadas de pontos da intersecgao de (Fiz(R))~ com Wi NZ™ = {z =0, u=0}
dados pelos pontos homoclinicos 121

Note ainda que:

o [ évazioparac <0, > 0;

e [ consiste de uma componente conexa para ¢ <0, u<0ouc>0, p> 0.

e [ consiste de duas componentes conexas para ¢ > 0, u<0.

consideramos o problema de Shil'nikov:

para ¢ > 0 suficientemente pequeno, para qualquer Z,, Up, Yr, Ur tal que ||zo|| =
g, llusll €& llyell €, lv.|| € £, e para qualquer T > 0 existe uma unica solucao do pro-

Para obtermos as expressoes (3.1.22)-(3.1.24)

blema: encontrar uma orbita z(1). y(t), u(t), v(t) inteiramente contida na £—vizinhanca
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de 0 e que satisfaz as condigoes de contorno

B =y ) (3.1.27)
y(r) =yr. (7)) =v:
Além disso. existem C”-fungdes (X, Y. U, V") tais que as érbitas que comecam no ponto
(2o, Yor Ua.Up) em uma vizinhanca de 0 alcancam um ponto (z,.y..u,,v-) em t = T se, e
somente se,
B =X B0y Yos Yrs Vas Ty = V25, Yoy Yoy Vi T

_ _ (3.1.28)
yﬂ: } (mﬂ'uO‘ y‘T!?-’-‘r?"-)' r'u‘(.'.i = 1.(3:0."“0! yfev'-'tr)

Consideremos por reversibilidade £~ = R(E%) := {x =2} e se (24, Yo, Uo, V) E T

(LB s 0) € B 50p0e que B{T5 0 Ua; Vo) = (2500 % 8) = 8 =710 U= it

e dai,
3"_(:ro, Yior Vi By T) = z‘t:(yf_- Vs, Toy Uos T) (3.1.29)
Vizs, %o, Yrs U5, T) = UYr; Yr, Tosthip; T)
Dai, o conjunto (Fuzx(R))T C £7 = {y = ¢} é dado. localmente, pelos pontos
P = (z,.y,. ur,v-) para os quais;
B = Yo =Y (Bos Uos Yo Vs T) T X (Ui Vrs BoslloyT) = XK€Wy 8 Wi T)
W= Wo'= V(B Uos Yy Uy T) = U0 Vs Ty Mo T) =U(6; 05,8, 9257)
ou seja,
T = X160 € 0:T)
i’ e (3.1.30)
iy =T (8 U 8 T)

onde . pode ser tomado arbitrariamente com valores préoximos a v* e 7 tao grande quanto
NeCcessario.

Em outras palavras, o ponto P pertence a (Fur(R))™ se, e somente se, a orbita
gomecando em R(P] = (2. = 6% = Toills = Weille = W) € L 3= 4z = g} =
R(E7) alcanga = ¥ apds algum tempo t = 7. De fato, considere a orbita para frente
comecando em algum ponto de Fiz(R) proximo a 0 e interceptando £ em P. Entao por
reversibilidade a érbita para tras intercepta ¥~ = R(X ™) no ponto R(P). apés o0 mesmo
tempo. Reciprocamente, qualquer 6rbita passando por P e R(P) intercepta Fiz(R) entre
P e R(P).

Para finalizar precisamos estimar as fungoes X e U.
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Para isso, podemos colocar o sistema na forma de Ovsyannikov-Shil'nikov [19] préximo

a 0, ou seja,
i =—x+ gulz,y,v)+ g2z, ¥, U, v)u,

U= —Yu+ T U+ T, Y, Uy V)

‘ v+ g1 (2,9, v)T + gaa(z, Y, u, V) (3131)
y:y-.'__fll(:r?y’u)y-—l-fl?(‘l"?yﬂuﬁv)v

o=~ + falz,y,u)y+ fos(z,y, u,v)V

onde g;, e fi; sdo funcdes C r=1 gatisfazendo

gll(:r' = 0! y’U} = O 921(_1' = an: U) = 0 (3132)
gll(:cry:[)'-v:o) ={ 912($:y=07u11":0)

oy =, =0 5 0p =10, =10

fulz.y u) fzi(z,y u) (3.133)
fu(i':O-.y:U:O)EO fukﬂl:o;y:u-_—oav)

além disso tal mudanca pode ser considerada de tal forma que a reversibilidade R continua

linear, isto é, R(z,y,u,v) = (Y, Z.v,u).

Nessas coordenadas as funcdes X, Y. U,V sao dadas por

X =g Ta+0E™)

Y =" 4 6le™") (3.1.34)
Er=(g"")
v=o0(e")

Considerando as estimativas (3.1.34) podemos reescrever as equacoes (3.1.30) na

forma
z.=€e¢+ole”
‘ (e77) (3.1.35)
u, = o0(e™7)
Da primeira equagao temos
z 0 (3.1.36)

r = —In= +o(1) (3.1.37)

onde o(1) é uma funcao de (2, -, 1) que tende a zero junto com sua primeira derivada
para z, — 07.
Quanto as orbitas k-homoclinicas, para k > 2, considere W C ¥ 7 dado pelos pontos

z2(7) € T que pertencem a 6rbitas por 2(0) € £~ numa vizinhanca U de T, e que tendem

i/

para 0.
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Considerando a imagem de W por [, mostra-se que
si—2€Fiz(-R) = zn=2% (3.1.38)

para quaisquer dois pontos zy, 2z; no fecho de IT,. (W) C T.

Suponha que z, € TN W™ pertence a uma 6rbita k-homoclinica, & > 2, nao necessa-
riamente simétrica.

Relembrando que z; € W* indica que a orbita por z, tende imediatamente para 0
quando passa por z,. Como z, estda numa Orbita k-homoclinica, sua orbita para tras
também tende para 0. assim z, pertence a I1.(W). Seja z; := R(z,) € TN W Temos
que:

—R(21 —2,) = —R(z)) + R(2) =21 —20, =  2,—2,€ Fiuz(—R)

e ainda z; pertence ao fecho de ITI.(W). Dai, de (3.1.38) segue que 2, = z; = R(z,) €
Fiz(R). Em particular
2, € WN Fuz(R)

pertence a uma orbita 1-homoclinica simétrica.

3.1.5 Regiao 3 - O Caso Sela-Centro:

Nessa regiao a origem nao é hiperbdlica devido a um par de autovalores imaginarios
puros. Dessa forma, a questao de persisténcia de orbitas homoclinicas é mais sutil. Uma
analise completa da existéncia de drbitas homoclinicas neste caso nao é conhecida, mas
trataremos aqui um caso particular; quando o sistema reversivel é um hamiltoniano.

Consideraremos um problema com dois graus de liberdade cuja fun¢ao Hamiltoniana

é dada por

L, A 9 . 9 -
H(g,p) = (0 + @) + 503 — 63) + oq) + Baias + 14145 + 863 (3.1.39)

onde estamos supondo ¢ # 0 e wA > 0. Com uma mudanca de variavel podemos supor
1

=1ed = ;. O sistema Hamiltoniano associado € dado por:
G = oH ¢1 = wpy
op 4 sl
g A= Y ) (3.1.40)
OH p1 = —wq — 3aqy — 28192 — 7q;

P="%3 | =)~ 8 - 29002 — 353
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ou ainda,
¢1 0 w O q1
] A
G| & ¥F 2 | Lom=al?)+0@
m —w 0 0 0 P p
P2 0 A 00 P2

Note que os autovalores da parte linear sao dados por:

Lo = +X = +1

|A = 2l — 0=zt + (W= A2 — PN =0=
T30 = W

Portanto a linearizacdo na origem é do tipo sela-centro.
Ainda.
H(q,—p) = H(q:p)

¢ portanto o sistema € R-reversivel onde
R(g.p) = (g. —P)

Note que
Fiz(R) = {p=0} = {pr =p2 =0}

Consideraremos 7 como um parametro de perturbacao.

Para v = 0 temos que

0
— q(t))_; 3/(1 + cosh t) .
0= (10 0 s

—3sinht/(1 + cosht)?

¢ uma solucad homoclinica R-reversivel para o sistema (3.1.40) com ponto simétrico em

(0,3/2.0,0).

Nosso objetivo € analisar a estrutura do fluxo com respeito a érbitas homoclinicas
numa vizinhanga do “loop” {h(t). t € R} U {0} para pequenas variacoes de 7. Restrin-
giremos nossa atengao para as 4rbitas homoclinicas na superficie de energia H = 0. Tal

superficie contém o ponto de equilibrio (g.p) =0 e também toda érbita tendendo a 0 para

t s oocout— —00:
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Como nos outros casos, a principal ferramenta para estudar o fluxo é uma aplicacao
de Poincaré TI(..7) em uma sec¢do 2-dimensional £~ C {H = 0} transversal & parte
da variedade estavel local com ¢, > 0. Tal aplicacao é composta por uma parte local e
uma parte global TI;,. e G, respectivamente. A primeira corresponde ao fluxo préximo do

equilibrio.

Reducgao a uma aplicacao de Poincaré 2-dimensional:

Como estamos na superficie de nivel H = 0 resolvemos tal equacdo para p» = ¢

obtendo

.2
p; = ¢ —w(pl +¢}) — 2aq — 28¢i¢: — 2vq163 — 5*?3 (3.1.42)

e o fluxo pode ser visualizado no espaco (¢, p;)-

As equacoes sao dadas por

a wp)
f’l = —Wg — 3(19'12 = 2,3(}1(}2 (31-1-3)
G2 i'\/ a3 — w(p} +q}) — 2aq] — 284¢2q: — 27012 — a3

Note que o sistema € definido apenas no conjunto D dado por

2 9 . 2
D= {(g,p1); &2 — w(p} + &) — 204} — 2B8¢°¢y — 2vq1q? — 5@3 > 0}.

A fronteira 0D de D é dada por

. 2 2 g .
wpi =g — 5&‘3 - wg — 2aq} — 28414 — 2vq143 (3.1.44)

Para coeficientes gerais dD é formada por duas partes as quais sdo importantes para a
analise. Por um lado, temos uma parte conica 8D, préxima a origem e, por outro lado.
uma parte suave 0D; contendo o ponto (¢,p;) = (0,3/2,0) o qual pertence a solucio
homoclinica (3.1.41). (de fato. basta fazer t = 0).

A variedade instavel local W, (0) é 1-dimensional e tangente ao subespaco gerado
por (0,1.0.1) em 0. Portanto. parte dessa variedade tem localmente uma componente ¢,
positiva. dai ¢, cresce até encontrar d0). ja que o sinal da terceira componente de (3.1.43)

muda apenas quando encontra dD.
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Podemos notar também que a variedade estavel local W;.(0) é tangente a0 subespaco

gerado por (0,1,0,-1) em 0.

As aplicacgoes local e global:
Considerando as secgdes transversais

= = dH = 0,0 =28,%P = +¢o > 0}

desejamos construir uma aplicagao local de Poincaré
Thigs & B 52",

Note que as secgdes transversais $* <io 2-dimensionais. As coordenadas de tais seccoes

estdao no plano (qi,p1)-
Considerando uma mudanca de varidvel

(21, 91, %2, 92) = M(g,p.7) = (a,p) + O(l(g,P)")
é possivel obter uma nova funcao Hamiltoniana

H(z,y.7) = K(Ii, I,v) =wh + L+ U+ 12)

onde I, = (2% +13)/2 e I = (3 — y1)/2-
Nas novas coordenadas o fluxo é dado por

. (0 & e :
x—(rﬁo), y—(;\g) (3.1.45)

oK oK
onde W(I,v) = =+ a7, — (11, I, ,}e)\(l By = oL ¥)
De fato,
e e ?_é_ 0K oI, _ e
V= 5z, 0L Oz, -
=>I= ( X ) ¢ parte nao-hiperbolica

. _ 0K _ _9KOL _ ., =8
& 8:51 a 8]18.’{1_ %
0K _9KL 5

W= By, 0L 0w ’ 0 A

=g=| = y parte hiperbolica
oK 9K 8l _ A0

o 83‘,‘1 af:- 6?}1 J!
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e as seccoes transversais sao agora dadas por:
Y*={H =0,y =¢, 5 >0}

Note que o sistema foi decomposto numa parte nao-hiperbélica x e outra hiperbdlica .

Nessas coordenadas a aplicagao de Poincaré local é dada por

' cos?  sin(2
z = Hpe(z,%) = ( _ ) (3.1.46)
—sinQ cosQ _
onde
Q=Q(1.7)=-wlnl;, +O(1) para I; = 0 (3.1.47)

Para a aplicagao global existe uma forma normal dada por

" b 0 b ,
G(z,v5) =v¢ ( ¢ ) - ( i 0 ) T+ 0(sz2 - ‘yQJ (3.1.48)
b

onde G(.,7) : £ — £~ Tal forma normal pode ser encontrada em [18].
Essas aplicacoes IT;,. e G sdo reversiveis com relacao a R= : £ — ©7 que sao dadas
por
R:(J:I:I‘_’) = (IL‘ —Z7)

ou seja. valem as relacoes

l'lg;c = R" o0 R™, G'=R oGoR . (3.1.49)
Assim. obtemos a aplicacdo de Poincaré I1: £~ — £~ em torno de (3.1.41) a qual é dada
por
=G ol
Por simplicidade, a partir daqui. substituiremos I1 por IT e 0 mesmo para G, I, R
e 5%,

Assim temos:

M(z, ) = G(Thac(z, 7), 7

Como W} .(0) < 1(0,1,0,—1) nas novas coordenadas, em £~, Wj,

(0) corresponde

ar =0, isto é&, + = 0 corresponde a interseccao da variedade estdavel local com £~ e



92 Orbitas Homoclinicas em Sistemas Reversiveis

Fal

assim 6érbitas homoclinicas sio obtidas sempre que o n-ésimo iterado de 0 se anula, isto
é, I1"(0,v) = 0.
Se n é o menor inteiro tal que M™(0,~7) = 0, a solucdo correspondente € uma érbita

n-homoclinica. O correspondente valor do parametro vy ¢ chamado valor n-homoclinico.

Solugbes Homoclinicas:

Consideraremos aqui a aplicacao de Poincaré I1 = G oIl;, € a involugao R(zy,25) =

(#1, —22)-
Denotemos o conjunto dos valores de todos os parametros 7 para os quais o sistema

tem uma orbita n-homoclinica por I'", isto €.

™ ={y; I"(0,7) =0, I*(0,vy) #O0parak=1,...,n — LE.
Sabemos que [T = G o 1, € que G e Il satisfazem as relacoes de reversibilidade

(3.1.49): G = RoGo R, TI;; = Ro Il o R. Isso implica que

loc

! =M1 oG l=(RoloR)o(RoGoR)=RolljeoGoR=

loc

= (Ho j) o (G o Iee) © (I o R) = (Rollj)oIlo (R o )
loc

isto é,
H_] = (R e Hr’oc) clle [R & Hioc:}'

Lema 3.1.7 : Seja n € N. Entdo II*"(0,7) = 0 & [ © (MI8)(0,7) = RoT%(0;7%)-
Similarmente, TIZ**+1(0,v) = 0 < II"*1(0,7) = G o Ro TI"*(0, 7).

Prova: De II7! = (RoIlj) oo (Ro Il € I1™(0, ) = 0 obtemos:
l-[m—k (01 ) = n—k(o: ".f") = Rolljc0 "o (R < H!oc(or TJ: 'Tj = Rollj 0 Hk(oa ","')

J4 que (R o T,)(0,7) = I (R(0), ) = I,.(0,7) = 0.

loc

Com m = 2n e k = n obtemos:
I1"(0,7) = R o Mjpe 0 TI*(0,7) = R o I"(0,7) = Iigc 0 TI*(0, 7).
Tomando m = 2n + 1 e k = n temos:

*+1(0,v) = Ro Il 01™(0,7)=Ro T, 0 I o G o II™(0,7) =

loc

=Ra G_l o) H”“ (0 '}") =GoRo Hn+l (0 n:’) ==
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= HnH(O,"\{} =GoRo Hn-&l([},ﬂf‘)
(=) segue de: ™! = Golljp 0o I* = MI" =1L 0o G-l o TI™HL.

Definimos agora conjuntos de pontos em £~ tendo as propriedades de simetria do

lema 3.1.7.

Sl wer = {2 € 75 G(R2,7) = 1}

Para I1"(0,~) € £},, temos uma solugdo 2n-homoclinica e para I1"*'(0.7) € £,
nma solucao (2n+1)-homoclinica.

Um fato importante a se observar ¢ que o ponto simétrico para uma Orbita 2n-
homoclinica tem coordenada ¢» préximo de zero e para uma 6rbita (2n+1)-homoclinica
tal ponto tem coordenada ¢, proximo de 3/2

A partir daqui analisaremos os conjuntos £, e £/ com maior atencao.

Consideremos inicialmente X7, em coordenadas polares.

r = r(cos¢,sing) € 7, desde que

cos{)? sin{2 x| Ty
Hie(z,7) = Re = N =
—sinQ) cos 2 T3 —Ty
cos) sin() T COS @ T COS Q@
= =
—sinQ) cosf) rsin ¢ —rsin ¢

{ r{cos 2 cos ¢ + sin Qsin @] = rcos ¢

r[—sin Qcos ¢ + cossing] = —rsing

Para r # 0 temos:

cos 2 cos o + sin f2sin @ = cos ¢ i cos() — @) = cos @
—sinQcosod + cos Qsing = —sing | sin(¢p — Q) = —sing

05(Q2 — @) = cos ¢
:;’{(.OS( ¢) =cos¢ =2Q—0=06+2kr, keZ

sin(Q — ¢) =sino

=:-¢;=%Q+k?n k=201



94 Orbitas Homoclinicas em Sistemas Reversiveis

Logo,

e portanto,
v —dgz=r(cos¢,sing) ELT; ¢= Lo(le2 o) +kn (3.1.50)
—par — —_ :Sl + iy — 2-_- 2 P St wkia

onde Q) é definido em (3.1.47). Assim, I}, € uma espiral logaritmica dupla enrolando
infinitamente em torno do ponto T = 0.

Quanto a E)p,, temos que:

"":mpar = {33 € X G(RCI:,";} = l'}
mas
b 0 b o ook
G(x,";)Z'}L( ; ) + ( ! 0):{:+O(|ml +9°)
Dali,
G(Rz.v) =12
implica em
b 0 b
ve s @\ Loral+9 =
1 —: 0 —ZI2 T2
b —b
. (76 ) ( :2)+0(~,«2+11;1 § e ( )
¥ e
= 1, + bz —ych+ O +1z*) =0
Logo,
Z?mpar - {{\ZEI?I?) e X O'(_;Il,I-g,"f) = 0} (3151)

onde o(x,7) = 21 + bxa — ycb + O(4? + |z[?) para (v,2) = 0.
A existéncia de érbitas n-homoclinicas serd agora estabelecida numa série de resul-

tados todos usando a caracterizacio do lema 3.1.7.

Teorema 3.8 : Suponha que 0 pardmetro ¢ na forma normal (3.1.48) € nao nulo. Entao

eriste um 7 > 0 tal que
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onde

B o
% <%a<0<xuh <n?

Mais ainda.

tal limite também é vdlido para “,';‘h

Prova: Para construir ['* devemos resolver I1(0,7) € Yoar- Mas TI(0,7) = ~e(b, T +
O(~?) é uma curva suave passando pela origem com velocidade nao-nula com relagao a

Dessa forma encontramos infinitas intersecc¢oes com a espiral:

A
50( 12+ 1) + O] ). ) (3.1.52)

1
o—arcfgb—FO[l /) + kr = 5

onde a primeira igualdade de (3.1.52) segue da expressao de I1(0,v) em coordenadas
polares da seguinte forma:

o _ @ ye+00?) _ ye (1+0(9)Y
W= ( ")“wb(HO(lwl)) a

z;  veb+ O0(y?
S = 31+ 0(D) Y (-DH(1)

o)

1
= 0+ 0=
Dai, X
tgo = % O(lv])

o que implica
1
= a.'rctgg +O0(y]) +kr, keN
a segunda igualdade de (3.1.52) equivale aos pontos de intersec¢ao da curva I1(0. ) com

£2,- dando origem aos pontos 7 r,\ = para k € N.

Quanto ao limite termnos que:

Q(I[.’}) = —.‘.;.-'11111 +O(1). I] — 0.

[_.d In ("’32‘ (8% + 1)) + 0(1)] = a.rctg% +O(|w) + kr =

4-’2 + - 1
= —wlin ( "2( (b" + 1]) = Qarcf.gg + O(|%|) + 2k7 =
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2 2 2 1 2k
=B 20 + l)e:rp (—;m"ctgg O(|yl) - T)
Logo.
1 Ch{%;ﬁe:rp (_Za*rctg% + O(|ves1]) — 3“‘%”31)
®  agemear (—2arcgg + O(wl) - )
Assim,

9,
. -}ik-.—l == /
i [= ] =™
k=00 \ Yk

ja que 74 — 0 quando k — oo e portanto

Observagao 3.1.3 : E possivel obter um resultado mais geral que o teorema 3.8. Pode-se

mostrar que existe ¥ > 0 tal que

(-3 ={n™ keN m=1,2,3,4}
onde
Wt € e L€ IR A e i

tal fato ndo serd demonstrado aqui mas pode sere encontrado em [18].

Teorema 3.9 : Para cadan > 2 ey™ € "N (—7,7) existe um & > 0 tal que o conjunto
"N (y* —g,9* +¢) € da forma {'}2“ T2, k€ N} com

!

R L 5 2n,+ 2n,+
N Ly 47 = "kﬂ < Y €
F_'Zrt,i "
i — < —.—,;"{Em}
khm s
—+00 ¥

ondel € N

Prova: Como I'?" é dado pelas solucdes de T1"(0,v) € T7,, consideremos a fungao
P

d: (=%,%) =L
Y o d(y) = T7(0,7)

f

Como ~* € I™ sabemos que d(7*) = 0 e II¥(0,7*) # 0 para k = 1,2,....,n — 1. Mais

ainda, I1(.,.) é analitica em todos os pontos (. 7) exceto quando r = 0. Assim. d = d(v) =
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I~ Y(T1(0, 7). ) depende analiticamente de y em uma vizinhanca de . Obviamente d(~)
nao pode ser completamente degenerado, isto €, d(v) = 0 jd que a existéncia de érbitas
2-homoclinicas e 3-homoclinicas em (—%, %) impede tal fato, assim existe um inteiro [ tal
que

d(v) = d-a("." _ .ql\_.*)l’- & O(h’ _ ,}_.*[(—i—l)

com 0 # d; € R%. Para o caso [ = 1 o resultado segue como no teorema 3.8.
Para [ > 2 a expressao (3.1.52) também ¢ vélida, mas 2 é tomado como Q(3|d(¥)[%, 7).

Note que a curva d(v) passa por 0 quando v = ~*.

De Q= —wln|y—+*|* + O(1) para ¥ — 7" temos de (3.1.52):

arctgy + O(|y|) + k7 = 3 [—w In|y — %+ O(1)]
—wln |y = 9** = 2arctgz + O(|y|) + 2kx + O(1)
Infy ~of¥=—Carctgy + Oflyl) -2 +0O(1)
vy = = exp (= Zarctgy + O(Ir]) - %F + O(1))

Assim,
/ L —- -
et — 7|2 TP (—%a.rctg% + O(ly]) = gik—:i + ()(I))

e — 7% exp(=2aretgt + O(|y]) — 22 + O(1))

€ portanto,

Y 7 — ~* % f ¥ T '-\."" 4

lign [T U B g i SRR P gemfl)
k=ioo | g~y | k—oa S — A

Observacao 3.1.4 : O teorema 3.8 € um caso especial do teorema 3.9 com n=1. Mais
ainda, iterando o resultado acima, vemos que em toda vizinhanga de 7" e todo k € N

eristem infinitos pontos ~ correspondendo a oérbitas (2¥n)-homoclinicas

Analisemos agora a existéncia de drbitas n-homoclinicas para quaisquer n. Os casos
n=2%en=32% k=0.1,... segue dos resultados anteriores.

De acordo com o lema 3.1.7 e a expressao (3.1.51), temos que checar a condi¢ao
o(TI"*1(0,7),v) = 0 para concluir que [T?**1(0,v) = 0. No entanto, de ¢(0,7) = —ycb +
O(7?) e o(T1(0.7).v) = ~vecb + O(+?), vemos que a funcéo o(II"'(0,7),v) muda de si-
nal pelo menos uma vez entre quaisquer dois pontos v, e v, com II""1(0,+) = 0 e
4D, ) = II(0,%).

Dai segue o seguinte:
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Lema 3.1.8 : Suponha ¢ # 0; entdo existe um 7 tal que para todo y1 € "' N (-7.5) e

todo v, € T* N (=7, 7), existe um v* € ['"*! entre v e 7.

A partir dai obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.10 : Em toda vizinhanga U de v = 0 € para todo n > 2, a intersecgdo de U e
['™ contém infinitos pontos. Cada ponto em I'™ corresponde a umn sistema (3.1.40), numa
vizinhanca de (3.1.40) com v = 0, que possue soluggo n-homoclinica numa vizinhanga de
h(t).

Prova: Faremos a prova por indugao. O caso n =2 e n = 3 ja é conhecido. Assuma que
o resultado segue para n = 2.3....,m para algum m > 3. Se m + 1 é par aplicamos o
teorema 3.9 com n = (m + 1)/2 obtendo infinitos pontos (m+1)-homoclinicos préximos a
v=0.Sem+1 é impar, istoé m+1=2[+1, entdo [ > 2.

Assim, existem sequéncias (v4) C T* e (44!) € I'**! com 4} > 44! > 4L,, — 0. Aplicando

0 lema 3.1.8 obtemos um 72! € (74!, ~{) para cada k € N. Dessa forma, y;"' — 0 para

k — o o que conclue a prova.




Apéndice

Ressonancia 1:1

Aqui consideraremos a bifurca¢do em torno de (. No entanto, nao fazemos a prova

dos resultados aqui mencionados, os quais podem ser encontrados com detalhes em [15].

Prézimo a Cy: Neste caso, podemos considerar uma familia a um-parametro de campos
vetoriais em E*, com um ponto fixo na origem, e tal que o operador linearizado para
¢ = 0. tem uma singularidade ressonante do tipo 1 : 1, isto é, existem dois pares de
autovalores do tipo £iw, com blocos de Jordan bi-dimensionais. Esse procedimento pode
ser encontrado em [153].

Mais precisamente, urna equacio diferencial da seguinte forma em C2:

21 = twezy + 2o+ flp, 21, 21, 20, 2o @

: o f(fl L "’) (3103)
Zo = WpZo ke Q(ﬁl- ), Zl + 29, E?)

onde f.g = o(|u|(|z1] + |22]) + |21* + |22)%).

Assumiremos também que esse sistema € reversivel com relagao a reversibilidade R(z;, z;) =

(Z;.—25). Isso implica que as fungoes f e g satisfazem:

flp 21, =22, —22) = = f (1, 21, 21, 20, 22)

o - ! (3.1.54)
gt 21, —22. —22) = g(p. 21. 21, 22, Z2)
Uma forma normal para (3.1.53) obtida por Elphick [10] é dada por:
21 =z + 2o + 218l 1213, 2z B — 52
1 1 2 1Pl | sl21<2 122)] (3.1.55

2
onde (g, e ) sao polindmios em seus dois iltimos argumentos. Além disso, esse processo de

" e - s B o - )
normalizacio preserva a reversibilidade R. Note que |2;|* e 5(3132 — Z129) sao invariantes
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sob R: portanto, segue de (3.1.54) que p, € uma funcdo imagindria pura € queé £1 ¢ uma

funcao real.

Desta forma, podemos reescrever o sistema (3.1.55) da seguinte forma.:

{ 5 =wezi + 2+ iz, P{ |z [P, (202e Z122)] (3.1.56)
3y = iwoza + 122 P |21)%, 5(z122 — z120)] + 21QIp 2112, 5(2122 — Z12)] o
onde P e Q sdo polindmios reais em Seus dois tltimos argumentos, com i sendo um
parametro de desdobramento que, por convencao, corresponde a regiao lparap<0ea
regido 4 caso contrario e ainda P(0.0,0)=0= Q(0.0.0).

O sistema (3.1.56) ¢ integravel:
De fato, K = 2122 — 2122 6 uma integral primeira. Para dar a expressao da outra integral,

defina “
G(p. u.,'v):/ Q(u, s, v)ds; (3.1.57)
0

entio a outra integral é dada por
H = |2]* - Glg, |21 |%, v)ds (3.1.58)

onde v = 5(2122 — 7,20) € a primeira integral basica.

Considere agora a seguinte mudanca de varidveis:

2 = Toe"(“"of“-“?i’o)’ W — :rle‘(wat'i*ai'n‘ (3.1.59)

Entio. o sistema (3.1.56) € agora escrito como:

7, = 11 c08(W1 — Yo

# = o cos(¥y — Yo)Q(ko: K)

! W Siﬂ('tlf»‘] - 1,’,) (3160)
(1 = o) = = 212 4 2Q(ur Kl
. Tol1
d, = D sin( — o) + P75, K).
onde as duas integrais sao agora dadas por
K = r,rsin(d — Yo,
jriStoi o, — W (3.1.61)
H =1} -G(ur5 K)
Tomando u, = T2, U = 72 entdo o sistema (3.1.60) torna-se:
(ip)? = 4r2ricos®(yhr — o) = 4r2ri[l — sin®(y — ¥o)] = 4{r2r} —rir} sin?(w; — o)} =

= 4{u,|G(u, uo. K) + H] - K7}




Uma equagao de ordem quatro canonica: bifurcacgao local. 101

a8 sin(¥y — ¢ ; . LTy sin(ty — 4, 5
W~ 0) =T Yol | 2y 0 k) = IO W) e 02, )]
o1 Lt
= — K (uou;) " [u1 + w,Q(u, ue, K)| =
= — K (g, uy) " uoQ(p. o, K) + uy + G, up, K) — G(pt, o, K)] =

= — K (o)) " [uoQ (1, oy K) + G, 1, K) + H]

ou seja,
(2)? = 4{u,|G (g, uo, K) + H] — K*} (3.1.62)
(1 — o) = — K (ttot11) " [toQ (11, 0. K) + Gt 0, K) + H), h
Consideremos as partes principais de P e @Q:
P(p.u.v) = prp+ pau + psv + O(|p| + |u| + |v])?, (3.1.63)
Q(p.u,v) = —qup + gau + gzv + O(|p + |u| + [v])?
Dai podemos extrair o sistema linear associado a (3.1.56) o qual é dado por
3y = twozy + 22 + 121 P(p,0,0)
23 = Wwoezy + 122 P (11, 0,0) + 21@Q(u, 0.0)
e que possue autovalores
ifwo + P(1,0.0)] £ v/Q(p.0.0). e os complexos conjugados (3.1.64)

Como convencionamos que u > 0 corresponde a regido (4). segue que Q(u,0,0) < 0
para g > 0. Portanto. temos:
@ >0 (3.1.65)

A partir dai. considera-se solugdes periddicas de (3.1.56) que correspondem a solugoes
constantes de (3.1.62). isto é, faz-se uma andlise dos pontos criticos de (3.1.62).

Para o caso g; > 0 e p > 0 Iooss em [15] mostra a existéncia de uma familia a um
parametro de solugoes homoclinnicas para (3.1.62). Para o campo vetorial (3.1.56), essas
orbitas sao homoclinicas para uma mesma solucao periddica.

Para g2 < 0 e g < 0 com H = K = 0 existem duas ¢rbitas homoclinicas para a
origem de (3.1.56). Tais dérbitas sdo simétricas e formam interseccoes transversais entre
W*“0) e S = Fir(R). Quando p < 0 estamos numa regiao de parametros onde a origem

é hiperbolica e com base nisso Jooss mostra a persisténcia de tais érbitas para (3.1.53).
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