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ABSTRACT

Let M™ be a closed and smooth manifold and 7" : M™ +— M™ be a smooth invo-
lution. The fixed point set F' of T, ' = {x € M™| T'(z) = x}, consists of a disjoint
union of closed submanifolds of different dimensions. We denote F = U F*, n < m,
where F* means the union of i-dimensional components of F.

Suppose that F' is of the form F"UF’, 0 < j < n, and that F"UF7 does not bound.
By a result of J. Boardman, one then has that m < gn Our interest in this work is
the determination of the upper bound for m, for each n. Specifically, we will determine
this upper bound for j = 2 and 7 = n — 1. Results of this nature have previously been
obtained by R. E. Stong and P. Pergher (j = 0) and S. Kelton (j = 1). When j = 2,
the upper bound is max{2n, m(n — 2) + 4}, where m(n) is the upper bound of Stong
and Pergher for the case j = 0. When j =n — 1, the upper bound is 2n.
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RESUMO

Sejam M"™ uma variedade fechada, suave e T : M™ +— M™ uma involucao suave.
O conjunto de pontos fixos F' de T, dado por F = {x € M™| T(z) = x}, consiste de
uma uniao disjunta de subvariedades fechadas de diferentes dimensoes. Denotemos por
F=U",F", n<m,onde F"significa a unido disjunta das componentes i-dimensionais
de F'.

Suponha que F tem a forma F" U F7, 0 < j < n, e que F™ U F7 ndo borda. Por
um resultado de J. Boardman, temos que m < gn Nosso interesse neste trabalho, é
determinar o limite superior de m, para cada n. Especificamente, iremos determinar
este limite superior para j = 2 e j = n — 1. Resultados desta natureza, foram obtidos
por R. E. Stong and P. Pergher (j = 0) e S. Kelton (j = 1). Quando j = 2, o limite
superior € maz{2n, m(n — 2) + 4}, onde m(n) é o limitante de Stong and Pergher para
o caso j = 0. Quando j = n — 1, o limite superior é 2n.
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Introducao

Na década de 60, P. E. Conner e E. E. Floyd escreveram um monumental trabalho,
Differentiable Periodic Maps 4], no qual introduziram a nogao de bordismo singular.
Esta nocao estendeu o importante trabalho de R. Thom da década de 50, Quelques
propriétés globales des variétés differentiables |14], no qual havia sido mostrado que
o bordismo de uma variedade é completamente determinado por certos invariantes
algébricos denominados nimeros de Stiefel-Whitney ou nimeros caracteristicos.

No bordismo singular introduzido por Conner e Floyd, o objeto de estudo era a
classe de bordismo de um objeto dado por um par (M, f), onde M é uma variedade
suave fechada e f é uma funcdo continua com dominio em M e com valores em um
pré-fixado espago topologico X. No caso em que X = {ponto}, o bordismo singular de
Conner e Floyd reduzia-se ao bordismo usual de R. Thom, e semelhantemente a este
ultimo Conner e Floyd mostraram que o bordismo singular (para CW-complexos X)
era completamente determinado por niimeros caracteristicos (os quais adicionalmente
envolviam a cohomologia de X).

Neste contexto, um detalhe importante é que, quando GG é um grupo de Lie compacto
e X = B(G), onde B(G) é o espago classificante para G-fibrados principais, entdo o
bordismo singular de X reduz-se ao bordismo das agoes suaves e livres de G em va-
riedades fechadas (ou bordismo G-equivariante). Isso deu origem a original estratégia
de se estudar agoes de grupos através de técnicas de bordismo (mais especificamente,
através de nimeros caracteristicos); em particular, um amplo estudo sobre involugoes
sob este ponto de vista foi levado a cabo por Conner e Floyd, com enfoque especial
para as propriedades concernentes ao conjunto de pontos fixos das mesmas. Especi-
ficamente, se M é uma variedade suave e fechada e 7" : M +— M é uma involugao
suave, entao o conjunto de pontos fixos de 7', F', é uma subvariedade fechada de M,
a qual pode ser escrita como F' = UF", onde F" denota a uniao (disjunta) das com-
ponentes i-dimensionais de F'. O fibrado normal n — F de F em M (o qual é uma
unido disjunta dos fibrados sobre as diversas componentes) é chamado o fized-data da
involugao (M, T'). Um dos resultados mais importantes de Conner e Floyd foi mostrar
que o bordismo do fired-data determina completamente o bordismo (equivariante) do
par (M,T). Em outras palavras, se (M,T) e (N,S) sao duas involu¢oes com fized-
data n +— F e v — V, entao foi mostrado que (M,T) e (N,S) sao equivariantemente
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cobordantes se, e somente se, n +— F' e v +— V sao cobordantes como fibrados.

A conveniéncia deste resultado é que o bordismo de fibrados é completamente de-
terminado por ntimeros caracteristicos (por ser o bordismo singular dos espagos clas-
sificantes); em outras palavras, a classe de bordismo de um fibrado 1 — F pode ser
vista como a classe de bordismo do par (F, g), onde g é uma fungao classificante para 7,
enquanto que o bordismo de involucoes sem restricoes nao é determinado por nimeros
caracteristicos (a ndo ser no caso especial em que as involu¢oes em jogo sejam livres
de pontos fixos; esse caso se reduz ao bordismo singular do espago classificante BO(1),
que é determinado por nameros caracteristicos).

Um fenomeno observado por Conner e Floyd foi o fato que, se uma involucao suave
T atua em uma variedade m-dimensional M de tal sorte que o conjunto de pontos
fixos F' nao borda (o que significa dizer que alguma F* nao borda), entdo m nao pode
ser muito grande relativamente a n, onde n é a dimensao da componente de F' com
maior dimensao (isto nao ocorre caso F' borde). O resultado de Conner e Floyd que
trouxe a luz tal fendmeno foi o seguinte: para cada natural n > 1, existe um natural
¢(n) > n com a seguinte propriedade: se uma involugao (M™,T) fixa F' de tal sorte
que a dimensdo da componente de F' com maior dimensio é n, e se m > (n), entao
(M™,T) borda equivariantemente (o que em particular implica que F' borda). Em
outras palavras, com tal resultado Conner e Floyd mostraram a existéncia, para cada
n > 0, de um patamar ¢(n) funcionando como um limitante superior para as possiveis
dimensoes de variedades M admitindo involucoes T : M +— M cujo conjunto de pontos
fixos, F', nao borda e é tal que a dimensao de sua componente maximal é n.

A prova do resultado acima concernente a existéncia de ¢(n) tinha carater apenas
existencial, ou seja, o valor exato, para cada n, de p(n), nao foi determinado explici-
tamente por Conner e Floyd. Posteriormente, isso foi completamente desvendado por
J. Boardman, através de seu do famoso 5/2-Teorema de [1] (Bulletin of the American
Math. Soc. - 1967). Boardman mostrou que, se uma involugao (M™,T) nao borda
equivariantemente e se o conjunto de pontos fixos F' é tal que sua componente maximal
tem dimensao n, entdo m < 5/2n. Em particular, isso significa que, se partimos de
uma F' que nao borda e cuja componente maximal tenha dimensao n, e se desejamos
tornar F' o conjunto de pontos fixos de alguma involugao (M™,T'), entao o maximo que
eventualmente m pode atingir é 5/2n. Adicionalmente, e através de exemplos explici-
tos, Boardman mostrou que a estimativa em questdo nao pode ser melhorada (ou seja,
diminuida) nas condi¢oes gerais segundo as quais a mesma foi formulada.

Essa generalidade do resultado de Boardman independe de n e abrange a possibili-
dade de F' possuir componentes com todas as dimensoes possiveis, de 0 a n; por causa
dessa generalidade, este antigo resultado de Boardman possuia embutido em si uma
classe atraente de problemas, a qual vem a luz mediante a observacao simultanea de
dois resultados posteriores da literatura, contidos em artigos diferentes, e nos quais a
preocupacao nao era a obtencao de resultados tipo Boardman.

O primeiro desses é o seguinte resultado de C. Kosniowski e R. Stong: se (M™,T)
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fixa F' o qual tem dimensao constante igual a n, e se m > 2n, entao (M, T) borda
equivariantemente ([5]; Topology, 1978). Isso implica que o fized-data de (M, T') borda,
e em particular F' borda. Isso significa que, caso F' nao borde, entao m < 2n. Por causa
do exemplo dado pela involugao “twist” ((F' x F.t), t(x,y) = (y,x)), esta estimativa é
a melhor possivel, o que significa um limitante para m melhor que o de Boardman na
situagao especial em que F' possui dimensao constante igual a n.

O segundo resultado é um teorema de Royster contido em [13| (Indiana Math. J.-
1980; o objetivo desse artigo era classificar involugoes fixando a uniao de dois espagos
projetivos reais), segundo o qual, se (M,T) é uma involu¢ao fixando a uniao de um
ponto com uma variedade F' de dimensao impar n, entdao (M,T) é equivariantemente
cobordante a uma especifica involucio definida em RP™ onde RP"™! denota o es-
pago projetivo real de dimensao n + 1. Em particular, m = dimensao(M) < n + 1 (na
verdade é igual a n + 1), e por causa da involugao em RP™"! acima, essa estimativa é
a melhor possivel. Evidentemente, isso ¢ também um limitante para m muito melhor
que o de Boardman na situacao especial em que F' possui, além da componente maxi-
mal n-dimensional (com n impar), componentes 0-dimensionais (quando componentes
0-dimensionais efetivamente ocorrem, entao a quantidade das mesmas precisa ser impar,
o que pode ser reduzido, via bordismo, a um tnico ponto).

Juntando os fatos acima, surge naturalmente o problema de se estabelecer um limi-
tante para m (em termos de n) melhor que o de Boardman, quando alguma restrigao
sobre n (a dimensao da componente maximal de F') é imposta, ou quando adicional-
mente algumas dimensoes envolvidas em F' (que em principio seriam de 0 a n) sdo a
priori omitidas (o resultado de Boardman e o resultado acima de Kosniowski e Stong
seriam os extremos desse problema geral quando nenhuma condi¢ao é imposta sobre
n). Tal problema pode ser formulado segundo a seguinte forma mais precisa: para
cada nimero natural n, e para cada conjunto de naturais X = {py,ps,...,p,}, onde
0<p <p2<..<p-<ne0<r, definimos m(n; X) como sendo o seguinte nimero
natural:

m(n; X) = max{m | existe involugao (M™,T) fixando alguma F’ que nao borda e cuja
componente maximal é n-dimensional, e tal que F' nao possui componentes com
dimensoes diferentes de n e daquelas especificadas na lista X}.

Com tal formula¢ao, o Teorema 5/2 de Boardman estabelece simplesmente que
m(n; X) < 5/2n para qualquer (n; X). O teorema acima citado de Kosniowski e Stong
diz que, se X é a lista vazia, entdo m(n; X) = 2n para todo n; por outro lado, o
resultado de Royster diz que m(n; (0)) = n + 1 quando n é impar.

E importante frisar que o valor de m(n; X ) independe da quantidade de componentes
de F' com alguma dimensao especifica p; € X; em outras palavras, m(n; X)) nao pode
ser melhorado (diminuido) se alguma restrigdo sobre a quantidade de componentes de
F com dimensao p; é imposta. Isso decorre do seguinte fato, que sera detalhado no
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Capitulo 1, Se¢ao 1.8, Teorema 1.8.5: suponha que uma involu¢ao (M™, T) fixa F', e seja
F' a uniao disjunta das componentes de F' com dimensao i. Entdo existe uma involucao
(N™ S) (a qual é equivariantemente cobordante a (M™,T)) fixando B = (F — F)uV",
onde V% ¢ uma subvariedade conexa i-dimensional de N™. Em outras palavras, toda
involucao é equivariantemente cobordante a uma involucao cuja parte i-dimensional F*
de seu conjunto de pontos fixos é conexa, para cada 0 < i < n. Desta forma, m(n; X)
é de fato uma fungao exclusivamente de n e de X (Corolario 1.8.6, Capitulo 1).

Uma vez que m(n; X) = 2n esta estabelecido para a lista vazia X e para qualquer
n, o passo seguinte é a andlise de m(n; X) quando X é unitario, ou seja, quando F'
possui duas componentes com dimensoes distintas F™ e F7, j < n. Como acima citado,
o caso j = 0 e n impar foi resolvido por Royster, a saber m(n;{0}) = n + 1. Nesta
diregdo, P. Pergher iniciou em (9], 1997) o estudo do caso m(n;{0}) para n par.
Especificamente, P. Pergher mostrou que m(2n;{0}) < 3n+ 3 quando n é impar. Esse
resultado foi obtido com uma sofisticacao da técnica de Royster. Posteriormente, R.
Stong e P. Pergher completaram em ([12], 2001) a analise de m(n;{0}) para qualquer
n par. Stong e Pergher chamaram m(n;{0}) de m(n) e determinaram seu valor exato
para cada n. A técnica utilizada consistiu inicialmente em mostrar que, se (M™,T')
fixa F" U {ponto}, entdao m < m(n), e isso foi obtido com a utilizagao de certas classes
caracteristicas especiais e a teoria de Conner e Floyd. A seguir, um exemplo (Mm(”), T)
com F' sendo do tipo F™ U {ponto} foi construido para cada n. Pormenores sobre o
valor de m(n) (o qual é expresso em termos de p e ¢, onde n = 2Pq com ¢ impar) serao
vistos na Secao 1.14 do Capitulo 1.

O objetivo deste trabalho é continuar o estudo do caso F = F" U F7, j < n.
Especificamente, mostraremos que m(n;{n — 1}) = 2n (Capitulo 2) e mostraremos
também que m(n;{2}) = maz{2n,m(n—2)+4}, onde m(n—2) é o namero de Stong e
Pergher acima citado (Capitulo 3). Com respeito a m(n; {1}), em sua tese de doutorado
“Involutions fixing RP? U F™”, defendida na University of Viginia-U.S.A em 2001 sob a
orientacao do Prof. Stong, Suzanne M. Kelton analisou limitantes para as dimensoes
de variedades com involucao cujo conjunto de pontos fixos possui duas componentes,
sendo que uma de tais componentes é um espaco projetivo real RP’. Isso seria uma
linha de generalizacio para o caso F = F™ U {ponto}, uma vez que {ponto}= RP.
Entre os resultados obtidos, S. Kelton mostrou que se (M™ T) fixa FF = F" U RP!,
entdo m < m(n — 1)+ 1 se n é impar, m < m(n — 1) + 2 se n é par, e tais estimativas
sdo as melhores possiveis. Ocorre que uma variedade conexa F'' é uma copia de S', a
qual é homeomorfa a RP'; em outras palavras, tais resultados de S. Kelton mostram
que m(n;{1}) = m(n — 1) + 1 se n é impar, e m(n;{1}) = m(n — 1) + 2 se n é par, o
que encerra o estudo deste caso.

Os casos m(n;{n — 1}) e m(n;{2}) sdo, em esséncia, diferentes. O primeiro pode
ser considerado como uma extensao do resultado de Kosniowski e Stong acima citado:
se (M™,T) fixa F' o qual tem dimensao constante igual a n, e se m > 2n, entao
(M, T) borda equivariantemente ([5]; Topology, 1978). De fato, e isto sera levado a
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cabo no Capitulo 2, provaremos que este resultado de Kosniowski e Stong continua
verdadeiro se, além da componente F™, outra componente F"~! faz parte de F. A
técnica consistird em, usando certas classes caracteristicas especiais, mostrar que se
m > 2n entao o fibrado normal sobre a componente F™ borda como fibrado; entao,
através de cirurgia equivariante, tal fibrado pode ser removido de F', e como con-
sequéncia obtém-se nova involucao (N™,S), cobordante & original, fixando F — F™ =
F"=1. Usando-se o resultado de Kosniowski e Stong, conclui-se que (N™, S) (e portanto
(M™,T)) borda equivariantemente. Conforme ja explicado acima, isso implicara que
m(n;{n —1}) = 2n.

O caso m(n;{2}) (levado a cabo no Capitulo 3) segue a filosofia do caso m(n;{0})
(o que pode ser intuido pela natureza do resultado). Em linhas gerais, a classe de
bordismo de um fibrado v +— F' d& origem a classe de bordismo equivariante de uma
involucao sem pontos fixos dada pela involu¢ao A que atua como antipodal nas fibras
do fibrado em esferas S(v). Segundo Conner e Floyd, caso v — F seja o fized-data de
alguma involugao, entao (S(v), A) borda como elemento do grupo de bordismo de in-
volugoes livres de pontos fixos. Ocorre que tal grupo de bordismo pode ser identificado
ao grupo de bordismo singular de X = BO(1), o qual consiste das classes de bor-
dismo de fibrados unidimensionais. Essa identificagdo é obtida associando-se (S(v), A)
ao fibrado-linha canonico A — S(v)/A. Por outro lado, as classes de bordismo de fi-
brados unidimensionais sao completamente determinadas por niimeros caracteristicos,
conforme j& citado anteriormente. Tomando-se em particular a situacao na qual uma
involucao possui fized-data do tipo v +— F = n +— F*Upu — FJ j < n, isso dara
origem a uma colecao de equagoes, obtidas por se igualar cada nimero caracteristico
de A — S(n)/A ao correspondente nimero caracteristico de A — S(u)/A. Quando j=0,
p +— FY é sempre o fibrado trivial sobre um ponto e A — S(u)/A é o fibrado linha
canonico sobre RP™™!, cujos nimeros caracteristicos sao explicitamente conhecidos.

Manipulando-se adequadamente as equacoes acima mencionadas com o suporte de
certas classes caracteristicas especiais e com o conhecimento explicito dos niimeros de
A — RP™ ! obtém-se os limitantes do caso F = F™ U F°. A abordagem do caso
F = F™ U F? possuird mesma natureza, sendo que a diferenca crucial residird no fato
que, enquanto s6 existe uma possibilidade para classes de bordismo estaveis sobre o
ponto (e esta é muito simples, dada pelos fibrados triviais), o mesmo nao ocorre quando
se considera todas as possiveis classes de bordismo de fibrados estéveis sobre variedades
bidimensionais. De fato, este € um dos pontos cruciais na anéalise de m(n; {2}), o qual
foi contornado através do Teorema 3.2.4, Capitulo 3. Neste teorema, mostramos que
existem sete tais possiveis classes nao nulas, e exibimos explicitamente um modelo para
cada uma destas sete classes. Isto foi obtido com auxilio das classes de Wu, de um
teorema de Borel-Hirzebruch e a estrutura de .4, (vide Capitulo 1). Desta forma, na
utilizacdo da técnica acima descrita no caso F' = F"U F?, a possibilidade de ocorréncia
de qualquer uma das sete classes 31, B2, 85, B1, B5, (6, 37 sobre a componente F? é
levada em conta.
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Na prova do caso F' = F" U F?, o limitante m(n — 2) + 4 é mostrado ser efetivo
para qualquer n e qualquer das classes 3; acima mencionadas. Neste contexto, surge
naturalmente a questao sobre se o referido limitante pode ou nao ser melhorado para es-
pecificos n e especificas classes [3;. Mais precisamente, tal questao da origem a definicao
do niimero natural

¢(n, 3;) = max { m | existe involugao (M™,T) fixando F do tipo F' = F™ U F?, tal
que a classe de bordismo estavel sobre F? é 3;}.

O Capitulo 4 ¢é dedicado a este problema, e de fato mostramos que em varias situ-
acoes o limitante m(n — 2) + 4 pode ser melhorado. O namero (n, ;) é calculado
para uma ampla gama de pares (n, 3;), incluindo neste contexto os pares com n impar
e qualquer ;. No entanto, este problema continua em aberto para muitos tais pares.

Nosso trabalho é constituido ainda pelo Capitulo 1, o qual é devotado aos pré-
requisitos necessarios para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes. Em tais pré-
requisitos esta incluida uma coletanea de alguns topicos fundamentais da teoria de
bordismo equivariante desenvolvida por Conner e Floyd.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos as ferramentas e resultados da literatura necessarias
para o entendimento dos nossos resultados, incluindo neste particular, nocoes béasicas
da teoria de bordismo equivariante, conforme desenvolvida por Conner e Floyd em [4].
Admitiremos que o leitor tenha nogoes de homologia, cohomologia, teoria de fibrados e
classes de Stielfel-Whitney.

Seja M™ uma variedade n-dimensional fechada C*; uma involugao 7' : M"™ +— M™"
¢ uma aplicacdo C™ satisfazendo T2 = Id. As variedades e involucoes envolvidas neste
trabalho serao supostas de classe C™.

Dada uma involugdo 7' : M"™ +— M", o conjunto Fr = {z € M"| T(x) = z} é
chamado o conjunto de pontos fixos da involugao; se Fr = 0, dizemos que T é uma
involugao sem pontos fixos.

1.2 Bordismo de variedades

Dada uma variedade compacta W denotaremos por OW o bordo de W, o qual sabemos
ser uma variedade fechada, isto é, compacta e sem bordo.

Definicao 1.2.1 Dizemos que uma variedade n-dimensional fechada M"™ borda se exis-
te uma variedade compacta com bordo W™ tal que OW" = M™,

Definicao 1.2.2 Dizemos que duas variedades fechadas M™ e V" sao cobordantes se
a uniao disjunta M™ U V"™ borda.

E conhecido o fato que tal relacio (de bordismo) é uma relacio de equivaléncia no
conjunto das variedades n-dimensionais fechadas.
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Denotaremos por [M"] a classe de equivaléncia a qual M™ pertence segundo tal
relagdo, denominada classe de bordismo de M"™. Seja .4, o conjunto de tais classes e
denote A, = U2 (A, Em A, pode-se introduzir as seguintes operagoes:

o N, X N == N :[M"] +[N"] = [M™U N"] (unido disjunta),
o N, x Ny = N, [M"]-[V™] = [M" x V™ (produto cartesiano).

Mostra-se que tais operagoes sao bem definidas e 4, ¢é graduado por dimensao: se
Ny, C A, consiste das classes representadas por variedades n-dimensionais, entao +
e o satisfazem

Ny X Ny = Ny e My X Ny = Ny

. &€ um anel graduado comutativo com unidade, com respeito as operacoes acima
[4, pg. 8|; tal anel é denominado o anel de bordismo nao orientado de Thom. O grupo
aditivo .4, pode se escrever entao como A, = B, ,.4,; em cada .4, o elemento neutro
é a classe das variedades n-dimensionais que sao bordos.

Para manipular elementos de .4, necessitamos dos numeros de Stiefel-Whitney :
fixada uma variedade fechada M"™, existe uma tnica “classe fundamental de homolo-
gia modulo 2”7 [M")y € H,(M™,7Z5). Portanto, para qualquer classe de cohomologia
v € H"(M",Zs) esta definido o indice de Kronecker 9[M"|y € Zs.

Seja T — M™ o fibrado tangente & M" (eventualmente denotaremos 7 por T'(M")).
Seja W(M™) =1+ wy +wq + -+ - + w, a classe de Stiefel-Whitney de M"™; em outras
palavras, W(M™) é a classe de Stiefel-Whitney de 7 — M"™. Sejam ry,79,...,7, in-
teiros nao negativos com 71 + 2r9 + - - - + nr, = n. Podemos entao formar o monoémio
wi (7)™ - wo(T)™ - - - wy (7)™ 0 qual é uma classe de cohomologia em H"™(M™, Zs).

Definicao 1.2.3 O inteiro modulo 2, wq (7)™ - wo(7)™ - - - wy, (7)™ [M™]3, ou resumida-
mente wi' - wsy? - - wlr[M™"],, & chamado o nimero de Stiefel-Whitney de M™ associado
ao monomio wy' - wy* - - - wir.

Assim, associada a uma variedade fechada M™, existe uma colecao de inteiros mo-
dulo 2, obtida ao considerarmos todos os possiveis monoémios wi' - wy* - --wi*. Di-

n

zemos que as variedades M"™, V"™ possuem os mesmos nimeros de Stiefel-Whitney se
wit - wy? - wlr [M"e = wit - wh? - - wir[V"]2 para todos os mondmios wit - wy? - - w
como acima.

A relacao entre os numeros acima e os elementos de .4, é dada pelo seguinte

Tn
n

Teorema 1.2.4 (Thom) Se M" é uma variedade fechada, entao [M™] = 0 (isto €,
M™ borda) se, e somente se, todos os nimeros de Stiefel-Whitney de M™ sao nulos.
[4, pg. 45, 17.1] O
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O resultado acima implica no importante

Corolario 1.2.5 As variedades C*fechadas n-dimensionais M™ e V™ pertencem a
mesma classe de bordismo se, e somente se, possuem 0s mesmos numeros de Stiefel-

Whitney. O

Em outras palavras, um elemento de .4, é completamente caracterizado pelos niime-
ros de Stiefel-Whitney de qualquer um de seus representantes. Os nimeros de Stiefel-
Whitney sao também chamados de nimeros caracteristicos de M™.

Usando esta informagao e lembrando que W(RP") = (1+«)"*!, onde « ¢ o gerador
de HY(RP",Z,), é possivel verificar o seguinte

Exemplo: RP" borda se, e somente se, n é impar.

A estrutura de 4, foi completamente determinada por Thom em [14]; tal estrutura
é dada pelo seguinte

Teorema 1.2.6 4, € uma dlgebra polinomial graduada sobre Zs com um gerador em
cada dimensio n # 29 — 1(n > 0). [14] O

1.3 Bordismo de aplicacoes

Para os fatos abaixo, vide [4].

Seja X um espago topologico. Uma wvariedade singular em X é um par (M™, f),
consistindo de uma variedade fechada M" e uma funcao continua f: M" — X.

Defini¢ao 1.3.1 Dizemos que uma variedade singular (M", f) borda se existe uma
variedade compacta V"t e uma funcdo continua F : V"l — X tal que OV = M"

Defini¢ao 1.3.2 Dizemos que duas variedades singulares (M7, f1) e (M3, f3) sao
cobordantes se a unido disjunta (M U M3, fi U fo ) borda (onde (fi1 U fo)|n, =
fi, Z - 1, 2)

A relacao de bordismo entre variedades singulares é uma relacao de equivaléncia na
colecao de todos tais objetos.

Dada a variedade singular (M", f), denotaremos por [M™", f] a sua classe de equiva-
léncia, denominada classe de bordismo de (M™, f). Seja A4,(X) o conjunto das classes
de bordismo de variedades singulares (M", f) em X e A(X) = UX An(X). Em
N (X) pode-se introduzir a seguinte operagao:

H(X) X A(X) == AX) M f]+ [N, g) = [M" UN", f Ug],
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onde fUg|yn = f e fUg|n» = g. Esta operacao esta bem definida e satisfaz
(X)X A X) == Hu(X),

com tal operagao, cada 4, (X) é um grupo abeliano no qual todo elemento tem ordem
2. Referimo-nos a A;,(X) como o grupo de bordismo n-dimensional nao orientado de
X. O grupo aditivo A44(X) pode se escrever entao como A (X) = @2 (A, (X); em
cada 4;,(X), o elemento neutro é a classe das variedades singulares n-dimensionais que
sao bordos.

Se (M", f) é variedade singular em X e V™ é uma variedade fechada, podemos
construir a variedade singular em X (M™ x V™ g), onde g(x,y) = f(x). Temos que
[M™ x V™ g] depende somente de [M™, f] e de [V™], e portanto temos a operacao

Ny X No(X) =2 A(X) satisfazendo A, x A (X) —— Apin(X).

Isto define em A4(X) uma estrutura de 4#;-moédulo graduado. Note que, se X =
{ponto}, entao existe um isomorfismo natural de .A#;-modulo A, ({ponto}) = A,.

Podemos associar a uma variedade singular (M™, f) em X certos nimeros modulo
2 de maneira a estender naturalmente o que foi feito para elementos de .4;: para cada
classe de cohomologia h € H™(X,Zs) e cada parti¢ao iy + i + - - - + i, = n — m, temos
o inteiro modulo 2

wi, (T)wi, (7) - ws, (7) f*(h) [M"]

ou resumidamente w;, w;, - - - w;, f*(h)[M"]. Tais nimeros sao denominados nimeros
de Whitney de f associados a classe de cohomologia h, e se reduzem aos nimeros de
Stiefel-Whitney usuais de M™ se colocamos h = 1 € HY(X,Z,). Conforme citado na
introdugao, a classe de bordismo de (M™, f) é completamente caracterizada por tais
ntmeros sob certa condi¢ao sobre X, conforme o

Teorema 1.3.3 (Conner e Floyd) Sejam X um CW-complexo finito em cada di-
mensao e f: M™ — X variedade singular em X. Entao [M", f] =0 em A,(X) se, e
somente se, todos os nimeros de Whitney de f se anulam. |4, pg. 47, 17.2] U

Corolario 1.3.4 Duas variedades singulares sao cobordantes se, e somente se, possuem
0s mesmos numeros de Whitney .

1.4 Bordismo de fibrados

Sejam &F — M™, n* — V™ fibrados vetoriais k-dimensionais, onde os espacos base M™
e V" sao variedades fechadas n-dimensionais.

Definicao 1.4.1 Dizemos que um fibrado vetorial £€¥ — M™ borda se existe um fibrado
¥ — Wl onde W™t ¢ uma variedade compacta com W™t = M" e tal que

CFlam = &".
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Obs: Note que se £¥ — M™ borda, entdo M" borda.

Definicao 1.4.2 Dizemos que dois fibrados vetoriais & — M™ e ¥ +— V™ sdo cobor-
dantes se a unido disjunta &* — M™ U n* — V™ borda.

Isto estabelece uma relacao de equivaléncia na colecao dos fibrados como acima. A
classe de bordismo de £* — M™ & denotada por [¢¥ +— M™], ou as vezes simplesmente
por [€¥]. A colegdo formada por tais classes torna-se um grupo abeliano através da
uniao disjunta (no qual todo elemento tem ordem 2) e torna-se um A4;-modulo através
da operagao

(V™) o [€F » M™) = [p*(&¥) — V™ x M™], onde p: V™ x M™ +— M™ é p(x,y) =y,

e p*(£K) significa o pullback de £* através de p.

O A,-mbdulo em questdo nada mais é que A, (BO(k)), onde BO(k) é o espago
universal classificante para fibrados vetoriais k-dimensionais. Com efeito, denotemos
por uf = E(O(k)) — BO(k) o fibrado universal. A identificacao nos dois sentidos &
feita da seguinte maneira:

(=) Dado &* +— M", escolhemos funcao classificante f : M™ — BO(k) para &*. Isto
determina a variedade singular (M", f) em BO(k).

(<) Dada variedade singular (M", f) em BO(k), associamos & mesma o pullback
fr(uF) = M

A associacao assim estabelecida é bem definida. Mais ainda, tal associacao preserva
a soma e a estrutura de #,-moddulos, além de ser uma bijecao. Desta forma, o .4,-mo-
dulo de classes de bordismo de fibrados com base n-dimensional e fibra k-dimensional
pode ser visto como o A;-modulo de bordismo singular .4, (BO(k)).

Como exemplo de um fibrado vetorial que borda, tome N uma variedade que borda
e R" — N é o fibrado trivial n-dimensional.

Fixemos agora [¢¥ +— M™"] € A4,(BO(k)), e tomemos seu correspondente [M™, f].
Segundo o Corolério 1.3.4, o que determina [M", f] sdo seus numeros de Whitney,

Wiy Wiy -+ wi, 7 (R)[M"]2

onde h € H™(BO(k),Zs) e iy +ia + -+ - + i, = n —m. Ocorre que H*(BO(k),Zs) ¢é a
algebra polinomial Zs[wq,ws, ..., wy], onde w; € H(BO(k),Z3),1 <i <k, é a i-ésima
classe de Stiefel- Whitney do fibrado universal * — BO(k). Assim, um mondmio bésico
h € H™(BO(k),Zs) pode ser escrito como h = wj,wj, ---w;,, j1 + jo+ -+ js = m,
e pela naturalidade das classes caracteristicas, f*(wj;wj, ---w;,) = vjv), - - - v;,, onde
v; = w;(EF) é a j-ésima classe caracteristica de €. Segue que

Wiy Wiy + Wy, f7(R)[M" ]y = w;i wiy - - w;, 05,05, 05, [M"]o,
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e portanto, os nimeros de Whitney do fibrado £* — M™ sao dados por
Wiy Wiy« + Wy, Vjy Vg« -+ 0, [M "],

onde iy + iy + - 41y + 1+ jo+ -+ Js =0, vj = w;(EF) e wy, = w;, (7).

Desta forma, um fibrado borda se, e somente se, todos os niimeros acima descritos
se anulam.
Exemplo: Considere o fibrado linha canonico A} — S*. Temos v; = wi(\}) = «, o
gerador de H'(S',Z,), portanto o niimero de Whitney w;(A})[S']2 de A} é ndo nulo.
Segue que A} ndo borda (embora S* borde).

1.5 Bordismo de acoes de grupos

Como referéncia para os fatos abaixos, vide [4].

Sejam G um grupo de Lie compacto e M"™ uma variedade fechada. Consideremos
uma ac¢ao C* ¢ : G x M™ +— M™, que denotaremos por (M™, ).

Definigao 1.5.1 Dizemos que a ac¢ao (M", 1)) borda se existe agao C™,
UG x W it
com O(W™H) = M™ e U|ym = 1.

Definigao 1.5.2 Dizemos que as agoes (M7, 11) e (M3, 1) sao cobordantes quando a
uniao disjunta (M7, 1) U (ME 1hg) = (M U M3, 1y U1by) borda.

A relacao de bordismo assim introduzida é uma relagao de equivaléncia. Nao é dificil
mostrar a reflexividade e a simetria, enquanto a transitividade necessita do teorema do
colar equivariante para garantir a suavidade da agao.

Denotamos por [M™, 1] a classe de bordismo de (M" 1), e por I.(G) a colegao
das classes de bordismo das agoes (M",1)). Definimos a operacao de soma usando
novamente a uniao disjunta de acoes:

o 1(G) x L(G) == L(G) : [M",¢)] + [N",¢] = [M" UN" 4 U ¢].

Tal operagao depende somente das classes [M" 1] e [N™, ¢]. Portanto a soma esté

bem definida e satisfaz I,,(G) x I,,(G) == I,,(G), onde I,,(G) é constituido pelas classes
representadas por variedades n-dimensionais. Temos que + torna [,(G) um grupo
abeliano no qual todo elemento tem ordem 2. Referimo-nos a I,,(G) como o grupo de
G-bordismo n-dimensional irrestrito. A razao do nome “irrestrito” é que podemos obter
outros tipos de grupos de G-bordismo ao impormos restricoes as agoes consideradas.
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Nesta linha surge o importante grupo de G-bordismo principal, o qual é obtido im-
pondo-se que todas as agoes consideradas sejam livres. Tais grupos sao denotados por
H(G).

Podemos introduzir em I,(G) ( e em A4,(G)) uma estrutura de A4,-modulo graduado
como segue: dados [M™, Y] € I,,(G) e [V™] € A, considere a agao

U:GxV™mx M"— V"™ x M" dada por ¥(g, (v,m)) = (v,¥(g,m)).

Verifica-se que [V x M"™, V] € I,,1,,(G) depende somente das classes [M™, 1] e de [V™],
o que determina a estrutura pretendida.

1.6 O grupo de Zy-bordismo principal

Particularizaremos as consideracoes anteriores para o caso em que G = Zs, e neste
caso estaremos trabalhando com .A44(Zz) (o grupo de Zy-bordismo principal), ou seja, o
grupo abeliano formado pelas classes de bordismo [M", 1], onde M™ é uma variedade
fechada e ¢ : Zy x M"™ — M™ & uma acao livre C*. Dar uma tal agdo é equivalente
a dar uma aplicacao 7' : M"™ — M"™ com T oT' = Id, ou seja, uma involu¢ao. O
fato de ¢ ser livre significa que T nao tem pontos fixos. Usaremos entao a notagao
[M™, T) € N, (Zs) no lugar de [M™,].

Dada uma involugao sem pontos fixos (M"™,T)), temos o espago de orbitas %, o qual

ainda ¢ uma variedade fechada, e a projecao p : M" — MT Isto é um recobrimento a
duas folhas de MT

Defini¢ao 1.6.1 Dada uma involu¢ao sem pontos fixos (M™, T'), definimos o fibrado

linha assoctado a T' como sendo v — %, onde o espaco total de v é o espaco quociente
M" x R

(m> T) ~ (T(m)a _T) .

Um exemplo desta situacao ¢ o fibrado linha canénico A — RP", o qual é o fibrado

linha associado a involugao antipodal (S™, A). Observemos que o fibrado em esferas
S(v) — % associado a 7 é naturalmente identificado ao recobrimento M" — %

Teorema 1.6.2 A associagio [M",T] +— [y — 2] define um isomorfismo de
Ne-mddulos entre N, (Zs) e N (BO(1)). |3, pg 71, 20.4] O

Podemos entao reconhecer um elemento [M", T'] através dos niameros de Whitney do
seu correspondente [25-, f] € A;,(BO(1)). Lembramos que H*(BO(1),Z,) ¢ a élgebra

polinomial Zs[c], onde ¢ € H'(BO(1),Z,). Colocando f*(c) = ¢ € H (%=, Z,), tal

elemento é denominado classe caracteristica da involugao (M™,T), e é na realidade a

primeira classe de Whitney do fibrado linha v +— % associado a (M™,T)).
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Defini¢ao 1.6.3 Dada uma involugao sem pontos fixos (M",T), definimos os nimeros
de involugao de (M™,T) como sendo os nimeros de Whitney do seu correspondente
vy MT Ou seja, tais numeros sao da forma w;, - w;, - - w; ck [M—]2, onde 08 w;; sao

v T
. . n
classes tangenciais de —]\fp .

Portanto, temos que [M",T] = 0 em 4;,(Z3) se, e somente se, todos seus niimeros
de involucao sao nulos. Temos, portanto, o

Corolario 1.6.4 Duas involucoes sem pontos fizos sao cobordantes se, e somente se,
possuem 0s mesmos numeros de involugao.

De suma importancia para nos serao as involugoes sem pontos fixos dadas pelos fibra-
dos involugdo, descritas a seguir. Considere um fibrado vetorial £~ L Y k-dimensional
com grupo O(k) (grupo ortogonal), onde V" é uma variedade fechada. Existe o fibrado

em esferas associado S(¢F) £ V" com fibra Sk=1 cujo espaco total é uma variedade
fechada C* (n + k — 1)-dimensional. Existe uma involugao sem pontos fixos,

T:5(€") = S(€"),

atuando como a antipodal em cada fibra; isto decorre do fato que a involucao anti-
podal A : S¥ 1 — S* ! comuta com todos os elementos do grupo ortogonal O(k).
Referimo-nos ao par (S(¢%),T) como o fibrado involugdo associado a £*. Considere o

fibrado projetivo associado a & dado por RP(£F) i V™, com projecdo p, fibra RP*! e
espaco total RP(&F) = %k); temos entdo a classe caracteristica ¢ € HY(RP(&*), Zy) da
involucao (S(€%),T). A estrutura de H*(RP(£%),Zs) pode ser obtida através do

Teorema 1.6.5 (Leray-Hirsch) Seja E L X um fibrado, onde X é um CW -com-
plexo, e seja A um anel comutativo com unidade. Suponha que existam elementos
homogéneos oy, as, ..., o, € H*(E, A) tal que, para cada x € X, o A-mddulo H*(E,, \)

seja livre com base {ji (1), j5(ae), -+, ji ()}, onde E, = p~'(x) € a fibra sobre x e
Jr @ By — E € a inclusao. Entao o H*(X,A)-mddulo H*(E,A) (via p* : H*(X) —
H*(E)) € livre com base {aq, g, ... 0.}, [§] O

De fato, voltando para o fibrado projetivo RP(£F) EiR V", notamos por construcao
que se RP*' c RP(£*) é uma fibra tipica, entdo o fibrado linha v — RP(&F) &
tal que y|gpr-1 — RP*' ¢ o fibrado linha canonico usual. Pela naturalidade das
classes de Stiefel-Whitney, segue que i*(c) = a € Hl(RPk_l,Zz) é o gerador, onde
i : RP*™' » RP(£%) é a inclusdo. Agora, H*(RP*™! Z,) é um Zy-modulo livre com
base 1,,a?, -+, a*~1. Pelo teorema acima segue que H*(RP (&%), Zy) é um H*(V", Zy)-
-mo6dulo livre graduado com base 1,¢,c?,--- ,cfL.
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Denotemos por

7(RP(£")) , (V")
l !
RP(£*) vr

os fibrados tangentes. Baseado no fato que fibrados sao localmente triviais, vale que
7(RP(£%)) é a soma de Whitney T @ 72, onde 71 é o pullback p*(T(V™)) e 75 é o fibrado
dos vetores tangentes paralelos as fibras. Coloquemos

W(r(V™")=1+w, +ws + -+ w, e W({k):1+vl+vg+---+vk,
as respectivas classes de Stiefel- Whitney. Pela naturalidade, temos que
W(n) =1+ p*(w) +p*(wz) + - -+ p*(wn)
A classe total de 75 é dada pelo
Teorema 1.6.6 (Borel-Hirzebruch)
W(r) = (1+¢)" + (14 p* (1) + (14 ) ?p*(v2) + - -+ p*(wn).
[4, pg 61, 23.3] O
Como 75 é um fibrado (k — 1)-dimensional, em particular vale a rela¢ao
T (1) + F 2 (0g) -+ p(vg) = 0.

Juntando os fatos acima, e omitindo-se, para simplificar a notagao, o simbolo p*
(daqui por diante estaremos sempre omitindo p*), concluimos que

Corolario 1.6.7 A classe de Stiefel-Whitney do espaco total do fibrado projetivo asso-
ciado a £* €

WRP (") = (14w +wo+ 4w, - (L) +or(1+ )" up(14+0) 24+ ).

1.7 O Splitting Principle

Para os fatos abaixo, vide [8|.

Em geral, um fibrado vetorial " +— V" r-dimensional sobre uma variedade fechada
n-dimensional nao necessariamente se decompoe em uma soma de Whitney de fibrados
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unidimensionais A\ & Ao @ --- D A, — V™. Se isso ocorresse, a classe de Stiefel- Whitney
W(n") =1+4+wv; +vy+ -+ v, se decomporia em fatores lineares

r

wor) = [T = 10+ w0,

=1

No entanto, em argumentos que se baseiam em classes caracteristicas e niimeros
de Stiefel-Whitney, em geral pode-se supor que a classe de Stiefel- Whitney de qualquer
fibrado vetorial pode ser fatorada em fatores lineares. Isso decorre do seguinte resultado
[8, segao 5]: dado qualquer 1" — V" existe uma variedade fechada W e uma funcao
[ W= V™ tal que o pullback f*(n") — W se decompde como A @ p"~t — W, onde A
¢ um fibrado unidimensional; adicionalmente a induzida em cohomologia

froH (V) = HY(W)

¢ um monomorfismo. Iterando o resultado acima com p"~! — W no lugar de n" +— v"
(e assim sucessivamente), e levando-se em conta que:

i) pullback de soma de Whitney é a soma de Whitney dos pullbacks;
i) o pullback (g0 f)"(n) € igual a f*(g*(n));
iii) composta de monomorfismos ¢ monomorfismo;

conclui-se o seguinte:

Teorema 1.7.1 (Splitting Principle) Seja n" — V" fibrado vetorial r-dimensional
sobre a variedade fechada n-dimensional V™. Entao existe uma variedade fechada W e
uma funcao f: W — V" tal que:

i) o pullback f*(n") — W se decompdée em uma soma de Whitney de fibrados unidi-
mensionais A\ @ Ao @ -+ D A\ = W;

il) f*: H* (V"™ Zy) — H*(W,Zs) é um monomorfismo;

Como consequéncia, teremos pela naturalidade que
WA eXd--dN)=04+x)1+z2)--(1+az,) =

= ff(I+v+vg+--+uv) =14 (o) + f(v2) +-- -+ [ (v)

onde v; € H'(V",Zy) é a i-ésima classe de 0" e x; € H'(W, Zy) é a primeira (e tnica)
classe de \;.

Como f* & homomorfismo de anéis, em argumentos utilizando classes caracteristicas
e nameros de Stiefel-Whitney (que envolvem monomios nas classes caracteristicas), o
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objeto 14+v; +ve+ -+ -+ v, que mora em H*(V" Z,), pode ser substituido pelo objeto
1+ f*(vn) + f*(ve) + -+ + f*(v,), que mora em f*(H*(V",Zs)), o qual é uma codpia
isomorfa (como anel) de H*(V") dentro de H*(W), e 1 4+ f*(vy) + f*(ve) +-- -+ f*(v;)
se fatora em termos lineares conforme acima.

Quando se usa o splitting principle, por abuso de notacao escreve-se:

W(n")=1+v1+---+v, sefatoracomo W(n")=(1+z1)(1+23) - (1+z,),

sem mencionar a variedade W e os fibrados unidimensionais \; — W (embora rigoro-
samente 1 + f*(vy) +--- + f*(v,) e ndo 1 + vy + -+ + v, seja igual a [[}_, (1 + z;)).

Por exemplo, suponhamos ¥ — V™ fibrado k-dimensional sobre a variedade fechada
V™ com W(V™) = 14w, +wy+ - +wy,, W(EF) =140, +vy+---+ v, Ja vimos que
k

W(RP(£F)) = (L+wi + - +w) O (14 e)vp—y).

=0
Suponhamos que W(V") e W(£¥) se fatorem através do splitting principle como:
W) =1 +a)+as) - (L+w),  WE) =0 +y)(L+y2) - (1+yw);
temos entao o
Teorema 1.7.2 A forma fatorada de W(RP(£F)) é
WERPEM)) =1 +z)(1+a) - (T+a)A4+c+y) (I +ctya) - (1+c+y)

Tal fatoragdo é mencionada no artigo [5], mas sem prova. Tal fatoragdo pode ser

justificada em um contexto puramente algébrico: sejam ¢, y1, Yo, . .., yr indeterminadas
de grau 1, e escreva (1 +y1)(1+y2) - (1+yx) =1 +v; + vy + -+ + v, onde v; é a
1-ésima funcao simétrica elementar nas variaveis yi, ..., yx. Entao

(I+ct+y)(d+ecty) - (T+ety) =1+) + 1T+ o+ + (1 +c)ve_y + v
Tal fato é trivialmente verdadeiro para k = 1. Indutivamente, suponha o mesmo valido
para k — 1. Escreva
l+vi+ve4--- 40
1+ ys

Entao, v1 =) + 4k, v;=0j+viyx se 2<j<k—-1 e v =uv,_,y Pela
hipotese de indugao, temos

Itcety) - (Qtety) =1+ + 1+ )+ + (1+)vh 5+ 0, 4)
Entao

(I+ctuy) - Mty T+e+ye) = (L+)" 4+ (1+e)v)_o+v,_ ) (I4ctyx) =
= (140" +(1+0) o 44 (T e)vp g + (140 et (L) 20fyet- - 40 _yye) =
=14+ + A+ op +ue] + -+ (L + vf_y + Vo] + Vi Yk =
=0+ + 0 +c)* o+ (1+e) v+ + (1 + c)vp_y + vy,

(L ety)(L+ctyo) - (1+ctye) = = l4vl+vh e

O
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1.8 Sequéncia exata de Conner e Floyd

Vimos na Secao 1.6 que o que caracteriza a classe de bordismo de uma involucao sem
pontos fixos (M™,T) em A;(Zs) sao seus nimeros de involugao (que sdo nameros de
Whitney do fibrado linha usual v +— %) Infelizmente, nao existe a priori um tal

critério para involugoes (M",T) com Fr # ) (por exemplo, nem mesmo % ¢ em
geral variedade fechada: tome M = S' C R? e T a reflexdo em uma coordenada; %

¢ o disco D). A sequéncia ezxata de Conner e Floyd de [4, pg 73, 28.1] contorna tal
ponto; na realidade, tal sequéncia estabelece quando duas involucoes sao cobordantes e,
adicionalmente, quando um determinado fibrado pode ser caracterizado como o fized-
-data de alguma involucao.

Seja entao (M"™,T) involugao suave na variedade fechada e n-dimensional M". Con-
forme dito na introduc¢ao, o conjunto de pontos fixos F' = Fr de T' é uma subvariedade
fechada de M™, a qual pode ser escrita como F' = UF’ onde F' denota a uniao (dis-
junta) das componentes i-dimensionais de F', 0 < ¢ < n; desta forma, cada F' é uma
subvariedade fechada i-dimensional de M"™, eventualmente desconexa, eventualmente
vazia. O fibrado normal n — F = U (""" — F*) é o fized-data de (M™,T). F™ con-
siste das componentes de M™ restrita as quais T é a identidade. Desta forma, n° — F™
é o fibrado 0-dimensional.

Conforme visto anteriormente, I,,(Zs) denota o grupo de bordismo irrestrito de va-
riedades n-dimensionais com involucao, e A4, (BO(k)) é o grupo de bordismo de fibrados
k-dimensionais sobre variedades r-dimensionais. Portanto, no contexto acima, (M",T)
representa uma classe em I,,(Z,), enquanto cada " * — F* representa uma classe em
A (BO(n —1)), 0 <i<n. Denotando

My = P Ne(BO(n — k),
k=0
temos entao que (M",T) determina o elemento

n n

e Bl = [ o B = S o F] € o,

i=0 i=0
Conforme [4], tal elemento nao depende da escolha do particular representante (M",T)
de [M™,T) € 1,(Zs). Mais ainda, e segundo [4], a aplica¢ao
ot In(Zo) > A, dadapor  A[M"T]=> [g"" s F]
i=0
¢ um homomorfismo de .4#,-moédulos.

Por outro lado, conforme visto na secao 1.6, se ¥ — V" é qualquer fibrado vetorial
k-dimensional sobre uma variedade fechada r-dimensional, temos o fibrado em esferas
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associado S(€¥) e a involucdo livre de pontos fixos dada pela antipodal nas fibras de
&F, (S(€%),T) (o fibrado involucdo associado a &F). Em outras palavras, (S(&¥),T)
representa uma classe em A, x_1(Z2). Em particular, um elemento

n n

a= Z[{”_i — V'] € .4, da origem ao elemento Z[(S(E”_i),T)] € M 1(Zs).

=0 1=0

Conforme [4], esta associagdo é bem definida a nivel de bordismo e estabelece um
homomorfismo de .#;-mo6dulos

0: My — Ny 1(Zs).

(para ¢ = n, convenciona-se que 0 : A, (BO(0)) — A;,_1(Z3) é o homomorfismo nulo).
Temos entao o

Teorema 1.8.1 (Sequéncia de Conner-Floyd) A sequéncia

0 = I,(Zo) 2 sty 25 N1 (Zy) — 0
é exata. |4, pg 73, 28.1| O

Uma das consequéncias do teorema acima é que duas involugoes (M™,T) e (V™,T")
sao cobordantes se e somente se seus fized-data n — Fp, n' — Fp forem cobordantes.
Em outras palavras, embora (M",T) nao possua nameros caracteristicos, a classe de
(M™,T) em I,(Zy) é indiretamente determinada por nimeros caracteristicos, a saber
os nimeros de n +— Frp.

Outra consequéncia do teorema é que, se um fibrado n — F = U, (""" — F*) é
tal que J[n] = 0, entao [n] = j.[M",T] para alguma (M",T). Em outras palavras, se
d[n] = 0, entdao n é cobordante a um fibrado 1 que pode ser realizado como o fized-
-data de uma involugao. Na realidade, a demonstracao do teorema acima diz algo mais
forte que isso. A prova mostra que, de fato, o proprio n pode ser realizado como o
fized-data de uma involugao. Isto significa que se 1 é cobordante a u, entao n é um
fized-data se e somente se u o for.

Temos entao um critério preciso para decidir se ou nao um determinado fibrado
n +— F & um fized-data: 9([n]) = [S(n), T] € A,_1(Z — 2), e conforme vimos a classe
de (S(n),T) em A;,_1(Zs) & determinada pelos nameros de Whitney da correspondente
classe do fibrado linha A — @ = RP(n) em A,_1(BO(1)). Assim, n é um fized-data
se e somente se todos os nameros de Whitney de A — RP(n) forem nulos. Um exemplo
interessante é o seguinte bem conhecido fendémeno: uma involucao (M",T) (n > 0) nao
pode possuir um tnico ponto fixo p € M™. De fato, nesse caso o fibrado normal 7 seria
o fibrado trivial n-dimensional R™ +— p, e portanto A — RP(7) neste caso coincide com
o fibrado linha canoénico A — RP""!. A primeira classe caracteristica de A é o gerador
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a € HY(RP" ' Z,), e portanto o [RP" '], # 0 ¢ um ntimero caracteristico de \, o
que nos d& a contradigao.

Conforme acima, se (M™,T) tem fized-data n +— F, entdo todos os numeros de
Whitney de X\ — RP(n) sao nulos. Em particular, de suma importancia para nos (e
isto sera exaustivamente usado nos Capitulos 2 e 3) é a seguinte consequéncia dos fatos
acima:

Teorema 1.8.2 Seja (M",T) involugio tal que Fr é da forma FV U F?,j < p < n; ou
seja, o conjunto de pontos fizos de T s6 possui componentes j-dimensionais e p-dimen-
sionais, j < p. Seja N7 +— FI, y"P — FP os respectivos fibrados normais. Entdo os
fibrados-linha usuais X — RP(n"7), N +— RP(u""P) possuem o0s mesmos nimeros de

Whitney . O
Outra consequéncia dos fatos acima é o seguinte

Teorema 1.8.3 Seja (M™,T) involugao com fized-data n — F, e suponha n — F =
(m — F1)U (g2 — Fy). Suponha my — Fy cobordante a um certo fibrado pu — G
(F1 e G podem significar vdrias componentes com diferentes dimensoes, e o cobordismo

nesse caso é componente a componente). Entao existe involugao (W™, T") cobordante a
(M™,T), cujo fizred-data € (u+— G) U (g — F).

Prova: Temos

O([p] + [m2]) = O([p] + [m] + [m] + [m2]) = O([m] + [m2]) =0

Portanto existe involu¢ao (W",T") com fized-data pUns. Adicionalmente, como p U s
¢ cobordante a n; Uny, (W™, T") é cobordante a (M™,T). O
Na mesma direcao temos o

Teorema 1.8.4 Se o fized-data de (M"™",T) én — F = (m — Fi)U (2 — Fy) e
(m +— F1) borda. Entao existe involugao (W™, T") cobordante a (M™,T), com fized-
-data (ny — F3)

Prova: 0 = d([m] + [n2]) = 3([m2). -

Finalmente, sera de interesse para nos o fato segundo o qual toda involugao pode ser
suposta, para alguns efeitos, possuir a parte i-dimensional do seu conjunto de pontos
fixos conexa para cada 0 < ¢ < n. (Vide comentario a respeito na introducao, quando
introduzimos o namero m(n; X)). De fato e mais precisamente, temos o seguinte

Teorema 1.8.5 Seja (M™,T), uma involu¢ao suave sobre uma variedade n-dimensio-
nal, com fized-data n — F = U (""" — F'). Entio (M",T) € cobordante a uma
involugao (W™, T') cujo fized-data p — G = U (u"~" — G) € tal que cada G* é
conera.
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O teorema anterior decorre das seguintes consideracoes: se " — V" e 6" — W™ sao
fibrados r-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais, entao é conhecido o
fato que a soma conexa

(W™ — D) U (V™ — Ds)
Wh#V" = ,

~

onde D e D5 significam discos abertos n-dimensionais em torno de pontos pré-escolhi-
dosp e Wmeqe V™, e ~ significa identificar os bordos 9(D;) = 9(Dy) = S"! através
de algum difeomorfismo C®, é cobordante a uniao disjunta W" U V™.

Como |5, e 07|35, sdo fibrados triviais, a construcao W"#V™ pode ser estendida
aos fibrados, e temos a soma conexa dos fibrados & e 07, £"#0" — W"#V"™ o qual
¢ um fibrado r-dimensional sobre a variedade fechada W"#V™. Também é conhecido
o fato que o cobordismo entre W"#V"™ e W™ U V" se estende aos fibrados, ou seja,
E#O" — WIH#V™ & cobordante a (" — V™) U (6" — W").

Voltando a involugao (M™,T) com fized-data n — F = U o(n""" — F%), podemos
aplicar o argumento acima iteradamente nas componentes de F* para trocar I por G°
conexa com a utilizacao do Teorema 1.8.3, e a seguir iteradamente em cada dimensao
0 <1 < n para obter o teorema acima. O

Corolario 1.8.6 O nimero m(n; X) introduzido na pdgina xii, Introdu¢do, nao de-
pende da quantidade de componentes do conjunto de pontos fixos da involugao com
alguma dimensao especifica firada. ([l

1.9 Involucoes e a caracteristica de Fuler mo6dulo 2

Se X é um CW-complexo finito, definimos

Definicao 1.9.1 A caracteristica de Euler de X mod 2 é o ntimero
X(X) =) (—D)idimH (X, Zy) =Y (—1)'dimH (X, Z)
reduzido modulo 2.
Tal niimero relaciona-se com involucoes através do seguinte
Teorema 1.9.2 Se (M™,T) é uma involugao com conjunto de pontos fixos F, entao
V(M™) = X(F) (mod 2).
|4, pg 70, 27.2] OJ

E interessante destacar também que x(M™) (mod 2) é um invariante de bordismo.
Isto decorre do seguinte
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Teorema 1.9.3 Seja M"™ uma variedade fechada n-dimensional. Entao x(M™) (mod 2)
coincide com o nimero de Stiefel-Whitney w,[M"],. [7, pg 130, 11.12] O

Lembramos finalmente que, se M™ é uma variedade fechada e n é impar, entao
decorre da dualidade de Poincaré que x(M™) = 0.

1.10 Uma involucao especial

Seja 1" +— F' qualquer fibrado vetorial r-dimensional sobre uma variedade fechada
i-dimensional. Entao, embora ji saibamos que 1" pode nao ser o fized-data de al-
guma involugao, n" faz parte do fized-data de uma certa involugao, de tal sorte que
além de n" tal fized-data contém somente mais uma componente, a qual é do tipo
nt — FT=1 Com efeito, considere M = RP(n" ® R), onde R — F? é o fibrado
trivial unidimensional. Em M" considere a involucao

[v,r] 5 v, —].

O conjunto de pontos fixos de tal involu¢ao é RP(n) (correspondente aos elemen-
tos [v,0]), com fibrado normal A — RP(n") sendo o fibrado linha usual, unido com
RP(R) = F* (correspondente aos elementos [0,7]) com fibrado normal " — F*. Vide
[3]. Sumarizando, temos:

Teorema 1.10.1 Seja " — F* fibrado vetorial real r-dimensional sobre uma varieda-
de fechada i-dimensional F*. Entdo existe uma involugao (M™%, T) com conjunto de
pontos fizos dado por Fr = F'URP(n) com fibrados normais 0" — F' e A\ — RP(n)
onde X € o fibrado linha usual sobre RP(n).

1.11 O limitante m(n) de Stong e Pergher

Na introduc¢ao, comentamos a respeito do fato que, para cada n € N, Stong e Pergher
construiram, em [12], uma involugao (M,T), de tal sorte que a dimensdao de M é um
especifico numero natural m(n) > n, com conjunto de pontos fixos da forma {pto}UF",
e maximal com respeito a esta propriedade de possuir conjunto de pontos fixos da forma
{pto} U F™. Em outras palavras, se (N",T') possui conjunto de pontos fixos da forma
{pto} U F", entao r < m(n). A seguir detalhamos m(n). Escreva n = 2P¢q, onde p > 0
e ¢ > 1, com q impar. Entao

(n) 2n+p+1—q ,seq>p
m(n) =
2n + 2P74 ,5€ ¢ < p.

Note em particular:
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a) sen ¢ impar,n = 2% (¢ > 1) e portanto m(n) = 2n+1—q = 2g+1—q = ¢+1 = n+1,
que é o resultado de Royster [13];

b) se n = 2q, com ¢ impar, entdao m(n) =2n+1+1—q¢=49+2—q=3¢+2 = %n—i—z
Neste caso, este valor (maximal) melhora o resultado de Pergher |9], o qual mostra
que um limitante é %n + 3;

c) sen=2F p>1, entdo

= 29 =1
m(n):{5 52, sep ,

2n 2071 =20t 4 7l = 2Pl (4 4 1) =521 =522 =2 sep> 1.

Em outras palavras, se n = 2P com p > 1, os exemplos (M™™ T) de Stong e
Pergher atingem o limite gn de Boardman.

A seguir, enunciaremos o teorema de Stong e Pergher no formato em que o mesmo
aparece em [12|, com m(n) sendo escrito de forma um pouco diferente, a qual é mais
adequada em alguns contextos.

Teorema 1.11.1 Seja (M™,T) uma involug¢ao diferencidvel sobre uma variedade fe-
chada, tal que Fr = {pto} U F", onde F" é uma subvariedade fechada de dimensao
0<n<m. Sen=2"(2q+1), entdo m < m(n) onde

m(n) = (2P —1)(2¢+ 1)+ (p+ 1) sep<2q+2
(2r+1 — 2p=(2a+1))(2¢ 4- 1) + 20~ R4+ (2 +2) sep > 2¢ + 1.

Adicionalmente, para cada n existe uma involucao (Mm(”),T) com Fp sendo da forma
{pto} U F™.
1.12 A férmula de Conner

Seja n" +— F™ um fibrado r-dimensional sobre uma variedade fechada n-dimensional
F™. Suponha

W(EF™") =14w + - +w, e W) =1+v 4+ +v,.
O teorema de Borel-Hirzebruch 1.6.6 da pagina 9 nos diz que
WERP() =1 +w +-+w){(1+e) +v(1+c)""+-- 40}

e por 1.6.5 da pagina 8 sabemos que H*(RP(n"),Zy) é um H*(F",Zs)-mo6dulo livre
graduado gerado por 1,c¢,c?,...,c" ! e sujeito a relacao ¢ = vic" L + v 2+ - - 0.
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Entdo, se a, € H'(F",Zy) e a,c" ' = 0, necessariamente a, = 0. Note que
H"(F", 7o) 27y e H" W YRP(n"),Zs) = Zy. Segue que

an[F™y = anc" HRP(n")]s.

Se a, € H*(F™,Zs) com s > n, entdao a,c" ™" 17*[RP(n")]y = 0 pois a;, = 0. Por outro
lado, se s < n, entdao a,c"™"!75[RP(n")], pode ser calculado com o uso iterativo da
relacdo ¢ = vic" 1 + vec" "2 4 - - - + v, Isto & feito mais preciso através da Formula de
Conner (vide [2]), a qual nos diz que se p(c,w;,v;) é uma funcao polinomial de grau
n +r — 1 nas classes ¢, w;, v;, entao

plevwn o) RPON) = et [

p(l’wi’vj) (1 w.“’L)]) .
onde <—(1+v1+n_+vr) é o termo de dimensao n de Moo Assim, se

Un_i € H"'(F™, Zy), temos que i€ TRP(0)]2 = i3 [F"],
onde v; é a classe dual de v;, definida por

AI4+v+v+-4o)l+07+02+--+7;) =1

1.13 A classe de Wu

Para definirmos a classe de Wu, precisaremos de algumas propriedades das operacoes
cohomolodgicas S¢¢, conhecidas como quadrados de Steenrod. Tais operacdes sao cer-
tos homomorfismos aditivos Sq° : H"(X,Zs) — H""(X,Z,), os quais satisfazem as
seguintes propriedades (vide [7]):

1. Naturalidade. Se f : X +— Y ¢é qualquer aplicacdo continua, entdo S¢‘ o f* =
f* o qu

2. Se a € H"(X,Zs), entao S¢°(a) = a, Sq"(a) =aUa e Sq'(a) = 0 para i > n.

3. A formula de Cartan:

Haub)= > Sq'(a) USE(b),

i+j=k

onde U denota o produto cup.
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Temos ainda a operacao quadrado total dada por
Sq(a) = a+ Sq*(a) + S¢*(a) + - - + Sq"(a), onde a € H"(X, Zy).

Note entao que a formula de Cartan pode ser expressa como Sq(aUb) = Sq(a)U Sq(b).

O seguinte fato é verdadeiro (vide [7]): se M™ é uma variedade conexa, fechada
e n-dimensional e 0 < k < n, existe uma e somente uma classe de cohomologia
vy, € HE(M™, Z5) tal que, para qualquer x € H" *(M", Z,), vale que v Ux = Sq*(z).
Tal classe é chamada a k-ésima classe de Wu de M™, e V = 1+v,4+vy+- - -+v,, é chamada
a classe de Wu de M™. Observe que pela caracterizacao de V' e pela propriedade 2 acima,
temos que vy = 0 se k >n —k. Entao V assume a forma V =1+ v +vy + -+ + vy g,
onde [n/2] denota o maior inteiro menor que n/2.

A classe de Wu de M™ se relaciona com a classe de Stiefel- Whitney de M™ através
do seguinte

Teorema 1.13.1 (Wu) Se W(M")=14+w+ws+---4+w, e V(M) =1+v;+
Vg + -+ U9 denotam, respectivamente, as classes de Stiefel-Whitney e de Wu de

M", entao Sq(V(M™)) = W(M™).
Por exemplo,

Sq(1+wv +vg+-++) = 1+wv +0]+ vy + S¢' (v2) + v3 + termos com grau > 3
= 14+wv;+ v% + vy + v1vg + vg + termos com grau > 3.

e em particular v; = w; e vy = v} + wy = w} + wy. Em outras palavras, cada vy pode
ser explicita e recursivamente calculado em termos dos w;.

1.14 Funcoes simétricas

Para os fatos abaixo, vide por exemplo |7].

Sejam tq,to,...,t, indeterminadas, as quais atribuimos grau 1, e considere o anel
polinomial .# = Zs[ty,ts,...,t,]. Um polindémio p(ti,ts,...,t,) de F & dito ser
uma fungao simétrica se p(ty,ta, ..., tn) = p(to(1) to2), - - - » to(n)) Para toda permutacao
o:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}. A colecao ¥ formada por todas as funcoes simétricas é
um subanel de .%. Considere o polinémio (1+1%;)(1+t2)---(1+t,) € €. Tal polinomio
contém termos com grau r onde 0 < r < n. Podemos entao escrever

onde o; é a soma de todos os monomios de grau i. Cada o; (o qual pertence a
¢) é chamada i-ésima fun¢ao simétrica elementar, e & conhecido o fato que € é
também um anel polinomial nos n geradores independentes oy, 09,...,0,; ou seja,
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€ = Zs|o1,09,...,0,). Note que oy =ty +ty+ - +t,, 09 = Ztitj, e, em geral,
i<j
o; = Z tjtj, -+ tj,. Em particular o,, = tity-- - 1,.
J1<j2<-<Ji

Tome agora qualquer natural n > 0, e seja %,, o grupo aditivo formado por

todas as fungoes simétricas de grau m. Considere o conjunto £ = {(iy,s,...,%,)}
formado por todas as partigoes (i1,iz,...,%,) de m (ou seja, iy + iy + ... + i, = m)
com i, < n,Vt,1 <t <r. Cada (i1,1s,...,i) € £ da origem entdao a func¢ao simétrica

0i,04y -+ - 0;.. Decorre do fato acima citado que uma base para o grupo aditivo €, é
portanto {o;, - 04, - - - 0, (i1, 42, ..., 0) € L}

De particular importancia para nos serao certas fungoes simétricas especiais, as
quais descreveremos a seguir. Fixe um natural k (o qual pode ser < n ou > n), e seja
w uma parti¢ao (i1, iz, ...,%,) de k tal que r < n. Entao cada tal w da origem a uma
funcao simétrica de grau k, denotada por S,,, descrita por

_ i1 2 4ir
Sw = Z Z t.jo'(l)tjo'(2) tjom'

J1<j2<-<jr O0ES:
1<j;<n

Temos entao que S, pode ser expressa em termos das fun¢oes simétricas elementares

01,09,...,0,, € em especial, se £k < n, entao S, pode ser expressa em termos de
01,09,...,0,. Mais ainda, se k < n, é conhecido o fato que a expressao de S, como
polinomial em termos de o1, 09,...,0, nao depende de n com n > k.

Por exemplo, se n > 2, entdo Sy(01,02) = 0%, S11(01,09) = 02. Se n > 3, entao
53(0'1, 09, 0'3) == O':f + 0109 + g3, 51’2(0'1, 09, 0'3) = 01092 + g3, 51’1’1(0'1, 09, 0'3) = 03 (Vide
7).

O splitting principle, detalhado na Secao 1.7, permite estabelecer uma conexao en-
tre funcoes simétricas e classes caracteristicas. De fato se n" +— V" é um fibrado
r-dimensional sobre uma variedade fechada n-dimensional, e se

W) =1+v+ve+--+u,

¢ sua classe de Stiefel-Whitney, entao o splitting principle nos diz que W(n") pode ser
considerado na forma fatorada

WHn")=1+v4+ve+--+v, =0 +2)(1+22) - (1 +2,).

Em particular, cada v;, 1 < i < r, é a funcao simétrica elementar o;(z1, 9, ..., ;)

(rigorosamente, f*(v;) = o;(z1, 2, ..., 2,), onde f* é o monomorfismo em cohomologia

do splitting principle; também aqui o grau algébrico é dado pelo grau cohomoldgico).
Desta forma, e em sentido contrario, dada qualquer funcao simétrica

p(tl,tg,...,tr) €Y C F,
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sabemos que p(ty,ts,...,t,) € uma polinomial nas fungdes simétricas elementares
01,09, ...,0., digamos, ¢(o1,09,...,0.). Portanto p(ty,ts,...,t,) da origem a poli-
nomial nas classes caracteristicas q(oy, 09, ..., 0;).

Por exemplo, se p(ti,ta,...,t.) é um polindomio simétrico e homogéneo de grau n,
entao p(ty,te,...,t.) = q(o1,09,...,0,) = q(v1,vs,...,v,) € uma soma de monoémios
nos vys cada qual tendo grau n; em particular, se 7" — V" é o fibrado tangente a V",
cada tal monomio dé origem a um ntmero de Stiefel-Whitney de V™. Portanto se V"
e M" sao variedades fechadas n-dimensionais cobordantes, faz sentido a identidade

p(tl,tg, Ce ,tr)[V"]g = p(tl,tg, ce ,tr)[Mn]g,
o que rigorosamente significa dizer que
q(wr (V™) wa(V"), ... w, (V™)) = q(wr (M™), wa(M™), ... wa(M™)).

Particularmente, se I = (i1,1i9,...,%,) é uma particdo de n, entdo S;[V"], é uma
soma de ntimeros de Stiefel-Whitney de V™, e portanto um invariante de cobordismo.
Exemplo: 5172 [Mg]g = (w1w2 + U)3)[M3]2.

1.15 Teorema de Lucas

Em computagoes envolvendo ntimeros caracteristicos, tem bastante importancia técnica

determinar a paridade de coeficientes binomiais (‘Z) Neste contexto, o teorema de Lucas,

o qual descreveremos a seguir, é muito tutil.

Definicao 1.15.1 Seja p um ntmero natural primo. Dado um natural n, definimos a
notacao p-ddica de n como sendo:

n o= ngng, - nanang = ngp” + g1 p" T+ 4 nap® + nap + g, (0 < 0y < p).
Obs: Quando p = 2, temos a notagio diddica (2-adica) de n dada por:
n = ngng, - ngnang = 2" 4+ np_1 2870 o F 022 4 g2 4 ng, (0 < ny < 2).

que é equivalente a representar n na base 2 (forma binaria). Como cada n; = 0 ou 1,
temos que n é dado por uma soma de poténcias distintas de 2.

Teorema 1.15.2 (Teorema de Lucas) Seja p um nimero primo e tome r e ¢ em
notacao p-ddica:

7=l rarire = 1+ )"+ rp® +rp o, (0 <1 < p),
C = ChCry - Cac1Cg = cpp” + e p" T+ ep® Hapt e, (0< ¢ <p).

Entao (T) = (T()) (ﬁ) (7’2> (Tk) (mod p), convencionando-se que (r) =0 se
C Co C1 (&) Cr C
U

c>r. [6]
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Em nossas computacoes envolvendo niimeros caracteristicos, de fundamental impor-
tancia sera entao o

Corolario 1.15.3 Tome r e ¢ em notacao diddica:
r= erk + rk_12k_1 + -4 7"222 + 112 + 1o,
c= cka + ck_12k_1 42+ 2+ co, Ti,¢; =0 ou 1.

Sejam R ={i| r; =1} e C = {i|] ¢; = 1}. Entao

(r) = 1(mod 2) se, e somente se, C' C R.
c

Prova: Basta aplicar o Teorema de Lucas observando que

9= 0)= ()=t Q)



Capitulo 2

Involugoes Fixando F" U Fn—1

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é determinar o valor de m(n;{n — 1}). Conforme anunciado
na introdugao, mostraremos que m(n;{n — 1}) = 2n. Recordemos que

m(n; {n — 1}) = max{m | existe involugao (M™,T') fixando alguma F que nao borda
e cuja componente maximal é n-dimensional, e tal que F' nao possui componentes
com dimensdao <n —1 }.

Em outras palavras, F' é da forma F™ U F"~! ou F™ (e sabemos que, pelo Teorema
1.8.5, F" e F"~! podem ser assumidos conexos), e ainda com F™ ou F"~! nao bordante.

Note que a involucio T : RP?" — RP?*" dada por
T|wo, w1, ..., Tan] = [~To, =T1, -+, =Ty Ty, - - - T2

fixa RP"URP™™ ¥n > 1, e ou n & par ou n — 1 & par, portanto ou RP™ nio borda ou
RP"! nao borda. Este exemplo mostra que, para qualquer n > 1, m(n; {n—1}) > 2n.
Portanto m(n; {n — 1}) = 2n decorreré do seguinte:

Teorema 2.1 Se (M™,T) é uma involugdo cujo conjunto de pontos fizos F' é da forma
F=FrUF" esem>2n, entio (M™,T) borda equivariantemente.

Com efeito, se (M™,T) fixa F = F™U F"! nao bordante, entao o fized-data de
(M™,T) nao borda, e da sequéncia de Conner-Floyd 1.8.1 temos entao que (M™,T)
nao borda equivariantemente; pelo teorema acima, necessariamente m < 2n. Entao
m(n;{n —1}) < 2n, e dai m(n;{n — 1}) = 2n.

Observe ainda que o Teorema 2.1 é, conforme ja comentado na introduc¢ao, uma
extensao do teorema de Kosniowski-Stong de [5], o qual diz que se (M™,T) fixa F' = ™"

23



2.1. Introducao 24

e se m > 2n entao (M™,T) borda equivariantemente; ou seja, mostraremos que tal fato
continua verdadeiro se, além de F™, F' possui componentes (n — 1)-dimensionais. Nossa
estratégia se respaldara na seguinte abordagem: suponha

(M™,T) fixando F=F"UF""' esejam n F" jpw— F*L

os respectivos fibrados normais em M™. Note que 1 é (m — n)-dimensional e u é
(m — n + 1)-dimensional. Pelo Teorema 1.8.2, temos que os nimeros de Whitney dos
fibrados-linha

A=RP(n), &= RP(p)

sao iguais. Genericamente, tais nimeros assumem a forma
-t
Wi Wi, -+ - Wi.c'[ A,

onde i1 +is++---+i.+t =m—1, c é a classe de Stiefel-Whitney de A (ou &), W;, sdo
classes de Stiefel-Whitney de RP(n) (ou RP(u)), e A =RP(n) (ou A = RP(u)), sendo
que estas classes sao fornecidas pelo Teorema de Borel-Hirzebruch (1.6.6). A manipu-
lacao das mesmas é viabilizada pelo conhecimento da estrutura do anel de cohomologia
H*(RP(n),Zs), detalhada na Se¢ao 1.6. Em particular, se p(c, Wy, Wa, ..., W, 1) é
uma polinomial qualquer homogénea de grau m — 1 nas classes Wy e ¢, temos que

p(C, Wl, WQ, ey Wm_l)[RP(T])]Q = p(C, Wl, WQ, ey Wm_l)[RP(M)]Q,

onde no lado esquerdo as classes correspondem a RP(7) e no lado direito a RP(u). O que
faremos entao é utilizar certas polinomiais adequadas (e especiais) p(c, Wy, ..., Wy,_1)
na equacao acima de tal sorte que p(c, Wy, Wa, ..., W,,_1)[RP(u)]> seja zero (por razoes
dimensionais), enquanto que p(c, Wy, Wa, ..., W,,_1)[RP(n)]2 reproduza um nimero
genérico de Whitney de n — F™. Isto acarretard que todos os ntimeros de Whitney
de 1 sao nulos, e entao n borda como fibrado. O Teorema 1.8.4 nos dird entao que
(M™,T) & cobordante a uma involugao (W™, T) fixando somente p — F"~'. Como
m > 2n > 2(n — 1), o teorema de Kosniowski-Stong concluira que (W™, T) (e portanto
(M™ T)) borda equivariantemente.

As polinomiais acima citadas serao obtidas com o auxilio de certas polinomiais
bésicas nos Wy, e ¢, denotadas por Wr];, as quais foram introduzidas por Stong e
Pergher em [12]; tais polinomiais foram também crucialmente utilizadas em [11] e [10].

Na Sec¢ao 2.2, descreveremos as polinomiais W{r];, e na Se¢ao 2.3 demonstraremos
o Teorema 2.1.
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2.2 Classes caracteristicas especiais

Seja n* + F™ fibrado vetorial k-dimensional sobre a variedade fechada n-dimensional
F", e seja A — RP(n") o fibrado linha usual. Denotemos as classes de Stiefel- Whitney:

W(Fn) = 1+w1+w2+~~~+wn
W) = 1+o+vg+-+u
W) = 1+c¢

Vimos em 1.6.6 que

W(Rp(nk>> = 1+W+We+---+ WnJrk,l =
(T4w+ -+ w) {1+ )"+ (L4 ) o+ -+ + (L + )vpor + vi )

Note que cada W; ¢ uma polinomial homogénea de grau ¢ nos wj,, vys € ¢, obtida
coletando-se a parte de grau i em

) (E0e)

Agora, temos que 1+ ¢ tem inverso multiplicativo em H*(RP (1), Z,), e

=1l+ct+ P+ -+
1+c¢

uma vez que ¢! =0, se [ > n+k — 1 = dimensao (RP(n")).
Entdo, para qualquer d € Z, temos que (1 + ¢)? é da forma
n+k—1

1+ e1c+ e+ +epppiC ,

onde ¢; = 0 ou 1. Segue que, para qualquer d € Z,

k
(1+ ¢)"W(RP(n (Z wj> (Z (1+ )t Ui) =

= (1 +eact+ed+ e A+ Wi+ W+ - Wiy 1)

é tal que sua parte de grau ¢ consiste em uma polinomial
p(C, W17 R Wn+k—1>
homogénea de grau ¢ nos Wy, e c. Em particular denotando-se

(1+ ) WRP(1H*) =1+ Uy +Us + -+ + Upypa,
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onde U; é a parte homogénea de grau 4, temos que se t + ¢ +ig +---+i; =n+k—1,
entao

ctUil Ui2 o Uiq [RP(Uk)]Z

¢ um nimero caracteristico de A — RP(n*)(ou seja, um invariante de bordismo de
A — RP(n*)), observando que
CtUilUig e UZ

¢ uma polinomial de grau (n+ k — 1) nos Wy e c.

Por exemplo, se d = —2, entao
1
(1+C)2W(RP(77’“)) —(l+c++ct 4 )A+Wi+Wot Wyt --),
portanto

Uy = Wi, Uy = + Wa, Us = Ws + Wi,
U4 = W4 -+ 02W2 + 04, U5 = W5 + C2W3 + C4W1.

Neste contexto, Stong e Pergher introduziram em [12] as classes W{r]|, r > 0. Espe-
cificamente

1 k
WW(RP(U ))-

A parte de grau i de W{r] foi denotada por W{rl;, ou seja,

W] = (1+¢)"W(RP(n")) =

Wlrl =1+ Wlrly + Wirla + -+ + Wrlpgr-1.

Em outras palavras, W{r]; é obtida coletando-se os termos de grau i em

v,
Wirl= 14w + - +w,) ((1+C)T+(1+C)r_1vl+...+(1+C)UT_1+UT+ 1_:10—1-
Ur4-2 Ur+i Uk
et )
Tt T )

e cada tal W(r]; é portanto uma polinomial homogénea de grau i nas classes W e c.

Em particular, sejam 7% — F™ e u! — V™ fibrados k e [-dimensionais, respectiva-
mente, sobre as variedades fechadas F™ e V™, com k+n = [+m e tal que os respectivos
fibrados linhas A — RP(n*) e € — RP(u!) sejam cobordantes.

Sejat+i +ig+---+ig=k+n—-1=[01+m—1particiode k+n—-1=101+m—1.
Tome ntmeros 0 < 7ry,79,...,7, Para cada r;, considere s; = [ + r; — k. Entao
k —r; =1—s; = d;, e portanto, se

WERP(H ) =14+Wi+ -+ Woer e WRPE)) =1+W] 4+ W,
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W(RP (n*
e W{rjli, (coletada em %) é a polinomial p(c, Wy,..., Wy k1), entdao W(s;l;,
W(RP (1!
(coletada em ﬁ) é a mesma polinomial p(c, W{,..., W, . ).

Portanto temos que
Wi Wiy -+ - Wreli,[RP(n*)]2 = ¢! Ws1]i, W sali, - - - W sgls, [RP (1)]2-

Em nossas computagoes, papel fundamental serd desempenhado por algumas W|r];
especiais, especificamente Wr|y,_1, W{rla,, W(r]ep1, W(r]ar42. A razao por tras disso
é que tais classes satisfazem propriedades especiais, as quais simplificam certas compu-
tagoes. Tais propriedades sao:

1) Wir|er—1 = w,_1¢"+ termos envolvendo ¢* onde = < 7.

2) Wir]e, = w,¢"+ termos envolvendo ¢* onde x < 7.

3) Wlrlars1 = (Wrs1 + vp11)c"+ termos envolvendo ¢* onde = < 7.
4) W{rlarso = vp41¢" 71+ termos envolvendo ¢® onde x < r + 1.

Justifiquemos a propriedade 1). Sabemos que Wr|a,_; é obtida coletando-se a parte
de grau 2r — 1 em W]r|, e que tal parte consiste de monomios os quais tem a forma
Uic®, onde j+x = 2r —1 e U’ é uma classe de cohomologia proveniente de H7 (F™, Z,).
Note que a parte de Wr] dada por (1+¢)" vy +(14¢)""2vy+- - - +v, somente contribui
na formacao de monoémios U?c® onde x < r. Por outro lado cada termo

Ut 1 <i<k—r) de W[

(1+c¢)?
tem todos os seus mondmios divisiveis por v,.;; desta forma, tal termo contribui na
formacao de mondmios U’c® de tal sorte que wv,,; sempre divide U7. Ou seja,
j>r+i>r+1 ecomo j+x = 2r—1, segue que x < r. Em outras palavras,
monodmios U’c® de W {r|a,—1 com x > r s6 podem ser coletados em

(I +w +wy+ - +w,)(1+¢)

Agora em (1 + ¢)", o Ginico termo ¢® com x > 1 é ¢". Segue que o tinico monémio U’¢*
em Wir|e,_1 com x>r é w,_1c".

Os mesmos argumentos fornecem a propriedade 2).

Quanto a propriedade 3), note inicialmente que novamente (1 + ¢)" 'v; + -+ + v,

somente contribui com termos envolvendo ¢® com x < r. Por outro lado, se i > 2, o
Ur44

(1+¢)

Udc® provenientes do mesmo sao tais que v,,; divide U7. Entdao j > r + 2, e como

termo tem todos os seus monomios divisiveis por v,.;, e portanto os mondémios
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Jj+x =2r+1, segue que x < r. Portanto os monémios U’c* de W{r]s,1 com x > 7
devem ser obtidos em

Ur+1
1 g w) [ e+ )
(1+w +we + +w)<( +¢) +1—|—c)

Como antes, o tnico tal mondémio proveniente de
(14w +wy+ -4+ wy)(1+¢)

& w,,1¢". Por outro lado, termos da forma U’c® com U7 = wyv,,; e [ > 1 tém necessa-
riamente x < r. Segue que o tnico monomio U7c¢” com x > r proveniente de

Ur41
1 N
(1 4wy +wy + +w)(1—|—c)

é vpic.
A propriedade 4) é justificada usando os mesmos argumentos.

2.3 Prova do Teorema 2.1

Temos entdo involugao (M™,T) fixando F = F" U F"! com m > 2n, e desejamos
mostrar que (M™,T') borda equivariantemente. Conforme estratégia descrita na intro-
ducao deste capitulo, se (n — F")U (u — F" 1) é o fized-data, bastard entdo provar
que 1 — F™ borda como fibrado, o que ¢é equivalente a mostrar que um ntimero genérico
de Whitney

Wiy Wi+ * Wi, Vj Vg ++ - U5 [F™]o
é zero,onde iy +i0+ -+ + 1+ Jo+ -+ Js =n,
W(F") =1+ wy +wy + -+ wy, W) =1+vi+ve+- + Vs

sao as classes de Stiefel- Whitney.
Ainda conforme descrito na introducao, isto sera obtido considerando polinomiais
adequadas p(c, W1,..., W,,_1) na equagao

ple, Wi, ..., Wi 1) [RP(n)]e = ple, Wi, ..., Wi—1) [RP () ]2,
de tal maneira que
ple, Wi, ..o, Wi 1) [RP(0)]2 = wiywiy -+ - wi, 05,05, -+ - v, [F"]o

e ple, Wy, ..., Wpn_1)[RP(u)]2 seja zero por razdes dimensionais.



2.3. Prova do Teorema 2.1 29

Conforme descrito na segao anterior, uma classe Wr]; associada ao fibrado-linha
¢ — RP(u) produz a mesma polinomial nos Wy e ¢ que a classe Wr — 1]; associada
ao fibrado-linha A — RP(n); de fato, com a notagao da se¢ao anterior,

sij=l+rj—k=sj=(m-n)+r—(m—-n+1)=r—1.
Com esse principio em maos introduzimos as classes
Wzr = Wir|ar + W{rla,—1W[2]; considerada sobre & — RP(u) e

W, = Wr — 1]o, + W[r — 1]o,_1W/[1]; considerada sobre \ +— RP(n).

Entao Ws,. e W, produzem as mesmas polinomiais, e portanto a polinomial

p(e, W1,...,W,,—1) dada por
A Wi, W, -+ Wi, W i), W ljalags - - Wiy,
considerada sobre £ — RP(u), coincide com a polinomial dada por
W o, Wiy -+ Wi, Wit — Loy, Wiz — gy -+ - Wlis — 1oy,

considerada sobre A — RP(n). Portanto nossa tarefa consistird em mostrar os dois
fatos abaixo:

i) ple, Wi, ..., W) [RP(n)]2 = wiy wyy - - - w3, 05,054, - - - 04, [F"]2;
ii) p(e, Wi, ..., Wp_1)[RP(u)]2 = 0.
Denotemos por
WE ) =146, +60+ 40,1, W) =1+u+uy+-+ Unppp
as classes de Stiefel- Whitney. Entao
WRP(n) = (1 +wi+ - +w ) {1+ )"+ 1+ )" " or+ -+ v} e

WRP (1) = (L+ 01+ + 00 ) {1+ )™ "+ (140" 7" Pur + -+ i }-
Entao W|2], sobre £ — RP(u) é coletado em

1
(1 + C)(m—n+1)

Uus
1+¢

—W(RP (1)) = 1+61++ -+ 00 ){(1+0)*+(1+c)us +uz+ FR

e portanto W[2]; = 61 + uy; enquanto que W/[1]; sobre A — RP(n) é coletado em

V2

W(RP(T})):(1+w1+“'+w”){<1+c)+vl+1_|_C

W _|_...}7
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ou seja, W([l]; = c+wy +wv;. Agora, pela Propriedade 2 da segao anterior, W{rly, sobre
¢ é dada por
Wir]a, = 0,.¢" + termos envolvendo ¢® com x < r,

enquanto pela Propriedade 1, Wr]s,_1 sobre & é
Wir|ar—1 = 0,_1¢" + termos envolvendo ¢* com x < r.
Segue que

/_V\V/Qr = W[T]Qr + W[T]QT_1W[2]1 =
= (6" + termos com ¢"<") + (0,_1¢" 4+ termos com ¢"<")(6; + uy) =

= [0, +6,_1(61 + w1)]c" + termos com ¢"<".
Agora, pela Propriedade 4 da se¢ao anterior, Wr — 1]s, sobre A é dada por
Wir — 1]s, = v,.¢" + termos envolvendo ¢ com x < r,
enquanto pela Propriedade 3, W[r — 1]a,_1 sobre A é
Wir —1]a,—1 = (w, +v,)c" " + termos envolvendo ¢* com z < r — 1.

Segue que

Wo = Wir—=1lo +Wir — 1o, W1}, =
= (v.¢" + termos com ¢*<") +
+ ((w, +v,)" ' + termos com """ N (c+wy +v;) =
[v, + w, + v,]c" + termos com "< =

= w,c" 4+ termos com c¢"<".
Logo, p(c, W1, ..., W,,—1) sobre £ — RP(u), que é dado por:
" Wy, Wy - - Wai, W [j1]25, W J2) 2, - - - W Js)2.

tem a forma (usando novamente a Propriedade 2 nos W{j2j,)

2=l (0, 4 0;,-1(01 + 1)) + termos com poténcias em ¢ menores que iy]-

[(0s, + 0s,—1(01 + u1))c™? + termos com poténcias em ¢ menores que |-
[(0:, + 0;,—1(01 + u1))c™ + termos com poténcias em ¢ menores que i]-
-(6;,¢* 4 termos com poténcias em ¢ menores que ji)-
-(6,,¢” 4 termos com poténcias em ¢ menores que j)-

-(07s¢’ + termos com poténcias em ¢ menores que J,).
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Note que cada monomio na expressao acima (excluindo o termo ¢™2"~! que multi-

plica tudo) tem a forma A,c', onde A, provem do grupo de cohomologia H?(F" !, Zs)
e p+t=2n (pois p(c, Wy,...,Wy_1) tem graum—1,e (m—1) — (m—2n—1) = 2n).
Além disso 0 monémio A,c’ com ¢ maximo é claramente

(92‘1 + 011,1((91 + ul))cil cee (9“ + eit,1(91 + Ul))Cit . Gjlcjlf .. stcjf = '
(05,101 + )] - [0, + Oi 1 (01 + ur)] - 05y - O -+ - O - it =
= [0i—1(61 +ur)] - [05, + 05,1 (61 +w1)] - 05, - 05, - - O - " =
= A, "

Portanto, a expressao acima é dada por

m—2n—1 (

¢ A,c™ + mondmios A,c’ com t < n) =

m—2n—1+t

= A, "1 4+ ( monomios A,c com t < n).

Agora em cada monomio A,c™ "1t com t < n, temos p+ (m—2n—1)+t=m—1,
logo p = 2n — t; ou seja, p > n. Como A, e cada tal A, provem de H*(F"',Z,), por

razOes dimensionais, A, =0 e A, = 0. Portanto
ple, W, ..., Wi 1) [RP(u)]2 = 0.
Provemos agora que
ple, Wi, ..., W) [RP(n) ]2 = wiy wiy - - - w3, 05,05, - - 0, [F"]2,

0 que encerrarda a demonstragao.

Temos que p(c, Wi, ..., W,,_1) sobre A — RP(n), que é dado por:
W g5, Wiy -+ Wi, Wit = 1o, Wiz — g, - - Wjs — 13,

tem a forma (usando novamente a Propriedade 4 nos W/[j; — 1]s;,)

™21 J(w;, ¢ + termos com poténcias em ¢ menores que iy]-

[(w;,c™* + termos com poténcias em ¢ menores que is)-
-[w;, " + termos com poténcias em ¢ menores que i)

“(vj, ¢/t + termos com poténcias em ¢ menores que J1):
-(vj,¢7* + termos com poténcias em ¢ menores que js)-

-(vj,¢?* + termos com poténcias em ¢ menores que js).

Usando a mesma argumentacao anterior, cada monémio na expressao acima (ex-
cluindo o termo ¢™ "1 tem a forma A,c’, onde A, provem do grupo de cohomologia
HP(F"' Zs) e p+t = 2n. Neste caso, o monoémio A,c’ com ¢ méximo é
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P N B T S & S S S SRR USRS S ptbl of % o B B ol oV}
(w;, ') (w;, ") (Uhc ) Vj, ¢ = Wy Wi, Vg * Vg Vj, - C °
= Wiy W, Vjy - Vg = Vg, "
= A,c"
nC".

Portanto, os monomios restantes Apct sao tais que t < m; como p +1t = 2n, segue
que p > n. Por razdes dimensionais, segue que cada tal A, = 0. Concluimos que

ple, Wi, oo, Wiq) = cm_%_l(wi1 WUy vy, CY) =

= Wiy - Wi, Vjy - Ujscm_n_l S Hm_l(RP(n)a ZQ)'
Lembrando que H*(RP(n),Zs) é um H*(F™,Zs)-mo6dulo livre gerado por

2 m—n—1
l,e,c%, ... c , temos que Wiy *+ W5, Vj, +++V;,.C

é zero (em H™ Y(RP(n), Zy)) se e somente se w;, - - - w;,vj, - - - v;, & zero (em H™(F", Zy)).
Como estamos assumindo F™ conexo, RP(7) também é conexo, e portanto

HY(F"Z) =2y e  H"(RP(n),Zy) = Ly,
Concluimos que
"THRP(n)]e = wy, - w5, - v, [

wll .. .wltvjl .. .Uj

s

e portanto
p(C, Wl, ceey Wmfl)[RP(n)}g = Wi =+ witvjl s Ujs [Fn]g



Capitulo 3

Involugoes Fixando F" U F?

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é mostrar que m(n;{2}) = max{2n, m(n — 2) + 4}, onde
m(n — 2) é o limitante de Stong e Pergher detalhado na Segao 11 do Capitulo 1. Lem-
bremos que

m(n;{2}) = max{m | existe involugao (M™,T) fixando alguma F' que nao borda, e
tal que F' ndo possui componentes com dimensoes diferentes de 2 e de n}.

Em outras palavras, F' é da forma F" U F? ou F", com F nao bordante, e novamente
sabemos que F" e F? podem ser assumidos conexos. O caso n = 3 sera descartado,
uma vez que F3 U F? é um caso particular do capitulo anterior, ou seja, m(3; {2}) = 6
(note que nesse caso m(n — 2) +4 = 2n). Desta forma, suporemos daqui para frente
que n > 3.

E interessante observar que, dependendo de n, podemos ter: 2n < m(n — 2) + 4,
2n > m(n—2)+4 ou 2n =m(n—2)+4. De fato, se denotamos n = 2P¢, onde p > 0
e ¢ > 1, com ¢ impar, temos 2n = m(n —2)+4se q=p+1, 2n < m(n —2) + 4 se
p>qge2n>m(n—2)+4sep<q—1 (vide Segao 11 do Capitulo 1).

Seja agora n > 3, fixo. Notemos inicialmente que existe involu¢ao (M™,T) fixando
F da forma F"UF? nao bordante para m = 2n e m = m(n—2)+4. De fato, como n > 3
podemos tomar F™ nao bordante, lembrando que somente para n = 1 e 3 qualquer F™
borda. Considere (F™ x F™,T), T(x,y) = (y,x), a qual tem fized-data 7 — F™ onde 7
é o fibrado tangente a F™. Tome agora qualquer F? que borda (por exemplo, a esfera
S%) e seja R*"™2? +— F? ¢ fibrado trivial (2n — 2)-dimensional sobre F?, o qual borda.
Entdo um argumento idéntico ao do Teorema 1.8.4 (usando a sequéncia de Conner e
Floyd) mostra que existe involugao (WW?", S), cobordante a (F™ x F",T), cujo fized-data
& (1 F")U(R*™ 2 F?), Isto exibe o exemplo para m = 2n.

33
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Por outro lado, em [12], conforme mencionado no Capitulo 1, Se¢ao 11, foi cons-
truido um exemplo maximal (M™"=2) T) cujo conjunto de pontos fixos F' é da forma
F = F"2U{p}, p =ponto. Considere em M™"~2) x RP? x RP? a involugao

S(m,x,y) = (T(m),y, ).

Entdo S fixa (F"2U{p}) x RP? = (F" 2 x RP*)U ({p} x RP?), que & da forma F"U F?
com F? = RP? nio bordante. Isto exibe o exemplo para m = m(n — 2) + 4.

Os exemplos acima mostram que para provar nosso resultado é suficiente provar o
seguinte fato: para qualquer n > 3, se (M™,T) é involugao fixando F' = F™ U F? nao
bordante, entdao ou m < 2n ou m < m(n —2) + 4. Agora, denote por

(= F")U(n— F?)

o fired-data de (M™,T), e suponha que n — F? borda como fibrado; em particular,
F? borda e portanto F" nao borda. Entdo o Teorema 1.8.4 nos diz que (M™,T) é
equivariantemente cobordante a uma involugao (W™, S) cujo fized-data é p — F™.
Como F™ nao borda, p+— F™ nao borda e portanto (M™,T) nao borda. Pelo teorema
de Kosniowski e Stong de [5], segue que m < 2n. Em outras palavras, podemos supor
a partir daqui que n — F? ndo borda. Nosso resultado ficara entdo completamente
estabelecido apds provarmos o seguinte

Teorema 3.1 Seja (M™,T) involucio fitando F = F"UF? (nao necessariamente nao
bordante), e suponha que o fibrado normal n — F? nao borda. Entao m < m(n—2)+4.

Nota: Observe que o teorema acima prova um pouco mais do que de fato necessitamos,
uma vez que nao é necesséario supor F™ U F? nao bordante (embora isto esteja também
contemplado no teorema), mas apenas 1 — F? nao bordante. Ou seja, o resultado
também é verdadeiro quando F™ U F? borda, mas 1 +— F? nao borda.

Esse teorema segue a filosofia do resultado de Stong e Pergher de [12]: se (M™,T)
fixa F™" U{p}, p=ponto, entdao m < m(n). Com efeito, neste caso, como p nao borda, o
fibrado normal 1 — {p} automaticamente nao borda. Conforme citado anteriormente,
a técnica de Stong e Pergher consistiu em trabalhar com equacoes do tipo

p(C, Wl, ey Wm_l)[RP(n)]g = p(C, Wl, oo ,Wm_l)[RP(M)]Q

Ocorre que 1) — {p} é trivial, portanto RP(n) neste caso é RP™ !, e o fibrado-linha usual
A — RP(n) se reduz neste caso ao fibrado-linha canénico A — RP™ ', cujos niimeros
caracteristicos sao explicitamente conhecidos. Se p +— F™ é o fibrado normal e se
W) = 14v1+ -+, W(E") = 14w, +- - -+w,,, entdo p(c, Wy, ..., Wy,—1)[RP(u)]2
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produzem polinomiais avaliadas em [RP(u)]2 nas incognitas ¢, wys, vjs. Stong e Pergher
consideraram entdo polinomiais especiais p(c, Wy, ..., W,,_1) de modo que

ple, W1, ..., W,_1)[RP(n)]x =1,
o que produziu equacoes do tipo
F(e,wy, ..o wn, 1y U [RP(p)]2 = 1
e apos reducoes, equacoes do tipo
G(Wi, .oy Wy U1, e o Uy [F" ]2 = 1.

Isto acarreta a ocorréncia de classes de cohomologia nao nulas na expressao
G(wi, ..., Wy, V1,. .., Upn_pn), 0 que juntando com o fato que classes v;;s nao nulas so
podem ocorrer em dimensoes < n = dim(F™), produz a desigualdade desejada (isto é
um sketch geral da abordagem, a qual é extremamente técnica).

Em nosso caso com F = F"UF?, como n — F? ndo borda, a idéia é usar essa mesma
técnica geral. A diferenca crucial é que, enquanto 1 — {p} s6 tem uma possibilidade
(sendo o modelo simples R™ +— {p}), n — F? nio bordante admite em principio
varias possibilidades. De fato, e esta serd nossa primeira (e importante) tarefa, na
secao 3.2 mostraremos que existem, a menos de bordismo, sete possibilidades, as quais
serdo denotadas por (3i,..., 37, para tais n — F?; mais ainda, exibiremos um modelo
explicito para cada uma dessas possibilidades. Ou seja, para cada tal §;, 1 < i < 7,
exibiremos um fibrado n; — F? com (3; = [n; — F?], e de tal sorte que os niimeros
caracteristicos do fibrado-linha A — RP(7;) sao explicitamente conhecidos; desta forma,
quando fizermos a suposi¢ao que (M™,T) tem fived-data (u — F™)U (n — F?), com
n +— F? nao bordante, usando o Teorema 1.8.3, poderemos admitir entdao, sem perda
de generalidade, que 1 +— F? = n; — F? para algum 1 <i < 7.

Na Secao 3.3, provaremos o Teorema 3.1, observando entao que as sete possibili-
dades para n — [F? deverdo ser levadas em conta nesta prova. Conforme sera visto,
primeiro serd efetuada uma espécie de reducao do problema através de dois importantes
lemas, especificamente os Lemas 3.3.1 e 3.3.2. Esta reducao eliminarid de uma sé vez
as possibilidades (1, (s, B4, 05, B¢ € (7, restando a partir dai somente a possibilidade .
Em outras palavras, apos o estabelecimento dos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, no Teorema 3.1
o fibrado 1 — F? podera ser assumido sem perdas ser 1, — F2, e a prova se baseara
entao em abordagem com natureza semelhante a aquela utilizada por Stong e Pergher
em [12] (aqui 7y — F? fazendo o papel desempenhado por R™ +— {ponto} em [12]).



3.2. Classes de bordismo estaveis de fibrados sobre variedades fechadas F? 36

3.2 Classes de bordismo estaveis de fibrados sobre va-
riedades fechadas F?

No Capitulo 1, Se¢ao 1.4, introduzimos os grupos de bordismo de fibrados vetoriais
k-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais, .4;,(BO(k)), os quais vimos
terem fortes conexdes com os grupos de bordismo de involu¢des. Também vimos que
uma classe [n* — "] € 4;,(BO(k)) é completamente determinada pelos ntimeros de
Whitney de n* +— F™.

Nesta se¢ao, nosso objetivo é determinar A5(BO(k)) para qualquer k > 2. Mostra-
remos que

No(BO(K)) =2 7y @ Ty @ 7y

e exibiremos um representante explicito para cada um dos sete elementos nao nulos de
N5(BO(K)). Se n* +— F™ & qualquer fibrado vetorial e se R! — F™ é o fibrado trivial
t-dimensional, temos o fibrado n* @ R! — F™. E facil ver que, se

n* i F" é cobordante a e

entao
" &R — F" é cobordante a e R — G

Entao existe uma funcao bem definida
I A, (BO(K)) = A (BO(k +t)), dadapor I'[p"]=[n" ®R"].
Também é simples verificar que I'" ¢ homomorfismo de .#;-mo6dulos.

Lema 3.2.1 T : A4;,(BO(n)) — A,(BO(n +t)) é um isomorfismo, para qualquer
t>1.

Prova: Como W(n*®R!) = W(n*) (axioma da soma para classes caracteristicas), temos
que qualquer nimero caracteristico de nf @ R? se reduz a um namero caracteristico
de n*. Segue que, se n* @ R! borda, entdo 7* borda, mostrando a injetividade de
I'*. Por outro lado, um resultado bem conhecido da teoria de fibrados (por exemplo,
vide [8]) nos diz que, se X é um CW-complexo de dimensdo n e n — X um fibrado
vetorial k-dimensional com k > n, entdo n é equivalente a um fibrado v @ R* ™" — X,
onde v é n-dimensional e R*"" +— X & o fibrado trivial (k — n)-dimensional sobre X.
Como variedades n-dimensionais sao CW-complexos n-dimensionais, concluimos que I'
é sobrejetora. 0

O lema acima nos diz que, para determinar 4,(BO(k)), k > n, é suficiente de-
terminar .4;,(BO(n)); mais ainda dado o fibrado n* — F", com k > n, escrevendo-se
n* = 1" @ RF™ — F” temos que a classe de bordismo de n* ¢ completamente de-
terminada pela classe de bordismo de v — F™. Por essa razao, a classe de bordismo
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[V +— F™] & também conhecida como classe de bordismo estdvel, indicando isso sua
invariancia por soma de fatores triviais.

Conforme mencionamos acima, nosso interesse é obter 45(BO(k)), qualquer k > 2,
e portanto é suficiente analisar A45(BO(2)). Comecemos entao com um fibrado vetorial
bidimensional n? — F? sobre a variedade fechada F?. Temos entdao que [n? — F?] é
completamente determinada pelos seus nimeros de Whitney. Sejam

W(F?) =1+ w; + w, W(n?) =14 vy + v,
as classes de Stiefel-Whitney. Os possiveis ntimeros de Whitney de n? — F? sio:
wQ[FQLM%[FQ]vv?[PQLwlvl[F2]7v%[F2]'

Uma classe de bordismo [p? — F?] ndo nula corresponde entdo a uma lista de valores
0 ou 1 atribuidos a cada um dos objetos acima listados, sendo que pelo menos um dos
objetos deve ter valor 1. O total de possibilidades para tais listas é portanto 31 listas.
O teorema abaixo reduziréd este total para 7 listas.

Teorema 3.2.2 w% = wy € vf = wyivy € verdadeiro para classes de Stiefel-Whitney
assoctadas a fibrados bidimensionais sobre variedades bidimensionais.

Prova: Conforme mencionado na Secao 1.2, Capitulo 1, o grupo de bordismo nao
orientado A5 é isomorfo a Z,; também é conhecido o fato que RP? representa a classe
de bordismo nao nula de 4. Segue que ou F? borda ou F? & cobordante a RP%. No

primeiro caso,
wf[F2]2 =0= IUQ[FQ]Q.

No segundo caso
w?[F?)y = w[RP?], e wo[F?]y = wy[RP?],.
Agora, sabemos que, se o € Hl(RPQ, Zs) é o gerador, entao
W(RP?) = (1+a)®=1+a+a>

Portanto,
wi (RP?) = a e wy(RP?) = o? = w?(RP?).
Segue que
w?(F?) = wy(F?). Em qualquer situagio  w? = wy.
Seja agora V(F?) = 1 + uy, a classe de Wu de F?. Conforme vimos na Secdo 1.13,

uy; = wy. Pela caracterizacao da classe de Wu, temos Sql(vl) = vy = wiv;. Como
também Sq'(vy) = v}, segue o resultado. O
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O teorema acima nos diz que 43(BO(2)) possui no méaximo sete classes nao nulas.
Mais ainda, qualquer classe [n* — F?] € A45(BO(2)) é completamente determinada
pelos trés ntmeros caracteristicos

wy[F?)y = wi[F?)s, Vo[ F?)y, V2 [F%y = wyv [F?)s.

As possibilidades para a lista de nimeros associada a n* — F? sdo, portanto:
1) wi+#0,v?=0,v5=0
2) w?#£0,v} #0,095=0
3) wi#£0,v=0,v3#0
4) w? #0,v? #0,v3 # 0
5) w?=0,v#0,v9=0
6) w?=0,v =0,v9 #0
7) w? =0,v #0,09 #0

Em principio nada nos garante, porem, que todas tais listas sao realizaveis por
classes de bordismo concretas, isto ¢, nada nos garante em principio que existam de
fato fibrados n? — F? com niimeros caracteristicos realizando todas as 7 possibilidades

acima listadas. Nossa tarefa sera concluida, portanto, ao exibirmos um modelo explicito
de n? — F? para cada uma de tais listas.

Tome inicialmente F? = RP?, e ja sabemos que w?[RP?], = o?[RP?], = 1. Seja
A — RP? o fibrado linha canénico, com W()) = 1+ a. Sobre RP?, podemos considerar
entao os seguintes fibrados bidimensionais:

1) 7, = R? — RP? o fibrado trivial. Nesse caso v? = 0,v, = 0.

2) m=A&R— RP?, R — RP? o fibrado trivial unidimensional. Nesse caso v; = a e
vy = 0. Portanto v} = a? # 0.

3) 73 =A@ X RP2 Temos W(n3) = (1 +a)? =1+ a?, ou seja, v? = 0,vy # 0.

4) ny = 7 — RP?, o fibrado tangente sobre RP?, o qual satisfaz W(n,) = (1 + )® =
1+ a + a? Ou seja, nesse caso v = a® # 0 e vy = a? # 0.
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Portanto, as quatro primeiras listas estao realizadas.

Para as trés listas restantes, considere inicialmente o fibrado ¢ @R — RP!, onde € é
o fibrado linha canénico e R ¢ o fibrado trivial unidimensional sobre RP*. Temos entio
o fibrado projetivo associado RP(£ ®R), o qual é uma variedade fechada bidimensional;
coloquemos K? = RP(( ® R). Sejam v — K? o fibrado linha usual, e suponha
W) =14+¢, ce€ H(K?Zy). Seja a € H'(RP',Z;) o gerador; sabemos que
W( @& R) =1+ a. Pelo Corolario 1.6.7, temos que

W(K?)

WERPH(1+0)*+ 1+ wi(EBR) + we({ ®R)) =

= (1+a) )1+ +(1+0)a)=
1+a®) 1+ +a+ac) =

= 1+ +a+ac

uma vez que o = 0.

Como em H*(K? Z,) vale a relacio ¢ = cw (§ ®R) +wo(£ ®R) = ca segue
que W(K?) =1+, ouseja, wi(K?) =a. Como a? =0, temos w} = 0, e portanto
K? & uma variedade bidimensional que serve como base para possiveis fibrados que
realizariam as listas 5, 6 e 7. Sobre K2, podemos obter fibrados fazendo-se somas de
Whitney do fibrado linha v — K? (mo6dulo estabilidade). Isto nos fornecerd os modelos
5, 6 e 7 restantes. De fato, temos:

5) 5 = v® R — K? R é o fibrado trivial unidimensional sobre K?. Nesse caso,
v = ¢, vy =0. Como H*(K? 7Zj) éum H*(RP',Zy)-médulo livre gerado por
1 e ¢, temos que ca é o elemento nao nulo de H*(K? Z,). Como ¢ = ac, segue
que v = c® # 0. Portanto v ® R +— K? é um modelo que realiza a Lista 5.

6) 76 = v @ v — K2 Nesse caso W(ng) = (1 +¢)? = 1+ ¢?, portanto v; = 0, vy = 2.
Entao v = 0, v, # 0, realizando a Lista 6.

7) Sabemos que existe fibrado bidimensional 7; — K2, tal que n; @ R — K? é equiva-
lente a v ® v @ v +— K2 Entdo W(n;) =W, @R) =W arvarv)=(1+c)® =
1 + ¢+ ¢®. Portanto, nesse caso vi = ¢ = vy # 0, e 77 realiza a Lista 7.

Observacao 3.2.3 Uma analise geométrica da construcao do fibrado projetivo e a
definicao do fibrado € ® R — RP! nos mostra que de fato K2 é a garrafa de Klein.

Também podemos notar que um modelo alternativo que realiza a Lista 6 ¢ dado por
v — CP', onde CP! ¢ 0 espaco projetivo complexo unidimensional (que & homeomorfo
a S?) e v é o fibrado-linha complexo de Hopf (com dimensio complexa 1). Nesse caso,
W(CP') =1e W(v) =1+ a, onde o € H?>(CP?,Z;) é o gerador. Ou seja, v +— CP' é
cobordante a g — K2

Sumarizando, o seguinte teorema foi provado
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Teorema 3.2.4 Para qualquer k > 2, N5(BO(k)) possui exatamente sete classes nao
nulas, as quais podem ser explicitamente descritas como:

1) B = [m © RF2 — RP?), com w? # 0,v? = 0,v, = 0;
2) By = [, @ RF2 = RP?], com w? # 0,v? # 0,v, = 0;
3) 35 = [ns ® R*2 = RP?|, com w? # 0,0 = 0,v, # 0;
4) By = [ns @ R¥2 = RP?, com w? # 0,02 # 0,vy # 0;
5) B5s = [ns ®R" 2 — K2, com w? = 0,v} # 0,0y = 0;
6) G5 = [ D R* 2 — K?|, com w? = 0,v} = 0,0y # 0;

7) Br= [ ®R*2 — K?|, com w? = 0,v} # 0,0y # 0.

Observagao 3.2.5 A estrutura de grupo de A5(BO(k)) pode ser facilmente descrita
se lembrarmos que a soma de classes de bordismo de fibrados é compativel com a soma
modulo 2 das correspondentes listas de numeros de Whitney. Desta forma, temos que

Bi+Br = Bs = [s+ [
Br+PBs = [Gs B2 + Ba
Bir+Bs = Br = Bo+ps

Observagao 3.2.6 Conforme ja mencionado, se (M™,T) é uma involuc¢ao fixando
F" U F?, com fized-data (n — F")U (n — F?) e com 1 — F? nao bordante, en-
tao o Teorema 1.8.3 nos diz que podemos admitir sem perdas que 1 +— F? é exatamente
um dos modelos explicitos descritos no Teorema 3.2.4; isto sera tacitamente utilizado
na secao seguinte.

3.3 Prova do Teorema 3.1
Conforme vimos na introducao deste capitulo, para mostrar que
m(n; {2}) = max{2n, m(n — 2) 4+ 4},

é suficiente provar o Teorema 3.1, o qual estabelece que, se (M™,T') é involugao fixando
F"UF? tal que o fibrado normal 1 — F? nao borda, entdo m < m(n—2)+4. Pela secao
anterior, sabemos que n — F? pode ser assumido como sendo exatamente um dos sete
modelos explicitos 14 descritos. Seja p+— F™ o fibrado normal sobre F™. A dimensao de
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1ném—2, e adimensao de u é m—n. Por facilidade de notacao, coloquemos m—n = k.
Usando a mesma notagao da secao anterior, seja

W(n) =14 vy + vg, W(Fg)zl—kwl—l—wz,

e conforme 14 visto, o que determina qual modelo explicito é n — F? é a lista de
nimeros wi[F?y, vi[F?s, ve[F?]5. Conforme mencionado na Segio 3.1, a estratégia
consistird inicialmente em promover uma reducao do problema, de tal sorte que, apos
tal reducao, o tinico modelo a ser considerado sera ;. Tal reducao se dara através do

Lema 3.3.1 Se m > m(n — 2) + 4, entdao necessariamente vo = 0 e w? = v?.

Observando os sete modelos possiveis para 1 — F?, vemos que o tinico que satisfaz
vy = 0 e w? =v? &y ®R™* — RP? Portanto, o lema acima prova o Teorema 3.1
para todas as possibilidades de n — F?2, com excecao do modelo acima especificado.
Uma vez feito isso, focaremos entao a seguir nossa analise neste particular modelo, e
conforme j& anteriormente mencionado, a prova para este particular modelo é inspirada
na abordagem efetuada por Stong e Pergher em [12]|, onde o fized-data era do tipo
(™" — F™) U (R™ +— {ponto}).

Para provar o lema acima, usaremos o fato ja fartamente utilizado antes, que
p(C, W17 R Wm—l)[RP(n)]Q = p(c, le SRR Wm—l)[RP(M)]z

para qualquer polinomial p nas classes caracteristicas dos fibrados-linha usuais sobre
RP(n) e RP(u). A estratégia agora sera mostrar que, se m > m(n —2)+4, entao é pos-
sivel escolher polinomiais p especiais de tal sorte que p(c, Wi, ..., Wy,_1)[RP(u)]2 = 0
(por razoes dimensionais), enquanto que p(c, Wi,..., W,,_1)[RP(n)]2 reproduza os ni-
meros VZ[F?]y e Vo[F?o, onde V = 1+ V) + Vo + V3 +V, é a classe de Stiefel- Whitney do
fibrado n ® 7 — F?, onde 7 — F? ¢ o fibrado tangente sobre F2. Em outras palavras,
serd provado o seguinte

Lema 3.3.2 Sem > m(n—2) +4, entio Va[F?s =0 e VE[F?, =0, onde V; e Vs sdo
classes de Stiefel-Whitney do fibrado n & 7.

Vejamos que o Lema 3.3.2 acarreta o Lema 3.3.1. De fato, temos
Wner)=Whn)W(r) = (14 +v2)(1+w +ws) =

=1 + (w1 + ’U1) -+ (wg + w11 + UQ) + (U}2U1 -+ U)1U2) + WoV3.

Portanto V| = wy + vy e Vo = wy + wyvy + v5. Entao

0=V2[F? = (w1 + ) [F?lo = (w] + v])[F?]s
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e portanto wi = v?. Também,
0 = Vo[F?]y = (wa + wyvy + v9)[F?]s.

Mas sabemos, pelo Teorema 3.2.2, que w;v; = v? (e acabamos de mostrar que v} = w?);
portanto
2 2
0 = wy + w01 + vy = wo + V] + Vo = Wy + W] + V.

Ainda pelo Teorema 3.2.2, temos w? = wy, portanto vy = 0, 0 que prova o Lema 3.3.1.
O

A escolha das polinomiais necessarias para provar o Lema 3.3.2 é bastante técnica,
e terd como componente crucial uma polinomial especial usada por Stong e Pergher em
[12] (14 chamada classe X'), a qual envolve classes do tipo W|r]; com 7’s especiais des-
critos em [12]. Outra componente serda dada por certas fungdes polinomiais simétricas
especiais, denominadas f,,, associadas a fibrados-linha A\ — B", quando se considera o
principio splitting sobre o fibrado tangente a B™ e sobre .

Tais f, terao conexdes com as funcoes simétricas S, detalhadas na Secao 1.14
(w = partigdes). Isto serd estratégico, uma vez que, se w = (1,1), entdo S, = Va,
e se w = (2), entdao S,, = V2. Ou seja, formalmente nossas polinomiais serao do tipo

oténcia
foXcP .

Seja W(F™) =140, 460+ -+6,, W(u)=14u;+us+---+ug. Temos, conforme
Corolario 1.6.7 da pagina 9,

WRP(u)) = (146, +- +0){(1+ )+ (14 )" ug + -+ uy}

e as classes W|r] vistas no Capitulo 2 dadas por

1

M

W(RP(p)) =

=(1+0+ - +0){A+) +u (1+e) - Fuptup (Te) - dup(T4+¢) )
Ja vimos as propriedades:

Wirley = 0,.c" + termos com ¢”, onde x < r e
Wirlors1 = (041 + upy1)c” + termos com ¢, onde x < r.
A classe X acima mencionada, introduzida por Stong e Pergher em [12], tem a forma

X =wlry, -+ w[Th]Qmw[Sl]QslH “w[St)os, 11
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Note que a dimensao de X é
dim(X)=2(r1+---+7r) +2(s1+ -+ s) + t.

Além disso, por causa das propriedades acima, temos que

X (0,,c" + termos com ¢, onde x < 1)+

(0,,c" + termos com ¢”, onde = < 79)+

(0, ™ 4 termos com ¢®, onde = < rp,)+
(0s, 41 + us, 1) + termos com ¢*, onde = < s1+
(Osy41 + Usy+1)C*® + termos com ¢, onde = < So+

e e |

(05,41 + Us,+1)c* + termos com ¢*, onde = < s;.

Usando argumento anéalogo ao da pagina 30, temos
X =0, 0p, (05 41+us;41) - (95t+1+ust+1)cl”‘+|5|+ termos com ¢”, onde x < |r|+|s|,

rl=mr+--+rpels|=s 4+ -+ s

Escreva n — 2 = 2Pq, com ¢ impar. Em [12], a classe X é construida com uma
escolha muito especial dos valores r1,75,...,74,S1,..., S, expressos em termos de p e
g. O que se pretende com tal X (em termos desta lista de valores 75 e Sjr5) é que as
seguintes propriedades técnicas sejam satisfeitas:

1) dim(X)=2(r1+---+m) +2(s1+ -+ s) +t=m(n —2)
2) ||+ |s|+t=ri+--Frnt+s1+--Fsp+t>n—2,
lembrando que, com n — 2 = 2Pq,

@ = 1)gtptl sep< g+l
m(n 2>—{<2p+1_zw>q+2pq<q+1> s p=q

A lista dos valores 75 e s;/5 acima mencionada é assim descrita:

i)sep<q+1,r =20 —2071 py=20—2P"2 g, =20 2P0 Iy, =20 _2PF =
2?—1 e s;=27—1,onde 1 <j <¢g+1—p (notando que se p—q+1, 0s s;/5 nao

ocorrem);

i) sep>q+l,m=22—20"1 =@ 202 o0 _opi oy = 9p_opa-l
€ nesse caso 0S Sj/s nao ocorrem.
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Com tais valores, em [12]| é demonstrado que as propriedades 1 e 2 acima sdo satis-
feitas. Note ainda que, como c"1*lsl ¢ a poténcia méaxima de ¢ que ocorre na classe X,
a Propriedade 2 diz que cada monomio de X tem portanto um termo proveniente de
H*(F™,7Z3) com dimensao > n — 2. As polinomiais f, que construiremos adiante terao
dimensao 4, e serao tais que cada um de seus monomios possuira termo c¢*, com x < 2,
o que significa que a dimensao minima do termo de cada tal monomio que provem da
cohomologia de F™ sera 2. Segue que, se m > m(n—2)+4, entao m—1 > m(n—2)+4
e poderemos entao considerar a polinomial

wac(m—l) —(m(n—2)+4)

a qual terd dimensao m — 1, podendo portanto ser avaliada em RP(u). Agora, seja
¢®A um monoémio de f,, onde conforme dito acima dim(c*A) = 4, v < 2 (e portanto
dim(A) > 2) e A provem de H*(F?,Z,). Pelo visto acima, cada monomio de f,X tera
um termo proveniente de H*(F",Zs) com dimensdo > n. Segue que

waC(m_l)_(m(n_2)+4) [RP (:UJ)]2 _

por razoes dimensionais.

Para computar a polinomial f,Xcm~1=(mn=2+4) gohre RP(7), analisemos inicial-
mente como X se comporta sobre RP(7n). Temos

W(RP(n)) = (1+w +w){(1+ )" > +v1(1 40" + v2(1 4+ ¢)" "}

A classe X é um produto de W{[r's];, e vimos em 2.2 que W{r] sobre RP(u) produz
a mesma polinomial que W/[l] sobre RP(n), onde m —2 — 1 = m —n — r, ou seja,
[ =n+r—2. Tal W[l] sobre RP(n) é

W(RP(n))

Wi = =

— (1 + w, +w2){(1 + C)n+r72 4 (1 _'_C)n+r73v1 4 (1 4 C)n+r7402}.

Ou seja,
W] = (14c)" 24 (14c)" T Boy+(14e) " g+ (14+0)" 72wy 4 - 4 (14e) T Hvpws.

Conforme acima descrito, as polinomiais f, que construiremos sao formadas por
monodmios ¢*A, onde dim(A) > 2 e A provem de H*(F? Z,); portanto, dim(A) s6
pode ser 2 neste caso. Observando W[l], o produto de ¢®A por cada termo da mesma
sempre tem portanto um termo que provem daqueles provindos de H'(F?,Z,) onde
i > 3 (o qual é nulo por razoes dimensionais), com excegio de (14 ¢)"*" 2. Segue que,
com excegao de (14 ¢)"™ 2 todos os termos restantes de W[l| nada contribuiem em
f.XcPoteneia Portanto, podemos considerar W[l] modulo termos de dimensao positiva
provenientes de H*(F?,Z,) em nossas computacdes. Isto é, vamos analisar

Wl = (14"
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para os valores de 7y, e sy considerados para a obtengao da classe X, ou seja,
ri =2P — 207" e s; = 2P — 1. Lembramos que n — 2 = 2Pq, ou seja, n = 2Pq + 2. Para
cada 7; e s; considere seus correspondentes [; e [;; temos entao

W] = (14 ¢)"ri=2,

Portanto, como r; = 2P — 2P~% e n = 2Pq + 2,

n+r—2\ . A
wlli]ar, = ( o, )C "= ( opt1 _ op+1—i )€

e pelo teorema de Lucas, 1.15.2 da pagina 21, segue que w(l;]s,, = ¢, uma vez que

co.poptl__op—i _, ) optl _gp—i —9p 1 op—1 4 ... 4 9p—itl 4 9gp—i g
opt1 _opti—i | = 1 PO opkt _gpil—i g 4 o=l L opmiL

Agora,
W] = (14 c¢)"t572

e assim, como s; = 2P — 1 en = 2Pq + 2,

n+s;—2 cep2etl
w[l']28.+1 — ( J )C2Sj+1 — ( >C2Sj+1.
1585 2s;+1 v+l — 1

Portanto, segue que w(l;]as, 41 = >

B A |
o+l _ 1

, uma vez que

) =1, pelo teorema de Lucas.

Assim, a classe X sobre RP(n) é dada por
X = o2rit2rat 4 2rn 4 (2514144 (250 +1) +

+ (termos contendo elementos com dimensdo positiva provenientes de H*(F? Zy)) =

— Cm(n—2)+
+ (termos contendo elementos com dimensao positiva provenientes de H*(F?, Z,)).

Passemos agora a descrever as polinomiais f,, atras mencionadas. Em linhas gerais,
tais polinomiais provéem de certas funcoes simétricas que podem ser associadas a
fibrados-linha genéricos v +— V" V" variedade fechada n-dimensional (e em parti-
cular aos nossos fibrados-linha usuais associados a fibrados projetivos), quando se leva
em consideragio o principio splitting. Seja entdo, levando em conta tal principio (vide
Secao 1.7),

WV =1+w 4+ +w, =1 +z1)(1+22) - (1 + ),
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W(y)=1+c.

Considere [ um natural e seja w = (iy,19,...,1,) particdo de [ tal que r < n. Temos
entao a funcao simétrica de grau 2/ dada por

f“’ - Z Z xﬂ 1) C + xjv(l))“x;i(z) (C - xjff@))22 . .‘T;‘Z(r) <C + xjv(r))h’
J1<j2<-<jr  OESr
1<j;<n

onde S, é o grupo de permutagoes de r elementos (compare com os S, da Se¢ao 1.14,
pagina 20).

Como tal funcao é simétrica, ela pode ser expressa em uma polinomial nos wy, e c.

Para obter nossas especificas f,,, particularizemos as mesmas para o caso em que
| = 2 e~ — V" & o fibrado-linha usual associado ao fibrado projetivo RP((*),
A — RP(¢*), onde ¢¥ + B™ ¢ um fibrado k-dimensional sobre uma variedade fechada
B"™. Nesse caso, temos as particoes w = (1,1) e w = (2), e a dimensdo de f, sera
4. O proximo lema relacionaré tais f, com as S, da Secao 1.14 associadas ao fibrado
7" @ (¥ — B", onde 7" é o fibrado tangente a B".

Lema 3.3.3 Paraw = (1,1) ou w = (2), vale que
foA = RP(CM) = S, (" @ ") + termos com ¢, © < 2.

Prova: Seja, pelo principio splitting,
W(B") = (1+a1) - (L+a.), W) =00+y) - (1+u)
Entao, pelo Teorema 1.7.2

WRP(CH)) = (1+21) - (14 2) (L 2ng1) - (1+ Zns)

onde z; = ;e 1 <i<mez =c+yj_n,sen <j<n-+k Primeiro analisemos
w = (1,1). Lembremos que S, neste caso é composto por mondmios que sao produtos
de duas variaveis distintas de grau 1, ambas com poténcia 1. Como, pelo principio
splitting,

W e ) =0 +2) - (T+ )1 +y1) - (1 +yw),

S(r" @ ¢ Zx@ijrZ:czprZyzyg

1<J 1<j

temos que

Por outro lado, se v +— V" é qualquer ﬁbrado—hnha com

W) =1+¢, WV =0 4+z)(14+z2) - (1 + xp),
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entao f, é formado por todos os possiveis termos dos tipo
J]Z‘(C + J]i)ZL’j (C + ZL’j)

com i < j. Em particular, f,(RP(¢*)) tem o formato

> zile+ z)z(c+ 2).

i<j
Tais termos provém portanto de trés fontes:

i) da parte (1+21)---(1+2,) = (1 +z1)--- (1 +z,), a qual contribui com

Z zi(c+ x)x;(c+ x))

i<j
ii) da parte (14 zp11) - (1+2p4%) = (L+c+wy1) - - (1 +c+yx), a qual contribui com

Z(CJF yi)(c+cty)lct+y)lc+ety;) = Zyi(chyi)yj(chyj)

iii) da mistura das variaveis de ambas as partes acima, o que contribui com

Z:):,-(c+ zi)(c+y;)c+c+y;) = Za:i(c+ z;)yi(c+ ;)

i,J 1<j
Na parte i), em cada termo
zi(c+ x;)xi(c+ x))
o monodmio com maior poténcia de c é
2

XTiTjiC .

Portanto,
zi(c+ z)x;(c+ x;) = x;w;¢* + termos com ¢, x < 2.

Analogamente, na parte i), temos
yi(c + vi)yi(c +y;) = yiy;c® + termos com ¢*, x < 2.
Na parte #ii), temos

zi(c + z;)y;(c + yj) = ziy;¢2 + termos com ¢”, x < 2.
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Juntando tais fatos, concluimos que

fw(RP(Ck)) = ((Ziq Iixj)CQ + termos com ¢*, onde = < 2)+
+((Zi<j yz‘yj)02 + termos com c”, onde =z < 2)+
+((32; way;)¢® + termos com ¢*, onde x < 2) =

= ((ZKJ viry) + (35 way;) + (e vis)) e+
+ (termos com ¢*, onde z < 2) =
= S,(r® ¢+ termos com ¢, onde x < 2).

O que prova o resultado para w = (1,1). Analisemos agora w = (2). Neste caso, S,
é composto por monoémios constituidos por uma tnica varidavel com poténcia 2. Segue

que
(" @ ¢*) = Zx +Zyz

Por outro lado,

fu(RP(¢F))

> wi(etw)t 432 (e y) (e + e+ yy)* =
Zﬂ??(CJrl'z) +Z y;(c+y;)* =

S a2 a?) £ Yy ) =
= (2 Z)C +Zl x}) + (32 y])c +2295) =

@i+ 32, y5)c + (termos com ¢*, onde x < 2) =
= SW(T@(’“)C + termos com ¢® 0ndex<2)

encerrando a demonstracao. 0

Estamos agora em condic¢oes de provar o Lema 3.3.2, que era o nosso primeiro grande
objetivo. Ou seja, provaremos que, se m > m(n—2)+4, entao V5[F?|y = 0 e V2[F?], = 0,
onde Vi e V5 sao as classes de Stiefel-Whitney do fibrado n @ 7. Conforme explicado
anteriormente, consideremos a polinomial f,Xc¥, onde y = (m — 1) — (m(n — 2) + 4),
avaliada em RP(u) e RP(n).

Para que tal polinomial se anule sobre RP(u) (por razoes dimensionais) vimos que
o argumento era exibir f, com dimensao 4 e tal que cada um de seus monomios seja da
forma ¢*A, A proveniente de H*(F",7Z5) e dim(A) > 2. Pelo Lema 3.3.3, temos que

fo(RP (1)) = S,(7" & p)c® + termos com ¢”, x < 2,

onde 7" é o fibrado tangente a F", e w = (1,1) ou w = (2). Como S,(7" @ u) se
expressa nas classes caracteristicas de 7" @ p (as quais provém da cohomologia de F™),
temos que para tais w

fuX[RP(u)e = 0.

Por outro lado, se w = (1,1), 72 é o fibrado tangente a I, e

W(r*) = (1+a)(l+22), W) =1 +y)(1+),
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entao
Su(T2®n) = 2179 + Y1Y2 + T1Y1 + T1Y + Toyy + oy = V(72 @ 1)

e sew=(2), 2 2 2 2 2 2/ 92
Su(T@n) =21+ 1y +y; +y, = Vi (77 @ ).

Segue, usando o Lema 3.3.3 e o calculo anterior da classe X para RP(n), que

[.XA[RP(n)]s = S.(T @ n)c* + (termos com ¢*, onde x < 2)-
-(¢™"=2) 4 termos contendo elementos com dimensdo positiva
provenientes de H*(F? Z,)) ¢V [RP(n)]s.

Agora, cada termo envolvendo elementos de dimensao positiva proveniente de
H*(F™, Zy) multiplicado por S,(7 @& n) da zero, uma vez que S, (7 ®n) € H*(F? 7).
Segue que

FoX P RP ()]s = Sy (7 @ n)c™ = D+2H o (termos com ¢®, onde = < m(n — 2) + 2 +y).

Note agora que cada termo envolvendo ¢® com x < m(n — 2) + 2 + y necessariamente
tera termo proveniente de H*(F?,Z,) com dimensido > 2, o que é zero. Portanto

fXERP()]y = Su(r @)™ H2H[RP ()], =

Voc™3[RP(n)],  se w=(1,1),
= Su(T ® ) [RP(n)]s =
VZcm 3 RP(n)] se w=(2).

Lembrando finalmente que H*(RP(n), Zy) é um H*(F?,Z,)-mdbdulo livre gerado por

e usando argumento completamente semelhante ao da péagina 31, concluimos que
Su(T @ n)c"P[RP()]2 = Su(T @ n)[F7]
ou seja,
VolF?],  se w=(1,1),

Jo X RP()] =
VE[F?y se w=(2).

Isto encerra a prova do Lema 3.3.2 (e conseqiientemente do Lema 3.3.1). 0



3.3. Prova do Teorema 3.1 50

A tarefa acima encerrada reduz nosso trabalho, conforme ja explicado, a provar o
seguinte fato: se (M™,T) é involucdo com fived-data (pn — F™) U (1, ® R™™* — RP?),
onde 75 = A@ R e A ¢ o fibrado-linha canénico sobre RP?, entao m < m(n — 2) + 4.
Para facilitar nossa tarefa, estabeleceremos algumas notagoes que serao validas até o
final do capitulo. Manteremos a notacao ja estabelecida

W(F") =140y + -+ Oy, W(p) =14u; + -+ ug, k=m—n.

Doravante, portanto, (M™,T') sera sempre uma involu¢ao com o fized-data acima. De-
notemos por o € H'(RP?, Zy) o gerador, e o fibrado

o ® R™* — RP? = A ® R™ % — RP?,

sera denotado simplesmente por n — RP?. Sabemos que W(n) =1+ a. A letra c seré
designada para denotar simultaneamente as primeiras classes de Whitney dos fibrados-
linha usuais sobre RP(n) e RP(u), dependendo do contexto. Nossa estratégia consistira
em mostrar que, caso m > m(n — 2) +4, entao é possivel escolher polinomiais especiais
p(c,wr, ..., wy_1) com dimensao m — 1 de tal sorte que

ple,wy, ..., w,_1)[RP(n)]s =1

(o que é viavel, uma vez que os ntimeros caracteristicos do fibrado-linha sobre RP ()
sdo explicitamente conhecidos) e

p(c,wy, ..., w,_1)[RP(u)]s =0

(por razdes dimensionais), o que nos dara a contradi¢ao. Tais polinomiais ndo serao tni-
cas para todos os valores de n, sendo diferentes nos casos n par e n impar. Novamente,
e particularmente para n par, a construcao de tais polinomiais dependera crucialmente
da classe X de Stong e Pergher anteriormente usada.

Lema 3.3.4 Em H*(RP(n),Z,), temos que ¢™ ' = ac™ 2 = o*¢™3, 0 qual é o gerador
de H" 1 (RP(n), Zs).

Prova: Por 1.6.5 do Capitulo 1, sabemos que H*(RP(7), Zs) é um H*(RP?, Zy)-modulo
livre gerado por 1,c,c?,---,c™ 3. Segue que a?c™ 3 é o gerador na dimensao top, ou
seja, de H™ 1 (RP(n),Zsy). Agora, em H*(RP(n),Zsy) vale a relagao

"= " (n) + () 4 - A wina ()

e como wq(n) = a e w;(n) = 0 para ¢ > 1, temos
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Multiplicando por « e a seguir por ¢, temos

resultando em

O
Nosso primeiro passo serd mostrar o resultado para n impar, o qual é o caso mais
simples. Se n é impar, n — 2 é impar, e portanto m(n —2)+4=(n—1)+4=n+ 3.
Mostraremos nesse caso um fato mais forte do que aquele que estd sendo proposto
(m < mn+3). De fato, mostraremos que nesse caso m < n+ 1. Mais ainda, no Capitulo
4, veremos que esse caso particular tem por tras de si um fato ainda mais forte, o
qual se constitui em um teorema de classificacdo: veremos que nesse caso (M™,T) é
equivariantemente cobordante a involucao especial mencionada em 1.10.
Temos que

W(RP(1)) = (1461 + -+ 0){(1+)F + (1 + ) uy + - + .}

W(RP(n)) = (1+a+a®){(1+c)™ 2+ (1+c)"*al.

A polinomial adequada nesse caso sera oriunda de W[0] associada a p, o que obriga a
considerar W[l| associada a n, onde [ =n — 2.
Em outras palavras, consideraremos as classes

1 . "
(1+C)kW(RP(u)) = (140 4+ 0,){1+ 4o +...+m},
T EP) = (1@t @) (1407 + (1407 ol

Sem > n+1, m—1 > n+1, e entdo podemos considerar a polinomial W [0]7¢m—1=(n+1)

associada a p, a qual tem dimensdo m — 1 e é idéntica a polinomial W (]} ¢m—1-(+1)

associada a 7. Temos que W[0]; sobre RP(u) é
W[O]l = (91 + Uy,

enquanto W{l]; sobre RP(n) é
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Entéao, sobre RP(u),
W[O]?-Hcm—l—(n-i-l) _ (91 + ul)n—i-lcm—l—(n—i-l)

o que é zero uma vez que (6; + u;)"™! provem de H"™'(F™). Por outro lado, sobre
RP (1),

W[l]?—&-lcm—l—(n—&—l) — Cn—l—l . Cm—n—2 _ Cm—l,

o qual pelo Lema 3.3.4 é o gerador de H™ '(RP(n)). Isto encerra a prova no caso n
impar.

Iniciaremos entao a abordagem do caso em que n é par. Considere portanto a partir
de agora n par, e portanto n — 2 também é par. Escreva n — 2 = 2Pq, onde ¢ é impar
e p > 0. A escolha da polinomiais nesse caso nao é tao simples como no caso n impar,
demandando o uso da classe X. Conforme vimos, tal classe sobre RP(x) assume o
aspecto geral

X = Wirilor Wlralop, - - Wiralar, Wisilas, 11 Wsal2s,11 - - Wseas, 11,

e a mesma é usada com valores especiais dos 75 e sps (do tipo 2P — 2i) e levando
em conta as propriedades especiais das classes do tipo Wr|s,. € Wir|a.11. Ao utilizar
tal tipo de classe para produzir polinomiais sobre RP(u), devemos levar em conta que
as mesmas polinomiais deverao ser consideradas sobre RP(7), e portanto os pedagos
Wllar, Wl]2r+1 sobre RP(n), onde I = n+r—2, devem ser utilizados, respectivamente,
no lugar de Wir|a, e Wir|a,.1. Nossa primeira tarefa sera, portanto, computar os
pedagos, W{l]a, e W(l]a,41 sobre RP(n).

Temos
1 1
Wil = R =s W(RP(n)) = s W(RP(n)) =
=(14+a+a®){(1+e)"" 2+ (1 +c)" 3}
Entao

n+r—2 n+r—3 _ n+r—2 _
Wil = ( o )c2r+< o — 1 )ac% 1—1—( o — 1 )acw !
n+r—3 2 2r—9 n+r—2 2 2r—2
(2r—2 )O‘C oo )¥
n+r—2 n+r—3 n+r—2
W[l]2r+1 = ( or 41 )02r+1_|_( . )OéCQT—F( o )OéCQT

— -2
n+r—3 Q221 4 n-+r o221
2r —1 2r —1
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Computemos entao W|l]y, para r = 27 — 2% onde i = 0,1,. ..

,p — 1. Lembremos

que n — 2 = 2Pq, portanto n = 2Pq + 2. Para facilitar a notacao escreveremos as vezes

2r = 2PtL 2+l — o Temos para r = 2P — 2% que

2P 2 —
Wl gp+1 _gi+1 —< a+t > Y

op+l _ 9i+l

2pq + 217 y—1
o+l 21—1—1 -1 ac

2pq + 2P — 2Z 2 y—2
op+1 _ 9i+1 _ 2) ac

_|_

+

+

—1 _1
op+1 2z+1 —1 )O‘Cy

-+ 2p+1 i o

L\ 5
y—2
+ gptl _ 9itl _ 9 )occ

(
(
o
(

2pq—|—2p—2i— 1 y—1
—|—< gptl _ 9itl _ 1 >ac

+

2Pq + 27 L\ 5 40
<2P+1_21+1_2 )a cf

-4 op+1 _ 9i y
( op+l _ 9i+1 )C

2p+1 i
+ - ) acV!

orHl 9+l _ ]

2p+1 i
—|—< - >a2cy2.

o+l — Qi+l _ 9

Pelo teorema de Lucas, o coeficiente binomial (’Z) ¢ nao nulo modulo 2 se, e somente

se, a expansao diddica de b estiver contida na expansao diddica de a.

Usando este

principio, podemos decidir a paridade dos cinco termos acima; temos

o [ F2rth 2 i Pl 2t =P oP~l 4 2L 0 e
].) 2p+1_2i+1 - ,PO1S 2p+1_2i+1:2]7_'_2])—1_{_‘_._’_27:4—1
N At e A W
ii) ope1 _gis1 1 ) = 0s POIS
ptl _9f 1 =P 4. 2 042 k1 e
optl _oitl 1 =—9p 4 ... 422 4042 4. 41
iii) ce 202N (1 se i=0 ;
ol _ i+l 1) =0 se i>1 PP
e iz optl 1 —=9p 4ol ...49241 e
n Pl 9 1 =2p 4 2p . 1221 0+1
i>1 0t — 20 =22 4P 4 20440 e
el 2p+1_2i+1_1:2p+2p71+“_+2i+1_‘_0+2i71_{_‘“+1
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L[ o2 1 (1 se i=0 .
W) (gt _giti_9 )TV 0 se i>1 0 PO

— 0 Pt 2 =2P 4Pl 4. 4240 e
et P 4 =P 4l 4224040

) 2p+1_2i_1:2p_|_2p—1_{_”__|_2i+1_‘_9_|_2i—1_‘_”_+1
set1>1

e

2P+1_2i+1_2:2P+2P—1_|_..._|_2i+2_|_()_|_2_i_|_..._|_2_|_()

e finalmente
ceooptl 9t ~J 1 se i=0oul .
v) o+l _9itl _92) 1 0 se i>2 PO

i 0 Pt 1 =204 27714 4241 e
EITI et —d = 4 4224040

ce i1 optl 9 —9p 4 op-1 4 ...4 9240 e
Sl —6=2242"1 4 22404+ 240

: {2P+1—22:2P+2p—1+~~+22+g+0 e
se 1 =2

0t — % — 2= 4P ... 421404224240

. {2p+1_2i:2”+2p1+---+2@'+0+---+0 e
se 1> 2

Logo W {l]gp+1_gi+1 para r = 2P — 2¢ é dado por:

A+ acol sei =0 (yo=2""—2)

Wl]ops1_git1 = '+ a2 sei=1 (y; =20 —4)
cYi se1>2 (y; =2°rtt — 20t
Ou seja,
w(l]gpri_g = 4 ac®t ser=2-1
w[l]gp+1_4 = M4 ? ser=20-2
w[l]gp+1_giv1 = ¥ ser=20-20 e §>2

onde g; = 2Pt — 2+

Agora considere a classe w[l]yp+1_; para r = 27 — 1. Temos
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g+ 20 — 1\ ppi1_, 2q+2 =2\
W[l]2p+1_1 ( 2p+1 1 )C +( 2p+1 _9

kg + 2P —

+( 2+l =2 1) ac +(2p3p12i§ 2) L

N (2”q +2 - 1) 2t ( L ortl 1) s
2rtt —3 op+l _ |

+ ( 2p+21pil2 2) a7 4 ( 2p+21p112 1) ac® 2

+( 24;311’“3 2) a?c? +( ;;flpﬂg 1) 223,

Mas
et
()

co.goptl 9
()

Assim

v 2Pt 9 et
1; < optl _ 9 )—1; ( optl _ o >—1;

ce.doptl g
0; ( u ):1.
op+1 _ 3

Wlgpsi_g =& 1402 =3, parar =20 — 1

Suponhamos agora p < ¢ + 1 e considere a classe X dada por:

X = W[lo]g:jf_plw[lp—l]2P+1—2PW[lp—2]2P+1—2P*1 T W[lp—i]QP""lfQi‘*'l T W[l0]2P+1—27
onde cada l; é obtido fazendo-se r; = 2P — 2 i =0,1,...,p — 1.

Conforme mencionado na pagina 43, para tais valores dos 75 temos que a dimensao
da classe X é m(n — 2). Substituindo os valores determinados acima temos:

X — (62P+1—1 + a202p+1—3)q+1—p . CQPH—QP . _62P+1—23 . (Cyl + a26y1—2)(cyo + acyo—l)
onde y; = 2PH1 — 22 ¢ gy =2PF1 — 2,

Analisemos as parcelas acima com mais cuidado, fazendo y = y; e z = yy. Note que

(¥ + ) (¢ + ac™™) = ¢ + a4 PV
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e com relacao a primeira parcela

T g+1—p +1 +1
2P 2 2P _3\g4+1-p _ - (2P 1) (q+1—p—i)( .2 2PH1_3\i _
c a“c = c a‘c =
@ e = 5 (1Y) (@)
= [¢@TDaH1D) (g 41 — p)e@T D@23 2)

Entao multiplicando tais parcelas

[c(2p+1—1)(q+1—p) +(g+1— p)a2c(2p“—1)(q—p)+2p+1—3](Cy+z Foacht L 4 a2ute?) =
= P =D(aH-p)ty+z (2P =D (aH1-p)y a1 o220 =) (g+1-p)tyta—2 |

+(g+1— p)a26(2p+1—1)(q—p)+2p+1—3+y+z'
Levando em conta o fato que ¢ é impar temos:
_ [ 0 (mod 2) sepépar
(g+1-p)= { 1 (mod 2) se p é impar.
Inserindo os fatos acima coletados na classe X, obtemos que
P cd+ac 4+ a%c? sepépar
T+ ac! se p é impar,
onde t = m(n — 2).
Seja agora, p > ¢+ 1 e escreva p = ¢ + s. Considere entao a classe X dada por:

X = Wiy tlors o+ Wlar s,

com Iy, sendo obtidos fazendo-se r; = 2P — 2!, i =s,...,p— 1.
Aqui também a dimenséao da classe X é m(n — 2). Note que s > 2, portanto
Wli]ap+1_gir1 = A
para s <1 <p—1.
Segue que X = ¢ onde t = m(n — 2).

Estamos agora em condigoes de exibir as polinomiais p(c, Wy, ..., W,,_1) que pro-
duzem ntimeros caracteristicos nulos sobre RP (i) e nao nulos sobre RP(7), como pre-
tendiamos, no caso em que n é par. Tais polinomiais envolverao as classes X acima
descritas para p < ¢+ 1 e p > ¢+ 1, lembrando que quando consideradas sobre RP (u)
cada termo W], deve ser substituido pelo correspondente W{r;ly, l; = n + r; — 2.
Suponha entao m > m(n — 2) 4+ 4, ou seja, m — 1 > m(n — 2) + 4, e considere inicial-
mente p > 1. Seja a classe W[0]y sobre RP(u). Temos

W[O]z = 92 + 91’&1 + uic + us
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e portanto
WIOJ; = 63 + 6iui + uic® + uj

é tal que todos seus termos possui classe que provem de H*(F™) com dimensao no
minimo 2. Por outro lado, vimos na péagina 43 que as classes X acima descritas possuem
dimensao m(n — 2) e sao tais que todos os seus termos contém elementos provindos de
H*(F™) com dimensao > n — 2. Segue que

WI0]3X

é tal que todos seus termos contém elementos provindos de H*(F™) com dimensao > n,
ou seja,
WI0]3X = 0.

Observe que
dim(W0]5X) = m(n — 2) + 4;

como (m — 1) — (m(n —2) +4) > 0, podemos considerar a polinomial
W[O]%Xcm_l_(m(n_2)+4)

a qual tem dimensao m — 1 e obviamente também ¢é nula. Nossa tarefa estara portanto
completada, quando p > 1, se provarmos que sobre RP(n) a polinomial acima produz
namero caracteristico ndo nulo. Note que, sobre RP(n), W0], deve ser substituida por
Win — 2]s, e neste caso

2p 2—-2 -2 -3
Win — 2|, :< Q+2 )02 —|—<n1 )coz —i—(nl )ca
op
:(2q>02+ca

uma vez que (";%) e ("[?) sio 1 e 0 (ou 0 e 1)mod 2. Por outro lado, como p > 1 e q ¢

impar, 2 nao comparece na particao diadica de 2Pq. Pelo Teorema de Lucas, segue que
Win — 2]y = ca

e portanto
Win — 23 = 2o’

Agora, nossas computagoes anteriores da classe X sobre RP(7) mostraram que os pos-
siveis valores de X sao do tipo:

X =c +ad™! +a’ch, X=c+ad, X =c.
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Como o/ = 0 se j > 3, segue que para quaisquer desses casos temos

Win — 23X = a?c 2
Multiplicando por ¢~ 1= (m(=2+4) " concluimos que a polinomial correspondente sobre
RP(7n) origina a classe a?c™3 € H™ Y(RP(n)), a qual pelo Lema 3.3.4 é o gerador.
Segue o resultado.

Suponhamos agora p = 1, ou seja, n = 2q + 2 com ¢ impar. Note inicialmente que
o calculo acima
W[O]Q = QQ + 91u1 +uic+ Ua,

também é valido neste caso. Portanto, as consideracoes acima se repetem, bastando
argumentar porque nesse caso W[n — 2]3X origina o gerador de H™ !(RP(n)). Temos
que

Wh—2l=04+a+a®){(1+c)*+ (1+c)* a},

2 2¢q—1 2
Win — 2]y =<2q)02 —i—( ql )ca +(1q)004+042+a2

portanto

Segue que
Win — 25 =c* + 2o’

Agora, vimos atras que se p = 1 entdo X = ¢! + ac'™!. Segue que
Win — 253X = (* + 2a?) (¢! + ad™) = '+ Ma + 1o + cHa® =
_ A Bty 4 22

Como cada tal termo, ap6s multiplicagao pela conveniente poténcia de ¢, reproduzira
o gerador de H™ }(RP (7)), modulo 2 um de tais termos sobrevive, o que encerra a prova
e o capitulo. ]



Capitulo 4

Limitantes Especificos

4.1 Introducao

Conforme vimos no Capitulo 3, se (M™,T) & involugao fixando F = F? U F™ nao
bordante, entdao m < max{2n,m(n — 2) + 4}. Mais especificamente, e esta é a parte
sutil do resultado, vimos que, se n — F? ¢ o fibrado normal e este ndo borda, entdo
m < m(n — 2) + 4 (na realidade, vimos que, se n — F? borda, entdo a menos de
bordismo ele pode ser removido do fized-data, o que significa que de fato estariamos
considerando o caso ja conhecido Fiz(T) = F™). Fixemos entao nossa aten¢ao no caso
em que 7 — F? nao borda, ou seja, no limitante m < m(n — 2) + 4. Conforme visto,
tal limitante independe de qual das sete classes de cobordismo estavel (y, s, ..., 07 0
fibrado n é um representante. No entanto, observemos que na pagina 50 mostramos
que, quando n é impar (neste caso, m(n —2)+4=n—1+4=n+3) en € [, entdo o
limitante em questao pode ser melhorado para m < n+1 = m(n—2)+2. Por causa dos
exemplos especiais vistos na Secao 1.10 claramente este resultado é o melhor possivel
e pode ser concretamente realizado. Isto sugere o seguinte problema: fixados n um
natural e 5 € {01, 5a, ..., Br}, é possivel melhorar o limitante m < m(n — 2) 4+ 4 para
tais valores especificos de n e 37 Em outras palavras e mais especificamente, definamos
0 numero:

¢(n,B) = maximo {m | 3 involucdo (M™,T) com fized-data (. — F™) U (n+— F?)

tal que n € (}.

Claramente pelo capitulo anterior temos
e(n,B) <m(n—2)+4 para qualquer n e qualquer [.
Também conforme o comentario acima temos que

w(n, By) =m(n —2) + 2 quando m é impar.

59
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Para provar que m(n; {2}) = max{2n, m(n — 2) + 4}, foi necessério exibir exemplos
nas dimensoes top; especificamente, recordemos o exemplo considerado na dimensao
m(n — 2) + 4 (vide pagina 34): se (M™"=2 T) ¢ a involucio maximal de [12] fixando
{ponto} U F"~2 entao a involugdo considerada foi

(M™"=2) 5 RP? x RP?, T x twist).

Nesse caso, como o fibrado normal da diagonal RP? ¢ RP? x RP? em RP? x RP? ¢ o
fibrado tangente 7 — RP?, temos que o fibrado normal de RP? em M™("~2) x RP? x RP?
& 7 ®R™ 2 — RP? ou seja, ele representa a classe ;. Em outras palavras, temos
que ¢(n, By) = m(n — 2) + 4 para qualquer n. Note entdo a lista de resultados:

i) ¢(n,B) < m(n—2)+4, ¥n,Vp;
ii) ¢(n,B2) = m(n —2) + 2, se n é impar;
iii) p(n,Bs) = m(n —2) +4, Vn.

Nosso objetivo neste capitulo serd a obtencao de outros resultados concernentes a
tais limitantes especificos. Veremos que em varias situacoes o limitante geral

o(n,B) <m(n—2)+4

pode ser melhorado.

4.2 ¢(n, ) para n impar

Nesta secao consideraremos sempre n impar. Conforme visto, o limitante geral nesse
caso é p(n, 3) < m(n—2)4+4 = n+3. Para simplificar a redagdo, adotaremos as mesmas
notagoes estabelecidas no Capitulo 3; isto quer dizer que (M™,T') sempre significara
uma involugao fixando (yu +— F™) U (n +— F?), com

WE)Y=1461+---+6,, W =14+u+---+u, k=m-—n,
W(F2>:1+w1+U)2, W(n):1+vl+v2’ e n'_>F2
nao bordante.

Lema 4.2.1 Se m > n + 2, entao ((‘;) (wy +v1)? + vy + vf) = 0.

Prova: Temos que m — 1 > n + 1, portanto podemos considerar a polinomial

w0t =) sobre RP(p),
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a qual corresponde a polinomial
wln — 27+ == gobre  RP(n).

Temos

n—2

w0y =601 +u e w[n—2]1:(1

)c+w1+v1:c+w1—|—v1

porque n — 2 é impar. Portanto
w[o];ﬂrl Cmflf(nJrl) — (91 + ul)nJrl Cmflf(nJrl)
é zero em H*(RP(u)), uma vez que (61 + uy)"™! provem de H"(F™).

Recordemos agora o fato decorrente da formula de Conner da Secao 12, Capitulo 1:

se ¥ — W™ & um fibrado vetorial sobre uma variedade fechada n-dimensional com

Wer) =1+uv+--+u,esew e H(W") comt <net+l=n+k—1, entao
w ! [RP(VF)]y = w Ty W™y,
onde W(vk) =1+ 07 + T3+ - -- € a classe dual de W(v*), caracterizada por
W(*) W(k) = 1.
Usaremos este fato para computar a polinomial sobre RP (7). Em particular, temos que

" [RP(n)]e = T3 [F?|2 = (vg + 1) [F7]a.

Entao,
n+1
n+1 i ntl—i
(¢ +wy + o))" :2;( i )(w1+U1)C+1 =
n+1 n-+1
:c”+1+< . )(wl—l—vl)cn—f—( 5 )(wl—i—vl)an_l:

1
=4 <n—21- >(w1 + U1)2cn71,

uma vez que n + 1 é par e (wy +v;)" = 0 se i > 2. Segue que

Win = 2]y e = CHIRP(n)]y - = (e 4w+ )" e HDRP ()], =

_ (m | (”; 1) (w1 + >m) RP(p)]: =

- ((” ; 1) (wy 4 v1)% + vy + v%) [F?,
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0 que encerra a prova. O
O Lema acima, nos da imediatamente a
Proposicao 4.2.2 Sen = 3(mod 4) e 3 € igual a s, B3, B5 ou B entao p(n, ) < n+1.

Prova: De fato, suponha que ¢(n,3) > n + 1. Entao existe involugao (M™,T) com
n F? € 3 tal que m > n+ 2, e pelo lema

n+1
( 9 )(w1+vl)2+v2+vf:0.

Agora n = 3(mod 4) significa que 2 esta na partigdo diddica do impar n, e portanto 2
nao estd na particao diddica do par n + 1. Pelo Teorema de Lucas 1.15.3, segue que

1
(n—2|— ) =0(mod 2), portanto vy = v?.

Como para 3 igual a (32, 33, 35 ou B é valido que vy # v}, segue o resultado. O

Por causa das involucoes especiais da Secao 1.10, temos entao o seguinte novo re-
sultado na direcao proposta:

Teorema 4.2.3 Sen = 3(mod 4) e 3 € igual a Bs, B3, B5 ou Bg, entao ¢(n, ) =n+ 1.

Esse limitante especifico (¢(n, ) = n + 1) tem por traz de si um fato mais forte,
que é um teorema de classificagao. Se (M™,T) é involucao com fized-data

(p— F"YU(n+— F?), onden € B, i =2,3,50u6, e n=3 (mod 4),

entao m < n + 1 significa na realidade m = n + 1 e ja sabemos através da construcao
de 1.10 que existe uma involu¢do especial (M"™',T;), i = 2,3,5 e 6, com o referido
fized-data. Temos a seguinte

Proposigao 4.2.4 Se (M™,T) tem fized-data (u — F™) U (n — F?), onde n € (3,
i = 2,3,5 ou 6, e n = 3(mod 4), entao (M™,T) é equivariantemente cobordante a
involugdo especial (M T).

Prova: Denotemos por p; — G7' o fibrado normal sobre a componente n-dimensional
do conjunto de pontos fixos de (M T}), i = 2,3,5 ou 6. Pela sequéncia de Conner
e Floyd, temos que

O ([M™, T + [MTi]) =0 +—= F"]+ B + s = G7] + B;) =
O[p = F" + [pi = G7]) = 0,
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ou seja,
Ilp— F"| = 0 — G7].

Agora, o homomorfismo 0 da sequéncia de Conner e Floyd leva A;,_1(BO(1)) isomor-
ficamente sobre A, _1(Zs) = A,_1(BO(1)). Como p e p; sao fibrados unidimensionais,
concluimos que

(1] = [pi].  Entao [u] + [Bi] = [w] + [Bi], ouseja, [u+ Bi] = [w + Bil;

o que significa que (M™,T) e (M T;) possuem fized-data cobordantes. Segue o
resultado. O

Na mesma direcao, temos o
Teorema 4.2.5 Sen = 1(mod 4) e B € igual a By, Po, Bs ou B7 entao p(n,3) =n+ 1.

Prova: A argumentacao nesse caso é completamente similar. Se p(n, 5) > n+1, existe
(M™,T) com n — F? € (3 tal que m > n + 2, pelo lema

+1
<n2 )(U)1+U1>2+U2+U%:O.

Agora n = 1(mod 4) significa que 2 ndo esté na particao diadica do impar n, portanto
2 esta na particao diddica do par n + 1. Segue que

(”; 1) = 1(mod 2),

portanto
(wi +v1)2 4+ vy + v = w? + 0] + vy + 0} = wi+ vy =0,

ou seja, wi = vy. Como para 3 é igual a 3y, Bs, B e (7 é valido que w? # vy, concluimos
que ¢(n, ) < n+ 1 para tais #’s. Novamente as involugdes especiais de 1.10 mostram
entao que p(n,3) = n+ 1 para tais ’s. O

Com prova completamente idéntica a da Proposicao 4.2.4, temos na mesma direcao a

Proposigao 4.2.6 Se (M™,T) tem fized-data (u+— F™)U (n+— F?), onden € (3; para
i=1,2,6 ou 7, e sen=1 (mod 4), entao (M™,T) € equivariantemente cobordante a
involucdo especial de 1.10, obtida a partir de n — F2.

O
Juntando os Teoremas 4.2.3 e 4.2.5, temos o

Teorema 4.2.7 Sen € impar e 3 € igual a B2 ou G, entao p(n,3) =n+ 1.
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Desta forma, a questao de se computar ¢(n, 3) estd completamente resolvida se n é
impar e 3 é igual a (35, 5, ou [s.

Observagao: Considere o caso n impar e 3 = (34, quando vimos que ¢(n,3) = n + 3.
Isto significa que os possiveis valores de m para os quais existe

(M™T) com fized-data  (u+— F™)U(n+— F?), onde nw~ F?€ B4en éimpar,

stom =n+3,n+2en+1. Param = n+ 3 existe tal (M™,T), e a construgao de
1.10 feita a partir de n mostra que (M™,T) também existe para m = n + 1. E curioso
observar que m + n + 2 nao pode ser realizado. De fato, se existe tal (M™% T'), entao
por 1.9 temos que

X(m"?) = x(F") + x(F?) (mod 2),

onde x é a caracteristica de Fuler moédulo 2. Como n é impar, n + 2 é impar, portanto
X(F")=0 e x(M"?)=0. Segue que x(F?)=0.
O representante explicito da classe Sy por nos obtido tem base RP?, portanto
x(RP?) = 0, o que é falso.

Juntando os fatos acima, notamos que se n é impar entao ¢(n,3) esta computado
com excec¢ao dos casos:

i) ¢(n,B) se n = 3(mod 4) e  é igual a 31 ou [r;
ii) ¢(n,B) se n = 1(mod 4) e (3 é igual a (3 ou [s.
Os teoremas 4.2.8 e 4.2.9 computarao esses valores restantes de ¢(n, 3).

Teorema 4.2.8 Se n = 3(mod 4), entao o(n,31) =n+ 3. Sen = 1(mod 4), entao
o(n,B3) =n+ 3.

Prova: Sabemos que, se n = 3(mod 4), entdao ¢(n,3) < n + 3 para qualquer (.
Portanto a prova consistiré simplesmente em exibir involugao na dimensao top m = n+3
nas situacoes acima consideradas. Seja a involucao (RP™* T) onde T é dada em
coordenadas homogenias por

T['IO;'Tla Tt 7$n+3] = [_'7;07 —X1, —T2,T3," " 73:71-‘1-3]'

Denotando por \; — RP’ o fibrado-linha canénico e por n); a soma de Whitney de n
copias de \;, temos que o fized-data de T é

(3\n — RP™) U ((n + 1) Ay — RP?).
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Suponhamos primeiro n = 3(mod 4), ou seja, n = 4z + 3 para algum = > 0. Entao
n+1l=4r+4,e

W((n+1A) = (1+a)" =1 +a)"" =1 +a")™ =1,

onde a € H'(RP?) é o gerador (e a* = 0). Segue que (n + 1)\y — RP? ¢ cobordante
ao fibrado trivial (n + 1)-dimensional sobre RP?, o qual é um representante explicito
da classe (3;. Segue que

e(n,p1) =n+3 se n = 3(mod 4).

Por outro lado, se n = 1(mod 4), entdao n + 1 = 4x + 2 para algum z > 0. Segue
que

W(n+1Dl)=1+a)" " =1+a)"?=1+a)(1+a?) =1+a”
Portanto, (n+ 1)\ — RP? tem a mesma classe de Stiefel-Whitney de
(2X2) ® R"! i RP?
e entao é cobordante a este fibrado, o qual é um representante de classe 33. Segue que
o(n,PBs) =n+3 se n = 1(mod 4).
OJ

Restam portanto os casos ¢(n, ;) se n = 3(mod 4), e ¢(n, ) se n = 1(mod 4).
Tais casos finais serao objetos do

Teorema 4.2.9 Se n = 3(mod 4), ¢(n,07) = n+ 3, e se n = 1(mod 4), entao
90(71755) =n+3.

Prova: Como no Teorema 4.2.8, novamente aqui a prova se resume em exibir exem-
plos de involugoes na dimensao m = n + 3 nas situagoes em jogo. Suponha primeiro
n =3 (mod 4). Lembremos inicialmente que, para qualquer n impar, ¢(n, ;) =n+3.
Tome entdo involucao (M™*3 T realizando isto, ou seja, com

ni— F? ¢ By
Agora, no Teorema 4.2.8 exibimos, para n = 3 (mod 4), uma involugao
(W™3.8) com 1 — F? € f,.
Pela Observacao 3.2.5 (pagina 40), sabemos que 3 + 34 = (7, ou seja,

(n+— F)U (g — F?)
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¢ cobordante a um fibrado v? — G? que realiza a classe (7. Segue que a involucao
(Mn+3 U Wn+3, TU S)

tem fized-data do tipo (u+— F™)U (n+— F?), onde n — F? representa a classe [3;

A prova que ¢(n,B5) =n+ 3 se n = 1(mod 4) é completamente similar, bastando
tomar a involugao (M™"3,T) com n — F? € 3, (como acima), a involugao (W"*3 S)
do Teorema 4.2.8 para n = 1(mod 4) e com 1 +— F? € 35, e lembrar que (35 + 34 = 5.

[

Portanto conhecemos ¢(n, 3) para qualquer n impar e qualquer 5. O quadro abaixo

fornece a tabela para tais valores:

n=1(mod4) | n+1
b n=3mod4) | n+3

(B Vn impar n+1

n=1(mod4)| n+3

b n=3mod4) | n+1

o Vn impar n+3

n=1(mod4) | n+3

Gs n=3(mod4) | n+1

B Vn impar n+1

n=1(mod4) | n+1
n=3mod4)| n+3

Bq

4.3 p(n,B3) para n par

Para n par, o que sabemos até o momento é que p(n,Bs) = m(n —2) +4 e que
e(n, ) <m(n —2)+4, V(. Para avancar mais precisaremos do

Lema 4.3.1 Se m > m(n —2) + 2, entdo w? = v}.

Prova: Considere a classe X associada a RP(u) vista no Capitulo 3. Tal classe tem
dimensao m(n—2) e é tal que todos seus termos contém elementos provindos de H*(F™)
com dimensao maior que n — 2. Considere também a classe W[0]; associada a p, a qual
é dada por

W[O]l = 91 “+ uq.
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Entao W[02X = (6; + u;)?X tem dimensao m(n — 2) + 2 e é tal que todos seus
termos contém elementos provindos de H*(F™) com dimensao maior do que n, portanto
W[0]2X = 0. Como m > m(n—2)+2, m—12> m(n—2)+ 2, portanto podemos
considerar a polinomial

W02 X ¢mi=m=242  gobre  RP(p),

a qual tem dimensao m — 1 e obviamente produz ntmero caracteristico nulo quando
avaliada sobre [RP(u)]o. Devemos entao analisar a polinomial correspondente

Win —2)? X ¢ 1-m=242) gobre  RP(n).
Primeiro observamos que
Win -2, =w; +vi, portanto Win—2]] =w? + 03,

e wi + v? provem de H?(F?). Segue, por razdes dimensionais, que qualquer termo
de X contendo elementos provindos de H*(F"™) com dimensao maior que zero nao
contribui com a polinomial acima, uma vez que tal termo multiplicado por w? + v? da
automaticamente zero. Portanto a classe X sobre RP(n) deve ser analisada méodulo o
ideal de H*(RP(n)) gerado por H'(F?)® H?*(F?). Em outras palavras, s6 nos interessa
os termos da classe X do tipo cP°*m@ Agora, a classe X sobre RP(u) envolve classes do
tipo W(r|a, parar =2 —2' i =0,1,...,p— 1, onde como antes estamos considerando
n—2=2Pq, qimpar, p > 1, e Wlr|s,;1 para r = 2P — 1. Para cada tal r, consideramos
W] sobre RP(n), onde I =n +r — 2.
Temos que

W = (14w + w) {1+ )72 4 (14 )" Poy 4 (14 )"}
Entao

W =(1+¢)""2 mobdulo o ideal gerado por H'(F?) @ H*(F?).
Parar =2 -2/ i=0,1,...,p—1, p>1,en=2Pq+ 2, temos entio

n+r—2

Wlllar = Wlllar o = (2 . 2) AT (modulo (H'(F?) @ HY(F?)))

onde (H'(F?) @ H*(F?)) denota o ideal gerado por H'(F?) @ H?*(F?). Agora,

n+r—2Y\  [(2Pq+2" -2
op+1 _ 9i+1 ) | 9p+l _ 941 J°
Como ¢ é impar, 2°q = 2P+ (poténcias do tipo 2%, = > p). Assim, para algum y > p+1,

temos que

2Pq 4 2P — 20 = (2Y + poténcias do tipo 2%, x > y) — 2! =
=204 201 ...+ 2971+ (poténcias do tipo 2%, = > y).



4.3. ¢(n, ) para n par 68

Por outro lado,

Pelo Teorema de Lucas, segue que o coeficiente binomial acima é = 1 (mod 2), e assim
W]y, = (moédulo (H'(F?) @ H*(F?))),

para tais valores de r.

Agora, para r = 2P — 1, temos que

20+ 2P — 1\ ps1_ i
Wl)arsr = Wl]pps1_1 = ( optl 1 )02 " (modulo (H'(F?) & H*(F?))).
Temos que
2Pq+27 —1 = (2P 4+ poténcias do tipo 2%, x >p) + 2P — 1 =

(
(2Y + poténcias do tipo 2%, x >y, ondey >p+1)—1=
14+2+2%+...+ 291 4 (poténcias do tipo 2%, = > y).

Por outro lado,
oPtl 1 =14+24224+ ... 427

O Teorema de Lucas nos garante entao que o coeficiente binomial acima é = 1(mod 2),
e assim

Wllore1 =& (modulo (H'(F?) & H*(F?))) ,
A conclusao é que, sobre RP(n), vale que
X =" (modulo (H'(F?)® H*(F?))).
Segue que
Win =27 X 120022 [RP ()], = (wi + o) =% [RP(n)]
= (wi +0f) [F?)s,
o que encerra a demonstragao. O

Corolério 4.3.2 Seja (M™,T) involugio com fired-data (u — F™) U (n — F?), onde
n € par en € By, B3, Bs ou Br. Entdo m < m(n —2) + 2.
Prova: Basta observar que, para as classes (31, (3, 85 e (37, temos w? # vi. O

Com o corolario acima em maos, estamos agora em condigoes de computar ¢(n, 3;)
para qualquer n par.
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Teorema 4.3.3 Se n € par, ¢(n,31) =m(n —2) + 2.

Prova: O corolario acima nos diz que ¢(n, 51) < m(n — 2) + 2. Assim, é suficiente
exibir um exemplo adequado na dimensao m(n—2)+2. Considere a involu¢ao maximal
(M™"=2) T de [12], a qual tem conjunto de pontos fixos do tipo F"~2U {ponto}. Em
RP? x M™"=2) considere a involucio

(z,y) — (2, T(y)).
O conjunto de pontos fixos dessa involucao é
(RP? x F"2) U (RP? x {ponto}),

que ¢ do tipo F* URP?. O fibrado normal de RP? em RP? x M™"2) ¢ o fibrado trivial
m(n — 2)-dimensional, o qual representa a classe /3. Segue o resultado. 0

Nossas proximas computagoes de ¢(n, ) para n par envolverao pares (n,3) bem
mais especificos. Se n € N, escreva n — 2 = 2P(2¢ + 1). Isto da origem a fungao

a(n) =p—2q.

Lema 4.3.4 Com a notacao acima, suponha p < 2q+2. Seja o € Hl(RP2) o gerador.
Entio existe involugio (M™™ 22 T) fizando F = RP*UF™, e tal que o fibrado normal
n — RP? satisfaz

W(n) = (1+ a)s™.

Prova: Como anteriormente, considere a involugdo maximal (M™"=2) T) de [12],
fixando F"~2U {ponto}. Considere na esfera S? a involucao antipodal A : 5% — 5% A
involucio produto A x T definida em S? x M™"=2) & livre de pontos fixos, portanto

92 Mm(n—Z)
[ S My
AxT
¢ uma variedade fechada (m(n — 2) + 2)-dimensional. Em V' considere a involugao
[z, y] — [z, T(y)].

E facil verificar que tal involucdo ndo depende do representante da classe [r,y]. Além
disso, pode-se mostrar que o conjunto de pontos fixos dessa involucgao é

S? x {ponto} 9 S% x Fn? 5 o
(‘75ﬁr——RP U\ " =B ),
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E conhecido o fato que o fibrado normal 7 de RP? em V & (m(n — 2))A — RP?, onde
\ é o fibrado-linha canonico sobre RP? (a argumentacgao para tal fato é decorrente do
material da Se¢io 33 (paginas 114-117) de [3]. Segue que W(n) = (1+a)™"=2. Como
p < 2q + 2, sabemos pelo Teorema 1.11.1 da pagina 17 que

m(n—2)= (""" —=1)(2¢+ 1) +p+1=2""¢+ 2" —2¢g—1+p+1=p—2q (mod 4),
uma vez que p > 1. Segue que
m(n—2) = (p—2q) = m(n —2) —a(n) = 4t,
para algum ¢ > 0, e portanto
W(n) = (1+a)"™ ™ = (1 + )™ = (1 + )™ (1 + ") = (14 a)*™,

como queriamos. 0

Obs: Note que, se p > 2¢ + 2, entao m(n — 2) é dado por
(2Pt — 2P~ 9ty (99 4 1) 4 2P~ (204D (99 4 9) = 2P+24 4 oL 4 op=(29+D) = ((mod 4),

e neste caso 1 — RP? & portanto um representante da classe i, para a qual ja temos
exemplos de involugdes com m = m(n — 2) 4+ 2 para todo n par; em outras palavras, a
consideracao de p > 2q + 2 nao nos traz nada de novo.

O Corolario 4.3.2 nos fornece varios valores novos de ¢(n, 3).

Teorema 4.3.5 Sen € N é um natural par tal que a(n) = 1(mod 4) e p < 2q+2 (onde
n—2=2(2q+ 1)), entao p(n,Fs) =m(n —2) + 2.

Prova: O Corolario 4.3.2 nos diz que ¢(n, 55) < m(n—2)+ 2, portanto devemos exibir
um exemplo adequado na dimensao m = m(n — 2) + 2. O Lema 4.3.4 nos fornece
um exemplo (M™,T) com m = m(n — 2) + 2 e com conjunto de pontos fixos do tipo
Fr = F"URP?, tal que o fibrado normal 1 — RP? satisfaz W(n) = (14 a)*™ =1+,
uma vez que a(n) = 1(mod 4). Portanto n representa 5. Por outro lado, temos o
exemplo (W™, S) considerado no Teorema 4.3.3, onde m = m(n—2)+2, Fs = F"URP?
e o fibrado normal v — RP? representa a classe 5;. Como £y + B2 = 5, temos que a

involugao (W™, S)U (M™,T) providencia o exemplo desejado. O
Obs: Os naturais da forma 2%y, onde y é qualquer nimero impar, satisfazem as

condicoes exigidas pelo Teorema 4.3.5.

Teorema 4.3.6 Sen € N é um natural par tal que a(n) = 2(mod 4) e p < 2q+2 (onde
n—2=212q+ 1)), entao p(n,Ps) =m(n —2) + 2.
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Prova: Novamente o Corolario 4.3.2 nos diz que basta exibir um exemplo adequado. O
Lema 4.3.4 fornece um exemplo (M™,T) com m = m(n — 2) + 2, Fix(T) = F" URP? e
com 7 — RP? satisfazendo W(n) = (1+a)*™ = (14+a)?, uma vez que a(n) = 2(mod 4).
Portanto n representa fs. O

Obs: Os naturais da forma 2Y*'y, onde y é qualquer niimero impar, fornecem uma
familia de exemplos de naturais satisfazendo as condi¢oes impostas pelo Teorema 4.3.6.

Teorema 4.3.7 Se n € N é um natural par tal que a(n) = 3(mod 4) e p < 2q + 2,
entao o(n, B7;) = m(n —2) + 2.

Prova: Pelo Corolario 4.3.2, é suficiente exibir um exemplo na dimensao em questao.
A construgao deste exemplo segue os mesmos passos efetuados para a obtencao do
exemplo do Teorema 4.3.5. Primeiro, o Lema 4.3.4 fornece um exemplo (M™,T') com
m =m(n—2)+2, com Fr = F"URP? e com 1 +— RP? satisfazendo W(n) = (14-a)*™ =
(1 + a)3, uma vez que a(n) = 3(mod 4). Portanto 1 representa 3. Por outro lado,
temos o exemplo (W™, S) considerado no Teorema 4.3.3, onde m = m(n —2) + 2 e
Fg = F" URP?, e tal que v — RP? representa 3;. Como 3, + 34 = (3, temos que a
involugao (M™,T) U (W™ S) fornece o exemplo procurado. O

Obs: Os naturais da forma 2Y*274%y onde z > 1 e y é qualquer nimero impar com

y > 3, contituem exemplos satisfazendo as condi¢oes do Teorema 4.3.7.

Nosso proximo e final objetivo, concernente ao célculo de ¢(n,3) com n par, seré
mostrar que ¢(n, f2) = v(n,B) = m(n — 2) + 4 quando n é multiplo de 4. Especi-
ficamente, escreveremos daqui até o final n = 4(j + 1) = 4j +4 para j = 0,1,2,....
Sumarizando, obteremos o

Teorema 4.3.8 ¢(n,32) = ¢(n,Bs) = m(n —2) +4 paran =4(j + 1) = 45 + 4, onde
i=0,1,2,.. ..

Prova: Temos os seguintes fatos em maos:
i) ¢(n,B) <m(n—2)+4, Vn,Vp;

ii) existe exemplo (M™,T) fixando F"UF? onde (n — F?) € 34, com m = m(n—2)+4,
para qualquer natural n;

iii) Bo+ By = Gs.

Juntando tais fatos, vemos entao que é suficiente apresentar exemplos (M™,T) com
m=m(n—2)+4,n=4(j+1) e (n— F?) € (5. Tais exemplos, os quais descreveremos
a seguir, nos foram fornecidos pelo Prof. R. E. Stong.
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Dado n = 45 + 4, considere a variedade de Dold

G245 P+
AxC ’

M™ = P(2j +5,2j +2) =

onde A : S%+5 5 §%15 ¢ g aplicacdo antipodal e C' : CP¥*2 - CP%*? ¢ a conjugacao,
isto é, a aplicagao que a cada niimero complexo z associa o complexo conjugado z. Em
M™, considere a involucao induzida por U X L, onde

U(ﬂfo, X1,T2,T3,. .. ,$2j+5) = (900, T1,T2, =X3,..., —9U2j+5)

Llzo, 21,22, . . ., 22j42] = [20, =21, =22, - - ., —22j42)-

O conjunto de pontos fixos da involugao (U x L), é formado pelos pontos [z, z] tais que
(U x L)z, z] = [z, z]; como [z, z] = [—x,Z], isto é equivalente aos pontos [z, z] tais que
(U(), Ll2]) = (2, [2]) ou (U(), L[2]) = (==, [2]).

Para (U(z), L[z]) = (x, [2]) temos:

Ulx) =z <= x=(xg,1,%,0,...,0), isto é, reS?c SHT e
Lz] = [z] <= 2 = (20,0,...,0) ou 2 = (0, 21, 22, . . ., Zajs2), isto &, z € (CPPUCP¥ 1),
Logo o conjunto de pontos fixos neste caso é da forma:

S2 x (CP° U CP% 1)

— RP2U P(2.2j + 1) = RP2U FY+4,
AXC (7]+) 1

Para (U(z), L[z]) = (—x,[Z]) temos:

U(.ZU) =7 — = (070707$3a R 7332]‘-1-5), isto é, T e 52]+2 C 52]_‘_5’ e
L[Z] = [E] — (207 TRLye ey _22j+2) — (Z_O, 2_1, 25_27 ey 22j+2)7
isto é, zp =1y real e z; = ir; imaginario purose j=1,2,...,27 4+ 2, ou seja,
(207 TRy _22]'-‘1-2) = (7”(), ?:7“1, . ,iT2j+2).

Agora, em CP¥*2 temos que
(7’0,7;7‘1,. .. ,i?“gj+2) ~ (—To, —iTl, .. .,—iT2j+2) ~ (iTQ,—Tl,. . .,) ~ (—iTQ,Tl,. . .,).
Entao, considerando os elementos da forma (rg,iry, ..., irg o), temos que

(Tg,irl, . ,iT2j+2) ~ (—7’0, —irl, cey —iT2j+2),
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o que nos da uma identificacio com RP%™2. Assim, o conjunto de pontos fixos ¢

i G242 o RPY+2
2 AxC

Note que, como n = 45 + 4, e tomando

§2i+5 « CP2it2

M™ = P(2j+5,2j+2) =~

com involucao 7" induzida pela involugao (U x L), temos
M=2j+5+4j +4=6j+9=06j+5+4=m4j+2)+4=mn—2)+4,
pois para n — 2 =45 + 2 = 2(25 + 1) temos
m(2(25 +1)) = 3(2j + 1) + 2 = 6 + 5.

Isto nos da uma involucao (M™,T) tal que Fp = RP?*U F", com n = 4j + 4,
m=m(n—2)+4e F"=F UF,.

A respeito do fibrado normal sobre a componente RP?, necessitamos de alguns fatos
gerais sobre as variedades de Dold

St x CP*

P(l,s) = IxC

E conhecido o fato que existem dois fibrados canonicos sobre P(l, s): um fibrado unidi-
mensional A\ — P(I,s) (herdado do fibrado linha canonico real A — RP') e um fibrado
bidimensional v — P(l,s) (herdado do fibrado linha canonico complexo v +— CP?).
Mais ainda, se 0 < i <le 0 <t < s, eS8 — S e CP' — CP® sdo as inclusdes
canonicas (completando com zeros as coordenadas restantes), entao sabe-se que

St x CP?

“axc - PeY

¢ subvariedade de P(l,s) com fibrado normal
(I —DXD (s —t)v — P(i,t),

onde A\, v significam as restri¢oes sobre P(i,t) dos prévios A, v. Na particular situacao

em que t = 0, temos que

St x CP?
AxC

e nesse caso sabe-se também que v +— P(i,0) reduz-se & A ® R ~— RP’ (isso ocorre

devido ao fato que em uma fibra C = R? sobre tal RP?, quocientada pela conjugacio,

P(i,t) = =~ RP’,
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o eixo O, ¢ identificado com ele mesmo, produzindo a parcela R, enquanto o eixo O, é
quocientado via x +— —z, produzindo a parcela \).
Usando as consideracoes acima, note que no exemplo em questio a componente RP?
é na verdade
S? x CP°
AxC 7

e portanto o fibrado normal de RP? em M™ &
(27 4+3)A® (2] +2)r=(27+3)AD (2 +2)(ABR) =

=2/ +3)AB (27 +2)AB (27 +2)R = (47 +5)A @ (25 + 2)R,

e como 45 +5 = 1(mod 4), tal fibrado é cobordante a A @ (m — 3)R +— RP?. Em outras
palavras, n — F? representa 3, como queriamos. 0

No quadro abaixo sumarizamos os valores de (n, 3) obtidos para n par:

’@‘ ‘ n par ‘ o(n, 5i) ‘
| 61 | Vn par [ m(n—2)+2|
’52‘ n=4p, p>1 ‘m(n—2)+4‘
| B3 | a(n) =2(mod 4) [ m(n —2) +2 |
| B4 | Vn par | m(n—2)+4]
| 05 | a(n) =1(mod 4) [ m(n —2) +2 |
’ﬁG\ n=4p, p>1 \m(n—2)+4‘
| 87 [ a(n) =3(mod 4) | m(n —2) +2 |
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