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INTRODUÇÃO 

Seja M n uma subvariedade ( oonexa ) isanétricamente imersa numa varieda 

de ríananniana fi n+p ( c ) , d~ curvatura seccional constante c • Sejam , 

B a segunda forma fundamental e H o vetor curvatura média dessa subvarieda-

de M n • Denotares por S o quadrado do a:rnprimento de B n -.SeM eumasub 

variedade núnllna e CXJITipél.cta da esfera unitária S n+p , então Si.rrons [ 12 J , 
obtém a seguinte desigualdade : 

J 1 2 { ( 2 - - ) S - n S } 
M n P 

d v? o 

onde .d v denota o elarento de volumen de M n ·• Caro oonsequência , segue , 

n--talrnen -· /( 2 1 n que se M nao e to te geodes1ca e S ( n - p ) sobre todo M 

então S = n I ( 2 - ~ ) sobre M n • Utilizando o método do referencial m5-

vel : Chern , Ib canro e Kobayashi [ 6 ] , obti verarn a mesma desigualdade 

de S.irrons e o::::m;:) aplicação , dete:t:minam todas as subvariedades mínimas e 

a:xnpactas M n da esfera un1.târia S n+p tal que S = n I ( 2 - ~ ) • Br~ -

di S • e Hsiung C. C. [ 1 J , estendem os resultados de Chern , Ib Carno e 

Kobayashi , deterrninando todas as subvariedades cx::rnp.1.etas M n cfu esfera un.!_ 

tária. S n+p e tal que verificam uma condição mais geral que S ~ n/ (2 - ~ ) 

Utilizando as idéias e as técnicas de [ 6 ] , o objetivo do presente tra 

baTho , é o problema de detenninar tOOas as subvariedades M n , do espaço 
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euclidiano R n+p ( logo c = O ) e do espaço hipermlico H n+p ( 1 ) ( lo 

go c = - 1 ) , cx:m vetor curvatura méd.ia paralelo ( para a definição veja 

pâg • 4 ) não nulo , a::m S constante e tal que a rondição 

( 2 -1) S 2 + c IIHII 2 = n c S + a p q 
( . ) 

éverificada,onde crq= r <B{H~(ei) 
a,i 

, e.~.}, H> éuminva-
~ 

riante intrínsioo (veja prova da prop:Jsição 2.1 cem i= 1,2, ••• , n 

a= n+l, ••• ,n+p e para cada , H a é a matriz s.imêtrica h ~j (para as 

funções h ~j , veja a definição de B pág • 4 ) • As hipÓteses do proble 

ma prq::osto , aparecem naturalmente ( veja corolário 2.1 pãgs. 17 - 18 ) ; a 

hi'[Útese S constante , é verificada quando M n é canpacta { veja prova do 

· ooro~io 3.1 ) • o fato de estanros interessados em subvariedades que não 

sejam totaJJnente geodésicas ( p:JÍS H não nulo irrplica M n não totalmen -

te gexlésica ) , é pJrque estas ja são soluções imediatas • 

O presente trabalho consta ·de 3 capítulos e o conteúdo de cada um deles é 

o seguinte : 

CAPfTULO I .- SUBVARIEDADES DE UMA VARIEDADE RIEMAIINIANA 

Nesse capítulo foram colocadas as noções preliminares e notações , caro 

as equaçoes locais para uma subvariedade que serão utilizadas nos capÍtulos 

seguintes • Tudo isto é feito pelo métcxio do referencial nóvel • NJs referi 

rros tambÉm para esse capitulo a [ 6 ] Pâg. 62 

CAPITULO II.- DESIGUALDADES INTEGRAIS 

tb capítulo II obteros primeiro , o laplaciano de uma subvariedade M n 

com vetor curvatura média paralelo , de uma variedade riemanniana M n+p ( c ) 
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de curvatura seccional oonstante c 1 veja propJsição 2.1 • Utilizando esse 

laplaciano , obtem-se uma desigualdade integral que chamamos de desigualda -

de tipo Simone ( Te.orena 2 .1 ) • Cem:> consequência dessa desigualdade , se -

gue o corolário 2.1 , que rrotiva o problana. prop:>sto • 

CAP1TULO III • - SUBVARIEDADES COM VETOR CURVATURA MtDIA PARALF:LO 

Esse capÍtulo contém os resultados do trabalho • Primeiro , obteros dois 

lena : lena. 3.1 e lema 3. 2 , c{ue oonjunt:ammte cem o lema. 3. 3 e lana 3. 4 r~ 

pectivamente , nos penn.item obter os resultados • EstabelecEIDJs os resulta -

dos Em forma. global , sup:mdo que M n seja cx:xnpleta , p::>rêm esses resulta-

dos são essencialmente de natureza local .. 

Antes de apresentar cada resultado , danos exemplos de subvariedades que 

verificam as hipÓteses do problema • 

( .. n+l 
Se. x = x1 , ... , x n+l ) e tnn elemento de R , considereros a farni -

lia de hipersuperficies : 

S k ( r ) x R n-k ~ { x E. R n+l I x/ + ••• + "k!l ~ r 2 ) 

onde r > O e 1 ~ k ~ n-1 ( veja tambÉm pág. 29 ) • Para : 

a ) .- k = n , _s n( r ) x R 0 é uma esfera S n( r ) 

b • - 1 ~ k :5 n-1 • S k( ) Rn-k -"----- d h' f' . . r X l..alC:UUc:t.l.l;o:m.JS e 1-persuper> 1-01-8 t-x,. -

po cilindro • 

A segunda forma fundamental H n+ 1 dessa familia de hipersuperficies tEm 

autova valores 1 I r de multiplicidade k e O de multiplicidade n-k 

( veja prova do teorema 3.1 ) • Para essa familia de hipersuperficies te -
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O primeiro resultado que obtE!I'Os é o seguinte : 

Teorema 3.1 .- Seja M n uma subvariedade de tnn espaço euclidiano R n+p , 

a:rn vetor cw:vatura média paralelo não nulo tal que S é constante e a con 

dição ( * ) é verificada • Se M n é cc:npleta , então M n é uma hipersu -

perficie que p:xle ser uma esfera S n ( r ) ou um produto S. k ( r ) x R n-k , 

1 .:$ k ~ n-1 • Exceto para k = 1 , a imersão é um mergulho 

Caro consequência desse teOrema , segue o 

Coroléa:oio 3.1 .- Se M n é urna. hipersuperficie c:::a:rp:1cta de R n+l , can ve­

tor curvatura média paralelo não nulo tal que a condição { * ) é verificada, 

então H n é uma esfera S n ( r ) e a imersão é um mergulho • 

Quando p = 1 , o teoreua 3.1 , foi obtido tambÉm p:lr Nanizu e Snyth em 

[ 11 ] , substitu..irJ..do a oondição ( * ) pelo fato de M n ter curvatura s~ 

. cional K ~ O • Por~ , essa hip5tese é diferente da nossa , confonne obser · 

vaçaõ 6 • N:>sso rnétcx1() utilizado , é um complemento ao de N:mizu e sn_yth , 

J;OiS pelo teorana 3. 2 , obterros conclusões sobre hipersuperficies de curva -

tura seccional negativa ( veja taml:án observação 7 ) • 

Agora , se x = ( x 1 , ••• , x n+l ) e y = ( Y 1 , •• • , Y n+l ) 

são dois elementos de R n+ 1 , definirros o seguinte pro:.iuto interno ( que 

não é [X'Sitivo definido ) 

( X 1 y ) =X 1 y 1 + • " • +X n y n - X n+1 y n+l 

• · d d n+l ( · ·--""- • 4 ) A que cham3m:Js de .metrtca e Lorentz e R VeJa L.OJ.Lu...>t:l.a pag. 2 • 

variOOade rierrrumiana caupleta ( na métrica induzida ) , de curvatura seccio 

nal constante igual a c = - 1 I C 2 , e definida p:::>r : 
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H n( c ) { ( ) , R n+l I 2 + + 2 2 - 2 O} = xl,. • • ,xn+l o.::. xl . • • xn - xn+l = - c , xn+i7 

onde C > O , chamarros de espaço hiperbÓlico • Val'l'Ds supor C = 1 , então : 

a ) .- se x = ( x 1 , 
n+l ' 

• • • , x n+ 1 , x n+2 ) e. H ( 1 ) , defirúm::>s a 

hipersuperficie " flat 11 

F n = { x e. H n+1 ( 1 ) I } · x n+2 = x n+l 

que charnanos de horoesfera ( parãl:ola ) • A segunda fonna. fundamental H n+l 

dessa hipersuperficie , ten auto valores igual a 1 de multiplicidade n 

( veja pág. 47 ) • Para essa hipersuperficie te:ros : 

1\Hil=S=n e S 2 + n S = 1\H\1 2 + a = 2 n 2 
q 

, b ) .- Se X = ( X l 1 •• o 1 X k+l 1 X k+2 1 • • ;, 1 X n+2 ) é um elaren ·· 

to de H n+ 1 ( 1 ) , ~nsideraros a familia de hiçersuperficies : 

s k ( r ) x H n-k (V l+r 2 ) = { x" H n+l ( r ) I x/ + ••• + "k~ 1 = r 2J 

onde r > O e O ~ k ~ n ( veja também pág. 47 ) • Então , para 

b 
1 

) - k = n , S k ( r ) x H 0 chamarros de esfera geodésica elipse ) • 

b 
2

) .- k =O, urna o:mponente de S 0
( r) x H n ( /1+r 2 ) chamams 

de hipersuperficie equidistante ( hipérbola ) • 

b 
3

) .- 1 ~ k ~ n-1 , S k( r) x H n-k ( /1+r 2 ) charnarros de hipersu-

perfieie tipo cilindro 

A segunda fonna fundamental H n+ 1 dessa farnilia de hipersuperficies tan 



-vi-

auto valores / l +r 2 I r de multiplicidade k e r I /l+r 2 de multpi-

plicidade n-k ( veja prova do teorana 3. 2 ) • para essa família de hiper -

superficies , ternos : 

\\H\I=k/l+r 2 1r + (n-k)rl/l+r 2 

s = k ( l+r 2 ) I r 2 + ( n - k ) r 2 I ( l+r 2 ) 

S 2 + n S = \1111\ 2 + cr q = k 2 ( l+r 2 ) I r 4 + 2 k ( n - k ) 

+ ( n - k ) 2 r 4 I ( l+r 2 ) 2 + n k ( l+r 2 ) I r 2 

+n(n-k)r 2 1(l+r 2 ) 

O segundo resultado que obtaros é o seguinte 

Teorema 3.2 .-Seja M n uma subvariedade de um espaço hiperbÓlico H n+l(l) 1 

cem vetor curvatura média paralelo não nulo tal que S é constante e a oon 

dição ( * ) é verificada • se H n é caupleta , então M n é .llffii;l hipersu -

perficie que p;:Xler ser l..UTla horoesfera ou uma esfera geodésica ou urna hi.per -

superfície equidistante ou tnn prOOuto S k ( r ) x H n-k ( /1 +r 2 ) , 

1 ~ k ~ n-1 • Exceto para k = 1 , a imersão é um mergulho 

caro conseguência desse teorema , segue o : · 

Corolário 3.3 .-Se M n é urna hipersuperficie canpacta de H n+l( 1 ) ' 

con vetor CUJ:Vatura nédia paralelo não nulo tal que a condição ( * ) é ve -

rificada , ~tão M n é uma esfera geodésica e a imersão é um mergulho • 



CAPITULO I 

SUBVARIEDADES DE UMA VARIEDADE RIEMANIANA 

Dor avante, indicaremos r:or M n e fi n + P duas variedades riffilBilianas 

( oonexas ) de classe C o:.o e dimensões n e n + p , respectivamente. Dire 

m:>s que uma imersão f : M n -+ fi n + P é uma imePsão isométrica _se 

< v , w > q = < df (v) , df (w) > f (q) 

para todo q de M n e tcdo par de vetores ta.1gentes v· , w de Tq M n • Eh1 

outras palabras, f é uma imersão isométrica se a métrica induzida coincide 

o::m a métrica original. Se além disso, f for um difec::rcorfism:::> injetor de 

n n .. -1 M sobre f ( M ) f e chamada um mergu ~.-ho de !>1 n an M n + P. 

Quando f : M n-+ M. n + P seja ~ imersão iscmêtrica, direros queM- n é 

uma subvariedade de M n + P No caso de p :;::: 1 , direrros que M n é urna 

hipersuperfieie de M. n + 1 

.!..- EQUAÇÕES LOCAIS PARA UMA SUBVARIEDADE 

Seja f- : H n -+ M n + P uma imersã~ isanétrica. Dado um ponto q de M n, es 
• • 

colheraros uma vizinhança u M n -de q de tal rrodo que f restrita a u seja· 
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injetora. Seja V c ll n + P Uil'a vizinhança de f (q) tal que V :::>f (U) e que 

an V seja possível definir um referencial adaptado e 1 , ••• , e n + p tal 

que, restritos a f (U), os vetores e 
1 

, ••• , e n + p são tangentes a f (U). 

COnvencionar€3JOs não em tanto ( cem::> para as equações locais em V ) , dizen 

do que escol.hem:>s um referencial adaptado e 1 , ••• , e n + p de M. n + P tal 

que, restritos a M n ( f(U) ~·,os vetores e 
1 

n a M • 

Usarerros a seguinte conVP.nção de Índices: 

1 ' A,B,C, ... ,~n+p 
1 " i,j,k, . . . , ~ n 

n + 1 ~ a, e, y, .••• , ~ n + p 

I •"" I e n seJam tangentes 

can respeito ao re:rerencial e 1 , ...... , e n + p , seja 
1 n+p w , .... , w 

as formas duais. Então as equações de estrutura de R n + P ( veja têimbérn 

[ 6 ]Pãgs. 61 - 62 ) são dadas por 

(l.l) 

(1.2) 
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Quando restringirros estas fonnas a r!'-, tEUOs 

O = dula = -Ew~Aw 1 

i 

Pelo lana de Cartan segue 

" W, 
1 

(1.3) 

(1.4) 

Das equações de estrutura de g n + P , obterros então as equações de estru­

tura para M n , dadas ror 

dwi=-l: 
j 

dw~=-l: 
J k 

w i A w j 
J 

i 
"'k A .,k 

J 

i k 
R 'k.!. w J . 

' 
w~ 

J 

+ ni 
j 

A w ~ 

Ri . 
jk~ = K jk~ 

a k A ... ~ 
Rfld'" -

+ 

' \ 

w ~ 
1 = o 

a _ a 
R "':~ - K f!<~ + l: .,.. i 

a S a S 
( h ik h iJ, - h i~ h jk ) 

(1.5) 

(1.6) 

(1. 7) 

(1.8) 

(1. 9) 
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A conexão rienaniana de M n é definida ror i a 
( w j ) . As formas w 

8 
definen 

a oonexão V .1. no fibrado normal da imersão ( para a definição de V l. , ve 

ja a continuação ) • 

2.- A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL E VETOR CURVATURA MtDIA PARALELO DE 

UMA SUBVARIEDADE 

SejaM numa subvariedade de mra variedade riananiana M. n + P • Charrare-

nos 

B = I 
a,i,j 

a 
h íj 

w i w j e a 

a segunda forma fundcunental da subvariedade M n, e 

de vetor curvatura média da subvariedade M n • 

Se denotarros PJr ~ a conexão riemaniana da variedade M n + P, e se V é 

uma secção do fibrado norma.l N (M) da imersão, - n entao para tcxlo X de T q M 

tenos 

'~xv 

onde 'iJ X V e v.ix v denotam a ccmp::mente tangencial e nonnal, respectiva­

mente. Chama.raros V .l a conexão SÕbre o fibrado no1.mal N (M) • 

· n- "edad d ,-,n+p tu ·a· D1rerros que M e urna subvar1 e e d can vetor curva ra me ..,a 

paralelo , se V X H 
q 

é tangente á subvariedade, isto é , se 
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tcdo vetor tangente Xq de Tq M n e todo elsnento q de M n 

Observação 1.- Tendo presente que 

X<H,H> = 

segue 

2 < "' H I! > ' lr ' 

a ) • - H paralelo iraplica que jl H 11 é constante 

b ) .- Se H 1- O , H é paralelo se e sanente se UHft é constante e (!~\! 

é paralelo 

c ) • - Se M n é uma hipersuperficie , então H é paralelo se e semente se 

UHH é constante. 

Tomemos a derivada exterior de (1~4) e definimos a 
h ijk JX>r 

a k 
E h . 'k w = 
k >] 

Terros então 

E ( a 
h ijk + 

j,k 

a a 
h ijk - h ikj 

1 K a 
2 ijk 

) 

a = K ikj 

a ~ a Eh.,w.-Eh,. 
~ h J ~ •J 

w j A w k = o 

= - a 
K ijk 

~ s w.+Lh .. , s >] 

a 
w s 

'Ibrn€mJs agora a derivada exterior de 
a . 

(1.10) e definimos h ijk~ )Xlr 

a 
• h "k" w P: ~J X. 

a !1. - i h ij~ w k + E 
s 

a ~ 

h Hk w j 

S a 
h ijk w s 

(1.10) 

(l.ll) 

(1.12) 

(1.13) 
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Taros I:X'rtanto 

l: 
·a 

~ l: h~ 
m 1 

h ". 
m 

( h ijkt - R jkt - 2 l: RiU k,t InJ 
rn rn 

+ 1 B " 2 l: h .. R Bkt B >J 
) wkAw~= o (1.14) 

a a a m a m 
h ijkt - h ijtk = ~ h irn R jk~ + ~ h rnj R ikt 

- l: 
B 

B a 
h ij R Skt (1.15) 

Para o significado de h ~jk e , veja C 6 1 Pág. 62 • 



CAPITULO II 

DESIGUALDADES INTEGRAIS 

1.- O LAPLACIANO DA SEGUI/DA FORMA FUNDAMENTAL 

Seja M n urna subvariedade isomêtricamente .imersa numa variedade riana­

niana A n + P ( c ) , de curvatura constante c . Então 

(2.1) 

O Zaplaciano da segunda fonna fundamental h ~j será por definição 

" ó h ij " = ~ h ijkk (2. 2) 

Lema 2.1.- Seja H n t.rrna. subvariedade de M n + P , cem vetor curvatura 

média paralelo • Então 

" o r h ... = 
i ~l.J 

; va e v j (2.3) 

" o I h iijk = ;VaeVj,k (2. 4) 

Prova.-
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Seja e a um referencial ortonormal do fibrado nm:mal N (M) tal que 

_H = 11 H il e a p;rra algÚm a , Então da definição de H , obte:ros 

a f h ii ) e a == \\H\\ e a. 

Segue então 

a 
E h "i = h i 1 

onde h = UHII 

' e 

1)e (lo 10) tendO presente (2 • 6) 1 ObtemJS para (X =I a 

a k d ( h C:. ) a t r h .ik w = E - E h H w i-
i,k ~ i 11 i,'R.. 

a ~ 
EhR..wi . i 1 1, 

a a + E h .. w a . s' ll 1, 

dh 2_.Eh~tw 
i = i 

1,~ 

dh 2 r h ~ ( w ~ + i dh = w ~ = 
i<R. 19.. i 

Cato li é paralelo então h = 11 H I[ é constante e rnrtanto tmos 

a k 
E h iik w 

i,k 
= o ; para " = a 

(2.5) 

(2.6) 
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e portanto 

= o ; ct - s (2. 7) 

N:>varrente de (1.10) para ·s r' a e tendo presente (2.5) segue 

E 
i,k 

s k 
hi.ikw = d s (E h .. ) 

i u 

a S 
= .E h i" w a 

1,a 1 

= h w s 
a 

s 
- 2 r. h i' i<Jl. N 

+Eha.wS 
i,a i1 a 

(2. 8) 

CcmJ li é paralelo então pela observação 1 parte b , segue que e = li 
a uH\1 

é paralelo e portanto w ~ = O , . pois w ~ ( X ) 
.L . 

•<V e ea> 
X a' ...., 

para ·todo X de Tq M n ( veja [ 7 ] Pág. 38 ) • IDgo obtaros 

s 
thiik.=O se 

De (2. 7) e (2.9) segue a parte (2.3) do lema. 

S 7' a 

Para verificar (2. 4) de (1.13) e tendo presente (2. 3) , obt.EmJs 

(2.9) 
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r < 
k 

(l 
r h .. 'k i ~~J 

k (l 
> w ~ d < r h i'. 

i 1] 
) -

~ - 2 " E h ik' . k J ,, 

~ - 2 " E h ik' 
i<k J 

Segue portanto (2.4) 

(l 
E h ki' . k J ,, 

k w . -
1 

8 E h ... 
' D l.l.) 
l,p 

(l 

w 8 

k 
w i 

w k + 
i 

--i 
'"k 

(l 

E h ik' . k J ,, 

~ o 

k 
w i 

Observação Z • - O lerr.a. 2. 4 também é válido no caso de H = O • Pois da 

?efinição de H 

Agora, utilizando (1.10) segue que 
a r h iij = o e novamente aplicando 

(1,13) obtem-se r 
i 

Para cada a ' 

s a 8 
~ 

a 
h iijk = o • 

seja H a matriz simétrica a 

E " B h .. h ij 
i,j 1J 

" h .. ) , e seja 
lJ 

(2.10) 

Então a matriz ( 5 aS ) de t p • p ) - simétrica , logo existe urna e 
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base ortononnal e n + 1 1 • • • , e n + p que diagonaliza . { s a S ) , então 

seja 

(2.11) 

Denoterros ror S o quadrado do ccrnprimento da segunda forma fundamental; 

isto é 

s = E 

" 
( E 

i,j 
" " h ij h ij ) = E S 

" " 
(2.12) 

Eln geral , para uma matriz A = ( a ij 
denoterros p::>r N ( A ) o quadra-

do da nm:rna de A ' isto é 

N ( A ) = E 
i,j 

( ) 2 
a ij 

Proposição 2. à .- 8eja M n uma subvariedade cem vetor curvatuÍ"a média 

paralelo de ·uma variedade riemaniana f4 n + P ( c ) de cm.vatura seccional 

constante c ~ Então 

E 
a,i,j 

" h ij =- E N ( 
ct,B 

HctHB-HBHctl_-~S~ 

- c. li H I/ 2 + cr q 

+ n c S 

(2.13) 
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onde 

é um invariante intrínsic:o 

Pr>o1Ja .-

Vejamos :grimeiro que a q é um invariante intrlnsico • Ccrn efeito , se-

ja e 1 , . . . , e n + p um outro referencial • Então 

e i 

e 
" 

= ~al.eJ. 
j J 

= ~ b e 
Y ay Y 

Cam a matrizeS -de rm1dança de base P = 

são ortogonais 1 segue que 

a: ij e P = b ay ) 

= ~ a ij a ik b a.y b a.B < B ( H y H B ( a,y,f3,i,j 
e j ) , e k )' , H > 

= ~ 

= 

Y,S,j 

~ 

y,j 

o jk o YB < B ( R a. H 's ( e j ) , é k ) , H > 



- 13 -

Agora de [ 1 } Pág. 239 equação 3.8 , obtEm:ls 

E 
a.,i,j 

a a 
h ij f, h ij 

~ - E N ( H, H B - H B H , ) - l: S 
2 + n c S - E c ( tr H ) 

2 
a, a v. .... a a a 

+E (trH 6 )tr(HaHSHa)+ E 
a.,a a,i,j,k 

Por (2.4) do lema (2.1) , obtaros 

E 
a,i,j,k " " h ij h kkij ~ o 

liaha 
ij J&ij 

Tendo presente a definição de -H e a sirretría de . B e , denotando 

H ~ ( e i ) = H a H a. -{ e i ) , tan-se 

E c ( tr H a ) 
2 ~ c li H \I 2 

" 
E < B ( H 2 ( e i ) , e i ) ' H > 

" " 
~ E (trH

6
) . < 13 ( e i 

a,a,i ' 
H 2 

a 

~ E (trHB) tr (HaHaHa 
a,B 

) 

~ E (trH
6

)tr (HaHBHa) 
a,B 

( e i ) ) , e B > 

Levando o(2.i5) , (2.16)· e (2.17) para (2.14) obterros a proposição • 

(2.14) 

(2.151 

(2.16) 

(2.17) 
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2.- DESIGUALDADE TIPO SIMONS 

Taros o seguinte lema algébrico 

Lema 2.2 ( Chern, Do Carmo e Kobayashi ; ver r 6 J Pág. 64 I lana 1 ) • 

Sejam A e B duas matrizes sirOOtricas de n x n • Então : 

a)- N(AB-BA)~ 2 N(A)N(B) 

b .- Se A 'f O ' B t-· O então N ( A B - B A ) ;= 2 N ( A ) N ( E! ) 

se e somente se A e B pcrlEm ser transfonnadas sirrnlltánearnen-

te };X)r trrna matriz ortogonal cc:m:J múltiplos escalares de Ã e B 1 

respecti va:mente , onde 

Ã = 
o 1 
1 o 

o 

o 

o 
' íl = 

1 
o 

o 

o 
1 

o 

o 

c- ) .. Além disso , se A i 1 A 2 , A 3 são matrizes s:iJnétricas de 

nxn,ese 

então pelo menos trrna das matrizes A é nula • 
a 

Aplicando o lema 2 .. 2 a (2.13) , obterros 



E 
a,i,j 
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N ( H a ) N ( H B ) + E S ~ - n c S + c JIHII 
2

-
a 

2 c !\H li ··-a q 

aq 

(2.18) 

2 
a 2 - n c S + c IIHJI - a q 

onde 

P a 1 ~ E S ~ s 
a 

Alán p:xl.erros verificar que 

~ E 
a<a 

s 

' 
p ( p - 1 ) 

2 a 2 -

- s ) 2 
a ;, o 

Logo de {2.12) e (2.14) , segue 

E S S 
a<B a f3 

(2.19) 

(2.20) 



l: 
a,i,j 

a 
~h ij 
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,; p 
2 a i + p ( p - 1 ) a 2 - n c s + c i\ H 11 2 - a q 

=p(2p-1)ai- p(p-1) (ai- a
2
)- ncS 

- a q 

2 2 
!;P(2p-1)a 1 - ncS + cJIH\1 - a q 

= ( 2 1 2 2 
p)S -ncS+c\IHII - a q 

(2.21) 

ne· agora en diante varros supor que M n é uma subvariedade de 11. n + P 

sen b:Jrdo 

Teorema 2.1 o- Seja M n uma- subvarieà.ade CcrrçJa.Cta 1 orientada , cem vetor 

curvatura média paralelo , de uma variedade rienaniana , 

de curvatura seccional constante c • Então 

S { ( 2 - P! ) S 2 - n c S + c \lH \1 2 - a q } d V ;,. O 
Mn 

(2.22) 

onde d V denota O elernento de volumen de M n • ChamarE'!!Os ( 2.22) -
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de desigualdade tipo simons 

P!•ova .-

Segue de (2.21) e do seguinte lema 

Lema 2.3 .-Seja M n urna subvariedade cc:rnpacta , orientada de uma varie-

dade riernaniana M n + P • Então 

l: 
a.,i,j 

a 
h .. 

1] 

Prova do Zema 2.3 .-

Te:ros que 

a 
ó h ij 

l: 
a,i,j 

( h ~j ) 2 ) 

~ 

a 
l: ( h . 'k 
.. k 1] a,l,J, 

) 2 + 

)dv~-J E ( n .. 
M a,1,J 

a 
l: h ij 

cr,i, j 

a 
h ijk 

(2.23) 

integrando {2 .17) SÕbre N n e aplicando o teorema de Stokes' ao lado es-

querdo , segue que este é nulo e J.X'rtanto a interyral do lado direi to tam-

bém é nulo , logo obtemos o lema • 

Corol.ârio 2.1 .- Seja M n uma subvariedade a:::mpacta , orientada , can 

vetor -curvatura média paralelo de uma variedade riernaniana M n + P ( c ) de 

curvatura .seccional constante c • Se 
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( 2 - c \\H li 
2 ~ n c S + cr q 

sobre todo M n • Então 

( 2 - 1 ) s 2 
p 

- n sobretodo M • 

+ cU Hl\ 2 ~ n c S + a 
q 

Coro Zário 2. 2 Simons J. , veja [ 6 ] Pág. 66 ) • Seja N n tnna. subva-

riEdade mÍnima , o:::rrpacta e orientada , de uma variedade riananiana 

de curvatura seccional constante c • Se n - • M nao e total-

mente geodés-ca e se ( 2-1) S:Snc sÔbretodo Mn, então 
p 

S ~ n c I 1 ( 2 - - ) p 
• n sobre todo M • 

Obser>Vação 6 • - H não nulo .inplica S > O 

totalmente geodésica 

' 
isto é , M n não pode ser 

Observação 4 .- Eh1 [1] Pág. 241, , Teorema 3.1 , os autores apresentam uma 

exp~essão mais geral que a desigualdade (2.22) 

sup:mharros agora que s = E 
a,i,j 

( h ~j ) 2 é constante sôbre M n 

( M n. não necessãriamente ccmpacta ) , terros de (2.17) 



o = E 
a.,i,j,k 

a 2 
( h ijk ) + 
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E h ~j 6 h ~j 
a,i,j 

Ccmbinando esta igualdade cem (2 .15) , segue que 

( 2 - ! ) S 
2 ~ n c S + c IIHII 

2 
- a p q 

" E (h . 'k 
a,i,j,k ~J 

) 2 

Poderros }X)rtanto ooncluir que se 

( 2 - ! ) S 2 + c 1\HII 2 
= 

p 

SÔbre- todo M n , então " h "k =o , 
~] 

logo de (1.13) 

" Bn particular teros h ijkk = . f:..a r« o e portanto h ij = k h ijkk = O ; 

portanto ambos lados de (2.21) são nulos . Segue então que todas as desi-

gualdades em (2.18) , (2.20) e {2.21) são igualdades • Ibr outro lado , ten 

do obtido (2.18) de (2.13) utilizando a desigualdade 
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devEmJS ter 

N ( H " 11 a - 11 a H IJ. ) ~ 2 N ( H ") N ( 11 a ) (2.24) 

De (2.20) obtaros 

(2.25) 



CPITULO III 

SUBVARIEDADES COM VETOR CURVATURA .MtDIA PARAhELO 

De agora em diante varros supor que M n é uma subvariedade de uma. vari~ 

dade riemaniana M n + P , com vetor curvatura média não nulo e , pxtanto 

s > o 
' 

isto é , M n nã? é totalmente geodésica • 

Seja M n uma. hipersuperficie de uma variedade rienaniana M n -t: 1 ( c } 

de curvatura seccional constante c P e ch.a:rnaros 

h ij 
= h n.+ 1 

l.J 

P<:x:Iaros escolher um referencial e 1 , . .. • , e n tal que 

h ij = o ' i " j 
e seja 

h i = hii 

(3.1) 
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Taros então o seguinte lE!M. 

Lema 3. l • - Se M n é ma hipersuperficie de uma. variedade rie:naniana 

g n + 1 ( c ) ; ccrn vetor curvatura média paralelo não nulo , tal que S é 

oonstante e a condição 

S 2 + c \\HII 2 ~ ncS+o q (3.21 

é verificada • Então , apjs de esoolher a:mvehienteroente os elementos da 

•• , en, tS"('()S: 

i 1 • h 1 = ••• = hn =constante 

ou 

ii) .- h 1 = .. • • = h k = ~ ·~ constante 

Prova .-

. = h 

Àp+c~o 

i 
w j = o para 

n = l.l · ·""' constante 

' 

(l<k<n) 

Pela parte final do Capitulo II , ja sabaros que do fato de S constan 

te e a mndiçao (3.2) , obtem-se que h ijk ~ O • Então para j ~ i de 
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(1.10) e tendo presente (3.1) , obteros 

! ! n + 1 
O = d h i - ~ h ii w i - i h ii w i + h ii w n + 1 

=dh.-2 
~ 

=dhi 

! 
~hit"'i 

o que prova que h i 1 i = 1 , 2 , . • . , n é constante • Agora esoo _ 

lhendo oonvenienteroente os elerrentos da base segue a 

parte ( i ) do laTiéi • ou Se isso não acontece , isto é , se h i ~-h j 

então w ~ 
J 

= o • can efeito ' do fato de h ijk =. o ' . de (1.10) 

obtem-se 

. ! 
O=l:h.,w. + 

! " J 

= ( h i - h j .) "'~ J 

se;JUe que 

de (1.2) e por (2.1) , temos : 

i 
w j = o • EntaÕ pela segunda j;'arte 
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=-Ewk
1

AwJ: 
k J 

A primeira sana. desta equação é nulo , pois w ~ :f:. O 

' oontrariando nossa hipÓtese de h . :f:. h . • 
~ J 

Portanto taros : 

o=- w i 
n+l 

Awz:+l 
J 

= w ~.+ l A w j + l + c w i A w j 

Segue então que caro h 1 'I h j taros h i h j + c = O • .Seja 

À = h 
1 

e escolliendo convenientemente os elanentos da base 

e 1 , ••• ,en,tEID:>s h 1 = ••• =hk=À e Ã#hj~.j~k+l 
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obtEm-se h k + 1= ._ ••• • Seja então ~ = - X ' e 

!X'rtanto segue a parte ( ii ) do lema 

Observação 5 .- Se e 1 , . . . , e n 
é uma base ortonormal de Tq M n 

tal H À 1~·L que n+l ei= i ei, -l.-n ,por 

373 VffiOS que 

n c S- S 2 - c \jHII 2 + a 
q 

~ E 
i<j 

( À i 

[ 11 ] Págs. 372 -

2 
- À ) K j ij 

onde K ij ê a cm:vatura seccional dos planos gerados !X)r e 1 # e j pa-

rai;'j. 

Lema 3. 2 .- seja M n urna subvariedade de uma variedade riananiana 

fii n + P ( c ) ; o::m vetor curvatura média paralelo não nulo , tal que S é 

ronstante e a condição 

( 2- 1 ) s 2 + c \IH I\ 2 ~ n c s + a p . q (3. 3) 

ê verificada • Se p ~ 2 , então não existEm tais subvariedades • 

Prova .-

Caro p ;, 2 então de (2.25) obtan-se 

(3.4) 
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Já saberros ror (2.18) e pela parte ( c ) do lema 2.2 , que não mâxi-

rro duas das matrizes H a. , a = n + 1 , .. • • , h + p são diferentes de 

zero Afinnarros que exatamente duas das matrizes H a. são diferentes de 

zero can efeito , suponham:Js que somente H a seja diferente de zero, 

!:aros então de (2.13) 

(J 1 = ! s 
p " 

e o 2 = o 

o que contradiz (3. 4) Portanto utilizando a parte (b} do lema 2.2 , IXXi.§. 

rros supor que 

o 1 
o 

1 o 
Hn+l = À 

o o 
(3. 5) 

1 o 
o 

Hn+2 = ·~ 

o o 

H = 
·a 

o ' a~n+3 

onde À ' ~ são não nulos • Portanto de (1. 4). obtem-se . • 

.. 
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wn+l=Àw 2 n+ 1 
À w 1 wn+l_ o i = 3 ' w 2 = ' ' . . . n 1 i - ' ' 

wn+2_)Jwl wn+ 2 2 wn+2_0 i= 3 1 - ' 2 = -11 w ' i - ' ' . . • ' n 

wa 
i = o para a=n+3, .... ,n+p ,i=l, ... ,n 

Por outro lado , do fato de S ser constante e da condição {3.3) já sabe-

nos que a 
h ijk = O , então por (1.10) obteros 

"a 
d h ij 

a t a 
=L h·~ w . +L h~· 

t 1• J ~ •J 

segue então que para a = n + 1 

d À = dhn+l 
1 2 

= o 

t 
w i- 8 E h .. 

8 1] 

a 
w 8 

' i = 1 e j = 2 

n + 1 
w 8 

(3. 6) 

Portanto À é oonstante • l\nálogarrente de (3. 6) , para " a = n + 2 e 

i = j segue que 11 é constante • 

De (3.5) obteres que tr H n + 1 = tr H n + 2 = O , logo H = O 

o que é mna ·contradição e portanto segue o lena • 
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1 • - SUBVARIEDADES DE UM ESPAÇO EUCLIDIANO COM VETOR CURVATURA 

Mf!:DIA PARALELO 

~sso objetivo agora é , detenninar tcdas as subvariedades ( conexas ) 

M n do espa.ço euclidiano R n + P cnn vetor curvatura mEdia paralelo não 

nulo , tal que s é oonstante e a oondição 

s 2 =a . q (3. 7) 

é verificada • Antes de apresentar nosso primeira resultado , darerros 

exemplos de tais subvariedades • 

Seja 

s k(r) = { x = ( x 1 , ••• , x k+1 ) € R k+1 I< x,x > 1 =r 2 } 

e denotando pJr < , > 
2 

a métrica induzida de R n - k + 1 em 

Rn.-k; identificarros Rn+ 2 = Rk+l x Rn-k+l canmêtri 

ca produto 

Seja o rnergulh> 
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X : S k ( r ) x R n - k 

definido p::>r X ( x , y ) = x + y • Então S k ( r ) x R n - k 

é uma hipersuperficie isanétr;icamente .imersa an R n + 1 

Se x={x 1 , ... ,xn+l) é um elanento de R n + 1 
' Em 

sistEma de coordenadas S k ( r ) x R n - k é definido de seguinte m::> -

do: 

_k _n-k n +1 2 2 2 
s- (r) x " = { x "- R I x 1 + ••• + x k+l = r } (3.8) 

onde· r>O e l~k~n .-

F.quivalenternenta., esta farnilia de hipersuperficies dadas pc:lr (3.8) , ~ 

de ser definida do seguinte rrodo : 

( veja Fig. 1 ) 



n-k 
R 

Taros então para : 

Rk+l 

- 30 -

Fig. l 

a L .- k = n 1 S n ( r ) x R 0 é mna. esfera S n ( r ) 

b ) .- 1 ~ k .:S n - 1 ' 
S k ( r ) x R n - k chamararos de hipersuperfi-

cie tipo ciLindro 

A segunda fo:nna fundamental H n + 1 desta familia de hipersuperficies 

tem autovalores l/r de multiplicidade k e O de multiplicidade n - k • . 
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( veja Prova do Teorana 3.1 ) • Esta farnilia de hipersuperficies verifica 

as hipóteses de nosso prob1ena ; pois teres 11 H \I = S = k I r 2 e 

• 

Podaros agora enunciar nosso primeiro resultado , que é o seguinte teo-

rena • 

Teorema 3.1 • - Seja M n 'lUTia subvariedade de un espaço euclidiano R n + P 

a::rn vetor curvatura média paralelo não nulo tal que s é oonstante e a 

condição (3. 7) é verificada • Se M n é canp1eta , então M n é uma 

hipersuperficie que p:Jde ser uma esfera S n ( r f ou um prcx:luto 

sk (r)xRn-k, l~k~n-1 .Excetopara k=l airnersãoé 

um rnergulln • 

Para provar este teorema , necesi tarros õo seguinte lema 

Lema 3 • -3 •. - Seja M n urna hipersuj;;erficie d€: um espa.ço euclidiano 

R n + 1 , cem Vetor curvatura média paralelo não nulo tal que S é cons. -

tapte e a condição (3. 7) é .verificada • Então M n é parte de uma esfera 

· s n ( r ) ou é. loca.lrnente uffi prcdut.o riemaniano M n :> U = M 
1 

x M 2 _, de 

esp3.ços M 
1 

e M 
2 

de Curvatura constante , dirn M 1 =, k ~ 1 e 

dim 1-1 
2 

= n - k ~ 1 • No Últino casO , cem respeito a uin refer~cial 

adaptq.do , as fonnas de conexão ( w A ) de R n + 1 , restritas a M. n , . 
B . 



é dada por 

1 
w 1 

1 
'"k 

• • • 

,k • • • ,k 
1 k 

k+l 
'"k+l 

o 
n 

w k+l 

ÀW l • . .ÀW k o 

onde h 
À=keh=\IHII 

Prova do lema J • 5 
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- À w 1 

o • 

-i w k 

k+l o • • • w 
(3. 9i n 

• • • • 
n ' . 

w o n 

• . • o o 

·- n ~ 

Pela parte. ( i ) do lem:i 3 • 1 , tenos que l'-1 e parte de urna esfera 

S n ( r ) , r:ois h i = • • • = h ·n = constan~e não nula; ou se ocorre 

( ii ) do lema 3.1 , chamando A= H n + 1. , defininos as distribuições 

T 1 ( q ) = { x E Tq M n I A x = À x } 

e 

de iliroensÕes. k e n - k , ,respectivamente ·• P.mbas são diferenciáveis e 
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integráveis • Segue IX"' ( 9 ] Vol. I Pág. 182 , que cada ponto de M n tem 

urna vizinhança U que é o produto riemaniaro M 
1 

x M 
2 

, onde M 
1 

e M 
2 

são variedades integrais de T 1 e T 2 , respectivamente • Tendo presente 

(1. 7) obtan-se que as curvaturas seccionais de M 1 e M 
2 

são dadas p:>r 

R iJ·-• = ' 2 
( ô ô ô ô ) "~A imji-il.jm' 1 ~ i,j,ril,R. ~ k 

i 
R jmt = O ( ó im ô jR.- ó H. 6 jm) , K+l ~ i,j,m,R. ~ n 

Portanto , se k ;,. 2 ( respecti van'etlte n - k ;,. 2 ) então M 1 ( respec -

tivamente M 
2 

) é um espaço de curvatura oonstante À 
2 ( respectivarnen-

te O ) • Se k = 1 ( respectivamente n - k = 1 ) , então a decornp:lsição 

. 
pl:Oduto ainda é válido pera a curvatura seccional não está definida • 

. ·.. .. -o:rrn o vetor curvatura média H e paralelo , entao 

n 
h= liHII =~-h. , 

i=l 

é constante , logo 

h=kÀ+(n-k)O 

Segue portanto que À = ~ e tendo presente a Última parte de ( ii ) 

do laua 3·.1 , varos. que o::rn_ respeito a um referencial adaptado , as 
,. 



- 34 -

famas de oonexão ( w ~) de R n + 1 , restritas a M n , é dada p:>r (3.9). 

Prova do Teorema 3.1 .--

Sup:mhanos primeiro que M n seja simplegnente oonexa e denotares p:::~r 

~ : M n -+ R n + P a iioorsão isrnÉtrica • se M n é a::mpleta e p = 1 • 

pelo lena. 3. 3 segue que M n é urra esfera S n ( r ) • Agora cem:) M n é 

a:rnpleta , ror [ 9 1 VoL I Pág. 176 , Teorana 4. 6 I obtem-se que 

nn !11 ( M n ) é simplesment:e oonexa , segue que !}I é um mergulho • 

Pelo lema 3,. 3 , sabem:::>s tarnbén que M n é localmente um produto riena -

niano U = M 1 x M _2 de espaços de curvatura oonstante • Provarmos agora 

que U é igual a um aberto do produto riananiano s k ( r ) x R n - k • 

produto riananiano S k ( r ) x R n - k , 

Para verificar que -M n é localmente igual a um aberto do produto ri~ 

maniano Sk(r)xRn-k • procedaros do seguinte roodo • COnsidere -

as hipersuperficies S k . ( r ) x R n - k de R n + 1 definidas por ( b ) • 

e 1 provararos que as formas de conexão de R n + 1 , restritaS a um aber 

k n- k -to de S ( r ) x R , sao dadas por (3,9) • 

Por um lado , terros que a sequnda fonna fund""""tal de S k (r) X R n - k 

. ~ -,. 
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tan um autovalor À de multiplicidade k e un autovalor ll de m.J.ltiplicida-

• k _n-k 
de n - k , .e tarnb6n ~ ~ ~ O • Por outro lado S ( respectivamente K ) 

2 2 -tEm curvatura seccional constante À ( respecti varrente 1..1· } o que e 

igual a 1 I r 2 ( respectivamente O ) · e portanto 

' 
~ 2 = o 

Daqui sen perda de genaralidade podares supor 

. ~·=l/r ' ~ =o (3.10) 

Alén 

k~=h 1 onde h=IIH\1) (3.11) 

De (3.10) e (3.11) , obtanos 

(3.12) 

k n- k • Portanto S ( r 
0 

) x R . e uma hipersuperficie de Rn+l 
' que 

verifica as hirx)teses de nosso ·probl€!1'a • 

Agora , seja r o f o =x , f. 1 , ' f k um referencial de R k+ 1 

·tal que f é ncmrial a· k 
( r o ) s e ' o 

$o 1 ' 
' $ k ' $ ' . . . o 
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referencial dual .. Para R n-k an R n-k+ 1 , escolhErrOs um referen -

cial f k+1 , ••• , f n+1 tal que f - nnal n-k n+l e no a R e , seja 

" k+l , ••• , " n+1 o dual • SeJ·a ( " A ) A B O 1 +1 .... '~' "' B ' , = , , ••• ,n 

as formas de conexão para R n+2 cem respeito ao referencial dual ( cp A ) 

A = O , 1 , ••• , n+l Então restringindo ( ~ A ) a mn aberto do 

~o 

o 
~ i 

~ a..1 

~A 
B 

= 

n-k xR 

~ n+1 

=- ~ 
i 
o 

=- ~ 
n+1 
j 

=-~B 
A 

, taros 

·= o 

..!:.~ i = 
r o 

= o ~ j 

= o 

' i = 1 ' ••• ' k 

' j = k+l ' • • •. I n 

• A=O 
' 1 ' ••• ' k 

' B = k+l n+1 ' ••• ' 

Seja e 
0 1 e 1 1 ••• , e _n+l novo referencial de R n+2 tal. que 

e o =· f n+l 

e i "' f i ' • • • ' n 

e n+1 = f o 

(3.13) 

Portanto e 
0 

é OOnnal a R n+l e e· n+l · ê tangente a R n+l e_· 

.. ; . 
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Seja w 0 
, • • • , w n+ 1 o carrq:o referencial dual de e o 

I • • • I 
e n+l 

Então 

.,o = ~ n+1 

"'i = ~i 
' i = 1 , 2 ' • • . ' n (3.14) 

"'n+1 = ~o 

Utilizando (3.13) e (3.14) e tendo presente que e n+l é nonnal a 

s k ( r
0 

) "R n-k , taros que a segrmda fonna fundaeental H n+l da hiper­

Superficie S.k ( r
0

) X R n-k, fla direcção do vetor e n+l é.daÇJ.o t:cr 

H n+l = < d X , d e nt-1 > 

Segue então que H n+ ~ tEm mn autovalor 1 I r
0 

de nmltiplicidade k 

e um autovalor O de rm.lltiplicidade n-k-

Seja agora 1\ 
(wB)' A,B=O,l,. . . ' n+l as formas de R n+2 

a:xn respeito ao referencial A -( w ) ; entao teros 



w'? 
J 

$ ':'+1 
J 
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;j;:;;l,2,_.~.,n 

~ ~+1 = - w ~1 = - ~ ~+1 

wi 
j 

~ i 
o 

;i,j=l,2, ... ,n 
(3.15) 

Restringindo as formas ( w A ) a um aberto de S k ( r
0 

) x R n-k 
' 

de (3.13) e (3.14) obtem-se 

wo 

i w 

= wn+_l=O 

= $i ;i=l,2, ... ,n 

Por outro lado . . . ' n+1 sao as formas duais 

de e B ' B=l,2, •.. ,n+l an R n+l .e ' 
A ( w B ) 

A I B = 1 -, 2 I ••• , n+l - - - n+l sao as formas de conexao en R 

_gindo estas · k n-k formos a um aberto de S ( r
0 

) x R , por (3.13) 

taros 

w ~ 
) 

n+1 w i 

.w n+l 
j 

= o 

i = - w n+l 

= 
j 

- w. n+l 

; i=l,2, ... ,k ' j=k+l, ... ,n 

= À wi 
' i=l,2,- .. ,k 

= o wj 
' j= k+l,.'i".,n 

Restrin-

e (3.15) 
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Segue então que as formas de conexão ( W AB ) de R n+l restr1· tas a 
' 

un aberto de S k ( r
0 

n-k · ) x R =incidem oan as fonnas dadas por ( 3. 9) • 

R:>rtanto por teorana de unicidade local das fonnas ( w A ) e ( w A ) 
B 

A , B = l , 2 , ••• , n+l ( veja [ 7 ] Pág. 118 ) obtem-se que U é 

igual a um aberto do produto rienaniano S k ( r
0 

) x R n-k • 

Agora, aplicando novamente [ 9 ] Vol. I Pãg. 176 , teorana 4.6 segue 

que IP: M n + cll ( M n ) = S k ( r ) x R n-k , 1~ k .$n-l é uma aplica -. o 

ção de recobrimento • Mêm- , · se k :). 2 ~ ( M n é simplesmente conexa , 

. - . 
logo ~ e um rrergulho • 

N:::> caso de k = 1 , seja M n = R x R n-l que verifica as hip5teses de 

nosso teorana e , seja !f> : M· n + ~ ( M n ) = S 1 ( r ) x R n-1 defini -
o 

da p:>r 41 ( t ~ x ) = { r
0 

_e 2lTit 1 x .} e vem:>s que ~ não é um rnei:gU].h:J. 

RJis se isso é verdade an particular ~ seria h:mec:rrorfisnn e I:XJrtanto o 

grupo fundamental TI 1 ( R x R n-1 ) = O seria isarorfo ao grupo funda -

.rrental TI 
1 

( S 1 ( r
0 

) x R n-l )' • Z , o que é absurdo • 

tb caso .geral , _isto é_, seM n não é siniplesmente oonexa •. Seja 

{ 11 n , lT ) o recobrimento universal de M n • Sabenos que 'IT .é isanetría 

local e que R n é carpleta 'e simplesnente oonexa • Alén M n e :P = 41 o 11' 

verificam- as hipjteses de nosso teorana , p:Jrtarrt:O i ( A n } = cil ( M n ) é. 

>. 
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o produto riananiano s k ( 
' .Sek;-11 ' 

segue que ~ é um nergulho e portanto ~ é tambÉm um nergulho • 

Para carpletar o teorE!Tia se , p ~ 2 então pelo lena 3 ~ 2 não existen 

tais subvariedades 

Corolário 3.1 .- Seja M n urna hipersuperficie campacta de R n + 1 
' 

a:m vetor curvatura média paralelo não nulo tal que a condição (3. 7) 

verificada , então M n é uma esfera e a ~são é tnn nergulho 

Prova .-

Da condição (3. 7) e de (2.21) obtan-se 

~ 

a.,i,j 
h ~j ô h ~j ~ 

De (2.23) e (3.16) segue que 

~ < r 
a,i,j 

() 

• 

-e 

(3.16) 

Caro M n é =npacta , pelo teorana de lbpf ( veja [ 7 ] Pág. 78 ) , 

s = r 
a,i,j 

h a ) 2 
ij 

-e oonstante o corolário segue agora 
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pelo teorana 3.1 • 

CoroláPio 3. 2 - Se M n é uma hipersuperficie o:rnpleta de R n + ·1 
' 

a:m vetor curvatura média paralelo não nulo tal que S é _oonstante e a 

- ... - n oondiçao {3. 7) e verificada , entao M tem curvatura seccional oons -

tante K :>O • 

Observação 6 .- Quando p == 1 , o teorana 3.1 foi obtido também p:>r Ncmi -

zu e Snyth an ( li J , Teorana 1 , Pâg. 37 4 , cem hifÓteses : curva tu -

ra média a:mstante , S oonstante e curvatura seccional K não negati -

va • · Porán da obse!;vação 4 , p::xlerros ver que nossa -mp5tese (3. 7) -e 

diferente do fato de M n ter curvatura seccional K não negativa • N::> -

sso métcxlo , neste caso 1 é um cc:mplemento ao do método utilizado pelos 

autores an [ 11 ] , pois o nosso penni te tirar conclusões SÔbre hiper -

superfícies- de curvatura negativa , oonfo:rrre o Teorana 3.2 ( veja tam -

bán àbservação 7 ) • 
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2 .- SUBVARIEDADES DE UM ESPAÇO HIPERB~LICO COM VETOR CURVATURA 

M!:DIA PARALELO • 

Este parágrafo , iniciareuos pri.rreiramente definindo o espaço hiperbÓli -

= . Nos referinos tarnbén a [ 7 ] Pág. 121 ou [ 14 J Págs. 2 e 3 • 

Consideraros an R n + 1 a ba.se canônica a 
1 

= ( 1 , . ' o ) ' . 
•• ,an=(O, ••• ,l,O) ' an+l=(O, • . . ' o ' 1 ) e 

introduzirros uma forma. bilinear simétrica ( , ) em R n + 1 , defini - . 

da ]X)r : 

(ai '·":i ) = .S ij , ( "n+l, a i)= O, ( "n+l, "n+l) =- 1 

. 
ondei,j=l,2, ••• ,n 

~jam agora x = ( x 1 , ..• , x n + 1 ) e y = ( y 1 1 ••• , Yn+l ) 

elementos de R n + 1 , então por linearidade definim::>s o seguinte pro -

duto inteillO ( que não é pJsitivo definido ) 

.. .- · n +1 
e que chamarerros a metriaa de Lo!'entz de R 

. n+1 · n+1 
SeJa U c::. R um aberto de R e ,· e 

1 
, ••• , e n + 

1 

um conjunto de amJIXJS diferenciáveis de vetores em U ( referencial m5vel. 
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em U ) satisfazendo as condições 

= ô ij 

=o ' i,j=l,2, ••• ,n . (3.14) 

Sejam 1 w , • • • , fonnas diferenciais em U que em 

cadap Ufonnanabased~ldabase e 1 , ••• , en, en+l (isto 

. ' wn 
' 

00
n+l ~ 

sao linearmente independentes ) • Defini -

nos então fonnas WAemUpor 
B 

A deA=Lw 8 eB, B=l,2, ••• ,n+l 
B 

observe que a definição dos w A é equ.i valente a escrever 

e A , A= 1 , 2 , ••• , n + 1 

onde x R n- + 1 -+ R n + 1 é. a aplicação identidade • 

(3.15) 

(3.16) 

Derivando exterionnente (3.15) e (3.16) , obtmos as equações de estru -

turade Rn+l : 
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A B B 
dw = Ew AwA 

B 

, A,B,C = 1 , ••• , n + 1 

AlÉm da terceira parte de (3.14) e tendo presente (3.15) , taros 

= 2 (Ewn+l 
A A 

=-2wn+l 
n+l 

logo segue que 

n+l 
wn+l =o 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

P<;>r outro lado da segunda parte de (3.14) e tendo presente (3.15) , te -

nns 

= ( e i 

Daqui obtem-se 

, i=l, . .".,n (3.20). 
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Considere agora o oonjunto dos :r::ontos x E. R n + 1 tais que 

teraros a hipersuperficie quádrica 

{ ( x1 •·· • • "n-t-1 

que é um hiperboZ.óide de dum; folhas , cada urra hcm::arorfa a R n • A can 

p:mente oonexa deste hiperl:olÓide éorresp::>ndente a x n + 1 > O será in -

H" cêi> = { _n+1 2 2 2 -2 (x1 ,e •• ,xn+1 )E. K-· I x1 + ••• +xn -xn+l =-c •"n+l>O} 

que cem a métrica induzida é uma variErlade riemaniana n - dimensional cem-

pleta 1 e que cb.arrarroS de espaço hiperbÓlico _. _ 

·para calcular a curvatura seccional de H n ( C ) na métrica induzida 1 

procedE!!Os do seguinte m:xlo ( veja tambÉm [ 7 ] Pág. 123 - 124 ) • Seja 

( e 1 1 • • • 1 e n + 
· · n+1 

1 ) um referencial num aberto U qe R que sa -

tisfazen (3.14) , que são adaptaÓ.os a H n ( é ) , isto é -, restritos a . 

• 'e n 
- n sao tangentes a H 

~ 

( c ) e . .. 



- 46 -

cen+l = x descreve Hn (Õ). 

do ,, A A Denotan p::>r ...... e w B , A,B=l,2, ••• ,n asrestrições 

a H n ( ;; ) das fonnas do mesrro nane an R n + 1 , o que implica que 

w n + 1 = O • Observando que x é a restrição a H n ( ê ) da aplicação 

identidade x : R n + 1 _. R n + 1 , tendo presente (3.16) , teretos 

Portanto obtenos 

n+1 
"' i 

1 i = - {IJ a ' Í = 1 I • • • f ll 

Tendo presente (3.20) e (3.21) obtan-se 

=dw~­
J 

n . . k 
r w~Aw. 

k=1 J 

n+1A ... n.+l 
= w i - J 

1 i . 
-- w AwJ - - 2 c 

e i 

(3.21) 

Segue então que H n ( c ) .tem _cmvatura seccional constante igual 

a - _.J.._ 
-2 c. 

• 
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~ 

Vanns st.tpJr c = 1 • ~te , nosso objetivo agora ê , detemúnar to-

das as subvariedades ( =nexas ) M n do espaço hiperbÕli= H n + P ( 1 ) , 

a:m vetor curvatura mÉdia paralelo não nulo , tal que S é constante e a 

1\ H I\ 2 + o q 
(3.22) 

é verificada • Antes de apresentar nosso segundo resultado , darffi'Os exan-

plos de tais subvariedades : 

a ) .- Seja x = ( x 1 , . 

fini.rros a hipersuperficie " flat " 

que chamararos de horoesfera ( parábola ) • Utilizando a equação de Gauss 

( veja 14 Pág. 116 ) , varos que a segunda fonna fundarrental H n + 1 

desta hipersuperficie tem autovalores h 1 = .. • • = h n = 1 .. Para esta 

hipersuperficie ta:ros : 

IIHI\=S=n e s. 2 + n s = \\H\\ 2 + 

.. 
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Seja agora 

= { X~ R k+1 

e 

{ n-k+1 
y~R I <y,y>2=- (l+r2)} 

onde < , > 
1 

é métrica euclidiana e < , > 2 é a rrétrica de IDrentz 

AlÉm , seja R n+2 = R k+ 1 x R n-k+ 1 o::xn métrica produto 

( , ) = < , > 1 + < , ~ 2 · • Se r > O e O ~ k -' n , seja o mergulho 

b ) .- X : S k ( r ) x H n - k ( /l+r 2 ) -> H n + 1 ( 1 ) c R n + 2 

definido Por. 

X ( X , y ) = X + y (3.23 ) 

então s k ( r ) x H n - k ( IÍ +r 2 ) é uma hipersuperficie iscrnétri~ 

tel.mersae:n Hn+ 1 ( 1) o 

se X - ( X . X X X n+
2 

) ~ H n +. 1 ( 1 ) , ' - 1 I ••• , k+l , K+2 I ••• , ~ 

an sistema de coordenadas , tenos 

.. -. 
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Então quando 

b 1 ) .- .k = n , S k(r) x H 0 charrarmos de esfera geodésiea (elipse ) 

b 
2 

) .- k = O , um canponente de S 0 (r) x H n ( vl+r 2 ) charrareros 

de hiperosuperoficie equidistante ( hipé:rlx'lla ) • 

b 3 ) .- 1 ~ k "n - 1 , s k (r) x H n-k </Hr 2 ) chamaremos 

de hipersuperfiaie tipo cilindro • 

Nas figuras 2 e 3 rrostranbs estas hipersuperficies • 

A se<junda fonna fun:iarrenta1 H n + 1 desta farnilia de hipersuperficies 

·tem autovalores /l+r 2 I r de mu1tiplicidaJ, k e r I / 1+r 2 de rru1ti­

plicidada n - k ( veja pzova do Teorena 3.2) Para esta farni1ia de hiper 

superficies ~s : 

\\ H 11 = k /l+r 2 I r + ( n - k ) r I / 1+r 2 

s = k ( 1+r 2_ ) 1 r 2 + n - k ) r 2 I (l+r 2) 

S 2 +nS= \\Hi1 2 + 2 
(J = k 

q 
( l+r 2 ) I r 4 .+ 2 k ( n-k ) 

-!: ( n - k ) 2 r 4 I ( l+r 2 ) 2 + n k ( 1+r 2 ) 1 ~ _ 2 

+ n ( n - k ) r 2 I ( l+r 2 .) 

.... 
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x n+2 
Hipersuperficie equidistante 

---~----r-::;;< . .;<---._l(~hipérbola ) 

' ' 
' 
' 

' ' ' ' ' ' ' 

Horoesfera 
(Parábola) 

Fig. 2 

• ' ' ' ' ' 

Esfera Geodésica 

( elipse ) 

"n+l 

;(Hipersuper~icie tipo C i l indr.o 

-- --- --

Fig. 3 
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Poclerros agora enunciar nosso segun:lo resultado , que é .o seguinte teo -

rara • 

Teorema 3. 2 • - seja I<1 n urna subvariedade de um espaço hiperl:Ólico 

H n + P ( 1 ) , o:::m vetor curvatura média paralelo não nulo tal que S é 

oonstante e a oondição {3. 22) é verificada • Se M n é carpleta , então 

M n é uma hipersuperficie que p:x:le ser urna horoesfera ou uma esfera gecd-ª. 

sica ou m hipersuperficie equidistante ou um produto sk(r)x!f-k(Vl+r Í ) 

- . - ~ 
• Exceto para k = 1 a l.Inersao e um mergulho .. 

Para provar este teorana , necesitanos do seguinte lema 

Lema J. 4 • - Seja M n urna hipersuperficie de um espaço hiperbÓli= Ifl+l (l) , 

o:m vetor cuxvatura média paralelo não nulo tal que S ê constante e a CU!!, 

dição (3.22) ê verificada • Então M n é parte de uma horoesfera ou é par-

te de 1..1n'a esfera geodésica ou é parte de uma hipersuperficie equidistante 

ou é localmente um produto riemani.an:J t1 n ':::) U = M 
1 

x M 
2 

de espaços 

M 1 e M 2_ de curvatura oonstante , dim M 1 = k ~ 1 e dim M 2 = n-k ij 1· 

N.:l Últirro caso , o:xn respeito a um referencial adaptado as formas de co -

-nexao A 
( w B ) • restritas a M'n • -e dada 

por ' 
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1 1 
w 1 • • '"k 

• • 
• • 

wk 
1 

wk 
k 

k+l 
'"k+l 

o 
n 

'"k+1 

ÀW 
1 k k+1 . . .Àw ·uw 

onde 

À=h+-Jh 2 -4k (n-k) 
2 k 

e h= 1\HI\ 

FPova :io lema 3. 4 -

- À w 1 

o • 
• 

-À w k 

k+l k+l 
• • • '"n - u w 
• • • • 
• • • 

n - \-1 w n 
'"n 

n o • • • uw 

_ h - V h 2 - 4 k ( n - k -) 
,\l- 2(n k} 

(3.24) 

Pela parte ( i ) do lema 3.1 terros que todOs os p:mtos de M n sao um -

bilioos , segue por [14] , Teorara 29 , Pág. 114 , queM n é parte de tm>a 

OOroesfera ( h 1 ~ . . t:! h n ~ 1 >. oU é IBrte de urna esfera geodésica 

( h 1 = • • • = h = ~ 1 +r 2 I r ) ou é parte de uma hipersuperficie equi 
n -

distante ( h 1 = • • • =h =r/Jl+r
2

) n • 
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se ocorre ( ii ) do lema 3.1 , chamando A= H n + 1 ,. definiiros as dis 

tribuições 

T l ( q ) = { X €. Tq M n I AX=ÀX } 

e 

T 2 ( q ) = { xe.T Mn I Ax=~x) q 

de dimensões k e n - k , respectivamente .-s são diferenciáveis e 

integráveis • Segue por { 9 J Vol ; I Pág. 182 , que cada ponto de M n 

tan uma vizinhança u que é o prcduto riemaniano M 
1 

x t-1 2 , onde M 
1 

e 

M 2 são variedades integrais de T 1 e T 2 , respectivamente Tendo pre -

sente (L 7) ·obtem-se que as cw:vaturas seccionais de M 1 e t-t 2 são dadas 

por 

2 
= ( À - l ) ( o im o jt - oHojm), 1 .:s; i,j,m,R. ~ k 

i 2 
R jm.t = ( 11 - 1 ) ( ô irn ô jt- ô iP. Õ jrn ) , k+l;:;:;: i,j,m,R. ~ n 

Portanto , se k ~ 2 ( respecti varrente n - k > 2 ) então M 1 ( respecti ~ 

mente M 
2 

) é um espaço de curvatura constante À 
2 - 1 ( respectivamen -

te 1.1 2 - 1 ) • se k = 1 ( respectivamente n - k = 1 ) , então a deccm-
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posição produto airrla ê válido pera a curvatura seccional não está defini -

da • 

caro o vetor curvatura média H é paralelo , então : 

n 
h = ~ h 

i=1 i 

ê constante , logo 

h= k:\ + (n-k)~ 

. 
Por ( ii ) do 1err>a (3.1) .taros 

À ~ = 1 

De (3.25) e (3.26) obtem-se 

~.=h+ Ih 2
- 4 k 

2 k 
( n - k ) ,_,h_-___:_/,;.hT-.2 ;;---::',4 d-kr( __.n,__-_,_k,_,_) 

' ~ = - 2 ( n k ) 

ou 

h- /h 2 - 4k (n-k) h+ /h 2 -4 k ( n- k) 
À=-------- ~=-~~--~-----

2k 2 (n-k) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

SUbstituindo e n + 1 por ~ e n + 1 se necessário , podemos supor 

que À e 1l são dados r:or (3a27) • Tendo prese_nte agora a Última ~ de_ 

( ii ) do lema 3.1 , vemos que cem respeito a um referencial adaptado , as 



formas de conexão 

da por (3.24) • 

A 
( w B 

Prova do Teorema 3.2 .-
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n + 1 n de H ( 1 ) , restritas a M , é da-

SUp:mharrcs primeiro que M n seja simplesmente conexa e denotfff'Os por 

4> : M n + H n + P ( 1 ) a imersão iscmétrica • Se M n é ccrnpleta e p = 1 , 

pelo larra 3. 4 segue que M n é urna :t:oroesfera ou l.li'fB. esfera gecxlêsica ou 

urna hipersuperficie equidistante • Agora caro M n é cx:mpleta , por [ 9 ] 

Vol. I Pâg. 176 , Teorena 4.6 , obtan-se que ~ :. M n ~ ~ ( H n ) ( = bo -

roesfera ou tnna esfera geo::lésica ou uma hipersuperficie e::JUidistante ) é 

Uma aplicação de recobrim:nto • Caro ~ ( M n ) ê simplesmente conexa 1 se 

gue que ~ é um mergulho • 

Pelo lana 3. 4 , sabaros. tarnbén que- M n é locaJmente um produto riema -

niano U = M l x M 2 de espaços de curvatura constante • Provaremos agora 

que U é igual a um aberto do produto rienaniano S k (r) x H n-k ( fl+r 2 ) 

l~k~n-l;logoy;orser Mn canpletasegueque 4> (Mn) éopro­

duto rienaniano s k (r) x H n- k ( /l+r 2 ) • 

Para verificar que M n é localmente igual a um aberto do I?IDduto rie -

rnaniano s k ( r ) x H n - k ( fl+r 2 ) , procedem::>s do seguinte rrodo • Cbn 

sider€l!Ós as hipersuperficies s k ( r ) x H n - k ( / l+r 2 ) de H n+ 1 (1) , 
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- n+l definidas p::>r ( b3 ) , e provarE!IDS que as fo:rrres de ronexao de H (1) , 

restritas a um aberto de S k ( r ) x H n - k ( I l+r 2 ) , são dadas 

J;Or (3.24) 

Por um lado , terros que a segunda fonna fundamental da hipersuperficie 

s k ( r ) x H n - k ( I l+r 2 ) tan um autovalor À de multiplicidade . k , 

e um autovalor ll de multiplicidade n - k , e tarnbén (3.26) . Por outro ~ 

do s k ( r ) ( respectivamente H n - k ( I l+r 2 ) ) tan curvatura secci9_ 

nal oonstante À 
2 - 1 ( resPectivamente p 2 - 1 o que é igual a 1 I r 2 

( respectivamente - 1 I ( l+r 2 ) ) e J;Ortanto 

' 
(3.28) 

De (3.26) e (3.28) , sen perda de generalidade J;Oderros suJ;Or 

À = IJ:-11: 2 I r ' P =r1/1+r 2 (3.29) 

Segue imediatamente que 

k ( /1+r 2 I r ) + ( n -· k ) ( r I /l+r 2 ) = h (3. 30) 

• · • . k( ) n-k( ,-2 ) onde h = 1/ H li , H e o vetor curvatura meha de S r x H . I l+r . • 

Resolvendo (3,30) , seu perda de generalidade obtemos : 
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2 j 2 h - 2 n k - h h - 4 n 
r 2 = 

( n - k ) 
(3.31) 

Por simplicidade denotrnos l_X)r r
0 

o valor de r dado p::>r (3.31) • Portan -

to S k ( r
0 

) x H n - k ( /1+r
0 

2 ) é uma hipersuperficie que. verifica as 

hip5teses do problana • 

Agora , seja f 0 , f 1 , • • , f k um referencial num aberto de 

R k+l , tal que r
0 

f 
0 

= x , logo f 
0 

é normal a S k ( r
0 

) ; que 

são adaptados a S k { r
0 

) , isto é , restritos a s k ( r
0 

) 

•• , f k são tangentes • Para H n- k ( /l+r
0

2 ) en R n-k+l , esco -

lheJros um referencial f k+ 1 , • • • , f n+ 1 num aberto de R n-k+ 1 tal 

que ( veja também [ 7 ] Pág. 123 ) : 

= ll ij 

<_ f n+l ' f i > 2 =o ' 

< f n+l ' f n+l > 2 = ~ 1 

que são adaptados a Hn-k(/l+r2) 
o 

i I j = k+l I • • • I fi (3.32) 

1 . isto é restritos á hi~rsuper -
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ficie H n-k { l'l+r
0

2 ) , f k+l , ••• , f n são tangentes ; e 

/ 2 n-k/2 l+r0 f n+l = y descreve H ( l+r
0 

) , logo f n+l 

n-k a H (/l+r2) 
o 

é nm:ma.l 

Sejam !j> 0 , 1 q, , • • k+1 
• I cp 0 dual de f Q f f 1 t • • • 1 f k+l 

e • k+l n+1 d 1 d f "' , ••• , <P o ua e k+l , • • • , f n+l 

que.a definição dos $ 0 , $ 1 , ••• , ~ k+l ' . • • , $ n+l ( veja 

também [ 7 1 Pãg. 122 ) é equivalente a escrever 

dx-=E• 1 f,,i01 k 'i' .L. =, , ••• , 
i 

(3.33) 

f j ' j = k+l , ••• , n+l 

onde X : R ~+ 1 -+ R k+ 1 e · Y. ; R n-k+ 1 -+ R n-k+ 1 é a aplicação identi -

dade , respectivamente Por outro lado 

X = X e y = y 
Hn-k(/l+r2) 

o 

Então f 
0 

, f 1 , ••• 1 f k , f k+l , ••• 1 f n+i é um referen 

cial num aberto de R n+2 e $ 0 
' . . n+l • ,_ $ o dual • Sejam 

A (rpB), A,B=O,l, . . , n+l formas num aberto de R n+2 
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definidas por 

df =l:"Af 
A 'B B 

Então restringindo . . . , 
produto S k ( r

0 
) x H n - k ( / l+r

0 
2 ) , teres 

Caro 

se 

~ o = ~ n+1 = 0 

~ '? 
~ 

=- 4 i 
o 

=_L~ i 
.r o ' i= 1 ' 2 ' 

~A =- ~ ~ = o B 

. -y=y n-k ( h+ro2 ) H 

n . 
dy= l: ~) f ' 

J j=k+1 

A= 01 1 ' • 

' B = k+l , . 

' tendo presente 

4 ~+ 1 ) f ' 
J J . 

(3.34) 

n+ 1 a um aberto do 

• • . . ' k (3.35) 

• • ' k 
. . , n+l 

(3.33) e (3.34) obtem-

' 
j = k+l , ••• , n (3.36) 

Ehl fomra análoga a (3.20) também obtaros 

.. 
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j 
~ n+l = 

Resumindo (3.35) , (3.36) e (3.37) temos 

~o= ~n+l=O 

~o 
i 

=-~i 
o 

' j -
't' n+l - ~ n+l 

j 

1 

; o 

~ i 
' i = 1, 2 , • • • , k 

, j = k+l , ••• , n 

A=O,l,. 

B = k+l , •• 
' k 

' n+1 

(3.37) 

(3.38) 

Caro a imagem do mergulho S k ( r
0 

) x H n- k ( /1+r
0

2 ) está no es-

paço hiperb6.1l. = H n+ 1 ( 1 ) " · · f ial • weJa o novo re erenc e 
0 

, e 1 , • • • 

• • ' e n+l num aberto de ' definido por : 

e = r
0 

f 
0 

+ /l+r
0

2 f o n+l 

e i ; f i ' i= 1 ' 2 ' . . . ' n (3.39) 

e n+1 = /l+ro2 f + r o f n+1 o 

Seja 2= ( X , y ) : R n+2 -+ R n+2 a aplicação identidade , o referen 
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cial e 
0 

, • • ~ , e n+ 1 tem as seguintes propriedades 

( e i , e j ) = ó ij 1 i 1 j = 1 , 2 , ••• , n+l (3.40) 

São adaptados a H n+l ( 1 ) , isto é , restritos a H n+l ( 1 ) , 

e 1 , •.• , e n+l são tangentes ; e 
0 

= 5{ descreve H n+l ( 1 ) e 

JX>rtantô e 
0 

é normal a H n+ 1 ( 1 ) 

m1 a S k ( r() ) x H n - k ( / l+r
0

2 ) 

• AlÊm • terros que e n+ 1 e nor -

• 

Se
. o n+l 
]a w , ••• , w o dual de e 

0 
, ••• , e n+l 

d }{ = L w A e A 1 A= O , 1 , ••• , n+l 
A 

, então 

(3. 41) 

De (3.41) , tendo presente (3.33) e a terceira parte de (3.40) , obtE!'f'OS 

w 0 =-r < 
k i . I 2 n+1 j E ~- f. ' 

f > 1- l+ro < E ~ fj ' fn+l > 2 o i=O 1 o j=k+l 

=-r cf>o< 
o f o ' f > o 1 

- /l+ro2 cp n+l <f 
n+1 ' f n+l > 2 

(3.42) 
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Também de (3.41) segue que 

w i 
' i = 1 , 2 , • • . , n 

Aná1ogarnente de (3.41) e tendo presente (3.33) obtaros 

w n+l = - /l+r 2 < 
o 

k 
E $ i f 

i=O i 

n+l 
, f

0 
> 

1 
+ r

0 
< E 

j=k+l 

(3.43) 

t j f. 
J 

n+1 <f 
n+l ' f n+l > 2 

= /l+r 2 t 0 - r tn+l 
o o 

Resumindo (3.42) , (3.43) e (3.44) , obtem-se : 

w 0 = - r t 0 + / 1+r 2 ~ n+1 
o o 

i w = $i 
' 

i.=l,2,· ..• ,n 

wri+l = /l+ro2<Po- ro4>n+l 

(3.44) 

(3.45) 

Tendo presente (3.38) 
' 

(3.39) e (3.45) 
' podaros ver que a 

segrmda fonna fundamental H ~+ 1 da hipersuperficie dada fOr 

S k ( ro ) x H n - k ( / l+ro 2) 
' na direcção do CartlfO normal unitário 

e n + 1 , é dado pela seguinte expressão : 
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Hn+l = (dX,den+l) 

= (r0 df 0 +/l+r0
2

dfn+l, /l+r0
2

df 0 +r0 dfn+l) 

= r
0 

/ l+r
0 

2 
{ < d f 

0 
, d f 

0 
> 1 + < d f n+l , d f n+l > 2 ) 

/ l+r
0

2 k 
= --"' E 

j=l 
( w j ) 2 

r
0 

n 
+--r J l+r 2 j=k+l 

o 

Portanto H n+l tm um auto yalor /'l+r
0 

2 I r 0 de multiplicidade k e um 

auto valor r
0 

I /1+r
0

2 de rm.lltiplicidade n-k • 

sejam A ( w B ) , A , B = O , 1 , ••• , n+l as formas num aberto de 

R n+2 definidas p:li 

- A d e A - ~ w B e B , A , B = O , 1 , ••• , n+l (3.46) 

Por (3.45) e utilizando a equação de estrutura dada por (3.17) , temos 

o o 
dw =-r d$ o 

+ /1+r2 d$n+l 
o 

r-- n+l 
+ ll+r 2 E 

o ~o 
$ B A f ::..1 

(3.47) 



- 64 -

!br outro lado taml:>án de (3 .17) tatDS 

dw 0 n+l B B 
=Lw Aw 

B=O o 
(3.48) 

Igualando (3.47) a (3.48) e tendo presente que w ~ = ~ ~ = ~ :i = O 

obten-se 

e 

- ~ w ~ A w j - w :l A w n+l 
j=l 

n 
= - l: (-r "'j+ ,-------o;,j )Awj • 0 A 

o • o Vl+r; • n+l - '' n+l 
(Jl+r 2 ~ o _ r ~ n+l) 

o o j=l 

n 
= - l: 

j=l 
( - r • j + /l+r 2 "' j ) A w j - "' 0 A w n+l o '~' o o '~' n+l '+' n+l 

Lembrando agora que 

w'? 
J 

= w ~ , j = 1 , •.• , n+l 

o n+l 
w n+l = w o 

segue de (3.49) que 

o - n+l o 
w n+l - w o = $ n+l 

(3.49) 

(3.50) 

(3. 51) 
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Da segunda parte de (3. 45) obtaros 

' i , j = 1, 2 , . . . , n (3.52) 

Por outro lado utilizando a equação (3.17) , segue que 

. n+l B B 
dw~= E w Aw. 

B=O 1 

n j j n+l A n+l í.:w.Aw -w w 
j~l 1 i 

(3.53) 

e 

. n+l B B 
d$ 1 ~1:$ A$. 

B=O 1 

~ $ ~ A $ j _ $ ~+1 A $ n+l 
j=l 1. ~ 

(3.54) 

com pela segunda parte de (3.45) w i = 4J i , i= 1 , 2 , ••• , n , então 

d w i~ d $ i , e portanto (3.53) é igual a (3.54) , então segue que 

w ~ A w o + w ~+1 A w n+l = ~ ? A ~ o + ~ ~+1 A $ n+l 
1. 1. ' 1 1 

(3.55) 

De (3. 45) tambÉm obtenos 

$o = r w 0 + /1+r 2 w n+l 
o o 

(3.56) 

. 
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Levando (3.56) para (3.55) tem-se 

w o A "' o + n+l A n+l 
i "' wi w 

Daqui segue que 

w n+l ) + ~ :>+1 
~ 

~ o+ r n+l) y'l+r
0

- w 
0 

w 

~ n+1 ) A "'n+l 
~ 

w t:+l 
~ 

• n+l 
' 1 ' i = 1 I 2 I • • e 1 fl (3.57) 

Agora de ( e n+l , e 1 ) = O , i = 1 , 2 , • .. . , n e tendo presente 

(3.46) , obtan-se 

d e n+l , e i + ( e n+l , q e i ) = O 

, e i ) =- ( e n+l ' 
4 i 

"'B B 
e B ) , I3='0, ••• ,n+l 

n+1 
"'i 

i 
= - w n+l ' 1:;::1,2, . . ' n 

Resumindo (3.51) , (3.52) , (3.57) e (3.58) teros 

o 
"' j 

-~· 
"' j 

= = - r $ J + l+r $ J +1 o o o o n 

o n+l 
= <P 

o 
w n+l =w n+1 o 

1 i i j = 1,2, .... ,n 
"' j 

= ~ . ' ' J 

n+1 i /1+ 2~o+r <Pn+l 
"'i = -:,w n+l = ro i o i 

(3.58) 

' j=l,2, ... ,n 

(3. 59) 

' 1=1,2, ...... ,n 
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Restringindo as formas ( w A ) a um aberto de s k (r)xHn-k 
o . 

por (3.35) e (3.45) , temos 

wo = w n+l = o 

w i = $ i i=l,2, .... ,n 

Por outro lado ( w A ) 1 A= 1 , 2 , .... , n+l sao as fonnas duais 

B=l,2, . . • • n+l em H n+l ( 1 ) , e ( w A 
B • 

A,B=l 1 2 1 • • • I 
- - n+l n+ 1 sao as formas de conexao em H ( 1 • Res-

tringindo essas fonnas a um aberto de S k ( r
0 

) x H n - k ( /l+r
0 

2 ) 

de (3.35) , (3.45) e (3.59) obtem-se : 

= o ,i=l,2, ••• ,k • j = k+l , ••• , n 

w n+l = - w i = À w i 
i n+l 

w ry+i 
J 

= - w j = ~ w j 
n+l 

• i=l,2, ••• ,k 

• j = k+l 1 • • • f -fl 

• 

Segue então que as formas de conexão { w ~ ) de H n+ 1 ( 1 ) , restri -

tas a um aberto de S k ( r
0 

) x H n - k ( / l+r
0 

2 ) coincidem cem as for-

mas dadas I_X)r (3. 24) • ~rtanto r:or teorana de unicidade local das formas 
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veja [ 7 ] , 

Pág. 128 ) obten-se que U é igual a um aberto do produto riGna -

niano S k ( r
0 

) x H n - k ( / l+r
0 

2 ) 

Agora 1 aplicando novarnente [ 9 J Vol. I Pág. 176 , teorema. 4. 6 , segue 

que <P: M n + 41 ( M n ) = s k ( r ) x H n - k ( /1+r 2 ) , 1 ~ k ~ n-1 é 
. o o 

urra aplicação de recobrimento • AlÉm , se k ~ 2 !I! ( M n é simplesmente 

coneY..a , logo é um mergulho • 

:t\b caso de k = 1 , seja M n = R x H n - 1 ( /1+r
0 

2 que verifica as 

hi •t d t · m : " n _c m ( M n ) __ S 1 r:o eses o eorerna , e seJa '*' Fl ...,.. '"' 

definida p:>r tP ( t , x ) = ( r e 2rrit , x ) e VE'liDS que _.p P..ão é mergulho • 

No caso geral , isto é 1 se n - • M nc,o e simplesmente conexa • Seja 

( M ~ , Tr ) o recobrimento universal de M: n .. Saberros que 1T é isanetria 

local e que M n é cx:::rnplcta e s.iroplesroente conexa • Além H n e 

aí = i!> o 1T verificam as hipÓteses do teorffia , r:ortanto ~ ( M n = li> ( M n ) 

é o produto riernaniano S k ( r
0

) x H n- k ( /1+r
0

2 ) , 1 ~ k ~ n-1 • 

Se k 'I 1 , segue que $' é um mergulho e l_X}rtanto $ é tambÉm um rnergu1ho 

Para canpletar o teorema , se p 9 2 então pelo lana 3. 2 não existem 

tais subvariedades 
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Corolário 3.3 .- Seja M n uma hlpersuperficie ccmpa.cta de H n+l ( 1) , 

Cx::rn vetor curvatura média paralelo não nulo tal que a condição (3.22) -e 

verificada , então M n é uma esfera gecà.écia e a imersão é tnn rrergulho 

Prova .-

Da condição (3.22) e de (2.21) obtem-se 

l: 
a.,i,j 

a t. h .. 
~J 

;,.O 

De (2.23) e (3.60) segue que 

t. ( E 
a,i,j 

h ij ) 2 ) ;,. o 

(3.60) 

Caro M n é canpacta , pelo teorem de lbpf ( veja [ 7 ] Pág. 78 ) , 

S = E 
a,i,j 

ma 3.2 • 

Observação 7 

a 2 .. .. 
h ij ) e constante . o corolario segue agora pelo teore -

- VEIDJs que H n ( /l+r 2 
o 

tan curvatura seccional cons-

tante c = - 1 I ( l+r0 
2 ) • 
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