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INTRODUGZO

Seja M N ma subvariedade { conexa ) isametricamente imersa numa varieda
de riemanniana it ®*P(c ) , de curvatura seccional constante ¢ . Sejam ,
B a segunda forma fundamental e H © vetor curvatura meédia dessa subvarieda—
de M ™ . Denotemos por 8 o quadrado do comprimento de B . Se M 7 & uma sub

mp

variedade minima e compacta da esfera unitaria S , entfio Simons [ 12 ] ,

obtém a seguinte desiqualdade @

§ jMn{ (_2-—%)52-n5}_dv>,0

" onde ,d. v denota cl) elemento de volumen deM® . Cawo omméquéncia , Seque ,
que seMn-naoémmm geodésicae Sgn/ (2 -%) scbre todo M 1
entao S=n/ (2 —_% } sobre M . Utilizando ;3 metodo do referencial mo-
vel ; Chern , Do Cammo e Kobayashi [ 6 ] , obtiveram a mesma desigualdade
de Sinons e como aplicagdo , detexminam todas as subvariedades minimas e |
ccxnpactasMn'da.esfera lm.'ﬂ.f.éria g P talquel's=n/' (2 —% ) . Bra:. -
d.'LS eHsiungé. C. [ 1] , estendem os resultados de Chern , Do Carmo e |
'-Kobayashi , determinando todas as subvariedades campactas M 7 da esfera uni
tiria S8 7P e tal que.verificam uma condicdo mais geral que S =n/ (2 - % )
Utilizan&o as idéias e as técnicas de [ 6 ] » 0 Objetivo do presente tra

balho , @ o problema de determinar todas as subvariedades M N, d espago
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euclidiano R MP {logo ¢ =0) e do espago hiperbdlico H n+p{ 1) (1o
go c=-1) , com vetor curvatura média paralelo { para a definicdo wveja

pag . 4 ) nao nulo , com S constante e tal que a condigao

(2 - % ys2 + c #H1? = nes + o - (*)

q

& verificada , onde Uq= T <B(H§(ei) ;e . ), H> &un inva ~-
a,i - '

riante intrinsico ( veja prova da proposicao 2.1 ) cam i =1,2,..., n

o =ntl,...,mp e paracada , H e a matriz simétrica hgj { para as

fungoes h gj , veja a definicdo de- B pag » 4 ) . As hipOteses do proble

ma proposto , aparecem naturalmente ( veja corolario 2.1 pags. 17 - 18 ) ; a
hipbtese S constante , € verificada quando M ng campacta { veja prova do
: cbmléfio 3.1) . O"fatb de estarmos interessados em subvériedades que nao )
sejam totalmente geoddsicas ( pois H nio mulo implica M ' nfo totalmen -
te gexdasica ) , & porgue estas ja _séioh soluctes imediatas . |

O presente trabalho consta-de 3 capitulos e o contelido de cada um deles &
o seguini:e H |
cAplTULo r .- SUBVART EDADES DE UMA VARIEDADE RIEMANNIANA. .

Nesse capitﬁlc_) foram colocadas as nog:c")es prelminares e notacoes , cam
as equacoes locals para uma subvariedade que ser@o utilizadas nos capitulos
sequintes . Tudo isto & feito pelo método do referencial ndvel . Nos referi
mos também para esse capitulo a [ 6 ] Pag. 62 .

CAPITULO II.=~ DESIGUALDADES INTEGRAIS.
No capitulo IT obtemos primeiro , o laplaciano de uma subvariedade M n

com vetor curvatura média paralelo , de uma variedade riemanniana M n+p( c )
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de curvatura seccional constante ¢ , veja proposicao 2.1 . Utilizando esse
laplaciano , obtem—se uma desigualdade integral que chamamos de desigualda -
de tipo Simons ( Teorema 2.1 ) . Como consequéncia dessa desiqualdade , se -
gue o corolario 2.1 , que motiva o problema proposto .
CAPITULO IIT .- SUBVARIEDADES COM VETOR CURVATURA MEDIA PARALE’LO

Esse capitulo contém os resultados do trabalho . Primeiro , obtemos dois
lema : lema 3.1 e lema 3.2 , que conjuntarente cam o lema 3.3 e 1ema 3.4_ res
pect:l.vamente , nos permitem obter os resultados . Estabelecemos os resulta -
dos em forma global , supondo que M 1 seja completa , porém esses resulta=
dos sao essencialmente de natureza local .

Antes de apresentar cada resultado , damos exenplos de subwariedades que
verificam as hipoteses do problema .

+1

Se x= (x ,...., x-n+]. ) & um elemento de R 7, consideremos a fami -

lia de hipersuperficies :

ml o, 2 | 2 2
/x5 cotER =T }

onde r>0 e 1<k¢€n-1 (vejatanbén pag. 29 ) . Para :

Sk(r)an-k'#{xeR

a) .- k=n, _Sn(r)x_Ro.émesfera Sn(r)'.

b) .~ 1€k<€nl , S k( r)x ank chamaremos de hipersuperficte t1 -

po eilindro .
A segqunda forma fundamental H 4 Gessa familia de hipersuperficies tem
autova valores 1 / r de miltiplicidade k e 0 de multiplicidade n-k

( veja prova do teorema 3.1 )} . Para essa familia de hipersuperficies te -

ms : YHi =s=k/r e S =Uq =k2/r4.



O primeiro resultado que cbtemos & o sequinte @
Teorema 3.1 .~ Seja M N ma subvariedade de um espago euclidiano R ntp ’
com vetor curvatura média paralelo nao nulo tal que S & constante e a con
dicSo ( * ) & verificada . Se M " 2 completa , entdo M ™ & uma hipersu -
perflcie que pode sexr uma esfera 8 T ryouum produto S‘k( r)xR n-k '
1 &k €$n-l . Exceto parak =1, a imersdo & un merqutho .

Como consequéncia desse teorema , Segue o
Corolario 3.1 .~ Se M " & uma hipersuperficie compacta de R ntl , oom ve-
tor curvatura média paralelo nao nulo tal que a condigao { * ) & verificada,
entio M & uma esfera S ™(r ) e a imersio & um mergulho .

Quando p=1 , o teorem 3.1 , foi obtido também por Nomizu e Smyth em
[ 11 ] , substituindo a condicio ( * )} pelo fato de M D ter curvatura sec
.cional K 0. Porém , essa hipdtese & diferente da nossa , conforme obsex '
vagas ‘6 . Nosso método utilizado , & um complemento ao de Nomizu e Smyth ,
pois pelo teorema 3.2 , obtemos conclusces sobre hipersuperficies de curva =
tura seccional negativa ( veja também cobservagzo 7 ) .

Agora , se X = (x-l, . v e 'xn+l') e y = (yl,}. . . ’Yn+l)

sao dois elementos de R L , definimos o seguinte produto intermno ( que

nao .é positivo definido )
(Xry.)=XlYl+‘ o '+xnyn - xn+lyn+l

que chamamos de metrica de Lorentz de R o+l veja também pag. 42 ) . A

variedade riemanniana campleta { na metrica induzida )} , de curvatura seccio

nal constante igual a c=-l/62,edefinidamr:



n+l 2 2 2 _ _ =2
/ X toout X X = = C 'xm-170}

n,; ~ =

onde ¢ > 0 , chamaros de espago hiperbolico . Vamos supor ¢ = 1 , ent20 @
. o+ !

a) .~% x=(x 17 e v e X s X } e H X l( 1 )., definimos a

hipersuperficie " flat *

Fné{ernﬂ‘(l)/'x }

n+2 - il

que chamamos de horoesfera ( parabola ) . A segunda forma fundamental H nil

dessa hipersuperficie , tem auto valores iqual a 1 de multiplicidade n

{ veja pag. 47 )} . Para essa hipersuperficie temos :

JHl= 8 = n e 52 + ns = wah? + 0y = 21 ?

b)) m8e x= (X4 000y Xy r®¥gyp 0o e 1 Xy ). é um elewen -
to de H n-!-J.( 1) , consideremos a familia de hipersuperficies :

2 2}

2 _
+..¢+X](+l'_r

onde r >0 e OékSn(vejatanﬂaénpég..-‘-l?) . Entao , para

Sk(r)an_k-( l+r2)='{XEHn+l(r)/xl

bl) .~ k=n :- Sk_(r ) x H @ chamamos de esfera geodésica ( elipse ) .
b2) ~ k=0, uma componente de So(r)an(J;Hrz) chamanbs

de hipersuperficie equidistante { hiperbola ) .

bs)w lsksnl , s¥(r) xu"K (|/l+r2 ) chamamos de hipersu -
perficie tipo etlindro .

A segunda forma fundamental H Akl dessa familia de hipersuperficies tem
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auto valores  l+r 2 / r de multiplicidade k e r / ¥V l4r 2 de multpi -
plicidade n-k ( veja prova do teorema 3.2 } ., para essa familia de hiper -

superficies , temos ¢
\1Hil=kfl+r2/r + {(n-k)zx/V 1+r 2

S =k(].+r2)/r2 + (n-k)rz/(lﬁ:z)

s®+ns= \1}11\2+cq=k2(1+r2)'/r4+2k(n_—k)

+(n-%)2r%/ (14 ?)24nk(14r2)/r2

+n(n-k)r2/(l-i-r2)

0 segundo resultado que obtewos € o seguinte
Teorema 3.2 .~ Seja M T uma subvariedade de um espaco hiperbdlico H ntl ('l) ’
com vetor curvatura média paralelo nzo nulo tal que S & constante e a cop
| dicao ( * ') & verificada . Se M n & carpleta , entdio M T 2 .uma hipérsu -
perficie que poder ser uma horoesfera on;. umal esfera geodesica ou uma hiper -
superficie equidistante ou um produto S k( r)xH n-k ( Y 1t 2 ) I
1<k<$nl .Excetopara k=1, a imersio & un merguiho .

Como c:onséquéncia desse téorana , Seque o ¢ '_

n-l-l(l) ,

Coro.ZE_iria 3.3 .-8 M 8 uma hipersuperficie ccmpacta de H
oo vetor curvatura média paralelo nao nulo tal que a condigao {*) &wve -

rificada , entdo M 1 & uma esfera geodésica e a imersio & um merqulho .



CAPITULO T
SUBVARIEDADES DE UMA VARTEDADE RIEMANIANA

Doravante, indicaremeos por M M e ™ *P quas variedades riemanianas
( conexas ) de classe C © e dimensCes n e n + p , respectivamente, Dire -

. . + o . ~ e,
mos que uma imersdo £t M P> H TP 3 uma imersdo isomdtrica se

<?,w>q = < df (v} ,df(w)>f(q)

para todo q de M m e todo par de vetores tangentes v, w de Tq

M™ . En
outras palabras, £ & umna imersao isometrica se a metrica induzida coincide
com a métrica original. Se além disso, f for um difeomorfismo injetor de
M sobre £( M D) £ & chamada w mergulhio de M ™ em f ™ +.P.

‘Quando £ : MR @R FP sejei uma imers3o isomdtrica, diremos que M P &
ama subvariedade de ™" P Mo casode p=1, direos que M * & um

hipersuperficie de {7 1l

1.~ BQUAGOES LOCAIS PARA UMA SUBVARIEDADE =~

Seja £: ML ®D T P yma imersio isomdtrica. Dado ponto g de M N, es

_colhereﬂp's' ma vizinhanga U M n'de_ q de tal modo que f restrita a U seja-
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injetora. Seja Vv < § N+ P um vizinhanca de flq) tal que V 2 £(U) e que

em V seja possivel definir um referencial adaptado e 17+ ®n4p tal

que, restritos a f£(U), os vetores e ] reevr © sao tangentes a £(U).

n+p
Convencionaremos nao em tanto( como para as equagoes locais em V ), dizen

do que escolhemos um referencial adaptadoc @ § ,essr € n+p de P TP 1

que, restritos a M ™ ( £(U) ¥, os vetores e 1 reeer © 4 sejam tangentes

am®,

Usaremmos a seguinte convengao de Indices:

1<A,B,Cs vee » $N+P
- l é i(jrkf LN r ‘g n
n+1<€e,8,Y 4o ,<0n+pP

n+p

Can respelto ao referencial . Seja W l‘,..., w

e s ®hyp
as formas duais. Entio as equactes de estrutura de fi * TP ( veja tambm

[ 6 lpags. 61 = 62 } s3o dadas por

dmA—-zm’gnu'B
B
{1.1) .

A , B _
wB+wA' 0

_ . A ' A
dw = Zc:mCAwB + <I=B

ALl s oA  C, D I
=% T K w - Aw : (1.2)
B 26,13 BC_D : : o _
A ' A
Kpecp ¥ ¥gpe = o0
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Quando restringimos estas formas a Mn, temos

w® = 0 (1.3)

(1.4)

Das equagdes de estrutura de ft © *P | obtemos entdo as equagces de estru-

1:urapax‘alibin , dadas por

dmi=-;m§: A wd o, m%‘—hmgzg | (1.5)
- j _ :
dm:.Lﬂ—Z.wiAw 4 ﬂi

] X k 3

) (1.6)

i1 i Kk F

.= T R W A w

3 2k,£ jlk2,

Rj:kzm I 4 sth%nR% -n®*n%) (1.7)
3 Jk o ik e T M ok .
dmg=-§w";;\m8+ng

a0 _ 1 o ) S 4

RB-—ZkEzREkR'm A w (1.8)

F

R =x°@ +z(h“h8—h°‘h5) (1.9)
e Bk 4 i ik i T it ik B
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A conexdo riemaniana de M ™ & definida por ( w ;‘ ). As formas w % definem

a conexdo V* no fibrado normal da imersfio ( para a definigio de v , ve

ja a continuacdo ).

2.~ A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL E VETOR CURVATURA MEDIA PAEALELO DE

UMA SUBVARIEDADE

Seja M D ma subvariedade de uma variedade riemaniana f ° +tP . Chamare-

mos
B = T h‘;._‘..wlm:’ e,
C‘-rifj J

a sequnda forma fundamental da subvariedade M e

de vetor curvature media da subvariedade M n

&

. - — . . ’ . . -+ -
Se denotamos por V  a conexdo riemaniana da variedade M n res2Ve

wa secgdo do fibrado normal N(M) da imersdo, entao para todo X de Tq M

temos
Vv = V.,V + VLV
xV = VxV *t Vyg
onde V % V e V'LX V denotam a camponente tangencial e normal, respectiva-
mente. Chamaremos V+ a conexfio sdbre o fibrado novmal N(M) -

+ "
NT P cam vetor curvatura média

paralelo , se V % H @& tangente & subvariedade, isto & , se '\?";( H = 0 para

q d

Diremog que M © & uma subvariedade de fi
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todo vetor tangente Xq de Tq M e todo elemento qde M n

Observacao l.— Tendo presente que

X<H,H> = 2<v‘XH',H>
seque
a ).~ H paralelo implica que {Hli € constante
b))~ SeH # 0, H& paralelo se e somente se WHf & constante e n: e

WELH
& paralelo
¢ ).~ Se M N2 uma hipersuperficie , entdo H & paralelo se e somente se

WHI € constante,
o

Tanemos a derivada exterior de (1.4) e definimos h 13k por
}Ehgjkwk.z dhgj—ﬁhgﬂwg ﬁhgami"“ﬁh%‘”g (1.10)
Temos entdo
Jk(hgjk+%ngkj‘“jA“’k'“‘0 | (1.11)
hix = B g - Kikn = ."_ Kige | (1.12)

Tomemos agora a derivada exterior de (L.10) e definirmos h ci!jka, por

o % _ o o L o L
ﬁhijm“’ =dh j5 "ihﬁjk‘_”i ;?: higkf"j
_ o 2 B o

Ehijﬂ,mk +é} hijka | (1.13)



Temos portanto

o _ 1 o m ;. o ™
g (Bagke ~ 3ZBgm Raxy 7 5 F By Ry
m m
1 8 o k & _
+ 5 g h i3 R gk w T Aw” 0

a _ . 0 _ o o m o m
Byske “Bigex T2 BBk t LBy Rike
- B8 o
5 i3 R opke

Para o significado de h gjk e h'¢ , veja (61 Pig. 62 .

ijkge

{1.14)

(1.15)



CAPITULO IT
DESTGUALDADES INTEGRAIS

1.~ O LAPLACIANG DA SEGUIDA FORMA FUNDAMENTAL

Seja M N \ma subvariedade isométricamente imersa numa variedade riema-

niana ﬁn+p(c) , de curvatura constante ¢ ., Intao

A L s -
Kpep = € (8508 po 8 ap & po ) (2.1)

0 laplaciane da sequnda forma fundamental h (:;j serd por definicio

o a _
Ah 1j = ]E h 13kk | . (2.2)

Lema 2,1.~ Seja M 7 uma subvariedade de M n p_, con vetor curvatura

media paralelo . Entdo

o _ . . . :

i h i = 0 i Vo e ¥ J _ (2.3)
o _ . .

E_h 11k = 0 : Yo e V 3.k (2.4)

PPO’UCI.-
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Seja e ,um referencial ortonormal do fibrado normal N{M) tal que
H = WH{l e para algim o , Entdo da definigdo de H , obtemos
T(L hb )e = tHY e
B i ii [0 4]
Seque entao
ThP =0 s B # o e . . (2.5)
i it ! ' ”
a — A
Eh 4 = h para B = o .(2.6)
cnde h = {{HIl

De (1.10) tendo présente (2.6) , cbtemog para o =8

ifkl_‘(;ik“’k =_d(Ehgil)'"-iih?z.'w.j%"i’fih%i“i
+i§ﬁ'hglw%
= dh - ‘2122h%2wi’
= dh - 2152}1‘;‘2'(&%;-@’;):@}1
Ccmo H & paralélo entao h = L H Ii & constante e portanto temos
zh“.mk = 0 ; para a:f;

19 ik



L hy =0 o = B 12.7)

Novamente de (1.10) para B # o e tendo presente (2.5) segue

B k _ 8 - B 2 i o B
B Pak® s T d(Fhy ) 2P leyreg)ting e,
" a B
Hl?ahﬁ-lm“
B |
= h‘”a (2.8)

Coo H & paralelo entdo pela ol_aservagéo 1 parte b , segue que ey ._“%-“

& paralelo e portanto w'g = 0 , pois -UJE(X) E<VJ;<e'a, eg”

para todo X de 'I‘an { veja [?] Pag. 38 ) .Logoobtetms

Tnb =0 se 8 # o | (2.9)

De (2.7) e (2,9) segue a parte (_2.3) do lema,

Para verificar {(2.4) de (_1.13)_ e tendo pr_es'ente (2.3} , obteaos
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k o o k o k
I(zh?. =d(fh%,) - % Lo - he . w?’
k ( i iijk ) w ( n h iij ) 1,k h kia i i?k ikj “i
k B o
-2 h¥% wi + nP.uw
1,k iik ™ 4 1,8 iij R
k
= - 2 L ho.w
ik ki
= - o k -1 -
Seque portanto (2.4) .
Observagao & .~ O leawa 2.4 tambdn & vAlido no casoc de H = 0 . Pois da
definicdo de H
a
Fhy; =0
Agora, utilizando (1.10) seque que i h gij = 0 e novamente aplicando
. . a -M
Para cada a , seja H o a matriz simStrica (h ?j ), e seja
= . n%nf - S (2.10)

5o B i, 17413

Entfio a matriz - (S ,5) de (pxp) & simdtrica , logo existe uma’
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base ortonormal € 4l e ’en+p quediagonaliza.(saﬂ) , entao

saja

(2.11)

Denotemos por S o gquadrado do cawprimente da segunda forma fundamental;

isto &
{2.12}

BEn geral , para uma matriz A=(aij) denotemos por N (A} o quadra=

do da normade A , isto @&
N(a) = tr(ata) =% (a..)
L ' i 5 1] ]

Proposigao 2.3 .- Beja M n una subvariedade com vetor curvatura média
paralelo de uma variedade riemaniana & +tp { ¢ ) de curvatura seccional
constante ¢ : Entfo

) N . ’ . R ' . 2
- he An% =- % N(H H,-H,H -28°% + s
a,i,j 13 ij o, B ( o B B a_)_. . e ne
e
- H + a :
c fHE® q



onde

& un invariante intrinsico
Provg .=~

Vejamos primeiro que o q & um invariante intrinsico . Com efeito , se~

Ja ey, ... 'En+p um outro referencial . Ent2o

4
o
gt
o
]

chmamatrizeé-demdanéadebase P = (a‘ij) e P = (bay)

s30 ortogonais , segue que
T <B(HZ(®.),&,),H>
< <BUHz (85 0) .24,

T a..a..b b .<B(H
S0, Y, B,d,d 1] lk CW aB -

YHB (é.j),.ek.)' f'}II>

v By CakOyp P lHgHgle ) ey H

= I <B(H_ (ey),e ), H>

\& )
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Agora de [ 1 ] Pag. 239 equagio 3.8 , obtemos

I h i‘ Ah ;‘
arifj J J

H )-g58?2 2

=~ L N(H H
o

a,B

8 +ncS-§c(trHa)

. _ o o .
+ I (trHB)tr(HGHBHa)+ z 'h"hﬁkij (2.14)

o a,igk
Por (2.4) do lema (2.1) , obtamos
o o _ _ _

Glrifjrk
Tendo presente a definicido de H e a simetriade. B e , denotando

= H H '(e_i) ; tem-se

o
Ha(ei) a

I cltrH )% =cyun? L (2.18)
a . .

9 . '
_(E(B_(Ha(ei)'ei)’H),.

_ B I - I 2 I.
= I (trHB)."‘(B_(ei'H_a(ei))_'eB'>

= I (trHg) e (HoH B )

‘ 0:‘2,:8 (trHB)tr(HaHBH_a') '(,-lﬂ

Ievando (2.15) , (2,16} e (2.17) para {2.14) obteamos a proposicao .
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2.~ DESIGUALDADE TIPO SIMONS

Temos o sequinte lema algébrico
Lema 2.2 ( Chern , Do Carmo e Kobayashi ; ver { 6] Pag, 64 , lema 1 ).
Sejam A e B duas matrizes simétricas de n xn . Entdo :

a).- N(AB-BA)g 2 N{(A)N(B)

b).- Se A#0 , B # 0 entdo N(AB-.»-BA.)%ZN('A).N(B‘)

se e somente se A e B podem ser transformadas simultaneamen—

te por uma matriz ortogonal coamo miltiplos escalares de A e B,

respectivamente , onde

bt O
o
o
pee
o
]

¢ ) .~ Além disso , seAy , A, , B, sao matrizes simétricas de
nxn, ese.

_N'(Aa-AB—'ABAa)=2_N(AaI)N(AB) y1&a Bg3

entao pelo menos uma das matrizes A - & nula .

Aplicando o lema 2.2 a (2.13) , obtemos
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-z n% an%
a,i,]) +J _iJ
2 2
€2 X N(HG)N(HB)—!-ZS - nceS+cliHIl T~ ¢
aFB ' o @ e
P 2 2
= I S o S 8 + I 8§ e - D€ S + chHl“ =0 q {2.18)
R a _
= (%8 )2+2ZS 45 —ncS—I;U
a O a<g & B q

il

(po;)% + plp-1)o, - ncs + clu)® ~

q
cnde
POq gsa s . 2, g 5 DLEBS&S8 (2.19)
Além podemos verificar que
2 _ 2
p - (p 1) (o] c 5 )
L 2 - '
=" ¥ (8 - 5 _) > 0 (2.20)

-Iogo de {2.12) é (2.14) , seque
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£p 012_ + p{(p-1)o, - ncS + ciENZ - T g

=p(2p-—l)o’§ - pl{p=1) (Ui - 02) - necs

+ clHU? - o

q

<p(2p—l)0§ - ncS + c:IlHil2 - Uq

2—ncS+ctlHH2 -Uq {(2.21)

I

1
(2 p)S

De agora em .diant.;e {fazms éupor que M E.s'a' uma subvaiiedadé de ARTP
sem bordo
Teorema 2.4 .- Seja M7 uma subvariedade copacta , orientada , cam vetor
curvatur'i nédia paralelo , de uma variedade riemaniana . pntpe {c)

de curvatura seccional constante ¢ . Entdo

2 2

-nec8+cyyHll

S

M&{(2-%)s —aq}dv;o- ujm

onde d V dencta o elemento de volumen de MT . Chamaremos ( 2.22)
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de destqualdade tipo simons .

Prova .-

Seque de (2.21} e do sequinte lema
Lema 2.3 .~ Seja M N yma subvariedade campacta , orientada de uma varie~

dade riemaniana M2t P | Entdo

o o )
f ( I h ah..)de-f Y (h%. )“%dveo
M n G-ri:j 1] 1 M n Otrirj ik
Prova do lemg 2.3 .~
Temos que
1 o | 2
560 2 (ag )
c,1,]
= I (nfp0 e+ I onfang (2.23)
@i,k o,i,3

integrandoc (2.17) scbre M e aplicando o teorema de Stokes' ao lado es—
@erdo ‘ -segue que est_e. e nulo e portanto a integral do lado direito tarn-
bém & nulo , logo obtamos o lema . |

.C’orolério 2.1 .~ Seja M N ma subwariedade campacta , orientada , com
_vetbr curvatura media paralelo de uma variedade riemaniana # n+ P () de

curvatura seccicnal constante ¢ . Se
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(2 = ) S +cl\HIi2<ncS+a

el o)

sobre todo M T . Entfo

2

(2 - )} S +c[,[Hﬂ2 neS + ¢

O

stbre todo M T .

Corolario 2.2 { Simons J. , veja [6] Pag. 66 ) . Seja M N ma subva-
riedade minima , compacta e orientada , de uma variedade riemaniana

2+ P (¢) de curvatura seccional constante ¢ . Se M ndo & total-
mntegeodés—ca.e gse (2-% ) S<nc s6br¢todo Mn', entdo

S z“.nc_-/_ (2—%) sobre todo Mo,

Observagdo 3 .~ H nBo nulo implica S > 0 , isto @, M ndo pode ser
totalmente geodésica .
Observagao 4 .~ Bm [1] Pig. 241 , Teorama 3.1 , os autores apresentam uma

expressao wals geral que a desigualdade (2.22) .

Suporhamos agoraque § = & (h gj y 2 8 constante sSbre M n
T :
(M™ nfo necessiriamente compacta ) , tamos de (2.17)
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2 a a
0 = r (h¥ )y + I nh®* aAn%
anigk B ai,g WM

Combinando esta igualdade com (2.15) , seque que

(2 - %)Sz - ne$ + cilHIlz - aq
> a,i,‘j,k(hgjk) 2
Podemos portanto concluir que se
(2 - 2)s? + chun? = ncs + o,
" sébre‘ﬁodo uh entEio h?jk;o , logo c'i§ (1.13) Ihgjki=0v1,j,k,2

o] _ C -,oz_ o B
Em particular temos hij]{k = 0 eportdnto &hijpﬁhijkk =

porténto'ambos lados de (2.21) sfo nulos . Seque entZo que todas as desi-

gualdades em. (2.18) , (2.20) e (2.21) s3o igualdades . Por outro lado , ten

do obtido (2.18) de (2.13) utilizando a desigualdade ‘

N{(H H -~ H Ha) 52N(HG)N(H )

B
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deveros ter

N(HaHB—HBHa)=2N(HG)N(HB) (2.24)
De (2.20) obtaros

2 2 o '

P (p - 1) (o] —0,) =0 (2.25)



CPITYLO IIT
SUBVARIEDADES COM VETOR CURVATURA MEDTA PARALELO

De agora em diante vemos supor que M ™ & uma subvariedade de uma varie

dade riemaniana AR VP

, com vetor curvatura médj:a ndo milo e , portanto
S>0 ,‘ is;;o & , M " nio & totalmente geoddsica .

Seja M uma hipersuperficie de uma variedade riemaniana pgrti (¢
de curvatura seccionél' constante ¢ , e chamemos

' - n+l
By = Biy

Podenns' escolher um referencial e l. re e e @ tal que
.h_ij' = 0 , i # .j
e seja : ' o L ' (3.1)
hl .= h-ii'
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Tamos entao © sequinte lema
Lema 3.4 .~ Se M" & um hipersuperficie de uma variedade riemaniana
Mn+1_ (¢ ) ; com vetor curvatura média paralelo ndo nulo , tal que S &

constante e a cordicao

s? 4+ cpl? = ncS + o | (3.2)

q .

& verificada . Entao , apds de escolher convenientemente os elementos da

termos ¢

baseel,...,en,

iyO_ hl= . . =hn=d)nstante
ou
ii) .~ hi ="'."‘=hk = ) = constante
o )  (l1<k<n)
A 4+ ¢ = 0
.i' : ) ) £ 2 z 2 2
-wj.= 0 para l=i=k ', k+1=3j=n
Prova .-

 Pela parte'f:i-nal do Capitulo IT , ja sabams que do fato de S constap_

te e a-'mndig'abo (3.2) , obtemse que h J:.jk‘ = 0 . Entdopara-j = i . de
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{1.10) e tendo presente (3.1) , obtemos

O que prova que hi y 1 = 1,2', R ¢! éoonstante.hgoraescx)__

segue a

Ihendo convenientemente os elementos da base e 17

parte(i)dolma.&:éeissonﬁoaoontece,istoé,.se hia{hj-

ento _w;‘ = 0 . Comefeito, dofatode hy =.0 , de (1.10)

gl

obtemr-se

Iogo por ser h ; # hj.ségueqtie w?j’ = 0 . Enta0 pela sequnda parte

de (1.2) e por (2.1) , temos :
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i k _ i n+ 1l i 3
wkﬂwj wn.-l-lhmj 4+ cw™ Aw

A primeira soma desta eguacao € nulo , pois wi # 0 e w]; # 0 im~

plicariam hi=hk=hj , oontrariando nossa hipdtese de hi#hj.

Portanto temos

i
_ k I i j
_kff,hmhjgm Aw " +cuw A w
=hihjwifij+cwihwj

c(h.h. 4+ crotred
—(hihj + cYwuw  Aw

‘Segue entao que coro hi#-hj temos hihj + c o= ¢ . .Seja

X = h 1 e escolhendo convenientemente og elementos da base

el,...,en,tanos hl=.'..=hk=}\ e )\#hjp;ema.ji'k+l



- 25 -

cbtemr—se h h =—§ . Sejaentio y =~

k + 1= sren n

=10
-
{

portanto seque a parte ( ii ) do lema

Observagdo § .— Se €170 r€ émﬁbaseortonormaldeTan

taloque H L, e ---?\i e; 5 1¥i%<n , por [11] pPigs, 372 -

i i

373 vemos que

2 2 2
- - H ‘ + 1] = z A . el A. x a
ncS8-8 c | HY q 145 (Ay 5 ) °K 15
onde K i3 e a curvatura Seccional dos planos gerados por e i £ e ; P

ra i#Jj.
" Lema 3.2 .- Sej.a M ™ uma subvariedade de uma variedade riemaniana
R S ) ; com vetor curvatura media paralelo ndo milo , tal. que S @&

constante e a condigao
1 2 2. : .-
- & + I = + 0 . 3.3
{2 p}s. | _c\\l_ﬂ necs q | (3.3)

& verificada « Se p = 2 , entio ndo existem tais subvariedades .
"Provg .-
Cro p = 2 entdo de (2.25) obtem-ca

2

0] = 9,4 ' (3.4)
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Ja sabemos por (2.18) e pela parte (¢ } do 1e:ma 2.2 , que nao maxi-
mo duas das matrizes .Hu rea=n+l, ... ,n+p s?'aodif_erentesde
zero . Afimmamos que exatamente duas das matrizes H sao diferentes de
zero . Com efeito , suponhamos que somente- H " seja diferente de zero,

teros entao de (2.13)

o que contradiz (3.4) . Portanto utilizando a parte (b) do lema 2.2 , pode

oS supor que

0 1
: 0]
- 3 1 0
Hn+l -
O O
{3.5)
1. 0
. O
f=3 0 ""l -
Hn-!-2 H
Q O
H = 0 ., a>n+ 3
¥ . .

onde ),y sdao nao nulos Portanto de (1.4). obtem-se : =
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n+l 2 +1 1 + 1

w7 =X w ,wg =AW ,m’i‘ =0,4i=3,...,n
mn+2Huml,mn+2——um2 , w*t2-0 4=3,...,n
1 2 i

mg E{) para. a$n+3’...’n+p 'j_-_=l'o'¢'n

Por cutro lado , do fato de 8 ser constante e da condigao (3.3) ja sabe-

mos que h gjk = 0, entdo por (1.10) obtemos

‘a N B o

d A =‘-dhl2
_.omn+l n+1l k B n+1l
=lhy oy tihy oy Ehio®g
=_0

Portanto A & constante . An3logamente de (3.6) , para’ o = n+2 e
1 = j segue que U & constante .
De__-(3._£'>)_obtém;_>s que t‘an+_1 = tan-;-_-z =0 '._j_ogo H =0

0 que & uma contradi¢do e portanto segue O lema .
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1l .- SUBVARIEDADES DE UM ESPA{C EUCLIDIANO COM VETOR CURVATURA
MEDIA PARALELO
Nosso objetivo agora & , determinar todas as subvariedades ( conexas )

n

M ™ do espago euclidiano R™ ¥ P oam vetor curvatura média paralelo ndo

nulo , tal que S & constante e a condigac
1, g2.
(2 - 2) 82=0 3.7

é verificada . Antes de apresentar nosso primeiro resultado , daremos
exemplos de tais subvariedades .

Seja

k+1

‘-Sk(i:)é{x-"-(_xl,... .',“xkﬂ_l)eR /<x;x>1=r2}
e denotando por f,>2.amétrlicainduzi_.dade rE-k+1l g
Rn_.-k , idéntificarms Rn.+2 = Rk.'*'l.x' Rﬁ-k+l com métri,
i;‘.aproduto
<'>=<'_>1+<'>.2
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X : sX(ryxrn-k pRtl _ pn+2
definidopor X (x,vy) = x + y . Entdo sk (r)yxrn~k
& ura hipersuperficie iscmtricamente imersa em RO 7 1
Sex={xl,..'.,xn+l)éumelanento de Rn+l,em
sistema de coordenadas Sk'(r)an-k 2 definido de segquinte mo -
do
= K n4l , .2 L2 2,

onde r>0 e 1gk<n .
Bquivalentemente, esta familia de hipersuperficies dadas por (3.8) , po
de ser definida do seguinte modo :

sk (ryxr® X¥-gxernt?

{ veja Fig. 1)
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'I_'ams-mtéio para :

.a),.—k='.n,Sn(_r)xRo'émnaesferia Sn(r).

b).- lgksgn-1, sF(ryxpr®™kK chamarenos de hipersupenfi-
ete tipo eilindro . |

A sequnda forma fundamental H n+ 1 desta familia de hipersuperficies

tem autovalores 1/r de maltiplicidade k e 0 de maltiplicidade n -k .
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( veja Prova do Teorema 3.1 ) . Esta familia de hipersuperficies verifica

as hipoteses de nosso problema ; pois temos \\H'.\=S=k/r2 e

2 2 4
S =g = k r .
q /

Podemos agora enunciar nosso primeiro resultado , que & o seguinte teo—
rema .
; . n s 33 n+p
Teorema 3.1 .— Seja M umna subvariedade de um espaco euclidiano R
com vetor curvatura média paralelo nao nulo tal que S & constante e a
condicio (3.7) & verificada. Se M7 & completa , entdo M " & uma

hipersuperficie que pode ser uma esfera S” (r ) ou um produto

k

Sk(r)an_ ' 1¢k€$n-1 . Exceto para k = 1 a':i.rnefsé'xoé

ummerglﬂm.

Para provar este teorema , necesitamos Go sequinte lema

Lema 8 . -8 ..~ Seja M N wna hipersuperficie de um espago euclidiano
Rn"'.l , com vetor Mturanédia paral-elon?'ao'nulo.téique S- & cons. -
tante e a condigio 3.7) & ‘Verifice_lda . mtéioM 1 & parte de uma esfera
'Sn_(.r ) Oué,localmentet_x.mprodﬁto.rie;uahi_ano Mn5U=M_lxM2 oy de '
espagos M.l e M, de curvatura Qonst;ant;e , Qim M =k 21 e |

d:i.mM_2=n—_k->/'l . No Qiltimo caso , cam respeito a um referencial
. adaptado',_asformsdeconexao (wg}de_anfl,_restritlas a Mln;,

AJ'



& dada por

mi...m]l; -;Jtml
s & a 0 -
m}]f ..w}]: ~rwk
k1l k+1
‘”k+1:::“"n 0 (3.9}
o) *
w D ..'mn I(..‘t
k+1 n
awl. . B 0o ... 0 0
onde A = ]% e h = Wil

4.

Prova do lema 3 . 3
Pelaparte (i ) do lema 3 . 1 , tenos que i\iné_partedemaesfera-
n

s™(r) , pois hy=...=h =constanten50nula;ou_seocorr_é

(il )} do lema 3.1 , chamando A‘=Hn+l ,defirmrosasdistribuigﬁes

q

'T_l'(q)='{'xe"rqﬂn/ Ax=1x}
e .
12 (g)={xeT M"/ Ax=0x}

de QimensBes %k e n -k , respectivamente . Ambas s30 diferencifveis e -

oL

-
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integraveis . Seque por [ 9 ] Vol. I Pag. 182 , que cada ponto de M N tem

uma vizinhanca U que & o produto riemaniano M,xM,, onde M M

1882

sao variedades integrais de T len? s respectivamente . Tendo presente

(1.7) obtem-se que as curvaturas seccionais de M 1 e M, 830 dadas por

i .2 _ .
Rdpy =32 (5 60004, 0500 1 L tamacn
RY o (8. 8. -8. 6. ) K+l < i,9,m% < n
i im j,?. it jm r S Ledelllyn

Portanto , se k » 2 ( respectivamente n - k » 2 ) entdo M, { respec -
?:ivamente M, ) & um espaco de curvatura constante 2 4 reSpecl-;ivanén-
te 0) .Se k=1 (respectivamente n -k =1) , entdo a decorposigio
pxodufo ainda & valido pero a curvatura seccional nEo esta definida ‘.

Camo o vetor curvatura mddia H & paralelo , entdo

& constante , . logo
h = kX + {n=-k})0
_Seguemrtantbque."l--_ ]r-{l e tendopresent;,e'aﬁlti_ma.partede’(ii)

& lema 3,1 ' vérﬁs,que ccxﬁ_ respeito a um referencial adaptadb ,. as .

-
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1

formas de conexio (mg)de rD7 ,restritasaMn,édadapor (3.9}).

Prova do Teorema 3.1 =

Suponhamos primeiro que M n seja simplesmente conexa e denotanos por
¢ : M+ R TP 3 imersio isomitrica . Se MP & campletae p=1 ,
peJolana3.3seguequeMn & uma esfera s ° (r)_.Agoraccxrp M? &
campleta , por [ 9] vel. I'Pég. 176_,Teorema'4.6,obten—se que
8 :M%+8 (M) (=8 (r)) & uma aplicagio de recobrimento . Co~
m ¢ (MT) & simplesmente conexa , seque que ¢ & um mergulho .

Pelo lema 3,3 , sabemos tambam que M ! & localmente um produto riema -

niano U=M 1 ¥ M 2 de espacos de curvatura constante . Provaremos agora

que'UéigualaLmébertodopmdutoriemaniano Sk{r-)}{Rn_k ¢

-

l1$k&n-1; logo por ser M campleta segue que ¢ (M?) & o

produto riemaniano sk (r_)an_k.

~ Para verificar que M N & Jocalmente iqual a um aberto do produto rie

maniano Sk.(r')an-k_,‘ procedenos do seguinte modo . Considere =
- e . o k n-k n+l . L
as hipersuperficies 8 “.(r ) xR de R definidas por (b ).

e , provaremos que as formas de conex3o de Rn+l

, restritas a um aber
tode X () xR™®™¥, s3 dadas por (3.9) .

Por um lado , temos que a sequnda forma fundamental de S X@E)x r " ~ K



tem um autovalor A de multiplicidade k e um autovalor p de mltiplicida~

den—k,,etanbénlu=0.PoroutroladoSk(respecl:ivamenteRnﬂk)
2

tem curvatura seccional constante A 2 ( respectivamente 1'° ) o que &
iqual a 1/r2(respecl:ivamente0)'eportanbo
A2=l/r2 , 112=-0
Dacqui sem perda de generalidade podemos supor
A =1/x p B =0 (3.10)
Além
kA=h { onde h=0HN) L L {3.11)
De (3.10) e (3.11) , cbtemos
.k -
r.,=h (3.12)
Portanto Sk(ro)an-‘k & uma hipersuperficie de R® T 1 . que
verifica as hJ.pz'Steses de nosso problema .
o g _ : L . k+1
Agora , seja r _ f =x,f-l,_. . . 'fk um referencial de R

& Q

- tal que foémrrriala' Sk(ré) e,.¢-'?;¢1:'.- -.'.-:¢k, o
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referencial dual . Para R 7 X em R KL , escolhemos um referen -

- k -
cj'alfk—i-l""’frri-l tal que fn+l &dnormal a R™ e , seja
¢k+1:---r¢n+1 o dual . Seja (¢g)r A,B=0,1,...,ntl

nt2

as formas de conexao para R com respeito ao referencial dual ( ¢ Ay

A=0,1, ..., 0ntl . Entao restringindo (¢A) a um aberto do

produto Sk(ro.)an—k ; temos
6 © _ ¢n+1= 9
ey =-el o= Lot a=1, .0,k
(3.13)
¢IJT"1 =_¢§1‘+1= 0¢J r j=k+1;-..'n
A n C OAR=0,1, ...,k

= k'{'l; se e ;n'l'l

Seja eo'el.""v"én'-l-l novo referencial de Rn+2'tal,que
€5 = foa
ei = fi ] i=l'.rc.’n
€1 T fo .
n+l e . ikl
Portanto e e . e e tangente a R e
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normal a Sk(ro)an"k .
seda ©w®, ..., ™ o campo referencial dual de e®,..., e ™!
Entao
w © - ¢n+1
wl = ¢t ., i=1,2,....,n (3.14)
WL o 40

Utilizando (3.13) e (3.14) e tendo presente que & ., & normal a

s X (ro)an_k,tamsqueasé_gmldafomafundamental H ., da hiper-

| s‘uperficié s.k (r,) an_k ’ nadlrecg?'ao do vetor e ., é.dagib por
anl =<d%,de >
kK ., n T
=1 t(wd)? 40 z (wl)?
o J=1° .

j=k+l -
Segué entdo que H n-i-l tem wm autovalor 1 / Ty de miltiplicidade k
e un autovalor 0 de multiplicidade n-k .
Seja agora (wg ), A,B=0,1,. . ey ntl as formas de R_ln+2

com respeito ao referencial (0®) ; entao tewos
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w;’ = q:;.lﬂ' ;j=1,2, Jie,n
© ="“’g+l"¢g+1
w;' = ¢;.' i1,31=1,2, ... s 0 (3.15)
ij;-l-l =_w2+l" ¢§;
Restringindo as formas (wp‘)amnlabertode Sk(ro')an"]k ’

de (3.13) e (3.14) cbtemse .

w® = Mloyp
ml = ¢i ;i=l,2,...;n
Por outro lado (wA),A=l,2,...,n+l sao as formas duais
de ey , B=1,2,...,0n+1 em R™ e, (ul)

A,B=1,2,...,ntl sgo as formas de conexio em R'nf"l'

. Restrin-
gindo estas formas a um aberto de $ k { . )} xR n-k . por (3.13) e (3.15).'

tenbs_--

g
il
o

" : i=1’2'...’k ’. j=k+1'...'n.

i T S AT T J0 TN o
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Seque entao que as formas de conexao ( w g ) de R ntl , Yestritas a

um aberto de § ° (x,) x R ™% oincidem com as formas dadas por ( 3.9}.
Pbrtanmporteormademucidadelocaldasfomas(wh) e (mg)

A,B=l,2,...,rri-l(veja['?] Pag. 118 ) obtem—se que U &

igual a um aberto do produto riemaniano Sk (ro)an-k--.

Agora, aplicando novamente [ 9 ] Vol. T Pag. 176 , teorema 4.6 seque

que o: MB + 0 (Mnﬂ)=-sk (ro)an-k, 15 k <n-1 & uma aplica -

cao de recobrimento , Além ,’se k » 2 & (M) & simplesmente conexa ,

logo ¢ & um mergulho -

1

No casode k=1, seja Mn=Ran_ queverificaashipﬁtesesde_

nosso teoram e , seja 1 M > O (Mn)=s1 (rd)an_l defini ~

2Tmit
=] ’

dapor & (t,x) = ( Xx.) evermsque@nﬁoéixnnerg:lm.

.
Pois se isso & verdade em partidﬂar ¢ seria homeamorfismo e poi:tanto o

grupo fundamental Hl-(Ran"l)=0 sefiéiécnnrfo_aogru?oﬁnﬂa-F

mental 11 Sl(ro)an_l)'ZZ , O que & absurdo .

1 ¢
No caso .gefal , isto 8, seM ™ nfo 'é-simplesmc-mte coﬁéxa .-'Seja -

(m® ,.'rr ) . o recobrimento unive::sal‘.de'Mn ;-Sabemos que T 8 J.sanetria

_ 1o¢al e que i n e -cdnpleta; e simplesnrmﬁé oonexa . Além Ei_nl e'rﬁ =30 "rr

verifitlza'-m.-_a.s ﬁiﬁﬁteses de mssd_teorana , portanto o (.ﬁ n y=¢ (M n )y &

A
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o produto riemeniano 8 X (r_ ) x R , 1skgn .S% k#1 ,

segue que ¢ € um mergulho e portanto ¢ & também um mergulho
Para completar o teorema se , p » 2 entao pelo lema 3.2 nao existem

tais subvariedades .

Corolagrio 3.1 .— Seja M n 'uma hipers_uperficie compacta de RDT +1 '
com vetor curvatura média.paralelo ndo nulo tal que a condigdo (3.7) @&
verificada , entio M & uma esfera e a imersao & um merqulho .

Prova .-

Da condigio (3.7) e de (2.21) obtem-se

o o o ’ ..
5:: ) h 15 Ah 13 > 0 (3.16)
a,i,g : ,

De (2.23)_ e (3.16) segue que

2

.
AC X (R§) %) 20

a,i,3
C Como MDP écmpacté,pelotebremadel—bpf {veja [ 7] Pag. 78 ) ,

- o 2

i3 ) e oonstante . O corolario segque agora



e ] e

pelo teorema 3.1 .

n+.l

N & uma hipersuperficie completa de R ’

Corolario 3.2 .~ Se | M
oom vetor curvatura média paralelo nao nulo tal que S € constante e a
condigio (3.7) & verificada , entdo M D e curvatura seccional cons -
tante K >0 .,

Observagao 6 .-~ Quandolp =1, o teorema 3.1 fol obtido também por Nomi -
zue Smythem [ 11 ] , Teorema 1 , P3g. 374 , canhiﬁéteses : curvatu -
ra média constante : , S oonstante e curvatura seccional K ndo negati -

va .  Porén da .obsez;:vag'éo 4 ’ podetms ver que noss;';l 'hip5£ese (3.7) e
diferente do fato de M N ter m:rvaﬁma 'seccior-lal K nao negativa . No -
sso método , neste caso , € um complemento ao do método utilizado pelos
autores em [ 11 ] , pois o'nosgo permite tirar qonclusaés sohre hiper -

- superficies de curvatura negativa , conforme o Teorema 3.2 ( veja tam -~

- bém cbservagao 7 ) .
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2 .= SUBVARIEDADES DE UM ESPA(O HIPERBOLICO COM VETOR CURVATURA

MEDIA PARALELC .

Este paragrafo , iniciaremos primeiramente definindo o espago hiperboli -
co . Nos referimos tarb@m a [ 7] Pag. 121 ou [14] Pigs. 2e 3 .

+ 1

Consic’iz:_zre.'(tmsteamR_n a base candnica .al=(_1,...,.0),.

..,an=(0,...,l,0),z-i ={(0,...,0,1) e

n+1l
introduzimos uma forma bil:i_r_:ear simetrica (, ) em Rn+ 1 , defini ~.

da por

(air‘aj)=‘sij'(an+l'ai)=o'(%-}-l’a]'H-l):-l
cmdéi,.j.—:]_';g'._.-.'n.

Sfajamagbra X=(xlf0_a-;Xn_l_l)ey:(yl’....-'yn+l.)
n+1l

ele:ﬁentos de R , entdo por linearidade definimos o sequinte pPro - -

duto interno { que ndo & positivo definido ) -

(%, 9)=% ¥ % ¥ X ¥~ Xp41¥na41
e que chamaremos a métrica de Loventz de RT oo

Seja UcRn+l mnaberf.ode Rn+l.e,' el'-'""'l'.er'l.é-l'

um conjunto de canpos diferenciiveis de vetores em U { referencial mdvel
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em U ) satisfazendo as condi¢des

(eifej) =61j

(epprreg) =0, i,3=1,2,...,n .39

(e y1rep4p)=-1

Sejam wl, .. .',wn,wn"'l , formas diferenciais em U que em

cada p U forman a base dual da base € 7 0o ,en,en_l_l(isto

e wl;.;.,wn,wn+1 s&lineanmteindepexﬂmtes) . Defini -

mos entdo formas wg em U por

_» . A _ , B
deA—gw_BeB , B=1,2, ... , 041 | (3.15)
observe que a definicfio dos A 8 equivalente a escrever
_ ) X | | | o
dx==L w e , A=1,2, ..., n+1 (3.16)
A X .
A i . _
onde X : 3n'+.l+Rn+l & a aplicagdo identidade .

Deriﬁando exteriormente (3.15) e (3.16) , obtemos as equagoes de estru =

furade rMTL ¢



- 44 -

dmA=szAm§ (3.17)
B
r A'B'Czl JFonay n+l
A A C
dup = Zwchup o (3.18)

Além da terceira parte de {3.14) e tendo presente (3.15) , temos

0= 2(den+l,en+l)

_ n+1

= 2(§NA @epr®pa41)
_ +1 '

- 2mn+].

R P B B

Por outro lado da segunda parte de (3.14) e tendo presente (3.15) , te -

mos
0= '(deir-en_+1‘) *leysdenyg)
= '(E;‘*’i e.A’IF_”..n+1) f'.(_ei';}iwg'flez\j
=--mf'-1+l '*"“11“.1 | |
Daqui oObtem—se
et G e o



Considere agora o oonjunto dos pontos X € R n+l tais que

2

(x,x)==-¢%,onde ¢>0 . Entio, se

X®=Xxqa3+.etx 8 +txX 118041

teremos a hipersuperficie quidrica

o, 2, 2 _ 2 _ _ =2
/ %y tooot X X =-c “}

LRy yeens Xy VER

que & wm hiperboldide de duas folhas , cada uma homecmorfa a R ™ , A can

ponente conexa deste hiperbolbide correspondente a x n+1>0 sera in -
gicadlopor H™ (&) , isto &

o N 1,2 .22 =2 . o

que com a mBtrica induzida 3 uma variédade ria@xiana n - dimensional. com—
pleta , e que chamaxms de espago hiperbélico .

‘Para ca-lcular a curvaturz;t seccignal de H™ ( ¢ ) na métrica induzida ,
.procedems ao_séguiﬁte mcxio’( veja tambem [ 7 ] Pag. 123 - 124 ) . Séja
(e]l_-., . .. ’ ér;+ 1 ) i.lmréferencial.nmnhaberto U deRnl.*'- lque sa -
tisfazem (3.3.{1). » Qque sao adaptaﬁos aH"? (E) , isto e -, resfr?'.tos a ..

‘B (e) ,_e_l,'..'.,en séotar:geﬁfeéaHn(_E) e ...
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= x descreve Hn(g).

C€ns+1
A A — . -
Denctando por w emB,A,B—l,Z,...,n as restricgoes
a HP (¢ ) das formas do mesmo nome em Rn+1,oquejmplica que
n+l _ - , - n"" . -
w = 0, Observando que X € a restricao a H™ ( ¢ ) da aplicagao

n+ 1._,R n+l , tendo presente (3.16) , terenos

n+1

~-13
E

dx= ¥ wlte,=cde =E e .
i=1 i n+1 i= i i
Portanto obtemos
w?+l=%mi , i=1,...,n (3.21)

Tendo presente (3.20) e (3.21) obtemse

-'Q{'=dmi— gwi!\mk
3 S k 3
="’13-"1+1"’“‘"1;;-’-1
=w?+lﬁm'?+.l
= - wtaad

L
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Vamos supor G = 1 . Novamente , nosso objetivo agora & , determinar to-
das as subvariedades ( conexas ) Mndoespagohiperbélico gn*Pp (1),
com vetor curvatura m&dia paralelo nac nulo , tal que S & constante e a
condicao

2

(2-%)5 + ns = jHNZ + % g | (3.22)

& verificada . Antes de apresentar nosso sequndo fesultado , daremos exem —
plos de tais subvariedades @

a) .~ Seja x=(xl,...,xn+l,xn+2')¢:Hn+l(1),de__
finimos a hipersuperficie " flat "

1_

" (l)/xn+2=xn+l’l}

F ={ xegn?t

que chamaremos de horoesfera ( paribola ) . Utilizando a equacao de Gauss

( veja 14 Pag. 116 ) , vemws que a.sequnda forma fundamental H n+ 1

desta hipersuperficie tem autovalores h 1=+++=h 1 . Para esta

hipersuperficie temos

I
=
T
+
Qa

Il
b
=

fHf = S = n e §5“ 4+ nés
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Seja agora
Sk(r) ={xeRk+l /-<x,x>l=r2.}
e
Hn“k(A+r2)={YERn'k+l / <y,y>2=-(1+r2)}

onde <4y 2 métrica euclidiana e <. >, & a metrica de Iorentz .

m2 _ . ktl R n—k+1.

Além , seja R R x com metrica produto

(’)=<'>1 + <,>2'~.Se r>0 e 0sksn ,sejaomergul‘rx)'

b) .- x:58(r)xua® X (Jfar2y » gn*tl (1) r*?

definido por:

X(x,y)=x+y A (3.23 )
ent3o Sk(r)an"k(/Hrz) éwnahipersuperficieismxétricamex_l_-_
te imersaem B2 YL (1)

Se x=(xl] - a'o.'x.k_l_llx}-i_l_zyo [ I % 'xmz)E-Hn-'-l(l)f

em sistema de coordenadas , tamos

sk (r) xun-k ( ¢i+r 2 ) = { xeﬂnﬂ(l) /XiZ+...'+xkf_l= r 2 P

PR
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Entao quando
b;).~ X=n,s k(r) x BH® chamaremos de esfera geodesica ( elipse )
2 -~ k'=0 , uma componente de S 2 (r) x B ™ { Vi_-i-]f—z_) chamaremos
de hipersuperficie equidistante ( hiperbola ) .

b

4) - 1€kgn-1, s¥@xu™ (/1r?) chamarems

de hipersuperficte tipo eilindro .

Nas figuras 2 e 3 mostranios estas hipersuperficies .

A sedunda forma fundamental H 4 + 1 desta familia de hipersuperficies

e ————

: /
tem autovalores V i+r 2/ r de miltiplicidalkek e r/ y Mr 2 de malti-

plicidade n - k ( veja prova do Teorema 3.2 ) . Para‘eista fa:ﬁilia-del hiper

superficies temos 3

[
o

\[H“

Yir2/r £ (n-k)z//bx?
S =k(1+r2,)/r-2 + (n—-k)rz/(1+r2)

+nsg= “Hllz +. o =k‘2 (1+r_2

q )/r4'.+_2k-(n-k)

+(n-k)2r4/ (1 2)2snk(1r2)/r?

+nln-k)r 2'/ (_l-_Fr-z.)
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}i\n+2 _
Hipersuperficte equidistante

( hipérbola )

Esfera Geodesica

Horoesfera { elipee )

" (Paxabola) | * Fnl

Fig. 2

/

Hipersuperficie tipo Cilindro
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Podemos agora enunciar nosso sequndo resultado , que @ o sequinte teo =

rema .

Teorema 3.2 .— Seja M 1 uma subvariedade de um espago hiperbdlico

-

Hn+P(1) , com vetor curvatura media paralelo nZo nulo tal que S &

constante e a condicao (3.22) & verificada . Se M ™ & completa , entdo

T & uma hipersuperficie que pode ser uma horoesfera ou uma esfera geodé

M
sica ou uma hipersuperficie equidistante ou um produto Sk(r)an _k( I4r © )
1skgn=-1 .. Eh{cetopara--k?laimersaoémnmrgulho .
Para provar este teorema , necesitamos do sequinte lema

Lema 3.4 .- SejaM ma hipersuperficie de um espago hiperbdlico ) ’
com vetor cﬁ;vatura madia parale'lo.néio nulo tal que § & constante e a con
dicao (3.22) & vera.f:l.cada . Ehté'o MD 2 parl:e de uma horoesferg ou & par-
te de uma esfera geodésica ou & pérte de uma hipersupérfici_e equidistante

ou € localmente um produto riemaniano Mn:),U:MlxMZ de espagos

M, e M, deazrvaturaoonstante,dj.li-=k>,l e dj.IﬁM2=n—k'7/l' |

No Gltimo caso , com respeito a um referencial adaptado as formas de co -

+ 1

-

(1) , restritas a M™ , & dada

nexao - (mg) de H"

por s
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1l 1 1
[#1] l s s o W k - A W
» - - 0 L
k k k
w l » & . L] k - A. [iH]
k+1 k+1 k+1
mk_'_l . o = wn - u ik (3-24)
0 . o » .
n : n n
Ogel = ° ° @p Ho
J\wl . .Amk"uwk'*l - .umn 0
L

onde

h-Vh2-4%k (n-k)
r W= I i o=k

.A=h+v@2—4k(n—k)
| 7K

e h= {H|

Prova do lema 3.4 .- .

Pela parte ( i ) dq lema 3.1 temos que todos és pontés de b»_![n S50 wm -
bilioqs 'y Segue por .[14:.\ o, Teorésra 29 , Pag. 114 , que M n e part;.e.de uma
mm%mm(hl=...=hﬁ;1}&épamdema%ﬁm geodasica

(hl=' . .=hn=\fl+r2/_r)ou.épartede'mtahipersuperficiéequé '

mmmmkh1=.;.=hn=r/dhr2).
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Se ocorre (ii)dolanaB.l,chama:xf!oA=Hn+l , definimos as dis

tribuicoes

Tl(q) = {xe.Tan / Ax=-)\x}
e

Tz(q) ='{xeTan / Ax=ux}

de dimensdes k e n-~k, respectivamente . Ambas sdo diferencidveis e
integraveis . Segue por - 9,] Vol + T Pag. 182 , que cada ponto de M ™
tanmnamzmhanga U que & o produto riemaniano M,xM,, onde Mle
1 e 2

M, sBo variedades integrais de T T “ , respectivamente . Tendo pre -

sente (1.7) obtemse que as curvaturas seccionais de M 1 € M 5 530 dadas

por

Ced o g 2. | P R
Ry = (A7 =1) (84 84p=083,80), 1sLimeck
rRY = 2 ' 6 | .
.__jm~(u '1)(63@_‘53‘1“612 jm)_,k+l<$1,j,m,2,gn

Portanto , se k 2 2 { respectivamente n = k 22 ) entdo M 1 ( respectiva
mente M, ) émﬁespagodecqrvaturaconstante A 2-_-1 (respecti_vamen-_'

te.'uz—l} . Se k=.l(respectivamente n-k=1) ,entaqadeccrrt- :
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posigdo produto ainda & valido pero a curvatura seccional ndo estd defini -
da -

Como © vetor curvatura média H & paralelo , ent3o :

h H\'12 = g h
-0 i=) 1

& constante , logo

h = kA + (n-%k)u (3.l25)
Por ( il ) do lema (3.1) temos

A= 1 ~ (3.26)

De (3.25) e (3.26) obtemse

A='h+/hz-4k(n—k) _h-/n2-4x (n-k)

7K r M 2 {n~K) (3.27)

h=vn2-2% (n-%) h+/h2-4k (n-%k)

A -
- 2k : 2 (n~k)

Substituindo e n+1 POr =e '3 senecessario, ppdenos supor

que A e py Sao Gados por (3.27) . Tendo presente agora a Ultima parte de -

(i1 ) do lema 3.1 , vaws que o respeito a um referencial adaptado , as
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£

A] de Hn+l(l) , restritas a Mn, e da-

formas de conexao (mB

da por (3.24) .

Prova do Teorema 3.2 .-

Suponhamos primeiro que M N seja simplesmente conexa e denotemos por
¢ ;MNP tP {1) aimerséoisarétrica .% M"3copletaep=1,
pelo lema 3.4 segué que M® & uma horoesfera 01.1.uma esfera geodésica ou
uma hipersuperficie equidistante . Agora camo M ™ & campleta , por [ 9]
Vol. I Pag. 176 , Teorema 4'.6 ' obtem-seque oj :_Mn+<I> (Mn) { = ho —
roesfera; ou uma esfera geodésica ou uma hipersuperficie equidistante ) @
uma aplicacdo de recobrirrento. . Camo & (M") & simplesmente conexa , se
que que o @ ummerglﬂ_l'n . ‘

Pelo lema 3.4 , sabarns_ta:nbén que- M 3 localmente um pmduto riema -
nianc U=M XM, _ée espagos .dé. curvatura constante . Provaremos agora
que U & iqual a m aberto do produto riemafﬁano 5 E(1:) x H n-k(/ Tr 2 )
1g¢kgn-1; logopo_rser_bﬂlln'.cmﬁll.etasegueque ® (M™) &opro -
duto riemaniano s ¥ (r)_xﬂ_“"k (V1 ?y

Pafa' verificar que M " & localmente igual a um aberto do pfoduto rie -
meniano X {r)xH® "% (/1 2 ), procedenos do sequinté modo con

gy,

sideremos as hipersuperficies s X (r yxuH™” k ( v/ +r 2 Y de H



w Hhp =

definidas por ( b ) , e provaremos que as formas de conexdo de " (1) '

restritas a um aberto de 8 ¥ (r ) x B2 "X (/14xr 2 ) , sfo dadas
por (3.24) .
Por um lado , temos que a sequnda forma fundamental da hipersuperficie
k (r)an-k (V14r 2 ) tem um autovalor A de multiplicidade .k ,
e un autovalor # de multiplicidade n - k , e tambémn (3.26) . Por outro la

do Sk { r ) { respectivamente Hn—k(x/l-!-rz ) ) tem curvatura seccio

nal constante lz-l(resiaectivamente uz—l)oqueéiguala ]./J:2
(respeétiva;mente -l/(l+r2)) e portanto
R T w2-o1=- 2t  (3.28)
' r - ' 1+x ’ :
De (3.26} e (3.28) , sem perda de generalidade podemos supor
e w2y, wo=x// 12 S (3.29)

. Seque m‘eed:.atamente que

k(v‘ /r)+(n—k)(r/v' 2y = | (3.30)

onde h= || Hlt , H & o vetor curvatura média de S -kl(r) x BB e 2.

Resolvemio (3;30} , Sem perda de generalidade obtemos :

Lo
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hz-znk-th2—4n(n—k)
r 2= (3.31)

2(n2—h2)

Por simplicidade denotams por ¥, o valor de r dado por (3.31) . Portan -

e}
to § k { Ty ) xH n-k (v l+r02 ) & uma hipersuperficie que'verifica as
hipSteses do problema .

Agora , seja fo'fl"" 'fk un referencial mum aberto de

R¥  talques x £ _=x ,logo £_ Grnomala §% (r_) ; que

sao adaptados a Sk (ro ) , isto & , restritos a Sk (ro) f-_.L “ v oa
S s30 tangentes . Para gnTk ( ].+r02 ) em g Tkl r €SCO =
: _ : ' ' ' n=k+1
lhemos um referencial fk—i-l roe s s s fn+l nwnabe?toge. R tal
que { veja também [ 7] Pag. 123 )
< > -
Fir%372 %13
<fhprfy>; =0 , i,3=kl, ..., n (3.32)
“fpnrfpan’a=-1

que sdo adaptados a H nk ( v l+r02 ) , isto e restritos & hipersuper -



ficie 5 ¥ ( /l—i-roz) s Epqq v e e oo £ sa0 tangentes ; e

n

2 n_k 2 -
/1+ro £.4 = Y descreve H (v 1+r ") , logo £ ., € nommal

a BTk /1+r02) .

ktl

Sedam 6%, 0L, ..., ¢ odalde £ _,f,,...,f,.,

n+l

k+
L e

e 6 o dual. de fk-i-l""'fn-t—l'mms

que .a definigdo dos ¢o,¢l,...,¢k+l,...,¢n+l { veda
também [ 7 ] PAg. 122 ) & equivalente a escrever
a¥ = ¢t £, , 1=0,1,...,k
i
{3.33)
ay = $e) £.°, Gk, ...,
-
onde X :'Rk-'!'l'*kal e ¥ 3 Rn_k+l*Rn-k+l & a aplicacao identi -

dade , respectivamente . Por outro lado

s ) | _l_ﬂn"k('l—rroz)

Eﬂtao fo’fl'...’fk'fk'i'l'...'fn'i'l élmrefererl_
cial mm aberto de R 772 o %, ..., o+l ) dual ., Sejam
B)',_A,',Br-o,l,-. e g DFL formas mum aberto de R T2

..
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definidas por

df = I ¢

A
A p £ : (3.34)

B

Fntao restringindo (¢A) ,A=0,1, ..., nl aunaberto do

produto Sk(ro)an“k(n/]&rOz) , temos

$© = ¢n+l = 0
49 ==9L =t ,i=1,2,....,k (3.35)
o
¢A=_¢.B 20 A=0’l'...fk
B A " B=k+tl, ..., ntl
Coo y =9 . -, tendo presente (3.33_)e(3.34) obtem~
: an( + 2 _ :
. T, .} :
se
n . ' |
= J _ 2
dy = j£k+l¢ f_j = \ll+ro 'd'fn—i-l
n .
= £ (Y’ ¢Ty g,
jk+1 ¢ do
Logo
¢ 3= /1+r02 ¢‘;+1‘ , =k, ..., n (3.36)

. forma andloga a (3.20) também obtemos
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03 . = ¢’j‘+l_ | (3.37)

Resumindo (3.35) , (3.36) e (3.37) teamos

¢0 - ¢n+l 0
R 1 , _ :
7 ==0- =~ ¢, i=1,2,...,k
r _
© (3.38)
} +1 1 3 .
¢J = ¢n = ¢ !J=k+1;-o¢;n
n+l J "l-l-r2
o
A B A=0'1'..-'k
¢p =% = 0 Bektl, ..., ot
Ccmoa:imgando!mergulm. Sk(ro)an_k(w’l+r02) estd no es-
paco hiperbdlico g Ol

(1) . Sejao novo referencial eo,el,.'..

. . , e 4 Dum aberto de R n+2 s definido por :
__ : ‘ S |
e, = ro-f o T 14 l+r0 f ntl
ey =fi ’ i=1,2,...,n (3.39)
e = l4r 2 f .+ r £ '
n+l 0 o] o e+l

Seja £={(%X,¥y) :R + R a aplicagdo identidade , o referen
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cial € s € tem as sequintes propriedades :

(e !e°)=éijf i;j=-l,2’.o.;ﬂ+l (3.40)

(e jregl)=-1
Sao adaptados a Hmj'(l),istoé,restritosa Hn+1(l) R
€10 e e €y sac tangentes ; e = descreve H { ) e

portantc e—o & normal a H ™ (1) . Alem temos que € 1 € nor -
k n-%k 2
mal a S (ro)xH { 1+r.0 ) .
. S 13 -
Seja_wo,...,w o dual de ©gr e v s 0 € ¢ entao

-dg':gmAeA‘, A=0,21, ..., ml (3.41)

De (3.41) , tendo presente (3.33) e a terceira parte de (3.40) , obtemos :

k . ' ekl ‘
O ety < % ol £ 5, o142« g, f >
- I‘O im0 . i fO 1 / rO Jik.}.ld) f] r Th +;L > 2
L 0 - -/ 2 . ntl | . .
=-x, ¢ <fo,fo>l 1+ro‘<,:b <fn+l’fn+l>2

D - ro 6% + l+r°2 ¢ okl a . ' 3 (3.42)
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wl = % y=-1,2,...,n (3.43)

Andlogamente de (3.41) e tendo presente (3.33) obtemos

k n+l .
ntl L/ 2 ¢ 1, > < ] >
o I4r 150 ¢ £, 06>+ 1, j£k+l ¢ fj r 017 0

£

li

V‘l+r-02¢o<f0,fo>l+ro¢m.l<f

4 2,0 _ n+l
= 1+r0 ¢ ro¢ (3.44)

nl * Epl 72

Resuminde (3.42) , (3.43) e (3.44) , obtem-se :
w © - - r b o / 2

wt = ¢t , i=1,2,...,n  (3.45)

w Lo "l+ro2¢°-— ro¢n+l

Tendo -presente (3.38) -, (3.39) e (3.45) , podaws ver que a
sequnda forma ~ fundamental H ., da’ hipersuperficie dada por

s % ¢ )xH K (V12 , na direcgdo do campo normal unitario

€+l ! & dado pela segﬁ.‘inte expressao - t
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Hn+l=(dX,den+l) -
=(r. daf +/14r2ac Wr2df +r. df )
o 0 e} nt+l ! o] o o] n+l
= ! (<dfo' fo>l+<dfr1+l"dfn+l>2)
l4r 2 k r
= o 3,y 2 o n joy 2
= I (w-) +-—-—-§ {(w-)
r, j=1 V 14r 2 57kl
Portanto H i+l tem um auto yalor l+r02 / £, de multiplicidade k e um

auto valor r, / v l+1:02 de multiplicidade n-k .

Sejam (wg) ',A_,B=0,1,...,n+l asfomasnwnabertode'_
R ™% gefinidas por

_ A - | -

deA—gmBeB,A,B—U,l,...,n+l (3.46)

Por {3.45) e utilizando a equaczo de estrutura dada por (3.17) , temos

dm°=—r§d¢° + 1l ag¢ ™t

=-rOB£0¢ o+ l+r s Ad’_m—l
n+l . LY
= z s Pal-x 9B + /1 ¢n+1) (3.47)



For outro lado também de {(3.17) tewos

n+l
dw® = I wPhrw (3.48)
B=0
Igualando (3.47) a {3.48) e tendo presente que o g = ¢ g = ¢ Eii =0
cbtem=se
n . .
- wlhel MD+1Amn+l
1 ° ©
n . . .
v _ _ J 1/ 2 3 j_, o0 2,0 _ n+l
= jil{ro¢o+ l+r0¢n_l_l)ﬂw tbmlﬂ(l-l-rod) ro¢ )
b N — N o
jzl { r, ¢ ot /l+r0 ¢ o) Au ¢ gy MW {3.49)
Lembrando agoraé;ue
mg = mg ,_j=1,...,n+1
e
o n ntl
Woi T W,
Seque de (3.49) que
- S B 5y S 2 43 .
W j = o - ro ¢0 + l+r0 ¢ n+l F J l;-..,l’H‘l (3.50)
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Da segunda parte de (3.45) obtawos

wé':d:;.‘ , i,3=1,2,44:4n (3.52)
Por outro lado utilizando a equacao (3.17) , sSegue que
: nt+l
dw* =3 wBAmEi‘
B=0
o n j +1 n+l
=-wlAhe® = T wirel~ui Ao (3.53)
J=
e
. n+l
B B
d¢ =3 Ao
¢t=Z 9°00]
=-90900°% - L odngd-gMhaent (3.54)

e 31

Com pela sequnda parte de {3.45) w

i

=¢+,i=1,2,...,n ,entdo

dmi=d¢i , @ portanto (3.53) & igual a (3.54) , entdo seque que
8O Aw s ™l p ™oy 0 60 40t 4 0H (3.55)
i i R | i
De {(3.45) também obtemos
o _ . O 2 ndl
¢ = Lo W + /l+rol w
. (3.586)
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Tevando (3.56) para (3.55) tem-se

?:Awo + wrf-ll\mm'l

=¢§‘_)A (row0+\/l+r02mn+l)+¢§._l+l (\/l+r02-mo+romn+l}

o] 2, ntl 0 2,0 n+l n+l
(ro¢i+v{+ro¢:j. ) Aw +(_l+r0 ¢i+ro¢i ) Aw

Hi

Daqui segue que

ntl _ 2,0 ntl .
w5 --I//J.+ro$i-I-roq‘:i r 11,2, 44+ ,D {3.57)

Agora de (en_!_l,ei)mo , i=1,2,. .. ,n e tendo presente

(3.46) , obtem-se

(den+l,ei)+ (en—l-l'dei):.o
n+l i
-(gmB eB.ei)ﬂ—(enﬂ,ngeB),Bﬂ),...,m—l
- /
+ i . '
mlj:‘l_=-wn+l,1::l,2,...,n _ {3.58)

Resuriindo {3.51) , (3.52) , (3.57) e (3.58) tewos

o . . 3 . .
03 = 0l weredednlely s el
0 w il _ ., 0
“nl Yo =9
(3.59)
. i \ .
mjj. =¢J _ PR N r:]=l;2,...,n
n+l i 2 + .
b} i = =0 n+l — l+r0 ¢ g_) + -ro & ? 1 : l:lrz'...’.n
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Restringindo as formas ( o®) aun aberto de s ¥ (x,) ?{Hn—k (~J1+r02)

por (3.35) e (3.45) , temos

w © - mrﬂ—l_o
wt = gl i=1,2,...,n
Por outro lado (wA) , A=1,2, ..., nl sao as formas duais
deeB'B'—'-'l;Z’c..'m'lmHm-l(l),e(mg) ’

1

A,B=1,2, ..., ntl s3o as formas de conexao em H ™ {1) . Res-

tringindoessasfonnasaumabertodesk (ro)an_k { \,/l+r02) ’

de (3.35) , (3.45) e (3.59) obtem-se :

w; = 0 'i‘=1'2'l.l,k.' j=k+l_'.¢..'n
n+l i i g '
(ﬂi —_‘--wn_'.l:)lw y l:l;Z'QQC'k
mn+1 == J '=uw3 ry J=k+tL , .. ., n

-3 nl

- . “ A rekl S
Segueentaoqueasfomrasdeconexao (mB)deH (1), restri =
tas a um aberto de Sk('ro)an—k"(v‘l-Proz)"coincidemc:cxnasfor-'

mas dadas por (3.24) . Rortanto por teorema de unicidade local das fdx:mas
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) , A,B=1,2,...,n+1 (vejal[7],

PAg. 128 ) obtem~se que U 2 igual a um aberto do produto riema -

K (r yxu®"F (Vi ?)

niano S
0

Agora , aplicando novemente [ 9] Vol. T Pag, 176 ,tecrema 4.6 , seque

-

que‘b:Mn-J—tIJ(Mn)-—-Sk(ro)an—_k(flﬂ:oz) y Lkl e

uma aplicagdo de recobrimento . Além , se k >2 ¢ (M) & simplesmente

conexa , loge & um merqulho .

Mocasode k =1, seja Mo R}{Hnwl(v’].—i-::'c:‘2 ) que verifica as

MP%+0 (MPy=51 (¢ )an"l(\/Lroz)

hipdteses do teorama , e seja @ 5

" definida por o (t',x)='(re2“lt,x)e'vemosque_¢ nao e merqulho .

I\Tocasoééral,istoé, se Mnngaoésimplesmente conexa . Seja’
(I"7ir‘1 , T) o recobriﬁento vniversal de M N | sabemos que 7 & iscmetria
local e cque " & completa é simplesmente .conexa .Aldm R e

§=<I>o 7 verificam as hipSteses do teorema , portanto (M) =06 (MT)
éoprodutoriema’niam g ¥ (ro)an"k(/lj—ro‘?) ,1¢k ¢gn-l .
Se k#1, seque que 3 & um merqulho e portanto ¢ & também um mergulho .

Para campletar o teorema , se p » 2 entdo pelo lema 3.2 pio existem

taig subvariedades .

Lt



B

1

Corolario 3.3 .~ Seja M N ma hipersuperficie campacta de H e (1),

com vetor curvatura média paralelo nao nulo tal que a condicdo (3.22) &
verificada , entio M ™ & uma esfera geodécia e a imers3o & um merqulho .

Prova .-

Da condicdo (3.22) e de (2.2)) obtem-se

s Ahs, 20 _ {3.60)
a,i,]

De {2.23) e (3.60) seque que

Coro M ™ & comacta , pelo teorema de Hopf ( veda [ 7] Pag. 78 ) ,

a)2

g= 3z (h i3 @ constante . O corolario segue agora pelo teore -

0ri,]
ma 3.2 ,
Observagao 7 ~ Venos gue HT (Y l+r02 ) tem curvatura seccional cons- |

- tante c=-—1/_(l+r02) .
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