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I N ~ l O J U Ç X U 

Seja R um anel comutativo com unidade e um polinomio f = 

a
0
+ a 1x + ••• + anxn ~ R (x] • c(f) é dito conteúdo de f • se 

c(f) ::::: ( a
0

,a 1 •••• •'"n ) o ideal de R que é gerado pelos coefi -

cientes de f • 

Temos o seguinte Lema de Gauss : [;e o polinomio prir:·itivo 

f(x) pode ser fatorndo como produto de dois polinomios COf;:t coe­

ficientes racionais ~ então ele pode ser f3torado como produto 

de dois polinomios com coefieier;tes inteiros ; ou usando uma 

linguagem mais moderna • c(fg) = c(f)c(g) par:3 f ,g C Z {x) o C.Q. 

mo Dom:ínio de Fator~_zaçâo tT.nica (U.F.D.) é uma _zenerslização do 

domínio dos inteiros , naturaln:er·te r;ueremos a I.:::eneralizaçé1o do 

Lena de Gauss sobre U.F.D. • infelizmor:ote o exemplo d~l pá,r::ina 

29 mostra que isso :::ão accntece err ,:::;er_J 1. ::+.;ntão • neste trn :)3. -

lho , temos por objetivo • estudar vdrios aspectos sobre a se­

guinte questão : P.ara um domínio J. • c(fg) = c(f)c(g) onde f : 

fixo e g : arbritário acontece se , e sonente se , c(f) é inveE. 

sível • Também , obtemos al,:;,umac csrocte.rizações dos Domínios 

com }láximo Divisor Con:um (G.c._:_;.) • corr.o conseruências. 

Sintetizando , no prime :i. :~o cnpítulo , colocamos defini 

çoes e al;:::uns resultados bd'sicos sobre rL1éís e ideais • ideais 
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inversíveis , domínios de fatorização UnJca (U.F .. D.) ~ polino -

mias primitivos , domínios com máximo divisor comum (G.C.D.) e 

dependência integral. 

A maioria dos resultados são apresentados sem demonstração, 

mas estas , podem ser encontradas nrt bilio;.srafia eitada. 

No segundo capítulo , damos alguns resultados parciais pa­

ra a questão acima • t provado que tal é caso para R arbritário 

e c(f) inversível ; alguns cusos especiais para a recíproca s~o 

examinados , como por exemplo f = axn + b onde ab I O ,n ~ 1 • 

No terceiro capítulo , definimos polinomios super-primiti­

vos e estudamos algumas condiçÕes ec::_uivalentes 3 e:uper-primiti•Jo. 

isto é , condiçÕes equivalentes a c{f)-l :::: R ; temos ainda um re 

sultado 

, r-1 a = 

mais geral • em que encontramo~ uw~ condição equivalente 

R , onde I é um ideal finitamente ,r:erado o,ua.lguer ; tam ... 

bém neste capítulo damo9 um critério para a determinaç:So de ide­

ais primos principais de R [ x] , assim : 3e R é um domínio , en­

tão (f) é um ideal primo de R [x] se , e somente Ele f é super­

primitivo e irredutível sobre K • 

no quarto e Último capítulo • damos quatro cgracterizações 

dos domíniàs G.c.n •• como conseruências dos estudos feitos nos 

capítulos anteriores e fin'llmente mostramos que R [x) é G .. C.D., 

se R é G.C.D. ,que é um resultado ímport::~nte obtido neste traba­

lho. 
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C A P I T U L O I 

Todos os anéis considerados são anéis comutativos com iden 

tidade , e qualquer terminologia que não for explícita no texto, 

poderá ser encontrada na bibliografia (A-M) ou lK1 ou (H). 
Neste capítulo • serão colocadas definiçÕes e algumas pro­

priedades c;ue serão utilizadas nos capítulos seguintes , cujas 

demonstrações são encontradas segundo as referencias indicadas. 

§ 1-1 ANEIS Jl IDllAIS 

Definição 

Sob a designação anel entenderemos um anel comutativo com 

elemento unidade , isto ~ , ( R,+,. ) ~ um anel se : 

i) ( R,+ ) § mn grupo abeliano 

ii) ( R,. ) á wn semi-grupo comutativo com elemento unida-

de e 

iii) a.(b +c) -· a.b + a.c para todo a,b,c E- R. 

Definição : 

O anel R é um domínio ( ou anel de integridade ) se, e so 

mente se , vale a seguinte regra 

\/a,b € R, a.b =O então a= O ou b ~O • 
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Definição : 

-Um subconjunto nao vazio I do anel R é um ideal do anel R 

se , e somente ae : 

i) Para todos a, b E I , a - b E: I 

ii) Para cada a E I , para todo b E R , a.b Ec I , 

Definição : 

Um ideal pr6pio P do anel R é primo se , e f.:.:omente se 

a.b E P implica a E. P ou b E P 

Definiçã~ : 

Um ideal pr6pio .M do anel R é ~imal se , e somente se, 

para qualquer ideal I de R , se ffi C I C R , então M = I ou I = 

= R , isto é , não exj_ste nenhum ideal próprio entre M e R • 

Proposição 1.1.1 

(i) Todo anel não nulo possui ao menos um ideal maximal. 

(ii) Se I é um ideal pr6pio do anel R , então existe nm 

ideal maximal M que contém I • 

Demonstração : ( (A-M) , pag. 3 e pag, 4) 

Definição : 

Seja R um anel ~ O radical de Jacobson de R 

a intersecção de todos os ideais maximais de R • 

J(R) é 
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Proposição 1.1.2 

x E J(R) se • e somente se , l - xy é unidade de R • para 

todo y E. R • 

Demonstração 

O prÓximo resultado é conhecido como um corolário do Lema 

de Nakayama 

Proposição 1.1.3 

Seja M um R-módulo finitamente gerado , N um subm6dulo de 

Me I C J(R) um ideal • Então M = IM+ N implicaM= N • 

Demonstração ((A-M]. pag, 22) 

Se I é um ideal tal que I CP um ideal primo , então P P2 

de ser reduzido a um idesJ: primo minima.l sobre I .. 

Teorema 1.1.4 

Seja I um ideal qualquer de R tal que I CP , onde P é um 

ideal primo de R • Então existe um ideal primo Q de R tal que 

I C Q C p e Q é mínima l sobre I ( isto é , na o existe nenhum i­

deal primo entre I e Q l . 

Demonstração : ((K) , pag. 6) 

Definição : 

Sejam a,b E. R , o ideal guociente de a e b é um ideal 

(a):b=trER ,rbE.(al} 
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ObservaçÕes : 

(l) Para a, b E: a , a ;l O , então b c R t ~ se ~ e somen e se. a 
(a): b ; R • Pois , 1 E (a): b é o mesmo oue b E (a) • 

(2) Se a ;lO , então a E (a):b , portanto (a):b ;l (O). 

(3) Se a não é uma unidnde de R e b </- (a) , então (a) :b I 

I R ~ e por (1. L 1) • existe um ideal mn.ximal (priwo) M que con­

tém (a):b, logo, pelo teorema 1.1.4 , existe um ide,el primo P 

que é minimal sobre (a) : b • isto implica aue o conjunto W defi-

nido por IV ; {_ p . ideal primo de R ' p é minimnl sobre os i-. 
deais de forma (a) : b • para a,bER} -na o é vazio • 

Definição : 

Se f: R-) S é um ho;T!Omorfismo de anéis e I é um ideal de 

R • definimos extensão de I • como sendo o ideal S.f(I) gerado 

por f(I) em s, Explicitamente : 

i, y. f (x. ) : x
1
. E I e y

1
. E. s } • 

(.,.i ~ l 

Se q é um ideal de S , então o ideal a, 0 = C 1 (q) definido 

por -: 

q0
; ta E. R: existe b E :o tal cue f(a); b} 

é chamado contracão dG q. 

Lema lo 1.5 

Se f: R ____.s é um homomorfismo de anéis e se q é um ideal 

primo de s , então q0 é um ideal primo de R" 



Demonstração : Sejam a
1

• 

f (a 1 ,a 2) ~f (a
1
).f (a

2
) 

Lema l.l.p 
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a E_ R 
2 

~ q • 

e a 1 .a 2 E qc. então 

Como q é um ideal primo , logo 

A extensão I 8 de um ideal finitamente gerado I é finita -

mente gerado • 

Demonstração : Seja I = ( a 1 ,a 2, .••• ,an ) , então ~fácil veri 

ficar que I" = (f (a 1),f (a 2), ••• ,f (an) ). 

Definição : 

Um subconjunto S do anel R é um si.stema multiplicativo f,f;. 

chado se , para todo s, t € S , então st ~ S. ( O i S, l E_ S ) 

Exemplos : 

(1) Se P é um ideal primo de R , então S = R - P é um ais 

tema multilpicativo fechado • 

(2) Se x E R não é nilpotente , então ~ xn: n/ O J é um 

sistema multiplicativo fechado • 

Apresentamos o teorema de Krull , que dá um:?J maneira de 

construir ideal primo • 

Teorema l.l. 7 

Seja R um anel e S C R um sistema multiplicativo fechado. 
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Se P 6 um ideal de R , maximal com respeito à exclusão de S,(i~ 

to é , P n S = ~ e se Q ~ P , então Q n s I ~ ) , então P é wn 

idea 1 ptimo • 

Demonstraç8o ·t [[K] , pag. 1] 

Definição : 

Sejam R um anel e S C R um sistema multiplicativo fecha­

do • O anel de fraçÕes de R por ~ é o conjtmto : 

munido daa. operações 

a b at + bs 
ii + t = st e a b ab 

ã•t =iit .. e onde V3-

le a seguinte relação : 

a b 
8 

; ! se • e somente se • existe s 1 ~ S tal que 

s'(at- bs) =O~ 

Com as definiçÕes acima pode-se provar que ( s-1R, + , • ) 

é um anel comutativo com elemento unidade ,Ver lLA-Ml,pag. )6) • 

ObservaçÕes ; 

(1) Se P 6 um ideal primo de R e se S = R - P , então es­

crevemos Rp ao invés de s-1R • 

(2) Se R é um domínio e S =R- to}, entíi:o s-1R é o cor­

QQ ~ fraçÕes de R • 
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(3) Se R é um anel comutatüo e S ={a cR 

sor de zero~ 1 ,então s-1R é o anel total ~ frações • 

Definição : 

s n-so é divi 

O anel R é um anel ouasi-local se R tem um ún1co id·'o3l ma 

ximal • 

Vejamos um anel auasi-local típico : 

~- 1.1.8 

Se P é um ideal primo de R , então o anel Rp é quasi-lo­

cal e PP ~ o ideal moximal de Rp • 

Demontr.::1ção ([A-11í] , pag, 38] 

Uma propriedade critica de anel cuasi-local é : 

Lema 1.1.9 

Seja. R um anel quasi-local com ideal m::-1:,~imal M • Então 

a E. R é 'uma unidade de R se , e somente se , a rf-- IJ:. 

Demonstração : Claramente a ~ M se a é uma unidade de R • 

Se a <t- M , então aR cj:. M , corr.o M é o ideal maximal , então 

aR = R , logo a é uma unidade de R • 

Proposição 1,1.10 

Seja R um anel e S um sistema multiplicativo fechado de 

R. Então s-1( IJ) = STl( I ).S-l( J) para ideais I,J de R, 

Demonstração [ (A-M] , pag. 42 J 
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Uma propriedade P do anel R ( ou de w:n R-môdulo l<i ) é chil 

mada propriedade l~ se : 

R tem P ( M tem P ) se , e somente se , Rp ( 11p ) tem P 

para todo ideal primo P de R • 

Essa propriedade I uma das ferramentas fundamentais na álgebra 

comutativa • Por exemplo : 

Proposição 1.1.11 

Sejam M e N dois R-módulos • Então as seguintes afirma -
- - equivalentes çoes aao . • 

i) M = N 

ii) Mp = Np para todo ideal primo p de R, 

iii) ~ = ~ para todo ideal maxin~a 1 m de R. 

Demonstração : [ LA-M1 , pag, 40} 

Finalmente • um fato de qrande importância que será utili­

zado maia tarde • 

~ l,l.lZ 

Seja R um anel cuasi-loc,,l e M seu ideal maximal • Se 

I = ( a 1 ,a 2, ••• ,an ) é um ideal principal não nulo , então 

I N ( a 1 ) para algum 1 • 

Demonstração : Seja I = ( a 1 ,a 2 , ••• ,an ) = ( d.) , d ~R , en­

ai : r 1d , r i E R , ~i • 
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Se existe i tal c1ue r i ~ M J ent~o r . á uma unid:1de , 
l 

por (Q_ .1. 9 ) , daí I = ( d ) = ( a i ) • 

Se r 1 EM • para todo i • como temos : 

d = s 1a 1 + ••• + s na.n , onde s " R · • i c_ • \. 1 • então 

" 
d = ( r 1s l + ... + r s )d • d:lÍ • (1 -L: ri s. )d = n n ,, I 1 

" 
o 

Claramente • r r. si E M • então (l -L ri si) ' 1 
~;:j 

... ,, 

unidade , por(l.l,2;,da! d =O , o que € uma contradição • 

Portanto , I = ( a 1 ) para alg~~ i . 

o • 

uma 
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§ 1-2 DIVISORES DE ZE!lO EM R (x J 

Definição : 

Seja R um anel e R (x) o anel dos polinomios na indeter­

minada x • Um divisor de zero no anel R (x] , é um elemento f-R[x) 

que divide zero , isto é , para o qual existe um elemento O I g 

pertencente a R (x) tal que fg =O. 

Lema 1.~.1 

Se c E: R é um divisor de zero em R (x] , então c é um di­

visor de zero de R • 

Demonstra.;ão : 

( n -Se c a
0 

+ a 1x + ••• + anx ) = O , com an f. O , entao 

can = O • Logo • c é um divisor de zero de R • 

O resultado que vamos demonstrar a seguir é o Teorema de 

.M:cCoy (Me) • que simplifica a definição de divisores de zero em 

R (x) , 

Teorema 1.2.2 

Seja f E R (xj , onde R é um anel comutativo , f é um di­

visor de zero em R ( x J se. e somen;te se _, existe O 1- c € R ta 1 

que cf :; O • 

Demonstração : Se O f, c E R C R (x) tal rue cf =O , então f 
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é um divisor de zero em R[x) • 

Por outro lado • se f é um ivisor de zero em R ( x) • en -

tão existe O t g € R lx] 

Seje ;b ;to# g<;: R 

tal que g.f • O . 

lx]:g.f;OJ. 

s$ I ~ • pois f é um divisor de zero em R l x) , então e -

hE.;!\. xiste gE. s2\ tal que grau(g) .::; grau(h) • para todo 

Sejam g ; bo+ b 1x + • • • + bmxm • onde bm (. o e 

f ; ao+ a 1x + . . . + anxn • onde an # o • 

Temos que n) 1 • pois no caso de f • o ou grau(f) ; o o 

resultado é imediato • por (1.2.1) • 

Como g.f ; o • temos bman = o • 

Como a (gf)=(a <T)f=O, se ang f o' cnt5o a q ~, .J?5 mas 
n n n 

m-1 •••• +ab 1x n m-

pois ~nbm = O .então temos que a
11

g = O pois grau(sng) <.. 

grau(g) e ang E j}; . 

bmxm) (ao+ •• • .;· 

bmx"') (ao+• • • .+ = o 

Como an-lbm::: o. da mesma manéira acima temos a 0 _ 1bk=0 
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para k = o,l, •••• m • 

Pelo mesmo processo, para cada t • t"= o.l.-~-..n temos 

atbk ""'O, p.!l.'ra k = O.l ••••• ,rn • 

• 
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§ 1-3 IDEAIS INVERSIVEIS 

Seja R um anel comutativo e K o seu anel total de fraçÕeso 

Definição . . 
Um R-subm6du1o J de K é dito ideal fracional de R se exis 

te O I a ~ R tal que aJ C R Se J 6 um ides 1 fracione 1 de R , 

o inverso de J , J-l ~ ~ x E K : xJ c R j é um ideal fracional 

de R • 

Definição • • 

Um ideal fracions1 J de R é dito ánversível se JJ-1 ~ R. 

( Notamos que JJ-1 C R é autom6tica ) • 

Colocaremos algumas propriedades sobre ideais inversíveis 

-que serao utilizadas mais tarde • O resultado a seguir foi de-

monstrado sobre domínio em ( ( K ), pag. 37] , temos agora o mes 

mo resultado sobre anel 

Proposição 1.3.1 

Um ideal inversível em um anel ouasi-local é principal. 

Demonstração - -1 : Seja I um ideal inversível em R ,entao II = 

~ R • 

um doa a 1b1 ~uma unidade • pois caso contrário teríamos 
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de M é ideal maximal de R e isso é uma contradição • 

Consideremos a 1b
1 

como sendo uma unidade , então existe 

y ~R tal que (a 1b1ly = 1 • 

Assim se x E. I então x = lx = (a
1

b
1
y)x = (xb1y )a 1 

E • • 
E_ (a 1 ) pois xb,y E R 

'• • 

Portanto • I C (a
1

) e da! I = (a 1) • 

Inversibilidade é uma propriedade local 

Proposição 1.3.2 

Seja J um ideal fracional de R • As seguintes afirmações 

-sao equivalentes : 

i) J é invers!vel 

ii) J é finitamente gerado e Jp é inversível para todo i­

deal primo P de R • 

iii) J é finitamente gerado e J!ll é inversível paro todo i­

deal maximal M de R • 

Demonstração [(A-li<) , pag. 97) 

Lema l.J.J 

Sejam I , J ideais de R • 

i) Se IJ C R • então I c J-1 ou J c r~ 1 

i i) Se I C J , então J-1 c r-1 • 
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Demonstração : 

i) Z imediata pela definição • 

1.1.) C J-1 .J C - - 1 C J-l J C R d ! orno C R e I _ J , entao J .I •• _ , a 

J-1 C I-1. 

iii) Como r- 1 .J-1 • (JI) ~ I-1 • (J-1 .J) I C C 1 RI " I-1 .1 C R 

então r-1.J-1 c (JI)-1 ~ (IJ)- 1 • 

iv) Se J-1 " R , com:> 

daí , (IJ)-1 C I-l " I-1.R 

(IJ)-1.IJ CR 
-1 -1 

~ I .J . 

-1 -1 -1 Portanto , (IJ) = I .J 

, ent-3o 

Analogamente , se I-l ~R , então (IJ)-l ~ I-l.J-1• 

Lema 1.3.4 

Produto de dois ideais inversíveis é inversível. 

Demonstração : 

Sejam II-l= R e JJ-l= R para ideais inversíveis I e J , en 

tão 1 

y é j 

- -1 e 1 = '<.... b sj , onde a. éc I , x. E I , 
J .J ~ l 

Logo , l " L. a;b/'iYj • Como a 1bj Eô IJ '' x.v. E I-l,J- 1 
1" J 

i,j 
iii) temos que r- 1 .J-1 C (IJ)-1 , e por (1.3.3 - então con-

c1uimos que 1 Eê (IJ)(IJ)-1 , e portanto (IJ)(IJ)-1 =R • 

e 
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§ 1-4 DOIII!UOS D<l l'A1'0RIZAÇ1í0 lllliCA (U ,F .D.) 

Definição : 

Seja R um domínio • Um elemento a ré- R • não unidade ~ se­

r<Í denominado irredutível (ou elemento primo) se , sempre que 

a = bc • b ,c E. R 11 então b ou c é uma unidade em R .. 

Uma generalização do donínio dos inteiros Z serêÍ 

DefiniÇão : 

Um dom!nio R , é um domínio de fatorização única , deno-

tamos por U.F.D. , se : 

(1) Todo elemento não nulo em R é uma unidade ou pode ser 

escrito como produto de wn número finito de elementos ir~edut!-

veis de R • 

(2) A decomposição na parte (1) é única a menos da ordem 

dos elementos e de associados dos elementos irredutíveis • 

Vejamos agora , algumas propriedades·. dos domínios U.F.D., 

primeiro , colocamos mais all~umas definiçÕes . 

Definição : 

Para a,b E R , diz-se que~ divide b , denotamos por alb, 

se existe c E R tal que ac = b • 

Dizemos ~ue d E R é o máximo divisor comum de a e b se 

(1) d I a e d I b 
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(2) Se c E. R é tol oue c I a e c I b , então c I d • 

Notação : d = [a,b) 

Analogamente , podemos definir L a 1 ,a 2 ~ .... ,an1 • o máximo 

divisor comum de a 1 E R • i= 1, ... , n. 

~ 1.4.1 

Para quaicuer dois elementos 9.b em U.F.D. , sempre exis­

te d = [a,b J o máümo divisor comum de o e b , e (a,b) = (d) 

como ideais • 

Dei!lonstração o 
o ((n) , pago 150 J 

Seja R um anel comutativo 0 R [xl o anel dos polinomios 

na indeterminada x • 

Definição : 

Um po1inomio f= a + a 1x +oooo+ a x11 C Rbcl é dito pri-
o n 

mitivo se para dE. R tal que d \ai para i= O,l,, ••• ,n, então 

d á uma unidade de R , 

Lema 1.4.2 

Se R á U,F,D, , então qualoller f EC R (x] , f 

d E: R e f' é primitivo • 

Demonstração : 

• = d.f onde 

Seja f= a
0

+ a 1x + ... + a
11

x 11 
, por (1.4.1) , existe dE- R 

' ' a 1 :::: d.e 1 , onde ai E H. para 
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todo i , então f 
I I 

= d( a
0

+ a
1
x + ••• + 

I 

) = d.f e claramente 

• 
f é primitivo • 

O fato em que o produto de dois polinomios primitivos é 

primitivo em Z [x) é conhecido con;o lcmn de Gauss • Temos uma 

generalização deste fato em U.F.D •• 

Teorema 1.4.2 

Se R é U.F.D. , então o produto de dois polinomios primi­

tivos é primitivo • 

Demonstração : 

Sejam f,g ~R [x1 dois polinomios primitivos • Suponhamos 

que f.g não seja primitivo , como R é U.F.D. , existe p ~R • 
piO,p primo , tal que p divide todos os coeficientes de 

f.g • por (1.4.2) 

Como p é primo , temos que o ideal (p) é um ideal primo e 

então R/(p) é um domínio • 

Logo. R/(p)(x] 

também é um doDínio • 

Consideremos a sesuinte aplicação : 

Ç6 : R (x)-->R/(p)(x] , definida da seguinte manei 

r a 

a
0

x0
) = ii

0
+ ã1x 

E:R[x]. 

• para todo 
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Claramente , !J ,; um homomorfismo , então IJ(f.g) ~ IJ(flrJ(g). 

Consideremos f(x) • g(x) 
M"> 

(f,g)(x) ~ ~ ckxk 
•·o 

• onde c 1 = 'Ç"" a. b. • 
K L 1 J 

~"+J·k 

e mais 

Como p divide todos os coeficientes de f .g • temos C''Ue 

ci E. (p) , \1 i , 

Logo , IJ(f ,g) ~ IJ(fl!J(g) ~ Õ • !1hs R/(p) [ x:] é um domí -

nio • então IJ(f) = c ou IJ(g) ~ õ e isso implica em a. E-
J. 

(p)' 

\1 i • ou bj E. (p) ,\:1 j • isto é • p I a. ,'<j i • ou P I b 1 • J. c 

'<i j o cue é um absurdo pois f e g -sao polinomi.os primitivos. 

Portanto f.g • polinomio pri:mi t.ivo • ,, um • 

Corolário 1.4.4 

Se R é U.F.D. , então o produto üe um número finito de po 

linomios primitivos é primitivo • 

ProposiçÕo 1.4.5 

Se K é um corpo , então K l x 1 é U ,F ,D, , 

Demonstração : [lH] ,peg, 152] 

Definição : 

Seja R um domínio • K o corpo de fr.;;çÕos de R • Um polin.2, 

mio f E. K [xl é dito irredutível sobre K se sempre ,·ue f ~ 

g.h COlll g.h E. K lx] , então g ou h é uma constante • 
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Lem.• 1.4.6 

O ideal (f) em K lxl é UI!J. ideal m·1xima.l se • c somente se 

f é irredutível sobre K • 

Demonstração [ l H] , pag. 142] 

§ 1-5 D01!INlOS COM !FJ!UJc.O DlVlcUR CO!WM (G,C,D,) 

Definição 

Seja R um domínio • Dizemos que R é llD1 domínio com máximo 

divisor comum • denotamos por G.C.D. • se para dois elementos 

quaisquer a e b de R , existe d r;;: R tn1 oue d = [a, b] , o máxi­

mo diVisor comum de a e b • 

Por (1.4.1) , temos que U,F.D. é G,C,D. , então o nosso 

assunto é • a generalização do Lema de Gauss em G.C.D •• Faze­

mos isto e caracterizamos G.C.D. no capítulo 4 • Vejamos aGo­

ra • algumas propriedades básicas dos domínios G.C.D •• 

Lema 1.5.1 

Seja R um domínio G.c.D. .a.b.cER. então : 

i) [ab,ac] =a[b,c] 
.ii) Se d .. [a,b) • então a.* 1 = 1 

iii) Se [a, b) = [a ,c) = 1 • então (a, bc] = l 
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Demonstração : 

i) Consideremos m ::: [ab,ac:. Então , desde que a divide ab 

e ac , temos que a divide m • assim m = ax , x C R • 

Como m ::: ax divide ab e ac • entS:o x dtvide b e c • Então 

temos c;ue x = L b.c 1 pois , se n I b c n I c , então an I ab e 

an I ac • e então an I m = ax . Lo,:~o • n divide X .. 

ii) Se d = [ a , b ] , 

d = [a,b) 

entB:'o a a = d. ([ e 

l a .\/. .1 = d. d' d. u . 

b 
b = d. ([ .. Loc;o , 

iii) Suponhamos que t divide a e bc ~ Então ~ t divide ab e 

bc e assim t divide [ ab,bc) = b ~a.c] = b.l = b 

Logo ,t divide a e b , dní temos t = 1 pois [a,b} = 1 .. 

Portanto , [a, bc J = 1 • 

Daí , podemos àar o seguinte resultado 

Corolário 1.5.2 

Seja R um G.C.D. , a,b1 ;.•••bn e a 1 ~..- .• an ~R .. Então 

i) (ab1,abA,, •• ,ab J = a [b1 ,bo, ... ,b 1 
~ n .::: n 

ii) se = l 

DemonstraçBo : A demonstração é feita por induÇão sobre n , u 

tilizando a proposiçáo 1.5.1 

Lema 1,5,3 

Seja R um G.C~D •• Se \.u,a):::: 1 eu div:lde ab, ent~"i.o 
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u divide b • 

Demonstração : 

Como l u,a) = 1 • por (1.5.1 - i) , b = Lub,ab] • !.!as , 

u divide ab e ub , então u divide l ub,ab] = b 

Lema 1.5.4 

Sejam R um G.C.D .. e a
0

,a
1

,b
0

,b
1

,à
0

,d 1 € R tais que [a
0

.a 11"' 

= L bo,bl] = Ldo,dl] = 

ct 1a
1

b1 l d
0 

[a
0

b
1

,a 1b
0

] 

Demonstração : 

e , então 

Como ct
1
a

1
1 d

0
e

0 
e d

1 
b

1 
I d

0
b

0 
, então d

1
a

1 
b

1
l d

0
a

0
b

1 
e 

d 1a
1

h
1
1 d

0
a

1
b

0 
, daí ct

1
a

1
b

1 
I [d

0
a

0
b

1
,cl

0
a

1
b

0
l • !\\as • por 

(1.5.1-i) , [ d
0
a

0
b 1 ,d

0
a 1 b0 

1 = d
0 

l a
0

b 1 ,a 1 b0
] • 

Portanto, ct 1a 1b 1 1 d
0 

[a
0
bpa 1b

0
} • 

Lema 1.5.5 

K [ x l 6 G .c.]). para qualquer corpo K • 

Demonstração ; 

Temos que K [x) 6 U.F.D. , por (1.4.5) , e U,F,D, é G,C. 

D. , por (1.4.1) 

Finalmente • daremos uma condiçaÕ suficiente para a exis-..­

tência de alguns máximos diYisores comuns num domínio qualquer. 
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Propoaiçio 1,5,6 

Seja A= ( a 1 ,a 2 , ••. ,a
11

) ideal nao nulo nWL domínio 

R • e seja O I d E. R • Então • as se.cuintes afirmaqÕes são e-

cuivalentes : 

ii) Para todo b~ R • [ ba 1 .ba 2 , ••• ,ban J = b.d 

iii) Para todo k é. A-l, (ka1 ,ka 2, .•• ,kan j = k.d 

Demonstração 

i)~ iii) 

~·' A C R e assim temos ai E.. R , para todo i • para k E.:. A -l 
;r 

kai E: R e kd E R 

do i . 

, então kd \ ka. 
l 

, para to-

Seja agora ka. l • para todo i • loeo • 

~ E A -l = ~ .R , e então ~ = ~ para a lz,um r .E. it e portanto 

g l kd • 

Concluimos entRo cue 

k E A -l , 

iii) ..... ii) Imediato 

l, ka
1

,ka,..,, ••• ,ka ·1 
c n, = kd para todo 

• 

ii) -i) Pnra todo b E- H , temon r ba l 8 ... • banl = bd, 

logo • bd\ ba1 para todo i • daí ai 
a: E R • donde para r E ;1 • 

r, ai E r R CR ?Ortanto l .H c ,, Para o outro lado • ;r ,. • a: 
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se k ~ !: c A-l s 1 O r c n --
6 

~::..... • r • ,s ç n , 8nt.ão para 

todo i • logo s Ira. 
1 

para todo i • 

Como I ra 1 , •••• ra
0

] rd temoo I rd dní rd E:. R, ~ • o • 8 

isto é kd <õ_R seja 1-:: e t .R -Portanto -l 1 .R • • ou • • A ~ ;r • 

§ 1-6 

Definição : 

Seja R um anel e A C R um subn.nel com lR E: A • Um elernen-

to r E. R é dito inteJ;ral sobre A se r stltiafaz uma etiuação da 

forma r n + n-1 a 1r + ••• ~ + nn :::: O , onde ai C A • para todo i . 

Definição : 

Um domínio R é chamado fechado integralmente se para qual 

1uer x ~ K • o co~po de frações de R • Ge x é integral sobre R 

então x E.. R • 

Proposição 1,6.1 

Se R é um domínio G.C.D. ent3o H é fechado integralmente. 

Demonstração . • [ [KJ , png. 331 
CC 



Definição : 

Um anel comutativo R é dito um 8.nel de yalorJ.:z;ação se P§. 

ra quaicuer a_.b E R • então a divide b ou b divide a • 

Observação . . 
Se R é um domínio de valorização • então p.:"'ra cada x E. K_. 

o corpo de frações de R o temos x E R ou x-1 E- R ~ 

Proposição 1,6.2 

Todo ideal finitamente gerado é principal em um anel de 

valorização • 

Demonstração 

Temos agora _. uma ligação entre fechado integralmente e 

anel de valoriaaç3o 

Teorema h6.) 

Seja R um domínio fechado integralmente com corpo de frJ 

ç{)es K • Então , R = n V<Á. • onde V:!, s são domínios de valori­

zação entre R e K • 

• Demonstra çn o : 
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C A P I T U L O II 

A definição clássica do conte6do do polinomio f G:. Z [ x) é 

o máximo divisor comrrm dos coeficientes de f • Bvidentemente • 
dado qualquer polinomio f € Z [ x 1 • ele pode ser escrito como 

f= d,g, onde d é o conteúdo de f e g C~ lx] um polinomio prí 

tivo • 

Neste capítulo • definimos conteúdo de um polinomio em u­

ma situação mais geral , e d3mos alg~~as propriedades multinli­

cativas dos contelidos • 

§ 2-l CON'fEüDO DE UM POLIKOIGO 

Definição : 

n Seja R um anel comut~tivo e um rolino:Lio f = a
0

+ ••• + anx 

E: R (xj , c(f) é dito o conteúdo de f , se c(f) = (a
0

, .. ,an) , 

o ideal que ~"gerado pelos coeficientes de f • 

Lema 2,1,1 

c(af) = (a) .c(f) para a C:: a e r é R [x 1 , 

Demonstração 

Seja f 

. • 

• Então c(af) = 
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Para f E: R Lx], se c(f) =R, entõo f é primitivo, mos 

a recíproca não vale • por exemplo 

Exemplo : 

Seja R " Sabemos 0ue as unidades de R sao l e 

-1 e que 1 + Seja f = 

=Cl+·E 

-e 2 sao primos de R • 

+ 2x • logo 1 f é primitivo t mas c(f) i • 2 ) 

I R pois , se 1 = (a + b ·-f5 i) ( 1 + i) + (c + d ._j 5 

E. c(f) , onde a,b,c,d E- Z , então a - 5b + ~'c = l e 

a + b + 2d = O , que implica em 2(-3b + c - d) = 1 que é ~ 

absurdo • Logo , 1 rf- c(f) , ou seja , c(f) I R ,, 

Lema 2.1.2 

i + 

i)2 

Para qualquer O I f E. R [x l . Se c(f) = l1 " então f ~ pr!, 

mitivo. 

" Demonstraçao . • 

Seja f= a
0
+ a 1x + ••• + a

0
xn e dI ai para todo i = o,l •• ,n, 

' ' logo , ai = dai para algum ai E. R • Dai R = c(f) C dR , que 

implica em R = dR ,portanto d é uma unidade. 

Em U.F.D •• c(f) =R e f é prinüLivo são er·uiv3lentes .. 

Lema 2 .1. 3 

Seja R U,F,D. , O I f E. R lx] • iintão c(f) =R se, e so-

mente se • f é primitivo • 

Demonstração : 
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~ suficiente rr.ostrar oue se f é primitivo .. ent2io c(f) = 

= R • 

Seja f = a+ a 1x + .•• +a xn .. como R é U.F.D. e f é pri-o n 

mitivo _. então o máximo divisor comum dos coeficientes de f , 

_. é uma unidade e d = E- c (f) • 
por (1.4,1) , donde temos R= dR c c(f) , daí R= c(f) • 

Sejam R C S dois anéis comutativos e f = 

E.R[x]. 

Claramente • f E S l x 1 • Seja cs (f) o idea 1 de S • c;ue é 

gerado pelos cOeficientes de f .. ternos n seguinte relação entre 

c(f) e c3 (f) • 

Lema 2.1.4 

cs(f) = c(f).s 

Demonstração : 

Como c(f) = a
0

R + ••• + anR; c8 (f) = a
0

S + ••• + anS e 

c(f).s = ( a
0

R + ... + anR ).S , é claro que cs(f) = c(f).S • 

Definição : 

Seja K o anel total de fraçÕes de R • Se 

f€-K [x1 onde ~i 
si 

E. K • então definimos o conteúdo de r em 

K igual a c(f) "o 
R +' • .+ 

an 
R é um R-subm6dulo de K, = • r::ue 

so "n 



e para a :;:;: s 0s 1 ..... sn.:.; R temos s.c(f) c R ( aqui 11 identifici! 

mo• R = i~.R) , onde i : R --.K definida por i (r) ~ r 
1 • 

todo r E R ) , logo c(f) é um ideal fracional de R • 

Observação : 

o o • + 

tão pelo lema anterior c(f) C cK(f) = c(f).K = s-1c(f) • 

§ 2-2 PROPRIEDADES 1iUI!riPLICA'riVAS DOS cor;T~i1lJOS 

para 

en-

Um assunto principal aqui , é estudar quando a proprieda­

de multiplicativa dos conteádos : c(fg) = c(f)c(g) pera f e g 

em R lx), vai acontecer [ Hl. Podemos facilmente ver que 

c(fg) C c(f)c(g) para c<uaisauer f ,c (.R [ x 1 , mas a igualdade 

não acontece em geral . Por exemplo : 

Zxemplo : 

Seja R = Z ( .,í5 i J e f = 2x + l + -.\ 5 i , g = 2x + l - ~ 5 i 

em R [X]. então fg = 4x 2 
+ 4x + 6 • Como 2 , l + ~ 5 i • l - rs i 

são primos em R , então c(f) = R e c(g) = R mas c(fg) ~ (2) • 

Vamos agora .. d3r nlguns casos elementares da propriedade 

multiplicativa dos conteúdos 
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Proposição 2.2.1 

Se R é U.F.D., entào para f,g E. 'l (x) temos rt1e c(fg) = 

c(f)c(g) • 

Demonstração : 
• Dados f,g E R lx], por (1.4,2) temos que f= af e g = bg' 

onde a.b C R , e f' e g' sao primitivos em R L x) • 

Logo, c(f) = (a)c(f') = (a) e c(g) = (b)c(g') = (b) , por 

(2 .1.1) e (2 .1. 3). 

No entanto , fg = abf'g' e c(fg) = (ab)c(f'g') = (ab) = 

(a)(b) = c(f)c(g) , pois c(f'g') = R • por (1.4.3) e (2,1.3) • 

Lema 2.2.2 

Seja R um anel quasi-1ocal com ideal maximal E tsl que 

M2 =(O). Então. c(fg) = c(f)c(g) para todos f,g C:.R txl. 

Demonstração : 

n .m Sejam f= anx + ••• + a
0 

e rr = bmx + ••• + b
0 

pertencentes a 

R r 1 f n+m d " LXJ e g = cn+mx + ••• + c 0 , on e ck = L_ a 1 bj • 
l -1' J' ... 

Se ai~bj EM para todo i= o.l •••. ,n e j ~ o,l, ••• ,rn , 

então c(f)c(g) = c(fg) = (O) poic M2 = (O). 

é uma unidade de R , por (1.1.9) pois 

M2 =(O), temos tantbém c.ue c1 = aibo, ci+l = ai+lbo + a;ib 1 , •. , 

ci+m = anbm+i-n+ ••• + aibm • 
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Por indução sobrem, vemos que a.b. E_ c(fg) para todo 
1 J 

j=O,l, ...... m. 

Como a, é um unidade e c(f) -·R , então c(f)c(g) C c(fg), 
·'· 

daí c(fg) = c(f)c(g) • 

Analogamente , se existe bj f- L 1 ~ , então c(fg) =: c(f)c(g)~ 

A cora , t::ueremos mostrar que se c (f) é inversíve 1 .. en -

tão c(fg) = c(f)c(g) para todo g E R L x 1. onde R é wn anel co-

mutativo qualcuer • O caminho para isso será 1 primeiro demons-

trar para o caso local e depois passamos para o caso global ~ u 

tilizando a inversibilidade cue é uma propriedade local • 

Começamos então , com o caso local : 

Teorema 2.2,3 

Seja R um anel quasi-local e f C R Lx) tal que c(f) é in­

versível , Então, c(fg) = c(f)c(g) para todo g C R Lx1. 

Demonstração 

Seja f 

. . 
, como c(f) é principal , por(l.3.1)1 

temos por(l.l.l2) que um dos ais ~era c(f) • 

Seja ak o primeiro coefici,~nte que pode se::- tomado como 

gerador • Afirmamos que ai E Ma;.{ para todo i < k ~ onde :Ril é i-

deal maximal de R • De fato , pois se ai~ dak , onde i < k e 

d ~ M 1 segue-se c:ue d é uma unidnde , por(l.l.9). e assim ai 
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é o gerador de c (f) o cue contradiz com a escolha de ak • 

Seja g = bmxm+ ••• + b
0 

, I = c(fg) e J = c(f)c(g) • Temos 

que J = ( akb ,akbl •..•• a, b ) • 1~ :::uficiente mostrar que J = 
~ o K m 

= I + I!J , entio por(l.l.3\ J = I • ocorrera • 

Como I C J , cleramente I + IM c J • 

Para completar a prova temos que verificar que akbi C:.. I + MJ 

para i = 0,1 •.•• ,m, e ess::-1 prova 5 feita por indução sobre i : 

reduz que 

Suponhamos que akbi E. I + I{J para todo i = 0,1, .•.• j • Co-

mo o coeficiente de de fg é 

E._ I 

CI+llJe 

ak+l bj+ ... + ak+j+l b0 € R(akbj+ ... + akb 0 ) C I + MJ , então temos 

que akbj+l E: I + MJ • Portanto , J = I + MJ • 

Teorema 2.2.4 

Seja R um anel comutativo cem identidade c se f é 1..un poli -

nomio com c(f) um ideal inversível , então c(fg) = c(f)c(g) pa-
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ra g E: R [x] arbritário • 

Demonstração 

Como c(f) 6 inversível , então c(f)p é inversível para -

todo ideal primo F de R , por (1.).2). 

Então , em. Rp temos c(fg)P = c(f)p.c(g)p para todo ideal 

primo P , por (2.2.3) •. Nas , c(f)P.c(g)F • (c(f)c(g))F , por 

(1.1.10) • 

Portanto , por (l.l.ll) temos , c(fg) • c(r).c(g) • para 

e E R (x] arbritário • 

Recordamos C'ue um d_Qmíp_io 9,~ Dede_kind é um domínio err: .~u8 

todo ideal fracionâl não nulo é inversível • entâ'o temos 

Corolário 2.2.5 

Se R é um dom!. io de Dedekind , então c(fg;) = c(f)c(g) pa 

ra polinomios f e g em R [ x] , 

Agora , queremos estudar çuando a recíproca do teorema 

2.2.4 acontece • especificnndo para rual f C:. ll [x1, se c(fg;). 

• c(f)c(g) para todo g E R Lx], implica rue c(f) é inversível. 

Para evitar a situaç8o no L~ma ?.2.2 • assumimos que R é 

um dom:!nio .. 

O próximo lema é necessário para o caso f = axn+ b , onde 

ab I O e n '? 1 • 
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Lema 2.2.6 

Seja R um dom:í..:1io ruasi-local , K o idenl ffi(;-JXi:mal de R ' 

b , R , ( 2 2) ( 2 b~\ ~ ( ) a, c.- ... e a b r O • Se a , b = a b ,a + 1 , entao a, b é 

inversível • 

DemonstraÇão : 

a2,b2) " Como ( = ( ab,a'·+ b2 ) , então existem r,s C:.. n_ tal 

" a2= b2) ou e rab + s(aL+ • los; o 
o o 

(1-s)a"-.=o reb + abc: (1) , Para 

s E. R , temos s r:k- M ou s E. 1! • 

Se s f. M , entilc s é' uma unidade , por ( 1.1. 9) , daí t 2 ~ 

E_ ( ab,a 2) , 

Se sEM, então 1-s é uma unid3de • por (1.1.2) • daí 

Digamos que 1-s 6 uma unidade • podemos tornar a escrever 

(1) da seguinte maneira 

a 2- tab - ub2 
= o pnra alcum t,u "-R • 

o 
< a Desde b I o temos ( a ) t ( ) o então cu e • 'õ 'õ - u = • 

~E.: i\ o corpo de fraçÕes de R e a é integral sobre R • • b • 

- 0 Logo , sobre K , ternos a f3torizaçao z'-- tz -u = 

( z -~ )(z- c) para algum c ~K. 

Tornando o conteúdo em K de ambos os lndos , por (2.2.2) , 

temos : 

R= ( l , ~ )( l,c ) , que implica em F E R , daí ( a,b ) 
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é principal e assim é inversível o 

Se s é uma unid-'?.de .. u:ilizatJos o nwsmo rneioc:ínio com b • a 

Teorema 2.2.7 

Se f= aXn+ b , onde ab I O e n >1 1 , e c(fg;) = c(f).c(g) 

para todo g ~R [x) , então c(f) 4 inversível • 

Demonstração : 

~ suficiente mostrar rue c(f)p é inversível para todo i­

deal primo P de R • por (1.3.2). 

Assu.mimoB que R é r:uaGi-local • para g = axn- b • ent3o 

fg = a 2x 2n- b
2

, logo temos c(fg;) = ( a 2 ,t2 ) e c(i')c(g) = (n,b) 2 

e por hip6tese temos ( a~,b 2 ) = ( a,b ) 2 • 

e 
b2) 

e 

novamente por hip6tese obtemos (ab,ac::+ = (a,b)'·. 

(a2,b2) 
e 

(ab,a 2+ 
~ 

Daí • = (a, b) L = b') • por (2.2.6) temos 

cue (a, b) é inversíve 1 e portanto c(f) é inversÍYel • 

Corolário 2,2.8 

Seja R um domínio ~;uasi-local e c(fg) = c(f).c(g) para to 

dos f _.g €. R L x l .. 3ntão • todo ideal finitamente gerado é inver 

sível • 

Demonstrfi,çâo : 

Seja I :::: ( a 1 .a..._ ...... a , ) um ideal finitamente f,erado com 
c. n 
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a 1 I O para todo i , 

Seja f= a 1x + a 2 , por (2,2.7) c(f) = ( a 1 ,a 2) é inver-

sível , ent5o é principol , por (1.3.1) , e por (1.1.12) temos 

que ( a
1

,a 2 ) = ( a
1

) ou ( a 1 ,a;o) = ( a 2 ) • Digamos que ( a 1 ,a 2 ) -

Repetimos este proces;30 t.un número finito de vezes , fin:1l 

mente • chegamos que ( a 1 .a 2 ••••• nn ) é principal • logo I é in 

versível • 

Uma consequéncia dos teoremns (2.2.4) (~ (2 ... ~'.8) é o se-

guinte resultado caracteriznndo domínios :PrUf'er • r;_ue todo i-

deal finitamente gerado não nulo é inversível , indepcndentemeQ_ 

te obtidos por t~J c [G ). 

Se c(fg) = c(f) .c(e) P·'.1ra f,g E K lx] t ent5o R é um domí 

nio Priifer .. 

Corolário 2,2.2 

Um domínio R é l'ruferinno se , e sm:ente se • c(fg) = 

= c(f)c(g) , para todos polinomioo f ,g C R lx\ • 

Corolário 2.2.10 

Seja R um domÍLio de valorizaç2o ,então c(fg) .. , c(f)c(e:) 

para todos f,g CR[x]. 

Demonstraç.ão : 



Como todo ideal finitomentf:: gerado de í:t é p:íncipnl por 

(1.6.2) ~ então é inversível • Logo, R é um domínio PrÜfer, dai, 

por { 2.2.9 ) , c{fg) = c(f) c(q) para todo f,gi R[x). 

O seguinte caso rrue veremos é :f= f
1

f 2 é' tal ---ue c(f
1

) 

é ~ 11 _j 
invers..~..ve l e f 2 = ox + b ~ onde a b r O e n ~- 1 • 

Teorems 2.2.11 

Seja f = f
1

f 2 tais oue c(f
1

) é inversívol e f 2 = azn+ b 

onde ab {O e n~l, Se c(fg) = c(f).c(g) para todo g<'-Rlx], 

então c(f) é inversível. 

Demonstração 

Como c(f
1

) é in·v~ersível , pelo teol"em,q 2~2.4 • temos o_ue 

c(fg) = c(f1f 2g) = c(f 1).c(f 2s) e c(fg) = c(f).c(G) 

c(f1f 2 ).c(g) = c(f1).c(f2).c(g) • 

Como c(f
1
).c(f

1
)-l =R • então c(f 2g) = c(f?),c(g) para 

todo g E R (x), daí o teoremo 2.2.7 produz que c(f2 ) é imers.f 

vel , assim c(f) = c(f1),c(f2) é inversível , por (1.3.4) 

O seguinte exemplo mostra 0ue c(fg) = c(f) .. c(g) para todo 

g , é uma condição suficiente n',: teorema :?.2.11 ~ 

Exemplo : 

Seja R um anel :?.;Uarda -chuva l V] , então ~{- é um domínio 
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quasi-locol e seu ideal maximo1 T.' = (a,b) não é principal • 

Tomamos f =(ex+ c)(ax + b) , c I O , ab I O , então 

c(f) = ( ca,cb ) não é principal , poiE ae ( ca,cb ) = ( d) pa­

ra o.lgum d C R , então ca -== sd e cb = td para s,t C:. R • 

Como cts ~ std ~ csb , então ta = sb • isto implica 0ue 

s,t E r.í. • do contrário i\,1 é principnl • 

Se d ::;; moa + ncb = ( ms + nt )d p:.1ra algum m,n E. R,entüo 

1 = ms + nt E M ,o r,ue é umc1 contradição. 
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C A P I T U 1 O III 

Veremos no capítulo preceliente uma condição mais :fraca do 

que primitivo , chama-se super-primitivo , e provaremos alaumas 

condiÇões equivalentes para. super-primitivo • 

Veremos também que s~per-orimitivo nos dá um critério para 

a determinsção de ideais primos pl'incipcis de H [ x) • 

§ 3-l POLif;Qr,liOS SUFER-PH.IJ',!JIJ:IVOS 

Sejam R um domínio , K o coppo de fraçÕes de R e 

te subconjunto de K , S = )_ ~ E_ K : r f O , r c:_ R } • 

mos uma condição eruivalente pa:t'a polinomio primitivo • 

Lema l:1.d 

o se:e-:uin ,_, -
Coloca-

f<2.R[x1 é primitivo se, e so:nento se, c(f)-1 ns 
RI'\S. 

Demonstração 

Seja f 

. . 

vo • Como R C c(f)-l , logo R() s C c(f)-1n S 

l E: c(f)-1 () S , então l ,c(f) C R , isto é 
r r 

, agora , se 

, r I a 1 para 

i= O,l, ••• ,n , da! r é uma unidade pois f é primitivo • 

Portanto, J.ERf1S 
r 

e 
-l 

c(f) 0 S ~ R0S. 
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Por outro lado , dado o -1 r E. R 

l •...• n • então~ .c(f) C R, ou seja 

; Ec(fl-1 1'\ s =R ns. 

tal cue r I n. pnra 
l 
-l 

, l E:. c(f') 
• r 

i " o 

logo 

Assim • ~ E.. R • daí r é uma unidade • Portc:mto • f é px-i 

mitivo • 

Claramente , p;J.ra um polinomio f c;._ tt ( xl ,:3e c(f)-l = R , 

então f e' primitivo • mas o exemplo a ser.;uir mostra r:ue o con­

trário não vale • 

Exemplo : 

Seja R = Z [ f5 i J . ~emos que f = ( 1+ ~ 5 i ) + 2x é um 

polinomio primitivo e c(f) " ( 1 + ,( 5 i ,2 ) • t claro que 

n -~ 

~ 3( 1 - i ) 1 - j 2 i f_ ,, Il onde K i + ~ s· 1 " -6 " ~ " - • L 

é o corpo de fraçÕes de R , ID3S 

1 + ~ 5' i l (a + b ~ 5 i) ( 1 + ~ 5 i) + (c + d ~5 i: . 2 J 
(3a + 3hl 5 i) + (l--l5i)(c + df5 i) 

Logo • 
1 + 

3 
~ 5 i 

c(f)-l , poo:bnto R 'fo c(f)-l • 

• 

Sabemos 0ue c(f)-1 
o: R é uma condiç'~o mais fraca do ~'"!UC 

primitivo • e essa é a condição pore que ~.1m polinomio seja super 

-primitivo 1 e cueremos estud:J-ln detnlh:1d~1mente • 

Definixão : 

Dizemos que f E. R (xl é um polinomio super-t•rimitivo se, 

c(f)-l = R • 
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~ ).1.2 

Em domínio G.C.D ... polinomio primitivo é e0uivalente a 

polinomio super-primitivo • 

Demonstração . . 
Basta mostrar que c(f)-l = R se f é primitivo • Sejam 

f = a
0
+ a 1x + ... + anxn e O f. k E. c(f)-l • Como ll 6 G,C,D, , 

escrevemosk'=t ondea,bCô.!l,n!O,b;lO'' la,bl =1. 

Como k.c(f) C R • temos que % .a1 é R para todo i • isto 

é , b \ aa 1 para todo i • 

Por (1.5.3) e do fato de La,b J = l , temos que b I a
1 

P:!, 

ra todo i • então b é uma unidade pois f é p.r'.imitivo • Assim 

k ~R , ou seja c(f)-1 = R • 

• 

Para estudar algumas condições equivalentes de super·-pri-

mitivo • consideremos um homomorfismo natural~ : R \x]-~ K[x] 

e notamos que (f)e = (f)K \x] 
\

h, f 
= -:r I h c R lxl, o I t c RJ 

a extensão do ideal (f) pela ~é um ideal de K [x] e (f)ec 

(f) 9 1\ R [x] a contração de (f) 9 em R (x 1 é um ideal de R [x 1. 

Temos sempre que (f) C (f)ec , quando (f) = (f)ec vere-

mos que f é super-primitivo e Yice-versa • Para verificar .. pr~ 

cisamos de um corolário do teorema de EcCoy (1 .. 2.2) ~ 

Seja R um domínio e f C R lx) com grau(f) ;>O , Então 
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c(f)-1 =R se, e somente se , c(fc:) C Rt , O I t C'.,., implica em 

c(g) C Rt para todo g C R Lx) • 

Demonstração : 

Dado qualquer c t k €. c(f)-l 
' entôo k s E_ = f K com t I 

a,t f: R e a .fE:R[x] daí c(af) CRt logo c (a) R a c Rt f ' • • = 
por Lip6tese portanto k a é' • = f R • ou neja • c(f)-1 = R • 

Por outro lado , definimos '!i : R [ x 1 --•R; [ x l da se­
Rt 

guinte maneira : '!i (f) • para todo 

-E: R l x ], onde ai = ai + Rt 

Claramente , rJ é um homomorfismo e seu núcleo é dado por: 

Ker '!i = l h (. R L x j : c (h) C ::lt J , 

Como c(fg) C Rt , então ~(fg) = O = 'ii(f)'ii(rr) • 

-Se ~(/ii) = O , então c (g) C Rt • 

Se ~(g) t O , entiío ~(f) é wr. divisor de zez•o em R; [ x) • 
Rt 

-
~ntão por (1.2,2) , existe li' = k + Rt ,i O ( k rj_ Rt ) tal que 

-k.~(f) = ~(k.f) = o • então temos c(k.f) c Rt • 

k Assim , t ,c(f) C R d d k r (~)-1 -,, , on e t c c ~ = • e ent.:io con 

cluimos que k GRt • o que é uma contradiç3o. 

Portanto , <if(g) = Õ , isto é , c\c) c Rt, 

= ~ 
" 

Seja J c(f)-1 • (f) L ai Cei .f) ai '"" c(f)-1 
= ~ • 

l ""I 

g E R [x] e o '· n E:Z } • um ideal de R [x] • i;ntão temos : i 

o 



Lema. - ).1.4 

Seja f E: R [ x1 com grau(f) ) O , então (f) C J C (f)ec , 

Demonstração : 

Trivialmente, (f)C J pois RCc(f)-1 • Para qualquer hEJ, 

'"" " temos h = L a 1 (g.f) = L (a.f)g. , 
. 1 . 1 l 
~·1 L•l 

E rt[X], daíhé:.Rlx); 

onde gi E_ R lx1 

entretanto h = 

E: (f)K [ x1 , Logo , h <õ:. (f) 00 e daí J C (f) 00 
• 

e a. E.c(f)-l 
l , 

'"" 2._ (aiei)f 

"' 

Intróduziremos agora • em primeiro lugar • condiçÕes para 

que (f) coincida com (f)ec , e depois , condiçÕes para que J coi.!! 

cida com (f) 00 
• 

Teorema ).1,5 

Seja f E. R [x] corr. grau(:!:) /O e S =\. ~ I O I r "- RJ ,E.!! 

tão as seguintes condições são ecuivalentes : 

i) (f) = (f)ec 

i i) (f) = J 

iii) c(f)-l = il ( ou f é super-primitivo ) 

i v) c(g)-l () 8 = c(fg)-l () S para todo g CC: R[x] • 

Demonstração : 

Faremos i)~ii)-~iii) -.;i v) ---4 i). 

i)->ii) 

Gomo (f) C J C (f)ec e (f) = (f) 00 
, então (f) = J = (f)ec 

ii )-t iii) 

Como (f) = J = c(f)-1 .(f) , então para qualquer k E. c(f)-1 , 
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temos lt.f E:. (f), daí , existe r; E R Lx1 tal cue k,f = g,f E:1lx1, 

Como R [x 1 é un', donínio , então k = g E R lx] í\K = R. Aa 

sim c(f)-1 = R , 

iii) -e> i v) 

Como c(fe) C c(f)c(Ll) , ent;o c(fg)- 1 ::>\dflc(g) J-l 

c(f)-1c(g)-l = c(g)-1 pois c(f)-1 =R e por (LJ,,J-iv) 

1 -' Logo , c(fg)- (\ S :::J c(g) • n S • 

ror outro la11o • se ,)c c c(f;::)-l n então c(fg) C Rt 
' 

por (3.1.3) e do fato de c(f)-1 
= ít ten:os cue c(g) C ítt • 

e 

ússim , f G, c(g)-1 (\ s c portanto c(fg)-1 (\ S = c{g)-1(1 S. 

iv) ~i) 

Se fJ" E (f)ec C R Lx] 

c(g)-1 (\ S , 

ent3o l -l t E c(fg) , (\S 

Logo • ,'J"ER[xje 
' 

~ E (f) , ASBim (f) - (f)ec , 

~ J.1.6 

Seja f E R [x] com crau(f) >O e S = l ; I O I r G R 1· Eg 

tão , J = (f) 60 se , " somente se • (c(f)c(o:l] -l,n S = c(fg)-111 S 

para todo g C R [ x] , 

Demonstração : 

Para 0ualcuer f .f <::, (f) 80 
, onde e E R l x] e O ,I t <S R , 

devemos mostrar ~ue f .f ~ J. 

Como ~ .fg E (f)''° C R [x) , então ; E c(fg) -l , loeo • 
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f E: c(fg)-l (\ S = l c(f)c(g) J -l () S , isto é , f .c(i)c(g) C R, 

. 1 ( ) C c(f)-1 " . .::; f ~ (f)-1 (~) J OU SeJa , t , C g , awslm t.. c. C , " ~ , 

que 

Portanto, J = (f)A0 • 

Por outro lado , como c(fg) C c(f)c(g) , temos por (1.3.3) 

[c(f)c(g) l-1 c c(fg)-1 • logo • [c(f)c(;;))-1 n s c 
c(fg)-1 n s . 

No entanto , se ; E: c(fg)-l (\ S , ou eeja , ; ,c(fg) C R , 

então f. fg ~ R [x], onde r f: (f)ec = J = c(f)-1.(f) por hi­

pótese , daí temos f ~L aigi ando a 1 C: c (f)-l. e gi <::. R ( xl e 

podemos escrever L ai gi = L kjxj • com kj E.. c (f) -l • então • 

1 1 1 1 c t .c(g)C c(f)- , dor;de t .c(g)c(f)C R , ou seja t 

~ [c(g)c(f) J -l (\ s e portanto c(fg)-1 11 s c (c(f)c(gJ)-1 n s. 

Concluimoce encóo <:tl" c(fg)-1 (\ S = (c(f)c(;:)] - 1 (1 .S , 

Como l c(f)c(g)) -~. C c(fg)-l sempre • perguntf'lmos agora 

quando (c(f)c(g) 1-1 = c(fg)-1 ''ai acontece:!'. 

Teorema ;).!. 7 

Se R é um domínio fechado integralmente • então para todoo 

f ,g f: R [xJ , c(fg)-1 = [c(f)c(r;) j -1 • 

Demonstração : 

Basta mostrar rue c(fr;l-1 C lc(f)c(g) j - 1 • Corno R é fechê_ 

do integralmente , por (l.6.J) • ii = nv •'- , onde VJ... é um domí-

nio de valorização entre R e K , o corpo de fraçoes de H lt 
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Agora , seja V um domí~-io de valoriz•·<çao tal que ;.l c V'- K, 

entao por (2,2,10) ter:1os , cv(fg) ~ cv(flcv(g) , para todo f,g E 

E_ il [x]c'i [x], daí c(f)cul:J C c,(flcvCc) ~ cv(fe) ~ c(fg).v, 

por (2.1.4) • 

Dado cual--uer k L c(fg)-1 , tomoo k.c(fg) C 1 
' 

entno 

k.c(f)c(g) C k.c(fg).VC RV C V. 

c_(\V = J , ou sejs. 
"" 

e daí 

Portanto , k.c(f)c(g) 

c(fgl-1 Ctc(f)c(gJ] -l e teooc o result9do desejado • 

Corolário ).l.B 

Se R é G.C.D. , entÍlo c(fg)-l = [c(f)c(g) 1··l 
dos f ,g E: H [X 1 • 

Demonstração = 

b imectiata por(l.G.l). 

vorolário ).1.9 

~e rr é um dominio fechado integralmente • entao 

para todo f E R (xj com grau(f) ) 0 • 

Demonstração . • 

I! imediata atr~véa d1~ (3.1.6) e (3.1~7) 

para to-

1
. ec 

' ' 

Como c(f) é sempre um ideal finitawDnte ger::;.do e vimos al 

gumas condiçoea equivalentes à c(f)-l = R • uma pern;;unta ar;or3 é, 
_, 

quais sao as condiçoec ecuivalentes 3 I Á -· R • onde I t! um ideal 

:'initamente gerado cuelruer '? Temos a se~~uinte resposta : 
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Teorema 3 .. 1.10 

.Seja H urn domínio e I um ideal fi~-~itnmente s..;er[,dü , entáo 

I-l ~ R se , e somente se , I CP para algum P E W • onde 

.V " { P : ideal primo de R P 6 minimal sobre os ideais da for-

ma (a) :b para a,b E i> } , 

Demonstraçao : 

Suponhamos que I CP , onde ~ é mínima] sobre (a) :b e C 1• 

" 
,, 

• então Iif_ (o.):b • pois • se IC(a):b • t 2TI10S bl C (a) 

i f~ to é b .I • a c R • o que ü1plica em b 
a é. r-l - H • ou seja • 

(a) : b " RCP • o que é uma contradiçáo • 

Apanhamos x E 1 - (a): b • Seja ,·, = ( R;. ) 
\ (a):b ,, 

e to-

• 

roemos&>\= Í €. A , onde x " x + (a) :b , nr·tamos o( I C , 

Afirmamos que existe n) 1 , tal r.ue n ::;:. o. 
Com efeito , se o(n f O paro todo n ....., o , entso \ Jn \ / L" n~U 

é um sistema multiplicati 17amente fechado e pelo teorema de Krull 

(1.1.?), existe um ideal primo G de A tal oue t a(nln '}O(\ Q = Çl. 

Como .P é minimal sobre (a) ;b • ent8.o o único ideal p.!.'imo 

de • é ., t t ' 
.~.. .rF , por an o I,.J 

absurdo. 

e d. f{- Q • o ~ue é un~ 

Seja Ip = t t E. A : r = i + (a): b • i "' I ) a extensa o do 

ideal I em A • Como:.. é finitomc,nte gerado por x 1 .x:2 ...... xn em 

R, entSo Ip é finitarr:;-_mt-:.; gerado pelo~3 
-- x. 

9.. :::; -1 
l l 

para i = l., •.• n 

onde ii :::: xi + (a):b • por (1.1.6) ~ e p~1ra cada Gerador ãi ~ O 
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- n. ... 
existe um inteiro positivo n., tal que a 1. l =O. Pelo princl-. l 

pio do menor inteiro, existe um inteiro positiva n, tal que 

In = (Õ) e !n-l~ (Õ), isto significa que existe sE- R - P 

tal que s·InC(a):b e s In-lçt (a):b. Loqo, sb·Inc{a) e daí 

b n 
s·-·I CR. 

a 

b n 
Mas • s •ã•I e_ H • Lof.:::o 1-1 =11.9 

n-l n-l 
isto é , sbi C ('1) , ou seja • s =: C .. -~B):t-,. o que é uma 

contradição • rortanto • I-l f. R • 

l:'or outro lado • seja 1-l -F' H. • entBo existe x ~ I-l_ ~l ~ 

~screvemos x = 2 
8 

eeja I C (a):b , 

• onde a 1- O a. b c::_ f"i e te mos 

Cono x = .12 ,/_- ]. • ent :-o 
a 'I' (a) :b Cj:: n 

e (l.l.4J • existe um ide8l p1·irno 1' de R quo 6 r;;inimal 

(a):beiCF. 

ou 

(1.1.1) 

sobre 
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~' J-2 PRIIWê P.liiiCIHlS Diê ci [_ x) 

~eja R um domínio e f Cõ. ;< Lxj , o objetivo principal dusto 

parágrafo é estudar as condiçoes equivaler:.teo a -(f) ser um ideal 

primo de R [x1 • t importante saber quúndo o ideal entre (f) e 

(f) 00 vai ser um idea 1 primo • 

J.2.1 
Seja f ~ H [x 1 com grau(f) ) C • :::)e i~ é um idea 1 em R ( .x 1 

tal Cue 'f) C N C (f) 80 
, entao ., é 'd 1 · . ~ l-. un: 1. e a prJ.mo .se_. e somen 

te se • f ~ irredutível sobre K t o corpo de fraçoes de R 

1-i = (f)ec. 

DemonstraçBo : 

• e 

Como f é irredutível sohre E , por (1.4.6) , (f) 00 = (f)K[x] 

é um ideal primo (maximal) de X [x1, assim (f) 60
: ro é primo • 

por ( 1. 1. 5) . 

Por outro lado • se existe g E. (f)ec_ :N , escrevemos 

g =~-.f , onde U ,i tE. R e h E: K [x1 , então t.g =h. f C:.. (f) e 

(f) C ll, como ll <'!um ideal primo e g 1-~~ , entao tE:~~ C(f) 80
, 

daí t c::. (f) 80 
(\ !l = (O) pois grau(f) >O , o que é um absurdo. 

l'ortsnto , (f)ec = li • 

1'iostremos agoru 1 que f é irredutivel sobre. K • ~~om ef'ei_ 

to 

Suponhamos cue f :::: g.h • onde g~h c=. K L x] • como 
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f= g.h E. (f) CN, temos que g é.li ou h L ri • 

Digamos que hEN ent8o h hl.f onde h E .• lx) e as-• = ' 
~ .... l 

sim f = g,hl.f • logo g ' unidade de " (X l c uma • 

i'ortanto f é irred ut :(v e l sotre " • " • 

r;ntão temos uma conse,..uencie imedLJta 

Teorema 3.2.2 

Seja H. um dom:!nio • "'~nt3o (f) é um ideal primo de H [x] se. 

e somente se , f é irreC.utível sobre r: e c(f)-l = n: • 

Demonstraçáo . • 

Se (f) é um idea 1 primo • tomamo ti íi "' (f) na proposiçao a 

cima , temos entào quf: f é irtedutível sobre i\. e \f) = (f)ec j e 

por (3.1.5) temos c(f)-1 = R • 

For outro 1aóo • como c(f)-l =H cntiJO por (3.1.5) temos 

(f) = (f)ec e como f é irredLJ.tível sobre K , por (J.2.l) temos 

aue (f) é Um. ideal primo • 



C A F I T U 1 O IV 

CARACTERIZAÇÕES DOS DOMÍNIOS G. C. O. 

Neste capítulo , daremos quatro c3racteriza~Oes dos domí­

nios G,C,D. , especificamente 

Seja R um domínio , K o corpo de fr.sçoes de R 

1) Para qualquer f " ax + b E. H lx) con- ab -,i O , temos 

que f = d,f' onde d € R e f' é um polinomio linesr super-prim! 

tivo em R [x] • 

2) Todo polinornio lineal' em :1 [x1 é o produto de um elt 

menta em R com um polinomio primitivo e o produto de dois polin.Q. 

mios primitivos é primitivo , 

J) Todo ideal primo nao nulo F àe H (x1 com P ()R "(O) 

é principal , gerado por um polinomio primitivo 

4) Se a # O e b # O sio dois elementos de R , ent~o 

(ax + b)K [x) n R lx1 é principal , ger.\1do por um polinomio pri­

mitivo , 

Utilizando essas caracterizaçoes mostramos também que 

H [x] é G,C,D, se H é G,C,D •• 

Preparamos ~-.lguns fatos básico::: : 



Lema 4.1 

Sej:3 R um domínio G_c.D. • 0e f é un: ;Jolinomio n~w co na 

tante em H [ x] , entâo .f : d.f' , ond(~ d C n e f' é um polino-

mio primitivo em H [x] • 

Demonstraçao 

Seja f ::.:: a + a 1:x + .... + a xn • n )/ 1 ; como al. E. R e 3. é um o n 

• 

Sejam bi = 
ai 
ã. i = O_.l_. •••• n e f' = b0+ b 1x + .... + bnxn • 

logo , temos f= d.f' ,; f' é prirdtivo pois • por (1.5.2) temos 

Corolário 

Dado qualauer polinomio nD:o constante f em K [X 1 , K o cor 

pode frações do domício ~.C.D. R • então f= C • f! 
d • onde 

d 1 O, c,d E.. R, (c,d]::: 1 e f 1 mn polinomio primitiv·o em H[x) • 

.uemonstração 

oeja f = 

E. R • para todo 

.LJOgo • f = 

8 c i = 
ai.lJ 

1;;. R 'bi-- • 

ao al 
E o 

T i\ X 

i • 

3 
n 

T • ,. • i· ii 
n 

.. n 
A , n '.? 1 e bl. 1 O , a. , b. E. 

l J. 
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Por l4.1) • co+ c 1x +- •• + c xn 
n" " a.f' • onde a E. R e f' é 

um polinomio primiti'ro em H [ x) • da:!: • f a .f' Como i{ é = c • 

G.c.D .. • entOa existe t = [ o,b) • ~3ejmn o " te (j b " td • entao 

a c [c,d] 1 portanto f c .f. b " ;r e = • = d • 

~ 4.3 

Seja H. uw. G.C.D. , se f é um polinomio primitivo em H lx). 

a,b E R , b ~ O tal rue % .f E: B l_x\ , entao b I a 

Demonstra ça o : 

Seja f = a + a 1 x + ••• ~ a xn , como o _ n Ê .fl:. H lx1, temos 

aa,. c R . O 1 , c.. _, 1 ::: , , ••• ,n • 
b 

Como H. é G.C.D. , seja t = (a.,b] , então a= ta' e b = tb' 

para algum a ' , b' C R e [a ' .. b 1 
) = 1 

aa. ,. l 
Entao , b " 

a•a i 
!)' .., daí b' \ a 1 para todo i ... , por 

(1.5.3) , donde temos que b' é umn unidade pois f é primitivo • 

Como b = tb' , ent9o b I t I a • 

Em R ( G.C.D. ) , primitivo e super-primit:i.vo sao ecuiva -

lentes , por (3.1.2) , , ,-;ntao c-unlr·uer polinomio não constante 

em R (x] é úm múltiplo de um polinomio super-primitivo para 

examinar o contrário , sobre polinomios lineares , temos a pri­

meira caracterização de G.C .. D ... 



Teorema 4.4 

B. é G.C.D. se • t: som0nte se • p.Jra - ualquer polinomio li-

nearf=ax+bER[x] ,ondeab#O ,f=d.f'ondedr=_il e 

f' é um polinomio linrar supt;r-prirniti v o • 

Demonstraçao . . 
Dados quaiquer a~ b E.. R _. a I O e b ,; O g r-ue remos mostrar 

que existe máximo divjsor comum de n e b ( C21so a = C entno 

[ a~b) = I> • caso b = o • " entao [a, b 1 = a ) 

Seja f = ax + b c R [x] e por Lip6t0se temos ax + b = 

d(a
0

x + bo) • onde d €3 e (ao' bo)-1 = H • 

Corno a = da 0 e b = db
0 

j entOa à é u::n diviGor comum de a e 

b • 

Afirmamos que d =. r a I b l para cualr-uer c c.= R , .se c I a e 

c J b • entá.o c da
0 

e c I db
0 

~ claí % .. (3
0

, b 0 ) C R , isto é • 

~ E. (a
0

,b
0
)-l =R , portanto , c I d , o assim ê. = [a,b] • 

O outro lado é jmediato por (4.1) e (3.1.21 • 

Caso substituímos super-primitivo por uma ,condiçno mais 

:orte que é primitivo • e no teorema aciB3 colocsrrnos mais uma 

outra condiçao que é : o produto de dois polinomlos primitivos 

é primitivo , temos un1a caracterizaçao inte'"essantc de c.c.D. 

que é também uma generalização do Lema de GGuss sol1re G.C.D •• 

• 
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:i.'eorema 4.5 

As seguintes co.ndiçoes sao equivalentes 

I) R é G.C.D. 

II) (i) Todo polinorr.io linear em .\ l x J é o produto de 

um elemento em R com LUD pOlinomio prjmitivo • 

(ii) O produto de dois polinorüos primitivos é prin! 

tivo • 

Demonstraçao : 

A parte (i) de II) é imediata por (4.4) e (3.1.2) • Demo~ 

tremas entao a parte (ii) de 11) • Sejam f,B E.\ lxl po1inomios 

primitivos t então f,g são super-primitivos • por (3.1.2) , daí 

c(f)-1 = c(g)-1 = R • 

Por (1.}.} -iv) e (3.1.8) terton c(fg)-1 = l c(f)c(g)) -1= 

)-l )-1 c (f • c (g ; R • 

Assim fg é super-primitivo ~ emteo é primitivo • portJ.l.2). 

IIl -rl 

Dadó qualquer polinomio linear ax + b ~ por (i) • temos 

que ax + b = d(a'x + b'), onde dE. H e a'x + b' é primitivo. 

S'e (a',b')-1 t R é G C D ( (4 4)) = l{ , en no , • • • , por • • 

uom efeito, seja O~ ~ ~ (a',b')-l , temos por (i) que , 

ex + d =- e(c'x + d') • onde e E. R e c'x + d' é primitivo • 

como c = ec' e d = ed' • entiá'O c 
;r • 



daí a'c' dT (C_ H e 

Por tii) (a•x + b').(c'x + d') = a•c•x 2+ (a'd' + b'c')x + 

b'd' é primiti._ro ; como d 1 divide todos o.9 coeficientes ,então 

d' é wna unidade de R. ou~ f~ 3 .• isto é , (a'.b') -l =H. 

Um fato bem contecido é que em um ar:f~l fatorial (ü~P.D.) f~ s 

todo ideal I em R [xl tsl que I 1\ R~ (O) , é principal ,'1'eroes 

uma generalização deste fato sobre G .. C .. D~ , para um ideal primo., 

Precisamos do seg,t int e lema : 

Seja R G.C.D. • se a.g = h .. f , onde O f a G: H_ , g~h,f ~-

R (x] e g e f sao pricitivos ~ ent8o 1 ( -1 1 1 - E c h) eu - .h E R ( x . a a 

.Uemonstraçáo : 

Por (3,1.2) ( )-l l't • c e = " entao temas -1 
c(a .. s;) = 

(Ca).c(g)) -l = (a)- 1,c(g)-l = (a)-l , por (l,J,J-iv) e (),1,8) 

Analogamente , c(hf)-l= [ c(h)c(i')) -l = c(h)-1 .c(f)-1 = 

c(h)-1 pois c(f)-1 = R • 

Como a.g = h.f, temos (a)-l = c(ag)-1 = c(h.f)-1= c(h)-1 • 

1 daí , ã C ou ~ ,c(h) C é< • portanto l .h~R[xl. a 



-"'7--

Teorema 4.7 

Seja P/. (O) um ideal primo de R [x) tal que P 0 R= .(O). 

Entao .. P é principal , gerado por um polinomio primitivo • 

Derr:onstra ça o . . 
}elo princípio do menor inteiro , existe um polinomio f

0 
~ 

= d0+ d 1x + ••• + dnxn G:_ r· com n -,, l (pois f f\ R= (O) ) , tal que 

~:rau(f 0 ) = n ~ grau{g) para todo g El' • For (4.1) , f
0 

= d.f, 

onde dE R e f E R (x) é primiti•ro • Como f
0

= d.f CP e d r/- :2 

(pois P f'\ R = (O)) , entao f CP , pois P é um ideal primo , daí 

(f) c_ p • 

l'ara qualouer g c:_:_ 1' • devemos mostrar r:ue g E.. (;f) • 

d.g' .. onde an #O , bm f O , m '::;. n (pois f E :2 com menor grau) 

d E R e g' c;: R (x] é primitivo • 

Seja h= bmxm-n.f- an.g EP • Agora .. temos dois casos p~ 

ra analisar m = n ou m ) n • 

Caso (l) m = n 

Como h !é: 1' e grau(h) <: n , entao h = l! , 

an.d.g' e por (4.6) temos que 
b 

r. 

an.d 
G:n[xl. 

.f E:\f). 

daí b ~ = n •" a .g == n 
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vaso (;>) m) n 

Seja m = n + k , k > O • A demonstraçao deste caso é por 

induçao sobre k • 

Se grau(h) z n e h E_y • entao h o • d2Í bn+lx.f ~ a ~g::: 
n 

b b 
a d .. g' • ent8o por (4.6). ~lxE- rtlx) lozo g ~ 

n+l x.f • • • n an an 

c (f) • 

Se grau(h) ~ n , pelo caso (1) , h E. (f) , ou seja , 

h~ c.f onde c E: R (pois grau(h) ~ grau(fl ), donde temos c.f = 

bn+lx.f an.g , escrevendo novamente temos : 

, logo , 

l ---,. ( b 1x - e ) ~ R lx] , por (4.6) , daí temos 
ana n+ 

Agora , dado qualquer g com grau(g) = n + k • devemos mos-

trar que g E: (f) 

claramente h E. P e grau(h) < 

n+k , pela hip6tese de induçào , h E_ (f) , ou , h ~ c.f , onde 

cCR [x), com grau(c) < k. 

por 

Logo , temos 

l (4.6), ãã 
n 

- c ) E:.Rlxl • 
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Portanto • g = b xk - c ) • f <:: (f l • n•k 

Uma pergunta matural surge ; Todo ideal nao nulo em R [x] 

com contração trivial é principal ? Essa vai ser rr.ais uma car8c 

terizaçao de G.c.v. • temos a seguinte resposta 

Teorema 4.8 

As seguintes afirmaçÕés sao er:uivalentes 

i) R ~ um domínio G.C.D. 

ii) Todo (O) c/ F ideal primo de cllxl tal que Pfl J< =(O) é 

principal gerado por um _r:.olinor..io primiti,ro .. 

iii) O ;< a e O f b são elerr.entos de H • então (ax + bJK[xj 

n R lx1 ~ principal * gerado por um polinomio primitivo. 

Demonstraçào 

i)---> i i) 

t imediato por (4.7) 

ii) --->iii) 

Seja P = (ex + b)K(x] (U [ x] •f l • J. .. c aro que F é um ideal de 

R (x1 e P ()R = (O)~ J suficiente mostr.c~r oue Pé um ideal primo,. 

Temos que f = ax + b & irredutível sobre K e (f)ec = P , por 

(3.2.1) • temos que l' é um ideal primo • 

iii)-+i) 

Dado ax + b E R \.x1 , onde ab f. u • Basta provar que 

ax + b = df , onde d E '" e f C E L x l é um polinomio super-primi-
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tivo , pois por (4.4) teremos ent3o que cl é G.C.D •• 

.Por hip6tese , (ax + b)K [x)riR lx] = (f)R [xj onde f é 

wm polinomio primitivo • 

Logo. ax + b = f.d. onde d€ HLx:1 e f:::::: (ax + b).k on-

de k ~ K (X J , 
Da! • f= f.d.:c e corno K [x) 4 um domínio • temos d.k = 1 

assim d C R e k CK, 

Como , (f)K [x) ~ (ax, b)I: Cxl , logo , 

(ax + b)K [xl (\R [XJ = (f)K [xl (\R (x] ~ (f)ec, 

(f)R lx l 

Claramente , f = (ax + b)k é irredutível sol::.re K , ent::ío 

por (3.2.1) temos que (f)R [x) é um ideal primo , e portanto 

c(f)-1 = R , por ().2.2) • 

Afinal , apresentamos um resultado bem importante 

Lema 4. 9 

Se R é G.C,D. , então ll (xj é G.C.D •• 

Demonstraçãó : 

Por (4.4) é suficiente mostrar GUG para qualquer f = 

Ay + B E. R lx 1 [y) , onde AB I O • temos 

f= .u.(A'y + B'), onde D.A',B' E_ Ht.xl e (A',B')-l = R[xJ. 

Como f~ ll (xl[y) C K Lx)ly1 onde K é o corpo de fraçoes 

de H e K [x1 é G,C,D. , por (l.5.5J , entao f= dta:: -!-b) onde 

d,a,b E K [xl e (a,b)-l = K [xl , por (4.4J • 
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Bntão por (4.2) podemos escrever d 
0.0 

.d ',a ~ • a • = "1 = ' ' "1 

e b 
bo 

• b. onde d .• a. , b. f:K i o.l d1 i o a1 i o = 1il • • = • • • ' ' ' 

G.C,lJ, e d',a',b' E. R lx) sS.o p.rimiti 1..-0S • 

Como R é G.C.D,. tomamos t = (a 0b1 ,a 1b0l , ent.3.o existem 

t 1,t 2 ~!{,tais que a
0

b1 = t 1t e a 1b
0 

= t 2t , lo~o (t 1,t 2] = 

1 , por (1.5.1- iiJ • 

Assim , f = d(ay + b) = d • (a b a • y + a b b •) • o 1 1 o 

f = 

e 

d a?- .d. ( 
1 

a'y + 

d'b' E R [x1 

primitivos 

• mos 

b' ) ~R Lx][y) , logo , 

, c por \4.5) 

= 

são 

Para terminar u den:onstraçao tor:::tBmos D:;;: kd' • ;\' -:;:: t 1a' e 



seja • ~ E.. K(x) onde utv E...~{ lxl e v t- O e assumimos [u.v) = 1 

pois K(x) é \i,C,D, e ~ ( t
1
a• ,t 2b•) C R lxl , Afirmamos rue 

u E: R [x) v • 

ao bo b a a' ~ lJ b f 
Como (a,b) ( a' • h'' l o 0 1 o 

) = 1il " I = 
albl • albl a, 

' 
t tb' 

2 ) 
• al bl • entao 

= t ~ ( tla•,t2b' ) c til lx)C a lXJC'l Lxl • 

a1b1u c 
Daí. c v (a,b)-1 = K Lxl implica que 

Escrevemos u = u u• • onde o u E'~ o - 1, e u' é _primitivo • en-

ta o [ uo,v) = l pois [ u, v 1 = 1 em K(x) • 

vomo ~ tla' = tl 
uo 

u'a' E R lx] e· E t<"\b' = t2 
uo 

u'b' v v c v 

E. R[x], entao v 

unidade e portanto UE:H(xl 
v • 
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