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INTRO0ODUGED

Seja R um anel comutativo com unidade & um polinomio f =

n , " 2 x . E
ajt a)X +...+ ax € R (2] . c(r) 6 dito conteddo de f , se

c{f) = ( B e87sesssll ) o ideal de R que é gerado pelos coefi -

cientes de £ .

Temos o seguinte Lema de Gauss : Se o polinomio privitive
f{x) pode ser fatorado como produto de dois polinomios com coe-
ficientes racionais , entac ele pode ser fatorado como produto
de dols polinomios com coeficlerntes inteirog ; ou usando uma
linguagem mais moderna , c(fg) = c(flelg) para f,2¢€ 2 {x) . Co
mo Dominio de Tatorizacao Unica (U.F.D.) € uma generalizagao do
dominio dog inteires , naturalmerte gueremos a generalizacao do
Lena de Gauss sobre U,F,D. , infelizmernte o exemplo da pdgsina
29 mostra que isso n80 accntece em zeral, E¥ntd3o , neste traba -
lho , temos por objetivo , estudar vdrics aspectos sobre a sSe-
guinte questao : Pars um dominic R , ¢{fg) = ¢(f)c(g) onde f :
fixo e g : arbritdrio acontece se , e somente se , c{f) ¢ inver
sivel , Também , obtemos algumae caracterizacoes dos Dominios
com Ndximo Divisor Comum (G.C.D.) , como consecusnciag.

Sintetizando , no primeiro capitule , colocamos defini -

gaes g alyuns resultados bdsicog sobre andis e ideais , ideais



~ii-

inveraiveis , dominios de fatorigagao uUnica (U.F.P.) ., polino =
mios primitivos , dominics com mdximo divisor comum (G.ClD,) g
dependencia integral,

A maioris dos resultadom sdo apresentados sem demonstracac,
mas estas , podem ser encontradas na biliografia citada,

Ko segundo capitulo , damos alguns resultados parciais pa-
ra a questao acima , £ provado que tal ¢ caso para R arbritdrio
e ¢(f) inveraivel ; alguns casos especiais para a reciproca sdo
examinados , como por exemplo [ = ax™ + b onde ab £ 0 ,a% 1 .

Yo terceiro capftule , definimos polinomios super-primiti-
vos e estudamos algumas condigoes ecuivalentes 2 super-primitivo,
)-l

isto é , condigoes equivalentes a c{f = R ; temos ainda um re

sultado mais geral , em gue encontramos uma condicdo ecuivalente
a1 l_-g s onde I € um ideal finitamente serado oualquer ; tam-
bém neste capftulo damos um critérioc para a determinagio de ide-
als primos principais de R [x], assim : Se R é um domfnioc , en-
tdo (£f) € um idesal primo de R [x] se , e somente se f € super-
primitivo e irredutfvel sobre ¥ .

Wo quarto e dltimo capftulo , damos quatro caracterizacoes
dos domfnies G.C,D., como consecuencias dos estudos feitos nos
capitulos anteriores e finslmente mostramos que R{=x} é G.C.D.

ge R § G.C.D, ,que é um resultado importante obtido neste traba-

lho.
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CAPITULO 3

Todos os andis considerados sao anéis comutativos com iden
tidade , e qualquer terminologis que nao for explicita no texto,
poderd ser encontrada na bibliografia [A-M] ou [K] ou [H] .

Neste capftulo , serao colocadas definicoes e algumas pro-
priedades cue serao utilizadas nos capftulos seguintes , cujas

demonstraQSes sao encontradae segundo as referencias indicadas,

§ 1-1 ANBIS E IDBAIS

Definicao :

Sob a designagao apel entenderemos um anel comutativo com
elemento unidade , isto & , ( R,+,. ) € um anel se

i) ( R,+ ) € um grupo abelisno

ii) ( R,., ) § um semi-grupo comutativo com elemento unida-
de ; €

iii) a.(b + ¢) = a.b + a.¢ para todo a,b,c € R .

Definicao :
0 anel R € um dominio ( ou anel de integridade ) se, e B8O

mente se , vale a seguinte regra

YVa,b €R » 2.b = 0 entao a = 0 ou b = 0 .,



Definicio :

Um subconjunto nao vazio I do anel R € um ideal do anel R
ge , & somente se :

i) Para todos a,bc I , a - bE I

i1) Para cada a € I , para todo b €R , a.b &1 ,

Definicao :
Um ideal prépio F do anel R é primo se , e smomente sge
a,.b € P implica a € P ou b € P

Definigao :
Um ideal prépio N do anel R € maximal se , & somente se,

para qualouer ideal T de R, se M C I CR , entao M = I ou I =

= R, isto € , ndc existe nenhum ideal préprio entre M e R ,

Proposicao 1.1.1

(1) Todo anel naoc pulo possul ac menos um ideal maximsz1l,
(ii) Se I € um ideal prépio do anel R , entdHo existe um
ideal maximal ¥ que contédm I .

Demonstragao : [[A»M] » DPBZ. 3 e pag. 4}

Definicag :
Seja R um anel . O radical de Jacobson de R . J{(R) €

a interseccac de todos os ideais maximais de R .



Proposicac l.1.2

x € J(R) se , e somente se , 1 - Xy € unidade de R , para
todoy e R
Demonstragéo [[A—M], pag. 6]

0 préximo resultado ¢ conhecido como um coroldrio do Lema

de Nakayama |,

Proposicac 1,1.3

Seja ¥ um R-médulo finitamente gerado , N um submédulo de
MeTICUJ(R) un 1deal . Bntdo M = IM + N implica M = N .
Demonstragao : [[A-M]. pag. 22]

Se I € um ideal tal gue I € P um ideal primo , entae F po

de ser redugido a um ideal primo minimal sobre I .

Teorema l.l.4

Seja I um ideal qualquer de R tal que I C P , onde P € um
ideal primo de R . Entao existe um ideal primo ¢, de R tal que
ICQCPe Q & minimal sobre I ( isto € , nao existe nenhum i-
deal primo entre T e Q ) .

Demonstragao [[K] , pag. 6]

Definigao :
Sejam a,b € R , o ideal gquociente de 2 e b € um ideal

(a):b = { réR :rbv € (a)}




Observagoes :

(1) Para a,b€ R , a £ 0 , entao § € R se , e gomente se,
(a):b = R, Pois , 1 € (a):b € o mesmo cue b € (a) .

(2) Se a £ 0, entao a € (a):b , portanto (a):b # (0).

(3) Se a ndo € uma unidade de Re b ¢ (a) , entdo (a):b #
# R, e por (1,1.1) , existe um ideal maximal (primo) ¥ gue con-
tém (a):b , logo , pelo teorems l.1.4 , existe um idezl primo P
gue € minimal sobre (a):b , isto implica cue o conjunto W defi-
nido por W = ~{ P : ideal primo de R : P ¢ minimal gobre os i~

deais de forma (a):b , para a,b & 3 } nao € vazio .

Definigao :

Se £3 R—5 €& um homomorfismo de andis e I € um ideal de
R , definimos extensao de I , como gendo o ideal S,f(I) gerado
por £{(I) em S, Bxplicitamente :

M
e -

S,f(1) =1 ={ E.i yif(xi) .xiE, Iey;€s } .

Se q € um ideal de S , entdo o ideal of = £7+(q) definido
por =

q¢ = { a€R : existe b € ¢ tal rue f(a) = b}

& chamado contracao de q.

Lema 1l,1.5

Se f* R —»S & um homomorfismo de andis e se ¢ € um ideal

primo de S , entdo Q¥ € um ideal primo de R,
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Demonstracao : Sejam a;s 8, ER € aj.a, C q¢, entéo

f (ayea,) = f (ag).f (a,) € g . Como g é§ um ideal primo , logo

f (al) &€ qoutf (32) € q ., ou sgja altE q® ou a, € aC.

iema 1,1.6

A extensao 1° de um ideal finitamente gerado I € finita -

mente gerado .
Demonstracaoc : Seja I = ( B PPR PPN ) » entao € fdcil veri
ficar que 1% = ( ¢ (81).f (a,)seq.,f (a)) ).

Definigdo :

Um subconjunto S do anel R € um gistema multiplicativo fe

chado se , para todo s,t € S , entao 8t € S, (O éZS, 1€ 8)

Exemplos

(1) Se P é um ideal primo de R , entao S = R -~ P § um sig
tema multilpicativo fechado .

(2) Se x € R nAo € nilpotente , entao {\xn: n 7 0} ¢ um

gistema multiplicativo fechado .

Apresentamos o teorema de Krull , que df ums maneira de

copstruir ideal primo .

Teorems l.l.7

Seja R um anel e S C R um sistema multiplicativo fechado
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Se P € um ideal de R , maximal com respeito & exclusao de S,(ig
toéd ,PNS =@ ese Q OP , entac QNS £ ¢ ) , entao P € um

ideal primo .
Demonstragao 3 [[K] . bag. 1]

Defipicao :

Sejam R um anel ¢ S C R um sistems multipllicative fecha-

do . O anel de fracgoes de R por S € o conjunto

s“%::{fl ?aEReEES}

g
munido das operacoes :

a . b _at + bs a b _
B+¥=——BF——- e E.-_E.-E-E « € onde va

le a seguinte relagao :

% = % ge , e somente se , existe s' € S tal que

g'(at -~ bg) = 0
Com as definicoes acima pode-se provar que ( S'1R, + 5 e )

é um anel comutativo com elemento unidade .Ver EL&—M}.pag. 36] .

o~

Qbservagoes
(1) Se P € um ideal primec de Re se §$ = R = P , entao es-
crevemos RP ao invés de S"lﬁ .

(2) Se R & um dominio e S = R - {O}', entio STIR & o cor-

po de fragoes de R .
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(3) Se R € um asnel comutativo e S = {.a(;R * g nac é dlvi

IR ¢ o anel total de fracoes .

gor de zerojentao S~

Definigao :

O anel R é um anel cuagi-local se R tem um dnico idzal ma

Ximal .,

Vejamos um anel ouasi-local tipico :

Lems 1.1,8

Se P é um ideal primo de B , entao o anel RP é quagi-lo-

cal e PP & o0 ideal maximal de RP

-

Demontragio [[Ammj . Dag. 38}

Uma propriedade critica de anel cuasi-local & :

Lema l.1.9

Seja R um anel quasi-~local com ideal murimal M . Entdo

a € R € uma unidade de R ge , ¢ somente se , a ¢.ﬂ.

Demonstracao : Claramente , @ ¢ N se 2 € uma unidade de R ,
Se a ¢i M , entso aR ¢ZM , como M & o ideal maximsl , entao

aR = R , logo & ¢ uma unidade de R .

Proposicac 1,1.10

Seja R um anel e S um sistema multiplicativo fechado de
R . Entdo S”3( 13 ) = 874( I ).5"%( J ) para ideais I,J de R.

Demonstragdo [(Aumj . pag. 42]



Uma propriedade P do anel R ( ou de um R-médule M )} € cha

mada propriedade locsl se :

Rtem P ( MM tem 2 ) se , e somente se , RP { Mp ) tem P

para todo ideal primo P de R .
Essa propriedade € uma das ferramentas fundamentais na dlgecbra

comutativa . Por exemplo :

Propesicao 1.1,11

Sejam M e N dois R-médulos . Entéo as sesuintes afirma -
¢oes sao equivalentes :

i) M =X }
ii) My = Ny para todo ideal prime F de R.

1i1) ¥ = X para todo ideal maximal m de R,

Demonstragac : [[A—M] . Dag. 40]

Finalmente , um fato de grande importancia rue serd utili-

zado mais tarde .,

Lema 1.1.12

Seja R um anel cuasi-local e M seu iden) msximal . Se
I = 81s85sve0s8, ) € um ideal principal nao nulo , entao

I s ( a; ) para algum 1 .

Demonzstracao : Seja I = ( 2 4Bogesas8, ) = (d) ,dER, en-

n

a; = rid. riER.\’Ji.
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Se existe 1 tal cue r , ¢ 1, entdo r. ¢ uma unidade ,

por{.1.9), def T = (d ) = (a; ) .

Se ry € M, vara todo 1 , como temos :

d = $187 + ..o + 5 @, onde s, £’ , v i, entao

d=( rlsl+o¢-+ rn Sn}d’d::]f’(l-';ri Si)dzo_

Claramente , ?’1 r, s; € M, entao (1 -L__eri s;} € uma
unidade , por(1.1.,2.;,daf & = 0 , o que é uma contradigao .

Portanto , I = ( a, ) para algum i .
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§ 1~2 DIVISORES DE ZERO EM R [x]

Definicao :

Seja R um anel e R [x] o anel dos polinomios na indeter-
minada x . Um divisor de zero no anel R [x] , § um elemento f:Rfx]
que divide zero , isto € , para o qual existe um elemento O # g

pertencente a R [x] tal que fg = 0 .

Lema l.<.l

Se ¢ €R & um divigor de zero em R [x] , entdo ¢ 6 um di-

vigsor de zero de R .

Demonstrazéo :

n . -
Se ¢ 8, + 8;X + ... + AKX ) =0, coma_ #0, entao

ca, = 0 . Logo , ¢ € um divisor de¢ zero de R .,

0 resultado que vamos demonstrar a seguir £ o Teorema de

MeCoy [Hc] . que simplifica a definicao de divisores de zero em
R[x]).,

Teorema 1.2.2

Seja £ € R [x) , onde R § um anel comutativo , £ § um di-
vigsor de zero em R.[x} ge, e somente se , existe O £ ¢ € R tal

gue cf = 0 ,

Demonstracdo :+ Se O £ c € R C R[x) tal cue ¢f = O , entao f
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é um divisor de zero em R(x]) .

Por outro lado , se f  um dvisor de zero em R(x}, en -
tdo existe 0 # g € R [x) tal que g.f = O .

Seja sgz{o;égea[x] : g.fno}.

SB £ ¢ , pois £ & um divisor de zero em Rix) , entdao e -

Xiste gGLgB tal gue grau(g) & grau(h) , para todo hfiﬁg .

Sejam g

1t

m

b0+ blx t e + bmx ., onde bm #0 e

— . n o]

f = A+ 83X + ... +ax onde a_ £0 .

Temos que n > 1 4 poi® no caso de £ = 0 ou grau(f) =0 o

resultado € imediato , por (1.2.1) .

Como g.f = 0 , temos bman = Q .

Como an(gf)=(an<1)f:0, se a_ g # 0, entao ade 28 mag

m-1 m
= vees +a b
X + anbmx aﬁb0+

m~1
n mmlX

a : ..O.+
ng anb0+ anbm-l

pois gnbm = 0 ,ent8o temos que a6 = 0 pois grau(ang) 4

grau(g) e a g < 5?) .

Dai temos , 8,0, = 0 para k = O,1,...,m=1,m .

kK

Entao .f‘g

m n
(b0+.lo¢+ me )(ao‘t“agco“]‘ an}{ ) =

(bteoeet b X)(8 Feueut 8

1]

SA=Ly
1% Y =0

— s " .
Como an—lbm = 0, da mesma manéira acima temos an—lbk"o
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para kK = 0,l,...,m .

Pelo mesmo processo , pars cada t , t.= 0,1,...,n tenos
atbk = 0, para k = 0,1,....,m .

Bntao temos atbm =0 ,<%t =0,1,...,0 , € €ntao ,

bmf =0 e bm #£0 .
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§ 1-3  IDEAIS INVERSIVEIS

Seja R um anel comutativo e K o seu anel total de fragoes.,

Definicdo :
Um R-submédulo J de K & dito ideal fracional de R se exis

te 0O £ a € R tal que aJ CR . Se J § um ideal fracional de R ,
o inverso de J , J"l = {_x X T xJ C.R‘j ¢ um ideal fracianal

de R .

Definicao :
Um ideal fracional J de R € dito inversivel se JJ"l = R,

{ Notamos que J3"tC R 6 automftica ) .

Colocaremos algumas propriedades sobre ideaig inversiveis
que serao utilizadas mais tarde . O resultado a seguir foi de-
monstrado sobre dominio em [[K], PaL. 3?} » temos agora o meg

mo resultado sobre anel .

Proposicao 1.3,1

Um ideal inversfvel em um anel cuasi-local ¢ principal,

Demonstragado : Seja I um ideal inversivel em R ,entac II"l -

= R .
Dai , Z:_aibi =1 ,o0nde a;& Iebd; & 1t ,'ﬂ i, Logo

um doa a;b, é uma unidade , pois caso contrdriec teriamos

a;b; € M para todo i , por (1.1.9) , logo aibiE ¥ , on-
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de M € ideal maximal de R e isso € uma contradicgdo .
Consideremos albl-como sendo uma unidade , entao existe
¥y € R tal que (albl)y = 1.
Assim , se x € I , entdo x = 1x = (a;byy)x = (xbly)ale
€ (ay) pois =xb,y € R,

Portanto , I C (a e dai I = (al) .

1)
Inversibilidade ¢ uma propriedade local :

Proposgicao 1.3.2

Seja J um ideal fracional de R . As seguintes afirmagoes
a30 equivalentes :
i) J € inversivel
ii) J é finitamente gzerado e Ip § inversivel para todoe i~
deal primo P de R .

iii) J € finitamente gerado e Iy ¢ inversivel para todo i-
deal maximal ¥ de R .

Demonstracao [[&—M] s DRE. 97]

Lema l.3.3

Sejam I , J ideais de R .
i} Se IJC R , entao I cItouagctt

1i) Se IC. J , entdo J-tc 171,

i11) ( 13 )"t 17l gt
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iv) Se I-° 1= R ou g71 = ®r , entdo (13)~! = 1~t.gl.

Demonstragao :
i) ¥ imediata pela definigao .

ii) Como J™XJ CRe ICJ , eatio J7L.1C I t.JC R, daf
gt 1t

ii1) Como I 1,07t (1) =170ty 1 ¢ Ther = 17N C R
entdo I-La~tc @7 = a7t

iv) Se It o R s COmMO (IJ)Hl.IJ C R, entio (IJ)_I.I C 3 ir

daf , (" tc 1t ortg o rmtgt,

Portanto , (IJ)~1 = R St
Analogamente , se 11 - R , entdo {IJ)“1 = I'l.J"l.

lema 1,3.4

Produto de dois ideais inversiveis é inversivel.

Demonstragao
A -1 S e e
Sejam IT "= R e JJ "= R para ideais inversivels I e J , en

- _ o« . -1 -
tao 1 *‘%Eaixi el = ‘%_bjyj ,onde a, € T, x;€ I'7, bjC: J e

Yy c i,

: e . -1 -1

Logo , 1 = .Z% a;b Xy, - Como azby € IT & 239, € 1777
L wl L=l -1 ~

e por (1.3.3 = 1ii) temos que 1™ ~.Jd C {(1IJ) . entac con~

cluimos que 1 € (13)(IN)7L, e portanto (13) (1)1 = -,
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§ 1-4  DOMINIOS D FATORIZAGAC UuICA (U,F.D.)

Definicao :-

Seja R um donfnio . Um elemento 2 € R , n8o unidade , se-

r{4 denominado irredutivel (ou elemento primo) se , sempre que

a=be, byc ©R , entao b ou ¢ § uma unidade em R .

Uma generalizacao do doninie doz inteiros Z serd :

Definigao
Um dominio R , € um dominio de fatorizagdo dnica , deno-

tamos por U.F,D., , se :

(1) Todo elemento nao nulo em R é uma unidade ou pode ser
egcrito como produto de um nidmero finito de elementos irredub{-
veis de R ,

(2) A decomposigao na parte (1) € dnica a menos da ordem

dos elementos ¢ de agsociados dos elementos irredutiveisg .

Vejamos agora , algumag propriedades dos dominioes U,.F,D.,

primeiro , colocamos mais algumas definigoes

Definigae :
Para a,b € R , diz-se gue a8 divide b , denotamos por alb,

-— ——

se existe ¢ € R tal que ac = b .,

Dizemos cue 4 € R € o mdximo divisor comum de a e b se

(1) éala e datnv
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(3) Se c€E REtal cue cla ec b, entdocla .
Notagao : d = [a.b]

Analogamente , podemos definir [al,az,....anl » O mAxXimo
divisor comum de ai.G,Et. i=1, ..., n.

Lema 1.4.1

Para quaicuer dois elementos a,b em U.¥,D, , sempre exis~
te @ = [a.b] o miximo divisor comum de 5 e b , ¢ {a,b) = (&)

como ldeais .
Demonstragho : [(H] , bag, lSOJ

Seja R um anel comutativo = R (%] o anel dos polinomios

nz indeterminada x .

Definigao

Um polinomio f = Agt 81X +u...t anxn ¢ Rix] € dito pri-

mitivo se para d € R tal que al a; para i = Oylyeee,n , entao

d & uma unidade de R .

lema 1l.4.2

Se R é U,F,D, , ent3o qualguer f ¢ R ix| , £ = d.f onde
d €R e £' € primitivo .

Demongtragao :

Seja f = Bt 81X +aoet anxn ., por (1.4.1) , existe d € R

t

"
tal que 4 = [ao,al.:.,an] . oejam gy = d.ai s Onde a; ¢ R para
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todo i , entac £ = 4( ad+ alx tyeat anxn } = dLf e elaramente

¥
f € primitivo .

0 fato em que o produto de dois polinomios primitivos €
primitivo em 2 [ x] € conhecido como lema de Gauss . Temos  uma

generalizacao deste fato em U.F.D. .

Teorema l.4.3

Se R & U.F.D. , entac o produto de doig polinomios primi-

tivogs 6 primitivo .

Demonstragao

Sejam. . f,g € R (k] doig polinomios primitiveos . Suponhamos
que f.g nao seja primitivoe , comoc R € U,FP.D. , existe pe R ,
p#£C, p: primo , tal gue p divide todos os coeficientes de
f.g . por (1.4.2)

Como p € prime , temos que o ideal (p) ¢ um ideal primo e

entao R/(p) é um dominio .

Logo , R/(p)[ x] = {‘§0+ &% +...+§nxrl Da; = oag+ (p),ﬁi}

também € um dominio ,
Congideremos a seguinte aplicagao :

g : R [x]—~——+R/(p)[x] , definida da seguinte manei

ra :

- — - "]_
= &+ 33X + ... t+ 8 % , para todo

B.) "

G(ao+.alx * aes t aX

. I
a,+ a1X + ... +ax € R[x].
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Claramente , & € um homomorfismo , entao F(f.g) = F(£)(g).

k] - ™ -
Consideremos f(x) =§_aix1 , 2(x) = Z. ‘ojx3 e mais
M |-.;O 3;0
(f.g) (x) = Z ckxk » Onde Ck = Z_ aibj )
ka0 ].-F-h
4

Como p divide todos os coeficlentes de f.g , temos tue
ci€(p).‘di.

Logo , #(f.g) = #(£)F¥(g) = 0 . Mus R/(p)[ ¥} & um dom{ -
nio , entao @(f) =T ou @(g) = T e isso implica em a; & (p),
Viiou b

jE(p) Y s, istoé,p‘ai ,"QJ i, oup\b,ﬁ .

¥ i, o cue & um absurdo pois f e g sfo polinomios primitivos.

Portanto , f.g ¢ um polinomic primitivo .

Coroldric 1.4.4

Se R é U,F.D, , entzo o produto de um ndmero finito de pe

linomios primitives € primitivo .

Proposicao 1.4.5

Se K € um corpe , entao X {x] €& U.F,D. .
Demonstragao [[H] .pog. 152]
Definicdo :

Seja R um dominio , K o corpo de fragoes de R . Um poling

mio £ € K {x] € dito irredutivel sobre ¥ se sempre rue f =

g.h cop g,h € K{x] , entado g ou h & uma constante .



lema 1.4.6

0 ideal (f) em ¥ {x] €& um ideal maximal se , ¢ somente se

£ ¢ irredutivel sobre K .

Demonstragio : |[(H), pag. 142]

§ 1-5 DOMINIOS COM BALXIKC DIVISOR COKUM (G,C,.D,)

Definicdo :

Seja R um dominio . Dizemos que R & um dominio com mdximo

divisor comum , denotamos por G.C.D, , se para dois elementos

guaisquer a ¢ b de R , existe d £ R $2] cue d = [a,b) » 0 maxi-
mo divisor comum de a ¢ b ,

Por (1.4.1) , temos que U,F,D, § G.C,D, , entdo o nosso
assunto é , & generalizacac do Lema de Gausy em G.C.D. . Faze~
mog isto e caracterizamos ¢.C.D. no capitulo 4 . Vejamos ago-

ra , algumas prOpriedades'bésicaﬁ dog dominios G.C.D. .

Lema l.5.1

Seja R um domfnio G.C.D, ., a,b.¢c € R , entdo
i} [ab,ac] = a [b,c]
4i) se d =[a,b) , entdo {%,gl =1

i
-

111) se [a,b) = [a,c]} =1, entdo [a,bec]



21w

Demonstracéo :

i) Consideremos m =[ab,ac!. Entao , desde que a divide ab
e a¢c , temos que a divide m , agsinm = ax , x &R ,

Como m = ax divide ab e ac , entio x divide b e ¢ , Entao
temos cue x = [b,cl pois , se nlbenlc , entdoanlab e

an | ace . & entzo an| m=ax . Logo , n divide x .

il

ii) Se @ = {a,b) , entiao a = &,

d

Pl 242

lavt] = a.§.a. 2] =a.(2.%)
iii) Suponhamos cue t divide a e be . Entdo , t divide ab e
bc e assim t divide [ab,bc) = b la,c] =b.l =b
Logo ,t divide a e b , dnf temos t = 1 pois [a.b] = 1.

Portanto , [a,bc] =1,

Dal , podemos dar o geguinte resultedo :

Corcoldrio 1.5.2

oeja R um GL,C,D. , a,bl,...,hn e al,...,aﬁ_ca R . Entao

i) [abl.abggo.-,abnl = a [bl’bﬁ?"“’bn]

ii) sge [a a a ] = d entdo [ 2i,..... anl. = 1
1! 2:0--31,1 ® H.s ;a.

Demonstragao : A demonstragao ¢ feita por indugao sobre n , u

tilizando a proposigeo 1,5.1

Lema 1.5,.3

Seja R um G.C.D, . Se [u,a\ = 1 e u divide ab , entac



-

u divide b,

Demonstragao :
Como {u,a} =1, por (1.5.1 -1} , b = lub,ab} . mas |,
n divide ab e ub , entdo u divide [ub,ab] = b

Tema 1,5,4
Sejam R um G.C.D. & Bo’al’bo’bl'ao’al.e R tais que [ao,allﬁ

[b,eby) = [d,08;] = L e ajay Idoao 2 dlbll d b, , entdo
d;84 1' d, Layb 14210,
Demonstragao

Como dlall d oBo © dlbl' d b , entao dlalbll doaob1 e

a.b l d a

l 191 o 1 o dai dlalbl I [doaobl'aoalb§1 . Mag por
(1.5.1-1), [ a_a b.d a0 ) =d {abj.ap )

Portanto , dqajb l a [aobl,alb 1.
Lema 1,5.5

Kix) é G,C.D, para gualquer corpo K .

Demonstragao :

Temos que K [x] & U.F.D. , por (1.4.5) , e U,F.D, é G.C.

D, , por (l.4.1)

Finalmente , daremos uma condicao suficiente para a exis-

"~ [ »
tencia de alguns mdximos divisores comuns num dominio qualquer.



Proposicao 1,5.6

Seja A = (aj,a,,....2,) ideal ndo  nulo num dominio

R,esgeja 0#d €1 . intao , as seguintes afirmagoes sao e-
cuivalentes :
i)A"lz-é'-.R

b.d

1

ii) Para todo bE& R , l\bal,ba?...,ban i

iii) Para todo k & A_l. k.d

i

\kal,ka?.....kan]

Demonstragao :
)= 1i1)  Como A"l = % R, emto F € 7', logo ,

é,' A CR ¢ assim temos ;i € R, para todo 1 , para k E.A“l

kaiEZ Rekd €R . Como kai = kdugi s, entao kﬁl kai s, para to-
do i .

Seja agora , gi ¥a, , para tode i , logo , ka ¢ € R, dafi

: =
g € A"l - % R , e entao g = g para algum r.€ R e portanto
gl kd
Concluimos entao que ]‘kal,Kag....,kan] = kd para todo
ke a™l

iii) = ii) Inediato

11) - i) Para todo b € R , temos [baj,..,banl = bhd,
logo , bd | ba; para todo i , daf _Z_i € R, donde para r € 1,

Te Zﬁ. €& rR C R, vortanto é R C AT . Fara o outro 1lado
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=1 ..‘K.:

ge k:%éﬁ ,S£0 ,r,g €R , entdo .a; & R para

todo i , lopgo =@ lrai para todo i .

H

Como [ PP J rd , temos s | rd , daf gé ¢ R,

isto 6 , kd € R , ou seja kti.% R . Portanio , A"l = % R .

§ 1-6 DEPENDENCIA INTLGRAL

Definicdo :

Seja R um anel ¢ A (C R um subanel com 1R(Z A , Um elemen-

to r € R € dito intezral sobre & se r satisfaz uma equagao da

forma r= 4 alrn-1 t oo+ A, = 0 , onde ai'EZA,, para tode 1 .

Definicao :

Um dominio R € chamado fechado integralmente ge para aual

quer ¥ € K , o corpo 8¢ fracoes de R, ge x & integral sobre R

entdo x & R .

Proposicao 1,6,.1

Se R é§ um dominio G.C.D. entiao & € fechado integralmente,

Demonstracao [[KJ . pag. 33|



Definicao :

Um anel comutativo R 6 dito um anel de valorizacdo se pa

ra quaicuer a,b € B , entaoc a divide b ou b divide a .

Observacao :

Se R 6§ um domfnio de valorizacao , entsio para cada x C K,

o corpo de fracoes de R , temos x € R ou x L r.

Proposican 1.6.2

Todo 1deal finitamente gerado € principal em um anel  de
valorizacao .

Demonstrageo [[K] , DAL, 38]

Temos agors , uma lizagao entre fechado integralmente e

anel de valorizagio

Teorema l+5.3

£

Seja R um dominio fechado integralmente com corpo de fra
gpes X . Entdo , R = {1V, , onde V! s sdo dominios de valori-
Ha

zagao entre R e K ,

Demonstragio : [(RJ . pag. 36]
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CAPITULO IT

A definigao cldgsica do conteddo do polinomio f€ Z([x] &
o mfximo divisor comum dos coeficientes de £ , Bvidentemente
dado gqualouer polinomic f &€ Z[x), ele pode ser escrite como
f = d.g , onde d § o conteddo de f e g C 21lx) um polinomio pri
tivo .

Neste capitulo , definimos contelddo de um polinomio em u-
ma situagdo mais geral , e damos alpumas propriedades multinli-

cativas dos conteddos .

§ 2-1  CONTEUDO DE UM POLINOKIO

Definigao :

Seja R um anel comutativo € um polinoxio f = Byteset aﬂxn

€ R (x) . c(f) é dito o gonteudo de £ , se c(f) = CHPPRN NN
o ideal gue &.gerado peloé coeficientes de T .,

Lema 2.,1.1
c{af) = (a).c(f) para aC R e FCE R (x] .

Demonstragdao :

Seja f = a_+ a;x +....+anxn . Entao claf) = (aao.....aan)ﬁ

i_; (a)l(aotcootan) = (a)¢0(f) »
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Para f € R{x] , se ¢{f) = R, entao f & primitive , mas

a reciproca nao vale , por exemplo

bExemplo :
Seja R = z[AfE‘ q . Sabemos ~ue as unidades de R =do 1 e
-1l e que 1 + xf%f i e 2 mao primos de R . Seja £ = 1 + \rg i+
+ 2% , logo , £ é primitivo , mas c{(f) = ( 1 + \TE i, 27
4R poiz ,sel=(a+bd5 D1+ 5 1)+ crads 1)2
C c{f) , onde a,b,6,d € 2 , entaoc & ~5b + 2c =1 @
a + b+ 24 =0, que implica em 2{(~3b + ¢ = d) = 1 que é um

absurdo . Logo , 1 ?ﬁ c(f) , ou seja , o(f) # R .

Lema 2.1.2

Para qualquer O # £ € RLx). Se ¢{(f) = R , entdo £ & pri

mitivo,
Demonstracao :
Seja f = At 89X +o..t anxn e dl a; para todo 1 = ©,1,.4n,

logo ., a; = da; para algum a; € R, Dbaf R = c(ff) C 4R , que

implica em R = 4R ,portanto & € uma unidade.

Em U,F,D. , ¢c(f) = R e £ & primitivo sao eculvalentes .

lema 2.1.3

Seja R UJF.D. , 0 £ £ CRIx) . Entao ¢{f) = R se, ¢ o~

mente gse , £ & primitvive .

Demongtracao :
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B suficiente mostrar cue se f € primitive , entao c¢(f) =
=R ,
Seja £ = & + ajx + ...+ anxﬂ , como R § U,F.D, e T & pri-

mitivo , ent@o o mdzimo divisor comum dos coeficientes de f

n

d = lao,al,...,an] , & uma unidade e d = [ bs8s & c(f) |,

g

por (1.4.1) , donde temos R = dR C c¢(f) , ﬁaf R = c{f) .

Sejam R C S dois anéis comutativos e f = a_+ax +..+aﬂxn

€ RIx].
Claramente , £ € Slx] . Seja ¢ (f) o ideal de 8 , cue &
gerado pelos coeficientes de f , temos a seguinte relagao entre

c(f) e cg(f) .

Lems 2,1.4
cs(f) = ¢(f).S

Demongtragao :

Como c(f) = a R +eeetr a R ; cs(f) =a 8 +.e.ta S e

c(£).S = (a R +...+ a R ).5, é claro que cg(f) = c(£).8 .

Definigao :

Seja K o anel total de fragdes de R . Se f = .

i

™
|- ®

o

[

— a
fE€ X [x] onde gi & K , entd3o definimos o conteddo de T em

i
_ a_ a,
K izual a c(f) = T R teetr g R , cue & um R-submdéduloe de K,
0 n
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€ para 8 = B §y....85 { R temos s.c({f) C R ( agui .ldentifica

mos R = i{R) , onde i : R——K definide por i(r) :i“i , para
todo r €ER ) , logo ¢(f) € um ideal fracional de R .
Observacao :
n = %o ®h .n
Sejam £ = 8+ 8:X +...+ 8 X € f = T b eee ko4 X0, en-

c(£).K = S™Fa(f) .

It

t30 pelo lema anterior c¢(f) C ey (f)

§ 2-2  PROPRIEDADES MULTIPLICATIVAS DOS CORTZULOS

Um assunto principal agui , ¢ estudar gquando a proprieda-~
de multiplicativa dog contetddos : ¢(fg) = c(flecl(g) para f e g
em R [x] , vai acontecer [ H] . Podemos facilmente ver que
c(fg) C c{fle(g) para cuaiscuer f,z € Rix] , mas a igualdade -

ndo acontece em geral , Por exemplo

cxemplo

Seja R = z[\fg i] e f=2x+1+451,¢g=2x+1-451

em R [x], entae fg = A+ 4x + 6 , Como 2 , 1 +454d ,1 -3y5 1

gao primos em R , entfo c{f) = R e clg) = R mas c(fz) = (2) .

Vamos agora , dar alguns casos elementares da propriedade

multiplicativa dos conteivdos
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Proposicao 2.2,1

Se R € U.F.D.,, entao para f,g & R [x) temos rue c{fg) =
c{flelg) .
Demonstracao :

Dados £f,g € R {x], por (l.4.2) temos que f = af’ e g = bg!

onde a,b CR , e f' & g' sdo primitivos em R lx} .

!
~
o
.
L ]

Logo , c{f) = (a)e(f') = (a) e clg) = (blelg') =
(2.1.1Ye(2.1.3).
Yo entanto , fg = abf'g! e c(fag) = (able(f'g?)

(a)(b) = c¢(fle{g) ., pois c(f'g*) = R, por (1.4.3) e (2.1.3) .

por

(ab)

B
il

Lema 2.,2.2

Seja R um anel cuasi~local com ideal maximal ¥ tal que

MZ = (0) . BntR0 , c(fg) = c{fle(g) para todos f,g CRI1x).

Demonstracao

m
Sejam £ = anxn+...+ a, e g = bmx et bo pertencentes a

n+m
R [x] e fg = Cnpm® Teeet C onde Gy :_E:‘éibj .

AT
Se ai,bj & M para todo 1 = o0,l,...,n & J = 0,1,...,m ,

entao c¢{flec(g) = ¢{fg) = (C) pois N (0).

Se existe a; ¢_M tal que a8 .8;.....3; 4 € ¥, entao a,

¢ ume unidade de R , por (1.,2.9) , e ¢ = ¢3=,.,= ¢{.1 = U pois

2 - -
M= = (0) , temos tanbdém cue cy = aibO e O5.1 = ai+1b0 + aibl""

Ci+m = anbm+i-n+'“+ aibm *



H
Lad
=

t

Por indug@o sobre m , vemos que aibjéi c{fg} para todo

j =Oll.-...m -

Como a, € um unidade ¢ c{(f} = R, entao o¢(fle(g) C clfg),

daf c{fg) = c(f)ec(g) .

Analogamente , se existe bjﬁ_hﬁ, entac ¢(fg) = c(flel(gz).

Agora , rueremos mostrar que se c¢{f) & inversivel , en -
tao c(fg) = c{f)le{g) para todo g € RUx), onde R é um anel co-
mutativo qualcuer . O caminho para isso serd , primeiro demons-
trar para o caso local e depols pagsamos para o caso global , u
tilizando & inversibilidade cue £ uma propriedade local .

Comegamos entac , com o caso loeal

Teorema 2,2.3

Seja R um anel quasi-local e £ ¢ R |x] tal que c(f) é in-

vergivel ., Entao, c¢{fg) = c¢(f)c{g) para todo g & RLix]).

Demonstracao :

Seja £ = an;n+...+ a_ » como c(f) é principal , por(l.3.1},

temos por(l.1.12) que um dos ale gera c(f) .

Seja a, o primeiro coeficicnte que pode ser tomado como

gerador . Afirmamos que a, € Ia, para todo 1 < k , onde ¥ € i~

deal maximal de R ., De fato , pois s a. = ﬁak , onde 1 <k e

d ¢;M ., Segue-gse cue 4 & uma unidade , por(l.1.9), ¢ 8ssim ay
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¢ o gerador de c(f) o gue contradiz com a escolha de I
Seja g = b x"+...+ by , I = c(fz) e J = c(f)e(g) . Temos

s i - ? o -
gue J = ( akbo'akbl""‘akbm } . ¥ suficiente mostrar que J =

=T + MJ , entao por(l.1.3), J = I ocorrerd ,
Como I C J , c¢laramente 1 + Bd C J .

Para completar a prova temos gue verificar gue akbic.l + MJ

para i = 0,1,...,,m, e esss prova § feita por indugéo sobre i

0 fato de a,b + a

1o -1 1?...+ aobk(i I e ai_C_Mak para to-

doe 1< k , temos que By, lbl co ot aabk<a MJ o dsmo reduz que

akb0 @ I+ MJ .

Suponhamos que akbi E T + KJ para todo 1 = C,1,...,3 . Co=-

mo o coeficiente de x4t ge g &

b, 4+ (a

il = (a bk+j+1+"°+ Ay 3+0) +aybs g Faet8

e 17
e_ I ; aobk+j+l+¢ . ."1" ak"lbj+2 Q I}i(akb}_{‘i‘j“{"l‘f‘ - o+ al{bj+2) C— l‘lirIJ

C I+ W e

k+1b teeet Bpiagy OG.R(a b +eoat @y b Y (LI + MJ , entzo temos

que a bj+1 € T + M . Portanto , J =1 + MJ .,

Teorema 2.c2.4

Seja R um anel comutativo com identidade .Se f € um poli -~

nomio com c(f) um ideal inversivel , entao c(fg) = c{f)c(g) pa-

b )

k+j+l0
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ra g€ R{x)] arbritdrio .

Demonstracao :

Como c¢(f) & inversivel , entao c(f}P € inversivel para -~

todo ideal primo F de R , por (1.3.2).
Entao , em. Ry temos c(fg), = c(f)p.c(g)y, para todo ideal
primo P , por {2.2.3) ,.Mas , c(f)P.c(g)P = (e(flel{gl)). o por

(1.1.10) .
Portanto , por (1.1.11) temos , c{fg) = c¢(f).e(g) , para
g € R [x]} arbritdrio .

Recordamos cue um dominio de Dedekind € um dominio em rue

todo ideal fracional naoc nulo € inversivel , entzo temos :

Coroldrio 2.2.5

Se R & um domirio de Dedekind , entéo c(fg) = c(f)eclg) pa

ra polinomios f e g em R[x} .

Agora , queremos estudar quando & reciproca do teorema
2.2.4 acontece , especificéndo . para rual £f& R [x], se c{fg)=
= ¢(f)e(g) para tode g € R L x ), implica cue ¢(f) £ inveraivel.

Para evitar a situacdo no Lems 7.2.2 , assumimos gue R &
un dominio .

O préximo lemaé necessdrio para o caso £ = ax"+ b , onde

ab # 0enz 1,



Lema 2.2.6

Seja R um dominio cuasi~local , M o ideal maximal de R ,
a,b € Re ab £ 0 . Se ( ag,bﬁ) = ( ab,a"+ bg} , entao (a,b) €&

inversivel .,

Demonstragéo

Como { az,bz) = ab,a?+ b2) , entzZo existem r,s G R tal
que 2= rab + s(az+ bE) ., lozo (l—s)a2= rap + abg {1) + Para
.s © R , temos s é;M ou s& M,

Se s¢ M , entic s 6 uma unidade , por (1.1.9) , daf bl e
€ ( ab,a®) ,

Se s &M , entao l-g € uma unidade , por {(1.,1.2) , daf

™

) ) Al
a® & ( ab,b") ,
Digamos que 1-8 £ uma unidade , podemos tprnar a escrever

(1) da peguinte maneira :

2 2

a“= tab -« ub™ = 0 para glgum t,u &R .

_ . 2
Desde que b # 0 , temos ( % P % ) -~ u =0 , entao

%-EZK ., 0 corpo de fracoes de R , e % £ integral sotre R .

-~ v
Logo , sobre K , temog a fatorizagao z"-= tz -u =

{ z - % ){(z - ¢) para algum c € X ,

Tomando o conteldo em X de ambos os lados , por (2.2.2) ,
temos

R=(1, % JO 1,c ) , que implicr em '% ER , a1 ( a,b )
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¢ princlpal e asgim ¢ inversivel .

L] i} = » - L4 b
Se 8 é uma unidade , uiilizamos o mesmo racioccinlo com 5 -

Teorema cC.le.7

Se f =ax"+ b, ondeab £0eny 1, e c(fe) = c(f).clg)

para tode g € RI{x] , entao ¢{(f) € inversivel .

Demonstracao :

I suficiente mosirar cue c(f)P ¢ inversivel para todo i-
deal primo P de R , por (1.3.2).

Assumimos que R é ruasi~local , para g = ax"= b , entio

] - n
fg = agx‘p- b2, logo temos c{(fg) = ( aa,b‘) e c(fle{g) = (s,b)2

3

e por hipétese temos { aﬁ,bg) = (a,b )%

n ~ 2n z Zy.n ;
Fazendo , g = bx"'+ a , entao fg = abx™"+ (b™+ 87 )x"+ ab ,

novamente por hipdétese ohtemos (ab,a2+ bz) = {a,bh)",

Daf , (ag,bz) = (a,b)2 o= (ab,32+ b“) , por {(2.2.6) temos

cue {a,b) € inversivel e portanto c(f) & inversivel ,

Coroldrio 2,72.8

Seja R um dominio cuasi-local e c¢(fg) = c{f).c(g) para fo
des f,g € R{ x ). 2ntdo , todo ideal finitamente gerado & inver
aivel o

Demonstragio :

Seja I = ( al,ag....,aﬁ‘) um ideal finitsmente gerado com
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a; £ 0 para tedo i .

Seja £ = a;x + a, , por (2.,2.7) e(f) = ( al,ag) ¢ inver-

sivel , entao & principal , vor (1.3.1) , e por (1.1.12) +temos

gue ( 81!89) = ( al) on ( al,aE) = ag) . Digamogs que ( 31932)

= { a;) , agora tomamos f = a;X + a, ,novamente bemos (ay.a4)=
. . -

1

& L= = L]
(a;) ou ('—11,833 ( aq)

Repetimos este processo wm nlmero finito de vezes , final
mente , chegamos que ( ByaBravesstly, ) € principal , logo I ¢ in

verafvel .

X

Uma consequencia dos teoremas (2.2.4) & (2.2.8) € o  se-
guinte resnltado caracterizando deminios Prifer , que todo 1=
deal finitamente gerado ndo nulo € inversivel , independentemepn

te obtidos por [T] e [G 1.

-

L 4

Se ¢{fg) = ¢(f).o(g) para £f,2 € X 1x] , ent30 R 6§ um domi

nio Prufer .

Coroldrio 2.2.9

H

Um domfnio R € ¥ruferiano se , & gonente se , c(fg)

= ¢{f)c(g) , para todos polinomios f,g € R {x1,

Coroldrio 2.2.10

Seja R um domirio de valorizagzzo ,zntac c{fg) = c(flec{g)
para todos f,g € R[=x].

Demonstragido
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Como todo ideal finitamentec gerado de R € principal por
(1.6.2) , entdo € inversivel . Logo, R & um dominio Prifer, dai,

por { 2.2.9 ), c{fa) = ¢(f) cl{g) para todoc f£,g¢ R[x].

0 geguinie casc nue veremos & : T = f1f2 ¢ tal ~ue c(f,)

€ inversivel e f? = axs+ b, onde ab £ 0 e n 21 .

Teorema 2.20L11

Seja £ = £ f, tais que c(f;) ¢ inversivel e £, = ax™+ b

onde ab £ 0 e n»l ., Se ¢{fg) = c(f).clg) para todo g & R lx] ,

entao ¢{(f) & inversivel,

Demonstracao

Como c(fl] & inverg{vel , pelo teorema 2.2.4 , temos aque
c(fg) = c(fyf ) = c(fy).c{f.g) e clfg) = c(f)ecl(ag) =
c(fif,).clg) = c(fl).c(fz).c(g) .

Como c(fl).c(fl)_1 = R , entao o(fgg) = c(f?).c(g) para

todo g €R [x], daf o teorema 2.2.7 produz que c(fg) é inversi

vel , assim c(f) = c(fl).c(fp) é inversivel , por (1.3.4)

0 seguinte exemplo mostra cue c{fg) = c{f).c(g) para todo

g » € uma condigac suficiente no teorema 2,2,11 .

LExemplo :

Seja R um anel zuarda -chuva (V] , entao R é um dominio



¢uasi-local e seu ideal maximal ¥ = (a,b) n2c &€ principal .

Tomamos f ={cx + ¢){ax + b) , ¢ # G , ab # 0 , entao =~

Wy

c(f) = ( ea,cdb ) nzo é principal , poie se ( ca,cb ) = ( d) pa-
ra algun & € R , entfo ca = sd e ¢b = td para s,t ¢ R .

Como cta

i

std = cab , entgo ta = sb , isto implica que
s,t © M , 80 contrdrio & € principal .
Se d = mea + noh = { ms + nt )d psra algum men € R,entao

1l =mg + nt € N ,o que é uma contradigao.
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Veremos no capitule precedente uma condigadc mais fraca do
que primitive , chama-se super-primitivo , e provaremos algumag
condicdes equivalentes para guper-primitivo .

Veremos também gue spuper-primitivo nosdd um critério para

a determinagdo de ideais primos principnis de R[x] .

§ 3-1 POLIROMIOS SUFER-PRIMITIVOS

Sejam R um dominic , K ¢ coppo de fragoes de R e o sezuln

te subconjunto de K , S = % % CEK:s rfO0, r G;R‘} . Colocaw

mos uma condicao eruivalente para polinomio primitivo .

Lema . 3.1.1

£f & R[x] ¢ primitivo se , e somente se , c(f)"lfW S =
RN 3 .

Demonstragao

ceja f = 8F 31X +eaot anxn & R|x] um polinomio primiti

4

vo . Como R c(f)‘l . logo R OVS Clc(f)"1(W S ; agora , se&
.c(f) CR , iste 6§ , »| a, para

H e

€ e)tN s, entdo

1 = 0,1,0ee,n 5 day r ¢ uma unidade pois £ € primitivo .

Portanto, %eRnS e c(f)“lnS=RnS.
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Por outro 1sdo , dado © A rER tal cue rl a. pare i = Q
l ]

1.... T ‘ ' B
»0 , entao = (£ C R, ou seja v 1 G c{F) ! ,

u

A4

logzo

-i‘-;Ec{f)_lr'\S=Rr\S ]
Assim , % & R , daf r é uma unidade ., Portanto , £ & pri
mitivo .

Claramente , para um polinomio £ G R [ x7) ,8s c(f)"l = R ,
entao f e primitivo , mas o exemplo & segulr mostra cue o con-

trdrio nao vale .

nxemplo

Seja R = z[{5 i] . Temos cue £ = (1+ 451 ) + 2x & um

il

i..h

pelinomio primitivo s ¢(f) = ( 1 + iS el ¥ claro que

T—25=---+\1 = :2(1-,66 1) . L=zd5i ¢ g .7, ondek

€ o corpo de fragoes de R , mas

5T L+ b5 11+ {54+ cradsa 2] -

(3a + 3645 i) + (L - 45 iYle + dVB i) ¢ R , onde m,b,c,d €2

Logo , 3 ¢ o)™l , portanto R o)™,

+ 1

Sabemos aue c(f)™l = R € uma condicio mais fraca do que
primitivo , e essa € a ccndigao para que um polinomio seja super
~primitivo , e cueremosg estuddi-le detalhnadamente .

Definicag :

Dizemos que £ € RIUx) ¢ um polinomio super-primifive se,

c(f)-l = R *
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TLema 3.l.°7

Zm dominio G.C.D. , polinomio primitivo & ecuivalente a
polinomio super-primitivo .
Demonstracgao :

R se £ ¢ primitivo ., Sejam

1t

Bagta mostrar cue c(f)™*
f=a+ax+ ... rax’ e 04kec(f) . Camo RS G.C.D.
gacrevemos k = % onde a,bE R ,a £0 , b Z0= (a,b) =1,

Como k.c(f) C R , temos que % .aiGi R para todo i , isto
g, bl am; para todo i .

Por (1.5.3) e do fato de [a,b] = 1 , temos que bl a; P
ra todo i , entao b € uma unidade pois f & primitivo . Assim ,

k €R, ou seja ¢(f)™ = R .

Para egtudar algumas condigoes equivalentes de super-pri-
mitive , consideremos um homomorfismo natural ¢ : R {x)— Kix]
e notamos que (£)° = (K iz} = ﬁ-ﬁ%i /hCRIxl, 04t C RE
a extensao do ideal (f) pela ¢ & um ideal de K [x] e (£)&¢ =
(£)° N\ R {x] a contracdo de (£)° em R {x) € um ideal de R [x],

Temog sempre gue (£)C (£)%% |, guando () = (£)%° vere-
mos que f € super-primitivo e vice-versa . Para verificar , pre

cisamos de um coroldrio do teorema de lcCoy (1.2.2) .

Tema 3.1.3

Seja R um dominio e £ € R tx) com grau{f) » 0 ., Entao
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¢{£)7! = R se, e somentc se , c(fg) C Rt , O £+ € 3 implica em
c(g) C Rt para todo g € R (x) .

Demonstragao

I

Dado cualcuer C # Xk ce(f)™t . entao k % & Keom t £0

il

a,t € Re ¥ .feR(x), daf c(af) CRt , logo , c(a) = Ra C Rt

por Lipétese , portanto k = T & R , ou sela , c(J’:‘:}_l R .

it

Por outro lado , definimos ¢ : RIx) - *R ; ILx] &a se-
Pt

guinte maneira : ¢ (f) = EO + 51X ¥ ...t AX . para todo

+ Et e%ﬁl&éi.

t
w

f = . e n - \ . m' }
a + a.x t a X € R1lx], onde a; 1

Claramente , ¢ € um homomorfismo e geu nicleo € dado por:
Rer ¢ = {h CRIx] cm)Cnt] .

Como c¢(fg) C Rt , entao @(fg) = T = ¢(£Ig(g) .

Se g(g) = O , entfo c(g) C_ Rt .

Se $(g) £ 0 , entdo ¢(f) & ur divisor de zero em R/ [x1.
Rt

Intdo por (1.2.2) , existe E =k + Rt £ 0 ( k ¢ Rt ) tal que

k.J(f) = ¢(k.?) = O , entdao temos c(k.f) C Rt .

Assim , % .c{f) C R , donde % c c(f)_l = R e entao con

cluimos que k € Rt , o gque é uma contradigao.

Portanto , $(g) =0 , isto € , c(g) C_Rt,

Seja J = c(f)"ln(f} = { S ai(gi.f) D, € c(f)H .

_ i
€=
g;C R{x)e 0 <n &2, unideal de & [x) . Entdo temos :
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Lema 3.1.4
Seja £ € R [x) com grau(f) > 0 , entdo (£)C J C(F)°° ,

Demonstragiao :

Trivialmente , (£f)( J pois R C c(£)Y, rara cualguer h€ J,

hA Rt
= = v €l - -1
temos h = g;_ai(gif) = ‘é%(aif)gi , onde p. €RLx] e a;celf)]

-
entdo a,f € 2[x], daf h ¢ R {x) ; entretanto h = 2 (a;2,0f

i L1l

€ (f)K[x] . Logo , h € (£)®C e daf JC (£)°° .

Introduziremos agora , em primeiro lugsr , condigoes para

que (fl coincida com (£)®° , e depois , condigoes para que J coin

cida com (£)%¢ .

Teorema 3.,1.5

Seja £ € RIx) com grau(f) >0 e S :i_% /0 £r G.R} En
taoc as seguintes condicgoes sao ecuivalentes :
1) (£) = (£)°°
ii) (£) = &
1i1) e(£)™t = R ( ou f é super-primitivo

iv) c(g)"l(\ 3 = c(fg)'l(\ S para todo g = R[x) .

1t

Demonstracdo

Faremos 1)——ii)—siii) —siv) s 1),
1)—>ii)

Como (£)C 7 C()% & (£) = (£)°° , entdo (£) = J = (£)°°
11)— iii)

Como (f) = J = c(f)”l.(f) , entso para qualgquer k Elc(f)“l,
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temos k.f € (f), daf , existe ¢ € R Lx] tal cue k. = g.feix],
Como R[x] € un domfnio , entao k = g € R (x)NK = R. Ag
gim c(f)“l = R .

iiil) —iv)

Como ¢(fg) C e(fdelg) , entio clfg)~t Dlettiele) ]"1

#

() (@)™l = o)™t pois ()t =R e por {1.3.3~1iv)
Logo , c(fg)"lf\ 50D c(g)“lf\ 5 .

Tor outro lado , =e 1

L

- ' c(f@)_lfW 5, entao o(fg) < RS
por (3.1.3) e do fato de c(f)"l

e
= R temos nue c(g) C_ Rt ,
Assim % c cig)™t () s ¢ portanto c(fg)_lf\ 5 = c&g)_lf\s.
iv) -» 1)

Se %5 € (0 ¢ 2 x]; entio % c olfg)™tOs =
c(x) Ns .

Logo . 8€ R(x) = £ & (f) . assim (£) = (D°°,

Lemsa 3.1.6

Seja £ € R [x] com grau(f) > 0 e

S:{-’;/o;re R]I.Eg
tdo , J = (£)°% se , e somente se , [c(f)c{g)] “lng = c(fg)ﬂlr\s
para todo g CRIx].,

Denonstragao :
Para cualguer % g ()% , onde g Rxle 0 #tLER,
devemos mostrar cue % T & J.

Como % g € ()% a(x], entio G c(fg}“l

et

’ logo

»
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% € olte)™t (Vs = [{etf)ete)) ™! Os, isto €, % c(f)e(g) C R,
ou seja , % elg) C c(f)”l , assim %\.f & c(f}"l.(f) =J .
Portanto , J = (£)°°,
Por outro lade , como clfg) C c(f)elg) ., temos por (1.3.3)
que [c(f)t:(g)_]"1 'S c(fg)"l . logo , [c(f)o(g)]"l N s C
o(fg)™t N s .

No entanto , se % E:c(fg)”l NS , ou geja , % c{fg) R,

entao % . fg € R[x], onde %E C(£)8C = J = o(£Y" 1. () por hiw
- y il _‘]‘ el —~ e
pétese , dai temos % =3 8;8; onde a; & c(f) e ﬁ“ic‘ 2 x] e
podemos escrever a g = 7 ijj , COm kjfi ()t , entdo ,
% e{g)C c(f)"l , dornde % olzde(fYC R, ou sela % &
G;[c(g)C(f)] "l s e portanto c(fg)"l(]S C:[p(f)C(g)}nl N s,
Concluimos envoo cue c(fg)"lfW S = [c(f)c(g) ] -1 (Y S s

Como [c(f)c(g}] -1 C c(fg}"l sempre , perpuntamos agora

quando [c(f)c(g)] -1 c(fgz,)"1 rai aconteced .

Teorema 3.F.7

Se B € um dominio fechado integralmente , entdo para todos
f,8 €R[x], clfa)™ = [clflcla)) 7.
Demonétraggb :

Rasta mostrar cue c(fg)"1 - b(f)c(g}] -1 . Como R é fecha
do integralmente , por (1.6.3) , & = OV, , onde V & um domi-

nio de valorizagio ertre R e X , o corpo de fracoes de R ,
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Agora , seja V um dominio de valorizagao tal gue 1c¢cV < K,
entao por (2.2,10) temos , cv(fg) = cvﬁf)cv(g) , para todo f,g G
€ 2 {xlct(x]), dai cl(fiecgs cv(f)cv(a) = cv(fg) = ¢{fg).vV ,
por (2.1.4) .

Dado ~nualruer k C,c(fg)"l , temes k.c(fg) . R , entao
kKee(fle{g) C k.c{fg).vC RV C V¥,

Portanto , k.c(f)c(g) C. OV, =3 , ou seja , k<§\p{f)c(g)]71

e dai c(fg}-l C:[c(f)c(g)] -1 e temos o resultado desejado .

Coroldric 3,1.8

Se R € G.C.D. , entmo c(fg)“l = [c(f}c(g)i}ml para to-

dos f,gec R{x].

Demonstracao :

E imediata por{l.5.1),

voroldrio 3.1.9

s s . . €
oe i ¢ um dominic fechado integralmente , entac o = I, ¢

para todo ¥ € R (x] com grau(t) > o .

LDemonstragao

¥ imediata struvés de (3.1.6) & (3.1.7)

Como c¢(f) € sempre um ideal finitamente gersdo e vimos al

gumas condicoes e€guivslentes & c(f}-l = R , uma pergunta agora €,
- Yy - 1 . .

guais sao as condigoes ecuivalentes a I = R , onde I € um ideal

Tinitamente gerado cuslcuer 7 Temos n sepuinte resposta @
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Tecrema 3,1,10

Seja R um dominio e I um ideal fisitamenbe gersdo , entao
-1 # R gse , e somente ge , T C P para alsum P& W onde
¥ o= {_P : ideal primo de R © P ¢ minimal sobre oy ideais da for-

ma (a):b para a,b € & } .

Demonsiracao :
Suporhamos que I C P , onde ¥ € minimal sobre (al}:b e 17
= R , entao 1 ¢;(a):b . pois , se I C {(a):b , temos bl C (a) ,

- b . . I ) : .
isto & , z «I C R, oque inplica em 7 & I " =R, ouseja s

(a):b = RCP , o gue € uma conitradigac .

Apanhamos x € I ~ (a):b . Seja 4 = (R/[ ) e to-
f\a):b W

memos o = %-Gl A ,orde ¥ =x + (2):b, notamos A # C
Afirmamos que existe nY 1l , tal cue oL G,

Com efeito , se x° £ 0§ para tode n » O , entao ijgnk 130
‘4

€ um sistema multiplicativamente fechado ¢ pelo teorema de Xrull

(1.1.,7), existe um ideal primo ¢ de 4 tal r~ue {fxn}n (\Q = .

>0

i
Como P &€ minimal sobre (a):k , entdo o dnico ideal primo

de A € FP . bortanto ¢ = P, . ¥as , ol & Py e c-igﬁ Q3 ., 0 rue & um

L

absurdo,

Seja EP = { %-(E AT Y =31+ (a)ib,1el } a extensac do

idenl T em A . Como I € finitumente gerado por KyshnseossXy em
R, entao IP ¢ finitamente gerado pelos Ei x-%ﬁ para 1 = ly,,..n0
onde Ei = X; + {(a}:b , por (1.1.6} , e parsa cada gerador 51 £ 0

!
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existe um inteiro positive n., tal que 5ini = 0. Pelo princi-
pic do menor inteiro, existe um inteire positive n, tal que
T = (0) e T"'% (0), isto significa que existe SéR - P
n. . n_l_ R ) .«
tal que s T Cf{a):b e s I ¢ (a):b. Logo, sb-T (C {a) e dail
s-l-)-In < R.
a

I 17 = i,

o

3
o
s
i
}-—.J
o

Nas » S.'S'QI - so"a"'o:[ o_j—- C_l:l,u » LO:’TO ] B‘;
. n-1 X n- .
igto é , sbl . (2} , ou seja , 8 1 C.ta):ib , o que & uma
contradigao ., Yortanto , I"l £ R

.. - . - . =1 .
For outro lado , seja I 1 £ H , entao existe x € 1 "= 7 .
Lgcrevemos X = § . onde a £0C , a,bC & & temos g.l CR , ou

seja I C {a):b . Como X = g "’ , entfo (a):

e

9 i cior (1.1:1)
e (1.1.4) , existe um ideal primo ¥ de R quec & minimal sobre

(a}:be ICE.
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§ 32 PRIKCS PRINCIFALS Do & [«

Seja R um dominio e £ € 2Lx), o objetivo principal deste
paragrafo &€ estudar as condigoes egulvalentes a {f) ser um ideal
primo de R{x] . ¥ importante saber quandoc o ideal entre (f) e

(£3°¢ vai ser um ideal primo .

Froposizcao  3.2.1

Seja £ € RBIx} com grau(f) > C . Se N € um ideal em R [x]
tal gue (f)C ¥ C (£)°° , entao H € uz idesl primo =g, € sonen
te se , f ¢ irredutfvel sobre £ , o corno de fragoes de R , e
M= (£)°°,

Demonstragao :

i

(£IX (=)

¢ um ideal primo (maximal) de X(=xz1 , assim (£)°%= v ¢ primo ,

Como T & irredutivel sobre ¥ , por {(1.4.6) ,(f)%¢

por (1.1.5).
Por outro lado , se sxiste g € (£)%°. u . gECrevenos

h.f € () e

i

g = %..f ,omde 0 £t € RenC€RrRIx), entio t.x
(£)C. R, como N € um ideal primo e g ¢,N , entdo t € B C(£)°°,
daf + = (£)®° O\ R = (0) pols grau(f) >0 , o que & um absurdo.
Fortanto , (£)%¢ = § .
kiostremos agora , gue f € irredutivel sobre X ., Com efei_
to

Suponhamos cue f = g.h , onde g,h& KLz, COmo
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f=gh €(f) CX, temos gue g ¥ ou h & 1 .
Digamos cue h € § , entac h = hy.f , onde hy € £ Lx]) e as-
sim f = g.h,.f , logo g ¢ uma unidede de X (z7}.

fortanto , £ & irredutivel sotre ¥ .

sntac temos uma congseruencis imediata

Teorema 3,2.7

Seja 2 um dominio . untdo (f) € um ideal primo de R [(x]) se,

¢ somente se , £ € irredutivel sobre K e c(f)"l = H .

Demonstracao

Se (f) 4 um idesl primo , tomamos L = (f) na proposicao a
cima , temos entao que f & irredutivel sobre s e (f) = (£)®C, e
por (3.1.5) temos c(f)™% =12 .

For outro lado , como c(f)"1 = R entaoc por (3.1.5) temos
(£f) = (£)°° e como f £ irredutivel sobre X , por (3.2,1) temos

aque (f) ¢ um ideal primo .

bk
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CAPIR2ULDO Iv
CARACTERIZACOES DOS DOMINIOS G. C. D.
Neste cap{tulo , dsremos quatro caracterizagoes dos domi-

nios G.C,D, , especificamente

Seija R um dominio , K o corpo de fragoes de R

1) Para qualquer f = ax + b € R (x] com ab # 0 , temos
gue £ = d,f' onde 4 € R e f£f' € um polinomio linear super-primi

tivo em RI[x] .

2) Todo polinomio linsar em 2 [x) é o produto de um elg
mento em R com um polinomio primitivo € o produtc de dols poling

mios primitivos € primitivo .

3) Todo ideal primo nao nulo F de R [x} com P N R =(0)

é principal , gerado por um polinomio primitive .

4) Se a # 0 e b £ 0 sao dois elementos de R , entao
(ax + DK [XY YR LX) € principal , gerado por um polinomio pri-
nitive .

Utilizando essas caracterizagoes mostramos também que
R{x] € G.C.,D. sge R & G.C,D, .

Freparamos slguns fatos bdsicoz ¢
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Lema 4.1

Seja R um dominio 4.C.D. . Se f & um polinomio nizo  cong

tante em R{x) , enteo f = d.f' , onde d CR e £f* é um polino-

mio primitivo em R [x]

Demonstragao
Seja f = a + ayX +_ ..« apxn .n 21 ;comoa; EReREum

G.C.D. , entao existe d € 2 tal ocue d = [ao.al,..,,an] .

&,
- n 1 P . — ' - n
Sejam bi = ¥, 1= Oelews.nn & 7 = b04 blx Feen * bnx s
logo , temos £ = d.f' ¢ f* & primitivo pois , por (1.5.2) temos

a a 8

[ 6 .0000euu, ) = [a‘f’, T e a—‘“] = 1

Corpldrio 4,2

Dado qualguer polinomio ndo constante £ em K [x] , K o cor

po de fragoes de domirio 3.C.D. R , entdo T = % I , onde
d #0,c,d€R, [c,d] =1e £' un polinomic primitivo em R[x].
wemonstragao
a8y a,
veja £ = w0 v+ =" X re.r o %0 , 0 Z1le b, 20, a.,b. &
B b ) i i*”i
0 1 n
& R , para todo 1 .
"t ‘ _ n] - A
LOEO 4 T = o .[ Co+ C1X Foear ¢ ¥ onde b = bobl""on
B,
T
¢ cy =g, FR
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Por (4,1) , ¢+ CqX +...+ ¢ X = a8.f" , onde a€ Re ' §

um polinomio primitivo em R{x) , daf , f = % ' . Como 2 €

G.C.D, , entno existe t =(a,b] . Sejam o = tc ¢ b = td , entao

% = & e [¢,d] = 1 , portanto f = g L' .
Lema 4.3

Seja R up G.CD. , se £ ¢ ur polinomio primitive em R Lz}.

a,b ER, b £0 tal rue % S E 2{x), entao bla .

Demonstracao :

Seja f = A+ BiX H.,.% anxn , COMo % S C R x), temos

.

?ai ER » i=0,l,....n-

b

Como R € G.C.D, , seja t = [a,b) , entdo a = ta' e b = tb'

para algum a',b' CR e {a',b'}] =1 .

as. a'a,
i

r - l - ] =
Entao , el s ~ , dai b \ a; para todo 1 . por

{1.5.3) , donde temos que b' € uma unidade pois f & primitivo .

Como b = tb' , entao bit ia .

Em R ( G,6.,D, ) , primitivo e super-primitivo sao eruiva =
lentes , por (3.1.2) , , =ntac cualruer polinomio nao constante
em R [x] é um miltiplo de um polinomio super-primitive ; para
examinar o contrdrio , sobre polinomics lineares , temos a pri-

meira caracterizagao de G.C.D. .



Teorema 4.4

R & G.C.D. 8e , ¢ somente se , para -ualquer polinomio li-
near £ = ax + b€ R [(x] , onde ab #0 , £ = d.f" onde d ER e

f' € um polinomio lincar super-primitive .

Demonstragac :
Dados guaiguer a,b € B , a # 0 e b ¥ U , rueremos mostrar
que existe mdximo divisor comum de a ¢ b . ( CUago a = C , entso

[ayb}) =b , caso b =0 , entdc [a,b] = a )

]

Seja f = ax + b C R %] e por hipdtese temos ax + b =
) o
2 - B

d(aox + bo) ., Oonde 4 € e (ao,bo) = R .

Como & = da0 e b = dbo , entno 4 4 um divisor comum de a e

Afirmamos que 4 = {a,b] ; para cualrger ¢ €R , se cla e

. A . )
1 . = : 3
¢clbv , entac cl da e e db, . daf =, (a_.b) CR, isto &,

% E.(ﬂo.bo)_l = R , portanto , ¢{d , e assim & = [a,b] .

0 outro lado € imediamto por {(4.1) e (3.1.2) .

Caso substituimos super-primitivo por uma .condigao mais
“orte que & primitivo , e no teorems acima coloczrmos mais uma
outra cendigao que € : o produto de dois polinomios primitivos

€ primitivo , temos uma caracterizagao interessante de G.C.D,

gue & também uma generalizacao do Lema de Gauss sobre  G.C.D,.



Feorema 4.5

As seguintes condigoes sac equlvalentes
I) R € G.C.D.
II) (i) Todo polinomio linear em 2 {x) & o produto de
um €lemento em R com um pélinomio primitivo .
(i1) O produto de dois polinomios primitives € primi

tivo

Demonstragao :

I)—11)

& parte (i) de II) € imediata por (4.4) e (3.1.2) . Demong
tremos entao a parte (ii) de iI) . Sejam f,z ¢ 2 ix) polinemios

primitives , entao f,z 930 super~primitivos , por (3.1.2) , daf

ctf)™t =)t =r.
Por (1,3.3 -iv) e (3.1.8) temos cifz)™F = [e(fic(g)] ~*=

ey L)t = & .

Assim fg € super-primitivo , emtao ¢é primitivo , por{3.1l.2).

II) > 1)

Dado gualguer polinomio linear ax + b , por (i) , temos
gue AX + b =z d{a'x + b') , onde d € R ¢ a'x + b' € primitivo ,

Se (a',b')"l = % , entno R € G.0.D. , (por (4.4)) .

Com efeito , seja 0 ¥ §-E (a‘.b')"l ,» bemos por (i) gue ,

cx +d = e{c'x + d') , onde e € R e ¢c'x + d' € primitivo .

romo ¢ = ec’ e 4 = ed' , entao % = %: & {a'.b')"i »
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For (ii) (a'x + 'Y, (c'x + d') = a'c'zs "+ (2'd' + v'e')y +
p'd' ¢ primitivo ; como 4' divide todos om coeficientes ,enteo

-

d' & uma unidade de R , ou §-€.R , igto & , {a',b") s

H

R

Um fato bem conhecido € gue em um ansl fatorial (U.F.D.) R .,
todo ideal I em R [x] tal gque I MR = (¢) , & principal .iemes
uma generalizacdo deste fato sobre G.C.D., , para vum ideal primo.

Precisamos do seguinte lemms :

Tema 4.6

Seja R G.C.D, , se a.g = h.f , onde 0 £ a CH , g,h,f &.
R{x]) e g e f sao pricitivos , entio % Gic(h)"l eu % 2 € R Ixl.
Uemonstracao

Por (3.1l.2) ., c(g)“l = I , entao temos c(a.g)"l =

{(a).el(a)] Lo @ tem! = @)t . por (1.3.3-4v] e (3.1.8) .

Analogamente , c(hf)"lx [c(h)c(f)} -1 c(h)“l.c(fjml =
c(h)_1 pois c(f)'l = R .
Como a.g = h.f , temos {a)"l = c(ag)'l = cLh.f)"lz c(h)“l,

L eR[x).

o {ys

daf , %G. (B)_l = c{h)_l ou g;—-.c(h) C. ® , portanto



~§7n

Teorema 4,7

Seja P # (0) um ideal primo de R[x) tal que PO R = ().

Entao , P & principal , gerado por um polinomio primitivo .

Demonstracao

Yelo princfpio de menor inteiro , existe um polinomio £, =

= A+ 49X 4., .4 dnxn G Y eomn 21 (poig FNR = (8) ) , tal gue

grau(fo) =n ¢ grau{g) para todo g ¥ ., For (4.1) , £, = d.1f,

onde d¢ Re £¢ RU(x) & primitive . Como £= d.fC P e d FL ¥

(pois PO R = {(0)) , entao £ € P , poie ¥ & um ideal primo , dai
(rycre,
Fara gualouer g ¢ , devemos mostrar cue g£ & (f) .
n m

Sejam f = B+ X 4,0 B8 X € g = b0+ blx tooot bmx =

d.g' , onde a, £ 0 , [ £0 ,m>n (peis £ € ¥ com menor grau)
dERe g'@ RIx] &6 primitivo .

Seja h bmxm"n.f -8 .8 &P . Agora , temos dois casos pa

i

re anglisar :m=n oumn >n .

1

Caso (1} m=n

Como h € P e grauth) { n , entao h = v , dal bn.f = 88 =

a .d.g' e por (4,6) temos que —= & R {x].
an.d
b

b
r’LBSim » gﬂ .f‘ = d-a mﬁ 'f th).
ol n’”
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vaso (2) m yn
Sejam=n+ %k, ¥ >0 ., A demonstragao deste cago &  por
indugao sobre k .

Je k = 1 , entao h b

n+1x'f - a, .8 com grau{h) £ n .

Se grau(h) ¢ ne h& ? , entao h = ¢ , dai b

n+1X¢f — an.g:‘_
a d.g' , entao or (4.6) bn+lxe; Ki1x) ., logo , 2 = Pnsl 2.
n-e » » P Ry —EZH - 1. £0 5 & = a, .

e (£) o
Se grau(h) = n , pelo caso (1) , h & (f) , ou seja ,
h = c.f onde ¢ € R {pois grau(h) = grau(f) ), donde temos c.f =

bn+1x.f - a,.8 ., escrevendo novamenie temos 3

( bn+1x ~¢ }).f =a_.g =ad.g’ s lOgC

n n

1l

3?;& (b ,%x~c¢)ERLx), por (4.6) , daf temos

1

a
n

1

g. ( bn+lx - g )af 6 {f}

Agora , dado qualauer g com grau{g) = n + k , devemos mos-

trar que g € (£f) .

Xk

Seja , h = bn+k

.f -a_ .g , clarcmente h& F e grau(h) <

i

n+k , pela hipétese de ipnducaoc , h C.(f) y ou , b = ¢.f , onde

cCRIx) , com grauf(c) < & .

Logo , ftemos (bn+kxk - J.f = 8.8 = and.g' e novamente ,

n+kxi§: - ) G. R Y.X_) -

por (4.6), ELH (b
n
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1 -
Portanto , g = 2 ( bn$kxk - ¢ ).f € (f) .
n 3:

Uma pergunta matural surge : Todo ideal nao nulo em R [ x|
com contragdo trivial € principal ? Essa vai ser mais uma carac

terizagao de G,C.U, , temos & seguinte respoeta

Teorema 4.8

A8 seguintes =afirmagoss sao ecuivalentes
i) R € um dominio G.C.D,
ii) Todo (0) # I ideal primo de 2L x} tal que P O x = (0) &
principal gerado por um polinomio primitivo .
iii) O # a2 e 0 # b cac elementos de R , entao (ax + Bb)K[x)

O\ Ri{x} €& principal , gerado por um polinomio primitivo.

Demonstracgao
i)-—ii)

E imediato por (4.7)

ii)—iii)

Seda P = (ax + DIK[x] QA2 {x] . & claro que F & um idezl de
RlxlePOR = (0). £ suficiente mostrar ocue P € um ideal primo.
Temos que £ = ax + b § irredutfvel sobre X e (£)%9 = P , por

(3.2.1) , temos que ¥ € um ideal primo .

iii) =1i)
Dado ax + b € R [x] , orde ab # U . Basta provar que

ax + b=df , onde d € %e fC Rix]d um polinomio super-primi-
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tive , pois por (4.4) teremos entiao que R € G.C.D. .

Yor hipdtese , (ax + ME (xINR {x] = (FIR (x) onde ¥ ¢
um polinomio primitivo .

Togo , aX + b = £,.4 , onde d € Rlx} e f = {ax + b).%k on-
de ke K(x),

Daf , £ = f.d.x e como X[x| € um domfnio , temos d.k = 1
asgimndC Re Xk €K ,

Como , (F)K (x) = {ax - b)Y (x1 , logo , (£)R Lx]
(ax + XX (x}ORI{x) = (DK [2) AR (x) = (£)%° ,

i

Claramente , £ = (ax + b)k € irredutivel sobre K , entio
por (3.,2.1) temos que (f)R[x) € uj ideal primo , e portanto
c(f)™l = R, por (3.2.2) .

Afinal , apresentamos um resultado bem importante :

Lema 4.9

Se R ¢ G.C,D., , entao R(x) & G.C.D, .

Demonstracgap :

Por (4.4) € suficiente mostrar cue para qualcuer f =
Ay + B € RI(x)y) , onde AB£0 , A,FC2L1x1 , temos
f = D,{4'y + B') , onde D,A',B' € Rix]) e (A',B')"l =nix]l.

Como £ € R{x]){y} C X1lx){y] onde X é ¢ corpo de fragoes
de Re K[x) € ¢.C,D. , por (1.5.5) , entac £ = dlay +b) onde
d,a,b G K [x) e (za,.b}hl = K (x]), por (4.4) .
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Bntao , por (4.2) , podemos escrever d =

iy
2
»
il
|
J

b
ebz‘Fz.b'.Ondedi:ai.bigﬁsizo!lndlaéoSa]_#o »

b, #0 e [d.a;) = [a 8] = {bosby) =1, pois & €
G.Cobs € d',a',b" &€ R \x]) sac primitivos .

Como R é ¢,C.D. , tomamos % = [ 1,& 1 . entao existen
tlttg @ H 4, tals que aobl = tlt & albo = tﬁt » logo [tl,tZ] =

l s pOI" (10501- ii) -

a
Agaim , f = d(ay + b)) = —Ezgggz .d'(aohla'y + alhob') =
dO
= dIEIEI“ AT tlafy + tgb' ) . mAg
d 8, b d a _
f = HE N LN w? a'ly + E% bt YE R Lx){y) . lozo . e atC fx)

a b A
e —Eisi A'b'C RIx) , e por (4.,5) temos que d*a' e d'b' . sko

primitivos ; entao temos rue dlall doao e d1b1| dob0 por (4,3)
e por (l.5.4) temos cue existe k € R tal gune d t - dlalbrk, por
tanto f = kd*( tia'y + t,b? ) .

Para terminar s demonstracao tomamos D = kd' At = tla' e

B' = tgb' e precisamos verificar gque { tla‘,t?b‘}”l = R [x], ou
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seja , = € K(x) onde u,v & #lx) e v # 0 e assunimos [u,v] = 1

pois K(x) € G.C.D. e I ( t,a',t,b') € Rix) . Afirpamos cue

S € Rr(x) .
a b b,a a' a10,b!
Como (a,b) = { =2 a', «2 bt} = ( —&-2 . 2 } =
8 by 2y by ayby

( tlta' tztb'

albl * albl

i

) . entao alblg‘afbj = & (ttya',t1.0")

t 2 (ta7,t,0" ) C tailx)CRINDCKLx] .

alblu

bafi, & {a,h)“l = Klx)} o que implica que v €
ENR{x]) =1r.

Sgcrevemos u = uut o, onde , &R e u' ¢ primitivo , en~
tao  {u,,v) =1 pois {u,v] =1 emKx) .

u u
Como % ta' = 4y ;9 uta' © Rix) e-% Tobt = b, ;9 u'b!

€ rIx), entao v | [tl.tz] = 1 , por (4.3) , logo , v €& uma

unidade e portanto % Erix) .
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