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RESUMO

Abordamos, nesta tese, o problema de obter pontos de minimo local de
funcoes diferencidveis, definidas no IR" e sujeitas a restricoes. Nosso ponto
de partida reside numa aposta em algoritmos que tém muito em comum com
algoritmos de pontos factiveis, tais como, por exemplo, o GRG e o Gradi-
ente Projetado, porém reloxando de forma dindmica as restricbes de igual-
dade h(z) = 0. Ou seja, relaxaremos a condicio h(z*)) = 0, caracteristica
dos iterandos gerados em métodos de pontos factiveis, para uma na forma
[|R{z®N|| = O(Hgp{z®)|l). gp(z)} representa a projecio ortogonal do gradiente
Vf(z), no espago tangente as restrigdes N (h'(z}).

No capitulo 1 situamos nossa abordagem. No capitulo 2 formulamos um
algoritmo desenvolvendo-a para restri¢oes de igualdade apenas, e que denomi-
naremos de CDR {Controle Dindmico das Restri¢des). Pensando em problemas
de grande porte nao estruturados formulamos uma versdo adequada a tratar
de forma inexata todos os subproblemas lineares envolvidos. Vale dizer, sem
fatoragdes de matrizes. Ainda no segundo capitule desenvolvemos uma teoria
de convergéncia global para o método, e no terceiro uma teoria de convergéncia.
local. No quarto capitulo apresentamos os resultados de alguns testes prelimi-
nares com o algoritmo, realizados em colaboracao com Francisco M. Gomes.
No quinto capitulo € no apéndice tratamos de possiveis extensées de CDR,
visando incluir também restrigoes de desigualdade.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O objetivo principal deste capitulo consiste em situar informalmente nossa abordagem,
bem como esbogar, em linhas gerais, o que faremos nesta tese e como o material a ser ex-
poslo se organiza nos scus cinco capitulos. Isto serd feito nas duas primeiras segbes. Mais
tres segoes itrodutdrias de cardter técnico serdo incluidas neste primeiro capitulo, conforme
resumo organizado no final da segdo §1.2.

1.1 SITUANDO NOSSA ABORDAGEM

O problema que desejamos abordar diz respeito & obtengio de pontos de minimo lo-
cal para wma fungio com n varidveis, sujeita a m restrigoes de igualdade. Consideremos
f:R"— R, h:R"— IR™, com n > m e denotemos por MRI nosso problema em questao:

Minimizar  f(z) sujeitoa fh(z) =0 MRI

Nossa preocupagao central, neste trabalho, é com a formulacio de algoritmos para re-
solver MRI nuuma classe “razoavelmente grande” de problemas, inclusive com m ¢ n “grandes”,
visando a possibilidade de serem eficientemente implementados. Resolver tem ai o sentido de
encontrar pontos de minimo local. Consideraremos apenas o caso no qual f e h sdo suficiente-
mente diferencidveis (C? Lipschitz basta). Acreditamos poder generalizar nossos resultados,
de forma natural, para problemas envolvendo também restri¢ées de desigualdade, mas prefe-
rimos cotcentrar nossa exposigio no caso MRIL

Denotaremos sempre por H, a superficie de nivel ¢ da h, ou seja:
He = h7(c) = {z: h(z) = c}

Dizemos que z € IR™ é um ponto regular de h, caso #'(z) tenha posto mdaximo, e singular
em caso contrario. Dizemos ainda que ¢ € IR™ é um valor regular de h, caso H, sé contenha
pontos regulares de h. Equivalentemente, dizemos que H, é um nivel regular se todos os seus
pontos forem regulares. Dizemos ainda que & é regular, se for regular em todos os pontos de
seu dominio.

Denotemos o Lagrangeano de f e h por L : IR™ x IR™ — JR, Ou seja,

L{z,A) = f(2) + ATh(z) (1.1)
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Como estamos supondo f e h suficientemente diferencidveis, se z* € um ponto regular de
h que resolve MRI, teremos garantidas, em z*, as cldssicas condi¢des de Kuhn-Tucker KT, ou
seja, tm multiplicador de Lagrange A* tal que L seja estacionério em (z*, A*). Portanto, neste
caso, (z*, A*) satisfaz &s equacgbes de KT correspondentes, ou seja:

VL(x,A) = ( v”f((:f)’)‘) ) =0 (1.2)

Note que as condigdes de KT (1.2) representam um sistema de (m + n) equagdes com
(m+n) incognitas, cujas solugdes podem conter ndo apenas solugbes verdadeiras de MRI, mas
também pontos de sela e até mesmo de méaximo. Ainde assim, podemos entender que por trés
de todos os métodos para resolver MRI est4, de forma mais ou menos implicita, a busca de uma
solugdo para o sistema de equagdes (1.2), geralmente empreendida de modo a utilizar, forte-
mente, a rica estrutura herdada de MRI. Para resolver problemas nao lineares tais métodos
serdo iterativos, com algumas poucas excecoes para problemas particulares. Alguns métodos
consegnem garantir condigdes tedricas para que pontos de KT, eventualmente gerados como
pontos de acumulagio de ¥, sejam solucdes de MRI. A maior parte deles se contenta com
uma, heuristica, que torne “altamente improvavel” a obtencio de iterados se acumulando em
pontos de KT que ndo sejam minimizadores da f restrita a A(z) = 0. Usualmente um tal
método prescreve, para cada iterado ), um modelo simplificado que representa f e h perto
de z*)| quase sempre linear ou quadrético, a partir do qual se gera um novo ponto z(*+1},

Fixemos W* para representar a matriz hessiana do Lagrangeano L com respeito a x,
associada a um ponto de KT z* ¢ sen multiplicador A*, ou segja,

W* = V2_L{z*, \*)

Diz-se que z* satisfaz as condic¢Ges suficientes de segunda ordem para MRI, caso seja um
ponto de KT, regular de h e W*, restrita ao espago tangente a Hy em z*, seja positivo-definida.
Frequentemente denotaremos tais pontos de KT simplesmente como bons minimizadores (de

MR1).
Aproveitando a primeira das equagdes em 1.2, introduzimos wm pouco mais de notacio:

At — Dada uma matriz A € R™ ", denotamos por Al & pseudo-inversa de Moore-Penrose de
A (vide [GL 87]). Nos casos que nos interessam mais de perto A tem posto miximo m

implicando
At = AT(a4T) ! (1.3)
As — Para cada z € IR™, definimos o multiplicador de quadrados minimos A, {z) associado a
feh como A (z) = —{W(z)T)'Vf(z). No caso que nos interessa, z é um ponto regular

de h, e podemos escrever

Mo (@) = argmin{[|[ VoL (z, ) : A € B"} = (W (2)l/ (2)") W (@)Vf{z)  (1.4)

Denotamos ainda por gp(z) & projecio ortogonal do gradiente na direcao tangente
as restri¢bes em z (identificada como A {h'(z)}). Resulta valer, fixando-se A g = A (),

gp(x) = VL{z, A ) = Vf(z) + h’(m)T/\LS {z) (1.5)
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Destacamos dois subconjuntos do IR™ associados a MRI que representam um papel fun-
damental para a sua compreensio. O primeiro é o conjunto factivel Hy. Denominaremos de
conjunto dual, ou ainda algumas vezes, abusivamente, de variedade dual ao conjunto

Dy ={z € R*: V. L{z,A) =0, para algum A € R™} (1.6)

A equagdo que define Dy, corresponde a primeira das equagdes de (1.2). Isto significa
que cada um de seus pontos pode ser entendido como um ponto de KT da f restrita a algum
nivel H,. Em particular, Dy;, conterd os minimizadores de f/H,. que forem pontos regulares
de h.

Além disto, se I e h sfo sulicientemente diferencidveis, perto de um bom minimizador
z*, Dy, é uma superlicie regular de dimensao m, transversal as superficies de nivel de h e
formada por bons minimizadores da f restrita a algum nivel vizinho de Hy. Este resultado sai
do teorema das fungdes implicitas, e sua demonstragio pode ser encontrada em Luenberger
[Lue 86 - Cap 10.7].

OBSERVACAO 1.1.1 - Além de organizar os minimizadores da f restrita aos niveis
vizinhos do conjunto factivel numa superficie diferencidvel, este resultado permite definir uma
“projecao” II* : V* — Dy, , numa vizinhanca conveniente V* de z* e dada por:

H*(ﬂ:) =D M Hh,(:c); ] (17)

onde as superficies D* = Dy, NV* e Hy(,) sbo de classe C! e sua intersegio é transversal,
se V* for suficientemente pequena. Usando a forma local das submersbes {vide [Lima 70}),
é f4cil verificar que II* resulta de classe C. Isto caracteriza (V*,II*)} como uma vizinhanca
tubular C' de D*, cujas fibras séio as superficies de nivel da h. Acreditamos que, esta estruture
de mzinhanca tubular local da voriedade dual perto de um bom minimizador, constitue uma
expressdo topoldgica importante da riqueza de estrutura derivada de MRI, e disponivel para
atacar (1.2). Retornaremos a este ponto com mais detalhes no capitulo 3.

Eshogo da estrutura de D* = Dy, NV*

OBSERVACAO 1.1.2 - Gostariamos de registrar algumas dificuldades que tornam
impensédvel a construgdo de algoritmos para resolver MRI, com a generalidade colocada até
agora. Ha pelo menos duas situagdes nas quais pode nédo haver sohucdo para MRI:

i-— O conjunto factivel Hy é vazio.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

ii — Hg ndo é compacto e f ndo é propria. *

No caso i obviamente nio pode haver solugoes para MRI e no caso ii € muito facil construix
exemplos nos quais a fungdo ndo tem ponto de minimo local em H,. O problema. dificil, neste
contexto, reside em caracterizar algoritmicamente estas situagdes. A dificuldade consiste em
nao ser razodvel esperar por algoritmos eficientes para garantir a inexisténcia de solucées para
MRI.

Garantir que Hy é vazio significa garantir que 0 nao é valor minimo de ||k{(z})||%. Isto,
essencialmente, corresponde a um problema de minimizagao global, muito dificil de equacionar
algoritmicamente de forma eficiente no conjunto das funcdes de classe C!, mesmo em dominios
compactos do R™. Os algoritmos usualmente empregados para resolver MRI, alids, parecem
constituir bons exemplos do que néo se deve fazer para enfrentar dificuldades em encontrar
pontos factiveis, na medida que minimizadores de ||A(z)|| ndo factiveis funcionam como atra-
tores para seus iterandos. Em geral, quando nao hé pontos factiveis, tais algoritmos, ou bem
geram sequéncias ilimitadas, ou entao acabam convergindo para minimizadores de [|h{z)| que
nao sao factiveis. Neste caso o algoritmo termina sem que se possa saber se o problema admite
ou ndo pontos factiveis {vide [GMM 95]).

Se o algoritmo encontra trajetorias de descida da fungéo objetivo, ou de alguma funcao
de mérito conveniente para o problema, com ||z'®)|| — oo, decidir, nestes casos, que nio pode
haver outras trajetérias conduzindo a minimizadores, nos parece um problema claramente
inatacdvel nesta generalidade. Felizmente, hd muitos problemas importantes, para os quais
se podem estabelecer condictes suficientes, de forma a garantir que as sequéncias de itera-
dos geradas cheguem a uma solugfio para o problema (1.2}, No entanto, no caso geral, pode
tratar-se de um problema muito dificil definir, a priori, se tais condi¢bes sdo satisfeitas, ou
ndo. Na prética, se formulam procedimentos para atacar MRI em geral, muito embora sé
seja possivel garantir convergéncia de seus iterados a pontos de KT, supondo hipdteses que
garantam compacidade ds trajetérias, bem como a possibilidade de se alcancar pontos factiveis
& medida que k — co. Frequentemente isto fica meio confuso nas formulacGes encontradas na
literatura. Voltaremos a este ponto no momento de discutir as hipdteses que assumiremos, de
forma a garantir boas propriedades de convergéncia global para o algoritmo a ser apresentado
no capitulo 2.

Independentemente disto, podemos ter também problemas de robustez devidos ao método
empregado. Alids, é muito natural que alguns métodos sejam mais robustos que outros, ou
ainda que estejam especialmente talhados para resolver determinados tipos de problemas,
mas que esbarrem em outros relativamente mais simples. O problema 14, usado nos testes
numéricos do capitulo 4 e discutido no exemplo 2.1, constitue um exemplo tipico, no qual
alguns métodos gerardo sequéncias convergentes a uma solucio de MRI, e outros nao. Serve
para identificar deficiéncias importantes que podem distinguir alguns métodos dos demais.

Mesmo arriscando-nos a uma excessiva simplificacio na caracterizacio dos métodos de-
senvolvidos para programar MRI com fungdes “suficienternente diferencidveis”, ainda assim os
classificariamos em tres grandes vertentes, intimamente relacionadas a decomposi¢io de R*™
no sistema. (1.2}, em grandezas que medem “otimalidade” — V,L(z, A} € IR*, acopladas a ou-
tras que medem “factibilidade” — h(x) € IR™. Vale dizer, intimamente relacionadas a como
se comportam com relagGo aos conjuntos dual Dy e factivel Hy.

*Diz-se que f : IR® — IR ¢ prépria caso seus conjuntos de nivel {z : | f(x)| < &} sejam todos compactos.
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V1 - METODOS DE PONTOS FACTIVEIS

Provavelmente a forma mais antiga de resolver MRI corresponde a usar as m restrigbes
para explicitar m das varidveis em fungdo das n — m restantes. Desta maneira conseguimos
reduzir MRI a um problema de minimizagéo irrestrita com n — m varidveis. Infelizmente isto
s6 é possivel em casos muito simples. Os métodos de pontos factiveis tém em comum com eles
o principio de for¢ar, a cada passo, uma redugdo significativa ne func¢ao objetivo, mantendo
porém a factibilidade. De forma bem esquemdtica, poderiamos descrevé-los por:

PFAC
Dado z*) € R™ tal que h{(z®) =0

P1 - Defina uma curva contfnua § : [0,1] — R™, de classe C! numa vizinhanca de 0, e tal
que:

i— §(0) = z)
ii — n{8(t)) = 0, para todo t € [0, 1].
iii- (f06)(0) < 0

P2 — Use algum método de busca unidimensional para encontrar z*+1) sobre a curva §([0, 1)),
de tal modo que f(z*+t1) < f(z®)

Frequentemente designaremos uma curva satisfazendo P1.iii, como uma curva de descida
pare a f em +*) uma vez que podemos garantir que a f desce ao longo de uma tal 8(¢), pelo
menos para valores pequenos de t. ¢'{0) €, neste caso, denominado uma direcdo de descida
para ¢ f em %), Usualmente ndo se dispde de uma tal curva 6{#) explicitamente. Suponde
que Ho é um nivel regular de h, &§(¢) pode ser pensada a partir de uma parametrizagio de
H, numa vizinhanga de =¥}, ou seja, através de uma ¥ : V — Hp, onde V é um aberto
de R*™ e ¥ é CL, regular, 1-1 com z* € ¥(V). Deste modo, o problema de diminuir a f
em Hy fica reduzido a um problema de diminuir { fo¥), definida com n-m varidveis fivres {on
ainda reduzidas), isto é, sem restricbes. Em geral, uma tal ¥ ndo é dada explicitamente e,
computacionalmente, apenas dispomos de suas derivadas em

2® = v ey e v (1.8)

O que se faz entdo é formar um modelo linear ou quadrético (reduzido) de fo¥ e definir
entio uma curva de descida (reduzida), 6,(t), para fo¥ em z{¥). A partir de ,(t) podemos
obter uma curvae de descida para a f em %) através

5(8) = (5, (2)) (1.9)
Frequentemente
6:(t) = z® + to®), (1.10)

onde v representa alguma direcdo de descida para fo¥ em x,(,k), mas nem sempre. Na
verdade, o que se faz é definir pontos candidatos reduzidos como x} = 6.(t7) e uma parte
importante do método corresponde a obter pontos candidatos a satisfazer P2 restaurando
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zT = 6(t7) = U(z]), uma vez que ¥ nio é conhecida explicitamente.

H4 duas grandes linhas para realizar tal esquema. Uma delas, que serd denominada PFAC
com Reducio Cartesiana ou GRG, T corresponde a usar o teorema das fungdes implicitas para
definir localmente Ho como o gréfico de uma fungéio ¥ : V. — R™, tal que h{ep(zn), 2y} = 0.
Neste caso '

U(zy) = (Y(an), o) | (1.11)

A outra linha, denominaremos PFAC com Reducao Tangente. Corresponde a tomar uma
parametrizacio de Mo numa vizinhanca de z{*¥), a partir do espaco tangente s restrigdes, ou
seja, do niicleo de h’(w“‘)). Intuitivamente, corresponde a “projetar ortogonalmente” o espaco
tangente em z*} sobre Hq.

}!)U’Ll (x (h)))

'éq ParametrizagOes Cartesiana e Tangente de Hy
1]

1 - _PFAC com Reducio Cartesiana — GRG

Wolfe em [Wol 63] propos um método que ficou conhecido como Gradiente Reduzido
(GR), basicamente para problemas de minimiza¢io nfo linear com restrigoes lineares (inclu-
sive de desigualdade). Abadie e Carpentier (vide [AC 67] e [AC 69]) generalizaram o método
de Wolfe, de forma a admitir também restri¢bes ndo lineares, e fizeram uma implementagio
computacional considerada lider numa comparagao realizada entre cerca de trinta métodos
entdo disponiveis num trabalho publicado por Colville em [Col 68]. Tal método leva, histori-
camente, 0 nome de Gradiente Reduzido Generalizado (GRG) e corresponde a uma primeira
maneira de realizar PFAC. Pode ser considerado um herdeiro direto do método ingénuo de
reduzir o problema MRI a um problema irrestrito em n-m varifveis, que mencionamos ini-
cialmente. Resumindo o que dissemos acima, a idéia central é reduzir em cada iteragéo, pelo
menos localmente, o problema MRI a um problema irrestrito em n-m varidveis, via teorema das
fungdes implicitas, e encontrar por af uma curve de descida reduzida 8,(t) : [0,1] — R—™)
bem como maneiras eficientes de garantir §(¢) € Ho, atendendo PFAC e a partir de 6,.{¢).

t O nome histérico para tal linha seria Gradiente Reduzido Generalizado - GRG. Um nome que nos
parece mais adequado para esta linha, com o ebjetivo de tratar unificadamente os métodos de pontos factiveis,
seria PFAC com Parametrizagdo Cartesiana, Fazendo a média adotamos PFAC com Redugdo Cartesiana ou
GRG. O N de ) em (1.11) vem de pensar nas variaveis livres como nde bdsicas, por oposigio 48 demais —
bdsicas — assumindo a heranga do método simplex sobre o qual se baseia fortemente o GRG.
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Supondo-se z*) um ponto regular de h, podemos escrever implicitamente m das varidveis

bdsicas em fungdo das n-m restantes ndo bdsicas {livres,reduzidas), usando as m equacoes
correspondentes a se impor h(zx) = 0. Na prdtica isto significa

i — Decompor a maftriz jacobiana em
B(z%) = [B®) Nk, (1.12)

eventiialmente reindexando as variaveis, de forma que B* seja nfo singular, e decompor
Ky (k
zk) = (Q:E;),:sgv)) correspondentemente.

ii ~ Considerar 1 : V C JH* ™ —» IR™ de classe C!, definida implicitamente numa vizinhanca
V de mg\’?), de modo que para todo zy € V tenhamos

h(p(zn),zn) =0 (1.13)

Diminuir a f numa vizinhanga de z*) é agora um problema de diminuir a fungio reduzide
ooy} = f((zn), zy) em V. O gradiente reduzido, ou seja a dire¢io de méixima subida para

¢ em w(Nk), se escreve como (vide [MS 95 - §11.1]):
Vo(ay) = | ~(BOYINE)T 1) VfED) (114)

Por ai a tarefa de encontrar direcées de descida reduzida adequadas para gb(mf,:} +.)

torna-se uma tarefa mais ou menos corriqueira. Dada uma tal dg:f) € [R*™™ uma maneira
natural de definir dn(t) : [0,1] = V e §(#) : [0, 1] — Hy seria

bul(t) = =¥+ (1.15)
§(t) = ((6n(t)), on(t)) (1.16)

A tarefa de definir um ponto candidato z+ = §(¢1) € Mg, conforme exigido em PFAC2,
a partir de 65 {t*), corresponde a resolver o sistema de m equagdes nas m incégnitas z g, dado

por
Wz, 6n(t1)) =0 (1.17)

ke . .
e comegando com zp = mfg}. O método de Newton, por exemplo, teria neste caso como
iteragio tipica:

dh(zp, 6N(t+))]_ h(.’EB,(ﬁN(t_F)) {1.18)

$B<—$B—|‘
6:]33

O ponto alto do método GRG reside na importacédo eficiente de técnicas utilizadas no
método Simplex para PL, separando as varidveis em bésicas e nao bésicas, a partir da matriz
jacobiana h'(z) . Como bem assinalam Martinez e Santos em [MS 95], “usando técnicas de
fatoracdo de matrizes e de manipulacio de esparsidade similares as usadas no Simplex, foram
desenvolvidos programas GRG extremamente eficientes do ponto de vista prético e, inclusive,
com valor comercial”. Embora relativamente pouco se tertha publicado na literatura recente
de programacio nfo linear sobre métodos de pontos factiveis, o fato é que implementacoes
do GRG como GRG2 e LSGRG2 de Lasdon e colaboradores, aparentemente, continuam alta-
mente competitivas, se comparadas com PQS. Pelo menos isto ¢ o que Fan, Sarkar ¢ Lasdon
reivindicam em [FSL 88], com base em testes numéricos realizados com cerca de 50 problemas-
teste e, até onde tenhamos noticia, sem contestacio publicada.
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II - PFAC com Redugiao Tangente

Considerando z*) um ponto regular de h, uma maneira idealizada de sistematizar esta
linha seria considerar uma parametrizacio de H, perto de %) como uma projeco conveniente
dos vetores no espago tangente ao longo das geodésicas, conforme faz Luenberger em [Lue
84 - 811.5]. Os gedmetras costumam chamé-la de aplicagho exponencial - Ezp (vide [Car
88]) . Considere Hy como uma superficie riemanniana com a métrica induzida pelo R" e V
uma vizinhanga de () adequada no espago tangente s restrigdes, ou seja, em A (A (z®)). A
parametrizacao

Exzp®) .V — H, (1.19)

caleula Ezp®) (1) como o ponto sobre a geodésica que comeca em z*), é tangente a v, e de tal
forma que o comprimento de arco entre 2! e Exp*)(v) sobre a geodésica é exatamente {jv|.
O sentido a se tomar sobre a geodésica é o natural, ou seja, o de ». Destacamos a seguir duas
propriedades da aplicagdo Exponencial:

PT1 - Se v est4 no espaco tangente a H® = H,, ) podemos escrever uma aproximagéo de
segunda ordem de Exp® (v} como:

Exp®(w) = v+ 68 (w)+of||v]?), onde (1.20)
§8(v) = argmin{6: K (z®)T6 + ~(z® 4 6) = R(z*)} (1.21)
K (@ a(z®)) — Az 4 9)] (1.22)

6% (1) é frequentemente denominada na literatura de Corregéo de Sequnda Ordem
(second order correction) para z*) 4+ v, no caso onde z) é factivel. Corresponde a
um candidato natural para restaurar z*) + v ao nivel H®), com um passo "pequenc”
relativamente a |{v|| e usando apenas informacées sobre derivadas em z*). Em outras
palavras, se v est4 no espaco tangente a H® em z*), & f4cil ver de A/ (z®)v = 0 e de

(1.22) que:
ih(z® + o) = B{z®)]| = O(J|v|}*) (1.23)
[h(@® + v+ 8E)(0)) — h(=®| = offjo]|?) (1.24)
16E NI = of[[o]) (1.25)

(1.20-1.22) é uma consequéncia direta do fato que a derivada Ezp®'(0) é a iden-
tidade no espago tangente N(h'(z®)) e que a segunda derivada de uma geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco, como Ezp®)(ty) com |[v|| = 1, é sempre
normal & superficie Riemanniana em quest@o, ou seja, H®) neste caso. (vide [Car 88])

PT2 - As contas que Luenberger faz na proposicao 1 da secio §11.5 em [Lue 84] implicam que
o polindmio de Taylor de ordem dois ¢ (v) para L{z® + v, A (z®) é, igualmente, o
polindmio de Taylor de ordem 2 para {(f 0Exzp) em V. Ou seja,

F(Bap(v)) = ¢ () +o([lv]))* (1.26)

A exponencial talvez seja a maneira mais intrinseca do ponto de vista geométrico, de se
parametrizar uma superficie numa vizinhanga de um de seus pontos. PT1 e PT2 corresporn-
dem a uma forma de justificar o folclérico principio segundo o qual @ f se comporta, numa
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vizinhanca suficientemente pequena de © em Hy, do mesmo jeilo que o Lagrangeano, com
A=A {z), no espago tangente N'(R'(z)) .

Neste sentido, a aplicacdo exponencial seria um excelente candidato para se reduzir ao
espaco tangente o problema de diminuir a f ao longo de H,. No entanto sairia caro demais
restaurar os pontos candidatos fazendo zt = (i) = Ezp(ér(tT)), a partir de é7(t™) obtida
no espaco tangente a H*) em z'*). Felizmente, para garantir as propriedades de convergéncia
naturais para este tipo de problema nfo é necessiria uma restauragdo tao fina. Em linhas
bem gerais, é suficiente garantir uma restauragdo de é7(t*) a 6(tt), de modo a se conservar
uma propriedade bem mais fraca, satisfeita pela aplicagao exponencial, a saber:

18(%) = 6r ()| = o(62(t™)) (1.27)

Na verdade, neste caso, tampouco é essencial que 67(t%) esleja ezatamente no espago
tangente, mas que o faga, apenas, num sentido aprozimado.

Dado v € N (k' (z™®))), (1.24-1.25) indicam que z*) + tv + 6%)(tv) é win bom candidato
a restaurar aproximadamente z(*) + tv na medida que satisfaz {1.27). Os métodos usuais,
“tipo (Gauss-Newton”, para resolver o sistema de m equages com 7 > m incognitas h(z) =0
e ponto inicial em z*) + §r(t*), atendem naturalmente a este tipo de exigéncia, conforme
veremos no capitulo 2.

Basicamente PFAC, neste caso, se define por encontrar ér(t) (aproximadamente)} no
espago tangente a Hy em z*) como curva de descida para uma aproximacio linear, ou
quadrética, do lagrangeano em z'¥). §(t) resultaria de um processo que poderfamos deno-
tar por Restauracio da Factibilidade de £®) + 67(t). Uma propriedade fundamental a ser
garantida na fase de restaurag@o, corresponde a obter 6r(t) e 6(t) relativamente prézimos
entre si, no sentido de (1.27).

Dois exemplos histéricos ai correspondem a fazer:

i — Gradiente Projetado (GP)

6r(t) = z® —tgp(z'®), parat <t (1.28)

ii -~ Gradiente Conjugado Projetado

or(t) = ) —1®) ondet <te (1.29)
B = —L(z® NEY 4 Ry k1) (1.30)

ty tem af o sentido de uma posi¢éo inicial para se fazer a busca unidimensional, devendo
estar uniformemente limitado. »®) ¢ calculado em ii com o sentido de generalizar o método de
gradientes conjugados para problemas quadréticos e o valor de p*) deriva daf. A®) é calculado
de forma a garantir que v*) esteja no espaco tangente as restrigoes em z(*.

PFAC, com &r(t) escolhido como em i e §(t) como uma resteuracdo & factibilidade de
z®) + 67(t), resume esquematicamente, numa versao para MRI, um algoritmo que Rosen classi-
ficou como Gradient Projection Method em [Ros 61], bem como o primeiro dos dois algoritmos
que Miele e colaboradores. publicaram em [MHH 69], sob a denominagio de versdo ordindria
de Sequential Gradient-Restoration Algorithms (SGRA). A escolha em ii corresponde & versdo
para gradientes conjugados de SGRA, igualmente apresentada em [MHH 69]. Na verdade, se
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substituirmos gp(z*)) em (1.28) por outras direcdes de descida “razodveis” no espaco tan-
gente, estaremos descrevendo diferentes esquemas PFAC de Redugdo Tangente.

Algoritmos de programagao nao linear cujos iterados permanecem sempre factiveis, surgi-
ram no inicio da década de 60 j4 mum contexto de problemas de minimizagio com restrices de
igualdade e desigualdade (MRD). GP é uma das verses pioneiras de tais métodos e foi publi-
cada por Rosen em [Ros 60] e [Ros 61]. Em [Ros 61], Rosen abordou problemas cujas fungdes
objetivo eram lineares e as restrigdes néo lineares e convexas. Seu trabalho tem ainda o mérito
de se preocupar em demonstrar resultados teéricos, muma época na qual a tendéncia dominante
parecia ser tentar formulagdes heurfsticas para construir algoritmos implementaveis, test4-los
computacionalmente e ndo se preocupar com formalizagbes matematicamente consistentes dos
resultados empiricos. Inclusive Rosen preferiu sacrificar generalidade na formulacéo, de modo
a poder garantir seus resultados teoricamente. Na verdade, sen algoritmo pode facilmente ser
estendido para regides nao convexas , conforme éle mesmo aponta no seu artigo, e fungoes
objetivo nao lineares.

Neste aspecto, todos os algoritmos publicados por Miele junto com colaboradores, a
comegar por [MHH 69], vio na direcio exatamente oposta, ou seja, o chute € livre e o critério
de validagio empirico. No entanto valem pela heuristica e ousadia, em especial [MLC T71].
Ocuparam seu espaco na década de 70, particularmente nas aplicacoes a problemas de con-
trole 6timo {(vide [MPD 70]). A denominagao SGRA é bastante sugestiva e o que o algoritmo
faz, de fato, é alternar passos em direcéo & otimalidade com ciclos de restauragao.

Em [MLC 71|, Miele, Levy e Cragg propuseram generalizagbes de SGRA na versao que
usa gradientes conjugados, com tres possibilidades diferentes de opg¢es, que nos parecem de
fato muito interessantes de serem testadas. A primeira possibilidade corresponde a flexibilizar
a restauragido, admitindo o que éles denominam de restauragdo incompleta. No caso deles,
restauragdo incompleta significa fazer apenas uma restauragio em cada ciclo de restauragbes. A
segunda admite mais de um passo do ciclo gradiente conjugado para cada ciclo de restauragbes,
que eles denominam de restauracdo infrequente. A terceira corresponde a testar o efeito de
duas maneiras diferentes de calcular os multiplicadores de Lagrange em (1.30) . A primeira
destas opgdes corresponde a usar o multiplicador de quadrados minimos A ((¢*)} e, a outra,
a calculd-lo de forma que se melhore de alguma maneira, a cada passo, a factibilidade de
umna aproximacao de Taylor linear de h em z*). Ou seja, esta segunda maneira de calcular os
multiplicadores de Lagrange é feita de modo a buscar uma aproximagao do conjunto factivel Hy
ainda no ciclo gradiente conjugado do método, ao se calcular A*) de forma, a reduzir ||A(z*) +
R (2N (zk+1) — )] . Tais algoritmes j4 nio correspondem exatamente aos algoritmos
PFAC, mas conservam muito de suas caracteristicas. Num certo sentido esta segunda opcfo
para A*) corresponde a um esquema que mistura elementos dos métodos de pontos factiveis
com elementos presentes na Programacio Quadrtica Sequencial, (a ser exposta adiante). No
referido artigo estas oito opgdes diferentes sio comparadas em cinco problemas-teste com até
cinco varidveis e tres restrigbes. Concluem que, nos testes apresentados:

MLC.1 - Os algoritmos de restauragao incompleta se comportam melhor que os de
restauragio completa

MLC.2 — Os de restauragio infrequente, com um limite superior de (n-m) iteragdes de gradi-
ente conjugado entre duas restauracoes, € melhor que as outras opgoes correspondentes
a frequéncia.



1.1. SITUANDO NOSSA ABORDAGEM 11

MLC.3 - Os melhores resultados teriam sido obtidos por uma versio com restauracio incom-
pleta, infrequente e com a segunda opgo para o multiplicador de Lagrange. Inclusive
indicam como muito significativa sua superioridade sobre o que poderiamos classificar
de versio standard do SGRA, ou seja, essencialmente uma implementacio do algoritmo
exposto em [MHH 69], com restauracdo completa apds cada passo gradiente conjugado.

Estes testes numéricos nos parecem indicar que, uma importante margem de eficiéncia
pode ser conquistada com a flexibilizacio de algoritmos como o0s que estio esquematizados
em PFAC. Contudo, a falta de uma preocupacio tedrica mais sistemética nos parece ser uma
lacuna importante ai. Para se ter uma idéia, 20 anos depois de Miele e colaboradores terem
publicado seus algoritmos em [MHH 69], Rom e Avriel publicaram em [RA 83.1] ¢ [RA 89.2],
dois artigos na mesma revista (JOTA) nos quais propbem algumas modificagbes para que se
possa garantir, teoricamente, propriedades de convergéncia global a SGRA e, mesmo assim,
apenas na sua versio maijs simples. Receamos que nos casos de restauragio incompleta e/ou
infrequente, as modificacBes a serem propostas tenham que ser bem maiores.

Uma preocupagao que nos parece relevante em PFAC, é com relagdo a precisdo necessiria
para resolver a fase de restauragio em algoritmos como GP, SGRA e GRG. Claramente a “pre-
cisdo infinita”, implicita na equagdo h(z*} = 0, exigida na restauragio em PFACL.ii éirreal, na
medida que alguma tolerdncia teria que ser admitida na prética. Além disto, exigir excessiva.
precisao pode causar ineficiéncia. Mukai e Polak em [MP 78] elaboraram o que denominam,
no abstract do artigo, de ”an efficient implementation scheme for optimization algorithms in
the family of gradient projection, reduced gradient and gradient restoration methods”, on seja,
para algoritmos tipo PFAC. Sua preocupagdo vai bem além da que seria exigida para se garan-
tir, na fase de restauragdo, uma tolerincia finita, porém pequena, na medida em que propdemn
um esquema no qual ¢ tolerdncia [jh(zt)|| < € ezigida na restauragGo € reajustada dinami-
camente em cada iteracdo, de forma a diminuir progressivamente d medida que os iterandos
vio se aprorimando de pontos de K'T. Manter os iterandos flexivelmente préximos ao conjunto
factivel é, igualmente, a principal motivagdo em [Mar 96] e [Mar 97].

Algoritmos tipo GRG tém implementacdes reconhecidamente competitivas {vide [MW
93]), e acreditamos haver possibilidades muito interessantes em PFAC com Redugdo Tan-
gente, ainda por serem exploradas, na linha de relaxar adequadamente a factibilidade dos
iterandos. Apesar disto, nos parece visivel que métodos de pontos factiveis parecem relativa-
mente desprestigiados na programacéo nao linear, com relagio as outras duas grandes vertentes
que exporemos a seguir, chegando a se gerar um certo folclore na otimizacio, segundo o qual,
métodos de pontos factiveis podem se perder dando passos excessivamente pegquenos longe da
solugdo. A idéia que nos parece fazer parte do folclore tem um certo apelo heuristico, se
pensamos em restricées cuja superficie de nivel My é significativamente ndo linear, como na
figura abaixo. A obrigacdo de ter que acompanhar as restricdes de perto induziria passos
muito pequenos, longe de pontos de K'T, enquanto que outros métodos teriam, supostamente,
menos dificuldades ao enfrentar este tipo de situacio. Por exemplo, pudemos constatar, ex-
plicitamente, este tipo de preocupagdo quanto & perda de eficiéncia de métodos que, de alguma
forma, mantenham os iterados controladamente préoximos da factibilidade, na argumentacao
de dois diferentes referees a artigos submetidos a publicacio recentemente, embora isto ndo
nos pareca claramente comprovado em trabalhos publicados. Num certo sentido, esta tese vai
na direcdo de argumentar que um tal ponto de vista talvez nio passe mesmo de preconceito
sermn maiores fundamentos. Voltaremos a este ponto no momento oportunoc.
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Hp com muitas “oscilagdes” podendo forgar passos PFAC muito pequenos.

Uma linha completamente diferente de métodos de pontos factiveis, corresponde a tentar
resolver MRI acompanhando trajetorias de um sistema de equagoes diferenciais ordindrias .
No artigo “ODE versus SQP methods for constrained optimization” ([BB 89]) Brown e Biggs
publicam wma rdpida revisdo de tais métodos. Hd vérias formas de construi-los. A mais 6bvia
corresponde a acompanhar as trajetérias do campo gradiente de —f /4, (vide [Tan 78] e [Tan
79}), supondo sempre que Hy é um nivel regular. Em linhas gerais isto significa que, dado um
ponto factivel z*¥), obtem-se x*™1 como um ponto (aproximadamente) sobre a trajetcria de

da ’ T
{ - ;{ﬂo(m) = —(Vf(2) + H(2)" A (@) (L.31)

Observe que o campo de vetores gp(z) no lado direito de (1.31) é exatamente —V f /3, (z).
Suas trajetdrias serdo, portanto, sempre factiveis e { estritamente decrescente ao longo de cada
uma delas. Pode-se notar um certo esforgo, por parte de alguns pesquisadores, na tentativa de
aproveitar, néo apenas os bons algoritmos disponiveis para a obtencdo de solugdes numéricas
de equagoes diferenciais ordindrias, como também as boas propriedades teéricas desfrutadas
"genericamente” pelas érbitas dos campos gradientes (vide PM 78]), para implementar al-
goritmos de minimizacdo. No entanto tal linha ainda ndo conseguiu escapar de um circulo
relativamente restrito, apesar de Brown e Biggs anunciarem de forma bastante provocativa,
no abstract do artigo acima referido, que “Num conjunto de dezoito problemas-teste dificeis,
observamos que vérios dos métodos de EDO sao mais bem sucedidos que qualquer uma das
técnicas PQS”.

V2 - METODOS DE PENALIZACAQ

A idéia que fundamenta os métodos de penalizagio para MRI consiste em resolver, a
cada iteracdo, um subproblema de minimiza¢io irrestrita, e ir penalizando mais e mais, a
cada iteracio, o afastamento da factibilidade. A forma de fazé-lo é através de uma fungéo
continua, que se anula em Hy, e é positiva fora de Hy. Usualmente, isto se define por uma
funcio continua P : R™ — IR, tal que,

P@O) = 0 (1.32)
Py) > 0, sey#£0 (1.33)
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e um parametro de penalizagdo p > 0. O problema penalizado, associado a MRI, consiste em
Minimizar  ¢{z} = f(z) + pP(h(z)) (1.34)

O método de penalizacio correspondente satisfaria:

PEN

Dados p) > 0, 20 € R" e k = 1:
P1 - Ache nma solugdo z® de (1.34), com p = p¥).
P2 — Escolha p*+1 > o8} faca k « k + 1 e retorne para P1.

Em [Fle 87, §12.1], Flecher situa os métodos de penalizagdo como os primeiros métodos a
surgir para minimizar fungdes ndo lineares, com restri¢des nao lineares. Em particular, atribue
a Courant, em {Cou 43], a aplicagio de um tal método a MRI com P(y) = |jy||2. E frequente
encontrar P(y) = y’ Ay com A positivo-definida, em geral diagonal. Nestes casos temos
métodos de penalizacdo com P diferencidvel. A restricdo maior a tais métodos é de conduzirem
a problemas de minimizagio irrestrita muito mal condicionados, a medida que para obter
convergéncia, precisamos fazer p*) — oo. Isto fica visivel na figura abaixo, onde esbogamos o
que acontece em duas iteragdes de PEN, aplicado a minimizar f(z,y) = 22 + (y — 1)? sujeito
a h(z,y) =y — 22/10. Correspondem a p¥1) = 5 e p{*2) = 200.

1 : ; : _ 1 : o
D
O " 75 ) . - BRI T C e e =l o ) D * ?5 [ \-\_\--_'_-- - _...-—_--‘--.
0.5} o N 0.5
0.25} K
of
-0.25F .
~0.5}- . = 0.5}
~0.7s¢ -0.75
_1 _1 - — I
1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1

Curvas de nivel de ¢(z) = 22 + (y — 1)2 + p(y — 2?/10) com p*1) =5 e ptk2) = 200

A penaliza¢do com fung¢des néo diferencidveis, como P(y) = ||y|l2, P(y) = ||y}l1, ou ainda
Ply) = ||ylleo, tem despertado relativo interesse nos dltimos 20 anos. Tal interesse decorre
de ser possivel garantir, para uma tal P, a existéncia de uma cota superior para p, tal que
a partir dela, solugoes de MRI sao igualmente solugdes de (1.34). Isto significa que, nestes
casos, ndo é necessdrio “estourar” o par@metro de penalizagio para resolver MRI com PEN.
Tais métodos levam a denominagio de métodos de penalizacio exata. Em contrapartida, os
subproblemas de minimizagdo irrestrita deixam de ser diferencidveis. Contudo, o fato de P
ser convexa e continua, garante uma estrutura em cima da qual se pode trabalhar (vide [FLE
87], cap. 14).
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Do nosso ponto de vista, & observacao a ser destacada aqui, reside no fato que as solugdes
z®) dos subproblemas de minimizacdo irrestrite, obtidos em PI de PEN, sio ponios da vorie-
dade dual Dyy,. Isto pode ser visto, facilmente, caso P seja diferencidvel, j& que, neste caso,
z%) serd um ponto estaciondrio de ¢, ou seja:

0 = Vé(z) = Via®) + R (@")TA® ) onde (1.35)
B = pBITP(n () (1.36)
Se P for uma das tres normas ||.{|;, ||.llz ou ||.]|ee, 08 resultados em [FLE 87 - cap XIV],

essencialmente, garantem o mesmo.

Um dos métodos mais populares que usam penalizagio na funcio objetivo é, sem diivida,
o Lagrangeano aumentado, que também é conhecido como o método dos multiplicadores. Foi
sugerido pela primeira vez, independentemente, por Hestenes em [Hes 69| e por Powell em
[Pow 69]. Conta com implementa¢des bem sucedidas, entre as quais se destaca LANCELOT
(vide [CGT 91] e [CGT 92|), para problemas de grande porte. As bibliotecas OPTIMA e

OPTPACK também contémn programas baseados em Lagrangeano aumentado.

Basicamente, corresponde a penalizar o lagrangeano L(x, A) na forma:
#(z, A, p) = Lz, ) + pla(z)|? (1.37)

O fato notdvel af é que se * é um bom minimizador de MRI, e adivinhamos o multipli-
cador A* em z*, entdo existe um g > 0 tal que #{z) = ¢(z, \*, p) tem um minimizador local
em z*, para cada p > p (vide [FLE 87] e {MS 95]). Ou seja, podemos esperar nio ter que
"estourar” o par@metro de penalizacao, se soubermos formas de bem aproximar A*.

E imediato verificar que os minimizadores de ¢(z) também estdo na variedade dual Dy;..
0 segundo resultado basico ai, que da a chave de como atualizar o multiplicador A®*), cor-
responde a considerar a restricio de ¢ & Dyy, € verificar que para p suficientemente grande,
porém limitado, todo bom minimizador z* é um ponto de méximo para ¢/Dy;r. Pelo menos
perto de um tal x*, Dy admite uma parametrizagio natural em funcao de A, digamos z(A),
garantida pelo teorema das fungdes implicitas, e portanto ¢/ Dy, também pode se escrever em
fungao de M. Dai a chave para tentar melhorar, pelo menos perto de z*, as aproximacoes do
maximizador A* de ¢(z(X), A, p) a cada iteragio, pensando em p fixo e suficientemente grande
(vide [FLE 87| - §12.2).

Como nos demais métodos de Penalizacio, o primeiro passo de cada iteracdo tipica do
Lagrangeano aumentado, consiste em calcular um minimizador para

39(@) = $la, A, o)

A iteragio se conclue com a atualizacéo, nao sé de p®, mas também de A}, A arte de
bem fazé-lo consiste em saber combinar, adequadamente, as informagtes disponiveis, com o
objetivo de obter aproximacoes cada vez melhores do multiplicador A* na solucio, bem como
fazer p crescer o necessdrio, porém “sem excessos”.
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O que nos interessa ressaltar aqui é o fato que no Lagrangeano aumentado, ndo apenas
os iterados caminham sobre a variedade dual, mas a prépria construgdo do algoritmo, bem
como a taxa de convergéncia a ser obtida, repousam sobre como trabalhar o comportamento
dual de ¢ ao longo de Dyr. Saber explorar esta dualidade, me parece ser a caracteristica que
faz com que o Lagrangeano aumentado seja, ao que tudo indica, o mais “popular” dentre os
métodos de Penalizagéo.

Em resumo, para nds é grata a idéia de olhar para os métodos de Penalizacio como
Métodos de Pontos Duais, ou seja, métodos cujos iterados caminham sobre a variedade dual
Dy;. Na verdade, temos que tomar um certo cuidado ai. Diferentemente do que acontece
com os métodos de pontos factiveis para os quais, salvo engano, raras sao as preocupagoes
sisterdticas, como a de Mukai e Polak supra-citadas, com o relaxamento da factibilidade,
neste caso faz parte da construcio dos algoritmos obter os minimizadores dos subproblemas
de forma apenas aproximada. Isto equivale & considerar que, caminhar sobre a variedade dual
ndo aparenta ter aqui a mesma importdncia que, em algoritmos de pontos factivers como o
GRG, parece ser devotada 4 exigénecia de manter os iterandos sobre o conjunto factivel.

V3 - PROGRAMAGCAO QUADRATICA SEQUENCIAL - PQS

A terceira grande vertente dos métodos desenvolvidos para MRI é também a mais recente,
(segundo [MS 95] o primeiro algoritmo PQS seria de 1963, proposto por Wilson em sua tese
de doutorado [Wil 63|, para problemas convexos). Comegou a ficar em evidéncia na década
de 70 e, a julgar pela literatura publicada de 14 para cé, foi certamente a que mais esteve em
evidéncia nos iltimos 20 anos. Conta ainda com varios pacotes disponiveis, como NPSOL,
NLPQL, OPSYC, OPTIMA,MATLAB e SQP, para ficarmos apenas com a lista citada em
[MW 93]. Do ponto de vista local, essencialmente, corresponde a resolver (1.2} pelo método
de Newtorn, incluindo ai suas variantes quasi-Newton, Newton inexato, etc...

O método de Newton, formulado para resolver localmente um sistema de n equagdes com
n incégnitas, dado por F(z) = 0, onde F : R® — IR™ é de classe C', pode ser sintetizado por:

NEWT - Dado z € IR™, para cada k > 0, encontre o passo §*) resolvendo a correspon-
dente equacio para a aproximacio de Taylor linear da F', ou seja:

F"(:z:(k))é + F(x(k)) =0 (1.38)
o fa@a x(k"'l) = m(k) + 6(“‘:)

Dizemos que uma sequéncia *) € JR™ tem convergéncia superlinear (quadréitica) a z*,
caso, ou bem z'*! = z* para todo k suficientemente grande, ou entao

et o 26+ — 07|
lim ————* = -
N PO ECEr

O resultado cldssico, para NEWT, diz que se z(? estiver suficientemente perto de nm
z* que resolve F'(x) = 0, e for tal que F'(z*) seja inversivel, entédo as iteragoes de NEWT
estardo bem definidas e z(® terd convergéncia superlinear a z*. Se F'(z) é Lipschitz numa
vizinhanga de z*, entdo a convergéncia é quadratica. E de se ressaltar que, se comegamos longe
de uma tal solugdo z*, NEWT frequentemente fracassa, requerendo técnicas que permitam
globalizé-lo, ou seja, formas de se comecar longe de uma solugdo de modo a, no final, convergir
com iteragoes de NEW'T. H4 varias maneiras de fazé-lo. Por questdes de eficiéncia, hé ainda

0 {limsup < 00}
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um grande elenco de variantes para flexibilizar a solugdo de (1.38), conduzindo a algoritmos
denominados na literatura de Quasi-Newton e Newton inexato (vide [DS 83, [FLE 87] e [MS
95]). Tais algoritmos conservam boas propriedades de convergéncia local, e admitem um custo
computacional, por iteragao, bem inferior ao exigido para resolver (1.38).

Retomando o que dissemos acima, PQS essencialmente corresponde a aplicar o método
de Newton para resolver (1.2). A arte de fazé-lo, aqui , consiste em bem utilizar as particulari-
dades derivadas do fato que o sistema (1.2) tem uma estrutura muito especial herdada de MRI.
Em particular, € facil verificar que, numa viginhanga de um bom minimizador z*, o método
de Newton pode se reescrever como um método no qual cada passo resolve um subproblema
quadratico. Considere para, cada k, o subproblema quadratico

minimizar ¢ (§) (1.39)
8.8, W (z®)6 + h(z™) =0, (1.40)

onde ¢*¥)(§) é o polindmio de Taylor, de segunda ordem, de L{z{F) 4 §, A%},

Llhmj S+ hhm)s

Passo PQS tipico perto de um bom minimizador z*.

O que se mostra af (vide [Fle 87, §12.4)]), é que, dados z{!) suficientemente préximo de
um bom minimizador 2* e AV suficientemente préximo de A*, aplicar o método de Newton a
(1.2), comecando em (2, A1)}, gera exatamente os mesmo iterados que:

Programagao Quadratica Sequencial (PQS) - Versao Local.

Parak=1,2...

Pl - Resolva (1.39-1.40) para obter §*) e defina A*+1 como o multiplicador de Lagrange
associado ao subproblema quadritico na sua solugio.

P2 - Faca glt+1) = (&) 4 §tk)
Como a matriz jacobiana associada a (1.2), em z*, é

v e

A (1.41)

2 * *
VEL(z, A% = l
fica facil verificar que ela é inversivel, se z* ¢ mmn bom minimizador de MRR1. Neste caso, nao
s6 podemos garantir convergéncia local superlinear de PQS a (z*, }*) em R(™*™, decorrente
de se estar aplicando o método de Newton a (1.2), com hessiano inversivel, mas igualmente
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na varidvel x isoladamente, muito embora nos parega que ainda constitue um problema em
aberto, saber se a convergéncia a um bom minimizador na varidvel x é quadratica, mesmo que
f e h sejam C™.

Do mesmo jeito que NEWT s6 funciona de forma adequada localmente, também o algo-
ritmo acima apresentado como uma versio local de PQS carece de um processo de globalizagao.
Neste processo de globalizacio, igualmente, forma-se em cada iterado =(*) um subproblema
quadrético, cuja funcio objetivo, de alguma maneira, aproxime o Lagrangeano em )| com
restricoes lineares relacionadas & aproximacéo de Taylor de 1* ordem de h(z® + .), visando
definir um passo candidato 6. * &% depois é testado por uma funcdo de mérito adequada,
que usualmente é a prépria f, ou algum lagrangeano, aumentado por um termo de penalizacéo.
Caso a descida proporcionada por z!¥) 4 §+ A fungio de mérito seja considerada suficiente,
faz-se ¢+l = ) 1 §+ atualiza-se o modelo quadrético, e a iteragio se completa com um
teste para verificar se as condigbes de KT foram adequadamente atingidas.

Entre as diferentes formas de fazer a globalizagio de PQS, héd inimeras variantes na
literatura, em funcdo de diferentes fungtes de mérito empregadas, bem como da forma de se
definir o que fazer, uma vez rejeitado um passo candidato. Igualmente ao que acontecia com
o método de Newton, hé ainda diversos métodos tipo Quasi-Newton e/ou Newton-inexato em
formato PQS. De sorte que é bem considerdvel a quantidade de artigos sobre métodos tipo
PQS, disponivel nas melhores publicagtes da drea nestes dltimos vinte anos .

Num certo sentido PQS parece ter o apelo heuristico de um método cujos iterandos nio
precisam caminhar excessivamente préximos ao conjunto factivel Hy, nem tampouco colados
a variedade dual Xy, admitindo assim a possibilidade de escolher, mais livremente, caminhos
alternativos que conduzam a solugéo em Hy N Tyr. A principal vantagem, pretendida pelos
que apostam em métodos tipo PQS sobre os métodos de penalizagdo, parece ser de néo ter
que administrar, com pouca “visibilidade”, parimetros de penalizacdo que podem tornar mal
condicionados os subproblemas quadraticos. J4 sobre os métodos de pontos factiveis, a van-
tagem pretendida é de ndo precisar dar passos excessivamente pequenos, longe da soluc¢éo, por
conta de um conjunto factivel com muitas “oscilagdes”, ou ainda, “muito curvo”. Além disto,
poder-se-ia argumentar em favor de PQS que, ao comegar longe das restrigdes, um método de
pontos factiveis pressupbe uma fase inicial objetivando a factibilidade, para s6 depois comecar
a pensar em dar passos genuinamente preocupados em melhorar também a “otimalidade”
(leia~se aproximar-se de Zyy). J4 um algoritmo PQS faz, em cada iteragdo, as duas coisas ao
mMeSmMo tempo, sem precisar se preocupar com a posi¢do do ponto inicial. Em contrapartida,
no capitulo 4, levantamos alguns guestionamentos guanto a eficiéncia e robustez de métodos
PQS, relativamente longe das restrigoes.

Vale ressaltar ainda que, embora esta classificacdo dos métodos nas tres vertentes acima
descritas corresponda, esquematicamente, as principais tendéncias que se impuseram na
elaboracao de algoritmos para atacar MRI, alguns algoritmos nféo se encaixam exatamente
no que foi colocado acima. O fato de todo bom minimizador de MRI ser um minimizador
irrestrito de ¢(., A*, p), para p suficientemente grande, permite abordagens mistas. Por exem-

1Observamos que longe do conjunto factivel, nem sempre é possivel garantir satisfacio As restricdes linea-
rizadas {1.40) a ndo ser parcialmente.
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plo, a que é testada por Miele e colaboradores em [MLC 72|, na qual o critério de saida da
fase de tentar resolver o subproblema irrestrito é o niimero de iteragdes, ou aquela empregada.
por Tapia em [Tap 77] e [Tap 88] que, entre outras coisas, faz uma tinica iteracio quasi-
Newton entre cada. atualizacio do multiplicador. Qu ainda, a de Hager em {Hag 93], na qual
a penalizagio do Lagrangeano é combinada com outros ingredientes. Nestes casos, nos parece
ficar descaracterizada a propriedade, acima apontada nos métodos de penalizacdo “puros”, de
ter seus iterados acompanhando de perto a variedade dual.

Possivelmente, grande parte do segredo de wm bom programa para resolver MRI, tem
mais a ver com detalhes computacionais do que com esquemas gerais como 08 que vamos
tratar aqui . Mesmo assim, nos parece que ainda h4 um espago importante para discuti-los.
Acreditamos continuar verdadeira, 10 anos depois, a afirmacéo que Fletcher faz no seu livro
{[Fle 87, §12.1]), sobre diferentes abordagens para resolver problemas de otimizagao néo linear,
com restri¢bes: “Indeed there is no general agreement on the best approach and much research
is still been done.” Pelo menos aparentemente, PQS tem despontado como o mais popular
dos métodos para a otimizagio nao linear nestes Gltimos vinte anos. Ainda assim nos parece
impossivel estabelecer com nitidez que uma das tres vertentes seja mais ou menos recomendével
que as demais, para algoritmos razoavelmente abrangentes. Pelo menos esta € a impressao
que me ficou ao folhear a literatura da drea. Ou seja, parece continuar sendo wma questao
mais para futurélogos do que para matemdticos, a de saber, dentre as tres grandes vertentes
apontadas acima, se alguma delas, de fato, tende a prevalecer ou a desaparecer a longo prazo.
Se novas técnicas como, por exemplo, as baseadas em computagio paralela, tenderdo a recicla-
las, ou simplesmente tornd-las obsoletas. Ou ainda, se a busca de maior eficiéncia, conduzira
a algoritmos cada vez mais dedicados a tipos especificos de problemas, a ponto de tornar cada
vez menos importante algoritmos abrangentes para problemas de otimizacgao.

1.2 ORGANIZACAO DA TESE

Esta tese estd organizada de forma que, no comeco de cada capitulo se tenta descrever
informalmente o que serd feito naquele capitulo, o mesmo acontecendo no inicio de cada segao e
subsecAo. Neste momento, apenas delinearemos, em rdpidas pinceladas, as principais questoes
a serem abordadas e como se organiza sua exposicao ao longo dos demais capitulos da tese.

Nosso objetivo principal neste trabalho, consiste na formulacdo de um algoritmo, gue
nas suas caracteristicas mais gerais, tem claras afinidedes corn os métodos de pontos factiveis
com redugdo tangente, as cuja preocupacdo central acompanha as colocadas por Miele-Levy-
Cragg em |[MLC 71] e Mukai-Polak em [MP 78], com relacio a flezibilizar a ezigéncia de
factibilidade dos iterados gerados. Igualmente a Mukai e Polak, ndo nos referimos aqui apenas
a uma flexibilizacdo dentro de tolerancias usuais, quando se trabalha em problemas praticos.
Ainda assim, nossa abordagem tem caracteristicas préprias, bastante diversas da por éles
apresentada. Em particular, nosso enfoque € mais especifico, e corresponde a definir um modo
de reajustar o afastamento da factibilidade admissivel a cada teracdo, de uma forma que jul-
gamos poder ser implementada eficientemente, e de modo a casar mecanismos para garantir
uma exploragdo adequada do “robustez” local dos métodos usnalmente empregados na fase de
restauragido dos algoritmos de pontos factiveis, com medidas do afastamento da variedade dual
que poderiamos qualificar de dindmicas. Sequer nos parece que o método a ser proposto possa
se enquadrar no esquema geral descrito em [MP 78]. Por outro lado, a natureza da solugéo



1.2. ORGANIZACAO DA TESE 19

que apresentamos é nitidamente diferente da que é testada para gradientes conjugados em
[MLC 71}, além de embutir uma clara determinacao em sistematizar, de forma matematica-
mente consistente, o material a ser apresentado. O algoritmo serd exposto em detalhes no
capitulo 2 em duas versdes: uma, que denominaremos de exata, pressupde fatoracdes de al-
gumas das matrizes envolvidas nos subproblemas lineares (pelo menos da matriz jacobiana
das restri¢des). A outra, a ser denominada de inezeta, generaliza a primeira versio, e tem
por objetivo problemas de grande porte. Se caracteriza por admitir, que todos os subproble-
mas lineares e quadraticos envolvidos, possam ser resolvidos por métodos iterativos. Ainda
no capitulo 2, demonstraremos propriedades de convergencia global dos algoritmos propostos.
Denotaremos o método a ser desenvolvido por CDR (Controle Dinamico das RestrigOes).

No capitulo 3, estabelecemos uma teoria de convergéncia local para CDR, com forte
apelo visual, no sentido de se apoiar fortemente sobre a estrutura de vizinhange tubular local
da superficie dual Yy, com fibras M., numa vizinhanca suficientemente pequena de um bom
minimizador. Nosso enfoque corresponde a ir definindo gradativamente condig¢bes sobre a, im-
plementacao do método, e sob as quais se possa garantir propriedades cada vez mais finas de
convergéncia local, para as sequéncias geradas pela sua aplicagio a MRIL

No capitulo 4, apresentamos e analisamos alguns testes numéricos, realizados com uma.
implementacao preliminar da versao exata de CDR, com resultados que nos encorajam a aper-
feicoar a implementacio apresentada. Reiteramos que os resultados apresentados no capitulo
4 fazem parte de um trabalho que estd sendo desenvolvido juntamente com o professor Fran-
cisco M. Gomes. Um segundo tema que gostariamos de destacar no capitulo 4, corresponde a
questionar a “folclérica” vantagem dos métodos tipo PQS sobre os de pontos factiveis. Neste
ponto, estamos longe de poder apresentar resultados conclusivos. Muito pelo contrério, nossa
preocupacao aqui , € apenas em levantar questionamentos, de forma bastante incipiente, com
base em testes numéricos e argumentos heuristicos, relativamente a robustez e eficiéncia de
se caminhar longe das restrigoes com PQS. Incipiente, porém suficientemente sugestiva para
valer a pena dar-lhe um destaque neste trabalho.

O capitulo 5 é dedicado a conclusdes e possiveis desdobramentos deste trabalho. Embora
venhamos a fazé-lo informalmente, nele dareinos um certo destaque a como generalizar nossa,
abordagem para problemas de otimizagso diferencidvel que incluam, também, restricdes de
desigualdades. Eshocaremos duas variantes de algoritmos para minimizacao com restrigdes
de igualdade e canalizagdo, que generalizam a abordagem CDR proposta para MRI, e sobre
as quais acreditamos ser possivel generalizar também os resultados tedricos, estabelecidos nos
capitulos 2 e 3. No apéndice & tese, descrevemos detalhadamente um algoritmo concretizando
uma das variantes apontadas no capitulo 5.

O resto deste capitulo inicial contém material introdutério de natureza mais formal, que
julgamos importante sistematizar para facilitar a leitura do que se segue. Como se pode perce-
ber, ja na primeira secao fomos introduzindo notagio, que pretendemos fazer vigorar para toda
a tese, & medida que ela se fazia necessaria. Continuaremos a fazé-lo desta forma, daqui para
a frente. Ainda assim, consideramos que pode ser 1til para o leitor poder dispor da se¢ao §1.3,
destinada a organizar, num mesmo espago, a notagao a ser usada ao Jongo da tese. A exceciio
fica por conta da notagdo “o( . )” e “O( . )”, cuja exposicdo é organizada, ezclusivamente,
na subsecdo §1.3.1. Na secfio 1.4, sistematizaremos uma generalizacéo do lema de Taylor
de ordem 2, objetivando funcdes definidas no JR™ e submetidas & restrigdes de igualdade. A
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segdo §1.5 se destina a descrever um esquema auxiliar, a ser empregado nas formulagoes dos
nossos algoritmos, visando definir passos de Descida Suficiente (DS) relativamente a modelos
guadraticos.

1.3 NOTACAO
Sejamn >m , f:R* — R e h:R* — R™, func¢bes de classe C2.
Denotamos por MRI, ao problema de minimizagio com restri¢bes de igualdade
Minimizar f(z)} s.a h(z)=0.
Usaremos a seguinte notagao:
g(z) =V f(z): R* — IR® — Gradiente da {.
h'(z) : R* — R™™ - Derivada de h.
N(A)={z: Az =0} — Niicleo de A

A' - Pseudo-inversa de Moore-Penrose de A (vide [GL 87]). No caso que nos interessa
mais de perto, a matriz A é m x n, tem posto méximo m, e A’ se escreve como:

Al = AT(AAT)? (1.42)

P(x) = K (z)!Th'(z) - Projeco ortogonal sobre N (k'(z)).

Yn = {z : b'(z) ndo tem posto mdximo } - 3, é o conjunto dos pontos singulares de
h. Dizemos que z é um ponto regular de k, caso A'(z) tenha posto méximo.

L{z,A) = f(z) + ATh(z) — Lagrangeano de f em (z, ) € R**™

Ms(z) = argmin {||A]| : A = argmin{[|#'(z)"X + g(z)]| : X € R™}} = —(W'(2)")Tg(2)
— Multiplicador de quadrados minimos. Embora A, (z) esteja definido em todo R",
estaremos essencialmente interessados em situagdes nas quais z € um ponto regular de
h, ou seja, para as quais

As(@) = —H(@)! g(z) = argmin{[[' ()" + g(a)]| : A € B™}
— (K (z)h' (2)") 7 h (2)g(x) (1.43)
gp(z) = P(z)g{z) = g(z) + A (z)T A 4(z) - Projecdo ortogonal de g(x) sobre N'(h'(z)).
lgp(=)

Vi (:L‘) = ——
T gl +1
projetado.

— Funciona como uma medida relativa do tamanho do gradiente

He = {z : h(z) = ¢} - Denota uma superficie de nivel ¢ para h.
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Dy =4z : VL(z,A) = g(z) + k()T X = 0, para algum ) € R™}. — Denota o conjunto
dual, as vezes abusivamente denominado de variedade dual.

OBSERVACAOQO 1.3.1 -
De (1.42) segue que #'(z) é de classe C! em IR™ —Z;. Portanto, igualmente P(z), Ars(z)
e gp(z) sdo C' em A" — L,.

Dizemos que um ponto z* é estaciondrio, ou de Kuhn-Tucker, para MRI, caso A(z*) = 0
e gp(z*} = 0. Nestes casos fixaremos ainda, como notagao:

A= )\LS (mt)
w* = VimL(.’E*, )k*)
P = P(z%)

Dizemos que z* é um bom minimizador para MRI, sempre que satisfizer as condi¢bes de
segunda ordem para MRI em z*. Em outras palavras, caso z* seja um ponto regular de h,
estaciondrio e a restricdo de W* ao espago tangente as restrigoes P*IR™ for positivo-definida.

Uma barra em cima de um conjunto significa o seu fecho :

'E:{x:x: lim z, e $n€A}

[ Saude =l

C, = {z : ||h{z)]| < p} recebe, abusivamente, a denominagio de ” cilindro de confianca
de raio p”.

Denotamos por MRD, ao problema de minimizagao com restricoes de ignaldade e de-
signaldade

Minimizar {f(z} s.a h(z)=0, g(x)>0}.

e por MRIC ao caso particular de MRD no qual todas as restrigoes de desigualdade se es-
crevem como canalizagdes, ou seja, £ <z < u, com —o0 < £; < u; < 00.

{2 representara o conjunto factivel com relacao as restrigbes de desigualdade. Ou seja :
2 ={z:g(z) >0}
Em particular @ = {z : { <z < u}, para MRIC.

Py ~ 8Se K € IR" é fechado e convexo, Px designard a projecéo euclideana de R™ em K.

Ou seja, se v € IR™;
Py (v) = argmin{ljv+ z|» : z € K}. (1.44)
As veges, adotaremos ainda a notacio vg = Pg(v). Note que, nesta notacio P{z) =

Prriw(a))-

Se X for wm espaco topdlogico, dizemos que Y C X é genérico em X, caso contenha
uma interse¢ao enumeravel de subconjuntos abertos e densos de X. Uma propriedade em X é
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dita gendrica, caso o subconjunto dos pontos de X, que a satisfazem, for genérico. O teorema
de Baire diz que num espago métrico completo todo conjunto genérico é também denso (vide
[Lima 70.B], [PM 78]). O conceito de propriedades genéricas nao é essencial para o desenvolvi-
mento deste trabalho. No entanto aqui e ali detectaremos propriedades genéricas em espagos
de Baire compondo um pano de fundo interessante para argumentos de natureza heuristica.

Dizemos que B C IR™*™ é um subconjunto de matrizes coercivamente positivo definidas,
caso toda matriz em B seja positivo definida e, para algum K > 0, possamos garantir
|Az|| > K||z||, para todo A € B e todo « € R".

1.3.1 SOBRE O USO DE “O” E “o”

Entendemos que o uso das notagdes o{.) e O(.) pode simplificar muito a redacéo de um
texto matematico que trate de analise no R™, mas que seu uso indevido pode conduzir a erros
por vezes penosos de serem detectados. Neste sentido, gostarfamos de deixar bem explicitas,
as condic¢des nas quais usaremos tal notacio:

i— PARA SEQUENCIAS : Considere sequéncias infinitas {s® € R* : 1 < k <
ool It e R : 1<k <oo}e{w® €[0,00):1<k < o0} .

i.1 — Dizemos que s® = t&) + O(w*)}, caso existam £ > 0 e ke € IV, tais que, para todo
k> ]Cg,

ls® —t®)|| < £w® (1.45)

i.2 — Dizemos que s*) = %) 4 o(w{*), caso para todo £ > 0, exista ke € IN, tal que,
para todo k > k¢

Is® —t®} < £w™® (1.46)
i - PARA FUNCOES EM R": Sejam U ¢ RY, 4 : U — IR uma funcio ndo
negativa, e considere ainda fungbes o, : U — IRP ey : U — IR,
i1 - Dizemos que ¥ = ¥ + O(y) em U, relativamente ao nivel 0 de 1), se houver
£ > 0e b >0, tais que, se ¥(z) < § e z € U, entéo
|91 (2} — Ya(z)|| < EW() (1.47)
it.2 ~ Dizemos que 9, = 92+ o(¢p) em U, relativamente ao nfvel 0 de ¢, se para todo

£ > 0, existir & > 0, tal que, se 9)(z) < §¢ e x € U, entdo
1(z) — Po(z)|| < Ep(a) (1.48)

Como sempre estaremos interessados em trabalhar com o(.} e O(.) em U, relativa-
mente ao nivel 0 de ¢, assumiremos daqui para a frente que sempre seré este o contexto,
e omitiremos a referéncia a “relativamente ao nivel 0 de 4”. U, na pritica, sempre
corresponderd a um dominio em algum IRY, delimitado por algumas restrigées, no qual
nos interesse garantir desigualdades como as expressas em (1.47-1.48).
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OBSERVACAQ 1.3.2 Propriedades de O e o

Enunciamos, a seguir, algumas propriedades de muito ficil denonstracao, mas que
tornam o e O uma notagao com grande poder de sintese.

P1- Ses® = t* + O(w*) e t* = t* + O(%*) entdo s* = £* + O(w* + &*). Se além disto,

w* = O(1*) entdo s* = £* +- O(*). Em particular s* = O(||t*])) define uma relagio
de ordem parcial entre sequéncias no IR" e, para cada sequéncia de nimeros reais
positivos {w“‘)}, i.1 define uma relagio de equivaléncia entre sequéncias no R*. O
mesmo continua vélido, se substituimos O por o.

P2 - Se s* =tF + O(w*) e t* = ¥ 4 o(@*) entho existe 7 > 0, tal que, para todo £ > 0,

se pode encontrar ke tal que se k > k¢, entao
|8 — £8)|| < ) 4 £ (1.49)

Se, além disto, w® = o(w*)), obtemos s* = #*+o(w*). Algo anédlogo continua
valendo se trocamos o por O e O por o nas relagdes consideradas em P2.

P3 - Algo inteiramente analogo a P1 e P2 vale para funcdes. Ou seja, se ¢ e 3 sio fungbes

n&o negativas no mesmo domfnio U, ¢ = th + O(¢p) em U e ¢4, = s + O(%) em
U, entdo 91 = o + O(¢ + ) em U. Em particular, ¥ = O(|j||) em U, define
uma, relacao de ordem para funcées em U e, para cada ¢ : U — [0, 00), ii.1 define
wima relagio de equivaléncia entre fungfes com dominio em /. O mesmo permanece
véalido se substituimos O por o.

Pd- Sety =+ 0) em U e thy = Wa + 0(1!;) em U, entdo existem n > 0, §, > 0,

i —

tais que para todo £ > ( se pode encontrar §; > 0 de tal modo que, se ¥(z) < &,
P(z) < b e z € U entdo

l¥r(2) — a(@)|| < () + €4 () (1.50)

OBSERVACAO 1.3.3 O(. ) +o(.)

P1 — P4 nos permitem definir operagdes de soma com o e O, tanto para sequéncias,
como para fungdes, de maneira natural. Ou seja, podemos pensar ; = 5 +0(¢) +O(%)
em U, como sendo ¢ = ¢y + O(¢ + ¥) em U. O mesmo vale, se substituimos O por o.
Para definir ¥, = %e + O(¥) + o{y) em U, recorremos & propriedade estabelecida em
P4, dizendo que neste caso existem 1 > 0, 4, > 0 tais que, para todo £ > 0, se pode

encontrar & tal que, sez € U ¢(z) < §, e P(z) < b, entdo (1.50) fica garantida.

ORDEM DE GRANDEZA : Dizemos que duas sequéncias no IR, {s*} e
{t*} tém a mesma ordem de grandeza, em norma, caso s* = O(||t*||} e t* = O(||s"||).
Denotamos tal fato por ||s*|| = ||¢*||. No caso de sequéncias de niimeros reais positivos,
dizemos simplesmente que tém a mesma ordem de grandeza.

Do mesmo jeito podemos dizer que duas fungdes reais, nfo negativas, ¥ ¢ 1,
definidas em U C RY, tém a mesma ordem de grandeza (relativamente ao nivel 0),

caso ¢ = O(¢) ¢ 9 = O(¥).
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iv — DESIGUALDADES : Se n = 1, podemos, da mesma forma, usar as notagdes
o e O, para desigualdades envolvendo sequéncias de mimeros reais. Uma maneira de
fazé-lo é dizer que s®) < t®) 4 O(w®), caso max{0, s* — )} = O(w*}). No caso de
funcoes, se p = 1, dizemos que ¥; < 12 + O(¢) em U, caso max{0,¥; — 92} = O(¢) em
U. Algo inteiramente analogo funciona para o.

OBSERVACAO 1.3.4 ABUSOS DE REDACAOQ

P1-P4 nos autorizam a cometer alguns abusos de redagao como, por exemplo, escrever
s = O(t®) = O(w®), com o significado preciso de indicar que s = O{w®), dado que,
58 = O@®) e t®) = O(w®). Ou ainda que ¥, = ¥, + O(¥) = 3 + o(8), para indicar
¥ = 3 + o(8), se soubermos que ¥, = ¥y + O(W) , ¥ = ¥3 + 0(f) e Y = off). A lista de
abusos possiveis, a partir de P1-P4, é bastante dbvia. Eles serdo cometidos, na medida que
facilitarem a exposi¢do. Algo equivalente a P1-P4 funciona também para desigualdades, no
sentido apontado em iv, igualmente contribuindo para simplificar a redagéo.

Na manipulacdo com o e O para fungoes, frequentemente os dominios das varidveis podem
estar mudando, com o acréscimo e decréscimo de varidveis. Usualmente, as variaveis cujas
restricdes sdo relevantes em (1.47-1.48), correspondem as de ¢, bem como as relativas ao
dominio de f e h em JR™®. As demais usnalmente delas decorrem, ficando claro, em cada
passagem, de qual dominio U se trata, sem necessidade de ficar explicitando-o a cada momento.
Na préxima secfio escreveremos o lema de Taylor para MRI nesta notagdo, com detalhes
usualmente dispensaveis, de forma a esclarecer melhor este ponto.

1.4 LEMA DE TAYLOR PARA MRI

O nosso objetivo nesta se¢io, é expor uma generalizagao do lema de Taylor para apro-
ximagbes quadrdticas de funcses reais, definidas no IR®, de classe C?%. Tal resultado nos sers
muito 1til ao nos permitir trabalhar, adequadamente, com um conccito que frequentemente
aparcce na literatura, (vide [Fle 87]), qual seja o de corregdo de segunda ordem, para passos
candidatos definidos na direcao tangente as restrigdes.

Na secao §1.1, indicamos uma maneira de pensar a aplicagdo Exponencial, para justificar
uma questao que faz parte do folclore da otimizacio com restricGes de igualdade, qual seja,
a idéia que, localmente, “o comportamento do lagrangeano no espaco tangente ds restrigoes,
reflete 0 comportamento da f ao longo das restrigdes”. A versdo do lema de Taylor a ser
apresentada, permite olhar para a mesma guestdo folcldrica, de um outro ponto de vista.

Dados f : R™ — IR, h : R® — IR™, de classe C?, considere ¢, (.) como o polindmio de
Taylor de segunda ordem de L(z + . , A ;(z))}, para cada * € IR"*, bem como um compacto
V C IR"™ no qual h scja regular. Na notagao estabelecida na se¢io 1.3.1, o teorema de Taylor
de ordem 2 para L{z +. , ) (%)) em V, se escreve:

L(z + 6, A (%)) = ¢.(8) + o(||6}}*), em U =V x R" (1.51)

17LS
Ao restringirmos § a acréscimos 6, na diregdo tangente as restri¢es, obtemos
Ia(z +8:) — k(@) = O([l&]*), em (1.52)
U = {{z,6):2€Veh(z)=0} (1.53)



14. LEMA DE TAYLOR PARA MRI 25

Fixemos, ao longo desta subse¢do, V C IR™ como um compacto formado por pontos
regulares de h. Considere U C IR?™ como em (1.53).

Uma. forma de nos aproximarmos mais da superficie de nivel Hy() a partir de z + 6,, é
fazendo uma correio 8e0. € R(K'(2)7), tal que A'(z)850e + [(h(x + &) ~ h(z))] = 0, ou seja,

630(: el 6soc($) 6t) = _hf(:‘c)T[(h(m + 6t) - h(x))] (154)

Com isto, obtemos um ponto z, = & + & + 655 O lema, que demonstraremos a seguir,
nos dira que:

1- Até segunda. ordem em ||&;||, x4 pode ser pensado como uma. restauracio de x + 6,
& mesma superficie de nivel de h na qual estd z, no sentido que:

I8(z) = h()l = oll6[|*), em U (1.55)

- Até segunda ordem em ||6;)|, a variagho da f entre z e z., se confunde com a
variagho de ¢, em N(4), no sentido que

flas) = f(@) = q(6) + o(|6||*), em U (1.56)

A comparacio entre (1.51-1.52) e (1.55-1.56), nos parece fornecer uma tradugdo for-
malmente adequada da idéia colocada acima, ou seja, “e comportamento do lagrangeano
Lz + .,A(z)) no espaco tangente, reflete o comportamento da f ao longo das restrigdes”.

Como estamos interessados em sititagoes nas quais temos, apenas, aproximacoes do hes-
siano do lagrangeano, no emmnciado do lema a seguir incluiremos em (1.56) um termo a mais,
de segunda ordem em [}&|], e que reflete a adequagio da aproximacio usada ao hessiano
verdadeiro.

LEMA 1.4.1 ( LEMA DE TAYLOR DE SEGUNDA ORDEM PARA MRI)
Sejam f e h de classe C? e V C IR™, um compacto no qual h seja regular.
Pare cada © € V, considere uma malriz simétrica B, que aprozime W  (z) =
V2 L(z, A (z)}, bem como o modelo quadrdtico

LI

0.(6) = g(2)76+ %5T}36 (1.57)
Consideremos ainda, para € € V e 6 € N(W'(2)), 8s0c = bs0c(T, ) € R(W'(z)T), tal que
Ah = h(z+8)—h(z) (1.58)
8 = —H (x)TAR, (1.59)

e seja Ty =T + O + bsoe. Entdo, em
U={(z,6;,B): z€V, h(2)6, =0, Be& R™" e simétrica}, (1.60)

obtemos:
6soc = O(“(St”2) (161)
1

fle) = f(@) = ¢.(8) + 56 (Wis(z) — B)o + o(l16]]") (1.62)

hae)—h(z) = o6 (1.63)
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DEMONSTRACAO :

Sejam entdo V, U, z, T4, 6 e bsec cOmo no enunciado do lema. Veja que, ao supor h
regular no compacto V, (1.61) segue facilmente de (1.58-1.60).

(1.43) e (1.58 — 1.59) nos garantem:

9(2) 60c = g(a)"(~H'(2)'Ah) = —[(K (@)Y g(x)] " Ak
A (@)TAR (1.64)
Do desenvolvimento de Taylor para h e de (1.64), obtemos em U:
1 T

58" (O (2))iVPhi())5: + o |I6:I*) (1.65)

i=1

g(m)Tésoc =

Supondo f e h de classe C?, ao considerar a observagao 1.3.2, (1.61), (1.65} ¢ o desen-
volvimento de Taylor de segunda ordem para a f, obtemos em U:

Flag) = flz) = g(@)" 8 + 9lx)" bsoc + %(6; 4 800e)T V2 F(@){6; 4 Es00) + 0((116: + socl))?)
9078, + LT (3O () V2D + &

i=1

&V f(z)é +o(ll5.]*)  (1.66)

I

(1.62} resulta de (1.57) e (1.66).
(1.63) segue da observacéo 1.3.2, (1.59), (1.61} e do desenvolvimento de Taylor de £, uma
vez que em U:

, 1

hiwy) = k(@) = W(@) B+ bs0c) + 58 V) + Ol soel 1 8cll + IBsocl”) + o(l] (6 + Bacell)?)
= h(2)8s0c + Ah + o(|6:]1%) = o(]|6:]1%)

OBSERVACAO 1.4.1 - CORREQOES DE SEGUNDA ORDEM

Nossos algoritmos para MRI escolherdo passos na dire¢io tangente as restrigoes, para
diminuir f num ponto z., baseados num modelo quadratico que aproxima o polindmio de
Taylor de segunda ordem do lagrangeano no ponto em questdo. Mesmo que nao fagamos
nenhuma corregdo adicional ao passo &, (1.52) nos diz que se §; ndo for muito grande, nos
afastamos relativamente pouco da superficie de nivel de A em z,. O lema de Taylor para
MRI diz que, ao fazer uma correcéo 8s,, tendemos a andar “mais préximo” ainda do nivel
no qual z, estd, e com um ponto candidato =, = z, + & + 650, N0 qual, a descida da f
tende a refletir melhor do que em qualquer outro, a descida do modelo quadratico no espaco
tangente as restrigdes, pelo menos no caso W = B. Uma das opgdes para compor a avaliacio
de mérito dos passos candidatos, serd a propria f. Neste caso, torna-se tentadora a opcao
de adicionar ao passo 6, uma “Corregio de Segunda Ordem” (no sentido de (1.61), 6.0,
para formar um candidato a ser testado. Principalmente, ao levarmos em conta que, o custo
do passo ... é muito inferior ao custo das fatoragdes de A = A'(z), ou de AAT, usualmente
realizadas para se encontrar um passo § € AN(A), de “descida suficiente” para o modelo
quadratico. Na formulagdo exata do algoritmo, o lema compde um pano de fundo importante
na sua concepgio, mas nao chega a ser usado na construgao formal explicitamente. No caso
da formulacio “inexata” do algoritmo na se¢do 2.5, a adaptagao que I4 faremos deste lema.
para o caso “inezato”, terd um papel decisivo também na sua formalizacio, conforme ficard
claro na ocasiao. Igualmente decisivo serd seu papel na andlise local da convergeéncia.
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1.5 DESCIDA SUFICIENTE (DS)

A maneira mais usual de se obter resultados de convergéncia global, em algoritmos para
minimizacdo de fungbes diferencidveis, com ou sem restrigbes, geralmente pressupde que a
sequéncia gerada pelo algoritmo permanega numa parte compacta do dominio. Corresponde
a forcar algum tipo de descida suficiente em cada iteragdo, de forma a obrigar que alguma
fungédo de mérito para o problema convirja para —oo, a menos que condigées de Kuhn-Tucker
se satisfagam, no limite, para alguma subsequéncia gerada. Um exemplo cldssico, de for-
mulagdo bastante abrangente, para minimizagio sem restrigées usando regides de confianca é
o de Powell em [Pow 75|, no qual cada passo garante, para o modelo quadritico adotado na
regido de confianca corrente, uma descida maior do que uma fragio de sua descida de Cauchy.
Obrigando que o passo a ser dado igualmente faca a fun¢do objetivo descer alguma fragdo
da descide de Cauchy, sob condig¢bes usuais de compacidade e regularidade, Powell consegue
garantir pontos de acumulagio estaciondrios para as sequéncias geradas por seu algoritmo.

Nossa ferramenta bésica para obter propriedades de convergéncia global, igualmente se
baseard em testar passos, para os quais se garanta uma descida maior que uma fracdo da
descida de Cauchy, para um dado modelo quadratico em sua regido de confianga corrente. O
algoritmo auziliar DS, abaizo, tem por finalidade descrever tais passos .

Sera usado para definir pontos candidatos, a serem testados nos algoritmos que geraram
0s respectivos modelos. Em geral, o que se testara, uma vez definido um passo em DS, inclue
verificar se a fungfio a ser diminuida desceu com o passo candidato uma fraco significativa da
”Descida de Cauchy ” obtida em DS.

Daremos a DS uma formulacio bastante abrangente, aplicdvel a tratar de forma “ine-
xata” subproblemas que surgem em MRD, MRI ou mesmo em minimizagao sem restrigbes. No
caso MRD, DS escolhe um passo que deve permanecer em §2 = {z : r;{z) > 0}, um Conjunto
de Trabalho W de restricoes p-ativas no passo = 4+ & a ser obtido, no sentido que r;(z +0) < p,
para todo ¢ € W. Séo fornecidos a DS = DS(xz,q,v, A, A, 1,8, p):

z e R

g(8) = g6+ 36T BS ~ Corresponde a uma aproximagio quadrética da fungdo
objetivo, ou de seu lagrangeano em x.

v tal que || Av|| < q||A|j|lvll — Corresponde & uma aproximacdo da diregao de
Cauchy em z.

A — Corresponde ao raio da regido de confianga.

A — Corresponde a uma aproximagao de h'(z)

n>0 — Corresponde a uma tolerdncia para resolver de A6 =0
aproximadamente.

1e R? — Corresponde ao conjunte factivel associado as

restrigoes de desigualdade.
o — Corresponde a uma tolerdncia para as restricoes ativas.
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P2 -
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DS pode ser descrito por:

Passo de Cauchy

i~ Faca
8o = argmin{q{pv) : x + pv € Q, ||v]| < A} (1.67)

it - Escolha um Conjunto de Trabalho W C {i : ri{z + 6pc) < p}
Passo DS
Ache 6, tal que:

(6} < 1¢(6,.)

61 < A

| AS|[ < || Alll16]]
rilx+6)<p, seteW

OBSERVACAO 1.5.1 -

i—

il —

i -

Note que é = 6., € sempre uma opgéo possivel em P2.

Ao caso de minimizagdo sem restrigGes, corresponde fazer A =0, Q@ = R*, p =0
e p qualquer, em DS(z,q,v,A, A,n,Q,p). A MRI corresponde fazer & = R e p
qualquer. Aos casos nos quais queremos solugbes ”ezatas” dos subproblemas envolvidos
em algoritmos para MRI, corresponde fazer » = 0. Neste sentido, usaremos A = 0,
Q=IR",n=0ep=0como “defaults”, sempre que for o caso. Por exemplo:

DS5(z,q,v,A,A) = DS(z,q,v,A,A,0, R",0)
DS(z,q,v,A) = DS(z,q,v,A,0,0,R*,0)

Veja que p néo interfere, se nfio hé restrigbes de desigualdade. Caso existam, serve
para que se flexibilize o conceito de restrigbes ativas num ponto, para restricoes apenas p-
ativas, no sentido apontado acima. Usaremos DS num algoritmo para MRIC, formulado
no apéndice.

Geralmente a denominagiao “descida de Cauchy” esta associada & descida obtida
com o passo (1.67), para v = —V f(z), no caso MSR, e v = —gp{z) = —P(z)g(z), no
caso MRI. Cometemos o abuso de admitir outras possibilidades para v, sem alterar a
denominagdo empregada, visando trabalhar com uma formulagio énexata para resolver
MRI, bem como pensando no algoritmo para MRIC, no apéndice. Com esta flexibi-
lizagdo, a escolha de v passa a ser crucial na determinacéo de passos que, de fato,
propiciem “Descida Suficiente” aos algoritmos que chamam DS.

No caso onde ha restrigoes de desigualdade, a coisa se complica um pouco, e re-
tornaremos a esta questio no momento oportuno.



Capitulo 2
CDR

Conforme discutimos no capitulo 1, o algoritmo gue descreveremos neste capitulo para
atacar MRI, pode ser pensado como um PFAC com reducdo tangenie e relaxamento dindmico
das restricdes, no sentido que, dado um ponto z. = z{*} ele tenta obter z**!) com um passo
para minimizar a f “préximo ao nivel”

He = {z : |a(@)]| = A (=1},
e, em compensagio, testa ao chegar em z¥+!) para ver se podemos tomar (1) = z(-+1) oy
se z(**1) est4 longe demais do nivel Hy = {z : h(z) = 0}. Neste segundo caso obteremos x{¢+!
reduzindo significativamente ||A(z**+1}}) num processo que denotaremos por Restauracdo da
factibilidade. Estaremos relaxando a condigdo hA(z) = 0, por uma do &ipo:

Iz = Odllgp(=)])
Ia@EI = Oligp(eHI)

Esta dependéncia de h(z) com o gradiente projetado é o que justifica caracterizar como
dindmico o relaxamento da factibilidade que estamos propondo, e denotar o0 método por CDR
(Controle Dindmico das Restricfes).

Na secdo 2.1, apresentamos alguns ingredientes heuristicos que servem como pano de
fundo para o método, bem como uma descri¢do informal do algoritmo, a ser formalmente
exposto nas segoes 2.2 e 2.3. Na secéo 2.4, detalhamos hipéteses sobre as quais se consegue
garantir que CDR esteja bem definido, bem como alguns resultados de convergéncia global
sobre os iterados gerados numa aplicagdo de CDR. Na segao 2.5 apresentamos uma gener-
alizacdo de CDR, que admite wm tratamento inezato de fodos os subproblemas lineares e
quadréticos envolvidos. Neste sentido, as vezes denotaremos por CDRIN a versido INexata de
CDR. Mostraremos, ainda na se¢éo 2.5, como generalizar os resultados tedricos da secao an-
terior. Apesar de ser formalmente possivel fazer uma exposicio deste caso mais geral, apenas,
de modo a economizar algumas paginas desta tese, acreditamos ganhar consideraveélmente em
transparéncia e legibilidade ao fazé-lo na forma atual.

Para simplificar a exposicdo dos algoritmos a serem definidos, atribuiremos valores
numeéricos a muitos dos paréimetros que permanecem fixos a cada chamada dos algoritmos em
questao, mas que a rigor deveriam ser considerados como definidos em intervalos. Embora esta
flexibilidade na definico dos pardmetros seja importante do ponto de vista da implementacio
dos algoritmos, trata-los literalmente nada acrescentaria do ponto de vista conceitual, mas
tornaria a lettura bem mais cansativa.
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2.1 HEURISTICA E DESCRICAO INFORMAL DE
CDR

2.1.1 HEURISTICA

Nosso objetivo, nesta subsecao, € tentar situar um pouco melhor o que norteia, matema-
ticamente, nossa, aposta num algoritmo tipo PFAC com relazamento dinamico das restrigdes.
Conforme ja apontamos na seg¢ao 1.1, nosso ponto de partida corresponde a pensar que procu-
ramos um ponto, na intersegio do conjunto factivel com a variedade dual, e que tenha “boas
chances” de também ser uma solucdo para MRI. Desdobraremos em tres itens nossa argu-
mentacao:

F1 - VANTAGENS DE SE ANDAR PROXIMO A H,

Comecamos reconhecendo que, andar proximo a Hy, ndo pode ser pensado como
a melhor estratégia em todos os casos. Por exemplo, se a f é convexa, e tem um mini-
mizador global relativamente perto de um conjunto factivel, comn muijtas “oscilagdes na
sua curvatura ”, como na figura da pdgina 12, provavelmente valerd a pena realizar um
esforco inicial para se aproximar do minimizador global da f, sem maiores preocupacgoes
com a factibilidade. Para esta tarefa, provavelmente seria mais adequado comecar com
algum método de minimizacdo sem restrigbes, para buscar uma primeira aproximagio
do minimizador global da {, e depois usar um método de penalizacdo como o lagrangeano
aumentado, ou talvez até aplicar o lagrangeano aumentado ja de saida. Ja com relagéo a
PQS, alimentamos algumas diividas a cerca de sua capacidade para enfrentar problemas
com grandes oscilagdes na curvatura das restricoes. Em particular, o exemplo 2.1 se
destina a observar, num problema bastante simples, como um método PQS pode “se
atrapalhar”, em pontos préximos da variedade dual, e nos quais a curvatura dos niveis
H, varia significativamente. Desdobramos em 4 pontos nosso argumento em favor das
vantagens de se andar préximo a H,.

F1.1 - Robustez local de Hy — Hy resulta ser, localmente, um conjunto de mini-
mizadores bastante robusto de ¢(z) = 1||h(z}||?>, no sentido que o método de
Gauss-Newton, (correspondente a dar passos § = —h/(z)th(z) em z) parece fun-
cionar muito bem numa vizinhanga “razoavel” de Hy, desde que Hy seja um nivel
regular de h . Alimentamos a expectativa que isto possa ser eficientemente explo-
rado numa implementagao do algoritmo, no bojo do controle dindmico a que nos
referimos.

F1.2 - “Miopia” na diregdo normal s restrigoes, longe de Hy Temos que reconhecer,
de saida, que procurar minimizadores globais de [[A{z)||* pode ser uma tarefa
muito dificil, mesmo que saibamos previamente de sua existéncia. Por exemplo,
5¢ comegamos num. ponto préximo a um minimizador ndo factivel de ||A{z)|?>. Em
particular, se usamos métodos como o PQS, que buscam se aproximar da factibi-
lidade com passos na diregdo normal as restrigbes, visando reduzir ||h{z)|. Nao
vemos como enfrentar este tipo de dificuldade, em algoritmos usuais para MRI,
como o0s que situamos na se¢o 1.1, a ndo ser neles introduzindo salvaguardas, uma
vez detectados obstdculos para se reduzir significativamente ||h{z)||, de forma a
recorrer a algoritmos especificamente desenhados para resolver A(z) = 0 e capazes
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de “escapar” de minimizadores locais ndo factiveis de {|k(z)||?. No entanto, hé ainda
um outro tipo de dificuldades que se apresenta ao caminharmos longe das restrigGes
com algoritmos como o PQS, e que gostariamos de sitnar aqui. Do ponto de vista
local, conforme apontamos em F1, o método GN é eficiente para resolver h(z) =0,
sob condigdes de regularidade usuais. No entanto, longe de Hj,, procurar passos na
direcio normal 3s restrigbes pode ser muito ineficiente, mesmo em sifuacoes nas
quais nenhum minimizador local, ndo factivel, de ||h{z)||* se apresente atraindo os
iterandos. A seguir, discutiremos um exemplo sem minimizadores nao factiveis de
h, no qual, ao aplicarmos um particular algoritmo PQS, nao apenas o passo na
direcio normal as restrigbes “enxerga muito mal” o conjunto factivel, mas também
o passo na direcio tangente contribue para dificultar ainda mais a aproximagao do
conjunto factivel, em pontos préximos a variedade dual.

EXEMPLO 2.1 - Consideremos o problema MRI
Minimizar f(z1,23) = 22 s.a. h(z1,z2) = 59 — 100(z; + az,)? (2.1)

(2.1) corresponde a um problema aparentemente muito simples, qual seja, en-
contrar pontos de tangente horizontal na paribola de equacio h(z) = 0 em R2.
Usaremos para tanto, um algoritmo PQS com regido de confianca sugerido em
[DEM], e que implementamos para ajudar nos testes numeéricos a serem discuti-
dos no capitulo 4. (2.1) com « = 1 faz parte da bateria de testes, exposta no
capitulo 4, como o problema de niumero 14. O que se registra na primeira coluna
da tabela 4.8 é que, ao se comecar no ponto =¥ = (-1, —2), os iterandos nio
conseguiem se aproximar do minimizador em (0, 0), apds 100 iteragoes. Nas figuras
2.1-2.2, registramos a trajetéria dos iterados até k = 100, inicializados em (%
pelo referido algoritmo aplicado a (2.1), sendo que na figura 2.1 correspondendo
ao caso o = (), e na 2.2 ao caso @« = 1. Registramos ainda as curvas de nivel de
h, os passos horizontais com lintha cheia, 0s passos verticais com linha tracejada, e
a variedade dual z; = —azs. O que se observa no caso « = (, é que o primeiro
passo vertical vai na diregio da variedade dual z; = 0, e gue o passo horizontal
leva o primeiro iterando para %) = (—.1848, —63.03). Isto é razodvel, porque na
verdade |h(z{1)| = 66.5 < |h(z(®)| = 102, e (V) estd visivelmente mais préximo da
variedade dual z = 0. Na figura 2.1 pode-gse observar , & medida que as iteracges
progridem,; que o raio da regifio de confiancga vai ficando bem pequeno, até que
z*) se ajuste sobre a variedade dual, e depois comega a crescer de forma que a
sequéncia gerada convirja & solugéo (0,0) de (2.1), caminhando sobre a variedade
dual, de maneira relativamente rapida. No caso e = 1, obtivemos na primeira
iteracio z(1) = (461.68, ~462.41). Isto pode parecer muito ruim, mas na verdade,
nossa medida de distincia da factibilidade é |h(z)|. Igualmente ao caso « = 0,
obtivernos aqui |A(z(V)| = 515.6 < |h{z®] = 902, e £V bem mais préximo da
variedade dual, que neste caso serd a reta z, = —z;. No entanto, conforme se pode
observar na figura 2.2, as 100 préximas iteracoes sao gastas, com passos proximos
da variedade dual, para ir de z(M até z(1%0 = (461.1206, —461,1197). A figura
2.3 corresponde a ampliar uma janela quadrada com comprimento .2 na figura
2.2, para tentar observar melhor o que estd acontecendo neste caso. Na figura 2.3
destacamos ainda o eixo de simetria S das pardbolas h(z) = ¢, ou seja, a reta
x3 = —zy + .0025, além dos elementos presentes na figura 2.2. O que se observa af
é que, no caso a = 0}, a variedade dual y = —az coincidia com o eixo de simetria, e
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para a = 1 elas sao distintas. O seu desacoplamento parece ter um efeito dramaético
sobre a performance do algoritmo. No caso a = 1, apesar dos pontos na variedade
dual ndo terem tanta “visibilidade” sobre o conjunto factivel Hy quanto os pontos
no eixo de simetria, ainda assim, sempre que z(*) consegue voltar bem perto da
variedade dual, os passos comecgam a crescer em tamanho inicialmente. No entanto,
qualquer deslize numa iteracio que se complete um pouco mais longe da linha dos
vértices das pardbolas, € fatal para o tamanho dos passos seguintes. Poder-se-ia
explicar este fendmeno, pelo menos neste caso, atribuindo-o a um problema de
escala, uma vez que ao fazer (z1,z3) «— (27/10,25/10), ele desaparece. Achamos
um pouco simplista ir por ai. Preferimos atribui-lo a dois fatores:

i- “Miopia” do passo na direcdo normal as restricoes, fora da linha dos vértices.

ii~ O processo de avaliacdo de mérito dos passos candidatos nos métodos PQS, ao
inviabilizar que os passos na diregfio vertical e horizontal possam ser avaliados
separadamente.

Note-se que este fenémeno independe de estarmos caminhando num conjunto
aparentemente afastado da solugio. No caso de come¢armos no ponto (1, —.15), cor-
respondente ao outro ponto testado na bateria de testes do capitulo 4, por exemplo,
ja a partir da segunda iteragdo os iterandos permanecem no quadrado [0, 1] x [0, 1].
No entanto, levam cerca de 70 iteragdes para convergirem para (0,0), tropecando
no mesmo tipo de dificuldades apontadas acima.

Figura 2.1: Exemplo 2.1 com o =}
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Figura 2.2: 100 iteracdes do exemplo 2.1 com a=1
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Figura 2.3: Ampliacio da janela quadrada de comprimento .2 na figura 2.2
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O que acontece neste exemplo 2.1, nos parece ser da mesma natureza do que
ocorre com os problemas de nimeros 2 e 13, da lista de problemas de Boggs e
Tolle que usaremos para teste, conforme destacaremos no momento oportuno. Nao
temos elementos para concluir muita coisa ainda, mas nosso palpite é que a dificul-
dade para diminuir [[h(z)||, préximo a pontos da variedade dual correspondentes
A restrigdes com significativas variagbes na sua curvatura, constitua um fendmeno
bastante comum na aplicacdo de algoritmos tipo PQS, em pontos relativamente
afastados do conjunto factivel.

Bifurcactes na variedade dual — A variedade dual Dy, frequentemente nao
sera um conjunto conexo. Ao nos aproximarmos de Dy, porém longe da factibili-
dade, nada nos assegura que venhamos a ter pontos factiveis na componente conexa
de Dy perto da qual chegamos. Por outro lado, do ponto de vista de encontrar
um ponto estaciondrio para MRI, ¢é indiferente saber de qual componente conexa
de Hp nos manteremos vizinhos. Além disto, se alguma componente conexa de
Hp tiver preferéncia, possivelmente isto estard relacionado a termos comegado num
ponto factivel, e desejarmos permanecer na mesma componente conexa de My onde
COMEGAIOS.

Uma outra maneira de dizer a mesma coisa, € pensar que minimizadores da

f em niveis que estejam longe da factibilidade, podem “se perder” em alguma bi-
furcacdo entre o nivel considerado e Hj, ndo guardando nenhuma relagio com a
existéncia de minimizadores da f em H,. Voltaremos a este ponto em F1.4, ao
argumentar que o “comportamento” da f ao longo de uma superficie de nivel da A,
longe da factibilidade, pode nfo ter nada a ver com o “comportamento” da f em

H.

“Comportamento” da f em niveis vizinhos - Entendemos que argumentos de
natureza mais qualitativa, frequentemente estio longe de traduzir-se em algorit-
mos munericamente robustos. Apesar disto, acreditamos ser umsa vantagem dos
métodos que caminham préximo ao conjunto factivel, o fato da f, num certo sentido,
apresentar genericamente o mesmo “comportamento” em niveis vizinhos. Traduzi-
mos, matematicamente, a idéia de duas fungdes terem o mesmo “comportamento”
em variedades diferencidveis, pensando, como se faz frequentemente em sistemas
dinimicos, que duas fungdes f e f , de classe C?, em variedades difeomorfas M e
M, tém o mesmo comportamento global, caso os fluxos gerados por Vf e Vf sejam
topologicamente equivalentes. Ou seja, caso exista um homeomorfismo ¢y : M — M,
que leve 6rbitas de V f em orbitas de V f.(vide [PM 78] ).

Suponhamos, para simplificar um pouco o argumento, que as superficies de
nivel de h sejam compactas, e que os niveis vizinhos a Hy # @ sejam regulares e
difeomorfos entre si. *

*0O teorema de Sard garante, sob algumas condigdes de diferenciabilidade da h , que seus valores regulares
formam um conjunto denso no R™ (vide [Soto 76], [Hir 76]}). Se supomos que os niveis da h s@o todos
compactos, obtemos que a propriedade de ser regular, corresponde a um subconjunto aberto e denso do H™,
nestes casos. Admitida a compacidade das superficies de nivel de &, e que Hp # 0 é regular, obtemos que numa
vizinhanga de Hp todos os niveis 830 regulares. Um argumento relativamente standard de folheagGes, que me
foi transmitido oralmente por Alcides Lins Neto, garante, neste caso, que eles também sio difeomorfos entre
si. Deste modo, se sabemos que as superficies de nivel de h sfio compactas, e que Hy # @, devemos esperar,
genericamente, encontra-las regulares e difeomorfas, numa vizinhanga de Hy.
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O teorema de estabilidade estrutural para campos gradientes em variedades
compactas (vide [Sma 61]), nos permite inferir que, para um subconjunto aberto
e denso de funcdes objetivo f em C?(IR", IR), obteremos para suas restricoes aos
niveis vizinhos a Hp, 0 mesmo “comportamento” que no nivel Hy. Ou seja, para
cada f neste subconjunto genérico, encontraremos uma familia continua de homeo-
morfismos ¥, : He — H,,, levando as érbitas de V(f/H,) em 6rbitas de V(f/H,.),
para  suficientemente préximo de 0. Em particular, ¢, leva minimizadores de
f, em minimizadores de f, érbitas do fluxo de Vf que convergem para um mini-
mizador de f, em drbitas convergindo para o minimizador correspondente do fluxo
de f, ete.

No entanto, sem majores preocupagdes com precisio, nao € dificil imaginar
comportamentos muito diferentes para a f em niveis relativamente longe entre si.
O exemplo 2.2 vai neste sentido

EXEMPLO 2.2 Considere o problema

Minimizar f(z,y)} =y +2%(2 - 2%?) sa h{z,y) =y =0 (2.2)
Seus pontos de KT em cada nivel y = y, sdo dados por 8f/0z = 4z(1 — 2%y?2).

Portanto, em cada nivel y = 3, # 0, a f terd um ponto de minimo em z = 0 e dois
pontos de maximo em z = —1/y, e z = 1/y..

Desenho correspondente a direces de descida, em dois pontos que estejam em
niveis relativamente préximo e longe do nivel 0:

|

g1H
sIH
-~ i
vL
4
—— i x e o
-10 -5 ‘Bi’m‘_’— 1'=0 5 10 "

A f pode enganar relativamente “longe” de y = 0.

Podemos pensar que z = 0 é, localmente, o “mesmo” minimizador em todos os
niveis de 4, dado que o polinémio de Taylor de segunda ordem do L(z, ., A (0,9:)),
restrito a y = y. e em tornode x = 0, é q(x, y.) = 2x%. Vale dizer, ¢(z, y.) independe
de y.. Isto significa que numa vizinhan¢a do minimizador z = 0, e para os niveis
y¥ = y. suficientemente vizinhos do nivel 0, a f se comporta da mesma maneira.
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Em particular, se tomamos um ponto —¢ < z, < @ num nivel y = y., para o
qual |y.| < 1/a, os passos de descida serdo na diregdo do minimizador z = 0. No
entanto um pouco afastado do nivel zero, apesar do minimizador “persistir”, se
tomarmos z. > 1/y., 0s passos de descida estardo apontando na direcio contraria
ao minimizador z = 0. Em outras palavras, uma decisao sobre a direcdo a tomar,
relativamente longe de y. = 0, nos mandaria exatamente no sentido inverso ao que
precisamos ir.

F2 - RELAXAMENTO CONTROLADO DA FACTIBILIDADE EM PFAC

Obviamente, exigir que todos os iterados sejam factiveis é pedir demais. Algum
relaxamento da factibilidade, dentro de uma tolerancia prefixada, sempre existira na
pratica. A questdo é como fazer este relaxamento, de forma a melhorar a eficiéncia
dos algoritmos. Podemos expressar esta tolerdncia, a ser admitida em cada iteragao,
por um pardmetro p%*), e pensar que em cada iteracio daremos um passo a partir de
z{*) visando aproximar z*+1) significativamente de Dy, , mas respeitando a tolerancia

o

|R(z*+D) |} < pt*). Os principais pontos a nortear a definicio de p'®) nos parecem ser:

p.1 — Aproveitar a robustez local do método GN para resolver ||h({z)| = 0, no sentido

de tentar fazer com que passos na direcdo normal as restri¢des, cuidadosamente
escolhidos, possam ser eficientes para reduzir [|h(z)]|, se ||h(z)|] < pl¥.

p.2 — Tentar fazer com que o comportamento da f, restrita a niveis de h dentro da

tolerancia p*) nao apresentem grandes discrepancias no seu “comportamento”.

p.3 — Tentar garantir espaco na direcio normal as restrigbes, visando facilitar passos
suficientemente “grandes” na dire¢éo horizontal.

Claramente, os dois primeiros pontos apontam para se diminuir p{*), enquanto que
0.5 aponta no sentido inverso. Nossa aposta € na possibilidede de trabalhar satisfatoria-
mente este confronto.

Um passo 6" dado na direcdo tangente as restricdes em z(¥) &, via de regra, da
mesma ordem de grandeza que a norma do gradiente projetado ||gp(z{®))|. Por exern-
plo ao se adotar um modelo quadrético ¢*(6) = g(z!?)T6 + 167 B6 para aproximar o
Lagrangeano da f, isto se verifica com os passos Newton e de Cauchy, se B satisfizer
condicoes usuais. Para tais passos é}(k), o deslocamento na diregao normal correspondente
seria

AR® = [[R(z® + 57 — h(z®)|| = O(||gp(z*))]1?)

e chega a o{| gp(z{*)||?, caso fagamos uma corregiio de segunda ordem, como a que é
sugerida pelo lema de Taylor para MRI (1.4.1).

Neste sentido, para ndo restringirmos desnecessariamente o passo na direcio tan-
gente, precisamos de tanto mais espaco na direcdo normal s restricdes, quanto maior for
gp(z{)||. Dai a oportunidade de fazer, via p*), um controle dindmico das restricdes.

Em resumo, longe da solugio nos parece suficiente tentar se aproximar de Dy,
mantendo-se dinamicamente prérimo da factibilidade, porém sem preocupacdes excessi-
vas com e¢la, s6 tentando forgs-la mais, & medida que [|gp(z{)|| — 0. Além disto, perto
de z*, a transversalidade entre Dy, e H, nos d4 uma estrutura muito mais rica para ser
explorada do que longe de z*.
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F3 - COMPETITIVIDADE DE PFAC

Uma de nossas preocupagoes bésicas é com um método que possa ser implemen-
tado de forma robusta e eficiente. Métodos de pontos factiveis estdo bem menos pre-
sentes na literatura recente de programacao nao-linear, do que PQS e métodos de pe-
nalizacdo. Ainda assim, autores que publicaram artigos testando métodos tipo PFAC
contra métodos PQS, num periodo relativamente recente, como Lasdon e colaboradores
em [FSL 88| e Brown-Biggs em [BB 89, reivindicam competitividade a seus métodos
frente a PQS. Por outro lado, Miele e colaboradores, ja em [MLC 71], apontavam para
uma maior eficiéncia de métodos que fazem algum tipo de relaxamento nas restrigdes em
SGRA. Nossa expectativa é, também, a de que relaxando dinamicamente a factibilidade,
se consiga dar mais eficiencia a métodos tipo PFAC com redugfo tangente. Em especial,
métodos PFAC com reducao tangente nos parecem mais adequados do que os tipo GRG,
tanto para se introduzir um relaxamento dindmico das restrigoes, como também para
um tratamento inexato dos subproblemas lineares.

2.1.2 DESCRICAO INFORMAL DE CDR

Qs pontos levantados na subsecfio anterior apontam para uma estratégia que estabeleca
um compromisso entre, propiciar um relazamento na foctibilidade necessdrio para se poder dar
um passo suficientemente grande na direcdo tangente as restrigfes, longe da solugdo, e uma
forma de fozé-lo que ndo nos afaste desnecessariamente da factibilidade.

A forma de se tentar garantir esta estratégia, algoritmicamente, estd4 hbaseada na idéia
de ir controlando a factibilidade dos iterados a serem obtidos, através Cilindros de Confianca
definidos em cada z{*) como

C® = {z: [|a(2)]l < o}

pik} recebe, abusivamente, a denominagio de “raio do cilindro de confianca C*}7. A
idéia central ai, corresponde a comecar com zt¥) em C*)| e 56 aceitar **V caso algum la-
grangeano da f, adequadamente escolhido, se reduza significativamente e z*+? nao saia de
um cilindro de confianca maior, digamos com “raio” igual a 2p(*).

Detalhando um pouco melhor a descri¢io esbogada acima, pensamos num algoritmo cujas
iteragdes possam ser separadas em duas etapas distintas. Na primeira etapa, ao comegar em
7%) tentamos obter p¥) e z{¥) controladamente prézimo de %), no sentido que

(=N < o = O(llgp(={)]) (2.3)

Apenas para fixar idéias, poderiamos fazer por exemplo:

(k)
- U%")”T ., onde 107° < <10°
g\Ze +

Se for razoavel definir p*) de forma que ||A{(z™)|| < p{¥), podemos fazer z{f) = z(*) ¢
passar para a segunda etapa da k-ésima, iteragio. Caso contrério, aplicamos a z*) um algo-
ritmo para. reduzir ||h{z)||?, até conseguir atender & exigéncia colocada em (2.3)

(k)  desempenha um papel importante af, com o significado de delimitar uma vizinhanca

mar

de Hy, na qual os “cilindros de confianca” sejam confidveis, no sentido que, o comportamento
q que, P
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da f em cada nivel Hy, = {z : h{z) = h,)} com lhe|| < piE). ndo difira | no essencial, do com-
portamento da f no nivel Hy. A sequéncia {p!*),} é monétona (ndo crescente). No momento
oportuno explicaremos detalhadamente a tradugdo algorftmica desta idéia. Além disto p{*)_
também carregard, de alguma maneira, a expectativa que a restauracao da factibilidade deve
funcionar em C*), embora nfo achemos necessério explicitar esta caracteristica diretamente

na construcio de CDR. |

A segunda etapa comega com z{*) e p*) satisfazendo (2.3). Nela se usa um modelo
quadrético ¢(6) = g(z{*)76 + 16T BS, numa dada regido de confianca, para obter z(*+) =
Ty = 2 + 6, 4 6,00, de tal forma que:

i- 6 € N(#(z?)) é definido de forma a produzir um “decréscimo suficiente” no modelo
quadrético g{6).

il = ue € R(W (2INT) & tal que
5500 = 0(”6£H2) (24)

Uma tal liberdade na escolha de &,,, é suficiente para a correcio definida no lema de
Taylor para MRI 1.4.1,

Esboco correspondente & 22 parte de uma iteracio tipica:

2o

(M= [x 0 Ihli< 2

2, cumpre a 12 exigéncia ou seja ||h(z, )| < 20

"Na pratica, pensamos que CDR deva ser precedido de um algoritmo inicializador para reduzir |h(z}Y,
até ajustar um pSELx no qual a restauragio se proceda de maneira eficiente. Além disto, embutimos em CDR
uma salvaguarda para interromper sua execugio, caso a restauracio fique mujto ineficiente, de forma a acionar
algum outro algoritmo mais eficaz para reduzir ||k{z))], e depois retornar a CDR, impondo uma reducio
significativa & pi,’:lm Esperamos deixar claro, no capitulo 4, que se pode embutir em p,(,ﬂm a expectativa de
confiabilidade na restauragio, procedendo desta maneira.
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z, serd aceito, caso cumpra duas exigéncias:
i- el < 208

i — A reducio no lagrangeano L(z, )), entre =¥ e z, for uma fragdo significativa da
reducio ¢(8:) no modelo quadrético.

Se z, ndo for aceito, reduz-se significativamente o raio da regido de confianga e busca-
se novo z, da mesma forma. A 1nica condigio imposta sobre A € IR™ é que permanega
uniformemente limitado a cada aplicagdo do algoritmo. Em particular a prépria f poderia ser
usada para auxiliar na avaliacgo de mérito do passo “Horizontal” 6y = §; + d,4c.

2.2 PRIMEIRA ETAPA:
ALGORITMOS AUXILIARES REST E XCOR

Conforme descrevemos na secio anterior, na primeira etapa da k-ésima iteracio do algo-
ritmo procuramos um ponto ¥}, controladamente prézimo de %), e p{*) satisfazendo (2.3) .
Do ponto de vista algoritmico, traduziremos isto impondo:

[hE®)| < p® (25)
(%) .
® — Vimp_g-:ipmm, onde 107° <v<10° (2.6)
llg(ze™)|| + 1
B < e (27)

Para obter um tal z{¥), usaremos dois algoritmos auxiliares - REST e XCOR.

REST é um algoritmo que se ocupa exclusivamente com a factibilidade. Ou seja, ao
aplicar REST a (z,p), com z € J&* e p > 0, se bem sucedido, REST encontra z, tal que
hh(z )]l < p. Se pensamos que h(z®) = 0, REST estard, a cada aplicagio, trabalhando no
sentido de RESTAURAR a factibilidade. Dai o nome REST.

XCOR, pode ser pensado como o algoritmo auxiliar que, em cada iteracdo, gerencia se
j4 encontramos um ponto z*) satisfazendo (2.5 — 2.7), ou se precisamos continuar ainda na
primeira etapa, acionando REST de forma a chegar mais préximo da factibilidade. O nome
XCOR vem de entender que ele objetiva encontrar o ponto CORRENTE, z{¥), da segunda
etapa do algoritmo.

A forma. de fazé-lo nos garantird, implicitamente, caso REST seja bem sucedido
28 — 2@ = O(lin(=®)) (2.8)
(2.8) traduz matematicamente, a idéia de obter zi* controladamente prozimo de z'*).

Um desafio ai, € permitir que se use, o mais possivel, dados da iteracdo anterior para o
processo de restauraggo, de forma a poder economizar nas atualizaces e fatoragbes de h'(z).



40 CAPITULO 2. CDR

2.2.1 VERSAO O DE REST
Seja v : ™ — R, h : IR® — IR™, e denote por FAC o problema:

(FAC) Minimizar f(z) = ¢(h(z}) s.a. h(z) =0.

Observe que f é constante nas superficies de nivel de h. Qu seja, o problema FAC se
reduz a encontrar um ponto factivel para h. Vale observar ainda que, todos os algoritmos tipo
PQS atacardo FAC tentando minimizar ||h{2)||* de forma muito parecida.

Partimos da constatagdo que, ao aplicar wm método PQS de forma “bem su(iedidai’,
espera-se que préximo da solugéo seus passos possam ser descritos por 25+ = z(*) —i—c‘)"}f +61E, ),
onde 629 é tangente As restrigbes e o passo normal 65 = 68 = p'(*N)Tp®) satisfaca

W (z*)6 4+ h(z®) =0 (2.9)

Observe que, se PQS é bem sucedido num problema FAC, entdo obtemos 6g°) =0e
a® ) = 2 1 6% Isto significa que z*) & obtido por um algoritmo “tipo Gauss-Newton”
para quadrados minimos, perto da factibilidade {vide [Fle 87, cap. 6]). Dal resulta sua
convergéncia local quadratica perto de pontos factiveis e regulares.

Se aplicamos a FAC um método PQS tipico, usando regides de confianca, e com “descida
suficiente” para alguma fungio de mérito adequada, isto corresponde a uma forma cldssica
de globalizar algoritmos Gauss-Newton, pedindo, em cada iteracio, “descida suficiente” para.
l|h(2)||> nas regides de conflanga respectivas. Denotaremos por versio (0 de REST, um algo-
ritmo como o gne obtemos desta maneira, no qual se congidera, também, nma tolerancia p > 0
para a factibilidade.

Ao comegar em z € IR*, REST.0 tenta obter um ponto 2’ tal que |h(2)|| < p, para algum
p > 0 fornecido.

REST.O(z, p)
Dados ze R™; p > 0; Apin >0

Faga A «— h/(z); h «— h{(z) e escolha A > A
P1 — Passo DS para ||h(2)]|?

a— Considere:
L) = [jh+ A8| — [IR)? (2.10)
8.; = argmin{T(6AThH):|6ATA| < A} (2.11)
b - Encontre § € R(AT), tal que
[(8) < AF(f) e 6] <A (2.12)

efaca z, «—2+68 e h, + h(z;)
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Testando 2z,

[ el )

Se %)

<-1,faca A — A/2 e vd para P1 .

Atualizando

a — Se REST fracassar RETORNE. Senéo faga z «— z.
b - Se ||2]| <p, RETORNE. Senao faga:

h— h(z) e A< h'(z)
A Z A'rr.u"n
Va para P1

OBSERVACAO 2.2.1 -

-

ii-

Obviamente, o passo §,, sempre atende (2.12). Observe que poderiamos ter
remetido o passo P1 para DS (vide §1.5), pedindo-lhe que encontrasse p € R™ apli-
cando DS a T'(p) = |}h + AAT u||? — ||{|?, com a diregdo de Cauchy dada por v = AATh,
e o raio da regido de confianga atualizado da mesma maneira que antes, a cada re-
jeigio. As duas formulactes sao teoricamente equivalentes, sendo a primeira mais usual
em algoritmos tipo PQS. A segunda formulacio tem a vantagem de corresponder a re-
solver subproblemas lineares em regioes de confianca esféricas no R™ enquanto que a
relagio (2.12) indica regides elipsoidais no B™ ao colocar ||6]] = AT u{l < A. Perto do
conjunto factivel, as duas formulages sfo equivalentes no sentido que teremos o passo
Gauss-Newton {GN) atendendo as duas igualmente.

A forma mais simples de medir o fracasso em REST € decretd-lo caso o mimero de
iteragdes numa mesma chamada torne-se excessivamente grande. Nosso entendimento é
que o fracasso em REST, corresponde ao fracasso de qualquer algoritmo da familia PQS,
ao tentar resolver FAC comecando em z. H4 duas situagoes a considerar af:

ii.1 — O fracasso em REST é um forte indicio da possibilidade de nao existirem pontos
factiveis para MRI. Neste sentido, funciona como um "teste de factibilidade para
MRI”.

ii.2 — Se tivermos um ponto factivel z, podemos sempre adotar uma estratégia de re-
tornar a z, caso se detecte algum fracasso em REST, e impor uma redugéo signi-
ficativa & pmqs- Informalmente, nos parece “razodvel”, admitida alguma hipétese
de compacidade para {z{*!}, esperarmos encontrar pontos estaciondrios com esta
pequena adaptacgio do algoritmo. Suponhamos que Hy seja compacto & néo vazio.
O teorema de Sard, conforme colocado no rodapé em F1.4 da §2.1.1, nos indica
sar “razoavel” esperarmos, numa vizinhanca compacta de Hy, obter A'(z) com
posto maximo. Podemos supor ainda que uma tal vizinhanca, caso exista, seja
um cilindro de confianca C de “raio” positivo . Neste caso, sé precisaremos voltar
“artificialmente” a z e reduzir p,,. DumM conjunto finito de vezes. Quando p,,q, for
suficientemente pequeno, a construgao que descrevemos informalmente na se¢io an-
terior, indica que nenhum iterado saird mais de C . Conforme veremos adiante, num
tal C, REST seria sempre bem sucedido, e CDR teria em C pontos de acumulagao
estaciondrios para MRI .
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il — Perto de pontos regulares e factiveis, o passo Gauss-Newton é sabidamente cficiente.
Longe da factibilidade, no entanto, REST.0 pode ser muito ineficiente, analogamente ao
que aponta Fletcher em [Fle 87, cap. 6] para o caso de sistemas sobredeterminados
(n <m). Ao testarmos problemas tipicos, como os da lista que usaremos no capitulo 4,
mesmo em casos onde os iterados convergem para pontos factiveis de h, algumas vezes
observaremos que REST, comegando longe da factibilidade pode ficar muito ineficiente,
tornando recomenddivel a adocio de salvaguardas. Nossa expectativa é no sentido que,
no mais das vezes, o espaco na direciio normal necessario para se dar passos grandes
“longe” da solugdo, nos permita caminhar “folgadamente” numa regido, na qual passos
“tipo Ganss—Newton” sejam eficientes. Trataremos deste ponto teoricamente, ainda
neste capitulo, bem como baseado em testes numéricos no capitulo 4.

2.2.2 VERSAO 1 DE REST

Um inconveniente desta versio O de REST, estd na sua potencial ineficiéncia, ao exigir
uma atualizagéo de h'(z), a cada iteragdo. A versdo 1 corrige isto, ao permitir:

Que se comece REST usando o mesmo A obtido anteriormente. Em particular se estamos
em g%+ podemos fazer A*+D = ' (z{M),

- Uma atualizagdo arbitrdria de AU+ se 2U+D foi obtido em REST a partir de 2z e
desde que a restauragéo feita tenha sido bem sucedida no sentido que

Oy
RGP < e

para algum parametro 0 < 6,,,, < 1 dado a REST. Desta forma, poderemos manter
AU = AU por exemplo, caso AY) tenha sido bem sucedido na iteracio anterior. Em
contrapartida, precisamos de alguma salvagnarda para a inadequagio de AY), como a
que estd sendo introduzida em P2.a.

REST(z,p,0maz)
Dados z € IR™;, 0<p; Apin >0 ¢ 0< 8., <1
Faga hg = h « h(2)
Escolha 1ma aproximacéo A € ™ " de h'(2) e A > Ayun

P1 — Passo DS para ||h{z)]?

a— Considere:

1
L@ = S(lih+ A8l — |1A]*) (2.13)
b6 = argmin{T(6ATH) : [|8ATH|| < A} (2.14)

rC
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b - Encontre § € R(AT), tal que
[(§) < AD(5,0) e 1] < A (2.15)
efaca 2, —2+8 e hy—h{zy)

P2 — Testando 2z com salvaguarda para inadequagdo de A

A2 = 2|2
I {5)

Faca A — h'(z), A > Ay e vé para P1.

a— Se S -1, A= h’(z) e A S Amim

P Y el [ .
b SQTS]_, f&gaAeA/ZevaparaPl.

P3 - Atnalizagdo e critério de parada

A+l
I

a — Se REST fracassar, RETORNE. Sendo faca 6 = ze—2zy; heh(z)

b - Se ||A]} < p, RETORNE.

c— Sef > 00, faca A — R'(2)
1
Se ||k]| < §}|hg||, escolba. entre retornar e seguir.

d — Se 8 < 0,,4., escolha A € IR™*"
e— Faca A > A,,;, e va para P1

OBSERVACAQ 2.2.2 -
Além de continuar devolvendo z, tal que ||h{z}}} < p, como na versdo 0 de REST, nesta
nova permitimos, opcionalmente, antecipar a saida em P3.c, caso

1
(Al < 5“’10“ e
6 2 Omaes

Veja que 8 > 8,,,;, ao indicar uma inadequagdo de A para restaurar eficientemente, exige
uma nova atualizacdo de A por #'(z).

O motivo para criar esta flexibilidade é que, frequentemente, estaremos usando fatoragdes
de A, tornando o cileulo do gradiente projetado gp(z) relativamente barato. Neste caso, torna-
se oportuno permitir que XCOR decida, a cada atualizagdo de A por h'(z), se serd necessério
gastar majs uma fatoracio de A para continuar restaurando, ou se € o caso de usar a fatoragfio
a ser feita para completar a iteragéo do algoritmo principal, com um passo na diregéo tangente.

Daqui para a frente, sempre que nos referirmos a REST, serd a esta nova versio, salvo
men¢ao em contrario.
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2.2.3 XCOR

Conforme colocamos anteriormente, XCOR funcionara como o gerente da restauracao.
Nele se decide, em cada iteracao do algoritmo principal, se (2.5 ~ 2.7) foi atendido satisfatoria-
mente, podemos considerar que o ponto corrente z, = m((:'“) foi encontrado, e passar a procurar
um passo na direcdo tangente &s restrigdes, ou se ainda precisamos encontrar um ponto mais
préoximo da factibilidade com REST, nesta iteracao de CDR .

Como a obtencao de z, estard vinculada a atualizagio de h, do jacobiano de h e do gra-
diente projetado @ em z. , “gerenciaremos” também, em XCOR, a convergéncia do algoritmo
principal.

XCOR

Supondo que XCOR seja chamado na k-ésima iteragdo do algoritmo principal, CDR ,
podemos interpretar os dados iniciais de XCOR por :

T —  Corresponde a z'*), ponto inicial da k-ésima iteracio de CDR.

I — Corresponde ao "raio do cilindro de confianca 7, Cy_y, em ztF~Y |

Prax — Corresponde a um limite superior para o "raio” do cilindro de confianca .
h — Corresponde a h(z*?).

A ~ Corresponde ao jacobiano de &, no ponto z{*~1), em CDR.

Prol © Erot  — Zc € declarado solugdio de MRI, caso {h(z.)|] < pra € ng < €401

Caso bem sucedido, XCOR tem duas saidas:
- Devolver em x a solugo de MRI, na tolerncia dada.

— Devolver z e p, satisfazendo ||h(z)|| < p = O(||gp(z)||)

PO - Inicializagdo

Escolha entre restaurar em P4 e seguir para P1.

P1 - Atualizacio de Ae @

lell

Faca h —h(z); A—W(z); g—g(z); p—gp(a) e ngp lgll +1
g

P2 - Testando a convergéncia do algoritmo principal

Se ||h’“ S Ptol € 'n'gp S Etol » RETOR.NE
Se ||h]| = prot € np < &0 , V8 para PA4.

P3 - Salvaguarda para compatibilizagio entre p e ||g||

a - Fa,ga ﬁp = min{lognmpmams pma:r/g}
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b — Escolha p € [10™*ngpmaz, G,]
¢ — Se ||k]| < p, RETORNE.

P4 — Restauragéo

a — Escolha 8,,.. € [0,.95] , g € [1073| A, 1~]l/2]
b - Aplique REST a (z, 3, fmaz ), para obter um novo z.
¢ — Se REST fracassou, RETORNE. Sendo v4 para P1.

OBSERVACAO 2.2.3 -

i- Veja que [10_3n3,pmam1 Bp) # ®, sempre. Supondo que REST nao fracassa, obtemos
ainda. que:

i.a - Se |[h(2)]| € 1073n4pmqs, entio XCOR termina.

i.b - Se ||h(z}|| > B,, REST serd novamente acionado.

i.c — Temos toda a liberdade de escolher entre retornar a REST, ou terminar a
primeira etapa, caso 1073n40mer < [|A(2)|| < B,.

i — Ao se inicializar XCOR em PO, dispomos de 2z = z®) | A = p'(z(F-1)), p = plf-D. e
temos duas opgoes, quanto a forgar uma restauragao em P0.b, com os dados disponiveis:

if.a — Se z{® nao ameacou sair do cilindro de confianga da iteragdo anterior, por
exemplo [ja(z®)| < 1p¢~1| e ndo hd nenhuma indicagdo de estarmos chegando
perto de um ponto estaciondrio para MRI , € o caso de se apostar que nao serd
necessiria nenhuma. restauracdo na k-ésima iteragdo de CDR, desprezar os dados
de z~1), e seguir para a atualizagio a ser feita em P1. O risco, neste caso, é
descobrir, em P3, que uma restauracido precisa ser feita, depois de pgastar wma
atualizacio de A e calcular g.

i.b - Caso contrdrio, frequentemente serd melhor apostar que uma restauragao pode
ser necessaria, ou pelo menos ttil, na iteragio em questdo. Além disto, ela é
relativamente barata de se tentar, uma vez dada a fatoragdo de A. Portanto, a
possibilidade de propor uma restauracio, sem atualizagio do jacobiano verdadeiro,
nos parece importante para a eficiéncia do algoritmo principal, pelo menos em casos
onde a nao linearidade de h seja “decente”. Perto da solugao, esperamos bruscas
redugdes de ng,. Ao analisarmos a convergéncia local, ficard mais claro que, poder
iniciar XCOR restaurando com os dados de z{*~1), & um ingrediente fundamental
para a eficiéncia do algoritmo perto da solucgo.

ii — O ideal seria conseguir fazer todas as restauragbes usando os dados da iteragdo
anterior, disponiveis em P0.c, de modo a ter que fazer, em cada iteragiio de CDR,
apenas a atualizacdo de A por A'(z) necessdria para a segunda etapa. Isto nem sempre
serd, possivel, pois REST pode ficar ineficiente, sem uma atualizacdo de A pelo jacobiano
verdadeiro, longe da solucio. Nossa expectativa é que, se p(%)  for bem calibrado antes
de iniciar o algoritmo principal, poucas vezes se fard neccessério atualizar 4 duas vezes,
mima mesma iteracio de CDR, e sé muito raramente mais de duas. Isto se confirmara

nos testes numnéricos analisados no capitulo 4.
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2.3 CDR

CAPITULO 2. CDR

CDR funciona como ¢ algoritmo principal. Nele se descreve a segunda etapa de uma
iteragao tipica, na qual se procura dar um passo “préximo” ao nivel H., e que produza uma
reducéo significativa no Lagrangeano.

A k-ésima iteragio de CDR dispée inicialmente de:

prot = 0

ot = 0

z® € Rr
A& ¢ pm
p. € R
Prae € IR

L eR

AL; € R
AC fed Rmxn

AZAmin>0

Tolerdncia admissivel para a factibilidade na solugéo .

Tolerancia admissivel agsociada ao gradiente projetado na solugao .
Ponto inicial da iteragéo.

Multiplicador de Lagrange definido na. iteragao anterior.

”"Raio do cilindro de confianca” Ci—y em z{F~1).

Limite superior para o "raio do cilindro de confianca” .

Valor de L(z{), AY)), em alguma iteragdo anterior, conforme
critério estabelecido no passo 4.b.

Variacao “Horizontal” do Lagrangeano na iteragio anterior
Valor de h/(z{—1).

Raio da regido da confiancga.

Na iteragéio inicial devemos dispor de =% € R*, A, = W (z"), e ppec > 0. Valo-
res iniciais tipicos para as demais varidveis e parametros seriam AV = 0, p, = Pmes/2,
Lc_ = ALE = 10100, Prol = 10_5, Etol = 10_5, Apin = 1074

Podemos descrever a k-ésima iteragio de CDR por:

Passo 1. Atualizagado de x,, p. € do modelo quadratico associado:

-a) Obtenha p., Z., 4. ,g. € @ aplicando XCOR a ™), p., pmaz, Ac, Proi ©

E1o01.

Se XCOR retornou no Passo 2, pare, aceitando z, como solugdo
Se XCOR retornou no Passo 4.c, pare, decretando fracasso na restauracao.

b) Escolha uma matriz simétrica B € IR"*" e considere:

q(6) = gFé6 + %6""}36 (2.16)
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Passo 2. Definigao do ponfo candidate x,

a) Ache &, aplicando DS a (z., q, @, A, A.), € escolha A, € R™

b) Escolha 8ee = Alfige. , € faca 6, = & + 840y T4 = o+ 6.

Passo 3. Testando z:
Faca
ALy = L{zy, Ay) — L{ze, A4) (2.17)
= %%‘t){ (2.18)
Se
|h(z )| > 20, ou r< 107* (2.19)

Entéo faca A «— A/2 e v para o Passo 2.a.

Passo 4. Atualizacao

Faga ALy = Lz, Ay) — L{z®, AE-1)
a) Se

. |
ALy 2 g(L7 = L™, X0 (2.20)
entdo faca  Pmex + Pmaz/2,

b) Se
1
ALy > —§AL1} (2.21)
entdo faca L7 «— L{ze Ay).

Faca bk —k+1; 2® —z, ; A-D X+ ALp «— ALy
d}Escolha A > A, € vd para o Passo 1.

OBSERVACAO 2.3.1 -

i — H4 tres escolhas naturais para A, em P2.a:
~ A, =0, correspondente a usar a prdpria f como funcéo de mérito.
- Ay = A (%), denominado multiplicador de quadrados minimos.

— A4 definido como o multiplicador de Lagrange no minimizador do modelo
quadratico utilizado.

ii — Ha tres variagdes importantes de L, cuja notagao gostariamos de fixar:
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ii.1- ALY = L%, X0y — L(z®, A®) — “Descida Horizontal suficiente” no La-
grangeano, garantida em P3.

2~ ALY = L{z®+) AE+D) — L(z®+D A®) - Variagho “Vertical” no Lagrangeano,
devida a atualizacio de multiplicadores, bem como a possiveis restauragoes, na
iteragao (k + 1}.

ii.3- ALR = L@+ 2\ED) — Lz, Ak} — Variacio corrente do Lagrangeano.

Observe que
AL® = AL® + ALY (2.29)

O objetivo do passo é conquistar uma “descida suficiente” em AL¥), mas 56 a
temos garantida em ALE’;). A variagio ALE@ pode ser positiva e vai depender funda-
mentalmente de p.. O controle de py.. Se processa em P4.a e P4.b, em fun¢do de quanto
ALEff) sobe, relativamente & descida no Lagrangeano conquistada desde um valor de re-
feréncia L7 = L{z{*7), A7), fixado em alguma iteracdo k~ anterior. Caso a subida
em ALQ}C) destrua, ou ameace “fortemente”, a descida conquistada desde k£, diminue-se
Pmas © atualiza-se o valor de L . Caso isto nfo acontega, mas ALgf) destrua, ou ameace
fortemente, apenas a descida ALY’ conquistada na k-ésima iteragio, atualiza-se apenas
L. . Nossa expectativa é que ao controlarmos pmaz, estaremos controlando ALg-c) . Desta,
forma se propiciaria, também a AL® uma “descida suficiente”. Ainda nesta secio
voltamos a este ponto para tentar esclarecé-lo um pouco mais.

O lema a seguir mostra que, para j > 1, se pmes ndo se altera nas iteracdes de or-

dem k+1,.....,k 4+ j + 1, entdo consegue-se garantir para ALF#+) = [(gF+i+1) )Cetit1)y _
k+j
Lz AR ZAL uma descida proporcional & soma das descidas conquistadas nos pas-

i—=k
sos Horizontais correspondentes.

LEMA 2.3.1 Se pl&) /2 = pltl) = = pkHitl) porg § > 1) entdo

o mar

ALFEkD = p(gleti+l) ABHHDY () AR =
kg k+j,l

Y ALY < —ZAL(‘) (2.23)

i=k

DEMONSTRACAO
Vamos mostrar inicialmente que, se LT é atualizado na iteragdo k, mas nfo em & +
1. k—l—3<k+3+l para j > 1, entéo

k-l—;-'
STALYP < = Z ALY (2.24)

i=k

Como ndo hi atualizagio de L7 em k+ 1,...k-+3, Pdbe (2.22) garantem

k+i—1 ‘
) ALY (2.25)

i=k

o o ft3—1
L{gl* P Ny — Lo = 3 ALY <

b2 =
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Como estamos incluindo em 2.24, a possibilidade de haver atualizagio de L. na iteragio
b+ + 1 < k+j+ 1, precisamos estimar também AL(’“” Como ppq.; nao se altera na
iteragiio k +7 + 1, P4d.a garante

ALgEH“') _ L(m(é+3+1) /\(£+}+1)) _ L(w(f‘*}“) )\(fc+3)) < l(L“ _ L(w(r‘c+j+1) /\(£+j))) (2 26)
c b H 2 [ 1 .

e, por conseguinte,

L{z*++D), /\{f=+3+1)) ~L7 < (L(m(’eﬁ“), AR — =) = %(ALE{"”}) _|_L($£"c+3), Ak )

{2.27)

(2.25) e (2.27) garantem (2.24). Se n&o houver nenhuma outra atualizagdo de L entre

as iteragoes k € k + § + 1, (2.24) garante o lema. Caso kT =k < ky < ..k <k+j+1,
correspondam &s iteragdes nas quais houve atualizagdo de L], (2.24) nos permite concluir:

b =

s—1 ki~ k+j
ALE’“”“”] = Z Z /_\L(f -+ Z AL{E
=1 p=k] t=ky
1thel e 1
= ZZ Z ALy +Z ZALH
=1 gk e=ky
15+
= ;Y ard
i=k
O
OBSERVACAO 2.3.2 - -
A - Ao descrevermos informalmente CDR na secao 2.1, ressaltamos a importéncia de

Pmax COMO 0 pardmetro responsdvel pela qualificagdo “de confianca” , dada aos cilin-
dros de raio pi®), no sentido que, o “comportamento” da f, nas superficies de nivel neles
contidas, deve refletir 0 “comportamento” da f no nivel 0. Pretendemos concretizar al-
goritmicamente tol idéia com a atualizacio de ppqz proposta em P4.a.

Para fixar idéias, usemos a prépria f como fungdo de mérito para avaliar o passo,
vale dizer, facamos A, = 0 em todas as iteracOes. Neste caso, pelo que estd disposto em
P4.b, para que haja reducio de p,.. na k-ésima iteracao, € necessario que nela se realize
uma restauracio, na qgual a f consuma, pelo menos, metade da descida conquistada desde
a restauracgio realizada em z;. Ou seja:

B3] =

Fa®y — f(@®) > Z(f - fa®) (2.28)

Equivalentemente, poderiamos escrever que em z{*) faz-se uma diminuigio de py,,,,

caso no ponto restaurado z{*), a f valha mais do que seu valor médio entre a tltima
restauragio z7 e z'F. Ou seja,

Fladhy > = (f + f(z™)) (2.29)
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Consideremos ainda que z; = st~ e z. = z{*) sejam pontos correntes, em iteracoes
de ordem k_ < k de CDR, nas quais foram reslizadas restauragdes, e que nas iteragoes
entre k_ e k nao foram realizadas restauracoes. Portanto, entrez e ®) todos os passos
foram dados no sentido de reduzir significativamente a f nos respectivos niveis correntes
de h, ¢ que a restauragio de 2z a z{® tenta obter z(*) “perto "de z!¥. Podemos
entender ainda que z; e (¥ estdo relativamente préximos de Hy, jd que passaram por
uma restauracio. Portanto, se o “comportamento” da f, restrita a dois niveis contidos
em cilindros com a mesma “confiabilidade” p,,.., forem parecidos, tudo deveria se passar
como se entre z7 e ) tivéssemos caminhado num nfvel mais préximo da factibilidade,
e que a f tenha igualmente descido significativamente entre z; e 3.

Isto equivale & pensar que, se C,, . delimita um cilindro de confianga, uma possivel
subida da f entre z*) e 2(*) na restauragdo, nao deveria atrapalhar a descida “significa-
tiva” conquistada entre z; e z(*). O que est4 disposto em P4.a é que, se a f subir na
restauragfio para z*, mais do que a metade da descida conquistada entre z; e z®), entdo
reduzimos pl¥) & metade. Na préxima secao mostraremos que este conceito funciona
teoricamente, no sentido que, enquanto o gradiente projetado @{® ficar uniformemente
“longe” de zero, p*) também ficard. Equivalentemente, haverd espago para dar passos
de “descida suficiente”.

Formalmente, permitimos qualquer valor positivo para gg,.. ao iniciar CDR. Na
pratica, veremos que valores de pq. €xcessivamente grandes podem tornar o algoritmo
muito ineficiente. Além disto, poderemos ter problemas com a restanracio, se quisermos
aplicar REST com ||h(z®] >> 0. Isto serd discutido, mais detalhadamente, & luz dos
dados numéricos que disporemos no capitulo 4. Para a situagdo na qual [[h(z{"| >> 0,
a implementacdo de CDR que testaremos no capitulo 4 serd precedida por um algoritmo
tipo Fase 1. A preocupagio central na Fase ! é com a factibilidade, visando garantir
um novo z(%, para o qual possamos ter ||h{z¥| < g9 /2 e um p{®_ “bem calibrado”.

Os valores que indicamos como tipicos para os parémetros e condigdes iniciais das
varidveis, correspondem aos que adotamos nos testes discutidos no capitulo 4. Os valores
iniciais para A-Y| L~ e ALy sfo definidos de forma que pmqz D30 se altere na primeira
iteragdo de CDR, bem como a fixar L7 = L{z(, A} ao seu final.

Em P2 de CDR, exigimos que um passo candidato satisfizesse

Q(‘St) S Vg((spc): (230)

com v = .1 em DS. No sentido do comentério feito no pardgrafo imediatamente anterior
a seciio §2.1, qualquer outro valor de v > { serviria neste caso. Vale ressaltar a possibi-
lidade de se obter &, satisfazendo DS implicitamente. Ou seja, para alguma constante
vp > 0, podermos garantir, implicitamente, (2.30) com v > vy > 0, sem contudo estabe-

lecer a priori qual o valor para v. Toda a teoria que se segue permaneceria valida neste
£aso0.

Uma vez que vamos assumir f e h de classe C?, a exigéncia que se comece cada
iteracio com A > A,,;, é, provavelmente, dispenséavel do ponto de vista tedrico, desde
yne adotemos uma estratégia adequada de atualizagfo para A. Incluimos tal exigéncia,
afim de evitarmos complicacBes desnecessdrias, para os nossos objetivos, e cujo trata-
mento se da de forma “razoavelmente standard” .
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2.4 CONVERGENCIA GLOBAL DE CDR

Para obtermos resultados tedricos sobre CDR, precisaremos formular algumas hipéteses
bédsicas. A literatura recente sobre convergéncia global de algoritmos “tipo PQS” para MRI
(vide {BSS 87|, [PY 89], [Ale 89], [DEM}), tem apresentado um conjunto de hipéSteses, com
formulagbes ligeiramente diferenciadas de autor para autor, frequentemente denominadas de
“standard 7, e que poderfamos classificar em tres categorias:

A — HIPOTESES SOBRE OS DADOS
Tipicamente, f e h sdo de classe C2.

B - HIPOTESES SOBRE A IMPLEMENTAGAO
Aqui, em geral se colocam limitacGes, geralmente razoaveis, sobre a implementagio
do algoritmo. Uma hipétese tipica sobre a implementago, seria exigir aprozimacgdes
B® dos hessianos uniformemente limitadas.

C - HIPOTESES SOBRE 08 ITERADOS
Ha, basicamente, dois tipos distintos de hipdteses sobre os iterados de algoritmos
PQS para MRI, aparecendo nas formulagbes “standard™

C.i— Hipdtese de Compacidade — (HC)
Usualmente, se pede que a sequéncia {:1:(")} gerada pelo algoritmo permaneca
limitada
C.ii - Hipétese de Regularidade — (HR)
A hipétese de regularidade impGe que, a sequéncia gerada permaneca uni-
formemente afastada do conjunto singular 3, e tipicamente se formula exigindo
algo do tipo

I @) (®)T) 7 = O01)

As hipéteses sobre os dados e sobre a implementacio, comportam muitas variacgoes, algu-
mas ligeiramente menos restritivas que outras. Via de regra, sdo bastante claras e “razodveis” .
Elas correspondem a hipdteses a priori, seja sobre os dados do problema, seja sobre a forma
de resolvé-lo. J4 as hip6teses sobre os iterados, tém a perigosa caracteristica de hipéteses “ex-
post”, ou seja, sdo hipdteses sobre o resultado da aplicagéo do algoritmo. A hipétese sobre a
compacidade, HC, apesar de usualmente formulada sobre os iterados obtidos nos algoritmos,
fica garantida sob a hipdtese de compacidade das superficies de nivel da h. Além disto, tem
uma forte probabilidade de resultar na pratica, se assumimos que a f € prépria, ou seja, se
lim f(z) = oco. ¥ Por outro lado, nos parece impossivel dizer algo relevante sobre {z(¥}, se

=00
permitimos que [[z®{| — oco. Neste sentido, HC pode ser considerada como uma hipétese

a priori, bastante “razodvel” sobre os dados-o problema. A vantagem de formulé-la como
hipdtese sobre os iterados, em vez de como hipdtese sobre os dados, é poder fazer uma for-
mulacdo mais geral, e que englobe pelo menos duas situagoes diferentes ¢ significativas, nas
quais hipdteses sobre os dados a garantem, ou pelo menos sugerem fortemente.

1 Nos nossos testes numéricos, encontramos wuma situagéo que nos parece pouco comum, na qual apli-
camos um algoritmo PQS a uma fungfo prépria, comecando num ponto “préximo” do conjunto factivel, e
gerando uma sequéncia de iterados aparentemente divergindo para co, em norma. Na ocasifio oportuna co-
mentaremos este exemplo. Acreditamos que isto seja bem mais dificil de acontecer com CDR.
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Muito diferente é a situacdo da hipdtese HR, para métodos nos quais se pretenda ndo
andar colado ¢ factibilidade.

Para, simplificar o argumento que se segue, suponthamos que todas as superficies de nivel
de h sejam compactas, e h seja C°. Conforme argumentamos na §2.1.1, o teorema de Sard
nos perimite, informalmente, pensar que dado um nivel qualquer de &, digamos Hy, é “pouco
provavel” que haja pontos singulares de i numa vizinhanca suficientemente pequena de Hp.
No entanto, o mesmo nio se pode dizer mum dominio D), préfixado. Ou seja, nos parece
extremamente artificial supor que fixado um dominio D, a priori, ele ndo venha a ter pontos
do conjunto singular . ¥ Por exemplo, em [PY 89|, Powell ¢ Yuan definem um algoritmo
“tipico” da familia PQS, para MRI com regido de confian¢a, no qual, além de assumir suficiente
diferenciabilidade para f e h, suas hipSteses bésicas definidas na secéo 3.1 do referido artigo
se formulam como:

(a) Existe um conjunto convexo e compacto {2 C IR", tal que z;, e T + d;. estdo em {1, para
todo k.

(b) #'(z) tem posto maximo para todo z € §2

{c) As matrizes {By: k =1,2,3,...} sfo uniformemente limitadas.

Veja que nesta formulacgio, hd o cuidado de sé definir hipéteses referentes a dados do
problema. A hipbtese de compacidade vem em (a), e seus autores tém a preocupacio de jus-
tificd-la no texto. A hipétese de regularidade em (b), vem aparentemente na forma de uma
hipdtese sobre o dominio convexo €}, e ndo sobre os iterados. A exigéncia de convexidade
sobre {1, talvez até pudesse ser dispensada, ou pelo menos bastante amenizada ali. Mesmo
sem considerar {2 convexo, uma formulagao que exija regularidade sobre todo €2, nos parece
absurdamente restritiva, para wm método que se justifica, em boa parte, por ndo andar colado
as restrigdes.

Poderia se pensar, no entanto, se ndo houver uma exigéncia forte de convexidade, que o
dominio D ndo estd fixado a priori, € que para cada h, o dominio que interessa é D — V5, ,
onde Vs, ¢ alguma vizinhanca fechada de X,. Isto nos garantiria HR em D — Vg,. O que
nos parece complicar definitivamente este quadro, é que alguns pontos singulares de k, nao
factiveis, podem funcionar como “atratores ” de z®. Por exemplo, se z* for um “ bom
minimizador” nao factivel de ¢(z) = [[h(z){/*/2, e f for uma fungio constante, ao iniciarmos
em g, suficientemente proximo de x*, tanto o nosso algoritmo, como qualquer algoritmo tipico
da familia PQS, geraria uma sequéncia convergindo a ¢* € X, conforme ji haviamos observado
em F1.2 da §2.1.1. Ou seja, HR assume, ex-post, um resultado praticamente impossivel de
se estabelecer a priori, para alguma classe de fungdes importante, se pensamos em dominios

§ Considere para cada h € C1(D,IR™) o seu 1-jato, ou seja j1(h) : D — L{IR* IR™), dada por
JH(R)(z) = W {z}. Neste contexto, Iy, = j1{h)"1(Z;), onde 1 € o conjunto das matrizes que ndo tém poste
m. Nio é dificil ver que, ¥y é uma subvariedade diferencidvel de L{IR"™, IR™), de codimensdo n — m + 1 (vide
[Soto 76, pg 14]). Com o teorema de transversalidade, (vide [soto 76],[Hir 76]) obtemos, neste caso, para
“um subconjunto aberto e denso” de fungdes ki, que Z; N D, ou bem é vazia, ou uma subvariedade de mesma
codimensio n —m+ 1 que Xy, em L{IR", IR™). Além do mais, istc se d4 de forma estdvel. Ou seja, se h estiver
neste conjunto, e X, N I} for ndo vazia, entfic o mesmo acontece para as fungdes proximas de h em C*{D, ™).
Esta persisténcia de £, N D, é uma das razdes que nos faz considerar artificial supor HR, ou seja, £, ND = .
Na pratica, tentar definir dominios amplos no JR™ que excluam ag singularidades de %, corresponde a evitar
superficies com dimenséo {m — 1), que s nio exdstirfio para escolhas muito particulares de h
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mais amplos que alguma vizinhanca, possivelmente “bem pequena”, do conjunto factivel.
Neste sentido podemos considerd-la inadequada, teoricamente, para algoriimos tipo PQS, que
pretendem tirar proveito de néo se restringir a alguma vizinhanca pequena da factibilidade.

Ao analisar um algoritmo tipico da familia PQS, em [GMM 95], sem assumir a fatidica
hipétese “standard” de regularidade para hA'(z) ao longo dos iterados, seus autores obtém uma
propriedade de convergéncia global, para pontos de um conjunto %, que denominaremos
de conjunto critico do problema. X ., tem duas componentes. Uma, “boa”, formada, pelos
pontos de Kuhn-Tucker X para MRI, e outra, “ m4 ”, formada pelo que consideramos (com
algum abuso), como o conjunto critico de ¢(x). O conjunto critico &, é formado pelos pontos
criticos de w(z) néo factiveis, bem como pelos pontos singulares e factiveis de h. Aproveitamos
a oportunidade, para detalhar a definicdo destes conjuntos:

a - CONJUNTO CRITICO DE ¢(z) = ||h(z)|*/2
A rigor, o conjunto critico de () deveria, talvez, ser definido como o conjunto
dos pontos nos quais V(z) = A'(z)Th(z) = 0. Neste sentido, todo o conjunto factivel
deveria estar nele. Vamos cometer um pequeno abuso, e excluir de nossa defini¢do os
pontos factiveis e regulares de h. Ou seja, definimos

Tpesc = {z:h(z)h(z) =0 e h{z) =0} (2.31)
e = {z:h{z)=0}NZ, (2.32)
3, = TECUIIFC (2.33)

b - CONJUNTO DOS PONTOS CRITICOS PARA MRI
O conjunto dos pontos criticos do problema, serd entio formado por X, e pelos
pontos estaciondrios (de Kuhn-Tucker) para MRI, ou seja:

Y = {z:z éponto de Kuhn-Tucker para M RI} (2.34)

KT

T = Lo NXip (2.35)
Neste contexto, a propriedade de convergéncia global obtida em [GMM)], pode ser descrita
dizendo que, se ndo houver nenhum ponto estaciondrio, no qual a sequéncia gerada pelo
algoritmo se acumule, entdo este fracasso implica na existéncia de iterados, ou de pontos de
acumuiacio dos iterados em X, A formulacdo em [GMM] tem duas vantagens importantes:

i- E mais geral do que a formulagio considerada standard, no sentido de néo exigir que
os iterados estejam uriformemente afastados do conjunto X, formado pelos pontos sin-
gulares de h, mas apenas de X, C Lj. Por exemplo, na formulacio [GMM)], & admissivel
que um iterando z seja um ponto singular de £, desde que Vip(z) = ¥ (2)Th(z) = 0.

i- E mais transparente, no sentidc de nao varrer para debaixo do tapete, com uma
hipGtese artificial, a possibilidade concreta de fracasso do algoritmo, na sua busca de
pontos estacionarios para MRIL

Isto evidentemente néo supera a realidade dura, de nao se poder garantir, a priori,
solucdes para MRI, ao se comecar longe da factibilidade. Até porque, mesmo que existam
pontos factiveis, garantir que eles possam ser atingidos com algoritmos como o nosso, ou “tipo
PQS”, corresponde a supor que sempre poderemos resolver, algoritmicamente, o problema
de achar minimizadores globais de w(z) = ||A(2)||?/2, com algoritmos “tipo REST”, e isto é



54 CAPITULQO 2. CDR

impossivel.

Nossa formulacio para CDR vai na mesma direcio apontada em [GMM], ao ndo supor
HR, ou seja, ao ndo supor que os pontos gerados em CDR estejam uniformemente afastados
do conjunto singular ¥, = {z : A'(z) nfo tem posto méximo }. Estabeleceremos, nesta secéo,
os dois principais resultados a respeito de CDR, supondo algumas hipdteses a serem colocadas
na §2.4.1. No primeiro, se garante a "boa definigdo” possivel, estabelecendo que CDR sé pare
em pontos criticos para MRI, no sentido da defini¢io acima. No segundo, garantimos que
toda sequéncia gerada por CDR tem pontos de acumulacdo no conjunto critico pare MRI,
ou seja, 2y pr- Em particular, garante-se a existéncia de pontos de Kuhn-Tucker entre os
pontos de acumulacdo de uma sequéncia gerada pelo algoritmo, desde que néo haja pontos de
acumulacao em 2. :

Na §2.4.1, introduzimos as hipdteses a serem assumidas, bem como algumas questdes de
notacdo. Em 2.4.2 estarao os lemas relativos a REST e XCOR, que garantem a “boa definigao”
possivel para XCOR. Em 2.4.3, demonstramos o lema que nos quantifica a descida suficiente
a ser obtida em cada iteracio, bem como o teorema da “boa definicao” possivel para CDR, e,
em 2.4.4, o lema que nos garante espaco na direcdo normal, para passos de “descida suficiente”
do Lagrangeano, desembocando num resultado de convergéncia global para CDR.

2.4.1 HIPOTESES ASSUMIDAS E NOTACAOQ

Comecamos com algumas questdes de notagdo, a serem assumidas ao longo da se¢io2.4.

NOTACAO:

— Denotamos por z¥), o ponto inicial da k-ésima iteracio de CDR, e por 2*4), o j-
ésimo ponto obtido por REST, na k-ésima iteracio de CDR, considerando %% = g{%),
Reservaremos a letra z aos pontos gerados em CDR, e z a pontos gerados em REST.

- O fndice ¢, subscrito a uma varidvel (z., @, g, - - -}, indicard, sempre, o valor desta
varidvel ao retornar de XCOR, ou seja, medida ao final do Passo 1 de CDR.

Passamos a assumir daqui para a frente, na seco 2.4, as seguintes hipSteses.

HDIF — HIPOTESE SOBRE A DIFERENCIABILIDADE DE fEAR
f eh sdo de classe C2.

HC - HIPOTESE DE COMPACIDADE
Dado 29, existe R > 0 tal que ||z*9|| < R, para todo z*7) gerado numa aplicacdo de
CDR, a partir de z'9.

HB - HIPOTESE DA LIMITACAO UNIFORME DE B
Se {B®)} € a sequéncia de aprorimacdes hessianas usada numa aplicagio de CDR a 2%,
entdo existe £, > 0 tal que | B®| < &,.
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H) — HIPOTESE DA LIMITACAO UNIFORME DE )
Se {\®)} ¢ g sequéncia de multiplicadores escolhidos em P2.a de CDR, entdo exisie

¢ >0 tal que |A®] <&,

HSOC - HIPOTESE SOBRE A CORRECAO DE 2¢ ORDEM 6,
Para cada aplicacdo de CDR temos:

1581 = o161

HA — HIPOTESE SOBRE A ATUALIZACAO DE A FEITA EM REST
Eriste £44 > 0, tol que, dados 259 e 259 entdo:

”A(k,j) - A(k,f)” < &m“z(k’j) - sz,f)“ (2.36)
Observe que, sob HC e HDIF, se A% = /(283)) ¢ A®O = p/(2*%:9), (2.36) se satisfaz,
automaticamente, para algum £,4 > 0. Ao manter A% constante, entre duas atualizagdes

consecutivas de 4 pelo jacobiano verdadeiro, idem. Finalmente, ¢ dificil imaginar um método
de atualizacao decente para A, que nfo respeite HA.

HPR — HIPOTESE SOBRE O PASSO NA RESTAURACAO
Para cada aplicacdo de CDR, existe &, > 0, tal que :

b — B < g 1049

Uma maneira de garantir HPR, seria forcar A < £, _ ||2]l na atuslizagdo em P3.c de
REST, para algum £, “grande”, fornecido a priori. Na maioria das situagdes de interesse,
isto nao seria necessdrio, ou funcionaria como wma salvaguarda a ser muito pouco acionada.
Observe que, supondo HC, os passos de Cauchy e Gauss-Newton para ¢(z) com A = oo,

_ AT
" JAATR)?
Sy = —AT(AAT) 1A

) ATh

satisfazem HPR, desde que z*7) permaneca "longe” do conjunto singular de &, ou seja, que
{260 7> 1} N5y = ¢

Observe que HDIF é uma hipdtese sobre os dados do problema, e HC sobre os iterados do
algoritmo, com as atenuantes do comentério feito no inicio da se¢go. As demais sdo hipéteses
bastante razodveis sobre a implementagéo.

CONVENCOES
- Fixemos, por toda a secdo 2.4, uma dada aplicagdo de CDR. a (¥ ¢ IR*, atendendo
as hip6teses acima. Serdo geradas sequeéncias, em CDR. e REST, que denotaremos por:

28 = & 0< <+ 1}
Z = (2% :0<k<ki+1,0<)<jp+1}

0 < jr < 00 representa o “niimerc” de iterados de REST, na k-ésima iteracao de
CDR, e 0 < k; < 00, 0 “nilmero” de iteragoes de CDR
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A letra &; indicard uma constante positiva, associada a uma da@a_apl}ca@ao de CDR
a um ponto z(”, e estard incorporada aos enunciados dos lemas. J4 £;, é usada apenas
no interior de cada lema, apegando-se ao terminar sua demonstragao.

i —

DEFINICAO -~ SUCESSO EM XCOR
Dizemos que XCOR é bem sucedido na k-ésima iteracio de CDR, caso acontega uma das

duas alternativas:

i- Z®) ¢ finita e (i) ¢ 3.
i — Existe z* = lim z*7) e z* é estacionario para MRL
oo

Dizemos ainda que XCOR € bem sucedido, caso seja bem sucedido em todas as iteragoes
de CDR.

Podemos entender que ha duas possibilidades para CDR, caso XCOR seja bem sucedido
na k-ésima iteragéo:

i- XCOR tem terminacao finita, e gera um ponto néo-estaciondrio para MRI, z*) =
z®7%) Neste caso, veremos na §2.4.3, que CDR consegue definir z*+1) satisfatoriamente.

ii ~ Para algum k&, ou bem XCOR termina num ponto estacionsrio z*/+) ou gera numa
sequéncia convergindo para um ponto estaciondrio de MRI. Neste caso, Z& NLgr # @,
CDR nao passa desta k-ésima iteragio, e podemos dizer que XCOR encontrou wm ponto
estaciondrio para MRI na k-ésima iteracio.

2.4.2 BOA DEFINICAO POSSiVEL PARA XCOR

H4 situagfes nas quais XCOR, obviamente, n&o poderd ser bem sucedido. Por exemplo,
se MRI néo tiver pontos factiveis.

O teorema ao qual nos dedicamos nesta secéo, consiste em caracterizar o fracasso em
XCOR na k-ésima iteracio, pela existéncia de iterados de REST, arbitrariamente préximos
de . Ou seja, se XCOR nao for bem sucedido na k-ésima iteracio de CDR, entdo uma das
duas alternativas ocorreré: :

~ 23 € ¥, para algum j
— ZW = [ZRDY o se acumula em X,

Pela observagdo feita no inicio da secio, esta é a boa definicdo possivel, para XCOR. De
maneira mais resumida podemos dizer que:

TEOREMA 2.4.1 BOA DEFINICAO DE XCOR - Se Z¥' N, = 0, entdo XCOR
€ bem sucedido na k-ésima iteragdo de CDR.

Para demonstrar o teorema, comegaremos com dois lemas preliminares, que caracterizam
o comportamento de REST, quando chamado em XCOR.

Se z(®7) ¢ %, podemos estar num minimizador néo factivel de ¢(z), e nunca conseguir
sair de 2(%9) com REST. Neste sentido a ”boa definicdo” possivel para REST é:



24. CONVERGENCIA GLOBAL DE CDR 57

LEMA 2.4.2 Se 259 ¢ B, e s = 29 entdo REST gera 28t pyum conjunto finsto de
iteragbes, de tal modo que para algum £, > 0 (independente de k)

L1 : . . : ‘

— 8~ LRGP — (IO 2 € AT (230
DEMONSTRACAO: |

Seja z(k4) ¢ ¥, Por hipétese, z(¥) = 2(*9) e, porkanto, XCOR néo parou em &5 Em

particular, h(z(9) = 0. Suponhamos entdo que REST procura um 2*+1), no qual ¢ valha
menos. Por HC e HA, seja £4 > 0 tal que, para todo 254} gerado,

A4S < €4 (2.38)
Simplifiquemos a notagdo para :
. . 1
2= 8, b= (), A= AED, o= IR, T(5) = (I + ASl ~ []7).

Para mostrar que z(*+1 est4 bem definido, basta considerar o caso no qual A = h'(z). Se
A = W (z), a salvaguarda em P2.a de REST garante que, se P2.b nunca aceitar um candidato
com este A, apds um conjunto finito de rejei¢oes, obteremos A = h'{z).

Suponhamos entdo que A = h'(z), e seja 2z, = 2z + 6, um ponto candidato, a ser testado
em P2.b de REST, obtido numa regifo de confianca, de raio A. Como Vi (z) = VI'(z) = AT,
e ¢ é de classe C%, HC junto com o lema de Taylor nos propiciam £, > 0, independente de k
e j, fal que:

1 1
D6, = SO+ ASIE - JhIR) = (AThYT6, + L6TATAS, < AT(5,) (239
. 1 r
Do) 2 5V 2 AR minf L ) (2.40)
A
Apy = plzt) —lz) ST(8,) + & )16, (2.41)
Faca &, = mjn{m—l— ——l——} e observe que se
ac 2 = 2£i H 8051 q
A =5 ATh| (242)
e A < 24, obtemos de DS, (2.40), (2.41) e (2.42)
— - . - 1 1
Gl SEAT € EEAITHIS =T, 1< ITE) | (243
implicando A, < %F(&r) <0 (2.44)

Isto significa que z, passa no teste em P2.b, se A < 2A. Como ATh = 0, por hip6tese,
e a cada rejeicio fazemos A «— A/2, 27+ gerd gerado num conjunto finito de iteracdes.
Portanto, se A = h'(z)

A > min{A, A} (2.45)
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Por P2.a, se A = h'(2) e A é aceito, entdo A > Ap,. Isto significa que (2.45) vale,
também neste caso. Como {|h[| < p{), , obtemos

; h
Bt 4Th)| < A AWML < A,
APmax fﬁpmaz
Se fizermos entao A

& = min(F, 22 )

A Pmaz

e observarmos também (2.42) e (2.45), obteremos
A > G|l A”h]| (2.46)

Observe que as constantes £4.£1,&; e &, independem de k e que (2.39) e (2.40) indepen-
dem da hipdtese A = h'(z). Portanto (2.37) segue de (2.46), (2.39),(2.40) e do critério de
aceitagdo do passo, em P2 de REST. O

Duas coisas sio importantes na restauragéo :

i- Que ela produza em cada iteracio uma redugio suficiente em [[A(z(®#)][, para
garantir que, num conjunto finito de iteracbes, se consiga a restauracao exigida em
XCOR.

i — Que z*) esteja “controladamente prézimo” de z*), na k-ésima iteragio de CDR.

No lema abaixo garantimos isto, com a condi¢io que os iterados de REST se mantenham
longe de %, ou seja, ZFINE, = ¢.

LEMA 2.4.3 (DA RESTAURAGAO ) Suponhamos que 2% NL, = ¢, na k-ésima
iteractGo de CDR. Entdo REST teve terminacdo finita, sempre que acionado em XCOR no
k-ésima iteracdo de CDR.

Além disto , existem 0 < §4(") <1 e 55“‘) > 0 tais que:

i- SejelN e0<j<jx—2, entdo

|fh»(z(k'j+2))i| (k)
T < 40
it- Sem e IN e j <m < ji, entdo
o) — 2 < g a(a)| (2.48)

i~ Se também vale Z N T, = ¢, entdo obtemos &% e 55("’) como constantes 0 < &y < 1 e
& > 0, ou seja, independentes de k.
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DEM : L
Suponhamos que Z®) N3, = @.

Vamos mostrar, inicialmente, o existéncia de o > 0, tal que se j < fi
18 (2N R(zEN)| 2> o ® a5 (2.49)

Para verifica-lo, se h(z%*¥)) = 0 entdo j = j;. Portanto, podemos supor
h(z*y £ 0 (2.50)

sem perda de generalidade. Suponhamos ainda, por absurdo, que (2.49) néo seja possivel com
o®) > 0. Isto nos garante uma subsequéncia infinita, {z("”j‘)} tal que

lim A’ (z(ktji) )T h(z(ksj;) )

== TR(=50)]

Possivelmente passando a uma subsequéncia, (2.50), HC e a compacidade da esfera de
raio 1 no JR™ nos autorizam a supor z%%) convergente, digamos a z* e h{z®#))/||h(z®#))| a
w*. Como h é de classe C*, obtemos

B{zYTw* =0 e w'=1 (2.51)
Se h(z*) # 0 entdio w* = h(2*)/||h(z*}]| e
Vo (z*) = K (2)Th{z*) = 0 (2.52)

(2.51-2.52) garantem z* em X, contradizendo a hipétese do lema. Portanto, podemos
assumir (2.49) com o) > 0.

De HC, seja £, > 0, tal que, para todo 2*9) gerado, tenhamos:
18 (2N < €, (2.53)

Suponhamos que 259 zFit1} 2(BI+2)S tenham sido gerados e que A®) = p/(z(%3)),
(2.37) e (2.49) garantem:

Az =M = [R(z*F)?2 2 &, 17 (Z5) RSN > €, (P IREEP (2.54)
implicando

h(zk3+D)
iyl < T ealo®r e
Se A £ B/(2%9)) e AT+ £ B!(z*3+1) entdo a condigdo para ndo precisar atualizar
A pelo jacobiano verdadeiro se cumpriu em 2+, Pelo disposto em P3.d de REST, isto
significa que
[a(z®+ D))
[A(zED)||

(2.55-2.56) implicam (2.47) com & = max{,/1 — £\, (0¥))2,.95} <1

< Ornaa (2.56)
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Note ainda que, ao se chamar REST em z®:), h(2"i)) 4 0 e em P4 de XCOR se
determinou qiie REST deve retornar a XCOR assim que obtiver

I8t < p,

para algum § > 1073||h(z%*5)|. Portanto, a taxa linear de reducfo em dois passos de
R (2%)))|, explicitada em (2.47), implica na terminagao finita de REST, sempre que chamado
num ponto z*90) a partir de XCOR.

Para provar (i), observe inicialmente que HPR nos garante £, . > 0 tal que, para todo
z®#+1) gerado por REST:

o640 — S0 < &, 1A (257

De (2.47) e {2.57) , obtemos para £ > 2:

j+€—1
||Z(k,j+£) _ Z(!m’)” < JZ “z(k,i—!-l) _ z(k,i)”
i=j
J+é-1 ‘
< G 3 [IRGED))
i=j

< &9

onde

£ = ggﬂeatzl:(&(k))f — 1_?%,:2_“) _ (2.58)

Para ver (iii), basta observar que se Z N Ye = ¢, com 0 mesmo argumento usado no
inicio da demonstracio, conseguimos obter ¢(¥) = ¢ > 0, ou seja independentemente de k, em
(2.49). Isto faz com que as demais constantes definidas acima também independam dek. O

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.4.1:

Suponhamos que na k-ésima iteragio de CDR, tenhamos obtido
ZEINE, =0 (2.59)

Como (2.59) e o lema 2.4.3 garantem REST bem definido, e com terminagéo finita, sem-
pre que acionado, XCOR igualmente estara bem definido.

Se XCOR tiver terminacdo finita, como z{® = z*J) ¢ 5 por (2.59), ndo hd o que
demonstrar. Suponhamos, entdo, que XCOR nio tem terminacao finita. Neste caso serao
geradas duas sequéncias infinitas, definidas por:

ye = PAL) em P4 de XCOR (2.60)
pe > 10 %ng(ye)pl), (2.61)

(2.47) nos garante que:
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lim h(z*7) = @ (2.62)

J—00

Como {y¢} é uma subsequéncia de 2%) = {257 : 1 < j < oo}, (2.62) e (2.48) nos dizem
que Z%*) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Seja

2* = lim 2% — fIlim Ye (2.63)
j—oo —00
(2.62) implica entéo
[A(z")] =0 (2.64)

Como XCOR néo tem terminacio finita, P3 de XCOR nos diz que

1Byl > pe > 100 Dng(y)ptk)

e, portanto, podemos concluir de {2.62), que

Jim ng(ye) = 0 (2:65)

A hipétese (2.59) nos permite afirmar que z* ¢ ¥,. Em particular, isto nos garante que
ng(2) = lgp(2)||/(||lg(2)|| + 1) é continna em 2*. (2.65) e (2.64) confirmam entdo, que z* é
estacionario para MRI. Mas isto significa dizer que Z*) convergiu para um ponto estaciondrio,
ou seja, que XCOR foi bem sucedido nesta k-ésima iteracido O

2.4.3 BOA DEFINICAO POSSIVEL PARA CDR

Como pode acontecer de REST convergir para um ponto de ¥, 86 faz sentido falar em
boa defini¢io para CDR, supondo Z® N T, = @ para todo k. Isto implica, pelo teorema
2.4.1, XCOR bem sucedido. Se XCOR for bem sucedido, mas nfo tiver terminacao finita, fica
garantida a convergéncia a um ponto estacionario para o problema, com taxa linear garantida
pelo lema da restauragdo (2.4.3). Analisar a “boa definiciio” possivel para CDR, corresponde
a garantir que, se zt* ¢ 3, = 0, UX, . para todo k, entiio CDR gera, em tempo finito, um
ponto £} # z*¥), para algum 7 > k. :

Um lema que guantifica a descida suficiente do lagrangeano, obtida na segunda etapa
de CDR, nos garantird que cada z(*) seja gerado em tempo finito, nestas condicdes. Contudo
poderia acontecer, pelo menos teoricamente, e conforme ilustramos abaixo, que se z(*) estiver
suficientemente longe da factibilidade, entdo a direco pela qual se restaurou de z*) a z{®)
seja, exatamente, uma diregdo tangente as restrigbes, em z(F). Neste caso, a depender da. f,
terfamos a possibilidade de obter **1) = z(¥). A demonstragio que isto ndo pode acontecer,
para todo j > k, consiste em verificar que, neste caso, pl) = < 2||h(z®))|[, para algum 5 > k ,
o que obriga ) £ z(),
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. : o k k
Desenho ilustrativo de uma situacdo na qual pode ocorrer z(*+1) = z(*)

b{&) o L'(x(m.11)+h(rfn1):+( %’PL:&}

v =

s t)
I(“"" x

Se por acaso 537 = —ug® e 60 < A, podemos testar z(*+1) = g®)

Neste sentido, o teorema da boa defini¢do possivel, para MRI, pode ser enunciado por:

TEOREMA 2.4.4 (TEOREMA DA BOA DEFINICAO DE CDR)
Suponhamos que *, gerado por CDR, nédo seja critico para MRI. Entdo para algum
i > k, acontece uma das tres alternativas:

i — XCOR fracassa na 1-€sima iteragdo de CDR, isto é, ZONL  +#0
it — XCOR encontra ponto estaciondrio para MRI, isto é, ZUUNE, . #0

i — D £ g,

Para demonstrar o teorema acima, precisaremos do “lema do descida suficiente”, que
enunciamos a seguir. Nele se garante que, a segunda etapa de CDR é resolvida em tempo
finito, desde que z®) ¢ ©,,,.,. Além disto, se quantifica a descida de L, conquistada na segunda

etapa, como funcdo da norma do gradiente projetado, e do raio do cilindro de confianca em
(k)
.Tc .

LEMA 2.4.5 ( DESCIDA SUFICIENTE ) Se 2} ¢ T, . entdo z*+1) ¢é aceito
para algum dos candidatos testados em P3 de CDR.
Além disto, existem constantes positivas £,& e &; tais que :

~ ALY = L(P, A®) — La™,4®) > &1gp || min{&[lgp ], &(p7)?, Amin} (2.66)

DEMONSTRACAO:

Para simplificar a notagio, omitiremos o superscrito (k) na demonstragio. Seja z; =
T + 6 + 055, UM ponto candidato obtido em P2 de CDR, na k-ésima iteragdo, e A, sen
respectivo multiplicador, obtido em P2.a. Por HB,H) HC,HSOC, HDIF, DS e (2.16),
dispomos de constantes positivas £g, &, &, € &,, tais que:
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Bl < &
Ih(zy) — Azl < &l
ALY = Liwg, A") = L{z, AY) = 976, + &6

AN

q(8e) + &6

63

(2.67)
(2.68)

(2.69)

Podemos supor que ||@,|| # 0, pois caso contrério p, =0e z, € X ... De (1.67), (2.16),

(2.67) e I2.a de CDR, resulta que:

el 2 min{“-?i“—”-,A}
£

P
(6ec) < ol < —glofmin{ 12, 4}

Faca:
_ i 1 1
== min —, e
2 {253 80, }

1
65—2—\/271

Aftrmarnos que a iteragdo termina com

A = E = mjn{g.qn_@cll,gs\/p_c, Amiﬂ}

Verifique que, se A < 24 , obtemos [[6,..[| = A, e:

. . 1
Ellol® < &A* <2 llee|A < 45 ||mc||A < 5glalee)l <

De £3]|6:)% < 3]a{6:)| e (2.69), obtemos
I <2 h)
ALy < QQ( ))
De (2.68), (2.74) e ||h(z.)|| < pc temos

Al < 20,

1
§IQ(5t)1

(2.70)

2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.75) e {2.76) nos dizem que, se A < 24, entdo o passo & ¢ aceito por CDR, confirmando

a afirmacéo feita acima.
A aceitacao de z, em P3 de CDR, acarreta:

AL <107"q(6) < 107%¢(6,c)

(2.71), (2.74) e (2.77) garantem (2.66)

(2.77)

O
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.4.4

Suponhamos, por absurde, que £*) nio esteja em s Mas nenhuma das tres alterna-

tivas, no enunciado do teorema, se verifique.

Entdo XCOR ndo fracassa, nem encontra ponto estacionario, o que significa dizer pelo
teorema 2.4.1, que XCOR tem sempre terminagao finita num ponto z*) ¢ . O lema da
descida suficiente, juntamente com a hipétese de absurdo, garantem, assim, que para todo
j € IN, £ estd bem definido, e

) = gt® (2.78)

Vamos mostrar inicielmente que, sob as hipdteses feitas

lim pmax 0. (2.79)

Suponhamos , por contradico, que isto ndo acontece.

Como plitl) £ pli) significa plitl) = pl&) /2, se (2.79) ndo acontece, podemos supor que
para algum ig, e todo 7 > 4q

(4} (ta) (2.80)

.-oma.x =~ ez

Como pl) . ndo se altera depois de 4y, 0 lema 2.23 implica, para todo i > o

L{zftD AGH)Y _ [(gli0) A Z ALY < = Z ALY (2.81)
J=ip J=to
Basta considerar duas possibilidades, para a sequéncia {@{®}:
i limg! =0
T 00 .
Neste caso, o controle dindmico garante [|R(z®]| < 20 — 0 e, por (2.78), podemos
concluir

h{z®) =0 (2.82)

Mas (2.82) significa que nac pode haver restauracdo na k-ésima iteracdo. Como
estamos supondo que z*) ndo & estaciondrio, o lema anterior nos assegura, neste caso,

que
gD g ) = gk (2.83)
contradizendo (2.78).
ii — Eriste subsequéncia {g : 1 < £ < oo}, tal que ||@¥| > & > 0.
De XCOR se obtem ‘
Pl > 1073pl) || ge)| (2.84)

(2.80), (2.84) e 0 lema da descida suficiente, nos garantem nma cota superior —& <
0, para AL{ e (2.81) garante entao Lim L{z{), A} = —oo, contradizendo HA+ HC +
HDIF.
Como uma das duas possibilidades teria que valer para {@p¥*}, chegamos a uma con-

tradicdo com (2.80). Portanto, vale (2.79), e isto igualmente garante (2.82). Neste caso, da
mesma forma que acima, obtemos (2.83), contradizendo (2.78), e garantindo o lema. ]
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2.4.4 CONVERGENCIA GLOBAL

Nosso teorema de convergéncia global poderia ser enunciado de duas formas. No seu
formato mais conciso, ele simplesmente garante pontos de acumulagio em ¥ = 3, U
Y.,, para as sequéncias geradas em CDR. Além disto, ao impor hipéteses bastante razoaveis
sobre o tamanho dos passos, e escolhendo multiplicadores adequados para avaliar seu mérito,
garantimos gue todos os pontos de acumulagio estao em ¥ .. Detalhando mais, chegamos a:

TEOREMA 2.4.6 Se Z néo tem pontos, nem pontos de acumulag@o em Z,, entdo, ou bem
CDR gera, em tempo finito, wm ponlo estaciondrio pare MRI, ou entdo wma sequéncia, que
tem pontos estaciondrios no seu conjunto de acumulacdo.

Além disto, se o passo “horizontal”, e o multiplicador \*), usado para avalid-lo, satisfi-
zerem

lz*+0 — =P = O(llet”l) (2.85)
1A = A @D = Odllgt N (2.86)

entdo todos os pontos de acumulacio serdo estaciondrios

A boa defini¢do de CDR, estabelecida na segdo anterior, é um resultado fragil, no sentido
que sequer evita a possibilidade de infinitos retornos a0 mesmo ponto, j4 que ndo temos uma
fun¢do de mérito estritamente mondtona. No entanto, pelo teorema 2.4.4, para tanto, basta
que se exija XCOR bem sucedido em cada iteracdo. Ou seja, pelo teorema 2.4.1, Z& N T, = 0,

para todo k. Como Z{*} é compacto, e %, fechado, isto equivale a afirmar que a distancia
d* = inf{||lz —y|| : 7 € Z¥,y € T,} (2.87)
é um mimero positivo, para todo k.

Para a obtencio de pontos estaciondrios para MRI, a hipdtese do teorema acima, ou
seja, ZN X, = 0 é de fato mais exigente, na medida que, corresponde a pedir algum tipo de

“uniformidade nas distdncias” entre Z(*) ¢ £, de modo a assegurar

d® >d=inf{|lz—y||:zec Z,ye L} >0 (2.88)

OBSERVACAO 2.4.1 - ESPACO NORMAL SUFICIENTE E O TEOREMA 2.4.6

A idéia central por trds da demonstracio do teorema 2.4.6, consiste em estabelecer a
cléssica contradicio entre HC e L{z®, A*)) = —co , caso liminf |g*)]| > 0 . A dificuldade
para garantir a ”descida suficiente” para L, em cada iteragéo, que produziria esta contradicao,
estd cm ter espago nos cilindros de confianca, pare dar passos horizontais ”suficientemente
grandes”. Isto pode ser visto na dependéncia da descida AL(ﬁ’fJ, com o “raio do cilindro de
confianca”, explicitada em (2.66). Neste sentido, um passo fundamental da demonstragio,
estd organizada no lema a seguir, no qual se garante um “espago normal suficiente”, caso Z
fique longe de %, e liminf ||@{*))|| > 0, no sentido de obtermos, neste caso, pt), constante,
a partir de alguma iteraco k;. Em particular, o lema da descida suficiente garantird entao,
que a descida “horizontal” ALE? ) ¢ de fato “suficiente”, e o lema (2.3.1) nos dirs que eventuais
subidas ALgf), nao destroem a descida suficiente conquistada com ALJ(:;). Isto nos dard, para
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o . . ~ (k)
o lagrangeano, una variagio mais negativa que uma fracio de ALjy’, em cada passo.

A segunda parte do lema corresponde a segunda parte do teorema, € é importante para a
convergéncia local do método. Nela se garante que p'¥)  fica constante, para k suficientemente
grande, se os multiplicadores de Lagrange e os passos “horizontais” , satisfizerem as condicgtes
(2.85-2.86), colocadas no enunciado do teorema. de convergéncia global (2.4.6), independente-

mente de supor liminf [|p®*)]| > 0.

LEMA 2.4.7 (ESPACO NORMAL SUFICIENTE ) Se CDR ndo tem terminagio
finita e ZNZ, =0, entdo

i Egzistem £ e €, > 0, tais que p&)  ndo diminue na k-ésima iteragdo, desde que
pgﬂm S min{&p”?i”:&i} (289)

Em particular, se iminf ||@{¥|} > 0 entdo, para algum ko > 0 e todo £,

e > %) (2.90)
- Se o passo “horizontal”, e o multiplicador A%®) usado para aevalid-lo, satisfizerem

(2.85-2.86), entdo igualmente encontramos kg > 0, garantindo (2.90), para todo k.

DEMONSTRACAO:

A demonstragio-do lema tem por pano de fundo que, dado liminf ||@{®|| > 0, 2 descida
ALE}”, garantida por {2.66), é, assintoticamente, maior que uma fracio da raiz quadrada de
pF), enquanto gue, ma restanragio, uma possivel subida de ALY ¢ O(p#)). Isto faz com que
a restauracéio, ndo atrapalhe a descida AL®¥), para pgk) “ pequeno”, porém “suficientemente
grande” .

Do lema da descida suficiente, e de P3 de XCOR, obtemos constantes positivas &, £, &,
tais que:

—AL(;;) — [L(m““*l),)\(’“))—L(xi"”,,\“‘))]
e — 1/2 —
> NP min{&|@ll, Gom 19712, E3Amin} (2.91)

Lembramos que, sob ZN 3, = @ e HC, o lema da restauragio 2.4.3 garante
28D — 2] = O(la(z*)]) (2.92)
Usando o lema do valor médio, HC, H), HDIF e (2.92), obtemos:

|AL$‘J| = |L(zD, AEFD) [l ztR) |
< |L(m£k+1)’ )\(k+1)) — L(:z:(k“), )\(k+l))! + I()‘(kH) . /\(k})Th(I(k-l-n)l
= O(”h(m(k+1))“) — O(p‘(:k))

Seja entdo & > 0 tal que
ALFY < &apl, o] (2.98)

mor
Veja que, se

1
IALP) < -EALSE’;’, (2.94)
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entdo o critério em P4.a de CDR, garante que nio haverd diminuicio em p%)  na k-ésima
iteragao. Observe que, se

G = 5 min{E/e, (B/6)7)

& = fg
e < min{&lpk, &) (2.95)

entdo (2.94) fica atendida para k, garantindo a primeira parte do lema.
A segunda parte do lema se baseia igualmente em (2.94}, porém as hipéteses agui assu-
midas nos permitirdo melhorar (2.93), e partir de:

i
IALY| = 0%, [ 2P112) (2.96)

Para demonstrar (2.96), comegamos observando que %, fechado, ZNE, = @ ¢ HDIF nos
garantem ) (7) de classe ¢!, numa vizinhanca de Z. Como HC garante Z compacto, isto
significa que A {z} e gp(z) sdo de classe C1, numa vizinhanga de Z, e portanto Lipschitz no
compacto Z. v

A (@57) = A (@ = Ol = aP))) (2.97)
lgp(zH) — gt = O(|l=E+ —2{9])) (2.98)

De Taylor, (2.85-2.86), (2.92), (2.97-2.98):

ALY = D@D A6y — L(g®+) A
L(@{, 6o (@EH0)) = LD A (@8 0)) + (A — & (@) Th(H) +
F (Alal) -2, S@ENTAEED) + (5 (207) - XD TR(a+Y)
= —gp(z+D)T (w("“}—w"“*‘)+0(||93c"’ilp(’°’) O(ll# o) {2.99)

Como ol = O(p%)_||@®), HC e (2.99) nos garantem a existéncia de &, tal que
ALY < Espli oI (2.100)
(2.91) e (2.100) nos permitem garantir (2.94), com

G = sup{||[Vf(="):1 <k < 0} (2.101)
€1 6_22 £_3Amm

!) < min 2.102
O
bl Observe que se F ¢ de classe C! numa vizinhanga de um compacto V' < JR", um argumento “standard,

tipo” nimero de Lebesgue, nos garante K > 0 e § > 0, tais que [f(z} — f(y}| < Kljz — ¢|, caso ||z —y|| < &
ez € V. Cottio |F(z) - F(y)| & uniformemente limitada em V, fica fécil concluir neste caso que F também &
Lipschitz em V.
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.4.6

Suponhamos que _
ZN¥, =0 (2.103)

Pelo teorema 2.4.4, XCOR serd sempre bem sucedido. Se encontrar algum ponto esta-
ciondrio, ou seja, ZWNE . = @, para algum k, nfio hé o que demonstrar. Portanto , podemos
supor, sem perda de generalidade, que CDR néo tem terminacio finita, e que para fodo & > 0,
xgc] ¢ 2:M:R]['

O lema anterior nos garante ko, tal que p®)_ > pl¥o) "em duas situagdes , ou seja, quando
se garante (2.85-2.86) a priori e, também, caso lim inf g{¥) > b > 0, para algum b. Isto faz
com que, para demonstrar o teorema, essencialmente nos baste mostrar que, se ,ogﬁzm estaciona,
entdo todos os pontos de acumulagfio gerados serdo estacionérios, ou seja:

Se existe kg, tal que para todo k € N tenhamos pi*)_ > pko) = entgo

an —

lim @i® =0 (2.104)

k—}oo

Para vé&-lo, suponhamos p{¥) > plko) o que, por contradicdo, {|@i)| > b > 0, para

alguma subsequéncia infinita de indices {k;}. Neste caso, (2.23) nos garante, para k > ko,

L{zf® AR — (g} 2y = S ALY
E=kg
=
<1 ALY < —mE,, onde
t=ko
& = %51513111{525; &b, Amin} > 0

e ny, é o mimero de {ndices, entre ky e k — 1, para os quais ||gp(z)|| > b > 0. Como h4 uma
infinidade de tais indices maiores que kg, obtemos lim L(z®, A®)) = —oo, 0 que contradiz

k00
HC + HDIF + HA, convalidando (2.104).

O lema 2.4.7.ii, {2.104), HC e o controle dinimico nos garantem a segunda parte do
teorema. A primeira parte resulta de ver, por absurdo, que se nenhuma. subsequéncia de g}t(:’“)
converge a zero, entdo a primeira parte do lema 2.4.7 nos garante que p{¥)  estaciona em algum
ko, € a afirmago em italico produz daf a contradi¢io procurada. 0O

OBSERVACAO 2.4.2 - SOBRE AS CONDICOES (2.85-2.86)

i- (2.85) corresponde a uma condi¢io bastante natural de se impor, caso estejamos
preocupados em garantir propriedades de convergéncia local razodveis, a “bons mini-
mizadores” de MRI. Veja que se B® for suficientemente positivo-definida na diregio
tangente as restrigdes , tanto os passos de Cauchy, quanto os quasi-Newton na diregéo
tangente, também satisfazem (2.85) automaticamente, e portanto qualquer passo de des-
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1i—-

cida “razoavel”, neste caso, idem.
Conf dxi {tul tod éncia z(*)
onforme veremos no proximo capitulo, se supomos que toda a sequéncia z}*/ con-
verge para um bom minimizador z*, o controle dindmico, ||h(z®)| = O(|] gp(:t: &1,
corresponde a dizer que

|28 — 2™ = flgp(=t)i (2.105)

Em particular, neste caso basta que a convergéncia se dé sem oscilagbes excessiva-

mente bruscas, no sentido que

28+~ &*|| = O(ll= ~ =) (2.106)

para que asseguremos (2.85). E facil vé-lo, combinando a equivaléncia (2.105) com o
lema, da restauracéo 2.4.3.ii e o controle dindmico em:

@D — 2] < [0 — sV +2EY — 2 + e - 2| (2.107)

A tnica restricAo a esta hipdtese, estd no fato de poder sugerir passos excessiva-
mente curtos, perto de pontos de Kuhn-Tucker que ndo sejam minimizadores do pro-
blema. No entanto, nos parece que este tipo de dificuldades, em qualquer abordagem
que se faga, no limite, terd de ser tratada como uma questdo de implementaggdo, com
salvaguardas especificas se as quisermos levar em conta.

QOtlhando de outro ngulo para a mesma questio, se estivéssemos preocupados com
estratégias para minimizagdo global, nosso interesse maior estaria voltado para se livrar
dos minimizadores locais, e neste caso a preocupagao iria no sentido inverso, ou seja,
de nao atender {2.85), para poder escapar deles. Ainda assim, nosso resultado fornece
pontos estacionérios para o problema, desde que o algoritmo néo “fracasse” (ZNX, = §).

Apontaremos uma escolha para CDR, que garante (2.85-2.86), no caso de usarmos
aproximacoes hessianas B%® coercivamente positivo-definidas, no sentido de existir £ tal
que, para todo k € IV e § € IR, tenhamos:

B8] > £l (2.108)

Definimos o passo horizontal 8% = z®+1) — 2} como o minimizador do modelo
quadréatico ¢®(§) = g(:r(’“))Tﬁ + 56T B®§, na regifio de confianca de raio A*¥), e o
multiplicador de Lagrange A\¥)| usado para avaliar o passo honzontal como o mult1ph~
cador associado a solugéo do problema quadratico que forneceu 3% i« As condigdes de
Kuhn-Tucker para o problema guadratico

argmin{g®(6) : AP§ = K (zN5 =0 e §< AW}
podeln Se escrever como:

§5 = —(BW 4y (g(a®)) + ABTAB)
= —(B® 4 u®) 7 (gp(z) + AP ANB) (2.109)
ANE)Y ’\(k)_)‘Ls(iﬂ.(:k})
-1 T, _ -
= —(AP(BW + pu®)TABHYTAL(BE 4 1) gp(a®)

(2.110)
(k)

v
@
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Como estamos supondo B coemivamente positivo-definida, (2.109-2.110) garan-
tem que, se Z N X, = § entdo 59 ¢ AX® = 2B — ) (a8} satisfardo ds condiges
(2.85-2.86).

Como pt¥)  permanece longe de 0, o lema da descida suficiente 2.4.5 nos comple-
menta (2.85), garantindo ||gp(z{))|| = ||6%7]]. Isto nos sugere a possibilidade de pensar
alternativas para CDR, como a que proporemos a seguir, nas quais se imponha um
“controle dinAmico da factibilidade”, sem ter que, necessariamente, calcular gp(z{") ex

plicitamente, em todas as iteragoes .

OBSERVACAO 2.4.3 - UMA ALTERNATIVA PARA CDR
Uma. alternativa que pode ser interessante para CDR, corresponde a fazer o “controle
dinamico da factibilidade”, impondo que

P = O(plY) (2.111)

ao invés de p{® = O(gpl™)). XCOR seria, neste caso, dispensdvel, e CDR sofreria modi-
ficacbes apenas no seu primeiro passo. Ele ficaria bem mais simples, na medida que p{*) ficaria
definido no comego da k-ésima iteragio de CDR, em func¢do dos dados da iteracfo anterior.
Lhe darfamos, explicita ou implicitamente, dois parAmetros adicionais, 0 < 1; < v3 e 0 passo

1 nesta alternativa se definiria por:

Passo 1. Atualizacio de x. , p, e do modelo quadratico associado:

a) Escolha

(k—1)
_ k) _ (k1) _ “!P H (k—1)
Pe =P =VUN l)p ez —V maz

TP C N

onde v; < v < vy.

b) Se {{r{z®)|| < pe, faga z, = z*). Sendo apligne REST a ., g, para obter
[z < pe-
c¢) Escolha uma matriz simétrica B € R**™ e considere:

q(6) = gTé + 6’*"36 (2.112)

Os demais passos ficariam idénticos. Na medlda. que afrouxamos o “controle dindmico”, é
natural esperar que, a “descida suficiente” conquistada, n&o piore, porém que tenhamos mais
dificuldades para evitar que ALE‘) atrapalhe a descida suficiente, conquistada com AL%"‘).

Com um pouco de boa vontade, da para aceitar, sob a hipotese de gerarmos uma sequéncia
uniformemente afastada de ¥, que a variagdo do Larangeano AL{), se decomponha em
ALEY?) “+ ALgC ), respeitando:

—ALY > ol | min (&9, E(p) %, EaBmin)
AL = 0@, llglol)

Em particular, isto nos garante pelo menos um ponto estaciondrio, do mesmo jeito que
antes, embora talvez percamos a garantia de manter pl)  afastado de zero, com condi¢des
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como (2.85-2.86). Isto significaria abrir mdo de poder garantir, teoricamente, que todo ponto
de acumulacio seja estaciondrio, com os argumentos da segunda parte do teorema 2.4.6.

Uma primeira motivago que nos move a propor esta alternativa, estd no fato dela ser
mais simples, e possivelmente menos exigente, em mimero de atualizagoes de h/{z). Pelo
menos a necessidade, ou nao, de uma restauragdo, fica definida ao iniciar cada iteracio. Além
disto, “longe” da solugdo podemos esperar que p!*) nio sofra variacbes bruscas. Isto nos
parece apontar para diferencas relativamente pequenas no comportamento das duas alterna-
tivas, longe da solugdo. Como localmente CDR nos parece claramente superior, temos af a
possibilidade de combinar as duas estratégias.

Uma segunda motivacdo que nos faz sugerir esta alternativa est4 na possibilidade de nio
precisar calcular gp*) em cada iteragio aproveitando implementacSes que gerem implicitamente

passos na forma
k
16571 ~ llgt | (2.113)

Eiste seria o caso de implementagoes como a que estd esbocada na observacao 2.4.2.ii
acima ( pelo menos se conseguirmos manter p*)  afastado de zero também aqui). Neste caso
obtemos (2.113) sem precisar calcular A (z!®) e gp(z{F)) explicitamente. A idéia aqui é fixar

0 < v < vy eno passo l.a definir

P = s e

mar

para algum v; < v < v,

(2.113) garante a condicdo colocada para p* no passo 1 para 0 < v, < vy definidos
implicitamente. Qu seja, temos ai uma possibilidade de fazer o “controle dinamico da factibi-
lidade” scin calcular g explicitamente.

2,5 CDRIN

Para resolver problemas de otimizagdo ndo linear de grande porte, uma estratégia im-
portante corresponderia a tratar, de forma inezata, os subproblemas lineares envolvidos nos
algoritmos criados, em particular evitando fatoragdes de matrizes. Note-se que algumas das
equacoes lineares envolvidas em CDR, como as de REST, e parte das equagdes que definem o
passo candidato em DS, estio tratadas de forma inezata na estratégia "descide suficiente para
0s passos candidatos”, mas nfo aquelas que envolvem a condigio de §; e p serem tangentes as
restricoes. Em termos de implementacéo, isto essencialmente corresponde a ter que admitir
fatoracdes de matrizes. Observamos que tem aparecido na literatura PQS para MRI, algo-
ritmos que se preocupam em fexibilizar a resolugo do passo em diregio a otimalidade, mas
que, de uma forma ou de outra, exigem, em algum momento, passos “exatamente tangentes”,
sugerindo, implicitamente, algum tipo de fatoracéo de A'(z) em cada iteragio. (Vide [Fon 90],
[DEM ]).

Dembo-Eisenstat-Steihaug em [DES 82], propuseram um método de Newton inezato, para
resolver F(z) == 0 que basicamente consiste em:
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DES
Dado z©®

Ache s tal que r¥) = F'(z(F))s®) 4 Fzt))
Faca zld+1) = g{k) 4 g(k)

Entre outras coisas mostram que, DES tem convergéncia local linear (numa norma ade-
quada), desde que [[r®[|/|F (@) < fmee < 1 e superlinear sss +*) = o f(z®)). Nosso
objetivo nesta secdo € apontar uma maneire de tratar, de forma inezata, todas as eguacdes
bineares o serem resolvidas, do ponto de vista da convergéncia global, e de forma que possamos
desembocar, naturalmente, numa teoria de convergéncia local nos marcos de [DES 82|, bem
como igualmente conveniente para métodos secantes.

Yabe, Yamaki e Takahashi em [YYT 91}, tratam da convergéncia global de um método
PQS, com resolugéo inexata de todas as equagdes lineares envolvidas. Demonsiram que, ao
relaxar a resolugdo das equagbes de Kuhn-Tucker para o problema, dentro de determinadas
folgas tedricas, apontadas no artigo, as propriedades de convergéncia global do método se
mantém. Nossa abordagem serd bem diferente, na medida que nossa preoccupagio € com a
construcho de uma estratégia de ajuste, que nos parega adequada a uma implementacio, € na
qual, igualmente se garanta propriedades de convergéncia global, como as obtidas para CDR .

Chamaremos de CDRIN ao algoritmo INezato obtido. Ele serd construido de forma que
CDR. resulte como um caso particular.

2.5.1 PARA UM TRATAMENTO INEXATO DE MRI

Na realidade, hi duas equagdes que devemos flexibilizar emn CDR, pensando em A =
h'(z.):

Ap = Alg+ATXN) =0 em XCOR " (2.114)
A8, = 0 em DS (2.115)

Além destas duas, uma terceira se imporé naturalmente para 0., como veremos adiante.
CDRIN serd obtido, incorporando a CDR. tres pardnetros, n, 7 € 7jsoc- €S represer-
tardo a precisdo com a qual resolveremos, de forma inerata , tres equagtes. A saber:

IN1 - Equagio que garante §, tangente as restricoes
Queremos flexibilizar a equagio (2.115), de forma a obter

46}l < nell Aljll6:H (2.116)

IN2 - Equagéo do gradiente projetado @ = g + ATX
Queremos resolver, de forma aproximada, a equagéio (2.114) de modo a obter:

LAl < mllAll|pll (2.117)
ol < llg (2.118)
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IN3 -

CDRIN 75

Resolucdo inexata de Ad,,. + Ah =0

A resolugo inezata de @ e & pode gerar diregdes de subida para a f. A forma que
temos para compensar isto, ¢ forcando uma corregio (inezate) 8. € R(AT), a0 passo
tangente obtido em DS, para compor o passo candidato =, do algoritino principal, e
satisfazendo

Os0c = AT”SU{_Z (21 19)
Ah = hiz.+ &) — hiz.) (2.120)
1 Asoc + Dl < ngoc|| AR (2.121)

Veremos adiante, com uma generalizagao do lema de Taylor de segunda ordem para,
o caso inezato, que uma tal correcio pode ter um efeito compensador importante, no
sentido de evitar diregdes de subida da f que possam surgir da flexibilizagio de (2.116).
Além disfo, contribue para que se possa dar passos maiores, sem sair de um dado cilindro
de confianca.

OBSERVACAO 2.5.1 SOBRE 7,, 7, € Nsoc—

Para esclarecer melhor os formatos propostos em (2.116), (2.117), (2.121), suponthamos

que A = F'(z,) lenha posto maximo. Neste caso:

i-—

Ao decompormos §; nas suas componentes tangencial (P{z,)d;}, e normal, (AT )
as restricdes, ou seja, fazendo 8, = P{z,)8, -+ ATy, obtemos de (2.116):

Omin 1A )] < |AAT ul] < {48,

Portanto, '
| AT |
16

Podemos entender A”p como um erre gerado na diregio normal as restrigdes, ao

< Ky(A)n, (2.122)

- permitirmos A§; # 0. (2.122) significa que, 7, controla o angnlo entre § e o espaco

i -

1i—

tangente as restrigoes, canisado pelo erro. Este significado geométrico, é o que orienta a
defini¢do em IN1.

Como @ deve ser, em cada z., uma aproximacdo de gp(x.) = argmin{|lg + AT Al :
A e R}, e g = Vf(z.) j4 é uma primeira aproximacao de gp(z.) disponivel, (2.118)
se impoe naturalmente. De um ponto de vista estritamente formal, seria suficiente
supor @ = O(||gl]), em vez de (2.117). Por néo termos mais Ad; = 0, nos parece

. 1

natural escolher, como modelo quadrdtico, ¢(6) = p¥'6 + 5631 Bé;, e tomar @ como a

diregao de Cauchy. Para que o passo de Cauchy, 6., seja uma escolha possivel em
DS(z,, q, ¢, A, A, 1), devemos ter

lAgll < |l Allll gl
Isto significa que, dado IN1, IN2 se imp&e naturalmente, como opgao, com 1y, < 1)y
{2.121) é uma escolha natural para resolver, inezatamente, a equagio AAT g, +

Al = 0, ao exigir que para aceitar 8, = A7 j1,,., se garanta para o residiuo AAT jigo.+ AR,
uma redugdo, na sua norma, de um valor inicial ||Ah|| para menos de 75, [|AR] .
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iv - Para fixar um pouco mais as coisas, suporemos daqui em diante (sem perda de
generalidade) que

IA

™= o <1 (2.123)

0
0 < oo < 1 (2.124)

IA

Note-se que 75, = 1, corresponde a permitir que se tome §,,, = 0.

v - 850 deixa de ser uma correcio de segunda ordem, no sentido estrito S, = O(]|6:|%).
No entanto cometeremos um pequeno abuso, mantendo a notagdo. Uma atenuante para
tal abuso, pode ser buscada no lema a seguir, onde veremos que se z, € um ponto
regular de h, no lugar de 8,,. = O(]|&;]|?), obtemos 8,0 = O(||7:6:]|). Portanto, 8. sera
de segunda ordem com relagéo a &, caso 1, = O(}|&||).

Notacao para esta secao A cada (T, 8, faoes Mgy ) € IRI™?™) | agsociaremos:

Ni- A= W)

N.ii - 650:: = AT,Uvsocs 6+ = 6t + 6304:: Ty =T+ 6+

N.iii ~ Ak = h(z + 6) — h(z), Ahy = h(@ + 8 + 6s0s) — h{z)
Niv—g@=Vf{z)+ATA

N.v = W,y (@) = VEf() + AT, Vh(a) = VA (@) + 371 (0 VPhe(a)
N.vi — K3{A) - nimero de condicdo de A na norma 2.

LEMA 2.5.1 Suponhamos que V C IR™ seja um compacto, no qual b é reqular. Entdo,
em

U = {(@, 61, fhsoes Mt Nooo) : T € V, € valem (2.116), (2.119-2.121), (2.123-2.124) }  (2.125)

podemos garantir:

Msoe = Ka(A)[O(n/l6]]) + O(l|6]*)] (2.126)
Bsoe = K2(A)[Omelléclt) + O(l6:)")] (2.127)

DEMONSTRAGAO
Veja que, a0 supor (AAT) inversivel, (2.116) e (2.119-2.121) podemos escrever:

ttsoe = (AAT)7YAS, 4 (Ah — A8,)) (2.128)
bsee = AT{AAT)YAS, + (AR — AS,)] (2.129)

(2.126-2.127) resultam diretamente de (2.128-2.129), da decomposigdo de A = h'(z) em
valores singulares, de h ser de classe C*, bem como de sua regularidade no compacto V. O

OBSERVACAO 2.5.2 QUESTAO TEORICA COLOCADA PARA CDRIN

Resolver de forma inexata um subproblema linear, na prdtica corresponde a usar métodos
iterativos para resolvé-los, cujas iteracdes sejam “relativamente baratas” computacionalmente.
A questdo tedrica gque nos parece colocada para CDRIN, neste contexto, € como permitir um
ajuste dos parametros nx, M. Nsec, Com suficiente flexibilidade, de modo a poder economizar
no numero de iteracdes dos subproblemas lineares, sem perder as propriedades tedricas de
convergéncia obtidas em CDR .
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Para explicitar o ajuste a ser proposto, precisamos de uma verséo “inexata” do lema de
Taylor de segunda ordem para MRI No caso “exato” (vide (1.4.1), se supomos Af,p.+Ah = 0,

e B =W,_, obtemos ¢(&;) = @76 + —2—631 Bé; como a aproximacéo até segunda ordem da f, no

sentido que Af, = f(zy) — f(z) = q(6:)+0(||6:]|*), bem como Ak, = h(z)—h(z) = of||&]|2).
Ao flexibilizarmos Ad; = 0 e A8y, + Ah = 0, obteremos:

LEMA 2.5.2 (VERSAO “INEXATA” DO LEMA DE TAYLOR) Sejam f e h
de classe C*, e V um compacto no qual h é regular. Seja, na notagdo explicitada em N.i—N.vi,

U = {(z,6: tsocs Ausp Ty Trs Naoey B) 1 & € V, B € R™™ § simétrica e
(2.116-2.121), (2.128-2.124) se verificam } (2.130)

1
Entédo, para g(6) = @76 + §6TBt5, obtemos em U:

LS

‘ , 1
Afy = q(6) + @ 00c — AT, (Abgoe + AR) + 55;*" (VEL(x, A ,) — B)S; +

[O(nellécI?) + o( 16 17)] K2 A)? (2.131)

Ahy = Abgo+ Ah+ [O(mll6cl?) + of 617 Ka(4)° (2.132)

P 6e = mll@l[O@ml8[) + Ol&:)1*)] Ka(A)? (2.133)

Absoe + Db = 4o [O{n ]|} + O(II5:}f)] (2.134)

Ao = O(Ky(A) (2.135)
DEMONSTRACAO

Supondo f e h de classe C% z € V, obtemos de (2.127), do fato que h é regular no
compacto V, e dos desenvolvimentos de Taylor de segunda ordem para f e h em V:

Af+ i f($+) - f(:t:c) = gT(ﬁt + 66%) + %((5: + 6306)Tv2f($(:)(6t + 6sor:) + 0((”6t + 6306”)2)

L3I

. 1
= glé+ g}T(SSOC — (AT/\LS])T(ésoc + &) — Eﬁg(AT Vh(z,.))8: +

b BTV, Vh@)6 + 56V F(22)80) + OSsclllSl + [Seel) + o(8 ) KA =

= @76+ 9 6s0c — A (Absoc + AR) + %6;‘" V2L(¢y Mgy )6

+ (O(mllE|” + o(ll&ll*) K>(A)? (2.136)
Ahy = h{zy) — h{ze) = A(Be + booc) + %53" V2h(z.)8;

- O(Buacl &l + 18l ) + 0150 + el ) (2.137)

(2.131-2.132) resultam de (2.127) e (2.136-2.137).
De g7 80c = (A®)T ths0e, h regular em V, (2.117) e (2.126) obtemos (2.133)

De (2.116), (2.121), e (2.127) resulta (2.134).
Como h é regular e de classe C* no compacto V, (2.135) resulta de {2.118). O

Olhando para (2.131 - 2.134), definimos

Ep = SF"‘Té’qsoc= (AQJ)TP'BOC (2.138)
Esoe = Abgoe + AR (2.139)
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Analogamente ao que se fez em CDR para ajudar na avaliacdo do passo Horizontal,
escolheremos um multiplicador de Lagrange A, € R™, para a funcio de mérito, que pode ser
AL OU nfo. Teremos para L{., A, ), a variagio Horizontal valendo

AL} = Lz, Ap) — L{z, Ay) = Afy + A TAR (2.140)

Definimos A
Ay = A — A (2.141)

e, correspondentemente, consideremos sempre U como no lema (2.5.2), ampliado com esta
varidvel A, . Podemos substituir (2.131 — 2.132), (2.138-2.139} e (2.141), em (2.140), obtendo,
ern U:

N 1 '
AL = q(6)+Ep+ A& + Eéf(sz(mc, Ay ) — B +
[O(ell6ell?) + ol [i*)] K2(A)? (2.142)

Considerando apenas os termos de primeira ordem, de {2.132-2.135), (2.142) e supondo
Ay = O(K,(A)), obtemos em U:

ALY = q(8) + Ep + Ao + O(|[8:]) K2(4)? (2.143)
Ahy = Euo+ O(||61l[*) Ka(A)? (2.144)

& = mlalllomlsl) + O(i6l*)K2(A)* (2.145)
Moo = NuodO01l8:1) + O8I ) K (A)? (2.146)

(2.145 - 2.146) nos informam, que &, e & determinam as principais diferencas entre
(2.143-2.144) e seu andlogo para o caso exato (2.69-2.68), podendo ser interpretadas comor:

— &, - Erro de primeira ordem em AL};, provocado pelo residuo Ag gerado, ao se admitir
solugbes inexatas de Ap = 0. Note que, se Ap = 0, isto nos d4 £, = 0.

—  Esoc - Erro de primeira ordem em Ah.,, proveniente do residuo £,,, = A8, + Ah, gerado
ao se admitir soluctes inexatas de Aé,,. + Ak = 0. A opgdo mais natural para a escolha
de A, é tomé-lo como hzg;. Isto tornaria nulo, o erro )A\L‘Jm em AL}, proveniente
do residuo &,.. J4 que pensamos em admitir outras possibilidades, como por exemplo,
tomar L = f, admitiremos também a possibilidade de um erro de primeira ordem }Eé’m
em ALY

A convergéncia global de CDR a pontos estacionarios, é garantida por um argumento
"tipo” descida suficiente, quantificada no lema {2.4.5). A anédlise 14 feita, se baseia no fato
que, dado um ponto candidato z,. = z.+6; +854, as variagbes de L(., A) e A podem se escrever
como em (2.68-2.69), reproduzidas a seguir:

AL = q(d)+0(l&2) (2.69)
Ahy = O(l&]?) (2.68)

A partir de (2.68-2.69), d4 para ver que, se um passo candidato for rejeitado em P3 de
CDR porque L(., A;) ndo desce uma fracdo significativa de ¢(6;), podemos interpretar que a
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regido de confianca estd grande demais, permitindo que a parte néo linear de L(., A) , sim-
bolizada em O{||6;]|?), pese desfavoravelmente. Ao reduzirmos &, suficientemente, isto deixara
de acontecer. Algo parecido acontece com Ak, e o lema 2.4.5 quantifica isto, numa cota infe-
rior para a descida de L(., A} em (2.686).

() ajuste que promoveremos nos parametros 1y, N € Mse, tenta adaptar esta anélise a
nova situagio, e tem por fundamento ( 2.143 - 2.146 ), a desempenhar, para CDRIN, um
papel inteiramente andlogo ao que (2.68-2.69) desempenham para CDR

As presencas de &, e &, em (2.143) e (2.144) quantificam, numa forma muito barate
de se medir, possibilidades que néo existiam em CDR para a interpretagdo de um fracasso
a0 testar =, no que diz respeito a adequagio entre AL}, e o modelo quadrético, numa dada
regido de confianga. Esta quantificagdo aponta claramente estratégias para a reducéo de 7 ,
M, Tsoe € A, em caso de fracasso do candidato z.. Explicitaremos uma destas estratégias
no procedimento AJUST, a ser usado em CDRIN.

Para. compreender a descricio de AJUST, considere que se z, for rejeitado em CDRIN,
entdo de forma inteiramente andloga ao que acontece em CDR, isto se deverd a:

+

AL
hel = thiz >2p. ou r= H <1071

A +
A AJUST sdo dados ALY, |48, Eps Eseer 9(6t), Aty [|As]lsper = f)f, Nty Ta, Taoe €

AL
Q(6t

AJUST
Atualize-se 0y, 7, Meoe € A, de tal modo que, 0 <7y <9, 0 < 750 < 1 € 8S€ consiga, com
a atualizacdo feita, garantir os seguintes pontos:

a— Se ||hy|| > 2p. entdo

a.l Se MsacllAb:|| > p/2, entao 7, Se reduziu & metade.

8.2 Se 55| Ad|| < p/2, entdo A se reduziu a metade.

b- Ser <10~ e AL} — (Ep + A Esoc) > £9(6:), entdo A se reduziu & metade.
c-Ser<10™e&, + i{é‘soc > —-%q(ﬁt), entdo
c.l- Se 5\3:8305 > —%q(ét), entdo:

c.l.a Se ool Al 48] > —54(8t), entdo 750, se reduziu & metade.
c.1b Se nucl ALl 48] < —1q(6:), entdo A se reduziu & metade.

¢.2— Se &, > —1q(6:), entéo 7 se reduziu & metade. Opcionalmente, se permite uma
redugio de A & metade, neste caso.

d- Opcionalmente, reduzin-se 9, 17 € e, de tal forma que continuem nao negativos. Se
7 fol alterado, entéo reduziu-se pelo menos & metade.
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OBSERVACAO 2.5.3 -

1- A forma como exploramos (2.143-2.146), para definir AJUST, pode ser explicada por:

A-

O item a de AJUST, trata do caso no qual z sai do cilindro de confianca de
ralo 2p.. Note que

1 €soell = 1| A8s0c + DAY < 7gocl|AG] + 050cO([i6:[|7) (2.147)

propicia uma razoavel separacgéo em &,,, entre “erros de primeira ordem em &
controlados por 7,,.|| A&, e os de ordem superior. Na medida que redugdes em
s0ct POdem se fazer a vontade, desde que haja rejeicio do ponto candidato z,, a
estratégia apontada no item a.i de AJUST, correspondente ao caso no qual 74,1 Ad||
seja relativamente grande, é de primeiro continuarmos a resolver Ad,,. +Ah =0, e
opcionalmente também A§; a2 0, com precisio cada vez maior, até que N,c||Ad|| <
p/2. Se isto for ineficaz para atender ||h,| < 2p,, é porque os termos de ordem
superior estao pesando muito ai, e a indicacéo feita em a.2, é para que se reduza o
raio da regido de confianga.

Ser <107* e AL — (£, + 5\’"_;830,:) > Bq(8,), isto significa, por (2.143), que
| — 5g(8)| = —.59(6) < ALK — q(6,) — (Ep + AL Euoc) = O(l6:[12) K2(A)?

A relagdo acima indica, que os termos de segunda ordem em AL; podem estar
pesando, tornando aconselhdvel reduzir o raio da regido de confianca A. Além
disto, opcionalmente, pode-se reduzir também 7y, 7 ou 5, conforme se faculta em

AJUST.d.

Casor <1074 e &, + :\L‘,’soc > —.5¢(6,), podemos entender que os erros devi-
dos & imprecisio na resolugéo de {2.117) e/ou (2.121), sairam do limite do razodvel,
sendo entao corrigidos a partir de c.1 e ¢.2.

Em c.1, a estratégia de ajuste proposta para o caso no qual A7E,,. fica relati-
vamente grande, é idéntica a que foi colocada no item a.

Para o ajuste apontado em ¢.2, relativo ao caso no qual hd rejeicdo de z,, e o
“erro” &, fica relativamente grande, infelizmente néo disporemos, computacional-
mente, de uma separacdo tdo nitida, entre termos de primeira ordem e de ordem
superior em ||&;]|. A estratégia aqui se fundamenta na observagao, segundo a qual a
presenca de ||@l){|é:]| no desenvolvimento até primeira ordem de &, nos propiciaré
uma, limitagéo, a priori, em cada iteracdo de CDRIN, para o miunero de vezes que
serfamos obrigados a reduzir 7, em c.2, conforme ficard claro na subsegéo 2.5.3.
Isto é o que nos permite uma escolha livre, entre reduzir ou ndo A, com o objetivo
de controlar de maneira maig fina os termos de ordem superior em (2.145), sem
prejuizo para as propriedades tedricas obtidas para CDR. Pela observacao 2.5.2,
isto atende plenamente, ao que descrevemos como, questdo tedrica colocada para a
definigdo dos ajustes a serem feitos, e empurra, para a implementacio, a decisdo
entre reduzir ou néo A nesta situagao.

Sempre que houver uma rejeicio do passo candidato, pode ser interessante,
além do que foi exigido AJUST.a~-AJUST ¢, reduzir 1y, 1 € 7sqc, de forma a exigir
mais precis@io na resolugdo de (2.116), (2.117), (2.121). Apenas se exige que 1,
50 sofra redugtes, caso sejam significativas, o que, alids, € algo Sbvio a ser feito
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em qualquer implementacio. Queremos evitar com isto, a possibilidade tedrica
de se ter infinitos retornos a XCORIN, para resolver de forma cada vez mais
precisa (2.117), sem que necessariamente Ap — 0. Se o método usado para resolver
Ag = 0, tnezatamente, tiver taxa de convergéncia linear, isto fica automaticamente
garantido.

2 - Veja que AJUST nos d4 liberdade para estabelecer uma dindmica compensatéria,
entre deixar algumas inequacdes correrem mais frouxas, e apertar outras, Por exemplo,

podemos ser menos exigentes com (2.116), ( mais cara ), desde que mais rigorosos com
(2.121} e (2.117).

3- Observe que, ac usar AJUST no caso exato, (1, = 0 e n; = 0), obteremos essen-
cialmente a atualizacioc proposta em CDR, com peguenas nuances em relaco & correcio
8s0c- Elas ficam atendidas, caso escolhamos 8., = 0 e fixemos 1,,. = 1 em AJUST, ou
8s0c = —AT{AAT)" AR e, neste caso, tanto faz o que usemos como 7, em AJUST.

2.5.2 DESCRICAO DE CDRIN

A forma que usaremos para descrever CDRIN, consiste em destacar, apenas, os pontos
nos quais sua descrigio difere da que foi feita para CDR.

Veja que DS e REST j4 estdo formulados de modo a permitir uma abordagem inexata.
Em XCOR temos uma tinica equagdo ezata a resolver, qual seja, a procura de A . que
fornece @ em {2.117). Denotaremos por XCORIN, a versao inexata de XCOR. Como XCORIN

56 difere de XCOR no passo de atualizacao P1, e na admissdo de ny, como parametro inicial,
descreveremos apenas o passo 1 de XCORIN, reiterando que os demais pertmanecem idénticos.

Pl - Atualizacgo de Ae g

a— Facah — Nh(z); A—=h(z) e g— g(z)

b— Ache A, € R™, tal que g = g+ AT, en, = ” “”g)ﬂl satisfagam [lg| < gl
g
bem como, uma das tres alternativas:

loll < minfe, —=—) (2.143)

| - logpmaa:
10°ngPmae < ||A(z)]] (2.149)
1Agll < mllAllgl (2.150)

OBSERVACAO

i Para ver como funciona a alteragdo proposta, podemos pensar que estamos em-

pregando qualquer método iterativo para resolver Ag = 0, que sc acumule cm alguma
sohugao.
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Afirmamos que P1 estd bem definido, no sentido que, se 1, > 0, entdo ou bem z é
estaciondrio, on se encontra A, satisfazendo uma das tres alternativas, num conjunto
finito de iteracfes do referido método. Basta verificar o caso £, = 0. Caso contrario,
obtemos ||Ag| < 7allAllet tm conjunto finito de iteragdes, o que significaria satisfazer
(2.148) ou (2.150).

Supondo &, = 0, se || P{z)g{z)]| # 0, entdo (2.150) é satisfeito num conjunto finito
de iteragoes. Caso contrério, se h(z) # 0, (2.149) é resolvido num conjunto finito de jt;
eracoes. Portanto, z estacionério é o inico caso, que pode requerer um conjunto infinito
de iteragoes.

Observe ainda, que a formulacao foi feita de maneira que, se @ satisfaz (2.148) antes
de satisfazer (2.149), entéo chegamos a um ponto de Kuhn-Tucker, dentro da precisdo

Bt € E1op. Se satisfizer (2.149) antes, entdo uma restauracdo serd exigida em P3 de
XCORIN.

Em particular, com esta formulacdo, XCORIN estd bem definido, no sentido do
teorema (2.4.1). Ou seja, exatamente os mesmos argumentos usados anteriormente,
garantirdo, igualmente, que cada chamada a XCORIN tenha terminacao finita, a menos

que convirja para um ponto estacionario de M RI, ou tenha pontos de acumulagio em
I

Passamos a descrever CDRIN. Os dados iniciais da k-ésima iteracio sao os mesmos colo-

cados para CDR, acrescidos de

0
0

m < <1

7}'30«:<1

IATA

Como CDRIN difere de CDR (por pouca coisa as vezes) em quase todos os passos, des-

creveremos abaixo a k-ésima, iteracdo de CDRIN na integra, partindo da descrigéo feita para
CDR | e ressaltando em negrito as modificagdes introduzidas.

PPasso 1. Atualizacao de z., p. € do modelo quadrético associado:
a)
Obtenha p,, T., Ac,Ber A € Pe, aplicando XCORIN a %) p., prue, Aey Diols Etor €
™ Se XCORIN retornou no Passo 2, pare, aceitando z. como sofugao.
b) Escolha uma matriz simétrica, B € IR**", e considere:
q(8) = g7 + %53"35
Passo 2. Definigao do ponto candidato z..

a) Ache §;, aplicando DS a (., ¢, @, A, A, 1 ), € escolha AL € R™
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b) Faga Ah = h(z, + 8,) — h(z,)

¢) Escotha g0 = AT jisec , de tal modo que
| Absoc + Ah|| < msoclj ARl

d) Faca 6, = 6, + 650 € T =T+ 04

Passo 3. Testando z;:

a) — Faga
= Lizy, Ay) — Lz, Ay) (2.151)
AL;

2.152
q(6:) ( )

b)-Se

Az, )] > 20, ou r<107*
b.i) - Use AJUST para atualisar 7, 95, 17s.c € 4.

b.ii) - Se ||[A@.|]| > ml 4| liw| , v4 para PL.b de XCORIN.
b.iii) - V4 para P1.b de CDRIN

(2.153)

Passo 4. Atualizagao

Faga ALy = L(z,, Ay) — L(z®, A1)

a) Se
ALy, > %(Lc‘ — L(z® AE-D) (2.154)
entdo faga  Pmar — Pmaz/ 2
b) Se
AL; > M%AL;I (2.155)
faca L7 = L{z., Ay)-

Faga k—k+1;a® —z 5 AW A ALp «— AL}

d)Escotha A > A e va para o Passo 1.

2.5.3 CONVERGENCIA GLOBAL DE CDRIN

A convergéncia global de CDRIN sera obtida, de forma praticamente idéntica a de CDR.

Nossa tarcfa, nestc caso, se reduz a apontar tres pequenas modificacdes, a serem feitas nas
formutlaces da secio 2.4, para estender os resultados 14 obtidos para CDR.
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Uma primeira modificacio reside nas hipéteses bdsicas, pois HSOC deixou de fazer sen-
tido. Do mesmo jeito que na secio 2.4, estamos assumindo até o fim desta secéio as demais
hipiteses bésicas. Igualmente fixamos uma dada aplicagdo de CDRIN, gerando, como l4,
sequéncias Z*) e Z obtidas em REST.

A segunda, corresponde ao fato que, em CDR a primeira etapa de cada iteragdo é rea-
lizada em uma finica chamada de XCOR, enquanto em CDRIN, podemos ter, na primeira
etapa, vérias chamadas a XCORIN numa mesta iteragdo. Isto sucedera, case venhamos a
reduzir 7 significativamente, de modo que a solugdo aproximada de | Ag|l < m||All{i@l| deixe
de sc verificar, em I’3.b.ii de CDRIN.

Podemos definir como primeira etapa da iteragdo k

i- Toda a iteraciio, caso Z*) njo seja finito, ou nela tenhamos infinitos retornos a XCORIN.

ii~ Caso contrdrio, tudo o que é definido antes do iltimo retorno de XCORIN, em zF) =
z\Fdx) . Neste caso, dizemos também, que a primeira parte da k-ésima iteracio, tem
terminagao finita.

Em particular, no caso de terminacgio finita da iteragfio, definimos os walores correntes
@) e pl® | do gradiente projetado aprozimado e do raio da regido de confianca, como aqueles
obtidos no retorno da ultima chamada a XCORIN.

Ao retornar a XCORIN, vindo de CDRIN, numa. chamada posterior 3 primeira, o fazemos
para tentar obter uma solucao melhor de Ag = 0, continuando, exatamente, no mesmo ponto
onde estdvamos no instante em que haviamos aceitado @, na chamada anterior a XCORIN. Isto
significa. que néo se alterou nenhum dado usado em XCORIN, exceto n,. Podemos entender
que tudo se passa, como se a primeira etapa do algoritmo se confundisse com uma tinica
chamada a XCORIN, feita com o valor final de 7, {no caso de um numero finito de chamadas

a XCORIN), ou com 1, = 0 no caso de infinitos retornos a XCORIN. Em particular, podemos
manter a definigdo anterior, para sucesso na primeira efopa.

Dizemos que ¢ primeira etapa é bem sucedida, caso:

i- Z*) ¢ finita e z® ¢ 3,
ii ~ 2% é infinita, e z* = lim z%*7) & estacionério.
e

Afirmamos poder estender para ¢4, o teorema {2.4.1) que caracteriza fracasso em XCOR,
e reafirmar também para CDRIN, que se a primeira etapa do k-ésima iteragdo ndo for bem
sucedida, entdo Z*) enconira S, ou seja, Z® NL, + ¢.

A demonstracdo desta afirmagao, consiste de duas partes:

a— ZF) ¢ infinita
Neste caso, podemos usar exatamente os mesmos argumentos de antes, para garantic

b - Z¥) ¢ finita
Neste ponto, temos uma questao nova, qual seja a possibilidade de um ciclo infinito
de retornos a XCORIN, numa mesma iteragio, inviabilizando a terminacdo finita da
primeira etapa. Veremos que um tal ciclo nfio pode acontecer, a menos que z{¥) € 5, ,
dentro da generalizacdo para CDRIN que faremos do lema da descida suficiente (2.4.5).
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A terceira modificagdo a ser introduzida, ¢ tecnicamente mais trabalhoss, e diz respeito
a “Descida Suficiente”.

No lema (2.4.5) para CDR, se mostrava que, se Z® ¢ finita, e zl¥) ¢ £ __ | a descida
ALE? no Lagrangeano, obtida com o passo Horizontal, admitia uma cota inferior, a depender
do gradiente projetado @{¥); e do raio do cilindro de confianca p®*!, mas nio do niirmero de
condi¢io de i/(z*). Em CDRIN, j4 nio nos parece possivel consegiir exatamente a mesma
coisa, pois agora e, € A, dependerdn do mimero de condi¢do de A'(z{). O enunciado do
lema de Taylor, para o caso inexato (2.5.2), sugere que as variactes de L e h, dependem deste
mimero de condigdo. A adequagdo & CDRIN, do lema de Descida Suficiente gue enunciamos
a seguir, difere da sua versao para CDR, essencialmente pela incorporagio desta dependéncia.

Além disto, em CDR a primeira etapa ter terminagéo finita, significava dizer que a
sequéncia Z®) & finita. Aqui poderia acontecer, aparentemente, um ciclo infinito de retornos
a XCORIN numa mesma. iteragfo, inviabilizando a terminag8o finita da primeira etapa. Para
dizer que z*+1} estd bem definido, sob as mesmas condicdes colocadas para CDR, teremos
que verificar que um tal ciclo nfo pode acontecer, a menos que z() € ) DA

LEMA 2.5.3 { DESCIDA SUFICIENTE PARA CDRIN ) Se Z®) for finita, e
¥ = 8k ¢ B, entdo z8TY) estd bem definido. Em particular, a primeira etapa terd tido
terminacdo finita, com g =+ 0.
Além disto, existem constantes positivas 59) , ék) e fék), tais que ;
?: —
— ALY = L@, A®) — LE@®D,A®) > 79| min{&l 9], & (68)172, Amin}
(2.156)
i - Se a primeira etapa sempre tiver terminagdo finita, com @{¥) # 0, e {z{®} ndo se
acumula em ¥, entdo podemos enconlrar tais constantes positivas independentemente
de k, ou seja, fazer {5“ =&, ék) =& e ;Sf” = &3, para todo k.

DEMONSTRACAO A demonstragdo segue, de perto, a que foi feita para CDR,
e por isto “economizaremos” alguns dos argumentos ja apresentados. Omitiremos o fndice
superscrito k&, sempre que ndo houver confusdo possivel. Em particular nunca omitiremos o
indice superscrito k, nas constantes tipo &; € £—j, a ndo ser pare egquelas que, de fato, indepen-
dam de k.

Suponhamos que z, = z¥) = »(Bde) ¢ 5 Tsto significa dizer que
t N k
A=h(z,) =H(zl")
tem posto mdximo, e que x. ndo é estacionério. Ao forgarmos, através P3.b.ii, solugtes cada vez
menos “inexatas 7 de Ag = 0, na k-ésima iteragado de CDRIN, estaremos gerando sequéncias

de multiplicadores {A;}1<ici 41, € de raios de “cilindros de conflanga ”  {p:}1<icipt1 » € @,
com 1 < ¢ < 00, € tais que

P = g+ATN (2.157)
[Ag:ll < oxll Al (2.158)
HA@:|l = mllAle:) (2.159)

1
Mn < 5 (2.160)
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(2.160) fica por conta de havermos incluido esta exigéncia em AJUST.

Note que, se [[Ag1|| < ml4|lll@: ||, para todo valor de n,, atualizado em AJU ST, nesta k-
ésima iteracdo de CDRIN, teremos iy = 1, indicando que 86 tivemos uma chamada a XCORIN
nesta iteracdo de CDRIN. Como queremos garantir que a primeira etapa teve terminacéo finita,
precisaremos mostrar que ¢ < 00.

Considere ainda para 1 < i < i + 1, os modelos quadriticos do Lagrangeano em (z., A;),
definidos na presente iteragio, como

1
%(6) = pl6 + §6TB£5

e T, = T, + & + bg0c, um passo candidato, definido ao aplicar DS a (w., g;, @i, 4, &, 1), para
algnmi <iy+1 e A > 0.

De HDIF, HC, (2.143 — 2.146) e (2.120-2.121), existem constantes positivas a(k), .. .E—s{k],
tais gue

AL < ql6) + Ep, + A e + &1 Ky (A)?|6,])2 (2.161)
el < pit Evo + & Ko (A6 (2.162)
] < (&' mn%||||at||+—"° 16[/21 Ko (A)? (2.163)
1€l < ool AS|+ G Ko (AY)6, (2.164)
N el <IN ||nm||A6tn+£5"°)K2( A2 8|12 (2.165)

Além disto, o lema de Taylor “inexato” 2.5.2, nos garante que as constantes positivas
—(k k) . " ) . .
&% ...&"% independem de k, sob HC e a hipétese sobre {xk} feita em ii, ou seja:

{zFIng, =90 (2.166)

Analogamente ao que se faz em CDR, conseguimos controlar os termos quadraticos de
AL%, bem como manter z,. dentro do cilindro de confianga desejado, com A; talvez pequeno,
porém suficientemente grande , neste caso encontrando via (2.161 — 2.165) e DS, constantes

- —(k . .
positivas fs( ) e 5_7(’“), igualmente independentes de k, caso (2.166) se verifique, e tais que se

k)

=) _ 6
= ey (2.167)
(k)
=0 _ &
§oo = Ky (A2 (2.168)
— .k )
A = min{Z |l &P /i, Armin} (2.169)
e A < 2AA;, entio
1
—a(6) 2 5leidlA (2.170)
PR (AB6]2 < m1n{160[|5p;|| ,}, para £ —1,2,4,5 ¢ 6 (2.171)

Levando (2.170 — 2.171) em (2.161 — 2.165), conseguimos eliminar todos os termos de
segunda ordem em [|&;]|2, e ficar com: '
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ALY < Sal6) + Emnledla] + Pl 495 (2172

el < 5ot oo AV (2173)
Verificaremos agora, que a primeira etapa tem terminacdo finita, mostrando que i, < 00.
Suponhamos iy = 00, por absurdo.

Entéo {2.1568) e (2.160) nos garantem que |[Ag;|| — 0. Como A = h/(z,) tem posto
maximo, por hipdtese, isto implica:

lim A = A () (2.174)

lim g; = gp(z.) (2.175)
lgp(z)ll < lloidl, peratodoie IV ° (2.176)

Afirmamos que gp(x.) #F 0. Para vé-lo observe que:

i— Se h{z.}) = 0, néo hé o que demonstrar, jA que z. nao ¢ estaciondrio, por hipdtese.
i — Se h{z.} # 0, P3 de XCORIN e (2.175) garantem que Ngp(z,) > 107%||h(z.)]|/ prmas-
Sejan:
P, = 10_3”‘9?(%)!9171&2 (2.177)
- (R =
AF = min{Z" gp(z:)ll, &P 1/p5, Amin} (2.178)
1
k) _—
T, = p— (2.179)
g 16085 Ky AR))2
*) = min lgpte) , V/Pe , e } (2.180)
{350, G TTA®T * g2 ®am] ” 24D B

(2.174) nos autoriza a supor i suficientemente grande, de forma que
A0l < 2012 (=) (2.181)

Para um tal i, (2.172-2.173) e (2.177-2.181), nos asseguram que se

A < 2A® (2.182)
m < ??g:) (2.183)
Tsoe < 760, (2.184)

entdo p} < pi, A < Dy, AL{ < 1gi(8) e |lh4|l < 2p; para todo i < oo, e, neste caso, a
k-ésima iteragio termina com A > A® /2. E facil verificar que AJUST foi definido de forma
que, {2.161-2.169), (2.172-2.173), e (2.176-2.181) implicam que, se houver uma rejeicio de
T4, pelo menos um dos pardmetros A, ), 0U %4, se reduz & metade. Além disto, se uma ou
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duas das relagdes (2.182 - 2.184) se verificarem, qualquer rejeicdo de z, implica que, pelo
menos um dos pardmetros A, 7, ou 7., presente nas demais, terd se reduzido pelo menos a
metade. Isto significa que, ou bem a k-ésima iteragio terminon, definindo z*+1 antes que
(2.182 — 2.184) se verifique, ou entdo num conjunto finito de iteragoes, teremos satisfeitas as
relactes (2.182 — 2.184). Mas isto significa i < oo, ou seja, a k-ésima iteragdo tem terminagdo
finita.

Sejam entdo @, = @i, © Po = Piy-

Considere ainda o inteiro %), tal que 2= « 7{® < 2-6©-1),

Veja que depois de s*) atualizacbes de 7, teremos garantido (2.183), e que para A <
27; , AJUST nos diz que sé teremos redugio de A em cardter opcional, e, mesmo assim, caso
haja reducdio obrigatéria de nx. Como isto sé poderd ocorrer no maximo s*) vezes, teremos

A > 279 A (2.185)

Como a cota para a descida ¢{6..), dada por (2.71), continua vélida no caso “inexato”,
(2.156) segue de (2.71), (2.169), (2.185) e

ALY > =107 (6) > =107, (5,.)

Observe que, (2.166) garante K,(A®)) uniformemente limitado em V, ¢ a(k) =& >
0.. .E;m = &7 > 0, ou seja, independentes de k. (2.167 ~ 2.168) garantem, neste caso, uma

o - —k) R e .
cota inferior positiva para gg( Ve Eék), bem como uma limitagio uniforme para s}, e portanto
também a parte ii do lema. O

OBSERVACAO 2.5.4 - BOA DEFINICAO DE CDRIN

No teorema (2.4.4) mostramos a boa definigdo possivel para a primeira ctapa de CDR.
Poderfamos descrevé-la dizendo que, dado & > 0, para algum i > k, uma das tres alternativas
abaixo se verifica:

1— A primeira etapa fracassa na i-ésima iteragio, ou seja, ZONE, + ¢
ii — ZU converge para um ponto estaciondrio de MRI, ou entdo z{?) = 249 ¢ estaciondrio,
iii — z® £ 2®

0 mesmo wvale para CDRIN, e os argumentos sdo literalmente os mesmos que usamos
para CDR, adaptados & versdo inexata do lema da descida suficiente.

OBSERVACGAO 2.5.5 - CONVERGENCIA GLOBAL DE CDRIN

O Lema 2.4.7 que garanie “espago normal suficiente”, igualmente se generalize para
CDRIN, essencialmente, com os mesmos argumentos usados para CDR. Apenas uma pe-
quena diferenga, na segunda parte do referido lema, merece registro. Lé se garante uma
cota inferior, ndo nula, para p{¥)_, admitidas as condigdes (2.85-2.86). Uma adequagio destas
condigdes ao caso inexato, suficiente para garantir a desejada cota inferior para p*) | se escreve

max?
como
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lz® =280 = Ol 1) (2.186)
IA® =2 @ = Ol (2.187)
IS = A @) = odlgl ) (2.188)

Observe que {2.186-2.187) correspondem a uma flexibilizacio de (2.87-2.88), para o caso
inexato, na medida que gp{z{*!) ndo se confunde mais com @!*) como antes. Caso tenhamos
lgp(z{E)|| == ||@l¥)]|, & facil ver que a condi¢do (2.188) se verifica automaticamente, supondo
(2.186-2.187). Considerando-se que niio garantir ||gp(z{*))|| = ||@)]||, é quase impensdvel, do
ponto de vista da andlise local, (2.188) é quase supérflua af .

Lembrando que gff) = g(z8} + #'(z®)TA®), é igualmente facil verificar que A® = \*)
atende {2.187-2.188), desde que 5% satisfaca (2.186), e |g® || = ||gp(z)]].

O teorema de convergéncia global (2.4.6) iqualmente se generaliza para CDRIN, com os
mesmos argumentos usados pare CDR, adaptados as versoes dos lemas de descida suficiente,
e de espago normal suficiente, que dispomos no caso inezato.

Na verdade, supondo-se que a sequéncia gerada permanece longe de %, obtém-se, nao
apenas uma subsequéncia {a:g‘j )}, tal que gp(m,(gk" )) — 0, mas também que g)&k" ) 0. Ou seja,
nao apenas obtém-se uma subsequéncia convergindo a um ponto estacionario, mas também
garante-se sen reconhecimento pelo algoritmo. Isto acontece por que a “descida suficiente” no
lema 2.5.3 s¢ escreve em funcio de g, Igualmente obtemos p{¥) — 0 ao impormeos (2.186-
2.187). Como nio fizemos nenhuma hipétese sobre 1, o fato de gt)f;kj - 0, indica que AJUST
se encarrega de garantir a precisdo necessdria a i, para tanto. Tal fato, nos parece numa boa
indicagao de estarmos na direcdo correta, no que diz respeito & atualizagdo dos parametros
em CDRIN.



Capitulo 3

CONVERGENCIA LOCAL

O nosso objetivo neste capitulo, é estabelecer uma teoria de convergéncia local de CDRIN,
para pontos que sejam bons minimizadores de MRIL.

Na se¢do 3.1, exploramos a estrutura local existente préximo a um bom minimizador, e
que servird de suporte a toda a teoria deste capftulo.

Na secao 3.2, situamos escolhas, que nos parecem razoaveis de serem impostas sobre a
construgao do algoritmo, e que garantem um resultado de convergéncia local, em vizinhancas
de bons minimizadores de MRI, com taxa linear num conjunto finito de passos. Lembramos
que, nossos resultados de convergéncia global do capftulo anterior, nos garantem apenas, no
melhor dos casos, que os pontos de acumulagéo obtidos sejam de Kuhn-Tucker, desde que o
algoritmo seja bem sucedido em “evitar” X,.

Na secao 3.3, estabelecemos condigdes suficientes para a convergéncia superlinear em dois
passos de CDRIN, com base na cldssica condicio de Dennis-Moré. Em particular, veremos
que, se passos quasi-Newton satisfazendo uma tal condigio forem testados em CDRIN, sufi-
cientemente préximos a um bom minimizador, entdao éles serdo aceitos. Veremos ainda que,
se a sequéncia {z¥} gerada em CDRIN convergir para um bom minimizador, para k suficien-
temente grande, ela pode ser identificada como proveniente de um método PQS “inexato”,
associado a CDRIN. A partir desta ponte estabelecida com PQS, indicaremos maneiras de se
“importar”, para CDRIN, métodos de atualizacido secante bem estudados em algoritmos PQS.

Na secao 3.4, formulamos um esquema conceitual ALGLOC, que descreve o comporta-
mento de CDRIN com as escolhas efetuadas, e para o qual produzimos resultados de con-
vergéncia superlinear mais finos que os obtidos na segdo anterior.

Como é de praxe ao se analisar convergéncia local, assumimos os parametros de tolerancia
£, = 0, e p, = 0. BExcluiremos da anilise a ser feita neste capitulo, a possibilidade de
XCORIN parar num ponto de .., em alguma iteracdo de CDRIN, ou da sequéncia Z gerada
se gcumular em Y.,. Isto nos permite concluir, do lema da restauracéo, da “Boa Definicdo de
CDRIN”, descrita no teorema 2.4.3 e na observacao 2.5.4, que se a primeira etapa da k-ésima
iteragio de CDRIN nfo tiver terminagdo finita, entdo j; = co e ZF) = {259 : 0 < j < oo}
converge a um ponto de KT com taxa linear em dois passos. Esta situagiio é bem mais simples
do que a outra, na qual CDRIN gera uma sequéncia infinita X, = {z{* : 0 < k < oo}, e que
serd o principal objeto de nossa analise neste capitulo. Consideramos CDR. como um caso par-

' 0_!3&“59 i
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ticular de CDRIN e assumimos também, ao longo deste capitulo, que Z € gerado satisfazendo
todas as hipdteses assumidas no capitulo anterior, ou sejo, HDIF, HB, H\, HA, HPR e HC.

Gostariamos de destacar ainda, um aspecto importante relative & notagao que usare-
mos. Neste capitulo, frequentemente teremos sequéncias referenciadas em {z*}, como {@{®},
{h{zN)}, {ﬁg L )}, mas s6 disporemos de informacdes sobre seus comportamentos para z{)
suficientemente perto de bons minimizadores. Isto nos motiva a fixar uma notagao, relativa
ao conjunto dos iterados {z(*)} gerados por CDRIN e subconjuntos U < IR, e referenci-
ada em 2 = {29 ¢ R* : 0 < k < k+ 1,0 < j < ji + 1}. Diz respeito a sequéncias
{sBd) ¢ R*, {t®+D ¢ R* e {w®) > 0} C R, associadas a Z, no sentido que 0 <k < k+1
e, para cada um destes k, 0 < j < ji + 1. Considere ainda o conjunto de indices K, para os
quais a:gk) permanece em U, ou seja:

K;={k : 2% € U} | (3.1)
Dizemos que s®3) = t:3) + O{w®)) em U,

i— Se {z{¥} for infinita (k = oo0) exigimos K igualmente infinito e stéd) = ¢lkad) 4
O(w'*9) pars as correspondentes subsequéncias indexadas em Kj, no sentido
usual, definido na secao §1.3.1

ii — Se k < oo, pelo que estd firmado para este capitulo no seu inicio, 257} converje
a um ponto de KT z*. Neste caso exigimos z* € U e s = &3 4 O(w®)) no
sentido usual.

Analogamente se define s = t83) 4 g(apt*:d)),

Entendemos as sequéncias indexadas em (k, j) e associadas a Z, como dotadas da or-
denagdo temporal de Z em CDRIN, ou seja crescentes com k e, para cada k, crescentes

com j. Por exemplo, se k¥ = oo, dizer que r®9) = of[Jh(z*))|)) em U, significa garantir
K; = {k; : z& € U} infinito, e que
L OO T ) I 2
(=N 7 [[A(zE0)|” || R(2®20))” '

3.1 ESTRUTURA LOCAL PERTO DE UM “BOM
MINIMIZADOR”

Uma caracteristica que nos parece fundamental em MRI, é a riqueza de sua estrutura
local, de forte apelo geométrico numa vizinhanga de um bom minimizador, em contraponto
& ausencia desta estrutura longe déle. Frequentemente, resultados que dela dependem sdo
demonstrados como lemas, associados aos métodos usados para resolver MRI, e num formato
mais analitico. Na observagdo 1.1.1 indicamos que a chave para nossa teoria de convergéncia
local consistiria em dispormos, perto de cada bom minimizador, de uma vizinhanca tubular
da variedade dual Dy; = {# € R : V,L(z,A) = 0, para algum A € IR™}, cujas fibras sio
as superficies de nivel de h. Para facilitar a leitura deste capitulo, formalizamos tal estrutura
no teorema que se segue. Conforme ja apontavamos na segdo 1.1, sua demonstragao consiste
num argumento standard de fungdes implicitas. Mesmo assim, optamos por apresentéd-la, até
por necessitarmos, em seguida, de uma parametrizagéo da variedade dual que nela aparece.
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TEOREMA 3.1.1 { ESTRUTURA DE Dy; PERTO DE UM BOM MINIMIZADOR )
Sejam f e h de classe C?, e z* um bom minimizador de MRI. Entdo exziste vizinhanga
V*, de x*, tal que
D* =Dy NV*
¢ uma superficie de classe C' e dimensdo m, formada por bons minimizadores da f nos niveis

vizinhos de Hy. Além disto, em V*, cada superficie de nivel da h, tem um wnico ponto de
intersecdo transversal com D*, e a projecio II* : V* « D*, definido por (1.7), qual seja

I (m) =D"N Hh(m]
estd bem definida, e € de classe C!

DEMONSTRACAO
supondo 2* um bom minimizador, seja Z* uma matriz cujas linhas constituam uma base
do niicleo de A* = h'(z*}, e fagamos a mndancga de varidveis

z(z,w) =2+ 22+ ATw, ondeze R*™e w € IR™ (3.3)
A derivada J*, de V;L(:E(z, w), A) : R**™ — IR™ no ponto (0,0, \*), se escreve:
J* = [V2,L(z*, A1) 2T, V2, L(z*, 2 A*T, A7) (3.4)
Como z* é wn bom minimizador, obtemos
J*(R™™,0, R™) = R" (3.5)

O teorema das fungdes implicitas nos garante entéo, fungoes z(w) e A{w) de classe (7,
definidas em alguma vizinhanga M*, de 0 € IR™, bem como uma vizinhanga V* de z*, tais
que se z(z,w) € V* e V L(z(2,w), A) =0, entdo z = z(w) e A = A(w). Ou seja,

D ={z* + Z2*T2(w) + AT w : w € M*} (3.6)

3.6 diz que D* é o grafico de uma funcdo de classe C*, definida em R(A*T). Por-
tanto, se V* for suficienternente pequena, D* serd uma superficie de classe C*, e transversal
a, TR’,(A"T)l = ’R(Z*T). Daf segue a transversalidade, entre Hy(,) e D*, em alguma vizinhanga
V* de z*. Possivelmente restringindo um pouco mais V*, obtemos a boa defini¢do de II* em
- V*. II* resulta de classe C1, por um argumento standard com a forma local das submersoes.
|

A grande vantagem que vemos de olhar para uma vizinhanga de x* através de II*, reside no
fato que podemos pensar a sequéncia Z, gerada em REST e CDRIN, como alternando passos
na direcao Vertical, objetivando a factibilidade, com passos Horizontais, que caminham colados
as fibras horizontais definidas por IT*. O lema a seguir, corresponde & uma versio analitica
desta estrutura, e informa sobre ordens de grandeza, dizendo basicamente que:

- (' — II*(z')) e sua projecio na diregio tangente as restricdes no ponto IT*(z')),
denotada por P(II*{z")){(z’ — IT*(z"))], assintoticamente se confundem.

- A distancia entre um ponto 7’ e sua “projecdo” II*(z’) em P* é da mesma ordem
de grandeza que a norma do gradiente projetado gp(z’)
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- A distancia entre 2* e a “projecio” de um ponto ' em D*, tem a ordem de grandeza
da “altura” ||h(z’)].

- A disténcia entre um ponto z' e z*, pode ser medida em ordem de grandeza, por
lgp(=")|| + {|r{z")]]. Isto é o que torna esta relagio atraente como fungdo de mérito,
localmente, na medida que ela d4 conta de medir avangos significativos em dire¢o a z*,
inibindo o efeito Maratos. Infelizmente, longe da solucdo ela nao serve, mas isto nfo
impede que a usemos localmente, desde que tenhamos como detectar, eficientemente,
que estamos nos aproximando de um bom minimizador. Teoricamente, ela tem servido
de base para andlises de convergéncia local, como a que Powell empreende em [Pow 78].

”fp(xrx)(x'-—x") i

u ?F(z‘) o fxlx™l &

I R IXED]
RINEAD]

Esbogo geométrico das grandezas envolvidas no lema 3.1.2.

LEMA 3.1.2 (VERSAO ANALITICA DA ESTRUTURA LOCAL )
Se f e b sdo de classe C?, e z* é um bom minimizador de MRI, entdo existe vizinhanga
V* dex*, tal que em V™, (V¥ x V*, em 3.11):

[ - PAF ()" - I"(2")) = ofll2’ — TI*(=")|)) (3.7)
P (@M=~ (z) = (& -T"(z") + o(||l2’ — II*(z")}}) (3.8)
lgp()| =~ |l=" —II*(z")|| (3.9)
(") —z*|| = [ (3.10)
% (z") = (") = O([k(z") — h{=")|I) + ORI + Ih(=")]I?) (3.11)
iz — 2|l =~ {lgp{z")I] + |A{z")] (3.12)
" ~z*|| = {2 — ") + [T (") — =] (3.13)
DEMONSTRACAO -

Dado um bom minimizador z*, iniciernos com * e uma vizinhanga compacta V*, de z*,
conforme garantidos no teorema 3.1.1. Para simplificar a notacfo, sejam

:LJ* — Hx(mr) e :I,'H* _— H*(mﬁ)



3.1. ESTRUTURA LOCAL PERTO DE UM “BOM MINIMIZADOR” 93

i- (3.7) e (3.8) dizem essencialmente a mesma coisa. Comegamos demonstrando-as.
Sejam:

§ = PE™)(z—z™)
6, = (I-P(a"))(z’'—z")
Portanto, ¥’ — 2™ = 6+ 8, & uma decomposicio ortogonal de ' — x| nas diregdes
normal e tangencial as restrigoes em z™. Como h(z’) = h(z™), obtemos em V*

Wa™) = h(z') = h(z")}+ K@) +8L) +o(|d + 8.1
implicando  #'(2™)(6,) = o(||6 +6L.|) (3.14)

Como A'(z™*) tem posto méximo e 6, € R(h'(z™*)1), (3.14) garante (3.7-3.8)

- Seja W™ = V2, L(z"™, A .(z")). Entéo o desenvolvimento em Taylor, a propriedade

Lipschitz de P(z) e A (x) em V* ¢ (3.8) nos déo, em V*
gp(e)y = P)VL{E' A ()=
= [P(a")+ (P(a') — Ps™)][W™(2' — 2") + B (@) (A (") — A (&™)
o([l=" — ™))
— P(a;ft)Wf*(:I:f . :L,f*) + o(llmf _ If*”)
= P(a")W"P(™")[P(z" )z’ — 2™)] + o(f}a’ — =™|)) (3.15)
Como z* é um bom minimizador, se V* for suficientemente pequena,

P(x™)W"™P(z™) serd “suficientemente” positivo-definida, em P(z™)R", de forma que
(3.8) e (3.15) garautem (3.9) '

+

i~ Como h é Lipschitz em V*, obtemos
Bz = Ia(z™)]| = [[A{z") — A(z" )]l = O(jl«" — 2*]]) (3.16)

Para verificar a desigualdade 3.10 no outro sentido, considere a parametrizacao de
D* explicitada em (3.6), e seja. w' € IR™ dado pelo teorema 3.1.1, tal que:

g =2* + 2T 2(w') + AT (3.17)
Como A*A*T tem posto méximo, temos que em R™

lw'|| == | A*A* T2 (3.18)

Como z(0) = 0, e z{w) é Lipschitz em V>, de (3.18) encontramos &; , &3, ( possivel-
mente restringindo V* ) e tal que em V*

lz* — 2%l = 2" () + AW < &|w'|

&l ATA

& A" (2" 2(w') + AT W] = &Gllh(z") + A" ~ 2Tl]
&lth(z")| + O(l|l="™ — 2*||)

Sallb@)] + O(ll="™ — 2*||*) (3-19)

IA

A

1

(3.16) e (3.19) garantem (3.10)
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iv — Escrevamos £’ com a inesma parametrizagao, ou seja

™ = g 4 Z*TZ(‘LU”) + A*Tw” (320)

Do mesmo jeito que antes, podemos escrever para algum &3, ( possivelmente res-
tringindo V* } que, em V* x V*

o =2 = 27 () — w) + AT @ = w")]
< AT (w —u")|
B2 (ow) — 2w) + A7 (0 — w)]|
Elh(@) + Ala" — 2] - (h(a") + A" — )|
< BlA(") — b0l + O(a" | + o — =" %
< Bl - Mal+ 02" =& IP+ s = a7})  (321)

(3.10} e (3.21) permitem concluir (3.11)

v - (3.12) é uma consequéncia imediata de (3.9-3.10), e do fato que gp(z) e h(z) séo
Lipschitz em V*. (3.13) segue trivialmente de (3.9-3.12}. O

3.2 CONVERGENCIA LOCAL A UM BOM MINI-
MIZADOR

O teorema de convergéncia global nos garante, na sua primeira parte, que se a sequéncia
gerada por CDRIN néo encontra a parte “ruim” do conjunto critico do problema (ZNX, = @),
entdao obtemos uma subsequéncia convergente a um ponto de Kuhn-Tucker. Com algumas
hipéteses adicionais, conseguimos melhorar este resultado, para garantir que todas as sub-
sequéncias convergentes tenham pontos de Kuhn-Tucker como limite. Nesta secdo, discu-
tiremos condigOes bastante razodveis para garantir que o método tenha uma propriedade de
convergéncia local a bons minimizadores de MRI, ou seja, que toda a sequéncia gerada, con-
virja a um bom minimizador z* de MRI, desde que admita uma subsequéncia convergindo a
z*. Além disto, o faremos de forma a garantir que a convergéncia se dé com uma taxa linear em
D passos, para algum inteiro p. Em particular, obteremos convergéncia local R-linear, a bons
minimizadores. Observamos que propriedades de convergéncia local R-linear, nos fornecem
hip6teses para resultados de convergéncia superlinear de métodos secantes, que independem
de garantirmos, a priori, aproximagbes hessianas muito apuradas, perto da solucao (vide os
teoremas 8.8 e 8.9 de [DM 77)).

Na segao 3.2.1 situaremos as escolhas a serem assurnidas, € na subsecao 3.2.2 demonstra-
mos o resultado de convergéncia local, decorrente das escolhas firmadas.

3.2.1 ESCOLHAS PARA UMA CONVERGENCIA LOCAL
66BOA77

O objetivo principal desta subsegfio, € esclarecer escolhas a serem assumidas em CDRIN,
que esperamos abrangentes e adequadas, no sentido de garantir a propriedade de convergéncia
local a bons minimizadores, anunciada acima.
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A segunda parte do lema 2.4.7, e a observagdo 2.5.5, nos fornecem uma cota inferior, nio
nula, a pmes, sob algumas condigbes dadas, e nos proporciona todos os pontos de acumulagio
de CDRIN serem criticos para MRI. Tendo em vista questbes que esclareceremos adiante,
estenderemos este resultado para uma situagao que, igualmente, garante uma cota inferior para
outras escolhas do Lagrangeano que auxilia na avaliacio do passo “horizontal”. O faremos,
de forma a incluir a prépria f nestas novas possibilidades.

CONDICOES SOBRE AS PRECISOES 7, 1) € 7o

A primeira das hipéteses que faremos, para garantir a propriedade de convergéncia local
perto de um bom minimizador, diz respeito as precisdes 7n, 7, 7soe- Consideramos duas
situacoes diferentes, conforme a escolha do multiplicador de Lagrange para a funcao de mérito.
Em HLOC1a consideramos escolhas satisfazendo (2.187), e para as quais temos garantida wma
cota inferior ndo nula para plf)  (vide teorema 2.4.7 e observagdo 2.5.5). Em HLOCIb con-
sideramos a situacfio mais geral, na qual apenas exigimos A*) limitada.

HLOC1

Conforme a escolha do multiplicador de Lagrange A*), garanta:

@ - Caso [|A® — A8 = O(llp® )
: k
lim ol = 0 (3.22)
16768 < 9lls 16 (3.23)
b — No caso geral, no qual \*) ¢ apenas uniformemente limitado, faz-se a corTecdo Oy

de tal forma que:

lim = 0 (3.24)
Jlim 752 =0 (3.25)
nonlE = ollie|) (3.26)

Além disto gpy“) deve ser, nos dois cas50s, uma aproximacdo aceitdvel do gradiente proje-
tado verdadeiro, no sentido de ser da mesma ordem de grandeza, em norma, que {{gp(z™)|,
ou seja:

@ = |lgp(={)|| (3.27)

Raciocinando como na observacao 2.5.1, é facil ver que a condigdo (3.27), é satisfeita
sempre que

1

lim sup ) < lim inf —————
"" 21 (W (®))

(3.28)

Como em AJUST se estabeleceu que 0 < 71 < 5™, (3.24) e (3.28) garantem auto-
maticamente (3.27) no caso b. Portanto (3.27) s6 representa uma restrigio a mais no caso
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HLOCla. Além disto, reiteramos que o ajuste proposto em CDRIN, tende a ter um efeito de
adequar gt a gp(z®). (Vide o tiltimo pardgrafo da observagdo 2.5.5.)

Observe que as condigdes colocadas em HLOC1a, sdo bastante pouco exigentes. Em
particular, o passo de segunda ordem é dispensdvel neste caso, mas pode opcionalmente ser
acionado caso desejemos menos preciséio no passo tangente 6;, obtido com o modelo quadrético.

Como estamos assumnindo, neste capitulo, que ZNY, = @, olhando para (2.132) e (2.134),
vemos que a condi¢io expressa em (3.22) é suficiente para garantir que z*+1) se afaste pouco,
assintoticamente, do nivel onde estava z*), ou seja:

Iz ®D) — h®)]| = olli6) (3.29)

Ja a condigdo (3.23), essencialmente, impede gue é}(k) e 6% fiquem numa mesma. diregéo,

SOC
caso 8] = 0. Também esta é uma exigéncia natural, uma vez que 6{*) est4 na dire¢io normal

S00
as restrigdes, e 6,:(’“) deveria ser “aproximadamente” tangente. Nas condi¢Ses assumidas neste
capitulo, (2.127) nos garante

188 = O(|I851) (3.30)

(3.30) e (3.23) nos permitem concluir, facilmente, que §° ¢, assintoticamente, da mesma

ordem de grandeza, em norma que 6;?] = 6§k] + 6% | ou seja:

soe

161 = Y63’ (3.31)

A exigéncia 7" — 0, colocada em HLOCL.b implica ||h/(z®*)5%| = o([|6]]). Como
estamos supondo {z{*'} longe de 2,, 1sto corresponde a forgar 6§k) assintoticamente tangente

as restrigdes. Em particular, obteremos |57 T6%)| = o(||6%1]||6%))), e portanto as relagdes

(3.29-3.31) valem igualmente no caso HLOC1b.

Se a escolha do multiplicador de Lagrange para avaliar o mérito do passo Horizon-
tal, ficar assintoticamente longe do multiplicador de quadrados minimos, a sua inadequacéo
para a andlise local nos aponta a possibilidade de fendmenos da natureza do efeito Maratos,
obrigando-nos a dar passos de segunda ordem com alguma precisiio, para poder garantir uma,
propriedade de convergéncia local a um bom minimizador. No entanto, isto nao significa que
devamos descartar tais multiplicadores por causa disto. Temos em mente que pode ser interes-
sante, longe da solucao, usar como funcédo de mérito a prépria f, por exemplo, caso o Hessiano
do Lagrangeano esteja facilmente disponivel. Neste caso, a corregdo de segunda ordem pode
tornar-se interessante, tanto para garantir passos grandes sem se afastar do nivel corrente,
longe da solugdo, bem como por ser, segundo o lema de Taylor para MRI 1.4.1, a melhor
opcao disponivel para avaliar o passo obtido com o modelo quadritico, caso B®* seja uma
boa aproximagao de V2 L{z*® A (z%))). Ao chegar perto da solugdo, isto muda de figura,
e pensando um pouco na estrutura local d4 para perceber que corregbes de segunda ordem,
passam a ser um desperdicio ai. A superacao deste impasse, nos parece estar no ponto de vista
colocado por Bertsekas, na sua anélise da convergéncia local em {Ber 82|, na qual, ele aponta
para um uso de diferentes fungdes de mérito, dependendo de se estar “perto” ou “longe” da
solucao. Nos parece interessante a possibilidade de usar, inicialmente, fungdes de mérito ade-
guadas aos passos a serem dados longe da solucdo, e, perto de um bom minimizador, tratar
o problema com a riqueza de estrutura que se dispde ali. Isto significaria, trocar a funcfo
de mérito usada até entfio, por uma mais adequada ao comportamento do algoritmo perto
de um bom minimizador. Para tanto, a gquestdo tedrica que nos parece colocada € a de se
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poder garentir indicacdes confidveis que estamos nos aprorimando de wm bom minimizador.

Neste nosso caso, conforme veremos na proxima secio, tais indicactes estdo essencialmente
b

garantidas, no limite.

Limita¢ao no tamanho do passo

A segunda condigdo que impomos para garantir convergéncia local a um bom mini-
mizador, trata de exigir uma limitagdo para o tamanho do passo horizontal, com relagio ao
gradiente projetado.

HLOC2
O passe dado sotisfaz (2.186), ou seja,

21 — 2 = 0|l g)) (3.32)

Trata-se de uma condicio bastante natural, ao pensarmos que se B® for suficiente-
mente positivo-definida na diregio tangente as restrigdes, tanto os passos de Cauchy, quanto
os quasi-Newton na diregfio tangente, satisfazem HLOC2 automaticamente, e portanto qual-
quer passo “decente”, neste caso, idem. Este é o caso se tomamos B%*) = V2 _L(z(® A®)
supondo HLOC1.a para pontos suficientemente proximos de um bom minimizador. Condigbes
usuais “tipo Dennis-Moré” apontam que perto de um bom minimizador isto deve acontecer se
desejamos convergéncia superlinear. No limite sempre temos o recurso de impor uma limitagao
no raio da regido de confianga na forma

A < 10°)901/(1B@ (3-33)

Dado o controle dinamico ||h{z || = O(||@i¥}}), 86 obtemos ||@l¥}|| “pequenc” se es-
tivermos perto de um ponto de Kuhn-Tucker. Portanto, uma tal salvaguarda, muitas vezes é
até recomendavel, no sentido de uma protecao contra modelos quadraticos muito mal condi-
cionados. A nao ser que, z{*) esteja muito prdézimo de wm ponto de Kuhn-Tucker, que niio
seja um minimizador de MRI, e do qual se deseje escapar rapidamente. Pensando assim, uma
restricdo a (3.33) estaria no fato de poder sugerir passos excessivamente curtos, perto de pon-
tos de Kuhn-Tucker que ndo sejam minimizadores do problema. Em geral, espera-se que os
iterados de algoritmos como o nosso, ac forcar descida suficiente para os passos horizontais,
tendam a “fugir” de pontos de sela. De qualquer modo, nos parece que possiveis problemas
com pontos de sela mal-condicionados, em qualquer abordagem que se faga, no limite, terdo de
ser tratados como questOes de implementagao, com salvaguardas especificas, se os quisermos
levar em conta. *

Demonstramos, a seguir, dois lemas que dependem de HLOC1-HLOC2, e que nos serdo
importantes na sequéncia. No primeiro deles, essencialmente registramos que a variacéio em h
com o passo horizontal, é assintoticamente muito pequena com relagdo ao gradiente projetado,
e que ||@t¥|| nfo pode crescer de forma muito brusca, de uma iteraciio para a outra:

LEMA 3.2.1 Nas condigdes firmadas até aqui:

*Deve-se regsalvar ainda que, wma limitac8o no raio da regido de confianca como em (3.33}, poderia ter im-
portantes contraindicagdes em alguns métodos secantes. Por exemplo BFGS, dada sua reconhecida capacidade
de corrigir B%) préximo a um bom minimizador, conforme veremos na segfio 3.3.3.
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1) —h(zEN) = ollgptll) (3.34)
(@™ ) = (el N = A @6 = olllap) (3-35)
et = odle™l) (3.36)

onde M%) é o multiplicador escolhido em CDRIN para augiliar na oveliagdo do passo.

DEMONSTRACAO
(3.34) decorre de HLOC2, (3.29) e (3.31)

No caso HLOC1a, (3.35) decorre de {3.34) e ||A®) — ) __(z{®)|| = O(||gp(=® ).
No caso HLOC1b, (2.132), (2.134}, (3.24-3.26) nos permitem melhorar (3.34) para

1h(a*) — Az = o(llgpi|*) (3.37)

(3.37) e HA garantem (3.35), também no caso HLOCIb.
Para estabelecer (3.36) veja que:

lgp(zED) < Nlgp(af)] + Nlgp(z*T) — gp(aN)|| + ||lgp(=TD) — gpz®HV)| (3.38)

De HC, HDIF e 2N %, = §, obtemos gp(x) Lipschitz no compacto Z (vide nota de
rodapé no teorema 2.4.7). Neste contexto, (3.38), HLOC2, o lema da restauracio, e o controle
din&mico garantem (3.36), através da equivaléncia (3.27)

a

OBSERVACAO 3.2.1 -
Veja que a variagao ALgf), do lagrangeano usado para avaliar o passo horizontal, com-

parada com a correspondente variacdo do Lagrangeano com multiplicadores de quadrados
minimos, ALY = L(z®*), ¢ (o)) — L(z®, (1)), se escreve:

ALY = ALY + ((z¥ 1) — h(a®NTE — 5 () (3.39)

(3.39) e (3.35) significam que, com as hipdteses HLOC1 e HLOC2, conseguimos fazer com
que a variacio em cada passo horizontal no lagrangeano, com um A*) uniformemente limitado
qualquer, se parece com a que ¢ calculada usando A¥), a menos de um termo limitado por

ol 1?).

O préximo lema nos garante que, sob HLOC1 e HLOC2, ndo nos afastamos excessiva-
mente de um bom minimizador, num conjunto finito de passos, desde que comecemos suficien-
temente perto dele.

LEMA 3.2.2 Dados p > 0 e vizinhanca V* de wm bom minimizador x*, existe vizin-
hanga V* de z*, tal que, se os passos dados satisfizerem HLOCI-HLOC2 e z{k} € V* entio
alF), b 1) gl 1) gb+d)  g4P) - permanecem em V*. Além disto, todos os 29 € Z

gerados para 0 < i < p, também permanecem em V*.
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DEMONSTRACAO-
De HLOCI1, HLOC?2, (3.12), do lema da restauragio 2.4.3, e do controle dindmico obte-
mos, para z¥ em alguma vizinhanca de z*:

20— @ < o = 2O + o) a7l = Ol + o) — o)
— Oz — ")) (3.40)
a9 — | < D — g0+ o4 — %) = O A(4D) )+ O( o) — 27
Ol + O(lls ~ 2"l

= O([=% —a*|) (3-41)
(3.40-3.41) garantem o lema para p = 1. Para p > 1 um argumento standard, de indugéo
finita, completa a demonstracao. O

QUANDO RESTAURAR ANTES DE ATUALIZAR ?

Apenas para fixar idéias, suponhamos que numa dada implementagao adotemos para p,
em P3.b de XCOR, a férmula p = p%f = p*) n_(2*#). Além de permitida em XCOR,
tal formula nos parece perfeitamente adequada, desde que comecemos com um p{)  bem
calibrado. Suponhamos ainda gue, ao completar alguma itera¢ao, por exemplo, & k-ésima, ob-
tenhamos |[A{z*+D)|| = p*) /2. Veja que préximo a solugdo, (3.9) nos indica que cada passo
horizontal dado com o objetivo de obter uma boa aproximagdo de £*, tenderd a diminuir,
correspondentemente, a norma do gradiente projetado. Se neste nosso exemplo, a norma
do gradiente projetado, |lgp{*||, diminuir sensivelmente, isto significa que muito provavel-
mente ng () = lp(zN)|/(||g(z]] + 1) também caird na mesma proporgio, principalmente
perto de um ponto estaciondrio para MRI. Se n,(z{")} cair a menos da metade, isto nos
dard ||h(z*+DY]] > plitln (2(+1)) e terfamos uma nova restauracio. Neste caso estarfamos
queimando uma atualizagio dos dados, s6 para a restauragio. Isto indica como recomenddavel,
perto de uma solugdo de MRI, for¢carmos na primeira iteragio de XCOR, uma restauracdo
com os dados da iteragdo anterior, a menos que ||(z*+1)|| seja bem menor que p*). Um
critério bastante flexivel, porém suficiente, para garantir teoricamente o que precisamos seria:

HLOC3
Seja a > 0. Ao iniciar XCOR numa iteracdo de CDRIN, utilize a opcdo de fazer uma
restauracdo inicial, antes de atualizar os dados, pelo menos nos casos em que

I+ 2 10°p{eng (280 (3-42)

maT

Veja que, de qualquer modo ||(z** V)| < 2% = p*) n,(z#)). O argumento colo-
cado logo acima, nos aponta que, por razoes de eficiéncia, seria recomendavel que qualquer
implementagdo de CDRIN deveria adotar a estratégia em HLOC3, com algum « > 0 e,
provavelmente, também com uma. constante menor que 103, Portanto, a exigéncia em HLOC3

corresponde a uma restricdio muito suave, além de dimensionalmente correta.

PASSOS GAUSS-NEWTON NA RESTAURACAO (ASSINTOTICAMENTE)

Uma das idéias que fundamentam nosso algoritmo, € a tio decantada robustez do método
de Garss-Newton para quadrados minimos, na sua convergéncia local gquadrética para pontos
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regulares que anulam h. Tirando proveito disto, j& que estamos supondo Z N L, = 0, nada

mais légico do que supormos que & = —A(’“'j)th(z(k’j)) seja sempre testado préximo da fac-
tibilidade em REST, no caso ezato. Como estamos interessados igualmente no caso inezato,
chegamos a:

HLOC4 O primeiro passo & = ATu", testado em cada iteracdo de REST num ponto
z, com uma aproximacdo A de h'(z), satisfard em U = {(z,p,A): z€ R", p € R™, A€
IRmxn}:

Aby + h(z) = of||h{2)])) (3.43)

Como uma restauragiio s6 é acionada em pontos. nos quais. {|2(2)]| “ameace” o controle
dinamico, isto significa que sé seremos obrigados, por HLLOCA4, a dar passos proximos do passo
Gauss-Newton, relativamente perto de pontos estacionarios de MRI. O préximo lema trata de
caracterizar o que aconfece perto de um bom minimizador, caso sempre testemos inicialmente,
em REST, um passo &7 satisfazendo (3.43).

LEMA 3.2.3 Supondo x* uwm bom minimizador, HLOCI-{ e as demais hipdteses ja
firmadas:
i— Se{x®} € finita e Z converge pare x*, entdo a convergéncia é superlinear.

@ — Se alguma subsequéncia infinita de {x{®} converge para z*, entdo existe vizinhanga V*
de x*, tal que, os passos obtidos em REST satisfazem, em V*:

53«+1,j) _ _hf(z(’c+1!3‘))fh(z("+1’j))+o(||h(z“‘+1’”)||) (3.44)
[ = o)1) (3.49)

Ao definirmos o passo Vertical completo, na iteracdo (k + 1), como

Fr—1

6$€+1) _ $£k+1) _ 3:{Ii:-l-l) — kz 63‘:4—1,}) (346)
§=0
obtemos, em V*
B @@yt + k(e ) = ofllp) (3.47)
hay = of| @) (3.48)

DEMONSTRACAQ

Como h'(z*) tem posto méximo, suponhamos V* suficientemente pequena, de modo que,
h' seja Lipschitz em V*, e para todo z € V*, h/(z) tenha posto méximo, bem como

18" < 2)|7 (=) (3.49)

i — Comegamos supondo que uma aplicacfo de CDRIN se esgota na iteracio k& e que Z
converge ao bom minimizador z*. Como REST tem sempre terminagdo finita, a continuidade
de h'(z), HA e a convergéncia de Z nos garantem que lim;_ . (A®) — p/(2%7)) = 0. Como,
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além disto, h'( . )1 é C' em V* e h(2™) — 0, HLOC4 nos obriga a testar 6( 3) inicialmente
em cada iteracdo de REST, de forma a satisfazer

6“”

Ei) = AED R ED) 4 oz ]) = R (25 ED) 4 o(Jh(zE)]))  (3.50)

De (3.50) resulta facilmente a aceitagdo assintética de 6{, j), assim como a convergéncia
superlinear de Z.

ii — Suponhamos que alguma subsequéncia infinita {z%)} convirja para z*.
Por (3.12), (3.27), (3.54) e o controle dindmico, podemos supor que, em V*.

g = llgp(=)) ~ ||$U°‘) | (3.51)
Seja V* C V* uma vizinhanca de z*, tal que, se z(*) € V*, entdo 2*+L3) ¢ V* para
todo z(k+19) gerado na iteragio k; + 1, conforme nos ¢é gacra.ntldo pelo lema anterior.
Suponhamos entdo {z{*)} contido numa tal V*, para i suficientemente grande. Como
temos z*+17) ¢ V* para 0 < § < jx, HA, o lema da restauracio 2.4.3, e o controle dindmico
nos dao:

A1) — AL < 5AHZ“""“’”—«’B("‘H)IISfamfsilh(:v“""“’)ll

= 0(lg™) (3.52)

AWTLD vale b/ (a®t1)) ou B/ (z{F)) e £®+) também estard em V*, caso z{*) € V™.
Portanto, como h'{z) é Lipschitz em V*, lembrando ainda HLOC2, o lema da restauragio
2.4.3, e o controle dinidmico, obtemos

[AGHLO) _ pr ket iy = Ol o)) (3.53)
(3.52-3.53) nos dédo
A — R (1) = O(gf)) (354

Como tomar pseudo-inversas é uma fungdo continua numa vizinhanga suficientemente
pequena de h'(z*), (3.54) e a convergéncia a zero de {|p*)|| garantem

Hin (AT g HLINE — g (3.55)

i—00

Suponhamos que 6( i) seja o primeiro passo a ser testado em REST no ponto z%+1:9),

Obtemos, de & € R(AT ) (3.43) e (3.55)
SEIID = ARGy g o[ RHD))) (3.56)
= R (R Th(H) 4 of B (3:57)

5( +J)

De (3.57) obtemos a aceitagdo assintdtica de , Nma vez que, se V* for suficiente-

mente pequena e z{f) € V*

R{z%eHLa) 4 53:;“'3‘3) = of[[h(z*+1N)) (3.58)
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Conforme a notagio estabelecida no inicio do capitulo, isto significa exatamente (3.44) em
V*, para as sequéncias s = §IFFI i) = pr (LR (A1) @ ) = ||R(EHLD)||.
Analogamente, (3.58) implica (3.45) em V*. Se jx > 0, (3.44-3.45) implicam, em V*,

16521 = o(fiaz"* M) (3.59)

{3.59) e o controle dindmico nos d&o, nesta V*:

=1 .
6Ef+1) L Y sht1d = SHLO) o(h(z*+)) = (3.60)
i=1
= &5+ of|gP) (3.61)
No caso em que hd restauracio na iteracio, como AL — hf(mgk}] ou AFTL0) —

R/ (z+0), HLOC2, (3.43), (3.44), (3.61) e o controle dinimico garantem (3.47) em V*,
enquanto que (3.45) junto com o controle dindmico implicam (3.48) em V*. Se nenhuma
restauragao é feita na iteragdo, HLOC3 garante o mesmo resultado. a

Garantindo “Espa¢o Normal”? assintoticamente

Observe que, sob as condi¢gées HLOC1a e HLOC2, o lema 2.4.7, na sua segunda parte,
garante uma cota inferior positiva para p{f).. Isto é mais do que suficiente como garantia de
espaco normal, para efeitos de uma teoria de convergéncia local. No entanto, na sua primeira
parte, o lema (2.4.7) nos garante apenas que p{*) nio diminue na k-ésima iteracio, se [|@®||
ficar muito pequeno. Isto ndo impede que o raio do cilindro de confianga possa ficar muito
pequeno em relagio a ||@{¥ ||, dependendo da histéria passada de @*). No entanto, se houver
convergéncia para uma solugdo, com taxa R-linear suficiente, de modo a garantir ||p{*|| — 0

com taxa R-linear inferior a 1/2, como p%)_ s6 diminue reduzindo-se & metade, neste caso
obteremos

@& = O(p¥,) (3.62)

Ou seja, podemos interpretar que, sob (3.62), ||@*)]| nunca fica assintoticamente “pe-
queno demais”, com relacio a pl*)  a ponto de poder inibir o espago necessério aos passos
horizontais para uma. teoria de convergéncia local a pontos de KT. Uma condigéo como (3.62)
nos parece praticamente indispensavel, para podermos garantir que os passos a serem dados
tenhain, sempre, o espago normal suficiente, para uma teoria de convergéncia local satisfatéria

para CDRIN. Cousidere, portanto

HIL.OC5
{0} e {p®) ) satisfazem (8.62)

O préximo lema interpretara (3.62), dizendo que (3.62) nos garante espago normal sufi-
ciente, para que os passos dados em cada iteragao, perto de um bom minimizador, ndo fiquem
“muito” menores que o gradiente projetado, no sentido que:

LEMA 3.2.4 Sob HLOCI-HLOCS, se x* é um bom minimizador, existem wvizinhanca
V> de z*, e nimeros positivos £,, £ tais que, se ) € V* ¢ 8% € um passo aceito em P3 de
CDRIN, entdo:
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™I < &6 (3.63)
“ALE > g2 (3.64

Em particular, obtemos em V*
@81 = ||85| (3.65)

DEMONSTRACAO
HLOCS5 e P3 de XCOR nos garantem & > 0 tal que

p > Gllgzll (3.66)
(3.62) e o lema da descida suficiente (2.5.3) nos garantem & > 0 e & > 0, tais que
- ALY > min{&]|of |, Glel I} (3.67)

(3.12), (3.27) e (3.67) nos garantem (3.64), muna vizinhanga V*, suficientemente pequena

*

de x*.

Por HDIF, HA, HB, (3.67) e Taylor, obtemos £, > 0, tal que, numa vizinhanca possivel-
mente menor V*, tenhamos:

Tlo®? < ~ALY < e |[I657 1| +&.l185 112 (3.68)
A equagio —&||g® |12 + |9 ||z + &® = 0 tem uma raiz negativa e outra positiva, na
forma
1+ 45*6‘; -1 ) p
o= L el (3.69)
Como [§%]] > 0, (3.68-3.69) nos garantem z < |65} , o que equivale a (3.63). (3.65)
segue de HLOC2 e (3.63). O

Sob HLOCla e HLOC2, obtemos as condigbes da segunda parte do lema (2.4.7), e
portanto uma cota inferior positiva para pff) . Em particular, isto nos garante (3.62),
com bastante folga. Estamos também interessados em situagdes mas quais ndo se garante
[(AF — (8] = O(|| @¥M}), como por exemplo, quando se usa a prépria funcio objetivo
f para avaliar o passo. No sentido de mostrar uma situagdo na qual se obtem HLOCSH neste
caso, nosso proximo resultado trata de garantir condigbes para que HLOCH se verifique também
aqui. Para simplificar a argumentagéo, trataremos apenas do caso exato, ou seja, de CDR ¢
suporemos h de classe C3. O teorema 3.2.5, a seguir, estende para escolhas de A} que ndo
satisfazem |A®) — X (z®))|| = O()|p®|)), a existéncia de uma cota inferior para p(*) . Infor-
malmente, fixemos idéias. considerando o caso A} = 0, ou seja, a prépria f para compor a
avaliacao de mérito do passo “horizontal”. Neste caso, perto da solucao, cada restauracio pode
fazer a { subir relativamente muito, em relacio & pequena descida conquistada para a f com o
passo Horizontal. Isto sugere, fortemente, uma correcao de segunda ordem para esta escotha
de A®) = 0. O resnltado abaixo nos garante, neste caso, uma cota inferior nao nula para p{}

desde que, além de adotar a correcao de segunda ordem, também forcemos um pouco mais
nas restauragbes, no sentido apontado em (3.70). Se temos em mente os comentédrios feitos
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logo apés HLOC1 e, por razdes de eficiéncia, adotarmos A*¥) = 0 apenas longe da solugdo,
o resultado abaixo vai na diregdo de garantir espago normal suficiente, para que possamos
identificar estarmos chegando perto de alguma solugao.

Reiteramos ainda, que estamnos supondo satisfeitas as hipdteses formuladas no capitulo
2.5, para CDRIN Em particular, estamos supondo A®*) uniformemente limitada. Veja ainda,

que exigir n k) =0, 60 mesmo que forgar uma corregdo de segunda ordem exata,

o) = h’(T(’“))T[h( )+ 8,) — h(z{¥))], na k-ésima iteragio de CDR.

TEOREMA 3.2.5 Suponhamos h de classe C3, g k =n®) =0, HLOC? € que se force

um pouce mais cada restauracdo, de modo a se obter

12(@EN = (ol le11%), (3.70)

caso haja uma restauragdo, na k-éstma iteracdo.
Suponhamos ainda, que uma das duas estratégios abaizo seja adotada, ao aplicar CDRIN:

i - HLOCS se verifica coma =1
- A1 = A = O(|| )

Entdo p®) > ptko)  parg algum ko € IN

DEMONSTRACAO

Caso HLOC1a se verifique, caimos na situacio j4 coberta pela segunda parte do lema
(2.4.7). Basta, portanto, supor HLOC1b.

Lembramos que, o lema da descida suficiente nos garante £;, &, e & tais que

1/2
— ALY > P || min{& g (|, o™ E| (3.71)

Observe que, se na k-ésima iteragio néo ha restauraciio, entio ambas as alternativas i e
ii do enunciado, juntamente com o controle dinamico nos garantem, para k suficientemente
grande,

JALP] = [(AEFD _ AENT p( B+ = O(pE) || 9l*)]|?) (3.72)

O mesmo argumento usado na segunda parte do lema (2.4.7), garante neste caso um fpqs
tal que, se pl®) < §0., entio

1
ALY < —gAL}}" (3.73)

Em particular p*) ndo diminue nesta iteragio.

Suponhamos agora k; e ky suficientemente grandes, e correspondendo a duas iteracoes
nas quais hé restauracdes, porém de forma que, entre &, e ky ndo se faga nenhuma restauracio
adicional. Neste caso, de (2.22) e (3.73) obtemos

ko—1
ALKkl = [glka) ZEy (g ARy = sz (AL}}‘) + AL{f))
k=k;
kg-—Q
Z ALY 4+ ALY o ALY (3.74)
k_kl

IA
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A idéia, agora, é distribuir a compensacéo de uma possivel subida de ALE,’FQ_I), entre as
(ky — k1) parcelas ALE";) em (3.74). Para fazé-lo, observamos inicialmente, que HA e HC nos
garantem uma condigio Lipschitz, £, para L(.,, A1) em Z. Desta condicéo, junto com o
lema da restauracao 2.4.3.iii, H), (3.70) e (3.36), obtemos constantes positivas £4, &5 e &g, tais
que:

ALgc'z—l) _ L(‘,L.‘(:-'cz)1 /\(kz)) — L(m(kz')’/\(kz—l))
L(.'ﬂ((,k?}, )\(kz—l)) — L(m(kzl’ /\[ka-l)) + (A(kz) _ /\(kz—l))Th(m(h))
< &ullal — o 4 &bl ot IP)
< Gl + Epl ol )I") (3.75)
Aplicaremos uma “soma telescépica” em ||h(z*2)}||, visando usar a condigho que garante

(3.70) para ||h(z{®))||. Nao haver restauragio para k; < k < ky, significa 2{¥) = z®), para
ki < k < k. Nestas condigdes, de HLOC2, (3.70) e (3.75), obtemos & > 0, tal que:

kg—1

ALPY < 3T EE®) — )] + &) | + Eaptika o=V )
k=kq
ko—1 o _
< S BIAEH) - )+ G et + Eop el 1) (370
k=k;

- k : : o .
Do mesmo jeito que para ALE,), em (3.73) acima , possivelmente diminuindo p,ez, con-
segnimnos garantir que, se pi¥). < g, € k for suficientemente grande, entéo

_ _ _ 1, ..o _
Ephe IOV + Eoplida |9 V) < — (ALY + ALETY) (3.77)

Para completar a limitagio procurada para ALE?Q"U, basta mostrar que existe Ppae, tal
que, se pt¥) < p. .., entdo obtem-se, para todo k entre ky e ky — 1, que:

maf —

E(Ih(=") - A < - ALY (3.78)

Como estamos supondo h de classe C°, e P = 7)) = 0, HLOC2 e o lema de Taylor
nos fornecem constantes positivas £ e £, de modo que

A1) — AleP)]| < &6 < E1e0|1° (3.79)
possa nos melhorar a estimativa (3.71), ao fornecer £1 > 0 satisfazendo
k . (T 1/3 —
= AL = g min(E (|9, Epl ", &I} (3.80)
O controle dindmico nos garante a > 0, tal que
GIn(®) =z < Eallg ol (3.81)

Analisamos, a seguir, cada uma das possibilidades para

o — 1/3 —
MIN® = min{g|lg®|l, E0p® ", &I}
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i~ MIN® =& ||
Neste caso, —ALY > &||@®| e (3.79) garantem (3.78), desde que

&
gl < b= 8&'1@ (3.82)
Se ||@*})| > b, satisfaremos (3.78), caso
y £1b
,05-,’:2;3 < Praz = ? (383)
1
i~ MIN® = ggp®!/
Neste caso, teremos &) tal que
El el = Eop ™ = Eralolfl, @)
implicando para ;3 = (£ /&2)°
Phe < Cusll@PI? (3.84)
1/3 .
_ALE'I;) > glﬁpma:l: ”90(":)”4!3 ('585)
De {3.81) e (3.83-3.84), obtemos
&GIAE*D) =) < Enfis oMol
1— 1/3
< —&opmaz P s
(k)
desde que L
(k) ~ _ 510 2
Praz < Pmaz = (———75) (3.87)
SEn s
- MIN® =7
Neste caso, fazendo
& (3.88)

;omam = 8511

atendemos (3.78), caso ) < e

TaE

Fazendo ppmq. como o menor dos valores encontrados em (3.83), (3.87) e (3.88), obtemos
(3.78). De (3.74), (3.77) e (3.78) obtemos

kg 1
ALl < L ZAL

.ic.... I

garantindo assim, que também quando hé restauraciio, p{f), nfio se reduz abaixo de algum

valor positivo, ap0s um conjunto finito de iteracdes. u
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3.2.2 CONVERGENCIA LOCAL LINEAR A CADA p PASSOS

Nosso resultado basico desta secéo, garante convergéncia local linear num conjunto finito
de passos, sob as condigdes discutidas na §3.2.1, e supondo uma subsequéncia convergente
a um bom minimizador z*. Na verdade, mostraremos que podemos dotar uma vizinhanga
V*, de z*, com uma fungdo continua ¢*(z) > 0, da mesma ordem de grandeza, em V*, que
qualguer norma do IR", e tal que ¢*(z) tem convergéncia linear a zero em z°.

Sob as hipéteses firmadas no capitulo 2, se a k-ésima iteracao de CDRIN néo tiver ter-
minacio finita, e Z¢*) nio se acumular em X, obteremos convergéncia linear em dois passos
de Z¥) = {z*) . 0 < § < oo} a um ponto de KT z*. Se z* for um bom minimizador,
e valer também HLOCI-HLOC4, o lema 3.2.3 nos garante que a convergéncia é superlinear.
Como estaremos analisando CDRIN, daqui para a frente, assumindo também Z N Y, =10
e HLOCI1-HLOCS3, ndo ha mais nada que nos pareca valer a pena explicitar, supondo que
CDRIN se esgota em alguma iteragdo k. Em resumo, estamos assumindo, ao longo do resto
deste capitulo, que

A, = {zF) : 0 < k < oo} € uma sequéncia gerada em CDRIN tal que, além de
satisfazer ds hipdteses formuladas no capltulo 2 e ZNL, =B, conforme indicagio feita
na introducdo deste capitulo, igualmente satisfaz HLOC1-HLOCS.

TEOREMA 3.2.6 (CONVERGENCIA LOCAL LINEAR EM p PASSOS )

Se {x{F} admitir uma subsequéncia convergente a um bom minimizador x*, entGo existe
inteiro p > 0 fal que toda o sequéncia converge para x*, com taze linear em p passos. Em
particular, a convergéncia € R-linear.

A demonstracdo do teorema se fard, generalizando a demonstragdo do mesmo resultado,
no caso de minimizagao sem restrigoes. No sentido de motivar a construcéo a ser feita, discu-
tiremos inicialmente este caso particular.

OBSERVACAO 3.2.2 - CASO DE MINIMIZACAO SEM RESTRICOES

Pensando no caso m = 0, temos ai um algoritmo tipico para minimizagéo sem restrigoes,
com passos de “descida suficiente”, em regides de confianga, bern como aproximagoes hessianas
B® limitadas.

Seja ¥ um bom minimizador de f: K® — IR,
O lema da descida suficiente ¢ HLOCZ, neste caso, garantiriam £, > 0 e uma vizinhanga,
V* de z*, tais que, se ¥ € V*, entdo:

g — 2B = 0O(|lgz®)]) = O(l|2® — 2*|)) (3.89)
Fa™) — f@®) < —&jlg®)|I? (3.90)
Como o polindmio de Taylor quadritico da f, em torno de z*, tem hessiana W* =

V2 f(z*) positivo-definida, ele define uma norma ||.[|y~ no R*. E imediato obter daf, muna
vizinhanca V*, possivelmente menor, de z*:

Iz —2*lle- = ¢ (z) = (z — 2"y Wz — 27) = ||g(2) | (3.91)
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Como g* é o polindmio de Taylor de grau 2, em z*, e f é de classe C?, (3.89) nos d4, em
Ve,
F@® ) = f(2®) = ¢"(@®V) — ¢"(@®) + o(|2 — =*|I*) (3.92)

(3.90-3.92) nos garantem & > 0 tal que, possivelmente restringindo a vizinhanga V*,
nela obtenhamos

¢ @) — g (@®) < & ")
g flwe < 1= Gfja® — 2w (3.93)

De {3.93) é fdcil concluir nma verséo do teorema 3.2.6 para MSR, ou seja :

ou seja, | ja!

Se urna sequéncia {2} for gerada satisfazendo (3.89-3.90), e alguma subsequéncia
convergir a um bom minimizador x*, entdo toda o sequéncia converge para T*, com taza
linear na norma ||./lw-. Em particular, isto garante a taxa linear num conjunto finito
de passos, em qualquer norma.

Fizemos, pelo resto do capitulo 3, z* pare denotar um bom minimizador, bem como
(V* II*) para designar uma vizinhanga tubular de x*, como a que é fornecida no teorema
(3.1.1), e com as propriedades garantidas no lema (3.1.2). Manteremos, igualmente, a notacio
do lema, ou seja, escreveremos &' = II*(z), para ' € V*.

Como VL(z"™, A {z™)} = 0, no compacto V*, o lema de Taylor se escreve como

L(7', A () — L(a* Ao (0)) = ' (@) +of[l=” = *[[7),  onde,  (3.94)
¢@) = 5@~ TVVLLE" A @)@ — ) +ollle — =) (3.99)

A demonstragio do teorema 3.2.6 generaliza a andlise apontada para MSR, ao fazer,
em cada nivel de h, e considerando ¢* definida em (3.95), essencialmente a mesma conta que
fizemos no caso MSR. ¢* deixa de ser um polindmio quadratico, porém pela observacao (1.1.1),
II* é de classe C?. Dado HDIF, V2_L(I1*{(z), A ,(II*(x))) resulta continua em V* e portanto
q* também é continua em V*. Como W™ é positivo-definida na dire¢do tangente as restrigoes,
é facil ver de (3.7-3.9) que, possivelmente restringindo um pouco V*, nela obtemos

¢a) > 0 (3.96)
~ [l = @) ~ llgp(a) 2 - (397)

{3.96-3.97) permitem interpretar ¢g* como uma medida, em V*, do quadrado da disténcia entre
cada ponto de V* e o minimizador, em V*, da superficie de nivel na qual ele se encontre.

Para a demonstracio do teorema, precisaremos de alguns lemas preliminares. Os dois
préximos lemas generalizarao para MRI, propriedades que g* satisfaz no caso MSR. O primeiro
deles se destina a verificar que ¢* exerce, com relagio ao Lagrangeano que ajuda a avaliar o
passo horizontal L(z®) + . ,A*)), um papel anélogo ao que exercia com relagao a funcio
objetivo em (3.92), no caso MSR.
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LEMA 3.2.7 - Existe vizinhanga V* de =* tal que em V*:
ke * Ly ® . ‘
ALY = " (1) — ¢ (@) + o(llgp(+)11) (3.98)

DEMONSTRACAO
Dado um V* conforme firmado acima, o lema 3.2.2 nos garante V* C V*, tal que, se
2 € V) entdo ¢+ = 20 4 607 € V*. Para verificar (3.98), considere z{? € {7, Podemos
escrever entao

ALY = L{p®+) AR _ Lg® Ak
= L(z"+D A (xfk-l-l}*))+h(m(k+1))?'(/\(k)_ALS(,I.{}:-H)*))
— L(z, A, (:r"“}*))—h( “")T[A“‘J—A (@) 42 (@)~ A (2]
= L{®0 A (%)) = R (A (2® ) — Ay (297))
= LW 2 @) + (R — ha))T A )—/\Ls(m“””*)) (3.99)

Somando 0 en (3.99), na forma

[—L(m(k+1)*! )"T_,s (x(k+1]*)) + L( '(k+1)*1 /\r,s (:L.[k-l—l)"‘))]
+ [—L(mgk)*,/\i‘s(x(k+1)*)) + L( AK)* ALS(;B“C—'_])*))]

chegamos a

ALﬁf) _ L(w(kﬂ)’)iw( k+1)*)) L{z (k+1}* A (,E(k+1}*)) (3.100)
+ L™ A (@6®) = LW, A (2007 (3.101)
+ L(xﬁ’“)*,/\m( (k+1)* 1) — A(zNT (A (= (b+1)*y )‘;,s(ﬂ?ik)*)) (3.102)
— Lz, A (=87 (3.103)
+ (A — AP (AF ) (23T (3.104)

Por (3.94), podemos substituir a expressio no segundo membro de (3.100), em V*, por
¢ (@H0) + o(|la+D) — gD |2y (3.105)

Como h(zt*)) = R(z¥"), (3.94) nos autoriza a substituir as parcelas nas linhas (3,102-
3.103), em V*, por
- g"(z®) + o[zl — 1) (3.106)
(3.9}, HLOGC2 e {3.105-3.106 ) nos permilemn entdo substituir as parcelas em (3.100) e
(3.102-3.103) por
¢*(z® ) — ¢ (=) + o[lgp(=E1%) (3.107)

Como VL(:::("“)* Ag(2tD")) = 0, a expressio em (3.101) fica controlada por
(”:t:(k“) T(k) |?), em V"‘ i
De (3.11), HLOCI1, HLOC2, {3.34) ¢ do controle dindmico obtemos, em V*:

a0 — 2| = O(lIa(=*+) = Aa()) + O(llgp(=ENIP) = o(llgp(=Dll)  (3.108)
Segue que, em V*, (3.101) satisfaz

L7, 2y (2®97)) = La®, Ay (@*)7) = of[lgp(e)]12) (3.109)
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Finalmente HLOG2 e A(.) Lipschitz no compacto V*, nos garantem [|A ((z{") —
A (EDN] = O(|lgp(z#) ), em V*. Juntamente com (3.34-3.35), obtemos uma limitagao
na expressio (3.104), dada por of||lgp(z8))|?), em V*

Juntando as limitagdes acima comentadas obtemos (3.98) em V' O

Vamos mostrar agora que, analogamente ao que se obtinha com (3.93), no caso m = 0,

- . k - " A +
q* funciona para um passo horizontal 6}{), dado em CDRIN e satisfazendo as hipdteses até
aqui assiumidas, provocando uma aprozimacdo ¢ D* com taza linear no sentido que

LEMA 3.2.8 Existe vizinhanga V* de z* e 0 < £ < 1 tais que em V*
0 < ¢ (%) < &g (a8 (3.110)
DEMONSTRACAO

_ Considere V* como no lema anterior. (3.64}, (3.96), o lema 3.2.2 e (3.98) garantem
£; > 0, bem como alguma vizinhanga V* C V*, tal que se z{¥ € V* obtemos

0< ¢ (s%) < g' (o) — L gp(a ) (3.111)

De (3.97), seja &; > 0, tal que em V*, possivelmente ainda menor,

0 < ¢*(a®) < &||gp(al®)|? (3.112)
(3.111), (3.112}, & > 0 e & > 0 nos déo (3.110), com
&
“ %5
([l

O préximo lema nos d4 wma relacio importante, que devem satisfazer z{¥), z{kt1) ¢ p(k+2),
caso zt®) esteja suficientemente préximo de um bom minimizador z*. Basicamente nos dirs
que, a reducio de g*(z) entre (1) e z*+2) com taxa linear garantida pelo lema anterior,
essencialmente se mantém como tal, também entre z{¥+1) e z(*+?) depois de uma restauragio

entre 2612 ¢ z{k+2) possivelmente “piorada” por um termo controlado por o(q*(z(*)}).

LEMA 3.2.9 Segam V* e 0 < £ < 1 como no lema anterior. Considere ainda {» <
Er < 1. Entdo existe vizinhonco V* C V™ de z* tal que em V™

¢ (=8 = ¢ (@®?) + O(Ia ) lllgp(zEH ) + o(llgpzE)1%) - (3.113)

¢ (@) < gt (@) +o(g* (=) (3.114)
g (@) = O(g"(@¥)) = O(g" (=) (3.115)
DEMONSTRACAO

Comgegamos com V*, como no lema anterior, e aplicamos o lemna 3.2.2 para obter V* C V>,
de forma que, se (5 € V* entdo z), zte+D gt 7(+2) ¢ p(k+2) estejam em V*.

Suponhamos z(¥) & V*, e simplifiquemos um ponco a notacdo para
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Wi = Vz L{(z®" )k (P
W = VI LM @)

A seguir, decomporemos a expressao 2[ g*(z{*t2) — ¢*(z*+?) Jm numa soma de 5 fatores,
substituindo

(w8 g0y = (D) U2y (a0 0Ty k) (k427

no 1iltimo dos fatores A esquerda em

q*(xﬁk“J) _ (:L.QH—Q) q.(k+2 )TW (k+2)* (2 e+ _ :ngrg)*)’

bem como

(x4 _ ple+2*) _ (plh2) (k+2) ) — (albHD) gk D) (2" (k4D

no primeiro dos fatores 4 esquerda de

q*(a:(k+2)) — (3;(k+2} _ I(k+2)*)T"V(k+2)*(ar(k+2) _ .’L‘UH—Z)*),

Obteremos assim,

20" (@) =g @S] = (@l — s (G ) (3.116)
- ($Ck+2) — $£k+2}*)TWc(k+2)*($£k +2)* :1:“”‘2)*) (3.117)
+ (mgkw) _ xék-f-z)*):'"(wc(k-ﬂ)* _ W(k+2)*)($(k+2} _ .’E(k+2)*)
(3.118)
+ ($£k+2) - I(k+2))TW(k+2}*( (e+2) _ m(k+2)*) (3.119)
(m£k+2)* 2 k+2) )Tw(!c+2) (z (k+2) _ m(k-w.)*) (3.120)

Observe que, do lema da restauragio 2.4.3, gp(x) lipschitz em V*, HLOC2, (3.9), (3.11),
{3.36), ¢ do controle dindmico, obtemos em V*:

lap(@FE = Ollgp(=))) (3.121)
® 2 — 227 = O(|lgp(=FHD)1) (3.122)
e+ — a2 = O(||lgp(=E+ D)) (3.123)
a2 — g = O(a D)) (3.124)
287 — & = O(f|R(2®T))) (3.125)

Possivelmente, restringindo um pouco mais V*, obtemos V2 L{z, A  (z)) nniformemente
continua em V*. Isto significa que:
i- (s hessianos acima sao uniformemente limitados em V*. Portanto, (3.122—3.125) e

(3.12) garantermn que as expressdes (3.116), (3.117), (3.119) e ( 3.120) admitem, em V*,
uma limitagdo, do tipo, O{||A{z* M ||lgp(ate+ ).

ii— Como V2 L(z, A (%)) ¢ uma funcéo uniformemente continia em _vizinhangas com-
pactas de z*, (3.122) e (3.123) nos asseguram que (3.118) admite, em V*, wma limitagio

do tipo 0(”910( kHJ)H )

i e ii acima nos déo (3.113), em v
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(3.34), {3.48) e (3.121) nos garantem, em v

RS2 = a8 + o llgp(f 1) = olllgp(=)) (3.126)

(3.110), (3.113), (3.121), (3.126) e a equivaléncia (3.97) garantem (3.114), possivelmente
restringindo V* um pouco mais.

(3.115) é uma consequéncia imediata de (3.121) e da equivaléncia (3.97). 0

Em particular, (3.114) nos informa que existe 0 < £,« < 1, tal que, dado w > 0, entao
existe kg > 0 e vizinhanca V™ de z*, tal que se mng permanecer em V* para lodo k > ky entdo
si = ¢* (%)) dever satisfazer, a partir de ky , as desigualdades

0 < Spyo < (Squ_:g+1 + WSy (3127)

g1 = O(Sk) (3128)

O objetivo do préximo lema é demonstrar que, uma sequéncia satisfazendo {3.127-3.128),
para w suficientemente pequeno, tem uma limitag&o no seu comportamento que implica con-
vergéncia linear num conjunto finito de passos para zero. A demonstragio do teorema (3.2.6)
se completard, verificando que dada vizinhanca V* de z* podemos encontrar uma vizinhanga

nela contida V* tal que se z{*) estd em V* entdo z{*) nfio sai mais de V* para k > ky.

LEMA 3.2.10 Sejam ky < 00, 0 < kg < k1 —2 e M > 0. Suponhamos que a ky se

_ - . , ~ - 1—¢2
associam i, € Wy, > 0, tais que 0 < &, <1l e w,%a < S .

Suponhamos ainda que, para todo inteiro k, entre ky e ky, tenhamos,

Sk41 < MSk (3129)
S > 0 (3130)
Sk42 ﬁ €k3k+1 +w;68k (3131)
onde,
0< & <&, <1 (3.132)
0 < wi < @, (3.133)

Entdo, para todo k e j > 2, tais que kg <k < k+ j < ky, obtemos
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sps < 2(1+ M)s,;ﬁ_gj_l), onde (3.134)
g, = ot “‘S;" 4% (3.135)
Em particular, se ky = o0, entdo:
i — s, converge a zero, com taza linear num congunto finito de passos p > 0.
i1 — Se &, — 0 ewr — 0, entao a convergéncia é superlinear em dois passos.
DEMONSTRACAO

Sejam ky < k < k1 — 2, e considere a soluciio §; para a equagio de diferencas finitas
abaixo, com condigoes iniciais em k e &+ 1, dadas por,

Siva = EroBrss + Do (3.136)
5t = s5p (3.137)
Sk4l = Skl (3.138)

Uma tal solucio estars definida para k > k. Seja ainda, para k < k < ky
8k = Sk — Sk

Segue de (3.136-3.138) ede 5, > 0, &, >0, @, > 0, que &, > 0.

Vamos verificar agora que, 8 também satisfaz (3.131) .
Para tanto, veja que

Shyz ~ (Edkpr +wide) = Sigo — (EkSkyr + wWirSk) (3.139)
—  [Sky2 - (€koBra1 + WioSk)] (3.140)
+ (& — Eho) St + (@ — Wiy )3k (3.141)

O lado direito da relagao acima, tem seu primeiro termo < 0 por {3.131), o segundo nulo
por (3.136) e o terceiro negativo ou nulo por (3.132-3.133) e 5; > 0. Isto garante a afirmacio
feita logo acima.

(3.137-3.138) nos dao 3 =0 e 5z, = 0. De £k, > 0, @k, > 0 e § satisfazendo (3.131),
obtemos 3 < 0 para todo & entre k e ky. Isto significa que,

0 < spyy € 8y = Col + &7, (3.142)

onde 0 < &, < le —&, < E}CU < 0 séo as rafzes da equacho caracteristica, 2% — ékoz —w=70
de (3.136). As condiges iniciais (3.137-3.138}, nos dao

_ ki1~ Sibky L3 -
0 = T < (14 ) gt (3.143)
— %k T sf_cgko 5K
1Cy] = |——~m€ko % < (1 +M)—£_ku (3.144)

Como [£f, | < &, < 1, (3.142-3.144) nos garantem (3.134).
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Em particular, se & = co

i- (3.134) significa neste caso convergéncia R-lincar, com taxa &,. Fazendo p tal que
2(1 + M) ,’c’o“z < 1 obtemos, ainda de {3.134), a convergéncia linear em p passos, uma
vez que, neste caso Sgy, < &,9%, para todo k > k.

li- Se § — 0 e wy — 0, isto garante por (3.135), a definicdo de éko, de &y, a possibilidade
de escolher &, — 0, e portanto de obter 2(1 + M )£, — 0. Mas entéo, (3.134) garante
a convergéncia superlinear em dois passos de sp.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2.6 -

Conforme a observagio feita antes do lema anterior, dados {3.114-3.115) e o lema ante-
rior, a demonstragdo do teorema consiste em verificar que, para alguma vizinhanca V* de z*
como no lema 3.2.9, existe vizinhanga V* € V* tal que, se z{f) estiver em V*, os iterados
gerados por CDRIN néo abandonam mais V*, depois de k.

Dados V* e £,+, como no lema 3.2.8 e w < 4/(1 — £2 )/4, (3.114-3.115) nos autorizam a
supor & > 0, V* como no lema 3.2. 9, e tais que, se a: )€ V* entao

¢ (@8) < gt (35 + we () (3.145)
g (2F) < Eg* (=) (3.146)

(3.96-3.97) e o controle dindmico nos permitem supor Ve possivelmente um pouce menor,
de modo que tenhamos 0 < & < &; garantindo, em V*

&z — 27| < ¢" (@) <Gl — 2| (3.147)

Observe que, neste caso, &, = £ € Uy, = w satisfazem as condigdes deles exigidas no
lema anterior, desde que z*0) € V*, Seja entéo

_ o« + 4 JEL + dw? .
Ep = o s <1t& < 1, (3.148)

2 - 2

ep € IN, tal que

21+ B < L (3.149)
4¢3
O lema 3.2.2 nos fornece um ¢ > 0, de tal modo que, se |[z*) — z*|| < &, entdo
(k)’ :L‘(k"'l) (k+1] (k+2) cey x(k+i") $Ek+p+1) estao em V*

Afirmamos que, se ||z — z*|| < ¢, entdo z{¥) e z*) permanecem em V*, para todo
>k
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Para garantir a afirmacao, dada a defini¢ao de ¢, basta verificar que para todo m € IV

[z — gl < e {3.150)

Suponhamos ||z — z*|| < ¢ .
Neste caso, 3.150 é trivialmente valida para m = 0. Supondo (3. 15[)) verdadeira para
0 < m < 7, obtemos pela definicio de £ que z{*) e 2 +D permanecem em V*, para k4 mp <

E<k+ (m + 1)p. Da construgdo feita acima, (3.134) e (3.149) obtemos entéo
qst ($£k+[7ﬁ+1)P ) €2 *(lr(k-i-(m]p)) (3151)
T
De (3.147), (3.150) e (3.151) concluimos

q* ($£k+(ﬁ+ 1)p) )

“'I {(k+{m+1)p) __ 3"*”2 < _
2
) e - P
47, 1
82
< (3.152)

Pelo principio de inducao finita, isto nos d4 3.150, para todo m e, portanto, a afirmacao
feita em itdlico. O lema 3.2.10 nos garante assim, a taxa linear de convergéncia, num conjunto
finito de passos, de ¢*(z{®). A equivaléncia (3.147) em V* garante o mesmo também para
lz{<) — z*||. Em particular, a convergéncia linear num conjunto finito de passos garante a
convergéncia R-linear. ]
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3.3 CONVERGENCIA SUPERLINEAR EM DOIS
PASSOS DE {z{®}

O nosso objetivo principal nesta segdo, é estabelecer uma condigéo suficiente para a con-
vergéncia superlinear em dois passos, da sequéncia {z{*) : 1 < k < oo}, gerada em CDRIN.
Isto significa, basicamente, estabelecer condigoes sobre o modelo quadratico adotado e o passo
Horizontal nele escolhido, em P2 de CDRIN. O faremos de forma a levar em conta a ja
cléssica condicio de Dennis-Moré para convergéncia superlinear, a ser melhor detalhada adi-
ante, bem como o ponto de vista “inexato”, presente no, igualmente cldssico, trabalho de
Dembo-Steihaug (vide [DES 82} e o comentério sobre o algoritmo DES no comego da se¢éo
2.5 ).

Na. subsecao 3.3.1 estabeleceremos a condicéo suficiente para convergéncia superlinear em
dois passos, amunciada acima. Na §3.3.2, verificaremos que {z{*} satisfaz um algoritmo tipo
PQS inexato associado, e que a condigio suficiente por nds encontrada, guarda estreita relagao
com uma. condigdo suficiente para a convergéncia superlinear em dois passos, estabelecida por
Powell para PQS cm [Pow 76]. Na §3.3.3, exploramos & rclagio cstabelecida na subsegéo an-
terior, com o objetivo de indicar uma maneira de “importar”, para CDRIN, métodos secantes
teoricamente consolidados para PQS.

3.3.1 CDRIN E A CONDIGCAO DE DENNIS-MORE

Uma idéia que vem fundamentando nossa construgio, é a de estabelecer um vinculo entre
o passo Horizontal em diregao a otimalidade € o passo Vertical, através do controle dindmico,
mas desacoplar a resolugdo dos correspondentes subproblemas quadriticos, em cada passo.
Ou seja, cada passo horizontal 6y € pensado como um passo que faz a f descer na superficie
de nivel atual, enquanto que os passos &y sd0 passos nos quais a preocupagio se restringe a
tentar chegar maijs préximo da factibilidade. A estrutura local perto de um bom minimizador,
apontada na secao 3.1, nos indica que, se desejamos uma boa taxa de convergéncia, é bastante
razodvel que numa vizinhanca de um bom minimizador #*, o objetivo seja partir de z{*), e
fazer com que z®+1) = (" 4 5% chegue “bem perto” de II*(z(¥). (3.110), (3.114-3.115), junto
com (3.96) e o controle dindAmico nos indicam que, se {z®*)} converge a um bom minimizador
z*, e conseguimos garantir bons passos horizontais, no sentido que ¢*(z*+1)) = o(g(z{*)) em
V*, entao obtemos convergéncia superlinear em dois passos.

Observamos ainda que, numa vizinhanca V* como a dada pelo teorema 3.1.1, 25" =
I1*(z*)) é a solugdo de:

g(z) + R (z)T A 0 (3.153)
hz) = h(z®) (3.154)

Dennis-Moré em [DM 74] caracterizaram uma condicdo necessaria e suficiente para con-
vergéncia local superlinear de wm algoritmo quasi-Newton, que vise resolver o sistema de
equacles néo lineares F{z) = 0, perto de um ponto regular z*, sendo a I de classe C1. Essen-
cialmente supdem sequéncias z(*) — z* e B de aproximacdes hessianas inversiveis tais que
o passo quasi-Newton sgc ) = glk+1) — g% geja dado por
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gtk — _B(k)—lp(m(kJ)

QN
Denotaremos o passo Newton para resolver F(z) = 0 em cada z*) por
sy = —F'(@¥) 7 F(a®)

A condicdo, por eles demonstrada como necessaria e suficiente para convergéncia super-

linear, exige que sgﬂ e sgf) se confundam assintoticamente, no sentido que :
k
58~ s’ = ollls$1) (3.155)

Pensando informalmente o passo 65) , nos parece l6gico traduzir (3.155), exigindo que
o passo Horizontal 6&}‘) se confunda, assintoticamente, com o passo Newton para resolver
(3.153-3.154). Observe que, se supomos disponivel, em =¥, um multiplicador de Lagrange
XE) | satisfazendo
A A = Au(a)
isto significa que, o passo Newton para (3.153-3.154), a partir de (z{*), A*)), pode se escrever
como

POV L® N6 + g(z®) = 0 (3.156)
W (2®YTsy = o, (3.157)

onde P%) = P(z¥), denota a projecio ortogonal em N (4 (z{¥)). Um passo quasi-Newton para
(3.153-3.154), satisfard:

PRBWsE +g(z)) = 0 (3.158)
Wi{z®)6E = 0 (3.159)

Em particular, (3.156-3.159) permitem reescrever a condicdo de Dennis-Moré {3.155),
para as equagoes (3.153-3.154), num outro formato, ou seja:

P®O(B® — V2 L(z® AO)5y = of||6%) (3.160)
R (EE)TES = o (3.161)

Como estamos igualmente interessados em resolugdes inexatas dos subproblemas lineares,
tanto (3.155) e (3.160-3.161), como a teoria estabelecida em [DES 82|, nos parecem indicar
a substitui¢do de (3.158-3.159) por uma formulagio sobre os residuos admissiveis assintotica-
mente, ou seja:

r) = PR(BWs + g(2)) = ollisy’|) (3.162)
P = KD = o6yl | (3.163)

Consistentementc com o ponto de vista “inexato”, estamos relaxando a condigéo {3.161)
para (3.163). Como estamos “supondo” z{¥) — z* ¢ A% — A*, & facil ver que ao substituir
V2 L{zl®, A®)) por W* = V2 L(z* A*} em (3.160), isto induz uma condigdo equivalente &
(3.160}, num formato até mais usual na literatura, ou seja
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P®(B® — w8y = o[855 1) (3.164)

(3.162-3.163) podem ser interpretadas como uma condigdo “guasi-Newton inerata” com
respeito a B®*) para promover a aprozimacdo de D* perto do nivel corrente. (8.164) nos dd
uma condigdo “tipo Dennis-Moré” para esta aprozimacdo. T

Na subsecao seguinte veremos que {3.164) estd naturalmente associada & uma condicdo,
demonstrada por Powell como suficiente, para convergéncia local superlinear em dois passos
de métodos PQ)S, com passos quasi-Newton.

Nosso resultado principal desta subsecdo consiste em estabelecer que, se {z*)} converge
8 um bom minimizador z* e passos satisfazendo (3.162-3.164) tiverem sido testados, suficien-
temente perto de x*, entdo a convergéncia se dd com taza superlinear em dois passos .

Para c¢vitar complicagbes secunddrias, trataremos formalmente, apenas, do caso
HLOCL.a. Ou seja, suporemos que a sequéncia de multiplicadores {)\U"')}, que auxilia na
avaliagdo dos passos candidatos, satisfaz

IA® = Al = Ollgp(z1) (3.165)

Ao final da se¢do indicaremos sucintamente como tratar o caso HLOC1.b.

A demonstragio de tal resultado tem dois momentos. Primeiro precisamos mostrar que,
se uma sequéncia z'*) — x* foi gerada por CDRIN de tal forma que, em iteracdes com k
suficientemente grande, uma sequéncia ng) = gt(k) +§§’;g, satisfazendo (3.162-3.164), foi sempre
obtida inicialmente em P2, e testada em P3 com multiplicadores satisfazendo (3.165), entdo
ng) terd, sido aceito a partir de algum k.

Uma vez garantida a aceitagdo assintética de uma tal sequéncia {52‘)}, a aproximagao de
z{k+1) 5 D* se revelard na forma ¢*(z**+1) = o(g*(z{¥)). O lema 3.2.9 nos garantir4, entéo, a
convergéncia superlinear em dois passos, de {¢*(z®)} a zero. O controle dindmico, a estrutura
local de z* e g(z') =~ ||’ — z"{|? numa vizinhanca de z*, assegurardo a mesma propriedade

(k) _ o
para [z —2*|.

Comecamos com dois lemas, indicando o efeito da estrutura local discutida na §3.1, sobre
uma sequéncia {67} satisfazendo (3.162-3.164). Suporemos {&F1 avaliada a partir de qual-
quer sequéncia {y*'}, desde que convirja a um bom minimizador z*. Nosso interesse maior,
reside em casos nos quais y*) é uma subsequéncia de z{*). Vamos manter a notagdo da secéo
anterior, relativa a II*, ou seja y* = II(y*)), para y suficientemente préximo de z*.

1(3.163) corresponde a caracterizar 6;? como um passe Horizental Dadas as hipoteses firmadas para
CDRIN até aqui, (3.34) junto com (3.65) j& implicam (3.163). Ou seja, (3.163) teria de ser exigida de qualquer
jeito para que, sob as hipéteses HLOC1-HLOCS, 5;;‘) pudesse coincidir com o passo horizontal z(®+1) — 20
para todo k suficientemente grande.
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LEMA 3.3.1 Sey™® converge a um bom minimizador z* e {60} satisfaz (3.162-3.164)
com y*! no lugar de ¥ ¢ B® € R™*™ simétrica entdo

BE = P3R4 (58 (3.166)
sk * o d
165 =~ llgp(y™)|| = Iy® — 40 (3.167)

DEMONSTRACAO
Como A/(z*) tem posto méximo e, por hipétese, 4'*) converge a um bom minimizador,
para k suficientemente grande (3.166) pode ser obtida de (3.163) e de

(1= Ply®))ey = ' (y™)T (W (5" )n' (")) 71 (y* ) sy (3.168)

(3.162}, (3.164), (3.166), e a continuidade uniforme de P(z) numa vizinhanca compacta
suficientemente pequena de z*, garantem

PW*P*65 + gp(y™) = o(5P))) (3.169)

Em particular, como W™ é positivo-definida no espago tangente as restrigoes, (3.9),
(3.166) e (3.169) nos dao (3.167). 0l

O lema a seguir verifica formalmente, que a idéia fundadora da escolha em {3.162-3.164)
. Z(k) . . . S(k) (k}e _ (k)
se mantém para &', on seja, assintoticamente d;° se confunde com y AN

LEMA 3.3.2 Nas condigdes colocadas no lema anterior para y*) e ng), obtemos:
& * *
8 = g™ —y® 4 o([jy™ — y ™)) (3.170)
DEMONSTRAGAO
Usaremos como motagho, P® = P@E®), pP®" = Pk, wE® =

VZ Ly 2 (™). W* = P*W*P* e W®* = PE &) p#)* representarso as restrigdes
das hessianas W* e Wé’;)*, as respectivas diregGes tangentes.

Como P(z) é uniformemente continua, suficientemente perto de z*, e y* converge a um
bom minimizador, (3.7), (3.166) e (3.167) implicam, para a componente de y¥)* — 48 _ §)
na direcao normal as restrigOes, que:

(I = PY®* = y® 8 = (1 = p®sy®s _ y®)y _ (7 _ pngo
+ oflly® - y® ) (3.171)
= oflly® = ™) (3.179)

Para completar o argumento, falta mostrar uma limitagéo semelhante para a componente
tangencial, P*(y®)* — y® — §B),

Observe que a continuidade uniforme de P(z) e V2 _L{z, A . (7)), numa vizinhanca com-

pacta suficientemente pequena de z*, {3.7), e o lema de Taylor para ~VL(y*™ +. A  (y*))
nos garantem em alguma vizinhanga V* de z*:
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1l

Wry® —y®) = WE " -y £ o(lly®@* —y®))

PO — y®) 1 o[y —y )
= —gp(y™) + o(|ly®* — ¢!¥|)) (3.173)

{3.167) € (3.169), a continuidade uniforme de P(z) em V* e {3.162-3.167) nos asseguram:
Treplh *
~WeE = gpy®) +oly®” — 4 ™) (3.174)
De (3.173-3.174) obtemos

* * k Tr* * &k
W P* (™ — y® — 59| W= (5* —y® — 5|

ollfy®* —y*|)) (3.175)

Como a restricio de W* a P*(R") é positivo-definida, obtemos:
1P (5" = y® = &) = o(fly** — y®1)) (3.176)
(3.171) e (3.176) implicam (3.170). 0

OBSERVACAOQ 3.3.1 COMPATIBILIDADE ENTRE (3.162-3.164) E CDRIN

Suponhamos B%*) satisfazendo HB, e suficienterente positivo-definida, para k suficien-
temente grande. Suponhamos ainda, que seja possivel escolher 6% de modo a satisfazer
(3.162-3. 164) Como estamos assumindo A > Amm no infcio de cada iteracao ¥, é fécil con-
cluir que 61 serd de descida suficiente, para ¢ (6) = @®6 + .56B™6, perto de um bom
minimizador. Note que {3.163) praticamente equivale a impor n*) _ 0. Supondo ™ 0,
(2.127) praticamente nos impde, 6& = o(|157]). Desta forma, 6 = 5% + §®), igualmente
satisfaz (3.162-3.164). Se usamos (3.165) para testar 5 e ele for aceito, HLOCI.a estard
automaticamente atendido e portanto também HLOC5. HLOC2, numa vizinhanca de um
bom minimizador, é uma consequéncia imediata de (3.167). As demais hipdteses de imple-
mentagio para CDRIN, nAo impdem restri¢des adicionais & escolha de B%*) nem tampouco de
um candidato satisfazendo (3.162-3.164).

O lema da aceitaciio a seguir, nos dirdA que, passos satisfazendo {3.162-3.164}, terdo
sido aceitos assintoticamente, desde que testados com um multiplicador satisfazendo (3.165).
Trata-se de um lema crucial para estabelecer nosso resultado principal desta secao. Em parti-
cular, nas condigdes da observagio acima, o lema da aceitagio nos garantira que, se testarmos
passos ng), como o8 que acima estao descritos, em P3 de CDRIN, suficientemente perto de um
bom minimizador, entdo éles serdo aceitos € as demais hipdteses exigidas para CDRIN estarac
satisfeitas.

*Tendo em vista uma certa artificialidade na exigéncia de se comegar, a priori, cada jteragdo com A > Ain,
reforgamos aqui o contelido da observagio 2.3.2.D. Qu seja, é natural se obter neste tipo de algoritmos, com
fungdes de classe C?, que estratégias “decentes” de atualizacio para A igualmente gerem, assintoticamente
e de forma exponténea, raios das regifes de confianga suficientemente grandes para comportar estratégias
satisfazendo (3.162-3.164).
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LEMA 3.3.3 ( LEMA DA ACEITACAO ) - Suponhamos que z{F) — z*, satis-
fazendo as hipoteses oté agora assumidas para CDRIN. Suponhamos, ainda, que {5( 5 =
6 + 85X} satisfazendo (3.169-3.164) seja testada em P§ de CDRIN, para todo k suficien-

soc
temente grande, e que A® satisfaca (8.165). Entdo 6}5) terd sido aceito, a partir de algum
k.

DEMONSTRACAQ
Como z® - z*, P3 de CDRIN e (3.167) nos garantem que, wma condicio suficiente

para garantir a aceitacdo de ng), pare tode k suficientemente grande, € dada por:

HARM) = (A + &) — h(@P)|| < o (3.177)
ALY = LE® 5P, A8) ~ L(z®),30)
(@) + o™ (Bi))) (3.178)

A primeira das relages acima nos garante que z® + 6% assintoticamente, permanecen
nos cilindros de confianga correspondentes. Como z{¥) — z*, (3.167) nos garante 6(k) — 0Oe,
portanto, também teremos q(k)(ng’) — 0. Sendo assim, (3.178) claramente garante, assintoti-
camente, a passagem de ng) no teste da “otimalidade ”, em I’3 de CDRIN.

A demonstragdo do lema se concretizard com a demonstragdo das relagées (8.177-9.178).
Comegamos verificando (3.177):

Como HLOCIa implica p{f) longe de “zero”, P3 de XCOR nos d4, neste caso,
lgpEN) || = O(p™*)). Por ontro lado, (3.163) e 3.167 nos garantem, neste caso, (3.177) ao

assegurar } .
IARS )| = of[85711) = o(ligp(={)) (3.179)

Para ver (3.178) mostraremos que, tanto ALY quanto q*)(8), assintoticamente, se
confundem com —g*(z{®).

Para verificar (3.178), comegamos verificando que:

ALY = ~¢*(z) + o(q" (&{?)) (3.180)

Observe que, somando e subtraindo L(z(®*, A (2®*) em L{z® +65%, X)) — Lz k) 38,
chegamos a:

ALY = L@+, 2 (wl) = L(ﬂ“ﬂAm(mi’”*))
+ L(a®* 2 (@) = L(@®, A (7))
+ (A — A @) (A 59 (e

Veja que o primeiro dos tres termos a direita da igualdade acima considerada, é limitado
por o(]|z{¥ — z)*||?) devido & (3.170), V.L(z?*, X (z{¥*)) = 0 e HDIF. A mesma limitacgo
é garantida ao terceiro termo, por (3.163), (3.167) e (3.165). (3.94) nos diz que a segunda linha
vale —g*(z{F)) + o(||z(8 — z)*||?), e a equivaléncia (3.97) completa a verificagio de (3.180).

A relagfo que completa a iiltima afirmagio em itélico acima, seria:
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B ) = —¢*(=™) + o’ (=) (3.181)

De (3.162) e (3.166-3.167) e lembrando que P& = P®T | obtemos

p®TER — FITpHT (w“‘))+o(H5”°’iI2)=—Sﬁ)TPE’“)B(’”Sﬁ)+o(ll3§i°}||2)
= M pEgk +o(JJ5|%) (3.182)

Como z(® — z* obtemos WF)* — W*, De (3.182), (3.164-3.167) e (3.170), obtemos

Z(k wk Lk Z(k
@O6) = oTEY + 8P BYEY

1-

= =58 BOG +oll|E17) (3.183)
1; . "

= —SEPWIED +0(181)

= u%(xik]* —_ mgk))Tchk)t(mi(:k}* _ $£k]) 4 0(||$£k)* o mf[;k}llz) (3.184)

A definicdo de g%, (3.97) e (3.184) garantem (3.181). Portanto, também (3.178). il

TEOREMA 3.3.4 Dentro das hipdteses até agora estabelecidas para CDRIN, se z'*)
converge para um bom minimizador x*, e condidatos satisfozendo (3.162-3.164), tiverem sido
testados em P3 de CDRIN, para k suficientemente grande, com \*) satisfazendo (8.165), entdo
a convergéncia € superlinear em dois passos.

DEMONSTRACAO Suponhamos {ng )} satisfazendo as condices do teorema tenha
sido testada, para k suficientemente grande, e portanto aceita assintoticamente, como estabe-
lece o lema anterior. Em particular, (3.97), (3.98) e (3.180) nos d&o

g (@) = o(g" (=) (3.185)
Levando (3.185) em (3.110) e (3.114-3.115) verificamos
7 (@) = o(g* (=) (3-186)
A equivaléncia (3.97), o controle dinimico e (3.13) nos dido
¢"(=®) ~ llgp(zPN1* = lgp(@ O + [P ~ (20— 2*|? (3.187)
(3.186-3.187) garantem ||z{*+2 — z*|| = o(||x{¥) — 2*||}, completando assim o argumento.

O

O corolario a seguir, estabelece condigGes para a convergéncia superlinear em dois pas-
sos de {z{¥)}, ao escolhermos para B o hessiano do lagrangeano, com multiplicadores que
convirjam para o multiplicador A* da solugéo.
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COROLARIO 3.3.5 Sob as hipdteses até agora assumidas, se B®) = V2 Lz AW},

A®) — A%, e uma sequéncia {81 satisfazendo (3.162-3.168) tiver sido testada no indcio de
cada iteragdo, com A¥) satisfazendo (3.165) e suficientemente perto de um bom minimizador,
entdo a sequéncia tem convergéncia superlinear em dois passos.

DEMONSTRAQAO Para poder aplicar o teorema anterior, basta, portanto, verificar
também (3.164). Veja que, neste caso

PW(B® — w5 = pPE(T2 L(z®, A®) — V2 L(z*, A*))5%) (3.188)

<

Como z® — z* e A*!) — X* a continuidade de V2L, numa vizinhanca de z* garante
assim {3.164). O

Usualmente teremos A) satisfazendo também (3.165), e néo apenas A®) 5 ) Ou seja,
1o caso do coroldrio acima, a escolha A(®) = A%} ge impora naturalmente, na pratica.

OBSERVACAO 3.3.2 - GLOBALIZAGAO E COMPATIBILIDADE DE (3.162-3.164)

O teorema 3.3.4 vai no sentido de dizer que se desejamos obter convergéncia superlinear
em dois passos, devemos dispor de um método para atualizar B*), 6;6) com A®) satisfazendo
(3.165), e que faca duas coisas: :

i- Suficientemente perto de um bom minimizador garanta {3.164), desde que o passo
horizontal 67 = 6{) + 6() satisfaca (3.162-3.163).

i~ “O globalize dentro ™ de CDRIN, no sentido de garantir que, perto de cada bom
minimizador, seja possivel testar passos satisfazendo (3.162-3.163) e, ao mesmo tempo,
compativel com as demais hipdteses assumidas para CDRIN.

A questdo de como globalizar um dado método de atualizagio de B*), com boas pro-
priedades locais, pode ter diferentes respostas para cada método, e as vezes corresponde a uma
questao bastante dificil de se responder, se desejamos formas eficientes de fazé-lo. Tentaremos
situar este ponto na préxima subsegiio, quando falaremos de “métodos secantes”. A dificuldade
maior, nestes casos, est4 em garantir B* = P® B*) p*} suficientemente positivo-definida em

N(# (z)).

J4 no caso do corolério 3.3.5, a0 tomarmos B¥) = V2L(z), A*)) com []A® —A ()] =
O(||lgp(zt¥)||), é bastante simples fazer uma globalizagio compativel em CDRIN. Neste caso,
por exemplo, poderiamos definir ng) na forma indicada na observacgdo 3.3.1. Um exemplo
concreto de tal estratégia, corresponde & implementacéo de CDR. que testamos e registramos
no capitulo 4. Nela, enquanto a regido de confian¢a permanece ativa, tomamos para candidato
em P2 de cada iteragao, uma “boa” aproximacio do minimizador do polindmio de Taylor de
segunda ordem para L{z{®) + . X (z{*)) restrito ao espago tangente N (#'(z*)), e & regido
de confianca corrente. Mantemos a prépria L(z® + . X (z®))) como funcio de mérito,
para auxiliar na avaliac®o do passo Horizontal. (Quando a tegido de confianca deixa de ficar
ativa, o algoritmo de Moré-Sorensen (vide [MoSo 83]), que empregamos para definir o passo
Horizontal, automaticamente passa a devolver, como candidato, o passo Newton do modelo

quadrético restrito a A(h'(z{)).
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OBSERVAGAO 3.3.3 RELAXANDO [[A®) — A (z(9)]| = O(|lgp(=))

Se quisermos usar um multiplicador de Lagrange para avaliar o passo Horizontal, que
seja limitado, mas evitando ter que atender (3.165), teremos que fazer algumas exigéncias a

mais. Basicamente, teriamos que enquadrar Sg‘] = 6 4 §{) em HLOCL.b, ou seja:

Comp.1 - 5% foi assintoticamente aceito em DS, on seja, é um passo de descida suficiente para o
modelo quadratico.

Comp.2 - &) e 6% satisfazem HLOCL.b.

F0C

Além de Comp, para conseguirmos demonstrar wn lema da aceitagao, neste caso, pre-
cisamos também de alguma garantia com relagio a espago normal suficiente para passos
na direcdo Horizontal. Pelo menos HLOCS, seria necessdrio. Por exemplo, ao assumir-
mos HLOCL.b e {z{F} — z*, uma possibilidade é estarmos usando uma estratégia para a
restauracio e para HLOC3 ( ou, alternativamente, para A*)), como as prescritas no teorema
(3.2.5). Nestes casos, consegufriamos uma cota inferior néio nula para p{¥) . suficiente para o
lema da aceita¢io também aqui.

3.3.2 CDRIN E PQS “INEXATO”

O objetivo desta subsegdo € verificar que, sob as hipéteses assumidas até aqui, se {z{*)}
for gerada com passos quasi-Newton 6}?), satisfazendo (3.162-3.163), entdo igualmente sa-
tisfaz um algoritmo PQS, resolvido de forma inerata, e gerado por P B®I P&} A partir
dai, veremos como os resultados obtidos na segfo anterior, se relacionam com resultados es-
tabelecidos para métodos PQQ5S. Em particular, se 65—? também satisfizer a condigdo (3.164),
adaptada para CDRIN a partir da condigiio de Dennis-Moré, {z()} igualmente satisfard uma
condigdo andloga, que Powell determinou como suficiente para convergéncia superlinear em
dois passos, de PQS com resolu¢ao exata dos subproblemas quadraticos. Um resultado de
Dembo-Tulowitski, enunciado em [DT 85] sobre PQS com resolugéo inexata dos subproblemas
quadraticos, nos permitiria concluir, por este caminho, a convergéncia superlinear em dois pas-
sos de z{F) a z*, desde que assumida a aceitacdo do passo quasi-Newton. Isto, em si, ndo nos
traz resultados novos, e nem mesmo uma nova maneira de provar a mesma coisa, j4 que uma
boa parte da garantia de convergéncia superlinear em dois passos, obtida na sec&o anterior,
consistia em demonstrar a aceitagio assintética dos passos quasi-Newton. Ja aqui, precisamos
supor esta aceitagdo como hipdtese. No entanto, entendemos ser importante estabelécer esta
ponte entre PQS inexato e CDRIN. O objetivo maior, € tentar construir mecanismos que nos

permitam “importar” para CDRIN, parte da farta literatura sobre métodos secantes, existente
para MRI em PQS.

Conforme veremos adiante, mesmo que trabalhemos em CDR, ou seja, com resolucio
exata dos subproblemas, ainda assim nao obteriamos, em geral, {z{®} associado a um PQS
com resolucdo exata, mas tao somente inexata.
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PQSLOC

Chamaremos de PQSLOC, ao método PQS, sem avaliacio de mérito do passo, usualmente
apresentado para estudar suas propriedades de convergéncia local, a um bom minimizador de
MRI. Corresponde, basicamente, a dar passos quasi-Newton para resolver VL{z,A) = 0.
Supondo dada, em cada ponto z*), uma matriz B*) € R**", descrevemos PQSLOC por

6% = argmin{Vf{{z*))76 + %6TB(’“)6, s. a. W' (@™ + h(z®) = 0}

(3.189)
PRGN O B 1)

Uma generalizacdo da condigio de Dennis-Moré para MRI, foi obtida por Boggs-Tolle-
Wang em [BTW 82] caracterizando, sob determinadas hipGteses, como necessdria e suficiente
para convergéncia superlinear, em um sé passo, de um método PQS, a condiggo :

PO — BU)(@D - 2) = of2+ — 5], (3190)

onde P*) = P(z™).
Um resultado muito 1til é o de Powell [Pow 78], segundo o qual, supondo convergéncia,
estabelece como condicdo suficiente para convergéncia superlinear em dois passos

PO — BO)PB a*+) — 3#) = oo+ — 2 (3.191)

O resultado de Powell aponta para que se trate algoritmos PQSLOC, como algoritmos
“tipo” Horizontal- Vertical, no sentido que:

2®D — 2® = &) 1 5 (3.192)
onde 8y ¢é tangente e éy normal &s restricoes em x(k),

Veja que a condigao de Powell (3.191), exige acuidade na aproximagao de B*) a W*,
apenas na direcao 6}?, ou seja

PEW* — BFYEW = o]z — z®)|)), (3.193)

enquanto que (3.190) exige o mesmo para 0 passo na direcéo 6}? + 6‘{,? ). J4 a condigéo de z*
ser um bom minimizador, é uma condi¢io sobre W* na diregfio tangente as restri¢cdes, apenas.
De fato, temos a impressdo que uma boa parte dos métodos secantes para MRI, que nédo fazem
penalizagio na fungio objetivo diretamente, (embora quase sempre usem fungdes de mérito
com penalizagio ), acabam de uma maneira, ou de outra, garantindo (3.191), mas ndo (3.190)

(vide [Pow 78], [CC 84], [NO 85}, [FON 88)).

A condigédo de Powell guarda grande afinidade formal com a condigdo (3.164), que resul-
tou na convergéncia superlinear em dois passos para CDRIN, embora aparentemente, ambas
se refiram a sequéncias geradas em processos distintos. Nosso objetivo nesta secdo, é mostrar
que, num sentido inezato , sequéncias geradas em CDRIN, também podem ser tratadas como
se tivessem sido geradas por PQSLOC.
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Podemos ignalmente considerar métodos PQS, com resolugio inexata do subproblema
quadratico. Um resultado que tomamos como referéncia, é o de Dembo-Tulowitski. Em [DT
85], eles enunciam:

TEOREMA 3.3.6 (DT) Se um método PQS € localmente convergente, com uma taxae
superlinear em um ou em dois passos, ento o método correspondente a aceitar, em %), uma
solugdo inexata §*) do subproblema quadrdtico, herda a respectiva propriedade assintdtica se
e 80 se

65 — 8| = o(||6™|), (3.194)

onde 6) seria o passo “ezato”, dado a partir de z®

Vamos agora caracterizar {z{F)} satisfazendo (3.162-3.164), para k suficientemente
grande, como sendo obtida por um métode PQS com resolugio inexata do subproblema
(3.189), satisfazendo a condigio de Powell, e de forma a garantir (3.194). Para tanto, de-
comporemos o passo entre z* e ¢+, na soma do passo horizontal 5% dado em CDRIN a
partir de z{¥), com o passo vertical 6 = z{*+1) — g®+1) j4 antecipado em (3.47). Note
que, para manter a coeréncia com & notagdo da seg¢io 3.2, vamos descrever um algoritmo PQS
decompondo sua k-ésima iteragio 6*) na forma, talvez pouco usual,

50 = 6% 4 g1 (3.195)
Para cada B considere
B®) = p(k) gk} ptk) (3.196)
LEMA 3.3.7 - Suponhamos que {zM} converge para wm bom minimizador, e € ge-

rada por CDRIN, satisfazendo as hipdteses até aqui assumidas, bem como as condigdes quasi-
Newton para B®, em (8.162-8.163). Entdo {2} coincide com uma sequéncia gerada
de forma inexata por PQSLOC, com aprozimagcdes hessianas B%® . Ou seja, neste caso, a
sequéncia gerada em CDRIN satisfaz:

POBWER + g(a)] = o([|6™])) (3.197)
W (@™ + a@®) = of|l6®]1) (3.198)
) 58 g 60) (3.199)

Se além disto também valer (3.164) entdo igualmente se verifica a condicdo de Powell
(3.191) para {z{}

DEMONSTRACAO
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Do lema 3.43 e da equivaléncia {3.65}, obtemos
B = (@) h(*) + of817) (3.200)
(3.3.7) e (3.166), por sua vez, nos asseguram
PO +67+Y) = 857 +o(l1857 1) (3.201)

Nas condi¢des do enunciado, de (3.162), (3.196) e (3.201), obtemos:

POBW () _ 50 4 g(z®)] = PEBEPP(GEY 4 65T 1+ g(z*)))
= P®(B®SE 4 g(z8)) + o(||65]))
= o651 (3.202)

De (3.34), (3.47) e (3.65) obtemos

hr(w‘(:k))(s (k1) + h( (k+1) )
W (@6 + () - h(a*)]
o(ll671) (3.203)

W (@) (28D — ) + h(zl)

_+..

{3.163) e (3.200) nos dizem que, 625) e 6g° ) sfio “assintoticamente ortogonais” , ga.rantindo.
|81 = O+ — 2] (3.204)

Levando csta designaldade em (3.202-3.203), obtemos (3.197-3.198).
(3.164), {3.166) e (3.200) e (3.204) garantem a condi¢io de Powell (3.191) para {z{¥}. O

OBSERVACAOQO 3.3.4 -

Se {z®} é uma sequéncia gerada por PQSLOC inexato, satisfazendo (3.197-3.198), con-
verge para um bom minimizador e satisfaz a condi¢ao de Powell, é facil verificar que satisfaz
igualmente as condicbes do teorema 3.3.6. Neste caso o teorema 3.3.6, junto com o fato da
condi¢iao de Powell ser suficiente para a convergéncia superlinear de PQSLOC com resolugio
exata, nos forneceria uma outra prova da convergéncia superlinear em dois passos de {z{*}.
No entanto, para poder fazé-lo, estamos implicitamente supondo a aceitacido assintética de
6};‘ ) satisfazendo (3.162-3.164}, enguanto que uma parte importante do resultado da subsegao
anterior, consiste em demonstrar o lema da aceitagio (3.3.3). O sentido da identificagao feita
acima, é o de tentar transferir para CDRIN, resultados validos para métodos bem sucedidos
em PQS, com convergéncia superlinear garantida. Os candidatos naturais disponiveis, sdo
métodos que geram B®) com atualizagdes secantes, e que, além disto, estejam num formato
tipo B = B = P.BP.. Este é o assunto da nossa préxima subsecio .
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3.3.3 ATUALIZACAO SECANTE

Muita coisa tem sido escrita nestes dltimos 20 anos, sobre métodos quasi-Newton, com
atualizacio secante, para PQS (vide [Pow 78|, {CC 84], [NO 85|, [FST 87], [Fon 88|, [Ta
88], [Fon 90], [Byrd 90]). Nosso objetivo, nesta subsecio, é o de mostrar uma maneira de
fazer atualizacdo secante em CDRIN, utilizando a teoria ji estabelecida para PQS, através
da relagdo entre CDRIN e PQSLOC inexato identificada na segdo anterior. Conforme seria
de se esperar, estamos particularmente interessados em “importar” métodos para atualizagio
secante, em PQS, que igualmente ao nosso, desacoplem as resolugbes dos passos Horizontal e
Vertical em cada iteragfo, tendo em perspectiva atender & condigao de Powell (3.191). Tais
métodos geralmente se desenvolvem a partir de modelos reduzidos (vide [CC 84] e [NO 85]),
conforme esclareceremos a seguir. N&o nos interessa desenvolver, aqui, uma teoria exaustiva
sobre métodos secantes para CDRIN, mas t40 somente, apontar uma dire¢do por onde se pode
introduzi-los, naturalmente, em CDRIN. Neste sentido, nos concentraremos sobre um método
desenvolvido por Coleman e Conn em [CC 84).

O desenvolvimento de métodos secantes para minimizagao, tem sido um dos temas mais
exalstivamente abordados na otimizagdo dos tiltimos 30 anos. Sua consolidagio tedrica para
minimizacao sem restrigoes se d4 em meados da década de 70, e gostariamos de destacar aqui,
em rapidas pinceladas, uns poucos resultados que nos servem como referéncia tedrica.

Um método quasi-Newton, para minimizacio de uma f : R — R, de classe C?%, com
busca linear, pode se definir por '

QNBL Dados z*) € IR®, bem como uma matriz simétrica e inversivel B® obtenha.
7*+1} escolhendo 0 < A < 1 em:

k)

I

st —B™=Iy f(£*) (3.205)
pEHD) k) L )k g (k) (3.206]

Denominamos de QNLOC, a um método QNBL no qual A%*) = 1. A taxa de convergéncia
local de um método, geralmente, é estudada com QNLOC. No contexto de MSR, QNBL
corresponde a tentativa de globalizar, através técnicas que utilizam buscas lineares, algum
método QNLOC com boas propriedades de convergéncia local. O que diferencia dois métodos
QNLOC, é a escolha da aproximagio hessiana B%*). Um método é denominado secante, se faz,
em cada passo, uma atualizacao, que satisfaca & equagdo secante definida por:

B® ) — 4#) (3.207)

onde
sk = D R (3.208)
y® = V) - Vi(a®) (3.209)

Evidentemente, em dimensao maior que 1, a equacao secante pode dar origem a diversos
métodos diferentes. Os métodos secantes mais “populares”, resultam de se impor a condicdo
de minimizar a distancia entre B*+1) e B*) em alguma norma adequada, sujeita a garantir
a simetria para B*) e a equacdo secante. Para simplificar a exposiciio nesta secio, vamos
nos concentrar num deles, apenas, e que acabou resultando ser o mais “popular” na pratica.
Trata-se da atualizagao
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conhecida como BFGS (Broyden-Fletcher-Goldiarb-Shanno). Ela se faz com uma matriz de
posto 2, e pode ser definida pela férmula By, a seguir:

y By BT BB (k) gk )T

(41} -
B B yBIT 508 &(R)T Blk) g(k)

BFGS

(B®), sk} )y = B®) (3.210)

Uma propriedade bésica de By, é que se B for positivo-definida, entdo B*+Y também
¢, sempre que
SBTyE 5 g (3.211)

Uma boa parte da teoria sobre atualizagio BFGS, se refere a algoritmos nos quais se faz
busca linear numa, dire¢iio quasi-Newton. Em métodos secantes, um método de busca linear
importante, consiste em aceitar ay, > 0, numa dada diregdo dy, caso satisfaca:

Flaw 4+ ) < flae) + orangl di (3.212)
g(mk + Ock)Tdk > O'gg(xk)Tdk (3213)

onde 0 < 07 < 0y. A primeira das relagdes diz que o passo deve ter descida suficiente. Ja
a segunda, evita que seja pequeno demais, bem como garante (3.211). Daf sua importéncia
para métodos secantes, pois permite manter as atualizaces BFGS positivo-definidas, inde-
pendentemente da f ser convexa na regido considerada. I f4cil ver que se dy é uma diregéo
de descida da f em z¢, f é C! e limitada inferiormente, na semireta {zy + ady : @ > 0}, entéo
sempre existem passos satisfazendo (3.212-3.213) ( vide [Wol 69] e [Wol 71] ), assim como
algoritmos que asseguram encontrar um tal oy, num conjunto finito de iteragdes (vide [Fle 87]
). (3.212-3.213) sfo conhecidas como condigbes de Wolfe.

Gostarfamos de destacar alguns resultados importantes, nesta teoria para métodos quasi-
Newton com atualizagio BFGS em MSR, sem a preocupacdo de enuncid-los em toda a suc
generalidade, ¢ ressaltando apenas seus aspectos que mais nos interessam. As hipdteses que
assumimos em comum para. eles, nos garantem f de classe C? num dominio convexo D, z* um
bom minimizador de f, e que a superficie de nivel Ly = {x : f(z) < f(20)} é compacta.
Supomos ainda que, para x em alguma vizinhanga de z*, valha a seguinte condigio de Lipschitz

IV2ef(2) = VAf @)l = O(ll= — =*[}) (3.214)

Comecamos com um resultado de natureza estritamente local sobre QNLOC, devido a
Broyden, Dennis e Moré, e que pode ser encontrado em [BDM 73].

TEOREMA 3.3.8 Suponhamos {zF1} gerado por QNLOC com atualizacéo BFGS. Sob
as hipotoses descritas no pardgrafo anterior, se 0 estiver suficientemente prézimo de z*, e
BO) suficientemente prézimo de V2_f(z*), entdo z'*) converge a x* com taza superlinear.

O segundo resultado que apontamos, corresponde aos teoremas 8.8 ¢ 8.9 em [DM 77],
e pode ter leifuras com destaques diferenciados, conforme o interesse. Do ponto de vista
das nossas preocupagdes, uma de suas caracteristicas mais importantes, corresponde a nao
exigir que a sequéncia z; seja gerada por QNBL, nem tampouco a incémoda hipdtese sobre
@ e B presentes no resultado anterior , mas tao somente que z*) convirja a z*, dentro
de determinadas condi¢des. Como resultado obtém-se que atunalizacdes BFGS, satisfazendo
(3.208-3.210), permanecem uniformemente bem condicionadas, supondo apenas (3.211), bem
como B0 simétrica e positivo-definida.
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TEOREMA 3.3.9 Suponhamos que f e x* satisfazem ds hipdteses colocadas acima, e
que {z™} é uma sequéncia gerada, de tal forma que satisfaca

S 2% — 2| < o0 (3.215)
k=0

Suponhamos ainda que {s®}, {y®}, {B®Y satisfacam (3.208-3.211), e que B® ¢
L(R") seja positivo—definida e simétrica. '
Entdo B™ € sempre positivo-definida, com nimero de condicdo uniformemente limitado.
Além disto,
I(BY — V2 £(z*)s®] = o(||s®]) (3.216)

Em particular, se z; for gerada por QNLOC, a convergéncia de ) a z* € superlinear.

Este segundo resultado ¢ interessante, quando a estratégia de globalizacdo de BFGS
adotada garante convergéncia local, satisfazendo (3.215), assim como uma busca linear de
tal modo que a®) = 1 seja assintoticamente aceita, sempre que testada. ( Veja que, em
CDR sob HLOCI1-HLOCS5 e convergéncia a um bom minimizador, a condi¢go (3.215) fica
garantida, como consequéncia da convergéncia linear num conjunto finito de passos obtida no
teorema 3.2.6.) Note-se que (3.211) fica automaticamente garantida, num dominio convexo
onde f seja estritamente convexa, por um argumento simples, tipo teorema do valor médio
para y¥) = Vf(z*+1)) — Vf(z*®). Em particular, perto de um bom minimizador z*, (3.211)
se verifica sob (3.215), pois neste caso fica garantido s(F — 0.

Por outro lado, no que diz respeito & garantias de convergéncia global, hd muita coisa
importante, que ainda hoje nfo se sabe. Conforme Nocedal aponta, em [Noc 91|, era, e parece
que continua sendo até hoje, uma questio em aberto, saber se QNBL com atualizagido BFGS
e buscas lineares, satisfazendo as condigoes de Wolfe, garantem lim inf ||g(zx)|] = 0. Nesta
direcdo, resultados parciais importantes se conseguem, supondo f convexa. Varios autores
trabalharam sobre diferentes buscas lineares em QNBL, com atualizagio secante, { vide {[Pow
71], [Pow 72, [Dix 72|, [Sto 75], [Pow 76], [Wer 78], [BN 89]). Gostarfamos de ressaltar dois
deles, no caso particular onde f é estritamente convexa, e {z : f(z) < f(zo)} é compacto.
O resultado em [Pow 76| assegura que, neste caso, com buscas garantindo a condigio de
Wolfe, obtemos convergéncia global e superlinear ao minimizador z*. O trabalho de Powell é
importante, ndo sé pelo resultado, mas também pela técnica desenvolvida que explicita carac-
teristicas fortemente autoreguladoras, para a adequacdo de B®) o W*, jd vistveis no teorema
(3.3.9). O segundo resultado estd em [BN 89|, e nele Byrd e Nocedal avancam na compreensgo
das referidas caracteristicas fortemente autoreguladoras de B*). Em particular, garantem para
ay. obtido apenas com backtracking, comegando com a0y = 1, que QNBL com atualizagio
BFGS tem convergéncia global e superlinear a z*.

Voltando para MRI, quem é positivo-definida num bom minimizador z*, ¢ W* =
P*W*P* Neste sentido, a condigao de Powell é muito util, pois induz a que, apenas nos
preocupemos em aproximar B} de W* no espago tangente s restricdes . Esta é também
uma boa razdo para que tantos trabalhos sobre métodos de atualizagéo secante, em PQS, ten-
ham sido publicados usando técnicas de trazer para modelos reduzides no R* ™, o problema
de achar um passo quasi-Newton na direcao Horizontal. Detalhando melhor, suponhamos que
Z®) seja uma matriz (n —m) X n, cujas linhas constituam uma base ortonormal do espago tan-
gente as restrigoes N (h'(z*}}). Neste caso, Z®IT : R*—™ — N (R/(z(*))}), dada por s — Z)T,
constitue uma parametrizagdo isométrica de N (R/(z*)}). Assim, o subproblema quadratico
em z(*), dado por
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5 = argmin{g™ (5) = g(=*)7(5) + ;}6’*”8“‘)6 WM =0e &) <A} (3.217)

pode descer para o R*™™ como

stk = argmin{q(k)(Z(k)Ts) = g(:}:((:"))T(Z(k}TS) + %(Z(k)Ts)TB(k)Z(’“)TS :8sCc P
e |ls| <A}
. 1 .-
= a.rgmjn{tj(k)(s) = g(k” s+ ~2-STB(k}3 ;s € RV ™e|s|| < A} (3.218)

onde *) = Z®g(z®)) ¢ B = Z(®) B ZWT funcionam como o gradiente e a aproximagio
Hessiana reduzidos, no modelo reduzido ¢*) em R*~™. Para “voltar”, é sé observar que
68 = 72T 5 O que torna esta técnica de modelo reduzido atraente, para fazer atualizagio
secante, é que o espaco tangente pode estar variando, mas agora B} opera no B*~™. Além
disto, perto de z* obteremos W* sempre positivo-definida, permitindo-nos aplicar a B
férmulas como a BFGS, desde que tomemos alguns cuidados importantes com as escolhas
de Z(), e que comentaremos adiante. Vérios métodos diferentes podem se definir por af,
a depender das escolhas de s* e y®) (vide [NO 85]). Nos fixaremos, daqui para a frente,
no método desenvolvido por Coleman ¢ Conn em [CC 84|, muito embora acreditemos que
qualquer outro deva funcionar igualmente, para efeitos do que desejamos ilustrar. O método
de Coleman-Conn tem a vantagem de tornar a exposicdo mais simples, por néo exigir salva-
guardas adicionais, como por exemplo os métodos sugeridos em [NO 85] ou [Pow 78]. Tem a
desvantagem de pedir duas avaliagfes do jacobiano das restrigdes por iteracio, embora exija
fatoragfo apenas de um deles.

Descrevemos a seguir o algoritmo de Coleman-Conn (ALGCC) apresentado em [CC
84,83), entendendo A®) = R/ (20}, e que as linhas de Z*) constituem uma base ortonor-
mal de N(A®). Dados ¥ € R* e B® ¢ R-mix(n—m} ¢ simétrica, **1 se obtem da
seguinte forma:

5‘(;;} — —ZWTBE=1 7k g (k) (3.219)

2 — 2™ 4 (3.220)

s® L ZWTgH (3.221)

3 e ZOTVLED, A (16®) - VLEY, (@) (3.222)

Bt B (B®) s*) 4k (3.223)

& o gk 4 (jg“) (3.225)

OBSERVACAO 3.3.5 -

i- Do mesmo jeito que em MSR, se z*) permanece suficientemente perto de um bom

minimizador z*, e B® for positivo-definida, entdo todos os B®) gersio positivo-definidos,
e o algoritmo fica bem definido nestas condigGes . Na prética, éle pressupde alguma
técnica, para tornd-lo vidvel globalmente.
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ii— Conforme observa Byrd em [Byr 90], ALGCC néo é um algoritmo PQSLOC no
sentido usual, visto que ndo satisfaz h/(z)8{" + A(z®) = 0. Por esta razdo Byrd néo
o considera como um algoritmo PQS, e o denomina de algoritmo “horizontal-vertical”
Coleman e Conn ressaltam em seu artigo que poderfamos substituir (3.224), por
6(k — —A®Th(z*})) e os resultados obtidos permaneceriam vélidos. Vale observar ainda
que, ALGCC e claramente um algoritmo PQSLOC inexato, para B® = ZWT Bk Z&),
satisfazendo 7 = R'(x k))é(k) + h{z®)) = o([I611).

I facil perceber, que o algoritmo de Coleman-Conn depende das escolhas a serem feitas
para Z®). Em particular, cada aproximacao hessiana reduzida B*), corresponde a wma aprox-
imagio B® = Zz®T BRIz de P*V2_L(z*, A*)P*. Se, para um dado Z*), obtemos uma boa
aproximacio, ao trocé-lo por um Z® bem diferente, podemos destruir esta boa aproximagio.
Uma questdo crucial, para se obter boas propriedades de convergéncia local com algoritmos
que usam modelos reduzidos, reside na obtengio de Z*) = Z(z*)) variando “continuamente”.
§

Coleman e Sorensen mostram em [CS 84|, que numa vizinhanga de um ponto regular de
h, é possivel obter Z(z) Lipschitz continua de uma forma eficientemente computdvel, e tal que

Z(z)Z(=)T =1 (3.226)

W(z)Z(z) =0 (3.227)

Assumindo que Z%* = Z(z®)) e que Z(z) é Lipschitz continua, satisfazendo {3.226-
3.227), Coleman—Conn conseguem adaptar as técnicas usadas por Broyden, Dennis e Moré, de
modo a estender os teoremas 3.3.8 e 3.3.9 para sequéncias geradas por seu algoritmo. Ou seja,

supondo Z(z) Lipschitz continua, numa vizinhanga de um bom minimizador z*, demonstram
que:

A - Se (9 estiver suficientemente proxjmo de z*, e B suficientemente préximo de
W*, entéo, lembrando que s*) = Z(® 6% & o passo obtido no modelo reduzido, obtemos
I(B® = W)s® | = oflls™()) (3.228)

Em particular, a convergéncia de z'*) a z* resulta superlinear em dois passos. Byrd,
em [Byr 90], methora este resultado, dizendo que, nas mesmas condi¢des, a sequéncia

k a . .
k) 4 55,,.) tem convergéncia superlinear a z* {num sé passo).

B-  Se TEofat — o < oo, ) — o = O(fla®) — &, (s¥)Ty® > 0 e BO for
positivo-definida entdo, igualmente, se obtem (3.228) e a convergéncia superlinear em
dois passos de =),

Na verdade, nos parece haver uma certa imprecisio, na formulagao do resultado B, no ar-
tigo de Coleman-Conn. Eles omitem no enunciado do resuttado B, a condigdo (s%)Ty* > 0,
para todo & > 0, mas usam-na implicitamente. Nos parece claramente falso que, por si 86,
as demais hip6teses formuladas no caso B, garantam (s*)74*) > 0 nas primeiras iteracdes ,
embora apds um conjunto finito de iteracdes isto seja verdade, j4 que z*) — z* e P*W*P*
¢ positivo-definida. No nosso caso, como estamos interessados em “importar” ALGCC de
forma a globalizé-lo em CDR, nossa estratégia corresponders a garantir B} sempre positivo-
definida, por algum mecanismo, e de forma que nas iteracoes finais possamos cair em iteragoes
que, “num sentido inexato” imitem ALGCC. Colocaremos em SEC, escolhas trivialmente com-
pativeis com as demais hipoteses formuladas para CDR até o momento, e que caracterizam
um contexto, no qual podemos analisar a importacdo de ALGCC para CDR.

§ Uma alternativa a isto, corresponde a tratar intrinsicamente a atualizacfo secante, de forma que a

aproximagio Hessiana reduzida independa da escolha de Z(®), Uma tal abordagem pode se encontrar em [BS
oal
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SEC
Para cada k € N, considere dada uma matriz Z®) € R(* ™)X cyjas linhas constituam
uma base ortonormal do espago tangente &s restrigdes em z{¥). Considere ainda que:

k)

st ZWT (g B+1) _ k) : (3.229)
y® = Z(k]T[VL(:E(k+1],/\Ls(m(k))) — VL(wEk), A ()] (3.230)

Para cada bom minimizador z*, de MRI, existe vizinhanga V*, e fun¢do Lipschitziana
Z . V* — Rin=mixn gatisfazendo (3.226-3.227), tal que, se z*) € V* entio:

SECL - ZW = Z(a(9)
SEC2 - B®) = zk) Bk} Z(M)T § uma matriz simétrica positivo-definida.
SEC3- B =B, (B, 50, y®).
SEC4- Considere o passo guasi-Newton na direcdo tangente as restrigoes
§8) — —ZET B~ 7R (£ 4) (3.231)

Se z(F) + 6&"2 estiver dentro da regido de confianca inicial da k-ésima iteracio, entdo
deve ser o primeiro ponto candidato a ser testado, nesta iteragdo de CDR.

Observe que SECI independe das escolhas feitas até agora para CDR. Além disto SEC2
e SEC3 ficam garantidos, numa vizinhanca de cada bom minimizador, caso adotemos SEC3
sempre que (s*)7y® > 0, com alguma salvaguarda que garanta B®*) uniformemente limi-
tada, de modo a satisfazer HB, bem como fazendo qualquer escolha positivo-definida para
B satisfazendo HB, em caso contério. Isto, em si, néo representa restricoes complicadas as
hipéteses firmadas para CDR. A dificuldade real esta em fazer com que, o passo quasi-Newton
em (3.231) seja assintoticamente aceito, e de forma que se possa igualmente garantir HLOCZ.

Veja que, se B®) for “suficientemente” bem condicionada, supondo z{*) — z*, entdo bus-
cas lineares na direcio quasi-Newton, proporcionardo passos com descida suficiente, HLOC2
e portanto também (3.215). Supondo que o teorema 3.3.9 se generaliza também para c4, isto
nos garantiria (3.228). Como o passo quasi-Newton é sempre testado, o lema da aceitagio
(3.3.3) nos asseguraria a afirmagio em itdlico logo acima. Em resumo, compatibilizar CDR
com SEC, aparentemente estd ligado a chegar perto de um bom minimizador, com B%*) “su-
ficientemente” bem condicionado, e af reside nossa dificuldade principal. Veja que, garantir
B® “suficientemente” bem condicionado em QNBL, com atualizacio BFGS, € buscas como
as que satisfazem 3s condicSes de Wolfe ( garantindo, portanto, sempre (s%)7y®) > 0}, cor-
responde a assegurar propriedades de convergéncia global, que ainda hoje constituem questoes
em aberto para tais métodos, em MSR, conforme apontamos acima. Isto significa que nao
podemos esperar obter grandes resultados aqui. Na verdade o que nos propomos a fazer agora,
¢ muito mais situar o problema de globahzar métodos secantes, do que desenvolver solucdes
satisfatérias para éle.
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Vamos discutir a seguir duas formas de se pensar como importar ALGCC ( vale dizer
impor SEC1-SEC4 ), e globalizd-lo em CDR. Acompanhamos, em linhas gerais, as idéias
esbocadas por Martinez e Santos, em [MS 95, alg. 6.3.1], a propdsito da globalizagéo de
métodos secantes para MSR. Essencialmente, propdem que se faca backtracking na diregao
quasi~Newton, desde que ela faca um angulo uniformemente afastado de 90 graus com a direcao
negativa do gradiente, e seu tamanho nao seja “pequeno demais”, comparado com a norma
do gradiente. Caso contrério, essencialmente propdem que se garanta um passo de descida
suficiente, fazendo backtracking numa direcio de descida, para a qual se tenha um &angulo
uniformemente afastado de 90 graus com a dirego de Cauchy.

GLOBALIZACAO A

O objetivo desta primeira forma de globalizacio nio consiste em propor um método
eficiente, mas apenas mostrar como é possivel usar o resultado de Coleman-Conn, descrito em
A, para “globalizé-lo” em CDRIN. O faremos, impondo SEC1-SEC4, junto com as demais
hipéteses de CDR, de forma a garantir passos de descida suficiente satisfazendo HLOC2. A
idéia é atualizar B®, usando BFGS sempre que (s®)Ty*) > 0, com duas salvaguardas:

SALVI - B¥+) ¢ o Hessiano wverdadeiro V2, L(z®+V A _(z{**1))}, sempre que o mal-
condicionamento de B%* estiver “atrapalhando a descida suficiente” do passo Gauss-

Newton, e tenhamos indicagbes que t* estd se aproximando de algum ponto de Kuhp-
Tucker.

SALV2-  B® = (1)

Para detalhar mais SALVI-SALV2, seja ©*) o coseno do dngulo entre 6% e 6&"2, isto é:

T (k).
(6ENT6%

O®) = cpsg) = ro o
RN L6 X

(3.232)

E facil ver que, se ~1/K < 0® < 0, ou [EEN/168) > K, entdo Ko(B®) > K. Com
base nisto, supondo SEC1 atendida , e s, y® como em (3.229-3.230), propomos que se
imponha:

GA.1 — Salvaguarda para B®*) mal condicionada com gp(z?) “pequenc”:

Se
now < .Ole (3.233)
i)
0% > 107 ou 20 > 10¢ (3.234)
1621

entao garanta

B+ — ZWIG2 L(gk+D ) (zHD)) Z 0T (3.235)
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GA.2 — Passo na diregio quasi-Newton para B*)

Sendo

i — Faca busca linear em CDR, na diregfo 6{(2’2, comegando com um passo ||,u,6g2|| -

min{A, 631}

ii— Se
(s®)Ty® 50 e (3.236)
1Bagas (B®), W, 4Nl < 10%|BO| (3.237)
entao
B* = B o(BW, 50, 4) (3.238)

Sendo, escotha para B*), qualquer matriz positivo-definida, satisfazendo

|B®| < 108|| B (3.239)

Observamos inicialmente, que as dnicas exigéncias sobre CDR efetivamente impostas,
correspondem a fazer atualizacdes B*) conforme indicado, e que o passo candidato seja sem-
pre escolhido na diregdo quasi-Newton, sob determinadas condigoes. Isto atende obviamente
a SEC1-SEC4. A busca linear, onde foi imposta, essencialmente corresponde a um backtrack-
ing numa direcio satisfazendo 8% < —10~* e ||§‘gﬂ|[ /I8E < 10% Isto claramente garante
“descida suficiente” (vide observagéao 2.3.2.C), bem como HLOC?2 sob HDIF nestas condigdes.
De resto, hé vérias formas ébvias de se complementar as escolhas a serem feitas, de modo a
garantir as hipéteses colocadas até agora para CDR. Veja que, se mﬁk) converge para um bom
minimizador, como temos HLOC?2 assegurado, obtemos assintoticamente (3.236) .

Nossa argumentagdo daqui em diante, nesta se¢Go seque uma linha bem mais informal, ou
seja, evitamos explicitar, formalmente, resultados que nos parecem poder ser provados. Ape-
nas indicaremos, informalmente, o que nos parece razodvel se obter, com globaliza¢ées como
as que propomos.

Num certo sentido, o teorema 3.3.8 carrega um “defeito tedrico”, qual seja, de s6 garantir
convergéncia superlinear pressupondo, nao apenas uma boa aproximacao inicial, com relagio
a um bom minimizador, mas, igualmente, da aproximacao Hessiana inicial. Ao tomar como
referéncia em A, um resultado de convergéncia local como o teorema 3.3.8, acabamos “her-
dando” este “defeito”, na forma de admitir atualizactes de B® pelo Hessiano verdadeiro,
sempre que B®*) estiver mal condicionado perto de wm bom minimizador. No entanto, com
o lema da deterioragéo limitada ( vide [BDM 73] ¢ [CC 84}) conseguimos suavizar um pouco
esta situago e garantir que, se P*W* P* tiver um ndmero de condigdo inferior a 10* entfo, su-
ficientemente perto de z*, ndo precisaremos mais atualizar B por V2, L{z(*+1, A (z8+D)).
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Conforme indicamos anteriormente, os principais resultados obtidos por Coleman-Conn,
essencialmente estendem para CDR os teoremas 3.3.8 e 3.3.9. No nosso caso, precisamos de
um pouco mais do que eles j& que nio estamos assumindo a priori que §;, seja aceito sem-
pre. Além disto tampouco estamos assumindo que z*+1) — ¥ satisfaga ALGCC num sentido
exato, j4 que nosso passo vertical satisfaz (3.47) mas nao (3.224). Ou seja, mesmo que ob-
tenhamos, assintoticamente, o passo “horizontal exato” 6&’2, conseglimos satisfazer todas as

relacdes (3.219-3.225) (com z®) — z® e z{ — z®+1)) | exceto (3.224), que s6 é atendida
num sentido inexato. Desta forma, a anélise em [CC 84] ndo se aplica diretamente, e teria
que ser adequada a esta situagio de ALGCC “inexato”. Contudo, esta segunda, nos parece
uma tarefa que pode se realizar mecanicamente, sem nenhuma questdo adicional relevante.
Evitando entrar em detalhes, nos parece razodvel aceitar que o teorema 3.3.9, igualmente se
estenda para esta situacio, com os mesmos argumentos que geraram o resultado de Coleman-
Conn que enunciamos em B, e nos garanta, para uma sequéncia gerada em CDR desta forma,
a obtencdo de um resultado equivalente a (3.216). No nosso caso, isto corresponderia a obter
a condigdo “tipo” Dennis-Moré (3.164). Além disto, como estamos supondo que a regido de
confianga comega com raio maior que A,,;., em cada iteraciio, e estamos impondo GA2, isto
nos dé que 65%) assintoticamente serd sempre testado, e, neste caso, o lema 3.3.3 garante sua
aceitacao assintética. O teorema 3.3.4 nos diz entdo que, neste caso, a convergéncia seria
superlinear em dois passos.

OBSERVACAO 3.3.6 - POR UMA GLOBALIZACAO QUE NAQ PASSE O TRATOR...

A caracteristica fundadora de métodos secantes, pode ser pensada a partir da equacdo
secante,

B gk} = (&) _ 7 (1)) Vf{(z®) ~ VQf(:B(k)S(k))

como forgando que se produza uma, corregdo na aprozimacdo hessiana B+ no sentido de
aprozimar o velor do hessiano verdadeiro na direcdo do passo s*). Em particular, trabalhos
como [Pow 76] e [BN 89] a que nos referimos acima, comprovam que esta idéia fundadora, esta-
belece uma forte capacidade auto-reguladora no nimero de condi¢do de B®) numa regifo onde
a funciio é estritamente convexa. Neste sentido, o que fizemos na proposta de globalizacao
anterior ¢ bastante grosseiro, uma vez que, ao detectar z{*) se aproximando de um ponto
de Kuhn-Tucker, com B{*) mal-condicionado, ao invés de tentarmos trabalhar no sentido de
aproveitar a capacidade “autoreguladora” do método, “passamos um trator” e atualizamos
B®*) pelo Hessiano verdadeiro. Além disto, como bem aponta Nocedal, em [Noc 91], ao co-
mentar que atualizagbes BFGS podem gerar B} mal condicionadas,

“... édificil determinar se isto é algo indesejével, ou se as matrizes estdo aproximando bem
uma matriz Hessiana mal-condicionada. Para decidi-lo, precisamos informagbes sobre o pro-
blema que nao possuimos. Nds aprendemos que € preferivel ndo interferir com o método BFGS,.
e deizar as matrizes B® eyoluirem livremente, porgue usualmente se obtem convergéncia com
taza superlinear” .

No texto acima, Nocedal se referia implicitamente a métodos que usam buscas lineares de
forma a garantir s%*)Ty'%*) > 0, num contexto no qual a alternativa seria dar um passo na direcao
de Cauchy, caso o angulo entre a direcio quasi-Newton e a de Cauchy ficasse perigosamente
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préxima de I1/2. Diz ainda Nocedal, que o melhor argumento contra este procedimento é,
de longe, o fato que os melhores métodos, testados em implementagtes consagradas, néo o
utilizam. No entanto, admite ao mesmo tempo, que alguns tipos de salvaguardas podem ser
efetivos. Na mesma direcio, Martinez e Santos também citam a possibilidade de se recorrer a
direciio de Cauchy como salvaguarda, mas sugerem que “em casos particulares, corregdes mais
inteligentes podem ser tentadas.”

Em MSR, podemos continuar esperando que alguém prove bons resultados de con-
vergéncia global, com buscas lineares eficientes e atualizagio BFGS. Isto seria étimo! Em
MRI isto talvez seja um pouco mais dificil ainda, mas, afinal, a esperanca deve ser sempre a
ultima a morrer! No entanto, enquanto isto ndo acontece, achamos que vale a pena procurar
salvaguardas para garantir “descida suficiente” em cada iteracio, sem perder de vista a ex-
ploragio da tdo decantada propriedade autoreguladora do método, qual seja a de ir corrigindo
automaticamente direcoes de curvatura muito pequena, ou excessivamente grande, em regides
nas quais a funcfio ja seja estritamente convexa. Até mesmo por néo estarmos convencidos,
que o fato de serem “teoricamente corretos”, garanta mais eficiéncia a métodos que fazem
todas as buscas na diregdo quasi-Newton, do que a métodos que as fazem na direcio quasi-
Newton apenas assintoticamente. O que temos em mente, corresponde a manter SALV2, mas
alterar SALV1 no sentido de no ter que atualizar B pelo hessiano verdadeiro, e apostar na
capacidade autoreguladora de BFGS, perto de umn bom minimizador. Ou seja, manterfamos
GA2, mas alterarfamos GA1, no sentido de mudar a salvaguarda a ser acionada para diregées
quasi-Newton muito ruins, relativamente perto de pontos de K'T. Porém esta mudanca seria
“pequena”, e de forma a garantir

O®) = cog §*) (6 k})Td(k}

e/ * 104
P 16 [T®] < —10 (3.240)

Por exemplo, caso (3.234) se verifique, poderiamos fazer busca linear na direcao

') (k)

(%) gp; an
= — i + (1 — pe 3.241
ol )llag,zn (3.241)

onde 1074 <y, < 1072
Com este tipo de salvaguarda, garantimos a descida suficiente em cada iteragio, de
modo a satisfazer as hjpéteses de CDR e, em tltima instancia, as condi¢des do teorema B
de Coleman-Conn, desde que £* chegue suficientemente perto de um bom minimizador. Por
outro lado esperamos por af conseguir que, ao se obter um ponto z{¥) suficientemente préximo
de um bom minimizador, se a aproximago hessiana B® calculada em Z®*6%% acusa uma
“curvatura” muito pequena {excessivamente grande), com relagdo ao menor autovalor {maior
autovalor) de Z®IV2 Lz A (z¥))}Z®T, a0 atualizarmos B*), com d* numa diregio
relativamente préxima. a 6% se produza uma correcdo em B®), “suficiente” para estabelecer
que, assintoticamente, a salvaguarda para a diregio do passo introduzida emn GB permanega
inativa. Isto nos colocaria na mesma situacdo a que chegamos na proposta de globalizagio
GA, caso o mimero de condigdo da Hessiana reduzida P*W*P* seja menor que 10%, QOu seja,
as iteragOes finais se dariam, neste caso, como num “ALGCC inezato”, satisfazendo (3.197-
3.198), e A condicio de Powell (3.191). S6 que, neste caso, sem nunca precisar atualizar B®
pela Hessmna verdadeira.
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3.4 CDRLOC

Nesta segdo, apresentaremos uma nova abordagem sobre a convergéncia local de CDRIN,
visando melhorar nossos resultados sobre a convergéncia supetlinear, bem como tratar de
forma mais adequada suas especificidades. Em particular, estabelecemos condigdes para con-
vergéncia superlinear em um sé passo de {z*'}, gerado em CDRIN. Na subsegao 3.4.1 apre-
sentamos o esquema CDRLOC, que descreve as iteragdes finais de CDRIN, quando bem suce-
dido. Na subsegio seguinte, demonstramos propriedades sobre as taxas de convergéncia local
de CDRLOC.

3.4.1 DESCRICAO DE CDRLOC

Formularemos um algoritmo, a se denominar CDRLOC, e que descreverd o comporta-
mento esperado para CDRIN, perto de um bom minimizador, com as escolhas firmadas até o
momento. Em particular, CDRLOC deve descrever o que acontece se z{¥) converge a um bom
minimizador, sob (HLOC1-HLOCS5) e {6\'} satisfaz (3.162-3.164).

CDRIN gera a sequéncia Z, que tem mnos servido de referéncia, a saber,
Z={®N:0<j<jir+1,0<k<ipy+1}. Z contem todos os pontos gerados em REST,
e em CDRIN (lembrando que 2#9 = z%)). Para a andlise local que desejamos fazer, nos
convem reescrever Z como Z, ., com um indice de referéncia 7 apenas, crescente com & e para
cada k, crescente com j. Ou seja,

Zoo = {29 1< < 00} (3.242)
e 2t = 20 158 4 6, onde, ou bem 6 = 0 é um passo Horizontal obtido em CDR e

6{9 =0, ou 6,(;) — 0 e 8 =0 é um passo “Vertical” obtido em REST.
Consideramos ainda, a seguinte partigao dos naturais,

N = IH U IV (3.243)

de tal forma que, Iy corresponda As iteracdes nas quais os passos dados sio Horizontais, e Iy
aquelas, cujos passos sejam Verticais.

A DINamica LOCal de CDRIN com as hipéteses formuladas acima, e numa vizinhanca,

suficientemente pequena de ntm bom minimizador z*, poderia ser descrita em termos de Z, .,

por:
DINLOC.1 - Sempre que os dados sdo atualizados, caleulase p® m p&) [|P@g®|.  Caso
1729 > p, XCOR manda fazer uma restauragdo, ou seja, obbemos z(+1) = z(& 4 6%
e, caso contrario, teremos z(+1) = 2 4 59
DINLOC.2 - Apés um passo Horizontal, XCOR permite que se opte entre, manter A® — A¢-1D

e fazger (1) = ;@ 1+ 6® on atualizar os dados e proceder como em DINLOC.1. (3.27) e
HLOC3 nos garantem a existéncia de o > 0 e €, > 0 tals que, se dois passos consecutivos
forem horizontais, e z{*) for o ponto entre éles, entdo

[R(2E)]] < &llgp(2Er1) [ (3.244)
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DINLOC.3 -

DINLOC.4

DINLOC.5

(3.58) nos indica que, sob HLOC4, assintoticamente, REST s6 faz uma iteracio,
a cada chamada. Isto significa que, apds cada passo vertical, os dados sio sempre
atualizados automaticamente em XCOR, suficientemente perto de z*.

- Se z(¥) converge a um bom minimizador z*, satisfazendo HLOC1-HLOCS e
uma sequéncia ng) satisfazendo (3.162-3.164) for testada, entdo o lema da aceitagio
3.3.3 garante que, assintoticamente, serd aceita. De (3.162-3.164) obtemos, para a sub-
sequéncia indexada em [p:

85y = P()(g%) + W) = of|I857) (3.245)
ra@”) = AW = oflléi” ) (3.246)

- No lema 2.4.7, na observagio 2.5.5 e no teorema 3.2.5, conseguimos garantir uma.
cota inferior, ndo nula, para p{*) . a depender de algumas condigdes 14 assumidas. Nos
demais casos, HLOCS nos dé [|gplP|| = O(p{%),). Dados P3 de XCOR e o controle
dinAmico, isto nos garante a existéncia de 0 < £ < & tais que, para ¢ suficientemente
grande :

&llgp®|? < o < &ligp® | (3.247)

onde a primeira possibilidade corresponde a § =1 e a segunda a 3 = 2.

DINLOC.1-DINLOC.5 nos conduz a afirmar que, se 2, for gerado em CDRIN de forma

a convergir a um bom minimizador, satisfazendo HLOCI1-HLOCS e (3.162-3.164), satisfard
igualmente ao esquema CDRLOC, que apresentamos a seguir, para alguma escolha adequada
dos pardmetros o, &1, & e f. DINLOC.5 sugere duas versoes diferentes para CDRLOC, con-
cretizadas nas alternativas 3 = 1 e § = 2, correspondentes as escolhas que imporemos para

p9, em P1.b de CDRLOC.

Pl -

CDRLOC

Dados 2@ € RB*, a>0, 0<& <&, 8=10u2:

ATUALIZAGAO

a - Considere A® — A'(z29), gl « Vf(219), Al — h(z®)
b - Escolha plf} > 0, de forma a atender (3.247)

c— Se [|R(z)]| > p¥, v4 para P3.

“PASSO HORIZONTAL” &y

a— Considere 5‘@ € IR™ satisfazendo (3..245—3.246)
b- Considere 201 200 1§80 ¢ i 41, h® — h(2®)

c— Opte entre ir para P1.a ou para P3.a, de modo a atender (3.244).
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P3 - _“PASSO VERTICAL”

a— Considere 67 € R((4® )T), tal que,
ry(6) = ADSE + 1O = o [A9])) (3.248)
b- Considere 20+ « 28 59), i —i+1 e va para P1.

Se CDRLOC vem de CDRIN, veja que P1 e P2.c sio tarefas executadas por XCOR, P2.a
e P2.b por CDRIN, P3.a por REST, P3.b por REST e XCOR.

OBSERVACAO 3.4.1 -

Podemos substituir W* por V2,L{z®, A®) em CDRLOC, onde A é qualquer escolha
do multiplicador que convirja para A*, e pensar nele como um algoritmo implementével (lo-
calmente), independentemente de CDRIN.

No restante desta secdo 3.4, denotaremos por {z(} a uma sequéncia infinita, que supo-
mos gerada por CORLOC. Assumimos ainda, que ela converge a um bom minimizador z*,
com variedede dual D*, definida em alguma vizinhancga tubular V*, como no lema 3.1.2.

3.4.2 TAXAS DE CONVERGENCIA DE CDRLOC

Na subsegao 3.3.1 mostramos que as escolhas até entao assumidas, nos garantiam con-
vergéncia superlinear em dois passos para a sequéncia X,. No entanto podemos obter resultados
melhiores que isto em quatro aspectos:

Al- Numa das versées do algoritmo Horizontal-Vertical apresentado em [CC 84], o
passo vertical 6, ¢ definido por {3.248), ou seja, 48, + h{(z. + 8u) = 0, ao invés de
Ab, + h(z;) = 0, como seria exigido num método PQSLOC com resolucio ezata dos
subproblemas lineares. Byrd mostra em {Byr 90}, que nesta versdo se consegue obter
(k) (k) . . P . * . A
{z'*) + 6}’ } com convergéncia superlinear a z*. Nossa teorie de convergéncia local, nesta
secdo, igualmente terd por base estabelecer uma taxa superlinear de aproximacdo a z*,
para 0§ passos compostos por um passo vertical sequido de um horizontal em CDRLOC.

Por outro lado Byrd [Byr 85] e Yuan [Yua 85] mostram exemplos de métodos PQS,
nos quais se tem (3.191), mas nos quais a convergéncia superlinear, garantidamente,
ndo se obtém em um s6 passo. Nos parece razoavel esperar que A, possa apresentar
este tipo de comportamento. Neste sentido, achamos que n#o vale a pena tentar obter
convergéncia superlinear a partir de z{*), ou seja, ||z#+V — z,|| = o(J|z¥) — x,]). Uma
explicacao heuristica possivel, para o fato de obtermos taxas superlineares para passos
tipo VH, mas nao esperarmos consegui-la para passos tipo HV, em algoritmos que, como
0 nosso, desacoplam a solugdo do passo horizontal daquela obtida para o passo vertical,
pode ser feita (vide figura abaixo), tendo em mente a estrutura de uma vizinhanga
tubular como V*. Observe que, ao dar wm passo na dire¢iio vertical, conseguimos nos
aproximar de forma superlinear de Hy. Ao complementd-lo com um passo horizontal, nos
aproximamos de forma superlinear da variedade dual D*. Contudo, isto ndo “destréi”
a aproximagcao superlinear da factibilidade conquistada com o passo vertical, j4 que o
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passo horizontal caminha “paralelamente” ao mnivel H,. J4 ao dar um passo vertical,
ap6s um horizontal, como o passo vertical ndo caminha paralelo & variedade dual, num
certo sentido, ele parece “destruir”, parcialmente, a aproximacéo de D* obtida no passo
horizontal.

& et
x

Passo VH X Passo HV

Ao analisar o comportamente de CDRIN, considerando &, em vez de Z___, perde-
mos informagdo importante ao colapsar os passos verticais num unico passo, principal-
mente no caso J = 1. Neste caso, verificaremos que, se em P2 de CDRLOC, obtivermos
infinitos pares de passos verticais seguidos, entdo cada par consecutivo deles promove
uma taxa superlinear de aproximacdo a *. Aqui reside uma diferenga interessante, com
relacdo aos algoritmos da familia PQS, na medida que, em CDRIN, é permitido ndo dar
um passo horizontal apds cada vertical, desde que estejamos suficientemente préximos
da variedade dual. Porém, isto se faz de tal forma que, os passos dados promovam uma
aproximag8o superlinear & z*. Como os passos horizontais sao geralmente a parte cara
da iteracho, isto pode ser vantajoso numa implementagio. No caso § = 2, para con-
seguirmos obter um resultado semielhante, precisamos forgar uma aproximacao mais fina
na restanragéo, on seja, em (3.248).

Se, em CDRLOC, obtivermos infinitos pares de passos horizontais segnidos em P1,
entdo o primeiro deles obedece a uma taxa superlinear.

CDRLOC tem convergéncia superlinear em tres passos no caso HLOCl.a. Se 2,
for gerado em CDRIN, isto significa um pouco mais que a convergéncia superlinear em
dois passos, obtida na secao 3.3.1. Pela observagio em Al, nao podemos esperar num
resultado melhor do que convergéncia superlinear em tres passos de Z, na medida que
néo esperamos convergéncia superlinear em um s6 passo de {z{}. A convergéncia de Z
passa a ser superlinear em dois passos, caso a op¢do, em P2.c de CDRLOC, seja sempre
forcar uma restauracéo, antes de atualizar os dados. Ou ainda, mediante a introdugio
de uma pequena modificacio em Pl.c, conforme veremos no coroldrio final desta sec¢éo.
Se Z, . for gerado em CDRIN, isto corresponde & convergéncia superlinear de {z!*}

LOC
num passo so.
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Damos precisao as afirmagtes acima com:

TEOREMA 3.4.1 (TAXAS DE CONVERGENCIA EM CDRLOC)

Suponhamos que Z_ . seja gerada por CDRLOC, e convirja para o bom minimizador

r*,

A - CASO TODAS AS ITERACOES FINAIS SEJAM VERTICAIS
Se para algum iy, tivermos 20+ = z(B +6$), para todo i > 1y, entde a convergéncia
€ superlinear.

B - CASO HAJA INFINITOS PASSOS HORIZONTAIS

Bi- Infinitos passos tipos VH.
Se Iyg = {ip : 20t = 200 1 8070 1L 560 NY gy for findto

i 12070~ _

= " l_p 3.24
oo |21 — g% (3.249)

B.wi — Infinitos passos tipos VV.

Agqui hd duas situagbes a considerar:

Bl - Caso =1 _ ,
Se Iyy = {i, : 2001 = glv=1) 4 gGe=D o s6Y pas for finito, entdo

fi 20 =20

v [z 1) — g+ (3.250)

B.ii.2 - Caso =2 e infinitos passos tipo VVV

Se Iyyy = {iy : 2080+ = plio=1) 581 4 g0 o 68DV g for finito e

rv(67) = A8Y + A = O(IH ) (3.251)
entao 205D |
Hliv —
1' n - .y 0 .2
oo [ 20D — 27| (3.252)
B — Infinitos passos tipo HH.
Biii.] = Selgy = {iy: 206t = g1 o sl | 60V 55 for finito, entdo
(tn) _ p*
m 22 =T (3.253)

ip— 00 ”z(ih—l) — g;;*” -
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B.iii.2 - Se, além disto existirem € > 0 e 0 > 0, tais que, para todo i suficiente-
mente grande, sempre se obtiver para tais pontos 20n) | entre passos horizontais
consecutivos, que

IA(=) ] < Ellgn(=t+) |+ (3.254)

entao .
|20t — 2]

firn ~0 (3.255)

W o = o]

A demonstracio do teorema depende basicamente de dois lemas. Neles formalizamos a
compreensao esbocada em Al, das razdes pelas quais se pode esperar, de um passo “tipo”
VH, que éle promova uma aproximacao superlinear da solucao xz*, mas o mesmo néo se pode
esperar de passos “tipo” HV. Qu seja, se o passo dado na i-ésima iteragio de CDRLOC for
Horizontal, éle promove uma brusca redugéo no gradiente projetado ||gn(z{")||, e uma alteracéo
em [[A(z)|| “bem pequena” com relagio a ||gp(z)||. Se ele for Vertical, a aproximacio da
factibilidade passa a ser “brusca”, enquanto que, para o gradiente projetado gp(z(?), o melhor
que conseguimos garantir, é uma variagio sob o controle de O(||R(z)}]).

LEMA 3.4.2 Suponhamos Zy,. como no teorema {3.4.1), e Iy infinito, ou seja, que
{29} seja gerado, admitindo uma infinidade de passos horizontais z%n+1) — 28] Entdo para
todo i, € Iy

lop(* ) = oflgpz)l) (3.256)
RS = (I +o(llgp(0) ) (3.267)

DEMONSTRACAO
Como z* é um bom minimizador, podemos considerar gp{x) de classe C' e, portanto,
Lipschitz em V*, ou seja,

go(= 1) = gp(a)") + O (a4 — 2607 (3.258)

Observe que as condigdes do lema garantem as hipoteses dos lemas 3.3.1 e 3.3.2 com
Yy = 20r) ¢ B — W™ (3.170) significa que

20 )" = p([|20R) — 2R (3.259)

Levando (3.9) ¢ (3.259) em (3.258), obtemos {3.256).
(3.257) segue de (3.167), (3.246) e do lema de Taylor. ]
LEMA 3.4.3 Suponhamos Z ., como no teorema (3.4.1) e admitindo uma infinidade

de passos verticais. Ou seja, que Ty = {4y : 200D = 20) 4 689 seja um conjunto infinito.
Entao

llgp(z+ 1 = gp(z“N)Il + O(fia")]) (3.260)
IR+ = o([laz")]) (3.261)

DEMONSTRACAO
Por (3.248),
2t} _ plie) — _p! (2N R(200)) 4 o(h(20))) (3.262)
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Como A/(z*) tem posto méximo, e z() — z*, 3.262 e o lema de Taylor, aplicados a
go(z+.) e h(z+. ), garantem (3.260) e (3.261). O

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA (3.4.1)
O pano de fundo para a demonstraggo do teorema, estd na relacio (3.12), que em nosso
caso se escreve:

lgp (N + ()] = ]2 — 2| (3.263)
Cormo veremos a seguir, (3.263) nos permite transferir para [|2() — z*||, propriedades que

sabemos demonstrar para ||gp(z®)| + ||A{z®)|}.

A- Comegamos supondo Iy finito, ou seja, que no final sd hd passos verticais.

Como estamos supondo que z¥) — z* e z* é um bom minimizador, (3.262) nos da
M > 0, tal que, para i suficientemente grande,

”Z(H—l] _ m*“ < Z Hz(&‘“‘l) - Z(j)H < M Z ”h(z(-:"))” (3264)
j=tt1 j=i+1

(3.261) e (3.264) nos garantem ||z6+Y) — z¥|| = o(||h(z)[). Portanto, (3.263) nos

permite concluir |28+ — z*|| = o(||2® — z*|}).

B - Suponhamos Iy infinito, ou seja, que haja infinitos passos horizontais.
Temos aqui tres casos a considerar:

B.i- Infinitos passos tipos VH.
Neste caso, hd infinitos 4, € Iy, ou seja, tais que 2+ = 201 L §2~1 1 g%
(3.256-3.257) e (3.260-3.261), neste caso, significam

lgp(z** ) = o(lign(z™)I) _ (3.265)
llgp(z*M = flgp(=*~)|[ + O(lIA(="1))) (3.266)
IR = A -+ ofllgp(z")1) (3.267)
I = ofllA{z1 D)) (3.268)
Combinando estas quatro relacoes, obtemos facilmente
Hgp(zE D)+ fin(zE D)) = o([lgp(z )| + R (7)) (3.269)
e (3.263) nos permite concluir (3.249).
B.ii — Infinitos passos tipo VV.

Suponhamos 28x+D = ziv-1 1 6 4 g8~V Ery particular, a restauragio em

z') ge d4 imediatamente depois da atualizagio dos dados em P1. Portanto, temos
negada a condicdo em Pl.c, ou seja

[R(zEN) = p®) = &llgp(zt))|}? ' (3.270)
B.iil - Se 8 = 1, obtemos de (3.261) e (3.270)
lgp(zE] + 1R (251 = O(l[B(]) = o(h(271)) (3.271)

(3.263) e (3.271) nos garantem (3.250) .
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B.ii.2 - Se § = 2 e temos tres passos verticais seguidos, (3.270) 6 nos fornece
lgp(z" )| = O(||A(}j*2) (3.272)
Em compensagdo, a hipétese (3.251) nos permite dizer que
162 = O(IR(z"~) = O(f|r{z"~2|]%) (3.273)
{3.270) e (3.273) nos garantem
lgp(2 )l + IR(z"*)l| = O(fia(z*~)]I") (3.274)

(3.263) permite concluir (3.252), a partir de (3.274)
B.iii — Infinitos passos tipo HH

B.iii.1 — Neste caso z(in+1) = Z(in=1) 4 glin) | s6r=1) " Clomo na iteragao 4, ndo houve
restauracdo, (3.244) e (3.256) nos garantem

llgp(z || + [|A(z) || = o(llgp(z+ V) (3.275)
(3.275} e (3.263) nos garantem (3.253).
B.iii.2 - Neste caso (3.256-3.257) e (3.254) nos garantem
lgp(z*) || + A+ )] = o(llap(z*)) + O(IR(z")) = o(llgp{z"*)])
(3:276)
(3.276) e (3.263) nos garantem (3.255)
O

O teorema acima nos diz que, no caso § = 1, 86 néo conseguimos garantir taxa superlinear
para sequéncias de pares de passos em CDRLOC, caso eles sejam do tipo HV. No caso =2
isto também pode acontecer com passos tipo VV . Em particular temos o seguinte corolario:

COROLARIO 3.4.4 Nas condigées do teorema 3.4.1, se § = 1, entdo 2 . tem
convergéncia superlinear em tres passos. Se 3 = 2 e (3.251) se verifica, entdo Z ., tem
convergéncia superlinear em quatro passos.

DEMONSTRACAO
De (3.256-3.257) e (3.260-3.261) segue que

lgp(z* D) + 18" = Ollgp(z)i + [R(z)1I) (3.277)

Observe que, a cada tres passos seguidos de CDRLOC, uma das tres alternativas abaixo
se verificara:

i— Dois passos verticais seguidos.
ii - Um passo vertical segnido de umn horizontal.

il — Dois passos horizontais seguidos.
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(3.249),(3.250), (3.253) e (3.277) garantem ent&o, no caso § = 1
lgp(zEN) ) + Rz = o(llgn(z)] + IR(=D)]) (3.278)

Do mesmo modo, a cada quatro passos seguidos de CDRLOC, ou bem héa tres passos
verticais segnidos, ou entdo uma das alternativas ii ou iii, logo acima. Neste caso, {3.249),
(3.251), (3.252), (3.253) e (3.277), garantemn

lgp(z+9)] + [R5+ | = o(llgp(=)| + 1R (z)]) (3.279)
(3.263) nos permite concluir o argumento a partir de (3.277) e (3.278). 0

Nosso segundo coroldrio permite reobter a convergéncia superlinear em dois passos de
{z{¥)}, para bons minimizadores de MRI, quando gerada por CDRIN, satisfazendo as hipéteses
firmadas nos capitulos anteriores, bem como (3.162-3.164). Além disto diz que, sob certas
condigdes, se obtem convergéncia superlinear em um s6 passo de {z*}}.

COROLARIO 3.4.5 Se CDRIN gera X, = {z(® : 1 < k < oo}, convergente o um bom
menimizador, e termina como CDRLOC, entdo a convergéncia € superlinear em dois passos.
Além disto, a convergéncia de {z*)} serd superlinear num sé passo, em dois casos:

i - Sempre forcemos, em XCOR, uma restauragdo apds cade passo horizontal, antes
de atualizar os dados.

i — Se adicione o Pl.c de CDRLOC, uma exigéncia de restaurac¢io caso (8.254) ndo
se verifique apds um passo horizontal, dados £ > 0 e 8 > 0 prefivados. Correspondente-
mente, 0 mesmo deve ser feito em CDR.

DEMONSTRACAO

Como entre z¥) e z#+?) h4 sempre dois passos horizontais, isto significa que sempre
teremos passos tipo VH ou tipo HH em £, entre os dois. Os mesmos argumentos do lema
anterior nos permitem concluir daf, que |[z{*+?) — z*|| = o(||z{® — 2*])).

Se sempre forgamos uma restauragio em z(**1) teremos sempre entre z*) e 2*+1), pagsos
seguidos tipo VH. Isto igualmente nos garante a convergéncia superlinear de z® por B.i do
teorema. Se impusermos a estratégia apontada em ii, estaremos garantindo a condigdo em
B.iii.2 do teorema, entre dois passos horizontais, e, portanto, também 3.255. Juntando com
(3.249), obtemos a convergéncia superlinear de {z*)} a z*. a|



Capitulo 4
TESTES NUMERICOS

Pretendemos apresentar, neste capitulo, resultados de alguns testes realizados com o
método apresentado nos capitulos anteriores. Conforme destacamos na introdugao, trata-se
de resultados preliminares de um trabalho, que estd sendo desenvolvido juntamente com Fran-
cisco Gomes. Temos em mente, neste momento, a verificagio de objetivos bem delimitados
na aplicacio dos testes, e que serdo expostos na secéo §4.1. Para realizd-los, nos pareceu sufi-
ciente, no momento, utilizar a mesma bateria de problemas usada por Boggs e Tolle em [BT
89], e por Shanno e Phua em [SP 89]. Na secdo §4.4, um pouco como apéndice do capitulo,
reproduzimos os enunciados dos problemas utilizados. Na se¢fio §4.2, detalhamos as principais
op¢des feitas na nossa implementacao, escrita em Fortran. Além disto, comentamos alguns
aspectos da bateria de testes escolhida, bem como apresentamos e analisamos os resultados
numéricos cothidos, em fungdo dos objetivos a que nos propusemos. Na segio §4.3, apresen-
tamos wma implementacdo do algoritmo PQS, para regido de confianga, sugerido em [DEM],
comn o objetivo de observar que, andar com um algoritmo PQS “longe da factibilidade” pode
ser ineficiente.

4.1 OBJETIVOS

Neste trabalho, concentramos nossos objetivos com a realizagdo dos testes numéricos em
{res pontos:

Obj.1 - _Robustez

Conforme j4 explicitamos anteriormente, ha problemas em MRI para os quais qual-
quer método falha. No entanto, hd problemas relativamente simples, como o exemplo
2.1, em situagtes nas quais permitimos aos iterados caminhar relativamente longe do con-
junto factivel, e que se constituem em armadilhas evitaveis, para métodos como o nosso
ou tipo PQS. Heuristicamente, correspondem ao fato que, passos tipo Gauss-Newton,
usualmente muito eficientes para restaurar pontos préximos do conjunto factivel, podem
se tornar altamente ineficazes, relativamente longe das restricoes. Ou seja, a direcio
normal as restricdes, frequentemente, “enxerga muito mal” o conjunto factivel. Para
piorar o quadro, o passo dado na dire¢io tangente, em funcac de “melhorar a otimali-
dade”, muitas vezes acaba contribuindo para dificultar a aproximacéo dos iterados ao
conjunto factivel. Esta situacfo, que constatamos no referido exemplo, parece ocor-
rer significativamente na pratica. Por exemplo, a depender da implementagio e de se
comegar suficientemente longe do conjunto factivel, este parece ser o caso dos problemas
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Obj.2 -
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2 e 13, da lista de problemas usada por Boggs-Tolle em [BT 89] e por Shanno-Phua em
[SP 89], que reproduzimos na §4.4. Em fungéo disto, a “relativa robustez” do método
nos parece ser uma ¢estdo central aqui, por entendermos se tratar de wma das van-
tagens importantes de métodos de pontos factiveis. Garanti-la, igualmente, para esta
flexibilizagao que estamos empreendendo, nos parece uma questéo fundamental. Em par-
ticular constatamos que nosso método torna-se consideravelmente mais robusto, quando
utilizamos alguma salvaguarda, para situages nas quais a redugdo de ||h{z)||, a cada
iteragao, torna-se muito ineficiente. Observamos que, embora em menor escala, também
o método PQS aparenta ficar mais robusto, quando usado com salvaguardas contra este
tipo de situacoes. Pretendemos detalhar isto melhor na secdo §4.3.

Calibragem de pmae

Uma questao central neste método, diz respeito a como “Hexibilizar a factibilidade”.
Algoritmicamente, isto se traduz na calibragem de p,,,, em cada iteracdo, considerando-
se que o raio do cilindro de confianga deve obedecer & restricdo em P3.b de XCOR. Na
presente implementacdo, adotaremos a férmula:

lg(z.)|
lg(zo) | + ngeat’ (4.1)

P = Pmaz ¥ e = Pmax

onde ngsq € alguma salvaguarda, fixada em fungfo da escala do problema.

H4, dois pontos a se considerar af:

- Valor inicial de ppmas

Esta é uma quest&o decisiva para o método. Conforme j4 seria de se esperar,
pudemos constatar, também numericamente, que valores iniciais de p,,q; exces-
sivamente grandes, ou excessivamente pequenos, podem tornar o método muito
ineficiente. Neste sentido, uma possibilidade corresponde a “adivinhar” um “bom”
valor para p{¥) . e pensar nas iteracdes iniciais do método como restauracdes, reali-
zadas para obrigar uma redugio de ||h(z}]], a alguma fragio adequada deste valor
inicial. Ou seja, teriamos ai configurada uma fase inicial, na qual usariamos, sem-
pre que necessario, a restauracio descrita na secdo §2.2.2, para forcar uma reducio
em ||h(z)||, até uma fragio do valor inicial de p,.., para, s6 entfo, inicializar ver-
dadeiramente o método descrito no capitulo I1. Na verdade, poderiamos usar na fase
inicial, qualquer outro método disponivel para reduzir significativamente ||h(z}]|, e
esta nos parece uma possibilidade muito interessante de se explorar.

Um outro dado da questao, corresponde a observar que, devemos esperar serem
os valores de p¥) = que tornam o método mais eficiente, fortemente dependentes
da escala de ||h(z)||. Neste sentido, nos parece razodvel que as primeiras iteragoes
do método devam ser usadas para fazer uma calibragem inicial de ppqx, adequada
a cada problema. O critério para se obter uma tal calibragem inicial nos parece
ser eficiéncia no passo Gauss-Newton para resolver h(z) = 0, dentro do cilindro de
confianca inicial, conforme as idéias esbogadas no segundo pardgrafo da segao §1.2.
A forma especifica de fazé-lo, serd detalhada na préxima secéo .
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Isto nos conduz a considerar a implementacdo que faremos do método pro-
posto, como constituide de duas fases. Na primeira, se usa um algoritmo qualquer,
para determinar um p®) . inicial adequado (pode ser inclusive prefixado)}, bem como

um ponto inicial z, com ||A(z)|| convenientemente menor que p{%) . Na fase final,
aplica-se CDR a z.

— Calibragem de p.. na fage final do método.

Esta calibragem parece ser menos decisiva que a calibragem inicial do método,
desde que usemos uma corregdo de segunda ordem, sempre que o candidato a passo
na. direcio tangente ameace sair do cilindro de confianga, ¢ reduzamos, sensivel-
mente, o valor de g,.., cada vez que a descida do Lagrangeano, entre dois iterados
nao corresponda ao esperado no teste realizado em P4 de CDR. A férmula que
adotamos para uma. tal calibragem, na prética, é:

Prras € min{ vV Pmaz; pmaz/4} (42)

Admitiremos ainda uma reducfo importante em p,,,., sempre que na fase final,
for necessario usar uma, salvaguarda como a que € descrita em Obj.1. Se ppq, estiver
bem calibrado inicialmente, isto raramente se fard necessdrio. De qualquer modo,
nada disto altera a analise de convergéncia feita no capitulo I, uma vez que, se o
conjunto factivel é um nivel regular de h, entdo, para pm.. suficientemente pequeno,
uma tal salvaguarda nunca é acionada. Além disto, usar (4.2) é, teoricamente,
equivalenteé & oz «— Pmaz/2-

Eficiéncia na Restauracgao

O passo Horizontal sempre é calculado apds a atualizagdo da matriz jacobiana.
Como estamos admitindo a possibilidade de fazer restauracdes, apds a atualizagdo da
matriz jacobiana, haveria, deste modo, a possibilidade de fazermos duas ou mais a-
tualizagbes da matriz jacobiana por iteragao. No caso da implementagdo que estamos
considerando, isto seria muito ineficiente, pois implicaria em duas ou mais fatoragdes da
matriz jacobiana, por iteragio. Tivemos a preocupacéo de definir o algoritmo, de forma
a permitir que se iniciasse uma iteragio fazendo restauragtes, sem ter que atualizar
a jacobiana visada na iteragdo anterior. Ao testar este aspecto do algoritmo, pudemos
constatar que ele se mostrou eficaz, para evitar duplicar atualizagdes da matriz jacobiana,
em cada iteraciio na fase final, desde que p!%  esteja bem calibrado.

mar

4.2 IMPLEMENTACAO REALIZADA

Como nosso objetivo consiste em realizar apenas testes preliminares com o algoritino, ¢

nossa primeira preocupacio € com sua robustez, secundarizamos a preocupacgfo com o tempo
de execugao de cada iteragio. Nossa principal preccupacio relativa a eficiéncia, se concentra
nos ndmeros de iteragdes do algoritmo e de fatoragbes das matrizes. As principais escolhas
definidoras da fase final na implementagéo realizada foram, além do processo de defini¢cdo de

(0)

maz”

Para dar os passos horizontais procuramos, em cada iteragfo, obter os pontos
candidatos comeo minimizadores do polindémio de Taylor, de grau 2, do Lagrangeano
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L{ze+ ., Ars{z.)), em regides de confianga, atualizadas de forma habitual. Escolhemos
tais minimizadores com o algoritmo que Moré e Sorensen propuseram em [MoSo 83,
aplicado a uma reducéo do problema quadrético ao espago tangente as restrigdes. Para
tanto, construimos bases ortogonais do espaco tangente as restrigdes, usando uma fa-
toracio QR associada & matriz jacobiana das restri¢des. Correspondentemente, a fungéo
de mérito utilizada para o passo Horizontal em cada iteragéo, é L(z, + ., Ars{z.)).

- Os passos de restauraciio sio obtidos tentando reduzir significativamente ||h(z)||?,
com um “backtracking duplo” nas diregdes GN {—h/(z)th(z)), e de mdxima descida
(=K (z)Th(z)) para ||h(z)||*>. Caso o passo na direcio GN fique menor que o passo de
Cauchy para l|h(z)||?, passamos a fazer a busca linear a partir do passo de Cauchy
_F‘Pchﬁ(m)Th’(w)'

Preferimos escolher problemas para testes que ji tivessem sido usados anteriormente.
Dai nossa escolha recair sobre a bateria usada por Boggs e Tolle, em [BT 89], para testar um
algoritmo quasi-Newton para MRI que propunham na ocasido, bem como também por Shanno
e Phua em [SP 89|, para comparar diferentes algoritmos quasi-Newton, para MRI. Compde-
se de 13 testes, com poucas varidveis cada um (no méximo 5}, muitos deles frequentemente
usados na literatura da drea. Cada um é testado com diferentes valores para a posigao inicial,
via de regra, crescentes com |[h(z™)]. Os reproduzimos, na segdo final deste capitulo. Sua
formulacao original encontra-se no referido artigo de Boggs e Tolle, que contempla, inclusive,
uma indicagdo para as solugdes que teriam encontrado. Uma dificuldade com relagdo a usar
esta bateria de testes, é que sua verséio publicada em [BT 89] contem muitos erros de na-
tureza tipografica. No entanto nos pareceu possivel reconstitui-la razoavelmente, seja a partir
dos valores apresentados como solugdes dos problemas, seja pelo que se descreve no texto, ou
ainda, por constitiirem problemas ji anteriormente utilizados na literatura. Comentaremos
estes detalhes, em cada um dos problemas, ao descrevé-los na segdo §4.4.

shanno e Phua usaram a lista para testar cinco algoritmos com atualizacio secante para,
MRL Incluem ainda, o algoritmo de Boggs e Tolle nos seus testes, e declaram que ele teria
se mostrado mais eficiente que os demais, na bateria de testes realizada. Na tabela 4.1a,
reproduzimos a tabela V em [SP 89|, que compara as performances destes 5 algoritmos, nos
10 primeiros problemas da lista de Boggs-Tolle. Na tabela 4.1b, complementamos a tabela
anterior, com dados da aplicacdo do algoritmo de Boggs-Tolle aos 13 problemas, retirados da
tabela I em {BT 89]. Nos nossos testes incluimos ainda, no problema 13, testes com pontos
iniciais afastados do conjunto factivel, e que néo estavam presentes em [BT 89], bem como o
problema descrito no exemplo 2.1.

Nao faz sentido compararmos, em termos de desempenho, os dados por nds obtidos, com
os registros nas tabelas 4.1, wma vez que os dados em [SP 89] e [BT 89 se referem a métodos
quasi-Newton, muito mais econémicos, por iteragdo, que a opg¢io por nés escolhida. Ou seja,
é de se esperar que tenham um desempenho ligeiramente pior, em mimero de iteragdes e de
fatoragdes da matriz jacobiana, embora tal desempenho tenda a ser compensado, em tempo de
computagio, pelo seu menor custo por iteragdo (pelo menos em problemas de grande porte).
Além disto, pelo menos num dos casos, nos quais consta, em [BT 89], uma discrepancia entre a
solugéo la apontada, e o problema correspondente, ndo nos foi possivel reconstituir o problema
por eles testado na pratica. Mesmo assim, a vantagem de estarmos usando uma bateria de
testes j4 amplamente utilizada anteriormente, consiste em constatarmos, ainda que apenas
subjetivamente, uma certa consisténcia nos nossos resultados, com relagdo aos obtidos para
outros algoritmos.



TABELA 4.1a

Reproduz a tabela V em [SP 89], comparando as performances
de 5 algoritmos PQS com atualizaggo secante para MRI rodados
com 10 dos 13 problemas da bateria de testes em [BT 89].

Table V. Comparative Performance

TABELA 4.1b

Reprodugiio de parte da tabela 1 em [BT 89]
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Organizamos & exposi¢do e anélise dos dados, colhidos com CDR em 4 subsegdes. Na
primeira, discutimos o efeito de se usar uma salvaguarda, caso a restauragdo fique muito
ineficiente. Na subsegdo seguinte, discutimos o efeito da corregio de segunda ordem. Na
subsecdo §4.2.3, analisamos dados relativos & calibragem inicial de o bem como questies
relacionadas & escala de ||A(z)||. Na tiltima subsegio, comparamos diferentes estratégias para
a fase inicial. Os dados que registramos de cada teste, nas tabelas 4.2-4.6 sdo:

— AtA - Nimero de atualizagbes da matriz jacobiana

— itT - Nimero total de iteractes realizadas, ( soma das iteragdes na fase 1, com as da fase
final e com as possiveis iteracdes do algoritmo SALVREST).

— itM - Nuimero de iteragdes, nas quais o passo candidato é obtido com o algoritmo de
Moré-Sorensen. Exceto nas duas tltimas baterias de testes apresentadas na tabela 4.6,
bem como no problema 10, na prética, difere muito pouco do nimero de itera¢des na
fase final do algoritmo.

— itS - Niumero de iteragoes do algoritmo SALVREST.
— Res - Numero de restauragbes realizadas.
— # h - Niimero de avaliagoes das restrigdes h(z).

— sa - Niimero que indica qual saida se obteve. Caso sa = 1, isto significa convergéncia a
um. ponto de KT, com tolerdncia ||A(z)|| < 107° e ||gp(z)|| < 107°. sa = 5 indica fracasso,
ao se atingir wm limite de 100 iteragdes e sa = 6 indica fracasso nas restauracoes, na fase
final (apenas verificdvel na tabela 4.2).

~ p9 - Valor inicial de pp,, na fase final do algoritmo, (apenas nas tabelas 4.4’ e 4.5).

~ phiue - Valor final de prq., (apenas nas tabelas 4.4 e 4.5).

O problema 3 da lista, é um problema quadratico e o 10 corresponde a encontrar um ponto
factivel, pois sen nimero de varidveis é igual ao de restrigdes. Os dados colhidos com estes
problemas mantém-se monotonamente idénticos, essencialmente independentes das varidveis
testadas. Como n&o contribuem em nada para a andlise de CDR, os omitiremos a partir da
tabela 4.4, com o objetivo de simplificd-las, visualmente.

4.2.1 SALVREST

Na tabela 4.2 registramos o efeito de se usar uma salvaguarda, que denominamos
SALVREST, para reduzir significativamente ||h{z)]||?, sempre que tivermos obtido zz. a partir
de z, num passo de REST, e tal que

I1a(z )| > .95k ()] (4.3)

SALVREST poderia ser qualquer algoritmo eficiente para resolver o sistema h{z) = 0.
Como neste caso podemos nos deparar com problemas muito dificeis de minimizagao global,
isto coloca alternativas interessantes para construir algoritmos mais robustos para MRI. O
que fizemos, nesta implementacfo, foi simplesmente definir SALVREST como um algoritmo
para minimizagao sem restri¢gbes, com regido de confianca, tomando para modelo guadratico o
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polinémio de gran 2 de ||k(z}||>. Usamos o algoritmo de Moré e Sorensen para obter os pontos
candidatos, como minimizadores do modelo quadratico na regido de confianca. Na verdade,
sé acionamos a salvaguarda depois que (4.3) tenha se verificado por duas vezes.

Na tabela 4.2, prefixamos p®) . = 10, e comparamos os dados obtidos, aplicando CDR
com SALVREST, e sem. Conforme podemos verificar na tabela 4.2, sem a salvaguarda o
algoritmo deixa de convergir a um ponto estaciondrio, sendo interrompido apds realizar mais
de 100 restauragbes nos testes 2.3, 13.1, 13.3 e 14. Além disto, CDR fica mais eficiente ao
utilizarmos a salvaguarda nos testes 9 e 12. Se observamos a tabela 4.1, vemos que tres dos
cinco algoritmos PQS, analizados por Shanno e Phua, também fracassam no problema 2.3.
Nos parece que, provavelmente, algum tipo de salvaguarda contra dificuldades em se aproxi-
mar da factibilidade, igualmente funcionaria ali.

Em funcéo disto, passamos a incorporar SALVREST em todos os testes a serem feitos

com CDR, daqui para a frente.

TABELA 4.2 - TESTANDO SALVREST COM o0 =10

oM SALVEEST SEM SALVEEST

Prcb., ¥ AtAR itT itM it) Res fh sa AtR itT iiM itQ Ras #h sa

1 1 6 2 1 0 4 8 1 6 2 1 0o 4 8 1
2 1 7 T 5 0 3 111 7 7 5 0 3 1 1
2 2 17 16 8 0 & 22 1 17 16 8 0 6 22 1
2 3 34 3 10 5§ 3 42 1 101 ‘101 -1 ¢ O 11z §
3 1 3 3 1 9 90 31 3 3 1 ¢ o0 31
3 2 3 3 1 0 90 31 3 3 1 ¢ 0 31
3 3 3 3 1 o0 0 31 3 3 1 90 0 3l
4 1 13 12 11 ¢ 7 23 1 33 12117 0o 7 23 1
4 2 15 15 14 ¢ 8 29 1 15 15 14 0 B8 29 1
4 3 14 12 11 o & 24 1 4 12 11 0 8 24 1
5 1 6 5 3 0 4 10 1 6 5 3 0 4 10 1
5 2 10 g 3 0o 4 14 1 10 g 3 0 4 14 1
5 3 13 12 3 0 4 19 1 13 12 3 0 4 19 1
6 1 13 12 & 0 5 18 1 13 12 9 0 5 1i8 1
6 2 29 20 18 0 10 42 1 2% 29 18 0 10 42 1
7 1 20 13 o 17 40 1 20 13 12 0 17 40 1
7 2 23 13 95 0 18 40 1 23 13 9 0 18 40 1
8 1 17 13 12 ¢ 15 20 1 17 13 12 0 15 29 1
8 2 17 12 8 o 12 28 1 17 12 8 ¢ 12 29 1
9 1 2 14 12 0 18 42 1 22 14 12 0 16 42 1
9 2 I}V 24 4 4 9% 46 1 45 28 9 0 26 96 1
9 3 44 32 12 6 20 B6 1 9 60 9 0 28 132 1
10 1 7 2 0 0 5 71 7 2 0 0 5 7T 1
1¢ 2 13 8 0 0 5 i3 1 13 8 9 0 5 13 1
10 3 15 10 0 0 S5 15 1 15 10 o 0 5 15 1
11 1 9 8 6 0 4 12 1 9 g8 6 ¢ 4 12 1
11 2 16 15 9 a9 7 25 1 1l 15 g 0 T 251
11 3 26 26 9 0 6 37 1 26 26 9 0 6 37 1
12 1 28 28 12 9 7T 40 1 37 35 13 0 8 53 1
12 2 29 28 12 10 92 44 1 44 39 16 0 21 85 1
iz 3 26 26 12 B B 38 1 37 34 16 0 16 71 1
13 1 27 1 12 3 189 98 1 115 10 2] 0114 660 &
13 2 1 18 3 3 2 24 1 173 9% 12 0 88 569 1
13 3 28 23 2 7 1 36 1 101 101 -1 O © 118 5
14 1 30 20 13 4 18 120 1 121 9 6 0118 *** g
14 2 43 24 15 4 30 190 1 115 11 6 0109 %+ g
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4.2.2 CORRECAO DE SEGUNDA ORDEM

Na tabela 4.3 colocamos os resultados obtidos em 4 aplicagbes da bateria de testes, com
o objetivo de registrar o papel da corregio de segunda ordem. Nas duas primeiras colunas
da tabela 4.3, estdo os dados obtidos ao aplicar o algoritmo original, com um valor inicial
prefixado em p(®), = 0.01. Ou seja, a fase inicial é, neste caso, exatamente o algoritmo REST,
usado até que se dé o primeiro passo na direcdo tangente. No teste registrado na primeira,
coluna, ndo se usam corregdes de segunda ordem. No que corresponde a segunda coluna,
usamos uma correcdo de segunda ordem sempre que o passo candidato zt ameace sair do

cilindro de confianga no sentido que

[ > Azl + -3p, (4.4)

onde p é o raio do cilindro de confianga.

Nas colunas 3 e 4 fizemos o mesmo que nas duas primeiras para p!9, = 10.
Comparando-se as colunas 1 e 2, fica evidente que para p{0) . = 0.01 a corregdo de segunda
ordem tem um efeito decisivo na performance do algoritmo. No caso g% = 10, a correciio

de segunda ordem melhora a performance nos problemas 4 e 12, fazendo pouca diferenca nos
demais. O fato que, para pequenos valores do raio do cilindro de confianc¢a, a correcéo de
segunda ordem consegue evitar desastres maiores na aplicacio do algoritmo, é importante
para a calibragem do pm... Nos permite adotar uma calibragem exigente para sair da fase
1, ou entdo forgar reducdes significativas em pr,q0, sempre que CDR indicar a necessidade de
reduzi-lo. Mesmo que “erremos um pouco na dose”, isto nfo chega a ser devastador, dentro
de determinados limites, desde que estejamos usando a corregio de segunda ordem. Por outro
lado, ela tem que ser usada com algum cuidado, para ndo consumir avaliagbes de h(z) desne-
cessariamente.

Em consequéncia disto, incluiremos também a corregio de segunda ordem, com a es-
tratégia apontada acima, nos demais testes com CDR.
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29 28 ¢

4 18 120 1
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20 13
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20 138
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14

16
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14
14

43
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17
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4.2.3 CALIBRAGEM INICIAL DE p,,,,

As tres tabelas que apresentamos nesta subsegéo, essencialmente correspondem a peque-
nas variagoes sobre a tabela 4.4. Nas quatro primeiras colunas da tabela 4.4, registramos o
que acontece a0 prefixarmos diferentes valores iniciais para ,ogf?m, respectivamente, .01, 10, 10%
e 10°. ' ‘

Como ja seria de se esperar, o melhor valor prefixado de ,o,(g?m para se operar varia muito
conforme o problema, néo sé em fun¢ido das ndo-linearidades do conjunto factivel, bem como
da escala de ||h(z)||. Na tabela 4.4, p{9 = .01 é a melhor op¢do nos problemas 7,9 e 14 € a pior
nos problemas 1,2,4,6,11.2,11.3,12 ¢ 13.1. J4 p{?) = 10 é a melhor op¢éio nos problemas 1,4,11
e 13. Nos problemas 1,6 ¢ 12, a melhor op¢do parece ser ,oggzw = 10%. Até p,(,ﬂ?m = 10°, parece
ser uma boa opgio em problemas como os de numero 1,6 ¢ 8. Alguns problemas como os de
nimeros 1,4,5, 6 e 8 sdo pouco sensiveis ao valor de 29 dentro de alguma. faixa bastante

Tz ?

ampla de possiveis prefixacdes para p{® . enquanto outros como 7,9,11,12 e 14, funcionam

Tz

visivelmente melhor para um dos quatro valores de p{% .

O que nos interessa ressaltar aqui, é a dificuldade de se pensar num valor adequado para
pD  prefizado. Claramente, em cada um dos problema, os valores de p{  prefixado, que
correspondem as methores performances de CDR, dependem fortemente da escala de ||A{z)]|.
Isto ficard mais evidente ainda,. ac analisarmos os dados da tabela 4.5, destinada a explicitar

o efeito de mudangas de escala nos problemas.

A forte dependéncia da performance de CDR com a escala na qual se escreve A{z),
indica que devemos tentar uma maneira de encontrar p{)_. que traga embutida alguma forma
de afericio desta escala. Os dados da quinta coluna correspondem a esta tentativa. Nela
registramos o que acontece, ao tentarmos aplicar, na primeira fase, um método autoajustdvel
para encontrar o valor de p{%)  com o qual se inicie a fase final do algoritmo. A forma que
encontramos para traduzir o principio de buscer com que o passo Gauss-Newton seja eficoz,
na sua tarefa de aprovimar os iterandos da factibilidade dentro dos cilindros de confianca na

fase final, consiste em ajustar p{® _ através:

TLx

i~ Aceitar o fim da fase inicial quando obtivermos, por duas vezes

Az + 8]
RO TTYEST]

onde 6y é um passo Vertical, dado na dire¢io normal as restrigdes em x. Adotamos
ainda uma salvaguarda, para evitar valores iniciais de p,(g?u muito pequenos, necessaria

em casos 10s quais os iterados convergem para pontos factiveis nos quais ?'(z) seja
singular, ou esteja muito mal condicionada, como é o caso do problema 8.

< .2,

ii — Fixar p{% como o valor de ||{z)||, na primeira vez que obtemos ¢, < .3 na fase inicial,
desde que nunca volte a ficar maior que .4 depois. Caso ¢, < .3 em todas as iteragGes

da primeira fase, fixamos p{®) = 10 nos testes realizados.

Com a excegio do problema 2.c, os resultados registrados na quinta coluna da tabela 4.4
correspondem, para cada problema, aos bons resultados obtidos denire os que registramos ao
prefizar p&) 1o sentido que, se néo for o melhor deles, pelo menos dele se aproxima “razoavel-
mente”. Estamos “medindo” a performance do algoritmo, apenas olhando para os parametros
AtA itM e itS, que indicam as fatoragoes de matrizes realizadas. No sentido de complementar

este ponto crucial para o método, apresentamos também as tabelas 4.4’ e 4.5.



TABELA 44 - TESTA DIFERENTES VALORES DE .. PREFIXADOS CONIRA UM METODO DE AJUSTE PARA o°..:

]

P = .01 P = 10 P = 10° e = 10° O e ajustado

Prob. xo AtA itT itM itS Res #h sa ArA itT itM itS Res #h =a AtA it? itM itS Ras #h ma AfA  AtT itM it) Ras #h sa AfA  AtT itM itS Res #h sa

1 1 n 1 s ¢ 7 2% 1 6 2 1 0 4 g8 1 & 2 1 0 4 a 1 & 2 1 a0 4 g 1 7 7 3 0 3 16 1
2 1 8 7 3 0 2 12 1 7 T 5 0 3 11 10 S B8 0 4 14 1 12 S 8 0 4 14 1 g 8 4 0 3 12 2
2 2 30 30 19 0 1¢ 1 i 1 B8 0 4 21 1 4 11 & o 7 22 1 19 13 12 0 11 34 1 2) 13 9 0 5 25 1
2 3 58 58 3 5 15 122 1 34 34 10 5 2 4 1 24 24 12 o0 6 31 1 25 21 12 0 11 33 1 54 54 0 5 19 18 1
4 1 16 15 14 0 10 47 1 8 g 7T 0 4 20 1 6 5 4 0 4 10 1 8 T 6 0 5 12 1 9 8 6 0 6 18 1
4 2 21 20 18 0 10 58 1 10 a 7 0 4 17 1 12 1 10 o 5 17 1 12 12 11 0 5 17 1 10 9 7 0 5 19 1
4 3 17 17 18 ¢ 10 53 1 9 7T 6 0 4 16 1 L] 8 7 0 6 15 1 8 T 6 0 5 12 1 1u 9 7 0 5 19 1
5 1 7 6 2 0 3 12 1 5 § 3 0 4 11 6 € 5 0 5 12 1 8 8 7 0 6 15 1 & 6 2 0 2 1 1
5 2 10 1 2 0 2 15 1 10 9 3 0 4 15 1 9 6 3 0O 6 13 1 12 11 16 0 5 21 1 10 10 3 ¢ 3 14 1
5 3 13 12 2 0 20 1 12 11 2 0o 3 18 1 12 10 4 0 & 19 1 1° $ 8 0 11 22 1t 12 312 3 0 3 18 1
|3 1 15 g 0 & 321 13 12 % § 5 18 1 12 12 11 9 6 19 1 15 15 14 0 6 22 1 14 14 9 ©¢ 4 19 1
& 2 54 54 40 0 29 135 1 31 30 i 0 11 &7 1 23 23 16 0 § = 1 25 23 20 O 10 33 1 32 3 17 011 47 1
7 1 7 17 3 3 3 271 20 13 12 0 17 49 1 15 2 11 0 12 45 1 18 10 9 0 158 42 1 17 1¥ 3 3 3 27 1
7 2 % 18 2 4 2 29 1 23 13 % 0 1B 441 26 7 134 2 21 77 1 58 21 18 2 52 188 1 19 13 2 4 1 29 1
g 1 17 ¢ 4 0 11 3% 2 27 13 12 0 15 31 1 15 13 W0 0 13 24 1 i5 11 10 ¢ 13 24 1 1 12 2 ¢ 5 38 1
B 2 1 12 3 0 4 18 1 7 12 8 0 12 33 1 17 12 11 © 16 35 1 l6 13 22 ¢ 14 27 1 1 1 3 ¢ o 16 1
£ 1 15 14 7 0 3 24 1 20 13 11 0 15 45 1 31 19 13 5 19 B89 1 4 21 11 5 28 104 1 4 14 7 0 3 23 1
9 2 26 26 4 2 3 38 1 30 24 4 4 9 a7 1 3 12 6 2 31 88 1 38 18 10 7 24 9 1 26 26 4 2 3 3% 1
9 3 31 31 7 4 3 48 1 3B 27 7 & 11 55 1 3 18 7 4 19 & 1 37 22 12 8 20 73 1 31 31 7 4 3 46 1
11 1 | 8 4 0 2 12 1 9 8 6 0 4 12 1 12 10 % o 5 15 1 14 1 10 0 5 18 1 ¢ 10 7 ¢ 2 12 1
11 2 30 3 21 0 14 Te 1 14 13 7 0 5 23 1 20 18 16 0O 11 35 1 ly 15 14 0 9 27 1 14 14 6 0 B 2 1
11 3 46 46 27 0 20 107 1 26 25 89 0 &5 391 32 28 18 o0 13 57 1 3 23 20 0 20 60 1 2T 27 9 0 8 37 1
12 1 56 56 41 7 23 135 1 22 A 7 7 8 541 17 $ 8 0 13 40 1 26 16 11 4 15 W 1 23 23 8 7 &5 45 1
12 2 55 55 38 ¢ 22 126 1 25 2 7 9 7 85 1 24 14 13 ¢ 17 56 1 26 20 1% 0 17 67 1 28 27 10 5 5 5Bz 1
12 3 B4 54 4t 6 23 132 1 2 19 7 6 6 45 1 14 g8 7 € 12 27 1 17 10 5 0 13 38 1 21 21 8 6 5 42 1
13 1 67 66 6 0 40 196 1 28 18 14 3 18 124 1 3 21 9 11 18 139 1 27 23 10 12 § 585 1 34 20 19 9 11 133 1
13 2 3¢ 29 & 4 5 67 1 23 1 6 3 5 40 1 2 17 7 % 8 & 1 27 23 10 12 5 55 1 31 29 & 4 6 63 1
13 3 2 28 3 7 3 40 1 28 27 2 7 1 36 1 45 28 12 11 20 145 1 59 38 13 24 28 257 1 29 29 3 7 2 40 1
14 1 6§ 14 5 1 5 41 1 3 20 13 4 18 127 1 22 16 9 6 10 55 1 34 30 17 12 B8 " 1 18 1 7 1 8 53 1
14 2 19 17 6 1 5 27 1 43 24 15 4 20 200 1 23 18 10 & B 90 1 3 33 20 12 9 102 1 2 1% 8 1 B 45 1
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13

14
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TABELA 4.4'- IDENTICA A TABELA 44, EXCETO QUANTO A MOSTRAR pfmgy EM CADA CHAMADA, BEM COMO pOmaxy NA ULTIMA:
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TABELA 45 - TAMBEM TESTA e PREFIXADO CONTRA AUTOAJUSTADO, COM A DIFERENCA DE MUDAR A ESCALA AO FAZER h(x) < K*x).

Preh. xo
1 1
2 1
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2 3
4 1
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=3 1
5 2
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7 1
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P = .01; K = 10°
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Tabela 4.4’

Tabela 4.5

CAPITULO 4. TESTES NUMERICOS

Reproduz os mesmos dados da tabela 4.4, apenas substituindo o registro de Res,
# h e sa por pl.. (valor final de p;ec) €, no caso autoajustdvel, acrescentando ainda
p®.  Comegamos destacando que o valor de p{l),, encontrado de forma autoajustada,
é razoavelmente “conservador”, no sentido de praticamente corresponder ao valor final
de pmas AS excecdes ficam por conta dos problemas 4.a, 4.b e 13.a, que comegam,
praticamente, em pontos factiveis (nestes casos arbitramos pggzw 10%) e do 14 que
“sosta” de andar com p.. bem pequeno. O problema 14 é o tnico no qual pmaz ainda
¢ diminuido na fase final, abaixo de um valor prefixado em .01, conforme se registra na
primeira coluna . Nos casos de problemas como o 7,9 e 14, que “gostam” de cilindros
de confianca menores, o método encontra valores relativamente baixos para pE,?fm e,
essencialmente, reproduz a performance obtida ao se prefixar pEﬂLw = 01. Nos demais
casos se obtem, com poucas excegdes, valores iniciais para p{0) | préximos a valores
de prae N0S quais o algoritmo parece operar bem com p{%. ) prefixado. A excecdo 2.c,
corresponde a um exemplo no qual a diregéio do gradiente projetado na diregao tangente
as restricSes coincide ser, longe das restricées, uma boa direcdo de descida de [jh(z)]|
em iterados nos quais a dire¢io normal ndo o é. Isto acaba produzindo um valor de
Eﬂ()m excessivamente baixo. Ao adotarmos outras estratégias para a fase 1, este efeito se
atenua bastante.

- A tabela 4.5 destina-se a registrar os efeitos de uma mudanca de escala, ao se
substituir h{(z) = 0 por K *h{x) = 0. As tres primeiras colunas correspondem a prefixar
pi}i}m em .01, K *.01 e K % 10. As duas iltimas correspondem a se utilizar o método de
autoajuste para encontrar p{7) . Adotamos K = 1000 nas quatro primeiras colunas. Na
quinta repetimos os dados da quinta coluna da tabela 4.4°, ou seja, correspondentes a
K =1

A primeira observagfio a se fazer af é que, com pequenas nuances, os resultados
obtidos com K = 1000, para p&). = K * .01 e p©@_ = K « 10, séo essencialmente os

max
mesmos obtidos na tabela anterior respectivamente para pgggm = .01 e p® =10 no caso
K = 1. O principal ponto a destacar na tabela 4.5 é que, com a exce¢io dos problemas
2.c, 8 e 13.a, nos demais hd uma notével coincidéncia entre as performances obtidas para
K =1e K = 1000 no caso onde p{%) & autoajustado, conforme se pode ver comparando
as duas ultimas colunas. Isto indica que na grande maioria dos problemas, o efeito da

calibragem, adotada na fase inicial para ajustar p&,??m, parece funcionar independente-
mente de K.

Nao estamos com isto dizendo que temos uma maneira de enfrentar problemas mal
escalados em geral. Mas pelo menos no que diz respeito a mudancas de escala do tipo
h(z) — K * h{z} acreditamos que nossos dados apontam uma forma autoregulavel para

encontrar um pﬁﬂix conventente.

Em resumo, nos parece que na grande maioria, dos problemas testados, o0 método autoa-

justével encontra um valor pare p&_, econdmico em termos das “iteracées caras” na dire¢io
tangente, sem aumentar significativamente o menor nimero de iteragoes feitas pelo algoritmo,
com relagio a testes que utilizam diferentes valores prefixados de p{¥) . Isto indica um critério
vidvel para caracterizar, dinamicamente, a proztmidade do conjunto factivel.
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4.2.4 ESTRATEGIAS PARA A FASE 1

Na tabela 4.6 comparamos quatro diferentes estratégias para a fase 1. A primeira, essen-
cialmente, é a mesma registrada na quinta coluna da tabela 4.4. Nas demais procuramos dar
passos na dire¢io tangente as restrigdes, apds cada passo na direcfio normal, e de modo a néo
comprometer a descida de ||h(z)| conquistada. Usamos tres novas opgdes para fazé-lo. Uma
iteracao tipica da fase 1 comega em z, com a atualizagéo da mafriz jacobiana no ponto, e dé
um passo vertical para encontrar z,, com o objetivo de reduzir ||h(z)||. O passo vertical é
dado com um algoritmo como REST, e usamos ainda um raio para a regiao de confianga do
passo vertical. As diferentes opgoes se diferenciam na forma de escolher um passo na diregao
Horizontal. A idéia da segunda opgio para a fase inicial, é aproveitar que a fatoracéo de h/(z)
j4 estd feita, e definir o passo Horizontal na direcio de —gp{z). A forma de fazé-lo é bem
despretenciosa, e corresponde a usar um segundo rajo de confianga para o tamanho inicial do
passo Horizontal, a ser atualizado em cada iteragéo. O passo z*, assim obtido, é recusado em
duas situagses:

~ Se [|[k{zT)|| for maior que a média aritmética entre [[h{z))| e [|h(z,)]-

— Se f(z*) nado reduzir significativamente f(z,), até um limite de duas recusas deste tipo
por iteracao.

Ou seja, a idéia aqui é nao “gastar muito” para tentar diminuir a f, longe das restrigbes.
Se apds duas rejeigbes do passo Horizontal, ndo encontramos um candidato ™ aceitdvel, omiti-
mos o passo Horizontal e reduzimos a regiao de confianca do passo Horizontal, para a iteracéo
seguinte. A atualizagdo do raio da regiao de confianga do passo Horizontal, é feita de forma
a aumentd-lo ou diminui-lo, conforme o passo dado ameace, ou néo, deixar de satisfazer um
dos dois pontos colocados logo acima.

As outras duas opgdes que registramos na tabela 4.6, correspondem a apostar mais em
melhorar a aproximagéo da variedade dual D*, na fase 1, no sentido de um maior esforgo para,
dar um bom passo na direcao Horizontal. Uma forma de fazé-lo, corresponde a construir o
mesmo modelo quadratico que na fase final, para dar o passo Horizontal, usando o algoritmo
de Moré-Sorensen para encontrar um candidato z1 = z, + & + 8500, Onde & € obtido a partir
do minimizador do modelo quadratico reduzido. A diferenca entre as duas opgbes, € que na
terceira usamos a matriz jacobiana das restri¢ées obtida em z, sem atualizd-la em z,,, ao passo
que na quarta, fazemos a atualizacio de h'(z) em z,. Destacamos duas observagoes:

— A primeira e a segunda opcdes parecem claramente superiores as demais. Como seria de
se esperar, as duas Wtimas opgdes gastam muito mais, em termos de iteragdes do algo-
ritrno de Moré-Sorensen, do que as duas primejras. Para que valessem & pena, teria que
acontecer uma substancial redugio no mimero de iteragdes. Mas isto vistvelmente néo
ocorre. Mesmo que comparemos apenas pelo mimero de iteragoes itT, ndo nos parece
detectavel, globalmente, uma reducdo deste niimero nas opgdes 3 e 4, com relacio aos
dados da segunda opcao. Ou seja 0 que nos parece observivel af, é que as diferencas
no nimero itT entre as opgdes 2 e as opgoes 3 e 4, além de serem relativamente peque-
nas, se distribuem equilibradamente, ora num sentido, ora no outro. Algo semelhante
observaremos adiante, ac comparar os dados da aplicagdo de um método PQS puro, e
de outro, no gual o mesmo algoritmo PQS vem precedido de uma fase 1 como a que
colocamos nas opges 1 ou 2.
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- A comparagdo entre os dados da primeira e segunda op¢des, ndo nos d4 elementos sufi-
cientes para afirmar que wma das duas seria, claramente, superior & outra. Para tanto,
talvez fosse necessério trabalhar num conjunto bem mais amplo de testes. No entanto,
nos parece haver, nesta bateria de testes, uma diferenca pequena, porém visfvel, em
favor da segunda opgao, expressa nos testes de nimero 2, 6 e 8. Nos demais hd pequenas
oscilagdes para 14 e para ¢4 nos resultados (sempre pensados em termos de AtA, itM e
itS).

OBSERVAGAO 4.2.1 SOBRE O CUSTO DAS RESTAURAGOES

Observamos que, a diferenga entre o niimero de atualizagtes da matriz jacobiana AtA
e o numero de iteragOes itT, € devida ao nimero de restauractes realizadas na fase final
que consomem uma ou mais atualizacdes adicionais da matriz jacobiana , com consequentes
fatoracoes. O que se pode destacar na tabela 4.6 é que, em termos do ndmero de fatoracdes
de matrizes, este gasto adicional com restauragbes na fase final é quase insignificante, no caso
onde pl¥) = é autoajustado. S6 para fixar idéias, veja que, nas duas primeiras opcoes da tabela
4.6, dos trinta testes realizados em cada opgao, mais da metade nfo precisou gastar nenhuma
fatoragdo a mais. Nos demais, gastou-se apenas uma fatoragéo adicional, com a excegéo de
dois ou tres testes. Com p,(,ﬂlz prefizado, como jd seria de se esperar, constata-se na tabelo
4.4 que o nimero de fatorac¢ies da jacobiana por iteragdo, na fase final, € igualmente muito

prézimo de 1, para pl = .01 e tende o crescer com pQ),.

max
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4.3 TESTES COM PQS

As implementacées dos algoritmos PQS, em geral, néo se preocupam em explicitar um
tratamento diferenciado para pontos que estejam préximos do conjunto factivel, com relagao
a pontos dele distantes. A idéia é que, a funcio de mérito, ao penalizar fortemente pos-
siveis afastamentos do conjunto factivel, implicitamente se encarregaria disto. Num certo
sentido, isto é tratado como uma vantagem dos algoritmos PQS, que teriam, desta forma,
mais liberdade para procurar a variedade dual Dy,, mesmo estando longe do conjunto fac-
tivel. Longe da variedade dual D*, a fungio de mérito atuaria como uma espécie de “freio
autoregulavel” a permitir avangos em diregdo & variedade dual, proporcionados por diregoes
de descida definidas num modele quadritico, na medida que ndo venham a provocar aumentos
excessivos na “distancia” do iterando ao conjunto factiivel. Em vérios casos, a estratégia de se
preocupar fortemente com a aproximagio da variedade dual, longe do conjunto factivel, pode
ser adequada. Em muitos, nos parece que néo. Nosso objetivo é levantar dados numéricos,
no sentido de questionar, em cariter bem preliminar, este tipo de estratégia. Para tanto,
aplicaremos a mesma bateria de testes anterior, para comparar uma implementagio tipica
de um algoritmo PQS, que usa regiio de confianga, com outras que se fazem preceder por
uma fase inicial, como as que utilizamos nas duas primeiras baterias registradas na tabela 4.6.
Acreditamos poder detectar, deste modo, fenémenos parecidos com os que verificivamos no
nosso algoritmo, no que diz respeito a eficiéncia e, em menor escala, também & robustez,

E possivel enquadrar PQS precedido de uma fase inicial, conforme o apresentaremos,
como uma das muitas possiveis variantes de PQS. Contudo, nos parece que isto ja ndo corres-
ponde ao que usualmente se espera como implementacio de PQS. O algoritmo PQS escolhido,
foi o que estd em [DEM], por ser um algoritmo que, igualmente ao nosso, usa regides de confi-

anca para definir um passo horizontal. As principais opg6es que fizemos, para implement4-lo,
foram:

i — Ao iniciar uma iteragdo tipica em z., definimos, como modelo quadrético, o polindmio de
Taylor de grau dois de L{z, + ., A), onde A é determinado na resolugio do subproblema
quadrdtico. Dispomos ainda de uma avaliagéo do raio A, de uma regido de confianga na
qual se buscarad passos candidatos na forma 6, = dy + Sy

ii - O passo Vertical §y é essencialmente um passo na direggo GN { —A'(z,)h(z.)). Visa
minimizar a linearizacio das restrigbes em norma (||k{z.) + h'(z;)76]]), nesta direcio
GN, e numa regido de raio Ay = 0.8A. Caso Ay fique menor que o passo de Cauchy
Vertical (—ppoh'(zc)Th(x.)), entdo passa-se a escolher o passo Vertical na diregio de
Cauchy Vertical.

iii — O passo Horizontal 65 é o minimizador do modelo quadrético, restrito a N (h'(zc)) + v e
a regifio de confianga de raio Ay = [(A%~(|6v||%)]°. A técnica empregada para encontrar
du €, essencialmente, a mesma usada em CDR. §g é escolhido com o mesmo algoritmo

de Moré e Sorensen, através de uma reducfo ao espago tangente, igualmente obtida de
uma fatoragio QR de h'(z.)7.

1v — O passo candidato 6, é testado pela funcéio de mérito proposta em [DEM]. Trata-se de
um lagrangeano aumentado, na forma ®(z., A, p) = L{z.+ ., A) + p||h{z.)||?>. Em linhas
bem gerais, a estratégia para definir p corresponde a aumentd-lo, cada vez que &, deixe
de produzir descida suficiente num modelo quadritico que aproxima .
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A primeira das duas tabelas que apresentamos, tem como objetivo observar o efeito de
uma correcio de segunda ordem, preconizada por alguns autores (vide [ Fle 87), §12.4), para
evitar que se dé passos muito pequenos perto da solugfo. Tal fendémeno leva o nome de efeito
Maratos, na literatura. A corre¢io de segunda ordem 6. adotada, € a usual em PQS, ou
seja, corresponde a exigir 8,0, = A'(Z.)7 faoe tal que A'(z,)8s0c + h(z, )} = 0. Para que ela seja
adotada, exigimos, num passo candidato z, = x, + dy + &g,

IRzl = Az {4.5)

R (z)bv + R{z.) = 0 (4.6)

“h(:ﬂ + 6 )” < “h’(x-:)” + “’l”(m+)” (4 7)
+ soe = 5 .

IhE)l < oo 18)

As duas primeiras condicGes se impoem, naturalmente, para evitar desperdicios. (4.5) e
(4.7) conferem & §50., um minimo de eficicia na sua tarefa restauradora. A quarta condigao,
corresponde a s6 acionar a correcio, desde que z, esteja adequadamente préximo do conjunto
factivel. Na tabela 4.7, testamos a corre¢io de segunda ordem, fazendo o, variar desde
eor = 0 até g, = co. O principal ponto a se observar, é que a corregao de segunda ordein
néo causa diferengas muito significativas na performance do algoritmo, com a excego do teste
11.2. Ainda assim, temos mais dois pontos a destacar, na tabela apresentada:

— Comparando os dados obtidos sem a corre¢do de segunda ordem (. = 0), com os
demais, torna-se visivel nos problemas 1, 4, 11.2 e 12, algo da natureza do efeito Maratos.
Observa-se al, sobretudo no problema 11.2, uma reducédo do mimero de iteracgoes nestes
problemas, a medida que admitimos corregoes de segunda ordem com o, crescente,
embora as custas de um aumento no mimero de avaliagtes de h(z).

— Podemos perceber que, a partir de o = 1, 0s resultados praticamente néao se alteram,
o que nos indica nma certa consisténcia nas tres primeiras exigéncias (4.54.7), e sugere
a supressio da exigéncia (4.8). Em particular isto nos aponta condigbes para se dar
um passo de segunda ordem independentemente da escala de ||h{(z)||. Para os testes
registrados na tabela seguinte, adotaremos uma corregio de sequnda ordem satisfazendo

(4.5-4.7).

A tabela 4.8 tenta traduzir o objetivo a que nos propusemos nesta secio, e contem da-
dos da aplicagdo de tres baterias de testes. A primeira corresponde ao algoritmo PQS com as
opcoes acima explicitadas. Nas outras duas, o precedemos de wmna fase inicial com SALVREST,
como as que usamos nas duas primeiras baterias da tabela 4.6. Também aqui ndo faz sentido
uma comparagio quantitativa entre os resultados obtidos e aqueles colhidos por Shanno-Phua,
pelas mesmas razbes de antes. Ainda assim podemos constatar que estéo consistentes com o
que poderiamos esperar obter, tendo e vista os dados da tabela 4.1a. Dos dados registrados
na tabela 4.8, podemos concluir para esta bateria de testes:

i- PQS sem fase 1 falha no problema 14.2 e gasta muitas iteracoes em 13.3 ¢ 14.1. O
fenémeno que ocorre ai € andlogo ao que aparece na tabela 4.2 na subsecio §4.2.1, embora
com menor intensidade. Ao colocarmos a fase 1 com SALVREST obtemos resultados
satisfatérios para todos os problemas, inclusive estes. Deve-se ressaltar, no entanto, que
do ponto de vista da robustez, nesta bateria de testes, PQS parece depender menos de
SALVREST que CDR.
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i - Igualmente ao que ocorria antes, em termos do mimero de iteragoes, qualitativa-
mente parece haver um certo equilibrio entre as tres opgoes. No entanto, do mesmo modo
que antes, o custo das iteragoes para o algoritmo sem fase 1, deve ser consideravelmente
maior, j4 que, nesta opcao, se realizam bem mais iteracdes nas quais o passo horizontal
é obtido de forma computacionalmente cara. O que nos parece importante chamar a
atencdo aqui, é a relativamente baiza influéncia de um passo horizontal mais acurado
no sentido de diminuir significativamente o nimero de iteracdes a ser dado.

Fazemos questdo de reiterar que entendemos estes dados muito preliminares, exclusi-
vamente, como uma forma de trazer a tona esta discussdo sobre possiveis vantagens e/ou
desvantagens a se obter, caso obrigizemos os iterandos de um algoritmo a caminharem “di-
namicamente préximos 7 do conjunto factivel. Para se poder dizer algo em bases mais sélidas,
precisarfamos de muito mais elementos. Até porque, nos parece ébvio que andar préximo ao
conjunto factivel ndo deve ser a melhor opgio em alguns casos, conforme j4 comentamos no
item F1 da secio 2.1.1. Ainda assim, nossa intuigéo é que para algoritmos destinados a abordar
MRI de forma abrangente, previlegiar andar dinamicamente perto do conjunto factivel, tende
a se confirmar como uma estratégia adequada, pelo menos entre os algoritmos que ndo usam
penalizacdo na fungao objetivo. Conforme ja esbogamos anteriormente, a motivacio para tal
intuicao corresponde a pensar que, enquanto as restauragdes ndo forem eficientes, passos de
descida pare o Lagrangeano muito acurados na dire¢do tangente as restri¢des, frequentemente
terao pouco significado enquanto aproximacde da componente conexa de Dy, que inleressa.
Além disto, podem atrapalhar uma concentragdo de esforcos, por vezes necessdria, para se
encontrar pontos nos quais passos na direcdo normal as restricdes sejam eficientes, no sentido
de promover uma aproximacio do conjunto factivel.

Néo nos arriscamos a comparar as implementagdes realizadas para CDR e PQS, j4 que
suas performances nao diferem globalmente de maneira suficientemente significativa, no que
diz respeito ao mimero de iteragdes e de atualizagdes de matrizes jacobianas. Com relagdo as
iteragoes “caras”, ou seja, aguelas que sdo realizadas comn candidatos obtidos pelo algoritmo
Moré-Sorensen, como minimizadores da quadrética, vale a mesma observacdo que fizemos
acima em iI. Ou seja, PQS sem fase 1, igualmente precisara calcular muito mais minimizadores

de modelos quadraticos do que CDR.

OBSERVACAQ 4.3.1 Divergéncia em PQS num problema com f prépria

Chamamos a atengdo para um fenémeno interessante acontecendo no problema 6.b da
tabela 4.8, ao se usar fase 1 sem passo tangente (e com autoajuste), para definir um ponto
inicial para PQS. Do ponto de vista de PQS, isto corresponde apenas a tomar um novo ponto
inicial controladamente prézimo ao conjunto factivel para rodé-lo. O interessante é que, além
disto, a fungio objetivo do problema 6 é prépria, ou seja tem superficies de nivel compactas.
Ainda assim, aparentemente, os iterados estdo escapande para infinito. Ao que tudo indica,
aproveitando o fato que o multiplicador de Lagrange, por alguma coincidéncia neste exemplo,
acaba tornando o valor de )\(’“)Th,(m(k)) muito negativo, a ponto de enganar a fungao de mérito.
Note-se que a performance de CDR. piora significativamente, neste caso, ao inicializarmos CDR
no mesmo ponto gerado por uma tal fase 1. A convergéncia se dd em 32 iteragdes contra 14,
quando se usa em CDR a outra estratégia para a fase 1, neste problema 6.b. Ou seja, o ponto
inicial gerado por esta fase 1 parece ser mesmo mais dificil. CDR também encontra mais
dificuldades neste problema, mas converge.



TABELA 4.7 - TESTA A CORRECAQ DE SEGUNDA ORDEM NUM ALGORITMO PQS, VARIANDO O PARAMETRO 6

Brobh. %o
1 1
2 1
2 2
2z 3
4 1
4 2
4 3
5 1
5 2
) 3
& 1
5 2
7 1
7 2
8 1
8 2
9 1
9 2
9 3

11 1
n 2
11 3
12 1
12 2
12 3
13 1
13 2
13 3
14 1
14 2

O = O O, = 0.003 O
it? #h =a itT #h sa
10 1s 1 10 19 1

7 g 1 7 5 1
i3 13 1 13 13 1
21 21 1 21 21 1
12 19 1 9 18 1
13 15 1 13 15 1
13 22 1 10 20 1

8 s 1 8 8 1
11 12 1 11 12 1
4 17 1 4 17 1
11 12 1 11 12 1
20 20 1 20 22 1
13 15 1 13 15 1
22 36 1 22 3% 1
21 37 1 23 & 1
2 39 1 22 39 1
14 20 1 14 20 1
31 46 1 31 46 1
Js 57 1 38 57 1

7 7 1 7 7 1
a2 78 1 38 HO 1
33 45 1 33 45 1
15 24 1 15 24 1
20 33 1 20 33 1
17 25 1 17 2 1
21 50 1 21 50 1
a7 &7 1 I 67T 1
76 134 i 76134 1
57 83 4 71210 1

101 179 5 101 179 5

=1.0 G = 100.

itT #h sa3 AtT ¥h sa

7T 21 1 7T 21 1

7T 8 1 T 5 1
13 13 1 13 15 1
21 21 1 21 21 1

T2 1 7 oz1 1

9 19 1 8 19 1

6 18 1 & 18 1

a 9 1 g 5 1
11 12 1 11 12 1
14 17 1 4 17 1
11 18 1 11 18 1
20 22 1 20 22 1
13 15 1 13 15 1
22 38 1 22 46 1
22 44 1 22 43 1
22 39 1 22 39 1
4 20 t 14 20 1
31 46 1 31 46 1
36 57 1 36 57 1

7 7 1 7 7 1
26 96 1 26 %6 1
31 g8 1 31 B9 1
15 24 1 13 31 1
16 37 1 14 30 1
16 29 1 12 25 1
21 B0 1 20 66 1
37 57 1 a7 67 1
76134 1 76 124 1
71210 1 1210 1
101179 5 161 179 5

Oy = 2

itT #h sa

T 21 1

7 g 1
13 13 1
21 21 1

T 23 1

g 15 1

& 18 1

8 9 1
1l 12 1
14 17 1
11 18 1
20 22 1
13 15 1t
25 44 1
22 44 1
22 39 1
4 20 1
Al 46 1
36 57 1

7 7 1
26 9% 1
31 88 1
i3 31 1
4 30 1
12 25 1
20 66 1
37 &7 1
76 134 1
71 210 1
101 179 5
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TABELA 4.8 - TESTA PQS SEM FASE I,
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40 15 & 62
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6 5 0 18
7 3 0 10
0 3 0 13
14 5 0 17
4 % 0 29
114 106 0 171
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16 10 0 27
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14 7 0 U4
26 4 2 3
25 3 3 36
8 5 0 8
17 9 0 3
28 10 0 42
25 8 5 53
26 95 10 53
23 B 8 50
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¥A FASE 1
itT it itQ #h
9 5 0 17
T 3 0 4
15 5 0 20
26 9 0 42
T 6 0 2
12 10 0 24
6 5 0 18
8§ 4 0 11
13 5 0 17
& 5 0 23

10 5 0 17
4 3 0 14
18 3 3 28
18 95 0 25
2 & 0 26
17 8 0 25
17 7 0 27
2 5 3 35
3 3 3 68

7 4 0 7
15 89 0 28
37 22 0 86
3 13 10 73
3 9 2 B6
28 10 8 66
20 19 0 g6
B’ 7 3 33
33 4 10 &4

7 5 4 3B
B 5 5 41
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4.4 OS PROBLEMAS TESTADOS

Conforme comentamos na se¢io 4.3, um problema com a lista de Boggs-Tolle apresen-
tada em [BT 89] sdo os erros, que julgamos de patureza tipogrdfica, nela existentes. Como
14 estdo registradas as solugdes supostamente obtidas, é facil constatar que nos problemas
4,5,6,9,10,11,12 ¢ 13, da lista, as solugbes apontadas ndo sdo pontos de KT dos correspon-
dentes problemas. O problema maior com 0s erros da lista é que nos de nrimeros 5, 9 e 13, as
sequéncias geradas divergem para oo, e pouce acrescentam numa bateria de testes. Em 7 dos
8 problemas, pequenas variagbes em uma das restrigoes, produzem problemas, cujas solugoes
incluem as apontadas por Boggs-Tolle, com precisdo nos cinco algarismos significativos por
éles expostos. Além disto, dois destes problemas “corrigidos” fazem parte de outras listas,
e um terceiro tem, no texto do artigo, indicacdes bastante precisas de qual deve ter sido o
problema efetivamente testado. Como tudo indica que a lista efetivamente usada em [BT 89]
e [SP 89] seja a lista com as corregbes, a adotamos também. Apresentamos a lista a seguir,
com as solu¢bes por nds encontradas até 5 algarismos, desde que significativos, na bateria de
testes apresentada na tabels 4.4. Nos problemas 4,56 e 7 encontramos mais de uma solugéo.
A primeira delas coincide com a solucio editada em [BT 89]. Em seguida, explicitamos as
corregbes que fizemos na lista em [BT 89], e aproveitamos para apresentar uma tabela rodada
com 7 dos 8 problemas “errados”, conforme constam da lista editada em [BT 89]. Como
nio consegiimos resgatar o problema de nimero 12, ele fica de fora desta bateria, uma vez
que ji o rodamos nas nossas baterias de testes, tal qual estd editado na lista em [BT 89,
(provavelmente nao corresponde ao mesmo problema rodado por Boggs ¢ Tolle}.

Pr.1- n=2m=1

flz) = —z +10(z} + 25— 1)
h(x) 2t +ad—1

Il

Ponto inicial: z; = 0.08, x5 = 0.06
Solugdo: z* = (1.0000, 0.0000)

Pr.2 - n=3;m=1

fl@) = (1 — 12+ (z1—x2) + (32 — 2a)"
hz) = z(1422)+25—4-3v2

Pontos iniciais:
f-z; =1, i=123
2-a2;=10, i=1,2,3
3-2; =100, :=1,2,3
Solngdo:  z* = (1.1049, 1.1967, 1.5353)

Pr.3 - n=5;m=3
Flzy = (21— 2o)? + (za+ 23 —2)% + (24 — 1) + (25 — 1)?
hlm = $1+3.T2

(z)
(z)

ho(z) = w3+ 3y~ 25
() = za—xs5



170 CAPITULO 4. TESTES NUMERICOS

Pontos iniciais:
l-z;,=2, i=1,.,9
2-4;,=20, i=1,.,5
3-x2;=200, i=1,..,8
Solugdo: z* = (—.76744,.25581,.62791, —.11628, .25581)

Prd - n=3;m=2

flx) = x1— 29 +:1:§
h(z) = :1:% -l—m% —i—:c% — 25
holz) = 1+ 2o+ 23—1

PPontos iniciais:
1-2 =3.1494, x9 =1.4523, 3= —3.6017
2-12y=3122, z,=1489, z;=-3.611
3 -z = —0.945662, x5 = —2.35984, z; = 04.30546
Solugdes:  z* = (4.0382, —2.9470, ~.09115) e z** = (—3.0332, 3.9744, .05877)

flz) = 1000 — 2% — 2,2y — 223 — 222 — 23

hi(z) = zi+2)+22-25
ha(z) = 8z + 1dxy + Tzg — 56
Pontos iniciais:
1- $i=2, 7= 1,2,3
95, =20, i=1,23
3-x;=80, i=1,2,3
Solugdes:  z* = (3.5121,.21699, 3.5522) ¢ z** = (.33200, 4.6776, —1.7347)

Pr6- n=35;,m=2
flz) = (@~ 1)+ (@1~ @)’ + (23~ 1)* + (za — 1)* + (25— 1)°
hi(z) = mazd + sin(zy — 25) — \/ES)
holz) = zotasiszs® —8—V2

Pontos iniciais:
1-:8‘,;:2, Z“——-l,,ﬁ
2-11?,:220, ?,:1.,,5

Soluges: z* = ( 1.1662, 1.1821,1.3803, 1.5060, .61092) e
o = ( 1.0890, 1.1777,-1.2814, 1.7478, .891203)

Pr.7 - ﬂ,:5;m=3
J(@) = 100 % (2? - 23)? + (1. — x1)?
hi(z) = mag—as — 1
ho(x) = z +a)— 24

h3(:ﬁ) = I +I§ -0
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Pontos iniciais:
l-zmy=-2, ;=1 i=2,..,5
2- Ty = “20, Lo = 10 b = 1.] 5‘:=3,..,5
Solughes: o* = (-.79212,-1.2624,.00000, -.89532,1.1367) e
z* = (.50000, 2.0000, 0.00000, F 2.1213, .00000}

Pr.8- n==0;m=2

flz) = af+of+a]
hl(lﬂ) = I —:1'33 -1
ho(z) = x°+a3— ok~ 1
Pontos iniciais:
l—II:]:]_, 332:1, 3}'321, &"}4_:0, IB5=0

2-3)1-_—7, 1132:7, .'373:7, $4=0, Ty =10
Solugio: 2 = (1.0000, .000, .00000, .00, .00000))

Pr.9 - n=4;m=2
flz) = -z
hi(z) = :rg—:r:?—xg
h,g($) = 2?%—3?2—.’}3,%

Pontos iniciais:
1-2;;=2, :=1,..,5
2-2;=20, 1=1,..,9
J-x;=050, :=1,.,5
Solncao:  z* = (1.0000, 1.0000, 0.00000, 0.00000)

Pr.10 - n=2;m=2
flz) = —=
h(z) = z2-— 37?
h,g(.'L') = ’L‘% — X

Pontos iniciails:
1—$f=2, i=1,,.’5
2-3;,=20, i=1,.,9
3-z;, =50, t=1,..,5
Solugdo: z* = (1.0000, —.00000)

Pr.il - n=5;m=3
f@) = (& =12+ (31— 22)® + (23 — 22)" 4 (24 — @3)* + (25 — 24)°
hi(z) = =z +25+23—2 —Vi8.
ho(z) = Zo—a2424+2 — V8.
ha(z) = xjz5 — 2.

Pontos iniciais:
l-2;=2, i=1,..,5

171
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2-z;, =10, i=1,..,0
3-z;,=50, i=1,..5
Solucio: =* = (1.1911, 1.3626, 1.4728, 1.6350, 1.6791)

Pr.12 - n=95,m=3

= 01z} + ]
Ty + xg — x3° — 25,
.’312 + .'L'22 — 3342 — 25.

-
iy
f.'-“\/'-“\fl_"\f_'\
]
L

= 1131—1352—2

Pontos iniciais:
l-2,=2 i=1,..5
2em=1, i=1,.,5
3—.’]’,';;:3, i = 1,..,5
Solugbes: a* = (24.752,.24753, .00000, £24.243, 4.7700)

Pr.13 - n==5;m=2

flz) = =5
hz) = x4+ (x — 21,)% + (zo — 323)% + (z3 — dz4)? — 25

Pontos iniciais:
l-z;=1, 1=1,..,2, x5= 228.
2—(137]:1, ?:21,..,2, 3352—1.
3-z;=1, i=1,.,2, zz = —100.
Solugao: z* = (0.00000, 0.00000, 0.00000, 0.00000, 0.00000)

Pr.14 - =2 :

fz) = 2
hiz) = =z, — 100(z; + 25)°

Pontos iniciais:
1- Iy = 1, Tog = —.15
2-01=-1, Ty =—-2.
Solugdo: z* = (0.00000, 0.00000)

OBSERVACAO 4.4.1 CORRECOES NA LISTA DE BOGGS-TOLLE

A seguir, apresentamos as corregbes feitas, com breves comentdrios. Frisamos que, em
todos os casos, os poutos apontados como solugdo em [BT 89], ndo séo pontos de KT dos
problemas correspondentes, e que as corregdes feitas, reproduzem as solugbes apontadas no
artigo, como pontos de K'T' com preciséo nos cinco algarismos 14 editados.

Pr.4’ - fl@) =@ — 29+ 23, em vez de &1 — 33 + 22 e hy(z) = 2% + % + 2% — 25, em vez
de 2% + 2} + 23 — 25.
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Pr.5 - hi(z) = o} + 23 + 23 — 25 em vez de 22 + 2 — #2 — 25.
Como esté no original, os iterandos divergem para oo.

Pr.¢ - ho(z) = @y + 35+ 25 — 8 — /2, em vez de zy + 24 + 2% — 8 — /2.

O problema 6 que utilisamos, foi ignalmente usado em [Bet 77, [Den 79] ¢ [MRH 89).
Em [MRH 89] tem 14 indicada a mesma solugéo z*, que consta em Boggs-Tolle.
Pr.9’ - ho(z) = 22 — 29 — % em vez de o} + x5 — 2.

Na forma original, gera sequéncias cujos iterandos divergem para oo. A correcio leita,
consta como sugestao no pacote de testes CUTE, de Conn-Gould-Toint.

Pr.10’ - ho(z) = 2 — 23 em vez de z2 + .

Este € um problema onde m=n=2, e basicamente corresponde a procurar um ponto
factivel. Ele acaba discriminando muito pouco, na medida que, sendo nulo o passo horizontal,
seils passos acabam usualmente coincidindo com o passo GN, apenas. Note-se que na tabela
4.1a, os 5 algoritmos testados tém performances praticamente idénticas, neste problema. O
problema 10, editado em [BT 89], tem seus iterados convergindo para o ponto (0,0), que &
singular, e sua performance igualmente nfo varia, para estratégias que testem inicialinente o
passo GN, porém consome significativamente mais iteragdes de um algoritmo tipico, do que
as registradas na tabela de Shanno e Phua.

Pr.11’ - hy(z} = z135 — 2 em vez de 1, — x5 — 2.
Na forma que apresentamos, consta de [MLC 71], [Bet 77], {Den 79] e [MRH 89]. Em
[MRH 89], a solugio apresentada também coincide com z™*.

Pr.13 - h(z) = =z + (31 — 220)* + (32 — 333)° + (33 — 4z4)* — o5 cm vez de
2y + (21 — 225)% + (zy — 323)% + (23 — da4)? — 2.

O problema 13’, com o termo —z2 como estd no artigo, gera sequéncias divergindo para
co. Ao comentar o problema, seus autores dizem que, para seus propositos, ele é “interes-
sante, porque equivale a um problema de minimizacio irrestrita de uma quadrética...” Esta
ohservagao, junto com a solugao apresentada, praticamentc impde a correcdo feita.

Apresentamos, a segnir, uma tabela rodada com estes problemas, tal qual apresentados no
artigo de Boggs-Tolle, com as mesmas condigbes iniciais que na tabela 4.4. Ou seja, na tabela
4.9 testamos prefixar pl?)  contra o método de autoajuste da mesma. forma que na tabela 4.4,
nos problemas “errados” 4,5°,6°,9°,10°,11°,13’. Além dos principais dados registrados na tabela
4.4, nesta tabela monitoramos também a norma de x na iteragdo 1t'l', na qual o algoritmo péra,
ou seja, ||zt¢m||. Nos problemas 5,9 e 13, aparentemente as sequéncias geradas divergem
para oo, ou perdem a possibilidade de restaurar a factibilidade, em pontos relativamente
bastante afastados da posi¢do inicial. No problema 4’, igualmente encontramos sequéncias
que aparentam divergir para co, ao se prefixar p0). = 10° e p{0) = 10°. Nos demais,
esscucialmente mantém-se as observagbes anteriores. Observamos que nos problemas 5 e 13,
hd casos nos quais o algoritmo néo consegue restaurar a factibilidade, nem com Salvrest, para
iterandos 2™ relativamente afastados de sua posigio inicial. Neste casos, sempre podemos
usar o recurso de voltar ao ponto inicial, diminuir significativamente {2} | ¢ rodar de novo.
Nos problemas 5’ e 13’, isto apenas nos daria mais seguranca que de fato os iterados tendem
a escapar para oo, enquanto que se fizermos © mesmo, nos casos cujos iterados escapam do

minimizador com norma =~ 4.9, no problema 4’, isto nos daria convergéncia ao minimizador.




TABELA 49 - TESTA O MESMO QUE NA TABELA 4.4, USANDOQ A LISTA DE PROBLEMAS " “ERRADOS".

e = .01 P = 10 P = 1000 P = 100000 P Ajustado
N . R i =]
Preb. xo  ABA itT itM its [[x™P )]  AtA  itT itMits ||x™T)| AtA AitT it its | 1x¥P)|  Ata itTatM its |7 Ata itT it its | 1x®P(] P
4 1 12 11 4 0 .49E+01 § S 4 0 ,49E+0L 102 101 1060 O .97E+04 104 101 100 O .7iE+04 10 10 4 O .ASE+01 .79E+0L
1 2 11 10 3 0 .4%E+01 9 8 3 0 .49E+01 102 101 100 O .978+04 104 101 100 QO .238+04 9 9 3 0 _4SE+01 .S2E+(01
4 3 30 30 25 0 ,49E+01 11 9 6 O 49801 10 8 7 0 .49E+01 11 9 8 0 _49E+01 12 10 6 © .49E+01 -61E+02
5 1 105 105 100 O .22E+04
5 2 106 106 106 0 .17E+04
5 3 106 106 100 0 ,30E+0S
6 1 16 16 10 0 .28E401 14 13 10 O .28=+01 i4 13 12 O .2BE+01 15 14 13 ¢ .28E401 15 15 10 O .28E+01 .L7EH02
6§ 2 44 44 30 0 .28E401 29 25 18 O ,28E+DL 25 25 18 0 .Z2BE+01 26 25 22 O .28E+01 30 30 17 O .28E401 .8SE40L
¢ 1 105 105 100 0 ,70E+02 103 102 100 © .3S5E+04 101 101 100 O .48E+05 101 101 100 O .69E+06 106 104 100 O .18E+04 .25E+01
9 2 10% 109 100 (0 .BOE+02 108 107 100 O .36E+04 105 104 100 0 .49E+05 104 101 100 0 .57E+04 108 108 100 ¢ .1SE405 .15E+03
9 3 111 111 100 0 .52E+02 110 109 100 0 .35E+04 108 107 100 0 .SZE+05 104 102 100 O ,77E+06 110 110 100 O .38E405 .62E+03
10 1 12 7 0 0 -24g-02 12 2 0O 0 .248-02 12 1 0 ¢ .24B-02 12 1 Q0 O .24E-D2 12 12 0 0 .24E-02Z .10E-0L
i0 2 17 13 0 O .32B-02 17 7 ©0 0 .,32€02 17 4 0 0 . 3zE-02 17 1 O 0 .32E-D2 17 17 0 0 .32E-02 .10B-01
10 3 20 15 ©0 0 .19B-02 20 1 O O .1ge02 20 6 O O 1802 20 2 O O 18802 20 20 O O .1SE-02 .1l0E-QL
11 1 18 9 5 0 .28E+01 B 6 4 0 .28E+01 & 7 6 0 .28m+01 10 10 9 O .28E+01 9 9 5 0 .28BE+0L .BIE+01
11 2 32 31 20 0 .288400 17 14 7 0 .28E+01 16 13 11 0 .2BE+0L 17 13 12 ¢ .28E+01 19 18 7 0 .288+01 .72E+00
11 3 94 93 73 0 .28E+01 32 29 10 O .41E+01 26 23 12 O .28E+0L 1B 14 11 0 .28E+01 40 32 12 0 41E+01 .S3E+01
13 1 105 105 100 O .SOE+0L 104 104 100 O .57E+06 104 103 100 0O .56E+07
13 2 104 104 100 O .1BE+03 103 103 100 0 .43E+05
13 3 105 105100 O .25E403 104 104 100 O .55E+04 103 103 100 0O ,44E+06 103 103 100 © .66E+07 .13E+05

Obs: Os testes nos quais itT > 100, a parada com norma de x™ relativamente grande sugere divergéncia para . Em alguns dos testes rodados com os problemas 5 ¢ 13, o algoritmo néo
consegue mais restaurar em pontos nos quals a norma de x® igualmente jé se encontre relativamente grande. Ou seja, o algoritmo morre num loop em Salvrest. Correspondem acs testes
sem explicitagio de dados de saida nas tabelas acima.
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Capitulo 5

MRIC E CONCLUSOES

Este capitulo final se destina a resumir o que fizemos neste trabalho, e quais seriam seus
principais desdobramentos. A primeira se¢fo esta dedicada a uma questio central para o des-
dobramento desta tese. Trata-se da introdugdo de restrigbes de desigualdades, sem as quais
qualquer método de minimizacao com restricoes perde muito na prética. Para simplificar a
exposigio, as introduziremos na forma de restrigoes de canalizagfo. Por um lado, sempre é
possivel usar varidveis de folga, para tratar um problema geral de minimizagdo com restrigdes
de desigualdade (MRD}, como um problema de minimizacgéo com restrigbes de igualdade e de
canalizacdo (MRIC). Acreditamos ainda ser possivel enunciar o0 método num formato MRD,
mas deixaremos isto para um outro momento. Na secao §5.1, apenas situaremos o problema,
apresentando, em linhas bem gerais, as idéias que conduzem & formulagao de dois algoritmos
para atacar MRIC. Eles generalizam, de forma natural, as caracteristicas presentes em CDR.
No apéndice a tese, detalharemos um deles. Na segunda secio deste capitulo apresentamos
um resumo do que se fez, as principais conclusoes a que chegamos, bem como possiveis des-
dobramentos deste trabalho.

5.1 MRIC

N&o apresentaremos nesta tese um algoritmo para desigualdades minimamente testado,
no qual possamos apostar com mais seguranca. Nossas convicgoes sao sobretudo tedricas e
heuristicas. Neste sentido, esta secdo tem um cardter essencialmente introdutdrio, e seu princi-
pal objetivo consiste em situar o problema de generalizar CDR, de forma a incluir restricbes de
canalizacdo, bem como apontar, em linhas bem gerais, duas possibilidades de fazé-lo. Reme-
temos, para um apéndice da tese, a descrigdo formal de uma, delas.

Como nossas restrigbes de desigualdade se apresentam na forma de canalizacbes, elas
definem a caiza

Q={z:L <z <u,i=1,...,n} O (5.0)

Fixamos {2 com dimens&o n ({; < u; para todo i), porém permitimos §; = —oo, ou u; = 00,
em {5.1). Consideremos o problema MRIC, definido numa vizinhanga de uma tal 2 por

Minimizar f(z), sujeitoa k{z) =0 e z € Q MRIC

Comegamos com algumas definicées bésicas:

175
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DEFINICAO Residuos das Canalizagdes r;:

Para cada 1 <4 < 2n, r; : ™ — I é dado por:

() x;— 4, se 1<i<n
T lx) = .
! U(imn) — T(i—n) , Se n<i<2n

Veja que = € £ sss r;(z) 2> 0, para todo 1 <4 < 2n.

DEFINICAO - Restricoes Laterais hy, Conjunto hg-Factivel Ry:

AcadaZ = {iy < iz < --- < i,} € {1,---,2n}, podemos associar hz : £ — R™ e
Rz C £}, dados por:

ha(e) = (h(z) 7y (@), i (2)) e
Rr = {z€Q:hs(z)=0}={z€ Fr:h(z) =0}

Observe que se 1 ¢ © + n estdo em Z, entdo Ry = @, para qualquer h. Diremos que 7 é
consistente, caso isto nfo ocorra. Convencionamos ainda, que todos os subconjuntos de indices
tratados nesta tese sdo consistentes.

Usualmente definimos uma face aberta de {2, em fungdo de algum conjunto consistente
de indices, 7, por

Fr={zeQ:r{x)=0, sei €I; rizx) >0, caso contririo}

Denotamos ainda por [FI] ,_é. menor variedade linear que contem Fz. Lz denota o sub-
espago vetorial paralelo a [Fg]. Fr representa uma face fechada de €.

Coerentemente com a abordagem MRIC, consideraremos || . || como a norma || . ||c-
Para z € IR™, denotaremos por Ba{z) 4 bola

{2z =zl <Ay ={z: |z} - 2| < A, i=1,2,...,n)}

Sempre que K C R™ for um conjunto convexo fechado, Py : IR" — K denotaré a projecao
usual sobre K, ou seja:
Py(z) = argmin{ iz — z'||; : 2’ € K} (5.2)

Suponhamos que z* seja uma solugio de MRIC, com restrigdes ativas A* = {i : r;(z*) =
0}. Note que, neste caso, z* também sers solucio do problema sem canalizages:

Minimize f(z) s.a. ha{z) =0 (5.3)

A idéia para resolver MRIC, & usar um algoritmo hébil para identificar restrigtes ativas
A*, em alguma solugdo z* de MRI, de forma que, nas iteragdes finais, se esteja resolvendo (5.3)
com CDR. Em linhas gerais, pensamos em algoritmos para MRIC cujos iterados se mantenham
dentro de €2, e que imitem o procedimento adotado para resolver MRI, no sentido que cada
iteracao tipica se constitua de:
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i - Na primeira parte da iteracfo encontra-se um ponto z. e um “raio” p., para o cilindro
de confianga, de tal forma que. |h(2z:)|l < po = O{PmaenCou) Pmac teria, agui, um
papel andlogo ao que desempenha em CDR, sendo reduzido sempre que algo indicasse
estarmos “perigosamente” afastados do conjunto factivel Hy. ne,, representa o controle
dinédmico, e serd explicitado no momento oportuno.

ii — Obtem-se em z,, um modelo quadratico ¢(8) para o passo “horizontal”, como apro-
ximagdo de algum lagrangeano da f em z., € um raio A para a regido de confianca
correspondente.

il -  Define-se um Passo de Cauchy Generalizado 6,,, no sentido de proporcionar uina

“descida suficiente” para ¢(é), em z,.

iv-  Fixa-se um Conjunto de Trabalho consistente W € {1,2,...,2n}, correspondente a
algumas das restrigdes ativas em z.+ 6., € procura-se um passe cendidato T4 = x,+ 64,
de forma a manter ativas as restricdes associadas a W , bem -como a garantir, para q(é..),
uma redugdo de, pelo menos, uma fracao prefixada da descida g(6,.). Em particular,
z.. pode ser procurado com qualquer algoritmo que reduza ¢(6.. + . ) em Fyy NN (A),
e dentro da regido de confianca considerada.

v —  Testa-se z, de forma a garantir ||h(z4)|| < 2p. e, para multiplicadores de Lagrange
adequadamente escolhidos, que o Lagrangeano 1gualmente desca, entre T4 € Te, mais que
alguma fragdo de q(64).

As diferengas conceituais importantes entre procedimentos que satisfagam {i — v), corres-
pondem & atualizacdo de p, em cada iteragdo, bem como as defini¢des do conjunto de trabalho
W e do passo de Cauchy generalizado 6., . Apontamos af, duas possibilidades:

Em linhas bem gerais, na primeira delas poderiamos manter p, = p.x, até que se iden-
tifiquem bons candidatos a restriges ativas na solugio. Comegamos a segunda parte de uma
iteragdo tipica com |k(zc)|| < pe, definindo 8., como o primeiro ponto de minimo, sobre a
poligonal obtida pela proje¢do de —V f(z.) no politopo N {(h'(z.)) N2 N Ba. O conjunto de
trabalho W seria, neste caso, o conjunto das restrigées ativas em . + é,,. A partir do mo-
mento que o conjunto de trabalho W estabiliza, passa-se a definir o passo horizontal restrito a
Fyy, com CDR. Na figura abaixo, ilustramos um passo de Cauchy tipico, obtido desta maneira.
Como estamos suprimindo o fator dindmico da definicdo de p, enquanto o conjunto de tra-
balho n&o estabiliza, a primeira parte da iteragao se escreveria de forma relativamente simples,
usando uma restauragio que poderia ser feita com técnicas standard para reduzir ||A(z)|| em
), ou talvez numa de suas faces fechadas Fyy, e que garantam passos de tamanho controlado
para a restauragfo, no sentido de (2.8). Uma alternativa para introduzir o controle dinamico
um pouco antes, corresponderia a for¢ar p = O(Pmax||6pc||), 2 partir do momento no qual a
regido de confianga ficasse inativa. Acreditamos que seja perfeitamente possivel detalhar um
procedimento com estas caracteristicas, e que conserve as boas propriedades tedricas obtidas
para CDR. A projecdo de —V f(z,) no politopo {2 parece ser reconhecida como um “bom
identificador de restrigSes ativas” na solugdio, no sentido de [CM 87], [CGT 88|, [BM 8§] e
[MT 89]. E de se esperar que o mesmo acontega no caso MRIC. A idéia de se definir um passo
com busca linear, na diregdo do gradiente projetado em €2, surgiu, primeiramente, no contexto
de minimizagéo com restrigdes de desigualdade convexas (vide [Gol 64], [LP 66], [Ber 76]). Em
[CGT 88|, a proje¢éo de —~V f(x;) em 2 é usada num método com regido de confianca para
MRC, com o objetivo de definir um passo de Cauchy que, essencialmente, garanta descide
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suficiente ao passo candidato, definido de maneira andloga & que fizemos acima. Em [GMM
95, ALG 6.1], encontramos num algoritmo PQS para MRIC, com regido de confianga, uma
generalizagao do passo horizontal utilizado em [CGT 88], resultando num passo de Cauchy
como o que descrevemos acima.

,.Q-F ('ﬁ:])
P ranant,)

Passo de Cauchy sobre a poligonal Pah(z.)nonsa ) {(—V f{ze))

Uma segunda possibilidade corresponde a uma estratégia para a definigio de W e do
passo de Cauchy (generalizado}, que nos parece conceitualmente mais adequada ao controle
dinamico da factibilidade, conforme o organizamos em CDR para MRI. No apéndice faremos
uma descri¢ido detalhada de um algoritmo para MRIC nesta outra concepgéo, e indicaremos
sucintamente como se estendem, para MRIC, resultados tedricos obtidos anteriormente para
MRI. Afim de situé-lo em linhas gerais, comecamos descrevendo como éle funciona no caso
MRC, ou seja, apenas com restrigdes de canalizagdo. A idéia aqui, é comecar a segunda parte
de uma iterago tipica num ponto x, admitindo felgas de tamanho p para as restrigoes ativas,
dentro das quais consideramos p-ativas as restricdes para as quais ri(z) < p. Na verdade,
isto corresponde a uma ligeira modificagio no ponto iv do programa (i-v), correspondente
a flexibilizar a exigéncia de W ser um conjunto de trabalho formado por restrigées ativas
em %, + 64, de modo a permitir que elas sejam apenas p-ativas. Formalmente definimos as
restrigbes p-ativas em z. € {1 por

A(werp) = (i i(@) < p) (5.4)
1 . . . . .

Observe que se p < 5 min{u; — ;i =1,2,...,n} entdo A(z., p) € consistente.

O objetivo é escolher o passo de Cauchy {generalizado), desprezando a regigo de £ que

fica “atrds” de x., relativamente as restricoes p-ativas. Isto nos motiva a definir um cone de
Cauchy associado a um subconjunto consistente de indices A4, como
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Calze) = {v: ri(zc + pv) > ri(z), para algum u > 0 e todo i € A} (5.5)
Veja ainda que, dar um passo de Cauchy numa dire¢do em C4(z,), corresponde a “des-
prezar’ os pontos de (I "entre” z, e as faces F}, para cada restricdo i que seja p-ativa {vide
ilustracdo na figura a seguir).
Para cada z, € Q e A consistente, podemos definir:
— Projegdo de —V f(z.) no cone de Cauchy relativo a A, em z..

galze) = Poawa{—V flac)) (5.6)

- Projecdo ortogonal de —V(f(z.)) em L 4.

QA(mc) = PLA("Vf(mc)) (5'7)

- Projecdo ortogonal de g 4(z,) na direcdo normal a L 4, ou seja, aponta para dentro de
C A(z.) numa diregio ortogonal a L 4. Em [FM 89|, ga(z.) recebeu o nome de “chopped
gradient”.

Ga(xe) = galze) — galze) (5.8)

'g JQ(‘l:.ﬁ = 'VS:["‘)

‘:’;g(")

Qq (=)
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(z,)
E/e

Exemplo de decomposicio ga(z.) = ga{@.} + g4(z.) para MRC em R?, com A(z,, p) = {2}.
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Nosso objetivo, caso |[ga(zc)ll << |lga{zc)|l, é manter ativas as restrides em A =
A(zc, p), ou seja, deixar A(=., p) contido no conjunto de trabalho W, e fazer

gec = gal{ze), (5.9)

Caso contrario, relaxamos algumas das restricoes p-ativas em ., de forma a poder dar o
passo de Cauchy na diregdo “chopada”, ou seja, fazemos

Iro = Galze)- (5.10)

Note-se que a condicdo para z* € {2 ser um ponto de KT, com restrigdes ativas indexadas
em A", é:

G (z) =0 (5.11)

(5.11) nos indica amarrar o controle dinamico na forma
P = pmaciga(@)|/(lg(=)l + 1) (6.12)

Neste caso, a restauragdo seria muito simples, e corresponderia a um passo na direcao
ortogonal a Lw, vale dizer, na forma 8z + (1 — ) Pp, ().

A idéia de utilizar um método de restrigdes ativas, cuja direcio de Cauchy (generalizada)
¢ a definigdo do conjunto de trabalho se baseiam na rela¢io [[ga(z.)||/llga(z.}]] de forma
anéloga a que definimos acima, se encontra em [FM 89], [FM 94], [BFGMR 95] e [Dos 93],
num contexto de programagio quadrdtica em caixas. Uma abordagem para MRC em geral, se
encontra numa versio preliminar, num trabalho esbocado em colaboragédo com J. M. Martinez
e S. A. Santos.

A idéia de flexibilizar as restrigbes ativas com um parametro p se inspira em [Ber 82,
§1.5]. No livro de Bertsekas, p é apresentado como uma varidvel “ tipicamente pequena”,
cujo tamanho se altera dinamicamente de forma andloga & que propusemos acima. O objetivo
explicitado por Bertsekas corresponde a evitar descontinuidades no conjunto das restrigoes
ativas, que se produzem na passagem de uma sequéncia de iterandos no interior de uma das
faces, a um ponto limite na sua fronteira. Com p > 0, g4(z), bem como suas componentes
ga{x) e ga(z), ficam continuas em F 4, diferentemente do que ocorre no caso p = (0. No nosso
caso, uma tal estratégia nos facilita tratar as restri¢des laterais como envolvidas em cilindros
de confianga laterais. No caso MRIC, podemos pensar que temos 0s conjuntos h4-factiveis
envolvidos em cilindros de confienca laterais de raio p, e que a segunda parte de cada iteragio
comeca com xz, num destes cilindros laterais

Ca=Az: hala)ll < o}, (5.13)

correspondente ds restrigoes p-ativas A = A{z.,p).” Incluese afi A = @, para dar conta da
situagao na qual nao ha restri¢oes p-ativas.



5.1. MRIC 181

O passo Horizontal, neste caso, deve estar no espago tangente as restrigdes de igualdade
N(W(z.)). Sua descricdo se dé exatamente como em MRC, desde que redefinamos o cone de
Cauchy, substituindo (5.5) por

Calz,) — CA NN (z,)) (5.14)

A projecio de —V f{z.) no novo cone de Cauchy se escreve com a mesma férmula (5.6)
anterior, significando aqui a projecdo no cone anterior, restrito a N'(h'(z.)). Se substituimos
Ly por La(x,) = LanNN(H(z,)), podemos redefinir a projegio ga(z.) como

galze) = Pr o (—V f(2c)) (5-15)

Analogamente, ao redefinirmos §4(z.) com a mesma férmula (5.8}, obtemos uma decom-
posigao de g4(z.) em componentes tangente e normal &s restrigées p-ativas, como enxergadas
dentro do espago tangente as restrigdes de igualdade. Com isto podemos decidir o passo de
Canchy e o conjunto de trabalho, em fungéo de [[§4(z.)||/||g.4(z.)||, da mesma forma que para
MRC. Abaixo eshogamos o cone C4(z.) e a decomposi¢io proposta, num exemplo onde m=1,
n=3, e A = A(z,, p) corresponde a duas restrigdes ativas.

~Nf (=)

Exemplo da decomposicio ja(z.) = ga{z.} + ga{z.) para MRIC.

A caracterizagdo de um ponto de KT para MRIC se generaliza com a mesma férmula
(5.11). Portanto, nada mais razodvel que manter a férmula (5.12) para p, também em MRIC.
Essencialmente, a garantia de descida suficiente em cada passo nos serd proporcionada por
(5.12), desde que pyq, néo convirja a zero.
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Algumas diferencas importantes entre as versoes para MRC e MRIC seriam

i- H4 algumas questdes delicadas na definigdo de p, bem como na atualizagdo de
Pmasz, Telativas a compatibilizar as restricbes de canalizagao com as de igualdade. Dizem
respeito & possibilidade de termos que restaurar R4 = {x : h4{(z) = 0} numa situagdo na
qual x ndo é um ponto regular de h 4. Por exemplo, ndo podemos permitir que 0 mimero
de restrigdes p-ativas em z, supere n —m. Se isto acontecer para p bem pequeno, temos
af uma boa indicacio de pontos singulares de h4 no conjunto factivel Hp. Deixamos
para discutir este tipo de questdes junto com a apresentacio formal do algoritmo, a ser
feita no apéndice.

i - Conceitualmente a definicdo do passo candidato proposto para MRIC é a mesma
que para MRC. No entanto, no caso MRC, g4 ¢ trivial de ser obtido, enquanto que no
caso MRIC corresponde a resolver um subproblema de programagcao quadratica convexa,
com canalizacdes. Veremos, no apendice, que frequentemente sera suficiente resolve-lo
apenas num sentido aproximado. O custo computacional da projegdo g4(z) no problema
MRIC corresponde ao de calcular gp(z}, grosso modo.

5.2 CONCLUSOES E DESDOBRAMENTOS

Esta secdo estd organizada em duas subsegdes. Na primeira resumimos os pontos prin-
cipais deste trabalho. Na segunda apontamos os desdobramentos que consideramos mais
relevantes, do ponto de vista de sua contimidade.

5.2.1 CONCLUSOES

Nosso ponto de partida para este trabalho, estd na percepgao estabelecida na introdugao,
segundo a gual, grosso modo os algoritmos para resolver MRI se dividem em algoritmos de
pontos factiveis, algoritmos de pontos duais (penalizagdo) e PQS. Observamos ainda que,
nos algoritmos que usam penalizagdo na funcdo objetivo, a aproximacdo da variedade dual
¢é usualmente estabelecida de uma forma apenas aproximada, enquanto que para algoritmos
de pontos factiveis, a possibilidade de se flexibilizar a factibilidade dos iterandos tem sido
relativamente pouco explorada. Nossa meta principal se concentrou nesta possibilidade, com
a expectativa de obter procedimentos cujo sabor seja o dos algoritmos de pontos factiveis,
mas admitindo uma flexibilizacio da factibilidade de natureza dindmica, ou seja, a depender
da aproximagdo da variedade dual Dy, = {z : VL(z, A} = 0, para algum A € R™}. Para
tanto, apresentamos no capitulo 2, um algoritmo para MRI, incluindo uma versdo na qual
todos os subproblemas possam ser resolvidos de forma “inexata”, ou seja, sem fatoragbes de
matrizes. Ainda no capitulo 2 nos preocupamos em estabelecer cuidadosamente hipoteses que
nos parecem “razoiveis” para MRI, dentro das quais pudemos estabelecer a boa definicdo dos
procedimentos propostos, bem como uma teoria de convergéncia global.

No capitulo 3 apresentamos uma teoria de convergéncia local para nosso algoritmo,
baseada na exploracdo de uma estrutura local que estabelecemos para bons minimizadores.
Tal estrutura, exposta na se¢do 3.1, nos parece ser de algum interesse em si mesma e conta
com nm forte apelo visual. Nossa abordagem para a convergéncia de CDRIN consistiu em
estabelecer, gradativamente, hipéteses sobre a implementagfo que nos parecem razoaveis, e de
forma a garantir que as sequéncias geradas pelo algoritmo admitam:
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1 — Convergéncia de alguma subsequéncia gerada a um ponto de KT (capitulo 2).
ii — Convergéncia de todas as subsequéncias geradas a pontos de KT (capitulo 2).
iii — Convergéncia local e linear em p passos a bons minimizadores (§3.2).

iv — Convergéncia local e superlinear em dois passos a bons minimizadores (§3.3).

v — Convergéncia local e superlinear em um s6 passo a bons minimizadores {§3.4).

Na se¢éo 3.3, além da convergéncia superlinear em dois passos, estabelecemos uma. relacgéo
entre CDRIN e PQS inexato, que nos permite indicar a “importacio” de métodos secantes
estabelecidos para PQS. Na se¢éo §3.4, apresentamos uma outra abordagem para a teoria de
convergéncia local, com um modelo ALGLOC para as iteragoes finais de CDR num caso bem
sucedido, que nos permitiu a obtenc¢éo de resultados mais finos sobre taxas de convergéncia,
do que a convergéncia superlinear em dois passos a bons minimizadores estabelecida na secdo
3.3. Em particular, estabelecemos condigoes para convergéncia superlinear num sé passo de
{z*}} a bons minimizadores de MRI, muito embora nio se deva esperar o mesmo de {z{*}.

No capitulo 4 realizamos testes numéricos, que qualificamos de preliminares, com uma
implementagdo de CDR. Dividimos a execucgao do algoritmo em duas fases. Na primeira se
procura um cilindro de confianca inicial, e um 9 nele contido, apés o que se inicia o algoritmo
CDR verdadeiramente. Testando com 14 problemas, e diferentes pontos iniciais para cada um,
13 dos quais advindos de uma lista explorada em [BT 89] e [SP 89], obtivemos:

i — A definicdo de um mecanismo de autoajuste para encontrar o tamanho do cilindro de
confianga inicial, baseado na eficdcia do método de Gauss-Newton para resolver local-
mente o problema de encontrar pontos factiveis. Nos testes numéricos tal mecanismo
se revelou eficaz e, num certo sentido, essencialmente independente da escala na qual se
escreve ||A(z)]].

it — Que a correcfio de segunda ordem tem um papel a desempenhar, na medida que permite
valores relativamente reduzidos de 42, Sem maiores limitagSes a eficiéncia do algoritmo.

ili — A necessidade de salvaguardas para situagoes nas quais a restauracao fique muito ine-
ficiente. Em compensacio, todos os problemas da lista sdo resolvidos ao adota-la. Ve-
rificamos ainda que alguns dos problemas da lista néo sdo resolvidos por alguns dos
algoritmos PQS testados por Shanno e Phua em [SP 89, bem como pelo algoritmo
PQS que implementamos, provavelmente também por dificuldades em se aproximar do
conjunto factivel.

iv — O mecanismo empregado, para propor que restauragdes pudessem ser realizadas com
dados da iteragdo anterior, foi eficaz no sentido de economizar atualizacoes e fatoragdes
de matrizes. No caso de se usar o mecanismo de autoajuste para definir p{°) . o custo
adicional devido ao edlculo de mais de uma matriz jacobiana por iteracio mostrou-se
desprezivel.

v — Ao testar diferentes estratégias para a fase inicial, verificamos que um passo mais acu-
rado na dire¢do Horizontal nao parece reduzir sensivelmente o mimero de iteragoes rea-
lizadas, porém encarece bastante cada uma das iteraces. (O mesmo observamos na
implementagdo do algoritmo PQS que realizamos. Com isto, temos condigoes de colocar
em questao o sentido de se dar passos “computacionalmente caros” na dire¢do tangente
as restrigbes, relativamente longe do conjunto factivel.
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vi — Acreditamos que os dados numéricos analisados nos testes nos parecem promissores,
embora muito incipientes ainda para permitir algum prognéstico mais seguro a cerca da
competitividade do método, com relagio a outros métodos disponiveis.

Finalmente apresentamos no apéndice um algoritmo que generaliza naturalmente CDR
para uma situagio na qual contamos também com restrigdes de canalizagdo. Tal algoritmo
néo chegou a ser testado, mas acreditamos saber provar que, no essencial, as propriedades
tedricas validas para CDR em MRI, continuam vélidas na generalizacdo feita para MRIC, sob
condigbes naturais de se exigir em MRIC.

5.2.2 DESDOBRAMENTOS

Apresentamos nesta subsecio alguns possiveis desdobramentos deste trabalho que nos
parecem interessantes, agrupados nos itens D1-D4. Acreditamos que a tarefa mais importante,
neste momento, corresponda a realizar uma implementagio competitiva do algoritmo e testa-
la com relagdo a outros algoritmos disponiveis. Até mesmo de um ponto de vista tedrico, esta
tarefa nos parece importante. Acreditamos que avangar, um pouco que seja, na Compreensao
de qual a melhor forma de se trabalhar ao inicializar um algoritmo relativamente longe da
factibilidade, nos parece uma questio tedrice relevante. Dito de um outro dngulo, nos parece
relevante entender se alguma forma de “medir o distdncia” ao conjunto factivel como o que
nos seria dada pelo eficiéncia do passo Gauss-Newton para ||h(z)|[?, ¢, ou ndo, um parametro
wnportante a ser levado em conta nume programacdoe para MRI No entanto, o passo a ser dado
no momento para abordar tal questdo nos parece ser de natureza essencialmente empirica, e
consiste na comparacdo cuidadosa e exaustiva de diferentes estratégias para atacar MRI ou
MRIC, através da realizacdo de testes miméricos.

D1 - Tarefa Principal

Elencamos 4 passos a serem realizados, pela ordem, caso bem sucedidos.

D1.1 — Testar o algoritmo MRIC e consolidé-lo. Acreditamos que sem incluir restrigoes de
desigualdade o método perde muito de um ponto de vista prético.

D1.2 — Tentar uma implementagdo competitiva para o método e testa-la num grande
mimero de problemas, inclusive com “muitas” varidveis e restrigoes. Em parti-
cular consideramos importante comparar implementactes feitas com o algoritmo
inexato e outras que utilizem fatoragdes de matrizes usando técnicas de esparsi-
dade, testando ainda métodos secantes para atualizacdo da aproximagao hessiana
em cada iteracio na fase final.

D1.3 - Comparar cuidadosamente diferentes algoritmos, numa bateria representativa de
testes com “muitas” varidveis e restrigdes.

D1.4 — Se os resultados obtidos em (D1.1-D1.3) forem favordveis, o passo natural a seguir
é a disponibilizagio de um software com o método.
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D2 — Sobre a restanracao e a fase inicial

D2.1 -

D2.2 -

D2.3 -

Tres tipos de questdes se colocam aqui:

Pode-se pensar que a fase inicial é a fase da restauragiio, por exceléncia. Falta
esclarecer qual a melhor estratégia a se adotar apds cada passo Vertical, na fase
inicial do algoritmo. Em particular, nota-se que em alguns problemas MRI, a di-
regéo (—gp(z.)) parece corresponder a boas diregdes de descida para ||h(z)||? em z.,
enquanto que em outros é o contrario. Sera possivel explorar isto adequadamente?

Na versio 1 de REST (vide §2.2.1), admitimos a possibilidade de ndo precisar
atualizar a matriz jacobiana a cada passo da restaura¢do, enquanto a restauracio
se processe de forma eficiente com dados da iteracio anterior. Em alguns testes
preliminares nio ficou muito claro para nds se é possivel realizd-lo de maneira
eficiente. Esta questdo permanece.

Qual a methor estratégia para salvaguardar a restauragdo? Em particular esta
questdo corresponde a tentar entender melhor caracteristicas do conjunto critico
néo factivel de ||2{z)||* que permitam “driblé-lo”. Igualmente, achamos importante
entender melhor o que faz com que algoritinos tipicos de restauracdo por vezes
fiquem tdo vagarosos, mesmo longe de pontos criticos ndo factiveis de [|h{z)]l%.
No exemplo 2.1 descrevemos a lentiddo do método Gauss-Newton relativamente
longe do conjunto factivel, de forma assoctada & atracdo que os iterandos pareciam
sofrer por pontos de curvatura alta nas superficies de nivel e préximos da variedade
dual. Serd este um exemplo tipico e o ponto de vista generalizdvel? Caso se€ja,
haverd alguma alternativa razoavel & que adotamos, ao obrigarmos os iterandos
a andarem mais proximos da factibilidade? Tentar mexer na escala das varidveis
independentes, seria uma possibilidade generalizdvel ai?

D3 — Relaxando a exigéncia de regularidade no conjunto factivel

Confessamos néo ter pesquisado o suficiente na literatura, para saber o que se

tem feito teoricamente a respeito de relaxar a exigéncia de regularidade no conjunto
factivel. A impressdo que temos é a de ser uma questdo, cuja abordagem nos trabalhos
de otimizacao publicados se d4 de forma essencialmente empirica, quando muito. Como
tratar, tedrica e praticamente, o relaxamento na exigéncia de regularidade do conjunto
factivel, nos parece ser uma guestao dificil e relevante.
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Atualizacio secante

Para simplificar, situemos a questdo num contexto de minimizacio sem restri¢des.
No fundo, € 14 que questdes como a que colocaremos se resolve, ou ndo. Na observagio
3.3.6 esbogamos uma possibilidade de estratégia quasi-Newton e atualizagio secante em
CDR, com algumas salvaguardas para:

B1 - Diregbes muito mal condicionadas da aproximacio hessiana reduzida, mas que

tivessem alguma chance de manter as caracteristicas fortemente autorequladoras
do método secante, conforme a compreensio 14 explicitada em (3.241).

B2 - Crescimento excessivo da aproximacao hessiana, em norma.

A questao que se coloca é saber se isto funciona, teoricamente. Em particular,
suponhamos que as diregbes dos passos candidatos sejam obtidos com este tipo de es-
tratégia, e as buscas lineares se facam garantindo condigoes para que a férmula BFGS
sempre gere matrizes positivo-definidas. Por exemplo, as condigoes de Wolfe. Nossa ex-
pectativa € que, neste caso, se a sequéncia gerada convergir para um bom minimizador
entio, sob condigoes razodveis, as salvaguardas fiquem inativas suficientemente perto de
z*. Como impusemos aproximagdes hessianas coercivamente positivo-definidas, a con-
vergéncia a um bom minimizador nos garantiria convergéncia R-linear. O teorema 3.216
nos diria entio que tal convergéncia seria superlinear, desde que as salvaguardas ficassem
assintoticamente inativas.



Apéndice A

CDR para MRIC

No procedimento formulado no capitulo 2 para resolver MRI, praticamente separamos
cada iteracdo em duas partes. Concentramos em CDR as tarefas da segunda, na qual se
produzia um candidato a passo horizontal, que era em seguida submetido a um teste. XCOR
era apresentado como uma espécie de mediador, a definir o momento no qual podemos parar
de procurar a factibilidade com REST, e passamos a CDR para obter o passo horizontal. Suas
principais tarefas poderiam ser descritas por:

XCOR.1 — Obter z; € pe & Pmazgp(Te), de tal forma que ||A{z.}]| < p.. O principal ingrediente aqui,
é a restauragio escrita em REST, se [[h{zc)|| > pe.

XCOR.it — Atualizar os dados em z., entre os quais destacamos 4 = A'(z.} e a diregdo de Cauchy
gp($c)'

O mesmo acontecera no algoritmo para MRIC. Concentraremos em XCORC a primeira
parte, e em CDR a segunda. O programa (i - v) da segfio §5.1 ja indica que deve haver muito
pouca diferenga formal entre as descrigbes de CDR para MRI e para MRIC. Como veremos
adiante as novidades na formulagdo para MRIC se concentram em XCORC. Registraremos a
seguir uma descrigdo completa de CDR para MRIC, apenas para facilitar a leitura, na medida
que as diferengas formais de redagio com relacao a anterior sao bem pequenas. Fssencialmente
correspondetn as mengdes ao conjunto de trabalho W definido emt XCORC e a0 uso de opges
para desigualdades no procedimento DS (vide §1.4),

A k-ésima iteragio de CDR para MRI dispunha inicialmente de p,o, €40, 28, AE=D 5
Pmaz; Loy DLg, Ac Dpin, € A, A k-ésima iteragio de CDR para MRIC disporé destas mes-
mas varidveis, essencialmente com os mesmos significados descritos em §2.3, adaptados para
MRIC. Dispord ainda de informacdes sobre o conjunto de trabatho W da itera¢io anterior:

Passo 1. Atualizagao de 2., pe, Pmaez € do modelo quadratico associado:

a) Obtenha z., pe, Ae¢, gey 9pe aplicando XCORC a ™ ooy Prmez, Ae, Ptol Etal
e W.
Se XCORC retornou no Passo 2, pare, aceitando z. como solugao

b) Escolha uma matriz simétrica B € IR"*™ e considere:

187
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T 1 T
a(6) = 975 + 56" BS (A.1)

Passo 2. Defini¢ao do ponto candidato =

a) Ache &, e W, aplicando DS a (z.,q, §pe, D, Ac, 2, pc) € escolbha AL € ™. *

b) Escolha 8,00 = Aly(2e) fsoe, tal que T4 = @, + 8 + Gg0c € €1.

Passo 3. Testando 2.
Faca
ALy = L{zy, i) — L{we, Ay) (A.2)
oo % (A.3)
Se
th{z ) > 2p. ou 7 < 1074 (A.4)

Entdo faga A — A/2 e v4 para o Passo 2.a.

Passo 4. Atualizacao
Faca ALy = L{z., Ay ) — L(x(’“}, A(k—l))
a) Se
1
ALy 2 5(Lc - L{z®, A=D1y (A5)

entdo faga  pPmaw — Prmaz/ 2,
b) Se
1
ALy > - ALy (A.6)

entdo faca L « L(z, Ay).
c)Faga k—k+1; 2® — gz AB -y ALy« ALy
d)Escolha A > App, e vé para o Passo 1.

As novidades no procedimento para MRIC se concentram em XCORC. Contudo, ele
continua se caracterizando como o “gerente” da transi¢io entre a primeira parte € a segunda

**#X Na pratica, poderemos estar trabalhandoe em XCORC com fatoragdes de h/y_{2.), que sero ignalmente
uteis para a obtengio de §; com DS, no caso em que gp, = g4, € W = A, ou mesmo W O A, No caso de se
ter g = §.4. talvez seja razodvel tomar o passo em DS como ¢ préprie g...
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do algoritmo, de forma andloga a0 que acontecia anteriormente. Ainda podemos situar o es-
quema geral de XCORC no formato XCOR.i-XCOR.ii acima, mas agora temos que considerar
também:

(CORC.1 - A diregdo de Cauchy (generalizada) g, néo ¢ mais t4o simples de calcular quanto gp(z.).
Como apontamos na §5.1, serd g4(z.) ou ga(z.), conforme a relagio ||ga(x:)l/l1§.4(ze)]l.
Em particular dependerd das restrigbes p-ativas A = A(z,, p.), (que podem inclusive
variar com p).

XCORC.2 - REST e a forma de calcular p se generalizam, embora de maneira natural no contexto
que apresentamos. Uma complicagdo que pode surgir em MRIC e nao existia em MRI,
é relativa & compatibilizacdo das restrigdes p-ativas com as de igualdade em fungio de p.
Isto pode ocorrer caso o algoritmo tente restaurar a restrigio lateral R ¢ ), num ponto
x para o qual b 4 ) (x) seja singular.

OBSERVACAO A.0.1 HIPOTESES PARA CDR NA NOVA VERSAQ

De forma a facilitar o entendimento, situaremos jé neste momento tres hipdteses simplifi-
cadoras a serem assumidas com as quais se poderd garantir boa definicao a CDR, também nesta
versdo para MRIC, bem como resultados de convergéncia global a pontos de KT satisfatérios.

HC - Hipétese de Compacidade Para simplificar, suporemos Q0 compacta, ou seja —oo <
l; e u; < o0, para todo i =1,2,---,n.

HR - Hipdtese sobre a Regularidade de Hy Hy € regular no sentido apontado em [MS 95,
812.6], ou seja, ' A tem linhas linearmente independentes em pontos factiveis de F 4, para
todo A. Equivalentemente, poderiamos exigir que, pare todo subconjunto de indices A,
0 seja valor requlor da restricao de h a F4.

HF - Hipdtese sobre a Factibilidade E possivel encontrar um ponto factivel para o pro-
blema.

Simplificamos um pouco as hipéteses sob as quais vamos discutir CDR para MRIC, no
sentido de nos fixarmos em descrever apenas uma situacio relevante na qual garantidamente
CDR gere sequéncias se acumulando em pontos de KT. HC é de fato uma hipétese simplifi-
cadora. No entanto acreditamos facilitar o entendimento, e os argumentos acabam sendo con-
ceitualmente os mesmos necessarios para dar conta de uma outra formulacéo, possivelmente
mais abrangente e na linha da que foi feita no capitulo 2. HR é a hipdtese mais delicada de se
assumir mas, pelo menos teéricamente, temos uma cobertura, essencialmente garantida pelo
teorema de Sard. Ou seja, genericamente HR se verifica no conjunto das funcoes de classe ',
onde r > n — m (vide [soto 76, [Hir 76]). HF é uma hipétese facilmente verificivel em muitas
situagoes relevantes (por exemplo, se o ponto inicial for factivel), e ébvia de se assumir, se
desejamos garantir a acumulacgio dos iterandos em pontos de KT para MRIC.

Passamos a descrever a restauracio proposta para ajudar a resolver MRIC:
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REST 4

Frequentemente desejaremos, ndo apenas restaurar h(z) = 0 s.a. z € £, mas também
ha{z) = 0 s.a. 2 € £. Lembramos que numa restauracio de z a z. realizada com REST no
contexto para MRI, niio bastava reduzir significativamente o valor de |[#(z}||. Era igualmente
essencial obter z, “controladamente proximo” de z. Esta proximidade buscada se expressou
na relagao (2.8), qual seja, ||z — zcl| = O(||k(zc)l]). O que se pode observar nos resultados
do capitulo 2, é que qualquer outro algoritmo de restauragio que garantisse (2.8), sempre que
fosse bem sucedido em obter ||h(z.)|| < pe, garantiria para CDR os mesimos resultados tedricos
de convergéncia.

Aproveitando esta observacio, definimos REST 4{z,p) como qualquer algoritmo para
reduzir h4(z) em £, tal que, para algum ¥ > 0, gere uma das duas alternativas :

i- z.€  satisfazendo

lhalzc)l] < o (A7)
lze —2ll < ¥fa(=}] (A.8)

ii = Uma sequéncia de pontos em {2, se acumulando em pontos de KT ndo factiveis para o
problema MRC, definido por

minimizar |ha(z)|® s.a. z € Q. (A.9)

Denotaremos por REST a RESTYy, isto é, a restauracéo relativa a h{z} = 0s. a. € Q0.

Algumas alternativas interessantes para REST 4 sertam:

REST.t - Os passos candidatos serem testados com buscas unidimensionais, inicialmente sobre
a poligonal obtida pela proje¢io em {) da semireta saindo de z e na dire¢io Gauss-
Newton para [|h4(2)]?, vale dizer, Po(z — ph'i(z)k(z)). Em caso de p ficar muito
reduzido, acionariamos como salvaguarda a dire¢ido do gradiente, ou seja, a busca linear
prosseguiria em Po(z — uh'y” (z)h(z)).

REST.i — Usar CDR para MRC, com o cuidado de garantir para os candidatos z,. = z + &,
uma restri¢io do tipo {|6;])] = O(||R(=)])).

REST.iii — Dar um passo inicial visando exclusivamente se aproximar de F4, ou seja, obter ini-
cialmente ¥ = fx + (1 —0)Pg,, para algum # e s6 depois usar algum procedimento como
os descritos em REST.i e REST ii, para reduzir ||2(z)|| na caixa ({Z} +L4) N )

REST.iv — Dar um passo inicial visando obter Z, unicamente com o objetivo de reduzir k(z)
em § usando uma estratégia como em REST.i ou REST.ii, e depois completd-lo com
um passo em A (k' (%)) cujo objetivo seja apenas a restauragio de F4 sem abandonar

{&} + N('(%)).

TNo caso para MRI, nos parecen interessante a possibilidade de néo atualizar #’(x,.) entre duas restauragies
{corresponde ao pardimctro Ongy, introdnzido na versio 1 de REST - vide §2.2.2 ). No casc MRIC ndo vamos
considerar csta possibilidade, embora mantenhamos a op¢do de poder realizar a primneira restauragéo cm
XCORC com os dados da iteragio anterior. Isto simplificard consideravelmente a exposicio.
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XCORC

Como jé apontamos anteriormente, analogamente a XCOR, XCORC igualmente geren-
ciard REST 4, com o objetivo de garantir z. e p tais que ||h{z.)|| < p & pmas||Gall, bem
como calcular as varidveis necessdrias para executar uma iteracéo tipica de CDR. Seu formato
acompanha o de XCOR, com pequenas alteragoes destinadas a acomodar as novas tarefas
descritas em (XCORC.1-XCORC.2). Em XCOR, os comandos correspondentes a P1.ii e P1.1ii
estavam em P3.1 e P3.1i. Esta modificacdo é apenas para facilitar a leitura e deixar em P3
exclusivamente a tarefa de atualizar a dire¢do de Cauchy g,.. No 1iltimo passo, inscrevermos
uma salvagiiarda para situages nas quais a restauracgio a h,{z) = 0 figue muito ineficiente,
introduzindo, inclusive, a possibilidade de redugéo de p,,,, também emn XCORC. Este ponto
sera comentado adiante.

Além das informagdes sobre as fungdes envolvidas, gquando chamado na k-ésima iteragao
de CDR, XCORC dispora inicialmente de z = z®), W = W1 5 = pb-1) 5 — plka)
h = h(z®™), A = A(z*1, p~1), A = ¥ (z%~D) e dos pardmetros de tolerdncia para con-
Vergéncia pio € 1. Podemos descrever uma iteracéo tipica de XCORC por:

PO — INICIALIZACAO

i— Faga A« Alz,p)

ii — Opte entre restaurar em P4 com os dados da iteracao anterior, ou seguir para P1.

P1 - ATUALIZACAQ DOS DADOS

i— Faca A — h'{(z) e g — —Vf(z)

y galr)  gal=)
il — Escolhan,. € .1 ,
o lgll + 17 gl +1

iii — Faga 3, = min{103n_,, pmaz, Pmas/2} © escolha p € [107%0, prmas, O]
iv — Se A(z, p) — A. = 0, faga A — A(xz, p) e volte para Pl.ii.

v — Faga hyq — ha(z)

P2 - TESTANDO A CONVERGENCIA DO ALGORITMO PRINCIPAL

Se [[hall < pror € 1, < tar, Tetorne

Cau —

Se |[kall = prot € e, < €1, V4 para P4

Clay -
P3 - RETQRNO TIPICO
Se i 4|| < p entdo

a— Se|lga@)|l = .99)|ga(=)|, faca g, = ga(z) e RETORNE.
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b~ Se [lga(@)ll < -99iga(2)]l, faga gpe = Ja(z) e RETORNE .

P4 - RESTAURANDO

i - Escolha 5 € [1077]|A(2)]], [14(z)}/2

ii — Aplique REST 4 para obter z, de forma que [lha(z)[} < 3.

iii — Salvaguarda caso REST 4 fique ineficiente

Caso REST 4 ndo seja bem sucedido, obtenha novo z € € tal que |jA(z)]] < p, faga

A = A(z,p) e reduza prq, & menos da sua metade.

iv V4 para P1.

OBSERVACAO A.0.2 SOBRE XCORC

Em MRI, XCOR precisava “casar” factibilidade com controle dindmico, obtendo z, tal

que ||A{z.)|| < p = Olpmazllgp{z.)||). Em XCORC, precisamos fazer o mesmo substituindo
gp(Tc) Por Gae. m(xc). Deste modo, a defini¢do de p passa a depender também das restrigdes
p-ativas em z.. Uma preocupagéio importante com relagio a restauracio em CDR, era a de nao
gastar atualizacfes da matriz jacobiana com restauractes. Em XCORC, cada atualizacio de
A = A(z., p) corresponde a reavaliar g4(z.), ainda que de forma inexata. Nossa expectativa
aqui é de poder implementar nosso método com as mesmas preocupagoes de antes, e de forma
a nao ter que alterar A numa mesma iteragio de XCORC, com poucas excegoes. A forma
como XCORC opera para definir g, z, e A = A(z,, p) corresponde a:

i— Em PO faz-se wmna primeira avaliagio de A. Definimos A, como A(zx,,p) com o p da

iteracéo anterior, para poder garantir o conjunto de trabalho da itera¢do anterior dentro
de .A, mas se poderia pensar em outras possibilidades para inicializar A.

ii- Ao iniciar P1 se dispée de um candidato a .A. Com base nele se atualiza p. Destacamos

duas possibilidades ai:
iia- Alz,p) - A=10

Neste caso p cresceu com relacéo ao seu valor anterior. Esta situagdo é inde-
sejavel, pois poderia corresponder a algum i € A(z,, p) — A para o qual a projecio
de -~V f(z) em F4NN{(h'(z)) tivesse uma componente relativamente grande apon-
tando no sentido de F'{#, mas para o qual r;{x) < p fosse relativamente pequeno.
Isto corresponderia a uma situacdo na qual a restricho i seria wma boa candidata
a restricdo ativa, e poderia conduzir a “passos de Cauchy” muito curtos. Nossa
soluciio de refazer A nestes casos se justifica por af . Além disto, veja que depois
de atualizarmos A = A(z, p) em Pl.iv, ||g4(z)|| tende a diminuir, se acrescentamos
restrigdes, ou a variar pouco, em caso de restauragdo. Deste modo, na prética, ndo
precisariamos voltar a mexer em A, nesta iteragdo, a ndo ser apds o uso da sal-
vaguarda em P.4.ili. Como estamos apostando em ndo ter que usar a salvaguarda
com [requéncia, € hd uma certa flexibilidade na defini¢o de p em P1.iii, Pl.iv vai
redefinir A mais ou menos vezes, a depender da inicializagio em P0. Vale dizer,
basicamente, de como se implementard o passo em DS na iteragao anterior.
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iib- Alz,p) C.A

Também aqui hé duas situagdes. Se ||ha(z)}| < p, P3 indica o retorno. Caso
contrario havera necessidade de restauragio.

OBSERVACAO A.0.3 SOBRE A RESTAURACAOQ

i—

0 -

iii -

A salvaguarda proposta em P4.iii pressupoe que evenfuais ineficiéncias em REST 4,
possam ser resolvidas por procedimentos que relaxem a exigéncia (A.8). A estratégia de
reduzir ppq., € recomegar de qualquer ponto num cilindro de confianga de raio significa-
tivamente menor, formalmente se justifica pelas hipdteses HC, HR e HF. Observe que,
ao assumir HF, garantimos que diminuindo p sempre poderemos obter pontos de §2 cor-
respondentemente préximos de H,, mesmo que ndo seja com um método de restauracio
satisfazendo (A.8). Como a aceitacio de cada passo em CDR implica na sua permanéncia
dentro de um cilindro de confianc¢a de raio no maximo 2p, P0.i, PL.iii, a salvaguarda
P4.ii de XCORC, HR e HC nos garantem entio que num conjunto finito de iteragdes,
todas as restauragbes se processarfo em pontos regulares de algum h 4, j4 que estamos
garantindo A C A(z,, Pmas) sSempre. No caso onde #A+m > n, é possivel saber, jd em
P0.i que obteremos as linhas de &’ 4 linearmente dependentes. Dado que assumimos HR,
isto significa p,.,, “perigosamente grande”. Numa implementacio concreta, sequer seria
necessario executar P1.i-P3 e P4.ii. Uma restauracdo para h(z) = 0, com redugio de
Pmaz, POSSivelmente seria aconselhével logo depois de P1.i, caso atualizemos h'(z) para
a restauracao, e a partir de P0.i se nfo atualizamos a jacobiana.

Uma alternativa para a restauracdo em P4.ii, corresponderia a permitir que se atu-
alize A com algum A C A antes de aplicar REST 4 em P.4.ii, 0 que pode ser interessante
com base em informagoes da iteracao anterior caso p se reduza bastante de uma iteracio
para a outra.

Lembramos que a possibilidade de restaurar usando dados da iteragdo anterior de
CDR, se mostrou eficiente nos testes realizados no capitulo 4 (vide 4.2.1). Ela permanece

em CDR para MRIC, inscrita em P1.ii.
5,

OBSERVACAO A.0.4 SOBRE A DIRECAO DE CAUCHY

Com o objetivo de explicitar um pouco a conta a fazer para obter a diregdo de Canchy

(generalizada) g, denotamos por C4(z) ao cone dual de C4(z), ou seja:

{Em MRI, haviamos também introduzido a possibilidade de n#o atualizar A/ (z) entre duas iteragtes su-
cersivas de REST através do pardmetro f,.... Realizando alguns testes numéricos, nio ficou muito claro
para nds se esta estratégia conduz a resultados significativos, principaimente tendo em vista a introducéio da
FASE 1. Como consideramos prematuro descartar esta possibilidade, gostarfamos de observar que teria sido
possfvel manté-la para REST, também em CDR. para MRIC. No entanto, preferimos simplificar a exposicéo,
eliminando-a formalmente
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Calz) = {w: vTw < 0, para todo v € Calz)} (A.10)
Denotamos ainda por g ,(z) a projegsio de —V f(x) em C 4(z), ou seja:
94(2) = Pg (= V f(2)) (A.11)

Visando definir uma caracterizagdo muito 1itil do cone dual, definamos para cada [ =
{i1,---,i,} € {1,2,--+,n} a matriz

T
Ep =(Vri, -, V) = (€5, €y = €(igy1—n) "~ — €ig—n))

onde

1, se i=3
(ei)i_{(}, se i=j

Essencialmente usando argumentos como no Lema de Farkas (vide [Fle 87|}, podemos
garantir:

LEMA AP.1: Suponhamos que A C IR" é consistente, e que h'{z) tem posto constante em
Uct.

Entao:

Veja que, fixando ¢ = —V f{z) e A = h/(z), obtemos:

OBSCAU .1 - ga{z) = argmin {|lg + AZN]| : A € R™}, onde AT = [AT EJ]

OBSCAU 2  §4(x) = argmin {|lg + ATA + Eqpll : A € B0 > p e R™}

OBSCAU 3-  lga(@)ll = llg—5a@)ll < llg —vll, se v = (g+ ATA+ E5p) € Cula) i6. 5 < 0.
OBSCAU .4- OBSCAU.1 nos diz que para calcular g {z) temos que resolver um problema

quadratico convexo com restrigdes de igualdade apenas, andlogo ao que precisavamos
calcular para obter a diregio de Cauchy gp(z.), no caso MRIL. O lema AP.1.ii e OB-
SCAU.2 nos dizem que para calcular ga(z) o problema é essencialmente o mesmo, sendo
que algumas restricbes passam a ser de canalizagio. Numericamente isto poderia ser
bem mais trabalhoso. No entanto, frequentemente desejamos apenas nos certificar que,
para um dado 5 > 0, temos ||g4(z)|| = 9]l a(z)||. Fm particular, isto deverd acontecer
sempre numa vizinhanca de uma solucio z* sem degeneréncia dual. Veja que OBSCAU.2
e OBSCAU.3 nos dizem que basta encontrar uma solugéo inexata v de:

Minimize ||g + ATA+ ELpl|? s.a. A€ R®, pe R*, p<0. (A.12)
e de tal forma que |[ga(z)|| = n|lg — v
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Algo andlogo acontece sempre que procuramos ng,, € [[[ga(z)]l, 10)igalz}]|].

Em funcao disto evitamos colocar nos algoritmos, determinacgoes explicitas para
calcular §ga(z) , ga(z) e ga(z). Desta forma admitimos implicitamente a possibilidade
de detalhar CDR para MRIC, permitindo solugoes inexatas de alguns dos subproblemas
quadraticos envolvidos ao calculd-los.

OBSERVACAQ A.0.5 )
BOA DEFINICAO E CONVERGENCIA GLOBAL DX CDR PARA MRIC

Acrescentando as hipdteses HC, HR e HF as formuladas na secdo 2.4.1, e adaptando os
argumentos esmiugados no capitulo 2, acreditamos saber demonstrar que:

T1 - CDR so pdara em pontos de KT pare MRIC.

T2 - Os iterados gerados numa dada aplicacao de CDR admitem subsequéncias se acu-
mulando em pontos de KT para MRIC.
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