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Resumo

Dados um ideal fechado I de uma C*-dlgebra A, um ideal J (nao necessariamente
fechado) de I, um *-homomorfismo o : A — M (I), que chamamos de endomorfismo par-
cial, e uma funcao L : J — A com algumas propriedades, que serao descritas no primeiro
capitulo, baseado em [12] e [7] construimos uma é&lgebra que chamaremos de Produto
Cruzado por Endomorfismo Parcial e a denotaremos por O(A, «, L). Considerando a agao
de gauge de S! nesta dlgebra obtemos a esperanca condicional E e a 4lgebra dos pontos
fixos K desta agao. Mostramos ainda no primeiro capitulo que todo ideal gauge invariante
nao nulo de O(A, a, L) tem intersec¢ao nao nula com K.

No segundo capitulo introduzimos o Produto Cruzado por Endomorfismo Parcial, de-
notado por O(X,a, L), induzido por um homeomorfismo local ¢ : U — X onde X é
um espaco compacto e Hausdorff e U é um subconjunto aberto de X. Na segunda secao
deste capitulo descrevemos alguns resultados bésicos sobre a estrutura de O(X, «, L) e o
resultado mais importante desta secao é de que todo ideal nao nulo gauge invariante de
O(X, a, L) tem intersec¢ao nao nula com C'(X). Na tltima se¢do mostraremos o exemplo
de produto cruzado por endomorfismo parcial que motivou este trabalho, que é a algebra
de Cuntz-Krieger para matrizes infinitas (ver [3]).

O terceiro capitulo trata de uma bijecao entre os ideais gauge invariantes da algebra
O(X,a, L) e os conjuntos abertos de X que sdo o, o~ -invariantes.

O tltimo capitulo é dedicado ao estudo de O(X, a, L) no caso em que o par (X, o) tem
uma propriedade extra, que chamamos de topologicamente livre. Mostramos que neste
caso qualquer ideal nao nulo de O(X, «, L) tem intersecgdo nao nula com C(X). Se além
disso (X, o) tiver a propriedade de que (X', 0,,) é topologicamente livre para qualquer
subconjunto fechado o, o~ !-invariante X’ de X entdao obtemos uma bijecao entre todos
os ideais de O(X, , L) e os conjuntos abertos o, o !-invariantes de X. Finalizamos este
capitulo mostrando um critério de simplicidade para as algebras de Cuntz-Krieger para
matrizes infinitas.

No apéndice mostramos que o Produto Cruzado por Endomorfismo definido em [4] em

alguns casos pode ser visto como um Produto Cruzado por Endomorfismo Parcial.
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Abstract

Given a closed ideal I in a C*-algebra A, an ideal J (not necessarily closed) in I, a
*-homomorphism « : A — M(I) and a map L : J — A with some properties, based on
[12] and [7] we define a C*-algebra O(A, a, L) which we call the Crossed Product by a
Partial Endomorphism and we denote it by O(A, «, L). Considering the gauge action from
St in this algebra we obtain the conditional expectation E and the fixed point algebra K
of this action. We show also in the first chapter that every nonzero gauge invariant ideal
of O(A, a, L) has nonzero intersection with K.

In the second chapter we introduce the Crossed Product by a Partial Endomorphism
O(X, «, L) induced by a local homeomorphism o : U — X where X is a compact Hausdorff
space and U is an open subset of X. In the second section of this chapter we describe
some basic results about the structure of O(X, «a, L) and the main result of this section
is that every nonzero gauge invariant ideal of O(X,«, L) has nonzero intersection with
C(X). We present the example which motivated this work, the Cuntz-Krieger algebra for
infinite matrices (see [3]).

We show in the third chapter a bijection between the gauge invariant ideals of O(X, «, L)
and the o, 0~ !-invariant open subsets of X.

The last chapter is dedicated to the study of O(X,«, L) in the case where the pair
(X,0) has an extra property, wich we call topological freeness. We prove that in this
case every nonzero ideal of O(X, a, L) has nonzero intersection with C'(X). If moreover
(X, 0) has the property that (X', 0),) is topologically free for each closed o, o~ '-invariant
subset X’ of X then we obtain a bijection between the ideals of O(X, a, L) and the open

Linvariant subsets of X. We conclude this section by showing a simplicity criteria

0,0
for the Cuntz-Krieger algebras for infinite matrices.
In the Appendix we show that the Crossed Product by an Endomorphism defined in

[4] in some cases may be seen as a Crossed Product by a Partial Endomorphism.
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Introducao

O conceito de Produto Cruzado por Endomorfismo foi introduzido por diversos autores,
entre eles J. Cuntz em [1], P. J. Stacey em [13] e G. J. Murphy em [10]. Estas construgoes
sao feitas a partir de uma C*-dlgebra unitaria A e de um *-endomorfismo o : A — A.

Em [4] foi introduzido por R. Exel o conceito de produto cruzado por endomorfismo,
baseado num C*-sistema dinamico (A, «, L). Nesta construgao, além de um endomorfismo
a: A — A, supoe-se dado um operador de transferéncia L : A — A, isto é, L é linear,
continua e positiva e L(a(a)b) = aL(b) para cada a,b € A. Neste artigo foi mostrado
que a algebra de Cuntz-Krieger é um exemplo de produto cruzado por endomorfismo. O
C*-sistema dinamico associado a este exemplo é induzido pelo subshift de Markov (24, o),

ou seja, o endomorfismo « é dado por

a:C(Qa) — C(Qa)
f = foo
e L:C(Qa) — C(Qa) é dado por L(f)(z) = m E;_:l(x)f(y) para cada z € X e para
cada f € C(Qy). ’

Em [3] foi definida por R. Exel e M. Laca a dlgebra de Cuntz-Krieger para matrizes
infinitas. Foi associada a esta algebra um espaco topologico compacto e Hausdorff Q:;,
como pode ser visto em [3:4-7]. A diferenga deste caso para o anterior é de que o shift o
nao pode ser definido em todo o espago ﬁ;, mas apenas num subconjunto aberto U de

(fl\;‘ . Entao o homeomorfismo local
c:U — S/Z:‘

induz o endomorfismo parcial



Além disso, como #o7'(x) pode ser infinito para algum z € @ a convergencia de

>~ f(y) nao pode ser garantida e portanto nao podemos definir L(f) para cada x € X
y€o—1(z)

por L(f)(z) = Y f(y) para cada f € C(€24). Porém, mostraremos que se f € C.(U)

y€o~1(z)

entdo podemos definir L(f)(z) = > f(y) para cada = € Q4 e assim L(f) é um
y€o—1(x)

elemento de C' ((AZ,; ). Desta forma obtemos uma fungao
L:C(U) = C(Qy).

Pelos fatos de que a nao ¢ um endomorfismo em C’(ﬁ;) e o dominio de L nao ¢é toda
a dlgebra C'(Q4), a tripla (A, o, L) (que também chamaremos de C*-sistema dinamico)
nao é um C*-sistema dinamico como em [4] e portanto aqui ndo se aplica a construgao de
produto cruzado por endomorfismo feita em [4].

Neste trabalho definiremos, usando partes das construgoes de T. Katsura ([7]) e M.
Pimsner ([12]), o produto cruzado por endomorfismo parcial. Mostraremos que esta con-
strucao se aplica a situacao descrita no paragrafo anterior. Estudaremos especialmente o
caso em que o produto cruzado por endomorfismo parcial, que denotaremos por O(X, «, L),

provém de um homeomorfismo local
o:U— X,

onde U é um subconjunto aberto de um espago topolégico compacto Hausdorff X. Mais
especificamente, mostraremos que existe uma bijecao entre os ideais gauge invariantes de
O(X,a, L) e os abertos 0,0~ invariantes de X. Além disso, se (X, o) tiver a propriedade
adicional de que todo subconjunto fechado o, o~ '-invariante de X’ é tal que (X', 0,,) é
topologicamente livre entao existe uma bije¢ao entre todos os ideais de O(X, «, L) e todos
os abertos o, o~ l-invariantes de X. Finalmente daremos um critério de simplicidade para
as algebras de Cuntz-Krieger para matrizes infinitas.

No apéndice mostraremos que algumas algebras que sao produtos cruzados por endo-
morfismo como definido em [4] podem ser vistas como produtos cruzados por endomorfismo
parcial, como definido no primeiro capitulo deste trabalho.

A escolha do nome produto cruzado por endomorfismo parcial para a algebra que
construimos neste trabalho foi motivada pelo homeomorfismo local ¢ : U — X onde U é

um subconjunto aberto de X.



Chapter 1

O Produto Cruzado por

Endomorfismo Parcial

Definiremos neste capitulo o Produto Cruzado por Endomorfismo Parcial e apresentare-
mos alguns resultados sobre a estrutura deste. Também tratamos aqui da agao de gauge

neste produto cruzado e de ideais gauge invariantes.

1.1 Definicoes e resultados basicos
Seja A uma C*-dlgebra, I um ideal bilateral fechado de A.

Definicao 1.1 Um endomorfismo parcial é um *-homomorfismo a : A — M(I) onde
M(I) é a C*-dlgebra dos multiplicadores de 1.

Seja J um ideal bilateral idempotente auto-adjunto (ndo necessariamente fechado) de

I. Suponha dadas fungoes
a:A— M(I)

L:J— A
Esta situagao serd denotada por (A, «, L).
Definicao 1.2 Dizemos que (A, «, L) é um C*-sistema dinamico se:
e o ¢ um endomorfismo parcial,

e L ¢ linear, positiva e preserva a involugcao *,



e L(a(a)r) = aL(x) para cada a em A e x em J.

A definicao acima requer alguns esclarecimentos. A fungao L é positiva no sentido de
L(z*x) é um elemento positivo de A para cada x € J. Além disso estamos identificando

os elementos = € J com os elementos T'(x) € T'(I) através do *-homomorfismo injetor

T.1 — M(I)
x +— (Lg Ry)

onde L., R, : I — I sao dadas por L,(y) = zy e R,(y) = yz para cada y € I. Desta forma
a(a)z é uma notagao para o elemento T~ *(a(a)T(x)). Dados a € A, ala) = (L', R), e

x,y € J, segue que L'(z) € I e portanto L'(z)y € J. Como
a(a)T(2)T(y) = (L, R') (L, Be)(Ly, Ry) = (Livyys Broayy),

segue de fato que a(a)ry = L'(z)y € J. Como J é idempotente temos que em geral,
dados a € Aex € J, a(a)r € J. Portanto a(a)r estd no dominio de L. Da mesma
forma, denotando T~(T'(x)a(a)) por za(a) temos que xa(a) € J. O elemento a(a)z tem

a propriedade de que (a(a)z)* = x*a(a*). De fato,

Da mesma forma vale que (za(a))* = a(a*)z*.

Proposicao 1.3 Se (A,a, L) é um C*-sistema dinamico entao L(xa(a)) = L(x)a para
cadoa € Aex e J.

Demonstracao.
Dados a € Aex € J, como a* € A e a* € J temos que L(a(a*)z*) = a*L(z*). Portanto

L(za(a)) = L((za(a))’)" = L(a(a®)2")" = (a’L(z"))" = L(z)a.

OJ

O objetivo préximo é definir um A-bi-mddulo a partir do C*-sistema dinamico (A, «, L)

com estrutura de modulo de Hilbert a direita de A. Para tanto, definindo a operagao

adxA — J

(x,a) — zala)

4



temos que:
Proposicao 1.4 A operacdo € bilinear e associativa.

Demonstracao.

Sejam z,y € J e a,b € A. A linearidade na primeira variavel segue de
(z+y).a=T"T(z+y)a(a) = T (T(x)ala) + T(y)ala) =

=T YT (z)a(a)) + T HT(y)a(a)) = z.a + y.a.

A linearidade na segunda variavel segue de forma analoga. Para ver que é associativa note

que

(x.a).b = (za(a)).b = (zala))a(b) =

=T [T(za(a))a(d)] = THT(T[T(z)o(a))a(b)] =

Desta forma J é um A-mddulo a direita. Definindo

():JIxJ — A
(z,y) = L(z*y)

temos:
Proposicao 1.5 (,) ¢ um produto interno, possivelmente degenerado.

Demonstragao.

Dados x,y € J e a € A, segue que

(r,y.0) = (x,ya(a)) = L(z"ya(a)) = L(z"y)a = (z,y)a.

As outras propriedades de produto interno seguem do fato de L ser linear, positiva e

preservar *.

O

Tomando o quociente de J pelo sub médulo Ny = {z € J : (z,z) = 0} e denotando

os elementos = de J em J/Ny por  obtemos um produto interno de J/Ny em A definido



por (Z,y) = (z,y). Desta forma a funcao

= J/No — RT

T o= V@)l

define uma norma em J/Ny. Denotamos por M o completamento de J/Ny por esta norma
que é um modulo de Hilbert a direita de A.

Teremos duas notacoes para os elementos x de J em M. Uma delas, que ja foi usada
no paragrafo acima, é ¥. A outra notagdo é () .

Definiremos uma estrutura de A-modulo a esquerda para M. Dados a € Aex € J,
como J éideal de A (segue do fato de J ser ideal idempotente de I e I ser ideal de A) temos
que z*a*azx, ||a||?z*z € J. Como o elemento ||a||?z*z — x*a*ax = 2*(||a]|* — a*a)x pode
ser escrito na forma (bz)*(bz) com bx € J segue que L(||a||*z*z — z*a*ax) > 0 e portanto
L(z*a*ax) < ||a||?L(z*z) donde ||L(z*a*az)| < ||a||*||L(z*z)||. Portanto, considerando o
elemento ax de J,

laz ||* = ||{az , az ) || = || L(z"a"az)|| <
< llalPI L")l = lal*l@, Z)] = llal*[lZ 1%,

ou seja, |lax || < ||lal/||z ||. Com isso podemos definir a operagao

G AXM — M

(a,m) +— am

tal que a.7 = ar para cada x € J, que é bilinear e associativa, e com esta M torna-se um
A-médulo a esquerda. Esta operagao origina um homomorfismo de C*-algebras de A em

L(M), a algebra dos operadores adjuntaveis de M. De fato, definindo

p: A — L(M)
a — ¢(a)
por p(a)m = am temos:

Proposicao 1.6 ¢ € um *~homomorfismo.

Demonstragao.
Para cada a € A,
pla): M — M

m = am



¢ uma funcao linear continua. Além disso, dados x,y € J,

(pla)7,y) = (ax,y) = L((ax)"y) = L(z"a’y) = (z,a*y) = (T, p(a")y),

e como J/Ny é denso em M segue que (p(a)m,n) = (m,p(a*)n) para cada m,n € M.
Isto prova que ¢(a) é adjuntavel e p(a)* = p(a*). Além disso, ¢ é claramente linear e
multiplicativa.

0

Definicao 1.7 A dlgebra de Toeplitz T (A, o, L) associada ao C*-sistema dinamico (A, «, L)
€ a dlgebra universal gerada por AUM, onde M € o mddulo de Hilbert construido a partir
do C*-sistema dinamico (A, «, L), com as relagoes de A, de M, os produtos de bi-mddulo

e m*n = (m,n) para cada m,n € M.

Note que de fato podemos falar da C*-algebra universal, pelo fato de as relagoes serem
admissiveis.
Denotamos por [/(\1 a sub algebra fechada de 7 (A, «, L) gerada por elementos da forma

mn*, para m,n € M.

Defini¢ao 1.8 Uma redundincia em T (A,a, L) € um par (a,k) onde a € A, k € K, e

am = km para cada m € M.

Considerando o *-homomorfismo ¢ : A — L(M), o conjunto
ker(p)t = {a € A:ab=0=baV b€ ker(p)}

¢ um ideal de A. Como K (M), que é o conjunto dos operadores compactos de L(M), é
um ideal de L(M), segue que ¢ (K (M)) é ideal de A. Denotamos por Iy o ideal

Iy = ker(p)™ N~ (K(M)).

Definicao 1.9 O Produto Cruzado por Endomorfismo Parcial associado ao C*-sistema
dinamico (A, a, L) é o quociente de T (A, «, L) pelo ideal gerado pelos elementos da forma

a — k para todas as redundancias (a, k) tal que a € Iy e serd denotado por O(A,«, L).

Em [7] foi mostrado que A 3> a — a € O(A, o, L) é injetor. Apresentaremos algumas
conseqiiéncias deste fato na proposigao a seguir. Denotaremos provisoriamente por a e m
os elementos de A e M em 7 (A, a, L). Defina

o~

Kn:span{ﬂ/ﬁ---@l:*---l;*: mi,l; € M}

7



q:T(A o, L) — O(A,a, L)
o homomorfismo quociente.
Proposicao 1.10 a) A>3 aw g(a) € O(A,a, L) é um homomorfismo injetor.
b) Asa—aeT(A «a L) éum *homomorfismo injetor e q| . € injetor.
c) M>mw—méeT(A a,L) € uma isometria.
d) q_ € isometria.
e) M >m— q(m)e O(A,a,L) € uma isometria.
f) Gz € um *_homomorfismo injetor.

Demonstracao.

a) E suficiente apresentar uma representagao de A em O(A, «, L) que seja injetiva. Esta
representagao pode ser vista em [9] e é feita usando espagos de Fock. A injetividade desta
representagao segue de [9 : 2.21].

b) Segue de a).

c) Dado m € M, temos que

1707 0,2) = IR T (.02) = [ M) 17 (4.0,)-
Como (m,m) € A, por b) segue que H<m>HT(A,a,L) = [[(m, m)| 4. Além disso temos que
Iml[3; = [[{m,m}||4. Entao
1717 .0,y = {2, m) 4 = [lml[,,

provando c).
d) Dado m € M segue que m*m € A. Pela parte a), g, ¢ injetora e portanto isometria.
Entao

lg@m)II* = lla(m m)|| = [|@m*mll = |@]*.

e) Segue de ¢) e d).
f) Seja k € K,. Suponha q(k) = 0. Entao q((]\?*)”k:]/\i\”) = 0. Como (M\*)"k:]\?" C A
seque por b) que (]\//.7*)"14:]\/4\” = 0. Entdo K,kK, =0 donde k = 0.

0



Denotamos definitivamente os elementos a de A por a em 7 (A,«a, L) e também por
a em O(A,a,L). Esta notagdo nao devera causar confusdo por a) e b) da proposigao
anterior. Da mesma maneira, justificado por ¢) e e) denotaremos por m os elementos de

M tanto em 7 (A, a, L) quanto em O(A, «, L). Com estas notagoes, para n > 1 temos

o~

K, =span{my---myli -1} : my,l; e M} CT(A,a,L).

Defina
K, =span{my---muly---1>: my,l; e M} CO(A,a, L)

e note que q(I/(;) = K,. Se (a,k) € AXx K; é redundancia e a € I, entdo q(a) = q(k).
Como estamos identificando a com g(a) segue que a = q(k), em O(A, «a, L).

Os espacos K, e I/(\n sao claramente fechados pela soma e sao auto-adjuntos. Na
verdade sao sub C*-dlgebras. O fato de serem fechados pelo produto segue da seguinte

proposicao:

Proposigao 1.11 a) K, K., C Kpaginm) € também K, Ko C Kpasinm.
b) AK, C K, K,AC K, e também AK, C K, e K,A C K,.

Demonstragao.

Como K,, = q(}/(;) ¢ suficiente mostrar o resultado no nivel da édlgebra 7 (A, a, L).

—

a) Suponha n < m. Dados elementos [;...[,t]...t7 € I/(; e P1...Pmqi---q;, € K, como

a=1t}..t;p1...pn € A segue que l,a € M. Portanto

L Lot e pr e Dy @, = L 0D 1 oo Py -G, € K.

Isto é o suficiente pois tais elementos geram os I/(\n Se n > m, pelo que fizemos acima,
}/(;f(\n C K@m} e como K@m} ¢ uma sub-C*-dlgebra, e portanto auto-adjunta,
segue que [/(\n[/(; = (I/(;f(\n)* C K@m}.

b) Segue do fato de que am € M para cada a € Aem € M.

0

Denotamos por m ® n o elemento de K (M) dado por m ® n(§) = m(n,§) para cada
&e M.

*

Proposicao 1.12 FEziste um *-isomorfismo

S: K — K(M)

*

mn® — mQQn



Demonstracgao.
Dado k € l/(\l em € M segue que km € M, pelo fato de M ser fechado em 7 (A, «, L)
pela proposicao 1.10 ¢). Como km, k*m € M para cada m € M segue que em 7 (A, «, L)

(km,n) = (km)*n =m*(k*n) = (m, k™n).
Assim (km,n) = (m,k*n) em 7(A,a, L) e por 1.10 b), (km,n) = (m,k*n) em A. Defina

Sk)y: M — M

m +— km

Entdo para cada k € K, (S(k)(m),n) = (m,S(k*)n), o que mostra que S(k) é adjuntavel
e também que S(k)* = S(k*). Defina

S: K, — L(M)
ko S(k)

que ¢ linear e multiplicativa, e juntamente com o fato de que S(k*) = S(k)* segue que S é
um *-homomorfismo. E fécil ver que S(mn*) = m®n, e portanto S(k) € K (M) para cada
k€ K. Além disso S([/{'\l) ¢ um sub conjunto denso de K (M) e assim S([/{'\l) = K(M).
Para ver que S é injetor, suponha que S(k) = 0, o que significa que kM = 0 donde
kMM* = 0 e portanto kl/(\l = 0. Como k € [/(\1 segue que k = 0.

O

Proposigao 1.13 Se (a, k) é redundancia de T (A, a, L) entdo a € p~ (K (M)).

Demonstracao.
Se (a, k) é redundancia entdo am = km para cada m € M, donde ¢(a)(m) = S(k)(m)
para cada m € M. Como S(k) € K(M), segue o resultado.

0

Por esta proposicao, a algebra O(A, a, L) coincide com o quociente de 7 (A, «, L) pelo
ideal gerado pelos elementos (a — k) onde (a, k) é redundancia e a € ker(p)*.

Dado um C*-sistema dinamico (A, «v, L) e um ideal fechado N de A tal que J C N C I,
podemos considerar um novo C*-sistema dinamico (A, 3, L) onde o endomorfismo parcial
B+ A— M(N) édado por 5(a) = (L{, R, ), considerando que a(a) = (L, R*). Como
zf(a) = za(a) para cada © € J e a € A segue que O(A, o, L) = O(A,3,L). Por este
motivo podemos supor que J é um ideal denso de I. Esta situacao ocorre no segundo

capitulo.
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1.2 A acao de gauge

O objetivo desta se¢do é mostrar que todo ideal gauge invariante de O(A, «r, L) tem
interseccao nao nula com a algebra dos pontos fixos da acao de gauge nesta algebra.
Da propriedade universal de 7 (A, «, L) segue que para cada A € S! existe um *-

homomorfismo

0,:T(A,a,L) — T(A o, L)
a — a
m = Am
Se (a, k) é redundancia, como 0y(a) = a e 0\(k) = k segue que (0)(a),0x(k)) também é

redundancia, e portanto podemos considerar
0 : O(A,a,L) — O(A, a, L).

Note que 8,,60,, = 0,,,, donde segue que 0, na verdade é um automorfismo, com inverso
5. Além disso, dado r € O(A, a, L) a funcao

S'3 A= 0,(r) € O(A,a, L)

¢é continua. Podemos entao considerar

E:O0A o, L) — O(A L)
ro—  [O\(r)d\ -
Sl

Proposicao 1.14 A dlgebra dos pontos fizos da acdo 0 é K = span{A, K,;n € N} e E ¢
uma esperanca condicional fiel sobre K, isto é, E € uma funcao linear, positiva, unitdria
tal que E(rE(s)) = E(r)E(s), para cada r,s € O(A, o, L) e E(r*r) = 0 se e somente se
r=0.

Demonstragao.
Nao é dificil mostrar que F é esperanga condicional fiel sobre a dlgebra dos pontos fixos.

Portanto basta provar que Im(£) = K. Para tanto note que

amy---myni---nb sek =1

Eam ---mn*..-n*b:
(amy -y i) {0 se k1

onde m;,n; € M e a,b € A. Por construgao de O(A, «, L) o espago gerado pelos elementos
da forma am, - --m;ny ---mjb é denso em O(A, a, L), e portanto Im(E) C K. Para cada

r € span{A, K,, : n € N} vale que E(r) = r e portanto E(r) = r para cada r € K. Isto
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mostra que K C Im(F). Segue que Im(E) = K.
U

Definicao 1.15 Um ideal I<O(A, a, L) € gauge invariante se 85(I) C I para cada A € Sy .
Se I é gauge invariante, a agao de gauge em O(A, a, L)/I é dada por

Br: O(A,a, L)) — O(Aa,L)/1
a(r) = 7))

onde m é a projecao no quociente. Neste caso m é covariante pelas agoes de gauge das
algebras O(A,«, L) e O(A,a, L)/I, ou seja, w(0x(r)) = Ba(w(r)) para cada elemento
r € O(A,a, L) e para cada A € S'. Além disso a dlgebra dos pontos fixos de 3 é 7(K).
De fato, denotando por F' a esperanga condicional em O(A, «, L)/I induzida por 3 temos
que para cada 7(r) € O(A,a, L)/I,

F(n(r)) = /6,\(7T(r))d/\: /ﬂ(@,\(r))d)\ = /QA(T’)CD\ =7(E(r)).
S1

S1 1

A algebra dos pontos fixos de # é Im(F') e note que
Im(F) =Im(ro E) =7 (Im(F)) = n(K).
Proposicao 1.16 Se 0 # I <O(A, «a, L) € gauge invariante entao I N K # 0.

Demonstracao.

Como 0,(I) C I para cada A € S! segue que
E(r) - / Ou(r)dX € T
Sl

para cada r € I. Tome 0 # r € I. Como r*r € I segue que E(r*r) € I e pelo fato de L
ser fiel segue que E(r*r) # 0. Portanto 0 # E(r*r) e IN K.
O

Definindo Lo =Ae L, = A+ Ky +---+ K, paran > 1 segue que

LyC L CLy C---

12



Note que para cada n, L, é fechado pela soma, e também é auto-adjunto. Além disso,
pela proposicao 1.11 L,, é fechado pelo produto. Portanto, para cada n, L, na verdade é
uma sub algebra com involucao. Esta forma de ver a dlgebra K é muito 1til em algumas
situagoes que se apresentam no decorrer deste trabalho. Em algumas desta situacoes
usaremos o fato, dado pela proposicao seguinte, de que as algebras L,, sao fechadas para

cada n € N, e portanto sao sub C*-algebras.
Proposigao 1.17 Para cada n € N as dlgebras L,, sao fechadas.

Demonstracao.

O caso Ly segue da proposi¢ao 1.10 a). Por inducdo suponha L, fechado. Note que
Kpi1 < Ly e que L, é sub algebra fechada de L,;. Por [11: 1.5.8] L, + K, 41 é uma
sub &lgebra fechada de L,;. Portanto

Ln+1 =L, + Kn+1 =L, + Kn—i—l = Ln-‘rl-

13



Chapter 2

O Produto Cruzado por
Endomorfismo Parcial induzido por

um homeomorfismo local

Dados um espaco topoldgico compacto e Hausdorff X e um homeomorfismo local em

X, 0: X — X, fica definido um C*-sistema dinamico pondo-se

o C(X) — CO(X)
f = foo

L:O(X) - C(X)

onde L(f)(x) = >, f(y) paracada o € X e f € C(X). Esta situagdo ocorre na
y€o1(z)
algebra de Cuntz-Krieger, e pode ser vista em [4]. Uma situacao mais geral consiste em

considerar um conjunto aberto U C X e ¢ : U — X um homeomorfismo local. Neste caso,
a deixa de ser um endomorfismo em C(X). De fato, definindo o como acima segue que
para cada f € C(X), a(f) é um elemento de C*°(U), onde C*(U) é o conjunto das funcoes
continuas e limitadas em U. Como C*(U) e M(Cy(U)) siao C*-dlgebras isomorfas obtemos
um endomorfismo parcial & : C(X) — M(Cy(U)). Pelo fato de que #o~'(z) pode nao
ser finita para algum x € X nao podemos definir L como acima. Contudo, tomando
uma funcao f € C.(U), isto é, f € C(X) tal que supp(f) = {x € X : f(x) #0} C U,

mostraremos que para cada x € X, > f(y) envolve apenas uma quantidade finita
y€o~1(z)
de termos nao nulos. Mostraremos também que, para cada f € C.(U), L(f) definido

yeo(z

por L(f)(z) = >, f(y) é um elemento de C(X), e assim podemos definir a fungao
(z)
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L:C.(U)— C(X).

Na primeira segdo mostraremos que (C(X),a, L) é um C*-sistema dinamico, que nos
fornecera o produto cruzado O(X, «, L).

A segunda secao trata de alguns resultados basicos sobre a estrutura de O(X, «, L), e 0
resultado mais importante desta se¢ao é que todo ideal de O(X, a, L) que tem intersecgao
nao nula com K (a algebra dos pontos fixos da agdo de gauge) tem intersec¢ao nao nula
com C(X).

Na tltima segao mostraremos que a algebra de Cuntz-Krieger para matrizes infini-
tas (ver [3]) é um produto cruzado por endomorfismo parcial. Este exemplo motivou o
trabalho.

A escolha do nome produto cruzado por endomorfismo parcial para a algebra O(A, «, L)

foi motivada pelo homeomorfismo local o.

2.1 A algebra O(X,a, L)

Seja X um espaco topolégico compacto e Hausdorf, U C X um subconjunto aberto e

o : U — X um homeomorfismo local. Defina

a:O(X) — CU)
frfoo

que ¢ um *-homomorfismo. Para cada f € C.(U) defina para cada z € X

> fly) seo (x)#0
L(f) (@) =1 olo=e

0 caso contrario

Obs.: Se K C U é compacto, tomando uma cobertura aberta Uy,---,U, de K em U
tal que Oy, ¢ homeomorfismo, para cada x € X existe no maximo um elemento x; em
cada o~!(x) N U;. Portanto existem no maximo n elementos em o~!(z) N K. Segue entao
que a soma que define L(f)(z) envolve uma quantidade finita de termos para cada = € X,

e portanto L(f)(x) de fato pode ser definido como acima.
Lema 2.1 Para cada f € C.(U), L(f) é um elemento de C(X)

Demonstragao.
Seja f € C.(U) e K = supp(f). Mostraremos que L(f) € C(X). Dado z € X \ o(K),
como X \o(K) é aberto e L(f)(y) = 0 para caday € X \ 0(K), segue que L(f) é continua
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em x. Falta mostrar que L(f) é continua nos pontos de o(K). Seja z um elemento

de o(K), {z1,- -, 2z} = o '(x) N K, e U; vizinhancas disjuntas de x; tais que o), ¢é
J

homeomorfismo. Estes U; podem ser tomados tais que o(U;) é aberto, pelo fato de o ser

homeomorfismo local.

k
Afirmagao: Erziste um aberto V 3 x tal que o= (V) N (K\ <U Uj>> =
j=1

k
Suponha que ¢~1(V) N (K\ (U Uj>> # () para cada aberto V que contém z. Para
j=1

o k
Como o~ 1(W) é fechadoem U e K\ | | Uj> C U é compacto, segue que Fy é compacto,
j=1

cada aberto W 2 z defina

e portanto fechado em X. Além disso Fy, é nao vazio pois

04 (W)N (K\ (O Uj>) C Fy.

Dadas W4, ..., W,, vizinhancas de z, temos que F oy C Fw, para cada j donde
i
j=1

o€

HDS

e portanto (1) Fy, # 0 para cada colegdo finita de vizinhangas W1, ..., W;, de . Como X
j=1
é compacto segue que existe y € X tal que

(TS m FW

Wviz. de =

Como

N FWCK\<UU>

Wviz. de x

segue que o(y) # x. Tome um aberto W, > x tal que o(y) ¢ W,. Entdo y ¢ Fyy,, absurdo.

Isso prova a afirmacao.
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Seja Vp © x um aberto conforme a afirmacao acima e defina

V=" ((k] a(Uj)) .

J=1

Seja (y;); um net tal que y; — x. Podemos supor que (y;); C V, e portanto

o (yi) = {Yris s Yk}

’ 1—00 .
onde Yj.i c Uj. Como 0'|U_ ¢ homeomorfismo segue que y;; — T; para cada ], € portanto
J

LN = > F2) = fla) == fla) = > fly) = L(f)(2).
o =1 5.

Isto mostra que L(f) é continua nos pontos de o(K), concluindo o lema.
O

Estamos na situagdo em que C.(U) ¢ um ideal idempotente auto-adjunto de Cy(U),
que é um ideal de C'(X), e pelo lema acima L : C.(U) — C(X) é uma fungao. Além disso,

compondo « com o isomorfismo

C'(U) 3 g > (Ly, By) € M(Co(U)
obtemos o endomorfismo parcial o : C'(X) — M(Cy(U)).
Proposicao 2.2 (C(X),a, L) é um C*-sistema dinamico.

Demonstracao.
Claramente L é linear, positiva e preserva *. Falta mostrar que L(a(f)g) = fL(g) para
cada f € C(X) e g € C.(U). Note que

a(f)g =T Ha(NT(9) =T~ ((La(s) Ra(r)(Lg, Ry)) =

=T (La(p)g, Ra(r)g) = a(f)g-

Entao para cada x € X



Z f = f(z) Y g(y) = (FL(9)(x).

yEo— y€o—1(z)

Portanto L(a(f)g) = fL(g).
O

Fica entao definido a algebra de Toeplitz 7 (C(X), @, L) e o produto cruzado por
endomorfismo parcial O(C(X),a, L). Como a é dado essencialmente por o denotaremos
o C*-sistema dinamico (C'(X),a, L) por (C(X),a, L). Além disso como ga(f) = ga(f)
para cada g € C.(U) e f € C(X), ndo faremos mais nenhuma referéncia a a. Para
simplificar a notacao denotaremos a édlgebra de Toeplitz 7 (C(X),a, L) por 7(X,«a, L) e
o produto cruzado O(C(X),a, L) por O(X, a, L).

2.2 Resultados basicos

Nesta secao veremos alguns resultados basicos sobre o produto cruzado por endomor-

fismo parcial em questao.

Lema 2.3 Dada f € C.(U), temos que:
a)f =0 se e somente se f = 0.

b)se Ojsupp(s) € homeomorfismo entao || f|s = ||fH

Demonstragao.
a) Dada f € C.(U) e x € U tal que f(x) # 0 entao

L Ne@) =Y Fofe=1f@P+ > Ifwl>o

y#z
o(y)=o() o(y)2o (@)

Isto mostra que L ¢é fiel, e portanto ]}v = 0 se e somente se f = 0.
b) Como || f||2 = ||L(f*f)||s basta mostrar que | L(f*f)| = ||f||%. Para tanto note que

[fleH2))I” se x € olsupp(f))

0 caso contrario

=

Dai segue que [|L(f*f)]ls < ||f||%. Por outro lado, tome z € U tal que |f(z)| = || f|lco; €

note que

L(f f)o(x)) = (f*))(x),

o que prova que ||L(f*f)llec = [If]|%
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Considere o homomorfismo dado pelo produto a esquerda de A por M

p:C(X) — L(M)
fo= o, =fm

Note que f € ker(y) se e somente se fm = 0 para cada m € M, o que ocorre se e
somente se ;‘?; = fg = 0 para cada g € C.(U). Pela parte a) do lema anterior E =0 se
e somente se fg = 0. Portanto f € ker(y) se e somente se fg = 0 para cada g € C.(U),
ou seja, fg = 0 para cada g € Cy(U). Assim, dada g € Cy(U) temos que fg = 0 para
cada f € ker(y). Isto significa que Cy(U) C ker(p)*.

Lema 2.4 a) Se f,g € Ce(U) € 01,5 0eme € homeomorfismo entio (fg*,fﬁ*) é re-
dunddncia de T(X,a,L) e fg* = fg" em O(X,a,L).

b) Co(U) € ¢~ (K (M)).

c) Co(U) C Iy (= ker(p)™ Ny (K (M))).

d) Co(U) € K.

Demonstracao.

a) Sejam f,g € C.(U) tal que o), .0, ¢ homeomorfismo e h € C.(U). Note que
F3*h = (fa(L(g*h))) . Para cada z € supp(f),

fa(L(g*h))(x) = f(x)L(g"h)(o(z)) = f(z) D (9'h)(y) = .-

yeU
o(y)=o(=z)

...pelo fato de oy, ser homeomorfismo...
= f(@)g"(@)h(x) = (fg"h)(z).

Se x ¢ supp(f) entao (fa(L(g*h)))(z) = 0 = (fg*h)(x). Entao fa(L(g*h)) = fg*h e
portanto

f3°h = (fa(L(g'h)) = fg'h = fgh
para cada h € C.(U), donde fG*m = fg*m para cada m € M. Segue que (fg*, f’gv*) é
redundancia. Como fg* € Cy(U) C ker(p)* segue que fg* = fﬁ* em O(X,a, L).
b) E suficiente mostrar que C.(U) C ¢ Y(K(M)). Dada f € C.(U), tome cobertura

Vi,---,V, de supp(f) tal que o), é homeomorfismo. Seja &’ particao da unidade sub-

ordinada a esta cobertura. Defina § = f1/& e & = /&/. Entao f = > " &&*. Pela
parte a), (&€, &; 5; *) é redundancia donde (f, k) é redundancia onde k = 3 & E; " Assim
i=1
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fm = km para cada m € M e portanto

p(f)(m) = fm = km = S(k)(m)

para cada m € M, onde S é o *-isomorfismo da proposigao 1.12. Entdo ¢(f) = S(k), e
assim f € ¢ (K (M)). Portanto C.(U) C o ' (K(M)).
¢) Segue de b) e do fato de que Cyo(U) C ker(p)=.
d) Dada f € C.(U), pela parte b) segue que (f, k) é redundancia para algum k € [/(\1
Como f € Cy(U) C Iy segue que f = q(f) = ¢q(k) € K;. Portanto C.(U) C K; donde
Co(U) C K.

]

O lema seguinte serd usado varias vezes no decorrer deste trabalho.

Lema 2.5 Se (ko, k1, -, kn) € C(X) x Ky X -+- X K, tal que g>_ k; = 0 para cada
i=0
g € Cy(U) entdo:

a) kojy, = 0, ko = f1 + fo onde fi € Co(U) e fo € Co(X \ U).
) 3 k= fo

Demonstracao.

Fixe € > 0. Para cada 1 <7 < n tome

tal que m}, = fi, com fi, € Ce(U) e

Ik — Kl < =
n
Defina
ke=kK +---+k,
e
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que é compacto. Dado z € U \ K. tome f, € Cy(U) tal que f.(x) =1,0< f < 1le
fleE = 0. Entao f,k. = 0 pela escolha de f, e foko = —f. >_ k; por hipGtese. Segue que
=1

[ fakoll = 1l = fzzk + foke| = fo<_zki + ko)l = ||sz(k§ — ki)l <e

donde |ko(z)| < e. Desta forma mostra-se que |ko(z)| < € para cada = € U \ K.. Dado
y € 0(U), tome um net (x;); C U tal que 2; — y. Como y ¢ K. e U\ K. é aberto podemos
supor (x;); C U \ K. donde |ko(z;)| < € para cada . Pela continuidade de ky, |ko(y)| < e.
Isso mostra (tomando-se ¢ suficientemente pequeno) que ko oy = 0. Definindo fi = koly
e fo = kolye, obtemos a parte a).

Provaremos a parte b). Para cada ¢ > 0 tome g. € Cy(U) tal que 0 < g. < 1le Ge| 1.

Ke
Defina h. = g.ky. Assim obtemos uma seqiiéncia de fungoes (h.). C Co(U).

Afirmacao: lir% he = f1
Para cada ¢, dado x € X,

|9:(2) = H[ko(z)] se x € U\ K.

(he = @) = (g2 = 1) (@)kofa)| = { . R

Se x € U\ K. entao |ko(z)| < e e portanto para tais x, |g-(z) — 1||ko(x)| < 2e. Assim

||he — f1]] < 2e. Isto prova a afirmagao.
Além disso g.k. = k. e
he 4 (K + -+ kn) =he + ke — ke + (ki + -+ k) = ..
...usando o fato de que h. = g.kog = —g.(k1 + - - -+ k,) pois g- € Co(U)...
o= =gk + k) ke — ke (ki + -+ k) =

= =gy + A hy— k) —ke+ (ky + -+ k).
Entao
he + (ks 4 -+ Fa) | = llge(= (ke + -+ ko) + k) + (b + -+ ha) — )| <

Sge(=(Ry 4o+ k) + R+ (ka4 -+ b)) — kel < 2e.

21



Isto prova que lir% he = —(k1 + - -+ ky,). Pela afirmagao temos que liII(l] h. = f1, portanto
E— E—
fi=—(k1+---+k,), ouseja, fi + ki + ...+ k, = 0. Desta forma

Zki:fl+f2+kl+"'+kn:f27
=0

provando b).

Corolario 2.6 K1 NC(X) = Cy(U)

Demonstracao.

Sejar € K1NC(X). Entaor = f = ky para f € C(X) e k; € Ky. Entao f —k; =0
e em particular g(f — k1) = 0 para cada g € Cy(U), e pelo lema 2.5, f = f; + f> com
f1 € Co(U), fo€ Co(X\U) e f—ky = fo. Como f—k; =0 segue que f, = 0. Portanto
f = fi, o que prova que r = f; € Cy(U). Desta forma K; N C(X) C Cy(U). A outra
inclusao segue de 2.4 d).

O

Na construc¢ao do Produto Cruzado por Endomorfismo Parcial O(X, a, L) foi consid-
erado o ideal Iy = p (K (M)) Nker(¢)*. O coroldrio acima nos permite identificar este

ideal.
Corolario 2.7 Iy = Cy(U)

Demonstragao.
Dada f € Iy entdo ¢(f) = k € K(M). Tome k' € K, tal que S(k') = k onde S é o

isomorfismo da proposicao 1.12. Entao
fm=(f)(m) = k(m) = S(K')(m) = K'm

para cada m € M. Portanto (f,k’) é redundancia de 7 (X, a, L). Como f € I, segue
que [ =q(k') € Ky em O(X,«, L). Segue pelo corolario acima que f € Cy(U). Portanto
Iy € Cy(U). A outra inclusao é o lema 2.4 c).

U

Lembramos que K é a algebra dos pontos fixos da acao de gauge, e que

K=|]JL,

neN
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onde L, =C(X)+ Ky +---+ K, paran > 1e Ly = C(X).

Proposicao 2.8 Todo ideal de O(X,«, L) que tem intersec¢ao nao nula com K tem in-

tersec¢do nao nula com C(X).

Demonstragao.
Seja I ideal de O(X, «, L) tal que INK # 0. Por [2: 111.4.1] existe n € N tal que INL,, # 0.
Seja ng = min{n € N: I'NL, # 0} e tome 0 # k € I N L,,. Suponha ny # 0. Supondo
que m*kk*l = 0 para cada m,l € M teremos que m*k = 0 para cada m € M. Assim
Kk = 0 e como Cy(U) C K; segue que fk = 0 para cada f € Cy(U). Pelo lema 2.5,
k € C(X) = Ly, o que é absurdo pois estamos supondo ng # 0. Portanto existe m,l € M
tal que m*kk*l # 0. Note que m*kk*l € I N L,,—1 o que novamente nos leva a um absurdo
pois ng = min{n € N: I N L, # 0}. Portanto ny = 0, ou seja, k € Ly = C(X).

O

Desta proposigao e da proposicao 1.16 segue o coroldrio:

Corolario 2.9 Todo ideal gauge invariante nao nulo de O(X, «, L) tem intersec¢ao nao

nula com C(X).

2.3 A Algebra de Cuntz-Krieger para Matrizes Infini-

tas

Nesta secao mostraremos que a dlgebra de Cuntz-Krieger para matrizes infinitas, intro-
duzida em [3], é um exemplo de Produto Cruzado por Endomorfismo Parcial. Iniciaremos
esta secao fazendo um resumo da construgao desta algebra.

Seja G um conjunto e A = A(%, j); jec uma matriz onde A(7,j5) € {0,1}. A partir
da matriz A define-se a C*-algebra universal 5,/4 gerada por uma familia de isometrias

parciais {5, }zec com as seguintes relagoes:
1. 575; e S7S; comutam,
2. 5:S; =0 para cada ¢ # 7,
3. 518485 = A0, )5,

4. IT 838 T1 (1 = S;8,) = > A(X,Y,7)S;S;, sempre que X,Y C G sdo finitos tais

zeX yey jeG

que A(X,Y,j) = [[ A(z,7)(I] 1—A(y,j)) # 0 apenas para uma quantidade finita
zeX yey

de j € G.
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A algebra de Cuntz-Krieger para matrizes infinitas foi definida em [3] como a subalgebra
04 de 6,/4 gerada pelos S;.

Seja IF o grupo livre gerado por G e seja {0, 1}F o espago topolégico (com a topologia
produto), também visto como o conjunto dos subconjuntos de F. Em {0, 1} onsidere
o conjunto Q, = {{ C F;e € }. Para cada t € F defina A} = {£ € Q.;t € £} que é
um subconjunto aberto e fechado de €2.. Denotando por 1; a fungao caracteristica de A}

considere o conjunto Ry C C(£2,) formado pelas seguintes fungoes:

1. 1,1, para cada x # y, z,y € G,
2. 1,11, — A(x,y)1, para cada z,y € G,

3. 151y — 1y para t, s € IF tal que [ts| = [t| + |s| (onde |r| é o nimero de geradores da
representacao reduzida de r),
4. J] Lo [T(1—=1,-1)— > A(X,Y,j)1, onde X,Y sdo subconjuntos finitos de G tais

reX yey jEG
que A(X,Y,j) # 0 apenas para um numero finito de j € G.

Em €2, considere o conjunto fechado
Q4 ={£€ Qi f(17') =0V L €E [ € Ra}.

Em [3:7.3] foi mostrado que Q4 é o fecho em Q07 dos elementos cujo tronco (ver [3:5.5]) é

infinito, onde

£€N,: e€f € éconvexo
QZ = se t € £ existe no maximo um y € G tal que ty € &
setelyeGetyecentaotz™ €& Alr,y) =1
Os homeomorfismos
he : Aoy — A
§ — 1§

induzem uma agao parcial ({D; }er, {0:}) de F em C ((AZZ;) (ver [5] e [8]) onde D, é definido
por Dt = C(At), At = A; N 52\:4 e

Qt : thl — Dt
[ o= fh ’

e portanto fica definido o produto cruzado parcial C(Q4 ) xg F (ver [5] e [8]).
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Foi mostrado em [3:7.10] que existe um *-isomorfismo
O é:; — C (Q:;) X F

tal que ®(S,) = 1,0,.
Baseado nestas informagoes daremos um exemplo de produto cruzado por endomor-
fismo.

Seja U C QNA, U= U A,. Como cada A, é aberto segue que U é aberto. Além disso,
zeG

U é denso em Q4 , pois U contém todas os elementos de Q% cujo tronco ¢ infinito, e estes
elementos formam um conjunto denso em 4. Como cada elemento & € U contém um

unico x € G, podemos definir a fungao continua
o:U — Qy

dado por ¢(§) = '€ onde z é o tnico elemento de G' que estd em £. Esta fungiao é um

homeomorfismo local (de fato, o, : A, — Az-1 é homeomorfismo). Definindo

L:C(U) = C(Qa)

por L(f)(&) = >_ f(n), pela proposi¢ao 2.2 (e pelo pardgrafo posterior a esta proposi-
neU
o(m)=¢

¢ao) segue que (C (QNA ), v, L) é um C*-sistema dinamico, e portanto fica definida a élgebra
O(QA , O L)
Concentremos os esforgos no sentido de mostrar que O(Q\;‘ ,a, L) e 5,/4 sao C*-dlgebras

isomorfas.

Lema 2.10 a) L(1,) = 1,-1 para cada x € G
b)fl.aLl(1,9) = 1,fg para cada x € G e f,g € C’(Q;‘).

Demonstracao.
Note que 07(&) = {x€ : 27! € £}. De fato, se 27! € € entao € € U e o(xf) = £. Por
outro lado, se v € o71(§) entao y'v = o(v) = £&. Como e € v entao y~! € £, e é claro

que v = €.
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a) Para cada £ € Q4

L)E© = Y L= Y L= { bl — 1,1(6).

0 caso contrario

b) Se z ¢ € entao (1,faL(lxg))(§) = 0 = (1.fg)(£). Se x €&,

(Lo fal(1:9))(€) = f(§)L(1zg)a (&) = f(§)g(€) = (Lafg) (&)

Proposicao 2.11 Euxiste um *~homomorfismo unitdrio

v:04 — O(Qa,a,L)
Sy — 1, '

Demonstragao.

Mostraremos que 1) preserva as relagoes 1-4 que definem @. A primeira relagao segue
do fato de que 1(S,)*¥(S,) = 1, 1, € C( 4). Para verificar a segunda relacio note que
1,1, =0 para z,y € G e v # y, donde segue que

*

V(S:) Y(Sy) = fx i/ = L(1,1,) = 0.

A terceira relacao segue do lema 2.10 a) e do fato de que 1,11, = A(x,y)1, em Q4. De

fato,

G(S) V(S (Sy) = Lo Loy = L(La)T, =11, =
= 1,11, = A(z,y)1, = A(z,y)1(S,).
Verificaremos a quarta relagdo. Por2.4a), 1, = 1,1, em (’)(Q;; ,a, L). Portanto, também

Sl = > i: I;* em O(m,a, L). Sejam X,Y C @G finitos tais que A(X,Y,x;) # 0
i=1 i=1

a})enas pa;a 1=1,---,n. Entao
[Tu[Io-19=>"1,
rzeX yey =1
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em Q 4. Pela parte a) do lema 2.10, 1(S,)*1h(S,) = 1,-1, ¢ assim

n

1T e () [T =w(S)wS) =[] [Ja -1, =D e = -

zeX yey zeX yey i=1
pelo fato de Y. 1, =S 1, 1, em O(Q4,a, L)...
i=1 i=1

n n

= L =Y (S )(Ss) = Y ALY, 1) (S U (S,)".

=1 i=1 zeG

0

Queremos mostrar que o *~homomorfismo definido nesta proposicao é um *-isomor-

fismo. O seguinte lema serd 1til para mostrar a sobrejetividade deste homomorfismo.

Lema 2.12 A dlgebra fechada B gerada pelos 1, : z € G em O(@,Q,L) contém. todos
os elementos de C’(@;) da forma 1, : e #1r € F e além disso B coincide com a dlgebra

gerada por M.

Demonstracgao.

Pela proposigao 2.10 a), 1, 1, = I,-1. Dadob= ;' 27! € F com z; € G, por indugio

=Ly Lo ol =L 10 o) =1 =1,

e x -
n L1772y nox, Tn

Seb=yrtcomr=uax---2,€x;,y € G entdo

~ ~ % ~ ok —~— —_~— o~ ~ ~ x

1y Lo, oo dyy Loy oo 1y, 1y>k = 1:; 17"‘11;* = <1ya(1r—1)) 1y = e

...pelo lema 2.4 a)...
= 1l,a(l,-1).

Além disso, 1,a(1,-1) = 1,,-1. Portanto 1,,-1 € B paracaday € Ger = z;---x, com
7; €G. Ocasoem que f=sr"! onde s =a1 T, T = Y1+ Ym € Ti, ¥; € G segue por
inducdo. Set € F e t nao é da forma 3 = sr~! como acima, entao 1, = 0 em QNA por [3:5.8].
Assim 1; € B para cada e #t € F. Provaremos que B é a dlgebra gerada por M. Para

cada z € G, span{1, [] 1} ¢ denso em D, e pelo lema 2.3 b), como 0|, ¢ homeomorfismo,

segue que span{(1, ] 1s) } é denso em D, . Como (1,]11s) = 1.]] 1.1, € B temos que

—_—

D, C B, pois B é fechado. Portanto C.(U) C B e como B é fechado segue que M C B.
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Isto prova que a algebra gerada por M estd contida em B. Por outro lado, como 1, e M
para cada x € G, é claro que B estd contido na algebra gerada por M, e isto conclui a
demonstracao.

|

Proposicao 2.13 Existe um *-homomorfismo

¢: 04, a,L) — C(Qa) xoF
C(Qa)>f — fo.
D,>f = fuls
Demonstracao.

Definiremos primeiro um homomorfismo da algebra de Toeplitz T(ﬁ; ,a, L) para a dlgebra
C(Q4) g F. Para tanto defina

¢ C(Q4) — C(Qu) % F
[ foe

& Co(U) — C(Qn) xg F

dado por ¢” (f;) = f.0, para cada f, € D,. Claramente ¢’ é *-homomorfismo. Pelo lema
2.3 a) ¢" estd bem definida. Além disso ¢” é linear e dados g = > g, e f = > f, em
C.(U) temos que

¢"(@)"¢"(f)

(Z gméx)*(z fyby) = (Z 91*(92)%*)(2 fyby) =

= 01 (g5)001 fy0y = D O (G5 fy) 001y =
z,y

x7y

= Z 9;10*1 (g;fx)(se

Afirmacao: L(g*f) = > 0.-1(g% f2)

Basta provar que L(gtf.) = 0, (g% f.) pois gif, = 0 para x # y. Para tanto note que
L(g; f:)(€§) =0=0."(g5f.)(§) se a™! ¢ & Se x™! € € entdo

L(g; f2)(€) = (92.fa) (2€) = (92f2) (ha(§)) = 0 (g5.12)(€).
Esta provada a afirmacgao.
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Entao

Z ex—l(g;fm>5e = ¢/<L<g*f)) = ¢/(<§7 f >)7

e assim,

$"G) " (f) =G, 1))
Portanto
16" (N7 = 16" (F) " (DIl = &' INI< I D=1 13
donde ¢ se estende a M. Desta forma obtemos uma funcao
¢:C(Q)UM — C(Qa) %0 F
definida por ¢(f) = ¢'(f) se f € C(Qu) e ¢(m) = ¢"(m) para m € M.
Afirmagio: ¢ satisfaz as relagoes que definem T(Qy, v, L).

—_——

Por densidade de C.(U) em M e pela forma como definimos ¢ em M basta verificar
se ¢ satisfaz as relacoes para f = 5 f,,7 = Ygy €C(U) eh e C(Q4). J& sabemos
que ¢ preserva as relacoes de C(ﬁ;l ), de M e que ¢(f)*¢(§) = ¢((f,§>) Além disso,

S(WO(f) =hde > fobe = hfabe = d(hf) = ¢(hf)

o(f)oh) = (3~ fod)hde =Y 0,06, (fo)h)d, = ..
...pelo fato de que 0,(0;'(f.)h) = foa(h)...

P —~

v =S s, = 63 faalh)) = 6(Fa(h)) = o(F h).

Isto prova a afirmacao.

Portanto ¢ se estende a 7 (Q:; ,a, L). Mostraremos que se (a, k) é redundancia entao
¢(a) = ¢(k). Para cada f, € D,,

~ %

¢(ZB 1, ) = fa:(;xlelézfl = fxée - ¢(fm)
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e portanto se f =Y f, com f, € D, entao ¢(f) =>_ gb(f; 1, *) Dada (f, k) redundancia

com f € Iy, e portanto f € Cy(U) pelo corolério 2.7, tome (f,,), C C.(U) tal que f,, — f,
—_~ t’n

e (kn)n C© Ky tal que k, — k ek, = > my,r}, com m,,ri, € M. Como f, € C.(U)

i=1
para cada n, temos que f, = Z fe,, € portanto ¢(f,) = 2 <Z5(fxm Cim *) Pelo fato de
(f, k) ser redundancia, (f — k:) = (0 para cada m € M. Portanto

In . tn
F=B)O 1o, forn =3 riami,) =0.
=1 i=1

Entao
O = R)o(f = k)" = o(f = k) lim o(f — kn)™ = o(f = k) lim o(f; — k7)) =

lim ¢(f = K)o(f, = kp) = limo(f = k) (¢(fn)” = o(ky)) = ...

bn &

...pelo fato de que ¢(fn)* = o(>_ 1a,, frin )
i=1

ng

= hmgb f—=k) Z Le,, f:c,n Cb(z TinMy,)) =

i=1

ng

In — %
=l ((f —K) QY Loy fon = D Timiin)) = 0.
=1

=1

Isto prova que ¢(f) = ¢(k).

0
Proposicao 2.14 O *~homomorfismo v : O — O(Q\; ,a, L) definido na proposi¢ao 2.11
¢ um *-isomorfismo.
Demonstracao.

Para provar que v é sobrejetora basta provar que M U C(ﬁ;‘) C Im(%). Pelo lema 2.12,
M C Im(v). Pelo mesmo lema, os elementos da forma 1, : e # r € F estao na imagem
de ¢ e além disso, ¥(1) = 1 = 1.. A élgebra gerada pelos elementos {1, : r € F'} é auto-
adjunta, contém as funcoes constantes e separa pontos, e portanto é densa em C (ﬁ; ).
Segue que C’(ﬁ;) C Tm(y). Para ver que 1 ¢ injetora, note que ®~'¢yp = Idgz onde ¢ é
o *-homomorfismo da proposi¢ao 2.13 e ® é o *-isomorfismo entre Oy e C(24) Xy F tal
que ®(S,) = 1,9,.

O
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Por esta proposicao e pelo lema 2.12 segue que a subalgebra O, de ONA gerada pelos
S, € isomorfa a algebra B, gerada por M. Note que a dlgebra gerada por M coincide com

o ideal (M) de O(Q4, i, L).
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Chapter 3

Relacao entre os ideais gauge

invariantes de O(X, «, L) e abertos de
X

Neste capitulo mostraremos que existe uma bijecao entre o os ideais gauge invariantes
de O(X, , L) e os abertos o, 0~ -invariantes de X. Em particular mostraremos que qual-
quer ideal gauge invariante de O(X, a, L) é gerado pelo conjunto Cy (V') para algum V' C X

1

com a propriedade de ser o, o0~ -invariante.

Definicao 3.1 a) Um conjunto VC X € o-invariante se o(V NU) C V.
b) Um congunto V. C X é o~ -invariante se 0= (V) C V.

¢) Um conjunto V. C X é 0,0 '-invariante se é o-invariante e o~ -invariante.

Dado um aberto V' C X dizemos que o ideal Cy(V) de C(X) é L-invariante se
L(Co(V) N Ce(U)) € Co(V).

Proposicao 3.2 a)Um aberto V. C X € o-invariante se e somente se Co(V') € L-invariante.
b) Um aberto V. C X € o~ ! -invariante se e somente se fa(g) € Co(V) para cada
feC.(U) ege Cy(V).

Demonstragao.

a) Note que sempre que UNV = () entdo V é o-invariante e também Cy(V') é L-invariante.
Seja portanto U NV # (). Suponha V' o-invariante. Dada f € Co(V)NC.(U), tome x ¢ V
ey € o 1(x). Supondo y € V teremos que x = o(y) € V pois V é o-invariante. Portanto
y ¢ V donde decorre que L(f)(z) = > f(y) = 0. Isto mostra que L(f) € Co(V).

y€o~1(z)
Por outro lado, seja Cy(V') L-invariante. Tome x € UNV e f, € C.(U) N Cy(V) tal que
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fo(x) =1eoy, ., ¢homeomorfismo. Entdo L(f,) € Co(V) e além disso L(f;)(o(x)) =
fz(x) =1, 0 que mostra que o(z) € V.
b) Se 071(V) = 0 entdo ¢ claro que V ¢é o~ !-invariante e como fa(g) = 0 para cada
fecC.(U)ege CyV) entao fa(g) € Co(V). Suponha portanto o=1(V) # (. Seja V
o~ invariante. Entdo, para cada z € U\ V, o(x) ¢ V. Portanto, dada f € C.(U) e
g € Co(V) segue que (fa(g))(xz) = 0 para cada x € U\ V e como fa(g) € C.(U) segue
que (fa(g))(z) = 0 para cada = ¢ V. Portanto fa(g) € Co(V). Por outro lado, dado
r € o Y(V), tome f € C.(U) tal que f(x) # 0 e g € Cy(V) tal que g(o(z)) # 0. Entao
como fa(g) € Co(V) e fa(g)(x) # 0 segue que z € V.

0

Se V C X ¢ um subconjunto aberto o, !-invariante entdao X’ = X \ V também é

0,0 invariante. Defina U’ =UN X' (=U\V),

o U — X

r — o(x)

que é um homeomorfismo local. De fato, dado z € U’ tome x € W C U um aberto tal
que o(W) é aberto e ), : W — o(W) é homeomorfismo. Definindo W’ = X' N W segue
pelo fato de X’ ser o, 0~ -invariante que o(W’) = o(W) N X’ e portanto o(W’) é aberto.
Como oy, : W' — o(W’) é um homeomorfismo segue que o’ ¢ um homeomorfismo local.

Considere o C*-sistema dinamico (C'(X’), o/, L") onde

o C(X') — CyU)
f fod

1

L':C(U) — CX)
fo= L)
onde L’ é definido da mesma forma como definimos L. Denotamos por M’ o médulo de
Hilbert gerado por C.(U’) (onde C.(U’) é o conjunto das fungdes continuas de suporte com-
pacto em U’), por (Cy(V)) o ideal gerado por Co(V) em O(X, «, L) e por ba imagem dos
elementos b € O(X, a, L) pela aplica¢ao quociente de O(X, o, L) em O(X, a, L) /{Co(V)).

Teorema 3.3 FExziste um *-isomorfismo
U:OX,a,L)/{Cy(V)) - O(X',a, L)
tal que \If(?) = fi,, para cada f € C(X).
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Demonstracgao.
Dada f € C(X) denotamos por f” a restricao f|,, e desta forma f’ € C'(X’). Defina

U, C(X) — CX)
=7

que é um *-homomorfismo e é sobrejetor, pelo teorema de Tietze. Além disso, para cada
f € C.(U) C M defina
Us(f) = 1",

que é uma funcao linear contrativa de C.(U) € M em M’ e portanto se estende a M.

Podemos entao definir de maneira ébvia
U C(X)UM — T(X', o, L).

E rotineiro verificar que V3 satisfaz as relagbes que definem 7 (X, «r, L) e portanto Uy se
estende a 7 (X, a, L), e chamaremos esta extensao também de ¥3. Mostraremos que Vs
¢ sobrejetora. Dado h € C.(U'), tome g € C.(U) tal que g, = 1e f € C(X) tal
que U3(f) = h. Entao fg € C.(U) e U3(f)W¥3(9) = hg' = hg' = h. Isso mostra que
U3(M) é denso em M’, e juntamente com o fato de que C(X') C Im(Vs3), segue que W3 é

sobrejetora.

Afirmagao: Se (f, k) € redundancia de T(X,a, L) e f € Iy entao (V3(f), Us(k)) € re-
dundancia de T (X', o/, L") e V3(f) € 1.

Seja (f, k) redundancia em 7 (X, «, L) com f € I,. Entdao fm = km, e portanto
Us(f)Ws(m) = Us(k)Ws(m). Como Us(f) € C(X') e W3(k) € [/(\{ e além disso W3(M) é
denso em M’ segue que (V3(f), ¥3(k)) é redundancia. Como f € Iy, e Iy = Co(U) pelo
corolario 2.7, segue que f € Cy(U) e portanto W3(f) = f,, € Co(U’) = I;.

Sendo ¢ a projecao de 7 (X', o/, L") em O(X', o/, L") temos que a composigao g o W3 é
um *-homomorfismo de 7 (X, v, L) em O(X’, &/, L') que pela afirmagao acima se anula nas
redundéancias de 7 (X, «, L). Portanto g o W3 se fatora a O(X, «, L). Obtemos assim um
*-homomorfismo de O(X, a, L) para O(X', o/, L") que chamaremos de ¥,. Ainda, dado
f € Co(V) note que Wo(f) = fy. = 0, o que mostra que ¥ se fatora a O(X, a, L) /(Co(V)),
e este novo *-homomorfismo chamaremos de W. Mostraremos que ¥ é injetora, e isto

concluird a demonstracao do teorema. Note que (Cy(V)) é gauge invariante. Considere
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a acao de gauge em O(X,a, L)/(Cy(V)), cuja dlgebra dos pontos fixos é K =

BC ‘
ol

(veja paragrafo seguinte a definigao 1.15), e a acao de gauge em O(X’, o/, L’). Como V¥ é
covariante por estas agoes, por [5: 2.9] basta mostrar que ¥ restrita a K é injetora. Para

tanto mostraremos que VU restrita a L, é injetora para cada n € N.

Afirmacdo 1: Sejak:0+/€:1+~~+k:n€L:n. Se (/ﬁ(k:o+k:1+'--+k:n) =0 entdokzoeﬁ.

Seja kj = \Il(kzo) = ko|,,, ki = ¥(k;) para i > 1 e note que k; € K para cada i > 1.
Entao k{ + k} +---+ k], = 0 e portanto g(k{ + k] ---+k/,) = 0 para cada g € Cy(U’). Pelo
lema 2.5 segue que kj = f1 + fo onde f; € Co(U’) e ki + ki -+ + k], = f> donde fo = 0.
Entao kj € Cy(U’) e portanto ky € Co(U UV) donde

ko€ Co(UUV) C K.

Obs.: A ultima inclusao segue do fato de que Co(U U V') = Co(U) 4+ Co(V).

Afirmacao 2: ¥ restrita a C(X) € fiel, e também ¥ restrita a ﬁ ¢ fiel.

Se f € C(X) e fi,, = Y(f) = 0 segue que f € Cy(V) e portanto ? = (. Isso mostra

a primeira parte. Para provar a segunda parte seja k, € K, e suponha que ¥(k,) = 0.

Entao

—_— N ——

U(M k,M )=0
€ Como

e U restrita a C'(X) é fiel segue que

donde

e portanto k:n =0.

Provaremos agora a seguinte afirmagao, que conclui a demonstracao do teorema.

Afirmacao 3: Para cada n € N, U restrita a L:n € fiel
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Pela afirmacao 2, ¥ restrita a LZO é fiel. Por inducao, suponha que ¥ restrita a L:n é

fiel, tome

k:k0+k:1+"'+kn+1€[/n+l

e suponha que U(k) = 0. Entao \I/(M k*kM) = 0 e pela hipdtese de inducao,
Mk kDM = 0, donde KM =0 e portanto k(K1 + -+ K,11) = 0. Pela afirmagao 1,
ko € Kl, donde

k=hot kit ot ko € (Ki+ -+ Kop)

e portanto k£ = 0.
O

Dado um ideal I <O(X, «, L) o conjunto I NC(X) é um ideal de C'(X) e portanto é da
forma Cy (V') para algum aberto V' C X. A seguinte proposi¢ao mostra uma caracteristica

destes abertos.

Proposicao 3.4 Seja I um ideal de O(X,a, L) e V' o subconjunto aberto de X tal que
INC(X)=Cy(V). Entio V é 0,0 -invariante.

Demonstragao.

Provaremos que V' é o-invariante. Se V NU = () entao nada temos a provar. Seja portanto
z e VNnU. Tome f, € C. (U)HCO(V) tal que f(z) =1e e ¢ homeomorfismo. Entao
f. € I e portanto f,f, = f2 € M N1I. Segue que o elemento f2 f2 eINC(X) =Cy(V),
e note que

7212 (0(2) = LU ) (0(2) = fi(z) =1

o que prova que o(z) € V. Mostraremos que V é o~ l-invariante. Sejam x € V e tome

y € o !(x). Tome f, € Co(V) tal que f.(z) =1e f, € C.(U) tal que f,(y) = 1 € Olmnry)
é homeomorfismo. Entdo (f,a(f.)) = fz:, fr € INM e portanto (fya(f.)) fy € I. Pelo
lema 2.4 a), fya(fe)fy = (fya(fx)fvﬁ " e portanto fya(fe)fy € INC(X) = Co(V). Note

que

(fyalfo) )W) = 1P W) falo () = [fy ()] falz) = 1,

o que mostra que y € V.

Esta proposicao mostra que existe uma funcao

® : {ideais de O(X, a, L)} — {abertos 0,0~ " — invariantes de X}
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dada por ®(I) = V onde V é o aberto de X tal que I N C(X) = Cy(V). A préxima
proposicao mostra que ¢ é sobrejetora. Para demonstrar esta proposicao usaremos alguns

lemas.

Lema 3.5 Se V C X € o- mvarmnte e fl,-- sy g1,y gn € Co(U) tal que f; € Co(V)
ou g; € Co(V') para algum i entdo fn f1 g1 - gn € Co(V).

Demonstracao.
Suponha f; € Cy(V) e defina h; = E*ﬁ*gﬁ ---g; para j > 1 e hg = 1. Como
h; € C(X) para cada j segue que fh;_1g; € Co(V), e assim

h; = ﬁ *hiflgvi = L(f hi—19:) € Co(V),

pois Cy(V') é L-invariante pela proposicao 3.2. Mostraremos que h;11 € Co(V). Note que
fri1higisa € Co(V) e portanto

hit1 = fz—i—l hzgz-i-l = L(f51higiy1) € Co(V).

Assim, por indugao mostra-se que h,, € Co(V'). No caso em que g; € Cy(V') a demonstracao
¢ analoga.
O]

Para mostrar que a funcao ® é sobrejetora mostraremos que se V é um aberto o, o~ !-

invariante entao (Co(V)) N C(X) = Cy(V). Os argumentos seguintes nos preparam para
demonstrar este fato. Dado f € (Co(V))NC(X) e € > 0 entdo existem a;,b; € O(X, o, L),
h; € Co(V) tais que

N
1f = aihibil| <e
=1

onde cada a; é da forma a; = my---m,nj---ni oua; € C(X) e cada b; é da forma

Si
bi = p1--puqi---q; ou by € C(X). Ainda podemos supor que m; = 2;, n; = wj,
p; = u;, ¢ = v; para cada mj,n;,p;, e ¢;. Considerando a esperanca condicional E

induzida pela agao de gauge e que

N N
1f — ZE(aihibi)H = |E(f - Zaihib@-)ﬂ <g,
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podemos supor que r; +t; = s; + l;, pois

G,lhlbl se r; + tl =s; + lz

0 caso contrario

1

Lema 3.6 Se V C X € um subconjunto aberto o,o~ "' -invariante entao a;h;b; € Co(V), ou

ahibi = fi - foGn™ 1" onde fi € Co(V) para algum j ou g; € Co(V') para algum j.

Demonstragao.
Lembramos que a; = 21 -++ 2, Wy W, oua; € C(X), by = Uy -+-ug, 0, -0, " ou
b e C(X)er;+t;, =s;+1;.

Suponha s; < t;. Pelo lema 3.5 w = wy " -+ - wy, “hyuy ---u;, € Co(V) (se s; = 0 entao

w = h;). Se t; # s; entao escreva

Qihib; = 21+ Zn Wiy - g, Oy
e note que wu,, 11 € Co(V') e portanto a;h;b; é da forma desejada. Se t; = s; entao r; = ;.
Se r; = 0 (e portanto [; = 0) entao a;h;b; = w € Cy(V'). Se r; # 0 escreva

—_——
—_~—

~ ~ ~ % ~ %
ahib; =21 -+ zp, (W) Ug, 41 -+ U, V1 -0

A

Linvariante, e portanto a;h;b; é da

e neste caso z,a(w) € Cy(V) pelo fato de V se o~
forma desejada.

Supondo s; > t; considere o elemento (a;h;b;)* que é da forma desejada no enunciado
pelo que foi feito acima, e portanto a;h;b; também o é.

O

O seguinte lema ¢é apenas um resumo do que foi feito do lema 3.5 ao lema 3.6.

Lema 3.7 Se V € um aberto 0,0 ~invariante entao dado f € (Co(V))NC(X) eec >0,

existem dy € Co(V) e d; = f{ f};ggl*;} , com fi € Co(V) ou g € Co(V) para
algum j,1=1,---, N, tal que

N
If = (do+ Y d)] <e.
i=1

Faremos agora a proposi¢ao que mostra que a funcao ® é sobrejetora.

Proposicao 3.8 Se V' é um subconjunto aberto de X que é 0,0~ -invariante entao vale
que (Co(V)) N C(X) = Co(V).
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Demonstracgao.

E claro que Co(V) C (Co(V)) N C(X). Mostraremos que se f € (Co(V)) N C(X), para

cada e > 0 vale que |f(x)| < e para cada x ¢ V. Isto prova que (Co(V))NC(X) C Co(V).
Dada f € (Co(V)) NC(X) e e > 0, pelo lema 3.7 podemos considerar

N
1=+ Y d) <e
i—1
com dy € Co(V), d; = ]7{ ZgA;L: . g}vi " onde fi € Co(V) para algum j ou g% € Cy(V)

para algum j. Defina
N n;

K = U U(supp(f;) U supp(gﬁ))

i=1j=1

que é um subconjunto compacto de U.
Afirmagao 1: Sex ¢ V ex ¢ U entao |f(x)] <e¢

Sex ¢ U, tome h € C(X),0< h <1, tal que h(z) =1 e h,, = 0. Entao hd; = 0 para

1 > 1 e portanto
N
Ih(f = do)| = |h(f —do+ D _di)|| < e
i=1

donde |f(z) — do(z)| = |(h(f — dp))(z)| < e. Como x ¢ V segue que dy(z) = 0 e portanto
[fa)] <e.

Estudaremos o caso z ¢ V e x € U. Seja Ny = max{nq,---,ny}. Supondo Ny = 0,
ou seja, d; = 0 para cada ¢ > 1, temos que |f(z)| = [f(z) — do(x)| < €. Suponha
portanto que Ny > 1. Analisaremo o caso em que o™¥~!(z) € U. Defina z; = 0’(z) para
j €{0,---,No}. Para cada j € {0,---, Ny — 1} tome h; € C.(U) tal que hj(z;) = 1,
0<h;<1le Tsupp(h;) é homeomorfismo.

Afirmagdo 2: Para cada i € {0,---, N}, definindo hl; por
Bo= T oo dilg - T
obtemos que hl; € Co(V).

Para ¢ > 1, como f;f € Co(V) ou gj- € Cy(V) para algum j, pelo lema 3.5 segue que

u:h/ni\_/l f[o*fle € Cy(V)
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ou

—~ % ——

v=gi, gl ho - ha_y € Co(V).

Entao uwv € Cy(V). Se Ny = n; entdo h, = uv e a afirmacdo esta provada. Se Ny > n,,

como uvh,, € Cy(V), pelo lema 3.5 segue que

* —~— % ~ % —~—

W= hyg1 --ho dihg - hny1 = hng—1 -+, Why, -+ hyy_1 € Co(V).
Para i = 0, como dyhg € Cy(V'), novamente pelo lema 3.5 obtemos que

hy = hng—1 - -ho dohg - hyy—1 € Co(V).

Isto prova a afirmacao.

Defina f' = hy,—1 L f:g *ffi) -+~ hpn,—1 € note que calculando f'(zy,) usando o fato
de que T ooy ¢ homeomorfismo para cada j obtemos que f'(zy,) = f(z). Além disso,
como xy, ¢ V, pelo fato de V ser o~ '-invariante e z ¢ V., segue que hi(zy,) = 0 para
cada i. Como f', hl € C(X) segue que

n N
1F" = (ho+ D hilloo = Ihno—1 =+ -ho (f = (do+ D di))ho -+ o1 || <
i=1 i=1

N
<|If=(do+ ) di)ll <,
=1

donde |£(2)] = |(f' = (hh+ 32 ) (@n,)] < <.

Falta analisar o caso emlquue r ¢V, eUmas o"(z) ¢ U para algum n < Ny — 1.
Para cada i € {0,---.n— 2} defina h; como acima, ou seja, h; € C.(U) tal que hj(z;) = 1,
0<h;<1le T ooy homeomorfismo. Para z,,_; tome h,, 1 € C.(U) com as propriedades
0 < hy1 <1, hy1(xp_1) , homeomorfismo e o(supp(hn-1)) € X \ K. E

possivel tomar h,,_; desta forma pois

- 1’ O-‘supp(hn—l
o(xp_1) =0"(x) e X\UCX\K.

Afirmacgao 3: Paran; > n+1, i;fl " --l%*di}% coohyo1 =0.
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—_—

Denote por u o elemento P T ho *]7{ -+ ft_ que é um elemento de C'(X). Entao

1i+1 = hfn\—/l &\foriLH = (L(h:z—ﬂffl) fz+1)~-

—_—

o1 o ho fi -

Mostraremos que L(hf_ ufl)fi,, =0. Se x ¢ supp(f;,,) entdo claramente

(L(hyyufy) frin) (@) = 0.

Para z € supp(fi,,) C K, se 0~ '(z) = 0 entdo (L(h}_,uf)fi,,)(z) = 0 pela defini¢ao

n

de L. Suponha y € o7*(z). Supondo y € o~!(z) Nsupp(h,,_1) terfamos que
x=o(y) € o(supp(hy-1)) € X\ K,
o que é absurdo pois z € K. Portanto se y € o~ !(z) entao y ¢ supp(h,_1), e portanto

L(h, qufi)(x) = > (ki qufi)(y) = 0.

y€o—1(z)

Portanto L(h:_juf})fi,; =0 e a afirmacdo estd provada.

—

Afirmagao 4: Paran; <n, h, = h/n\_/l L f%*dif?() corhpoy € Co(V).

A demonstragao neste caso é andloga a demonstracao da afirmacao 2.

Novamente f?,:jl*---f%*fii) f;n\_/l = f' com f'(z,) = f(z). Além disso, como

z, ¢ V segue que h(x,) = 0 para cada i. Como

N
1= by = D il = oy oo b (f = (do+ Y S di))ho o | < €
=1

n;<n
entao

@) = [(f == D W) (xa)| <e.

n;<n
Resumindo, dado € > 0 e x ¢ V, mostramos que |f(z)| < e. Portanto f € Co(V).
0J

Apresentaremos agora o principal resultado desta secao.

Teorema 3.9 Existe uma bijecao entre os ideais gauge invariantes de O(X,«, L) e os

abertos o, o~ -invariantes de X .
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Demonstracgao.

O que temos a fazer é mostrar que funcao
® : {ideais gauge inv. de O(X,a, L)} — {abertos o, o '-invariantes de X},

dada por ®(I) = V onde V é o aberto de X tal que I N C(X) = Cy(V) é bijetora.
Pela proposicao acima ® é sobrejetora. Falta mostrar que ¢é injetora. Para tanto, dado
I ideal gauge invariante de O(X,«, L), seja V' C X o aberto o,0 '-invariante tal que
INC(X) = Cy(V). Mostraremos que (Co(V)) = I. E claro que (Co(V)) C I. Pelo

teorema 3.3 existe um *-isomorfismo

U —O<(C)'Z’($;)f> — OX',d, L)

onde X' = X \ V. Seja Ta imagem de I pelo *-homomorfismo quociente de O(X, o, L)
em O(X,a, L)/(Cy(V)). Como T é gauge invariante e U é covariante pelas acdes de gauge
segue que \I/(?) é gauge invariante. Supondo T # 0, e portanto \IJ(?) # 0, teremos que
\11(7) NC(X') = Cy(V") # 0 pelo corolario 2.9. Seja 0 # g € Co(V’). Entao g = \IJ(?) para
algum f € C(X) pois V(C(X)) =C(X’), e g=¥(a) com a € I pois g € \11(7) Portanto
\IJ(?) = g = ¥(a) donde ? = a. Desta forma, f —a € (Co(V)) C I e portanto f € I.
Segue que f € INC(X) = Cy(V), ou seja, g = \Il(?) = 0, o que é absurdo. Portanto

I =0 o que mostra que I = (Cy(V)).

O

Em particular mostramos que todo ideal gauge invariante I de O(X, a, L) é da forma
(Co(V)) onde V C X é o aberto o, 0~ -invariante tal que Co(V) = I NC(X). Segue deste

teorema um critério de nao simplicidade de O(X, «, L), que é o seguinte

Corolario 3.10 Se U € nao vazio e U U c(U) nao € denso em X entio O(X,a, L) tem

pelo menos um ideal gauge invariante nao trivial.

Demonstracao.
Se UUa(U) C X nao é denso entdo V = X \ UUc(U) é um aberto nio vazio o, -
invariante. Entao 0 # (Cy(V')) é um ideal gauge invariante de O(X, a, L). Pelo teorema
acima, supondo (Co(V')) = O(X, a, L) terfamos que Cy(V') = C(X), o que é absurdo, pois
V # X, pelo fato de U ser nao vazio.

O
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Chapter 4

Transformacoes Topologicamente

Livres

Neste capitulo mostraremos que sob certas hipéteses sobre X, todo ideal da algebra
O(X,a, L) tem interseccao nao nula com C(X) e baseado neste fato mostraremos uma
relagao entre os ideais de O(X,«a, L) e os abertos o, 0 '-invariantes de X. Além disso
daremos um critério de simplicidade para as algebras de Cuntz-Krieger para matrizes

infinitas.

4.1 O teorema da Interseccao de ideais de
O(X,a,L) com C(X)

Iniciaremos esta secao com o seguinte lema:

Lema 4.1 a)Para cada f € C.(U), supp(L(f)) C o(supp(f)).
b) Se h, fi, [, 91, s Gn € Ce(U) € h tem a propriedade de que o™ (supp(h)) C U
entdo supp(ﬁ T J?l *hévl - gr) C d*(supp(h)) para cada k € {0,---,n}.

Demonstracao.

a) A demonstragao deste fato ¢ idéntica a demonstracao dada em [6:8.7], embora o nosso
contexto seja um pouco diferente. Seja x € X com L(f)(x) # 0. Suponha = ¢ o(supp(f)).
Tome g € C(X) tal que g(z) =1leg, . = 0. Sey € supp(f) entdo o(y) € o(supp(f)),
e portanto a(g)(y) = g(o(y)) = 0. Isto mostra que fa(g) = 0. Temos entdo que

0# L(f)(x) = L(f)(x)g(x) = (L(f)g)(x) = L(falg))(z) = 0,
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o que é absurdo. Portanto z € a(supp( ).
b) Pela parte a) e do fato de que f; h91 = L(f{hg1) segue que

supp(fi hdi ) = supp(L(fihg1)) C o(supp(fhgr)),

e é claro que o(supp(ffhg1)) C o(supp(h)). Suponha que

supp(fi_1 -+ f1 hgi - ge1) C 0" (supp(h))

para 2 < k < n. Entao, pondo-se g = ]?;:1 L fl *hjl -+ gr_1, pela parte a) temos que

supp(fi 9dx ) = supp(L(figgr)) C o(supp(figgn)).

Como supp(frggr) C supp(g), e por hipétese de indugao

supp(g) C o~ (supp(h)),

segue que supp(frggr) C o L(supp(h)). Por hipétese o* 1(supp(h)) € U e portanto

o(supp(figgr)) € o*(supp(h)). Isto prova a parte b).
0

Para cada ¢ # j em N defina
Vil ={r € X : o'(x) = o’(2)}).
Note que para que z € X seja um elemento de V% é necessério que € dom(o*)Ndom(a7?).

Lema 4.2 Se fi,-- fi,g1,-++,9; € Ce(U) com i # j entao para cada x ¢ V™ existe
h e C(X) tal que:

e 0<h <1,
o h(z)=1,
. hﬁ-~-ﬁ§7}*~-§1*h:0.

Demonstragao.

Tomando adjunto podemos supor que ¢ > j, e portanto ¢ > 0. Seja

— (U supp(f,)) U (U supp(gs)>
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que é um sub conjunto compacto de U. Se z ¢ U, tome h € C(X),0 < h <1, h(z) =1
e h, = 0. Entao hf; = 0, o que prova o lema neste caso. Podemos entao supor que
x € U. Faremos a demonstragao em dois casos: um quando z ¢ dom(c?) e outro quando
x € dom(c?). Suponha x ¢ dom(o?). Entao existe 1 < k < i — 1 tal que o*(z) ¢ U
(note que i > 2 pois x € U = dom(c)). Portanto o*(x) ¢ K. Tome Vj C X aberto com
of(z) € Vo e VoN K = 0. Entdo V = o7%(V;) 2 = é um aberto em U. Tome h € C,(U)
com supp(h) CV,0 < h <1e h(x)=1. Entao, como o* *(supp(h?)) C o*}(V) C U,
pelo lema 4.1 parte b),

supp(fi -+ f h2fi - fi) € o (supp(h?)) € oM (V) C Vo
Como Vo N K =0 e supp(frs1) C K temos que
(F - i B2y fi) i =0

donde hf, ]?;;:1 ... f, = 0. Portanto hf ﬁLqNJ*gﬁ*h = 0. Falta demonstrar o
caso x € dom(c"). Como i > j, segue que z € dom(c’). Portanto, como = ¢ V*J temos
que o'(z) # o/(x). Sejam V; 3 o'(z) e V; 2 o’(x) abertos tais que V; N'V; = 0. Seja
V =0"(V;)No?(V;) e note que V é um aberto que contém z. Tome h € C.(U) com
0<h<1,h(x)=1esupp(h) C V. Entao, como ¢ (V) C U e o/~ }(V) C U, pelo lema
4.1 parte b) temos que

supp(f; -+ fi h2fi - fi) C o'(supp(h?)) C V;

supp(g; " -+ ¢ *h2g; - - -g;) C o’ (supp(h?)) C V.

Como V; e V; sao disjuntos segue que
(Fi o fo B2y f)G - @ h%Gy -+ G;) = 0.
Portanto
(hfy - figi ™ gu b (hfy - figs ™ Gu R (Bfy - iy "G h)* =0

donde
hfy - figi* g1 h =0.
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0

Definigao 4.3 O par (X,0) é dito topologicamente livre se para cada VI, o fecho Vi

em X tem interior vazio.

- —U
Equivalentemente, (X, o) é topologicamente livre se para cada V'’ o fecho Vi~ em

. . . _U . . .
U tem interior vazio. Isto segue do fato de que V% tem interior vazio se e somente se

Vi tem interior vazio. De fato, supondo x € V%~ ponto interior, tome aberto W em
U,z e W CV4 | enote que W é aberto em X e W C V%, Por outro lado, suponha
x € V4 ponto interior e z € W C V%I onde W é aberto em X. Como V=W NU # (e

—U , T o . . ~ .
V C Vw é aberto em U segue que V*J tem interior nao vazio.

Pelo teorema de Baire, (X, o) é topologicamente livre se |J Vi tem interior vazio.
i,jEN
Desta forma, Y = X\ |J V% ¢é denso em X.
i,jEN
Seja S o sub conjunto dos funcionais lineares positivos de O(X, a, L) dado por

S ={¢: p & funcional linear positivo e y|,, = J, para algum y € Y}

onde 0, (f) = f(y) para cada f € C'(X). Nao conhecemos as caracteristicas dos funcionais

desta forma, porém para a € O(X,«, L) e f € C(X) vale a seguinte relagao:

Lema 4.4 Se ¢ € um funcional linear positivo de O(X,«, L) satisfazendo Ploxy = Oz

para algum x € X entao para cada f € C(X) ea € O(X, a, L) valem as relagoes o(fa) =
e(fela) e plaf) =p(a)p(f).

Demonstracao.
Basta demonstrar o caso ¢(af) = ¢(a)e(f). De fato, supondo demonstrado este caso,
dados a € O(X,a, L) e f € C(X), temos que

o(fa) = ¢(a* f*)" = (pla®)p(f*)" = o(f)p(a).

Mostraremos que ¢(af) = @(a)p(f).
Para cada b € O(X, a, L) vale

(b—=(0)"(b— (b)) > 0.

Portanto
p(b*0) — (b")p(b) = ((b — ()" (b — ¢(b))) = 0,
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donde @(b)*¢(b) < (bb). Como fra*af < f*fllall? entdo @(f*a*af) < p(f*f)]all? pois

@ é positivo . Pondo-se b = af segue que

0 < p(af)plaf) < o(f'a*af) < o(f fllall* = llal*|f (),

onde z € tal que ¢|, ., = d;. Isto mostra que p(ag) = 0 para cada g € C(X) tal que
g(x) = 0. Dada f € C(X) defina g = f — f(z). Entao g(z) = 0 e portanto ¢(ag) = 0.
Assim

plaf) —pla)p(f) = plaf) — pla)f(z) =
= p(af) —plaf(z)) = pla(f — f(z))) = plag) =

0 que prova o lema.

U
Para cada a € O(X, a, L) defina
lalll = sup{lp(a)] : ¢ € S}
que é uma semi norma para O(X, a, L).
Nao conseguimos mostrar que ||| ||| ¢ ndo degenerada em O(X, a, L), porém ||| ||| tem a

propriedade, dada pelo seguinte lema, de nao se anular nos elementos positivos nao nulos
de L,, lembrando que L, = C(X)+ K; + -+ + K, para cada n € N.

Lema 4.5 Seja (X, 0) topologicamente livre. Para cada v € L, com r > 0 e r # 0 vale
que |[r|[| # 0.

Demonstragao.

Afirmagdo 1: Se 0 # 1 € Ly, 1 positivo e v ¢ C(X) entdo existe g € Ce(U) com oy,

homeomorfismo e g rg # 0.

Como r > 0 podemos escrever 7 = b*b com b € L,,. Suponha que para cada g € C.(U)
tal que oy, (g5 homeomorfismo tem-se g*rg = 0, e portanto g “b* = 0. Entao (usando
partigdo da unidade podemos escrever cada elemento f € C.(U) como soma de g como
acima) temos que f*b* = 0 para cada f € C.(U) e portanto M*b* = 0 donde K;b* = 0.
Por 2.4 d) Cy(U) C K, e portanto Co(U)b* = 0. Pelo lema 2.5 b), b* € C(X) donde

r=0b*b € C(X), o que contradiz a hip6tese. Isto prova a afirmagao.
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Afirmagao 2: Se r € L, € um elemento positivo nao nulo e r ¢ C(X) entao existem

g1, -+, 9; € C.(U) tal que Ol vumnon) ¢ homeomorfismo para cada j e
J

0#gi" g1 gy gi € CX).

Pela afirmacao 1 existe g; € C.(U) tal que ¢ homeomorfismo e 0 # g; ‘rg; .

O-‘supp(sn)
Note que g, “rg;y € L,_,. Por inducao suponha que 0 # ¢ ---q1"rg1 ---q1 € Ly
onde g; € C.(U)

oug“--g1rgr - q € C(X) ou existe gi41 € Ce(U) com O lupplops ) homeomorfismo e

€ O om0, ¢ homeomorfismo para cada j. Entao, pela afirmagao 1,
J

0# g " g1 rgL QG-
Como
G g g ra G g € C(X)

estd provada a afirmacao.

Demonstraremos o lema. Seja r € L,, r positivo e nao nulo. Basta mostrar que
existe ¢ € S tal que ¢(r) # 0. Como (X, o) é topologicamente livre entdao o conjunto
Y (= X \UV#) é denso em X. Portanto, se r € C(X) existe y € Y tal que r(y) > 0.

2
Tome ¢ que estende d,, e portanto ¢(r) # 0. Suponha r ¢ C'(X). Tome gi,---,¢; € C.(U)

como na afirmagao 2. Entao
0£#h=g"-g.'rg g €C(X).

Como

segue que
f=aq - Ghg q*£0.

Como o é homeomorfismo segue pelo lema 2.4 a) que
supp(g;)

gihg;" € C(X).
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Usando estes argumentos sucessivamente prova-se que
f=g1-ghg"q" €CX).
Pelos mesmos argumentos segue que
Uu=Gg1 -GG g eC(X).

Como f # 0 existe y € Y tal que f(y) # 0. Tome ¢ € S que estende J,. Temos entao que
o(f) = f(y) # 0. Pelo lema 4.4, como f = uru,

o(f) = p(uru) = p(u)p(r)e(u)

e portanto p(r) # 0.

Agora estamos em condigoes de demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.6 Se (X, o) é topologicamente livre entao todo ideal nao nulo de O(X,a, L)

tem intersec¢ao nao nula com C(X).

Demonstracao.
Pela proposigao 2.8 basta provar que todo ideal nao nulo de O(X, a, L) tem intersecgao
nao nula com K. Seja 0 # [ <O(X,a, L). Suponha I N K = 0. Entao o *-homomorfismo
quociente

7:0X,o,L) - O(X,a,L)/1

¢ tal que 7|, ¢ uma isometria.
Afirmagao: Para cada b € O(X, a, L) vale que
IHE@® < =)
onde E € a esperanca condicional definida na se¢ao 1.2 .
Seja a da forma

a = E i,

0<i<n
0<j<m

49



com agg € C(X) ea;; € MM parai#0ouj#0,a,;,= Y. aF

Z?]’

1<k<n,
k k. k k K
Uiy = Jija = JijiYiga " Jigg
onde i’fﬂ,gﬁj,t € C.(U) para cada ,7,k,l e t. Dado ¢ > 0 existe ¢ € S que estende ¢,

para algum y € Y tal que
HE@)] — & < [e(E(a))]

Note que y ¢ V% para i # j. Entao, para cada aﬁj com ¢ # j, pelo lema 4.2 existe
hy; € C(X), 0<hf; <1, tal que hf;(y) =1 e ha};h = 0. Defina

h = H hE .

0<i<n
0<j<m
i#j
1<k<ng ;

Entao ha; jh = 0 para cada ¢ # j donde hah = hE(a)h, e além disso h(y) = 1. Pelo lema
4.4

p(hE(a)h) = p(h)p(E(a))p(h) = h(y)e(E(a))h(y) = ©(E(a)),
e portanto

p(E(a)) = (hE(a)h) = ¢(hah).

Como hah = hE(a)h € K e ), é isometria segue que ||hah|| = ||7(aha)|. Entao
IE(a)[ll = & < lp(E(a))| = [¢(hah)| < |[hah]] = [|x(hah)|| < |7 (a)]-

Como ¢ é arbitrario segue que
IE(@)[I| < [lr(a)]]

para a desta forma. Dado b € O(X,«, L), para cada ¢ > 0 tome a € O(X, «a, L) como

acima tal que |ja — b|| < e. Entao
HE@GN < NE® = a)lll + 1E@)] < [[E@) +& <

< |lw(a)| + e < llw(a = )| + [[7(O)]| + & < [[m (D[] + 2e.
Novamente, como ¢ ¢ arbitrario segue que [[|[E(b)]|| < ||7(b)||, o que prova a afirmagao.

Note que E(I) é ideal fechado de K. Também, F(I) é nao nulo, pois dado 0 # z € I,

como 0 # z*x € [ e E é fiel segue que 0 # E(x*x) € F(I). Entao E(I)N L, # 0 para
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algum n (ver [2: 1I1.4.1]). Seja 0 # c € E(I) N L,,. Entao, como c¢*c € L, e ¢*c é positivo
nao nulo segue pelo lema 4.5 que |||c*c||| # 0. Mostraremos que |||c*c||| = 0, e isso serd um

absurdo. Para cada a = E(b) € E(I) com b € I temos que
lla*alll = [IE@)E@) = [[E@E@)] < [l=(b"E®))]

Como b*E(b) € I segue que 7(b*(E(b))) = 0 e portanto [|a*al]] = 0. Isto mostra que
la*al|| = 0 para cada a € E(I). Dado € > 0, tome a € E(I) tal que ||a*a — c¢*c|| < e.
Entao

lletelll < llle"e = a*alll + llla*all| = lllc*e = a”all| < [lc"c — a”al| <e.

Assim |||c*c||| < e para cada € > 0 donde |||c*¢||| = 0, o que é absurdo. Portanto INK # 0,
e o teorema esta provado.
0

4.2 Relagao entre os ideais de O(X,«, L) e os abertos

L invariantes de X

o,0
Nesta se¢ao obtemos uma relagao entre todos os ideais de O(X, a, L) e todos os abertos

1

0,0 -invariantes de X sob uma hipdtese adicional sobre X, que é a de que todo sub

conjunto fechado X’ o, o~ -invariante de X ¢ tal que (X’, 0|,,) € topologicamente livre.

Proposicao 4.7 Seja I um ideal nio nulo de O(X,«a,L) e V. C X o aberto tal que
INCX) = Cy(V). Se (X',0,,) € topologicamente livre (onde X' = X \ V) entdo
I'={Co(V)).

Demonstragao.

1

Pela proposi¢ao 3.4 V' é o,0 '-invariante, donde X’ = X \ V também o é. Pelo teorema

3.3 existe um isomorfismo

O(X,a, L)

VTG

— OX', o, L)

tal que V(f) = f,, para cada f € C(X) e além disso ¥(C(X)) = C(X’). Obviamente
(Co(V)) C I. Suponha I # (Co(V)). Entdo I # 0 e portanto W(I) # 0. Pelo teorema

4.6, como \IJ(?) ¢ ideal nao nulo de O(X’,a/, L") segue que ¥(I) N C(X') # 0. Seja

0 # g € ¥Y(I)NnC(X'). Entao, como V(C(X)) = C(X') segue que g = V(f) com
f € C(X). Além disso, g = ¥(a) com a € I. Portanto ¥(a) = ¥(f) donde a = f e
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portanto f —a € (Co(V)) C I, ou seja, f € I. Desta forma f € INC(X) = Co(V) e
portanto f = 0 donde g = U(f) = 0, o que é absurdo. Concluimos entdo que I = (Co(V)).
O

Proposicao 4.8 Se (X, 0) € tal que (X', 01,,) € topologicamente livre para cada sub con-
Junto fechado X' o, 0~ -invariante entdo todo ideal de O(X, o, L) € da forma (Co(V)) para
algum aberto V C X.

Demonstracao.
Seja IAO(X,a, L), e Co(V) = INC(X). Pela proposigao 3.4 V é o, 0~ -invariante, donde
X" = X\ V também o é. Por hipdtese (X', 0|,,) é topologicamente livre. Pelo teorema
4.7, I = (Co(V)).

[

Concluiremos esta se¢ao com a seguinte relagao entre ideais de O(X, «, L) e os abertos

0,0~ -invariantes de X:

Teorema 4.9 Se (X,0) € tal que (X', 01,,) € topologicamente livre para cada sub conjunto
fechado 0,0~ -invariante X' de X entdo existe uma bije¢do entre os ideais de O(X, o, L)

e 0s abertos o, 0~ -invariantes de X .

Demonstragao.
Pelo teorema 3.9 basta mostrar que todo ideal de O(X,«, L) é gauge invariante. Isto
decorre da proposicao 4.8.

O

4.3 Um critério de simplicidade para a algebra de

Cuntz-Krieger para Matrizes Infinitas

Apresentaremos nesta secao um critério de simplicidade para as dlgebras de Cuntz-
Krieger para matrizes infinitas baseado no grafo de A, denotado por Gr(A).

Entendemos por Gr(A) o grafo orientado cujos vértices sao os elementos de G tal que
dados z,y € GG existe uma aresta orientada de = para y se A(x,y) = 1. Um caminho de x
para y é uma seqiiéncia finita x; - - - x,, tal que =y = x, x, = y e A(x;,x;41) = 1 para cada
i. Dizemos que Gr(A) é transitivo se para cada x,y € G existe um caminho de x para y.

1

A préxima proposicao caracteriza os abertos o, 0~ *-invariantes de 24 .
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Proposicao 4.10 Se Gr(A) € transitivo, os unicos abertos o-invariantes nao vazios de

Q4 sdo Q4 \ 0 e o préprio Q.

Demonstragao.
Seja V' um aberto o-invariante de €24. Seja & € V um elemento cujo tronco é infinito.

(tais elementos formam um conjunto denso em Q:l) Tome V,, vizinhanga de £ em V,
Vi =A{v € Qu;w(v), = w(),}

onde w(v) é o tronco de v. Seja u € Q4 tal que lw(p)] > 1 e seja x € G, de forma que
z € p. Como Gr(A) é transitivo existe um caminho z - - - z,,, de w(&),, para x, e portanto

w(§), T2 Tme1pt € Vi, € V. Como V é o-invariante segue que
p=0""2(w(l)az Tmoap) €V

Segue que U C V. Se ) # € € 5;1 \ U entao existe z € G tal que 27! € £, Como
& €U CVeo(xf) =& segue que £ € V. Isto mostra que 52\;1 \ @ C V, donde segue o
resultado.

O

Como Q:; e (fl\; \ @ sdo o~ !-invariantes segue pela proposi¢ao acima que os tnicos
abertos o, 0~ '-invariantes nio vazios de (4 sdo o proprio Q4 e Q4 \ 0.

Dado £ € dom(c?) com w(§) = 125 - - - temos que w(c*(£)) = w44 1T442 - - - Isto mostra
que se £ € V% entao w(§) é infinito, pois caso contrario, supondo |w(£)| = n, terfamos
que n —i = |w(c*(£))| = |w(c?(€))] = n — j donde i = j, o que é absurdo.

A seguinte proposi¢ao mostra uma relacao entre Gr(A) e QNA.
Proposicao 4.11 Se Gr(A) € transitivo entdo (Q\; ,0) € topologicamente livre.

Demonstragao.
Suponha i > j, i = j + k e que V¥ tem interior ndo vazio. Seja v ponto interior de Vi e
V,, C V@i um aberto que contém v. Entdo existe £ € V, NV, Como o(£) = ¢7(£) temos
que

TinTiya - = w(0'(§)) = w(0?(§)) = x40,
donde @4, = 4, para cadar > 1. Como i = j+k segue que x;1; = Tk = ¥;, € também
que

Lit(k+r) = Tjt(k+r) = L(j+k)+r = Litr
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para cada r > 1. Aplicando a ultima igualdade repetidas vezes segue que T; nkir = Tiyy

para cada n € N e r > 1. Isto mostra que
w(f) =11 Tj_18S8S"" .
onde s = 2;Ti11 - - - Tiy(k—1)- Como w(§) é infinito, existe um aberto V,, C V,, V,, 3§,

Vo={n€Qa w), =22, =w(),}
com n > 1.
Afirmagao: V,, = {&}
Supondo n € V,, N V%, com os mesmos argumentos usados acima prova-se que
w(n) = x1T9 -+ 21585 -,

donde w(n) = w(§), e como n,{ tem troncos infinitos segue que n = £. Seja v € V,.
Entao, como V,, C V%I existe uma seqiiéncia (17); C V* tal que vy — v. Como v € V,, e
V,, é aberto podemos supor (1;); C V,,. Portanto v, = £ para cada [ e portanto v = &. Isto

prova a afirmacao.

Seja y € G\ {xi, Ziy1, -+, Tise-1)}. Como Gr(A) é transitivo existe um caminho
Y1y onde y; = T,41 € Y = y e outro caminho zy --- 2z; tal que z; = y e 2, = 1. Desta

forma podemos considerar a palavra infinita admissivel

Ty Tp¥t - Yrz2 - Zt—lw(g)

que ¢ o tronco de um elemento p € QNA . Note que u € V,, por definicao de V,, e que pu # &,
pois seus troncos sao distintos. Isto contradiz a afirmacao. Portanto, V*J tem interior
vazio, o que significa que {24 ¢é topologicamente livre.

O

Provaremos agora o resultado principal desta secao.

Proposicao 4.12 Se Gr(A) ¢ transitivo entao os unicos ideais de 574 sao o ideal nulo,

O4 e o préprio 5;‘.

Demonstragao.

Pela proposicao 4.10 os tnicos fechados o, 0~ !-invariantes de Q:l Sa0 QVA, o conjunto {0}

54



(se O € ﬁ;l, ou seja, se Oy # O por [3: 8.5]) e o conjunto vazio. Como estes fechados
sao topologicamente livres, pelo teorema 4.9 os ideais de O(Q\;‘ ,a, L) sdo precisamente
o ideal nulo, (Co(Q2y \ 0)) e O(Q4,a, L). Portanto se § ¢ Q4 (ou seja, se Oy = O4)
entao O(QNA ,a, L) nao tem ideais ndo triviais e a proposi¢ao estd provada neste caso. Se
0 € Q4 entdo por 4.9 (9(5; , v, L) tem exatamente um ideal ndo trivial, que é <CO(§/2:1 \D)).
Portanto 6,/4 também tem exatamente um ideal nao trivial. Por [3: 8.5] O4 # 5:; e como
0#£0,4d ONA segue que 04 é um ideal nao trivial de 51/4 , € portanto é o unico.

O

Uma conseqiiéncia imediata desta proposicao é que se Gr(A) é transitivo entdo Oy4 é

simples.

5}



Apeéendice

O Produto Cruzado por
Endomorfismo e o Produto Cruzado

por Endomorfismo Parcial

Mostraremos aqui algumas relagoes entre o produto cruzado por endomorfismo definido
em [4] o produto cruzado por endomorfismo parcial definido neste trabalho.

Sejam A uma C*-algebra com unidade, @ : A — A um *homomorfismo e L um
operador de transferéncia, isto é, L : A — A é um operador linear continuo positivo
e L(a(a)b) = aL(b) para cada a,b € A. Denotando por & a composigdo de o com o
*-isomorfismo A 3 a +— (L4, R,) € M(A) temos:

Proposicao A.1 (A,a, L) é um C*-sistema dindmico.

Demonstracao.
Claro que & é um endomorfismo parcial. Além disso, por hipétese L é uma funcgao linear

e positiva. Note que
a(a)b =T H(@(a)T(b)) = T ((La(): Ra() (Lo, By)) =

= T (La(ap, Ra(ap) = (a)b.

Além disso, como L(a(a)b) = aL(b) por hipétese, segue que
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Denotamos por (A, «a, L) o C*-sistema dinamico (A,a, L). Além disso, como vale a
relagdo ba(a) = ba(a) para cada a,b € A nao faremos mais referéncia a a. Fica entao
definida a dlgebra de Toeplitz 7 (A, «, L) e o produto cruzado por endomorfismo parcial
O(A, o, L).

Em [4], 7(A, a, L) foi definido como a C*-dlgebra universal gerada por AU S com as
relagoes de A, S*aS = L(a) e Sa = a(a)S.

Proposicao A.2 Existe um *-isomorfismo

vi1(Aa, L) — T(A o, L)

a — a
S — i;
Demonstracao.
Defina
v AU{S} — T(A4,a,L)
a — a
S f;

e note que ¢, ¢ *homomorfismo. Além disso, para cada a € A,

a(a)la = v(a(a)y(S)

=
2
=
2
I
—
BN
S
I
=
2
I

B(S)p(a)(S) =14 aly =14 @ = L(a) = (L(a)),

e portanto ¢ se estende a 7(A, «, L) pela propriedade universal. Por outro lado, note que
[@” = lla"a|| = | L(a*a)|| = ||S*a"aS]|| = [|aS|?,
e portanto podemos definir

@ : M — 7(Aa L)
A>d — aS '
Definimos entao uma fungao que continuaremos chamando de ¢,
p: AUM — 7(A L)

a +— a

p(m)

1

m
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Claro que ¢|, ¢ *-homomorfismo. Além disso, para cada a € A e E,E € A temos que

p(a)p(b) = a(bS) = (ab)S = p(ab),

p(b)p(a) = bSa = ba(a)S = p(ba)

p(b) p(c) = 570%cS = L(b"c) = p(L(b7c)) = @((b,¢)).
Pela forma como foi definida ¢ em M e pela densidade de Aem M segue que as relacoes
acima valem para a € A e m,n € M. Portanto, pela propriedade universal, ¢ se estende
a7 (A a,L). Claramente 1 e ¢ sdo inversas.
O

Uma redundéancia em 7(A,a, L) é um par (a,l) onde a € A el € ASS*A tal que
abS = [bS para cada b € A, enquanto que uma redundancia em 7 (A, «, L) é um par (a, k)
onde a € A, k € [/(\1 tal que am = km para cada m € M. A seguinte proposicao mostra

uma relagao entre estas redundancias.

Proposicao A.3 Eriste uma bije¢ao (a,l) «—— (Y(a),v(l)) = (a,9¥(l)) entre as re-
dundancias de T(A, o, L) e as de T(A,a, L).

Demonstracao.

Note inicialmente que (ASS*A) = K, e, portanto se (a,l) € A x ASS*A, entao temos
que (¥(a), (1)) € A x K;. Se abS = IbS para cada b € B, segue que 1(a)b = ()b para
b em um conjunto denso de M. Portanto v (a)m = 1(l)m para cada m € M. Por outro
lado uma redundancia (a, k) de 7 (A, a, L) é imagem da redundancia (¢~!(a), v~ *(k)) pela
funcao acima. A funcao do enunciado é injetora pois ¥ o é.

O

A algebra A %, 1 N, o produto cruzado por endomorfismo definido em [4], é o quociente
de 7(A, «, L) pelo ideal gerado pelas elementos da forma a — [ onde (a, () sdo redundancias
de 7(A,a, L) e a € («(A)) (o0 ideal de A gerado por a(a)). Denote por C' o quociente de
T (A, a, L) pelo ideal gerado pelos elementos da forma a — k onde (a, k) sdo redundancias
de T(A,a,L) ea € o' K(M) N (a(A)), onde ¢ : A — L(M) é o *-homomorfismo dado
pelo produto a esquerda de A por M.

Corolario A.4 As dlgebras A x, 1, N e C sao isomorfas.

Demonstragao.

Pelas proposigoes A.2 ¢ A.3, A%, N éisomorfa a C" onde C’ é o quociente de 7 (A, a, L)
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pelo ideal gerado pelos elementos (a — k) onde (a, k) é redundancia e a € («(a)). Pela
proposigao 1.13, se (a, k) é redundancia de 7 (A, a, L) entao a € ¢ (K (M)) donde segue
que C' = C.

0

Coroldrio A.5 Se ker(p)t N Y(K(M)) = (a(A)) N Y(K(M)) entao A xo1 N e
O(A, «, L) sao C*-dlgebras isomorfas.

Demonstracgao.
Pelas definigoes de O(A, «, L) e de C segue que O(A, a, L) e C' sao isomorfas. Pelo coroldrio
acima segue o resultado.

O

A.1 Caso L fiel

Seja (A, a, L) um C*-sistema dinamico com (a(A)) = A e L fiel, no sentido de que se

L(a*a) = 0 entao a = 0.
Proposicao A.6 As dlgebras A x, 1 N e O(A, a, L) sao isomorfas.

Demonstragao.

Como (a(A)) = A segue que
(a(A)) N (K(M)) = ¢~ (K(M)).
Além disso, como L é fiel segue que ¢ é injetora, e portanto
ker(i0)" N~ (K (M) = ™' (K (M)).

O resultado segue pelo corolario A.5.
O

Obs.: A élgebra de Cuntz-Krieger, que pode ser visto em [4:6], é um exemplo onde L
é fiel e (a(A)) = A.
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A.2 O produto cruzado de Paschke e o produto cruzado

proposto por Cuntz

Seja o : A — A um *-homomorfismo injetor, a(A) = pAp onde p = «(1). Considere a
esperanca condicional
E:A — alA)

a +—  pap

e defina o operador de transferéncia L : A — A por L = o 'E. Entao (A,«a,L) é um
C*-sistema dinadmico. Em [4] foi mostrado que o produto cruzado de Paschke e o produto
cruzado por endomorfismo proposto por Cuntz podem ser vistos como A X, N com

endomorfismos e operadores de transferéncia da forma acima.

Proposicao A.7 Para o C*-sistema dinamico definido acima, O(A,a, L) e A X, N sdo

C*-dlgebras isomorfas.

Demonstragao.

Por A.5 basta mostrar que

Afirmagdo 1: {(a(A)) C ker(p)*
Dados a € A temos que a € ker(y) se e somente se para cada = € A,
at =0 <= L((azx)*(ar)) =0 <= o 'E(z*a*azr) = 0 <= E(z*a*ar) =0

— a(l)z"a’aza(l) = 0 <= aza(l) = 0.

Entao a € ker(yp) se e somente se axa(l) = 0 para cada © € A. Tome z € «o(A),
z = a(l)ya(l). Entao para cada a € ker(p) vale que ax = aza(l) = 0. Da mesma forma,
como a* € ker(p) se a € ker(p), segue que a*z* = 0. Portanto ax = 0 = za para cada
a € ker(yp), ou seja, z € ker(p)t. Desta forma a(A) C ker(p)t e como ker(p)t ¢ ideal,

segue a afirmacao.

Isto mostra que ¢ (K (M)) N {a(A)) C o Y (K (M)) Nker(p)*.

Afirmagao 2: @) € um isomorfismo sobre K(M)

—H(EM)N(a(A))
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Desenvolvendo L((a — aa(1))*(a — ac(1)) vemos que a = aa(1). Entao

a®b@)=a(,e) = (aa(L(b*c)) = (aa(l)b*ca(l)) =
= aa(L)pca(l) = p(aa(L)p")(ca(l)) = p(aa(1)h")(@).
Isto mostra que p(aa(1)b*) =@ ® b. Como aa(1)b* € = (K (M)) N (a(A)) segue que

é sobrejetora. Como ¢ - ¢ injetora segue que também
er(p

g0'90*1(l’f(M))ﬁ(a(A» e~ LK (M)N(a(A))

é injetora, pois
P~ (K (M) N {a(A)) C ker(p),
pela afirmacao 1, provando a afirmagao.
Dado = € ker(p)t N ¢ (K (M)) temos que p(x) € K(M) e pela afirmacio acima,

o(x) = ¢(y) para algum y € ¢ 1 (K(M)) N {a(A)). Como Pl é injetora segue que
z =1y, donde z € ¢ (K (M)) N (a(A)). Portanto
ker(p)" N @™ (K (M)) € o~ (K(M)) N {a(A)).

Isto prova a proposicao.
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