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INTRODUGAO

Um homem deve ler de tudo, um pouco
ou o que puder,

nao se lhe exija mais do que tanto,
visla a curteza das vidas

e o prolixidade do mundo

JOSE SARAMAGO

{int © ano da morte de Ricardo Reis)

Problemas de programacgic lnear tém sido resolvidos de
forma rotineira desde a introdugic do método simplex, feita por
d. B. l)atnlt.-zig1 na década de quarenta. Particularmente a partir

dos anos 60, um sem numero de versdes diferentes deste método

1l)ANTZIG, d. B. Programming of interdependent activities, II,
mathematical model. Econometrica, 17 <3-4)> : 200-211, july-

oct. 1949,



foram implementadas em computadores de diferentes capacidades,
vigsando atender objetivos variados, dentre os quais os mals
comuns s30: abranger o maior numero possivel de problemas
diferentes, aproveitar ac maximo as caracteristicas da maquina,
minimizar o tempo de processamento, reduzir aoc maximo a memdéria
necessaria para armazenar os dados, atender a um grande nimero

de usuarios diferentes, ser compativel com © maior nimero de

computadores disponiveis, ser barato ou de execugiio barata e
resolver problemas particulares da forma mais eficiente
possivel.

Dentre todos estes objetivos, o Gltimo se justifica
principalmente quando se trata de resolver problemas de grandes
dimensdes, que possuem matrizes enormes. Para multos desses
problemas, a solugdo somente pode ser alcangada quando se abre
maoc da abrangéncla, utilizando programas especializados.

Ist.o ocorre, especlialmente, quando se trabalha com
matrizes grandes que apresentam um numero consideravel de
elementos nulos. Geralmente, se estes elementos sdoc tratados
convenientemente, & possivel reduzir significativamente as
quantidades de meméria e tempo computacionais exigidos na
manipulagzo das matrizes.

Os problemas aos quais este texto & dedicado —
aqueles que possuem estrutura bloco-angular —_ se enquadram
nesta classe, mas vao mais além., Neles, n3oc s as matrizes

possuem um grande numero de =zeros, como também encontramos os
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elementos n3o nulos dispostos de forma t3o0 particular que é
possivel tornar o processc de obtengac da solugiio Stima ainda
mals rapido e econdmico se adotado um tratamento particular

conveniente,

Mas as preocupagoes do otimizador n3o podem se
restringir apenaz aos critérios de tempo e espago gastos. Quando
se pretende resolver problemas de grande porte, ha que =se
tomar em conta os erros inerentes as operagdes aritméticas
feitas por computador. Erros estes gque s30 transferidos aos
dados obtidos em cada etapa do processo de otimizagdo e que
podem ir se acumulando até amsumirem uma proporcac tal que
inviabilize a obtencio da solugdo correta do problema.

Tendo isto em mente, R. H. Bartels e G. H. Golub [3]
apregsentaram um processc de mudanga de vértice (no algoritmo
simplex) capaz de garantir a confiabilidade dos resultados
obtidos sem comprometer em demasia o tempo de execugao dos
programas computacionais. Tal método, que envolve a decomposicdo
da base em matrizes triangulares, tornou-se, desde entido, muito
popular dada a comprovada estabilidade numérica que induz.

E t3c somente a aplicacioc da idéia de empregar este
tipo de decomposi¢gac na resoluggo daqueles problemas lneares
que possuem matrizes com forma bloco-angular que nos vad
interessar neste trabalho.

No primeiro capftulo, o© problema é apresentado,

INTRODUGAO



Juntamente com alguns ramos  de atividade em gque ele é
encontrado. Além disso, s3c superficialmente descritos O
algoritmos especificos atualmente disponiveis para a solucao
desta classe de problemas.

No segundo capitulo, s3oc expostas em profundidade as
caracter{scas do algoritmo ora propostc e de todos os seus
passos principais.

Em seguida, no terceiro capitulo, s3dc detalhados o=
aspect.os computacionais do método, incluindoe os motivos que
levaram a adogaoc de determinadas técnicas de armazenamento e ao
uso de estratégilas de pivotamen‘bé: especificas, dentre outros
detalhes de implementacio.

0 quarto capitulo é dedicade as comparacgoes numéricas
dos algoritmos descritos nogs capitulos I e II. Nele é& exposto e
comentado o© desempenho relative de cada método, com énfase
particular para problemas de formulagao de ragdes.

Por fim, no capitulo V, € descrito um processo
capaz de acelerar o algoritmo apresentado em II quando =se

otimiza problemas semelhantes ao de ragdes.
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CAPITULO PRIMEIRO

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA

SEGAO I FORMULACAO

0 nosso objetive principal & resolver, da forma mais
eficiente possivel, problemas de programagac HUnear com

varidveis canallzadas, gue podemos definir genericamente como

sendo:



minimizar c:Tx

sujeito a bt < Ax u <Ia.1>

1A
23

Onde:

x € R” representa as variaveis do problema;

c € R” & um vetor de custos associados a x;

b e R s30 os limites inferiores das restricdes;

u ™m y . ~

b e R =a0 os limites superlores das restrigoes;

AeR™ & a matriz tecnolégica do problema;

1 e« R” fornece os lmites inferiores e

ue R os limites superiores das varidveis:.

Entretando, iremos nos dedicar a um conjunto mais
restrito de problemas, denominados bloco-angulares, cu ja

caracter{stica principal reside no fato da matriz A possuir o

seguinte aspecto:
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representam elementos nulos.

esta

para

bloco—angular

A

da denominagao

emprego

0

estrutura da

problemas =se explica facilmente pela

de

claszse

matriz acima, na qual se distingue uma série de blocos préximos

de uma banda horizontal que, a partinr

diagonal principal, além

~
2

Lt

de agora, designaremos pelos termos restrigoes de acoplamento ou

de estoque, em virtude da fungio a

~r

ou ainda restrigoes

gFerals,

Ay

ela assoclada em grande parte das aplicagoes reals estudadas.
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SEGAC 2 APLICAGOES

Antes de pas.sar a descrever qualquer método para
resolver o0s recém apresentados problemas 'bloc:o"anguhares, parece
conveniente comentar ac menos algumas situagdes reals em que
este pode se torxnar util, de forma a fornecer ao leitor uma
nogao de sua aplicabilidade.

Poderf{amos comecar, entdc, nao sem um certoc exagero e
com fins apenas ilustrativos, dizendoe que +todo problema de
programg?s’m linear pode ser reduzido a forma bloco-angular,
mesmo que sejamos obrigados, para tanto, a considerar uma matriz
tecnoldgica com apenas um bloco & a retirar deste bloco algumas
de suas restrigdes para compor a banda de acoplamento.

Mas, como diz{amos, embora seja verdade, isto ja é um
certo exagero, pois, de uma forma geral, dJdificilmente um
algoritmo especifico para nosso tipo de problema teria wum
desempenho médio satisfatério =se requisitade para otimizar
outros problemas de programagac linear com estrutura gue nao
se ja in-t,rinsecament.e bloco-angular.

Deixemos, portanto, a retdrica para tras e passemos a

pratica, analisando algumas das atividades para as quais

8 PROBLEMAS LINEARES BLOCO—ANGULARES E FATORAGCAO LU



é conveniente a elaborac3o de um método de solugdc espec{fico,

como © que pretendemos apresentar.

Problemas de alocacio de recursos limitados

A aplicagio mais freqiente e aquela em que esperamos
encontrar os melhores resultados para oz algoritmos que estamos
estudando & a otimizar;go de problemas compostos de diversas
atividades que utilizam recursos comuns, supondo que alguns
destes recursos n3ao est3o disponfvels em abundancia, mas em

quantidades limitadas.

Um exemplo classico & o conhecido problema da racdo ou
da dieta, o qual detalharemos em virtude das=s numerQsas

referéncias a ele feitas ao longo do texto.

O problema da racdao

Trata-se de produzir diversas ragdes diferentes, cada

uma delas definida através de um sistema na forma:

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA
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Na expressaoc 121 acima, 4 indica tratar-se da
i-ésima ragaoc, > é o vetor dos ingredientes (milho, =oja, por
exemplo) utilizados nesta racao, lt e u representam o consumo
minimo e maximo exgido dos ingredientes, os vetores b'.: e bl:
fornecem os teores nutricionais {(que podem ser de proteinas,
vitaminas, calcio, etc) minimos e maximos que a ragao i deve
possulr € as colunas da matbriz Ai contém a composigao
nutricional de cada ingrediente.

Outra caracteristica muitoc importante deste problema,
e que deve ser levada em conta ainda, é que as ragdes possuem
muitos ingredientes em comum fmuit-as delas podem conter milho,
por exemplo). Por este motivo, nao é diffcil encontrar, também,
uma disponibilidade limitada para alguns destes ingredientes.

Resumindo, dizemos que nosso problema é composto por

¥ 3 Diversos blocos, cada um descrito na forma 1241,

e
representando as ragoes; e

2 Algumas limitagdes de estoque para certos

ingreciientes, o que constitui uma banda de acoplamenio, que
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relaciona elementos de varios blocos, e torna o problema

bloco-angular.

. ~
Variacoes

O mesmo problema pode ter outra forma se considerarmos
varios lotes de ragoes que deverdo ser produzidos em épocas
diferentes. Assim, as restrigdes de estoque passam a representar
a disponibilidade dos produtos limitados ao longo do tempo. A
primeira destas equagdes, por exemplo, indica a quantidade de
miltho que pode ser consumida pela ragdes que serac produzidas no
primeiro periodo, a equac;gco seguinte fornece a disponibilidade
de milho acumulada até o segundo periode <{supondo que =seja
poss{vel estocar o excedente nio consumido no pericdo 1), etc.

Com este modelo pode-se, também, otimizar as compras
de ingredientes para as racoes, admitindo que seus pregos variam

sazonalment.e.

Por fim, outra aplicagiio classica do problema de
alocacdo de recursos advém da distribui¢do de horas de trabalho
em locals diferentes (pa produgao de artigos diferentesd para

operarios especializados.

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA 11



Problemas de transporte

Imaginemos, agora, um problema de transporte na

forma padrao:

minimizar zzc .
ol v)] L]

sujelto a x = f
Z vy v q.z.2>

onde:!
xi.j € a quantidade de mercadoria transportada de ¢ para j;

S, é o custo de transporte entre i e j;
fi é a disponibilidade do produto na origem i (fL)O); e

dj é a demanda no destinc (dj)O).

Observa-ge que este problema também pode ser esenito
na forma bloco-angular se considerarmos, por exemplo, as
restricdes de oferta como sendo o acoplamento e dividirmos o

p . - L d
resto ‘da matriz em blocos que correspondem as resirigoes de

12 PROBLEMAS LINEARES BLOCO~ANGULARES E FATORAGAO LU



demanda em cada destino.

Nos casos em gque o numerc dé pontos de origem é muito
menor Jque os de destino (ou muito malor, se invertermos os
papéis dos blocos e do acoplamento na matriz tecnoldgica), esta
transformagao que estamos propondo pode =e tornar convidativa e
o problema pode ser solucionado de forma eficiente sem ser

necessario ¢ uso de um algoritmo especiallzadoc em transporte.

Problemas de fluxo de varias mercadorias ou produtos

Consideremos um s=sistema de vias de transporte de
produtos em forma de rede, com seu grafo associado G(V,4), onde
¥V é o conjunto de vértices e A ¢ conjunto de arestas de 6.

Suponhamos, agora, gue desejamos transportar diversos
tipos de mercadorias entre os varios vértices da rede e que cada
aresta atj, Mgando os vértices i1 e J, possui uma orientaggo {ou
seja, nem sempre as mercadorias podem fluir em ambos os
sent.idos),

Associemos a acada uma destas arestas um limite
superior para o volume dos produtos que nela podem ser
t.rangportados, u_Lj, e um custo de transporte que depende também

do tipo de mercadoria transportada, ch ;

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA 13



Por fim, definamos um vetor bp que indica a demanda ou
aofert.a do produto o na rede (e bpt<0, entdc ha demanda do
produto p no nd i, caso contrario, se bpi>0 ha oferta)d.

Neste caso, podemos dividir o] problema por
mercadorias, associando a cada uma um bloco de restrigdes na
forma Axp - bp, onde 4 é a matriz de incidéncia do grafo e x, é
o vetor que representa o fluxo da mercadoria r em cada um dos
arcos da rede. 0O vetor x tem que satisfazer ainda as
canalizacdes 0 < x < u.

Precisamos, ainda, considerar um con junto de
rectrigées de acoplamento para aqueles arcos onde mais de uma

mercadoria pode passar, donde podemos representar ¢ problema na

sua totalidade como sendo:

minimizar C X

ity
o
5

sujeito a Z X = u
P o]
P 123>

14 PROBLEMAS LINEARES BLOCO—ANGULARES E FATORACAC LU



Também aqui o emprego de algoritmos especificos para
modelos  bloco-angulares tem sidoe sugerido e ge mostrado

eficient.e.

Problemas com matrizes na forma escada

Por fim, vamo=s abordar aqueles problemas nos quais a

matriz tecnoldgica tem forma escada, come a da figura 124

abaixo:
— J—
aooonOoooogon
Yl o) o Fus o g [ g
[m]wisin|wiw]nnininiwie]
L0 oganRooon
(e]uinla]wia)nieinli)uin]
oOo0o0oonog
0000000000
oa0ooononog
0Oooogogooouonoog
googoadoogooaogn
G000000D0000000n
B000p0000nnonno
ooO0000on0a0n0ng
alwlalelalslmlalala]slEldlu]s]
Ooouuoooog
goooouQCog
Do0oonoLDo
00Co0a0oo0og
oOoONaonooooon
oooooQoOnuoonn
[ Jom ) ow ' i o] o o o i |
oooodoguognoog
[Wingmimwls e o w =)
- _
Fig I.2.4 - Uma matriz na forma escada

Um problema deste tipo também pode ser posto na forma

bloco-angular se seguirmos os seguintes pasgsos:
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I

Primeiro isoclamos as colunas que contém elementos de

mailg de um bloco na parte direita da matriz:

2>

Fig.

I.2.2

gnooac
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A matriz

matriz bloco~anguiar.
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egcada com colunas paermutadas

Depoizs resolvemos o problema dual, que utiliza AT, uma

Entretanto, convém deixar claro que esta transformagso

deve ser feita com cuidado, nac sendo indicada nos casos em que

© problema dual contém um nimero multo grande de c¢olunas ou

quando & excessivoe © numero de colunas que englobam mais de um

bloco nc problema primal.

i6
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SECAO 8 ALGORITMOS EXISTENTES

Sem tomar por base a segao anterior, que fol muito
resumida e superficial, podeme= dizer que ¢é consideravel o
namero de  problemas que  podem  ser  escorites na forma
bloco~angular, motivo pelo qual varios matematicos de renome Ja
se ocuparam em apresentar algoritmos especi{ficos para sua
solugdo. Alguns destes métodos merecem um destaque maior em
virtude de s=serem considerados bastante eflicientes e de serem
utilizados largamente. Vamos comentar agora as implementagdes

que consideramos mais interessantes.

Algoritmos de Decomposicao

Antes de mais nada, dividamos, outra vez, o© nosso
problema bloco-angular em duas partes distintas, uma contendo os
blocos junto a diagonal, outra comportando as restricoes de
acoplamento,

Se desejassemos resolver apenas a primeira dessas
partes, nosso trabalho se resumiria a otimizar cada bloco em

‘separado, o que &, em geral, muito facil se comparado ao esforgo

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA 17



necessaric para resolver o problema completo d{isto ficara bem
claro no capitulo correspondente aos resultados computacionaisd.

Parece ser, entic, a primeira vista, proveitosc manter
esta divisdc se pudermos solucionar separadamente cada um dos
subprobiemas.

Obviamente, isso nao & taoc simples, nem & possivel
conseguir de imediato. Contudo, pode-se langar mao de algoritmos
que, agindo de forma iterativa e .operando com o problema
dividido, consigam convergir paulatinamente para a sclugac 4dtima
global.

Cbservemos como ¢ possivel aproveitar essa idéia da
decomposigac, descrevendo os dois principais algoritmos nela
baseados. Nad sem ant.es, entretanto, para Facilitar ad
entendimento, re-escrever ¢ modelos formulado na secio 1 deste

capitulo na forma:

minimizar PSR N T T Ly C1.8.1>
1 1 A 2 12} n
sujeito a A X = b {1327
11 t
A .k = b 133>
2 2 2
A .x = b {1.3.4>
™ ia) sl
D .x +D .x + ...+ D x = f (138>
1 i 2 2 ™ il
X =0, x =0, » o= D0 (1.3.62
L 8 4 o]
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A idéia de Dantsige e Wolfe

Dantzig e Wolfe' foram o= primeiros a apresentar um
algoritmo de decomposicdio, no Infclio dos anos 60. Eles partiram
da idéia de que, supondo limitada a regido fact.ivel do polledro
corréspondent,e as restrigdes dos blocos <(equagodes 1.3.2 - 134
e 138.6>°, toda e qualquer solugdo, x, do problema 131 - 136

r

1
acima pode ser escrita em funt;ao dos vértices, x, .. =,

deste poliedro, na forma

X - z A% 137>
t v

E A m 1 (138D
£ L

A =0 3.9

Assim, substituindo estes termos na fung3oc objetivo

1.34 e na equagao 1.3.5, obtém-se

‘DANTZIG, 6. B. & WOLFE, P. The decomposition algorithm for
linear programmiﬁg. FEconometrica. 9 42.767-7782, oct.. 1961,

‘Esta suposigdo pode ser relaxada, mas evitaremos fazeé-lo aqui

~para facilitar a apresentagsio do método.
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minimizar Z(c.xi).i\_ 1.3.40>
£ L%

sujeito a z DxIN = F 1.A11
1

z A =LA 20 (1.3.42)
L

Obmervando com atengio, hota-se que este problema, que
denominarermos N il , @ AabzoluLamente equivalent.e e
original, com & vantagem de possuir apenss uma linha a mais que
o acoplamento, em comparaciao ao  grande nimero  de  linhas 4o
problema 1.3 - 1.8.4

Mas, por outro lado, ele tem, @ao mesmo Lempo, Lanbas
colunas guant.os véribices contdédm o poliedro 132 - 134 Cem gue
me conwidera soments o5 bilocos?, valor qgue gepralmente & muibo
grande.

O que ox dois pesquisadores  sugerem  que  fagamos &
resolver ewste novo problencs. tomando, entpetanlo, o ouidado de
nae guardar suas ol Ce Laanpouco  emamarar  sens vesbicex),
mas  gera-ias  guando  oecesscrio. ou seja. gquateio Oorem Lomar

parte na base, sesundo o seguinbe algoritmo;

- N . . . -
£ Weja 7 o vebor das vapiaveis rduaix corvespondenles o

e ey -~ . .o " - e
aeguacan LI & o a0 dndcs varihavel  dual pelabtiva  a edguagan
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1.3142. O= custos relativos, Ej, do problema 1.3.10 - 1.3.12

LT
podem, entao, ser escritos como:

& moeox) - b, od | <1.3.13>

ou, de outra forma,

’&j = (c - ni.D).xj - o (1.3.14)

Usando o critéro de Dantzig para escolher a variavel s gque

entrard na base, temos:

& =momin & = (¢ - n‘i.D).xa - a (1.3.18>

.
J

Como os pontos extremos podem ser separados por

blocos, resclver 1.3.15 é equivalente a encontrar

S m =z -« 1.3.16>

onde i, indice que representa o bloco, varia entre 1 e n, ¢ =z é
L

obtido resolvendo-se ¢ problema
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minimizar zt - (‘:L_ n‘.D).x',’ 1.3.17>

sujeito a Ai'.x‘_. -bi. {a1.3.18>
xi' 20 {1.3.19>
F-J Uma vez obtido x’, a coluna que entra na base é
D.x"
p o= | e <1.3.20>
* i

com coeficlente da fungfo objetivo igual a a.x”,

Depois desta breve exposigdco da forma pela qual €

gerada uma coluna que entra na base, podemos resumir o algoritmo

de Dantzig e Wolfe:
} 5 Dada uma solugao basica facti{vel para o problema
13140 - 1312, com base B e multiplicadores I[n, o), resolver

os subproblemas 1.3.17 - 1.3.19.

2 Calcular ¢ , usando 1.3.16. Se ?:'B > 0 entic a solugdo
- £

obtida é dtima e a solugao do problema original é
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» j .
X - 2 ka.x » para j bamsico 1.3.21>
i

3

onde x° sac os vértices das regides fact{vels dos blocos que

correspondem as componentes basicas de A.

3 Se E’a < 0, calcular

€1.3.22>

e, através do processo usual de pivoteamento do simplex, obter

uma nova inversa da base e um novo conjunto de multiplicadores,

volt.ando ao passo r.

A proposta doe Rosen

Outro algoritmo que também se basela em decomposigao &
atribuido a Rosen [15). Embora Iintuitivamente facil de se
entender, este método, como ¢ anterior, esta baseado numa série
de teoremas que evitaremos citar aqui, dado o carater expositivo

.da sec3o.
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Sendo muito breve, podemos dizer que Rosen sugere
que =e resolva um problema gerandoe uma sequéncia de solugdes
basicas infactiveis, mas que correspondem a solugdes basicas

fact.iveis para o seu dual.

Para um problema descrito por .31 - 1.35,

considerando-se ainda dque as variavels sao canalizadas, isto é,

l = x < u, ... .1 =X £ u C1.3.23>

o algoritmo consiste em:

el Minimizar cada bloco em separado (sem levar em conta

~ )
as restrigoes de estodqued.

I Congiderando apenas o problema de acoplamentoe, ou
se ja, as: equagces .31, 1.3.5 e 1.3.23, substituir cada
variavel basica xi, k = 1, ..., n, por
I} -1 N ’
; - K2 1.3.24>
x = Bk (bk Nk X,

. ; . ~
onde Bk e a base do bloco k, e Nk a matriz das colunas nao
basicas do mesmo. Tem-se, entio, um nove problema, escrito

- . A o )
apenas em fungao das varidvels nao basicas dos blocos:
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T T
minimizar [c”] N+ L+ [c”] x <1.3.25>
~d 1 ~h n
sujeito a DT XN + ... + p¥ MN<b 1.3.26>
~ 1 1 ~TY n ~
N N N
1k = xk Suk , k= 1,...,n Q.327)>

onde
YT T Y -4
[fk] = [Ck] - [ck] BN 1.3.28>
N N B _ -1
D - l)k 1)](.13k .Nk 1.3.29>
B B
b = f an.xk (1.3.30>
2 Rezmolver o problema 1328 - 1327 (veja que ele

possui, apenas, o mesmo nGmero de linhas que o acoplamento).

N B
3 Calcular, em funcao de xk, o novos valores de xk,

utilizande 1.3.24.
Por simplicidade, chamaremos este novo vetor x por

x: , em oposicao aos valores obtidos na lteragdc anterior (ou no

passo o), denominados x:.
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4 Verificar sze

Em casmo afirmativo, a solugiic encontrada é dtima e nao

& necessario prosseguir.

5 Caso contrario, escolher, para cada bloco g gue

. - . i
contenha uma canalizagio violada, uma variavel basica x dentre
g
k=3

as que nao obedecem seus limites, tal que:

a =  min & 1.3.32>
E] , q,
e i 1
onde, para variaveis gue violaram o limite inferior:
x° -1
a a
= = 2 2 €1.3.33>
a, o 1
j X - X
q q

o)

u - X

o a.

6 = ! - (1.3.34>

q 1 O
] oo - X

q a

] Al

s Resolver novamente, para cada bloco g, um programa com

as restrigées:
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A . x =b (1.3.3%

I = x = u (1.3.36>

e com uma fungdo objetive que depende do tipo de vioclagdo.

1

Assim, se xq > u , obtém-se uma nova base B, para o bloco,
: q, q
i J

maximizando xq. Se, por outro lado, x: <1, B € obtida

minimizando xq

Em segulda, voltar ao passo i.

Caracteristicas dos métodos de decomposicdo

Algumas das caracter{sticas mais relevantes dos

métodos de decomposigao szo:

b Como sd se trabalha com problemas pequenos, 0 ConsSumo
de memdria costuma ser muito baixe se comparado aos daqueles

métodos que trabalham com a matriz tecnoldgica completa.

) Além disto, pelo mesmc motivo, a matriz Dbasica

utilizada & muite pequena, agilizando o© processo de =sua
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. ~
decomposigac ou atualizacao, passo que, normalmente, ¢ o mais

demoradc em cada iteracdo do simplex.

3 Finalmente, o desempenho de ambos os métodos sera
tant.o melhor quanto maior for o numerce de blocos e menor o de
restrigges de estoque. E nenhum deles cozstuma funcionar bem
quando ¢ numero de linhas de acoplamente for razocavelmente

grande.

Usando a estratégia daz restricdes ativas

Outro algoritmo proposto para problema bloco angulares
envolve o uso da estratégia das restrigoes ativas dentro do
método simplex [1].

0= pontos de ue merecem destaque nesta alternativa
s30 a boa estabilidade que ela induz ao processo de resolucio
dos problemas, o tamanho reduzidc da matriz basica e a auseéencia

de variaveis de folga na fase 2 do simplex.
Descricdo do algoritmo

. a - . L)
Seja x uma solugao basica factivel nao degenerada do

problema. EntZo, o método simplex combinado com a estratégia das
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restrigdes ativas pode ser resumido por:

I Teste de Otimalidade. Verificar se a solugdo

disponivel é otima aplicando as condigoes de Kuhn-Tucker:

c + z na o+ z e = 0 a.3.37>
+ L JJ

LEr jed

onde
I é o conjunto das restrigdes ativas, e
J o conjunto de varidveis ativas da solugio;
a é a i-ésima linha ativa da matriz A
e, é a j-ésima coluna da matriz identidade.
r.r Para i==o, deve-=se calocular primeiro os

multiplicadores correspondentes a soluc3do, resolvendo

Bl.g m c <1.3.38>

para obter n (B representa a base), e substituir estes valores

em 1.3.1 para obter u:

- . {1.3.39>
'uj fad Cj z ﬂ'i' ai.,j, je]
LET

I.2 A solu-;ﬁo atual, x, sera d&tima se os multiplicadores

atenderem a:
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7 > 0, se a.x = bF; €1.3.405
1 1

L

n €0, e axm b?; <1.3.41>
1 1

@ > 0, se X o= lJ_,' =Y C1.3.42>
3 i

oo <0, se xj = uj I1.2.43>
3

caso contrario seria preciso escolher uma restrigic ou varidvel

de multiplicador incorretoe para deixar a base.

- o x
& Calcule de uma dire¢aoe de busca. Selecionado um
multiplicador incorreto, & preniso determinar a aresta, d, sobre
r I -
a qual sera procurada uma solugao de custo menor. Isto é feito

obedecendo~-se a um dos seguintes passos:

2.1 Quandeo o multiplicador escolhide & n. Neste caso,
1

deve—-se resolver o sistema

Bd = = {1.3.44>

onde

z = e , men <0 e

Z = - , me 1 > Q.
L

30 PROBLEMAS LINEARES BLOCO~ANGIILARES E FATORACAO LU



2.2 Quando o multiplicador escolhido é u. Aqui também
i

sera preciso resclver um sistema na forma

Bd = = (1.3.45>

onde, agora,
z-éj, s:e,uJ,)O,e
z = -4 ,senm <0, e
i i
A, representa a parcela da coluna da variavel J
i

correspondente As Hnhas das restrigds ativas.

3 Determinag¢do do tamanho do passo. Resta, ainda, para
obtermos o novo vértice xl, calcular a distancia deste em

relagdo a x se caminharmos sobre a aresta d. Para isto, dada a

equacao

x = x + Ad, (1.3.462

deve-se adotar como tamanho do passo, A, © menor valor fornecido

pelas equagdes abaixo:

3.r Para cada restricac inativa 4, em relagdc ao limites

inferior e superior, respectivamente:
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e e £ - {1.3.475

.2 Para cada canalizacico inativa Jj, em relacio aos

seus limites superior e inferior, respectivamente:

(=] —— (1.3.4%8)

Peculiaridades interessantes

0 relativamente balixo consumoe de memdria deste método,
gque pode ser conziderado uma de suas virtudes, esta associado a

dois fatos:

I A matriz basica utilizada pelo algoritmo é obtida a
partir da matriz techoldgica A de 1.1.1, extraindo-se desta as
linhas correspondentes a restrigdes naoc ativas (ou seja, aquelas
em gue aix s bt) e as colunas das variaveis ativas <{aquelas em

que ®x = 1 ou x = ud Observa-se que esta matriz sera,
3 i A l
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geralmente, muito menor que a base utilizada no método simplex

original.

2 Nos problemas em que os diversos blocos compartilham
de um mesmo conjunto de recursos e possuem restrigdées de mesma
natureza, como o problema da ragio, citado na gegio 2 deste
capitulo, a matriz tecnoldégica n3o precisa ser armazenada. Ao
invés disto, guarda-se uma outra matriz que relaciona os insumos
as exigéncias das restricdes.

Assim, se todas as ragdes incluem ingredientes como
milho e =soja, e todas tém restricoes relativas aos niveis de
protefna e gordura, por exemple, os blocos da matriz A terdo
muitos elementos em comum, que podem ser armazenados numa Unica
matriz e recuperados sempre que se julgar conveniente. Com isso,
evita-se o desperdicio de guardar os mesmos dados repetidos

bloco a bloco.

Outra vantagem gque também pode ser atribufda ao
tamanho reduzido da base diz respeito ac pequenc tempo consumido
na fatoracao dezta, t.ornando desnecegsario um algoritmo
especifico para sua atualizagic, uma vez que € econdmico
refatora-la a cada iteracdo do simplex, eliminando um dos

principais focos de instabillidade deste tipo de método.
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CAP fTUl..;O SEQUNDO

DESCRICAO DO ALGORITMO

SEGAO 1 OBJETIVO E CARACTERISTICAS DO ALGORITMO PROPOSTO

Como foi possivel observar no capf{tulo primeiro, a
matriz tecnologica do problema considerado possui algumas

caracteristicas bastante evidentes relativas a sua estrutura

3 A matriz é bastante esparsa, isto é, tem um grande

numero de elementos nuloss;



= A esparsidade estaA muito bem organizada, ou seja, a
matriz & densa em blocos proximos a diagonal e em uma estreita

banda horizontal na parte inferior.

Dada asx peculiaridades desta matriz, e uma vez que a
base, no método simplex, é tac somente uma submatriz dela, &
possivel crer que um método para a solugaoc de tais problemas de
programacac linear que Sse pretenda eficiente deve levar em conta

tal estrutura de forma a obter

T Umi economia Jde memoria, armazenando apenas s
Ty ' . r
element.os nao nulos de todas as matrizes envolvidas e evitando

A0 maximo o surgimento de novos elementos durante sua execuciao:

2 g e
2 Uma economia de tempo, executando apenas as operagoes

M
gque envolvem os elementos nao nulos,

Ist.o mantendo sempre ¢ culdado de exigir uma certa
act.abilidade numeérica, para  gue o resultados rao ficuem

comprometidos,
Com a finalidade de atingir estes objetivos, foi

criado " um algoritmo que possui as seguintes caracteristicas

gerais:

s
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I E um algoritmo do tipo simplex com fatoragao da base
em submatrizes triangulares L e U, tal como idealizado por
Bartels e Geolub (19692, que provaram suas boas caracter{sticas

no tocante a estabilidade;

2 As matrizes oriundas da decomposigic da base nso
ocupam mais espago do que esta, permitindo um aproveitamento

integral de sua boa estruturs;

4 Para evitar uma nova fatoragdo a cada passo do
algoritmo, as substituicdes de colunas basicas =30 normalmente
feitas por um processo de atuallzagao da base que gera poucos

)
element.os nac nulos NOVos.

Depois desta pequena introdugio, passemos mais que
depressa & descrigac do algoritmo. Niao =sem antes prevenir,
entretanto, ainda a tempo, que, na davida entre a prolixidade e

a superficialidade, incorreremos mals vezes no primeiro vicio.
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"
SEGAOC 2

O ALGORITMO SIMPLEX COM DECOMPOSIGAO LU

Vamos considerar um problema de programa¢ioc linear com

varlaveis canalizadas na forma

v
minimizar ¢ x

sujeito a Ax = b <11.2.12

O<x=<u

onde

ceﬂ?";beﬂ?m;rn{n;e

a matriz A € R tem posto linha completo.

Passos do algoritmo Simplex

Supondo que JA encontramos uma soclugac basica viavel

inicial, X, A& qual corresponde a base

1 Y225
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e definindo ainda os vetores

X =0x°, .., x" C11.2.3>

X, = [x:’ s e, XN g CI1.2.4>

das demais componentes ou componentes nao basicas de X. Entao,
"y - x
para obter uma nova sclugac, X', melhor gque X, o metodo simplex

nor recomenda que, a cada passo

r Encontremos os valores de XB, resalvendo

B.XB = b {I11.2.55

uma vez gue

X =0 ou X = u 11.2.6>
L 1 1.
para tode i = 1, ... , nm.
2 Formemos o vetor
¢ m= e, .. '3 CI1.2.7>
B 1 m

Ay
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das componentes de ¢ correspondentes as colunas basicas, e

regolvamos

B A = <, CII.2.8>

(os elementos do vetor A s3o conhecidos como multiplicadores do

simplex)

3 Teste de otimalidade. Para cada coluna n3c bisica AT

de A, calculemos

c =&Y - AT AN 11.2.9>
J J J
e verifiquemos se sao obedecidas as inequagdes
E‘Jﬁ' > 0, para x*;' =0, e CI1.2.10>
E’J,‘ < 0, para x’; - u';'. CI1.2.11>

Em caso afirmativo, a solugio atual, X, é &tima e nic haéa porque
continuar com o© processo. Caso contrario, é preciso que
escolhamos um indice s correspondente a uma varidvel que n3o

atende a uma das inequagdes I11.2.10 e I11.2.11.
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4 Resolvamos

By = As . C11.2.12>
5 Encontremos o {ndice r tal que
. » N
r = min ¢ r‘, T, us > a1.2.43>
onde
X
r m min (II1.2,
Ty ‘ -]——l-yi‘ 14>

para todo Y. tal que Yt'é > 0;
u? - X%
r, = min k > CI1.2.45)

para todo y tal que y?.cS <0 e

1, =e x: = 0
5 = IL.2.146)
-1, se X = 4uY
= =

e Retiremos a coluna A: de B e acrescentemos 'As formando

uma nova base, podendo, ent3do, retornar ao passo 1.
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Passos dos quais depende a eficiéncia do Simplex

¢ bom desempenho do algoritmo simplex tal como ele
esta sendo apresentado irA depender, basicamente, da eficiéncia

com que s30 resolvidos os sistemas

T
BX, = b, B'A = c, By = A_

que aparecem nes supracitados passos 1, 2 e 4, respectivamente,
e também a substituicdo de colunaz de B, © que chamamos de

atualizacao da base (e gque aparece no passo 6.

A partir da préxima segio, vamos nos preocupar tao
somente em detalhar e analilzsar as conseqisnclas sobre o
desempenho advindas da manutenr;'é"o da base, no simplex,

decomposta em submatrizes triangulares. o gque representamos por
BP = LU AL.247>

onde L e U s3do, respectivamente, matrizes triangulares inferior

e superior, e P é uma matriz de permutacces de lNnhas,
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sEcio 3 A FATORAGAO DA BASE

A decomposicao de uma matriz quadrada gualquer, B, em
submatrizes triangulares € frequentemente empregada para tornar

mais rapido o processo de resolugao de uma sequéncia de sistemas

lineares do tipo

B.x ™3 ou B'.x =}y CI1.3.1>

que diferem entre =i apenas pelo=z elementos de [ e p. Isto
porque ¢ uso de matrizes triangulares transforma este processo
numa sucessio trivial de substituigdes.

Para matrizes que nao possuem uma estrutura
determinada e para matrizes densas, © processo costumeiro da

decomposicido LU consiste em fazer

PB = LU (I1.3.25

onde
B tem dimensdo m X m;

L <triangular inferior>.é o produte de matrizes
triangulares unitarias;

U é triangular superior; e

P é o produto de matrizes de permutacoes de linhas.
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De forma mais explicita:

=
L LlLZLS me‘“_ m’ {11.3.3>
= 1.3.42
P Pm P3P2P1 I
— - o —
11 11
\1 \'1
1 1 01 1
\1 \h‘i
11 11
\1 \1
o 11 1 01
‘\_1 ‘xl
1 1
L - bt —
Fig IE. 3.4 ~ Uma matriz Fig 11.3.2 - Uma matriz
triangular uritaria de permutagZo de Limhas

Nas figuras I[31 e 1132 sao exemplificadas as
matrizes que compaem L e F. Assim, se a matriz L‘_. fol utilizada
para zZerar o elements b e de B, entao tera apenas um elemento
nac nulo — 1‘],k = o - abaixo da diagonal principal. Por sua
vez, se Pi. & a matriz utilizada para permutar as linhas jJ e k de

B, entdo pode ser montada a partir da identidade, trocando-lhe

as posigoes das colunas f e k.
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Neste tipo de decomposicdc, a matriz de permutagdes de
linhas aparece nao somente para garantir que os elementos da
diagonal sejam nac nulos <(requisitc necessaric para que o
problema possa ser resolvido), mas também para conferir ao
método uma malor estabilildade numérica, evitando erros de

Card
arredondament.o que possam comprometer a obtencac da solucio.

A estratégia de permutagac utilizada geralmente para
manter a estabilidade ¢é chamada de pivotamento parcial e
consiste em permutar lnhas {(ou colunasd de forma que, a cada
passo, o elemento que ira ficar na diagonal principal da matriz
{ou seja, o pivod) seja aquele de maior valor absoluto dentre os

candidat.os.

Ma=, para resolver =sistemas em gque 2 matriz tem forma
bloco-angular, a estratégia de pivoteamento parcial c:o.l:n
permutagdes de linhas tal como descrita acima é extremamente
desaconselhavel, uma vez gue pode gerar um enorme nimero de
elementos nac hulos novos durante a fatorac3o.

Basta imaginar um casc em Jque s=eja preciso permutar

uma linha do acoplamento com outra de um bloco, como na situagado

extrema mostrada abaixo:
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BP = LU (I1.35>

com

L triangular inferior;

U = Umx Mmem U3U2U 1 {produt.o de 'mat rizes

triangulares superiores ul_'xit.érias); e

P = P1P2P3 Pm.

Essa mudanga ndc provoca nenhuma alteragdo na
sistematica da f atoracdc., Apenas fornece matrizes ligeiramente
diferentes.

Além dis=o, a fatoragio invertida tal como pretendemos

fazer possul az seguintes vantagens:

I A quantidade de meméria gasta para armazenar os
elementos de L e U somadas é minima, ocu seja, izual agquela gasta

para armazZzenar a base;

2 Maizz qgque isso, os elementos de L e U podem ser
guardados exatamente nas mesmas posicoes dos elementos de B,

facilitando a manipulagzio dos dados;
E é claro que com esta economia de memdria, o tempo de

fatoracio e de solu¢do de sistemas também torna-se minimo, e a

estabilidade numérica w=e preserva, nao =6 pelo uso do
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t.ambém

pelo fato de que o erro

como

parcial,

plvot.eamento

costuma ser proporcional ac numers de elementozda matriz.

as

considerando

Ja

depois de fatorada e

Assim,

Id

permutagdes de colunas, a base terd o segunte aspecto
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de

e

(e numero

11.3.5,

se pode ver na flgura

Gomo

ac de B, O=s

igual

é

A
nacy i

elementos

los de L e U somados

direita da matriz U

s mais a

coluna

nas

elementos gque aparecem

ur
Nao

base e

dos blocos nio quadrados da

provenientes

~
520

s

mas tao somente movidos para estas

bt

criados na ratoracgao,

foram
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posigges quando das pex-mut.aq3es de colunas necessarias para
obter os plvdés correspondentes as linhas do acoplament.o,

Pode-se reparar, inciusive, que se estes elementos
forem agrupados com os blocos correspondentes, ter-se-A a mesma

disposigao dos elementos da matriz B original

Detalhando a fatoragao LU com o auxilio de um exemplo numérico

O método usmado na decomposicac da baze & o conhecido
processo de elimina¢do de Gaus.s, que vamos apresentar
braevemente. No exemplo mo=strado abaixo, utilizaremos uma
representacac compacta das matrizes oriundas da f atoragao, em
gue as matrizes L e U =30 apresentadas ao mesmo tempo como uma
50 matriz. Neste tipo de representagdio, os elementos acima da
diagonal pertencem a U, enquanto os demals correspondem a matriz
L. Todos os elementos da diagonal de U s3c lguais a 1,

dispensando a sua rapresentag?ﬁo.

Yamog gsupor que gqueiramos fatorar a matriz da figura

11.3.6:
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1. 00 2.00 .00 -8,00

2.00 -41.00 7. 00 2.00

-1.00 2.00 ~41.00 3.900 2,00 14.00 -2.00 i.00 8.00 ~41.00
2.00 -85, 00 -2,.00 ~41.00 1.00 -5.00 -4.00 5.00 -41.0Q0 1.00
5. 00 1. 00O 1. 00 1.00 1. 00 2.00 1.00 -4.00 8. 00 .00

1.00 ~-1,00 -1.00 Z2.00 2.00 -1.00 3.00 ~-4.00 —~1.00 1. 00

Fig. II.89.8 - Um exemplo de bame, P, com estirutura bloco-angular

No no=so problema, estamos preocupados em transformar
a base npuma matriz triangular inferior L. Para 1isso € preciso
eliminar os elementos acima da diagonal de B, o que & feito

através dos seguintes passos:

I.I Inicialmente, escolhemos o primeiro pivé come sendo
aquele de maior valor absoluto dentre todos os elementos da
primeira linha <(no caso, o elemento bas> e permutamos as colunas

1 e 3 para fazer com que o pivd passe para a diagonal.
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Com iIsso, a primeira coluna de L estiA formada e nao

mals sofrera qualquer alteragzio. A matriz torna-se, ent3o:

5. 00 2,00 1.00 -3.00

?2.00]1-1.,00 2,00 Z2.00

-4.00 1. 900

1.00 ~-4.00 -3.00 2.00

1. 00 1,00 —-1. 00 8. 00

-1.00 2.00 -41.00 3. 00 2. 00 1.00 -2,00 1. 00 3.90 -41.00

-2.001-8, 00 2,00 ~-1.,00 1.00 ~3,.00 ~4,00 5.00 -1. 00 1. 00

—1.00|-41. 00 1. 0% 2. 00 2.00 =~1.,00 53.00 ~4.00 1,00 1.00

Fig. fI.8.7 - A mesma malriz, apédas permuladas as colunas 4 e 2,
A primeira coluna (destacada) j& pertance & matriz L.

Gomo se pode ver, gqualguer que fosse o pilvd escolhido,
o numero de elementos nac nulos jamais aumentaria. A matriz P1’
referente A permutagio executada na determinagac do primeiro
pive, é semelhante a identidade, diferindo desta apenag pelo

fato da‘s colunas 1 e 3 terem sido trocadas.

.2 Depois de permutadas as colunas, é preciso eliminar os

elementos acima da diagonal na linha 1 da matriz. Para o
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element.o biz, por exemplo, isto & feito multiplicando-se a

primeira c¢oluna por

"1'}12/1311 (I1.3.6>

e somando~ze esta A coluna 2. 0 termo da férmula I1.3.6.

corresponde ao element.o u da matriz U.

Este processo é repetido para as demais colunas com
elementos ndo nulos na primeira linha (sempre usando a coluna do

pivéy, de forma que, ao final do primeiro passo, temos:

5.00;-0, 49 -0, 620 O. GO

7.00|-3.80 g. SO G20

-1, 00 Z2.40 -~0.80 2. 40 2. 00 1. 00 -2, 00 1. 00 3.00 ~1.,00

-“-2.00 (-2 20 1.60 -2.20 1.00 -3.00 -~-4.00 5.00 ~1.00 1. 00

-4, 00 |-0. &0 1.20 1.40 2,00 -1.00 3.00 —-1.00 —-1.00 1.00

Fig., II.9.8 - A matriz oo fimal do primeireo passo da fatoragao.
Em destaque, a primeira colund de L e a primeira Linha de w.
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Na matriz acima, ja se pode ver a primeira linha de U
 Os elementos desta linha poderac ser permutados, mas manter3oc

seus valores até o final da fatoracao.

2.7 Passamos, entdo, para a segunda iteragZo do algoritmo,
escolhendo, dentre os eclementos restantes da matriz B {aqueles
gque ainda n3o pertencem a L ou a U), o de maior valer absoluto
para ser o pivdé. E ficil deduzir da figura I1.3.8 que o elemento
b ., cujo valor é 6,20, deve ser o escelhido. A seguir as

colunas 2 e 4 s30 permutadas, e a segunda coluna de L esta

criada (figura I1.3.9).

5. 00 D.603 -0.20 —0. 40D

?7.00 6. 20 Q.50 -3, 80

~ 4,00 2,40 -0, 80 2, 40 2.00 1.00 -2.00 1. Q0 .00 —~4i,00

-2.00 -2.20 1.60 -2.20 i.00 -9.00 -4.00 5. 00 -1, 00 1.00 i

-4i. 0O 1. 40 1,20 ~-0. 060 2.00 ~41i.00 83.00 -1.00 -i.00 1. 00

Fig. II.9.9 - A matriz upSQ terem sido permutadas as colunas 2
e 4, JA4 se pode ver formada o segunda coluna de L.
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E¥- Rest.a, nesta iteracan, eliminar os elementos acima da
diagonal na linha 2 da matriz. Novamente isto & felto com o
auxilio da coluna do pivé (que é somada a cada coluna j depois
de multiplicada por -bz J,/b»zz). Com isso, ao final do passo 2 da

fatoragac temos:!

5. 00 0,50 ~0,.20 -0. 40

?7.00 G.201-0,40 0. &1

-4.00 2.40|-1.08 2.87 2.00 1.00 -2.00 41.00 13,00 ~-1.00
-~2,00 ~2,20 1.81 ~-3.5% 1,00 -8,.00 ~4.00 %.00 ~4. 00 1. 00
1.00 1.60| 2.064 1.58 4.00 2.00 1.00 -1,00 3.00 1.00

-1i.00 4, 40 1.06 ©0.26 2.00 -1.00 3.00 ~4,00 ~4.00 1. 00

Fig. 11.8.40 - Terminada a fatoradaoe do primeire bloeco,

Podemos dar por encerrada, entdoc, a fatoragso do
primeiro bloco da matriz. Pode-se obsmervar que, uma vez Jque 0O
bloco n3c é quadrado, algsumas de suas colunas teraoc que ser
permutadas antes de passarmos para o préxime passo. Estas
colunas woltardo a participar da decomposi¢ao quando estivermos

tratando das linhas do acoplamento.
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v

O processe de fatoragac do se;';uﬁdé e do terceiro
blocog ¢ semelhante ac do primeiro e, por isso,. nos absteremos
de' repet-ir' os mesmos enfadonhos passos descritos acima. Basta
notar que n3c haverid nenhuma interferéncia de um bloco na

fatoracac de outro.

Por fim, teremos a seguinte matriz:

5. 00 0. 80 ~0. 20 ~0O. 40

7. 00 S..20 -0, 10 0. oGt

3.00;(-0.9%

.00 —-1.33

-3, 00 0. 87 O.33 -0.33

-1, 00 2.38 -9.29 -0,.57

~1.00 Z.40 1. 00 1. 67 8. 00 1.00(-4.08 8.87 ~4.20 ~0.57

-2.00 -2, 20 -3, o0 2.00 -4, 00 .89 1.812 -3. 55 -4, 498 S.414

1.00 1. GO zZ.00 o, 53 5. 00 3. 00 2. 64 1. 58 1. 43 ~8.74

-4, 00 1, 49 ~1.00 2.33% —-1.00 O. a3 .00 Q.26 2.7 -0.806

. . B s , hA
Fig. II.8.44 - A matriz apos lerminaeda a fatoragao dos blocos.

Como =e observa na flgura I11.311, as colunas que -

sobraram nos blocos ndc quadrados da base foram transferidas
para o lado direito da matriz, sem, contudo, fazer c;bm que o

nimero de elementos nac nulos aumentasse.
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Para terminar a fatoragso, resta, entdo, decompor a
parte da matriz gque envolve apenas as restrigées de estoque,
bastando para isso repetir o mesmo processo utilizado nos passos
anteriores.

As matrizes L e U resultantes ao final da fatoragdo

sa0 fornecidas na figura I1.3.12.

5.00 0, 6O -0. 40 “9. 20

7.00 6. 20 [« X ~0. 410

8.00|-0,83

1.00 -—-4£.93

-2.00 -2.20 -3.00 2.00 -i1i.00 0.89 -3.55 -5, 651 0. 80 o.82

Fig. 11.8.42 -~ As watrizesz L e U apés terminada

Ny
a fatoracao
As matrizes das permutagdes citadas podem  ser

agrupadas formando wuma YUnica matriz P, ilustrada na figura

11.3.13,
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° ° ° ° a o o ° 1 °
s - s s a a 1 PS - a
1 o o ° s ° o s s a
o b | s o ° s s [ e ®
s ° s 1 " 8 ™ 3 s a
° o 1 ™ ° o o o o o
° o o ° o o ° 1 o s
[ IS o ° a & P o s 1
o ° 0 o 1 o 0 o o °
° s s s e 1 a a ° s
Fig. 11.3.13 - A matriz de permutagoss P.
SEGAO 4 A ATUALIZAGAO DA BASE

O passo do algoritmo simplex referente & substitulgdo
de uma coluna basica por outra coluna da matriz tecnolégica do
problema — a atualizacdo da base -— corresponde a obter, a

partir.de B, uma nova matriz B’ tal que:

bs PROBLEMAS LINEARES BLOCO—ANGULARES E FATORAGKO Ly



T
’ + - .
B’ = B (AS Br) 2. J1.4.1>

onde
B’ é'a nova base;
A & a coluna que entra na base;
B é a coluna que sal da base; e

e & a coluna da matriz identidade que tem 1 na posicio »r.

A atualizagaoc de Bartels e Golub

0 processo de atualizagiic envolvendo permutacdes de

rd

linhas descrito por Bartels [2] & bastante simples e consiste em

I Encontrar um vetor vy tal gque

Lv = A 11.4.2>

para que sSe poSsSa escrever o termo entre paréntesis na equagao
11414 em fungdo da matriz L, uma vez que a coluna que =ai da

base & dada por:

B = L'Ur' <I11.4.3>
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Supondo, por simplificagﬁo, que nao fizemos nenhuma

permutagsoc durante a fatoragido, entio

B = LU A1.4.45
E, assim, teremos
B' = LU + (Lv - L.Ur).e:, ou CIL4.52)
B* = L. [ U+ <v - U ).eT ] CII.4.5b>
o

& Tornar U = U + (v - Ur).e: uma matriz Hessenberg
superior triangular supei‘ior a menos de uma parte da diagonal

imediatamente abaixo da diagonal principald:

60

COoOonOnna0oooEnog OQoooDonoooDoonooon
0000Ooo008ogoooong 00000098000 a00n5Ega
[ lss)elulnlatatulslatwinluyala oooooonnonoooono
CoLDOREAR0NOS005 O0Saas03000aaan
E{wlElaluluslwleiafiuie ] [l Ew b G s T fa | i
OO0 00103 OO cHI Qo0

& Iofala |l alalutatslul) (T T o
DoRgooOpOgooc permutando OD0COaDOGE00

0 an0dnnaans oooocoocond

B TOdGoogoGn > [m]mjwlmalanlwhs s

& 00No3a0s T Wyt P |

o onobooo co lunas [mwlwlwiniwla]w

o opoood (el e Talalals]

wl oooog opaooo

[ oono Aooan

0 oo oaog

g 0g oo

ol ] g

Fig. If.4.1 -

A matriz U-

apresantando ele-

i . .
mentos nao nulos abaixo da diagonal na coluna r.
b a mesama matriz na forma Hessenberg superior.
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1 Finalmente, triangularizar U’ mediante permutacdes de
Hnhas e transformagdes com matrizes triangulares unitarias que

se agregam a L pela direita. Donde teremos

» —dr ~L g, i
U =P L P L ... P .Lm.ff <11.4.6>
e S
» -1, -4, -1 »
PB* = LP “.L2.P 'L ... P .Lm.i) <11.4.7>
entdo, substituindo
L= LL.L” ... L* e C11.4.8>
1 2 m
FwP _..PPLP (I1.4.9)
m 2 i
obt.emos
PB = LU <11.4.10>

e podemos passar aco préximo cicle do método simplex.

A atualizacio proposta

Na nossa decomposigsio de B, fizemos dom que a matriz U

fosse um produto de matrizes triangulares unitarias <e ndc L).
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Por esse motivo, devemos procurar uma equagao para B’ na gqual
se ja possivel isolar U (e nac L como na at-ualizac;:gio de Bartels e

Golub?>. As=im:

s Primeiro, encontramos w tal que
wT.U = e: {aI.4.141>

e calculamos a diferenga entre a coluna que entra e aquela que

sal da base:

v = A - R (I1.4.12>
= r
Com ismso, onde tinhamos
T .
B*w B + (A - B Je {J1.4.43>
= b A b o
passamos a tenr
T
B’ m LU + 2] w00, ou C15.4.14>
T
B = Lo+ v > U (1.4.45>

Esta dGltima equag@o pode ser escrita de outra forma

como =sendo

T
B* == € ID. } U {11.4.162

o
L

FrTT TN
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T
@ ] é triangular inferior a menos da primeira
L

linha, que possul elementos nac nulos a partir da coluna r, como

onde a matriz [

se vé na figura 11.4.2.

[ I

O, O 4 N B BB O a3
jul
[ m
oo

T DDDQ

[m]- I s I e e [ o |

L O oo oo
OoOOoODoDoOoooo
0O 0DDoDn0ooo
O OonM@mao
DooOoOoD oo oodaoa
oD onoO0o0oooognoan

- Fig, II.4.2 -

) Em seguida, zeramos o= elementos da primeira linha
dessa matriz, utilizande um processo de eliminacsio de Gauss com
permutacdes de colunas semelhante ao que foi exposto na sec¢lo
ant.erior Cmais adiante, descreveremos com malor profundidade o

eritério usado nas permutagdesd, de forma que
T T
[ @ ] P* = L*U* onde L* = [ Py ] A1.4.47>
L L

k é a Unlca posigio nao nula de w apds a eliminagdo;
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3 triangular inferior a menos da coluna k;

R~ S ' 4
o

* & uma matriz de permutacdes; e
u* é triangular superior.

A matriz U"l apregentada acima, ac contrario de f.', n3o

€ mantida na forma triangular, mas antes como um produto de

L4

matrizes unitarias. Desta forma, se U: e a matriz utilizada na

iz, primeira eliminag3c de um elemento nac nule da matriz da figura

r

1142, e se, da mesma maneira, U!; é& a matriz trlangular
unitiria empregada na jJ-ésima ellminacdc de um total de m-p+t
elementos n3c nulos existentes no vetor «', onde m & o {ndice do

altimo elemento nao nulo de w, entao

VIR ¥ N | A |l C11.4.18)

R

Analogamente, a matriz P* também pode ser entendida
como um produt.o de matrizes, cada qual representando apenas uma

permutacioc, de forma que:
ET S5 S R CIL4.49>

A eliminacdo dos elementos de w é feita primeiro

i
zerando w em fungao de « , ou seja, somando A& coluna m-i a
. m m

coluna m multiplicada pelo termo

1pccndca-*sves optar pela operagdo inversa, se seguida da permutagao

das colunas.
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- -w W I1.4.20>

m-4,m m-4 m

Com isso, passamos a ter uma nova coluna m-~1 em L:

»

L =L +u L CI1.4.21)
m=4 m-4 m-im m
e uma nova matriz trisngular unitsaria, U: > Gue tem u: . como
- -4,m

Gnico elemento n@o nulo fora da diagonal' (exatamente na linha

m-1 e na coluna m>:

U =l +e e CI1.4.22>

m-41 m-1 m-1m m

Eliminado o elemento w - passa-se a <¢oluna m=2 e

-4

asgim sucessivamente até chegarmos & primeira coluna n3c nula de

.

K 1 Depoils de obtida a matriz L.‘, podemos voltar a

escrever a equacao de B’ na forma original:

o.e
B* = (v I, o

K ].u"‘.P"'.U = wpe, U PU CI1.4.23>
”

2

Adicionamo=s, entio, v.p.ei a I. formando L que

triangular inferior a menos da coluna k.
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Fig. 1I1. 4.3 - A matriz 1L

4 Por fim, eliminamos os elementos acima da diagonal da
coluna k de L¥* com novo processo de eliminagdo e novas
permutaqges de colunas, gerando outras matrizes triangulares ﬁ e

de permutagdo P, de forma que:

L¥ = £.0P CI1.4.24)>
B* = Y0P U = LO0BUPU CI1.4.25)
Aqud, para Lornax I.,"’E triangular, aliminamos,
iniciaimente, o primeiro elemento nao nule da coluna k, 1:  ?
fazendo
> # -~ # . .
L = L~ + {9 CIY.4.26>
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aonde

- P
up-k - lp,k/lk,k ar.4.27>

Com isso, passamos a ter também uma nova matriz U R
que é triangular unitdria com o elemento ﬁp , D2 lnha p e na
coluna Kk <{onde k > p).

Segue-se, entio, a eliminacio dos elementos das linhas

pti até k-1 da coluna k de L.

Terminade este passo, B' serd a nova base a =er
utilizada pelo s=implex. Se for preciso, mals tarde, atualiza-la
novamente, isto serd feito agregande novas matrizes triangulares

unitidrias e de permutacdo i esquerda de U.

Estratéglias de plvoteamento

Noz passos dois e quatro do algoritmo descrito acima,
fol precisco eliminar alguns elementos para tornar novamente as
matrizes triangulares. Em ambos os casos, repetimos o processo
de eliminagao da f atoragfio, embora com algumas sutis diferencas.

A principal delas decorre do fato de gque durante a
fatoragdo fol possivel ‘empregar uma estratégia de pivoteamento

com permutacio de colunas, ja4 que isso nao implicava num aumento
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da memdéria necessAria para armazenar as matrizes L e U Mas, na
atualizagio, © pivoteamente parcial pode ndc ser aconselhdvel em
operagoes dque envolvem colunas de blocos diferentes. Donde
teremos que fazer concessoes a establlidade para que o nimero de

elementos nao nuios de L ndo cresga demasiadamente.

Analisaremos isto nos dois cazoz em que eliminamos

elementos na atualizagio:

A eliminagdo existente no passo a

No passo 2 temos uma matriz com uma linha a mais que o
nimeroc de colunas (fig. I1.4.2>, e precisamos zerar elementos
desta linha. Podemos distinguin, A, duas situacdes

diferentes:

Casc {: As colunas que participardo da eliminagiio, k e m,

pertencem ac mesmo bloco da base (veja a figura 1l.4.43.
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W
W

AN
AN
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AN

Fig. II. 4.4 .
ay Ccoluna K;
by Coluna m:;

Aqui, a melhor forma de eliminar o primeiro elemento

da coluna k consiste em fazer:

L =L - . L <11.4.28>

embora o contrario {eliminar o elemento da ccoluna m e em seguida

permutar as colunas) nao seja muito ruim.

Caso 2 Az colunas Kk e m pertencem a blocos diferentes da

basa, como mostra a figura 11.4.5.
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Fig. 11.4.%
a’) Coluna K;
by Coluna m;

Negte cazo, fazer

L =L - . L CIT.4.293

poderia ocasionar uma aumento permanente do numero de elementos

o
nao nulos de L, enquanto © processo oposto, ou seja, Fazer

- L <I1.4.300

provocaria, provavelmente, apenas um pequeno aumento do nlmero

de elementos de U, sem reflexos nas atualizagdes posteriores.
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Mas para este tipo de eliminagao, & diffcil concluir
qual deve ser a estratégia a ser usada. 5 preciso, antes, levan
em conta a freqliéncia com que ocorre cada caso acima descrito, e
as consequéncias em eliminacdes posteriores, do uso continuo de

um relaxamento do pivotamento parcial,

Uma boa sugestdo é, na dGvida, optar por preservar a
establlidade e esquecer a esparsidade, considerando que seria
pequena a eficacia relativa de um método que tentasse reduzir
bastante o nimero de elementos n3o nulos criados neste passo.

Nest.e caso, escolhemos a equagﬁo I1.4.30 se cuk = W e

a equagso 11.4.29 se W, < w .

Por outro lado, de forma geral, o usc da equacso

11.4.30 produz matrizes ligeiramente mais esparsas, o que pode
sugerir uma estratégia que a privilegie.

No préximo capitulo s3c descritos alguns resultados
experimentais, o0z quais foram determinantes na escolha da

estratégia neste passo, no programa de computador elaborado.

A eliminagdo do passo 4

No passo 4, a matriz que queremos tornar triangular,

#

L", pos=sul uma estrutura t.al como mostra::la na figura I1.4.6.
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imagine que, para eliminar o5 elementos acima da
diagonal da coluna k desta matriz, =eja necessario, se quisermos

usar pivoteamento parcial, fazer

I.4.345

seguido de uma permutagio das colunas i e Lk, para {1 m=
Presk-1, onde p & a primeira linha com elemento ngq nulo na
coluna k.

A consequéncia seria a obtengac de uma matriz
triangular totalmente densa, ou seja, com todos oz elementos
abaixo da diagonal diferentes de zero, o que ¢ extremamente

inconveniente e pode encarecer demasiadamente a atualizagdo,
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tanto do ponto de vista do tempo quanto da memdria
para a sua execugae, tornando-a inviavel,

Por outro lado, se fizermos

ent3o ndc haveria nenhum acréscimo a L.
Por esse motive, preferiu-se adotar, aqui,
estratégia.

Chamando

utilizamos 11.4.32 sempre que

necessarios

C11.4.325

uma outra

(11.4.33>

(I1.4.34>

onde L & um limitante egtipulado para p (normalmente se utiliza

= 102,

E para naco comprometer em demasia a establilidade,

emprega-se I1.4.31 guando H. nao satisfizer 11.4.34.
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Um exemplo numérico da atualizacao

Vamos aproveitar a matriz B do exemplo da fatoragao
fig. 134> para a qual ja dispomos das matrizes L e U dfig.
I1.3.10> para mostrar em detalhe como é executada a atualizagdo.

As=sim, vamos supor gue queiramos substituir a coluna 7

de B, por As, dad:a abaixo
A = [ 0 o 3 1 4] 0 1 -2 -2 2 ]

Os passos necessarios a obtengdo da nova base

~
decomposta sao:

I.x Em primeiro lugar, resclver o sistema
T :
Uw=e {11.4.35>
o que fornece

m"-[o 6 0 0 ©O0 0 ©0 1 02972 0.’9996]

r.a : Em seguida, é preciso calcular v = A - B
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r.z

Esta matriz é mostrada na figura I1.4.7:

DESCRICAO DO ALGORITMO

‘ T
Resta, entido, neste passo, montar a matriz [ © ] .
L
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“2.00 -2.20 -—-3.00 2.00 ~-41.00 ©.53 -3.%5% -5, di

-41.00 1. 40 -1.00 2.8 ~-1.00 o. 83 O.24 2. 46 1. 02 2,54

2 0 msegundo passoe conziste em eliminar os elementos da
primeira linha da matriz da figura acima.

Vamos adotar, agui, por simplicidade, a estratégia de
pivotamento descrita em I1.4.30 sempre que O elementos
acrescidos a U forem menores que o termo limitante n = 10,

semelhante ac que foi descrite na equagado 11.4.34. Portanto:
2.z De infcio zeramos o primeiro elemento da coluna 10 (a

dltima coluna da matriz) com o auxilio da coluna 9. Em seguida

permutamos estas duas colunas, de forma a obterm
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1.00 -1, 38
-8.00
—1.00- 2.839
-1. 00 2.40 1. 00 1. 67 9. o0 1. 00 3.87
-2.00 ~-2.20 -~-83.00 2.00 -1.00 0.88 -9 .55 -5, &4
1.00 1. GO 2. 00 Q.83 2.00 8. 00 1.%8 1.467-11. 98 9.56

-~41.00 1.40 —-4.00 2.83 -i1i.00 0. 833 0.26 2.66 -3. 9046 4. 92

Fig. IXI. 4.8 - A matrigz depois de sliminade o elemento 1,0

Com a eliminacdc de um elemento, agregamos a U, pela
direita, uma nova matriz U:, triangular unitaria. Esta matrdz

possul um Gnico elemento nado nule acima da diagonal, na posicao

»

u que vale:
0,10

u = -3,3628
©,10

De forma analoga, também serd necessario agregar uma

matriz de permutacgio P:, para indicar a troca das colunas 9 e

10.
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2.2 Resta, ainda, eliminar wum elemento da primeira linha
da matriz. Para fazeé-lo, vamos zerar agora o elemento da coluna
10 em fungio da coluna 8 e, entio, permutar as colunas

novamente, obtendo a matriz da figura I11.4.9:

1.00 -~1.33
-8. 00

~41.00 z2.33

-2.00 ~2.20 -5, 00 2.00 -t,00 &, 33 -3.55 1. G7 -5.01
1. 00 4. SO 2. 00 0. 838 3. 00 4. 00 1i.5%8 3.07-11, ©8 i. a7

-41.00 1. 40 ~1.00 2.83 -1.00 .83 0O.24 1,48 -8, 9c 2. GG

Fig. II.4.9 - A matriz ao final deo passo 2

Mals wuma vez utilizamos uma matriz de permutacao de
™ . . " y
colunas, ]2'2 », © uma matriz triangular superior Uz s Cujo unico

elemento nio nulo acima da diagonal é:
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u = -0,2072
8,40
- 1 eT
3 Uma vez obtlda a matriz L = N 1s) Podemos =somar
Ay
L
T ~ #
v.‘l.eio a L, formando L~, mostrada na figura I11.4.10.
5. DO
2.00 &.20
9. 00 9. 00
1.00 -4, 89 1.00
-3. 00 -4, 00
-1.00 2.393 -1, 00
~4.00 2.40 41.00 41.67 85.00 1.00 9.87 8. 00
~Z,00 -2.20 -3.00 2.00 -4.00 ©0.53 -8%.55 1. -8. 61
1.00 1.460 2.00 ©0.3%3 385.90 89.00 1.%8 83.07-11.98 -1i.83
—4.00 4.40 -4.00 2.83 -4.00 ©0.83% O0.26 4.48 -0.08 2,68
. . #
Firg. II. 4. 40 - A matria= L.
o E, para finalmente obter a nova base B’ deacomposta,

resta apenas eliminar os elementos acima da diagonal da coluna

10 de L¥.
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Para zZerar 1: . (primeiro elemento nao nulo de Li‘to),
»

utilizamo=s a coluna 3, e fazemos

L =L% +4& L¥ CI1.4.363
10 10 8,10 8
onde ﬁa © & o elemento que ira caracterizar a matriz ﬁi a ser

agregada a {I”t Cobtida no paszo 2.

Este processo é repetido para eliminar os elementos

1# #
3 e .
a,40 .40
—
o ] -] [-] -« L]
E-] L] L] a8 -] -]
-] o [} < -] -]
L] L-] o a o -]
-1 . 00 ° o o o o
-4, GO -, &7 a L s r a
2. 00 1. 00 1,29 o o E o
i
0. 51 O. o4 1.04 2,21 o !I o
~-3,833 ~4.933 9.48 2. 0% -1. 12 o
3, 64 8., oo 4., 00 4. 00 2. 490 z2.87
Fig. IX. 4.1 - A coluna L depois de eliminados os

10
elemantos dos lLinhas 8, 5, 6, 7, 8 e ©, respeclivamente
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Na figura I11.4.11 é apresentado um resumo de todas as
operagées executadas nest.e passo. Em cada quadro é
mostrada a coluna l:m depois de eliminado um de seus elementos.

Neste exemplo, as matrizes ﬁi. ) ﬁt’ criadas a cada eliminacio 1

sao dadas por

P =1 <(ndo foi preciso fazer permutacdes)

1
0 =1 +ed .o <I1.4.37>
i i a6’ 10

onde

ij=3,5 617, 8 %

ua,s.o = -1.000; u5,1o = --0.333; uﬁ’10 = 0.286;
u_?'io = -0.332; ua,s.o = -1.328; G o™ 0.004;

0 resultado final da atualizaclio é a obtencio de uma

nova base B’ dada por

O P UPUPU CI1.4.38)
| ) 2 2 1 i

onde . é a matriz exibida na figura I1.4.12.
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5. 00
7.00 6. 20
8. 00
1.00 -1.1919
~3.00
-1.00 2.19
~1.00 2.40 41.00 1.67 9.00 1.00 85.87
~2.00 ~2.20 -%.00 2.00 -1i.00 0.893 ~8.%5 1.67
1.00 1.60 2.00 0.83 8.00 85.00 41,58 5.07-11.950
~1,00 1.40 ~1.00 2.83 -1.00 0.3% ©0.26 41.1i39 ~3.96 2.87
Fig. II.4. 12 A matriz L
Fazendo uma analise final, pode-se pensar dque &

desnecessario um processo t3oc complexce de atualizagdoc da base,

Jja que uma opgdo natural seria decompor novamente esta matriz a

cada ciclo do simplex,

Mas a atualizagio acima descrita possui a vantagem de

que seu uso acelera bastante o tempo relativo a mudanga de base.

Por outro

provocar:

82

lado,

o uso continue da atualizagdo pode
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I Um aumento indesejado de memdria, uma vez que a cada

cicle do simplex estamos criando novos elementos ndc nulos nas

matrizes L e U;

2 Um aumento dos erros na resc:lug:;o dos =mistemas; e

a Até mes=mo prejuizos no que concerne ao tempo de

processamento do programa, em decorrencia do aumento das

matrizes;

Sendo assim, toda vez que um desses problemas puder

tornar o alzoritmo menos eficiente, uma nova 1 atoracao da base é

execut.ada.

sEcAo = A SOLUGCAO DE SISTEMAS

Dadas as mat.rizes L e U atualizadas, ve jamos
agora como resolver os sistemas dos passos 1, 2 e 4 do ciclo do

simplex:
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r Problemas do tipo B.z = y

Se cqueremos encontrar z, vetor solugiaoe do sistema
Bz = y <11.54>
e dispomos da matriz B decomposta na forma
BP = L.U A1.5.23
entdoc podemos escrever
LUP 12 = y. - CI1.5.32
Assim, resclvemos, em primeiro lugar,
Lx = vy (11.5.45
depois encontramos w tal que
Uw = % I1.5.5>

e enfim obtemos 2 a partir de

P "z mow (II1.5.6>

84 PROBLEMAS UINEARES BLOCO—ANGULARES E FATORACAO LU



2 Problemas do tipo BT.z -y

Se o sistema a ser resolvideo tem a forma
BT.z m y
e, da mesma forma, sabemos que
BP = LU
entao nosso problema pode ser descrito pela equagio
T

P.U .LT.z oy

E para resolvé-lo, comegamos por

permutagoes
X = PT.y
depois= encont.rapms w dado pelo sistema
T

U wea x

e enfim 2 & obtido resoclvendo

L oz m w

DESCRICAO DO ALGORITMO

<ILB.7>

(I1.5.82>

aplicar as

a1.5.9>

<11.5.100

(11.5.11>
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CAPITULG TERCEIRO

IMPLEMENTACAO CCMPUTACIONAL

SEGAO 1 CARACTERISTICAS GERAIS DO PROGRAMA

Uma vez descrito o algoritmo, chegou a hora de
comentar minuciosamente o programa computacional elaborado para

resolver problemas. bloco-angulares.

Comecemos, entao, por algumas de suas caracter{sticas
P

mais gerals de implementacsio:



I O programa foi elaborado com vistas a sua implantacao

em microcomputadores;

2 Sé6 se utiliza a memdéria rdpida do computador,
privilegiando o tempo de execugio em detrimento da capacidade de
armazenar matrizes maiores. Isto porque:

ad O trabalho de armazenar e recuperar informacdes de
digco para poder resolver problemas muito grandes tornaria o
programa de tal forma lento que seria proibitivo o seu ‘uéo;

b> O=s recentes avangos no desenvolvimento de
microcomputadores tém ampliado consideravelment.e a
disponibilidade de memdria de rapide acesso, elevando seu limite
para além do que seria necessaArio para resolver a grande maioria

dos problemas bloco-angulares exiztentes atualmente;

k1 O programa fol escrite em Pascal, recomendando-se,
inclusive, que o leitor deste capfitulo esteja habituado com a
linguagem e sua forma de representar, por exemplo, apontadores e
listas ligadas. Ndo sendo este o0 caso, espera~-se que uma
consulta ao apéndice A =eja suficiente para esclarecer todas ag

dividas que possam eventualmente surgir.
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SEGAO 2 ESTRUTURA DE DADOS

Ve jamos agora como sA30 armazenadas as matrizes e os
principais vetores auxiliares relacionados ao problema que
procuramos resolver e ac nosSso programa, comecando pela matriz

tecnoldgica A.

Matriz tecnoldgica

Una vez que a matriz A (fig. 111> pede =ser dividida

em blocos distintos, optamos por armazena-la da seguinte forma:

I Cada bloce A' da matriz tecnolégica do problema na

| R .
forma mista , ¢ armazenado num vetor real aflil, sequencialmente

e por ordem de linhas.

2 O nimero de colunas e linhas de cada um desses blocos

pode ser obtido a partir dos vetores cest e niin, onde:

lem que sao consideradas apenas as colunas que denominaremos
"originals", ou seja, dque nao correspondem a variaveis de folga,

‘excesse e artificiais.
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ad castl{i] representa a soma do nimero de colunas dos
blocos de A até o bloco 1, inclusive. Ou =seja, cada bloco Ai'
possul cestlil-cexstii~rl colunas (cestlol = od;

b> nlinfil representa o numerc de linhas de A até o bloco
i. Portanto, este bloco i tera nlinlil-nlinli-zl linhas.

. i
Com isto, o elemento a. estara guardade na posigao
J

k
alil" L j—rI{coestliidi-costli-riId+k].
Como exemplo, obzerva-se na Tfigura II1.24 que o
elemento r:n;4 = 1 esta armazeriado na posicao
al21[C5-rd*(o—ad+y]l = alzilzgl, umna vez que, na matriz

mostrada na figura, cestirl = 4 e cestlia] = 4 + 5 = 9,

3 : As linhas de acoplamento da matriz sao guardadas
separadamente no vetor real gest. Aqui, © elemento da j-ésima
linha e da k-ésima coluna de estoque seria fornecido por

aestl j1Ck1,

4 Para economizar memdria, as colunas correspondentes as
variaveis de folga <(ou exces=sol e artifliclals de todos os blocos
e do acoplamento =sZo armazenadas sequencialmente num Gnico vetor
inteire afart, que indica em que restrigao <dlinha> do bloco
aparece cada varidvel e qual o seu tipo C(nimeros positivos
correspondem a variaveis de folga ou artificiais e nimeros

negativos a variaveis de excesso),
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5 Por conveniéncia do programa, estas colunas =30
ordenadas de forma que as primeiras correspondem sempre as
variadveis de folga das resbrigaes canalizadas, =segulndo~se as
demais varlivels de folga e excesso, e terminando pelas

artificiais.

o3 Novamente aqui, é preciso, para localizar corretamente
um elemento em afart, langar m3c do auxf{lio de quatro outros
vetores: ncan, njfol, nart e gcol. Assim, se considerarmos agora

a matriz A do problema na forma padraoc C(incluinde as colunas das

variaveis citadas no ltem 4 acima), teremos:

ay ncanfil indica qual coluna de A corresponde a primeira
varidvel! de folga de uma restrigso canalizada do bloco %;

b> nfollil indica a coluna de A relativa a primeira
variavel de folga (ou excessod das demals restricées (nio
canalizadas) do bloco +;

c nartlil indica a  coluna da primeira variavel
artificial do bloco 1 de A; e

'3

d> gcollil fornece o indice da Ultima coluna do bloco i.

Dados todos estes vetores, € possivel conhecer, para
cada bloco 1 da matriz A do problema na forma padriao:
i> O nimero total de colunas de {: gcolltl-gcolli-rl;
ii> 0 numero de restrigdes canalizadas de i

nfollii-ncanli-xl;
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111> 0 nimere de colunas correspondentes a varladveis de
folga ou excesso (ncluinde as do item acimad: nartfiil-ncaniil;

ivd O nimero de variaveis artificials: gcollil-nartlil;

v A posig:gio, no vetor ajfart, da primeira coluna de foiga
referente a wuma restrigac canalizada: afartlncanlil-cestfill,

dadoe que o vetor afart nac armazena as colunas originais do

problema;
vid A posicio, em afart, da primeira coluna de Tfolga <ou
excesso) relativa a uma restricio naoc canallzada:

afartin follil-cestlill;
vild A posiciao da primeira coluna correspondente a uma

variavel artificial: afartfnartiti-cesit{ill.

Podemos agora, entao, compreender melhor o vetor
afart, observando que se afartinfollil-cestlil+jl é igual a -5,
entac a coluna A:;roltt Vg da matriz A corresponde A varlavel de
excesso (uma vez que o terme é negativod que é necessaria para

tornar uma igualdade a quinta restrigio [indicada por abs(~5)}

do bloco i do problema,

Dese ja~ge que a figura JI1.21 contribua para =e possa

" LT
ter uma visZo mals clara de como estas colunas saw armazenadas.
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Fig III. 2.1 - Armazenando os elementos dos blocoes da matriz A
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Estrutura de dados para a fatoragao

Em virtude de termos uma base (nho método simplexd com
uma forma tac peculiar <{densa por blocos) podemos empregar uma
egtrutura de dados muito simples para armazenar as submatrizes L
e U originadrias da fatoracao.

As=mim, dados os vetores inteiroa nlin (ja desoritod e
ncol (neollil fornece o indice da WGltima coluna do bloco 1 da

base, donde este bloco possul ncollil-ncotli—rl] colunas), temos:
Maitriz triangular inferior L

r A parte da matriz L correspondente aos blocos &
armazenada no vetor !, por colunas. A localizagiic de wum dado
elemento de L & feita com o auxflio do vetor Ipos que indica
a posiggo, em 1, do primeiro elemento de cada coluna dessa
matriz. Assim, a coluna k de L come¢a na posigao tliposlkll, & ©

element.o ljk estd armazenado na posigdo Ulposlki+j-kl1.

2 Oz elementos de L correspondentes is linhas de estoque
s30 guardados em separado e por colunas, Para facilitar a
atualizagsio, conforme veremosz mals adiante, os elementos da
coluna L}c que estio abalxo do bloco ac qual esta coluna pertence

(gituado junto a diagonal da matrizd gm0 guardados numa lista
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ligada de registros que contém trés campos: dad, blo e pro. A
posicao do primeiro registro da lista ligada da coluna k é dada
por um apontador denominado lacfk?. Inicialmente, esta Hsta
contém apenas informagdes relativas &g lMnhas de acoplamento. O

registro para o qual lacfkl aponta contém:

ad lacfLkl™.dad, que fornece, inicialmente, os valores dos
element.os do acoplamento da coluna k de L.

Assim, se ao término da fatoragao, laclzi".dadlz]l =
2,5, entio o elemento ltltnq—a,z de L wvale 2,8 (tlin fornece o

numero de linhas dos blocos da base e também da matriz AD;

b)) laclkl " blo, que indica a que bloco os elementos de
laclkl".dad pertencem.

No caso do acoplamento, laclkl“ble = nbloctr {(a
variavel nbloc armazena o numero de blocos da matriz tecnoldgica
A). Com isso, poder{amos dizer, de forma mais apropriada, que
laclz21".dadlz]l representa o elemento da coluna 2Z e da linha

nlinlflacta3".blo-r1+3 de L (note que nlinlnblocl = tlin).

cl lactkil”.pro, que aponta para o préximo registro que
cont.ém elementos da coluna k.

Para os elementos do acoplamento, laclk?.pro = pnil,
onde pnil & um registro sem valor que indica o fim da lista

ligada.
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Em Coluna k .
B E —
ggﬁggnm Cblocos) -3
S50 +
coony
DDDDDD 2
ao
[alwlw]
aooo
oooog
[os ow I s s P
QORBOANO0COE O Q0RO N
ORoAgQROOooDOoCOD MR -——f—— luest
alulw] " te]sisls|winlulwtalulnlela] 1T ]
Matriz L
Vetor 1 i
1] -9 P z ™) -
] [l [f
L lposlkll Illpostkirld]d
ljk = {filposiki+j-k1
Coluna k
Cdcoplamento)
2 dad i z -1 4
...1 » :::w
‘ Lﬂblo [ nbloc+1 J pro L
lacf k1™
¥
[ pnitl
Fig. I‘xr.-z.z - Armazernande o matriz L oriunda da decompostc;o LU
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Matriz triangular superior U

I 5, a menos das linhas do acoplamento, também &
armazenada num Unico vetor u, sequencialmente por ordem de

linhas e com todos o8 elementos ja permutados.

2 Nao saoc necessarios vetores auxilares como os de L,
dado que © vetor u ndo serd modificado na atualizaglo. Apenas um
vetor ien indica as permutacdes sofridas pelas colunas que
sobraram na fatoracio dos blocos nac quadrados de B e que foram

transiadadas para a direita.

Matriz de permutacoes P
P & armazenada num vetor c¢pos, de forma gque se cpos{it

m j entdco a coluna que, ao final da fatoracio, estid na posigio i

de L ¢ U é a coluna jJ original da base.

Alguns elementos das restricoes de estoque

Os elementos das restricdes de estogue que nac estao

sob o8 blocose de L s3c guardados na matriz luest (vide

figura III.2.23.
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Assim, o© elemente luestli,jl pertence a i-ésima linha
de estoque e se refere A coluna J+tlin da bame. Este elemento

fara parte de U se i{j, caso contraric pertencera a L.

Outras estruturas de dados estudadas para a fatoracio

Acredita-se que a forma de armazenamento recém
descrita seja a mais apropriada para © tipo de problema com que
nos defrontamos. Tal crédito estad fundamentado no fato de ter
zgido essa a estrutura de melhor desempenho dentre todas as
alternativas testadas para guardar as matrizes oriundas da
decomposicic da base. No rol das opgdes descartadas podemos

incluir, por exemplo, aguelas que envolvem:

Fy Armazenar L e U exataments como a matriz A, ou seja,
reunidas bloco a bloco e com oS elementos dispostos
sequencialmente por ordem de linhas, fazendo com gue os que
estiverem acima da diagonal principal pertencam a U e os demais
a L.

Esta seria, talvez, a melhor alternativa se fossemos
fatorar a matriz a cada passo do simplex, mas como implement.amos
um processao mais rapido de atualizat;?io da base, ela se mostrou

um pouco ineficiente do ponto de vista global;
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2 Coplar os elementos de A no vetor que IrA armazenar L e
U e depois atualizar estes wvalores;
Uma variante que também pode Ser considerada

ligeirament.e menos eficiente;

3 Armazenar U comco um vetor de triplas {u,x,yw?, onde x e
v sac0 as coordenadas de cada um dos elementos de U.

E a opgdo correta quando os elementos de U ndo estio
em posicoes conhecidas. Mas, uma vez que U tem uma estrutura
bastante particular que n3oc se altera durante a fatoragao, esta
alternativa induz um aumento desnecessario de memdria, sem

-~ X
acelerar o processo de resolugao de sistemas;

4 Armazenar os vetores auxiliares por bloco, e nao em
vetores Unicos para toda a matyiz;

Opgao descartada por ser pouquissime mais lenta que a

adotada;

5 Nao permutar diretamente os elementos de U durante a
fatoracao, mantendo-ze, em contrapartida, um vetor que torne
poss{vel a identificacac da posicac de cada um destes elementos
toda vez que for necessarlo resolver algum sistems.

Indicada quando ¢é necessaric resclver um nimero

pequeno de sistemas com L e U, esta alternativa também n3o fol
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adotada em virtude de estarmos interessados em implementar algum

processo rapido de atualizagiao da base;

& Armazenar por linhas todos o= elementos relativos
a0 acoplamento das matrizes L e U;

Esta variante é ligeiramente mals econdmica em termos
de memdéria do que aquela adotada. é, inclhusive, utilizada no
algoritmo acelerado dgue sera apresentado no capftule =seguinte.
Mas, nesta primeira implement,a«z;?éo, também ndo foi adotada pois

tornava mais lento o atual processo de atualizacio.

Estrutura de dados para a atuallzagao

Para a atualizaciao adotaremos a seguinte estrutura de

dados:

Matriz U

I A matriz U obtida na fatoracio permanece intacta,
Digamos que ela ocupe as primeiras ufimf posigdes do vetor u. A
atualizagao entic é Tfeita anexando, a partir da posigao

vlufimf+rl, oz elementos acima da diagonal das mat.rizes
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triangulares superiores unitarias, Uk’ criadas na atualizagao

(cada uma dessas matrizes &6 possul um elemento nio nulo acima

da diagonald),

2 A linha e a coluna de cada um desses elementos, além
da permutagiao executada antes de se aplicar u., sac guardados no

vetor upos que possul registros com tLrés campos distintos: x, v

e p.

Assim, se em dado momento permutamos as colunas 1 e j

e, em seguida, aplicamos U cujo Gnico elemento nac nulo é u® |
t,)

= p, entao teremos:

ad wfufimf+khl = p

b uposfklx = i (dinha do elemento »)

c) uposfkly = j (coluna do elemento »>

) upostkl.p m i (se wuposiklp = wuposfkly entio as

colunas dadas por estas duas variavels foram permutadas. No caso

delas seram iguals, ndc houve permutagio).

Maitriz L
I Para a matriz L, além dos dados guardados
sequencialment.e no vetor i, que 840 atualizados gquando

T
necessaric, optou-se por armazenar os novos elementos nao nulos
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oriundos das atualizagoes numa estrutura mista que & em parte

egt.atica, mas que também emprega listas ligadas.

2 Aggim, e a uma coluna j foram agregados elementos &
altura do bloco i <(obviamente j = gcolli-1}>, entidoc é criado um
registro ¢ que serad ligado a ligsta ligada que e  inicia em

tlacl j1, de forma que

ad t blo = i;
b t"dad armazena o= novos elementos: acrescentados a L;
<) t.pro aponta para o proximo registro da lista.

Na figura II1.2.3 temos uma nogao visual da estrutura

de L para a atualizacdio.
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Outra opgao de armazenamento dos novos elementos de L

Uma op¢de descartada C(embora testadad para guardar os
elementos surgidos durante a atualizagiio consiste em empregar
uma estrutura puramente estatica para armazenar L.

Neste caso, sac deixadas algumas posicoes vagas entre
as colunas no vetor 1 <(vide fig. I1I1.2.4>, posigdes estas que
=do utilizadas para armazenar o= elementos nao rulos

evenbualmente criados na atualizar;::fio.

espace vago

| n W ] ] - l = i ] ]
* T T
lposlil | lposlkl

lposiil+lcompliI—-x

Fig. IIT.2.4 - Outra estrulura de dades para armazenar L

Se o acréscimo & coluna i de L nac couber no espago
vago que a sucede em 1, toda a coluna é removida para o final
deste vetor.

Quando o vetor !, apdos diversas atualizacdes, torna-se
demasiadamente grande, SeUS elementos SH0 comprimidos,
eliminando os espacos que se tornaram vagos quando da remogio de

colunas.
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Uma nova fatoragao passa a ser executads na hipdtese
de ndo haver mais espago disponfvel em 1 para armazenar novos
elementos ou quando estes estiverem em tal nimero, que venha a
tornar ineficiente, do ponto de vista do tempo, a resolugso dos

slstemas 1151 e I15.7.

Esta estrutura n3c exige que as colunas de L sejam
armazenadas em ordem, mag apehas que seus elementos estejam em
posigies contiguas do vetor 1.

Mas, por outro lado, é preciso manter mais um vetor,

lcomp, que indique qual o compriment.o atual de cada coluna em [.

Oz motivos desta alternativa ter sido abandonada sao:

I Em cada ceoluna Lk de L, oz elementos originarios da

atuallzagdo sao criados geralmente em blocos gque muitas
vezes egtao distantes uns dos outros;

] 0 elementos de Lk sac requisitados sequenclalmente na
atualizacio e na resolucdo de sistemas, o que torna eficiente o

uso de listas ligadas.
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Exemplo numérico completo

Vamus aproveitar o problema mostrado na figura IIiz5
para permitir que se tenha uma visao global da estrutura de

dados descrita nesta segdo.

minimizar
-2x =ix -ix -4x -¥x -1ix -3x =-1ix -6x ~2x ~Bx
i 2 3 4 5 o v 2] 43 10 11
sujelto a
ix +2ux +Bx -3x < B
1 2 o +
2x  -1x +7x_  +2x £ 12
i F | 4
+ix  +3x +3x > 10
5 S 7
-ix  +ix  +ix = A
= P ]
+ixw  wAx =3 +2u < 1
a o a4
+Ix Hix  -ix  +3x = 7
a © 14
-ix +2Z2x ~1x 43x +2x +1x +ix =2x +ix +3x ~ix < 9
i 2 : 4 5 53 7 a & 10 11
2x  =8x ~Zxw  -~1x +1x -3k -Zx =4x +E5x =-1m +1ix < 5
i 2 a 4 5 G ol 8 o 14
3x 1w +Ix Hlx +ix #2x ~-2x +ix —1x  +3Ix  +ix = 10
- 4 53 <+ o & d a2 2 10 1i
i1x -1x  ~ix +2x 42X ~1x +3x  +3x  -1x_ ~ix +iwx = 14
4 - ) 4 5 o ? "] o 10 A4
e
x1£6 X =8 X X6 x =7 N <4 xués
x <4 X =3 X =8 X =2 X =9
2 L o 10
Fig. III.2.% - Um exemplo de problema com

estrutura bloco-angular
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Vetores relacionados aos dados do problema

Os blocos da matriz A mostrada na figura III.25
s80 armazenadoz nos vetores abalxo <(as divisdes reprezentam

mudanga=s de linhas da matriz):

alzrl 1 2 5 -3 2 -1 7 2
alzl 1 3 3 -1 1 1
alzl -1 -3 2 1 1 -1 3

1
|
I— alg1"lrxr1l

As lnhas de acoplamento de A s8o0 guardadas nos

vaetores nest:

aestirl -1 2 =1 3 2 1 1 =2 1 2 -1
aestlz] 2 -3 =2 -1 1 -3 -2 -4 5 -1 1
gest[g.? 3 1 1 1 1 2 =2 1 -1 3 1
aestl gl 1 -% -1 2 2 -1 3 3 -1 -1 1

L aestlg1-lal
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Os vetores que permitem o acesso aos dados de A4 sdo:

cest. O 4 w44 41
nlin () -] 4+ & 10
l

I—-nlinfo)

Os vetores b e c s3o guardados, respectivamente, em b

e obja:
b 8 12 10 2 1 7 2 5 10 14
ob j= -2 -1 -4 -¥ -1 -3 -1 =6 -2 -5

-1
|
L objal=1

Algumas outras varidveis importantes s3o:
nbloc = 3; nlest = 4; tlin = 6;

Se colocarmos o problema na forma padrgo, aparecer%n
variaveis de folga, excesso e artificials, de acordo com quadro

111.21, dado abaixo:

108 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAGAO LU



Varfavels Linhas

de folga i, 2, 8, 7, @
de exce=sso 3, 6, 10
artificiails 3, 4, 6, 2, 10

- @uadro IXI1I. 2.4 -

A posigdo e o tipo de cada varidvel guardamos no vetor
ajfart, Bloco a bloco, sa0 armazenadas primeiro as variaveis de
folga e excesso {estas com ginal negativo)d, depois as

artificiais (as linhas separam blocos):

a fart 2 -1 1 2 1 -2 2 1 2 -4 3 4

1
1
l——- afartfr]

Uma consulta ao vetor afart s é possivel com o auxilio

dos vetores:

ncan 0 5 40 17 20

n fol 0 5 40 17 20
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nart 0 Y 11 19 23

geol ] &6 12 19 24
]

L gecotlol

Deste dltimo vetor, podemos concluir gue o primeiro
bloco de A posmsul 6 colunas (4 "originais" e 2 de folgad, lLogo,
o segundo bloco ira comegar pela coluna 7, e, comoe vemos,
terminard na coluna 12, possuindo, portanto, 6 colunas também (3
“Yoriginais", 1 de excesso e 2 artificiaisd. O bloco 3 engloba as
colunas 13 a 19, e o0 acoplamento as de numero entre 20 e 24 2
de foiga, 1 de excesso & 2 artificiais).

Observamos também gque, <om a auséncia de restrigdes

canalizadas, o vetor ncan ¢ idéntico a nyol.

Por fim, as canalizagdes das variavels s3c armazenadas
no vetor lsup, considerando, inclusive, as varlaveis de folga,
axcesszo e artificlais, gque nio tém limite (veja que =e houvessem
restrigdes canalizadas, as variavels de folga correspondentes

teriam limite superior).

Isup !6483mm63?mmm2495wmmmwmmm

i
‘-— lsupfrl
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Para cada varidvel, indicamos se esta estd no seu
limite superior <da canallzagdo) através do vetor booleano lim,
mostradoe abaixo . representa frue e f corresponde a false).
Vemos que, iniclalmente, todas as variavels estdoc abalxo do

limite.

lim ffrr errrrrffrrrrrrfrrerrrsersees
|

I——— limfx?

Com esta implementagao, consideramos que todas as
varidvels s3c malores ou iguais a zero. Nos casos em que Isto
nioc ocorre pela presenga de limites inferiores, o vetor Llsup

dove armazenar a diferenca entre os limites,

Vetores relacionados a base

Suponhamos que as ;f:olunas da matriz A pertencentes A
base mejam as de ndmerc 1, 2, 3, 4 {do bloco 13, 7 {jA no bloco
2, 8, 13 (pertencente aoc bloco 3>, 14, 15 e 16. A base
seria, ent30, a matriz mostrada na figura I1.3.6 (pag. B1D.

Para esta matriz, indicé\mos os indices das colunas que

gst3o na base através do vetor cabas:
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cabas 1 2 3 4 7 8 13 14 15 16

0
l
l— cabasflol

Por outro lado, indicamos no vetor fobas quais
variiveis n3o est3c na base <(fobaslil=t indica que i n3o esti

na based:

fobas rrrrtefffftettetrrrrrtetettettetttt
!

l—— Fobaslrl

0 nimero de colunas de cada bloco da base deve smer

extrafdo do vetor ncol,.

ncol 4 6 10 10

D
i
L— ncollol

Oz elementoz dos blocos da base, decomposta nas

matrizes L e Uz, sac armazenados nos vetores:

%como Ja vimos na figura I1.312, & pagina 57.
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u

0.60 -0.40 ~0.,20 0.61 -0.10 -0.33 0.6V 0.33 ~0.33 -0.29 -0.57

|
]- ulr?

5.00 7.00 6.20 3.00 1.00 -1.33

~3.00

-1.,00 2.33

Para enderegar corretamente os elementos de 1 usamos:

3 4 6 7

- lpos

1
]
L— lposit]

Os elementos das linhas de acoplamenté da base s3o

encontrados om:
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laclx 17

dad ~-1.00 -2.00 1.00 -1,00
‘blo nbloc+1 pro .
lacl 23"
dad 2.40 -2.20 1.60 1.40
blo nbloc+1 oro *
laclz1”
dad | 1.00 -3.00 2.00 -1.00
blo nbloc+1 oro ® L
blo nhloc+2
b
lacl 41"
ey | OO L J
dad 1.67 2.00 0.33 2.33 T
blo nbloc+1 poro ”>-—
laclt sl
dad 3.00 -1.00 3.00 -1.00
bilo nbloc+1 . pro -»
lacl 61"
dad 1.00 0.33 3.00 0.33
blo nbloc+1 pro -
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e também na matriz luest:

]— luestlir . .xr 1

3.87 0.33 Q.27 0.18

-3.558 -5.461 0.30 0.82

luest
i.58 1.67 3.56 0.50

A matriz de permutagdes P, mostrada na figura I1.3.13

(pag. 58>, é armazenada no vetLor:

cpos 3 4 G 5 ¢ 10 2 7 1 8

Vetores da base apds as atualizagdes

Se procedermos, como hno  exemplo do capitulo 2,
substitulndo a sétima coluna da base pela terceira coluna do
segundo bloco de A, obteremos a matriz L dada pela figura
I1.442 <pagz. 82). Para armazZenarmos esta matriz usamos os

vetores 1, lac e luest ja expostos. Destes, o Unico gque sofreu
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modificacdes nesta atualizagio fol o vetor luest, mostrado

abaixo:
[—- luesitlr,rl
|
3.87 0.33 Q.27 0.15
-3.85 1.67 0.306 0.82
tue st

1.58 3.07 -11.98 ¢.59

0.26 1.13 -3.96 2.87

Por outpo lado, ao vetor u foram adicionados varios
elementos novos. Eastes elementos sdo armazenados a partir da

posigdo ufimf+r:

Ii -0._57 1% -3.36 -0.30 -1.00 -0.33 0.29 -0.33 -1.33 -0.0¢9

l— ufufimfl

Para conhecer a posigio (linha e colunad dos elementos
de u, e as permutagdes ocorridas na atualizagdo, utilizamos o
vetor wupos, lembrando gque os termos positivos em upos.p
correspondem A eliminagdoc de elementos de o <d(vide frig. I11.4.2,
pag. 63> e o0& negativos estido relacionados A eliminagdo de

elementos de L® Cfig 11.4.3, pag. 66

116 PROBLEMAS LINEARES BLOCO—-ANGULARES E FATORACAO LU



Upos.x Q 8 3 5 6 7 8 9

upox.y 10 10 10 10 10 10 10 40

upos.p o g -10 -10 -10 -10 -~-10 -10
i

l—— upostr?.p

SEGAC 8 PASS0S DO SIMPLEX

De posse da estrutura de dados, resta ainda, ao
leitor, tomar conhecimento dos principais passos do programa,
Isto smerd feito na ordem natural com que =30 executadas as
gubrotinas que os gcontém e de acordoe <om um  oritério de
abrangéncia, ou e ja, jamalis abordandoe uma rotina sem que antes
tenham sido descritas aquelas que a requisitam e que estdo,

portanto, em nivel superior.

A Tigura I11.31 apresenta todas as rotinas

elaboradas, indicandoe de uma forma geral gquem as requisita.
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{

i Programa
EL Principal

I
|
i

[ — .

| ;
T | | |
| LeDados | | | Cicle | | Ob jet.ivo1l !
i i
L_m_,__n_*ﬁj o ! [ |
o | o : i
f
Escalamento !—-& NovaFatoracao i Ob jetivo2
R i - I i
— - !
s | | ;
. H I !
GuemEnt ra | «— T l ! 0 i
1 | b |
e | Ordenallabas { | Fatoracao | %
: i | l |
—— . i' i
! , — |
i QuemSai D — L i
e 5 ‘
—— | GalcNorma F——! Gale X | Cale &4 |
L j - _—
e |
CalcTempo 1»---J ‘|
S - r j
i
ke .
E b }
) — BLZY | | Atualizacao | BZY
. ) i E
L CalcMem | q—-] ‘ i , ' }
] 5 i
— | | |
! ! l l
S N S S i
a b
i LLXY . UtZX i | LXY { UZX
| | ||
Fig. 11IX.3.1 - Dragrama geral das rotinas do programa
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E uma vez gque a MNnguagem utilizada € o Pascal,
achou-se por bem empregar, na descricico de cada procedimento, o
que se chama de pseudo-code (pseudo-cédigo? pseudo-programat),
e que muito se assemelha com a linguagem, mas & facilmente

compreendido, sem exigir nenhum conhecimento especifico.

Ay
Comecemos, entso, analisando como € executada a

Rotina principal

Podemos resumir o algoritmo geral do simplex a:

1. Ler a matriz 4 e vetorezs b e ¢ (dados do probliema)
2. Escalar a matriz 4
3. Criar a funcao objetivo da fase 1 do simplex
4. Determinar a base inicial
5. Decompor a base
6. Repetir
1. O ciclo do simplex
7. Até que n3o haja candidatos a entrar na base ou que o valor

da funcao objetivo, z, seja igual a =zero
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8. Se z > 0

1. Ent3o ndoc ha solugdo factivel para o problema
2. Senao
1. Passar a usar a fun¢ao objetivo original, c

2. Eliminar as variaveis artificiais
3. Repetir
1. O ciclo do simplex
4, Até que nAc haja candidato a entrar ocu sair da
base
5. Se ha candidato a entrar na base
1. Entao a solucho é ilimitada
2. Sendico a solugio Stima foi encontrada
Obviamente, og passos maiz importantes e complexos do

algoritme acima precisam ser melhor descoritos.

gquando forem comentadas as subrotinas que a eles se referem

Isto sera feito

O=

nomes das rotinas e os passos correspondentes sac dados no

quadro 111.3.1 abaixo.
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Passos

Procedimento

LeDados
Ezcalamento
Ob jet.ivo1l
NovaFat oragao
Ciclo

Ob jet.ivoz2

- uadroe I11I. 9.1 -~

Procediment.o Ob jetivotl

Dado gque a subrotina LeDados é pouco importante para

nosso estudo e que hA neste capf{tulo uma sec¢dio prépria sobre o

escalamento, podemos comegar a descrever as rotinas requisitadas

‘pelo programa principal dado acima partinde de Objetivol,

pseudo-code mostramos a seguir:

1. Paré toda variavel 1
1 Se esté for artificial
1. Ent3do seu custo é 1
2. Sendo seu custo é O
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2. Para toda variidvel i

1. Se esta for artificial ou de folga
1, Entdc ela est& na base (nbaslil = trued
2. Sendo estd fora da base (nbaslil = false)
3. Para toda variavel i naoc baslca
1. O valor de . é igual a zero imlil = fal.s{f)

Procedimento Ob jetivo2

Para manter uma certa coeréncia, antes de passar ao
ciclo do simplex propriamente dito preferimos descrever como é
felta a mudanga de fases no programa, executada por Iintermédio

do procediment.o Objetivo?2:

1. Eliminar as varlivels artificiais do problema
2. Substituir a funcio objetive pela original do problema, ¢
3. Recalcular =z = ci¢

0 passo 3 desta rotina é executado pelo procedimento

Cale_Z; dado abaixo.
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Procedimento Calc_2Z2

1. Fazer 2z =
2. Para toda variavel i
1. Se o meu limite inferior é diferente de 0
1. Entao somar a z este valor multiplicado por ctg
3. Para toda wvariavel ndo basica 1
1. Se esta encontra-se em seu limite superior
1. Ent3dc somar a = este valor multiplicado por <,
4. Para toda variavel basica i
1. Somar a 2z o termo <, X,
NovaFatoragio

Imediatamente antes de fatorar a base, & preciso
executar algumas instrugdes relacionadazs a este processo, motivo

pelo qual foi criada a subrotina NovaFatoracao, que se resume a:

3 P - -
Este passo é& executado apenas uma vez., O valor do somatdrio &,

entdo, guardado pela variavel zinic.
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1. Substitulr o indice da coluna que sal pelo da gue entra na

base
2. Ordenar as colunas da base segundo seus indices
3. Atualizar o numero de colunas de cada bloco da base
4. Eliminar o=z registros acrescentados as listas ligadas das

colunas de L

5. Fatorar a base B
6. Calcular a solugio atual (resoclver BFx m b e calcular 2)
7. Atualizar as variidveis relativas ao tempo de execugdo e a

meméria disponivel

Os passos desta rotina que requisitam cutros

procedimentos sio:

Passos Procedimento
P OrdenaCabas
5 Fatoracio
) Calc_X

- @uadre 1IX.3.2 -

Destas subrotinas, Fatoragac serd objetivo de uma

sec;:.'t:io especifica, a de nimero 4 deste capitulo, donde resta
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ainda comentar sobre OrdenaCabas e Calc_X. Assim sendo:

Procediment.o OrdenaCabas

Este procedimento extremamente =imples congiste em:

1. Arranjar as colunas da base por ordem crescente de seus
indices, usando um método de insergac (Insertion Sort)

Procediment.o Calc_X

1. Copiar no vetor » o vetor b
2. Para toda variavel i
1. Se esta variavel estid em seu limite superior entao
1. Fazer » = }» + Ai’.xfu"
3. Resolver B.x =
4. Calcular =
Ezte procediment.o, comao tantos outros, também

requisita algumas rotinas, as quals encontram-se enumeradas no

‘quadro abaixo.

IMPLEMENTAGAC COMPUTACIONAL 125



Passos Procedimento

3 BZY
4 Calc_Z

- Guadre I¥I.8%8.3 -~

Destas subrotinas, o procedimento Calc_ 2 ja foi
descrito e BZY pode ser encontrado mais adiante, na segio 6

deste cap{tulo.

Subrotina Cicle

Finalmente chegamos ao ciclo do simplex propriamente
dit.o, parte crucial do programa. Procuraremos, agui, dar uma
nogac mais pratica de como é implementado o algoritmo que ja foi

apresentado na seciho 2 do capitule segundo. Em resumo, temos

que:
1. Incrementar o numero de iteragoes, niter
2. Se niter ultrapassa o maximo permitido

A B
1. Entao parar o programa e acusar {fracasso

126 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAGAO LU



3. Encontrar os multiplicadores A (resoclver B A = GB)

4, Decidir qual variavel ira entrar na base
5. Se existir ao menos uma candidata a entrar, entzdo
1. Resolver By = Aom
2. Decidir qual variavel ira sair da base
3. Se houver ao menos uma candidata a sair, entio
i. Se o nimero de atualizagdes consecutivas tiver
excedido o maximo ou me l&b-Axl for maior que o
toleravel ou o tempo da Gltima atualizagdo tiver
sido muito grande ou a memdria disponivel for
insuficiente para uma atualizac3o
1. Entdo fazer uma nova fatoragaoc da base
2. Sendoc atualizar a base
A subrotina Ciclo requisita varias outras que, como

de habito, estio resumidas no quadro II1.3.4:

| Pagssos Procedi mento
3 BtZY
4 QuemEntra
5.1 BZY
5.2 QuemSai
5.3.1 Cal cNorma
5.53.1 CalcTempo
5.3.1 CGal cMem
5.8.1.14 NovaFat oragao
5.3.1.2 Atualizaczho

- fayodroe III. 8.4 -

IMPLEMENTACAC COMPUTACIONAL 127



A seguir descreveremos asz subrotinas QuembEntra,
QuemnSai, CalcNorma, CalcTempo e CalcMem As demais serao

comentadas nas préximas segdes.

Procedimento Quemintra

Esta ¢ a rotina gue executa o teste de otimalidade do
simplex.

A despeito de outras opgoes eventualmente mais
interessantes, optou-se por implementar o critério de Dantzig
para a selegiao da coluna gue entra na base, de forma que se
possa ter uma comparagao honesta com os outros algoritmos
descritos na seqao 3 do capitule primeiro, pois todos adotam
esta estratégia.

Assim, devemos:

i. Fazer u - {menor custo reduzido encontrado? igual a O
mL
2. Fara cada coivna i de A
1. Se esta coluna nao é basica, entio
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1. Calcular u = ¢ - A4
18 1 L

2. Se pi < pm_m e x,t estiver no limite inferior
1. Entdc esta serd a coluna que entrarid na base
2. Sendo se u > =u e x estiver no limite
" mwn .
superior
1. Ent3o esta smera a coluna que entrara
na base

Procedimento QuemSail

Apresentaremos agora a rotina que executa o teste da
razao para a escolha da component.e que =ai da base,

a gqual sugestivamente denominamos QuemSal, ¢ gue consiste em:

i. Atribulr w a Yo (menor valor obtido no teste da razziod
2. Se a variavel que entra na base, X o vale 0 atualmente
1. Entac & = 1
2. Sendo & = -1
3. Para toda componente i da base
1. Se ¥, = 0 entao
1. Se é.yi > 0
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x

1
1. Entio se -~
ly. |
1
1. Entao a variavel { devera deilxar a basze
TP L
o~ L L
2. Senao se
by . i
L
i. Entdao a variavel 1 devera deixar a base
4. Se o iimite superior da variavel que deixa a base for menor

que v _, entio
f=1eR N

1. Mudar o Ilimite da candidata a entrar na base ddo
limite inferior para o superior ou vice-versa)

2. Fazer v igual ao limite da variavel que entra na
Sal
base
5. Para toda variavel x pertencente & base
i
1i. Fazer s = 2 - dp
19 T+ 8B40
o. Se existe uma candidata, k, a sair da base
1. Atribuir a esta varidvel seu limite mais prdximo
2. Fazer x = xS
(- Te %N aqaL 8

Funcgao CalcNorma

Ve jamos como calcular b - Axl e verificar se este valor é

mengr que o permiiddo:
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1. Atribuir zero a variavel norma

2. Para toda componente i da base

1. Calcular 'bi. - E Ai.j'xj

i
Z. Se este termo for malor que norma
1. Entdo atribuir a norma tal valor

3. Se norma for malor que umé t.olerancia

1. Ent3o CalcNorma = true

2. Senao CalcNorma = false

Fung¢3oc CalcTempo

Para determinar =se vale a pena, sob o ponto de vista
do tempo conmumido pelo programa, refatorar a base numa
determinada iteragdo do simplex, definimos um fator de economia
(que sera devidamente descrito ao final do capitule), que é
menor que a unidade nos casos em que a atualizagio & fortemente

recomendada.

A decizfo acerca da conveniéncla de uma nova

fatoracio da base & tomada por esta fungio, que se resume a
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i. Calcular o Tator de economia de tempo

2. Se este fator for menoxr gue 0999
1. Entio
i. CalcTempo = Talse
2. Senio se acabamos de executar CaleNorma ou se o fator

& menor que o da iterac3do anterior

i Entdoc CaleTempo = false, (pode ger feita uma
atualizagiod

2. Sendo CalcTempo = true, (& precizo refatorar a
based

Funcso CalcMem

Finalmente, para verificar se héd memdria suficiente para

uma nova atualizacdo, precisamos:

i. Verificar a disponibilidade de memdria

2. Se o espaco existente for suficiente para uma atuallzagdo
i. Entao CalcMem = false
2. Sendo CalcMem = true
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Ea Y
SEGAC 4

A FATORAGAO DA BASE

Nesta seglo veremos como & felta a decomposicac da

base nas matrizes triangulares L e U. O procedimento que executa

este passo chama-se Fatoragao, e podemos decrevé-lo com o

auxflio do pseudo-code abalxo,

1. Para todo bloco h entre 1 e nbloc
1. Indicar no vetor cpos que ndo foi feita ainda nenhuma
permutagac
2. Para toda linha i do bloco h da base
1. Copiar a linha i da submatriz restante de B para

W

o vetor U, levando em consideragi3c as permutagoes
s
efetuadas nas lteragoes anteriores

Aplicar nest.a linha o= fatores das linhas
superiores

Escolher comoe pivé o elemento de maior valor abso

luto da linha (que diremozs estar na coluna pive)
Se o pive for igual a zero

1. Ent3oc parar o programa (a base & singular)
Permutar os elementos das colunazs i e piveo de U
Permutar também cposlil e cposipivel

Guardar o elemento pivé na posigao L.
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8. Fatorar o resto da linha i1 (fazer u = -—u - u ,
1] 1] &L

para j = i*, .., tcol>

9. Coplar a coluna i da submatriz restante de B para
L, considerando as permutagdes ja efetuadas

10. Aplicar, nesta coluna i, os fatores das linhas
anteriores (!, =1 + 1 u , para j>i e kid
i i ke ki
a. Para toda coluna J que restou do bloco h =se este ndo

for cquadrado

1. Guardar em icn o indice da coluna da base que
estA na posiciao j (dado por cpostild

a. Gduardar em inest o element.os desta coluna
relativos ao estodgue

Fara cada coluna j da base que s& possui elementos ndo
nulos no acoplamento

1. GQuardar em 1icn a posic.%io da coluna na base
Ccposfjily
2. Guardar em luest os =eus elementos

Gopliar os dados armazenados em icn para o fim do vetor cpos
Para todo bloco h entre 1 & nbloc

1. Para toda coluna j que sobrou a direita do bloco se
este nao for quadrado

i. Aplicar nos elementos das linhas do acoplamento
desta coluna Cpuardados no vetonr luestd o=

fatores das linhaz superiores (ja calculados)

FPara toda linha de acoplamento i entre 1 e nlest-i

1. Ezcolhier o pivd
2. Se o pivo for nulo
1. Entic parar o programa (a base é singular)
3. Permutar os elementos das colunas tlinti e tiintpivo
4. Permutar cposfilintil] e cposltlintpivel
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5. Permutar icnlil e icnlipivol

6. Fatorar a submatriz restante de B
6. Para toda componente i de icn, i entre 1 e nlest
1. Encontrar k tal que icnfkl = i
2. Fazer icnfil = &k
SEGAO 5 A ATUALIZACAO DA BASE

Uma vez dispondo da base decomposta em uma iteragao

anterior do simplex, podemos atualiza-la Cevitando uma

re-fatoragao> seguindo o algoritmo abaixo.

1. Incrementar o numero de atualizagdes ja realizadas
2. Resolver w U = e
a4GL
3. Descobrir a dltima posicac ndo nula de w, que chamamos cult
4. Criar uma lista ligada com os elementos da coluna cult de L
5. Para toda coluna i em que w 0, partindo de cult-r até 1
1. Se w < w

eult i
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S
1. Entac vamos zerar :
cult

k ~r
1. Criar uma nova matriz U cujo elemento nao

nulo acima da diagonal é u;_c

ny

= )
i,cult cult i

2. Atualizar a <coluna LcuLt de L, fazendo
cult = Lcult - Li.'wcul.t/wi.
3. Permutar as colunas L e L
8 cult
4. Armazenar a permutaq§0 Quposfkl.p = i)
2. Sendo vamos zerar ® !
1. Calcular ui_( = W SW
Lcult i cult
2. Atualizar a caluna L de L, fazendo
L
L o= [/ = 1, £ LW
i i cult cult
3. Fazer uposifkl.p=cult (ndc houve permutaciod

o

k
Armazenar o valor de u_L

Ssoult
4. Armazenar sua linha (uposfkios =
5. Armazenar =sua coluna (uposikly =

Somar a L a coluna que entra na base
o
cult” cult

Subtrair de L a coluna que =sai da base
mesmo termo

Substituir o i{ndice da coluna que sai pelo
base (cabasisail = entd

Para toda linha 1 em que ¢ Lt >* 0, i enLre
.U

1. Se 1 . <l

T, v,oult

1. Entso vamos zerar I :
L,eult

em ulufimfrrl

i>
cultd

multiplicada por

multiplicada pelo
da que entra na

1 e cult-1

(u ¢ uma tolerancia, no caso =10

k ,
1. Criar uma nova matriz U~ cujo elemento ndo

ke

‘supra-diagonal é u
nulo sup & i,cutt

. Atualizar a coluna L
cult

- L .1 ~1

i,cult i,

de L, fazendo

=
cult cult i L,cult i,
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3. Fazer uposikl.p=—cult (naoc houve permutacio’
2. Senao vamos zZerar L.
i,
1. Galcular u° = -1 /1,
L,outt i,1i L, cult
2. Atualizar a coluna LL de L, fazendo
Li. = Li. - Lcul.t' i..i./'L,cuL!.
3. Permutar as colunas . e L
1 cult
4. Armazenar a permutac3o uposlkl.p = -1
2. Armazenar o valor de ul: oot M ulufimy+ky
3. Armazenar sua linha (uposfkios = id
4. Armazenar sua coluna (uposlkly = cult)

0 passo 2

que sera descrito na

N
SEGCAO ©

[

dest.a rotina requizsita o procedimento UtXY,

préxima segao.

RESOLUCAO DE SISTEMAS

Dadas as matrizes L e U atualizadas, vejamos como

resolver
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Sistemas do tipo Bz = vy

Nest.e caso, o pseudo—code sera

1. Roesclver L.x = v

4. Resolver Uw = x

3. Fazer = & Pw (= ) = x , para i = 1, .., tcold
cposlyl] 1

Onde o passo 1 é executado pelo procedimento LXY e o

passo 2 por UZX, fornecidos abaixo.

Procedimento LXY

1. Fazer x = y
2, Para toda componente j da bage, comegande por j = 1
1. Fazer x = x -1
] b
2. - Para toda componente i1 da base, ¢ > j
1. Fazer »x = x - x ./t
L i 1o,
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Procediment.o UZLX

1. Para todas as matrizes Uk acrescentadas nas atualizagdes,

partindo da ultima

1. Seja ut = uposlkl
2. Se ut.p < 0
1. Ent3c somar a x o termo x L
ut. x ub.y ot wut. vy
2. Sendac somar a x o termo x .uk
ut .y ub.x’ ut.xul. v
3. Se ut.p = ut.y
1. Entao permutar x %
ut ut. v
2, Para toda componente i da base, comegando pela ultima
1. Para toda componente j da base, j >
1. Fazer x = x + x.u_.
i i g

Sistemas do tipo B 'z = v

Para sistemas gque envolvem a transposta da base

teremos que:
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1. Fazer x = PTy Cx = , para i = 1, ., tcold .
L

cposiil
T
2. Resclver U .w = ¥

3. Resolver LT.z = w

Acqui, as subrobtinas que executam o5 passos 2 e 3 s30,

respectivamente, HtLtXY e LtLZX,

Procedimento ULXY

1. Para toda componente J da base, comegando por J = i
i. Para toda componente i da base, t > J
1. Fazer x~ = x < 2 .
L 1 ] i
. ke . -~
2. Para todas as matrizes U acrescentadas nas atualizagoes,

partinde de & = 1

1. Seja ut = upostki
2. Se wut.p # ut.y
1. Entdo permutar x e x
ut. p ut. vy
3. Se utp <0
1. Entdo somar a x o termo x "
ut .y wubox’ Ut wut. y
2. Senaw somar a x o termo x .uk
ulbl, x uly ut. sut. y
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Procedimento Lt22ZX

1. Para toda componente j da base, comec¢ando pela dltima
1. Para toda componente i da base, t > J
1. Fazer x = x = »x /1
J i Lo
2. Fazer x = x -1 .
J Joobd
2. Fazer =2 m x
SEGAO 7 ESCALAMENTO

Sabemos que os erros de arredondamento que se acumulam
sobre o= valores dos elementos das matrizes triangulares durante
a decomposicao ou atualizagdo da base s3é0 proporcionais A
magnitude destes mesmos elementos. Azzsim, at.é a melhor
estratégia de pivoteamento podera falhar se os elementos da base
tiverem valores (em mdédule? muito discrepantes.

O artificio comumente empregado para contornar isto
consiste em escalar a matriz tecnoldgica do problema antes de

resolvé~lo, ou seja, dividir seus element.os por certos valores
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de forma a permitir que haja uma maior uniformidade entre
else quando participarem das decomposigdes.

0 método de escalamento mais popular é denominado de
equilibrio e consiste apenas em dividir cada linha (ou colunad
da matriz peloc smeu elemento de maior valor absoluto.

E, a despeito de exigtirem outros métodos
comprovadament.e melhores que este, preferimos adota~lo aqui em
virtude de ter sido ele empregade juntamente aos outros

algoritmos com o8 quais o Jque exXpusemos mera comparado no

capitulo que sme segue.

Azs=sim, iremos apenas escalar a matriz tecnologica por

linha=s, segundo © pseudo-code abaixo:

1. Para cada linha i da mabpiz A
1. Encontrar o elemento de maior valor absoluto, escfil
2. Dividir todos os elementos da linha por esclil
3. Dividir o termo correspondente no vetor & por esclil
4. Para cada varidvel de folga das restrigdoes canalizadas
1. Se esta varidvel corresponder & linha i
1. Dividir os valores de =eus limites inferior

e superior por esciil

b

Encontrar o elemento de malor valor abscluto da fungio
objetivo, denominado ctobj

3. Dividir os elementos da [ unc;'éo ob jetivo por ctobj
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SEGAO 8 COMENTARIOS ADICIONAIS SOBRE A ATUALIZAGAO

0 uso cont.inuo de um processc de atualizagao da base
produz efeitos nada despreziveis =sobre o comportamentes e o
desempenho geral do simplex.

Alguns destes efeitos sa0 inerentes ao algoritmo
utilizado, mas existem também aqueles que ga0 fruto de decisdes
tomadas quando do desenvolvimento do programa de comput.ador.

Apenas para exemplificar, citemos a grande varieciade
de estruturas de dados passivels de serem adotadas, induzindo,
em cada caso, um maior ou menor consumo de meméria e de tempo,

Tantos outros pontos didbios foram tratados com
superficialidade e brevidade ao longo do texte com o objetivo de
evitar que se entendesse o emprego de uma ou outra alternativa
como algo intrinseco as algoritmo que a contém.

No entanto, o momento parece, agora, oportunc para
retornarmos a alguns desses pontos, justificando, em cada caso,

a adogdoc de uma opgic determinada.

Comecemos analisandoe o= limitantes que podem =er
adotados no=s pivoteamentos feltos na atualizacio, descritos ao

final da segao I14.

~
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Determinagao do primeiro limitante da atualizacio

No item relative as Estratégias de pivoteamento da
$eg:$o ii.4, doils eram oS limitantes utilizados durant.e a
transformacac da base atualizada em novas matrizes triangulares.

o primeiro deles era empregado quarnclo querimos

eliminar os elementos nao nulos da primeira iinha da matriz

Famant
e
| ——

Dadas as colunas k e m desta matriz, com m situada a
direita de k (veja a figura I1.4.4>, existiam, ent3c, duas

T
alternativas para tornar nulo w,

w
o I
I Fazer L =L - — ., ou
k k w ™m
™
N
A ™
2 Fazer L =L - o Lk e parmubar as colunas m e R
m m
k

A decisace por uma delas era tomada em fungio do termo
<GI1.7.42
o= wk/mm

ao cqual associamos um limitante L, de tal forma gue a primeira

opgac era adotada se e somente se u < W
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Analisemos, agora, quais poderiam ser as consequéncias

do emprego de diversos valores deste limitante,
Os residuos na solugcdo de sistemas

Atribuidos alguns valores arbitrarios para u, foram
feitas experiéncias aleatdérias nas quais diversas atualizagdes
eram executadas sucessivamente, de moda a permitir que =zse
evidenciasse, em cada caso, o efeito progressivo destas sobre os
erros de arredondamento encontrados na resoclugao de sistemas. Os
resultados estao expostos nos grafices I11.71 e TIL7.2.

E se reza a teoria que os melhores resultados s30
obtidos para valores de u préximos de 1, este fato fol, de uma
forma geral, observado, embora o menor residuco encontrado nao
tenha correspondidc & curva de p = 1 durante todo o tempo. Mas
parece claro que, como comportamentc médio, os erros tendem a
aumentar dquando nos aproximamos dos valores extremos do

limitante®.

‘Observa-se que nos casos em que u < 1 a sezunda opgad de

pivoteamento & favorecida, situacao que se inverte quando u €&

-maior que a unidade.
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RESIDUO EM B.z = y

em funcao do termo 'mw de Calc._ Ltil

S
|

— :05
/ — 10
| | — e

/i %", ] — 1.00

log (erro x 10e9)
Ol

N

atualizacoes

RESIDUO EM B.z = ¥y

em funcao do termo 'mu de Calc__Liil

ind.
— 100

>

log (erro x 10e9)
[&]

>

atualizacoes

-  Graficos IIT.7.4i e III.7.2 =
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O agumento da matriz L

No que diz respeito ao aumento especifico do nimero de
elementos ndo nulos de L, podemos esperar que, & medida em que
as atualizacSes se sucedem, este se Ja menor para valores muito
pequenos de u, embora frequentemente 1sso nao seja obszervado.

Mas as nossas experiencias mo=t.ram,
surpreendentemente, um comportamento muito melhor que o previsto
para o entre 0 e 0,5 e para u wm o (graficos II1.7.3 e II1.7.4).

Nos casos em que u < 0.5 nenhum elemento n3c nulo fol
criadc em gqualquer atualizagic, quando se esperava um aumento
mesmo que discreto da matriz, Da mesma forma, o crescimento de L
para u = @ foi menor gque o obtido para valores menores do
limitador.

Qutra surpresa foi o fato do pior resultado ter =ido
obtidoe para u = 1, o gque, mesmo nac smendo os dados suficientes
para dque e possa tiranr conclugdes definitivaz, certamente
contribul para confirmar a hipdtese, aventada no capftule II, de
que nao é possivel assegurar gque o consumoe de memodria pode ser

reduzido em fungdo da alteragao deste limitador.
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O ecrescimento da matriz U

Também foi analisado o efeito da variagio de L sobre o
nimero de elementos de U, estando os resultados expostos nos
graficos I1.7.5 e IIL.7.6.

Neste caso, verificou-se que valores pequenos de u
costumam induzir um crescimento malor da matriz U, o que =se
explica facilmente pelo fato de que, gquando se adota com mais
freqiéncia a segunda opgac de plvoteamento, torna-se malzs densa
a coluna de I, que, ao final da eliminagdo dos elementos de o,
possui elementos nac nulos acima da diagonail.

E interessante observar também o comportamento gquase
linear do aument.o de u, bem diferent.e dos saltos

existentes nos graficos referentes a matriz L.

O tempo consumido em cada ciclo do simplex

Com o u=zo da estrutura de dados proposta, que combina
listas ligadas com memdria estatica, o tempo de cada ciclo do
simplex tornou-se menos sujeito a varlagdes em fungio do
Iimitante s como se pode deduzir dos graficos II1.7.7 e

IT1.7.8.
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TEMPO TOTAL DO CICLO

em funcao do termo 'mu’ de Calc__Litil

32 .00
— .0
— .02
—— .05
— .10
,_.\24 — .20
\c_n/ — .50
a. — 1.00
&=
1]
-
16
B

atualizacoes

TEMPO TOTAL DO CICLO

em funcao do termo 'mu' de Calc__Ltil

32

24

tempo (s)

16

atuglizacoes

- Graficos III. 7.7 e I1X. 7.6 -
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E se poder{amos esperar que, a medida que
aumentassemos o nimero de elementos de L, malor fosse o tempo
gasto na atualizagzao, este efeito foli bastante reduzide dada a
facilidade com que se pode permutar colunas descritas por listas
ligadass.

For sua vez, a resolugao de =sistemas, que também &
afetada pelo crescimento de L e U, por consumir pouco tempo,
pouco contribuiu para uma alterag¢dc global wmignificativa no

desempenho do programa.

O valor adotado pdara o limitante

Para preservar a estabilidade numérica do problema e
sem ter comeo determinar antecipadamente o impacto do uso de um
determinado valor para este limitante =sobre o consumo de
memoria, optou-se por empregar o valor 1.

Degte ja~=e, com isso, contribuir para gque » ndmero de
atualizagdes sucessivas permitido pelo critério de estabilidade,
medido através do procedimento CalcNorma, e ja maior,
compensande um eventual aumento indese jado das matrizes.

Além disso, o tempo de execucac do programa sofreria
mals c:-om a necessidade de fatoragoes sucessivas em virtude de
problemas de estabilidade do gue em funcaoc de matrizes

ligeiramente maiores,
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Cabende =salientar, ainda, que nao se pode afirmar, em
funcgiao do observado, que utilizando o valor 1 teremos um maior

consumo de meméria sempre.

Determinagio do segundo limitante da atualizac3do

0 dltime passo da atualizagdo também consiste em
eliminar elementos de uma matriz —  F— que, por sua Vez,

possul elementos acima da diagonal em apenas uma coluna

{digamos, a de indice k).

A diferenga esta que, aqui, o uso de limitantes

diferentes pode causar efeitos bem diversos.
Valores de i menores que 1, por exemplo, além de nao
melhorarem a estabilidade, costumam provocar um consumo muito

grande de memoria.

Ve jamos, entio, como se comporta o algoritmo quando

variamos w entre 1 e infinito.
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O gqumento do consumoe de meméria

Para este limitante, como foi dito no capitulo II, o
emprego de valores baixos estd intrisecamente ligado a um
aumento exagerado da matriz L.

Esta afirmacdo nd3o fica tic clara quando observamos os
resultados experimentais {Liguras 1179 e iI1.7.40%. Eies
apontam, é verdade, nesta direcio, mas nao com tanta evidéncia.

Atribuimos 1Isto ao fato de que os resultados muito
ruins s& sao obtidos em situacdes extremas, o que nao costuma
ocorrer com tanta frequéncia.

Quantc ao orescimento de U, este ainda se da através
de curvas bagstante suaves e =em que se observe grande digpersac
entre elas. Em cada atualizagdo, as diferengas no consumo de
memdria sao devidas principalmente a alguns elementos da matriz

. criados nas iterag?:res anteriores.

O tempe consumido ne cicle do simplex

As diferengas encontradas no tempo consumido por cada
ciclo do simplex somente podem ser atribuidas ao ndmero e A
posigao. dos= elementos criados nas matrizes triangulares,

principalment.e em L.
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Agsim, para o8 cagos em gue pouco cresceu esta
matriz — geralmente para valores grandes de 4 — menor sera
o tempo do cilclo. Ezsta conjetura &, de uma maneira geral,

confirmada pelo grafico II1.7.11.

Os residuocs na resolucao de sistemas

Quante ao erros de arredondamento provocados na
resolugac de sistemas, também aqul a teoria sugere gque para
reduz{-los devemos apelanr para o tradicional pivoteameanto
parcial, ou seja, fazer u = 1.

0 grarfico III.7.12, mais uma vez, mostra que isto
ocorre durante a maior parte do tempo. Apenas nas AOltimas
atualizacoes observou-se um aumento expressive e inesperado do
resfiduc para u = 1, o gue nac pudemos atribuir a nenhuma causa
evidente e que iremos tratar como fendSmenc atipico.

Mas, convém lembrar gue os erros de arredondamento
também aumentam proporcionaimente ao tamanho das matrizes, donde
nic seria exagero esperar gque, para valores mais balixos de
houvesse um crescimento deles, a despeito do critérie de

estabilidade nos pivoteamentos.
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O valor adotado para o Hmitante

Para mater um equilibrico entre consume de memoria e
estabilidade numérica, resolvemos adotar o wvalor 10 para o
limitante, valor este gue +também tem sido recomendade em
casos semelhantes por diversos especialista no assunto,

Com isso, tentamos evitar as situagdes extremas em que
as matrizes crescem enormemente, sem contudo permitir erros de
arredondamento capazes de comprometer nosso algoritmo,

E é& intereszante conferir, apenasz como curiosidade,

nos Qltimos grarficos, os resultados referentes a este valor,

Determinagaio da freqluencia das Tatoragoes

Uma ditima preoccupacgio que hog ocorreu A0 escrever o
programa diz respeitc a decisao gue, a cada ciclo do simplex,

deve sar tomada enlre atualizar a base e refatora-la.
A primeira vista, parece-nos razoavel evitar ao maximo

a fatoragac, mas haverda um momento em gque ela pode ser

conveniente ou mesmo necessaria se considerarmos que
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Ir Pode nao existir memdria disponivel para armazenar os

Lad
elementos que serdo criados durante a atualizaglo;

- Os resf{duos encontrados na resolugao dos sistemas

podem =ser excessivos; ou

R rd
3 Uma nova atualizacac ira provocar um consumo maior de

tempo pelos proximos ciclos do simplex. '

Dediquemos um pouco mais de atengao a cada um destes

pontos.

Os residuos encontrados na resolugago de sistemas

Em nosso programa, os erros de arredondamento s30
verificados a cada 10 atualizagdes, o que significa que, ao fim
deste intervaio, determinamos o majior residuo ab=solut.o
encontrado no calculo do vetor solugac do problema e o
comparamos c¢om um limitante pré-estabelecido <(que depende da
precisdo do computador), refatorando a base sempre que este for
ultrapassado,.

Ezste critério tem garantido bons re=sultados do ponto

de vista numérico e é de uso corrente, donde nos absteremos de

detalha~lo.
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O tempo gasto pelas atualizagdes

Por sua wvez, o tempo consumido em cada cicle do
simplex merece um est.udo mais aprofundado, pois afeta
diretamente o desempenhce do algoritmo,

Preferimos, entao, realizar novas experiéncias, agora
com  problemals reals, para tornar possivel determinar, com mais
certeza, o melhor momento para uma nova [ atoraq%o.

Primeiramante, claboramos O grafico 111.7.143, que
ilustra a economia relativa obtida pelo uso de cada uma das
atualizagdes sucessivas em fungao do tempo consumido por uma
nova fat.orac;go, para um problema cuja matriz tecnoldgica possuia
14 blocos e apenas 2 restricdes de estoque.

Para tanto, a resolugio do problema foi dividida nas
fazes tradicionais do Eimplexs, cada uma delas sendo tLambém
dividida ao meio. Jonseguiu-se, assim, observar que o algoritmo
se comporta de maneira diferente em uma e outra fase.

Na fase 1, em que a maloria das colunas que deixa a
base corrasponde a variaveis artificiais, as atualizagoes
costumam fornecer uma economia dJquase constante, gque decresce

muito lentamente em decorréncia apenas do aumento da matriz U

] ~ . -
Na fase 1 procuramos uma =olugao viavel e na fase 2 a

solugad Stima para o problema.
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{(que pouco afeta as atualizagdes subsequentes).

Jd na fase 2 a economia relativa se reduz bastante a
cada iterag3de, refletindo o crescimento da matriz L.

O= vales profundos do graficoe correspondem as
iteragdes em que o vetor scolugdc do problema é recalculado e que
a norma do pesiduo é verificada. Pode-se~-4, nos graficos
seguintes, constatar o efeito destes procedimentos sobre o tempo

de execugao do ciclo.

Passemos agora ao grafico II1.7.14, que mostra como se
acumula, & medida que cresce o nimeroc de iteracgdes, a economia
global do programa obtida quando se evita refatorar
continuamente a base.

Podemos ver que ha um aumento rapido desta economia
durante as primeiras atualizagdes, seguido de uma queda que esta
associada aos vales do grafice III748. A partir de entdc as
curvas correspondentes a fase 1 permanecem guasie horizontais,
enquant.c as da fase 2 sobem lentamente mais wum pouco, até
decairem também de forma quase retilinea.

0 grafico nos mostra, assim, que ao final das ¢
primeiras iteragoes o emprego da rotina de atualizagac reduziu a
metade, por exemplo, o tempo do programa na segunda parte da
fase 2 do simplex, mas se continuarmos atualizando a base =sem
refatora-la por mals 60 lteragdes esta economia diminuird para

pouco mais de 40 por cento.

\
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ECONOMIA DE CADA ATUALIZACAQO

Problema com 14 blocos e 2 linhas de acoplamento
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Somos levados a crer, assim, que em algum momento
entre as iteragoes 10 e 70 deveriamos ter refatorade a base.
Este momento determinamos através do seguinte fator de

economia de tempo:

@ = CII1.7.2>

onde kR é o mimero de iteragdes do simplex elfetuadas a partir da
ditima fatoragdo, m ¢ o {ndice da dltima iteragdo em que o fator
foi menor que 1, e Ti é o tempo gasto na iteracio 1.

Para exemplificar como é obtido este fator, vamos
supor que estamos na trigésima iteracioc desde a Gltima fatoragio
(neste perfiodo a base fol atualizada 20 vezes>, tendo o programa
consumido desde entio 325 segundos, & a ultima it-erac:go na gqual
o valor de ¢ era menor gque i1 foli a de niamero 19, ocorrida 210
segundos desde a fatoraciio. Assim, o© novoe fator ira valer:

U9x3252/¢30x210>, ou 0.98018.

<& -
Calculado apds cada atualizagdo , o fator ¢ serid menor

ique 1 quando tiver =ido conveniente executid-la em lugar de uma

,GPara a primeira atualizagdo consideramos que k = 2 e m = 1,
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refatorat;go. FPor coutro lado, valores muito malores que a unidade

indicam que esta uUltima tornaria o algoritmo mais eficiente.

Fica claro, assim, que este fator ndoc determina
antecipadamente qual alternativa deve ser adotada, mas apenas
indica o posteriori me opgido escolhida era ou n3o a mais

economica.

Os eraficos I11.7.15, I11.7.168 a 1747
mostram, para alguns exemplos de dimensdes variadas, os valores
de ¢ a medida em que se sucedem as atualizagoes. Assim, por
exemplo, para o problema com 14 blocos e duas linhas de estoque,
observamos gque na primeira parte da fase 1 poderiamos ter
executado 59 atualizagdes sucessivas antes de uma nova
refatoracdc’. Ja na fase 2 n3o teria sido recomendivel atualizar
a base por mais de 29 iteragdes sucessivas <(um comportamento

coerente com as graficos III.7.13 e IT1.7.14D.

E apesar deste f{ator se referir apenas as iteragdes jJa
ocorridas, temos a pretensao de emprega-lo para determinar como

devemos agir na proxima iteragdo, como veremos a seguir.

7.4 : -’ - .
B  interessante reparar ¢ue neste caso €& menos  economico

atualizar a base por 58 iteracdes sucessivas do que fazé-lo por
apenas 49 iteracde=. Masz ainda assim a quingquagédsima atualizagdo

se justifica, pois Pe & menor gue 1.
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FATOR DE ECONOMIA DE TEMPO

Problema com 4 blocos e B linhas de acoplamento
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IMPLEMENTACKO COMPUTACIONAL ‘ 165



FATOR DE ECONOMIA DE TEMPO

Problema com 20 blocos e 2 linhas de acoplarmento
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-  Grdafico ITL.7.17 -~

Podemos  aprovelitar os graficos {IL.7.15, 1IL.716 e

11717 acima para tirar duas conclusdes importantes:

I Em primeiro lugar, consideremos que a norma do residuo
encontrado no caloulo do vetlor Solug:ao do problema se ja
veprificada ciclicamente a cada v iteragdes depols de uma
fatoragaco Cou seja, nas lteragdes v, 2v, 3v, etcd. Nota-se que,
nestesl casos, o valor de ¢ & muito alto (correspondendo nos
picos dos graficos’, mas este fato ndc deve ser levado em conta

pois nas iteraces subsequentes ¢ tende a diminuir;
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2 Normalmente quando ¢ { 1, este comportamento tende

k-1
a se repetir na iteragdo Kk, exceto no caso em que k = puv -~ 1,

=1, 2, 3, ... {ou meja, se k = u-1, 2v+1, etc).

Com base nessas observa¢des, foi possivel estabelecer,
finalmente, ¢ seguinte critério para a substituicioc de colunas

da base J(evando em conta apenas o fator tempo):

I Na iteragdo ktr, 88 executamos uma refatoragio da base
ad Secpk)leqbk)qbk‘iek#p.v,pu1,2,3,.-.

b> Ouse ¢ > 099 ek=pv-1p=atl 23 ."

2 Em todos o%S demais: casos damos preferéncia A
atualizag3o.

A& meméria consumida pelo algoritmo

No que tange ac aumento verificado no consumoc de
meméria a medida em que se evita novas fatoragdes da base,
observamos nos graficos III748 e III719 que durante a fase 1
isto n3o chega a constituir um problema, pels o aumento de L
f:ostuma ger insignificante ou nuio, enquantoc o crescimento de U

se da, como sempre, de forma linear e lenta.

PIsto é reito para que n3o seja calculada a norma do res{duo.
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MEMORIA CONSUMIDA POR L. NA ATUALIZACAC

Problema com 14 bloces e 2 linhas de acoplamento
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MEMORIA CONSUMIDA POR U NA ATUALIZACAO

Problema com 14 blocos e 2 linhas de acoplamento
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0 mesmo nac se pode dizer da fase 2, onde o
crescimento de L e U é acentuado. Mas este ainda n3o chega a ser
pfeocupant-e, pois esta, como vimos, fortemente relacionado ao
tempo gasto pelo programa, e sabemos gque dificilmente matrizes
muito grandes induzirdo atualizagdes rapidas. Pode-se inclusive,
para verificar que isto realmente ocorre, comparar a memdria
conzumida em varios problemas reals, mostrada nos graficos
111.7.20, II1.7.21 e 111.7.22, com os graficos relativos a0
fator de economia de tempo a que Jja nos referimos.

As=zim sendo, ainda que a meméria disponivel ao final
da fatoragao seja pouca, ndo seremos forgados, a mencs de casos
excepcionais, a desistir das atualizacdes.

0 critéric utilizado para decidir =e uma fatoracio &
ou nAoc necessaria por motivo de espaco é empirico e consiste em
verificar se a memdria disponivel para os elementos criados na
atualizagdo & capaz de armazenar a0 menos gquatro vezes o numero

de linhas da matriz, caso em que optaremos por esta Gitima.
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MEMORIA CONSUMIDA NA ATUALIZACAO

Problema com 20 blocos e 2 linhas de acoplamento
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CAPITULO QUARTO

RESULTADOS NUMERICOS

Is there =~ is there balm in Qilead?
- tell me - tell me, I implore!
Quoth the Raven, "Nevermcre”.

EDGAR ALLAN POE

tIn: The Ravery

Multoe JjA4 foi dito sobre como melhor aproveitar o
mét.odo simplex quando se pretaende resolver problemas
bloco—-angulares.

Resta-nos, entretanto, comprcvaf* se toda esta teoria
produz, de fato, resultados animadores se comparados aos obtidos
por outras propostas ha multo sugeridas e ja implementadas com
. algum sUCesso.

Passemos, assim, finalmente, A andlise qualitativa de

nosso algoritmo.



SEGAO 1 DESCRICAO DOS PROBLEMAS

Para avaliar o desempenho do programa recém descrito,
resolvemos compara-lo a dols dos algoritmos mencionados no
capi{tulo primeiro, um envolvendo decomposiciao — o de Rosen — e
outro a estratégia das restricdes ativasi, para os quais
dispomos de implementagdes econdmicas e eficientes.

Contudo, as versdes que possuimos destes programas s3ac
dedicadas exclusivamente & formular;%o de rac;aes, motivo pelo
qual seremos forgados a nos restringir a esta classe de
problemas.

Maz =é decldimos nos submeter a esta aparentemente
inconveniente situacdo na certeza de que, com a boa variedade de
modelos oriundos de situagdes reaisz, gxtaremos aumentando a
confiabilidade dos resultados experimentais obtidos;

Apresentamos, entio, no quadro abaixo, um resumo dos

problemas utilizados em nossa analise.

‘Para o que contamos com a inestimivel colaboragiico da SOMA -
Sistemas, Otimizacao e Matematica, que nos cedeu, gentilmente,

oS progranas.

Novament.e aqui & precigoe fazer uma pequena Interrupgic para

agradecer a SOMA que tambem rforneceu os exemplos.
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PROBLEMA 1 2 3 4 5 6
DADOS GERAIS
‘BLOCOS 4 14 77 48 59 10
LINHAS
acoplamento 2 2 7 Q 4 10
total 58 222 1155 8565 704 147
COLUMNAS
originais 104 396 1543 o722 994 276
de folga 54 208 1078 459 587 413
t.otal 158 604 2621 1441 1581 3:1
ELEMENTOS 1492 6264 23114 14351 11917 3822
DADOS DOS BLOCOS
L INHAS
minimo 8 i4 9 8 8 8
média 14 16 15 12 12 14
max imo 20 20 20 18 158 20
COLUNAS
minimo 24 24 12 14 12 24
média 26 28 20 20 17 Z8
max imo 30 30 22 23 20 31
ELEMENTOS
minimo 1902 336 132 126 112 1902
média 373 477 300 236 202 382
maximo 600 600 420 322 280 600 -

Guadre IV. 1.2 -
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Problemas utilizades nas

o
comparagoes
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Em todoz os problemas, os blocos correspondem =a
formulagdes de ragdes que s30 comerclalizadas no pals, assim
como as restrigdes de estoque dos problemas 1, 3, 4 e § também
se originam de situagdes reaié.

Apenas os modelos 2 e & tiveram o acoplamento criado
exclusivamente para nossos testes. Mas, mesmo em tais casos,
devemos lembrar que, dadas as caracteri{sticas desse tipo de
restrigaoc, estas poderiam perfeitamente corresponder a problemas
reais.

Feltas estas consideragdes, passemos aos resultados

obtidos para cada algoritmo.

SEGAO 2 RESULTADOS COMPARATIVOS OBTIDOS

el
Para que hovesse uma padronizagao eficaz, capaz de

evit.ar desvios comprometedores nos result.ados, t.odos os
programas foram escritos numa mesma linguagem — Turbo Pascal
50 — e todas as experiéncias feitas em um mesmo computador —

um compativel com o IBM PC-XT, com processador 8088 {(de 4.77MHz>
e coprocessador matematico 8087, e 640 Kbytes de memdria de

rapide acesso.
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Pelo mesmo motivo, sempre que possi{vel, optamos por
mantl,er uma grande ssemelhanga em alguns pontos corucials dos
programas, Como claro exemplo disto, todos o= algoritmos adotam
o critério de Dantzig na determinac3o da coluna que deverid entar
na base.

Esperamos ter- .};\eduzido, assim, as interferéncias,
muito comuns, provogcadas por detalhes que consideramos menos
importantes. | N

Na tabela que se segue exibimos, para cada algoritmo,
o tempo gasto na resolugac dos problemas {os valores s3o dados

em minutosd.

— v — -

ALGORITMO RESTRICOES ROSEN NOSSO
- ATIVAS ALGORTTMO
PROBLEMA
1 3.38 1.63 2.37
2 25 .27 10.13 25.95
3 o 580 28 189 .92 711.60
4 | 163.88 102 .70 202;88
5 01.908 13 .83 224 .20
G 30.12 33.78 21.60
Guadro IV.2.4 - Tempo de execucao dos diversos algori tmoa
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A partir dos dados do quadro IV.21 foi possivel
desenhar o grafico IV.24. Nele o© tempo consumide por cada
mét,odo fol dividido pelo valor obtido quando se adota a
estratégia das restrigdes ativas, para formar um fndi_ce que &
tanto menor quanto mais rapido tiver sido encontrada a solucdo

do problema.'

DESEMPENHO COMPARADO DOS ALGORITMOS

em relacao ao metode das resitricoes ativas

28 ) mtr.uﬂva-
Z
” é %Rosen
/ simplex LU
Z
1.5 >
2
e D D
TN N ANV NUR
NN NANND N
RN NZENRZ ZENEZEN
EEN N AR N
N N N N N
o et %r{ Sr(/ L\ré ﬁr//b
1 2 3 4 5 6
problema

- arafico IV.Z.1 -
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sEGAo 8 ANALISE

Po quadro e do grafico expostos acima, a unica
conclusdo absolutamente indiscut{vel que se pode deduzir é que
nao existe um algoritmo gque seja sempre melhor que og outros.

Se fosse necessarlo defender qualquer um dos métodos,
se.-mp‘re haveria um minimo de razdes capazes de Justificar seu
uso, embora, de uma forma geral, o algoritmo de Rosen tenha se
mostrado sensivelmente melhor na grande maioria dos casos, bem
como tenha sido até certo ponto decepcionante ©o desempenho do
programa que estamos aprelsent,ando, particularmente no momento em

que analisamos o problema de nimero cinco.

Frente a esta dif{cil tarefa de cComparar o
. comportamento instavel dos métodos (em virtude, inclusive, do
pequeno nimero de experimentosd tentamos identificar alguns
fatores capazejs' de influenciar ou Jjustificar o melhor ou pior

desempenho de cada um dele=:
r Em primeiro lugar, deve ficar claro que © programa que

ora estamos apresentando & o (dnico que ndo fol elaborado

exclusivamente para os problemas de formulagdo de racgdes.
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Em fungdo de sua generalidade, um bom nimero de

artiffcios sdo por ele evitados, sem que o mesmo acontega aos

demais.

2 Outra relevante diferenca existente entre os programas
reside no fato do algoritmo de Rosen e o das restrigdes ativas
buscarem a solugdc JStima resolvendo inicialmente o subproblema

composto apenas pelos blocos. S3& depois de obtida a =olugio

Stima para este caso, as restrigdes de estogue s3o acrescentadas
e o problema é resolvido integralmente.

Este procedimento torna estes programas mals rapidos
quando aplicados 3 formulagdc de racgdes uma vez que, talvez até
pelo pequenc nimero de restri«;ﬁes_ de estogue existentes em
comparagdo com o© numero de blocos, a solugdc do problema  sem
acoplamento encontra-se normalmente, suficientemente préxima da

solugao global.

3 Um aumento da banda de estoque talvez =eja s=suficliente
para que este resultado se inverta, pols, como constatamos
acima, para um problema com 10 blocos e 10 restrigdes de

estoque, o mielhor algoritmo é justamente o que cora apresentamos.

4 Também ndoc devemos delxar de comentar que se
obrigéssemos o método de restrigdes ativas a tomar como ponto

inicial.. o mesmo vértice que utllizamos, multo provavelmente =seu
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desempenho iria piorar consideravelmente. Isto dar-se-ia porque,
alérﬁ deste algoritmo n3o inclulr uma atualizacao rapida da base
(refatorando-a a cada iteragsiod, o procedimento que ele usa para
descobrir a wvaridvel ou restrigidoc que deixa a base é multe mals

complexo e demorado que aquele que descrevemos no capfitulo III

4 Por outro lado, o métodoe gue motivou nosso trabaltho
também possui uma desvantagem que lhe & intrinseca. Seu consumo
de memdria, que evitamos detalhar agui, sera sempre muito maior
que © de um algoritmo aque utiliza uma matriz basica reduzida
(como o das restrigdes ativasd ou que ";emprega decomposicgdo (tal

como o de Rosen).

Todos estes comentarios fazem com que acreditemos
ser poss{vel distinguir grupos de problemas em gque algumas
das boas caracteristicas de um ou outro programa induzam seu
emprego.

Dest.a forma, esperamos que o algoritmo que
apresentamos seja bastante recomendavel quando o nimeroc de
restricoes de estoque for grande, por exemplo, ou guando
estivermos interessados em resolver problemas outros que n3do o
de rac¢ao, nos quals o acoplamento é menos esparso.

Mesmo para a formulacao de ragdes podemos esperar dele
um desempenho satisfatdérie =e os ingredientes com restricdo de

estoque eztiverem presentes na maioria dos blocos.
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Em diverszos outros casos especificos, oz algoritmos de

Rosen ou das restrigdes ativas se comportardio de forma mais
T e

convenlente, em fungac do menor tempo ou mesmo da pouca memoria

consumida por eles,
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cAPiTULO QuUINTO

UMA TENTATIVA DE ACELERAGAO

Em uma parcela consideravel dos problemas
bloco~angulares, o ndmero de restrigdes de acoplamento & pequenc
em comparacic ac total de lnhas da matriz tecnolégica. Este é o
caso, por exemple, dos problemas de formulagic de ragdes, onde
hi, normalmente, um grande numero de blocos (ou seja, ragoes),

mas poucos ingredientes com estoque limitado,

Como consequéncia disto, no método simplex, a maior
parte das atualizagdes da matriz basica € feita substituindo-se

«colunas de um mesmo bloco.



Parece, agsim, a primeira vista, antieconomico
executar, neste caso, a cada passo do simplex, inumeras
operagoes que envolvem blocos outros que ndo aquele que
participa diretamente da mudan¢a de base.

Procuremos, entao, imaginar uma nova estratégia de
atualizacdoc e de resolucic de sistemas que seja capaz de
explorar esta caracteristica em provelto do tempo de execugdo do
programa. Com menos énfase, estabelecamos a diminuig¢io da
meméria exigida pelo programa e a melhoria da estabilidade da
solugﬁo como objetivos secundarios, uma vez gque nac constituem

uma deficiéncia de noszo algoritmo.

SEGAO 1 INVESTIGACOES PRELIMINARES

Imaginemos, inicialmente, gue a coluna que entra e a
coluna que =ai da base pertencem ao Gtimo bloco da matriz
tecnolégica.

Analisemos, agora, as consediiéncias disto sobre
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A refatoracso da base

Num casc como este, é Tfacil perceber que, =e
precisarmos refatorar a base, bastard fazé-lo na porgao da
matriz que corresponde A colunas do Ultime bloco e as do

acoplamento, como vemos em destagque no exemplo da figura V.i.4:

acoct
CHIOO0
[mmymy]
[ mimin
oonoey a
ogag o o
[ =m]ai)m] Qo o
P80 [ I
oagoc
Qoo
Qooag
ju[mjmim]]
[w[alnlnin]
[wlm]w] [w]
[u]wlw] ]
[wlwlaly =]
EERN
mENN
mENN
1L
o Jom T oo o o o o o o o o o ¥ § T 4R 1 F
jon o i fom Jo e o o o oo on fe o fofony § F F J F 1§
ooooooNoRORAOCHODNENE NN R

Fig V. 2.1 - A base a mer refatorada

Isto - decorre do fato de que, a cada passo da
fatoragac, elminamos, da submatriz que ainda resta a ser
decomposta, uma linha e uma coluna. Donde, se apenas o dltimo
bloco da base tiver sido modificado, a= linhas e colunas
correspondentes ao peniltimo bloco e todos os anteriores n3o

sofrerdo alteracgso.

.
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A atualizac¢io da base

De forma andloga, se fosse necessario, no mesmo caso,
atuallzar a base 206 invés de refatord-la, n3o modificar{amos
nenhum outro bloco que antecede ao dltimo, bem como a parcela

do acoplamento a eles correspondente, tornando também este

processo bastante rapido.

Mas, n3c precisamos parar por af. Afinal, se npos &
dado o poder de imaginar, fagamo-lo da forma que nos seja mais
conveniente. Consideremos, ent3o, que entre | duas refatoragdes
sucessivas, todas as atualizacdes envolverio apenas colunas do
ultimo bloco ou colunas das variavels de folga do estoque.

Isto evitaria que sequer um elemento ndc nulo fosse
criado durante este processo, fazendo com que a matriz L da base
decomposta passe a possulr sempre elementos em nimero exatamente
igsual ao obtide quando da fatoragio. Consegue-se, assim, uma
economia de memdria nem t3o desprezivel, ac que se acrescenta a
vantagem de ser possivel eliminar o termo limitante g utilizado
nos pivoteamentos (vide equacao I1.4.33>, pois que a razao
deste existir se restringia A redugdo do nimero de componentes

de L e U oriundos da atualizacao.
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E, como se nao houvessem tantas vantagens, resta

Ay ’
mencionar, alnda, que nao seria mails necessarico manter uma
estrutura de dados espec{fica para a atualHzagio, facilltando

este processo ¢ economlzando ainda mais t.empo.

SECAO 2 DESCRICAO DO NOVO ALGORITMO

Expostos desta forma os fatos, seria bastante razoavel
tentar Induzir que a atualizagdo da base no algoritmo simplex se
de apenas entre colunas do Gltimo bloco e aquelas
correspondentes a variaveis de folga do estoque. Resta, contudo,

imaginar, ainda, o que fazer para que i=zto ocorra.

Um novo teste de otimalidade

A forma mals facil de consegulr que a coluna gue entra
na base pertenga ao Ultime bloco é procurar primeiro 1la. Ou

-] A
Se ja, passar a percorrer o vetor ¢ , dado pela equagao
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A, V.21

a partir da Gltima posi¢ao, adotando um dos segulntes critérios

para a determinagio da coluna:

I Escolher sempre a ultima candidata, isto &, a primeira
rd m-N ,
que encontrarmos, & que estamos percorrendo o vetor ¢ de tras

para frente;

2 Escolher, como no ltem anterior, a dltima candidata,

i, sujeitando~a, entretanto, a uma tolerfinclia v, de forma a

rejeltd-la se |E"N | < v, a menos que nenhuma delas satisfaga a
L

egte critério, caso em que se escolhe a de maior valor abscluto;

k1 Egcolher a melhor candidata do dltimo bloco segundo o
critério de Dantzig <dou seja, aquela que possui maior valor
absolut.o). Caso naoc exista nenhuma, passar para o bloco anterior

e assim sucessivamente,

4 Unir os itens 2 e 3 acima, o que significa empregar o

critério de Dantzig por blocos, mas com filtro.

Em qualquer dest.as hipéteses, serd necessario

resoclver, primeiro, o sistema
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BT = c, w22

Para tanto, apds permutar oz elementos de Sy

resolvemos inicialmente

Uw = <, V.2.3)

e entao

LTA = w wWa4d>

Para economizar tempo, este Ultimo sistema, no qual a
matriz LT & percorrida de balxo para | ¢ima, pode ser resolvido
por partes, sujeitando cada componente encontrada em A acs
testes dos itens r e 2 acima, ou calculando este vetor bloco a
bloco a partir do 1ltimo, parando quande as condigdes 3 ou 4

forem satisfeitas,

Também é possivel reduzir o tempo de solugdo do
sigtema V23 armazenando, entre iteragdes sucessivas, o=
elementos de w referentes aos blocos que antecedem o 1Ultimo,
pois estes ndoc sofrem alteragdo sme a atualizagdo se der apenas

entre colunas do bloco final.
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Acelerando o teste da raz3o

Por sua vez, o processo de determinagac da coluna que

ir4 salr da base exige gue encontremos o vetor y dado por

By = As V25>
Neste caso, resolvemos
Lw = Aa . V.2.60
e, em =seguida,
Uz = w 27>

No sistema V.26, suponde que a coluna A‘5 pertenga ao
1-ésimo bloco da base (normalmente o Gltimo, se usarmos o teste
de otimalidade recém descritoel, o= elementos deste vator
que pertencem as linhas correspondentes a todos os demais blocos
serac nulo=. Consequentemente, as posigdes equivalentes do vetor
w também o Sergo, sendo desnecessario calcula-las.

A figura v.z21 abaixo ilustra com fidelidade a
diferenga entre o sistema que irfamos resolver normalmente,
envolvendo toda a matriz L, e o que resolvemos de fato, aquele

bem menor que aparece em destaque.
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Fig v.2. 14 ~ O sistema L.wv

De forma semelhante, para o sistema V.27, nem todas
as posicdes de 2z ser3c calculadaz. O= elementos de =2
correspondent.es acs blocogs quadrados da base, exceto agquele que
cont.ém Aa, se for este o caso, podem ser lgnorados, pols serso
nulos. Com 1isso, nosso sistema se resumird aos blocos n3o
guadrados e ao i-ésimo bloco (geralmente o 1Oltimod, donde
caleutar{amos, por exemplo, apenas a parte de =z destacada na

figura V.2.2:
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Fig v.2.2 - 0 sistema U.z = w

Quant.o as permutacdes dos blocos quadrados,
excetuando-se eventualmente o bloco ao dqual pertence AQ, est.as
também podem ser evitadas, completando © processo de resolugao

do sistema V.2.5.

O que fazer se as coisas nio se comportarem como gquerfamos

Até agora estivemos tratando de uma situacdo ideal,
onde a atualizég%io da base se consumava pela substituigdo de
colunas do Ultimo blocor da matriz. Porém, verdadeiramente, mnem
sempre isto ocvorrera e € preciso estar preparado para t.al

adversidade.
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Como o algoritmo de atualizagdo da base fol modificado
para s6 aceltar alteragdes no dOitimo bloco e em uma pequena
parcela do acoplamento, sera precise refatorar a base sempre que
a coluna que entra ou a que sai da base pertencer a outro bloco.

Mas, embora este processo seja muito mais demorado que
a atualizag3o, nem tudo estA perdido.

Suponhamos, por exemplo, que a coluna que entra na
base pertence s um bloco gqualquer, k. Neste caso, n3o somos
obrigados a refatorar toda a base, mas apenas a parcela
corregpondente aosl blocos k, . n, o que pode reduzir
consideravelmente | o t.rabalho, principalmente se nos
lembramo= de qué procuramos esta coluna seguindo o vetor ¢ de
tras para frente,

Tendo em mente, ainda, que o nimere de linhas de
acoplamento é pequeno e a mator parte das substitui¢cdes de
colunas da base se dd dentro de um mesmo ‘bloco, podemoss
aproveitar o fato de que a ordem dos blocos do problema &
estritamente  arbitraria para alterd-la  segundo a nossa
conveni@ncia. ‘Assim, t.ambém pode ser considerada muito
interessante a 1déia de permutar os blocos de forma que aquele
que contém a coluna que entra na base passe a mer o Ultimo. Com
tss0 podemos garantir que a maior parte das mudangas de colunas

basicas va se dar no UGltimo bloco do problema.
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Agindo desta forma, conseguiremos atender, na maior
parte das lteracdes do simplex, as exigénclas feitas no infclo
desta segao. Nas pouquissimas vezes em que isso n3o for possivel
sera preciso ter paciéncia e recordar que o pequeno aumento do
tempo numa tal situagico deve ser compensado, com muita folga,
pelas inimeras iteracdes em que o novo algoritmo é mals rapido

que o original.

segio » ALTERACOES NECESSARIAS

Se fossemos comentar pormenorizadamente todas as
subrotinas que precisam ser modificadas no programa original
para atender 20 que fol proposto na segdo anterior, gastar{amos
mais espacoe do que aquele consumido pelo capf{tulo  terceiro na
int.egra.

Assim sendc‘;), "melhor sera poupar o leltor de mals uma
fastidiosa leitura e abordar a matéria de forma mais objetiva,
remetendo os Interessados por maiores detalhes ao apeéndice C,

que contém a Hestagem do algoritmo deste capftulo.
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Estrutura de dados

Com a necessidade de permutarmos frequentemente os
blocos, tornou-se indispensavel remodelar completament.e a
estrutura de dados para torna-la menos rigida.

Para tanto, extinguimos a maior parte dos vetores que,
no algoritmoe anteriormente apresentado, se referiam ao problema
de uma forma global., Estes deram lugar a wum Unico vetor
denominado maitriz, composto de registrozs que contém todas as
informacdes separadas bloco a bloco.

Assim, para o bloco 1 da matriz, o© registro
correspondente, matrizlil, contém, dentre outros, os seguintes

campos:;

I ncor e nlin, respectivamente, nimeroc de colunas o

linhas do problema na forma mista;

2 ncca, nimero de variaveis de folga correspondentes a
restricdes canalizadas;
3 ncfo, nimero de variavels de folga ou excesso de
restrigdes nao canalzadas;
< ncar, nimero de varidveis artificiais;
ncel, ndimero de variidveis que pertencem a base atual;
dad, vetor que cont.ém a matriz tecnholégica do bloco;
7 lest, vetor gque armazZena, do bloco € - da matriz L, a

‘parte referente aoc acoplamento;
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8 Além dos vetores afart, fobas, lim, obja, b e lsup,
que contdm as mesmas informag¢des dos seus homdnimos do programa

do dapftulo III, mas referem-se apenas ao- bloco 1i;

E uma vez gue esperamos ver o desempenho deste novo
algoritmo comparar-se aqueles elaborados especialmente para
formu]a(;go de racoes, também tivemos a preocupacgac de exigir que
a estrutura de dados fosse melhor adaptada a este tipo de
problema, economizando memériai.. For 1isso, para o mesmo bloco 1
da matriz tecnoldgica, as Iinformagdes referentes a0 acoplamento
sdc armazenadas através de duas outras component.es de matriziil,

a variivel prod e o vetor est, onde:

o] estlky indica qual coluna do bloco possui um elemento
ndo nulo na k-$ésima linha de acoplamento’; e
Io prod fornece o valor de todos os elementos nao nulos

da parte do acoplamento referente ao bloce em quest,ﬁoa.

‘Desta forma =seri preciso submeter o© programa a ligeiras

alteragdes para vé-lo resolver problemas de outra natureza,

z - g o
Lembremo-nos que, nos problemas de prac¢des, nao existe, em cada
bloco, mais de uma coluna relacionada a uma mesma restricac de

ast.oque

%Estes elementos s3o0 todos iguals, Mals uma caracter{stica dos

problemas de racio.
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Outro aspecto importante do problema de formulagdc de
ragdes & o fato, comum a outros modelos, do acoplamento ndo
possuir colunas “"originais".

Tambem preferimos tomar partido desta caracterfstica,
o que, por um lado simplifica nosso algoritmo, mas restringe
ainda mais o tipoe de aplHcagac a que ele sme destina (ainda que

ndo seja trabalhoso modifici-lo).

A ordem dos blocos

Est.a nova estrutura de dados torna simples a tarefa de
permutar os blocos quando necessAario.

Com todas as informagdes divididas convenientemente e
definindo um vnlco novoe vetor, indblo, que armazena a ordem em
que Se encontram os blocos do problema original, jamals sera
necessario efetuar uma permut,ag%io “f{=sica" dos dados, bastando
para tanto alterar algumas componentes de tndblo®.

Exemplificando, suponhamos que pretendemos trocar
todas as Informagdes relativas aos blocos B e 9 de lugar. Neste
caso, basta fazer com que indbloel57 assuma o valor armazenadoc em

indblol9l e vice-versa, lembrando que, =se indblolsl = '2,

‘A vinica excegao & vetor cabas, que ainda é global e, portanto,

‘precisa ser modificado a cada permutagdo de blocos. .

Uta TENTATIVA DE ACELERAQKO : 197



queremos dizer que o segundo bloco do problema original ocupa,

no momento, a quinta posigao.

Exemplo numérico

Para tornar mai=z clara a nova estrutura de dados,

ve jamos entdc como ¢ armazenado o problema da fig, V.3.1 abailxo,.

minimizar -2% «1x ~1x =-4x ~1x -6x -2x -Bx
1 2 3 " .

sujeito a +ix +2x +8Bx -3x = 18
1 2 a3 4
2K ~Ax +Tx +2x = 12
i F4 3 <4
+ix +ix +1x +1x = 1
i -4 a3 a4
+6x -1x -3x *2x = 18
5 S 7 B
+4x  ~Fx +2Zx_ +ox = 7
s o 7 [}
+ix HIx +i1x Hix = ]
5 G 7 ;]
10% +6x < 30
1 5
10x +Ox = 42
2 B
10x +6X = 9
4 G
e
X %6 X =8 X_=7 X _=4
1 = e
X <4 x 53 x652 x =8
‘Fig. V.3.1 - Um problema bloco-angular ssmaelhante ao

Ny LTl
encontrade em formulagac de ragoes
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Deste

problema,

seu

segundo

bloco é guardado

no

registro matrizla3, cujas componentes que por ora nog interessam

est30 expostas na figura V.3.2°.

matritzF21

ncor 4 ncca 0 nc fo ] ncar p:]
est 1 4 2 afart 1 -2 2 3
prod | 6.0 objz ~1 =6 =2 -5
b 15 1 lsup 7 2 4 85
dad 6 -1 -3 4 =7 p; 9 1 1 1 1

Fig v.89.2 - Algumas componentes do Ttegistro matrizrzl

5Allgumas componentes deste registro foram suprimidas por serem

‘muito semelhantes aquelas ja expostas no capf{tulo IIIL
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Fatoracio

Como dissemos, todas as subrotinas do programa foram
mals ou menos modificadas para que se adaptassem ao novo
algoritmo.

Desconsiderande o gque se deve exclusivamente A nova
estrutura de dados, comentemos as mudan¢as mais importantes,
comegando pela fatoragiac da base que, neste nove programa, é

feita sempre que:

r As sucessivas atualizagdes do Gltimo  bloco da matriz
tenham provocado um residuc no calculo do vetor solucdo que é

maior que o permitido; ou

=2 A coluna que entra ou que sal da base nic pertenga ao

dltimo bloco mas a algum outro, cujo {ndice denotaremos por k.

Em ambos os casos nac & hnecessarie refatorar toda a
matriz, Se ocorre © que foi descrito no item 7z, apenas o ultimo
bloco da base deve sger recalculado, alem, & claro, da sub-matlriz
composta pelas iInterse¢do das colunas e linhas do acoplamento.
Se o motivo & aguele exposto no ltem 2, os elementos de L e U
pertenéentes aos blocos que antecedem a k permanecem os mesmos.

Evitamos, desta forrné, perder tempo para obter dados

de que, j4 dispomos. ndc mais que a obriga¢doc de todo otimizador.
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Atualizacho

O procedimento Atulizacao, por sua wvez, foli bastante
simplificado, 4 que ele s8 serd utilizade quande a coluna gue

entra e a que sal da base pertencerem aoc mesmo bloco.

Gom a eliminacdo da complexa estrutura de dados
anteriormente empregada para armazenar L, varlas partes desta
subrotina foram também eliminadas. Apesar disto, =seu contedido

nenhuma alteragac sofreu.

QuemEntra

O procedimento QuemEntra fol modificado para permitir
que o teste de otimalidade do wsimplex seja feito percorrendo o
vetor G Ceq. V.2.1>) a partir de seu final e por blocos.

A busca da coluna que entra na base é dada por
conclufda no momento em dque, num bloco qualquer, a me]h;:r
candidata atender a um critéric de tolerfincla (segundo o 1tem 4,

pag. 1885,
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Resolugao de Sistemas

Todos os procedimentos lgados a resoclugdo de sistemas

sofreram altera¢des significativas, que passamos a descrever.

I 0 sistema LtZX (requisitado pelo procediment.o
QuemEntra, recém comentado> &, agora, resolvido por partes.

Inicialmente, apenas a parcela correspondente ao
acoplamento e ao WGltime bloco do wvetor =2 é calculada. As
compdnenteé de =z referentes a outros blocos sé sao determinadas

quando e se isto for necessario.

2 Nas vezes em que a atualizagdo da base se dad t3o
somente entre colunas do udltimo bloco, a malor parte do vetor c
na se modifica, donde armazenamos o vetor w do sistema UTW‘ - c
(eq. V.2.3), para que o procedimento UtXY possa reaproveita-lo

em iteragdes posteriores.

3 Da mesma forma, como o novo procedimento Atualiza:;%'lo
envolve apenas o ultimo bloco da base, sempre que é requisitada
por ele, a rotina UtXY =56 precisa considerar os elementos

pertencentes a este bloco.

4 Uma vez que a coluna que entra na base, AQ, =6 contém

elementos nao nulos nas linhas correspondentes a um determinado
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bloco, as demals componentes deste vetor s3c ignoradas ao
resolvermos o© sistema Lw = A, Pelo mesmo motivo, sempre
-]

evitamos manipular os elementos de w que =30 igualis a zero.

5 Quando a atualizag¢3o da base envolve apenas o Gltimo
bloco desta matriz, somente este bloco e aqueles que nac s3o
quadrados, alem do acoplamento, irzdo produzir elementos n3o
nulos no vetor =, soluc;go de Uz = w, donde oz demals blocos _

também sadoc lgnorados.

Subrotinas Calc_7Z e CalcNorma

Como tantos outros procedimentos, Calc 7 e CalcNorma
foram re—escritos para evitar que calculemos aquelas componentes

que nao foram alteradas desde a Gltima fatoréqgo.

Procedimento OrdenaCabas

Embora o processo de ordenacio dos elementos de vetor
cabas que utilizamos =seja muito ripido se o= elementos JA estido
em ordem, é mais elegante evitar que componentes j& ordenadas

se jam analisadas desnecessariamente.
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Assim, =6 reordenamos o vetor cabas a partir da
posigdo do primeiro elemento fora de ordem, que, no hos=sc caso,
podera ser um elemento do Gltimo bloco, se 80 atualizamos esta
parte da base, ou de um bloco anterior, situagidc em que apenas
este elemento estard fora de ordem noutro bloco que naoc o

ultimo.

Procedimento MudaOrdem

Uma uUnica rotina nova fol criada especialmente para
este algoritmoe "acelerado"”. Trata—se do procediment.oc MudaOrdem,
responsiavel pela permutacio dos blocos.

Supondo que o ultimo bloco sera permutado com o de
indice k, podemos descrever este procedimento com o auxflio de

geu pseudo—code:

1. Para cada bloco da base, a partir daquele cujo {ndice é k
1. Atualizar o vetor cabaxs
2. Permutar indblolfk? com indblolinblocl.
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SEGAO 4 NOVOS RESULTADOS

Finalmente, com este novo algoritmo, sentimo-nos multo
mals a vontade para comparar programas de formulagdes de rar,:aes.

Se no capltulo passadoe nos encontravamos as voltas com
as consequéncias do conhecimento prévio do problema ao qual o
programa se destina sobre seu possivel desempenho, agora n3o
ha mais desculpas possivels, pois passamos a considerar a malor
parte das idimésincrasias, se assim podemos dizer, da classe de

problemas que estamos estudando.
Lembremo-nos, en.t.-'.a"o, da tabela IV.21 e comparemos

os resultados i3 obtidos e os tempos (em minutos? relativos ao

algoritmo "acelerado”, dados abaixo.
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ALGORITMO RESTRIGCES ROSEN SIMPLEX LU

ATIVAS ACELERADO
PROBLEMA
1 3.38 1.63 1.27
2 25.27 10.13 15 .00
3 580 25 189 92 378 .45
<+ 163.88 102.70 90.53
5 91.98 13 .82 02 .92
& 30.12 33.78 18.37
Guadre v. 4.1 - Tempo de execuggo dos diversos algoritmos

Com os dados deste quadro e tambem conhecendo o
desempenho do algoritmo do capitulo III, elaboramos os graficos
V41 e V42 que, como aquele do capitulo anterior, fornece
fndices que szc tanto menores gquantoe menos tempo for consumido

pelo algoritmo na resolugio dos problemas.
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DESEMPENHO COMPARADO DOS ALGORITMOS

em relacao ao metodo das restricoes ativas
1.5 -}:ﬂq

]
SN

@ Rosen
Stmplex LY

reatr, atlvas

L L

AR, N 2
N
b
N7
0 N

-
]

problema

DESEMPENHO COMPARADO DOS ALGORITMOS

em relacao ao metodo das restricoes altivas

2.5 [+ m alg. original
{{; V/‘ alg. acelerado
2 [~
-
2
K
1.5 4 <~
—~ 0 ‘
. B
N o j:? e
N o o
s 2 N v Y R
7§ S ) i Y
. 7 A KA bsa bl s
1 2 3 4 S 6

problema

- Oraficos V.4.14 © V.4.2 =
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Observando o grafico V4.2, verifica-se rfacilmente que
o novo algoritmo estid muito mals adaptado ac tipe de problema
que estamos abordando, pois em nenhum momente o programa do
cap{tulo III foi melhor que este que apresentamos agora.

Também em relacdoco aos outros algoritmos, esta nova
versdo teve um desempenho exemplar, normalmente consumindo menos
tempo gque o método das restrigdbes ativas e n3o poucas vezes

suplantandoe o algoritmo de Ros=en.

Por outro lado, o nimero de iteractes executadas na
tentativa de se obter uma solugdo dtima fol razocavelmente maior
neste Gltimo método que em todas as outras alternativas
testadas. Entretanto, isto fol compensado com folga, como ja

previamos, pelo reduzido tempo consumido em cada iteracgilo.

¢ grande consumo relativo de meméria f{embora o

tenhamos reduzido bastanted continua, ent3o, infelizmente, a ser
o tinico inconveniente que se manteve em todas as tentativas de

se implementar um algoritmo simplex com decomposigio LiL

Mesmo assim =30 poucos os casos de formulagido de

ragoes em que naoc poderiamos aplicar este novo programa,
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caritTuLo sExTO

CONCLUSOES

Tudo que faco ou medito
Fica sempre na matade.
Querando, gquerc o inlinito.
Fazendo, nada & verdade.

FERNAMNDO PESSOA
(i Canclioneiro)

O objetivo principal des=te t.rabalho era o de
apresentar e analisar o desempenho de um algoritmo gque, baseado
;o método simplex, decompusesse a base em matrizes triangulares
e que fosse devotado a problemas com restricdes na forma

bloco-angular.



Elaborados os programas, fica o sentimento de que este
objetive fol alcangado & de que embora com algumas restrigtes,
os algoritmos Eme propusemos podem ser implantados imediatamente

para solucionar problemas desta natureza.

Fazemos, & claro, a ressalva de que, normalmente, para
problemas comuns de formulaciio de ragoes  pode nao ser
aconselhdvel empregar a primeira  vers3o apresentada para o
simplex com decompogicio LU. Mas o algoritmo "acelerado" do
capitulo V aparenta ser uma alternativa competitiva, em que pese
o pequeno numero de experimentos que fizemos e a impossibilidade
atual de ismolav com alguma confiabilidade aquelas
caracteristicas gue, existindo num problema, podem rFavorecer um

ou outro método.

Também devemos dizer gque é possivel, ainda, melhorar o
desempenhe dos programas ge alterarmos algumas das inimeras
tolerancias que, propositalmente, o leitor wd ird cgouvhecer se
estiver disposto a, pacientemente, ler as listagens que se
encontram no apéndice (.

Novos valores para estas tolerancias certamente n3o
irdo produzir resultados espantosos, mas sempre poderiao tornar o

programa um tant.o mais rapido. econdmico ou estavel,
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Uma surpresa que nos  pareceu interes=sante e que
deixamos para relatar neste capftulo é o J&timo desempenho do
algoritmo ‘“acelerado"” durante a fase I do simplex. Em todos os
problemas testados fol impressionante a rapidez com que este
programa obtinha uma solugic factivel, consumindo para isto
apenas uma fragao bastante reduzida do tempo global.

Este resultado é bastante prazoavel se tivermos em
conta que, para eliminar as variavels artificlais de um
determinado bloco, normalmente usa-se colunas do mesmo  bloco,
donde pouquissimas ado as iteragdes que, nesta fase, nao =e

enquadram no gue consideramos ideal para este algoritmo.

Um Gitimo comentaric que resta ser feito refere-se ao
fato de que a maloria dos blocos nos problemas de ragdes tem um
grau de esparsidade elevado, que pode ser levado em conta para
reduzir, talvez, ainda maiz o tempo de execugiao do programa

Ctalvez até pela divisio de cada bloco em blocos menores).

Nossa expectativa agora, leitor, passa a =se concentpanr
nas surpresas que nos reservam os eéspeciallstas em métodos de

ponto interior.
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APENDICE A

DUAS OU TRES COISAS SOBRE PASCAL

Para os leitores nZoc habituados & Nlnguagem PASCAL,
vamos expor agora, muitco resumidamente, aquile gue dela julgamos
ser indizpensivel conhecer para uma melhor compreenssdo do
capftulo terceiro e dos apendices B e O deste texto, incluindo
alguns tipos de dados que niHo =30 comuns as outras linguagens e

os operadores e comandos mais importantes utilizados.



SEGAC 1 TIPOS DE DADOS

Doa diversos tipom de dados existentes em Pascal,
muitos irao nos interessar: inteiro=, roais, booleanos,
arquivos, intervalos, vetores, registros e apontadores, além
dagqueles tipos qgque s3c definidos pelo prdpric usuario. Destes,
o8 quatro primeiros o leitor jad deve conhecer, motivo pelo qual

nos absteremos de fazer malores comentarios.

Iremos apresentar, entio, uma nocio dos Ultimos cainco
tipos, com a brevidade e superficialidade que a conveniéncla

exige.

Tipos de dados definldos pelo usuario

Ao programador em Pascal insatisfeito com os ndmeros
inteiros, a linguagem faculta a criagdo de seus proprios tipos
de dadeos esc:alaresl, desde que cada valor seja representado por

um identificador diferente.

1
Aqueles que podem =er ordenados e enumerados.
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O termo abaixo representa, por exemplo, um tipo de

dade denominado semana.

semana = (segunda.terca,gquarta.gquinta.sexta,sabado,domingo)

E se definimos dig como uma varidvel do tipo semana,
ela podera, entiio, assumir gualquer um dos valores que aparecem

entre parentesis.

Intervalos

Também s30 considerados tipos de dados os intervalos
criados a partir de outros tipos definidos anteriormente, como

os exemplos abaixo:

-100.100 — intervalo do tipo inteiro;

gquarta.sabado -~— intervalo do tipo semana.

Vetores
Os Vetores, presentes em qgquase todas as linguagens,

tém meus elementos representados em Pascal por um identificador

‘qualquer, seguido de um indice entre colchetes.
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Assim, o termo ncolls5] se refere a quinta componente

do vetor ncol.

Registros

Os registros sho estruturas mals complexas, englobando
varias informagdes diferentes mas correlacionadas, representadas
através de um numero fixo de componentes denominados compos,
cada um destes pertencente a um determinado tipo de dado,
Podemos imaginar, por exemplo, uma matriz cujos elementos,

A L4
egparsos, Sa0 armazZenados num Gnlco vetor chamado matriz, que

conteém registros do tipo:

element.o = record
linha,coluna: integer,;
val or . real;
end

Cada registro armazena as Informagdes necessarias
a identificagdo de um determinado elemento da matriz, incluindo
a linha e a coluna a gual ele perftence e o seu valor.

Os campos de um registro sdo referenciados através do
identificador composto pelo nome do registro seguido de um ponto
e do nome do campo. 0 termo matrizlzllinha corresponde, entdo,

aoc campo linhe da segunda componente do vetor matriz,

.
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Apontadores

E possivel ainda, em Pascal, gerar e eliminar certas
varidvels durante a execugio de um programa. Tals variaveis s3o
denominadas dinamicas, em oposicdc Aas estaticas, declaradas
normalmente e com espago reservado durante a compillacgao.

Cada varidvel dindmica, exatamente por nao ser
declarada inicialmente, =6 pode ser referenclada através de um
apontador, que armazena a sua posicac na memdéria do computador.

Imaginemos, para tornar as coisas mais claras, dJque
estamos trabalhando com registros como o que é mostrado abalxo:

info = record

X,¥:! real;
end

Para manter uma lista ligada de registros deste tipo,
criamos em cada um deles um novo campo dque Iindica onde asta
situado o registro seguinte. Este campo chamaremos proximo, como

vemos a seguir:

ligacao = ~injfo;
in fo = record
X,y ! real;
proximo: ligacao;
end
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0O =inal —— -~ ——— que antecede o termo info na
primeira linha acima indica que o tipo ligacao nada mals & que
um apontador, que fornece a posgigac da meméria onde se encontra
um dado do tipo info. Assim, cada elemento da lista armazenara a
posiciao do seu sucessor, tornando possivel a criacdo de novos
elementos toda vez que a lista precisar ser expandida.

0 mesmo simbolo — * —- também & usado para indicar
o elemento apontado, donde se comeco & uma variavel do tipo
ligacao, o termo comeco™.x ira representar a varlavel x do

registro cuja pogiciao é fornecida pelo apontador comeco.

Além de armazenar estruturas de dados intrinsecamente
dindmicas, como as listas ligadas, os apontadores t&m outra
aplicacio, decorrente da implementag3o que usamos do Pascal, que
& incapaz de enderegar diretamente toda a meméria disponivel do
computador. Em virtude disto, muitas vezes & preciso langar m3o
de apontadores apenas para poder utilizar mals memdria.

Também & possivel, quando pretendemos otimizar
problemas diferentes, usar os apontadores para fazer com que os
vetores copsumam apenas a quantidade minima  indigpensavel de
meméria, economizando um espago normalmente desperdigado quando
as dimensdes dos vetores saoc fixadas antecipadamente pelo
programa. Assim, mesmo estruturas de dados astiticas podem ser

criadas e eliminadas durante a execugdo deste.
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SEGAO 2 OPERADORES
Os operadores existentes em Pagcal =30
d'i\'rididos, segundo o tipo de dado a que se aplicam, em
aritméticos, relacionais, logicos e de conjuntos. Abalxo, uma
lizta do=s principais deles.
Aritmeéeticos
+ soma
- subtracao
multiplicagio
/s divisdo real
div divisdo inteira
mod resto da divisdo inteira
Relacionais
e igual a
<> diferente de
menor que
malor gue
{= menor ou 1gual a
>z maior ou igzual a
in pertencente a (um determinado conjunt.od
219
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Logicos

not negagao

or dis jungao

and conjungas
De conjuntos

+ unizo

- diferenca

* intersecao
sm;xo 3 COMANDOS
Atribuicio

0 comando de atribuicico é expresso em pascal através

do ={ mbolo

i (o sinal de deois pontos seguido do de

igualdade?. O termo

220

raiz = sqgrtdxd
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significa, entdo, que o valor da expressio sqriCxd serh

atribulde a variavel raiz.

Comandos compostos

Chamamos de comando composto gqualquer conjunto de
comandos que devem ser executados numa sequénclia determinada e
que pode ser tratado como um udnico corpo.

Um comando composto aparecerd sempre entre os si{imbolos

hegin e end, como no exemplo:

begin
ralz = sqrtix>;
writedx,” ’,raiz’;
end ;

Comando=s repetitivos

Sac comandos repetitivos em pascal: while, repeat e

for. A forma correta de expressar cada um deles & dada abaixo.

while <expressao booleanad> do <(comandod>

repeat. <conjunto de comandos)> until <expressao booleanad

for <variavel) := <valor inicial> to <final> do <{comando>
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Na primeira forma, o termo <comando> <(que pode =ser
um comando compost.od sera executado atd que a expres:sféio booleana
seja falsa. Se o valor desta jJad é falso iniclalmente, nenhum
comando é executado.

Na megunda forma, o conjunto de comandos & executado
a0 menos uma vez. O ciclo de repetigdes dos comandos sé sera

interrompido quando & eXpresSsao booleana passar a ser

verdadeira.

O comando for JjAd ¢ muito conhecidoe e nos limitaremos a
dizer que é possf{vel substituir o termo to por downte se
dess Jarmos que a varliavel de controle decresga ao invés  de
aumentar durante o ciclo.

Comando=s condicionai=

Oz comandos condlcionais existentes s3o:

if <expressio boleanad then <comando?

if <expressaoc booleanad> then <comando? elgse <comando?
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case <expressaoc> of

{lista de possi{veis valores da express%o) : comando?;

<lista de poss{veis valores da expresszo> : <comando);

end
0 comande if €& mais um daqueles que dispensam
explicagdes.
0 comando case, por sua vez, dependendo do wvalor da
expressio do cabegalho, aexecuta um determinado comando
diferente,

Suponhamos, por exemplo, que uma variavel ¢, inteira,

pode assumir, num determinado pont.o de um programa, os valores

1, 2, 3, 4, B e 6, assim, o comando abalxc & valido:

case 1 of

1 ..3 : write(’i >= 3°);

4 : writeCi = 4°);

3,6 ; write(’i >= 37);
end
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APENDICE B

DOCUMENTACAO DOS PROGRAMAS APRESENTADOS

SEGAO 1 PRINCIPAIS CONSTANTES £ VARIAVEIS UTILIZADAS

Fornecemos abalxo uma lista das principats
constantes e varidvels empregadas pelos programas apregentados
ao lbngo do texto.

Os {ndices que seguem alguns” termos =lignificam que

,,,,,,,

ao capftulo em que este fol descritod. As varlavels comuns nso

possuem {ndice.



Constantes

masxit = 10000

novox = 10

mu

10

nimero maximo de iteracdes de cada fase do simplex

nimero de iteracdes entre calculos suceszivos de x

limitante superior dos elementozs de U

atuallzacoes

Variavels Intelrags

nbiloc
nlest
teol
beol
tliin

n far-ta
ufim
ufimf
at
maxat
niter

ent
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nimero
numero
numero
nimero
*
namero

nimero

de blocos da matriz A;

de linhas de estoque da matriz A;
total de colunas da base B;

de colunas dos blocos de B;

total de linhas dos blocos de Aj

t.otal de colunas de folga ¢ artificiais;

Gltima posigdo ocupada no vetor que guarda I

- e
idem, mas maz com respeito apenas a fatoragao;

nimerac
namero

nimero

de abualizagaes desde a Gltima 1 at.orag:%’uo;
maximo de atualizagées entre fatoragoes:

de iteragdes do simplex ja executadas;

coluna de A que devera entrar na base;
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sat coluna de B que irA =sailr da base;

Atot® iteracic na qual se obteve o melhor fator de

economia de tempo;

MemMin® Quantildade minima de memdrla necessaria para

guardar os acréscimos a L;

TamAcU® Tamanho do vetor utilizade para armazenar U;
UlBloE~ Bloco da dltima varidvel a entrar na base
Utvark® indice da dltima varidvel a entrar na base

Variaveis reais

norma norma do erro no calculo de b;

z valor da fung¢do objetivo;

ctob f constante de escalamento da fungaoc objetiveo;
FatEcon® fator de economia de tempo;

Varlaveis booleanas

faser indica se estamos ou nac na fase 1 do simplex;
n fat - indica se & necessaria uma nova fatoragao da base;
JaHax® indica se o vetor intermediaric x do sistema BTzny

' esta disponivel
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Vetores inteiros com indices entre 0 e nbloc+t

gcol[i?a

ncan[ﬂa

nfolli?®

nartfil’

cestl iJa

ncollil®

ntinlil®

IndBlolil”

228

~ Indice da dltima coluna do bloco i de A;

"{ndice da primeira coluna correspondente a uma

varidvel de folga de uma restrigdo canalizada do

bloco i1 de A:

fndice da primeira coluna do bloco i
corregpondente a uma varlavel de folga ou excesso

{n3c pertencente a uma restricdo canalizada);

indice da primeira coluna correspondente a uma

variavel artificial do bloco i de A;

soma do nOmero de colunas correspondentes as=
variaveis “originais" Usto &, excluindo as
variaveis de folga, excesso e artificiais) dos

blocos 1 até i de A;
findice da Gltima coluna do bloco i da base;

indice da dultima linha do bloco i da base e da

matriz A;

indice do bloco original do problema que, no

instante, occupa a i-ésima posicdo na matriz A
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Vetores e variavels especlais

A ¥ ¥

u~fkl

tael j1-°

lac fL j1-°
?

pnt

uposlkl.x

uposlki.y
uposlkl.p

lpostji

cpost j1

k-ézimo elemento nao nulo da matriz L <{triangular

inferior> oriunda da fatorag3do, armazenada

sequencialmente por colunas;

valor do Unico elemento nac nulo acima da diagonal

da j-ésima matriz triangular superior unitaria Uj 3

apontador do infclo da lista ligada que armazena
os elementos da coluna j§ de L situados abaixo do

bloco juntc A diagonal que contém esta coluna;

apontador dque guarda a posigdo de laclj1 logo

apds a fat,oraq'éio Cantes das atualizagtes);

apontador que indica o final de todas as listas

ligadas lac;
linha do elemento n3c nuloe acima da dlagonal de

cada matriz triangular unitaria U originAria das

atuallzagdes;

semelhante a uposlkilx, fornece a coluna do mesmo

element.o;

Indica se foi necessaria uma permutacao de colunas

antes que fosse aplicada a matriz Uk;

posigdc, no vetor I, do primeiro elemento n3oc nulo
(ou seja do elemento da dlagonald da coluna J da

matriz L;

indica a posigdc da ceoluna j da base apds as

permutagdes da fatoragio; -’

DOCUHENTA(,:X.O DOS PROGRAMAS AFPRESENTADOS 229



icnl j7

cabasl 1

ati?®

aestril®

afartlkl’

luestl jJILk]

esc[i]‘s
o5
matrizlil

5
—-ROCOr

5
—Nncca

5
—.nc fo

5
—ncar
]

——neol

5
—.nlin

=5

——.prod

5
——est
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semelhante a cpos, indica a posic;z';o das colunas
que sobram nos blocos nac quadrados da base;

indica qual coluna de A ocupa a J-ésima posigso

dent.re as colunas da base;

i—-ézimo bloco da matriz A, armazenado
sequencialmente por linhas e considerando apenas

as colunas "originais" do problema;

i~ésima linha de A correspondente a uma restrigio

de estoque;

indica qual a Hnha correspondente a k-ésima

variavel de folga, aRCesEo ou artificial do

problema (absCafartfkl)> e qual o tipo desta

varidvel. Se afartfRIKO entdo a varidvel é excesso

matriz que contém os elementos de L e U

correspondentes as Ultimas nlest linhas e colunas;

indlea o rator de escalamento da i~ésima linha dJde

acoplamento do problema

registro que armazena todo= os dadoz importantes

relativos ao i-ésimo bloco do problema.
namero de colunas "originais' do bloco;
nimero de rtestrigdes canalizadas;

nimero de varidveis de folga de restrigdes nao

canalizadas;

ndmero de varlaveis artificiais do bloco;

nimero de colunas do bloce que pertencem A base;
nimerco de linhas do bloco;

valor dos elementos n3o nulos do acoplamento;

indices das colunas que tém elementos no estoque;
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—_— semelhante ao vetor vu descrito abaixo;

——=ca’ fator de esgalamento das linhas do bloco;

——.dafd5 semelhante ao vetor a, ja citado;

——le st armazena os elementos das linhas de acoplamento da

matriz L

Vetores booleanos

fobas[j]g indica se a coluna j de A esti fora da base;

viml 17 indica se a J-ésima varlavel <x> do problema

atingiu o seu limite superior;

Vetores reais

."x:hmfa‘f_;’]’9 limite inferior da variavel j do problema;

lsup[j]a diferenga entre os limites superior e inferior da

mesma variavel;

objI[jJa J-ésimo coeficliente da funcao objetivoe que esté

sendo usada no =implex;

ob jzl‘j]a J-ésima componente do vetor ¢, funcac objetivo

original do problema;
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vulil? 3

bminlil®

brii®

N
SEGAC 2

i-ésima componente basica do vetor solugac x do
problema;
Limite inferior da i-ésima restricaoc do problema;

diferenca entre os Ilimites superior e inferior da

i—ésima restrigac do problema;

RESUMO DAS ROTINAS DOS PROGRAMAS

PROCEDURE ATUALIZACAO

ENTRADA

CONTEUDO

SAIDA

232

ent, indice da ceoluna que entra na base, sat,
indice da coluna que sal e blent e blsal, seus

respectivos blocos.
Substitui uma coluna da base por outra de A
atualizande az matrizes L e U oriundas da

fatoracao.

Az matrizes L, I e P atualizadas.
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Procepure BTZY

ENTRADA

CONTEUDO

safpa

SUBROTINAS
REQUISITADAS

ProceDure BZY

Vetor .
Resolve o sistema BTz = W,
Vetor 2.

UtXyY e LtZX.

ENTRADA

CONTEUDO

SAIDA

SUBROTINAS
REQUISITADAS

Vetor vy.

Resolve o sistema B.z = v

Vetor =.

LXY e UZX.
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FuNcTioN CaLcMemM®

CONTEUDO

Verifica se ha memdria disponfvel para uma

atualizagsio.

ba'd
= Se nao houver meméria a fungldc retorna true,

case contraric retorna false.

FuncTion CaLcNorRMA

CONTEUDO

Calcula & - 4dxl .
o

§AfDA

LTl
Se a norma for menor que uma tolerfncia, entao

retorna true, caso contrario retorna folse.

3
FuNcTioON CALcTEMPO

CONTEUDO

Verifica se a préxima atualizagic se justifica

sob o ponto de vista do consumo de tempo.
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SA{DA Se for convenlente refatorar a base a fungao

retorna true, caso contrario retorna false.

ProCEDURE CaLc.X

CONTEUDO Calcula o valor das componentes da solugdo no
vértice atual

sAfpA 0 vetor x e o valor de =z.

SUBROTINAS

REQUISITADAS P2¥ © Qazc_z.

Procepure CaLc_Z

CONTEUDO Calcula =z = ox.

EAfDA O valor de =.
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Procepure CicLo

"CONTEUDO

SAIDA

SUBROTINAS
REQUISITADAS

Petermina a varidvel que entra e a que sal da
base. Atualiza o valor de x. Atualiza a base,
Termina o programa ser tiver gido excedido o

limite de iteragdes.

Fornece ent, {ndice da coluna que entra, e, sai,
indice da coluna que s=sai da base, para que a
rotina principal possa detectar se hA ou ndo
sulugao para fs) problema, se a solug&o &

ilimitada ou se ha um vértice dtimo.

S3a0 chamadas as rotinas Atualizagao, BtZzy, BZY,
CalcNorma, Calc‘]"empoa. Cachema, NovaFator*ag:?ro.

QuemEntra e QuemSai

PROCEDURE ESCALAMENTO

CONTEUDO

SATDA

Ezscala a matriz tecnoldgica A.

A matria 4 escalada por Hnhas.

236 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORACAO ILU



PROCEDURE FATORACAO

CONTEUDO DecompSe a matriz base B em submatrizes L,

triangular inferior, e U, trialgular superior.

safoa As matrizes L, U e P.

ProcepuRrE LEDADOS

CONTEUDO Lé os dados do problema armazenados em disco.

SAIDA up

A matriz 4, oz vetores b, ¢ e

PROCEDURE L.TZX

ENTR&RA Vet.or X,
CONTEUDO Resolve LTz - o,
. SAIDA

VelLor =.
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ProcCEDURE LXY

ENTRADA Vetor y.
CONTEUDO Resolve o =sistema L.x = .
SAIDA

Vetor x.

]
ProCEDURE MUDAORDEM

ENTRADA O bloco i que passara a dltima posicio da matriz

CONTEUDO Permuta as posicoes correspondentes aos blocos
e nbloc no velor IndBlo e corrige os valores dos
" elementos do vetor cabas.

SAipA

Os vetores cabas e IndBlo atuwalizados.
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PROCEDURE NOVAF ATORAGAC

ENTRADA E preciso fornecer o indice da coluna que entra
e o daquela que sal da base.

CONTEUDO Reordena as colunas da base. Substitui a coluna
da variavel que sal da base pela da que entra
nas matrizes triangulares L e U através de uma
nova fatoragao. Calcula o vetor solugao .

§AfDA A nova base, fatorada,

SUBROTINAS ~ 5

REGUISITADAS Or-denaCabas, Fatoragcao, Calc_X e MudaOrdem .

Procepure OBJUETIVO]

CONTEUDO Cria a fungdc objetivo da fase 1 do simplex.
Determina a bagse inicial do algoritmo. Atribui
valores iniciais aos elementos de x.

‘SAfDA A fungdo objetivo da fase 1 do simplex.
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PrRoOCEDURE OBJETIVOZ

CONTEUDO

SAIDA

SUBROTINAS

REQUISITADAS

Substitui a funcdo objetivoe da fase 1 pelo vetor
¢ original do problema. Elimina ax variavels
artificiais. Recalcula =.

A funcao objetivo da fase 2 do simplex.

Cale_Z.

PROCEDURE ORDENACARAS

CONTEUDO

sAafipa

240

Ordena as colunas da base de acordo <om seus

indices (ordem crescentel.

As colunas da base ordenadas por {ndice.
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PrROCEDURE QUEMENTRA

CONTEUDO

safpa

Det.ermina a coluna que devera entrar na base na

iteracao atual do simplex.

ent, indice da coluna que entra na base, e
blent, seu bloco. Se ent = 0, ent3oc a solucio &

Stima.

PROCEDURE QUEMSAI

CONTEUDO

sAaipa

Determina a coluna que ira =alr da base nesta

iteracdao do simplex. Atualiza o vetor x.

sat, indice da coluna que sal da base e blsat,
meu bloco. Se sai = 0 entSc a solugido do

problema & ilimitada.
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ProceEDURE UTXY

ENTRADA

CONTEUDO

saibpa

ProcepuUre UZX

Q vetor v

Resolve o sistema U'x = V.

O vetor x.

ENTRADA

VAR S P S

CONTEUDO

SAIDA

242

Vetor X.

Resolve o s=istema Uz = x,

Vator =,
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SEGAO 3 EXECUCAO E DADOS DE ENTRADA

Oz programas  apresentados podem  ser executédos
diretamente a partir das listagens que serso fornecidas no
prduimo apéndlce.

Mas para que eles funcionem corretamente sera preciso
reservar memdria e atribuir wvalores inicials a alguns vetores
definidos recentemente. Fornecemos abaixe uma lista destes

vetores, separados por algoritmo.

Programa do capfitulo IIX

Neste programa sera precisc alocar easpago e fornecer
valores inicials as variavels: nbloc, nlest, tcol, beol, tlin,
nfart, gcol, ncan, njfol, nart, cest, nlin, a, aext, afart, lsup,
linf, objz, &b, bmin e esc.

Os vetores para os quals basta reservar memdria sgio:
!, u, lacf, upos, lpos, cpos, cabas, objr, pi, vu, g, fobas e

lim.
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Programa do capitulo V

Neste programa também sera preciso atribuir valores
iniclais as varlaveis: nbloc, nlest, tcol, bcol e tlin. Pa mesma
forma, dentro do vetor matriz, para cada bloco € necessario
definir: ntin, ncor, ncca, ncfo, ncar, prod, est, afart, linf,
lsup, objz, b, bmin e dad {(alocando meméria quando a wvarlavel
for um apontador de um vetor).

O vetores que precisam apenas tLer espago reservado

“ ]
sao: 1, u, upos, lpos, cpos, cabas, pi, g e xitmp.
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AFPENDICE C

LISTAGENS

Aos leitores interessados em implantar os programas
coment.ados neste texto, ou aqueles que desejam estudar os
algoritmos mais detalhadamente, fornecemos abaixo as listagens
deles, das quais excluimos apenas a parte correspondente 3
lejtura de dado=, que, a0 nosso ver, deve Sor elaborada

segundo critérios definidos pelo usuario.



SEGAO 1 PROGRAMA DO GAP{TULO I

Program Simplex do capitulo J{input,outputl)y

Conct
maxhlag = 1460:
maxten = 107

maxeha = ZI00:
maxing = &000y
paxces = 34003
maxcot =  3000;
naxest = 10;
mawtol = J00G,
maxell = LA000:
maxell = 1&0Gag
mareal = 100040;

maxlag = S0
int = 120
teroa = le-10;
Zerox = le-5y
zerp: = 1e-5;
zerob = le-10;
Terol = le-10;

zgroesc = le-10;
zeroent = le-9;
zerosai = b2-0;
zerosis = le-10;

1eToU = le-11;
zerglu = le-By
zergpi = le=7y

zercac, = le-73
zevanor = be-0y

mawit = LOO0GY
novox = 143
mit = 10,04
tamrreal = 4
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Type

Xvp = record

X,y ps integer;

end;

tymn = arrayvi0..maxtmn] of integer;
byl = arrayll..maxell] of single;
tyU = arraylt..maxell] of single;
typld = arrayll,.maxeall of nyp;
typ = arrayif..maxcot] of integer;
tyAp = arrayll..maxblol of “tvyA,
tyR = arrayli..maxebal of single;
tyfol = arrayl{.,.maxfoll] of integer;
tyobj = arrayll,.maxingl) of singley
tyvet = array(0,,maxzcef] of singlei
tyest = arrayli..maxces] of singleg
tyesp = arrayll..mavest] of “tyest;
tylUs = arrayl{..maxest,l..maxest] of
tyicn = arrayll.,,maxestl of integer:
tyfob = arravii,.maxing] of boolean;
tydad = arrayil..maxlacl of single;
typac = “tyacy
tyac = record

hlo: integer;

pro: typacy

dadt tydad;

Bng;

tylac = arrayll,.maxcotl of typac;

Var
nhlot,nlest,tcol bocol,tlin,nfart,at,
ufimyufimf,maxat niter,ent,sai ,ftot
MemMin,TamfAcl
MemDsp

TmpFat, TmpAt, TmpAtOt, TmpAtAc (TmpSislr,TnpBIY,TapNorma,FatEcon:

narma,ctobi,zinic,z
geol  ncan,nfcl,nart,cest ncel,nlin
1

U

lac,lact

pmark

upos
lpos,cpos,cabas

a

icn

luest

pnil

aest

afart
fasel,nfat,vermem
fobas,lim

LISTAGERND

e

a2 mm R ev Er =m

integer;
word;
Longlnt;
single;
double:
tymn;
~Tyly
tylac;
typacs
“typiy
“typ;
tyhp;
tyicng
tylLUe;
typacs
tyesp;
~tyfols
boonlean;
“tyfob;
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lsup,linf,obit,obiZ i “tynbi;
pi,vu,b,bmin,g,esc i “tyvet;

Procedure LeDadeos;
var i: word;

begin
{ecta subrotina contem a leitura dos dados do prohlema & of
{dimensionamento dos vetores do programa, tersinando coms B
prri0le=1s
vuti0lr=in#t;
sai1=31000;3
cabas*[trol+
cabas*l0l:=
nfarti=grol
GetMemipnil

il,6);

gril”.hlos=nblacti;

pnitl”.pros=pnily

for i:=1 to tlin+l do

begin

GetMem{lacflil,étwordinlest)stamreal };
lacfliln, blor=nbloc+ly
lacdfid".oroz=pnily
lacfily=lacflil;

entd;
end; {Leladns?

Procedure Escalamenio;
var
k,Y,nch,il: inteqger:
t i singla;

Procedure EscBlocos:
var bloco,i.j: integer;

hegin
for bBipros=1 to aklor o

H
1 to nlinfbklocol oo
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for j:=1+1 to l+neh do
it abslalblocol~fjil/t)<zerna
then alblocol®(jl:=0.0
eluse alblocol™tily=alblocol®ljl/t;
bofidi=b Lil/lt;
psc™lile=1.0/ty
while (k{infollblocol-1}} and

tabs{afart [k-i133<{{i-ntinthloco-11}) do inc{k};
{k<nfoliblocol)

if (abs{afart~lk-i1l}l={i-nlinlbloco-11}) and
then
bhegin
lint*Tkls=linf"Lk1/ L,
Isup*lklr=lsup”{ki/t;
endy
enty
end:
end; {EscBlocos?

Procedure EscEstogues
var i, it integer;

begin
kr=ncanlnbloc+l];
iti=cestinbloc+il;
for i:=1 Ytp nlest do
begin
t:=zeroescy
for i:=1 to cestinblocd do
it abs{zest[il1"[il)>t then tr=abs{aestiil"[jl};
beltlin+ili=b~[tiin+il/t;
psc™itlin+ide=1,.0/%;
for jt=1 to cestinhlorl do
if ahelgestlii™lil/ttizeros
then aest{{]"[ji;=0,0
elae gestiil™lidi=apstlil L j2/ty

while (k<infollnbloc+11-17) and {absfafart”[k-1111€i} do incflk)j

if {abslafart*[k-111)=1i) and {k<nfallnbloc+id) then

begin
Ling lkls=lint [k1/ty
tsup®lkle=lsup™lkl/t;
endy
end;
end: {EscEstoquel

LISTAGENS

249



Procedure EscObjetiva:

var 1: integer:

begin
ctohjr=zerpesce
for i:=1 to cestinhioc+i] do
2

if abs{ohi2”lilrctobj then ctobi:r=abs(abiZ [i3);
for i1:=] to cestinkloc+ll de
if abs(pbi2 Llil/ctohid{zerpa
then obj2°[ili=0.0
elep phiZ {il:r=08i2*0i7/ctohi;
end; {EscGbietive]

begin
EsrBlocos:
EscEstogue;
EscObjetivn;
end: {Escalamentc)

Frocedure Fatoracao;
var
pivo,linbl,uinbl,pintl,nlibt,ncikl,nzabl,pinbl?,
lcont,ucent,pecont,econt,s, 55,4t ,p0t,ci3

tyti k2 1 singles

Frocedure FatBloros

-

Je wm M um cEE

begin
winhl:=ucont;
pinbl:=pcont;
linkle=lcont;
nliblr=rlinfil-niinli~11;
ncifiszncoilil-nenlii-13s
ncabli=cest{il-zastli-13;

ciar=cestii-11; ‘
for drmpinkl to oinblencibl-1 do cpos™ili=pinbii-pinbl+j;
for J:=i te nlibl d

. begin
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LISTAGENS

for kr=1 to ncibl de
beagin
sgr=cabas*{cpos*ipinhl+k-1111
if ssincaniil
then u”lucont+k-jli=alil ltt+ss]
else if absf{afart (ss~cestlili}=]
then u*luront+k-jle=afart”les-cestlill/]
pise u~lucont+i-jiz=0.07
end;
s:=einbl-1;
fpr ki=1 to i-1 do
begin
tr=t~{lpas~ipinbl+k-13+i-k1y
if abs(tf)rzerou then
for kk:=j to ncibl do
utfucont+kk-jlr=u~lucont+kk-il+u~lstkk-kI*t;
gr=gincibl-ik;
end:
pivoi=ucont;
for kr=ucont+l to ucont+ncibl-3 do
if abslu™lkI)rabs{u~lpivol} then piver=ki
it abstu”fpivold<zerolu then saida{baseBingularl;
sr=uinki~l;
fpr ki=1 to i-t do
begin
kxr=pivo-ucent+sti-ky
te=umlkkd;
gtk le=uls+j-kls
utle+i-kle=ty
sr=stngibl -k;
end;
te=u™lpivol;
u"fpivol:r=u*fucontl;
zr=cpos”ipcontdy
cposlpeantlz=cpostpocontspivo-uront]y
cpes™lpcont+piva-ucontli=s;
for k:=sucont to ucani+ncibl-j-1 do
kegin
urbkli=-ufk+13/4y
14 abelu~lkil{zerou then a~[k1:=0.0;
end;
1“flcontls=t;
lpos®Lpeontlz=lcont;
klks=cpos“ipinbl+i~11;
ser=rabas*{kk]-grolli-11;
if ssi=ncabl
then for ke=j+l to nlibl do
1#f1cant+k-jl:=alil"[{k-1)#%ncabl+ss]
plse for k:=j+i teo nlib}l do I"[lcont+k-3l:=0.0

)
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with lactlpeonti” do
if sgdi=nrahl]
then for ki=1 tp nlest do dadfkl:zaestliki"lgzn+cial
else for ki=1 bto nlest do dadlikli=n.0;
sraly

551 =0,

g
trzu*lyinbl+es+i-k~11;
if ahsét)rzerou than
begin .
for kky=j+1 to nlibl do
PAllcoant+ik-jl:=1"0lcont+ki~ i3+t *#1~0Yinbl+kk+s~11;
with lactlpcontl”™ do
for kk:=1 te nlest do
dadblikkls=dadikkI+t*lacfipinhl+k~11".dadlkk];
gng:
s:xs+nlibl-k;
ss:=ss+ncihl-i;
ends
leortz=leont+nlibl-g+i;
Inclpcontl;
urernt:=ucont+nocibl-ig
end}
for j:=1 to noibl-nlibl do
begin
renfecont+jlr=cpostipoont+i-17;
ssi=cabaclicnliecont+ili-goolli-11;
if se<zncabl
then for ki=! to nlest do luestik,sconttilsz=aestik]™iss+cial
plee for ki=! 40 nlest do luestik,scont+il:=0,0;
gnd;
ecantr=prontincibl-nlibl;
pinbiZy=pinkiZ2+ncibly
end:
ndy iFatBlocos)

[

Procedure AplFatluest;

var i, i,k,kki integer:

begin
fpr jisi te teol-brool do
begin

icnlecont+ili=hool+iy
for ki=] to nlest do lusstibk,econt+ile=0.0;
gsr=afart*foabaetlbool+id-cestinbloc+111l;
luegtf{ahslss) ,peont+ilr=es/absiss);

L endy
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for jir=tlin+l ta tecol do
begin
cpos”lile=icnli-tlinly
ienli-tlinli=-j+tlin;
gnd;
wfim:=ucaont-13
ufimfrsufimg
uinbhl:=l;
ucants=1;
pinble=1:
for i:=1 to nbloc do
begin
nlible=nlin{il-nlinli~11;
ncible=ncollil-ncolli-13;
for jr=nlibl+l to nribl do
begin
51=0;
ser=0y
for k:z=1 tp nlibl do
begin
tr=u*fuinbl+ss+i-1-k1;
if abst{t)rzerou then
for kk:=1 to nlest do
luestlkik,ucontl:=ivestikk,ucant]
+t¥lacflpinbl+k-13".dadlkkl;
sr=+nlibl-k;
sgr=gedngibl-k;
end;
Inctucant);
grid;
aindl:i=pinkl+nlibl;
uinbl:=uinbl+ ((nlibl*¥nlibl-niibl} div Zy+incibl-nlibl)#nlibl;
endj
end; {AplFatlusst?

Procedure FatEstogue;
var j,k,kk: integer;

begin
fogr j:=1 to nlest-i do
hegin
pivor=i;
for k:=j+1 to nlest do
if abs{luestij,kI)>abs(luestliypivel) then pivo:i=k;
ti:=luest(i,pivol;
if pivo<ri then
begin
tte=cpos~itiintily
cpos~itlintilizcpos~{tlin+pivel;
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cpus”ltlin+pivole=tt;
the=ienl i1
tenlidr=renipival;
icnlpivaoli=it,
for k=1 Yo nlast do
begin
tle=luectlk,pivold;
Tuestlk,pivol:i=luestik,il:
fuestil, jle=t2;

ends
gnd;
for ki=j+1 to nlest do
Begin
L2r=-luestli,kisftyy
tuestii,bli=t2s
it abs(t2):zerou then
for Licr=3+l to nlest do
loestlvi kle=luestlhl, b3+t 2¢lyestibl, 71
end;:
and;
endy {FatEstogue’
Frocedure Ordenalong
var it integer;
begin
for i:=1 to nlest dyu
1F 1enfi}4d then
begin
5t=1j
tti=-icnlil:
whils ttii dn
hegin
s51=tE;
ttr=-1onlttd:
icnisgir=gy
BrEGG )
Bl
icnlils=gy

end
end; {Ordenpalen?

begin.
“atPBlocosy
FplFatluest;
FatEstague;
Ordenaleny

ety JAFatpracan?
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Procedure BIYivar z,y: tyvetly
var u* tyvet;

Procedure L¥Ylvar x,y: tyvetd:

var
i,3k,m: integer;
t ! single;

act ! otypac;

begin
Cfor ir=! to tcol do x[iler=ylily
for i:=! te nbhloc do
for jt=nlinfi-11+1 to nlinfil do
begin
kr=lpns~iili
xl31e=vlad/170k];
if abs{x[ijil)rzerosis
then
hegin
far m:=1 to nlinfil-i dog
wii+mlrzsslitml-v L3151 (k+md;
acti=laclil; '

repeat
Le=nlinfact™,blo-113
with act”™ do

for mi=k+l ta nlinlhleld do
zimli=xIml-x{ji*dadin-kl;
act:izmact®.proi
until act=pnil;
end
elee #fili=0.0;

ta nlest do

tr=xltlin+ildy

for ji=1 tp i-! duo
besp-x[tlindil*xluestii, jl;

if aps(t)izerosis
then x[tlin+iTe=t/luestli,il
eloe #ltlin+i1:=0.0;
prd:
gndy tLXYE
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Procedure UIX{var o,xt tyvet);

var
Lydskucont uest,winbl,ip,nlibl,necibl: integer;
ut HEEEY
t ;osingle;
begin
for ir=ufim downto ufimf+! do
begin
uti=ppos~li-ufimfl;
i+ ut.pdo
then
begin
slubtvrli=vlut.xd+ulut.yI*url1];
if abs{ufut,nitizerosis then xlut.xl:=0,9;
end
else
begin
slut.yIersxlut, yI+elut nlsu~(id;
PF abs{efut.yvliidrerasis bthen plut.ylr=0.0;
gnd;
ipr=absiut.pl;
i oub.ydip then
kegin
temwlinldy
xlipli=giut, vl
xiut,yle=t;
engs
end;

wcontrsgfimnf;
testiznlegt~ter
for i:r=nlect dpw
begin
for ir=i1+1 ta nlest go
altlin+1]
if absi{xltlintillirernsis
end;
for t:=nblar downtn 1 do
begin
niibglo=nlinlii-nlinli-11
nciblizngellil-noo
uesti=uest-ngisl+n
xinhir=nlinli-173;
for jr=plihl downto 1 do

brsxitlins: J+ult

c—w cda

-
1
—
t
o
td hend

cant-ncibi+niibly

kr=i to ncibl-nlibl do
Ixinbl+ilo=vivinbl+jl+xitlinticnlvesttikIl®u"lucont+k]:

. pcontr=ucert-nlibl+i;
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for kr=3+1 to nlibl do
xlxinblejlr=xluinbl+il+xluinbl+kI*u"lucantik-31;
i¥ abs{xlxinbl+ill<zerosis then xlxinbl+il:=0.0;
end}
end;
for 11=%1 to tcel deo zicpos®lille=xlil;
end; {UZIX:

begin
LYY {x,v}:
UZX{z,uls
end; {BIY}

Frocedure UtXYivar u,y: tyvetl:

var
igjekyipyuinbl,ucont,uest,nlibl,ncibl: integer;
ut HE Y I
14 1 osingle;
begin
for i:=! to tcol do xlildi=ylepos™filly
xinbli=i

urant:=d;
uest =0
for 1:=! te nbloc do
begin ‘
nlibli=nlinlil-nlinli-11;
ncible=ncollil-ncolli-13;
for ij:=1 to nlibl do
begin
ti=x{xinhl+3ild;
for k:=j+] to nlibl de
wivinblakJo=uixinbi+kI+t¥u"lucont+i~3l1y
ucant:=ucont+niihl-j;
for k:=i to ncibl-nlibl de
wltlinticnfuest+kIde=xwitlinticnluest+uli+tu~lucant+kly
ucortrz=ucont+ncibl-nlibl:
end:
winhli=nlinlil;
uestr=upgt+ncibl-niibl;
Bnc;
for 1:=1 to nlest-! do
for js=i+! tg nlest do
witlin+dile=ultlintil4ultlinsilaluestiy,jly
for i:=1 to tlintnlest dao
if absixlil)<zerosis then xiili=n,
for iicufief+i to ufia do
begin
sti=upostli-ufimfi;
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atut.yle=ty

hegin

xlut,ylr=alut.yd+slot.wisu~iil;

it abstxlut.ylifzercsis then xlub.ylr=0, 0y
gnd

else

begin

wlut,wlr=vlut, wl+xlut.vlsu~l1 3

1f absixfut,ulidzerosis then xlut.xli=0,0;
ands

end;
endy {ULXYY

Frocedure BtIY{var z,v: fLvvail;

Frocedure LtZX(var o1 tyvet):

var
iydck,ms inteqery
" v osingle;
art ¢ typacs

begin

for 1:=nlest downio 1 4o
begin
ramig
for i:=141 ta npilest do
rrxr-zitiinsiliigestli,11;
ftiintilde=igltlintidsry/iuestil, il
if sos{zltlin+1lidrerosis then zitlio+ili=d.i;
ends
far is=nbloc downtg § dao
for di=nlinfid dowrto niinli-11+1 do

Lk

nlact™.2lao-11y
ct” Aa
o=+l to nlinfbiel do
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until act=pnil;

kr=1lpos™Lil;

for mi={ to nlinlil-i do
ro=r-zli+mlel*Tk+m];

20ile=(20534r} /1 k3

1f abs(2lilY<zerosis then z[31:1=0.0:

gnd;
endy (LEZX:

begin
exytz,yli;
L2z}

endy; (BtZ1V3

Procedure AlocaPacivar pntr: typacy tamanho: wordl:

begin
GetMemipntr,famanho)
MemDsp:=HemDsp-tamanho;
end; {AlocaPac?

Frocedure Desalpcafac{var pntry typac: tamanhcooword)g
begin
FreeMemipntr,tamanhol;
MemDep:=MenDsp+tamanho;

and; {DesalocaPact

Frocedure Atualizacac{colent,colsai,blent,bisai: integer)g

var ‘
cpri,cult,ip,ii,bl,bli lan,lp,s,it,ncabl,ss,5i,5t: integer;
t, bt gt : single;
act,bct,ceoct,det : typac:

Frocedure CalcCt;
var 13 integer;

begin
for ir=1 ta tcal dao g*lil:i=0.0;
ghlcolisail:i=1,0}
Utiy{gi~,g~ig

end; {Calclt:
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Procedure Catlcltil;:
var i,j,k: integer;

Procedure CalcltilBst;

begin
with lacltlain+il do
kegin
for ji=cult-tlin to nlest do
gadl3li=luestii,cult-tlind;
for j:=1 to gult-tlin-i do dadljil:i=0.0C
entd;
while tpitlin do
if absipi~liglid=zeropi
then Leclip)
else
hegin
intilufimls
if absipi Tiltiabsipi*lipl)
then
hagin
tr=-pi~l1d/p1~liply
Witk lacftlin+1l" do

for Jjr=ip-tlin to i-tlinm-1 do
hegin
dadl jli=lyestli,ip-tiinl;
Tuestii,ip-tliniisluscstii,ip-flinist;
erd;
fer ji=1-tlin Yo nlest dg
begin
ttesluestlicip-vlini:
ruestldip-tidnle=luest iy, ip-tiini®stedadiyl;
fadf2la=tiy

o f

utim-ufinfl, pr=ip;

WEns

t=ip;

i
znd

1"Tiplipi~lily

g*fufim-ufimfl,pr=cult;

tarltiin+td” do

je=i~tlin to nlest do
westli,ip-tlinds=luestli,ip~tlinl+dadljlsty
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utludimle=ty
upos®fufim-utimfl.nz=ip:
gposfufin-ufimtl,yi=cull;
Deciiply
gnd;
hl:=nhlocy
Ligeiy
fr=tlintl;
end; {C&lcltilEst}

Procedure CalcltilBloy
var i,k: integer;

begin
AlocaPac{dct,b)y
while Blx0 dp
hagin
far k:=ip downto nlinlbl-11+1 dao
it MemDspil
then
begin
nfat:=true;
Bxit;
end
else
if abs{pi“Lkl)rzeropi then
hegin
Inci{ufim);
lani=nlinibl-11;
lpi=lpos™llkl-k:
if abs{pi~(lilt{absipi®fkl}
then
begin
t=-pi~Ei3/pi~Lkl;
upos®lufim-—ufimfl.p:=k;
if bl4bli
then
begin ‘
AlecaPac{act,b+tanreal*wordinlinibli~lanidg
with art™ do
begin
pra:r=laclil;
bloi=bl;
for jr=k to nlinibll do
begin
dadfj~lanla=1"Llp+jl;
- PoTlp+ile=1"0lp+ilet;
e ernd;
far jr=1 to k-lan-1 do dadljl:=9;
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grdy
laclili=act;
acti=act*.pro;

end
elsea
with laclil™ do
begin
far j:=% te 11-1 do
begin
dadfi-lanl:=1"{ip+il;
L*[lptide=1"UIptilet;
end;
for j:=1i to nlinlbl] do
begin
tte=1"01p+i ]y
1o0lp+ile=dadij-lani+txttl:
dadlj~ianl:=tt:
end;
attr=prog
and;
boty=acth;
laclil*.pror=slaclkl;
actr=lacikl;
lacfkir=bhot:
lis=ky
blis=bly
g
=) B
segin
trm-pit{E)/pi~L113;
upos“fufim-utimfl.pr=cult,
if bBi=bli
then
begin
with laciil™ do
for ;i=ii teo nlinibil Zo
Toflp+ido=l {losid+edadt i-1anl;
acte=laciil™. orog
gnd
plose arti=lactlil;
end;
wrlufimle=ty
spostlufim-ufimfl.xe=ky
vposTlufim~ufimfl, yr=culty
cct™.pror=laclkl;
Dohr=dot,
repest
if acte . bledhct®,pro~.blo

er
g
[
oot
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begin
AlocaPac {cet,b+tanreal ¥
word{nlinlact~.blal-nlinlact~.blo-11});
with cct” do
begin
blo:=act”.hloy
pro:=bct™.proj
tor 3:=1 to nlinftlel-nlinfblo~11 do
dadlil:r=act™.dad[jlst;
pnds
bet*,proz=cct;
brotr=ccty
act:=act™. pro;
end
glse i act*.blo*bct*.pro®.blo then bocti=bet*,pro;
if act®.blp=bet*.pro*.blo then
begin .
with bct",pro™ do
for ji1=1 te aliniblod-nliniblo-12 do
dadljili=dad{ii+vact~.dadljlst;
betr=bet .prog
actt=act”,pro;
angd;
until act=pnil;
lacikls=det".prog
end?
Dec ikl
ipr=nlinflaily
end
DesalocaPac{dct, b}
epdy {CalcltilBloz

begin
i1=tool;
while absipi®{ili<=zercpl do Dec(i);
culti=ij
ipr=i~i;
bli:=nhloc+i;
if (TamAcU-ufim) i
then nfati=true
glse
begin
if cult<=tlin
then
tegin
while 1<=nlinlbli-11 do Deciblil;
it ige=niinibli-11 then biz=blii-% elee bl:i=hli;
AlocaPaciact, é+tanreal*wordinlinlblil-nlinlbli-13));
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art=hii;
pros=laclil;
lari=nlinibli-11;
ki=ipoetiidy
far 31=i to i-lan-i do dadlid:i=d;
foar j:=1 to nliniblid do
dadlji~lanl:=1"[k+j~11;
erd;
factilei=act;
lis=iy
gnd

else Caltcltilfst
CalcltilBlo;
gti=pi~fl1];
cpris=li
actz=lac
di
ieltill

=t vmm

]

en

end; {Ca

Frotedure Furmalsust:
var i,jt integer;

Frocedure LeMatrizfAdvar vet: tydadi;

var i: integer;

beqgin
i sti=ncabl
then
for 1:2=1 ta nlinfssl-nliniss-11 dea
velLiilr=gtegisalegl™l{i-1i¥ncahl+st?
el se
begir
far 11=1 to alinilssd-nlinlss~11 do veblils=3;
':=af&rt“[5t*qc01f%u~IJ—[E tlisgil:
vetlahs (i) Te=gtesixi/abaii);
@ndy
end; {LeMatriza
begin
for j:=1 1o 2 do
-begin
it j=1
then
hegin
csishlient:
- sti=colent-geoliblent-11;
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siz=l;
end
glse
begin
ss:=bhlsaiy
ste=cabas”[colsail-gcollblsai-11;

5i1=~1}
end;
it ssi{=nhloe
then
hegin

ngabli=cestissl-cestliss~11;
if ssdact™.bla ‘ -
then

begin
cprit=nlinlss~-1}+1iy
floraPacibct bttamrealsword{nlinlssd-tprield};
het*.bloi=ss;
het*.pror=acty
teMatrizaibet”.dad);
act:=hcty

B

else

begin
if epridnlinfss-11+1 then cpri:=nlintes-13+1;
bocti=act;
while hot”.pro®.blod=ss do beti=bct".pro;
if wet”.hlo=ss

then with bct® do
it sti{=ncabl
then
for 1r=1 tp nlinissli-nlinfss—-11 do
dadlil:=dadlil+gt*si*algsl T{i-1)#ncabl+gt]

else
begin
ir=afart {gt+genllgs-11-cestissll;
dadbabs(i}lr=daciabsii) I+gt¥sisi/absiily
end
glse
begin

Alacrafac{cct,h+tamreat*uordinlinlssl-nlinlss-1111};3
rct™.bioi=sg;
cet prot=bot™.prog
LeMatrizAlcet™.dadl;
bttt pror=pet;
erd
ends
end
else boti=acty
end;
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while bot”.blovnbloc+] do beti=shot™.proy
with bgt® do
far =2 downto 1 do

-
e
=

e
m .
1}
=

-
i
r
—

ent;

H

-3
vlent-groliblent-13;

cx  wa
H
F

pou |
F a0 I = ST B T) BT QY]

T o T L

[ ]
~ N
[
m -
non
i
-1}
o
[13 -t
e taw

i
o
A

o

—

for i:=1 to nlest dg
dadlil:=dadlil+gtasirapstli]l-lst+ianl
glge i+ ssrinploc then
begin
trzafart let+geol (nblocl-cestinbliog+il];
ends
end;
entdy (Fornalsust?

Procedure Calclchapey;
var it integer;
Frocedure SalclchapBlo;

var 1,j: integer;

begin
if ocultitiin
then iti=ztlin
slaep 1ta=cult-11:
11=ECprL

whils 1:=it dg
i+ Memlsgeu

then
benin
nfatr=trio:
enity
end
else
begin
acti=croty
i+ absiagt”.dadli-lanl)irernar then
begin
Incinfimis
’ sr=ipostli Ty
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if abstl"[s)}i)*murahsiact*.dadli-lan]}
then
hegin
ti=-act*.dadbfi~lanl/1"[s1;
upastlufim-ufimfl.pr=-gulit;
with act® do
for je=i+: to nlinlblol do
dadlj-lanli=dacli-land+1"{s+j-i]%%;
betr=taclil;
end
glee
begin
t:=~1"[sl/act*.dadli-lanly
upos”lufim-ufimfl.pr=-i;
with act™ do
for i:r=1 to nlinihiol do
begin
tti=dadli-lanl;
dacfj-lanls=1"Ig+j-1]+tt#t;
P*lstj~ile=tt;
end;
betr=act*.pro;
act®.prov=iaclily
laciili=het;
end;
utlufimis=ty
uposlufim-ufimtl, ne=i;
spos®Tufim-ufimfl.ys=cully
repeat
i+ pot*.blofact .pro”.blo
than
begin
AlocaPac (dot  b+tamreals
ward{nlinfoct® . hlel-nlinfbot ., blo~11)1y
dot*.blor=bot*oblng
goto pras=act™.pro;g
act”.pros=dety
acte=det;
witnh act” do
for ji=l to nmliniblod-nliniblo~-il do
dadlile=hct™~.dadl I+t
bete=het®.prog
end
glge if bet” .bloract”.pro®.blo then acti=act*.proj
if act*.pro®“.blo=bect®.blo then
hegin
acti=act™,pro;
with act® de
for j:=1 to nlinfblol-nlinlhln-11 do
dadlili=dadijii+het . dadljlst;
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gndy
uatil bei=gnil;
B
if i=nlinloets.bligl
then
hegin

worginlinlboct™, Bloi-nlintbct " blo-13¥1;
infcet*.blo-11;
anii

-n

ernd;
endy {CalelchapBlia?

var i,1r irteger;

begin
it gprirtlin
then 1tr=rpri-tlin
elee it:=1y
for i:=it to cult-tlin-i dp
with cot® do
i¥ absldadltl}rzproac then
begin
Inciufindy
1

it abslluestii, i) snurabsidadiily

~dadlil/luestis,
“lutim-ufimfl. pr=-cult;
preitl o to orlest o d

fes-luestii,1lrdadiii;

upos®lufim-ufimfl.pr=-1-tling

for jz=1i to nlest dn

begin
tiomdadl iy
dadlili=luest{i,i]+ttet;
luestij,ile=tts
. anay
gnd;
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ulufimii=t;
upnsiyfim-ufimfl, xs=1+Lting
upes lufim-ufimfl,yr=cult;
end;
tor ir=cult-tlin to niest do
luestli,colt~tlinli=cct, dadlily
lacftlintllz=cct;
end; {CalclchapEst?

begin
tani=nlinlact”,blo-11;
cetr=act;
if {TamAcU-ufim}{icult-cpri)
then nfati=true
else
begin
if cprid{=tlin then CalcichapBlo;
if not nfat then
begin
1f gultstlin
then CalclchapEst
elag
begin
sr=ipostloultly
lapr=niinlcct™.blo-11;
with cct” do
tor i:=c¢ult to nlinfhlol do
I*lg+i-cultis=dadli-tanl;
laelTeultlo=cect™. pro;
DesalocaFacicot b+ttamreal*wordiniinlicct™,blol-lan})y
end;
ends
EnC;
end; {Calclchapeul

begin
TrpAt:=TempoSic;
Inclati;
CalcCty
Caicltily
if not nfat than
begin
Formalsusts
cataz*f{cnolsailr=colent;
Calclchapeus
end;
TmpAt:=TenpoSis~Tapht;
eng; {Atualirzacac}
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Frocedure Calci;

var 1,J: integer:
begin
zi=zintc:
tor =1 to gecellinbloc+i] do
if 1im™[i] then
for ii={ top tcol

- oy -
i=e+lgupticd

T
A

do
szdvutlidsob il lcabas®{i3];
Galrll

¥obJiLil;

-
“

gnd; §

Procedure CalcX;

var
Pedetpt,tp2,tp3,t: integer;
tt v zingles

begin

for ir=1 to fcol do g lili=b~Li];
for i:=1 to nrblec+t do
begin
toli=nlinii-13+1;y
tpIr=gcolli-11;
for jr=tp3+l to ncanfili-1 do
if im0 33 then

[ - T ol < I

1
begin
tty=lsup™ll;
Lplv=cestlid-cestii-10;
for t:=tpi to nlinfil do
g ltli=gnltl-ttealid {it-tpli®tplei-tplly
tplr=cestli-1i-tp3;
for bi=tlin+l to bcel de
goltlozgritd-tteaeatit-Elindnli4t27;
gndg
tor idi=ncariil) to afpliil-1 do
if tie™i 1 thern
heoir
Iy=atart“{i-cestiill;
grinlinfi~-1i+abs (L de=g~intinfi~1I+absit) ~15up
end;
end;

TmpEIY:=TemppSis;
BI¥iwur, 0™}y
TmﬁBZ?:zTemQUSig—Tm
Calely

end; {Dalgit

pRIY;
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Procedure 0Objetivel;
var t,3,k,tp2: integer;

begin
taseli=true;
niter:=0
maxat:=59;
tinigi=0;

far i:=1 to geelinblac+1) do obii®0il:=0.0;

kr=03
for i:=1 to nbloc+l do
begin
tp2r=cestlil;

for jr=gealli-13+1 to nfellil-1 do fobas*Lili=tru

for jr=pfolfil to nartlil-! do
if afart~L{i-tp2l:0
then
begin
inc(k?;
cabas”lkle=1i;
fobas™lili=false;
end
elge fphas™iili=true;
for ir=nartlil to geoliil do

inc{k};
cabas™l¥kli=j;
end;
aend;

for ir=1 to geollnbloc+ld do Lim*lidr=false;

endy {Bhietivol!
Proredure Dhietived:
var i,i,tp: integer;

begin
piter:=01
faseli=false;
sai1=31000;
fpr i:1=1 te phloc+l do
hegin
for jr=nartlil to gcolfil do
heging
fabag"ljli=+alse;
obi{~Lilr=0;
ent;

LISTAGENS
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[i-1
t=gephia-

Fod
begin
ohjllili=sohiZ Ti+tpi:
ginice=ginic+nhil 0ilelind L3}
end;
enidy
Lalci;

end; {Ohjetivol}
Procedure Ordenalabas: {InsertionSort}

var i,j,v: integer;

begin
for ir=2 to tcol de
begin
vizrahas®[ily
ji=ig
while cabg="[j-11rv do
hegin
cahas Lilt=cahas™ls-11;
Baci{ij;
end;
cabas®lili=v;
ent;

endy {Ordenalabeazl

Frocedure NovaFatoracacient,sai: integeri;

var
i : integer;
act,hoct: typar:
begin

tabas"lsaiir=aent
CrienaCabas;

LA

1:=0y
feor i:=1 to nhloc do
begin
while (gabas i3+3 1 =gcal 11} do Inciilg
nrollilr=g;
end;
booli=iy
for it=1 to tlin+i do
begin

act:i=laclil;
while act®.prof{ipmil do
. begin

bote=act™.pro;
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FreeMem(art,b+tamreal*word{nlinfact. blel-nlinlact*.blo-13)1);
acti=hcty
end;
laclili=lacflil;
end;
at:=0y
AElte=i;
TapFat:=Temnpo8is;
Fatoracao:
CaleX;
nfatr=falsey
FatEcon:=1.0;
TmpFat:;=TenpoSic~-TapFat+2%TapBLY;
TopRtdt;=TmpFat;
Tapfitbc:=TmpFat;
TmpNorma:=0;
MemBDsp:=Memfvall -MemMing
end; (MpvaFatpracgao:

Procedure Ciclo(var ent,sai: integer);

vafr
i,i,t,ncabi,blent,blsai,tpl, tp2?,tp3: integer;
cent : single;

Function CalcMorma: boolean;
var i,j,k,nct,coly integer;

begin
TopNormat=TempoSis;
norma:=Q.0;

do pi"[ilr=g"Lily

i=gebastlily
ir=l
while eolrerollil do inc{i);
if col<incantijl
then
begin
nctizeestijl-cestli-11;
decicol,genlii-1l+inlinfi-11+L)*nct);
for ki=nlin{j-13+1 to nlinlil do
pi~iklr=pi~fkl-aljil"Ckenct+col Ievunlil;
rol:=cabas"lil-grolii-1l+cestli-11;
for ki=tilin+! to teol do
pi“lklr=pi~{kl-aeatlk-tlin]l*lcollsvulily
znd
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elegp

Eegin
colir=afartlc
piCelinli-1l

end;
endy
for 13121 to teol do
if absi{pi*{i}}rnorma
if normarzeronor
then CalcNormar=tru
else CalecNorma:=+tal
TmpNormar=TempoSis-TapN
endy {CalecNormal

Sunction CalcTempo:

var fatcr: singlie;y
begin
TmpAtac: =TapAtAc+TRpot+d
tatori=TnpAEAcALDL/ (Tm
1+ fatprdl.n
then
begin

EmpoQ:
Tempu:

FatEcno
endy {La
Fupctine CalcHMem:

begin

if tnolt vermem) or {({MemDgprMemMin}

then CalcMem:=false
elee CalcMem:=true;

end; {CalcMeml

274

toclean;

ol-

cest
+absic

.,l
Cilis
1) 3:=

L
Q

then norpar=abgipi”

I3

4 TapBIY+ord ({at mod
phtltedat+il};
anvax)=0) and (fator

=true
=false]

gr {iaf popd
E

and

novoy ) =it

(mexegaur{{utim-

i*Inlinlj-11}
absi{rconl)i~col/abslcall sy

ur{il;

(il

novor) =0l #TapNorma:

H,999% )

ufimf)*2))
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Procedure QuemEntra; {criterio de Dantzig?

var
i,i4k,tt: integer;
t v osingle;
hegin

ent:=0;
centiz-zeroent;

for i:=] to nbilaoc+i do
begin
ncabli=cestlil-cestli~-11;
tpli=gcolli-i1;
tp2:=nlinfi-11;
tpli=cestli-11y
for jr=tpli+l to ncanfil-1 do
if fobas*[jl then
begin
tr=ebil~lil;
for ki=tpZ+! to nlinfil do
te=t-pi~{k)#alil"0{k-tp2~1)¥ncabl+i-totl;
for ke=i to nlest dao
br=t-pin{tlin+kI®aestik] D j-tpl+tn3l;
if (1-2%pordflim~L3])¥#tirent then
begin
ent:=ji
centr=(1-2%ord{lin"[3i)) )%ty
blent:=i;
endj
ends
tp3r=cestiil;
for ji=ncenfiil to geollil do
if fohas™[jil then
hegin
ttizafart ij-tp3l;
tizil-Zeprd(lin” L)1) % (pb il 0 iT-pi tabs(tti+tp2lstt/ansitt) )y
if ticent then
begin
enti=j;
centi=ty
blent:=i;
end;
end;
end;
end; {flueatntragl
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Procedure BuemSal;

integery
singla:
boglean:
tl
=100
e I

begin
iF {p1”fid+del}oh. i
the
gin
if fwurlijsabsipinlildildcszai then
begin
saly=i;
csatir=vuelil/abesipi il
eng;
srd
gise i+ ({lsup"lcabas™iil)-vurlid¥t/abelpi~{ilit<{rsai then
beagin
sailrziy
cegite{leuptlicabac™[ili-ve i /abs(pi lilly
end;

tool do

begin
vurliTz=vur(il-delecsai*pi~tils

-

if vu"fid<zerogx then vu™lil:i=0.0;
end;
2y=z+gentrozal;
if gai>l then
: begin
if vurleailritisupicabas™isat 33/2) then lim“icabas™isailir=true;
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vu“lsat Jr=lsup”lentl¥ord{lin*lentii+dbl ¥rgaiy
if vurlsaildzerovw then vu“[sail:=0,0;
lis"lentli=false;
tr=cabas®lsail;
while gecollblsaild<i do inciblsaily
end;
end;
endy {HueaBail

begin
if KeyPressed and (ReadXKey=#3) then SaidalinterrupcanUsuario);
Inclniter);
if niterimaxit then Saida{AtingidolLimiteracoes);
for i1:=1 to teol do g*lili=phjl*lcakas™lill;
BTZY¥(pi~,g"}:
QuemEntra;
if ent{>0 then
begin
far i:=1 ta nliniblent-11 do g"fi
for li=nlinlblenti+] to tlin do g~
tpli=geeilblent~il;
tp2i=nlinlhlent-11;
tpir=cestiblent-11;
if entincanihlent?
thean
begin
if blent{=nbloc then
begin
ncabli=cestiblentl-tp3d;
for i:=tp2+1 to nlinihlentd do
g [ile=alblentl i{i-tp2-1)#ncablitent-tpll;
end;
fagr i:=tlin+! to tcol do
g lili=apcstii-tlinl~ient-tpl+tpii;
end
eise
bagin
for d:=tp2+1 to nlinfhlentd do glid:=0.0y
for ii=tlin+! to tcol do g~lilsi=0.0;
tr=glart*[ent-cestiblentlly
“[tp2+abs () Ji=t/absit);
gndas
BIY(pi™,g™)}
BuemBai;
it sai then
begin
fobas~{cabas™lsaills=true;
fobas*lentli=false;
if net nfat then Atualizacaolent,sai,blent,blsai)y

. L
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if néat
then NovaFatoracaoient,sai)
else nfati=0({at aod novox!i=0) and CalcNormal
or CalcTemgo or CalcMem or {at=maxat);

Begin {programa principall
LeDados;
Escvalamentoy
Objetivols
NavaFatoracao (0,03
repeat Qiclofent,saz} until lent=9) or (abs{z)izerozi;
Calci;
1f zrzerpz then Saida(NanHaBolFactivel);
Ohiptivo2:
Repeat Ciclotent,sail until {ent=0) gr lsai=0);
MovaFatoracao{Q, o),
1f sai=0
then BaidafSoillimitada)
pize Saida(Solltisakrncaontradal;
Erd,
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SECAD 2 PROGRAMA DO CAPITULO V

Frogram Simplex_du_capitulu_ﬁ[input,ﬂutbut};

Const

maxblo = 101
maxebl =  F300;
maxcol = 14601
maxcot = Z000;
maxlin = 50y
maxlit = I0Hdy
maxest = 10y
manell = 16000
marxell = 14000
maneal = 5000:
int t single=s tell:
zerga @ single=s le-~7;
zeroy ¢ single= le-%;
zerpz ¢ single= 1e-3;
zerob t gingle= le-3i
zerel @ single= le-3;
zeraesc: single=  le-Uy
zeroent: single= le-3}
zergsair singles  le-3j

[

zeresis: single=s le-3i

zerou : single= le-7;

rerpolu @ single= 1e-8:

zeropi : singie= le-&;

zergac 1 single= le-63

zeranor: zingles  le-4y

mavat = i

maxnit = 19008

novox = 10y

nu = 1.0;

tamreal = i

Jype
2yYp = record
®,v,pt integer:
gnds

tyt = grrayli..manell] of singlej
tyld = arrayli..manel] of single;

LISTAGENS 270



tyupos = arrayii..saxeall

Eyral = arrayiD..mazcotl
tylir = arrayl0..maxlit]
tychbh = arrayli..maxcpl]
tycib = arrayl!l..maxcoll
tycrb = arrayli..mawcoll
tylib = arrayll..maxlin]
tylrt = arrayll..maslin]
tydad = arrayli.,manebi]
tyllbe = arrayl(l..mazest,!
tylei = arravili..savest]
tyler = arraylil..mavest]
tyinbi = arrayil,.maxblcl
tybls = recerd

coid,ncol,nlin,n

prod

est

afart

tobas,iin

linf,lsup,obi?,

¥,hybmin,sca

dad,lest

end;
tymat = arrayl!..maxblol
Var

nbloc,nlest,tcol (ool tlin
UlRlcE, Wl VarE,at,ufixz,ufin

nerma,ctabi,zinter,cinic,z
indbln

matriz

i

u

HEoS
lpos,cpus,tabas
ienalt,icn

EGC

luest

dJaHaX fasel,nfat
pi,uyutmp

Frocegure Escalamentog
var .
i,i.k,1,01oco: integer:
t v double;
begin
tor blocpe=1 to niloc do
with matrizfblocol” do
280

of uyps

nf integer;
0t single;

tf hooleans
of integer;
ot single;

of integer;
ot single;

of =inglej

marxest? ot singles

"o

of integery

of single;

aof integer;

cor,ntca,ncfo ncar:
;

ckil H

of “tybio

yniter,

f,ent,sai: integer;

¢ double;
¢t tyinblg
: tymate
S 3 B
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begin
ki=ncor+l;
for t:=1 %o nlin do
begin
ti=zaroescy
ls={i~1)*ncory
for j:=1+y to l+4ncar do
it abs{dad*[jl) x>t then ti=abs{dad*ijl};
tor je=1+1 to l+ncor do
if absfidad*lil/tidzeroa
then dad”[31:=0.0
elee dad”[jlr=dad"(i31/t;
brLilei=blil/t;
sca™lils=1.0/1;
while (ki{=ncca) and {absfafart®lk-ncorl}d
if fabslafart*Ck-ncorlli=i} and {(ki=pccal
hegin
tinf Tkls=linf~{k1/ty
lgup“fkl:=leup™[kl/t;
encs
2nds
ent;
with matrizlinblocH1l” do
begin
ke=ncor+l;
for 1:=1 to nlest dg
begin
ti=zerpesrc;
for Jje=1 to nbloe do
with matrizijl™ Co

i} da
then

if (est Cil120) and {prodit) then tr=prad;

A lile=b"[13/¢t;
esriidi=t. 0/t
while (k<=ncca)l and {abslafart"l{k-n
if labstafart*Lk-ncoril=i} anc
hagin
Tipd lk2i=1int kit
Isup*lklsi=leup®ikl/t,
endy
end}
end;
ctobjr=zercesc;
for bloco:=t to nbloc do
with matrizfhlocol” dg
for i:=1 to ncor do
_ it ahstoebi?"lil)rctobj then ctobjr=abs{obji™l
for hlocor=!l to nbloc do
with matriziblozol® do
for i:=1 to ncor do obi2*Lili=pbi2°0il/cinbi;

ar 1341

end; {Escalamentol
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Froredure Leladosy

bEegin
festa subrotina conter a leitura dos vetores gue deflnem o problemal
{e tambem a alvbcacao de memcria dos vetores utilizades no pregrama i
pi*l{l:=1;
rabas”iNTr=0;
abas™{tcol+13:=3231000y
sal1=31000;

endy {Lelados?

Frocedure Fatoracaoiprblo:r integerly

var
Divn‘linb},uinbi,g' inhld,gcal,
lecont,ucont,poeont,econt,i, i,k,kk,s,s5, bt int
b,et,t2 tosir
begin
lconti=1;
ucont:=1i;
peontr=is
gcont =0y
i

gepl =0y
for i:=1 to nlect do
for ji=1 to nlest
luestli,il:=0, G;
for i:=} te prile-i do

with matrizlindblofli11" do
begin

far

g0

t=i to nool-rlir do

r
icnlecont+ilr=icnaltiscaont+)
si=cahas”licnieront+iil-goo
f esi=neor then

end!

inclecont ,neni-niindg
inclpinb}2,ncolly
inclgenl,ncart;
incilzeont, intin¥nlin+nling div 234
inciucont,nogi#niin-tinlin®#nlintniind div 21i;
incipoont,elind;

Tend;

L‘l
ol
b
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for tr=prblo to nbloc do
with matrizlindblefill” do
begin
uwinbl:=ucenty
pinbl:=pcont;
linble=lconty
for jr=pinbl to pinbl+rcel-! do
cpoe”l1):r=pinbl2~pinbl+i}
for i:=1 to nlin#nlest do lest"[il:=0.0;
for 3i:=1 to nlin do
begin
ttr={j-1)*ncor;
for ki=j to ncol do
begin
ssi=cabaslcpos™lpinbl+k-111-gcal;
it ssi{=ncar
then wu™lucont+k-3l:=dad*{tt+ss]
else if abslafart lss-ncorll=;
ther ulucont+k-ili=zafart lgs-ncorl/j
glse u*lucont+k-j2:=0.0y
end;
si=uinbl-1j
for ki=1 tg i-i do
begin
te=i~{lpos~lpinbl+k-13+j-%1;y
if abs(t)izerou then
for kk:=i to ncol do
ulucont+kk~3Ye=u”lucont+bb-il+ulatki-kI%ty
incle,ncol-kiy
Brg;
pivo:=urant;
for k:=ucont+l to ucont+neol-3i do
if abstu”fk1)rabsf{u~lpivel) then pivoi=k;
if abs{u”lpivel)dizerolu then saida(BageSingulari;
se=uinhl-1;
for k:=f tp i-1 do
begin
kke=pivo-ucont+sti-ig
tr=u"Lkkl:
"t lkklr=u~is+i-kl;
utlg+j~kli=t;
incis,ncol-k);
end}
tizuipivols
u"lopiveli=u”lucontl;
srz=cpos™ipoontl;
cpos”Ipecont]r=cpos”ipcont+pivo-uconti;
cpoelpront+pive-ucontdi=s;
for ki=ucant te wcont+ncol-j-4 do
e fklem-u"Th+11/ty
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"Mloently=ty
ipos®ipcontis=icaont;
kbs=vpos ipinbl+3-17;
ssi=gatacs“lkkI-grol;
if ssd=ncor
then
begin
for kr=i+l to nlin o .
iollcont+k-jli=dad"l (k-{)¥ncortss]:
Lo=1;
while fest”Ik]<rsg) and {(ki<=plest) dp inci{k);
if k<{=nlest then
test f{k-1Y#¢nlin+pront-pinbi+ili=prodsescii]y
g

else for kr=3+1 to nlin do Y 0lcont+k-jle=0.0;
51 =0
8551 =(;
for k=l tn ji-1 do

begin

"
-

s
e

topk-ii4b¥l 7 LIinbl+kkde-11;

4
Il e B

]

un

el
™

tpeont-pinhisili=
test Dikk-1i¥nlintpoont-pinbl+i]

st#lest [ikik-1i¥nlintk]d;

end;
1"ra«,n by
inciss,ncat-k)
ends

irciicant,nlin-fslty
inclpraontis

inciuvaont,ncoi-i);

prd;
for j:=1 tg nco Tia do
eyl
ic +ili=cuostiscontda~ll;
in cnttili=ienlecont+ily
55 “Ticniecont+illi-gool;
if or then

5 k1{»ss) and (k<=plestl do incixdy
ezt then luestik,econt+jli=prodyescii];

end;
inclecont ,ncoi-nlingg
incipinklf, ncol)
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inefgrol yneart;
gnd;
With matriclnbloc+il”® do
for j:=! to ncol do
begin
icnlecont+ilistcnl-ncol+j;
ssi=atfart leabas”lj+tlintecontI-brol-ncorl;
lupstlabs(ss) ,econt+ili=gs/abs(ss)
end;
for j:=tlin+l to tcol do
hegin
cpos®{jJi=ignli-tlinlg
icoli-tlinle=~j+tlin;
end;
ufimi=ucant-1;
utimfs=ufie;
uinbl:=1y
ugont:i=t;
pinbli=1;
for i:z=1 tno nhloc do
with matrizlindbicf{il]” do
hegin
for j:=nlin+i to neol do
hegin
gr=0;
LS E
for ki=1 teo nlin do
begin
tr=ytluinhl4ae+j=1-k3;
if¥ abs(t}lizerou then
far kk:i=1 to nlest do
luestikk,ucontl:=luestikk,ucontl
ttxlest (k-1 *nlint+tikly
incis,nlin-ui;
inciss,ncol-kiy
Bng:
inciucantly
ent s
incgtlpinbl,niinl;
inciuinbi {{nlin¥nlin-nlin) 2div Zi+incei-niin)*nlind;

end:
for j:=1 to nlest-1 do
begin
pivo:s=3s

for ki=i+l to nlest do
if abs{luestii, k) rabs(luestii,pivol) then pivoir=k;
tli=luestii,pivol;
if pivp<®i then
hegin
tte=cpos™ltlin+)l;
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Epas“[tlir+*":rnog*[tlin+pivnl;
cpos™ftlintpivolr=tt
tti=icgnlily
icaljle=ienipivaol;
icnlpgivoar=tiy
for ki=1 Lo nlest do
heqzﬂ
tdr=luectlk,pivy
suestlib. pivel:=l
IUP%t[\,l]'"tﬁ,

Iy
uecst(¥,ils

end;
end:
for ki=i+l to nlest do
begin
beo=-luestl{i,k1/t1;
luest (i, blv=t2;
it abs{t2)rzerau then
faor kki=i+l te nlest do
Yuegt Tk Mlvelueetlhh, ki+b2¥ivestlkl 31,
end:
ondy
far i:=1 tno nlest do
if icnbildD then
begin
ir=i;
tte=-icnlidy
while *td{:i dn
begin
k=t
the=—dicnitt],
tonlkle=4y
Jr=ky
end;
itonldlo=jy
pngy

end; <Fatoracan?
Procedure BIY(var z,v: tylir; prbio,ulblo: integeri;

var wvx: tylir,

Procedure L¥Yivar vy, ys fvlir);

var .
iyiskymynlibls integer;
t t single;
begin

tor 1:=h to teool do welilisyiidy
if prblod=nblces then
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begin
nlible=0;
for i:=! to prblo-i do
incinlibl ymatrizlindbhloEill~.nlin);
for ii=prblec to ulblc do
with matrizlindblefill”™ do

begin
for jr=nlibl+l tg nlibl+nlin do
begin
ki=lpos™ljl; .
vulili=vuljl/1"[ki;
it abs{vxljl)izerosis
then
bhegin
for m:=1 te nlin-j+plitk] do
vilitmli=vnli+ml-vu(33%] " Thk+nl;
for m:=tlint!l %o tcol do
velmli=vuial-vulils
lest D {m~tlin~1)#nlin+ji-nlibld;
end
glee vxbile=0.0;
end;
inzinlibl,nlin);
end}
end;
for ir=1 tno nlest do
begin

La=vultlin+ild;
for i:=i to i-1 do
s=t-veltlin+jlsluestli,il;

if absit)rzerpcis
then vxltlin+¥ilr=t/luestii,il
glse vxltlin+il:=0.0;

end;
endy (LAY

Frocedure UZ¥(var z,wx: tvlird;

var
iyjykyucont,uest,xinkl,ip: integer;
ut t onyp}
t : single:
begin
for i:=ufim downto ufimf+l do

begin
utrzupos™Li-utimfl;
if ut.opod
then
begin
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vrlut nle=velutwIevelut,yIsu"li

it gnsivatut.ullizerosis then welub,sl:=4.0;
end
else
begin

velutoyli=vulut,y 4y lut oy dsn®lily
if absivulut, y])\LPrDERS then v“Lut.»]:=ﬁ.D;
Eﬁd
1a'=abst+ 03
if wub.ydiip then
Begin
tr=vuiipl;

vy(ir1'="'futky3:
velut.vlo=ty
end;

for jr=1+! to niest do

veltlin+dido=vwlblinti Jovultlin+idstuestii, il
if absiveltlinsdilid{zarpsis t
viltliin+ils=0, 0
end;
ucontr=ufimfy
uesti=ntest-ratricinbloc+l I ngnl;y
xinhli=tlin;

for ii=phloc downts | do
with matrizfindbiolill” do
bf {lis=prbio) and (i<=ulbliod) or incoldinling
ther
begin

dec{uest,ncol-nlind;
deciriabl,nlindy

for j::“lﬁn downto 1 do
begin
deo iy
for
R

*m nlin do
t=veblninbl+il4vulainbl+kI®u" Tucont+k-31;

l

nhl+i1li<zerosis then vuluinbl+3ilr=0,9;
eng
glse
hegin
gecixinil,nlin);
peciucont ,\nl1n%ﬂ¢1n niind div 27
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far i:=1 teo tcol do
zlepos™lille=valil;
end; {LIX3

hegin
LXY vy, vyl
UZ¥{z,vx)s
end; (BIV}

Frocedura UtXY({var vy,y: tyliry prhla: integery JaHaX,GuardaX: hoolean)

var
i, keip,xinkl ucont,uesty integery
ut _ PORYRS
t : singleg
begin

for ir=1 tp tcol do velili=vicpes™lilly
winhli=0;
ucont:=0;
upst =0}
tor ir=1 *o prhlo-! do
with matrizlindbleolil}™ do
Yegin
inc{xinhlyniinl;
incivcent,ncol¥énlin~({nlin¢nlin+tniini div 2));
incluest,ncol-nlind;s
end;
it JaHaX then
begin
for i:=1 to xinbl do vxiile=xtap~lil;
for 1:=1 to uest do vexltlin+ticnlilli=wtap™ltlinticnlill;
end;
for i:=prblo te nblpc do
with matrizfindbiciill” do

begin
fogr j:=1 to nlin dp
begin

tr=veleinhl+ily
if absgsi{t)rzerosis
then
hegin
faor ksi=ji+i to nlin de
viluinhl+kli=vulninbl+kI+t*u " lucont+k-31;
inclucont,nlin-jl;
f5r ki=1 to ncol-nlin do
vxltlin+icnluest+kili=vultlin+ticniuest+kl]
tt#o*Tucont+k];
ing{ueent ,ncal-nlinty
end
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eise ing(ucont nool-ily

end;
inci{xinbl,nlini;
incfuest ncoi-niind;

endj
it BuardaX then
begin
dJaHaX:i=true;
tor i:=1 to tlin-matrizlindbloinbloc?i*.nlin do xtep™iide=vxlil;
far ir=tlin+l to teol do xtmp~{ile=valily
end;
for i:=1 to nlest-1 do
begin
to=vultlineil;
if abs{t)irerosis then
for ji=i+l to nlest do
viultlintilevultlinsjlstrluestii, il
end}
for i1=! to tlio+nlest do
if absivuliliizernogis then vulili=0.0;
for ir=ufimf+i tn ufie do
hegin
uti=upos*li-ufinfl;
tp:=abs{ut.pl;
if ut.ydip then
gegin
i=yxlipls
valipli=valut, vl
vitut,yli=t,
end;
if ut,pdid
then
begin

vilut.ylrsvelut.yld+vulob w T a1 g
if oebsiveluteyitizerosic then vulut.yli=s0,0;
and
else
hegin
velutendo=vglotonddviutoyvixsu i3y
1f absivelut,nllizerosis then vazlut.xl:

erd;
end;
endy {ULIY:
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Procedure LtZX{var z: tylir; var biucb,niibl: integeri;

var
jyk,m: integer:
r ! single;

hegin
with matrizlindbiotblocell”™ do
begin
decinlibl,nlindy
for j:=nlibl+nlin downto nlibl+l o
begin
re=0;
for mz=tlin+l to tcol do
rrsr~ziml¥lest™{im-tlin-t)#¥nlin+i-nlibll;
kr=lpes~{il;
for m:=1 to nlibl+nlin-j do
rr=r-y[i+ml%]~{k+aml;
sljle=fz03d+r) /10T,
if abs(zliNdzernpsis then zLil:=0Q,0;
end;
end;
end; (LEZIX}

Frocedure BYZY¥{var z,y: tylir; JaHa¥: bonlean)

var
iyi: integer;
r : single;

bhegin
it JaHa¥
then i:=nhloc
glse 1:=1}
Utkd¥{z,y,i,JaHa¥,not JaHa¥);
far i:=nlest downto 1 do
begin
re=0¢
for J3:=1+1 to rnlest do
ri=sr-zltlin+jl*luestlj,il;
zitlin+ide={(zTtlinsid+r)/luestiy,il:
if absi{zitlin+ill<zearcsis then zitlin+ili=0,0;
end;
end; {(BLIY:
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Frocedure Atuzilizacanoient,cai,vlent,blsai,gisnt,gosal,gent,gsais integer)y

var
cprd eult, g, ip,li,bl bYik,pys,it  noabl 58,51 ,5ts integer;
t.tt,at : singles
act,bet r tylrby
begin

Inclat):

for i:=1 to tegl dp g~lili=0;
g“lgsail:=1;
HtXY(pi®,g",nbhloc,false,falsel;
ii=tool; )
while abs{pi~{il)<=zeropi do Decii};
cult:=i

ipr=i~1y

it cult<=tlin

then
begin
bliz=nblocy
ke=lpos™lil;
for ii=1 to i-glent-1 do actlile=000:
for ji=i %o tlin dg
actli-gientle=1"0k+i-11;
with matriziindbloinblezll® do
for ii=1 to nrlest de a2ctfiilr=lest™U{j~itentlinti~glantl;
end
plce
begin
blis=nblon+i;
for je=1 to Flin- glent deg actljli=0.;
for Ji=cult-tlin to nlast de
Betlide=luestli,cult-tlinis
for jr=1 to cult-tiin~1 do bobljle=0,0

while iprblin da

| lplii=zercoi
then Declipd
glse

i ahsigi~{iltcabs(pi~iinl}

ﬁ::—pz ‘Til/p1~lipiy
4 r=ip~tlin to i-tlin-I da

i
etlile=lusstl{i,ip-tlinly
wegtli,ip~tlinlr=luessilii,tp-tlinl®ty

and}
) foar jr=i-tiin to nlest do
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begin
ttr=luestli,ip~tlinl;
luest(j,ip-tlinli=luestij,ip-tlini*t+bect(il;
betljli=tt;
end;
upos*Rufim-ufinmfl.pr=ip;
ir=ipy
gnd
else
tegin
te=-pi~lipl/pitlil:
upps™Tufim-ufimfl.pr=cult;
for ir=i-tlin to nlest do
luestlj,ip-tlinli=luestii,ip-tlinl+betijixt;
endj
u~fufimis=t;
upos*lufim-ufimfl.as=ip;
upos*lufim-ufimfl,yi=oulty
Deciip);
end:
gnds
lir=1;
bli=nbloc:
with matrizlindhlolnbloell” da
begin
for k:=ip downto gienttl do
if abs{pi~{kI)szeropi then
hegin
Inciefiml;
loi=ipos LkI~k;
if abs{pi~llil}{absipi“ikD)
then
beagin
La=-pi*tiil/pi~lkly
upnslufim-—utimfl.pr=iy
if pldali
then
begin
for jr=zk to tlin do
hegin
gctlj-glentds=1"llp+:];
1#0lp+ile=1Tlp+ilet,
g
is

far =1 to k-glent-1 do actljid:=0.0;

begin
for ji=k% to li-1l da
begin
actlj-glentle=l"Ilp+jly

LISTAGENS 293



“Llprile=ltllp+ilet;

t=11 to tlin da

i-irenlin+k-glently

est i {i~{l#nlintk-glentls=bet[ily
hotljlisthy
end;
T11=k;
Bitr=hil
ann
else
begip
b g1"ilil;
up ~ufimflipi=cult;g
it hen
to nlintglient do
I p+ideteactii-gient];
end:

utlufinmlr=t;
uppsiufin-ufiatl.xs=k;

wpos lufim-giimd loyr=culty

for ir=t fo niest do
rest -l #nlintk-glentds=iest™i{i-1i#enlintk-glentI+hotl Jisty

endy
gti=p1~l1:3;
for j:=l *o 7 deo
begin
it i=1
then
pegin
tri=hlenty
sti=ent:
sir=]y
gnd
else
hegin
sx1=hlsaiy
st:i=cabas~{gsail-gosais
EFHERS S

2ndy
cprit=glents];

it eti=praor
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then
for j:1=1 to nlin deo
actliJi=actlil+gtési*xdad™L{i-1}%ncor+st]
elee
begin
ir=afart®lst-ncorl;
actlabs{i)is=actlahslitl+gt#sis®i/ahs(il;
end :
end;
for j:=2 downip i do
begin
if i=1 then
begin
sgi=blent;
sjr=1y
st:=pnt;
end;
if sti=ncor then
tor ir=1 to nlest do
it est*lil=st then
botlili=bcttil+gt*sisprod*escliily
end;
cabas™lgsail:=gent;
if cultstlin
then iti=tlin
else iti=cult-1;
ir=cpriy
while i<=it dn
hegin
it absfactlii-glentl)zeroac then
begin
Inclutim);
s1=lpps~lily
if abs{17[s])#murabs{actli-glentl)
then
begin
tr=-actli-glentd/1l"[sl
ypeostlufim-ufimfl.pi=-
for j:=i+1 to tlin do
actli-glentli=actii-glentl+l " te+j-ilet;

cult;

end
else
begin
tem-1"[gl/actli-glentl;
vpos™lufim-ufimfl.pr=~i;
for j:=i to tiin do
hegin
tti=actii-glentl;
actli-gilentle=1"{s+i-11+Lb¥E;
1"Tsti-ili=tt;
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r=hotljl;
potlilezlegt~Lij-1)%nlinti-glentl;
lest*l{j-1i#¥nlin+i-glentlii=tty
end;
ent:
HEEENN BRI S

q

vpos " fufim-ufimfl, ni=1;
upos fufim-afiafd, yi=cult;
tor j:=! ftz plest do
betiili=hobiid+lest [ {i-1)#¥nlin+i-glentls
end
incti
BRds
if cultdtlin
then

iti=1y
for i:=1t to cylt-tlin-{ do
1 ¥ absifctlillzercac then

begin
T - V& .
Inciufiml;
1t abs{luestii,id)fmurabs(botii}

begin
tos-botlid/luestli,id;
uposiufim-gfirfl.opi=-cull;

for Jr=i41 to nlact dn
bet{ile=botlilsluestli, 118,
gng
elasp
hrg't ot
trm-lupstid, 12/ /bhectizd:

1B
upostlufin-ufiefi,pr=-i-1lin;

fav iv=i to nlest ao

RS X T

1
Aoy TLLR L
kl
a

sTufimie=t;
mr

poslufim-ufimfl.ns=idtling
upos“lufim-ufimfl.yr=pult;

in to nlest do
nls=bctlil,
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glse
begin
si=lpos*icultly
tor i:=cult to tlin do
I~fgt+i~cultir=actli-glentl;
for i:=! to nlest do

lest Lii-1)¥nlin+cult-glentli=bectlil;

end;
end;
endy {ftualizacao?

Procedure Celc_T(total: booleant;
var i,nlibl,ncibls: integerg
Frocedure ZBlo{blioco: integeri;

var j: integer;
kegin
with matriziindbialdlocnll” do

begin
for i:=1 Yo preca do

i lim™{j3 then zi=z+lsyp~lilsohii"l

for i:1=] to ncel do

th .

zisz4n®ljIxobji lcabas®inlibi4 jl-ncibl ],

incinlibl,necell;y
incincihl,ncar);
gnd;
end; (IHlgl

hegin
it taotal
then zi=zinic
else z:=zinter;

nlibl =0y
nciblo=o:
if total
then
begin
for i:=% te nbloc-1 do zblo(ily
zinteri=zy
end
else
for i:=%1 te nhloc-i do
with matrizlindblelill” do
begin
incintibl,ncall;
incincibl,ncarl;
erd;
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-

{Calz

grd;

A

1
'

Frocedure Calc X(to

¥ar

i

inl, bt

ynl]

iy

]

gingle;

-+d

hegin

-

i3
e
H

—

)

with

oor

3

Y

i
.I.n.._

Shltabs

4

™

[d)

o
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Functian CalcMNormar hoolean:
var jykycclyniiblyneihly integer;

hegin
normai=e.0;
Calo_Xifalsel;
nlibli=0y
ncible=0;
for jr=i to nbloc-1 do
hegin
inci{nlibl,matrizlindblofjld .nrol)y
incingibl,ratrizlindbleljll . ncar};
end?

for jr=tlin-matrizfindblolnbliocl?®.nlin+l to tlin do

with matrizlindblieinblocil”® do
for j:=1 to ncol do
begin
coli=cabas*li+nlibli-ncibl;
if coli=ncar
then
begin
far k:=! to nlir do

pi®lk+nliblida=pi“LkenlihlI~dad®l{k-1)*%ncar+cal 1*#x"0jd;

for kr=f o nlest do
if pgt*{kl=cn}l then

pitltlintklr=pi~[tlintkl~prod¥escikl*x™iil;

Th

in
ol
i

m m 3

13}

—
X &1
[fa}

zgfart“icol-ncerl;

[ M+« S

Bng}
end;

for ji=tlin-matriziindbloinblaoclii®.nlin+i

it absipi™{ilYnorma then nprpa:=abs(pi™

if normarzeronor
then Calchormar=true
elge CalcNormai=+alse;
end; {Calciormal

Frocedure Objetivols
var i,i,k,kk,ncibl: integer;
begin
faseli=true;
niter: =0y

rinics=0

ke =03 l
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]
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pi*ljli=g"ljl;

“fnlibleabs{colde=pi~inlibl+abslcoltl-col/absl{calbeg*Lil;
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ncibli=0;
for i:=1 to nkloc+l do
with matrizlil™ do
begin
kki=k;
for j:=1 to neca do
begin
objl~ljilz=0,10;
fobas™*[ili=true;
lim*“[jle=false;
end}
for j:=ncca+! tp ncfo dao
begin
if afart*li-nearli0
then
begin
inctkld;
cabas*{kls=jtncibly
fohas*“[jli=false;
end
else fobas*lil:=true;
tim*Lili=talse;
nbil™Eil:=0,0;
end;
for ji=ncfot+l ko ncar do
hegin
phit*fjl:=1;
fobas™[ili=falge;
inc{k)g
cabas"lkir=itncibly
lim*{jil:=falee;
end;
inclncibl ,ncar}y
ncol:=k-ki;
and;
for i:=1 to nbloc+!l dp indblolili=i;
end; {Objetivol?

Procedure Obietivol;
var i,ir integer;

begin
niter:i=0;
fageli=false:
sai1=31000;
for i:=! to nbloc+l do
with matriz{i]® do
. begin
far i:=ncfo+l to ncar do
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begin;
fabas~Tjl:=false;
obil™T[ili=0.0;
end;
tfor 3:=1 to ncor do
begin
obii*lili=obid i1,
riaici=zinic+objl~[il*linf~ 01,
end;
end;
Cale_I(truel;
end; {ObjetivaoZl

Frocedure OrdenaCabas(penl: integerd; {InsertionSort}
var 1,J,vi integer;

begin
for i:=pcol to tcol do
begin
vi=cabas~lily
jr=ig ,
while cabas~[ji-i1lrv do
begin
cabas*[jli=cabas™li-11;y
bBeciih:
endy
cabas™[jli=v;
end;
end; {OrdenaCatbtas}

Frocedure Mudalrdemi{bloco: inteqer);

var
i,i8,i2,k kpiykp2,dife,ncikbli,neibl2: integer;
cabaux 1 tyecib;
hegin
ili=y

nciblle=i;
for it!=1 tp bloco-1 do
with matrizfindbiolild” do
begin
incincibll ncarly
inctiit,ncoll)y
end;
JjR2r=ily
neiblZsenciblly
for i:=bloce to nbloe-i do
with matrizlindblolill® do

LISTAGENS

301



begin
inclnecibl2, ncar);
ine(i2,ncoll;y
end;
difc:=matrizlindblolnhloc?]®.ncar-matrizlindbliofblacell”. ncar;
k:=matrizlindblelnblocli~.ncol-matrizlipdblolbloceli~.ncol;
if k»0 '
then
begin
with matrizf{indbtolnblocll” do
far 13=! to ncol do cabauxf{ili=cabas™{i2+il-nciblZ2+nciblly
kpZi=j24ky
with matrizlindbinoiblocell” deo
for i:=1 to ncol do
cabas™Lkp2+iJi=cabas [ jl+il-ncibli+ncibl2+difc;
kpir=jl+matrizlindblolblocoli~.ncol+l;
tor i:=3j2 downto kpl do
cabas*{i+kIz=cabas*[il+difc;
with matriziindkloinbloell” do
for i1=1 te ncol de
cabas™{ji+ili=cabauxlil;
end
plse
kegin
with matrizlindblolbiocoll” do
for ii1=1 to ncol do cabauxfili=cabas™l{ji+il-ncibll+ncibl2+difecy
kple=jt+matrizlindhlelblocoli™.ncol+l;
with matrizlindblolnblocll™ do
for i:=1 to ncol do
cabas"ljl+ili=cabas*[j2+i)-ncibl2+ncibll;
kp2e=iZely
for it=kp! to J2 do
cabas*[i+k}i=cabasglil+difc;
with matrizlindblolblocoll® do
for i:={ to ncol do
cabhas™[kpZ+ilr=cabauxiil;
end;
ir=zindbloflblocel;
indblolblocoli=indhlolnbloc];
indblninbloclo=i;
end; (Mudalrdem}

Procedure MovaFatoracac{gent,geai,blent,blsai: integer};
var i,i,blin: integer;
begin
nfat:=false;

tabas*fgsaili=gent;
=03
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if blemntiblsal
then blin:=blent o
else hlini=blsai; '
if blin¥nbloc then Blinmi=nbloc;
for iz=1 teo blin-1 do iec{j,matriziindbinlill~.ncoly;
OrdenaCabas(i+i)
if blent{:bleai then

begin
inc{matrizlindbloiblenti]®. ncol);
decimatrizlindblolblsaill*. necall;
end;

it blent<nbleoc then Mudalrdemiblent);
JaHaX:=false;
atr=0;
Fatoracaoi{blinl;
it blin=nbloc
then Calec_¥{talse;
else Calc _X{truel:
end; {(NovaFatoracao?

Fraocedure Cicloivar ent,sai: integer);

var
tyiytynlabl,nciblklent,blsai,glent,gent,gsai gecsais integer;
cent : single;

Frocedure QuemEntra; {(criterio de Dantzig com filtrol
var bloceo: integer;
Frocedure Sellplunaldloco: integerd;

var
Jyly bty integer:
t : singley

kegin

with matriziiodblolblesoll” do
begin

foar da1=

if §

he

1 to necor do
obas*{ il then
gin
Lr=abji~lidy
tor k=1 tg nlin do
trzt-pitinlibl+kIsdad L (k-1)%¥ncar+jl;
far %:=1 to nlest do
if est*Lkl=j then
ti=t-pitltlintkI*prodéeccikl;
it (i-Z¥ord{linm~{id))%t{cent then
begin
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ent:=j;
centi=(i-2%orcd(lim™L3]) ) #t;
blent:=bloco;
end;
end;
for j:=pcor+l to ncar do
if fobas™{jl then
begin
tti=atart Lj~ncorl;
tr=(t-2%ord(lim~ (i1} ]
¥lohji~l§l-pi~Labs(tt)+nliblI*tt/abslttryy
if td{rent then
begin
entr=j;
centi=tg
Blent:=bloco;
end:
end}
end;
end; {Gellolunal

begin
enti=0;
cent:=-zeroant;
nlibdla=tling
SelColunainbloc+l);
bloco:=nbloc;
repeat
LtiXtpi®,blora,nlihl)
SelColunatblocoly
dec{bloco);
until {{centd{~zeroent#i00.0)) and {{UlVarE<sent) or (blent{>U1BloE}})
or (hloco=0l};
U1BloE:=blent;
UlVarEr=ent;
glents=0;3
gent:=ent;
for bloco:=1 to blent-1 do
with matrizlindbiolblozell” do
begin
inci{gent,ncary;
incfglent,nlin};
endj
end; {QuemEntral
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Procedure Ruenmbaiy

var
i, bloce & integer;
del,csai: single;
saen : booleany

Procedure Atualiza_X{csai: single)y
var bloco,i: integer;

begin
libhle=0;
for hloco:=t to nhloc+l do
with matrizlindblofblocoll” do
begin
far i:i=1 %o ncol do
begin
¥ LiTr=x~Lil-del*csaixpi~li+nlibll;
if absi(x"lill<zerox then #x*[il:=0.0;
end}
incinlibl,ncall;
gnd;
end; {Atualiza_X?

begin
saii=0y
hlsait=0;
csalis=inéy
if matrizlindblolblentll . lim"Lent]
then del:=-1
elep del:i=1;
nlibl:=d;
ncible=0y
for blocg:=1 to abloc+!l do
with matriclindbloiblocpll™ dao
begin
for i:=1 to ncol do
if absfipi~Iinlibi+il) izerosai then
begin
if {pi”inlibl+il¥del)zorosal
then
begin
if (x~[il/abs(pi*inlibl+il)tdicsai then
begin
sais=i;
csaii=s"li3/absipi*inlibl+il);
blsaiz=hipcoy
gnd;
end
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elce if {{lsup”lcabas®fi+nlibll-ncibll
~4"[i1)/abslpi”Enlibl+i3)}{c=ai then
hegin
gait=i}
rzais=tlsup®lcabas”li+nlibl I-ncibl]l
-x"Eil) fabs{pi~Inlibl+ill};
blsaii=bloco;
end;
end;
incinlibl,ncal);
inc{ncibl,ncariy
ends
with matrizlindblolblentl]” do
it lsup*fentlicsai
then
hegin
tim*lentli=nnt lin*lentl;
zi=ztcentxlsup~ientl;
saii=-1;
ftualiza X{lsup*[entl};
end;
if sai*0 then
begin
zr=zicentécesal
gsai:=sai;
gesai=0;
for i:1=1 to hlsai-1 do
with matrizlindblalill™ do
begin
inclgsai,ncolly
incigesat,ngar);
end;
if {(blent=nbloc} and (blent=hisail and {atimaxat))
then
begin
Atvaliza_Xlcsaily
with matrizlindblolblsaill”™ do
begin
if v Isaili{lsup " lcabas~l{gsail-grsaiI/2} then
lim~fcabas*lgeail-grsaiii=true;
«"{sailr=isup~lentlscrd{lim*lent])+del*rsaiy
if absix*lsaillizerax then x*isails=0,0y
end;
end
else
begin
nfat:=true:
with matrizlindblolblsaill” do
if (¢"lsail-del*csai*pi~lgzaill»(lsup”lcakbas™lgsail-gecsail/2)
then lim*{cabas”lgsail-gesaili=true;
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end}
matriztiindblofblentlI™~.lim {entl:i=false;
end; :
end; {QuemSail

begin
Tnciniter);
if niterbmaxit then SaidalAtingidolimlteraceoes);
nlibhl:=0;
ncible=0;
for i:=! to nbloc+l do
with matrizlindblolill® do
begin
for jr=plibi+l to nlibl+ncol do
g*lili=obji"lcabas™ljl-ncibkil;
incinlibl,ncall;
incineibl ncar)y
end}
BTIY({pi~,g™,JaHai);
BuemEntras
if ent{*0 then
begin
far i:=1 te tcol do glili=0.9;
with matrizlindblicoiblentll™ do
if enté=ncor
then
begin
for i:=1 to nlin dao
griglent+ili=dad™l{i-{)*ncor+entl;
for i:=] to nlest do
1¥ est”til=ent then g*li+tiinls=prod¥esclil;
end
elsge
hegin
szafart lent-ncorl;
g*lglent+abelt) =t fabgit]y
end!
BIY{pi~,o™.blent,blent});
BuemSaiy
1f s5aiid then
begin
matrizlindbloiblsaill™.fobas*lcabas"Igsaii-gecsaili=true;
matrizlindbolelblentll”. fohac™lentli=falzey
if nfat
then MpvaFatoracaoc{gent,gsai,blent,blsail
else
hegin
Atualizaracf{ent,sai,blent,blsai,glent,gesai,gent,gsail;
nfati={{(at mod novox)=0) and CalcMorma);
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gnd
end;
end;
end; {Ciclol

Begin {praograma principall
LelDadps;
Escalamento;
Ohjetival;
NovaFatoracap{0,0,1,1};
repeat Cicloflent,sai) until {(ent=0} or (abs{zl<zeroz};
Calc_I{false};
if zizeroz then Saida(NaoHaSolFactivel);
DbjetivoZ;
Repeat Cicloflent,sai? until {ent=0) or isai=0);
NovaFatorarao(0,0,1,1);
if sai=p
then Saida(Sclllimitadal {
else Saida!{SolOtimaEncontradal; ;
End. '
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