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INTRODUÇÃO 

um homem deve teor de tudo. um pouco 
ou o que puder~ -na.o se lhe e-xija. ma.i..e do que ta.nto~ 

vista. a. curteza das vl.do..!l 

e a. prolixidade do mundo , 
JOSE SARAMAOO 

<in: O o.no da. morte- de Ricardo Reis) 

Problemas de pro~ramação linear t.êm sido resolvidos de 

f'ot>ma rot.ineit>a désde a int.t>odução do mét.odo simplex, f'éit.a por 

G. B. 
1 

Dant.zi~ na década de quarent.a. Part.icularment.e a part.ir 

dos anos 60, um sem númel'o de vel'sÕes difel'ent.es dest.e mét.odo 

1 DANTZIG, G. B. Pl'ogl'amming of' int.erdependent. act.ivit.ies, II, 

mat.hemat.ical model. Econometrica. 17 <3-4) 200-211, july-

oct.. 1949. 



foram implementadas em computadores de diferentes capacidades, 

visando atender objetivos Val'iados, dentre os quads os mais 

comuns são: abranj!;er o maior número possível de problemas 

diferentes, aproveitai' ao máximo as cal'acterísticas da máquina, 

minimizai' o tempo de processamento, reduzir ao máximo a memória 

necessária pal'a armazenai' os dados, atender a um j!;r·ande número 

de usuários diferentes, ser compatível com o maior• número de 

computadores disponíveis, ser bal'ato ou de execuçi!io barata e 

resolver- problemas pal'ticulares da forma eficiente 

possível. 

Dentr-e todos est.es objet.ivos, o Últ.imo :se just.ifica 

principaimente quando se trata de resolver pr-oblemas de gr-andes 

dimensões, que possuem màt.rizes enormes. Para muit.os desses 

problemas, a solução somente pode ser alcançada quando se abre 

mão da abr~êt~cia, ut.ilizando pr-ogramas especializados .. 

Isto ocor-r-e, especialmente, quando se t:r>abalha com 

mat.rizes grandes que apresentam um númer-o coru;dde:rável de 

elementos nulos. Geralmente, se estes elementos ·~ s:ao tratados 

convenient.ement.e, é poss:fvel reduzir signif'icat.ivament.e as 

quantidades de memór-ia e tempo computacionais exigidos na 

manipulação das mat.rizes. 

Os problemas aos quais este texto é d~~dicado 

aqueles que possuem est.rut.ura bloco-angular se enquadram 

nesta classe, mas vão mais além. Neles, não só :as mat.rizes 

possuem um gr-ande numero de zeros, como t.ambém encont.ramos os 

~ 
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element-os 
~ 

nao nulos dispost-os de f'o:r-ma t-ão pa:r-Ucula:r- que 
, 
e 

possível to:r-na:r- o p:r-ocesso de obtenção da solução ót-ima ainda 

mais :r-ápido e econômico se adot-ado um t-:r-at-amento pa:r-t-icula:r-

convenient-e. 

Mas as ~ p:r-eocupaçoes do otimizado:r- ~ 

na o podem se 

:r-est-:r-ingir apenas aos crit-érios de f.êmpo e êspaço gast-os. Quando 

se pretende I'esolver problemas de grande porte, há que se 

t.omar em cont.a os err-os inel.""ent..es às oper-açÕes at"it.mét.icas 

f'eit-as poi' computador. Erros estes que 
~ 

sao tPansf'eridos aos 

dados obtidos em cada et-apa do processo de ot-imização e que 

podem ir se acumulando até assumirem uma 
~ proporçao tal que 

inviabilize a obt-enção da solução corret-a do problema. 

Tendo isto em mente, R. H. Bartels e G. H. Golub [3] 

a.p:resen~.ar-am um processo de mudança de vért.ice (no algo :ri t.mo 

simplex) capaz de garantir a conf'iabilidade dos resultados 

obt-idos sem comprometer em demasia o t-empo de execução dos 

programas computacionais. Tai método, que envolve a decomposição 

da base em mati'izes t-riangulares, tornou-se, desde então, muito 

popular dada a compl'ovada estabilidade numérica que induz. 

É t-ão somente a aplicação da idéia de empregar este 

tipo de decomposição 
~ 

na :r-esoluçao daqueles problemas lineares 

que possuem matriz<>s com forma bloco-angular que nos vai 

interessar neste trabalho. 

No primeiro capít-ulo, o problema é apresent-ado, 
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junt.ament.e com alguns :ramos de at.ividade em que ele é 

encont.:rado. Além disso, "' sao supe:rf"icialment.e de·sc:ri t.os os 

algo:rit.mos específ"icos at.uaiment.e disponíveis para a solução 

dest.a cl.ass& de problemas. 

No segundo capít.ulo, são expost.as em p:rol"undidade as 

c.a:ract.e:ríscas do algo:rit.mo ora propost.o e de t.odos os seus 

passos principais. 

Em seguida, no t.e:rcei:ro capft.ulo, -sao det.al.h.ados os 

aspect.os comput.acion.ais do mét.odo, incluindo os rnot.ivos que 

lev.a:r.am à adoção de det.e:rmin.adas t.écnicas de .a:rmazen.;.ment.o e ao 

uso de est.:rat.égias de pivot..ament.o específ"icas, dent.re out.ros 

det.alhes de implement.ação. 

O qua:rt.o capít.ulo é dedicado às comp.a:raçÕe•s numéricas 

dos algo:rit.mos desc:rit.os nos c:apft.ulos I e II. Nele É; expost.o e 

coment.ado o desempenho relat.ivo de cada mét.odo, com ên:t'ase 

pa:rt.icul.a:r para problemas de f"o:rmulação de :raçÕes. 

Por :t'im, no capít.ulo V, é descrit.o um processo 

capaz de acelerar o algo:rit.mo ap:resent.ado em II quando se 

ot.imiza problemas semelhant.es ao de raçÕes. 
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CAPÍTULO PRIMEIRO 

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA 

~ 

SEÇAO I FORMULAÇÃO 

O nosso objetivo principal é resolver, da :forma mais 

encient.e possf vel, problemas de pro~ramação linear com 

variáveis canalizadas, que podemos de:finir genericament-e como 

sendo: 



Onde: 

~est.ri~o 

X e IR" 

c E IR" 

bLe IRm 

bue IRm 

A e [Rmxn 

1 E IR" 

u E IR" 

minimizar 
T 

C X 

1 :S X :S U 

~ep~esen~a as variáveis do p~oblen~; 

é um vet.or de cust.os associados a x; 

(1.1.1) 

são os limit.es inferio~es das rest.J~içÕes; 

~ ~ 

sao os limit.es supe~iores das rest.riçoes; 

é a mat.:riz t.ecnoló~~:ica do p~oblema; 

fornece os limit.es inferiores e 

os limit.es supe~io:res das va:riáveis:. 

Ent.:ret.ando, i~emos nos dedicar a um coJ~junt.o mais 

de problemas, denominados bloco-an~ul<~res, cuja 

carac~erís~ica p~incipal reside no fa~o da ma~~iz A. possuir o 

se~~:uint.e aspect.o: 

~ 
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ODDODDODDDDDCJO 
DDDODOOOODDOOD 
OOOOOODOODDODD 
OODODODDDOOOOO 
OOOODDDDODDDOD 
ODDDDDOODDODOD 
OOODCJOODDDDDDO 
OOOOOODDODOODCI ooooooooaoaooo 
ODODDDDODODDDO 

t:lt:lt:lOt:lDDOOOO 
OOODDDDDDDD 
DDDDOODDDOO 
ooooooooooo 
DDODODDODDO 
ODODOOOOOOO 
OODODOOOOOO ooooooaoooo 

banda ho~izont.al 

blocos onde o núme~o de 
linhas é meno~ ou igual 
ao de colunas 

DOOOOOOOODOOODD 
DODODODDODODODO 
OOOODODODDDODDD 
ODODOOOODDDODDO 
OOODDDODODODOOQ 
DOODOOODDDDDDOD 
DDDODDDDDDDODOD 
DDDDDDDDDDDDDDD 
DDDODOODODDDDDD oooaooooooo 

DDDDDODODOD 
OOODOOODDOO 
DDDOOOOODOO 
DDODODODODD 
OODODODDDDD 
DODODODODOD 
ODODOOOODOD 
ooooooooooo 

OOODOODOOODOODOODDDDDDOODDDDDDDDDDDt:lt:lDt:lt:lt:lt:lt:lDt:lt:lDt:lDt:lDDDDDDD 
OODOOOOOOODOODDODDDDDDODODDDDOODODDODOOOODODDDDDDDDDDOODO 
DOOOOODDODOODOOOOOOOOOOODODDOODDDOOODODDODOODODDOODDDODDO 
ODDDODOODDDOOOOOOOOODDDDODOOODOOOOOODOOOODODDDOOOODOODODO 
OOODODODOOODDDDDDDODDDODDDODOOOODODOOOODDOOOOOOOODOODOOOO 
OOOOOODOOOODDOOODODDDDODDOODODDDOOOODDODDOODDODDDDDDDODOO 

Fi.g I . .t.:t 

o 

- Uma matriz btoco-dngular. 

representdm elementos 
Oa espo.ços 

nu to e. 

emp~ego da denominação bloco-an,gular 

em bra.nco 

pa~a est.a 

classe de p~oblemas se explica f'acilment.e pela est.~ut.lll'a da 

mat.~iz acima, na qual se dist.ingue uma série de blocos p~Óximos 

à diagonal p~incipal, além de uma banda ho~izont.al que, a pa~u~ 

de agora, designaremos pelos t.ermos restriçê>es de acoplamento ou 

,gerais, ou ainda restriçÕes de estoque, em vi~t.ude da f'unção a 

ela associada em grande part.e das aplicaçê>es reais est.udadas. 
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SEÇÃO 2 APLICAÇÕES 

An~es de pass~ a desc~eve~ quaJque~ ~·é~odo p~a 

~esolve~ os ~ecém ap~esen~ados p~oblemas bloco-anl!';ula~es, p~ece 

convenien~e comen~~ ao menos algumas si~uaçÕes ~••ais em que 

este pode se to~nar Útil, de forma a fornecer ao leitor uma 

noç~o de sua aplicabilidade. 

Poderíamos comecar, então, não sem um cert.o exagero e 

com fins apenas ílustra~ivos, dizendo que todo p~oblema de 

prog~amaç~o linear pode ser reduzido à forma bloco-angu~, 

mesmo que sejamos obrigados, p~a tanto, a conside~~ uma matriz 

tecnológica com apenas um bloco · e a retir~ deste bloco algumas 

de suas restriçÕes pa~a compor a banda de acoplamento. 

Mas, como dizíamos, embora seja verdade, isto já é um 

cer-t..o exagero, pois, de uma forma geral, di:f'idlmente um 

algoritmo especÍfico p~a nosso tipo de problema ~eria um 

desempenho médio sat.isf' atório se :r-equisi ~ado pru~a otimiz~ 

outros problemas de programação line~ com es~rutura que "' na o 

seja intrinsecamente bloco-angul~. 

Deixemos, port.anto, a retórica para trás e passemos à 

prática, analisando algumas das atividades p~a as quais 
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é convenient-e a elaboração de um mét.odo de solução específico, 

como o que pret.endemos apresent-ar. 

Problemas de alocação de recursos limlt.ados 

A aplicação mais :freqüent.e e aquela em que esperamos 

encont.rar os melhores result.ados para os al€orit.mos que est.amos 

est.udando é a ot.imização de problemas compost.os de di versas 

at.ividades que ut.ilizam recursos comuns, supondo que alguns 

dest.es recursos não est.ão disponíveis em abundância, mas em 

quant.idades limit.adas. 

Um exemplo clássico é o conhecido pr-oblema da r-ação ou 

da dieta, o qual det-alharemos em virt.ude das numerosas 

re:ferências a ele :feit.as ao longo do t.ext.o. 

O problema da ração 

Trat.a-se de produzir diversas rações di:ferent.es, cada 

uma delas de:finida at.ravés de um sist.ema na forma: 

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA 9 



bL :S A.x. :S bu 
L ' ' ' <1.2.1) 

1 :S X. :S u. 
L t t 

Na ~ expr-essao !.2.1 acima, i indica da 

1-ésirn.a r-ação, X. 
t 

é o dos ingl'edient.es soja, pol' 

exemplo) ut.ilizados nest.a 

m:f nimo e máximo exigido 

~ raçao, l 
i 

e u. 
t 

represent.a11n o 

dos ingl'edient.es, os vet.ol'<es 

consumo 

e 

fornecem os t.eores nut.l'icionais (que podem ser d•• prot.eínas, 

vit.aminas, cálcio, et.c) mínimos e máximos que a ração . i deve 

possuir e colunas da mat.l'iz A 
i 

cont.êm a composição 

nut.ricional de cada ingredient.e. 

Out.ra caract.er!st.ica muit.o import.ant.e dest.e problema, 

e que deve ser levada em cont.a ainda, é que as rações possuem 

muit.os ingredient.es em comum (muit.as delas podem cont.er milho, 

por- exemplo). Pol' est.e mot.ivo, - ' nao e difícil encont.:l'ar, t.ambém, 

uma disponibilidade limit.ada para alguns dest.es ingredient.es. 

Resumindo, dizemos que nosso problema é compost.o por 

I Diver-sos blocos, cada um descrit.o na forma 1.2.1, 

represent.ando as raçÕes; e 

AlE; umas limit.açÕes de es:t.oque cert.os 

ingr-edient.es, o que const.it.ui uma banda de acoplamento, que 

~ 
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relaciona element-os de vários blocos, e o problema 

bloco-angular. 

Variações 

O mesmo problema pode t.er out.ra forma se considerarmos 

vários lot.es de "' raçoes que deveráo ser produzidos em épocas 

diferent-es. Assim, as rest-riçÕes de est.oque passam a represent-ar 

a disponibilidade dos produt.os limit.ados ao longo do t.empo. A 

primeira dest.as "' equaçoes, por exemplo, indica a quant.idade de 

milho que pode ser consumida pela raçÕes que serão produzidas no 

primeiro período, a equação se~;uint.e fornece a disponibilidade 

de milho acumulada at.é o se~;undo período <supondo que seja 

possível est.ocar o excedent-e não consumido no período 1), et.c. 

Com est.e modelo pode-se, t.ambém, ot.imizar as compras 

de ingredient-es para as J'ações, admit.indo que seus preços variam 

sazonalment.e. 

Por fim, out.ra aplicação clássica do problema de 

alocação de recursos advém da dist.ribuição de horas de t.rabalho 

em locais diferent-es <na produção de art.igos difer-ent.es) para 

oper-ários especializados. 

ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA 11 



Problemas de t.ransport.e 

Imaginemos, agora, um problema de t.ransport.e 

:forma padrão: 

onde: 

minimizar ll c . . X. 
' J ' j 

' J 

sujei t.o a l X. - f". 
' j ' <1.2.2) J 

l X. - d. 
' j J 

' 

o ~ X ~ u 

x. . é a quant.idade de mercadoria t.ransport.ada de i para j; 
LJ 

c .. é o cust.o de t.ransport.e ent.re i e j; 
LJ 

f" é a disponibilidade do produt.o na origem i (f' >O>; e 
L 

d. é a demanda no dest.ino j (d . )0). 
J J 

na 

Observa-se que est.e p1'obléma t.ambém pode Sé1' éSC1'it.o 

na f" o r ma bloco-angular se considerarmos, por E~xemplo, as 

rest.riçÕes de of"ert.a como sendo o acoplament-o e dividirmos o 

rest.o ·da mat.riz em blocos que correspondem às "' rest.riçoes 

-

de 
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demanda em cada dest.ino. 

Nos casos em que o número de pont.os de origem é muit.o 

menor que os de dest.ino (ou muit.o maior, se invert.ermos os 

papéis dos blocos e do acoplament.o na mat.riz t.ecnológica>, est.a 

t.ransf'ormação que est.amos propondo pode se t.ornar convidativa e 

o problema pode ser solucionado de forma eficient.e sem ser 

necessário o uso de um algoritmo especializado em t.ransporte. 

Problemas de fluxo de varias mercadorias ou produtos 

Consideremos um sist.ema de vias de t.ransport.e de 

produt.os em forma de rede, com seu graf'o associado GCV,A), onde 

V é o conjunt.o de vért.ices e A o conjunt.o de arest.as de G. 

Suponhamos, agora, que desejamos t.ransport.ar diversos 

tipos de mercadorias ent.re os vários vért.ices da rede e que cada 

arest.a a. , ligando os vért.ices i e j, possui uma orient.ação (ou 
<J 

seja, nem sempre as mercadorias podem fluir em ambos os 

sent.idos>. 

Associemos a cada uma dest.as a:rest....as: um limit.e 

superior para o volume dos produt.os que nela podem ser 

transportados, u. . , e um custo de t.ransporte que depende t.ambém 
' J 

do t.ipo de mercadoria t.ransport.ada, c . . 
p' J 
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Por t'im, det'inamos um vet.or b que indica ~· demanda ou 
p 

ofert.a do produt.o p na rede <se b . <O, ent.ão há demanda do 
P' 

produt.o p no nó i, caso cont.rário, se b .>O há ot'ert.a). 
P' 

Nest.e caso, podemos dividir o por 

mercadorias, associando a cada uma um bloco de r.,st.riçê>es na 

t'orma Ax • b , onde A é a mat.riz de incidência do ~:rat'o e x é 
p p p 

o vet.or que represent-a o t'luxo da mercadoria p em cada um dos 

o t.em arcos da rede. vet.or X que ainda ' as 

canalizaçê>es O !> x !> u . 
p p 

Precisamos, ainda, considerar um de 

rest.riçê>es de acoplament-o para aqueles arcos onde mais de uma 

mercadoria pode passar, donde podemos represent-ar o problema na 

sua t.ot.alidade como sendo: 

minimizar z: c X 
p p 

p 

sujei t.o a z: X - u 
p o 

p (1.2.3) 

A.x !> b p•i, ... ,m 
p p 

o ~ X ~ u 
p p 

p•1, ... ,m 
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Também aqui o emp:t'ego de algoritmos especÍficos pa:t'a 

modelos bloco-angulares t.em sido sugel'ido se most.:t'ado 

eficient.e. 

Pl'oblemas com mat.rizes na forma escada 

Por fim, vamos abordar aqueles pl'oblemas nos quais a 

mat.riz tecnolÓgica t.em forma escada, como a da figura 1.2.1 

abaixo: 

OODOOODODOOO 
OOODDOOODOOD 
OOODDODODODO 
oooooooooooo 
DCICODCJOODOOD 

DOOOODDODD 
OCJOODODOOO 
ODDDDDDDDO 

OODODDODDOOOODD 
OODODDOOOOODOOO 
OODOODDDODDDODD 
ODDDDDODDODDDDD 
ODDOOODDDDDODOD 
ooooooooooooooo 

ODDOODODDD oooooooooo 
OOODDODOOO 
DDODODODOO 

OODODOOOODOOOD 
OODDDOODDDDDOO 
OODDDOODDDOOOD 
ODDDODDDDOODDO 
DDOODDOODDDDOD 

Fig I.2.t- Uma matriz na forma escada 

Um p:t'oblema dest.e t.ipo também pode ser post.o na forma 

bloco-angular se seguirmos os seguintes passos: 
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I Primeiro isolamos as colunas que contêm elêmentos de 

mais de um bloco na parte direita da matriz: 

ooooooooo ooooooooo 
000000000 ooooooooo 
DDDDDDDDO 

0000 
0000 
0000 

000000000 
000000000 
DDDOODOOO 
ooooooooo ooooooooo 
ooooooooo 

F i. g. X. 2. 2 - A ma t r i z 

00000 
00000 
00000 
00000 

ooaooooc:n:::Jooo oooooooooooo 
oooooooooooo 
oooooooooooo 
oooooooooooo 

000 
DDD 
000 
000 
000 
000000 
000000 
000000 

000000 
000000 
000000 
000000 
000000 
000000 

00000 
00000 
00000 
00000 

DO 
DO 
DO 
ao 
DO 

escada com colunas parmutadaa 

Depois resolvemos o problema dual, que T 
utiliza A , 

matriz bloco-an~ular. 

uma 

Ent.:ret.ant..o, convém deixar- clar-o que est.a. t.J:-ans:f"o:rmaçã.o 

dêve ser feita com cuidado, n;)io sendo indicada nos casos em que 

o problema dual contém um número muito grande de colunas ou 

quando é excessivo o númer·o de colunas que en~lobam mais de um 

bloco no problema primai. 

~ 

16 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E F1HORAÇAO LU 



~ 

SI::ÇAO 9 ALGORITMOS EXISTENTES 

Sem t-omar- por- base a seção ant-er-ior-, que foi muit-o 

r-esumida e super-ficial, podemos dizer- que é consider-ável o 

númer-o dê pr-oblemas que podem ser- escr-it-os na for-ma 

bloco-angular-, mot-ivo pelo qual vár-ios mat-emáticos de r-enome já 

se ocupar-am em apr-esent-ar- algor-it-mos específicos par-a sua 

solução. Alguns destes métodos merecem um destaque maior em 

virtude de serem consider-ados bastante eficient-es e de ser-em 

utilizados lar-gament-e. Vamos comentar agora as implementaçê>es 

que consideramos mais inter-essantes. 

Algoritmos de Decomposição 

Ant.es de mais nada, dividamos, outra vez, o nosso 

problema bloco-angular em duas partes distintas, uma contendo os 

blocos junto à diagonal, outra compor-tando as r-est.r-içê>es de 

acoplamento. 

Se desejássemos r-esolver- apenas a pr-imeir-a dessas 

par-tes, nosso trabalho se r-esumir-ia a otimizar- cada bloco em 

·separ-ado, o que é, em geral, muito fácil se compar-ado ao esforço 
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necessário para :resolver o problema complet.o <ist.o ficará bem 

claro no cap { t.ulo co:r:respondent.e aos :result.ados comput.acionais). 

Parece se:r, ent.ão, a p:rimei:ra vist.a, p:roveit.oso mant.e:r 

est.a divis;:;o se pudermos solucionar sepa:radament.e c:ada um dos 

subp:roblem.as. 

Obviament.e, isso -nao é -tão simples, nem 
, 
e possível 

conseguir de imediat.o. Cont.udo, pode-se lança:r ~o d•~ algo:rit.mos 

que, agindo de forma i~e:r-at.iva e operando com o problema 

dividido, consigam convergi:r paulat.inament.e para a solução ót.ima 

global. 

Obse:rvemos como é possível aproveit.a:r es:sa idéia da 

decomposição, descrevendo os dois principais alg-o:r-i t.mos nela 

baseados. NaÕ sem ant.es, eni:.ret.ant.o, para :facili i:. ar o 

en.t.endiment.o, :rê-escreve:z" o rnodelo Íor-mulado 1 dest.e 

capít.ulo na íorma: 

minimizar 
T T T T T T (1.3.1) c .x + c .X + + G .X 
1 1 z z n n 

sujei t.o a A .X = b (1.:3.2.) 
1 1 1 

A .X = b (1.3.~~) 
2 2 2 

A .X = b (1.3.4) 
n n ,., 

D .X + D .X + + D .X = í G.:3.6) 
1 i 2 2 n ,., 

X ?. o ' X ?.: o , X ?.: o G.~~.6) 
1 2 n 
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A idéio de Dontsit!! e Wolfe 

• Dant.zig e Wolt'e t'ol"am os pl"imeil"oS a apl"esent.al" um 

algol"it.mo de decomposição, no início dos anos 60. Eles pal"t.il"am 

da idéia de que, supondo limit.ada a N•gião t'act.Ível do poliedl"o 

COI'l'espondent.e as l'est.l'içÕes dos blocos (equaçÕes 1.3.2 1.3.4 

z 
t.oda qualquel" solução, e 1.3.6) ' e x, do pl'oblema 1.3.1 1.3.6 

acima pode escl'it.a f' unção dos vél't.ices, 
1 r sei' em X ' ... ' X ' 

dest.e poliedro, na f'ol"ma 

" -2 À, "i (1.3.7) 
' ' 

2 À - 1 (1.3.8) 
' ' 

À ;:: o (1.3.9) 
' 

Assim, subst.it.uindo est.es t..ei'mos na f'unção objet..ivo 

1.3.1 e na equação 1.3.6, obt.ém-se 

1DANTZ10, G. B. 8: WOLFE, P. The decomposit..ion algol'it.hm f'ol' 

lineal' progl'amming. Econometrica. 9 (4):767-779, oct... 1961. 

2 ~ ~ 
Est.a suposiçao pode sei' relaxada, mas evit.al'emos f'aze-lo aqui 

para :facilit..ar a apresent.ação do mét.odo. 
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minimizar L (c.x'>.À. (1.3.10) 
' ' 

suj~it.o a L <D.x').À -t: (J.:).iü 
' 

2 À - 1_, À 2: o (J.:3.12) 
' ' ' 

Obse.r·vando com_ atA~nçãü_~ not.a-se- que est.e p:r·oblema,. que 

deno.rninarentos prú~cipal. absolut.ament.e equivalent~e ao 

Ol"Íginal, coln a vant.81-g>E-m de poss:uiP apenas uma linha a tnais que 

o acoplament:..o~ ern comp;.:n··-=-ção ao g-r.:Hnd~:), n l~un~.J .r-o l.i.nhas do 

problema I.<!.í. 

Mas, por- olJ.t .. r-c• lado_, Ple t .. em, ao mesmo t.empo_. Lant.as 

gr·ande. 

(JU ~ejd .. fo-r·ém i.om~:r· 

.I 

o, 

e(.fuaqao Ul.il duP.tl Pt-~laLiva 
O• 

E"(Jt.Ia4;:ar.) 
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1.3.12. Os cust.os .-elat.ivos, 
~ 

c .• 
J 

do 

podem, ent.ão, se.- escrit.os como: 

~ 

c. • c.xj 
J 

ou,. de ou't,ra f'or-ma,. 

C. • <c - n .D>.xj - a 
J • 

pl'oblema 1.3.10 1.3.12 

<1.3.13) 

{!.3.14) 

Usando o crit.éro de Dant.zig para escolher a variável s que 

ent.rará na base, t.emos: 

• min c • (c - tt .D).x" - 0< (1.3.15) 
j • 

Como os pont.os ext.remos podem ser separados por 

blocos, resolver 1.3.15 é equivalent.e a encont.rar 

• L z. - ot <1.3.16) .. 

onde i, índice que .-epresent.a o bloco, va:ria ent.l'e 1 e n, e z. é 
' 

obt.ido resolvendo-se o p.-oblema 
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minimizar zi. • <c i.- n .t .D>. xi. <1.3.17) 

sujei t.o a A .. x. •b 
L \. i 

<1.3.18) 

x. ~o (1.3.19) 
' 

Uma vez obt.ido x 8
, a coluna que ent.ra na bas:e é 

[ D.x • 
p• - ---·-----·-·-·· 

1 ] (1.3.20) 

com coeficient.e da função objet.ivo ij;ual a c.x8
• 

Depois dest.a breve exposição da forma JPela qual e 

gerada uma coluna que ent.ra na base, podemos resumi:r o algorit.mo 

de Dant.zig e Wolf'"e: 

I Dada uma solução básica fact.fvel para o p:roblema 

1.3.10 !.3.12, com base B e mult.iplicadores [rr, c•l, :resolve:r 

os subproblemas 1.3.17 - 1.3.19. 

Calcular c , usando 1.3.16. Se c :<!: O 
s • 

ent.8~o a solução 

obt.ida é Ót.ima e a solução do problema original é 

~ 
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onde xi -sao os 

• X • l 
J 

vért-ices das re!;iÓes fact-íveis 

correspondem às component-es básicas de À. 

3 Se 2: < O, calcular 
B 

y • . [ A .. x. ] c c 

1 

<1.3.21) 

dos blocos que 

(1.3.22) 

e, at-ravés do processo usual de pivot.eament.o do simplex, obt-er 

uma nova inversa da base e um novo conjunt-o de mult-iplicadores, 

volt-ando ao passo I. 

A pr-oposta de Rosen 

• , b d - , Out-ro al~ori ... mo que Lambem se aseia em ecomposiçao e 

at.ribu f do a Rosen [151. Embora int.uit.i varnent.e fácil de se 

ent.ender, est.e mét.odo, como o ant.erior, est.á baseado numa série 

de t-eoremas que evit-aremos cit-ar aqui, dado o carát-er exposit-ivo 

-.da seçao. 
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Sendo muit.o breve,. podemos dizer que Rosen sugere 

que se resolva um problema gerando uma sequência de soluçÕes 

básicas infact{veis, mas que cor-respondem a soluções básicas 

:fact- { veis para o seu dual. 

Para um problema descrit-o por L3.1 L3.5, 

consider-ando-se ainda que as variáveis são canalizadas, ist .. o é,. 

l:.<;xsu,. 
i 1 1 

1 5 X ~ U 
n n n 

(1.3.23) 

o algorit-mo consist-e em: 

o Minimizar· cada bloco eJn separado <sem levar em cont.a 

as :rest.riçÕes: de est.oque). 

I Consider·ando apenas o pr-oblema. de acoplament.o ~ ou 

seja,. as -equrtço~:!'S 1.3.1, L;:~.5 e 1.3.23, subst .. i t.uír cada 

•' l b'' " k 1 var1ave as~ca xk, = , ... ,. n_. por· 

B 

'\ (1.3.24) 

onde Bk é a base do bloco F;_, e Nk a mat..riz das colunas não 

básicas do mesmo. Tem-se, ent.ão, um novo proble·ma,. escrito 

- d ' ' - b ' . d bl apenas:: em f'unçao as var1aveis nao as1cas os ocos: 

~ 
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minimizar {1.3.25) 

sujei t.o a <1.3.26> 

,k•1, ... ,n <1.3.27) 

onde 

(~=J T • (c= f- ( Br -i ck .Bk .Nk (1.3.28) 

DN - DN D8 .B-1.N (1.3.29) 
-k k k k k 

b • r f DB B <1.3.30) - k.xk 

2 Resolver- o pr-oblema 1.3.25 1.3.27 (veja que ele 

possui, apenas, o mesmo número de linhas que o acoplament.o). 

3 Calcular, em função de os novos valores de 

ut.ilizando 1.3.24. 

Por simplicidade, chamaremos est.e novo vet.or x por 

x~, em oposição aos valores obt.idos na i t.eração ant.e:r-io:r- <ou no 

o 
passo o>, dE>nomil>.ados xk. 
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4 Ver.if"icaJ·· .se 

<I.3.3D 

Em caso afir·maLivo, a solução encont.rada é Ót-ima e não 

é necessário prosse~uir·. 

5 Caso cont-rário, escolher, para cada bloco q que 

contenha uma canalização violada, uma variável básica ,/ dent.re 
q 

as que não obedecem seus lintit.es, t.al que: 

onde, para variáveis 

e 
q 

e 
q 

s 

que 

"' 
J 

= min e 
q 

J J 

violaram 

o 
1 X -

q q 
J 

o ' " - " q q 
J 

e para variáveis acima do limit.e superior·: 

o 
u - X 

q q 

e "' 
J 

q i o 
J X - X 

q q 
J 

J 

J 

J 

J 

s 

(1.3.32) 

o limit.e inferior: 

(1.3.33) 

(1.3.34) 

6 Resolver novamênt.e,. par-a cada bloco q,. um pr-ograma com 

as rest.riçÕes: 
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A X • b (1.3.35) 
q q q 

1 ~ X ~ U <1.3.36) 
q q q 

o com uma função objot.ivo que dependo do t.ipo de violação. 

Assim, 1 > obt.ém-se base B ' se X u ' uma nova paz-a o bloco, q, q, q 
J J 

maximizando Se, out.r-o lado, 
1 < 1 B é X por- X 

' obt.ida q, q, q, q 
J J J 

minimizando X 
q, 

J 

Em seguida, volt.ar- ao passo x. 

Car-acter{sticas dos métodos de decomposição 

Algumas das car-act.er- f st.icas mais r-elevant.es dos 

mét.odos de decomposição são: 

I Como só se t.r-abalha com problemas pequenos, o consumo 

de memÓria cost.uma ser- muit.o baixo se compar-ado aos daqueles 

mét.odos que t.r-abalham com a mat.r-iz t.ecnolÓgica complet.a. 

.2 Além dist.o, pelo mesmo mot.ivo, a mat.riz básica 

ut.ilizada 
, 
e muit.o pequena, agilizando pr-ocesso de sua 
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decomposição ou at.ualização~ passo que.~ nor-malment.e, é o mais 

demorado em cada i t.eração do simplex. 

3 Finalment.e, o desempenho de ambos os métodos será 

t.ant..o melhor quant.o maior f'ol"' o número de blocos e menor o de 

~ 

rest.riçoes de est.oque. E nenhum deles cost.uma t'uncionar bem 

quando o numet"'o de linhas de acopla.ment.o f'or- razoavelment..e 

grande. 

Usando a est.rat.êgia das restriçÕes: at.ivas 

Outro algorit.mo propost.o para problema bloco angulares 

método simplex [1]_ 

Os pontos de que rn~_õ>r-ecf"=-nl dest.aque nesiJa alt.e-rnat.i v a 

são a boa estabilidade quE~ ela induz ao processo de resolução 

dos problemas,. o t.a.manho Peduzido da mat.l"iZ básica e a ausência 

de variáveis de fülga na fase 2 do simplex. 

Descrição do als;oritmo 

Seja x un1...-?t solução básica t·act.ível 
~ 

na o de:g:enerad.a do 

problein.a.. Er.t.ão, o nH~t,odo simplex con1binado com a est.r-at.ég:ia das 

~ 
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rest-riçÕes at.ivas pode ser resumido por: 

I Teste de Otimalidade. Verif"icar se a 

disponív<>l é ot.ima aplicando as condiçÕ<>s de Kuhn-Tucker: 

ond<> 

c + 

iEI 

rr.a. 
' ' 

+ - o 
jEJ 

I é o conjunt-o das rest-riçÕes at.ivas, e 

J o conjunt-o de variáveis at-ivas da solução; 

a. é a i-ésima linha aUva da mat.riz A 
' 

e . é a j-ésima coluna da mat.riz id<>nt.idad<>. 
J 

solução 

(1.3.37) 

r.r Pa:ra. isso, dê v e-se calcular primeiro os 

mult.iplicador<>s correspondent-es a solução, resolvendo 

T 
B .rr =-= c 

I 
(1.3.38) 

para obt.er rr <B represent-a a base), e subst.it.uir est.es valores 

em 1.3.1 para obt.er 1-1: 

-c. 
J 

LEI 

rr .. a . . 7 
t. l.~J 

j E J (1.3.39) 

I.2 A solução at.ual, x, será Ót.ima se os mult.iplicadores 

at..ende:r-em a: 
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TT > O, se a .x • bL; 
' '· 

11_ < O, se a .x • b u; 

f-1 > O, se 
J 

f.lJ 
< O, se 

' ' 

X 
J 

X 
J 

= 1.; e 
J 

= u. 
J 

<L3.40) 

(1.3.41) 

G.3.42) 

<L3.43) 

caso cont..rário será preciso escolher uma rest.riç.ão ou var·iáve.l 

de mult.iplicador incor-ret.o para deixar· a base. 

Calculo de um-G direção de busca. Selt":!-Giona.do um 

mult.iplicado:r- inco.l'"I·et.o, e preciso det.erminar a art:~st..a, d, sobre 

a qual ser-á procurada uma solução de cust.o menor. Ist.o ' e feit-o 

obedecendo-se a um dos seguint.es passos: 

2.I Quando o multiplicador escolhido é rr . Nest.e caso, 
' 

deve-se resolver o sist.ema 

B.d = z <1.3.44) 

onde 

z = e ' se TT < o, e 

' ' 
z "' -e 

' 
se TT ) O. 
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Quando o multiplicador escolhido 

será preciso r-esolver um sist.ema na f'o:rma 

B.d - z 

onde, a~;ora, 

z • a_, se J.lj 
) o, e 

J 

• ~ < o, z -a . . se Tl . e 
J J 

' e 1-l· 
J 

Aqui também 

<1.3.45) 

â. representa a parcela da coluna da variável J 
J 

correspondent-e às linhas das restriçÕs at-ivas. 

3 Determinação do tamanho do passo. Rest.a, ainda, para 

obtermos o novo vértice 
t 

X ' calcular a distância deste em 

relaçíllo a x se caminharmos sobre a aresta d. Para isto, dada a 

equação 

t 
X • X + 1\.d, (1.3.46) 

deve-se adotar como tamanho do passo, X, o menor valor fornecido 

pelas equaçÕes abaixo: 

Para cada restrição inat-iva i, em relação ao limites: 

inferior e superior, respectivament-e: 
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b~-l.<õ\J·" bL - ~ a. .X 
L ~ L J 

l J 

C I.<! A'() 

- 2: .d 
J 

J 

Para cada canalização i.nat.iva j, êm r·elação aos 

seus limit.es super-i.or e iníer-ior-, r-espect..ivament.e: 

u - X L - " J 

e CL3.48) 

d -d 
J 

Peculiaridades -interessantes 

O relat .... ivament .... e baixo consumo de . ' men1oria des:t.e mét.odo.9 

que pode ser considerado urna de suas virt.udes, est.á associ.ado a 

dois f'at.os: 

I A matriz básica ut.i.lizada pelo algor·H.mo e obt.ida a 

part.ir da mat.riz tA,cnolÓ~ica A de LL1, ext-r-aindo-se dest.a as 

linhas: -corresponden"Le:s: a :r-est.riçÕes 
~ 

na o at..ivas (ou seja, aquelas 

em que a x "' b ) e as colunas das var-iáveis ativas (aquelas em 
' ' 

que x = 1 ou x = u )_ Observa-se que est..a matriz ser-a, 
' J 

~ 
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ger-almente, muito menor- que a base utilizada no método simplex 

ori@:inal. 

Nos p:roblemas em que os diversos blocos compartilham 

de um mesmo conjunto de :recur-sos e possuem restr-içÕes de mesma 

natureza, como o pr-oblema da :ração, citado na seção 2 deste 

capítulo, a matriz tecnolÓgica ~ nao p:recisa se :r armazenada. Ao 

invés disto, gua:rda-se uma out:ra mat:riz que :relaciona os insumos 

às exigências das restriçÕes. 

Assim, se todas as ~ 

raçoes incluem ingr-edientes como 

milho e soja, e todas têm rE"st:r-içÕes relativas aos níveis de 

prot.e:lna e @;Ordura, por exemplo, os blocos da mat..riz A t.erã.o 

muitos elementos em comum, que podem ser armazenados numa única 

mat:riz e recupe:r&dos sempr-e que se julg&r- conveniente. Com isso, 

evita-se o desper-dÍcio de guardar os mesmos dados repetidos 

bloco a bloco. 

Outra vantagem QUE" também pode ser atribuída ao 

tamanho reduzido da base diz respeito ao pequeno tempo consumido 

na fator-ação désta, tornando desnecessário um algoritmo 

especít'ico para sua atualização, uma vez que é econômico 

r-e f' ator-á-la a cada i tE" r-ação do simplex, eliminando um dos 

pr-incipais f'ocos de instabilidade deste t.ipo de método. 
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CAPÍTULO SEGUNDO 

DESCRIÇÃO DO ALGORITMO 

Si!:ÇÃO i OBJETIVO E CARACTERfSTICAS DO ALGORITMO PROPOSTO 

Como foi possível observar no capít.ulo primeiro, a 

mat.riz t.ecnolÓgica do problema conside.t'ado possui algumas 

caract.erfst.icas bast.ant.e evident.es relat.ivas à sua est.rut.ura: 

,I A mat.riz é bast.ant.e esparsa, ist.o é, t.em um grande 

número de element.os nulos; 



A esparsidad~-::~ est..á. muít.o bem or-ganizad.ê\~ ou seja, a 

m.at.r•iz é dP.nsa -E.•tn blocos próximos à diagonal e f~Jn uma est .. reit.a 

banda horizont..al na part..e inTer·ior-. 

Dada as pPculiar-idadPs des-t..a m.at.riz:- e uma vez que a 

base, no mét.odo simplA-X, e t.ão somente uma submat.riz dela., é 

possível cr-el' que um mét.odo par-a a solução de t.ais pr·oblemas cklt. 

probramação linear que se pret..enda ef"icient.e deve l~va.~ e-m cont,i'51 

t.al est.rut.ul"'a de f"or·•ma ;"' obt.er· 

I Uma economia de tnf~rnórJ.a .• ar-n1azenando apenas os 

element~os 
~ 

na o nulos de t.odas as mat..rizes envolvidas e evit..ando 

ao moixímo o SUl"giment.o de novos: ell?mt:.~nt..os durant.~::- sua execução; 

Uma economia: dt:-~ t,enlpo, execut.ando apenas as 
~ 

operaçoes 

que envolvem os ·t""le·ment.os não nulos. 

Ist..o mant..endo sempre o cuidado de exig:ir UJna cert..a 

est,abilidade nunv~I"lcd. r·<:?-:SlJ.I t...f:~dos· fi qu-e-m 

comproJnetido:s. 

Com a finalidade de at..j ng-ir foi 

criado urn al~or-i t.rno possui as seguintes car·act....er· í st..icas 

~erais: 

~ 
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I É um alc;:orit.mo do t.ipo simplex com fat.oração da base 

em submat.rizes t.rianc;:ulares L e U, t.al como idealizado por 

Bart.els e Golub <1969), que provaram suas boas caract.eríst.icas 

no t.ocant.e à est-abilidade; 

As mat.rizes oriundas da decomposição da base ~ 

na o 

ocupam mais espaço do que est.a, permit.indo um aproveit.ament.o 

int.egral de sua boa est.rut.ura; 

3 Para evit.ar uma nova fat.oração a cada passo do 

ale;: o ri t.mo, as subst.i t.uiçÕes de colunas básicas ~ 

sao normalment-e 

:feit.as por um processo de at-ualização da base que ll:era poucos 

element..os não nulos novos. 

Depois dest.a pequena int-rodução, passemos mais que 

depressa à descrição do alc;:orit.mo. Não sem ant.es prevenir, 

ent.ret.ant.o, ainda a t.empo, que, na dúvida ent.re a prolixidade e 

a super:ficialidade, incorx-eremos mais vezes no px-imeix-o vício. 
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SEÇAO 2 O ALGORITMO SIMPLEX COM DECOMPOSIÇÃO LU 

~ 

Vamos considel'.ar- um pl'oblema de pl'ogl'amaçac• lineal' com 

val'iáveis canalizadas na fol'ma 

!minimizai" 
T 

C X 

sujeito a Ax • b 

onde 

c E IR"· b E IRm· m < n· e ' ' ' 
mxn 

a matl'iz A E IR tem posto Unha completo. 

Passos do algol'it.mo Simplex 

(Il.2.1) 

Supondo que já encontl'amos uma solução básica viável 

inicial, X, à qual COl'l'e>sponde a base 

B 1' ••• 1' <11.2.2) 
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e definindo ainda os vet-ores 

X 
B 

"' [K' .. ' ... ' 

das component-es básicas de X, e 

X 
N 

" ... , 

<11.2.3) 

~) <11.2.4) 
n-m 

das demais component-es ou component-es não básicas de X. Ent-ão, 

"' uma nova soluçao, v• ,, , 

nol"' :recomenda que.P ;::~ cada passo 

melhor que X, o 

I Encont.remos os valor-es de X , l'"'esolvendo 
B 

uma vez que 

B.X ., b 
B 

ou 

para t-odo i = 1., ... , n-m. 

Formemos o vet-or 

"' DESCRIÇAO DO ALGORITMO 

B c = [c , 
B 1 

B 
,c J 

m 

mét-odo simplex 

<II.2.5) 

<11.2.6) 

<IL2.7) 
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das component.es de g cor-r-espondent.es às colunas básicas, e 

resolvamos 

<II.2.9> 

<os element.os do vet.or- À 
~ 

sao conhecidos como mult-iplicadores do 

simplex) 

3 Teste de otimalidade. Par-a cada coluna 
~ na o 

de A, calculemos 

<IL2.9) 

e verif"iquemos se são obedecidas as inequações 

-N > o, XN o, c. para • e 
J j 

<II2.10) 

-N < o, XN N 
c pal'a • u. 

J J J 
<IL2.1D 

Em caso af"irmat.ivo, a solução at.ual, X, é ót.ima 
~ 

e nao há porque 

cont.inuar com o processo. Caso contrário, é preciso que 

escolhamos um índice §. cor1-espondent.e a uma va.r·iável que 
~ na o 

at.ende a uma das inequaçÕes II.2.10 e IL2.11. 
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4 

5 

onde 

Resolvamos 

B.y • A 
s 

~ncont.:r-emos o :C ndice :r- t.al que 

pa:r-a t.odo y. t.al que y . . 6 > O; 
' ' 

pal'a t.odo Y, t.alque 

6 

I' 
2 

• min 

Y. ~6 < O; e 
' 

{ 1, - -1, 

se XN • s 

se ~ -s 

CII.2.12> 

CII.2.13> 

CII.2.14> 

CII.2.15) 

o } N u 
s 

CII.2.16) 

6 Ret.i:r-emos a coluna A 
9 

de B e acrescent.emos A fol'mando r s 

uma nova base, podendo, ent.ílio, J'et.ornal' ao passo :r. 

~ 
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Passos dos quais depende a e:f"iciência do Simplex 

O bom desempenho do algoi-itmo simplex tal como ele 

está sendo apl'esentado il'á dependei', basicamente, da eficiência 

"' com que sao I'esolvidos os sistemas 

B.X = b, 
B c ' B 

B.y"" A 
s 

que apai-ecem nos supi-acitados passos 1, 2 e 4, respectivamente, 

e também a substituição de colunâs de B, o que •ohamamos de 

atualização da base (e que apar•ece no passo 6). 

A da próxima "' seçao, vamos nos preocupar tão 

somente em detalhai' analisai' as conseqüências sob :r-e o 

desempenho advindas da manutenção da base, no simplex, 

decomposta em submatt-izes tl'iangulares, o que t-ep!'esentamos pot-

B.P "' L.U <II.2.17> 

onde L e U são, r-espectivamente, matr-izes tr-iangular-es .infer-ior-

e supei'ior-, e P é uma matriz de permutaçÕes de linhas. 

42 
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sE:çÃo 3 A FATORAÇÃO DA BASE 

A decomposição de uma matriz quadrada qualquer, B, em 

submatrizes trian~Çulai'es é f"reqüentemente empre~Çada para tornar 

mais rápido o processo de resolução de uma seqüência de sistemas 

lineares do tipo 

B. X - (1, 
T 

ou B .x .. r <II.3.D 

que dif"erem entre si apenas pelos elementos de (1 e r. Isto 

porque o uso de mat.rizes t.riangular-es t.r-ans:f"orma est.e pl"Oces:so 

numa sucessão trivial de substituiçÕes. 

Para matrizes que 
~ 

na o possuem uma estrutura 

determinada e para matrizes densas, o processo costumeiro da 

decomposição LU consist.é em f'azer-

P.B • L.U <II.3.2) 

onde 

B tem dimensão m x m; 

L ( trianl1;ular- inf"erior),é o produto de matrizes 

triangulares uni tár·ias; 

U é trian~Çular- superior; e 

P é o produto de mat,rizes de permutaçÕes de linhas. 
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De :forma mais explÍcit.a: 

L • L
1
L

2
L

3 
... L , 

mxm-m 
<II.3.3) 

p '" P m ••· p 3p 2p 1 

F i. g I I . 3 . 1 - uma. mat. r i. z 

t.ri.a.ngul<ir un\.t.~r\.a. 

<II.3.4) 

l 
F i 9 I I. 3. Z - Uma. ma.t r i. z 
de p•rmuta.or:;:~o dê ti.~ha.a 

Nas: II.3.1 e II.3.2 são exempli:ficadas as 

rnat.rizes que compêíem L e P. Assim, se a mat.riz L ;foi ut.ilizada 
' 

para zerar o element.o b j k de B, ent.ão t.e1'á apenas: um element.o 

não nulo 1 j k - Ol 
abaixo da dia~onal principal. Por sua 

vez, se P. e a mat.riz ut,ilizada pa1'a permut.ar as linhas j e lo. de 
' 

B, ent.ão pode ser mont.ada a part.ir da ident.idade, t.rocando-lhe 

as postçÕes das colunas j e lo.. 
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Nest.e t.ipo de decomposição, a mat.riz de permut.açÕes de 

linhas aparece não soment.e para g-arant.ir que os element.os da 

diag-onal sejam 
~ 

nulos <requisit.o necessário na o para que o 

pl'oblema possa ser resolvido), mas t.ambém para conferi!' ao 

mét.odo uma maio!' est.abilidade numérica, evit.ando erros de 

arredondament..o que possam compromet.er a. obt ... enção da solução. 

A es"t:rat.ég"ia de pe.r-mut.ação ut~ilizada ger·alment.e para 

a est-abilidade é chamada de pivotamento parcial e 

consist.e em permut.ax· linhas (ou colunas) de f"ol'ma que, a cada 

passo, o êlement.o que irá f"icar na diag-onal principal da mat.riz 

(ou seja, o pivÔ) seja aquele de maior valor absolut.o dent.re os 

candidat.os. 

Mas, para resolver sist.emas em que a mat.riz t.em Iorma 

bloco-ang-ular, a est.rat.ég-ia de pi vot.eament.o parcial com 

permut.açÕes de linhas t.al como descl'it.a acima é ext.remament.e 

desaconselhável, uma vez que pode ~erar um enorme n•Ímero de 

elernent.os não nulos novos durant.e a :fat.oração. 

Bast.a imag-inar- um caso em que seja preciso pe.r-mut..ar 

uma linha do acoplamênt.o com out.ra de um bloco, como na sit.uação 

ext.rema most.rada abaixo: 

~ 
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Se, dada 

•••••••• 00000000 
DOODOOOO 
00000000 
DDDDOODO 
00000000 
00000000 
00000000 

CJOOCICIOCJOO 
000000000 
DDDDODOOO 
DDDDDDDOO 
000000000 
000000000 
OOOt.JODODLJ 

00000000 
00000000 
tJC'lOOOOOO 
00000000 
ODOODDDO 
00000000 

DODODODD 
00000000 
00000000 
00000000 
OOOODCJDO 
00000000 
00000000 

DDDDDODDOOODOOOOOOOOOOOOODOOOOOOU ••••••••••••••••••••••••••••••••• ODOOOOOOOODOODOOOOUODOODOOOOOOOOO 
ODODDOODDODOOOOOOOOODODOOODODOOOO 
ODDODOOODOOOOOODOOOODDOOOOOOODDOO 

a 

Fi.g 

do 

II.9.3 
. ~ . 
\.'1"':1\.C\.0 

base da 

- A ba..ee o.nlea 

do. fa.lora.-;;;o 

fi!l;ura Il.3.3, precisássemos 

permut.~, no primeiro passo da fat.oração, as linhas dest.acadas, 

o result.ado seria o apareciment-o de um grande número de 

element.os novos em posiçÕes indesejadas, most.rados e•m dest.aque 

na figura II.3.4. 
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occooccccoooco 
CCIDDODOOOOOODCJ 
r:JCDDODODCJDOOOO 
DDDDODDDDDDDDO 
ODOCJCCDDOOODOO 

Ftg IX.9.4- A matriz resultante de 
ettmtnaç~o doa elementos abaixo da 

dtagonat da coluna t da ~ase. 

Cara.cterfsti.cas da f'atoração proposta 

Com a :t'inalidade de manter intacta a <>strutura da base 

<ist.o é, o númel'o e a posição dos seus elementos não nulos) sem, 

entretanto, abrir mão da estabilidade numérica, optamos por 

manter o pivoteamento parcial, fazendo, "' contudo, permut.açoes de 

colunas e não de linhas. Com isso, passamos a. ter, pelo 

· cont.l'ál'io 

.. 
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B.P "' L.U <11.3.5) 

com 

L t.rian~;ular inferior; 

u • u mxm-m <produt-o de mat-rizes 

t-riangulares superiores unit.árias>; e 
'• 

Essa mudança ~ 

nao provoca nenhuma al-teração na 

sist-emática da :fat-oração. Apenas :fornece mat-rizes llgeirame•~t.e 

dif'erent.es. 

Além disso, a :fatoração invert-ida t,al como pret-endemos: 

:fazer possui as seguint-es vant.agens: 

I A quant,idade de memória gas-ta para armazenar os 

element.os de L e U somadas é mínima, ou seja, igual àquela gast-a 

para armazenar a base; 

Mais que isso, os element..os de L e U podem ser-

guardados exat.amen-te nas mesmas posiç()es dos element.os de B, 

:facilit.ando a manipulação dos dados; 

E é claro que com est.a economia de memória, o t-empo de 

fatoração e de solução de sis-temas t-ambém t-orna-se mínimo, e a 

estabilidade numérica se preserva, 
~ 

na o -so pelo uso do 
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pi vot..earnent..o parcial, como pelo :fat..o de que o erro t..ambém 

cost..uma ser proporcional ao número de element..osda mat..riz. 

Assim_. dê pois :fat..orada e já considêral"'ldo 

permut..açÕes de colunas, a base t..erá o segunt..e aspect..o 

L 

o 
DO 
000 
0000 
00000 
000000 
0000000 
DOOOODDD 

OODDDDOD 
DOOOODD 

000000 
00000 

0000 
000 

DO 

o 
o 

DDOOODDDDD 
DO 
000 
0000 
00000 
000000 
0000000 
DDDDDDDD 
DDDDDODDO 
DODOOOODDD 

000000000 
00000000 

0000000 

o 
DO 
000 
0000 

000000 
00000 

0000 
000 

DO 
o 

00000 
000000 

000000 
00000 

0000 
000 

DO 
[J 

D DO 
O DO 
O DO 
O DO 
O DO 
O DO 
O DO 
O DO 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
DO 
000 
0000 
00000 
000000 

00000000 0 
0000000 o 

000000 o 
00000 o 

0000 o 
CIODDODD 
OOOOO(JOO 

oooonooooooooouoooooooooooooooooo 
OOOODCIOUOOOODOOOOOOUODODOOODOOOOOO 
DDOOOOOODOOOODDODOOOOOODODOOOOOOOOO 
OOOODDODOODOOOOOODOOOOOOOOOOOOOOOOOO 
ODDOOOODDOOOOODOOODOOOOOOODOOOOOOOOOO 
DOOOOOOOOOOOOOOOOOOODDOOODDOOOOOOOOOOO 

000 o 
DO O o o 

OOOODO 
DDlJOD 

0000 
000 

DO 
o 

as 

u 

Flg 11.9.~- As subm~triz&s triangulares orlundas da falorac~o 

Como se pode ver na n~;ura II.3.fj, o número de 

element-os não nulos de L e U somados é i~;ual ao de B. Os 

element.os que aparecem na..~ colunas mais a direit.a da matriz U 

~ 

sao não pr-ovenient.es blocos 
~ 

na o da e quadrados dos 

foraJn criados na r·at.oração, mas t.ão sontent.e movidos para est.as 
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posiçÕes quando das per·mu-laçÕes de colunas necessárias par-a 

obt-er os pivôs correspondent-es às linhas do acoplament.o. 

Pode-se repar-ar, inclusive, que se est-es element-os 

:forem agrupados com os blocos correspondent-es, t-er-se-á a mesma 

disposição dos elementos da matriz B original. 

Detalhando a f"at.oração LU com o auxílio de um exemplo numérico 

O método usado na decomposição da base é o conhecido 

processo de eliminação de Gauss, que vamos apresent-ar 

brevement-e. No exemplo most-rado abaixo, utilizaremos uma 

representação compact-a das matrizes oriundas da :fatoração, em 

"" que as mat-rizes L e U sao ap:resentadas ao mesmo tempo como uma 

só mat-riz. Neste t.ipo de "" representaçao, os elemen"t,os acima da 

diagonal pe:rtencem a U, enquant-o os demais co:rrespondem à mat:riz 

L. Todos os elementos da diagonal de U '• sao :lguais a 1, 

dispensando a sua :rep:resentação. 

Vamos supor que queiramos :fatorar a matriz da :figura 

II.3.6: 
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t. 00 2.00 5.00 -9.00 

2.00 -LOO ?.00 2.00 

t. 00 9.00 

-L 00 L 00 

t..OO -f...OO -9.00 2.00 

t. 00 t. 00 -LOO 9. 00 

-:1..00 2.00 - :l. 00 9.00 2.00 1..00 -2.00 i. 00 9.00 -LOO 

2.00 -9.00 -2.00 -t. 00 i. 00 -9.00 -6.00 5.00 -1..00 L 00 

!1.00 i.OO .t.oo i.OO f...OO 2.00 l..oo -t.OO 9.00 t. 00 

1..00 -1..00 -:t.oo 2.00 2.00 -.t.OO 9.00 -:t.OO -:1. .. 00 t.oo 

Flg. II.S.d- Um exempLo de b~••• B. com ••trutura bloco-angular 

No nosso px-oblema, est.amos px-eocupados em t.l'ansf'ox-Mal' 

a base numa mat.x-iz 
, 
e px-eciso t.I'iangular int'eriox- L. Para isso 

eliminai' os element-os acima da diagonal de B, o que é :f'eit.o 

at.x-avés dos seguint-es passos: 

I.I Inicialment-e, escolhemos o pi'imeix-o piv& como sendo 

aquele de maio!' valo!' absolut-o dent.x-e t.odos os element-os da 

px-imeix-a linha <no caso, o element-o b ) e pex-mut.amos as colunas 
i9 

1 e 9 par-a :f'azex- com que o pivô passe para a diagonal. 
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Com isso, a primeira coluna de L est.á formada e -na o 

mais sofrerá qualquer alt.eração. A mat.riz t.orna-se, ent.ão: 

5.00 2.00 1. 00 -9.00 

7.00 -1.00 2.00 2.00 

t. 00 9.00 

-:1..00 1. 00 

1. 00 -L 00 -!1.00 2.00 

s. 00 1. 00 -t.OO s.oo 

-1.00 2.00 -1.00 9.00 2.00 1. 00 -2.00 1. 00 9.00 -L 00 

-z.oo -9.00 2.00 -1.00 1. 00 -:a.oo -4.00 5.00 -1.00 i. 00 

1. 00 i. 00 !1.00 1. 00 1. 00 2.00 i. 00 -1.00 9.00 1. 00 

-1.00 -t.OO 1. 00 2.00 2.00 -t.OO 9.00 -1.00 -1.00 :t.. 00 

FLg. tX.9.7- A mesm~ molr~2~ ap~g 

A primoird coluna <destocddd) 
permutQdas as colu~as :1. e 9. 

jd perlenc• d mdlri2 L. 

Como se pode ver, qualquer que fosse o pivô escolhido, 

o número de element.os não nulos jamais aument.al'ia. A mat.riz P , 
1 

referent.e ' a permut.ação execut.ada na det.erm.tnação do primeiro 

pivô, 
, 
e à semelhant.e ident.idade, dife:l'indo dest.a a pé nas pêlo 

fat.o das colunas 1 e 3 t.erem sido t.rocadas. 

r.;z Depois de permut.adas as colunas, é pl'eciso eliminar os 

elemeni..os acima da dia~onal na linha 1 da mat.l'iz. Para o 
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element.o b ' i2 
por 

primei~a coluna po~ 

exemplo, ist.o 

-b /b 
12 H. 

f'eit.o mult-iplicando-se a 

<II.3.6) 

e somando-se est.a a coluna 2. o t.ermo da f'Órmula II.3.6 

co~~esponde ao element.o u da mat.riz U. 
12 

Est~e p:rocesso é repet.ido para as den1ais colunas con1 

element..os não nulos na pr-imeir-a linha Csemp1~e usando a coluna do 

pivÔ), de f'o~ma que, ao nnal do primeiro passo, t.emos: 

5.00 -o. 40 -o. 20 o. 60 

7.00 -3. ao o. 60 6. 20 

-1. 00 2. 40 -o. 00 2. 40 

-2.00 -2. 20 1. 60 -2. 20 

1. 00 o. 60 z. 80 .. 60 

-1. 00 -o. 60 i. 20 i. 40 

Fig. 11.9.0- A matriz ao 
Em destaque. a prLmetra 

~ 
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1. 00 3.00 

-1.00 1. 00 

1. 00 -1.00 -3. 00 2.00 

1. 00 1. 00 -~ 1. 00 9. 00 

2. 00 .. úO -~ 2. o o i. úO 3.00 -1. 00 

1. 00 -3.00 -4.00 ':5.00 -1.00 1. 00 

1. 00 2.00 1.00 -1. 00 3.00 1. 00 

2.00 -1.00 9.00 -1.00 -1.00 t. 00 

fLnal do primeiro pasao da faloraç~o. 
cotuná de L e a primeira linha deu. 
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Na mat.riz acima, já se pode ver a primeir·a linha de U. 

Os element.os dest.a linha poderão ser permut.ados, mas mant.erão 

seus valores at.é o final da f'at.oração. 

:2.I Passamos, ent.ão, para a segunda it.eração do algorit.mo, 

escolhendo, dent.re os element.os rest.ant.es da mat.riz B (aqueles 

que ainda não pert.encem a L ou a U), o de maior valor absolut.o 

p.atl'a ser o pivô. É t'ácil deduzir da t'igura 11.3.8 que o element.o 

b
24

, cujo valor é 6,20, deve ser o escolhido. A seguir as 

colunas 2 e 4 são permut.adas, e a segunda coluna de L est.á 

criada (f'igura II.3.9). 

5.00 0.60 -0.20 -0.40 I 
7.00 Ci. 20 0.60 -3.90 

.1. 00 9.00 

' -i.OO i. 00 

1. 00 -1.00 -.9.00 2.00 

I f. 00 :1.00 -i.OO 9.00 

-1.00 2.40 -o. ao 2.40 2.00 1. 00 -2.00 .1, 00 .9.00 -1.00 

I 
-2.00 -2.20 i. óO -2.20 t. 00 -9.00 -4.00 !5.00 -:t.OO ". 00 i 

.1. 00 1. <50 2.80 o.c:so 1.00 2.00 i. 00 -:1.00 a.oo :1.00 

-1.00 t.40 1.20 -O.<SO 2.00 -i. 00 s.oo -1.00 -.1.00 i. 00 

Fi..g. II.S.9- A matriz ' o.pom 

e 4. JÓ. se pode ver formo.da. a. segunda. coluna. de L. 
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Resta, nesta itel'ação, eliminai' os elementos acima da 

diagonal na Unha 2 da mat.l'iz. Novamente isto é f" e i to com o 

auxílio da coluna do pivô (que é somada a cada coluna J. depois 

de multiplicada pol' -b /b >. Com isso, ao f"inal do passo 2 da 
2j 22 

f"atol'ação temos! 

!1.00 O. dO -0.20 -0.40 

7.00 cs. 20 -o. to O.dt 

i. 00 9.00 

-t.oo t. 00 

LOO -LOO -9.00 2.00 

t.OO i.OO -LOO 9.00 

-t.oo 2.40 -L 09 9.87 2.00 l. 00 -2.00 i. 00 9,00 -L 00 

-2.00 -z.zo L 8t -s.ss i. 00 -9.00 -4.00 $.00 - :l. 00 t. 00 

l. 00 i. <SO 
2. "" 

1. 58 t. 00 2.00 1. 00 -1.00 9. 00 1. 00 

-t.OO t . .c.o t. Od 0.2d 2.00 -t. 00 9. 00 -i. 00 -1.00 t. 00 

Podemos dai' pol' encel'rada, ent.ão, a f"at.oração do 

primeil'o bloco da mat.r-iz. Pode-se observai' que, uma vez que o 

bloco não é quadrado, al~umas de suas colunas t.el'ão qUe sei' 

pel'mut.adas antes de passarmos par-a o pr-óximo passo. Estas 

colunas voltal'ão a pal't.icipal' da decomposição quando estivel'mos 

tratando das linhas do acoplamento . 

.. 
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O p~ocesso de fa~o~ação do segundo e do ~e~cei~o 

blocos é semelhant-e ao do primeiro e, por isso, . nos abst.e:r-emos 

de :r-epe~t:r- os mesmos enfadonhos passos desc:rit.os acima. Bas~a 

not.a:r-
~ 

que n.ao haverá nenhuma in~er:ferência de um bloco na 

:fat.o:r-ação de ou~:r-o. 

Por :fim, t.eremos a seguinte mat.riz: 

5.00 o . .so -0.20 -0.40 

7.00 di. ·20 1 -o. 10 0.<11 

' 

9.ooj-o.99 

1. 00 -1. 331 
-9. oo 1 o. d7 o.aa -o.aa 

-1.00 2.93 -0.29 -0.57 

-1.00 2.40 1. 00 i. 67 9.00 1. 00 -l. 09 9.87 -t.2f> -0.57 

-2.00 -2.20 -a.oo 2.00 -:1.00 0.99 i. 8:1 -3.5!5 -4.49 5. :14 

1. 00 1. cso 2.00 0.93 '9. 00 9.00 2. 64 t. 59 t. 19 -9.7i 

-1.00 1.40 -1.00 2.39 -1.00 0.93 1. 06 0.26 2.~7 -0.86 

Fi g. I I • 9. t i - A mal r i.. z 
.. 

a.po-a te~m~nado. a. ro.toraç~o dos blocos . 

Como se obse~va na :fig~a 1I.3.U, as colunas que 

sob~aram nos blocos 
~ 

na o quadrados da base :foram t .. rans:feridas 

para o lado di~ei~o da mat.riz, sem, cont.udo, fazer çom que o 

número• de elementos não nulos aument.asse. 
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Pal"a terminar a :fatoração, :resta, então, decompor a 

part.e da mat.riz que envolve apenas as rest.riç~es de est.oque, 

bastando para Isso :repetir o mesmo processo utilizado nos passos 

ant.eriores. 

As matrizes L e U resultantes ao :final da :fatoração 

são f'ornecidas na :figura II.9.12. 

!5.•00 o.c:so -0.40 -0.20 

?.00 d. 201 o. 61 -O .. :lO 

a.ooJ-o.aa 

i. 00 -1.991 
-a.ooi 0.6? 0.39 -o.aa 

-t. 00 2.991 -0.29 -0.!57 

-L 00 2.40 i. 00 i. 6? s.oo t. 00 9. 971 0.39 O.Z? 0.1!5 

-2.00 -2.20 -a.oo 2.00 -i. 00 0.99 -9.!5!5 -5.611 o. 90 0.92 

•• 00 •. 60 2.00 o.sa a.oo a.oo 1. 58 1. <57 9.!5dil 0.5!> 

-i. 00 L 40 -i. 00 2.99 -i.OO 0.99 0.26 2.66 i. !>2 2. 51 

Fig. II. 9. l2 - As ma.l ri.!Zê9 L ê U ' a.pos lermi.na.da. 

As mat.:rizes 

"' a. fa.tora.çao 

das pe:r-mut.aç:êles citadas podem sel' 

agrupadas :formando uma única matriz P, ilustrada na :figura 

II.3.13. 
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'V 
SEÇAO .. 

o o o o o o 

o o o o • • 

1 • • • • • 

• 1 • • • • 

• • • 1 • • 

• o 1 • • • 

• • o o • • 

• • • • o • 

• • • • 1 • 

• • • • 1 

Flg. 11.3.~9- A mo.trlz de 

o 

1 

• 

• 

• 

o 

• 

• 

• 

• 

o 1 o 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

1 • • 

• o i 

• • • 

• • • 

'V 
permuto.çoes P. 

A ATUALIZAÇÃO DA BASE 

O passo do algor-it-mo simplex r-e:f'eJ:>ent.e à subst.it.uição 

de urna coluna básica po:r- out.:r-a coluna da mat.:r-iz t.ecnológica do 

pr-oblema a atuali:a:aç2ío da base co:r-J:>esponde a obt.er-, a 

par-t.i:r-· de B, uma nova mat.:r-iz B' t.al que: 

'V 
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B' • B + <A 
s 

T - B ).e 
r r <IL4.1> 

onde 

B' 

A 
s 

B 
r 

e 
r 

/ 

e a nova base; 

é a coluna que entra na base; 

é a coluna que sai da base; e 

é a coluna da matriz identidade que tem 1 na posição 1"'. 

A at.ualização de BAl"'t.els e Golub 

O pi""ocesso de atualização envolvendo pel"'mutaçÕes de 

linhas descrito pol"' Bal"'tels [21 é bastante simples e consiste em 

I Encont.l"'al"' um vet.ol"' y t.al que 

<11.4.2) 

para que se possa escl"'evel"' o t.el"'mo entl"'e pai""êntesis na equação 

IIA.t em !'unção da matl"'iZ L, uma vez que a coluna que sai da 

base é dada pol"': 

DESCRIÇÃO DO ALGORITMO 

B 
r • (11.4.3) 
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Supondo, por simpü:ficação, que não fizemos nenhuma 

permu~ação du~an~e a ~a~oração~ en~ão 

B - L.U <11.4.4) 

E, assim~ t.eremos 

Tornar-

T 
B' • L.U + <L.v - L.Ur).er, ou 

B' • L. [ U + <v - U ).eT J 
r r 

<II.4.5a) 

<II.4.5b) 

U' • U + <v U ).eT 
I' I' 

uma mat.riz Hessenberg 

superior <triangular superior a menos de uma part.e da diagonal 

imediat.ament.e abaixo da diagonal principal): 

DOOODOOOOOOODDOOOD 
ooooooooooooooooo 

OOOOODODOODODOOCJ 
OOOOOOOOCJUOCJOOO 

oooooooooooooo 
DODOOOOCIOOOOO 

ooooooooooorJ 
ODOOOOOUOOOD 
O ODODOOOOCIO 
o ooorJCJoooo 
O OOOCJOOOO 
o 000[_1000 
o 000000 
o 00000 o 0000 
o 000 
o 00 
o o 

permutando 

colunas 

l 

oooooooooooooooooo 
ooooooooooooooooo 

DOOCJOOOODOOOOOOD 
DOOOOOO.:JCJOODDOO 

DC.lOOODDOOCJOOOO 
OOODODOCJOOODO 
OOOCIOOI:JOOODDD 

000000000000 
OOOrJCJOOOOOO 

DDOI:JODOOOO 
DDl:.JOOOODD 

OOOOOODD 
0[]00000 

000000 
00000 

0000 
000 

DO 

Fi.g. II. 4 . .t O.) A ma.tri.z U' o.preaent.a.ndo ele

mentos n~o nulos abaixo da diagonal na coluna r. 
b> ~ meama matr~z na forma Hess•nberg super~or. 

~ 
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3 Finalmente, ti>iangula:rizar- u• mediante pe:rmut.açÕes de 

linhas e t.:rans:fo:rmaçÕes com mat.rizes triangulares unitárias que 

se agregam a L pela direita. Donde te:remos 

e se 

então, substituindo 

obtemos 

L•L.V.L' 
:l 2 

iS • p 
m 

P-'.L•.íJ 
m m 

P- 1 .L'.U 

L' 
m 

P .P .P 
2 :l 

m m 

e 

P.B• • t.íl 

e podemos passar ao pr-Óximo ciclo do método simple><. 

A atualização proposta 

<II.4.6) 

<II.4.7) 

<II.4.8) 

<II.4.9) 

(Il.4.10) 

Na nossa decomposição dê B, :fizemos com que a mati>iz U 

:fosse um produto de matrizes tr-iangulares unit.árias <e nílio L). 

~ 
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Por esse mot.ivo, devemos pr-ocur-ar uma equação par-.at B' na qual 

seja possível isolar U <e não L como na atualização de Bartels e 

Golub). Assim: 

I Primei:r-o, encont:r-amos w tal que 

<II.4.11) 

e calculamos a di:ferença ent:r-e a coluna que entra e aquela que 

sai da base: 

Com isso, onde tínhamos 

B' -
passamos a t.e:r 

B' -
B' • 

,_, .. A - B 
s I' 

B ... <A - B 
"' 

L.U + v 

~ 

T <L + v.w ) 

<II.4.12) 

).e T <II.4.13) ... I' 

T <1!.4.14) .w .u, ou 

.u <II.4.15) 

Est.a Última equaçao pode se :r- escrita de outra :f o :r-ma 

como sendo 

B' ., <v D. ( ~T ) .u (!1.4.16) 
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onde a mat.riz é t.riangula:r- inferior a menos da primeira 

linha, que possui element.os não nulos a part.ir da coluna r, como 

se vê na. :figura 11.4.2. 

o ... o t •••• o ... o 
[] 

[] o 
o o o 
[J c c o 
00000 

000000 

0000000 

OCDOODDO 

ooooooooo 
0000000000 

00000000000 

- Fi.g. II .... . Í -

Em seguida, ze:ramos os element.os da primeir-a linha 

dessa mat.riz, ut.Uizando um processo de eliminação de Gauss com 

permut.ações de colunas semelhant.e ao que foi expost.o "' na seçao 

ant.erior <mais adiant.e, descreveremos com maior profundidade o 

cl'it.él'io usado nas: permut.ações), de fol'ma que 

.P* • L*.u* onde p.e~ ] 

r: 
<II.4.17) 

e: 

k ' 'i "' e a un ca posiçao não nula de w após a eliminação; 
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L é t.l'iangulal' irúel'iol' a menos da coluna k; 

p* é uma mat.l'iz de pel'mut.açÕes; e 

u* é t.l'iangulal' supel'iol'. 

A • , ~ ~ 

mat.l'iz U apt'esent.ada acima, ao cont.l'al'io de L, nao 

é mant.ida na :fol'ma t.l'iangulal', mas ant.es como um pl'odut.o de 

m.at.J>izes uni t.ál'ias. Dest.a :foJ>ma, u* , 
mat.l'iz ut.ilizada Sé e a na 

1 

pl'imeil'a eliminaçtío de element.o 
~ 

nulo da mat.l'iZ da CigUl'a um na o 

II.4.2, e se, da mesma maneiJ>a, u* é a mat.J>iz t.l'iangulal' 
J 

unit.ál'ia empr-egada na j"'-ésima eliminaç;lio de um t.ot.al de m-1'+1 

element.os não nulos exist.ent.es no vet.or- wT, onde m é o Índice do 

últ.imo element.o não nulo de w, ent.tio 

u* • u* 
m-r 

• .u .. 
J 

<II.4.18) 

Analogament-e, a mat.l'iz p* t.ambém pode ser ent.endida 

como um pJ>odut.o de mat.l'izes, cada qual l'epl'esent.ando apenas uma 

pel'mut.ação, de f'ol'ma que: 

* • - p .P . 
• 2 

p*. 
J 

.P* <II.4.19) 
m-r 

A eliminação dos elementos de w é f'eit.a pl'imeil'o 

zel'ando w 
m-f. 

em f'unção 1 de w , 
m 

coluna ril mult.iplicada pelo t.et'mo 

ou seja, somando à coluna 

1pode-se opt.al' pela ~ opel'açao inversa, se seguida da pel'mut.ação 

das colunas. 

~ 
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• u • -w /w <II.4.20> 
m-:l • m m-t. m 

Com isso, passamos a t.er uma nova coluna m-1 em L: 

f: • L 
m-t m-t 

• + u .L 
m-t,m m 

<II.4.21> 

• e uma nova mat.riz t.l'iangulal' unit.ál'ia, U , que t.em 
m-i 

.. 
u como 

m-t,m 

Único element.o -nao nulo f'ol'a da diagonal <exat.ament.e na linha 

m-1 e na coluna m>: 

u* 
m-• 

* T • I + e .u .e (11.4.22> 
m-f. m-t.,m m 

Eliminado o element.o w , passa-se à coluna m-2 e 
m-i 

assim sucessivament.e at.é chegal'mos à pl'imeil'a coluna não nula de 

w. 

Depois de obt.ida a mat.l'iz 

escreve!' a equação de B' na f'ol'ma ol'iginal: 

B' • (v D. [ .U .P .U • ) * * T - * * <v.p.ek +L).U .P .U 

podemos 

Adicionamos, ent.,ão, 
T 

v.p.ek a :fol'mando 

t.l'iangular in:fel'iol' a menos da coluna k. 
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lo o 
I o o o 

o o CJ CJ 

o CJ CJ o o 
CJ CJ o o o CJ 

CJ CJ CJ o o o o 
CJ o o o CJ o CJ 

o o o o o o o o 

J 
o CJ o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 

mo.triz 
# 

F,g. 11.4.9 - A L 

4 Por :Cim, eliminamos os element.os acima da diagonal da 

coluna k de L# com novo p~ocesso de eliminação e novas 

A 

permut.açÕes de colunas, gerando out.ras mat.Pizes t.Piangulal'es U e 

dê permut.ação P, d<> f'oPma que: 

<II.4.24) 

B' • 
# .. .. 

L .U .P .U • 
A_,. A •• 

L.U.P.U .P .U <II.4.25) 

Aqui, para t.ol'nar t.riangular, eliminamos, 

inicialment.e, ~ 

na o da coluna k, nulo o p:r-imeiro element.o ' 
f'azendo 

(1!.4.26.> 
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onde 

<IL4.27) 

Com isso, passamos a t.er t.ambém uma nova mat.riz O , 
p 

que é t.riangular unit.ária com o element.o u 
p,k 

na linha R e 

coluna !i (onde k > p). 

Segue-se, ent.ão, a eliminação dos element.os das linhas 

p+i at.é k-1 da coluna k de L"· 

Terminado est.e passo, B' será a nova base a ser 

ut.ilizada pelo simplex. Se for preciso, mais t.arde, at.ualizá-la 

novament.e, ist.o será feit.o agregando novas mat.rizes t.riangulares 

unit.árias e de permut.ação à esquerda de U. 

Est.rat.égias de pivot.earnent.o 

Nos passos dois e quat.ro do algo ri t.mo descri t.o acima, 

foi preciso eliminar alguns element.os para t.ornar novament.e as 

mat.r-izes t.riangular-es. Em ambos os casos, r-epet.imos o processo 

de eliminação da fat.oração, embora com algumas sut.is diferenças. 

A pr-incipal delas decorre do fat.o de que durant.e a 

fat.oração foi possível empregar uma est.rat.égta de pivot.eament.o 

com permut.ação de colunas, já que isso não implicava num aument.o 
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da memória necessária para armazenar as mat.rizes L e U. Mas, na 

at..ualização~ o pivot.eament..o parcial pode n2ío ser aconselhável em 

operaçê>es que envolvem colunas de blocos diferent.es. Donde 

t.eremos que fazer concessê>es à est.abilidade para que o número de 

element.os não nulos de L não cresça demasiadament.e. 

Analisaremos ist.o nos dois casos em que eliminamos 

element.os na at.ualização: 

A eliminação existente no passo "' 

No passo 2 t.emos uma mat.riz com uma linha a mais que o 

número de colunas (f'ig. II.4.2), e precisamos zerar elementos 

dest.a linha. Podemos dist.inguir, duas sit.uações 

di:ferent.es: 

Caso i: As colunas que pa.~t.iciparão da elíminaç:~o, !s: e rn, 

pertencem ao mesmo bloco da base <veja a figura 11.4.4). 

68 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAÇÃO LU 



Fig. II.4.4 

a> coLuna. K; 

b > cotuna. m; 

Aqui, a melhor forma de eliminar o primeiro element.o 

da coluna !!; consist.e em fazer: 

L <II.4.28) 
m 

embora o cont.rário <eliminar o element.o da coluna !!l e em seguida 

permut.ar as colunas) não seja muit.o l'uim. 

Caso 2: As colunas: !!; e !!l pel't.encem a blocos diferent.es da 

base, como most.l'a a figura 11.4.5. 

~ 
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;:::;::; 
~ 

;:::;::; 
~ 

= ~ 
~ 
~ 
~ 
~ 

~ 

~ 
~ 
~ 
~ 
~ 

= ;:;;:::;:;: 
~ ~ §§ §§ 

Fi.g. II. 4. !5 

o.> CoLuna. K; 

b > cotuna. rn; 

Neste caso, fazer 

L 
m 

m 

<II.4.29) 

poderia ocasional' uma aument.o permanente do número de elementos 

"' nao nulos de L, enquanto o processo oposto, ou seja, :fazer 

L .. L 
m m 

w 
m 

(Il.4.30) 

provocaria, provavelmente, apenas um pequeno aumento do número 

de elementos de U, sem reflexos nas atualizaçÕes posteriores. 
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Mas para este tipo de eliminação, é di:fÍcil concluir 

qual deve ser a estratégia a ser usada. É preciso, antes, levar 

em conta a :freqüência com que ocorre cada caso acima descrito, e 

as conseqüências em eliminações posteriores, do uso contínuo de 

um relaxamento do pivotamento parcial. 

Uma boa sugestão é, na dÚvida, optar por preservar a 

estabilidade e esquecer a esparsidade, considerando que seria 

pequena a e:ficácia relativa de um método que tentasse reduzir 

bastante o número de element.os não nulos criados nest.e passo. 

Nest.e caso, escolhemos a equação JI.4.30 se wk ~ 

~ 

a equaçao II.4.29 se wl: < w. 
m 

ú) 
m 

e 

Por outro lado, de :forma geral, o uso da equação 

II.4.30 produz mat.rizes ligeirament.e mais esparsas, o que pode 

sugerir uma est.rat.égia que a privilegie. 

No próximo cap{t.ulo ~ sao descri tos alguns resultados 

experiment.ais, os quais foram determinantes na escolha da 

estratégia neste passo, no programa de comput.ador elaborado. 

A eliminaç2ío do passo 4 

No passo 4, a mat.riz que queremos t.ornar t.riangular, 

L#, possui uma est.rutura tal como mostrada na :figura Il.4.6. 
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Imagine 

o o 
DO O 
DOD O 
0000 o 
00000 o 

o o 
DO O 
000 o 
0000 o o o 

DO O 
000 o 
oooo a 
00000 o 
000000 o 

o o 
00 o 
000 o 
0000 o 
00000 o 

DOODDOODDODDODDOOOOOO O 
oooooooooooooooooooooo o 
OODOOOODDOOOOODDOOOODODD 
OOOOODDDODDDDDDDDDDDDDDD 

- Fi.g XI.4.6-

que, para eliminar os elementos acima da 

diagonal da. coluna k d&:s:t.a mat.:r-iz, s&ja. necassá.r-io, se quise-r-mos 

usar pivoteamento parcial, :fazer 

# 
lk . 

• L 

f. -L# L# <II.4.31.) 
L L 1# k 

k.k 

seguido de uma per-mutação das colunas !. e 15_, para i .. 
p, ... ,k-1, onde ' pr-imeira linha elemento 

'V 
nulo I! e a com nao na 

coluna Js.. 

A conseqüência seria a obtenção de uma matr-iz 

triangular totalmente densa, ou seja, com todos os elementos 

abaixo da diagonal dit"erentes de zero, o que é extr-emamente 

inconveniente e pode encarecer- demasiadamente a atualização, 

72 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAÇÃO LU 



t.ant.o do pont.o de vist.a do t.empo quant.o da memória necessários 

para a sua execução, t.ornando-a inviável. 

Por out.ro lado, se fizermos 

llt 
~ L# 

k • k 
L# L • k k 1# ' 

k. t. 

<II.4.32) 

ent.ão não haveria nenhum acréscimo a L. 

Por esse mot.ivo, preferiu-se adot.ar, aqui, uma out.ra 

est.rat.égia. 

Chamando 

.. - <II.4.33) 

ut.ilizamos 11.4.32 sempre que 

<II.4.34) 

onde 1-' é um limit.ant.e est.ipulado para 1-' <normalment.e se ut.iliza 

"ii= 10). 

E para não compromet.er em demasia a est.abilidade, 

emprega-se 11.4.31 quando 1-1, não sat.isf'izer- 11.4.34. 
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Um exemplo numérico da atualização 

Vamos aprov&it.az- a matriz B do E>XE>mplo da :fatoração 

(:fig. 11.3.4) para a qual já dispomos das matrizes L e U (:fig. 

11.3.10) para mostrar em detalhe como é executada a atualização. 

Assim, vamos supor que queiramos substituir a coluna 7 

de B, por A , dada abaixo 
• 

• [ o o 3 1 o 

Os passos necessários 

decomposta são: 

o 1 -2 -2 

à obtenção da 

I.I Em primeiro lu6.ar, resolver o sistema 

o que :fornece 

T 
ú) - [ o o o o 

T 
U .w • e 

7 

o o o 

Em se6uida, é preciso calcular 

1 0.2972 

3 ] 

nova base 

<II.4.35> 

0.9996 ] 

~ 
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o 

o 

3 

1 

-1 .. 
-1 

3 

2 

-3 

o 

o 

o 

3 

1 

o 

o 

1 

-2 

-2 

3 

A 
s 

o 

o 

o 

o 

1 

1 

-2 

-4 

1 

3 

B 
7 

Rest-a, ent-ão, nest-e passo, mont.ar a mat-r-iz 

Est.a mat-riz é most.rada na fi~u:r-a 11.4.7: 
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o.oo o.oo 0.00 0.00 o.oo o.oo 0.00 1. 00 o. 90 t. 00 

5.00 

?.00 d.ZO 

9.00 

1. 00 - 1. 3 3 

-9.00 

-1.00 2.9!1 

-l. 00 2.40 i. 00 i. 6? 9.00 i. 00 9.87 

-2.00 -2.20 -9.00 2.00 -1.00 0.99 -9.55 -5.di 

1. 00 l. <10 2.00 0.9!1 9.00 9.00 1.58 1. 6? 9.5<1 

-1.00 i.40 -t.oo 2.99 - .1. 00 0.99 o. 26 2.<56 i. ~2 2.51 

I I. 4.? 

O segundo passo consist.e em eliminar os element.os da 

primeira linha da mat.riz da :figura acima. 

Vamos adot.ar, aqui, poi' simplicidade, a est.rat.égia de 

pi vot.ament.o descrit.a em II.4.30 sempre que os element.os 

acrescidos a U :forem menores que o t.ermo limit.ant.e n • 10, 

semelhant-e ao que f'oi descrit.o 
~ 

na equaçao II.4.34. Port.ant.o: 

De início zeramos o primeiro element.o da coluna 10 <a 

últ.ima coluna da mat.riz) com o auxílio da coluna 9. Em seguida 

permut.amos est.as duas colunas, de :forma a obt.er: 
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0.00 0.00 o.oo o.oo 0.00 0.00 0.00 t. 00 0.00 o. 90 

5.00 

?.00 <1.20 

9.00 

1. 00 -1. 99 

-9.00 

-L 00 2.99 

-t. 00 2.40 t. 00 1. ($7 9.00 t. 00 9.87 

-2.00 -2.20 -9.00 2.00 -i.OO 0.9.9 -9.5!5 -5.dt 

t. 00 t. dO 2.00 0.89 !1.00 !1.00 t. 58 1. d?- 11 . 1)8 9.5<1 

-t.OO 1.40 -t. 00 2.99 -t. 00 o.9a o. 2<1 2. 66 -S.O<S t. 02 

Fig. 11.~.8 -A mQtriz 

Com a eliminação de um element-o, agregamos a U, pela 

direit-a, uma nova mat.riz 

possui um único element-o 

• u
9

, to" que vale: 

u• 
t' 

~ 

na o 

• 

t-riangular 

nulo acima 

u • -3,3628 
o.to 

De f'o:r-ma análoga, t-ambém ' ser a 

mat.riz de permut-ação 

10. 

DESCRIÇÃO DO ALGORITMO 

• p ' 1 
para indicar a 

uni t.á1 ... ia. Est.a mat.riz 

da diag-onal, na posição 

necessário agregar uma 

t-roca das colunas 9 e 
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Rest.a, .ainda, eliminar um element.o da primeira linha 

da mat.riz. Para i'azê-lo, vamos ze:r-ar a(;ora o element..o da coluna 

10 f'unção da coluna 8 e, ent.ão, permut.ar colunas 

novament..e, obt.endo a mat.riz da i'il!:ura II.4.9: 

o.oo 

!5.00 

7.00 

-i. 00 

-2.00 

:1. 00 

-i.OO 

colunas, 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 i..OO 

6.20 

.9.00 

l. 00 -1.3!1 

-9.00 

-1.00 2.!13 

2.40 :l. 00 1. ó? 9.00 i. 00 :9.87 

-2.20 -3.00 2.00 -1.00 O.Bll -B.!i!i 1. 67 -~.C:S1 

1. <SO 2.00 0.99 9.00 9.00 i. 58 9.07-:11.!09 1. 67 

:1.40 -1.00 2.39 -1.00 0.93 0.26 •• 18 -a.P<S Z.ód 

Fi.g. II. 4. 9 - A matri.:z ao fi.nal.. do passo 2 

Mais uma vez ut.ilizamos uma mat.riz de permut.açâo de 

'" p ' 2 
e uma ma.t..riz t-riangular superior '" u ' 2 

cujo único 

element.o não nulo acima da dia(;onal é: 

~ 
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.. 
u - -0,2972 

8,10 

3 Uma vez obt-ida a mat-riz L • • 
( 

1.eT ] 
10 . 

i: 

T ~ # 
v.1.e a L, formando L , most-rada na figura II.4.10. 

10 

5.00 

?,00 d.20 

9.00 

t. 00 -1. 99 

-9.00 

-1.00 2.99 

-.t.. 00 2.4-0 i. 00 1. (17 9.00 t. 00 9.87 

-2.00 -2.20 -9.00 2.00 -1.00 o. 99 -9.55 1. cS? 

Podemos somar 

9.00 

1. 00 

-i. 00 

-1.00 

9.00 

-S. <Si 

1. 00 1. 60 2.00 o. !I !I 9.00 !1.00 1. !'8 3.07-11.98 -1.!1!1 

-:1..00 1.40 -1.00 2 . .99 -1.00 0.99 o. 2d 

F\..g. li. 4. :to - A mo.lri.z 

.. 
# 

L 

19 -9.!()($ 2.d<S 

E, par-a :f'inAlment.9 obt.or- a nova baso B' décompost.a, 

rest-a apenas eliminar os element-os acima da diag-onal da coluna 

# 
10 de L . 

~ 
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(primeiro elemento não nulo de 

ut-ilizamos a coluna 3, e :fazemos 

+ A L# u . <II.4.36) 
s, 10 9 

onde u é o elemento que irá caract-erizar a mat.:riz U a ser 
L~ 1 

• agregada a U <obt.ida no passo 2). 

80 

Est-e processo é repei.ido para eliminar os elemeni.os 

••• 1 

I 
o • o 

I • • • 

• • • • o o 

• o • • • • 

• • o o • o 

-1.00 • o • • • 
I , 

-~. 00 -o. 67 • lj 
2.00 i. 00 li i.. 2 9 li 
O.cSi 0.94 li i. 04 

I I 
-9.99 I -4.33 ' 3.48 

I 

I 
9.d6 9.~:0 4.00 

2. 2 i 

• 

o 

• • 

• • 
' 

o i • I 
-'1. 12 LJ 2.4!'> 

F\..g. IX. 4. i. i. A c:oluT'Ia. L 
10 

depoi.s de eli.mi.no.dos os 

•le-mentos do.s l1.nha.s a, !5, 6, 7, 8 e 9, respeclt.vo.menle 
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Na fil!;ura II.4.11 é apresentado um resumo de todas as 

~ 

operaçoes executadas neste passo. Em cada quadro é 

most.rada a coluna L depois de eliminado um de seus elementos. 
lO 

Neste exemplo, as mat:r-izes O. 
• 

e P., 
• 

c:r-iadas a cada eliminação ! 

são dadas po:r-

p • I <não roi p:r-eciso raze:r- permut.ações) 
• 

UA. I A T • + e .. u . . e 
1. J J,to to 

<II.4.37) 

onde 

j • 3, 5, 6, 7, 8, 9; 

u - -1.000; 
9,10 

u - -0.333; 
!5,10 

u - 0.286; 
6,10 

u - -0.332; 
7,10 

u - -1.328; e,to 
u - 0.094; 

0,10 

O resultado rinal da atualização é a obt.enção de uma 

nova base B' dada por 

B' • L.U 
6

.P 
6

• 
~ ~ . . . . 

.U .P .U .P .U .P ,U 
1 1 2 2 1 1 

onde L é a matriz exibida na rig-ura IJ.4.12. 

~ 
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'5.00 

?.00 6.20 

9.00 

i. 00 -:1.99 

-3.00 

-i. 00 2.g:a 

-2.. 00 2.40 :l. 00 i. <S7 3.00 i. 00 9,87 

-2.00 -2.20 -9.00 2.00 -1.00 o.ag -9.55 :1. 67 

•. 00 l. <SO 2.00 0.93 9.00 9.00 t.58 9.07-:1:1.99 

- •. 00 i.40 -1.00 2. "" -1.00 0.99 o. 26 .. 19 -3.96 2.8? 

Flg. II.4. t2- A matri2 t 

Fazendo análise· final, que pode-se pensal."" uma ' e 

desnecessário um processo t.âo complexo de at.ualização da base, 

já que uma opção nat.u:ral seria decompor novament.e est.a mat.:r-iz a. 

cada ciclo do simplex. 

Mas a at.ualização acima descri t.a possui a vant.agern de 

que seu uso acelera bast.ant.e o t.empo relat.ivo à mudança de base. 

Por out.ro lado, o uso cont.fnuo da at.ualização pode 

provocar: 

~ 
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I Um aumento indesejado de memó:r-ia, uma vez que a cada 

ciclo do simplex estamos criando novos elementos não nulos nas 

matrizes L e U; 

Um aumento dos er:r-os na resolução dos sistemas; e 

3 Até mesmo p:r-ejufzos no que conce:r-ne ao tempo de 

p:r-ocessarnento do programa, em decorrencia do aumento das 

matrizes; 

Sendo assim, toda vez que um desses problemas puder 

torna:r- o algoritmo menos ericiente, uma nova fatoração da base é 

executada. 

SEÇÃO !i A SOLUÇÃO DE SISTEMAS 

Dadas as matrizes L e u at..ua.lizadas~ vejamos 

agora como resolver os sistemas dos passos 1, 2 e 4 do ciclo do 

simplex: 

~ 
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;c Problemas do t.ipo B.z • y 

Sa qua:remos e.ncont.ra.r- ~, vet.ol'" solução do sist.e.ma 

B.z • y <II.5.1> 

e dispomos da mat.riz B decompos:t.a na t'o.-ma 

B.P • L.U <II.5.2) 

ent.ão podemos escrever-

-1 
L.U.P .z • y. <II.5.3) 

Assim,. resolvemos, em primeiro lugar, 

L.x'" y <II.5.4) 

depois encont.ramos w t.al que 

U.w • x <II.5.5) 

e enf'im obt.emos ~ a part.ir de 

-1 
P .z DI W <II.5.6) 

84 
~ 

PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAÇAO LU 



T Pl"oblernas do t.ipo B .z • y 

Se o sist.ema a sei' l'esolvido t.em a fol'ma 

T B .z • y 

e, da mesma forma, sabemos que 

B.P • L.U 

ent.ão nosso problema pode sei' descl'it.o pela equação 

T T 
P.U .L .z • y 

E para resolvê-lo, começamos pol' 

permut.açí'íes 

T 
X • p .y 

depois encont.ramos w dado pelo sist.ema 

T 
U .W • X 

e enfim l1'l é obt.ido l'esolvendo 

L T.z • w 

~ 
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<II.5.7) 

<11.5.9) 

aplicar as 

<II.5.9) 

<IL5.10) 

<II.5.1ü 
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"' SEÇAO ~ 

CAPÍTULO TERC~XRO 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

CARACTERÍSTICAS GERAIS DO PROGRAMA 

Uma vez descrit.o o alr;orit.mo, cher;ou a hora de 

coment.ar minuciosament-e o programa comput.acional elaborado para 

resolver problemas bloco-angulares:. 

Comecemos:, ent.ão, por algumas: de suas: caract.erís:t.icas: 

mais gerais de implement.ação: 



I O programa f'oi elaborado com vist.as a sua implant.ação 

em microcomput.adores; 

Só se ut.iliza a memória rápida do comput.ador, 

privilegiando o t.empo de execução em det.riment.o da capacidade de 

armazenar mat.rizes maiores. Ist.o porque: 

a) O t.rabalho de armazenar e recupel'ar informaçÕes de 

disco para poder resolver problemas muit.o grandes t.ornaria o 

programa de t.al :t"orrna lent-o que seria proibit-ivo o seu uso; 

b) Os recent.es 

rnicrocomput.adores t.êm 

avanços no 

ampliado 

desenvolviment.o 

consideravelment.e 

de 

a 

disponibilidade de memória de rápido acesso, elevando seu limit.e 

para além do que seria necessário para resolvei' a gl'ande maiol'ia 

dos problemas bloco-angular-es exí:st.ent.es at.ualment.e; 

3 O programa f'oi escl.""it..o em Pascal, reconl.endando-se, 

inclusive, que o leit.ol' dest.e capít.ulo est.eja habit.uado com a 

lingouagem e sua f"orma de representar,. por exemplo, apont.adores e 

list-as ligadas. Não sendo est.e o caso, espera-se que uma 

consult.a ao apêndice A seja suf'icient.e pal'a esclar·ecer- t.odas as 

dÚvidas que possam event.ualment.e sul'gir. 
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"' SEÇAO Z ESTRUTURA DE DADOS 

Vejamos agora como são armazenadas as mat.rizes e os 

principais vet.ores auxiliares relacionados ao problema que 

procuramos resolver e ao nosso programa, começando pela mat.riz 

t.ecnolÓgica A. 

Matr-i:a tecnoló,gica 

Uma vez que a mat.riz A (:fig. 1.1.1> pode ser dividida 

em blocos dist.int.os, opt.amos por armazená-la da seguint.e :fo:rma: 

:c Cada bloco A' da mat.riz t.ecnológica do p:roblema na 

1 ' :forma mist.a , e armazenado num vet.or real aCil, seqüencialment.e 

e por ordem de linhas. 

O número de colunas e linhas de cada um desses blocos 

pode ser obt.ido a part.ir dos vet.ores cest e nlin, onde: 

1em que são consideradas apenas as colunas que denominaremos 

"originais", ou seja, que não correspondem a variáveis de folga, 

·excesso e art.i:ficiais. 
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a) cest[i} representa a sorna do número de colunas dos 

blocos de A até o bloco i, inclusive. Ou seja, cada bloco A' 

possui cest[il-cestci-xl colunas (cestCol = o>; 

b) nlin[i} representa o número de linhas de A até o bloco 

i. Portanto, este bloco i terá nlin[il-nlin[i-:cl linhas. 

Com isto, o elemento est.ará guardado na posição 

aCil~Ccj-:c)N(cestCil-ce.stCi-:cl)+kJ. 

Como exemplo~ observa-se na :figura III.2.1 que o 

elemento 
2 

a 
"·"" - 1 

-
está armazenado 

urna vez que, 

mostrada na t'igura, cest[xl • 4 e cestC2l = 4 + 5 • 9. 

3 As linhas de acoplamento da matriz -sao 

posição 

na matriz 

guardadas 

separadamente no vetor real aest. Aqui, o elemento da j-ésima 

linha e da k-ésima coluna de estoque ser.& :fornecido por 

a este jJAC 1«1. 

4 Para economizar memória, as colunas correspondent..es às 

variáveis de t'olga <ou excesso) e arti:ficiais de todos os blocos 

é do .acoplament.o são armazenadas seqÜencialment.e num Único vet..or 

inteiro afart, que indica em que restrição (linha) do bloco 

aparece cada variável e qual o seu tipo (nÚmeros positivos 

correspondem a va1'iáveis de :t"olga ou artificiais e números 

negativos a variáveis de excesso). 
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5 Por conveniência do pro~rama, est.as colunas -sao 

ordenadas de :t'orma que as primeiras correspondem sempre às 

variáveis de :t'ol~a das rest-riçÕes canalizadas, se~uindo-se as 

demais variáveis de :t'ol~a e excesso, e terminando pelas 

art.i:t'iciais. 

6 Novament-e aqui, é preciso, para localizar corret-amente 

um elemento em afart, lançar mão do auxílio de quat-ro outros 

vet-ores: ncan, nfol, nart e ccol. Assim, se considerarmos a~ora 

a matriz A do problema na :t'orma Qadrão (incluindo as colunas das 

variáveis cit-adas no item 4 acima), teremos: 

a) ncan[iJ indica qual coluna de A corresponde à primeira 

variável de f"olga de uma restrição canalizada do bloco i; 

b) nfol[iJ indica a coluna de A relat-iva à primeira 

variável de :t'olga (ou excesso) das demais restrições C nÃo 

canalizadas) do bloco i; 

c> nartCil indica a coluna da primeira variável 

ar-ti:ficial do bloco i de A; e 

d) ccol[il :Cornece o Índice da Últ.ima coluna do bloco i. 

Dados t-odos est.es vet-ores, é possível conhecer, para 

cada bloco i da matriz A do problema na :t'or-ma padrão: 

{) O número total de colunas de i: ccolCiJ-ccolCi-Il; 

iD o númer-o de r-estriçÕes canalizadas de i: 

.nfolCiJ-ncanCi-IJ; 
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iii) o , 
numer-o de colunas:: co:r-r-espondent.es a variáveis de 

folga ou excesso (incluindo as do it.em acima): nartCil-ncanCil; 

i v) O número de variáveis art,i:ficiais: gcol[il-narteil; 

V) A posição, no vet-or afart, da primeir-a coluna de folga 

referent-e a uma rest-rição canalizada: afartCncan[iJ-cestciJJ, 

dado que o vet-or afart -na o armazena as colunas ol'iginais do 

pr-oblema; 

vi> A posição, em afart, da primeir-a coluna de folga <ou 

excesso) l'elat.iva a uma J:>est.l'ição -na o canalizada: 

afartCnfolCil-cest[iJ J; 

viD A posição da primeira coluna col'l'espondent.e a uma 

variável art.ificial: afartcnartCil-cestCiJl. 

Podemos agol'a, ent,ão, compl'eendel' melhol' o vet-or 

afart, obseJ:>vando que se afar-tcn:{olCil-cest[iJ+ jl e igual a -5, 

ent,ão a coluna A' 
nfol.(\.J+j 

da mat,l'iZ A COI'J:>esponde à vaJ:>iável de 

excesso (uma vez que o t.el'-mo é negat..ivo) que é necessária. para 

t-ornar uma igualdade a quint-a rest,J:>ição [indicada JPOr abs(-5)1 

do bloco i do p:roblema. 

Deseja-se que a figl.ll'a III.2.1 cont,l'ibua pru•a se possa 

t.er uma visão mais clara de como est.as colunas são armazenadas. 
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00000 
0000 
0000 o 
0000 
0000 o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

0000 N 0000 o 
0000 o -----

Matr-iz A 

00000 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 

0000 
0000 
0000 

Vetor- aCil 

o 
o 

00000 
000000 
00000 
00000 o 
00000 
00000 o 
00000 o 
00000 
00000 o 

Linha j 

l Bloco 

1 -2 1 7 -!I 

7 _ .. 9 2 B 

• !5 , 6 6 

.. _,_ 
2 2 !5 

c-------J 9 -2 cS 1 " ------------
, -i 9 -!5 

[ ... -2 -~--2-6 [<] ~, -i . --~ 
r-~-0-luna---k-----------

i 

-1 

Var-iáveis de folça 

I 
Vetor- Afart [~~]-~--~~-r----~---~ 

~_____ __ +-L-·-I------_L_ __ _ 

afar-tCnfolCi1-cestCi11 

afar-tCccolCi-zJ-cestCi-z11 

• 

-· 

Fi.g III. 2. i - Arma.zena.ndo os elementos dos blocos da. matriz A 
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Est.rut.ur-a de dados para a t'at,oração 

Em vi:r-t-ude de t-e:r-mos uma base <no mét-odo simplex) com 

uma fo:r-ma t.ão peculia:r- <densa po:r- blocos) podemos emp:r-ega:r- uma 

est-rut.ura de dados muit.o simples para armazenar as submat-rizes L 

e U ox-iginár-ias da fat.or-ação. 

Assim, dados os vet.ores int.eiros nlin (já descx-ito) e 

ncol (ncol[il fornece o Índice da Última coluna do bloco i da 

base, donde est.e bloco possui ncolCiJ-ncolCi-rJ colunas), t.emos: 

Matriz triangular inferior L 

I A part.e da matriz L correspondent-e aos blocos é 

armazenada no vet-or l, po:r- colunas. A localização de um dado 

element.o de L é feita com o auxílio do vetor lpo.s que indica 

a posição, em l, do primeir-o elemen~o de cada coluna dessa 

mat.riz. Assim, a coluna k de L começa na posição lClpo.sCkll, e o 

element-o ljk est-á armazenado na posição lClpos[I.:J+ j-1<1. 

Os element.os dê L co:r-:respondent.es às linhas de e-st..oque 

são guardados em separado e por colunas. Para t:acilit..ar a 

at.ualiz.aição,. conf'orme veremos mais adiant..e, os element.os da 

coluna Lk que est-ão abaixo do bloco ao qual est.a coluna pertence 

(sit-uado junt-o a diagonal da mat-riz) são guardados numa list-a 
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ligada de registros que contém três campos: dad, blo e pro. A 

posição do primeil'o l'egistl'o da lista ligada da coluna 1-. é dada 

por um apontador denominado lacCI-.1. Inicialmente, esta lista 

contém apenas informaçÕes relativas às linhas de acoplamento. O 

registro para o qual lacC"-1 aponta contém: 

a) lacCkl-.dad, que f'ornece, inicialmente, os valores dos 

elementos do acoplamento da coluna ~ de L. 

Assim, se ao 

2,6, então o elemento 

término 

1 
tlin+9~2 

da 

de 

"' f'atoraçao, 

L vale 2,5 <tlin f'or-nece 

númel'o de linhas dos blocos da base e também da matriz A>; 

-
o 

b) lacC"-1-.blo, que indica a que bloco os elementos de 

lacC"-1-.dad pertencem. 

No caso do acoplamento, lacCkl-.blo • nbloc+x (a 

variável nbloc al'mazena o número de blocos da matl'iz tecnológica 

A). Com isso, poderíamos dizer, de f'orma mais apx-opriada, que 

lacC:;,J".dodC::rl repr-esenta o elemento da coluna 2 e da linha 

nlinClacC;;:l".blo-xl+3 de L <note que nlinCnblocl = tlin). 

c) lacCkl".pro, que aponta para o prÓximo r-egistro que 

contém elementos da coluna ~-

Para os elementos do acoplamento, lacCkl".pro • pnil, 

onde pnil é um l'egistl'o sem valor- que indica o f'im da lista 

ligada. 
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o 
DO 
0011~ 

00!110 
0011100 
co•ooo 

o 
DO 
000 
0000 
000 00 

o 
00 
000 
0000 
00000 

Coluna k 
-+ 

C blocos) 
• 

-9 

• 
2 

O O DOCJD [----] ocomoocoooooooooo• 
DDOIIOOOODDOOCJOOOOIIII·--1---+ lues_·_t 
DDD ODDDDDDDODDOD··· 

1 
2 

-· .. 

Matr-iz L 

Coluna k 

(Acoplamento) 

Vetor- l 

ljk = lClposCkl+j-kl 

r-:::r===~=- -1 ====~=:~ I L _________________________ j 

-----+L"'" [ili,oc+< ] pro [ i -.. ] 
------------------- --

lac[ kl" 

pn1.l [------. --] 

Fi.g. III. 2. 2 - A.rma..zena.ndo a. ma.tri.z L ori.u.nda da. decomposl.c~o LU 
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Matriz triancular superior U 

I U, a menos das linhas do acoplamento, também é 

armazenada num único vet.or u, seqüencialment.e por ordem de 

linhas e com todos os elementos já permutados. 

Não são necessários vetores auxiliares como os de L, 

dado que o vetor u não será modificado na atualização. Apenas um 

vetor icn indica as permutaçÕes sofridas pelas colunas que 

sobraram na fatoração dos blocos não quadrados de B e que foram 

transladadas para a direita. 

Matriz de permutações P 

P é armazenada num vet.or cpos, de forma que se cpos[il 

• j então a coluna que, ao final da fatoração, está na posição i 

de L e U é a coluna j ori~inal da base. 

Alcuns elementos das restriçÕes de estoque 

Os elementos das restrições de estoque que não estão 

sob os blocos de L 
~ sao ~uardados na mat.riz luest <vide 

_figura IIL2.2). 
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Assim, o element.o luestli,jl pert.ence a i-ésima linha 

de est.oque e se refere à coluna j+tlin da base. Est.e elemento 

:fará part.e de U se i<j, caso contrário pertencerá a L. 

Out.ras est.rut.ur-as de dados estudadas para a f"at.oração 

Acredit.a-se que a :for-ma de a.rmazenament..o 

descrita seja a mais apropriada para o t.ipo de problema com que 

nos de:front.amos. Tal cr-édit.o est.á fundamentado no f"at.o de t.er-

sido essa a estrutura de melhor desempenho dentro;• todas as 

alt.er-nat.ivas t.est.adas par-a guar-da1' as matr-izes oriundas da 

decomposição da base. No rol das 
~ 

opçoes descartadas podemos 

incluir-, por exemplo, aquelas que envolvem: 

r Armazenar L e U exatamente como a mat.r-iz A, ou seja, 

reunidas bloco a bloco e com os elementos dispostos 

seqüencialmente por ordem de linhas, fazendo com que os que 

estiverem acima da diagonal principal pertençam a U e• os demais 

a L. 

Est.a seria, t.alvez, a melhor- alt.ernat.iva se fossemos 

:fat.or-ar· a mat.riz a cada passo do simplex, mas como implementamos 

um processo mais rápido de atualização da base, ela se mostrou 

um pouco ine:ficiente do ponto de vista global; 

~ 
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Copiar os element-os de A no vet-or que irá armazenar L e 

U e depois atualizar estes valo:t'es; 

Uma variant-e que t.arnbém pode ser conside:t'ada 

ligei:t'amente menos eficiente; 

3 Ar-mazenar- U como um vet.or de t.:riplas <u,x,y), onde x e 

y sáo as coordenadas de cada um dos element.os de U. 

É a opção CO:t':t'eta quando os element.os de U não estáo 

em posiçÕes conhecidas. Mas, uma vez que U t.em uma est.rut.U:t'a 

bastante particula:t' que náo se altera du:t'ante a fat.oração, esta 

alternat.iva induz um aument.o desnecessál'io de memÓ:t'ia, sem 

acelerar o p:t'ocesso de resoluçáo de sistemas; 

4 AI'mazenar os vet.ol'es auxiliares poi' bloco, "' e nao em 

vet.o:t'es Únicos para t.oda a mat.riz; 

Opção descart..a.da por ser- pouquÍssimo mais lent..a que a 

adot.ada; 

5 Não permut.ar diret.ament.e os element.os de U du:t'ant.e a 

f'at.or-ação, mant..endo-se., em cont.r-apa.r-t.ida., um vet.or- que t..o:r-ne 

possível a ident.i:ficaçáo da posiçáo de cada um dest.es element.os 

t.oda vez que f'or necessário resolver- algum sist..ema. 

Indicada quando 
, 
e necessário :t'esolver um 

, 
nume:t'o 

_Pequeno de sist.emas com L e U, esta altel'nativa também não foi 
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adot.ada em virt.ude de est.armos int.eressados em implementar- algum 

processo rápido de atualização da base; 

6 Armazenar por linhas t.odos os element.os relat.ivos 

ao acoplament.o das mat.rizes L e U; 

Esta variante é ligeiramente mais econômica em t.ermos 

de memória do que aquela adot.ada. É, inclusive, ut.ilizada no 

algorit..mo acelerado que será apresent..ado no capÍt.1Lllo seguinte . 

Mas, nesta primeira implement.ação, t.ambém .... 
na o foi 

t.ornava mais lente~ o at.ual processo de atualização. 

Est.rut.UI"a de dados para a at-ualização 

adot.ada pois 

Para a at.ualização adot.aremos a seguint.e estrut.ura de 

dados: 

Matriz U 

I A mat.riz U obt.ida na ratol'ação permanece int.act.a. 

Digamos que ela ocupe as primeiras ufimf posiçÕes do vet.or u. A 

at.ualização ent,ão é t'eit.a anexando, a par-tir da posição 

os elêment.os acima da diagonal das mat.rizes 
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t-riangulares superiores unit.árias, Uk, criadas 

<cada uma dessas mat.rizes só possui um element.o 

na at-ualização 

-na o nulo acima 

da diagonaD. 

A linha e a coluna de cada um desses element.os, além 

da permut.ação execut.ada ant.es de se aplicar Uk, são guardados no 

vet.or upos que possui regist.ros: com t.rês campos dist.int.os: x, y 

e p. 

Assim, se em dado moment.o permut.amos: as colunas i e j 

e, em seguida, aplicamos Uk cujo Único element.o nao nulo é 

• v, ent.ão t.eremos: 

a) uCufimf+JU • v 

b) upos[JU.x • i <linha do element.o v) 

c) upos[JU.y • j <coluna do element.o v) 

k 
u. o 

' • J 

d) upos[ 1.:J .p • i (se upos[I.:J.p "" upos[I.:J.y ent.ão as 

colunas dadas por est.as duas variáveis f'oram permut.adas:. No caso 

delas seram iguais, não houve permut.aç.ão). 

Matriz l. 

:c Para a mat.riz L, além dos dados guardados 

seqüêncialment.e no vet.or Z, que -sao at-ualizados quando 

necessário, opt.ou-se por armazenar os novos element.os não nulos 
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oriundos das at-ualizaçÕes numa est-rut-ura mist-a que ' e em part-e 

est.át.ica, mas que t.ambém emprega list.as ligadas. 

Assim, se a uma coluna j foram agregados element.os à 

alt.ura do bloco i <obviament.e j ~ ,gcoUi-xl>, ent.ão é CI'iado um 

regist.ro t que será ligado à Iist.a ligada que se inicia em 

lac[jJ, de forma que 

a) t ..... blo = i~ 

b) t-.dad armazena os novos: element.os acrescent.ados a L; 

c) t-.pro aponta para o pr6ximo registro da lista. 

Na figura III.2.3 temos uma noção visual da est-rut.ura 

de L para a at.ualização. 
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0 
Coluna j 

Blo---------------------------~------·---------------4 
2 

o•oo o•oao 
o 
DO 
000 
0000 

• o o 
• O DO 
• o 000 
• o 0000 
• o 00000 o o o 

O [J DO 
o o 000 
o o 0000 
o o 00000 

• O DO 
• o 000 
• o 0000 
• o 00000 

o•oooooooooooooooooooooo 
o•ooooooooooooooooooooooo o•oooooooooooooooooooooooa 

MatY"iz L 

lacCjJA 

1 
__ d_a_d---,~=9=====2===_=2==::=:-.-==--.,~-

b!o·-~-h -pr~_ep 

r---·----;=============-------
'----1 ·_-"'_" --~-~ dad 

blo ~ p,...o [---] '--------+ 
c--·---;::::============-------
1 -6 ---~ 

;:::=:=======----· 
Lb __ z_o ___ .:::=n=b=l=o=c=+=1===--P-,..._o _ _ep 

dad 2 9 

[ ;~ 
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a 

-t 
bloco h 

o 

o 
bloco i 

9 

2 

-2 

4 

6 

o 

o 

• 
-!S 

4 

• 
z 

" 
-6 

- Fi.g. XII. 2. 9 -

Armazenando os 

novos elementos 

da. rna.Lri.:z: L 

103 



Outra opção de al"mazenament.o dos novos elementos de L 

~ 

Uma opçao descartada (embol"a testada) para guardar os 

elementos surgidos durante a atualização consiste em empregar 

uma estrutura puramente estática para armazenar L. 

Neste caso, 
~ 

sao deixadas algumas posiçÕes vagas entre 

as colunas no vetol" l <vide fig. III.2.4), posiçÕes estas que 

~ 

sao utilizadas para ar-mazenar- os elementos não nulos 

eventualmente criados na atualização. 

espaco va,go 

r;.-r-;~--r--~--I--r • · - ~r-- _ ___[___ _j__r-1·_ .. __.__.__,__._. 
f lpos[I..J lpos[il 

lpos[il+lcomp[il-x 

Fi..g. III.2.4- Outra. estruturo. de dados para. a.rrno.ZeTIO.r L 

Se o acréscimo à coluna i de L não couber no espaço 

vago que a sucede em Z, toda a coluna e removida para o f'inal 

deste vetor. 

Quando o vet.or Z, após diversas atualizaçÕes, torna-se 

demasiadamente grande, seus elementos 
~ 

sao comprimidos, 

eliminando os espaços que se tornaram vagos quando da remoção de 

colunas!. 
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Uma nova fat.ol"ação passa a se!" execut.ada na hipót.ese 

de 
~ 

na o havei" mais espaço disponível em l pal"a al"mazenal" novos 

element.os ou quando est.es est.ivel"em em t.al númel"o, que venha a 

t.ol"nal" ineficient-e, do pont.o de vist.a do t.empo, a J"esolução dos 

sist.emas II.6.1 e II.6.7. 

Est.a est.l"ut.Ul"a 
~ 

nao exige que as colunas de L sejam 

a!"mazenadas em Ol"dem, mas apenas que seus element.os est.ejam em 

posiç<>es cont.Íguas do vet.ol" l. 

Mas, pol" out.J"o lado, é pl"eciso mant.el" mais um vet.ol", 

lcomp, que indique qual o compl"iment.o at.ual de cada coluna em l. 

Os mot.ivos dest.a alt.el"nat.iva t.el" sido abandonada são: 

I Em cada coluna Lk de L, os element.os Ol"iginal"ios da 

at-ualização 
~ 

sao criados geralment-e em blocos que muit.as 

vezes est.ão dist.ant.es uns dos out.ros; 

O element.os de Lk s~o :requisit.ados seqÜencialment..e na 

at.ualização e na J"esolução de sist.emas, o que t.orna encient.e o 

uso de list.as ligadas. 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 105 



Exemplo nwnérico complet..o 

Vamos aproveitar o problema most.rado na f'igura III.2.5 

para permit..ir que se t..enha uma visão global da est.l"ut.ura de 

dados descrit..a nest.a seção. 

minimizar 

-2x -1x -ix -4x -7x -tx -3x -1x -6x -2x -5x .. 2 3 .. " " 7 8 9 10 11 

suje i t.o a 

1x +2x +5x -3x :S 8 • 2 9 .. 
2x -1x +7x +2x :S 12 • 2 9 .. 

+1x +3x +3x 2': 10 
" 6 7 

-ix +ix +ix = 2 
" " 7 

+1x -ix -3x +:2x s 1 a , i O .. 
+1x +1x -1x +3x 2': 7 

8 , i O u 
-1x +2x -lx +3x +2x +1x +ix -2x +1x +3x -1x s 9 .. 2 9 .. " " 7 B , i O .. 

2x -3x -2x -1x +ix -3x -2x -4x +5x -1x +1x s 5 • 2 " .. " " 7 8 , 10 .. 
3x +1x +1x +1x +1x +2x -2x +ix -tx +3x +ix = 10 • 2 9 .. !5 " 7 8 , i O .. 
ix -lx -1x +2x +2x -1x +3>< +3x -1x -1x +ix 2': 14 • 2 9 4 !5 " 7 9 , i O H 

e 

" só " :S8 " $6 " 57 X 54 X ~5 .. 9 !5 7 9 .. 
X :S4 X 53 X $8 X $2 X $9 

2 .. " 8 10 

Fi.g. III. 2. !'5 - Um exemplo do& proble-ma.. com 

estrutura bLoco-anguldr 

106 
~ 

PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAÇAO LU 



Vet.ores relacionados ªºª- dados do Qroblema 

Os blocos da mat.riz A most.rada na flgura 111.2.!3 

são armazenados nos vet.ores abaixo (as divisÕes represent.am 

mudanças de linhas da mat.riz>: 

aC:rJ 1 2 5 -a 2 -1 7 2 

aC;;:J 1 a a -1 1 1 

~~-----_a ____ 2 __ J_ __ 1 ____ 1 ___ -_1 ____ a ___ 
~31...,C:r1 

As linhas de acoplamento de A ~ 

sao guardadas nos 

vet..o:res aest: 

ae.stC:rJ -1 2 -1 a 2 1 1 -2 1 a -1 

ae.stC;;:J 2 -a -2 -1 1 -a -2 -4 5 -1 1 

ae.stCsJ a 1 1 1 1 2 -2 1 -1 a 1 

1 -1 -1 2 2 -1 a a -1 -1 1 

L 

~ 
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cest 

nlin 

b 

obj2 

~ 

Os ve~ores que permi~em o acesso aos dados de A sao: 

o .. 7 i~ 11 

4o ___ z _____ .. ____ 6 ____ •_o __ ~ 
nlin[o] 

Os ve~ores b e c são r;:uardados, respec~ivamen~e, em b 

8 12 10 2 1 7 9 5 10 1.4 

-2 -1 -1 -4 -7 -1 -3 -1 -2 

L 

Algumas out.:ras var-iáveis import.an_t.es são: 

nbloc = 3; nlest = 4; tlin = 6; 

Se colocarmos o problema na forma padrão, 
~ aparecer ao 

variáveis de folga, excesso e art-if1ciais, de acordo com quadro 

III.2.1, dado abaixo: 
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Val'Íaveis Linhas 

de f'olga 1 > 2, s, 7 ·' 9 

de excesso 3, 6, 10 

aJ't.if'iciais 3, 4, 6, 9, 10 

- Quadro III. 2. i -

A posição e o t.ipo de cada val'iável guaJ'damos no vet.ol' 

afart. Bloco a bloco, 
~ 

sao armazenadas pl'imeil'o as val'iáveis de 

f'olga e excesso (est.as com sinal negat.ivo), depois as 

al't.ificiais <as linhas sepal'am blocos): 

afart ~--.~~----1---1~_2 __ _L ___ 1 __ -_2 ___ 2 __ -L __ 1 ___ 2 __ -_4 ____ a ___ 4 __ ~ 
~rt[IJ 

Uma consult.a ao vet.ol' afart só é possf vel com o auxílio 

dos vet.ores: 

ncan o s 10 17 20 

nfol o s 10 17 20 

~ 
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nart o 7 11 19 23 

~~ 12_1_9 __ 2_4 _ _, 

~l[ol 

Dest-e Últ-imo vet-or-, podemos concluir- que o pr-imeir-o 

bloco de A possui 6 colunas <4 "originais" e 2 de f'olga). Logo, 

o segundo bloco irá começar pela coluna 7, e, como vemos, 

t.erminará na coluna 12, possuindo, port.ant.o, 6 colunas t.ambém <3 

"originais", 1 de e>xcesso e 2 art.if'iciais). O bloco 3 engloba as 

colunas 13 a 19, e o acoplament-o as de número ent.re 20 e 24 <2 

de f'olga, ,1 de excesso e 2 art-ificiais). 

Obser-vamos t.ambém que, com a aus&ncia de rest.r-içÕes 

canalizadas, o vet.or ncan é idênt.ico a nfol. 

Por t'im, as canalizaçÕes das var-iáveis ~· s:ao artnazen.a.das 

no vet.or lsup, considePando, inclusive, as variáveis de f'olga, 

eNcesso e a.rt.if"icia.is, que não têrn limit.e <veja que se houvessem 

rest.riçÕes canalizadas, as vai"'iáveis de .f'ol~a. co:r-l'espondent.es 

t.eriam limit.e supE>t'ior). 

lsup 
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Pa~a cada v~iável, indicamos se es~a es~á no seu 

limit..e superior (da canalizaç~o) a~ravés do ve~or booleano lim, 

most..:r-ado abaixo <t.. represent..a true e f co~responde a false>. 

Vemos que, inicialment..e, t..odas as variáveis est..ão abaixo do 

limi~é. 

lim f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f ___ ,____, 
lim{x 1 

Com es~a implemen~ação, consideramos que ~odas as 

variáveis -sao maiores ou iguais a zer-o. Nos casos em que is~o 

não ocor~e pela presença de limit.es inf'erio~es, o vet.ol' lsup 

deve armazenar a diferença ent..re os limit.es. 

Vet.or<•s J'elacionados ª base 

Suponhamos que as colunas da mat.~iz A pert.encent.es à 

base sejam as ·de número 1, 2, 3, 4 <do bloco 1), 7 <já no bloco 

2), 8, 13 (pel't.encent.e ao bloco 3), 14, 15 e 16. A base 

seria, ent..ão, a mat.riz most.~ada na figura II.3.6 <pag. 61>. 

Para est.a ma~I'iZ, indicamos os Índices das colunas qtJê 

es~ão na base a~ravés do ve~o~ cabos: 

~ 
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c abas ~ z _____ 3 ____ 4 ____ 7 ____ a ___ 1_3 ___ t_4 ___ 1_5 ___ 1_6--~ 
~~aslol 

Por- out.r-o lado, indicamos no vet.or- fobas quais 

var-iáveis não est.ão na base <fobaslil=t. indica que i não est.á 

na base): 

fobas t. t. f f t. t. t. t. f f f f t. t. t. t. t. t. t. t. 
---------' 

fobasC:cJ 

O númer-o de · colunas de cada bloco da b.ase deve ser-

ext.r-aído do vet.or- ncol. 

ncol o 4 6 10 10 

L ncolCol 

Os element.os dos blocos da base, decompost.a nas 

mat.r-izes L e if, são aJ'mazenados nos vet.or-es: 

2
como já vimos na Ht;Ul'a II.3.12, à pát;ina 57. 
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u 

-0.40 -0.20 0.61 -0.10 -0.33 0.67 0.33 -0.33 -0.29 -0.57 

uCxJ 

l 

5.00 7.00 6.20 3.00 1.00 -1.33 -3.00 -1.00 2.33 

Para endereçar corret.ament.e os element.os de l usamos: 

lpos · ~3 ---4----6----7----9~ 
~posCxJ 

Os element.os das linhas de acoplament-o da base 

encont.:r>ados em: 
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lace :c 1" 

dad -1.00 -2.00 1.00 -1.00 

·blo nbloc+t I pr-o I T --

lace :21" 

dad I 2.40 -2.20 1.60 1.40 I 
I nbloc+t I pr-o I l 

I 
blo 

lace 31" 

dad I 1.00 -3.00 2.00 -1.00 I 
I nbloc+1 I pro I I 

I 

I I blo nbloc+2 
~ 

blo 

41" 

I ~ pro 

I 1.67 2.00 0.33 2.33 I T 
I I pr-o I l nbloc+t 

I 

lace 

dad 

blo 

lace 51" 

dad I 3.00 -1.00 3. 00 -1.00 I 
I nbloc+t I pro r - l 

I blo 

lace 61" 

dad I 1.00 0.33 3.00 0.33 I 
I nbloc+i I pro I I 

I 
blo 
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e também na matriz luest: 

luest[I,Il 

3.87 0.33 0.27 0.15 

-3.55 -5.61 0.30 0.82 
luest 

1.58 1.67 3.56 0.59 

0.26 2.66 1.92 2.51 

A matriz de permutaçÕes P, mostrada na fi~ura 11.3.13 

<pá~. 58), é armazenada no vetor: 

cpos 3 4 6 5 9 10 2 7 1 8 

Vetores da base ~Ós ~ atualizações 

Se procedermos, como no exemplo do capítulo 2, 

substituindo a sétima coluna da base pela terceira coluna do 

se~undo bloco de A, obteremos a matriz L dada pela fi~ura 

II.4.12 <pág. 82). Para armazenarmos esta matriz usamos os 

vetores l, lac e lue.st já expostos. Destes, o Único que sofreu 
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modif"icações: nesta atualização f'oi o vetor lue.st, mostrado 

abaixo: 

lue.st 

~.st{:c ,:c] 

1 3:87 o.33 0.27 

-3.55 1.67 0.30 

1.58 3.07 -11.98 

0.26 1.13 -3.96 

0.15 

0.82 

0.59 

2.87 

Por outro lado, ao vetor u f'oram adicionados vários 

elementos novos. Estes elementos 
.. 

sao armazenados a part.ir da 

u 

~--- ~ 
-0:57 I -3.36 -0.30 -1.00 -0.33 0.29 -0.33 -1.33 -0.09 I 

L u[ufirnf-1--------------------------' 

Para conhecer a posição <linha. e coluna) dos ele:ment.os 

de u,. e as per-mut..açÕes ocorridas na atualização, ut.ilizamos o 

veto1' upo.s, lembrando que os termos positivos em upo.s.p 

cor-respondem à eliminação de elementos de w <vide n~. II.4.2, 

pá~. 63) e os ne~ativos estão relacionados à eliminação de 

# ' elementos de L (f'ig II.4.3, pag. 66). 
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upos.x 9 8 3 5 6 7 8 9 

upox.y 10 10 10 10 10 10 10 10 

upos.p 9 8 -10 -to -10 -10 -10 -10 

upos[I J.p 

SEÇÃO 9 PASSOS DO SIMPLEX 

De posse da es~~u~u~a de dados, resta ainda, ao 

lei~o~, ~ornar conhecimento dos p~incipais passos do programa. 

Ist.o será. Ceit..o na. ordem nat..ural com que são execut..adas as 

subrotinas que os contêm e de acordo com um cl'i't.é:r-io de 

abr~ência, ou seja, jamais abordando uma rot.ina sem que ant..es 

tenham sido des:cl'ita.s aquelas que a requisitam e que estão, 

port.a.nt..o,. em nível superior. 

A figura III.3.1 apresen~a todas as rotinas 

elaboradas, indicando de uma :forma geral quem as requisita. 
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I 
I 

l 
LeDado: __ j 

r;;~~:::-l 
I o I 
LI P:r-inc i p;,~l ., 
----~---_j 

! 
__j__---r 

I 
! 

1 l l r, ___, 

Objet.i vo 1 I L _j 
Ciclo 

i ' i 
I ~---__,k __ l 
L... No v aFat.o:r-acao I L ____________ ~ 

r ____ L ___ , 

i Objet.ivo2_j' 

L-----~--
1 

' I 
---~ ' 

,----i ,----_1-
,-----------, ) I 
' I ' ! I I I 
) QuemEnl:.:r-a I <--l l ___ ,L. ______ l 
L_______ 1 I O:r-denaCabas I 

I i ' : l_ ______ j 

I ' ' 
r 
__ _..______ I' 

' ' 

li I Fator:::__! I 
~-----~ -, I 

QuemSa í I <--i ' I 

L_ ________ j ~~ Gal:~:::JI __ -+l Calc_xl---->1 Ca7c_~j' 
I L________ ---r--_j L ___ _ 

~-------, I L_ 
j CalcTempo I~ ------~ 
L_ ______ _j I ~---- I --1 I 

I 
r-_,L ___ l ,----L---, ~-- _,j,_i 

,---------~ , L Bt.ZY I l_At.ua-~ izacao .Jl I BZY l L Cal cMem f .__.j --
1 
~--J 

1 
L ___ T_--l 

1 Lt.XY j' \ ut.zx j 1 LXY uzxj L__ L ____ , L__ _ __ _ 

.... \. 9 . III-3.1- D1..agrama. gero.t das rotinas do programa. 

~-
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E uma vez que a linguagem ut-ilizada é o Pascal, 

achou-se por bem empregar, na descrição de cada procediment.o, o 

que se chama de p.seudo-code <pseudo-código? pseudo-programa?), 

e que muit.o se assemelha com a linguagem, mas é :facilment.e 

compreendido, sem exigir nenhum conheciment.o específico. 

Comecemos, ent.ão, analisando como é execut.ada a 

Rot.ina principal 

Podemos resumir o algorit.mo geral do simplex a: 

1. Ler a mat.riz A e vet.ores b e c (dados do problema) 

2. Escalar a mat.riz A 

3. Criar a :função objet.ivo da :fase 1 do simplex 

4. Det.e1•minar a base inicial 

5. Decompor a base 

6. Repet.ir 

1. O ciclo do simplex 

7. At.é que não haja candidat-os a ent.rar na base ou que o valor 
da :função objet.ivo, z, seja igual a zel'o 
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8. Se z > O 

1. Então não há solução :facUvel para o problema 

2. Senão 

1. Passar a usar a :função objetivo original, c 

2. Eliminar as variáveis art.i:ficiais 

3. Repetir 

1. O ciclo do simplex 

4. A~é que não haja candidat.o a ent..rar-- ou sair- da 
base 

5. Se há candidato a entrar na base 

1. Então a solução é ilimitada 

2. Senão a solução Ót.ima :Ioi encont.~a.da 

Obviamente, os passos mais importantes e complexos do 

algoritmo acima precisam ser melhor descritos. Isto será :feit,o 

quando :forem comentadas as subrotinas: que a eles se re:ferem . Os 

nomes das rot.inas e os passos corr-es:pondent..es são dados no 

quadro III.3.1 abaixo. 
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Passos Procedi ment.o 

1 LeDados 

2 Escalamento 

3, 4 Objet.i vot 

6 NovaFat oração 

6.1, 8.2.3.1 Ciclo 

8.2.1 Objetivo2 

- Qu a.d r o I I :t. 9. i -

Procediment.o Ob jet.i vot 

Dado que a sub:rot.ina LeDado.s é pouco impo:rt.ant.e para 

nosso est.udo e que há neste capítulo uma seção pr6pria sobre o 

escalament.o, podemos começar a descrever as :rot.ina.s requisitadas 

pelo programa principal dado acima part.indo de Objet.ivot, cujo 

pseudo-code m~st.ramos a seguir: 

1. Para toda variável i 

1 Se esta for art.ificial 

1. Então seu custo .; 1 <cCi1 • 1) 

2. Senão seu custo é O <cCiJ • 0) 
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2. Par-a t.oda variável i 

1. Se est.a for artificial ou de folga 

1. Ent.;l;o ela está na base <nba.s[iJ = tr-ue> 

2. Senão está fora da base (nba.s[iJ = fal.se> 

3. Para t.oda variável i n;l;o básica 

1. O valor de xL é igual a zero <limCiJ = fal.se) 

Procedimen't.o Objet.ivo2 

Par-a mant.e.r uma ce:r-t.a coe:r-ência, ant.es de passar ao 

ciclo do simplex propriamente dit.o preferimos descrever como é 

feit.a a mudança de fases no programa, execut-ada por intermédio 

do procedimento Objet.ivo2: 

1. Eliminar as variáveis arUHciais do problema 

2. Substit-uir a função objetivo pela original do problema, c 

3. Recalcular 2 • ex 

O passo 3 desta rotina é executado pelo procedimento 

Calc_Z; dado abaixo. 
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Procedimento Calc_Z 

1. Fazel' 2 • O 

2. Pal'a t.oda val'iável i 

1. Se o seu limit.e infel'iol' é diferent.e de O 

1. Ent.ão somar a :e est.e valor mult.iplicado 9 por c 
i. 

3. Para t.oda variável - básica i nao 

1. Se est.a encont.ra-se em seu limite superior 

1. Ent.ão somar a z est.e valor mult.iplicado por c. 
' 

4. Para t.oda variável básica i 

1. Somar a z o t.ermo C,.%. 

' ' 

NovaFat.oraç:ão 

Imediatamente antes de fatorar a base, é preciso 

executar algumas instruçÕes relacionadas a est<> processo, mot.i v o 

pelo qual foi cl'iada a subrot.ina NovaFat.oração, que se resume a: 

3
Est.e passo é executado apenas uma vez. O valor do somatório é, 

.então, guardado pela variavel :einic. 
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1. Substituil' o índice da coluna que sai pelo da que entl'a na 
base 

2. 0l'denal' as colunas da base se~undo seus Índices 

3. Atualizar o número de colunas de cada bloco da base 

4. Eliminar os: regist..ros acrescen"t,a.dos 
colunas de L 

' as listas li~adas das 

5. Fatol'ar a base B 

6. Calcular a solução a.t.ual <resolver Bx • b e calculro' :a) 

7. At.ualizar as variáveis z..elat.iva.s ao 't,empo de execução e à 
memória disponível 

Os passos desta rot. .. ina que requisitam outros 

pl"'ocediment..os são: 

_______ P __ as __ s_o __ s---------~~----p_., __ o_c_e __ dim~ 

I 

2 Ordena C abas 

5 Fat.ol'ação 

6 Calc_X 

- Qua.dro XII. 3. z -

Destas subrotina..<;;, Fatoração será objetivo de uma 

seção específica, a de númel'o 4 deste capítulo, donde resta 

124 PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANGULARES E FATORAÇÃO LU 



ainda comentar sobx-e OrdenaCabas e Calc_X. Assim sendo: 

Procediment.o OrdenaCabas 

Este px-ocedimento extremamente simples consiste em: 

1. Arranjar as colunas da base por ordem crescente de seus 
Índices, usando um método de inserção <Inser-tion Sor-t) 

Procedimento Calc_X 

1. Copiar no ve~or r o ve~or b 

2. Para toda variável i 

1. Se esta variável está em seu limite superior então 

A 
gup 

1. Fazer r • r + . . x. 
' ' 

3. Resolvex- B.x = r 

4. Calcular z 

Est.e procedimento, como tantos out.:ros, também 

x-equisita al~umas x-ot.inas, as quais encont.ram-se enumex-adas no 

quadro abaixo. 
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Destas 

Passos 

3 

4 

Procedimento 

BZY 

Calc_Z 

- Quo.dro III. S. 9 -

sub:rot.inas, o procedimento Calc_Z já f" oi 

descrito e BZY pode ser encontrado mais adiante, na seção 6 

deste cap f tulo. 

Sub.-ot.ina Ciclo 

Finalment.e chegamos ao ciclo do simplex propria.ment.e 

dit.o~ parot..e cr-ucial do pr-ogr-ama.. P1 .. ocurare-mos, .aqui, dar- uma 

noção mais pr-át.ica de como é in1plement.ado o algorit.mo que já foi 

apresent.ado na seção 2 do capítulo segundo. Em resumo, t.emos: 

que: 

1. Inc:rement.al"" o númer-o de iterações, niter 

2. Se niter- ult.~"apassa o máximo permit..ido 

1. Ent.ão parar- o pro~rama e acusa1... f:racasso 
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3. Encont.:ra:r os mult-iplicadores À (resolver BTÀ • C ) 
B 

4. Decidir qual variável irá ent.rar na base 

5. Se exist.ir ao menos uma candidat.a a ent.rar, ent.ão 

1. Resolver B.y • A 
ent 

2. Decidi:r qual variável h-á sair da base 

3. Se houver ao menos uma candidat-a a sair, ent.ão 

i. Se o número de at.ualizaç(:;es consecut-ivas t.iver 
excedido o máximo ou se llb-Axll f"o:r maior que o 
t-olerável ou o t.empo da Últ.ima at.ualizaçào t.iver 
sido muit.o ~:rande ou a memória disponível t'or 
insu!"icient.e para uma at-ualização 

1. Então fazer uma nova fa~oraçã~. da base 

2. Senão at-ualizar a base 

A sub:rot.ina Ciclo I'<>quisit.a várias out.ras 

de hábit.o, <estão resumidas no quadl'O III.3.4: 

,.-------------,-----------------------, 
! Passos -----+----;rocediment..o J 

3 I Bt.ZY I 
4 I QuemEnt..ra 

5 .i BZY 

5.2 

5.3.1 

5.3.1 

5.3.1 

5.3.1.1 

5.3.1.2 

QuernSai 

Cal c Norma 

CalcTempo 

Cal cMem 

NovaFat.oração 

At.ualização 

- Qua.d r o I I I. 9. 4 -
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A seguir descreveremos as: s:ub:rotinas QuemEntra, 

Quem.Sai, CalcNor·ma, CalcTempo e CalcMem. 

comen~adas nas prÓxímas seçÕes. 

}'rocedimento QuemEnt.ra 

As demais 
~ 

ser ao 

Est..a é a rotlna que executa o t.este de otimalidade do 

simple><. 

A despeito de out.ras 
~ 

opçoes event.ualment.e mais 

inte:ressant.es, opt.ou-s:e por' implem<"nt.ar o crité:rio de Dant.zig 

pal'a a seleção da coluna que ent..ra na base, de f'o1:"'ma que se 

possa t.er unta compal:"'açâo 1-:u::.nt:~st.a com os out.ros algol .. it .. mos 

descrit.os na seção 3 do capf.t.ulo prirneiro, pois t.odos adotam 

est.a estratégia. 

Assim, deveJnos: 

1. Fazer I" (menor custo reduzido encontrado) igual a O 
me r. 

2. Para cada coluna i de A 

1. Se est..a coluna não é básica,. ent.ão 
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1. Calcular J..l. = c. - ii..A 
' ' ' 

2. Se J..l, < J..l . e x. est.iver no limit.e inferior 
... mt.n 1. 

1. Ent.ão esta será a coluna que entrará na base 

2. Senão se 

superior 

e X. 

' 
estiver no limite 

1. Ent.ão esta será a coluna que ent.rará 
na base 

Procediment-o QuemSai 

Aprês:enta.Z"emos: agora a ro1:..ina que execut,a o t.est...e da 

~ 

razao para a escolha da componente que sai da base~ 

a qual sugestivamente denominamos QuemSai, e que consiste em: 

1. Atribuir 00 a 

2. Se a variável 

1. Ent.ão 6 

2. Senão 6 

v 
a a.i. 

que 

.. 1 

.. -1 

(menor valor obtido no t.est.e da razão> 

ent.ra na base, x , vale O at.ualment.e 
<>nl 

3. Para t.oda componente i da base 

1. Se y. "" O então 
' 

1. Se 6.y, > O 
' 
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1. Ent.ãa se 

1. Ent.ão a variável ·i. deverá deixar a base 

xsu.p - X 

2. Senão se 
L L 

---~y--1-- , 

1. Ent.âo a variável i dever•á deixar a base 

4. Se o limite superio1"" da. variável que deixa a bast~ ror 1neno:r 
que v . ~ ent.ão 

5. 

90.L 

1. Mudar o limi t.e da candidat.a a ent.rar na base (do 
limit.e interior- par-a o superior ou vice-versa) 

2. Fazer v i~;ual ao limit.e da val"iável que ent.r-a na 
S<n 

base 

Para t.oda val .. iável X 
i 

pert.encent.e à base 

1. Fazer- x. "' x. - ó:v 
\. \. 90.\. 

6. Se exist.e uma candidat.a, 1<, a sair da base 

1. At.ribuir a est.a var·iável seu limit.e mais próximo 

2. Fazer x = x + 6.v 
sa.-,. scn. sa\. 

Função CalcNorma 

Vejamos como calculai' 

menox- que o permit.ido: 

li b - Ax 11 e verif'icar se <>st.e valor é 
00 

o, 
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1. Atr-ibuir zero à variável norma 

2. Para ~oda componen~e i da base 

1. Calcular-

2. Se este termo for- maior que norma 

1. Então atribuir a norma tal valor 

3. Se norma f"or- maior que uma tolerância 

1. Então CalcNorma • true 

2. Senão CalcNorma • f"alse 

Função CalcTempo 

Para determinar se vale a pena, sob o pont.o de vist.a 

do t.empo consumido pelo prot;rama, ref·at.orar a base numa 

de~erminada iteração do simplex, det'inimos um !"ator de economia 

(que será devidamen~e desc:r·i~o ao final do capi~ulo), que é 

menor que a unidade nos casos em que a atualização é fortemente 

l'ecomendada. 

A decisão acer-ca da conveniência de uma nova 

íat.oração da base é tomada por esta íunçâo, que se I'esume a 

~ 
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1. Calcular o :fat-ol:' de economia de t-empo 

2. Se est-e fat.or for menor que 0.999 

1. Ent.ào 

1. CalcTernpo • false 

2. Senão se acabamos de execut-ar CalcNorma ou se o fat.or 
e menor que o da it-eração ant-erior 

i. Ent.ão CalcTempo • :false, C pode ser feita uma 
atualização) 

2. Senão CalcTempo ~ t..:l"ue, <é pr-eciso r·efat.ol:'ar a 
base) 

"' Funçao CalcMem 

Finalment-e, para verifica!' se há memÓria su:ficient.e para 

urna nova at.uali2ação~ pr-ecisamos~ 

1. Verificai' a disponibilidade de memÓ1•ia 

2. Se o espaço exist.ent.e foi' suf'icient.e para uma at-ualização 

1. Ent.ao CalcMern = f'alse 

2. Senão CalcMem • t.rue 
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sEçÃo • A FATORAÇÃO DA BASE 

Nesta seção veremos como é t'eit.a a decomposição da 

base nas mat.rizes t.riangulares L e U. O procediment.o que execut.a 

est.e passo chama-se Fatoração,. e podemos decrevê-lo com o 

auxílio do pseudo-code abaixo. 

1. Para t.odo bloco h entré 1 e nbloc 

1. ~ 

Indicar no vet.or cpos que nao foi t'eita ainda nenhuma 
permutação 

2. Para toda Unha i do bloco h da base 

1. Copiar a linha i da submatriz restante de B para 

o vet.or U,. levando em constde:raçáo as permutaçÕes 
efetuadas nas iteraçÕes anteriores 

2. Aplicar nes:'La linha os í"at.ores das linhas 
superiores 

3. Escolher como pivô o elemento de maior valor absQ 

Jut.o da linha <que diremos est.ar na coluna pivo) 

4. Se o pivô for igual a zero 

1. Ent.ão parar o programa (a base é singular) 

5. Permut.ar os element.os das colunas i e pivo de U 

6. Permutai' t.ambém cpos[·i.J e cpos[pivol 

7. Guardar o elemento pivô na posição l 
" 

~ 
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2. 

3. 

8. Fat.orar o rest.o da linha i (fazer u. = -u /U 
~J iJ li' 

para j = i+1, .. ~, t.coD 

9. Copiar a coluna i da submat.riz rest.ant.e de B para 
L, considerando as permut.ações já efet.uadas 

10. Aplicar, nest.a coluna i, os fat.ores das 
ant.eriores <l.. • l . + l.k.uk., para j)i e k<D 

J'l. J1. J \. 

linhas 

Para t.oda coluna j que rest.ou do bloco h se est.e 
f'or quadrado 

~ na o 

1. Guardar em icn o Índice da coluna da base que 
est.á na posição j (dado por cpos[jl) 

2. Guardar em luest os 
relativos ao estoque 

elementos desta coluna 

Para cada coluna j da base que só possui element.os 
nulos no acoplament-o 

~-na o 

1. Guardar- em icn 
(cpos[j]) 

• o, 
a pos1çao da coluna na 

2. Guardar em luest os seus element.os 

base 

3. Copiar os dados armazenados em icn para o fim do vet.or cpos 

4. Para t.odo bloco h ent.re 1 e nbloc 

1. Para toda coluna j que sobrou à direit.a do bloco se 
est.e não for quadrado 

1. Aplicar nos <>lement.os das linhas do acoplament-o 
desta coluna (~ua.rdados no vet.or- luest) os 
f'a-t.o.res das linhas superiores (já calculados) 

5. Para toda linha de acoplament-o i ent.re 1 e nlest-1 

i. Escolher o pivô 

2. Se o pivÔ t:or nulo 

1. Então parar- o programa <a bas<> é singular) 

3. Permutar os elementos das colunas tlin+i e tlin+pivo 

4. Per-mut.ar cpos[tlin+il e cposCtlin+pivol 
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5. Permut.ar icnCiJ e icnCpivoJ 

6. Fat.orar a submat.riz rest.ant.e de B 

6. Para t.oda component.e i de icn, i ent.r-e 1 e nlest 

1. Encont.rar h t.al que icnChJ • i 

2. Fazer icnCiJ • k 

~ 

SEÇAO !S A ATUALIZAÇÃO DA BASE 

Uma vez dispondo da base decompost.a em uma it.el'ação 

ant.e:rioi" do simplex, podemos at.ualizá-la <evit.ando uma 

re-t'at.oração> se!>;uindo o al!>;ori t.mo abaixo. 

1. Increment.ar o númel'o de at-ualizações já realizadas 

2. Resolvei"' w T .U • e T 
SO.' 

3. Descobr-ir a últ.ima posição não nula de w, que chamamos cult 

4. Criar uma list.a li!>;ada com os element.os: da coluna cult de L 

5. Para t.oda coluna i em que w. >" O .• part.indo de cult-r at.é 1 • 
1. Se 

~ 

"' cull < "'· ' 
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6. 

7. 

1. En~âo vamos zerar w t 
cu l 

2. 

3. 

4. 

5. 

Somar a 
T 

w .e 
cult cult 

Subt.rair 

1. Criar uma nova ma~riz Uk cujo elemen~o 
~ 

na o 
k 

nulo acima da diagonal é u. "" -w /w 
~.cuU cult i 

2. At.ualizar a coluna L 
cull 

de L, f'azendo 

L • L - L .w /w 
cu l. t cu l t i cu L t i.. 

3. Permut.ar as colunas L. e L 
\. cutt 

4. Armazenar a permu~açâo <upos[kl.p = i) 

Senão vamos zerar w· ,. 
1. Calcular uk • -w /w 

i_.cuLt i cutt 

2. At.ualizar a coluna L. de L, f'azendo 

., L 
' 

- L .w /w 
cu l t L cult 

' 

3. Fazei' upos[J<J.p=cult <não houve permut.açâo) 

Armazena:r valor de 
k 

u[ufimf+l!<l o u em 
t,cult 

Armazenar sua linha <upos[J..:J.x = i) 

Armazenar sua coluna <upos[ 1!<1 .y = cult) 

L a coluna que ent..ra na base multiplicada por 

de L a coluna que sai da base mult.iplicada pelo 
mesmo t.ermo 

8. Subs:~it.uir o Índice da coluna que sai pelo da que entra na 
base <cabas[sail = ent) 

9. 
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Para toda linha ·i em que l "' O, ·i. enLre 1 '" cult-1 
t~cult 

1. Se l 

1. 
' ' ' 

< f.i.l. 
1 

(f.J e uma t.oler-ância, no caso f1•10) 
t.,cud. 

Ent.ào vantos ze:ra:r l 
t.,cult 

1. Cr-iar uma nova mat...riz Uk cujo element.o 
k 

nulo supra-diagonal é u • -l /l 
l.,cult i.. .. cu L t i., i. 

~ 

na o 

2. At.ualizar a coluna L 
cult 

de L, f'azendo 

L "' L - L .l . /l 
cu l t cu l t i. \. .. cu l t i.,i. 
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2. 

3. 

4. 

3. Fazer- uposCkl.p=-cult <não houve permutação> 

2. Senão vamos zerar l. . 

1. 

2. 

3. 

' . ' 
k Calcular- u • -l /l 
i.,cult. t , i. i, cult 

Atualizar a coluna L 
l 

L. • L. - L .l /l 
t. 1. cu 1. t i. , i i.~cult 

de L, 

Permutar- as colunas L e L 
\. cult 

t'azendo 

4. Armazenar a per-mutação <uposCkl.p = -i> 

Armazenar valor- de 
k 

uCufimf+kl o .... em 
t.,cult 

Armazenar sua linha <uposCkl.x = i) 

Armazenar sua coluna <uposCkl.y = cult> 

O passo 2 desta rotina requisita o procedimento UtXY, 

que sex'á descrito na próxima seção. 

~ 

SEÇAO 6 RESOLUÇÃO DE SISTEMAS 

Dadas as matrizes L e U atualizadas, vejamos como 

resolver 
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Sist.emas do t.ipo B.z ,. y 

Nest.e caso, o pseudo-code será 

1. Resolver L.x - y 

Z. Resolver U.w = x 

3. Fazer- z • P .w (:z 
cpos(\.] 

= x., para i • 1, ... , tcol) 
L 

Onde o passo 1 é execut.ado pelo procediment.o LXY e o 

passo 2 por UZX, f'ornecidos abaixo. 

Procediment-o LXY 

1. Fazer x ,. y 

2. Para t.oda component..e j da base, começando por j • 1 

1. Fazer x • x/t 
J J j,J 

2. Para t.oda componente i da base, i > j 

1. Fazer x a x 
L L 
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Procedimen~o UZX 

1. Para t-odas as mat-rizes Uk acrescen~adas 

part-indo da Últ-ima 

1. Seja ut • upo.s:Ckl 

2. Se ut.p < O 

1. Ent.ão t.ermo soma1."' a X o X 
ut..y ut.x 

2. Senão t-ermo somar a X o X 
ut..x ut. y 

3. Se ut.p .. ut.y 

1. Ent.ão permut.ar x e x 
ut.p ut.y 

at.ualizaçê>es, 

k 
.u 

ul. x,ut. y 

k 
.u 

ut. x.ut. y 

2. Para t.oda component-e i da base, começando pela Últ.ima 

1. Pa:ra t.oda component-e j da base, .i > i 

1. Fazer x. • x. + x .. u . . 
\. t J lJ 

Sistemas: do t.ipo BT.z • y 

Pa,,a sist-emas que envolvem a t-ranspost-a da base 

~aremos que: 
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1. 

2. 

3. 

T 
Fazer- x • P y <x = y . , par-a i • 1, ... , tcoD 

\. cpoS(\.3 

T 
Resolver- U .w • x 

Resolve :r L T .z = w 

Aqui, as subr-otinas que executam os passos 2 e 3 

:respectivamente, UtXY e LtZX. 

Pr-ocedimento Ut.XY 

1. Par-a t.oda component.e j da base, começando por- j ,. 1 

1. Par-a toda component.e i da base, i > j 

1. FAzer- x. "' x. + x .. u .. 
' ' J lJ 

~ 

sao, 

2. Par-a t.odas as mat.:rizas Uk acrescent.adas nas at .. ualizaçÕes, 

140 

partindo de k = 1 

1. Seja ut = upos[k] 

2. Se ut.p "' ut.y 

1. Ent.ão pe:rmut.a:r X 
u l. p 

3. Se ut.p < O 

1. Ent.ão somar a x 
ut. y 

2. Senão somar a x 
U l, X 

e x 
ut. y 

o t.e:rmo 
k 

X • .U u ..... x ut..x,ul.y 

k 
X .U 

ut..y ut. x.1Jt. y 

~ 
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Procedimento. LtZX 

1. Para toda componente j da base, começando pela última 

1. Pa.ra toda componente i da base, i > j 

1. Fazer "· .. "· - x./l. 
J J ' l..j 

2. Fazer X. -x/l 
J J jlj 

2. Fazer :2 .. " 

~ 

SEÇAO 7 ESCALAMENTO 

Sabemos que os erros de a~redondam&n~o quê se acumulam 

sobre os valores dos elementos das matrizes triangulares durante 

a decomposic,~o ou atualizaç~o da base -sao propor•cionais à 

magnitude destes mesmos element..os. Assim, at..é a melhor 

estratégia de~ pivoteament.o poderá falhar se os elementos da base 

tiverem valor•es (em mÓdulo) muito discrepantes. 

O art.it'Ício comumente empregado para cont.ornar isto 

consiste em escalar a matriz tecnolÓgica do problema antes de 

resolvê-lo, ou seja, dividir seus element.os por certos valores 
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de forma a permit..ir que haja uma maior uniformidade ent..re 

else quando part..iciparem das decomposiçÕes. 

O mét..odo de escalament..o mais popular é denominado de 

equil{brio e consist..e apenas em dividir cada linha (ou coluna) 

da mat..riz pelo seu element..o de maior valor absolut..o. 

E, a despeit..o de exist..irem out..ros mét..odos 

comprovadament-e melhores que est..e, preferimos adot..á-lo aqui em 

virt.ude de ter sido ele empre(;ado junt.ament..e .aos 

algorit..mos com os quais o que expusemos será comparado no 

capít..ulo que se seg-ue. 

Assim,. ÍI"emos apenas escalar a mat..riz t..ecnolÓgica por 

linhas, segundo o pseudo-code abaixo: 

1. Para cada linha i da matriz A 

1. Encont..rar o element..o de maior valor absolut..o, esc[i} 

2. Dividir t..odos os element..os da linha por esc[iJ' 

3. Dividir o t..ermo correspondent-e no vet..or b po:r esc[i} 

4. Para cada variável de í-olg-a das rest.r-içÕes c.a.J.'"lalizadas 

1. Se est..a variável corresponder à linha i 

1. Dividir os valores de seus límit..,es inferior 
e superior por esc[i} 

2. Encontrai' o elemento de maior valor absolut..o da :função 
objet..ivo, denominado ctobj 

3. Dividir os element..os da !'unção objet..ivo por ctobj 
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SEÇAO 8 COMENTÁRIOS ADICIONAIS SOBRE A ATUALIZAÇÃO 

O uso contínuo de um processo de atualização da base 

produz e:t'eit.os nada desprezíveis sobre o comportamento e o 

desempenho geral do simplex. 

Al~;uns destes efeitos 
~ 

sao inerentes ao algoritmo 

utilizado, mas existem também aqueles que são fruto de decisÕes 

tomadas quando do desenvolvimento do programa de computador. 

Ap.enas para exemplificar, citemos a grande variedade 

de estruturas de dados passíveis de serem adotadas, induzindo, 

em cada caso .. um maior ou menor consumo de memória e de t.empo. 

Tantos outros pontos dúbios f" oram tratados com 

superficialidade e brevidade ao longo do texto com o objetivo de 

evit.ar que sja ent.endesse o empre~o de uma ou ou~ra alt.ernat.iva 

como algo intrínseco ao algoritmo qu<> a cont.ém. 

No ent.ant..o, o moment.o parece, ag-ora, oport.uno para 

retornarmos a alguns desses pontos, justif"icando, em cada caso, 

a adoção de uma opção det<>rminada. 

Cornecemos analisando os limi t.ant..es que podem ser 

adotados nos pivoteamentos feitos na atualização, descritos ao 

t'inal da s<>çã<> II .4. 
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Determinação do primeiro limit.ante da atualização 

No item relativo às Estratégias de pivot.eamento da 

seção II.4, dois eram os limitantes ut-ilizados durant.e a 

t.ransf'ormação da base atualizada em novas mat.rizes t.r•ian~ulai'es. 

o primeiro deles: era empre~ado quando querÍmos 

eliminar os element.os não nulos da primeira linha da matriz 

Dadas as colunas k e m desta matr-iz, com rn situada. a 

direit.a de (veja a 

T 
alt.ernat.ivas para t.ornar nulo w : 

k 

w 
Fazer 

~ k 
I L -L L 

k k <O m 
m 

w 

I1.4.4>, existiam, ent...Êio;, duas 

' ou 

Fazer l: L 
m 

Lk per-mut.ar colunas k = e as m e 
wk m m 

A decísão por uma delas era t..omada em f"unç~~o do termo 

1-1 = w /w 
k m 

<III.7.1> 

ao qual associamos: um limitante JJ., de t.al forma QU4? a pl"'irneira 

opção .era adotada se e som.ent.e se f..J. < f..J.· 
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Analisemos, agora, quais poderiam ser as conseqüências 

do emprego dle di versos valores deste limitante. 

' ~ Os res1.duos na soluçao de sistemas 

Atribuídos alguns valores arbitrários para ~-'• !'oram 

f'eitas expez•iências aleatórias nas quais diversas atualizaçÕes 

eram executadas sucessivamente, de modo a permitir que se 

evidenciasse, em cada caso, o ef'eito progressivo destas sobre os 

erros de arr·edondamento encontrados na resolução de sistemas. Os 

resultados estão expostos nos gráf'icos III.7.1 e III.7.2. 

E se reza a teoria que os melhores resultados ~ 

sao 

obtidos para valores de 1-' próximos de 1, este !'ato f'oi, de uma 

f'orma geral, observado, embora o menor resíduo encontrado 
~ 

na o 

tenha correspondido à curva de 1-' "' 1 durante todo o t.empo. Mas 

parece claro que, como comportamento médio, os erros tendem a 

aumentar quando nos aproximamos dos 

limi tant.e 
4 

. 

.. 
Observa-se que nos casos em que < 

pivot.eament.o é favorecida,. 

.maior que a unidade. 

situação que 

~ 
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valores ext.:r-emo:s 

1 a segunda ~ opçao 

se invert..e quando 1-' 
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~4 
m 
Q) 

o 

X 
o 3 
L 
L 
Q) 
~ 

O"> 
o -z 

1 

/ 
~ 

RESIDUO E~ B.z = y 
e7n funcao do termo '7nu' de Calc_Ltil 

Í" 
o 

o r- "•'• - -

I I 
i 

;, ~>. ""'- I 

/; tJJA 
l ;, /v " 

-=="" ' 
I 

atualizacoes 

RESIDUO E.M B.z = y 
e7n fu:ncao do termo '7nu' de Calc_Ltil 
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.05 
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.20 

.50 

1.00 

5 ,--------------------------·J -- lnf. 
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----.4 
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Q) 
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X 
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L 

<o 
~ 

O"> 
o 
-2 
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~--------------·_j 
atualizacoes 

or<ifi.coe III. ?. 1 e III. 7. 2 
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O aumento da matr-iz L 

No que diz l"espeit.o ao aument.o especf:t'ico do númel"o de 

element.os não nulos de L, podemos espel"al" que, à medida em que 

as at.ualizaçÕes se sucedem, est.e sejê menor- pêr-a valor-es muit.o 

pequenos de ~-'• ernbol"a :t'reqüent.ement.e isso não seja observado. 

as nossas exper-iências most.ram, 

sur-pr-eendent.ement.e, um comport.ament.o muit.o melhor que o pr-evist.o 

para 11 ent.re, O e 0,5 e para 11 • oo <gr-á:t'icos III.7.3 e III.7.4). 

Nos casos em que 1-1 < 0.5 nenhum element.o não nulo :t'oi 

criado em qualquer at.ualização, quando se esper-ava um aument.o 

mesmo que discret.o da mat.riz. Da mesma :t'orma, o cresciment.o de L 

para 1-1 = oo :t'oi menor que o obt.ido para valores menores do 

limit.ador. 

Out.r-a surp:roes.a. f"oi o fat.o do pior :r-esult.ado t..er- sido 

obt.ido para 1-1 • 1, o que, mesmo não sendo os dados su:ficient.es 

para que possa t.irêl" conclusÕés: definit.ivas, 

cont.ribui pal'a con:firmar a hipÓt.ese, avent.ada no capítulo II, de 

que não é possível assegurar que o consumo de memória pode ser 

reduzido em Jfunção da alteração dest.e limitador. 
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AUMENTO DE L 
e?n funcao do termo '?nu' de Calc__Ltil 
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Gr~fi.cos III. 7. 3 e III. ?. 4 
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O crescimento da matr-ia U 

Também foi analisado o efeit-o da val'iação de 11 sobl'e o 

númel'o de element-os de U, est-ando os l'esult.ados expost-os nos 

gl'áf'icos II.7.Ei e III.7.6. 

Nest-e caso, vel'ificou-se que valol'es pequenos de 11 

cos1:,umam induzir um cresciment.o maior da matriz U~ o que se 

explica facilment-e pelo fat.o de que, quando se adot.a com mais 

fl'eqüência a segunda opção de pivot.eament.o, t.ol'na-se mais densa 

a coluna de L que, ao final da eliminação dos element-os de w, 

possui elemen.t.os não nulos acima da diagonal. 

É int.el'essant.e obsel'Val' t.ambém o compol't.ament.o quase 

lineal' do aument-o de U, bem diferent.e dos salt-os 

eldst.ent.es nc•S gNificos :r-efel'ent.es à mat.l'iz L. 

O tempo consumido em cada ciclo do .simplex. 

Com o uso da est.rut.ura de dados propost-a, que combina 

list-as ligadas com memÓl'ia est.át.ica, o t.empo de cada ciclo do 

simplex t.or-ntou-se menos sujeit.o a var-iaçÕes em :f'unção do 

limi t.ant.e como se pode deduzir dos gráficos III.7.7 e 

III.7.8. 

~ 
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E se podei' Íamos esperar que, a medida que 

aument-ássemos o número de element-os de L, maior :fosse o t.empo 

gast.o na at-ualização, est.e e:feit.o :foi bast.ant.e reduzido dada a 

facilidade com que s:e pode permut-ar colunas des:crit.as por list-as 

ligadas. 

Por sua vez, a resolução de sist.emas, que t.ambém. é 

afet.ada pelo cresciment-o de L e U, por consumir pouco t.empo, 

pouco cont.r-ibui u para uma .alt.eração global sign:lficat.i v a no 

desempenho do programa. 

O valor- adotado para o limitante 

Para preservar a "'st.abilidade numérica do problema e 

sem t.er como det-erminar ant-ecipadament-e o impact-o do uso de um 

det..,l'mi nado valor para est.e limit.ant."' sobre o consumo de 

' ' • i memor1a, opvou-se por empr-egar o valor . 

Deseja-se, corn isso~ cont.l"lbuir pai•a q-ue o númePo de 

atualizaçÕes sucessivas pe.r-m.i"tido pelo c:r·i1: .. ér·ío de f_~st.:::~bílid.~:,de, 

medido do p1•ocediment.o CalcNorn1a, seja maior, 

compensando um eventual aument.o indesejado das rrtat.riJ!.es. 

Além disso, o t.empo de execução do programa sot'reria 

mais com a necessidade de Íat.oraçÕes sucessivas ern virt.ude de 

p1•oblemas de est.abilidade do que em f'unção de matrizes 

li~eíramen"'Le maioT·es. 

~ 
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Cabendo salient..ar, ainda, que ~ 

na o se pode a:firmar, em 

:função do observado, que ut.ilizando o valor 1 t.eremos um maior 

consumo de memória sempre. 

Det.erminac;:ã<> do segundo limit.ant.e da at.ualizac;:ão 

O Últ.imo passo da at.ualização t.ambém consist.e em 

eliminar element,os de uma mat:.riz - Llt que, por sua vez, 

possui elemênt..os acima da diagonal em apenas uma coluna 

(digamos, a de Índice I<). 

A diferença est.á que, aqui, o uso de limi t.ant.es 

di:ferent:.es pode causar e:feit:.os bem diversos. 

Valores de 1-1 menores que 1, por exemplo, além de ~ 

na o 

melhorarem .at estabilidade, cost.umam provocar um consumo muit.o 

gr-ande de met'n.Ó:r-ia. 

Vejamos, ent:.ão, como se compol't.a o algol'it.mo quando 

variamos ";i ent:.re 1 e in:finit:.o. 
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O aumento do consumo de memór-ia 

Para este limitante, como íoi dito no cap { tulo II, o 

emp:r-ego de valor•es baixos está intrisecamente li1~ado a um 

aumento exa~erado da matriz L. 

Esta afirmação não t'ica tâo clara quando observamos os 

resultados experiment.ais <fii;uras III.7.9 e III.7.10). Eles 

apont.am, é ver-dade, nest-a dir-eção, mas não com t..ant.a evidência. 

At.-ibuimos isto ao fato de que os .-esult.ados muito 

ruins só ~ 

sao obt.idos em sit.uações ext,I .. emas, o que não costuma 

Quan1:,o ao crescirrlen'Lo de U, est.e ainda se dá at.I"'avés 

de cur-vas ba.st.a.nt.e suaves e sern que se obsel."'ve g.r•andie dispersão 

ent.re elas. Em cada at.ualização, as diíe.-enças no consumo de 

memória são devidas principalmente a alguns element.os da matriz 

L criados nas it.eraçÕes ant.el'iores. 

O tempo consumido no cicl.o do .simplex 

As diferenças encontradas no tempo consumido por cada 

ciclo do simplex somente podem ser atribuídas ao -numero e à 

posição. dos eleme-nt.os cr-iados nas matr-izes: tr-ian~ulares, 

pr-incipalmente em L. 
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AUMENTO DE L 
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Assim, para os casos: em que pouco cresceu es'La 

mat-riz geralmente para valores grandes de /1 menor será 

o tempo do ciclo. Esta conjetura é, de uma maneira geral, 

cont'irmada pelo grá:fico III.7.11. 

Os res{duos na resol'Ução de s·isternas 

Quant.o ao erros de arredondamento provocados na 

resolução de sistemas, também aqui a teoria suger·e que para 

t>eduz í -los devemos apelar o tradicional pi vot.eamento 

parcial, ou seja, :fazer 1-' • 1. 

O gt>álico III.7.12, mais uma vez,. most.1~a que isto 

ocor-re durant.e a maior parte do tempo. Apenas nas Últimas 

atualizaçÕes obser-vou-se um aument.o expressivo e inesperado do 

res!duo para tJ .. 1.,. o ~· que nao pudemos at:r-ibuir- a nenhuma causa 

evidente e que iremos t.rat.al' como :fenômeno at.Ípico. 

Mas,. convénl lembrar que os err-os de ar-1:-edondament.o 

t.ambém aument-am proporcionalmen~e ao t.amanho das ma1 ... r·izes,. donde 

não seria exag-ero espe1'.ar que,. para. valores mais baixos de J-J, 

houvesse um croesciment..o deles, a despeit.o do critério de 

estabilidade nos pivot.eament.os. 
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O valor adotado para o limitante 

Para nlat.(.-H" um equil:Íbr:lo entr-e consumo de memória e 

est.abilidade numérica, resolvemos adot.ar o valor 10 para o 

limi t.ant.e, valor est.e que t.ambém t.em sido recomendado em 

casos semelhant.es por diversos especialist.a no assunt.o. 

Com isso, t.ent.amos evit.al"' as sit.uaçÕes ext..r·emas em que 

as rnat.rízes crescem enormement-e, sem contudo permit.:ir erros de 

arredondamento capazes de comp1•omet.er nosso algoritmo. 

E e int.er-ess:ant..e con:fer-ir, apenas como cux .. iosidade,. 

nos Últimos ~ráf1cos, os result.ados referent.es a est.e valor. 

Determinação da freqüência das ;: at,oraçÕes 

Uma. Úl'Lim.a pPeocupaçào que nos ocorr-e-u ao .escrever o 

programa diz respeit.o à de~:::.tsú~o que~ a cada. ciclo do simplex~ 

deve sei" t.omada ent..re atualizar a base H relat.orá-la. 

A pr-imei1 ... a vist..a,_ pai"ece-nos razoável evit.aJ:-o ao máximo 

a :f'ai:..ol"'açã.o, rnas: have:~"'á um morr1ent.o em que elo::. pode s:e:r-

convenient..e ou Jnesmo necessária sa:.!' consider·armos que 
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I Pode não eldst.ir memória disponível pat'a armazenar os 

element-os que serão criados durant.e a at.ualização; 

Os resíduos encont.rados na resolução dos sist.emas 

podem ser excessivos; ou 

3 Uma nova at.ualização irá provocar um consumo maior de 

t.empo pelos próximos ciclos do simplex. 

Dediquemos um pouco mais de at.enção a cada um dest.es 

pont.os. 

Os res{duos encontrados na resolução de sistemas 

Em nosso prog-rama, os erros de arredondamento ~ 

sao 

veri:ficados a cada 10 at.ualizaçÕes, o que si~ni:fica que, ao :fim 

dest.e int.ervalo, det.erminamos o maior resíduo absolut.o 

encont.rado no cálculo do vet.or solução do problema e o 

comparamos com um limit.ant.e pré-est.abelecido <que depende da 

precisão do c:omput.ador), re:fat.orando a base sempre que est.<> :for 

ult.rapassado. 

Est.e crit.ério t.em garant.ido bons result.ados do pont.o 

de vist.a e é de uso corrent.e, donde nos abst.eremos de 

det.alhá-lo. 
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o tempo casto pelas atualizaçÕes 

Por sua vez, o tempo consumido em cada ciclo do 

simplex merece um estudo mais aprofundado, pois afeta 

diretamente o desempenho do algorit-mo. 

Pre:feri.mos,. ent.ão, l.'ea.li.zar novas experiências? agora 

com pr-oblema~ reais,. para t.ornar possível det..erminaJ."", con1 mais 

certeza, o melhor momento para uma nova fatoração. 

Primeil"'ament.e,. elabora.tnos: o gr·áfico HI.'1.13, que 

ilustra a economia relativa obtida pelo uso de cada uma das 

at..ualizaçÕes sucessivas em !"unção do t.empo consumido por unta 

nova fatoração, para um problema cuja matriz tecnolÓgica possuia 

14 blocos e apenas 2 res~riçÕes de es~oque. 

Para tanto, a resolução áo problema foi dividida nas 

f' ases 'Lra.dícionais do s:implex
5

,. cada uma delas sendo t.ambém 

dividida ao meio. Conse€;uiu-se,, assim.... observar que o alg-orit.mo 

se comport.a de maneira diferent.e em uma e ou1cra fase. 

Na fase 1, em que a maioria das colunas que deixa a 

base cor-responde a var-iáveis .arot.ificiais~ as a'LualizaçÕes 

cost.umam fornecer uma economia quase constant.e, qrue decresce 

muit.o lent.ament.e em decor-rência apenas do aumento da mat:..riz U 

5
Na :fase 1 procuramos uma solução viável e na fase 2 a 

soluçã.à ót.ima para o pr·oblema. 
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(que pouco afeta as atualizaçÕes subsequentes). 

Já• na fase 2 a economia relativa se reduz bastante a 

cada iteração, ref'leUndo o crescimento da matriz L. 

Os: vales profundos do gráf'ico co:rr-espondem às 

iteraçÕes em que o vetor solução do problema é recalculado e que 

a norma do resíduo ' e verificada. Pode-se-á, nos gráf'icos 

seguintes, constatar o efeito destes procedimentos sobre o tempo 

de execução do ciclo. 

Passemos agora ao gráfico III.7.14, que mostra como se 

acumula, à medida que cresce o número de iteraçÕes, a economia 

global do programa obtida quando se evit.a ref'atorar 

continuament•e a base. 

Podemos ver que há um aumento rápido desta economia 

durante as primeiras atualizaçÕes, seguido de uma queda que está 

associada aos vales do ~ráf"ico 111.7.19. A par-t.ir de ent.áo as 

curvas corre•spondentes à f'ase 1 permanecem quase horizontais, 

enquanto as da fase 2 sobem lentamente mais um pouco, até 

decaírem também de forma quase retilÍnea. 

O gránco nos mostra, assim, que ao nnal das 9 

primeiras ite·raçÕes o emprego da rotina de atualização reduziu à 

metade, por exemplo, o tempo do programa na segunda parte da 

fase 2 do simplex, mas se continuarmos atualizando a base sem 

refatorá-la por mais 60 iterações esta economia diminuirá para 

pouco mais de 40 por cento. 
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ECONOMIA DE CADA ATUALIZACAO 
Problema com 14 blocos e 2 linhas de acoplarnento 

60~~ 
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--fase 1.2 
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ECONOMIA DE TEMPO ACUMULADA 
Problema com 14 blocos e 2 linhas de acoplamento 
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Somos levados a crer, assim, que em algum moment.o 

ent.re as it.E•raçÕes 10 e 70 deveríamos t.er refat.orado a base. 

Es-t.e moment.o det.erminamos at.ravés do seguint.e fatol' de 

economia de tempo: 

k 

m l T 
L 

1. = 1 

<Pk .. (111.7.2) 
m 

k l T 
L 

~:;:;-1 

onde k é o número de it.el'açÕes do simplex e1et.uadas a pal't.il' da 

Últ.ima fat.ol'ação, m é o Índice da Últ.ima it.eraçâo em que o fat.or 

foi menor qu<> 1, e T. é o t.empo gast.o na it.el'ação i. 
L 

Para exemplificai' como ' e obt.ido est.e fator, vamos 

,. .L ...... " "" supol' que estamos na tl'igesima i .. el'açao desde a ult.ima fat.ol'açao 

<neste período a base foi atualizada 29 vezes), t.endo o programa 

consumido de,sde então 325 segundos, ' ~ e a ultima it.el'açao na qual 

o valor de q> era menor que 1 foi a de número 19, ocorrida 210 

segundos desde a fatoração. Assim, o novo fat.or irá valer: 

(19x325)/(30x2:10), ou 0.913016. 

, "VÓ , 
Calculado apos cada atualizaçao , o fator <P sera menOI' 

quê 1 quando tiver sido convenient.e execut.á-la em lugar de uma 

• 
6 Para a prim,eira at.ualização consideramos que I< • 2 e m • 1. 
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ref'at.oração. Por outro lado, valoi"es muito maiores que a unidade 

indicam quê esta Última tornar-ia o al!!;oritmo mais ef'iciente. 

Fica claro, assim, que este !'ator 
~ 

na o determina 

antecipadamente qual alter-nativa deve ser adotada.. mas apenas 

indica a poster-ior-i 
~ se opçao escolhida ~ 

el"a ou nao a mais 

econômica. 

Os 1;ráricos III.7.15, III.7.16 e III.7.1'1 

most.:ram,. pa.I"'a. alguns exentplos de dimensÕes variadas,. os valores 

de <P a medida em que se sucedem as atualizações. Assim, por-

exemplo, par-a o pr-oblema com 14 blocos e duas .tinhas de est.oque, 

obser-vamos que na primeir-a part.e da :fase 1 pod<H'Íamos t.er-

executado 59 at.ualizaçÕes sucessivas ant.es de uma nova 

.... _. 7 "" ...... 
ret"at.oraçao . Ja na :fase 2 nao t.eria sido récomêr.dável át.ualiza:r-

a base por mais de 29 iteraçÕes sucessivas <um comport.ament.o 

coerente com os ~ráf"icos III.7.13 e IIL7.14). 

E apesar dest.e f"at.or se reierít~ apenas às :i.t.er·açÕes já 

ocor-ridas? t.emos a pret.ensào de empr-ef;á-lo para det.er-mi.nar como 

devemos ag-ir na pl'Óxima it.eração, como veremos a seguir. 

7 É int.eressant.e que nest.e caso é menos econômico 

at.ua.lizar- a base por 6S it.eraçÕes sucessivas do que f'azê-lo por 

apenas: 49 it.er-ações. Mas ainda assim a quinqüag•ésima a'lualização 

se jus"o:.H'ica, pois rp é menor que 1. 
59 
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Ii'ATOR DE ECONOMIA DE TEMPO 
Proble-ma co-m 4 blocos e 2 linhas de acopla-mento 

1.075 r----------~-----------------;,.-, -- ,,.. 1 

1 

o o 
"' 

atualiza coes 

o 
<O 

F'ATOR DE ECONOMIA DE TEMPO 

-- faae 2 

Proble-ma co-m 14 blocos e 2 linhas de acopla-mento 

1.075 ,--------------------------,--7"--,-- ,.....,. 1.1 

-- fase 1.2 

-- fase 2.1 

1.05 ~------------------f-----;;>.L....-----1 -- fase 2.2 

o 
N 

atualizacoes 

o 

"' 

Or~fi.com III. 7. i!S ê I.IL 7. üS 
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1.075 

1.05 

1.025 

1 

.975 

FATOR DE ECONOMIA DE 
Problema com 20 blocos e 2 linhas de 

o o 
N 

atualizacoes 

' Orafi.co li I. 7. 17 

TEMPO 
acopla:rnento 

o 
"' 

1.1 

f<>OG 1.1 

fase 1.2 

fase 1.3 

fase 1.4 

fase 2.1 

fase 2.2 

fase 2.3 

fase 2.4 

Podemos aproveit..ar os ~ráf"icos III.7.15, III.7.16 e 

III.7.17 acima para t.irar duas conclusões import.ant..es: 

I Em p:rime-i1"'0 lugar, considel'emos que a nor-mEt do r-esíduo 

encont..rado no cálculo do vetor solução do P1'oblema seja 

veri1icada ciclicament..e a cada iterações depois de uma 

1at..oraçào <ou seja, nas iteraçÕes v, 2v, 3v, et..c). Not..a-se que, 

nest..es: casos, o valor de 1> é muito alt.o (cor•r•espondendo aos: 

picos dos gr·áf"icos:), mas est.e t·at.o não deve ser levado em cont.a 

pois nas iteraçÕes subsequent.es 1> t,ende a diminuir; 
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Not•rnalmente quando ,P < 1, este comport-ament-o t-ende 
k-1 

a se l'epet..ir na iteração k, exceto no caso em que k • p.v - 1, 

p ., 1, 2, 3, ... <ou seja, se k ,. v-1, 2v-1, et..c). 

Com base nessas observaçÕes, :foi possível est.abelecer_, 

f'inalmente, o seguint-e crit-ério pal.'a a subst.it.uição de colunas 

da base <levando em cont-a apenas o f'at.ol' tempo): 

I Na itel'ação k+z, só executamos uma l'ef'atol'ação da base 

a) Se ,pk > 1 e ,pk > -~>k-1 e k "' p.v, p .. 1, 2, 3, ... 

Ou 1\ > 0.999 k 1, 1, 2, 3, 
8 

se e • p.v - p .. b) 

Em t-odos os demais casos damos pref'el'Êmcia à 

atualização. 

A memÓria consumida pelo altffor-itmo 

No que tange ao aument-o vel'iiicado no consumo de 

memória à medida em que se evita novas f'at.oraçÕes da base, 

observamos nos gráficos III.7.18 e III.7.19 que dUl'ant.e a f'ase 1 

ist.o 
~ 

na o chE,ga a constituir um problema, pois o aument.o de L 

cost-uma sel' insignif'icante ou nulo, enquanto o cl:'esciment.o de U 

se dá, como sempl'e, de :forma linear e lenta. 

• 
9
Ist.o é :feit.o pal'a que não seja calculada a norma do resíduo. 

~ 
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MEMORIA CONSUMIDA POR L NA ATUALIZACAO 

8000 

6000 

Proble-ma com 14 blocos e 2 linhas de acopla1nento 

l
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-- fase 1.2 
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ME1IORIA CONSUMIDA POR U NA ATUALIZACAO 
Problema com 14 blocos e 2 linhas de acopla1nento 

2500 r--------------------------,. -- 'hl~i 1.1 

I-- fase 1.2 
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o 
N 

o 
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orÓ.f\.cos III. 7. 1a e I I I. 7. 19 
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<X) 
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"' 

~ 
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MEMORIA CONSUMIDA NA ATUALIZACAO 
Problema com 4 blocos e 2 linhas de acoplamento 

2500 ~---------------------~ - ta .... 1 
! 
i- fase 2 
I 

2000 

I 

1000 I 

500 r--------·-------~~------------------~ 
o I --c;;;_-_-_ 

C> C> 
N 

o ,..., 

itero coes 

MEMO:RIA CONSUMIDA NA ATUALIZACAO 
Problerna com 14 blocos e 2 linhas de acoplamento 

9000 ~---------------------------------,, --- fOO'>G 1.1 

--fase 1.2 

2.2 -- fase 2.1 

-toso 2.2 

soco ~------------------------e--------~ 

iteracoes 

ar~fi..cos IJ.I. ·;. zo e III. 7. Z1 
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o mesmo 
~ 

nao se pode dizer da 2, onde o 

crescimen~o de L e U é acen~uado. Mas es~e ainda não chega a ser 

preocupan~e, pois es~á, como vimos, f'or~emen~e Jl'elacionado ao 

~empo gas~o pelo programa, e sabemos que dif'icilmen~e ma~rizes 

muito grandes induzirão atualizaç<ses rápidas. Pode-se inclusive, 

para verif'icar que is~o realmen~e ocorre, comparar a memória 

consumida em vários problemas reais, mostl'ada nos gráf'icos 

III.7.20, Ill.7.21 e Ill.7.22, com os gráncos relativos ao 

!'ator de economia de ~empo a que já nos ref'erimos. 

Assim sendo, ainda que a memória disponível ao f'inal 

da f'atoração seja pouca, não seremos !'orçados, a menos de casos 

excepcionais, a desistir das atualizaçÕes. 

O critério uMlizado para decidir se uma f'atoração é 

ou não nêcêssária por motivo dê espaço é empírico e consiste em 

verif'icar se a rnêm.Ória disponível para os elementos criados na 

a.t.ualização é capaz de ar-mazena:r- ao menos quat.ro vezes o n1Jmero 

de linhas da matriz, ca.c;:o em que op~aremos po>' es~a últ,ima. 

~ 

IMPLEMENT AÇAO COMPUTACIONAL 169 



MEMORIA CONSUMIDA NA ATUALIZACAO 
Proble?na co?n 20 blocos e 2 linhas de acopla?nento 
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, 
CAPITULO QUARTO 

RESULTADOS NUMtRICOS 

Ia there i.s there balm i.n Oi.lea.d? 

tetl. me teH me, I implore! 
Quolh lhe- R:aven. "Nevermore". 

EDGAR ALLAN POE 
(Zn: The Ra.ven> 

Muit.o já foi dit.o sobl'e como melhol' ap!'oveit.al' o 

mét.odo simplex quando se pi'et.ende resolver- pt-oblemas 

bloco-angulat-es. 

Rest.a-nos, ent.t-et.ant.o, comprovar se t.oda est.a t.eoria 

·pr-oduz, de t'at.o, result.ados animado!'es se compar-ados aos obt.idos 

pot- out.t-as pt-opost.as há muit.o suger-idas e já implement.adas com 

algum sucesso. 

Pacssemos, assi.m, t'inalment.e, à análise qualit.at.iva de 

nosso algorH.mo. 



SEÇÃO 1 DESCRIÇÃO DOS PROBLEMAS 

Para avaliar o desempenho do programa recém descrito, 

resolvemos compar-á-lo a dois dos algoritmos mencionados no 

capítulo primeir-o, um envolvendo decomposição - o de Rosen - e 

outro a estratégia das ~est ... l'içÕes 
1 

ativas , 

dispomos de implementaçê;es econômicas e eUcientes. 

os quais 

Cont.udo, as veY.sÕes que possuimos dest.es pr-ogr-aJnas são 

dedicadas exclusivamente à 

qual seremos :forçados a 

pr-oblemas. 

"" formulaçao de 

nos r-estringir-

"" raçoes_, motivo pelo 

a est .. a elas: se de 

Mas só decidimos nos submeter a esta apar-entemente 

inconveniente situação na certeza de que, com a boa variedade de 

modelos oriundos de situaçÕes 
2 

reais , est.ar-emos 

confiabilidade dos result .. ados experimen.t.aís obt.i.dos; 

aumentando a 

Apl"'esent.amos,. ent.ão, no quadro abai'-lú, um r-esumo dos 

problemas utilizados em nossa análise. 

!lPar-a o que cont..amos: com a i.nestl.mável colabor-ação da SOMA 

Sistemas, Otimização e Matemática, que nos cedeu, gent.Umenté, 

os programas. 

2 Novamente aqui é preciso fazer- uma pequena intet·r-upção para 

agradecer à SOMA que também forneceu os exemplos. 
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----------

PROBLEMA 1 2 3 4 5 

----------

DADOS GERAIS 
" 
BLOCOS 4 14 77 48 59 

LINHAS 
acoplament-o 2 2 7 9 4 

t.ot.al 58 222 1155 565 704 

COLUNAS 
originais 104 396 1543 972 994 

de :folga 54 208 1078 469 587 

t.ot.al 158 604 2621 1441 1581 

ELEMENTOS 1492 6264 23114 11351 11917 

----------R 

DADOS DOS BLOCOS 

L I NHi!1S 
mínimo 8 14 9 8 8 

média 14 16 15 12 12 

máximo 20 20 20 15 15 

COLUNAS 
mínimo 24 24 12 14 12 

média 26 28 20 20 17 

máximo 30 30 22 23 20 

ELEMENTOS 
mÍnimo 192 336 132 126 112 

média 373 477 300 236 202 

máximo 600 600 420 322 280 

-----------

Quo.dro IV. i. i- Probtema.s utitizo.dos no.s "' oomparaçoea 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

6 

10 

10 

147 

276 

413 

689 

3822 

8 

14 

20 

24 

28 

31 

192 

382 

600 
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Em t.odos os problemas, os blocos cort•espondem a 

formulaçÕes de ~ raçoes que são comercializadas no pa!s, assim 

como as rest.riçÕes de est.oque dos problemas 1, 3, 4 e 5 t.ambém 

se originam de sit.uaçÕes reais. 

Apenas os modelos 2 e 6 t.iveram o acoplament.o criado 

exclusivament.e para nossos t.est..es. Mas, mesmo em t.ais casos, 

devemos lembrar que, dadas as caract.eríst.icas desse t.ipo de 

r-est..r-ição, est..as poderiam per-:feit.ament.e cor-r .. es:ponder- a pr-oblentas 

reais. 

Feit.as est.as consideraçÕes, passemos aos result.ados 

obt.idos para cada alt;orit.mo. 

~ 

SEÇAO 2 RESULTADOS COMPARATIVOS OBTIDOS 

Para que hovesse uma padronização ef'.icaz, capaz de 

evit.ar desvios compromet.edores nos result..ados, os 

programas :foram esc.t ... i.t.os numa mesma linguagem - Turbo Pascal 

5.0 - e t.odas as e><:pr~riôncias f"e.it.as em um mesmo comput.ador -

um compat.fvel com o IBM PC-XT, com processador 8088 (de 4.77MHz) 

e co processador· mat.emát.ieo 8087. e 640 Kbyt..c~s de memória de 

rápido acesso. 
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Pello mesmo mot.ivo, sempre que possível, optamos por 

manter uma ~:rande semelhança em alguns pontos cruciais dos 

pror;ramas. Como claro exemplo disto, todos os alr;oritmos adotam 

o critério de Dantzil!; na detel'minaç>lo da coluna que devel'á enta:r 

na base. 

:f.eduzido, assim, as 

muito comuns, provocadas pol' detalhes que considel'amos menos 

importantes. 

Na t-abela que se segue exibimos, pal'a cada algoritmo, 

o tempo gast,o na resolução dos pl'oblemas (os valol'es s>lo dados 

em minutos). 

ALGORITMO RESTRIÇÕES ROSEN NOSSO 
ATIVAS 

PROBLEMA 
1 3.39 

2 26.27 

3: 599.25 

4 163.98 

6 91.98 

6 30.12 

Quadro IV.2.1.- Tempo de 

RESULTADOS NIUMÉRICOS 

ALGORITMO 

1. 63 2.37 

1 o. 13 26.96 

199.92 711.60 

102.70 202.99 

13.83 224.20 

33.79 21.60 

~ 

execuça.o dos di..ve-rsog a.lgori. lmoe 
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A part.ir dos dados do quadro IV.2.1 foi possível 

desenhar o gráfico IV.2.1. Nele o t.empo consumido por cada 

mét.odo f' oi dividido pelo valor obt.ido quando se adot.a a 

est.rat.égia das "" at.ivas, f' o r mar Índice 
, 

rest.riçoes para um que e 

t.ant.o menor quant-o mais rápido t.iver sido encont-rada a solução 

do problema. 

DESEMPENHO COMPARADO DOS ALGORITMOS 
2.5 

~ 
~ §§ Rosen 

2+-----------------------------------v//~ ______ __, 
~ ~ slmplex LU 

~ 1.5 +----------------f:~/'J------1 

~ ~ ~ 

.5 

1 

178 

2 3 4 

problema 
s 

- o.-..;.hc'O IV. 2. i -

6 
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"' SEÇAO 8 ANÁLISE 

Do quadro e do i!!;ráfico expost.os acima, a única 

conclus>lo absolutamente indiscutível que se pode deduzir é que 

n'>o exist.e um algoritmo que seja sempre melhor que os out.ros. 

S<> f'osse necessál'io def'ender qualquel' um dos mét.odos, 

sempl'e havel'ia um mínimo de 
~ 

:razoes capa2es de justif'ical' seu 

uso, embol'a, de uma f'ol'ma gel'al, o algol'itmo de Rosen tenha se 

mostrado sensívelmente melhor na grande ma.iol'ia dos casos, bem 

como tenha sido até cel'to ponto decepcionant.e o desempenho do 

programa que est.amos apresentando, particularmente no moment.o em 

que analisamos o pi'oblêma de númel'o cinco. 

a esta dif'{cH tal'ef'a compar-ai" o 

comportamento instável dos mét.odos <em vil't.ude, il~clusivê, do 

pequeno númtel'o de experiment.os) têntamos l.dent.if'ical' alguns 

f'at.ol'es capazes de inf'luenciar ou just.if'ical' o melhor ou pior 

desempenho de cada um deles: 

I Em pl'imei:t-o lugal', deve f'ical' clal'o que o pl'ogl'ama que 

ol'a estamos apresentando é o único que não f'oi elaborado 

exclusivament.e para os problemas de fo:t-mulaç>lo de 
~ raçoes. 
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Em !'unção de sua generalidade, um bom número de 

art.if'Ícios "' sao por ele evit.ados, sem que o mesmo acont.eça aos 

demais. 

Out.!'a !'elevant.e dif'el'ença exist.ent.e ent.re os pl'ot;ramas 

reside no f'at.o do algorit.mo de Rosen e o das rest.riçÕes at.ivas 

busca:rem a solução ót.ima !'&solvendo inicialment-e o subproblema 

compost.o ~enas J>elos blocos. SÓ depois de obt.ida a solução 

ót.ima para est.e caso, as rest.l'içÕes de est-oque são ac!'escent.adas 

e o pl'oblema é :resolvido int.egralment.e. 

Est.e procediment-o t.orna est.es programas mais rápidos 

quando aplicados à :formulação de raçÕes uma vez que, t.alvez at.é 

pelo pequ•!mo número de rest.riçÕes de est.oque exist.ent.es em 

"' , 1 comparaçao com o numero de b ocos, a solução do pl!'oblema sem 

acoplament-o encont.ra-se no!'malment.e, su:ficient.ement.e próxima da 

solução global. 

3 Um aument.o da banda de est.oque t.alvez seja su:ficient.e 

para que est.e result.ado se invert.a, pois, como const.at.amos 

acima, pa!'a um problema com 10 blocos e 10 rest.riçÕes de 

est.oque, o melhor algorit.mo é just.ament.e o que ora apt•esent.amos . 

4 Também .. 
na o devemos deixar de coment.ar que se 

obrigássemos o mét.odo de rest.l'içÕes at.ivas a t-omar como pont.o 

inicial. o mesmo vé!'t.ice que ut-ilizamos, muit.o provavelment-e seu 
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desempenho ir-ia pior-ar- cónsider-avelment.e. lst.o dar--se-ia po:rque, 

além dest.e a,lgo:rit.mo não incluir- uma at.ualizacão :rápida da base 

<re:fat.or-ando-a a cada it.er-ação>, o procediment-o que ele usa para 

descobrir a variável ou rest.rição que deixa a base é muit.o mais 

complexo e de·morado que aquele que descrevemos no capft.ulo III. 

4 Po1c out.:ro lado, o mét.odo que mot.ivou nosso t.:rabalho 

t.ambém possui uma desvant.agem que lhe é int,rínseca. Seu consumo 

de memÓ:ria, que evit.amos det.alhar- aqui, ser-á semp:re muit.o maior-

que o de um algo :ri t.mo que ut.ill.za uma mat.:riz básica reduzida 

<como o das r-est-riçÕes at.ivas) ou que 'empl'ega decomposição <t.al 

como o de Rosen). 

Todos est.es coment.ár-ios :Cazem com que acredit.emos 

se:r possível dist.ingui:r gr-upos de pl'oblemas em que algumas 

das boas ca••act.eríst.icas de um ou out.ro programa induzam seu 

empr-ego. 

Dest.a forma, esper-amos que o algorit-mo que 

apresent-amos seja bast.ant.e :recomendável quando o núme:ro de 

rest.:riçÕes de est.oque for g:rande, por exemplo, ou quando 

est.ivermos int-eressados em resolver problemas out.ros que 
~ 

nao o 

de ração, nos: quais o acoplament.o é menos esparso. 

Mesmo par-a a for-mulação de !'açÕes podemos espet'ar delê 

um desempenho sat.isf'at.Ór-io se os ingt'edient.es com t'est.t'ição de 

· est.oque est.ivet'em p:resent.es na maio:ria dos blocos. 
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Em divef'osos: out.ros casos especÍ:ficos, os algor-i'Lmos de 

Rosen ou das rest..riçÕes at..ivas se comport..arâo de forma mais 

convenient..e, em função do menor t..empo ou mesmo da pouca memória 

consumida por eles. 
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CAPÍTULO QUINTO 

UMA TENTATIVA DE ACELERAÇÃO 

Em uma cons:idê:r-ávêl dos 

bloco-angulares., o núme:r-o de :r-est.:r-iç<>es de acoplament.o é peqtieno 

em compa:r-açã'o ao t.ot.al dê linha..-. da mat.:r-iz t.ecnológica. Est.e é o 

caso, por exemplo, dos pl"oblemas de !"ormulação de I'açÕes, onde 

há, nol"malmêlrtt.e, um g:r-ande nume:r-o de blocos (ou seja, I'açêies), 

mas poucos ingredient.es com est.oque limit.ado. 

Como conseqüência dist.o, no . mét.odo simplex, a maior 

pa:r-t.e das at.ualizaç<>es da mat.riz básica é !"eit.a subst.it.uindo-se 

-colunas de um mesmo bloco. 



Par-ece,. assim, a primeira vis-La., ant.ieconôrnico 

execut.ar, nest.e caso, a cada pa.o;so do simplex, inúmeras 

~ 

operaçoes que envolvem blocos out.ros 

part.icipa diret.ament.e da mudança de base. 

que "' nao aquele que 

Procuremos, ent.ão, imal!;inar uma nova es:t.rat.égia de 

at.ualização e de resolução de sist.emas que seja capaz de 

explorar est.a caract.eríst.ica em proveit.o do t.empo de execução do 

programa. Com menos ênf"ase, est.abeleçamos a diminuição da 

memória exigida pelo programa e a melhoria da est.abilidade da 

soluçí:lo como objet.ivos secundários, uma vez que "' na o const.it.uem 

uma def"iciência de nosso algorit.mo. 

"' SEÇAO 1 INVESTIGAÇÕES PRELIMINARES 

Imal!;inemos, inicialment.e.. que a coluna que ent.ra e a 

coluna que sai da base pert.encem ao Últ.imo bloco da mat.riz 

t.ecnolÓ~!;ica. 

Analisemos:, ai!;Ora, as conseqüências dist.o sobre 
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A ref'at-oraç>iio da base 

Num caso como est.e, 
, 
e se :fácil percebe :r que, 

~ 

na por-çao pr-ecisarmos :r-e:fat.o:r-ar a base, bas:t.ar-á :razê-lo da 

matr-iz que co:r-:responde às colunas do Últ.imo bloco e às do 

acoplament.o, como vemos em dest.aque no el<emplo da :f'igu!-a V.1.1: 

0000 
0000 
0000 
00000000 

0000 
0000 
0000

00000 
00000 
00000 
00000 
CDDCCJ 

o o 
o o 
o o 
o o 

000 o 
000 O 
OOOil••• O 

•••• •••• •••• ODODOOCDDDDDDDCD••••••• 
DDODODDOCCDOCODO••••••• 
DDDDDDODODDODDDD••••••• 

F\.g v. f.. :1 - A bo.ae a. ael" refo.t.orct.d.a. 

Is1:.o , deco:r-:r-e do f"at.o de que, a cada passo 

:fat.or-ação, .,liminamos:, da s:ubmat.l'iz que ainda r-es:t.a a 

da 

ser-

decomposta, uma linha e uma coluna. Donde, se apenas o Último 

bloco da base t.ive:r- sido modificado, as linhas e colunas 

co:rl'espondent.es ao penúlt.imo bloco e t.odos os ant.eriores não 

so:rrer-ão alt.E•r-ação. 

~ 
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A at.ualização da base 

De .f'o:r-ma análoga~ se f"osse necessário, no mesmo caso, 

at.ualizru:- a base ao invés de :ref'at.o:rá-la, 
.. 

na o modif'ica:r {amos 

nenhum out.:ro bloco que antecede ao Último, bem como a par-cela 

do acoplamento a eles co:r-:respondente, t.o:rnando também est.e 

pr-ocesso bastante rápido. 

Mas, .. 
na o precisamos parar por aí. At'inal, se nos 

I 

e 

dado o pode!' de imaginar, façamo-lo da f"o:rma que nos seja mais 

conveniente. Consideremos, então, que entre duas :r-ef"at.oraçê>es 

sucessivas, todas as atualizaçê>es envolverão apenas colunas do 

Últ.imo bloco ou colunas das variáveis de folga do est.oque . 

Isto evitaria que sequex- um elemento .. 
na o nulo fosse 

cr-iado dur-ant.e es:t..e processo, fazendo com que a. m.at.r-i.:z L da base 

decomposta passe a possuir sempre elementos em núme.ro exatamente 

igual ao obtido quando da f"at.oração. Consegue-se, assim, uma 

economia de memória nem t.ão desprezível, ao que se acrescent.a a 

vant.agem de ser possível eliminar- o t.ermo limit.ant.e 11 ut.ilizado 

nos pi voteamentos <vide 
.. 

equaçao II.4.33>, pois que a 
.. razao 

dest.e exist.ir se restringia à :r-edução do número de componentes 

de L e U oriundos da at.ualização. 
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E, como se. -na o houvessem ~an~as van~agens, res~a 

mencionar, ainda, que "' na o seria mais necessário man~er uma 

estrutura d•~ dados especít'ica para a atualização, facilitando 

este processo:> e economizando ainda mais tempo. 

-SEÇAO 2 DESCRIÇÃO DO NOVO ALGORITMO 

Expostos des~a forma os fa~os, seria bastante razoável 

tentar induzir que a atuallzação da base no algoritmo simplex se 

dê apenas ent..re colunas do Úl~imo bloco e aquelas 

correspondenl•es a variáveis de :folga do es~oque. Resta, con~udo, 

imaginar, ainda, o que :fazer para que ist..o ocorra. 

Um novo t.est.e de ot.imalidade 

A :forma mais :fácil de conseguir que a coluna que ent..ra 

na base per·tença ao Úl~imo bloco é procurar primeiro lá. Ou 

seja, passar a percorrer o vet..or ~, dado pela equação 
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CN - CN - ÀT.AN_, <V.2.1) 

a pal't.il' da Últ-ima posição, adot.ando um dos seguint.es crit.él'ios 

pal'a a det.el'minação da coluna: 

I Escolhe!' sempl'e a Últ.ima candl.dat.a, ist.o é, a primeira 

que encont.rarmos, já que est.amos pel'corl'endo o vet.or <t' de t.l'ás 

Escolher, como no it..em a.nt.erior, a Últ.hna candida.t.a, 

i, sujeit.ando-a, ent.ret.ant.o, a uma t.olert.rlcia v, de :f'orma a 

rejeit.á-la se I c;N I < v, a menos que nenhuma delas sat.is:f'aça a 
L 

est.e Cl'it.él'io, caso em que se escolhe a de maior valor absolut.o; 

3 Escolher a melhor candidat-a do últ.imo bloco segundo o 

crit.él'io de Dant.zig (ou seja, aquela que possui maio!' valo!' 

absolut.o). Caso não exist.a. rtenhuma.,. passar- para o bloco ant.erior 

e assim sucessivament-e. 

4 Unir os i t.ens :e e 3 acima, o que significa empN•gar o 

crit.él'io de Dant.zig pol' blocos, mas com Hlt.ro. 

Em qualquer dest.as hipót.eses, 
, 

ser a necessário 

resol'l.<er, primeiro, o sist.ema 
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,;,: 

Pa.t~a. t.ant.o, após 

resolvemos inicialment.e 

e en-Lão 

BT.À .. c 
8 

pe:rmut.a:r 

T u .w- c 
8 

T L .-,... • w 

<V.2.2> 

os element.os de 

{V.2.3) 

<V.2.4> 

Pru>a economizar t.empo, est.e Últ.imo sist.ema, no qual a 

mat.riz L T é percorrida de baixo para cima, pode ser resolvido 

por part.es, sujeit.ando cada component.e encont.rada em À aos 

t.est.es dos it.ens :c e 2 acima, ou calculando est.e vet.or bloco a 

bloco a part.ir do Últ.imo, parando quando as condiçÕes 3 ou 4 

forem sat.isf<>it.as. 

Também é possível reduzir o t.empo de soluç~o do 

sist.ema V.2.3 armazenando, ent.re it.eraçÕes sucessivas, os 

element.os de' w referent.es aos blocos que ant.ecedem o Últ.imo, 

pois est.es não sofrem alt.eração se a at.ualização se der apenas 

ent.re colunas do bloco final. 

~ 
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Acelerando o teste da razão 

Por- sua vez, o pz-ocesso de det.ez-minação dia coluna que 

ir-á sair- da base exige que encont-remos o vet-or y dado por 

Nest.e caso, resolvemos 

e, em seguida, 

B.y ,. A .. 

L.w,. A 
" 

U.z = w 

No sist-ema V.2.6, supondo que a coluna 

<V.2.5) 

<V.2.6) 

<V.2.7) 

A 
s 

pert-ença ao 

i-ésimo bloco da base <nor-malment-e o Últ-imo, se usa:r-mos o t.est.e 

de ot.imalidade descr·it.o), os element.os à.est..e vet-or 

que pez-t.encem às linha.,; coz-respondent.es a t-odos os demais blocos 

ser-ão nulos. Conseqüent-ement-e, as posiçÓes equivalent-es do vet-or 

w t-ambém o sez-ão, sendo desnecessá.z-io calculá-las. 

A f"igur-a V.2.1 abaixo ilust.z-a com f"idelidade a 

diferença ent.z-e o sist-ema que iríamos r-esolver- 1r>or-rnalment.e, 

envolvendo t-oda a mat.r-i:z L, e o que z-esolvemos de f"at.o, aquele 

bem menor que aparece em dest-aque. 
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• 

o 
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o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o • • • • • • • 
A 

8 

De :forma semelhant-e, para o sist-ema V.2.7, nem t-odas 

as posiç2>es: de z "' ser ao calculadas. Os element-os de z 

correspondent-es aos blocos quadrados da base, excet-o aquele que 

cont-ém A , se :for est-e o caso, podem ser ignorados, pois serão 
s 

nulos. Com isso, nosso sist-ema se resumirá aos blocos não 

quadrados e ao i-ésimo bloco <geralment-e o Últ.imo>, donde 

calcularfamo!•, por exemplo, apenas a part.e de z dest-acada na 

figura V.2.2: 

.... 
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0000 o 
000 o 

DO o 
o •••• o • • • ••• • • • •• • • • • • • • 00000 o 

0000 o 
000 o 

DO o • o o ••• • • •• • • • • • •••• • ••• • •• • • • ••• • •• • • • 
u z 

Fi g v. 2. 2 - o si stemo. u. z = v 

Quant.o às permut .. açÕes dos blocos 

e><cet.uando-se eventualmente o bloco ao qual pel'tence 

o 
o o 
o 
o o 
o 
o 
o 
o 
o 
o o 
o 
o 
o • • • • • • • 
w 

quadrados, 

A , estas 

" 
t.ambém podem sel' evitadas, completando o pl'ocesso de l'esolução 

do sistema V.2.!5. 

O que f'azer se as coisas não se compori,arem como queri(amos 

At.é agol'a est.ivemos t.l'at.ando de uma sit.uação ideal, 

onde a at.ualização da base se consumava pela subst.it.uição de 

colunas do Último bloco da mat.l'iz. Pol'ém, vel:'dadeil'ament.e, nem 

sempl:'e ist.o ocorr-erá e é pr-eciso est...a~ preparado par-a ·t...al 

advel'si"dade. 
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Como o algor-it.mo de at.ualizaç:lío da base f'oi modif'icado 

para s6 aceit.a:r alt.e:rações no Últ.imo bloco e em uma pequena 

pa:rcêla do acoplament.o, 
, 

ser-a p:reciso :re:fat.o:ra:r a base semp:re que 

a coluna que ent.ra ou a que sai da base pertence:r a out:ro bloco. 

Mas, embora est.e processo seja muit.o mais demo:rado que 

a at.ualização, nem t.udo está perdido. 

Suponhamos, por exemplo, que a coluna que ent.ra na 

base per-t.en<:e a um bloco qualquer-, lo.. Nest.e caso, não somos 

obrigados a ref'at.orar t.oda a base, mas apenas a parcela 

co:r:respondent.e aos blocos k, ... ,. n, o que pode :reduzi:r 

consideravebnent.e o t-rabalho, principalment-e se nos 

lemb:ramos de que procuramos est.a coluna seguindo o vet.o:r Õ de 

t.rás pa:ra f'r•~nte. 

Te1r>do em mente, ainda, que o númel'o de linhas de 

acoplamento é pequeno e a maiol' par-te das substituiçÕes de 

colunas da base se dá dentr-o de um mesmo bloco, podemos 

ap:roveit.ar o :fat.o de que a o:rdem dos blocos do p:i-oblema é 

est:ritamente arbi t.rár-ia para alterá-la segundo a nossa 

conveniência. ·Assim, t.ambém pode se :r conside:rada muit.o 

int.e:ressant.e a idéia de pe:rmut.ar os blocos de f'o:rma que aquele 

que cont.ém a• coluna que ent.:ra na base passe a se:r o últ.imo. Com 

isso podemos garantir que a maior part.e das mudanças de colunas 

básicas vá se da:r no Último bloco do p:roblema. 
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Agindo dest-a fo:r-ma, conseguiremos at-ender, na maior 

part-e das it-el'açÕes do simplex, às exigências feit-as no início 

dest.a seç~o. Nas pouquíssimas vezes em que isso MO for possível 

sel'á pl'eciso t.er paciência e recol'dar que o pequeno aument-o do 

t-empo numa t.al sit.uaç~o deve sei' compensado, com muit-a folga, 

pelas inúmel'as it.eraçÕes em que o novo algorit.mo é mais rápido 

que o ol'iginal. 

ALTERAÇÕES IIIECESSÁRIAS 

Se fossemos coment.ar po:r-menot-izadament.•• t.odas as 

subrot.inas que precisam se:r- modificadas no programa original 

para at.endel' ao que foi pr-opost.o na seção ant-er-ior-, gast.ar-íamos 

mais espaço do que aquele consumido pelo capít-ulo t-erceiro na 

ínt.egr-a. 

Assim sendo, melhor se:r-á poupar o leit.or de mais uma 

fast.idiosa leit.ur-a e abor-dai' a mat.éi'ia de f"ol'ma mais objet.iva, 

I'emet.endo os int.ei'essados po:r- maior-es det.alhes ao apêndice C, 

que cont.ém a list.agem do algor-it.mo dest.e capít.ulo. 
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Est.r-ut.ura de dados 

Com a necessidade de permut.a:rmos freqüent.ement.e os 

blocos, t.ornou-se indispensável remodelar complet.ament.e a 

est.rut.ura de dados para t.orná-la menos rígida. 

Para t.ant.o, ext.inguimos a maior part.e dos vet.ores que, 

no algorit.mo ant.eriorment.e apresent.ado, se referiam ao problema 

de uma forma global. Est.es deram lugar a um único vet.or 

denominado matr-i:a:, compost.o de regist.ros que cont.êm t.odas as 

informaçt>es separadas bloco a bloco. 

Assim, para o bloco i da mat.riz, o regist.ro 

correspondent.e, matr-i:a:Cil, cont.ém, dent.re out.ros, os seguint.es 

campos: 

I ncor- e nlin, respect.ivament-e, númer-o de colunas e 

linhas do problema na forma mist.a; 

ncca, número de variáveis de folga correspondent-es a 

rest.riçÕes canalizadas; 

3 ncfo, número de variáveis de folga ou excesso de 

rest.riçÕes não canalizadas; 

4 ncar, númer-o de variáveis art.if'iciais; 

ncol, número de variáveis pert..encem ' base at.u.al; 5 que a 

6 dad, vet.or que cont.ém a mat.riz t-ecnológica do bloco; 

7 lest, vet.or que armazena, do bloco 

·part.e referent.e ao acoplament.o; 

~ 
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8 Além dos vet.ores afart, fobas, lim, obj:l, b e lsup, 

que cont.êm as mesmas informaç(;es dos seus homônimos do prol';'rama 

do cap{t.ulo III, mas rererem-se apenas ao bloco i; 

E uma vez que esperamos ver o desempenho dest.e novo 

algorit-mo comparar-se aqueles elaborados especialment-e para 

formulação de raç(;es, t.ambém t-ivemos a preocupaçao de exigir que 

a est.rut.ura de dados fosse melhor adapt.ada a est.e t.ipo de 

problema, economizando ' 1 memoria. Por isso, para o mesmo bloco i 

da mat.riz t-ecnológica, as informaçÕes l'et'el'ent.es ao acoplament-o 

são armazenadas at.l'avés de duas out.ras component-es de matriz[iJ, 

a variável prod e o vet.or est, onde: 

9 estOu indica qual coluna do bloco possui um element-o 

não nulo na .k-ésima linha de 2 
acoplament-o ; e 

IO prod :fornece o valor de t.odos os element-os 

~ ~ 3 da part.e do acoplament-o l'e• erent.e ao bloco em quest.ao . 

~ 

na o nulos 

1
Des~a ~orma será preciso submeter o pl'ograma a ligeiras 

alt.el'açÕes pal'a vê-lo resolver problemas de out.ra nat.ureza. 

2 
Lembremo-nos que, nos problemas de rações, não exist.e, em cada 

bloco, mais de uma coluna relacionada a uma mesma rest.l'ição de 

est.oque 

element-os ~ sao Lodos il';'uais. Mais uma caract.eJ~ Í st.ica dos 

pl'oblemas de l'ação. 
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Out.ro aspect.o import.ant.e do problema de formulaçéo de 

raçÕes é o fat.o, comum a out.ros modelos, do acoplament.o "' na o 

possuir colunas "originais". 

Tambem preí"erimos t.omal' pal't.ido dest.a car-act.et-Íst.ica, 

o que, por um lado simpliflca nosso algorit.mo, mas rest.ringe 

ainda mais o t.ipo de aplicaçáo a que ele se dest.ina (ainda que 

náo seja t.rabalhoso moditlcá-lo>. 

A ordem dos blocos 

Est.a nova est.rut.ura de dados t.orna simples a t.areí"a de 

permut.al' os blocos quando necessário. 

Com t.odas as inf"ormaçÕes divididas convenient.ement.e e 

deí"inindo um Único novo vet.or, indblo, que armazena a or-dem em 

que se encont.ram os blocos do problema original, jamais 
, 

ser a 

necessário et'et.uar uma permut.açéo "fÍsica" dos dados, bast.ando 

.. par-a t.ant.o alt.e:r-a:r- algumas component,es de indblo . 

Exemplificando, suponhamos que pret.endemos t.:r-ocar 

t.odas as inf"o:r-maç:Ões :r-elat.ivas aos blocos 5 e 9 de lugal'. Nest.e 

caso, bast.a fazer com que indbloC51 assuma o valor- ar-mazenado em 

indbloC91 e vice-versa, lembr-ando que, se indbloC5J - 2, 

., ....... , , bal 
A unica exceçao e vet.or cabos, que ainda e glo e, port.ant.o, 

·precisa ser modificado a cada permut.açáo de blocos. 
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quel'emos dize:!' que o segundo bloco do pl'oblema Ol'iginal ocupa, 

no moment-o, a quint-a posição. 

Exemplo numér-ico 

Para t.o:l'nar mais clara a nova est.l'ut.ura de dados, 

vejamos ent.ão como é al'mazena.do o pl'oblema da f'ig. V.3.1 a.ba.lxo. 

minimizal' -2x -1x -tx -4x -1x -6x -2x -Sx • 2 9 .. !S .. 7 B 

sujei t.o a +1x +2x +Sx -3x !f 18 • 2 9 .. 
+2>< -1x +7x +2x ~ 12 • z 3 .. 
+1x +1x +1x +1x .. 1 • 2 9 .. 

+6x -1x -3x +2x :f 15 
!S .. 7 '" +4x -7x +2x +9x ;:>:: 7 
!S " 7 11 

+1x +1x +tx +1x .. 1 
" 6 7 11 

tox +6x :f 30 • !S 

10x +6x !f 42 
2 1!1 

10x +6x :5 9 .. 6 

e 

X :56 X :58 X :57 X ::0:4 • 9 " 7 

X !f4 " !f3 " :52 X :55 
2 .. .. B 

·Fi..g. V. 3. i - Um problema bl.oeo-a.ngulo.r semetha.nt~ o.o 

~ ~ 

encontr~do &m formulQça.o de raço&s 
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Dest.e pi"oblema, seu segundo bloco é guat-dado no 

t-egist.t-o matr-ieC:;,J, cujas component-es que pol" ol"a nos int.el"essam 

est.ão expost.as na figur-a V.3.2
5

. 

matr-iz[:;,]-" 

ncor- ~ ncca ~ ncfo 0 ncar- 0 
est 1 4 2 J afar-t 1 -2 3 

pr-od B obj2 -1 -6 -2 -5 

b 15 7 1 J lsup 7 2 4 5 

dad 6 -i -3 2 4 -7 2 9 1 1 1 1 

Fig. V.9.2 - AlgumQs componentes do registro m~trLzr21 

5 Algumas component.es dest.e t-egist.t-o f"ol"am supl"imidas pot- set-em 

"muit.o semelhant.es àquelas já expost.as no capít.ulo III. 
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Fatoração 

Como dissemos, t.odas as subrotinas do prO!';l'ama f'oram 

mais ou menos modif'icadas pa:r-a que se adaptassem ao novo 

al!';ori tmo. 

Desconsiderando o que se deve exclusivamente à nova 

est.rutura de dados, coment.emos as mudanças mais import.ant.es, 

começando pela f'at.oração da base que, neste novo programa, é 

f'eit.a sempre que: 

.r As sucessivas atualizações do últ.imo bloco da mat.riz 

tenham provocado um r<>sÍduo no cálculo do vet.or solução que é 

maior que o permit.ido; ou 

A coluna que entra ou que sai da base -nao pert.ença ao 

Últ.imo bloco mas a algum out.ro, cujo Índice denot.aremos por R.. 

Em ambos os casos -nao e necessár-io ref'at.orar t.oda a 

mat.r-iz. Se ocorre o que f' oi descr·it.o no item I, ape1~as o Últ.imo 

bloco da base deve sei' r-ecalculado, alem, 
, 

e claro, da sub-matr-iz 

compost.a p<>las int.erseção das colunas <> linhas do acoplament.o. 

Se o motivo é aquele expost.o no it.em :a, os elementos de L e U 

pert.enceni;;es aos blocos que ant..ecedem a k permanecem os mesmos. 

Evitamos, dest.a f'or-ma, perder t.empo para obt.er dados 

de que, já dispomos. não mais que a obrigação de t.odo otimizador-. 
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A tualizac;:ão 

O procediment.o Atulizac;:ao, por sua vez, foi bast.ant.e 

simplificado, já que ele só será ut.ilizado quando a coluna que 

ent.ra e a que sai da base pert.encerem ao mesmo bloco. 

Com a eliminaçí'io da complexa est.rut.ura de dados 

ant.eriorment.e empregada para armazenar L, várias part.es dest.a 

sub:t-ot.ina fo:t-am t.ambém eliminadas. Apesar dist.o, seu cont.eúdo 

nenhuma alt.eração sofreu. 

QuemEntra 

O procediment-o QuemEntra foi modificado para permit.ir 

que o t.est.e de ot.imalidade do simplex seja feit.o percorrendo o 

-N . 
vet.or c (eq. V.2.D a part.ir• de seu final e por blocos. 

A busca da coluna que ent.ra na base é dada por 

concluÍda no moment.o em que, num bloco qualquer, a melho:t-

candidat.a at.ender a um crit.ério de t-olerância <segundo o it.em 4, 

pag. 188). 
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Resoluç~o de Slst.emas 

Todos os pr-ocedlment.os ligados a r-esoluç>:io de sist.emas 

sofr-er-am alt.eraçÕes significat.ivas, que passamos a descr-evet-. 

I o sist.ema Lt.ZX 

QuemEnt.ra, recém comen~ado) 

lnicialment.e, apenas 

<r-equisi t.ado pelo pr-ocediment.o 

, 
e, agora, resolvido por- part.es. 

a par-cela corr-espondent-e ao 

acoplament.o e ao Últ.imo bloco do vet.or ,;o é calculada. As 

component.es de :e r-e:ferent.es a out.ros blocos só são det-erminadas 

quando e se ist.o for- necessár-io. 

2 Nas vezes em que a at.ualização da base se dá t.ão 

soment.e ent.r-e colunas do Últ.imo bloco, a maior part.e do vet.or c 
B 

nã se modifica, donde armazenamos o vet.or w do sist.ema UTw - c 
B 

(eq. V.2.3), para que o pr-ocediment.o Ut.XY possa r-eaproveit.á-lo 

em it.eraçÕes post.erior-es. 

3 Da mesma forma, como o novo pr-ocediment-o At.ualizaç~o 

envolve apenas o Últ.imo bloco da base, sempr-e que é r-equisit.ada 

por- ele, a r-ot.ina Ut.XY só pr-ecisa considerar- os element.os 

per-t.encent.es a est.e bloco. 

4 Uma vez que a coluna que ent.r-a na base, A , só cont.ém .. 
element..os não nulos nas linhas correspondent-es a um det.erminado 
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bloco, as demais component.es dest.e vet.or "' sao i~noradas ao 

resolvermos o sist.ema L.w • A . Pelo mesmo .. mot.ivo, sempre 

evit.amos manipular os elementos de w que são il!;Uais a zero. 

5 Quando a atualização da base envolve apenas o Último 

bloco desta matriz, somente este bloco e aqueles que "' na o 

quadrados, alem do acoplamento, irão produzir elementos 

"' sao 

"' na o 

nulos no vetor z, solução de U.z • w.. donde os demais blocos 

t.ambém são i~norados. 

Subrotinas Calc_Z e CalcNorma 

Como tantos outros procedimentos, Calc_Z e CalcNorma 

:foram re-escritos para evitar que calculemos aquelas componentes 

que não foram alteradas desde a última fatoração. 

Procediment-o OrdenaCabas 

Embora o processo de ordenação dos element.os do vetor 

caba.s que utilizamos seja muito rápido se os elementos já estão 

em ordem, é mais ele~ante evitar que componentes já ordenadas 

sejam analisadas desnecessariamente. 
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Assim, só reordenamos o vet.or cabas a part.ir da 

posição do primeiro element.o fora de ordem, que, no nosso caso, 

poderá ser um element.o do Últ.imo bloco, se só at.ualizamos est.a 

part.e da base, ou de um bloco ant.erior, sit.uação em que apenas 

est.e element.o est.ará fora de ordem nout.ro bloco que 
~ 

na o o 

Últ.imo. 

Procediment.o MudaOrdem 

Uma única rot.ina nova foi criada especialment.e para 

est.e all!';orit.mo "acelerado"'. Trat.a-se do p1•ocediment.o MudaOrdem, 

responsável p<!>la permut.ação dos blocos. 

Supondo que o Últ.imo bloco será permut.ado com o de 

Índice R., pod<!>mos dêscrever <!>st.e procêdiment.o com o auxílio de 

seu pseudo-code: 

1. Para cada bloco da base, a part.ir daquele cujo Índice é 1>. 

1. At.ualizar o vet.or cabas 

2. Permut.ar indblo[Ji.J com indblo[nblocl. 
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SEÇÃO 4 NOVOS RESULTADOS 

Finalment..e, com es:t.e novo algor-.it.nto,. sent ... imo-nos mutt.o 

mais a vont.ade pal'a compal'al' pl'ogl'amas de f"ol'mulações de !'açÕes. 

Se no cap{t.ulo passado nos encont.l'ávamos às volt.as com 

as conseqüências do conheciment-o pl'évio do pl'oblema ao qual o 

pl'ogl'ama se dest.ina sobl'e seu possível desempenho, "' agol'a nao 

há mais desculpas possíveis, pois passamos a considel'al' a maio!' 

part.e das idiossincrasias, se assim podemos dizer, da classe de 

pl'oblemas que est.amos est-udando. 

Lembremo-nos, ent.ão, da t-abela IV.2.1 e compaPemos 

os Pesult.ados já obt,idos e os t-empos <em minut-os) relat-ivos ao 

algo!"i.t .. mo ''acelê:r-ado''.., dados abaixo. 
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---------·-· 

ALGORITMO RESTRIÇÕES ROSEN SIMPLEX LU 
ATIVAS ACELERADO 

PROBLEMA 

1 3.38 1. 63 1.27 

2 25.27 10. 13 16.00 

3 689.26 199.92 379.45 

4 163.88 102. 70 90.53 

5 91.98 13.93 92.92 

6 30. 12 33.78 18.37 

Q.uo.dro V. 4. i - Tempo de 
~ 

execuç.a.o dos di..versos algori..trnos 

Com os dados dest.e quadr-o e t.ambém conhecendo o 

desempenho do algorit.mo do capft.ulo UI. elaboramos os gráf'icos 

V.4.1 e V.4.2 que~ corno aquele do capft.ulo an-t.er.ior, f"o.'I"nece 

Índices que são t.anf...o menorf.?S quant~o n1enos tA;"'mpo for consumido 

pelo algorit.mo na J'esolução dos pl"'oblemas. 
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DESEMPENHO COMPARADO DOS ALGORITMOS 
1.5 

e-m relacao ao -rnetodo das restricoes ativas 

2 3 4 

problema 
5 6 

~ reetr. <1ttvoe --· 
~ Roaen 

DESEMPENHO COMPARADO DOS ALGORITMOS 
e-m relacao ao -rnetodo das restricoes ativas 

2.5 
, . ~:;~ ot9. origino! 

2 
~ atg. acelerado 

1.5 

2 3 4 5 6 

problema 

- orÓ.f~eoe V. 4. t • V. 4. 2 -
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Obser-vando o gx-árico V.4.2, ver-ifica-se f·acillment.e que 

o novo algox-it.mo est.á muit.o mais adapt.ado ao t.ipo de pr-oblema 

que est.amos abor-dando, pol.s em nenhum moment.o o px-o~~:x-ama do 

capft.ulo III foi melhor- que est.e que apl'esent.amos agora. 

Também em r-elação aos out.x-os algox-it.mos, esta nova 

ver-são t.eve um desempenho exemplar-, nox-malment.e consumindo menos 

t.empo que o mét.odo das x-est.x-içê>es at.ivas e ~ 

nao poucas vezes 

suplant.ando o algox-l.t.mo de Rosen. 

Por- out.ro lado, o número de iterações execut.adas na 

t.ent.a.t.iva de se obt..er- uma solução ót.ima f"oi razoavelment..e maior-

nest.e Últ.imo mét.odo que em todas as out.ras alt.ex-nat.i v as 

t.est.adas. Ent.ret.ant.o, ist.o foi compensado com fol{l;a, como já 

prevíamos, pelo r-eduzido tempo consumido em cada iteração. 

o gr-ande consumo relat.ivo de memória (embora o 

t.enh.a.mos r-eduzido bast.ant ... e) cont.inua, ent.ão,. inf"elizmen.t..e, a ser 

o Único inconvenient.e que se mant,eve em t.odas as t.ent.at.ivas de 

se implement.ar um algo>'it.rno simplex com decomposição LU. 

Mesmo assim 
~ 

sa.o poucos os casos de formulação de 

raçÕes em que não pode r-iamos aplica>' est.e . novo programa. 

208 
~ 

PROBLEMAS LINEARES BLOCO-ANOULARES E FATORAÇAO LU 



·) 

, 
CAPITUJ .. O SF.::XTO 

CONCLUSÕES 

o objet,ivo principal dest.e 

Tudo que fa.co ou med\.to 
Fi. co. sempre na. malo.de. 

Quer-endo r qu&ro o \.nfini.to. , 
Fazendo# na.da. e verda.de. 

FERNANDO PESSOA 

<i.n: ca.nctoneiro> 

t.rabalho era o de 

apresent.ar e analisar o desempenho de um algori t.mo que, baseado 

no mét.odo simplex, decompusesse a base em mat.r-izes t.r-iangulares 

e que fosse devot.ado a problemas com rest.r-içÕes na for-ma 

bloco-angular. 
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Elaborados os programas, rica o sent.iment.o de que es~e 

objet..ivo f'oi alcançado e de que embot'a com a.4>;umas rest.riçÕes, 

os alg:orit.mos que pl'opusemos podem ser implant.ados ímediat.ament..e 

para solucionar proble.mas de:st.a na:t.ur.eza.. 

Fazemos, é- clal'o, a l'essalva de que, nol'malment..e, pal'a 

pl'oblemas comuns de f'o.-mulação de I'" açÕes pode 
~ 

na o ser 

aconselhável •:!-mpre~a.r- a. primeira ve:r-s.ão apr-esent ... ada para o 

simplex com decomposição LU. Mas o algorit.mo "aceJerado 11 
dt~ 

capít.ulo V apa:r-ent..a ser uma aJ.t,ernat..iva compe-t.lt.iva, em que pese 

o pequeno número d~ expt=~r-.iJnent .. os que .f'izemos e a impossibilidade 

at.ual de isolar· com alguma con.f"i.abilidade aquelas 

car-act.eríst.J.cas que.~ e".ist.indo nun1 pr-oblema.:- podent Iavorece:r um 

ou out.t'o mé-t..odo. 

Também deve1nos dizet' que é possível .• ainda, melhorar o 

desempenho dos programas se alt .. et .. ax•mos alg-un1as d~~s inúmeras 

t.oler-ânci.as que, pr-oposit..alment.e_, o leitor- s:ó i:rá conhecer se 

est.ive.- dispost.o a, pacient.ement..e > ler as list.ag:ens que se 

encont...ram no apêndice C. 

Novos valot'es para est..as t..olel'âncias cert.ament.e 
~ 

na o 

irão p:roduzir- result.ados espant.osos, rn.as sempi'e poderão t.ol"na:r- o 

pr-ograma un1 t.ant~o mais r-ápido.., econômico ou est.ável. 
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Uma surpresa que no;s 
• 

pareceu interessante e que 

deixamos para relatar neste capítulo 
, 
e o ótimo desempenho do 

algoritmo "acelerado" durante a fase I do simplex. Em todos os 

problemas testados foi impressionante a rapidez com que este 

programa obtinha uma soluç:lio factível, consumindo pat'a isto 

apenas uma :fração bastante reduzida do tempo global. 

Este resultado é bastante razoável se tivermos em 

conta que, pai' a eliminar as variáveis artificiais de um 

determinado bloco, normalmente usa-se colunas do mesmo bloco, 

donde pouquíssimas ~ sao as iteraçê>es que, nest.a f"ase, 

enquadram no que consideramos ideal para est.e algoritmo. 

~ 

nao se 

Um Últ.imo comentál'io que rest.a ser :feit.o re:fere-se ao 

:fato de que a maioria dos blocos nos problemas de raçê>es tem um 

grau de esparsidade elevado, que pode ser levado em conta para 

reduzir, t.alv<>z, ainda mais o t.empo de 
~ 

execuçao do 

<t.alvez at.é pela divisão de cada bloco em blocos menores>. 

programa 

Nossa expect.at.iva agora, lelt,oro, passa a. se concent,~a.r-

nas surpresas que nos reservam os especialistas em métodos de 

pont.o int.erior. 
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APÊNDICE A 

DUAS OU TRÊS COISAS SOBRE PASCAL 

Para os leitores não habituados à linguagem PASCAL, 

vamos expor agora, muito resumidamente, aquilo que dela julgamos 

ser indispensável conhecer para uma melhor compreensão do 

capítulo terceiro e dos apêndices B e C deste text.o, incluindo 

alguns i..lpos de dados que não -sao comuns às outJ:>as linguagens e 

ps opel'adores e comandos mais importantes utilizados. 



~ 

SEÇAO t TIPOS DE DADOS 

Dos dive:l"sos t..ipos de dados exist.ent.es em Pascal, 

muit.os nos int.eil"OS, :!"eais, booleanos 7 

arquivos, int.ervalos, vei:,ores, regist.r·os e apont.adores, além 

daqueles t.ipos que são def'inidos pelo próprio usuált'io. Dest.es, 

os quat.ro pl'imeiros o leit.ol' já deve conhecer, mot-ivo pelo qual 

nos abst.eremos de razel' maiol'es coment.ál'ios. 

Iremos apresentar-, ent,ão, ~ 

uma noçao dos últ.imos cinco 

t.ipos, com a brevidade e superficialidade que a conveniência 

e>dge. 

TipoR de dados definidos pelo usuár-io 

Ao programador· em Pascal insat.isf'eit.o com os númel'os 

int.eil'os, a linguagem f'acult.a a cl'iação de seus pi'opi'ios t,ipos 

de dados 
1 

escalal"es , desde 

um ident.if'icador dife•'ent.e. 

que cada valo!' seja 

1 
Aqueles que podem sei' ol'denados e enumerados. 

I'epl'esent.ado pOI' 
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O t.ermo abaixo represent-a, por exemplo, um t.ipo de 

dado denominado semana. 

semana = (secunda,terça,quarta,quinta,sexta,sabado,dominco> 

E se definimos dia como uma variável do t.ipo semana, 

ela poderá, ent.ão, assumir qualquer um dos valores que aparecem 

ent.re parênt.esis. 

lnt.ervalos 

Também -sao considerados tipos de dados os int.ervalos 

criados a part.ir de out.ros t.ipos definidos ant.eriorment.e, como 

os exemplos abaixo: 

-100 .. 100 int.ervalo do t-ipo int.eiro; 

quart.a .. sábado int.ervalo do t.ipo semana. 

Vetores 

Os Vetores, present.es em quase t-odas as linguagens, 

t.êm seus element-os represent-ados em Pascal por um ident-ificador 

·qualquer, seguido de um Índice ent.re colchet-es. 
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Assim, o te.rmo nco!Csl se refere à quinta componente 

do vetor ncol. 

Regist..ros 

Os Y"49-tffistr-os são est-rut.uras mais complexas, en~lobando 

várias informaçÕes diferent,es mas correlacionadas, :representadas 

at.ravés de um nlJmer-o :fixo de componentes denominados campos~ 

cada um destes pertencente a um det,erminado t.ipo de dado. 

Podemos imaginar, por exem.plo, uma mat.riz cujos elementos, 

espa:rsos,. são ar-mazenados num Único vet.or chamado matriz, que 

cont.ém registros do t,ipo: 

elemento ,. 1::ecç.rd 
I inha,coluna: integer; 
valor real; 

ond 

Cada armazena as inlor-n1açÕes necessár·ias 

à identil'icação de um determinado elemento da matriz, incluindo 

a linha e a coluna a qual ele pert.,ence e o seu valor. 

Os campos de unt l'egist.J""o são :ref"e-l'e>nci.ados at.Jioavés do 

identificador composto pelo nome do regist,ro seguido de um pont.o 

e do nome do campo. O termo matr-i>E:C~d.linha cor·responde, então, 

ao campo linha da segunda component.e do vet.or matriz. 
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Apont.adores 

É possível ainda, em Pascal, gerar e eliminar certas 

variáveis durante a execução de um programa. Tais variáveis "' sao 

denominadas dinâmicas, em oposição às estáticas, declaradas 

normalmente e com espaço reservado durante a compilação. 

Cada variável dinâmica, exatamente por "' na o ser 

declarada inicialmente, só pode ser referenciada através de um 

apontador, que armazena a sua posição na Jilemória do computador. 

Imaginemos, para tornar as coisas mais claras, que 

estamos trabalhando com registros como o que é mostrado abaixo: 

Ütfo = :r-ecord 
x,. y: r-eal; 

end 

Para manter uma lista ligada de registros dest.e t.ipo, 

criamos em cada um deles um novo campo que indica onde está 

situado o ref!;ist.ro seguinte. Est.e campo chamaremos pr-oximo, como 

vemos a seguir: 

ligacao = ~info; 

info = ~2.!:.~ 

x,y 
proximo: 

end 
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ligacao; 
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O sinal que ant-ecede o t-ermo info na 

primeira linha acima indica que o t-ipo ligacao nada mais é que 

um apontador, que fornece a posição da memória onde se encont-ra 

um dado do tipo info. Assim_, cada elemento da list-a armazenará a 

posição do seu sucessor_, t.ot'nando possível a criação de novos 

elementos toda vez que a lista precisar sex• expandida. 

O mesmo símbolo - - t.ambém é usado para indicar 

o elemeJ."lt..o apont.ado, dondé se cotneco é uma var-iável do t.ipo 

liKacao, o t.er·mo con~eco-'.x irá represent-ar a variável x do 

l'e~;istro cuja posição é lornecida pelo apontadO!' comeco. 

Além de al'mazenar estrutura..,. de dados intr•insecamente 

dinâmicas, como as listas ligadas, os apontadores têm out-ra 

aplicação, decorrent,e da implement,ação que usamos do Pascal, que 

é incapaz de endereçar diretament-e toda a rnemórl.a disponível do 

contput.a.doJ'. Em vh"t.ude di.st..o, muit..as vezes e lanç.at' 

Também é possív•~l~ quando pret.endemos: ot-imizar 

problemas di.f"erent~es~ usar os é)pont.ado.res pat--a J''a.zer· com que os 

vet.ores consumant apenas a quant.ida.de mínitn .. _~ ind:l.spensável de 

memória, economizando um espaço nor-malmente desper-diçado quando 

as dimensÕes dos vet..o:res 
~ 

sao :lixadas antecipadamente pelo 

programa. Assim, mesmo estruturas de dados estáticas podem ser 

criadas e eliminadas durante a execução dest,e. 
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~ 

SEÇAO 2 OPERADORES 

Os operadores exist.ent.es em Pascal 
~ 

sao 
. ·,·. 

divididos, se@:undo o t.ipo de dado a que se aplicam, em 

ar-itméticos, r-elacionais, lócicos e de conjuntos. Abaixo, uma 

list.a dos principais deles. 

Aritmét.tcos 

+ 

• 
/ 

Relacionais 

= 
<> 
< 
> 
<= 
>= 

soma 

subt-ração 

mulUplicaç:ão 

di visão real 

divisão int.eira 

rest.o da divisão int.eira 

igual a 

diferent-e de 

menor que 

maior que 

menor ou i@:Ual a 

maior ou igual a 

pert.encent.e a (um det-erminado conjunt-o) 
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Logicos 

De conjunt.os 

"' SEÇAO a 

+ 

* 

A t.ribuiçào 

negação 

disjunção 

conjunção 

união 

diíerença 

int.e:r-seção 

COMANDOS 

O comando de at.rlbuição é expresso em pa:scal at.t'avés 

do símbolo (o sinal de dois pont.os sec;:uido do de 

igualdade). O t.er·mo 

raiz :"' s~t.<x> 
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signiflca, ent.ão, que o valor da 
~ 

expressao sqr-tCx) 
, 

ser a 

at-ribuido :à Vai'iável >'aiz. 

Comandos compost.os 

Chamamos de comando composto qualquer conjunt-o de 

comandos que devem ser execut..ados numa seqüência det.er-minada e 

que pode ser tratado como um único corpo. 

Um comando compost-o aparecerá sempre entre os símbolos 

begin e end, como no exemplo: 

beg!n. 
raiz :=sgrt<x>; 
wr;!_t.e<x,' ?',raiz>; 

end; 

Comandos l"epet.it.ivos 

são comandos repetit-ivos em pascal: while, r-epeat e 

for-. A f'orma corret.a de expressar cada um del<>s é dada abaixo. 

while <expr<>ssão booleana> do <comando> 

repeat- <conjunt-o de comandos) until <expressão booleana) 

for <variáveD :• <valor inicial) t-o <flnal> do (comando> 
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Na primeira fürma, o t-ermo <comando) (qUie pode ser 

um comando composLo) será execu~ado a~é que a expressão booleana 

seja falsa. Se o valor dest-a já é falso inicialment-e, nenhum 

comando é execut-ado. 

Na segunda f'orma, o conjunto de comandos é executado 

ao menos uma vez. O ciclo de I'epet.içÕes dos comandos só set~á 

interrompido quando 

verdadeira. 

a "' expi'essao booleana passar a ser 

O comando for· já é rnui.t.o conhecido e nos limit.aJ ... emos a 

dizer que é possível subst-it-uir· o i:.êr-mo to por downto se 

desejar-mos que a va.r-i.á.vel de cont..r-ole dec1·esça ao invés de 

aumentar durante o ciclo. 

Comandos condicionais: 

Os comandos condicionais exist.ent.es: ~ 

sao: 

tf (expr-essão bole.ana> t ... hel}. <cotnando> 

if <exp.ressão booleana> !:-he!! <comando) els<'_ <comando) 

~ 
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çase <expressão> 9r 

<list..a de possíveis valores da expressão> <comando>; 

<list..a de possíveis valores da expressão> <comando>; 

O comando if é mais um daqueles que dispensam 

explicaçÕes. 

O comando case, por sua vez, dependendo do valor da 

~ 

expressao do cabeçalho, execut..a um det..ermtnado comando 

direrent..e. 

Suponhamos, por exemplo, que uma variável i, int..eh'a, 

pode assumir, num det..erminado pont..o de um programa, os valores 

1, 2, 3, 4, 5 e 6, assl.m, o comando abaixo é válido: 

~as e 

enq 

1 
4 
5,6 

i or 
3 writ..e<'i >= 3' ); 

wri t..e<'i = 4 ' ) ; 
wri.t,..e("i >= 5' >; 
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APÊNDICE B 

DOCUMENTAÇÃO DOS PROGRAMAS APRESENTADOS 

.... 
SEÇAO i PRINCIPAIS CONSTANTES E VARIÁVEIS UTILIZADAS 

Fornecemos abaixo uma lista das principais 

constantes e variáveis empregadas pelos programas apresêntados 

ao longo do text,o. 

Os Índices que seguem alguns termos significam que 

'' ··~·. "'V 

,eles 1\!!ll ·sao encontrados num ou noutro programa <numa referência .•.•. ;-, 

f • , ~ ao cap tulo em que este foi descri .. o). As variaveis comuns nao 

possuem fndice. 



Const.ant.es 

maxit • 10000 núme:ro máximo de it.e:rações de cada Case do simple>< 

nouox • 10 

mu • 10 

núme:ro de it.el'açÕes ent.l'e cálculos sucessivos de x 

limit.ant.e superior dos element,os de U Ol'iundos das 

at.uaUzaçÕes 

Variáveis Int.eiras 

nbloc 

nlest 

tcol 

bcol 

tlin 

" nfart 

ufim 

ufimf 

at 

maxat 

niter 

ent 
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númel'O de blocos da mat.l'iZ A; 

númer-o de linhas de est.oque da mat.r·iz A-• 

número t.ot.al de colunas da base B; 

núme:ro de colunas dos blocos de B· , 
, 

t.ot.al de linhas dos blocos de A; numer~o 

número t.ot.al de colunas de f'olga e art.ifl.ciais; 

últ.i.ma posição ocupada no vet.o:r que guat•da I.J; 

idem.9 ntas mas com r-espeit.o apenas à i"at .. or-ação; 

,. ""' , ~t "' nume:ro de at.uaUzaçoes desde a ult.ima .a ,oraçao; 

número máximo de at.ualizaçÕes ent.l'e .f'at.ol'ações; 

número de it.eraçÕes do simple>< já execut.adas; 

coluna de A que deverá ent.:rar na base; 
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.sai 

MemMin
3 

9 TamÃcU 

5 UZVarE 

coluna de B que irá sair da base; 

iLeração na qual se obLeve o melhor faLor de 

economia de Lempo; 

Quant-idade mínima de memória necessária pa.roa 

gua.rodar os acréscimos a L; 

Tamanho do veLor uLilizado para armazenar U; 

Bloco da úiMma variável a entrar na base 

Índice da Última variável a enLrar na base 

Va.roiáveis reais 

norma 

ctobj 

3 
FatEcon 

norma do erro no càlculo de b; 

valor da função objeLivo; 

cons~an~e de escalamen~o da função objeLivo; 

fator de economia de tempo; 

Variáveis booleanas 

fasex 

nfat 

JaHaX' 

indica se estamos ou não na fase 1 do simplex; 

indica se é necessária uma nova fat-oração da base; 

indica se 
T 

o vetor intermediário x do sistema B z•y 

está disponível 
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Vet.ores tnt.eiros com Índices ent.re O e nbloc+i 

" ~col[iJ 

" ncan[iJ 

njol[iJ9 

ncolCiJ
9 

nl'inC i19 

IndBloCi1
5 
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f ndice da últ.ima coluna do bloco 'i de A; 

' Índice da primeira coluna correspondent.e a uma 

variável de :folga de uma rest.rição canalizada do 

bloco i de A; 

Índice da primeir-a coluna do bloco i 

corr-espondent.e a uma va••lável de f"olga ou excesso 

<não pert.encent.e a uma r-es:t.r-ição canalizada); 

f ndice da pl'imeira coluna correspondent.e a uma 

variável ar-t.if"icial do bloco i de A; 

sorna do nÚ1ne:ro de colunas correspondent.es às 

"'or·ibinais"' <ist.o variáveis 

var-iáveis de f"olga, excesso e 

blocos 1 at.é 'i de A; 

excluindo 

art.i:ficiais) 

f ndice da últ.ima coluna do bloco i da bas••; 

as 

dos 

Índice da tÍlt.ima linha do bloco i da base e da 

mat,r-iz A; 

Índice do bloco original do problema que, 

inst.ant.e, ocupa a i-ésima posição na mat.riz A 

no 
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Vetores e variáveis especiais 

3 
lacrjr 

9 
lacf[jr 

upos[kl.x 

upos[kJ.y 

upos[kl.p 

lpos[jl 

cpos[jJ 

1<.-ésimo element-o não nulo da mat-riz L <t-riangular 

inferior) oriunda da fat-oração, armazenada 

seqüenciabnent.e por colunas; 

valor do Único element-o não nulo acima da diagonal 

da j-ésima mat.riz t.riangular superior unit-ária U.; 
J 

apont-ador do início da list.a ligada que armazena 

os element-os da coluna j de L sit.uados abaixo do 

bloco junt.o à diagonal que cont.ém est-a coluna; 

apont-ador que guarda a posição de la c[ jJA lo~ o 

após a fat-oração <ant-es das at-ualizações); 

apont-ador que indica o final de t.odas as list.as 

ligadas lac; 

linha do element-o -na o nulo acima 

cada mat.:riz t.:riangular uni t.á:ria U 

at-ualizaçÕes; 

da diagonal de 

o:ri~iná:ria das 

semelhant-e a upos[Jd.x., fornece a coluna do mesmo 

element ... o; 

Indica se foi necessár·i.a uma permut-ação de colunas 

ant.es que f'osse apli.cada a mat.r-iz Uk; 

posição, no vet-or l, do primeiro element.o -nao nulo 

<ou seja do element.o da dia~onal) da coluna j da 

mat-riz L; 

indica a posição da coluna j da base após as 

permut.açÕes da fat-oração;• 
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icnCjl 

caba.sCjl 

9 
ae.st[il 

9 
afartckl 

lue.st[ jlC kl 

e.sc[iJ" 

matriz[il" 

'S --.ncor 

'S --.ncca 

'S 
--.ncfo 

'S 
--.ncar 

--.ncol" 

'S 
--.nlin 

" --.prod 

--.e.st" 
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semelhante a cpo.s, indica a posição das colunas 

que sobl'am nos blocos não quadrados da base; 

indica qual coluna de A ocupa a j-ésima posição 

den~re as colunas da base; 

i-éstmo bloco da matl'iz A, ar-mazenado 

sequencialmente pol' linhas e considel'ando apenas 

as colunas "ol'iginais" do pl'oblema; 

i-ésima linha de A col'l'espondent.e a uma l'estrição 

de est,oque; 

indica qual a linha correspondent-e à k-ésima 

de folga, ê:J.::CêSSO ou ar·Uficial do 

pl'oblema (abs<afartckJ)) e qual o tipo desta 

val'iável. Se a.fartekl<O então a variável é excesso 

matriz que contém os elementos de L u 
col'r•espondentes às Últimas nle.st linhas e colunas; 

indica o t·at,or· de escalamento da i-ésima linha de 

acoplamento do pl'oblema 

l'egistro que al'mazena todos os dados import.ant.es 

relat.ivos ao i-ésimo bloco do pl'oblema. 

núme:ro de colunas "'originais" do bloco; 

númer-o de r-"lest.riçÕes canalizadas; 

númel'O de Val'iáveis de folga de J'est,r·içÕes 

canalizadas; 

númel'o de variáveis al't.if'iciais do bloco; 

número de colunas do bloco que pel'tencem à. base; 

númel'o de Unhas do bloco; 

valor· dos elementos não nulos do acoplamenlo; 

~ 

na o 

índices das colunas que t.êm element.os no est.oque; 
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5 --.x 

5 --.se a 

5 
--.dad 

semelhant-e ao vet-or vu descrit-o abaixo; 

f"at-or de escalament-o das linhas do bloco; 

semelhant-e ao vet-or a, já cit-ado; 

armazena os element-os das linhas de acoplament-o da 

mat-riz L 

Vet.ores booleanos 

!I 
fobasCjl 

limíj1
9 

Vet.ores reais 

" lsupCjl 

3 
objx[jJ 

" obj2Cjl 

~ 

indica se a coluna j de A est.á f"ora da base; 

indica se a j-ésima variável 

at-ingiu o seu limit-e superior; 

(x) do 

limite inf"eriol' da val'iável j do pl'oblema; 

problema 

dif"el'ença ent.re os limites superiol' e inf"erior da 

mesma va.l"iável; 

j-ésimo coencient-e da t'unç"o objet-ivo que est-á 

sendo usada no simplex; 

j-ésima componente do vet-or c, f"unção objetivo 

original do problema; 
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3 
vuCiJ 

~ 

SEÇAO 2 

i-ésima component.e básica do vet.ox- solução x do 

p:roblema:; 

Limite inf'ex-iox- da i-ésima x-estrição do problema; 

difex-ença entx-e os limites supex-iox- e l.nfex-iox- da 

i-ésima x-estx-ição do problema; 

RESUMO DAS ROTINAS DOS PROGRAMAS 

PROCEDURE ATUALIZACAO 

ENTRADA ·--- ent_, :Índice da coluna que ent.r-a na base? sai, 

índice da coluna que sai e blent e blsai, seus 

respectivos blocos. 

CONTEÚDO 
Substitui uma coluna da base por• outx-a de A 

atualizando as matx-izes I,. e U oriundas da 

f:at.oração. 

SAÍDA --- As matrizes L, U e P atualizadas. 
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PROCEDURE BTZV 

ENTRADA:..:_ __ 

CONTEÚDO .:;__ __ 

SAÍDA ----

SUBROTINAS 
REQüiSI'fADÃS 

PROCEDURE BZV 

ENTRADA ---

CONTEÚDO 

SAÍDA ----

SUBROTINAS 
REQÜISI'fADÃS 

Vet-or y. 

Resolve o sist-ema BTz = y . 

Vet-or z. 

UtXY e LtZX. 

Vetor y. 

Resolve o sist-ema B.z "' y. 

Vetor z. 

LXY e UZX. 
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FUNCTION CALCMEM 
3 

CONTEÚDO 

SAÍDA ---

Veri:fica se há memória disponível para uma 

at...ualização. 

Se 
~ na o houve :r memória a tunção 

caso contrário retorna false. 

ret.o.rna true, 

FUNCTION CALCNORMA 

CONTEÚDO 

SAÍDA :..:._ __ 

Calcula llb - Axll . 
00 

Se a norma for menor que uma tolerância, então 

l'etol'na true, caso contl'ál'io t'et.ol'na false. 

g 
FUNCTION CALCTEMPO 

CONTEÚDO 
"---- Vet·ifica se a próxima at.ualizaçâo se justifica 

sob o pont..o de vist.a do consumo de t...e1npo. 
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SAÍD:.:A __ _ 
Se ~or convenien~e re~a~orar a base a ~unç~o 

re~orna true, caso con~rário re~orna false. 

PROCEDURE CALC.J< 

CON'J:EÓDO::__ Calcula o valor das componen~es da soluç~o no 

SAÍD:.:A __ _ 

SUBROTINAS 
REQUISITADAS 

vérUce a~ual. 

O vet.or x e o valor de e. 

BZY e Calc_Z. 

PROCEDURE CALC.2 

CONTEÚDO Calcula e • ex. 

SAÍD.~A __ _ O valor de ""· 

~ 
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PROCEDURE CICLO 

·coNTEtlDo 

SAÍDA :_::_ __ _ 

SUBROTINAS 
REQiJISITÃ])ÃS 

Det.el"mina a val"iável que ent.l"a e a que sai da 

base. At.ualiza o valol" de x. At.ualJza a base. 

Tel"mina o p1>ogr-ama Sél" t.iver- sido E>xcedido o 

Umit,e de it.et•açÕes. 

Fornece ent, Índice da coluna que ent,J:"a, e, sai, 

Índice da coluna que sai da base, pai• a que a 

l'ot.ina pl'incipal possa det.ect.al' se há OU 
~ 

na o 

sulução o pl'oblema, se a solução é 

ilimit.ada ou se há um vért.ice Ót.imo. 

São chamadas as rot.inas Atualização, FJtZY, FJZY, 

9 9 ~ 
CalcNor-ma, CalcTempo • CalcMem , NouaFator-açao, 

QuemEntY'"a e QuemSai 

PROCEDUREESCALAMENTO 

CONTEÚDO =--- Escala a mat.riz t-ecnolÓgica A. 

SAÍDA ·---- A mat.ria A escalada pol" linhas. 
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PROCEDUREfATORAÇAO 

CONTEÚDO 
DecompÕe a mat.riz base B em submat.rizes L, 

t.riangular in:ferior, e U, t.rialgular superior. 

SAÍDA '-'---- As mat.rizes L, U e P. 

PROCEDURE LEDADOS 

CONTEÚDO ---

SAÍDA ----

PROCEDURE L TZX 

ENTRADA __ _ 

CONTEÚDO 

. SAÍDA 
"'----

~ 

Lê os dados do pl'oblema armazenados em disco. 

A mat.r-iz Ã, os vet.or-es b, c e xsup. 

Vet.or X. 

T 
Resolve L z • x . 

Vet.or z. 
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PROCEDURE LXV 

ENTRADA 
·--- Vet.o:r- y. 

CONTEÚDO 
Resolve o sist.ema L.x • y. 

SAÍDA ·--- Vet.or• x. 

PROCEDURE MUDAÜRDEM " 

ENTRADA --- O bloco i que passa:r-á à Últ.ima posição da mat.:r-iz 

CONTEÚDO 
Permut.a as posiçÕes correspondent-es aos blocos i 

e nbloc no vet.or IndBlo e co:r>:r>i~<> os valo:r-es dos 

element-os do vet.or caba.s. 

SAÍ.DA 
Os vet.or·es cabas e IndBlo atualizados. 
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PROCEDURENOVAFATORAÇÀO 

ENTRADA, __ _ 

CONTEÚDO 

SAÍDA ----

SUBROTINAS 
REQiJISITADAS 

É preciso fornecer o f ndice da coluna que entra 

e o daquela que sai da base. 

Reordena as colunas da base. Substitui a coluna 

da variável que sai da base pela da que entra 

nas matrizes triangulares L e U através de uma 

nova fatoração. Calcula o vetor solução x. 

A nova base, fatorada. 

~ 5 
Or-denaCabas, Fator-açao, Calc_X e MudaOr-dem . 

PROCEDURE 0BJETIV01 

CONTEÚDO Cria a função objetivo da fase 1 do simplex. 

Determina a base inicial do algoritmo. Atribui 

valores iniciais aos elementos de x. 

SAÍDA ---- A !"unção objetivo da fase 1 do simplex. 
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PROCEDURE 0BJETIV02 

CONTEÚDO 

SAÍDA ·---

SUBROTINAS 
REQUISITADAS 

Subst.it.ui a t'unção objet-ivo da f'asê 1 pelo vet-or 

c original do problema. Elimina variáveis 

art.if'ici.ais. Recalcula 2. 

A !"unção objet-ivo da :fase 2 do simplex. 

Calc_Z. 

PROCEDURE 0RDENACABAS 

CONTEÚDO 
Ordena as colunas da ba.<;;e de acordo com seus 

f ndices <ordem crescent,e). 

SAÍDA ---- As colunas da base ordenadas por Índiee. 
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PROCEDURE 0UEMENTRA 

CONTEÚDO 
Det.ermina a coluna que deverá ent.rar na base na 

it.eração at.ual do simplex. 

SAÍDA ---- ent, fndice da coluna que ent.ra na base, e 

blent, seu bloco. Se ent • O, ent.ão a solução é 

Ót.lma. 

PROCEDURE QuEMSAI 

CONTEÚDO ::.__ 

SAÍDA ---

~ 

Det.ermina a coluna que irá sair da base nest.a 

it.eração do simplex. At.ualiza o vet.or x. 

sai, Índice da colw1a que sai da base e blsai, 

seu bloco. Se .sai • O ent.ão a solução do 

problema é ilimit.ada. 
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PROCEDURE UTXY 

ENTRADA ---

CONTEÚDO 

SAÍDA ----

PROCEDURE UZX 

ENTRADA ---

CONTEÚDO -=---

SAÍDA 

242 

O vet.o:r y. 

Resolve o sist.ema UTx • y. 

O vet.o:r x. 

Vêt.o:r X. 

Resolve o sistema U.z • x. 

Vat.ot" z. 

~ 
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SEÇAO 9 EXECUÇÃO E DADOS DE ENTRADA 

Os programas apresent.ados podem ser execut.ados 

diret.ament.e a part.ir das list.agens que -serao fornecidas no 

pr-6><imo apêndice. 

Mas para que eles funcionem corret.ament.e será preciso 

reservar memória e at.ribuir valores iniciais a alguns vet.ores 

definidos recentemente. Fornecemos abaixo uma lista dest.es 

vet.ores, separados por algorit.mo. 

Pl"'ograma do capítulo III 

Neste pl'ogl'ama será pl'eciso alocar espaço e fornecer 

valores iniciais ' as Val'iáveis: nbloc, nZest, tcol, bcol, tlin, 

nfar-t, gcol, ncan, nfol, nart, cest, nlin, a, aest, afar-t, lsup, 

linf, objz, b, bmin e esc. 

Os vetores para os quais basta reservar memória são: 

l, u, lacf, upo.s, lpo.s, cpos, caba.s, objx, pi, vu, € 1 fobas e 

lim. 
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Programa do capí t.ulo V 

Nest..e prog:t'ama t..ambém será preciso at..ribuir valores 

iniciais às variáveis: nbloc, nlest, tcol, bcol e tlin. Da mesma 

t'orma, denf.l'o do vet..or mat..riz, pal'a cada bloco é necessál'io 

definir: nlin, ncor-.,. ncca, ncfo, ncar, prod, e.st, .afart, linf, 

lsup, obj::., b, bmüt e dad (alocando memól'ia quando a val'iável 

t'or um apont..ador de um vet..or). 

Os vet..ores que precisam apenas t..er espaço reservado 

são: l, u, upos, lpos., cpos> cabas, pi, G e xtmp. 

~ 
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APÊNDICE C 

LISTAGENS 

Aos leit..ores interessados e>m implantar os programas 

coment..ados nest..e t..ext..o, ou àquele>s que de>sejam est..udal' os 

algorit..mos mais det..alhadament..e, fornecemos abaixo as listagens 

deles, das quais excluimos apenas a part..e correspondent..e ' a 

leit..ura de dados, ao nosso ver, deve ser elaborada 

segundo crit..érl.os definidos pelo usuário. 



PROGRAMA DO CAPÍTULO 111 

Program Simplex_do_capitulo_3(inout,outputl; 

Const 
maxblo = 100~ 

ma}: tmn = 102: 
maxeba = 2500; 
maxing = 6000; 
ma}~ces = 3600 ~ 
maxcot = 3000j 
ma:.:est = 1 o ; 
ma~~ foi -· 3000; 
maxe!U = 160(i0:. 
maxell = 16000; 
maxeaU = 10000; 
ma:.:lac = 50; 
in f = 1e20; 
zeraa = 1 e-1 O; 
zerox . !e-5; 
·z eroz = le-5; 
ze:-ob .. le-10; 
zero I -· !e-tO; 
zeroesc = le-10; 
zeroent = le-5; 
zerosal = 6e-5; 
zerosis = le-·10; 
:z e-r ou = !e-10; 
zerolu - 1 e-·8: 
zeropi - l e-7 ~ 
zeroac. = l. e-7; 
zeronor = be-5~ 

maxit_ = 10000! 
n OV':"IX = 1 o; 
mu 1 o. o; 
tamrea.1 = 4: 
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Type 
xyp = 

tymn = 
tyl = 
tyU = 
typU = 
t yp = 
tyAp = 
tyA = 
tyfol = 
tyobj = 
tyvet = 
tyest = 
tyesp = 
tyLUe = 
t yi cn = 
t yf ob = 
tydad -
typac = 
tyac = 

reto r d 

X I y' p ~ integer; 
end; 
array[O .. maxtmn] o f integer; 
array[ ! .. ma:<elll o f single; 
array[ ! .. maxel UJ o f single; 
array[ I .. moxeaUJ o f xyp; 
arrayéO •• maxcotl o f integer; 
array[! •. ma•blol o f .. , t yA; 
array[!.. ma:<ebal o f single; 
array( 1 •• maxfoll o f integer; 
array[! .. maxingl o f single; 
arrayCO .. maxcotl o f single; 
array[l •. maxcesJ o f single; 
array[l .. maxestl of Atyest; 
array[! .. ma:<est,! •. maxestl of single; 
array[! .. maxestl of integer; 
array[l •• maxingl of boolean; 
array[!. .maxlacl of single; 
"· t yac; 
record 

blo: integer; 
pro: typac; 
dact: tydad; 

P-nd; 
tylac - array[!,.maxcotl of typac; 

V ar 
nbloc,nlest,tcol,bcol,tlin,nfart,at, 
ufim,ufimf,maxat,niter 1 ent 1 sai,At0t 
MemMin,TamAcU 
MemDsp 
TmpFat,TmpAt,TmpAtOt,TmpAtAc,TmpSisOr,TmpBZY,TmpNorma,FatEcon: 
norma,ctobj,zinic,z 
gcol ,nc:an,nfol ,nar·t,cest 1 nc:ol 1 nlin 
I 
u 
lac,lacf 
pmark 
upos 
Jpos,cpos,cabas 
a 
icn 
Juest 
p n i 1 
aest 
afart 
fase!,nfat,vermem 
fobas,lim 

LISTAOENS 

integer; 
word; 
Long!nt; 
single; 
double; 
tymn; 

..... TyL; 
'TyU; 
tyLac; 
t ypac; 

AtypU; 
Atyp; 

tyAp; 
tyir:n; 
tyLUe; 
t ypac; 
t yesp; 

Atyfol; 
bool ean; 

Atyfob; 
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lsup,linf,obj!,obj2 
pi,vu,b,bmin,g,esc 

Procedure LeDados; 

var i: word; 

begin 
{esta subrotina cantem a leitura dos dados do problema e o} 
{dimensionamento dos vetores do programa~ terminando com; } 
pi'[OJ:~I; 

vu''·[OJ:=inf; 
sai:=31000; 
cabasA[tcol~1J:=31000; 

cabas·-'·[OJ:-::0; 

nfart~=gcol[nblcc~l]-cQst[nblocJ; 

Get"1em(pnil ,6); 
pr.i 1-''. hlc;=nbloc+2; 
pnilA.pro:=pnil; 
for i:=1 to tlin~t do 

b eg in 
G e t M ~ m ( 1 a c f [ i J , 6 +~~o r d ( n l e s t ) !H .. a m r e a 1 ) ; 
lacf[i]A,blo:=nbloc~t; 

lac:.f[i ]-.. ··.prr..;~=pnil; 
lat[iJ:=lacf[i J; 

end; 
end; {LeDados} 

Procedure Escalamento; 

v ar 
k,l,ncb,i1: inteqer: 
t sing1.~; 

Procedure EscPloco~; 

b eg in 
for bloco:=l to nbloc do 

begin 
k:=ncan[bloc.oJ; 
il:=cest[bl~coJ; 

ncb:=i1-cest[bloco-1J; 
for i:=nlin[bloco-1]+1 to nlin[blocoJ do 

begin 
t:~zercesc; 

l:=(i-nlin[blocc-11-l)*ncb; 
for j;~l+l to l+ncb do 

if abs(a[bl~coJA[jJ)>t then t:=abs(a[blocoJA(jJ); 

·"'·tyobj; 
''tyvet; 
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for j:=!+l to l+ncb do 
if abslalblocol"[Jlitl<zeroa 

then a[blocoJA[jl:=O,O 
else a[blocol"[jl:=a(blocol"[jl/t; 

b'·[j J:=b·'[i llt; 
~:?sc.-'·[i J:=1. 0/t; 
while lk<lnfollblocol-111 and 

labslafart"[k-illl<li-nlin(bloco-llll da lnclkl; 
if labs(afart•[k-illl=li-nlin[bloco-1111 and (k(nfol[blocoll 

then 

end; 
end; 

b eg in 
linf"lkl:=linf"lkl/t; 
lsup"[kJ:=lsup"[kl/t; 

end; 

end; {EscBlocas} 

Procedure EscEstoque; 

var i,j: integer; 

begin 
k:=ncan[nblac+1J; 
il:=cest[nbloc+ll; 
for i:=l to nlest do 

b eg in 
t.:=zeroesc; 
for j:=l to cest[nblocl do 

if abslaestliJ"[jll>t then t:=abslaestlil"ljll; 
b"ltlin+il:=b"[tlln+il/t; 
esc"ltlin+il:=!.O/t; 
for j:=l ta cest(nblocl do 

if abs(aest[iJA[jJ/t}(zeroa 
th~n aest[i]·"[jJ::::O,O 
else aest[iJA[jl:=aest(iJA[jJ/t~ 

while lk<ínfol[nbloc+ll-111 and labs(afart···rk-illl<il do inclkl; 
if labs(afart"[k->lll=il and (k(nfol[nbloc+lll then 

begin 
linf"lkl:=linf"[kl/t; 
!sup"[kl:=lsupA(kl/t; 

e r: d; 
end; 

er.d; {EscEstcque} 
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Procedure EscObjetivo: 

b eg in 
ctobj:::zeroesc; 
for i:=! to cest[ob!oc+!J do 

if abs(obj2"'[iJl>ctobj then ctobj:=abs(obj2''[iJl; 
for i:=! to cest[nb!oc+!l do 

i f abs (obj2·'·[j J/ctobjl<zeroa 
then obj2A(il:=O.O 
else obj2~EiJ:=abj2A[iJ/ctabj; 

end; {EscObjetivo} 

begin 
EscBlocos; 
Esc Estoque; 
EscObjetivo; 

end; {Escalamento} 

Procedure Fataracao: 

v ar 
pivo,linbl,uinbl ,pic1bl ,nlibl ,ncitl ,ncabl ,pinbl2. 
lcont,ucont,pcont,econt,s~ss,tt,pt,cia 

t,tí,t2 

Procedure FcttBlocos; 

begin 
lcont:;;;1; 
ucont::::1i 
pr.:ont!=1~ 

econt:;;;O: 
pinbl2::::;1; 
+cr i:=l to r.bloc do 

begin 
uinbl::::ucoqt; 
pinbl: =pcont; 
linbl:=lcont; 
~1 1 i b l : = n 1 i n ( i J - n J. i n [ i - i J ; 
ncJbl:=ncol[il-ncoJ[i-ll: 
ncabl: ==cest[i J-cest[i-lJ; 

i. nteger ,j 

si~g.le~ 

for j:=pinbl to oinbl+ncibl-1 da cposA(j];=pinbl2-pinbl+j; 
for j::::1 te nlibi do 

beqjn 
t t : == { j- 1 } * n c a ~J l - q c. n 1 [ i - 1 J ; 

~ 
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LISTAGENS 

for k:=j to ncibl do 
beqin 

ss:=cabas•[cpos•[pinbl+k-lll; 
i f ss<ncan[i l 

then u"Eucont+k-jl:=a(il"ltt+ssl 
else if abs(afart•(ss-cest[illi•J 

end; 
s:=uinbJ-1; 

then u•[ucont+k-jl:=afart"lss-cestlill/j 
else u"[ucont+k-jl:=O.O; 

for k:=l to j-1 do 
begin 

t:=l"llpas"[pinbl+k-!l+J-kl; 
i f abs lt I >zerou then 

for kk:=j to ncibl do 
u•[ucont+kk-jl:•u"[ucont+kk-jl+u"[s+kk-kl•t; 

s:•s+ncibl-k; 
end; 

pivo:=ucont; 
for k:=ucont+! to ucont+ncibl-i do 

if abs(u·"·[kJJ>abs(u"lpivall then pivo:=k; 
if abs(uA[pivo])(zerolu then saida(BaseSingularl; 
s:=uinbl-1; 
for k:=! to j-1 do 

b E~g in 
kk:=pivo-ucont+s+j-k; 
t:=u·"·EkU; 
u''í.kkl:=u·'··rs+j-kl; 
u·'·[s+j-kl:=t; 
s:~s+ncibl-k; 

End; 
t:=u•[pivol; 
uAEpivoJ:=uA[ucontl; 
s:=cpos"lpcontl; 
cposA[pcontl:=cposA[pcont+pivo-ucontl; 
cpos"[pcont+pivo-ucontl:=s; 
for k~=ucont to ucont+ncibl-j-1 do 

b eq in 
u"lklo=-u"[k+IJ/t; 
if abslu"lkll<zerou then u"lkl:=O.O; 

end; 
l''·[lcontl:=t; 
lposAEpcontJ:~lcont; 

kk:=cpos"lpinbl+J-ll; 
ss:=cabas"!kkl-gcol[i-ll; 
if ss<=ncabl 

then for k:•j+l to nlibl do 
l"[lcont+k-jl:=alil"[(k-ll•ncabl+ssl 

else for k:=j+l to nlibl do l"llcont+k-jl:=O.O; 
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with lacflpcnntl' do 
if ss<='ncabl 

tl1en for k:;1 to nlest do dad[kJ:~aest[kJA[ss+ciaJ 

eJse for k:=l to nlest do dad[kJ:=n.o; 
s! :! G; 
ss:=O; 
for k:=1 to j-1 do 

begln 
t:=u~[uinbl~ss+j-k-1]~ 

if ahs(t)>zerou then 
begin 

for kko=j+l to nlibl do 
J•[Jconttkk-jl:=!•[lcont+kk-jl+tt!Ailinbl+kk+s-ll; 

with lacf[pcontJA do 
for kk:•l to n!est do 

dod[kkl:=dad[kkl+ttlacf[pinbl+K-Il'.dad[kkl; 
enô; 

s::::s+nl.ibl-k; 
ss:=ss+ncibl-k: 

end~ 

lcont:=lcont+nlibl-j+1; 
Inc (pcontJ; 
ucont:=ucont+ncibl-j; 

!;;lnd; 
for j:=l to ncibl-nlibl do 

begin 
icn[econt+jJ:~cposA[pcont+j-ll; 

s s : =c abas ..... [ i c n [ e c o n t + j J J - g c o 1 r i - 1 J ' 
if s€.<~ncabl 

end; 

ttten fo~ k:=l to ~lest do luest[k,econt+jJ:=aest[kJA[ss+cia) 
else for k:=l to nlest do luestCk,econt+jJ:=O.O; 

econt:=ecJ~t 4 ncibl-rllibl; 

pinbl2:=pinbl2+ncibl; 
end; 

end; {FatBiocos1 

Procedure Apl~atluest; 

2!32 

var i,J,k,kk: integer: 

b~gin 

for j::::1 to tcol-·bcol do 

b eg in 
icn[econt+jJ:=~col+j; 

for k:=l te nlest do lu2sttk,econt+JJ:=O.O; 
ss:=afartA[cabasA[bcol~j]-cest[nbloc•llJ; 

luest [abs ( ss J t eccnt+ j J: ~ss/ abs (ss); 
. end; 

~ 
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for j:=tlin+l to tcol do 
beiJin 

cpos"[jJ:=icn[j-tlinl; 
icn(j-tlinJ;~-j+tlin; 

end; 
ufim:=ucont-1; 
ufimf:=ufim; 
uinbl:=l; 
Ltcont:=l; 
pinbl:=l; 
for i:=l to nbloc do 

begin 
nlibl:=nlin[i1-nlin[i-11; 
ncibl:=ncol[il-nco![i-11; 
for J:=n!ibl+l to ncibl do 

begin 
s:=O; 
S5:=0; 
for k:=l to nlibl do 

begin 
t:=uA[uinbl+ss+j-1-kJ; 
if absltl>zerou then 

for kk:=l to nlest do 
luestlkk,ucont1:=luest[kk,ucontl 

+tt!acf[pinbl+k-IJA.dad[kkl; 
s:=s+nlibl·-k; 
ss:=ss<·ncibl-k; 

end; 
In c lucontl; 

end; 
pinbl:=pinbl+nlibl; 
uinbl:=uinbl+llnlibl•nlibl-nlibl) div 2)+1ncibl-nlibl)tnlibl; 

end; 
end; {Ap!Fatluestl 

Procedure FatEstoque; 

var j,k,kk~ inte-ger; 

begin 
for j:=l to nlest-1 do 

b eg in 
pivo~=j; 

for k:=j+l to nlest do 
if absllued[j,kJ))abs(!uest[j,pivoJ) then pivo:=k; 

tl:=luestli,pivol; 
if pivoOj Uen 

begin 
tt:=cpoo"ltlin+Jl; 
cpos"ltlintjl:=cposA(t!in+pivol; 
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cpos~[tlin~pivoJ:=tt; 

tt:==icn[jJ; 
icrl[j]:=lcn[pivol; 
icn[pivoJ:==tt: 
for k:•l ta nlest do 

end; 

b eg in 
t2:=lu2stCk,pivcJ; 
luest[k,pivol:=luestEk,j]; 
luest[k,j]:=t2; 

end; 

for i:::;=j+1 t8 nles.t do 
begin 

t2: =-} uest [ j, K :ilt.l; 
luestLj ~kJ:=t21 
if abs(t2l>zerau then 

end; 

for kk:=j+1 to nlest do 
luest[k!·,~J:=luest[kk,kJ+t2*luest[kk,jJ; 

e11d; 
end; {FatEstoque} 

ProcedurP Ordenalcn; 

v ar i! integer; 

begin 
for i:=1 to nlest de 

if ir.:n[iJ<O ti-te~ 

begin 
5:::: j_ j 

tt:=-icn[i J: 
whi le tt< i dr:. 

begin 
s.s: =t ti 
tt:.::--icn[~:t.J; 

icr:[ssJ:=s; 

F.:n d; 
icn[i]~:o:s~ 

end: 
end; {OrdenaicnJ 

b eg j_ n . 

~atBlócos; 

AplFatluest; 
FatEstoqLte~ 

Or-denaicn; 
e~d; .{Fatoracao} 

~ 
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Procedure BZY(var z,y: tyvetl; 

var ~: tyvet; 

Procedure LXY(var x,y: tyvetl; 

v ar 
i,j,k,m: 
t 

integer; 
single; 
typac; act 

begin 
for 1:=1 to tcol do x[IJ:=y[IJ; 
for 1:=1 to nbloc do 

for j:=nlin[i-11+1 to nlin[IJ do 
begin 

k:=lpos"[jJ; 
x [ j 1: =x [ j 1 I I' [ k 1; 
lf abs(:djll>zerosis 

then 
begin 

for m:=l to nlin[IJ-j do 
xti+ml:=x[j+ml-x[jltl"[k+ml; 

act:=lac[jl; 
repeat 

k:=nlin[actA.blo-11; 
wi th act'·· do 

for m:=k+l to nllntb!ol do 
x[ml:=x[ml-x[jltdad[m-kl; 

act:=a.ct·".pro; 
until act=pnil; 

end 
el~-P. :-;[j]:::::O.O_: 

end; 
for i:=l to nlest do 

begin 
t:;:<[tlin+i J; 
for j:=1 to i-\ do 

t:=t-x[t!in+íl•luestli 1 jl; 
if absftl>zerosis 

then dtlin+il:=tlluestli,il 
el;e o[tlin+il:=O.O; 

End; 
end i {LXY} 
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Procedure UZX(var :::,:<: l:.yvet)~ 

256 

v ar 
i ,j ,k,ucont ,uest,lir:bl ,ip 1 nlibl ,ncibl: 
ut 
t 

begin 
for i:=ufim downto ufimf+1 do 

begin 
ut:=uposA[i-ufimfJ; 
if ut.p<O 

then 
begin 

integPr; 
:< yp' 
single; 

}~ ( U t . }"; 1 : ::::: ); [ U t • X ] + :< [ l.l t . y 1 * U" [ i ) ; 
if abs(x[ut.xJ)(zerosis then x[ut.x]:=O.O; 

end 
else 

begin 
x [ut. y] ~ =:{ [ut.. yJ+x Eut. :-: ]f.u~"·[ i J; 
i'f abs(.~~rut.yJI<:::erosis then xlut.yJ:=O.C; 

erd; 
ip::::abslut.p); 
if ut.y<>ip then 

begin 
t:=x[ipJ; 
xEipJ:=x[:..tt.yJ; 
x[ut.yJ::::t~ 

enc; 
end; 

utont::::u+im.f:; 
UE?o;t: ::n.lest-tcol +bcol; 
for i:=nlest downto 1 do 

begin 
for j::::i+i t:J nlest O:: 
~[tlin+i}:=K(tlin+ll~x[tlin+j]tlcest[i ,jJ; 

if abs(:<[ttin+iJl(:F.:r·asis t.hr::n x 1:tllr+;]:':(;.(•; 
end; 

for i:=nblo~ downto 1 do 
begin 

n li b 1: =n li:: [i~; -n I i r1 [i -1 J ~ 
ncibl;=ncol[iJ-r.col[i-1]; 
uest:=uest-nci~l+nlibl; 

;.; i 11b 1: :::n li n [i -1 J; 
for j:=nlib] dow~to 1 do 

bPgin 
ucont:=ucont-ncibl+nlibl; 
for k:=i to ncibJ.-nlibl do 

x[xinbl~jJ~=~[xinbl~jJ+x[tlin+icn[uest+kJltuA[ucont+kJ; 

IJ c o n t : = u c o n t ~· n 1 i b i + j ; 

~ 
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for k:=j+l to nlibl do 
x[xinbl+jl:=x[xinbl+jl+x[xinbl+kl*u"[ucont+k-jl; 

if abslx[xinbl+Jll<zerosis then xfxinbl+jl:=O.O; 
end; 

end; 
for i:=! to tcol do z[cposA[iJJ:=x[iJ; 

end; (UZX} 

begin 
LXYix,yl; 
UZXI:,:<I; 

end; (8ZY} 

Procedure UtXYivar x,y: tyvetl; 

v ar 
i 1 j , k , i p , ;d n b l , u c o n t 1 u e s t 1 n 1 i b 1 1 n c: i b l : 
ut 
t 

begin 
for i:=1 t.o tcol do }:[iJ:=y[cpos .. "(iJJ; 
}:inbl :=0; 
ucont:=O; 
uest:=O; 
for i:=1 to nbloc do 

begin 
nl ibl :=nl in [i l-nl in[i-ll; 
ncibl:=nco![iJ-nco![i-!J; 
for j:=l to nlibl do 

beqin 
t:=x[xinbl+jl; 

integer; 
"yp; 
single; 

for k:=j+l to nlibl do 
x[xinbl+kl:=xExinbl+kJ+tfuA[ucont+k-jJ; 

ucant:=ucont+nlibl-j; 
for k:=l to ncib!-nlibl da 

x[tlin+icn[uest+kJ~:=x[tlin+icn[uest+kJJ+tlu~[ucont+kJ; 

ucont:=ucont+ncibl-nlibl; 
end; 

xi.nbl :=nlin[i J; 
uest:=uest+ncibl-nlibl; 

enC; 
for i:=! to nlest-1 do 

for j:=i+l to nlest do 
x[tlin+j]:=x[tlin+j]+x[tlin+i]*luest[i,jJ; 

for i:~! to tlin+nlest do 
if abs(x[iJ)<zerosis then x[iJ:=O.O; 

for i:=ufimf+l ta ufim do 
b~gin 

ut:=upos~[i-ufimfJ; 
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ip:=abs(ut.pl; 
if ut.y<>ip then 

b eq in 
t:::::{[:ipJ; 
X [i p): ~:.: [ lÜ. '{]; 

!<lut.y]~=t.; 

end; 
if ut.p<O 

th en 
begin 

X [ U t , y) ; ::: ;: [ U t . y ) +X [ U t . l~ ] ·1.\.t _..._ [i ] ; 

if abs(:.;[;.lt.yJJ<z.erosis then x[u·~.yl:=O.O; 

end 
else 

begin 
i-: [ U t. X ] : :: ~-! [li t. ~: ] +X [ U t, V] +u..., [ Í J; 
if abslx'ut.x]l(zerosis then xEut.xl:=O.O; 

end; 
end; 

end; {UU:V} 

Pt-ocedure BtZY(va.r ~~v: t.yvetl; 

Procedure l.tlX (v ar· :: tyvet) .; 

v a,~ 

i 1 j,k,m: integer; 
r sinqle; 
act typac; 

begin 
for i:=nlest downto ic 

begi.n 
r::::O= 
for j::.:i+1 i:<J r:lr~st do 

r:=~-z[tlin+j]~luest[j.il; 

z [ t l i n +i J : ::: ~ ;:: C t l 1 r1 +i J ~--r ) / l. u:.: s t L i , i :t ; 
lf abs(z[t:i:-:+1]~--: :erDSl's the:-r; ztt.lir:·;._L];-::,),:~_.; 

end; 
for i:=nblo: downto I do 

for j:=nlin[iJ dowrto nl~_n[i-lJ+l do 
b t:~g i íi 

r-::o::O: 
act:=lacl_iJ; 
repeat 

k : = n l i n f. .3 c t .·\ . b 1 o- 1 ] ; 
wi t.h act-'· :!o 

for- m: ::k+1 to nl i.nlbloJ àD 
r:=~-z[m]*dad[m-k1; 

a~:.t:.::act.l· .. p .... ,J; 

~ 
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until act:pnil; 
~:;Jpos~'[jJ; 

for m:;( to nlin[il-j do 
r:;r-z[j+ml•l"[k+ml; 

z [ j l:: I z [ j] +r)!!·'· [ k J; 
if abslz[j))(zerosis then z[jl:=O.O; 

end; 
end; (ltZX} 

begin 
UtxYiz,yi; 
LtZXIzi: 

end; (BtZYl 

Pracedure AiocaPac ívar pntr: typac; tamanho: wordi; 

begin 
GetMemlpntr,tamanhol; 
MemDsp:•MemDsp-tamanho; 

end; {AlocaPac} 

Procedure DesalocaPaclvar pntr: typac; tamanho:wordl; 

begin 
FreeMem(pntr,tamanho>; 
MemDsp:=MemDsp+tamanho; 

end; {DesalocaPac} 

Procedure Atualizacao(colent,colsai ,blent,blsai: integer>; 

v ar 
cpri 1 cult 1 ip 1 1i 1 bl 1 bli 1 lan 1 lp,s,it,ncabl 1 ss 1 si,st: 
t,tt,gt 
act,bct,cct,dct 

Procedure CalcCt; 

var i: integer; 

begin 
for i:•! to tco! do g"[iJ:;Q,ú; 
g•[colsail:=l.O; 
UtXYipi~·,g"l; 

end; {Cal cCtl 

LISTAGENS 

integer; 
singlei 
typac; 
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Procedure Calcltil; 

260 

var i ,j ,k: inteqer: 

Procedure CalcltilEst; 

var j: intege"": 

begin 
with lac[tlin+lJA de 

beqin 
for j:=cul~-tlin to nlest do 

dad[JJ:=luest[j,cult-tlirl; 
for j:~l to cult-tlin-1 do dad[jJ~=O.O; 

end; 
while ip>tlin do 

if abs~pi .... -·[ipJI<=zeropi 
t.hen Dec (i p/ 
else 

b eq in 
In c it:fi m); 
i f i:l b s ( p _i ... , [ i J ) -:· a b s i tli ·" [ i p J ) 

then 
ti \~g :l n 

t:=-pi"lillpi"[ipl; 
with lac(tlin+-1]-'"· do 

b Pg i. r'! 

i::~r j:=ip-tlin to i-tlir;-l. do 
begin 

dad[j]~=lue~t(j 1 ip-tlin}; 

luest[j,ip--tlirJ:=luest[j!ip-tlinl•t; 
er-d; 

fcv j:=i-tlin ta nlest do 
b Rg in 

t ~- : -..; l :_1 e ~; t [ j 1 i p -· ~ l i : 1 .: ; 

tues~[J,~p-tlinJ:=iuest[j,~p-tlinJ*t+da:(jl; 

dt:.1d[_1]~:-:-tt; 

E? r-- d ; 

u p D s ·'·- !: u f i r·.- u { i m f J • p ~ :::: i p ; 

end 

else 
IJ eg in 

l ; =- p i _.., [ i p ] í p i /•. [ i J j 
uposA[ufim-ufimfl.p:=cult; 
with lac[tlin+l]A do 

end; 

for j:=i-tlin ta nlest do 
luest[j,ip-tlinl:=luest[j,ip-tlin]~dad[j]*t; 
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u/'(ufimJ:=t; 
upos"[ufim-ufimfl.x:=ip; 
upos"[ufim-ufimfl.y:=cult; 
Declipl; 

end; 
b!:=nb.\oc; 
li:=i; 
iPtlin+!; 

end; {CalcLti!Estl 

Procedure CalcLti!Blo; 

var j 1 k: • • 1n ... eger; 

begin 
AlocaPac !dct,6l; 
while bl>O do 

begin 
for k:=ip downto nlin[bl-ll+l do 

if MemDsp<O 
then 

begin 
nfat:=true; 
End t; 

end 
else 

if abs!pi'··rkll>zeropi then 
begin 

Inc(ufim); 
!an: =n!in[bl-11; 
lp:=lpos"[kl-k; 
if abslpi"[lill<abslpi'[kll 

then 
begin 

t:=-pi"[lil/pi"[kl; 
uposA(ufim-ufimfl.p:=k; 
if bl<bli 

then 
begin 

AlocaPac(act,b+tamreal<word!nlin[bll-lanll; 
with act• do 

LISTAGENS 

begin 
pro:=Jac[il; 
blo:=bl; 
for j:=k to nlin[b!l do 

begin 
dad[j-lanl:=!"[Jp+jl; 
l"llp+jl:=l"[!p+Jl*t; 

end; 
for j:=l to k-lan-1 do dad[jJ:=O; 
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end; 
1ac[iJ:=act; 
act:=act·'··.pro; 

en d 

else 
with lac[il"' do 

begi!l 
for j:=k to li-1 do 

begin 
dad[j-lanJ:=lA[lp~jJ; 

lA[lp+j]:=lr·[!ptj]*t; 
end; 

for j:=li tn nlinEblJ do 
b eg in 

tt:=l''[]p+jl; 
lA[lp+jJ:=dad[j-lanJ+t*tt; 
dad[j-iaoJ:=tt; 

ePd; 
act:=pro; 

end; 
bct: :-:act; 
1 a c [ i. } ·'·· • pr-o: = l a c [ k } ; 
ac~~:=lac[kJ; 

lac[kJ:=bct; 
1 i : :o k ; 
b l i : "'b 1 : 

e ~i d 
e)_ :.e 

~ eg i r: 
t! =--pi ·''( k J /pi /•,[ 1 i J; 
upo;'[ufim-ufimfJ.p:=cu!t; 
if bl=bli 

theo 
beg.L r: 

:'iith lac[i]·. da 
fcr :=li to r.lin~:JlJ -=!o 

l ,---cl p+jJ: =1 l'.l p+_j J-j.t_._~;f.!ad~ j-1 anJ; 
ac:t: =:la c[ i J '·-. p:~c:; 

end 
else act:=lacti}; 

end; 
u'···ru+imJ:=t.; 
u p os__.._ [ u f i rr- u f i mf J • x ~ = k ; 
uposA[ufim-ufimfJ.y:=cult~ 

cct'··.pro:=lac[kJ; 
~,ct.! =dct i 
r-epeat 

if actA.blo<bct~.praA.blo 

then 
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begin 
AlocaPaclcct,6+tamreal* 

wordlnlin[act".blol-nlinlact".b!o-1111; 
with cct'·· do 

begin 
blo:=act".blo; 
pro:=bct•.pro; 
for j:=l to nllnlblol-nlin[blo-11 do 

dad[jl:=act".dad[jl<t; 
end; 

bct·'·. pro: =cct; 
bct:=cct; 
act: ·=act ···.pro; 

end 
else if act".blo>bct".pro".blo then bct:=bct".pro; 

if act".blo=bct".pro".blo then 
begin 

with bct".pro" do 
for j:=1 to nlin[blol-nlin[blo-1] do 

dad[jl:=dad[j]+act".dad(jl•t; 
bct:=bct''.pro; 
act: =act .... ·.pro; 

end; 
unti1 act~pnil; 

lac[kJ:=dctA.pra; 
end; 

Dec(bl); 
ip:=nlin[blJ; 

end; 
Des.:~JIJcaPac (r.lct,6}; 

end; ICalcltilBlol 

begin 
i ::::::tcol; 
while abs(pi .... [iJI<:::zetopi do Decl.i); 
cult:=i; 
ip:=i-1; 
bli :=niJloc+l; 
lf (TamAcU-ufiml<l 

then nfat:=true 
else 

LISTAGENS 

begin 
if cult<=tlin 

then 
begin 

while i<=nlin[bli-·1) do Dec(bli); 
if ip(=nlinlbli-!l then bl:=bli-1 else bl:=bli; 
AlocaPaclact,6+tamreal<wordlnlinlblil-nlin[bli-!lll; 
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with a.c.t·'· do 
begi.n 

blo:=bli; 
pro;=1acLiJ~_ 

12-r:=n:in[bli~l]; 

k:=lpos·'-[iJ; 

f~r j:=l to i-lan-1 do dad[j]:=O; 
for j:=i to nlin[b!il do 

da d [ j ~ 1 a n J : ;; 1 ,· .. [ k + j- i J ; 
end; 

lacLiJ:=act; 
l i : =.i ; 

end 
else CalcLtilEst; 

Calcltil8lo; 
gt: :::pi ,·,(J. i]; 

tpFi:=li; 
act.:=.lac[i J; 

end; 
end; {Calc:Ltil} 

Proced,Jre Formalsust; 

264 

var i,j: in"".t:?ger; 

Procedure l.eMatri2A (var vet: tydadl; 

var i: integet-; 

begín 
i+ st<=ncabl 

then 
for i:=l to nli~[ssJ-nlin[ss-1J do 

v e t [ i J : = g t *si *a [ s s J ····. [ r i ·- 1 l * n c a lJ 1 + s t } 
else 

begin 
for i::~ to nli,,rssJ-~lin:ss-1] de vet:iJ:~a; 

i: =afart··· rst+gr.:o1 [·.;s·-1 J-cest.[!;s}J; 

v e t [ a b s ( i l } ! ~' q t *si *i J a b:;, \ i ) ; 
endj 

end; {L~Matr·i?,~) 

begin 
for j:=1 te 2 do 

· b eg in 
i f j = 1 

th en 

begin 
ss: =blent: 
st:=colent-gcollblent-11; 
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si:=1; 
en d 

else 
begin 

ss:=blsai; 
st:=cabas•[colsail-gcol[blsai-11; 
si:=-1; 

end; 
H ss<=nbloc 

then 
begin 

ncabl:=cest[ss1-cest[ss-11; 
if ss<act•·.b!o 

end 

then 
b eg i. n 

cpri:=nlin[ss-11+1: 
AlocaPac ibct ,6+tamreal•word in! in[ss1-cpri+l) l; 
bct'··.b!o:=ss; 
bct·'·, pro: =act; 
LeMatrizA(bct•,dadl; 
act:=bct; 

end 
else 

begin 
if cpri>nlin[s;-1]+1 then cpri:=nlinlss-11+1; 
bct:=act; 
while bctA.proA.blo<=ss do bct:=bctA.pro; 
if bct·'-.blo=ss 

er.d; 

then with bct• do 
if st<=ncabl 

then 
fo~ i:=1 to nlin[ssJ-nlin[ss-1] do 

da d [i 1 : =da d [ i 1 +ç t •s i *a [ s s ]·'· [ ( i - 1 ) • n c a b 1 + s tl 
else 

else 

begin 
i:=afartA[st~gcol[ss-1]-cest[ssJJ; 

d ad [ ab s (i ) J : =1 a cH ab s \ i l J +g t *si*" i I ab s (i l ; 
e:1d 

begin 
AlocaPac (cct,6+tamrealt\~Ord (nlin[ssl--nlin[ss-!ll l; 
cct~"·. blo: =ss; 
cct".pro:=bct".pro; 
LeMatrizA(tctA.dadl; 
bct·'.pro: =cct; 

end; 

else bct::::act; 
end; 
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while bctA.b}o(nbloc~1 da bct:=bctA.pro; 
with betA do 

for j:=2 dow~to 1 do 
begi n 

if j=1 t.hen 
begin 

ss:~b1ent; 

Sl.; = J. j 

st:=colent-gcollblent-!l; 
end; 

lan:=cestr~s-lJ; 

if st<=fcest[s;J-lan) 
then 

for 1:=! to nlest do 
da d [ i } : =da d [ 1 J + g t *si *a e s t C i ] ··< s t +l a n J 

else if ss>nbloc then 
begin 

i:=alart~rst+gcol [nblocJ-cest[nbloc+fll; 
da d [ a. b s \ i i J : ::-:da d [ a. b s ( i l J +; t *si * j ! a b ~ ( i. ) ~ 

end~ 

e!ld; 
end; [Fornal.sust~ 

Proce~ure Calclchape~; 

v ar i: i nteger: 

Procedure CalclchapBlo; 

var i ,j: inteqer; 

begirr 
i-f cult>t:irc 

t!1en it:=tlu: 
e-lse it~::cu.lt-1; 

i:=cpri; 
wh:ile i<.=it de 

i f r1emDsp< ') 
t:hen 

b E·g in 
nfat: :..~t.rue:: 
e:d t: 

end 

else 
bpgin 

e.ct:=cct~ 

if atrs~ac~A.dad[i-lanJ>>zeroac then 
begi.'l 

Inc iufim) ~ 

::.: =lcos-'··[i 1: 

~ 
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LISTAGENS 

if absll"[sJI•mu)abslact".dad[i-lanll 
then 

begin 
t:=-act".dad[i-lanl/l'[sJ; 
uposA[ufim-ufimfl.p:=-cult; 
with act'' do 

for j~=i+l to nlinlblol do 
dad[j-!anl:=dad[j-!anl+l"[s+j-illt; 

bct:=lac[i J; 
end 

else 
b eg in 

t:=-!"[s)/act•.dad[i-lanl; 
upos"[ufim-ufimfl.p:=-i; 
with act ··• do 

for j:=i to nlin[blo] do 
begin 

tt:=dad[j-lanl; 
dad[j-lanJ:=lA[s+j-i]+tttt; 
l'[s+j-il:=tt; 

end; 
bct::::act··".pro; 
act~'·.prn:=lac[i 1; 
lac[iJ:=bct; 

end; 
u''[ufim];:::t.; 

uposA[u4im-·ufimfJ.x:~i; 

upos'lufim-ufimfl.y:=cult; 
repe_at 

if bcl".blo<act'.pro•.bJo 
then 

begin 
AlocaP~c{dct,6+tamreal~ 

word(nlin[bctA.bloJ-nlin[bctA.blo-1]) l; 
dct·•. blo: =bct·'·, blo; 
dctA.pro:=actA.pro; 
ac:t..··".pro: =dct; 
.act:=:dct; 
wit:l act···· de~ 

for j:•l to nlin[blol-nlin[b!o-11 do 
dad[jJ:=bct•.dad[jl<t; 

bct:=bct''.pro; 
end 

else if bct".blo>act•.pro•.b]o then act:=act•.pro; 
if act•.pro•.bJo=bct•.bJo then 

begin 
act: ::act"·. pro; 
with act" do 

fac j:=l to nlin[blol-nlinlblo-11 do 
dad[jJ:=dadljl+bct".dad[jlft; 
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bct_: ==bct ···.pro; 

er:d; 
until bct=pnil; 

e;H~; 

if i=n!ir[cct~.bloJ 

then 
t1 e q i n 

!:Jct:=cct) 
cc:t;:::c:ct'',pro; 
DesalocaPac(bct,6+tamreal* 

word(nlin[bctA.blol-nlin[bctA,blo-1Jl); 
lan:=nlin[cctA.blo-11; 
i:=lanl-1; 

end 

els? Inc(i)~ 

end; 
end; {CalclchapBlJ} 

Procedure CalcLchapEst; 

var í,j: írteg~r; 

begin 
i+ cpri>tlin 

then it:•rpri-tlin 
else it:.:::l; 

for i:=it te cult-tlin-1 do 
with c:ct-'·· da 

if abs(dctd[i]))zeraac t.t->en 
begin 

In c {Lt.c i. m); 
i f ,:·,b·::,(luest[i ,i J) *mu>abs(:)ad[i ]} 

t h e r 
beçin 

t:=-dad(i]/luest[i 1 iJ; 
L! p {) S ·'·· [ U. f i ;11 -· U f i I'"; .j: } , p : =-CU l t ; 
i-or j::::i+J. to :·.1e•;t do 

d 2. d [ j ] : =C a c1 [ j J .1.. ~- u e 5 t [ j , i J * t ; 
~J,.., ··' "·"·.J 

e l s F.? 

b e.g in 
t~=-luest[i,iJ/dad[iJ; 

uposA[ufim-ufimfJ.p:=-i-tlin; 
fc~- j;::::i to nle!:.t da 

b eg in 
tt:;;:dad[jJ; 
dad[J]:=ltlest[j,iJ+tt*t; 
luest[j,iJ:=tt; 

E':: (j ; 

~ 
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u·'"·[ufimJ:=t; 
uposA[ufim-ufimfJ.x:=i+tlin; 
uposA(ufim-ufimfl.y:=cult; 

end; 
for i:ccult-tlin to nlest do 

luest[i,cult-tlinl:=cct•.dad[il; 
l~crtlin+il:=cct; 

end; {Cal clch•pEstl 

begin 
lan: =nl in(act'··.b.lo-1 J; 
cct:=act; 
if (TamAcU-ufimi<(cult-cpri) 

then nfat:=true 
else 

begio 
il cpri<=tlin then CalcLchapB!o; 
if not nfat then 

begin 
if cult>tlin 

then CalclchapEst 
else 

begin 
s:=lpos''(cultl; 
lan:=nlin[cct".blo-11; 
wi th cct' do 

for i:=cult to nlin[blol do 
J•[s+i-cultl:=dad(i-lanl; 

lac[cultl:=cct".pro; 
Desal ocaPac (cct,6+tamreol*wo:-d (nl in(cct·'·. bloJ-lan}); 

end; 
end; 

end; 
end; {Calclcha~teu} · 

begin 
TmpAt:=TempoSis; 
lnc(at!; 
CalcCt; 
CalcLtil; 
if not nfat then 

begin 
Formalsust; 
cabasA[colsaiJ:=colent; 
Calclchapeu; 

end; 
TmpAt:=TempoSis-TmpAt; 

end; tAtualizacao} 
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Procedure CalcZ; 

var i.,j: integer; 

begin 
z:=zinic; 
for 1:=1 to gcol[nbloc+ll do 

if lim·'"·[iJ then z:=z+lsup ... ··[l]*objl·~·[iJ; 
for i:•! to tcol do 

z::z+vuA[iJ*objlA[cabasA[iJJ; 
end; {CalcZ} 

Procedure CalcX; 

v ar 
i ,j ,tp1 ,tp2,tp3 1 t.: irteger; 
tt single: 

begin 
for i:=l to tcol do g~[iJ:=bACi]; 

for i:=1 to nbloc+l do 
b eg in 

t p 1 : = n 1 i n ( i "" 1. ] + l ; 
tp3:~gcolt"l-1J; 

fo~· j:=tp3+1 -to ncan[i]-1 do 
if J.im .. '[.i~~ the . ., 

begin 
tt.:=lsu:J·""'[_iJ; 

tp2:=c~::·st[i J-cest[i-l:i 
for t:::::tpi to nlinriJ do 

g ' [ t J : = ç ·· E tJ- t t# a E i J · [ ( t- t p 1 i ft p 2 <· j - t p 3: ; 
tp2:=~~st[i-1J-tp3; 

~o• t:•t:in+! to tcol da 
gA[tJ:=gA[tJ-·ttla~st[t-tlinJA[j~tp2J; 

end; 
.for j~=n.car<i:J tD r·:·fc::ll.iJ-1 do 

i f li fi" .... L~~} t't,tn 

b eq i r: 

t:=afartA[J-cest[iJJ; 
g ····. [ n 1 i n ~- i -· 1 ] +a b ·:;. ( '"~ I J ;; = g ·'- [ n l i n [ i ·· 1 J +a. t ~, : t ) ] ··· l ::i u p ·'· ~ j .1 * t I a b s ( t ) ; 

end; 
end; 

TmpRZY:=TempoSis; 
BZY.(vu·~·,g· .... }; 
TmpBZV:=TempcSis-TmpBZY; 
Cale?: 

end; {Calc:X} 
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Procedure Objetivo!; 

var i ,j,k,tp2: . .. ln .... eger; 

begin 
fasel::::true; 
niter:~o; 

ma~<at:=59; 

zíníc:=O; 
for 1:•1 to gco!Enbloc+!l do obj!"[iJ:=O.O; 
k: •O; 
for i:=! to nbloc+1 do 

begin 
tp2:•cest[i l; 
for j:=gcol[i-ll+l to nfol[il-1 do fobas"[Jl:=true; 
for j:=nfol[il to nartril-1 do 

if afart"[j-tp2l>O 
then 

begin 
inc(k); 
cabas''·[kJ:=j; 

fobas"[jJ:•false; 
end 

else fobas"[jJ:=true; 
for j:=nartril to gco][il do 

begin 
objl·~'[j]:=1; 

fobas"[jl:=fa!se; 
inc{k); 
cabas·~·[kJ:::::j; 

end; 
end; 

for i:=1 to gco1[nbloc+1) do lim'"'[iJ.~=fa!se~ 

end; {Objetivei} 

Procedure Objetivo2i 

var i,j,tp: inte-ger; 

begin 
niter:=O; 
fasel:=false; 
sai:;:;31000; 
for 1:=1 to nbloc+1 do 

begin 
for j:=nartci l to qcol[i l do 

begin; 
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fobas"Ejl:=false; 
objt~·[jJ:=O; 

end; 
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t p ~ =c e s t r i - _1 1- g c o 1 r i -· 1 J ; 
for j::::gcol[i-1J.;.J. to r>can[i~-l do 

begin 

enr.l; 

abj1A[jJ:=obj2~[j+tpJ; 

z i. n i c : ::: z i :-.i c-+ c b j 1 ·'·· r _i J * 1 i n f ·'·· l j J ; 
endj 

CalcZ; 
end; (Qbjetivo2} 

Procedure OrdenaCabas~ {lnsertio~Sort} 

var i ,j ,v: integer; 

b eg i r. 
f ar- i~ :::2 ta tcol do 

b ~g in 
v: =cabas ... ' [i J; 
j : ::::i i 

while cabasA[J-1J>v do 
begin 
cabasA[jJ:~ca~asA[j-iJ= 

De c ( j) ; 

end~ 

r.aba~· ... ·[jJ:=v; 

end; 
end; COrdenaCabas} 

Procedure NovaFatoracao(ent,sai: in~eger); 

v ar 
i,j int.eqer:: 
act,bct: typ3c; 

begin 
cabasA[saiJ:=ent; 
OrdenaCa~Jas; 

j: =O; 

for· i:=1 to nbloc do 
begin 

while (tabas''[j+lJ<=gcJJ.l[i]) de Inc(j); 
ncol[iJ:::::j; 

end; 
bcol.:=j; 
for i:=l to tlin+l do 

begir. 
act:==lac[iJ; 
while act~.pro;>pril do 

begin 
bct~=e~ct··'".pro; 

~ 
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FreeMemlact,6+tamreal•wordlnlin[act•.tJol-nlin[act•.bJo-!JII; 
act:=bct; 

end; 
Jac[iJ:•lacf[il; 

end; 
at:=O; 
AtDt:=l; 
TmpFat:•TempoSis; 
Fatoracao; 
Cal eX; 
nfat:=false; 
FatEcon:•l.O; 
TmpFat:=TempoSis-TmpFat+2*TmpBZY; 
TmpAtOt:•TmpFat; 
TmpAtAc:=TmpFat; 
TmpNorma:•O; 
MemDsp:=MemAvaii-MemMin; 

end; (NovaFatoracao} 

Procedure Ciclo(var ent,sai: integer); 

v ar 
i ,i,t,ncabl ,blent,blsai ,tpl,tp2,tp3: integer; 
cent single; 

Function CalcNorma: boo!ean; 

var i,i,k,nct,col: integer; 

begin 
TmpNorma:=TempoSis; 
norma:=O.O; 
Cale X; 
for i:•! to tcol do pi·'[iJ:=g·'·[iJ; 
for i: =1 to tcol do 

begin 
col:;;:cabas''-[iJ; 
j : ::: j_ j 

while col>gcol[j] do inc(j); 
if col<ncan[j] 

USTAOENS 

tllen 
begin 

nct:=cest[jJ-cest[j-ll; 
dec leal ,gcol (j-1 J+ In! inl.i-!l+tl•nctl; 
for k:•nlin[j-1]+1 to nlin[jl do 

pi"[kJ:=pi"[kJ-a[jJ"[ktnct+colltvu"[iJ; 
col:=cabas"[il-gco![j-ll+cest[j-ll; 
for k:•tlin+l to tcal do 

pi"[kl:=pi"[kJ-aest[k-tlinJ"[coll<vu"[il; 
!;nd 
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else 
begin 

col~=afartA[coJ-cest[jJ]; 

piA[rlin[j-1J+abs<coll l:=piA[nlin[j-1] 
+a b s ( c o 1 ) J -c o 1 J a b s {c o l ) *v u •\ [ i J ; 

e n d ; 
end; 

for i:=1 to tcol do 
if abs(pi-"[iJ)>norma then norma:=abs(pi'\[i]); 

if norma>zeror.or 
then CalcNorma:=true 
else CalcNorma:={alse; 

TmpNorma:=TempoSis-T~pNorma; 

end; {Cal.cNorma} 

~unction CalcTempo~ boolean; 

var fatcr: single; 

begin 

TmpAtAc:=TmpAtAc~TmoAt~2fTmpBZY+ord((at mod novo~)=O>•TmpNorma; 

fator:=TmpAtAc*AtOt/(TmpAtOt*(at+lll; 
if fator(l.O 

then 
begin 

TmpAtOt:=TmpAtAc~ 

AtOt:oat-'-1: 
if ((((at+1) mod tiovo:<)~O) and (fator->0.999}) 

then Calcfempo:=true 
else CalcTempo:=false; 

end 
else 

i f (fator-d.-at.:Econ) or ( tat r..~od novo;{);;i)) 
then CalcTempo:=false 
else Calc1empn==true; 

F.;tEcon:=fator: 
end; (CalcTe~po} 

Functio~ CalcMem: boclean; 

begin 
if '(not vermem) or ((!'"lemDsp>MemMin} and (ma:~eau>((u·fim-ufimf)-lf2))) 

then CalcMem:=false 
else CalcMem:=true; 

er.d; {CrllcMem} 

~ 
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Procedure QuemEntra; {criterio de Dantzig} 

v ar 
i,j,k,tt: 
t 

integer; 
single; 

begin 
ent:=O; 
cent:=··zeroer.t; 

for i:=1 to nbloc+1 da 
b eg in 

ncabl:=cest[iJ-cest[i-ll; 
tpl:=gcoHi-lJ; 
tp2:=nlin[i-1l; 
tp3:=cest[i-1J; 
for j:=tpl+! to ncan[il-1 do 

if fobas"[j] then 
begin 

t:=obj1."·[jJ; 
for k:=tp2+! to nlin[il do 

t:=t-pi"[k]la[i]"[lk-tp2-11tncabl+J-tpll; 
for k:=l te nlest do 

t:=t-pi"[tlin+kltaest[kJ"[j-tp!+tp3l; 
if (l-2tord(lim·'[jJII>t<cent then 

begin 
ent:=j; 
cent:=(!-Uord(!im"[j]) IH; 
blent:=i; 

end; 
end; 

tp3:=cest[i J; 
for j:=ncan[il to gcol[iJ do 

if fobasA[jJ then 
begin 

tt:=afartA(j-tp3J; 
t: = ( 1-2• o r d (I i m ,. [ j l) I • (oh j :, · [ j J -p i·"" [a b s ( t ti + t p 2 J> t tf a b s (t t) I ; 
if t<cent then 

end; 
end; 

begin 
ent:=jj 
cent:=t; 
blent: =i; 

end~ 

end; {Quem'Entra} 
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Proc~dore QuemSai; 

integer:; 
del!csa.i: single: 
saen boolean: 

begin 
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sai:= O; 
bl~.ai:=O; 

csai:=inf; 
if lim"··[entJ 

then del:"··l.O 
els!? c!el:=l.O: 

for i :=1 to tcol do 
if abs(pi·~·[iJ)>zerosa.i then 

begin 
if (í]i 1'[iJ*del!>O.iJ 

then 

~r. d: 

begin 
i+ (v~t'···riJíabsi.pi···[iJ:•)<~:sai ther: 

begir: 

erod 

sai:= i ; 
r: sai : ::::v u. ···.r i J /a b s { p :i .•\ [ i J ) ; 

en 1j: 

else i+ iílsup·'··[cBbas···[iJ]-vu·"[iJ!/abs(pi·····[iJiJ<csai then 
begin 

·:sai ·=(lsup''-f.cab~s..-·[i J]-vL:···'[i ]) /abs (pi·'··[i J); 

F;;>fld; 

if (lsup''[entl<cso:! 
then 

begin 
lim'-[entl:=not li~~re~tJ; 

Csdi :=lsu.p'···[er:tJ; 
sai : ;;: ·· ·1 ~ 

e:·n d; 
if sai<>O ther• 

begin 
for i;::::i. to tc.ol do 

begin 
vuA[iJ~=vuACi)-del~csai*piA[iJ~ 

if vuA[i](zerox then vu~[il:=O.O: 
end; 

2. ~ =z+cent*c::,ai; 
i f sdi >O t~1en 

begin 
if vuA(sai3>tlsupA[cabasA[sai]J/2l then limA[catas'~tsai]J:=true~ 
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vu"[sail:=lsup"lentltordllim"[entll+deltcsai; 
if vuA[saiJ<zerox then vuA[saiJ:=O.O; 
lim"lentl:=false; 
i:=cabas' ... [saiJ; 
while gcol[blsail<i do inclblsail; 

end; 
end; 

end; {QuemSai} 

begin 
if KeyPressed and IReadKey•#3) then SaidallnterrupcaoUsuarioJ; 
Inc(niterJ; 
if niter>maxit then SaidaiAtingidolimlteracoesJ; 
for i:=! to tcol do g·''(il:•obi!"(cabas•[ill; 
BTZYipi''·,g·'); 
QuemEntra; 
if entOO then 

begin 
for 1:•1 to nlinlblent-11 do g"[il:•O.O; 
for i:•nlin(blentl+! to tlin do g'·[il:•O.O; 
tpl:•gcol[blent-!J; 
tp2:=nlinlblent-1J; 
tp3:=testEblent-ll; 
if ent<ncan(blentl 

t.hen 
begin 

if blent<=nbloc then 
b eg in 

ncabl:•cest(blentl-tp3; 
for i:=tp2~1 to nlin[blentJ do 

g"lil:=alblentl"lli-tp2-l)lncabl+ent-tpll; 
end; 

for i:•tlin+l to tcol do 
gA[iJ:=~~st[i·-tlinJA[ent-tpl+tp3l; 

end 
else 

bt::~gin 

for i~=tp2+1 to nl:in[blentJ do g''·(iJ:=O.O; 
for i:=tlin+1 to tcal do g ... ··[i]:=O.i); 
t:=afartA[ent-cest[blentJJ; 
gA[tp2+ab;lt)J:=t/ab;ltl; 

end; 
BZY(pi··',g·'"·); 
QuemSt1 i i 
i f sai >O then 

LISTAGENS 

begin 
fobas"[cabas"[saill:•true; 
fobas•[entl:•false; 
if not nfat then Atuali>acaolent,;ai,blent,blsail; 
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if nfat 

end; 
end; 

end; {Ciclo} 

~hen NovaFatoracao(ent,sai) 
else nfat:•lllat mod novoxi=OI and Ca!cNormal 

or CalcTempo or CalcMem or (at;maxat); 

Begin {programa principal} 
LeDados; 
Escalamento; 
Objeti vol; 
NovaFator·acao (0,0); 
repeat Ciclo(ent,sai) until (ent:;:;:(l) or {abs(:){:erozJ; 
CalcZ; 
it z>zeroz t.hen Saida(NaoHaSolFactivel); 
Objetivo2: 
Repeat Ciclo{ent,sai) until (ent=O) or (sai=O); 
NovaFatoracao(0,0); 
i.f sai=O 

then Saida<SoliJimitada! 
else SaidaCSolOtimaEncontrada); 

~nd. 
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~ 

SI':ÇAO 2 

Program Simplex_do_capitulo_51input,outputl; 

Const 
ma:<blo - 1 o 1 ; 
maxebl = 3500; 
maxcol -- 160; 
ma:<cot = 3000; 
maxlin = 60; 
maxlit = 3000; 
maxe;t = 1 (J; 

maxe!U = 16000; 
maxell 16000; 
maxeaU = 5000; 
in f single= 1e20; 
zero a sir.gle::: 1 e-7; 
zerox sina,! e= le-5: 
zeroz single= ie-5; 
z e r ob single= le-5; 
zero! single= ie-5: 
zeroesc: si!lgle= 1 e-:;; 
z:eroent: single= 1 e-5; 
zerosai: sinqle= le-5; 
zerosis: single= le-5; 
zerau sin~~le= !e-7; 
ze~~"olu 5ingle= 1 e-8; 
zeropi single= 1e-6; 
z e r oac single= ie-b; 
ze-ronor: ~.ingle= le-4; 
m,;n~at = 30; 
ffid}:it = 10000; 
nov m: 1 !) ; 

mu = 1. O; 
tamreal -- 4; 

.Ty pe 
xyp -· record 

>(,y 1 p~ integer; 
ené; 

tyL = array(i. .ma>:elLJ af single; 
tyU ,,_t·ay[ l. .maxelUl of single; 
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tyupos 
tycai = 

= 
= 
= 
= 
= 
= 

array[l. .maxeaU] 
array[O . . ma1:cotJ 
array[O. .maditl 
array[l. .maxcolJ 
array[L .maxcolJ 
array[l. .maxcol] 
array[l. .maxlinl 
array[l. .mç1}:l.inJ 
arrayU . • rr,a.:<ebl J 

o f X yp; 
o f integer; 
o f siogle; 
c f boclean; 
o f integer; 
c f sinqle; 
o f int.eger; 
o f single; 
o f single; 

t. y 1 i r 
tycbb 
t yc i b 
t ycrb 
t y 1 i b 
tylrb 
tydad 
tyLUe = array( l. .ma;~est,L • ma:-:est J o f single; 
tylei = array[L.maxE~.tJ Df 
tyler = array[!. .ma,,estl of 
tyinbl = array[t •• maxblol of 
tyblo = recf:'rd 

integer; 
single; 
intege:--; 

c r..• d 1 n c o 1 , n 1 i n l n c o r , n c c a , n c f o , n c a r ~ 

p r- od 
est 
afart 
fobas,l.im 
linf,lsup,obj2,obj1 
x,b,bmir·:,sca 
dad,lest 

enc!; 
tyf!lat :::: ~1rray[1 .• m<.nbl.oJ of .:·.tfblo; 

'lar 
nbloc,nlest,tcol,b!:o1 1 J:lj_n 1 niter, 
UlBloE,IJJ VarE,at ,ufi·<:,u.fiiTif ,ent ,sai: irtEger; 
norma,ctobj,.:inler 1 .:inic,z d:JL:ble; 
indblo tyi.nb:; 
matriz tymat; 

u 

upos 
1 pcs 1 cpo'5, c aJas 
i.cn~11t,ir:r. 

~·se 

luest 
JaHaX,fase-.1 ,r f a': 
pi ,g,:-:t~~P 

Procedure Escalamento; 

v ar 
i,j,k,l,bloc:o; int!?ger; 
t dou:Ole; 

begin 
for,bloco~~l to n~loc do 

with matriz[blocoJ~ do 

·'··tyL i 
···i: yU; 

tyc:oi ~ 

tylei; 

t /L:Je; 
::JDDl eEI.f1; 

'•. i y 1 i,. ; 

integer; 
si r. g 1 e; 
/··tylib; 
··'·tycib; 
~tycbb; 

l··tycrb; 
'"·tylrb; 
'"··tvdad; 
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begin 
}~: =ncor+l; 
for i:•l to nlin do 

begin 
t: =zer a esc 1 

l:={i-l)tncor; 
for i:•!+! to l+ncor do 

if absldad·'[jJl>t then t:=absldad·'[jll; 
for j:=l+l te l+ncor do 

i! absldad•[jJ/tl<zeroa 
then dad"(jl:•O.O 
e!se dad•[jl:=dadA[jl/t; 

b'·[j J:=b''[i J/t; 
sca·"[i]:=:t.O/t; 
while (k(=nctal and (abslafart''·lk-ncor]l(il do inc(kl; 
if labslafart•[k-ncorll=il and lk<=nccal then 

begin 
linf"[kl:=linf"(kl/t; 
lsup"[kl:=loup"Ekl/t; 

end; 
end; 

end; 
with mat~iz[~bloc+1JA do 

begin 
k!=ncot~+l: 

for i:=1 to nlest do 
begin 

t: ==zeroesc; 
for i:=! to nblot do 

with matriz[jJA do 
if !estA[iJ>ú) and (prod)t) then t:=prod; 

b'"[iJ:=b·'··[iJ/t; 
esc[iJ:=i.O/t; 
while <k<=ncca) and (abs(afart"·Ck-ncorJ)<i) do inc(k}; 
if (abs{afart·~·[k-ncor}J=i} and U:.<~r.cca\ then 

end; 

beg:in 
linfA[kJ:;linfA[kJ/t; 
lsup•[kl:•lsup•[kl/t; 

end; 

end; 
ctobj:::::zer-oesc; 
for bloco:=! to nb!ot do 

with matrizEblaco]A do 
for i:=! to ncor do 

if abslabj2 .. '[ill>ctobj then ctobj:=abslobj2"Eill; 
lor bloco:=! to nbloc do 

with matriz[b!acoJ• do 
for 1:=1 to ncor do obj2•[il:=obj2•[iJ/ctobj; 

end; {Escalamento} 
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Prc~~dure leDados; 

begi.n 
{esta subrotina contem a leitura dos vetores que definem o problema} 
(e tambem a alocacao de memoria dos vetores utilizados no programa } 
pi''[ÜJ:=l; 
cabas·"[I)J:=O; 
cabasA[tcol+1J:=31000; 
sai: =31000; 

end; {LeDados} 

Procedure Fatoracao(prblo: integerl; 

v ar 
pivo,linbl ,uinbl 1 pint~llpinbl2,gcol, 

lcont,ucont,pcont,ec:or:t,i,j,k,1 kk,s,ss,tt; inteqer; 
t,t1 1 t2 single; 

begin 
lco:\t:=1; 
ucont: =1; 
pcont:=l; 
econt;=O; 
pinbl2:=1; 
qcol:=O; 
for i:=! to nlest do 

for j:=l to nlest do 
luest[i ,jJ;=O.O; 

for i:=1 to prblo-1 do 
with matriz[indblo[iJJA do 

begin 
for j:=l to nc~l-nli~ do 

beqi!"l 
i c n [ e c o n t + j J : :::i c na 1 t : e c o n t + _i J ; 
ss:=cabas [icn[econt+jJ]-gcol: 
if ss<~nçor ~_h::n 

end; 

be;ir. 
!: :- :~ ':_ ~' 

wh:il~ (est'---[kJ<>ss) a.:1-:l ik<=nlest) do inc(~::}; 

i.f (=nlest then l~est[k,econt+~]:=prod*esc[~J; 
end; 

i :) c ( e c o n t 1 n c o l - n l i n i ; 
if1c(pinbl'2 1 ncol); 
inc(gcol 1 ncar); 
inc {l·:ont. (nlinfnlin+nlin) di v 2); 
inc (ucont,:-~·.:olJnl in-( (nl inlfnl in+nl in} r.! i v 2)) ~ 

inc:(pcont,r-lir.) i 
end; 

~ 
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for i:=prblo to nbloc do 
with matrizlindblolill" do 

beg in 

LISTAGENS 

uinbl: ::ucont; 
pinbl: =pcont; 
Jinbl:=lcont; 
for j:=pinbl to pinbl+ncol-! do 

cpos"[JJ:•pinbl2-pinbi+J; 
for j:=l to nlin•nlest do Jest"IJJ:=O.O; 
for j:=! to nlin do 

begin 
tt:•(j-ll*ncor; 
for k:•j to ncol do 

begin 
ss:=cabas•[cpos"lpinbl+k-lll-gcol; 
if ss<=ncor 

then u"[ucont+k-jl:=dad"Ett+ssl 
else if absCafart•[ss-ncorli•j 

end; 
s:=uinbl-1; 

then u"lucont+k-jl:=afart•[ss-ncorl/j 
else u•[ucont+k-jl:•O.O; 

for k:=l to j-1 do 
begin 

t:=J"[!pos"[pinbl+k-!l•j-kl; 
if absltl)zerou then 

for kk:=j to ncol do 
u"[ucont+kk-j]:=u•[ucont+kk-JJ+u"[s+kk-kl•t; 

inc (s,ncol-·k); 
end; 

pivo:=ucont; 
for k:=ucont+l to ucont+ncol-j do 

if abslu'·[k]))abslu"[pivoJI then pivo:=k; 
if abs(uA[pivoJ)(zerolu then saida(BaseSingular); 
s:=uinbl-1; 
for ~:=1 to j-1 do 

b eg in 
kk:=piva-ucont+s+j-k; 
t:~u"'·[kkJ; 

u~[kkJ:=uA[s+j-kJ; 

u-"-(s+j-kJ:=t; 
inc {s,ncol-k); 

end; 
t:=u·''[pivol; 
u"lpivol:=u"[ucontl; 
s~=cposA(pcontJ; 

cpos•[pcontl:=cpos•[pcont+plvo-ucontl; 
cpos"lpcont+pivo-ucontl;•sl 
for k:=ucont to ucont+ncol-j-1 do 

u"[kJ:•-u"[k+ll/t; 
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l'flcJOnt::"t; 
lpas~[pcontl:=lcont; 

kk:=cpos ::pidJ!+j-11; 
ss:=cabas~[l(kJ-qcol; 

if ss<::::nco<-
t h en 

begin 
for k:=j+t to nlin do 

'··[!cont+k-jJ:=dad··r lk-l)*ncor+ssl; 
k : =~ 1 ; 
while (est-~·l!-:J<>ss) and (k<o::nlest) do ir:c(k); 
if k<~nlest then 

1 e s t ·"· [ { k -1 } Hll i n + p c o n t- p i r. b 1 + 1 ] : =pro d *esc C k J ; 
en d 

else for k:=j+l to nlin do ]A[lcont~k-jJ:~C.O; 

s: ::;i); 
55~:::()~ 

for k:=l to j-1 do 
b eg i,, 

t:=u~·[uinbl+ss+j-k-11: 

if abs\t.l>zP.rou then 
begin 

for k~.:=j+1 to n~i~ do 
l'[Jcoct+~~-Jl:=l"flcont+kk-'l•tll'llinbl+kk+s-1l; 

fcr kk: =1 te r:le·st tjo 

l e s t -.. [ { k k- ·1 ) ~ n 1 i •1"'" p c o n t--o i n b l + 1 J : = 

lest'[lkk-lltnlin+pcont-pinbl+IJ 
+tfl.est ... ··[ (kk·-1:: lfnl.in1-kJ; 

endi 
inc\•.:.,nlin-k); 
inc \s!;,ncol-kl; 

end; 
i r. c { 1 con t 1 rt 1 in- j -~ 1 i; 
inc(pcnntl: 
inc(ucDnt,nco:-jlj 

for j:=i ta ~=ol-nli~ do 

icna:t[ecGnttjJ:=i~n[econt+j); 

ss:=t~l!asAticn[econt+j]]-gcol; 

if ss<~~cor t~en 

e11d; 

b eg i :-1 

k : = 1 ; 
while {est''·fkJ<>ss) anel (k<=nlest) de: incO:)~ 

if k{=nlest then luest[k,~cont+jJ:=prcd•esc[~~J; 

en d í 

i n c (e c o n t , n c o l - q 1 i r. } j 

inc~pinbl:,null l: 
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inc fgcol ,ncar}; 
endj 

•ith matriz(nbloc+!l" do 
for j:"l to ncol do 

begin 
icn(econt+jl:•tcol-ncol+j; 
ss:=afartA[cabasA[j+tlin+econtJ-bcol-ncorJ; 
luPst[abs(ss),~cont+jJ:=ss/abs(ss); 

en d; 
for j:•tlin+l to tcol do 

begin 
cpos"[jl:=icn[j-tlinl; 
icn[j-tlinl:=-j+tlin; 

end; 
ufim:;;;ucont-1; 
ufimf:=ufim; 
uinbl:=!; 
ucont:=1; 
pinbl :=!; 
for i:=! to nbloc do 

with matrizlindblolill" do 
b eg in 

for j:=nlin+! to ncol do 
begin 

s:=O; 
ss:=Oj 
for k:=l to nlin do 

begin 
t:•u"[uinb!•ss+J-1-kl; 
if abs(t)>zerou then 

for kk:=l to nlest do 
luestlkk,ucontl:=luest(kk,ucontl 

+t*lestA[(kk-l)*nlin+kJ~ 

inc(s,nli-n-k); 
in~: (ss 1 ncol-k); 

f:'r1 d; 
inc:(ucant!; 

end; 
inc {pinbl ,nlin); 
inc(uinbl,((nlin*nlin-nlin) div 2J+fnc.ol~·nlin)*nlin); 

end; 
for j:=! to nlest-1 do 

b eg in 
piva:=j; 
for k:=j+! to nlest do 

if abs(luest[j 1 kJ)>absCluest[j,pivoJ} then pivo:=k; 
tl::::lue;t[j,pivoJ; 
if pivo<>j then 

begin 
tt:=cposA[tlin+jJ; 

LISTAGENS 285 



cpos·\[tlin+JJ:=I:posA[tlin+pivoJ; 
cpos~rtlln~pivoJ:;tt; 

tt~~icn[j~; 

icr~[jJ:=icn[pivoJ; 

icn[pivo}:=i:.tj 
for ~:~1 to nlest do 

begin 
t2:=luestEk,oivoJ; 
luest[k~pivoJ:=luest[k,jJ; 

luestEk,jJ:=t2; 
end; 

end; 
for k:=j+l ta nlest do 

er.d; 

b eg in 
t2: =-luest[j tkJ/tJ; 
luestEj,k::=t2; 
i f abs (t2) >z E r ou the:'. 

for kk:=j+l to nlest do 
liJest[k~,~~:=luest[kk 1 kJ+t2fluestfkk,jJ; 

for i:=l to nlest do 
i f icn[i J<O then 

beg1n 
j: =i; 
tt:=-irn[i J; 
while tt<>i do 

begin 
k: :::t t j 

tt:=-icn(ttJ; 
icn[kJ:=j; 

j: "k; 
end; 

icn[i]~=j; 

end; 
end; {Fatoracao} 

Procedure BZV(var : ,y: tyllr; prblo 1 t.tlb}a: integ(-;or); 

var vx_: tylir; 

Procedure LXY(var· v>: 1 y: tylir); 

v ar 
i,J,k,m,nlibl,; 
t 

begin 

integer; 
single; 

for i~=). to t~:o;_ do V>:[i];=yt:iJ; 
if prblo<=nbloc then 

~ 
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begin 
nlibl:=O; 
for i:=! to prblo-1 do 

inclnlibl,matriz[indblotill".nlinl; 
for i:=prblo to ulblo do 

end; 

with matriz[indb!o[iJJA do 
begin 

for j:=nlibl+! to nlibl+nlin do 
b eg in 

k:=lpos'\(jJ; 
vx [ j J: =vx [i J fl·' [ k J; 
if abs(vx[jJJ>zerosis 

then 
begin 

for m:=l to nlin-j+nlibl do 
vx[j+ml:=vx[j+m]-vx[j]tlA[k+mJ; 

for m:=tlin+! to tcol do 
vx[mJ:=vx[mJ-vx[j]4 

lest"[lm-tlin-!Jtnlin+j-n!ibll; 
end 

else vx[j]:=O.O; 
en d: 

inc\nlibl,nlinl; 
end; 

for i:=l to nlest do 
begin 

t:=vxttl in+ i l; 
for j:=! to i-1 do 
t~=t-vx[tlin+j]4]uest[i ,jJ; 

if abs(tJ)zerosis 
then vx[tlln+il:=t/luestti,il 
else vx[tlin+iJ:::O.O; 

end; 
end; lLXYi 

ProcedL1re UZX(var z 1 vx: tylir/; 

v ar 
i,J,k,ucont,uest 1 xinbl 1 ip: 
ut 
t 

begin 

integer; 
xyp; 
single; 

for i:=ufim downto ufimf+l do 
begin 

ut:=upos"[i-ufimfl; 
if ut.p<:O 

the.n 
begin 
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V:< ( U t , :-: ] ~ ::V:< [ LI t . !{ ] t V~: [ U t . y J * U '\ [ i J ; 
if a~slvx[ut.xl!(zeros•s thec vx[ut.xl:=D.O; 

end 
el SE· 

begin 
V>: [ U t . y ] ~ ;; V:< [ U t . y ] +V X [ ll t . >: ] f U .. -. [ i ] ; 
i f abs(v~~rut.yJ)<zerosis 1 then v:dut.yJ:=O.O; 

end; 
ip::::abs\ut.pl; 
if ut.y<>ip t~en 

end' 

b eg in 
t:=vx[ipJ; 
V}~[ipJ~==v:-:[ut.yJ; 

v>:[ut.:;l:=t; 
end; 

for i:=nlest downto 1 do 
begin 

for j:=i~i to nlest do 
v ~~ [ t 1 i n + i J : ':.'v}: [ t l i n ~ · i J +v :-~ [ t l i r. + j J * l u e s t C i 1 .i ] :_ 

íf abs(V:([tli'1+iJ)(zero~is then 
v:·:[tlJ.n+i J:=O.C'; 

end; 
ucont:=ufimf; 
uest:=nlest-matriz[nbloc+i]~.ncol; 

:-:iobl:=tlin; 
for i:=nbloc downto 1 do 

with matri:[indblo[il)~ do 
if ((i>=prbitJl anel {l<=ulblo)) or lncalC>nlin) 

then 
begin 

dec (uest,ncol-nlin) ~ 

dec{:-:ír1bl. .nlir,): 
for j~;;:-,1 i:. dDI'lr:to 1 do 

begln 

enC 
else 

~jr~r: {uuJnt.,ncol-nl in/; 
for k:~1 to ncol-nlin da 
vx~xlnbl+jJ:~vx[xinbl+j] 

~vx[tlin+icn[uest+l:JJ~uA[~corlt+kJ; 

de c •: uc c r: t , r1 :. i n- _i l i 
+or k:~j+1 to nlin do 

v;~ [ ;< i n b 1 ~- j J : =v x [ ;: i n b 1 + j J +v:< [ :< i n b 1 -~ k J * u ,._ [ u c o n t + k- j J ; 
1F abs!v~[xinbl+jll<zerosis then vx[~inbl+j]:=O.O; 

end; 

b eq in 
dec. Ldnb1 1 nl in); 
C:ec(ucont,(nlin*nlin-nlin) div 2); 

e >Hl; 
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for i :~1 to tcol do 
z[cpos~·[iJJ:=vx[iJ; 

end; IUZX} 

begin 
LXY!v• ,yl; 
UZX!z,vxl; 

end; <BZY} 

Procedure lltxV(var vx,y: tylir; prblo: integ,;>r; JaHaX,GuardaX: booleanl; 

v ar 
i,j,k,ip,:dnbl,ucont,uest: integer; 
ut xyp; 
t single; 

begin 
for i:=! to tcol do vxlil:=y!cposA[ill; 
>:inbl :=O; 
ucont:=O; 
uest:=O; 
for i:=! to prblo-l do 

with matrizlindblo[ill" do 
begin 

inc(:dnb.l ,nlin); 
inc(ucont,nc.ol~·nlin-((nlinfnlin+nlin) div 2)); 

inctuest,ncol-nlinl; 
end; 

if .laHaX then 
begin 

for i:=l to xinbl do vx[iJ:=xtmp"[iJ; 
for i:=l to uest da vx[tlin+icn[ill:=xtmpA(tlin+icn[ill; 

en d; 
for i:=prblo to nbloc da 

with matriz[indblctiJJA do 
begin 

LISTAOENS 

.f-or j:=1 to nlir: do 
beq in 

t: =v:{ [~:i nbl + j J; 
if abs(tl >zerosis 

then 
begin 

for k:=j+l to nlin do 
vx[xinbl+kl:=vx[xinbl+kl+t•u"[ucont+k-jl; 

int:(ucont,nlin-j); 
for k:~l to ncol-nlin do 

vxttlin+icn[uest+k]J:=vxCtlin+icn[uest+kJl 
+t*u'··[ucont+kJ; 

inc(uc::ant,ncol-nlin}; 
end 
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~1 se i nc (uca::-t 1 ncol·- j}; 

end; 
inc(xinbl ,nlini; 
incíuest,ncol-nlir;); 

end; 
if GuardaX then 

b eg in 
JaHaX:=true; 
for i:•! to tlin-matriz[indblo[nblocll".nlin do xtmp•[i]:=vx[il; 
for i.::::tli.n+l to tcol do }:tmp···'(iJ:=vx[iJ; 

end; 
for i:=l to nlest-1 do 

begin 
t:=v:<(tlin+i.1~ 

i f abs(t) >~erosis then 

end; 

for j:=i+l to nlest do 
vx[tlin+jJ:=vx[tlin+jJ+tlluest[i,j]; 

for i:=1 to tlin+nlest do 
if abs(vx[iJ)(zerosis then v~[i]:=O.O; 

for- i:::uf:imt+i t.;:t L:tim dr.1 
b eg in 

u t : = u p os.~. [ i ··u + i m f J ; 
ip:=abs\ut.pi; 
iJ ut.y<>IP then 

begin 
t:=v:<[ipJ; 
vt: [i p]: =v;-. [ l!.t. y}; 
V>-:[ut.yJ::;:t; 

end; 
if ut.p<O 

then 
begin 

'.n: r u t . v J : :;; v x ~ u t . v J +v:< c u t . ;{ J .... u .... [ 1 1 ~ 
if abs!vx[ut.yJ) zerosis then vx(u~.yl:=O.O: 

end 

else 
begin 

vx[ut.xJ:=vx[~t.xJ+vx[ut,yl*u [iJ; 
if abs(·.;x[ut.>~}):~zerosis then v;-:[ut.;-:}:·=0.:); 

end; 
end; 

end; {UtXY} 
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Procedure LtZXIvar •. tylir; var bloco,nlibl: integerl; 

v ar 
j ,k,m: integer; 
r single; 

begin 
with matriz(indb!olblocoll" do 

begin 
declnlibl ,nlinl; 
for i:~nlib!+nlin downto nlibl+l do 

begin 

end; 

r:==O; 
for m:=tlin+l to tcol do 
r:~r-z[mltlest'[(m-tlin-!ltnlin+j-nlibll; 

k:=lpos-'··[jJ; 
for m:~l to nlibl+nlin-j do 

r:=r-z(j+mlt!"[k+ml; 
z[jJ:~Iz[j]+rl/l"[kJ; 

if abslz[jJI<zerosis then z[jJ:=O.O; 
ená; 

end; {LtZX} 

Procedure BtZYivar z,y: tylir; JaHaX: booleanl; 

v ar 
i,j: integer; 
r single; 

begin 
i f JaHaX 

then i:=nbloc 
else i:=l; 

UtxVIc,y,i,JaHaX,not JaHaXI; 
for i:=n!est downto l do 

begin 
r: =0 ~ 
for j:~i+l to nlest do 

r : =r - z [ t l i n + j H l u e s t[ i , i J ; 
z[ tl i n+i]: = (z[ ti i n+i l+r I I! uest[ i, i l; 
if ab;(z[tlin+iJl<zerosis then z[tlin+il:=O.O; 

end; 
end; <IHZY} 
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Procedure Atualizacaoient,sai,blent,blsai,gJ.ent,gcsai,geqt.,gsai: integer); 

v ar 
c p r i 1 c u1 t , i , j , i p , I i , b ] 1 !J I i 1 k 1 1 p , :i , i t , n c a b l 1 5 s 1 s i , s t : 
t,tt,gt 
act,bct 

b eg in 
Inc(at); 
for i:=l to tcol do g'"·[iJ:=O; 
g·'·(gsail:=!; 
UtXY{piA,gA 1nbloc,false,false}; 
i:=tcol; 
while abs(pj•'·(ill<=~eropi do Dec(i); 
cult:=i; 
ip:=i-1; 
if cu!t<.=tl in 

t h en 
b ~g in 

bli:=nbloc; 
k::::lpos· .. ·-ri J; 
for j::::l to i-glent-1 do act[jJ:~O.O; 
fotv j:=i to t~in de: 

act[j-glentl:=l [k+_i--iJ; 
with matriz[indblc~nblocJ]A do 

integer; 
single; 
t yl rb; 

for j~~I to ~lest do ~ct~jJ:=lest~[(j-l)~nlin+i-glantJ; 

en d 

else 
begin 

b.:li:=r:blac:+i.; 
fcr j:=l to ~lin-glertt do act~j~::::0.0; 

for j:=cult.-tJ.in ttJ nJest do 
b C t [ j J : = 1 U l? s t [ j ~ cU I t -· t. l i r: ] ; 

for j:=l te t:~lt-tlin-1 do bct[j]:=0.0; 
whi le ip>t.l i r: d,J 

j_f abs(p)_ ····cJ.pJi<=zercp1 
then [h:·:: (i p :, 
el. se 

be~ir: 

In c rufim); 
i 1 abs(:J.i ··ciJI<abs(pi·'··[ipJ) 

then 
begin 

t ! :::- p i h [ i J / p i ."\ [ i p ] ; 
for j:=io-tlin to i-tlin-1 do 

begin 
bct(j]:~luest[j,ip-tlinJ; 

luest[j,ip-tlinJ:=luestCj,ip-tlinJ•t; 
end; 

for j:;i-tlin to nlest do 
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end; 
1 i : =i ; 
bl:=nbloc; 

begin 
tt:=luest[j,ip-tlinl; 
luest[j 1 ip-tlinl:=luest[J,ip-tlinl•t+bct[JJ; 
bcUjl:=tt; 

end; 
upos•[ufim-ufimfl.p:=ip; 
i: =i p; 

en d 
e! se 

begin 
t:=-pi''[ipl/pi ''[i J; 
upos"[ufim-ufimfl.p:=cult; 
for j:=i-tlin ta nlest do 

luest[j,ip-tlinl:=luest(j,ip-tlinl+bct[j]*t; 
end; 

u·'·[uf i ml: =t; 
upos"[ufim-ufimfl.x:=ip; 
uposA[ufim-ufimfJ.y:=cult; 
Dec(ip); 

end; 

with matriz[indblo[nblocJJA do 
b eg in 

for k:=ip downto glent+! do 
if abslpi"-[kJI>zeropi then 

LISTAGENS 

b eg in 
lnc lufiml; 
lp:=lpos"[I:J-k; 
if abslpi"[liJI(abslpi"[kll 

then 
begin 

t : ;: -- p i '" ( l i ] I p i A [ k J ; 
upos•[ufio-ufimfl.p:=k; 
íf bl<bli 

then 
begin 

for j:=k te tlin do 
begin 

act[j-glentJ; =1!'[1 p+ j J; 
IA(lp+jJ:=IA[lp+j]4t; 

end; 
for J:=! to k-glent-1 da act[jJ:=O.O; 

end 
else 

bP.gin 
for J:=k to li-1 do 

begin 
act[j-glent]:=lA[lp+jJ; 
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1 '[Jp•jl:=J '[Jp+jJ<t; 
end~ 

for j:=li to tlin do 

e>! d; 

beg in 
tt:=1''(lp+j]j 
!"[lp+jl:=actlj-glentl+t>tt; 
act[j-glentJ:=t.t; 

end~ 

for- j:::::i to nl.est do 
b eg ·in 

t t : ::: 1 e s t .-, r: ( j - 1 ) ~- n 1 i n + k - g l e n t ~; ; 
lestA[(j-l)*nlin+k-glentl:=bct.[jJ; 
bct[jJ:=tt; 

end; 
' i : :;: k ; 
bli~=bl; 

else 
beç ~r' 

t:=-piA[kJ/piA[liJ; 
upos~[ufim-ufimfJ.p:=cult; 

if ~il=bli then 

end: 

tor j:=Ii to nlin-tglent do 
lA[!p+jJ:=l '[lç+jJ+t•act[j-glentJ; 

u·~rutim]::.-t; 

upos~[u'i~-ufi~fJ.x:=k; 

upos~[u~i~-ufimfJ.y:=cult; 

for _i:=-1 tiJ nlest do 
.lest···--c ( j-1) ~-':1 in+k--gl (?'ntJ.~ =lest·'-L \_i-1 i *nl i r,+k-glentJ+bct[jJ*t; 

end; 
gt:=pi''[)iJ·: 
.f o r j : = 1 to :=' ci c 

b eg in 
i f j = 1 

t :-~ er-1 

begin 
~;s::::blent: 

st::-::e:-:t; 
si : :: 1 ; 

e nó 
else 

bl?gi.n 
ss::::blsai; 
s:.t: =cabas-··-[gsai J·-gc-~ai; 
s :i : :::- i ; 

end; 
cpri:=glent+1; 
if st<=ncrJr 
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end; 

then 
for i:=l to nlin do 

act[ i J: =act [i l+gt •si •dad •'· ( í i -I I <nc c r +stl 
e! se 

begin 
i:~afartA[st-ncorl; 

a c t( ab 5 í i I J: = act ( ab s í i I J +g U si • i I ab 5 (i I i 
end 

for j:=2 downta do 
b eg in 

if j=! then 
begin 

ss:=blent; 
si:= 1 i 
st:=ent; 

en ct; 
if st<=ncor then 

for i:=l to nlest do 
if est"!il=st then 

b ct (i J : =b ct (i J +g Ps i* p r od •es c (i l; 
end; 

cabasA[gsaiJ:=gent; 
if cult>tlin 

then it:=tlin 
else it:=cult-1; 

i:~cpri; 

while i<=it do 
begin 

LISTAGENS 

if absíact[i-g!entll>zeroac then 
begin 

lnc íufiml; 
s:=lpos''·[iJ; 
if abs(J·'[5Jl•mu>absíact[i-glentJ) 

then 
begin 

t:=-act[i-glentl/l"[sl; 
uposA[ufim-ufimfJ.p:=-cult; 
for j~:~i+l to tlin do 

end 
else 

act[j-glentl:=act[j-glentJ+l~[s+j-i]*t; 

begin 
t:=-l"[sJ/act[i-glentl; 
upos"[ufim-ufimfl.p:=-i; 
for j:=i to tlin do 

b eg in 
tt:=actEj-glentJ; 
act[j-glentl:=l"[s+j-il+tttt; 
I·'"·[s+j-iJ:=tt; 
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end; 
for j:=l ta nlest do 

bP.gin 
tt::::bct[jJ; 
bct[jJ~=lestA[(j-])tnlin+i-glentJ; 

lest~((j-ll*nlin+i-glentl:~tt; 

end; 
Pr:é; 

u p D :i .. -._ [ u f- i m -· u f i m f } . l~ : =i ; 

upos''[ufim-ufimfJ.y:=cult; 
for j:=l ~o nlPst do 

bct[jJ:~bct[jJ+lestA[(j-l)tnlin+i-glentl*t; 

endj 
in c { i ) ; 

end; 
if cult>tlin 

then 
begin 

i t: ::: 1 ; 
for i:~it to cult-tli~-1 do 

if abs{bct[iJi>:er-o,:lc then 
b eg in 

Ire \u.fim) _; 
i f absduest[i 1 ] ])*rr•u>abs(bct[i.JJ 

thE'1 
begin 

t~=-bctfi J/luest[i ~i.J:; 
lJpos·~[iJfim-ufi~fl.p:=-tillt; 

for j:==i+l to nlest do 
b c t [ j J : := b r t r j J +lu e s t [ j , i J * t ; 

enD 

lH-':;jl '"r 

t:::-111Qsl::_:t 1 -lJ/bct~:: J; 
Lcpc>·; (ufi.t-i-ufirf=.p:=--i-tlin; 
-i-Ci' .. 3~ ::i té.l tolest Uo 

end; 

bggin 

tt: .:~bc t [ j ~; 
bct[jJ:=luest[j,~]+tt~t; 

luest[j,i]:=tt; 
erd; 

u-'·-[u!imJ:=t; 
upo~A[ufim-u~imf].x:=i+tlin; 

uposA[ufim-ufimfJ.y:=cult; 
end; 

~or i:=cult-tlin to nlest do 
luest[i ,cult-tlinJ::bct(iJ; 

end 
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end; 

e! se 
begin 

s: =1 pos"'(cul tl; 
for i:=cult to tlin do 

l"[sti-cultl:=act[i~glentl; 

for i:=! to nlest do 
lest"[li-ll•nlin+cult-glentl:=bct[iJ; 

enó; 

end; {Atualizacao} 

Procedure Calc_Zitotal: booleanl; 

var i,nlibl,ncibl: integer; 

Procedure ZBlo(b!oco: integerl; 

var j: integer; 

begin 
with matriz[indbla(b!ocoll" do 

begin 
for j:=1 ta ncca do 

if limA[j] then z:=z+lsupA[j]fobjl~(jJ; 
for j:=l to ncol do 

z:=z+x"(j]oobjl"!cabas•[nlibl+jl-ncibll; 
inc:(nlibl,ncol); 
inc (ncibl,ncar); 

end; 
end; {ZBlo} 

begin 
i f total 

then z:=zinic 
else z:=zínter; 

nlibl:=O; 
ncibl:=O; 
if total 

then 
b eg in 

for 1:=1 to nbloc-1 do zb!o(il; 
zinter:=z; 

end 
else 

for 1:=1 to nbloc-1 do 
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with matrizlindblolill" do 
begin 

incfn!illl,ncoll; 
in c (ncíbl ,ncat"") í 

e r~ ::1 ~ 
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tor i:=nbloc to rr'·:lo-::'·1 r~D z'olo(i:·~ 

end: {Calc_Z} 

Prccedure Calc~.X (t:::ta"t:: ~~:!::ls-a··~) ~ 

i 1 j 1 nli~)l,t: ir:te.;;r.r; 
tt sir:~~JE; 

begin 
1l.ibl::::tr~oli 

tgr i::nbloc~l Co~~tc 1 ~~J 

with matriz[indblo[iJJ~ de 
b eg ::. n 

\i e c ( :-: l i b l 1 <: l i n ! ; 
for j~=l to nlin d~ 

gA[j+n!i~lJ:=~~[j~; 

for .i:=l te- ~~co:'" d:: 
if lim.,[j~ ·t~en 

befJin 
tt:=í.~ltp·-· •.J..i; 

{or 4 ·=' \~ nlin ·jo 

g ···-. t: t 1 r·- l i b 1 ~ :· ::: g ·, ~: t + · 1 i b l J- t -~- t j d d _ ~ t-- :. ) !'· n :. a r -~ _; :1 ; 

fc· ~:=; tJ nlest do 
if r:-:;t•·c!.:J=j tl'--;s·r 

Ç. r~.! i r:+ t . .':': ==~l ·'· ,r:·t .1 :i ;,-1-: ~i--· 1 • t ~_c·, rcd~E"·S:,:: r t]; 
er-j; 

for J;:;nco:·r. t::~ f·:cco elo 

b ~y ~ n 

l: =-a f a. r 1
: .-· ;: j ·--:·~c ;J:·- J :· 

q -' r;"\ }_t t:.l ·i .:"J t; 5 ~ 1
.".) J: :: q '· (: :• :. :~ ~:· 1 + d_b ':~ . I-' 

E'!l: 1 

DZY(-pi~--,g·· 1 1,·-~t:::::-J· 

r·lif.J::;Oy 
frtr i~"'-1 'lo ·-·':rli:··::..~; ·'--

:. '-' _: 

... D r· j : :o ~ I. ,_ ' .. · i. .:i~; 

·' -

N -..:_;.},'_;~.-i In.ib}·'·.}]f 
i :·:c ~ r-1 i b 1 , :-·: c c·,; i ., 

['~ d; 
Ca1 c._z dota1.) j 

E>nd; {C:,Jlc_X} 
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Function CalcNorma: boolean~ 

va.r J,k,col,nlibl.,ncibl: intege1~; 

begin 
norma:=O.O; 
Calc_X (false); 
nlibl;==O; 
ncibl: =O; 
for j~=l to nbloc-1 do 

begin 
inr lnl ibl 1 c,atri~~indblo[jJJ·''.ncol); 

inclncibl,matriz[indblc[jJJ".ncarl; 
end; 

for j:•tlin-matriz[indblo[nblocll".nlin+! to llin do pi"[jJ:•g"[JJ; 
wlth matrizlindblo[nblorJJ• da 

for j:=l to ncol do 
b eg in 

col:=cabasA(j+nlibll-ncibl~ 

if col.<""ncoi'" 
t h en 

b l?.g i 11 

for k~=l ta nlin do 
pi"[k+nlibll:•pi"(k+nlibll-dad•[(k-ll•ncor+co]]lx"[jl; 

for k:•l to nlest do 
if est"[<J=col then 

pi"ltlin+kl:•pi"(tlin+kl-prodlesc[kJtx•[jJ; 
en d 

else 
begin 

col:=afartA[col-ncorJ; 
pi"[n!ibl+abslcolll:•pi"[n!lbl+abslcolll-rol/abslcol)fl"[j]; 

en ó; 
end: 

for j:=tlin-matriz[indbla[nblocJJA.nlin~l to tlin do 
if abs(pii'(j]))norma then no~ma.:::::abs(pi .... ·[j]); 

if norma}zeronor 
then CalcNorma:=;true 
else CalcNormd:~false; 

end; CCalcNorma} 

Procedure Objetivo!; 

var i,i,k,kk,ncibl: integer; 

begin 
fasel:•true; 
niter::;;O; 
zinic:=O;: 
k:=O; 
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ncibi:=O; 
for i:=! to nbloc+l do 

with matriz(il" do 
begin 

kk: =k; 
for j:=! to ncca do 

begin 
objl'ljl:=O.O; 
fobas"[jl:=true; 
lim"-(j]:=false; 

end; 
for i:=ncca+l to ncfo do 

begin 
if afartA[j-ncorJ>O 

then 
begin 

inc(kl; 
cabas"(kl:=i•ncibl; 
fobas"[jl:=false: 

end 
e!se fobas"(j]:=true; 

lim'[jl:=false; 
objl'[jJ:=O.O; 

end; 
for j:=ncfo+t to ncar do 

begin 
ohjl·'[jl:=l; 
fobas"[jl:=false; 
i nc Od; 
cabas"[kJ:=joncibl; 
lim''[jl:=false; 

end; 
inc (ncibl ,ncar); 
ncal :=k-klq 

end; 
for i:=! to nbloc+! do indblo(iJ:=i; 

end; (Objetivo!) 

Procedure Objetivo2; 

var i ,j: integer; 

begin 
nit~r:=O; 

fase!:=false; 
sai:=31000; 
for i:=! to nbloc+l do 

with matriz[il" do 
begin 

for j:=ncfo+l to ncar do 

... 
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begin; 
fabas"[JJ:=false; 
objl'[jl:=O.O; 

end; 
for j:=i to ncor do 

beqin 
obj1"[jJ:=obJ2"ljJ; 
zinic:=zinic+objl"[jl*linf"ljJ; 

end; 
end; 

Calc_Z (true); 
end; (0bjetivo2l 

Procedure OrdenaCabas!pcol: integerl; {JnsertionSortl 

var i,j,v; integer; 

begin 
for i: =pcol to te o! do 

begin 
v:=cabas"·[i J; 
j: =i; 
while cabas"[j-IJ)v do 

begin 
cabas"[jl:=cabas"[j-ll; 
Dec !j); 

end; 
cabas'·[jJ:=v; 

end; 
end; {0rdenaCaba5} 

Procedure MudaDrdem(b!oco: integer); 

v ar 
i ,jl ,j2 1 k 1 kp1 ,kp2 1 ditc: ,ncibll ,ncibl2: 
cabaux 

begin 
i 1: =O; 
ncibll:=O; 
for i:=l to bloco-! do 

with matrizlindblolill" do 
begin 

inc(ncibll ,ncar); 
inc(j1,ncol); 

end; 
j2::::Jl; 
nc:ibl2:=ncibll; 
for i:=bloco to nbloc-1 do 

with matriz[indblo[iJJ" do 

LISTAGENS 

integer·; 
tycib; 
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begin 
inc!ncibl2 1 ncar); 
in c (j2,ncol); 

end; 
difc:=matriz[indblo!nblocll".ncar-matriz[indblo[blocoll".ncar; 
k:•matriz[indblo[nblocll".ncol-matriz[indblo[blocoll".ncol; 
if k>O . 

then 
begin 

with matriz[indblo[nblocll" do 
for i:=l to ncol do cabaux!il:•cabas•[j2+il-ncibl2+ncibll; 

kp2: =j2+k; 
with matriz[indblo[blacoll" do 

for i:=! to ncol do 
cabas"[kp2+il:=cabas•[jl+il-ncibll+ncibl2+difc; 

kpl:=jl+matriz[indblo!blocoll".ncol+l; 
for i:=j2 downto kpl da 

cabas"[i+kl:•cabas•[jJ+difc; 
with matriz[indblo[nblocll" do 

for i:=l to ncol do 
cabas"[jl+il:•cabaux!il; 

end 
else 

begin 
with matriz!indblo[blocoll" do 

for i:=! to ncol do cabaux[iJ:=cabas•[jl+il-ncibll+ncibl2+difc; 
kpl:=jl+matriz[indblo[blocoll".ncol+l; 
with matriz[indblo!nblocll" do 

for i:=! to ncol do 
cabas"[jl+il:•cabas•[j2+il-ncibl2+ncibll; 

kp2~=j2+k; 

for i:=kpl to J2 do 
cabas"[i+kl:•cabas"!il+difc; 

with matriz[indblolblocoll" do 
for i:=f to ncol do 

cabas"[kp2+il:=cabaux[iJ; 
end; 

i:=indblo[blocol; 
indblolblocol:=indblolnblocl; 
indblolnblocl:=i; 

end; (MudaOrdem} 

Procedure NovaFatoracao!gent,gsai,blent,blsai: integer); 

var i,j,blin: integer; 

begin 
nfat:=false; 
cab~sA[gsail:~gent; 

j:=O; 

~ 
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if blent<blsai 
then blin:=b!ent 
else blin:::=blsai; 

if blin>nbloc then blin:=nbloc; 
for 1:=1 to blin-1 do inclj,matriz[indblo[iJJ•.ncoll; 
DrdenaCabaslj+ll; 
if blent<>blsai then 

begin 
i n c (ma t r i z [ i 11 d b I o [ b 1 e 11 t J ]"·. n c o 1 I ; 
declmatriz!indblolblsaill".ncoll; 

e o d; 
if blent<nbloc then MudaOrdemlble11tl; 
JaHaX: =fa.lse; 
at:=O; 
Fatoracaolblini; 
if blin=nbloc 

then Calc_XIfalsel 
else Calc_XItruel; 

end; (NovaFatoracaol 

P~acedure Ciclo(var ent,sai: integer); 

v ar 
I ,i ,t ,nl ibl 1 ncibl 1 b!ent ,blsai ,glent ,gent ,gsai 1 gcsai: 
cent 

Procedure QuemEntra; (criterio de Dantzig com filtro} 

var bloco: integer; 

Procedure SelColuna(bloco: integer); 

v ar 
j,k,tt: 
t 

begin 

inteqer; 
single; 

with matriz[indblo[blocoJJA do 
begin 

for j:=l to ncor do 
if foba;"!il then 

b eg in 
t.:=objl'[jJ; 

LISTAGENS 

for k:=! to nlin do 
t:=t-pi"[nlibl+klldad"[lk-lltncor+jl; 

for k:=l to nlest do 
if estACkJ~j then 

t:=t-piA[tlin+kl•prod•esc[kl; 
if \1-2*or-d(lim,...·[j]))*t<cent then 

begin 

integer; 
single; 
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end; 

ent:=i; 
cent:=(l-2•ordlllm"[jJIItt; 
blent:=bloco; 

end; 

for j:=ncor+l to ncar do 

end; 

if fobas"[j] then 
begin 

tt:=afart"[j-ncorl; 
t:=ll-2tordllim"[j])) 

t(objl"[j]-pl"[abslttl+nlibll•tt/abslttll; 
if t<cent then 

begin 
ent:=j; 
cent:=t; 
blent:=bloco; 

end; 
enct; 

end; {SelCol una} 

b eg in 
ent:=O; 
cent:=-zeroent; 
nlibl:=tlin; 
Se!Colunalnbloc+ll; 
bloco:=nbloc; 
repeat 

LtZXIpi",bloco,nlibll; 
Se!Coluna(blocol; 
dec !bloco); 

unti I ( (cent< (-zeroenHIOO. OI I and ( IUlVarEOenU ar lblentOUlBloEI I I 
ar lbloco=OI; 

UlBloE:=blent; 
Ul.VarE:=ent; 
glent:=O; 
gent:=ent; 
for bloco:=! to blent-1 do 

with matriz[indblc[blocoll" do 
begin 

inc(gent,ncarl; 
inc lglent,nlinl; 

end; 
end; (QuemEntral 

... 
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Procedure QuemSai; 

v ar 
i,bloco: integer; 
dei ,csai: single; 
saen boolean; 

Procedure Atualiza_XIcsai: singlel; 

var bloco,i: integer; 

begin 
nlibi:=O; 
for bloco:=! to nbloc+l do 

with matriz[indblo[b!ocoll" do 
begin 

for i:=! to ncol do 
begin 

K"[il:=x"Cil-de!tcsaitpi"[i+nlibll; 
if abslx"[i])(zerox then x•[il:=O.O; 

end; 
inc lnlibl,ncol I; 

end; 
end; {Atualiza_Xl 

begin 
sai:=O; 
blsai :=O; 
csai :=inf; 
if matriz[indblo[b!entll".lim"[entl 

then del:=-1 
else del:=l; 

n!ibl:=O; 
ncibi:=O; 
for bloco:=\ to nbloc+l do 

with matriz[indblo[blocoll• do 
begin 

LISTAGENS 

for 1:=1 to ncol do 
if abs(pi·A·[nlibl+iJl>zerosai t!ren 

begin 
lf lpi"Cnlibl+il~dell>zerooai 

then 
begin 

if (x•[iJ/abslpi"[nlibl+i]))(csai then 

end 

begin 
sai:=i; 
csai :=x"[i J/abslpi''·[nlibl+i li; 
blsai:=b!oco; 

end; 
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else if lllsup•[cabas•[i+nlibll-ncibll 
->:·"[ill/abslpi'·[n!ibl+i])J(csai then 

begin 
sai:=i; 
csai:=llsup"(cabas"(i+nlibll-ncibll 

- >:' [ i l I I a b s I p i ·· [ n l i b I +i l I ; 
blsai:=bloco; 

end; 
end; 

inclnlibl ,ncol!; 
inclncibl ,ncarl; 

end; 
with matriz[indblo[blentll" do 

if lsup"(entl<csai 
then 

begin 
lim"lentl••not lim"[entl; 
z:=z+cent*lsupA[entl; 
sai:=-1; 
Atualiza_X(lsupA[entJ); 

end; 
i f sai >O then 

begin 
z: =z +cent.Jcsai; 
gsai:=sai; 
gcsai:=O; 
for i:=! to blEai-1 do 

with matriz[indblo[ill" do 
b eg in 

i nc (gsai 1 ncol}; 
in c (gcsai ,ncar); 

end; 
i f ( lblent=nblocl and lblent=blsai I and lat<maxatl) 

then 
begin 

Atual i za_X lesai); 
with matrizlindblolblsaill" do 

begin 
if x"lsail)llsup"[cabas"lgsail-gcsail/2) then 

lim"lcabas•[gsail-gcsail:=true; 
x"[sail:=lsup"[entltordllim"[entl)+dellcsai; 
if abslx"[aai])(zerox then x•[sail:=O.O; 

end; 
end 

else 
begin 

nfat:=true; 
with matrizlindblolblsaill" do 

i f lx''·[sai l-del*csai·~pi .. [gsai J) >(Jsup''·(cabas·'··tgsai l-gcsai l/21 
then lim"[cabas•[gsail-gcsail:=true; 

~ 
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end; 
matrizEindbla[blentJJR.lim"[entl:=false: 

end; 
end; {QuemSai} 

begin 
lnc!niterl; 
if niter)maxit then Saida!Atingidolimlteracoesl; 
nlibl:=O; 
ncibi:=O; 
for i:=! to nbloc+l do 

with matriz[indb!o[i]J• do 
begin 

for j:=nlibl+! to nlibl+ncol do 
g"[jl:=obj!"[cabas"[jl-ncibll; 

inc!nlibl,ncol); 
inc(ncibl ,ncar); 

end; 
BTZY!pi",g",JaHaXI; 
QuemEntra; 
if ent<>O then 

begin 
for i:=l to tcol do g"[il:=O,O; 
with matriz[indblotblentll" do 

if ent<=ncor 
then 

begin 
for i:=! to nlin do 

g·'•(glent+i J:=dad·"[ li-!) *ncor+entl; 
for i:=l to nlest do 

if est"[il=ent then g"[i+tlinl:=pradlesc[il; 
end 

else 
begin 

t:=afart•[ent-ncorl; 
g"[glent+aboltll:=tlabs!tl; 

end; 
BZYipi",g",blent,blentl; 
QuemSai; 
i f sai >O then 

LISTAGENS 

begin 
matriz[indblo[blsaill",fobas"[cabas"[gsail-gcsail:=true; 
matriz[indblo[b!entll•.fobas•[entl:=false; 
if nfat 

then NovaFatoracao!gent,gsai,blent,blsail 
else 

begin 
Atualizacao(•nt,sai,blent,blsaí,glent,gcsai,gent,gsail; 
nfat:=(((at mod novoxl•Ol and Ca.lcNormal; 
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end; 
end; 

end; {Ciclo} 

end 

Begin !programa principal} 
LeDadas; 
Escalamenta; 
Objetivai; 
NovaFatoracaa!O,O,!,ll; 
repeat Ciclo(ent,sail until (ent=OI ar (abs(z)(zerozl; 
Cal c_Z (f a! sei; 
if z>zeraz then Saida!NaoHaSa!Factivell; 
Objetiva2; 
Repeat Ciclo(ent,sai) until (ent=OI ar {sai=Ol; 
NovaFatoracao(O,o,\, 1); 
if sai=O 

then Saida!Solllimitadal 
else Saida!So!OtimaEncontradal; 

End. 

~ 
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