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{ objetive desse trabatho € investigar ¢ nlimero de solugdes gue trocam de sinal exatamente uma
vez, para algumas classes de problemas elipticos quasilineares com simetria. Consideramos trés
tipos de problemas: subcriticos em dominio limitado ou em todo o R¥Y, € um problema critico em
dominio limitado. Em todos eles, o niimero de solugbes € relacionado com a topologia equivariante
de algum conjunto apropriado. As principais ferramentas utilizadas sio Métodos Variacionais e
Teoria Equivanante de Ljusternik-Schnirelmann.

i



The objective of this work is 10 investigate the number of solutions which change sign exactly once
for some classes of quasilinear elliptic problems. We consider three type of problems: subcritical
in a bounded domain or in the whole space RY, and a critical problem in a bounded domain. In all
of them, the number of solutions is related with the equivariant topology of some suitable set. The

main tools utilized are Variational Methods and Equivariant Ljusternik-Schnirelmann Theory.
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CAPITULO 1

Introducao

Em muitos problemas de equacfes diferenciais somos levados a resolver uma equacgo do tipo

em que a possivel soluc@o u pertence & uma classe admissivel de funcBes contidas em um espaco de
Banach X . Como muitas vezes a funcioc F € ndo linear, vérios métodos foram desenvelvidos para
resolver a equagfo acima: principios de contracio, métodos de ponto fixo, grau de Leray-Schauder,
método de Galerkin, teoria de Morse, teoremas de funcio implicita, métodos variacionais, dentre
outros. Nesse trabalho, estamos interessados em estudar o caso em que F(u} = Z'(u) para algum
funciona! 7 definido em um espago de Banach X. Nessa classe de problemas, que chamamos de
variacional, o objetivo de encontrar solugfes se reduz 2 possibilidade de obter pontos criticos para
o funcional 7. A teoria de Pontos Criticos consiste de uma colegdo de resultados que estabelece
condigdes suficientes para a existéncia de pontos criticos para o funcional 7.

Devido a vastiddo da literatura em teoria de Pontos Criticos, ndo podemos apresentar agui
uma lista completa de referncias. Apesar da teoria ter se consolidado no dltimo século, nfo
podemos deixar de destacar que as suas bases remontam aos trabalhos de Heron de Alexandria
{aproximadamente 100 dC), baseados no principic aristotélico de esforco minimal da natureza.
Desde entdo, as idé€ias basicas e o desenvolvimento da teoria tem contado com & participagfio de
matematicos ilustres como Fermat [34), John Bernoulli [14], Euler [33], Hilbert {43, 44, Morse
[53], dentre outros. Mais recentemente, poderfamos destacar os artigos de Schwartz [64], Palais
Smale [59], Ambrosetti e Rabinowitz [4], e Benci e Rabinowitz [131



A ferramenta gue vamos utilizar agui para obter pontos criticos € a teoria de Ljusternik-
Schnirelmnann. Lembramos que se X € um espago topoldgico e A C X € um subconjunto fechado,
definimos a categoria de A em X, catx (A}, como sendo ¢ menor nimero de fechados contriteis
em X que cobrem o conjunio A. A motivacio para a introdugfio desse conceito € que ele fornece
estirnativas inferiores para ¢ niimero de pontos criticos de uma func@o. Mais precisamente, se M
& uma variedade diferencidvel fechada e f € uma funcio diferencidvel definida em M que pos-
sui certas propriedades de compacidade, entfio o niimero de pontos criticos de [ € pelo menos
caty (M) = cat(M).

O conceito acima foi introduzido por Ljusternik [497 que considerou funcionais de classe O7
definidos em variedades de dimensdo finita. As idéias iniciais foram desenvolvidas por Ljusternik
e Schnirelmann em [50, 511, onde os autores exploraram propriedades de topologia combinatdria
para estimar a categoria de algumas variedades usuais. Por exemplo, se M = M; x --- M €0
produto de & variedades compactas, entfio caty (M) > k + 1. No caso particular do toro TF C
R**1, que é o produto de k circulos unitdrios, devemos ter catyx(T*) > k + 1. Eles verificaram

também a desigualdade mais simples catm (T*) < &+ 1, concluindo assim que catgx (TF) = k+ 1.

Uma importante extensfo da teoria foi feita por Schwartz [64], que considerou ¢ caso de va-
riedades de dimensdo infinita. Como havia necessidade de se recuperar a compacidade perdida
pela infinitude da dimens&o, Schwartz se valeu de uma importante condi¢#o introduzida por Palais
e Smale [59] no estude da nfic menos importante teoria de Morse. A extensfo de variedades de
Hilbert para variedades de Banach por meio de estruturas de Finsler € devida 2 Palais {57]. Desta-
camos ainda que importantes coniribuicdes foram dadas também por Browder [19], Krasnoselskit
[45] e Vainberg [72]. Depots desses trabalhos pioneiros, muitos outros avancos e generalizagdes
se incorporaram 2 teoria. Destacamos somente aqueles mais relevantes para o nosso trabalho, a
saber os de Reeken [61], Szulkin {69, 70] ¢, Clapp e Puppe [28].

O principal ponto desse trabalho € estudar como a teoria de Ljusternik-Schnirelmann aliada &
presenca de simetrias afeta o ndmero de solugBes de certas classes de problemas elipticos. Como
motivagio importante, enunciamos abaixo um dos primeiros resultados nessa direcdo, que fol

provado no artigo de Ljusternik e Schnirelmann {50

Teorema. Se I € CH{RY,R) é par, entdo T restrito & esfera SV~ tem pelo menos N pares de

pontos criticos distinios.

Note que, apesar de catgr-1{SV %) = 2, o resultado acima nos garante a existéncia de N pares

de pontos criticos, e ndo somente de 2. Isso nos leva a crer que quanto mais simetria tivermos em
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nosso problema, maior € o numero de solugdes que podemos encontrar. Considere enifio X um
espago de Banach, G um grupo de transformagBes de X em X, e Z € CH{X,R). Dizemos que o
funcional 7 & invariante sob a a¢Bio de G se T{gu) = Z{u), paratodo g € Geu € X. No teorema
acima, o funcional € invariante sob a agio do grupo Z; = {—Id, Id}, gue age naturalmente sob a
esfera S, Muitos matematicos introduziram ferramentas para medir a quantidade de simetria
de subconjuntos invariantes por G. O conceito que usamos aqui € a categoria equivariante de
Ljusternik-Schnirelmann, que € a extensao natural da categoria usual sob a presenca de simetrias.

Nos problemas gue vamos tratar, estamos interessados em obter multiplicidade de solucdes que
trocam de sinal para tr€s problemas distintos. Com i3s0, buscamos abordar vérics aspectos dos
problemas elipticos atuais, tais como: problemas de minimizac8o, problemas subcriticos, questdes
de perda de compacidade devido 2 criticalidade de certas imersSes de Sobolev e & n8o limitacio
do dominio.

Afim de explicar melhor os problemas e os resultados obtidos, dividimos o restante dessa
introduciio em trés se¢des. Cada uma delas descreve um tipo de problema e apresenta os resultados
que serdo discutidos nos préximos trés capitulos. O trabalho conta ainda com um Apéndice, onde
introduzimos ¢ cenceito de categoria equivariante, apresentamos alguns resultados classicos de

métodos variacionais e um resultado técnico.

1.1 Eguacao quasilinear subcritica

O primeiro problema que vamos estudar € uma equacdo quasilinear com expoente subcritico
condi¢oes de Dirichlet. Mais especificamente, consideramos o problema

—Aju+ = [ul% em(],
(Dy)
u=70 em J€2,
onde € C RY & um dominio limitado e suave, Ayu = div(|Vu|P~2Vu) é o operador p-Laplaciano,
1 < p < N e oexpoente g & subcritico, isto &, p < g < p* = pN/(N — p).
Estamos inicialmente interessados em buscar solucdes fracas para (D,). Por solugdio fraca,

entendemos uma fungio u € Wy *(£2) que verifica
f(EVu{p'QVu Vo + uffPug) dr = f lulfugdz, ¥ée WP(Q).
0 o

Afim de obter tais solugBes, note que a equacfio em {D,) nada mais € do que a equacio de
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Euler-Lagrange do funcional B, : W, 7(Q) — R definido por
RS 1 . 1
Eyw) =5 [(Vup+up)az - [ uode,
PJa 4 Jn

Como a imersio W, P < L9(2) é continua, sabemos que o funcional E, estd bem definido. Além
disso, B, € CY{W,; (), R) com derivada dada por

{(Eg(u), ¢) = f ({Vu!p_ﬁva V- julfug — }u{‘*’”zuqﬁ) dr, Vu, ¢& W;"?(Q).
{2

A expressdo acima mostra que as solugBes fracas do problema (D) sfo exatamente os pontos
criticos de B, isto é, as fungBes u € W,P(0) tais que By {u) = 0. Argumentos classicos de
regularidade mostram que, se u é uma solucdo fraca de (D), entfio u € CH{0) N C(}). Uma
regidio nodal de v € uma componente conexa de um dos conjuntos {z € £ : u(z) > 0} ou
{z € 0 : u{z) < 0}. Dizemos que u é uma solucdo nodal se ela troca de sinal em 2. Neste caso
temos pelo menos uma regifio nodal onde w é positiva e pelo menos outra onde u € negativa.

Vamos buscar solugbes para (D) por meio da teoria de Pontos Criticos. Dessa forma, serd
necessario realizar deformag8es de conjuntos de nivel do funcional ;. A possibilidade de realizar
tais deformactes estd intimamente ligada & exigéncia de algum tipo de compacidade para o fun-
cional. Durante todo esse trabalho vamos utilizar a famosa condicfio de Palais-Smale. Lembramos
entdo que, se X & um espaco de Banach, 7 € C{E,R) e ¢ € R, dizemos que o funcional |
satisfaz a condicdo de Palais-Smale no nivel ¢ se toda seqiincia (u,) C X tal que [{u,) — ce
|7 ()|l — O possui uma subseqgliéncia convergente.

Como p < ¢ < p* ¢ {2 ¢ limitado, 2 imersio de Sobolev WaP(Q) — L)) é compacta. Logo,
ndo ¢ dificil verificar (veja Lema 2.2) que o funcional E, satisfaz a condicfio de Palais-Smale em
todos os niveis. Além do mais, pode-se verificar que F, satisfaz as condigOes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz [4]. Assim, o problema (D)
possui pelo menos duas sclugdes, uma positiva € outra negativa. Mais ainda, como o funcional
E, ¢ par, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha com Simetria [4] para obter infinitas
solugGes para (D). Neste caso, ndo podemos precisar o niimero de regides nodais de tais solugbes.
Em um artigo recente, Bartsch [6] provou que o problema (D), para p = 2, possui infinitas
solugdes nodais. Contudo, ele também nao obtém informacdes sobre o nimero de regides nodais
das sclucBes.

Estamos interessados aqui em relacionar a topologia do dominio {2 com o nidmero de solugdes
de (D,) que possuem no méximo duas regides nodais. O ponto de partida de tal estudo € o artigo

de Benci e Cerami [10], onde os autores mostram que, para p = 2 € ¢ suficientemente préximo
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de 2*, o problema {D,) tem pelo menos cat{{2) solugdes positivas. Depois desse trabalho, outros
autores estudaram o problema de multiplicidade de solugBes para (D, em termos da topologia de
1. Citamos, por exemnplo, [12, 23, 11] para probiemas subcriticos, e [62, 46, 73] para problemas
com expoente critico. Todos esses trabathos lidam somente com o caso semilinear p = 2. Ao que
108 parece, 0 (inico frabalho nessa linha que trata o caso quasilinear € o artigo de Alves e Ding 2],
onde 0s autores estudaram ¢ problema critico.

Em todos os trabalthos acima citados, os autores buscavam solugBes positivas de (D). Uma vez
que € sabido que o problema possui infinitas solugBes que trocam de sinal, € natural perguntarmos
se existe alguma relac@o entre a topologia de {I € o ntmero de solugBes nodais. Motivados por
essa questo ¢ pelo trabalho de Castro e Clapp [21], estamos interessados em obter solugBes que
trocam de sinal exatamenie uma vez, isto €, solugBes u tais que 1\ w™*(0) tem exatamente duas
componentes conexas, u € positiva em uma delas e negativa na outra. Chamaremos tais solugdes
de solucdes nodais minimals. Afim de obté-las seguimos [21] e supomos que o dominio {1 satisfaz
a seguinte condicdo de simetria

(H)exister € O(N)talquer #Id, 7 =1de 7(Q) = 11,

em que O(N) denota o conjunto das transformagbes lineares ortogonais de R em RY. Assim,
estudamos o problema

—Agu 4 P = |uT % em 0,
(D7) u{rz) = —u{z) para todo z € €1,
u=0 em 941

Observe que qualquer solugdo no trivial de (D) troca de sinal. Como uma consequéncia relati-
vamente simples da simetria do dominio, provamos inicialmente ¢ seguinte resultado de existéncia
de solugBes nodais minimais.

Teorema 1.1. Suponha que (H) vale. Entdo, para todo ¢ € (p,p*), o problema (D) tem pelc

menos um par de soluges que trocam de sinal exatamente uma vez.

O resultado acima foi provado, no caso semilinear p == 2, por Castro, Cossio e Neuberger em
[22]. Nesse trabalho eles consideraram nfo-linearidades mais gerais do que Ju[P2u e no exigiram
nenhum tipo de simetria para o dominic {I. Recentemente, Bartsch e Weth [§] complementaram
os resultados de [22] provando que a solugfio obtida tem indice de Morse igual a2 2. Como esses
dois trabalhos utilizam a estrutura Hilbertiana do espago W, 2(£2), suas idéias nfio se aplicam ao

probiema {D;), Dessa forma, o Teorema 1.1 estende os resultados de existéneia de [22, 8].



SECAO 1.1 » EQUACAO QUASILINEAR SUBCRITICA 6

O Teorema 1.1 também complementa o resultado de existéncia de [21], onde os autores con-

sideraram o problema semilinear critico
— A= g4 P e, w e WO, ulrr) = —ulz) em

e obtiveram © mesmo resuitado desde que u >  fosse menor gue o primeiro autovalor do Lapla-
ciano. Tomando vantagem da simetria de { eles também estudaram a relacfo entre 2 topologia do
dominio ¢ o niimero de solugdes nodais minimais {veja Segdo 1.3 onde explicamos melhor € es-
tendemos 08 resultados de [21]). Nosso proximo resultado mostra que o mesmo fendmeno ocorre

para o problema (D7), desde que o expoente ¢ seja suficiente préximo do expoente critico p*.

Teorema 1.2. Suponha gue (H) vale. Entdo existe g. € (p,p*) tal que, para todo q € (¢.,7"}, 0
problema (D7) tem pelo menos 7-cato((1\ 17} pares de solucfes que trocam de sinal exatamente

MG VEZ.

Agui, 7 = {z € Q1 : 7z = z} é o conjunto dos pontos de {2 que sdo fixados pela involugio T,
e 7-cat é a G,-categoria equivariante de Ljusternik-Schnirelmann para o grupo G, = {Id, 7} (veja
Seciio A.3). Existem algumas situacdes onde a categoria equivariante é maior do que a categoria
usual. O exemplo cldssico é a esfera unitaria V1 C RY com a a¢fio antipodal 7 = —Id. Neste
caso, cat(SV1) = 2 enquanto T-cat(SV1) = N. Assim, como conseqiiéncia simples do Teorema
1.2 e do Teorema de Borsuk-Ulam, obternos um resultado de multiplicidade para a seguinte classe

de dominios.

Corolario 1.1. Suponha que {1 ¢ simétrico com relagdo & origem e que O & ). Suponha ainda que
existe uma aplicacdo continua e impar - SY 1 — Q. Entdo existe q. € (p,p*) tal gue, para todo
g € (g.,p*), 0 problema (D,) tem pelo menos N pares de solucdes impares que trocam de sinal

Exatamenie umd vez.

Antes de finalizar a secdo gostariamos de destacar que os resultados de multiplicidade acima
$80 novos mesmo no caso p = 2. Notamos também que a ndo linearidade do p-Laplaciano, que
torna os célculos mais complicados, € compensada pela homogeneidade do problema. Finalmente
mencionamos que, guando a condigfio de simetria (H) n3o é satisfeita, obtemos um resultado que
estende o de [10, Teorema B] para o caso guasilinear. Neste caso, relacionamos o niéimero de

solucfes positivas com a categoria usual de Ljusternik-Schnirelmann de Q (veia Teorema 2.11).
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1.2 Equacio de Schridinger quasilinear subcritica

O nosso préximo objetive € obter resultados de existéncia e multiplicidade para uma equacho
Schrodinger nfio linear. Antes de apresentar o problema vamos discutit um pouco alguns resultados
conhecidos. Iniciamos citando Floer ¢ Weinstein [35] gue estudaram a equagao

.y R , 5, .

e = — 5o + V(@) +71¥[%, (t,2) €RT xR
com o potencial V' limitado e tendo z = ( como pento critico nfo degenerado. Paray > 0e A > 0

suficientemente pequenc, os autores usaram um método de reduc@o do tipo Lyapunov-Schrnidt

para obter uma solugéo da forma
bz, t) = exp(—iEt/Bjulzx). (1.2.1)

Posteriomente, Oh [54, 55] estendeu os resultados de [35] para dimnensdes maiores considerando a
equacio

. h?

iy = =5 A+ V(@) =g, (tx) €RT xR (1.2.2)
com 2 < ¢ < 2*. Para o potencial V, Oh supds que existiaa € Rtalque £ < a, V(z) = a ou
V(z) > aparatodo z € RY e além disso (V(z) — a)~'/* era uma fungic de Lipschitz.

O primeiro autor a usar métodos variacionais para estudar a equagio de Schridinger foi Ra-
binowitz em [60]. Para descrever os resultados 14 obtidos notamos que, substituindo (1.2.1) em
(1.2.2), vemos que a func¢fio u satisfaz 2 seguinte equacio eliptica

5’2 Y —2 N
~‘§~A'a + {(Viz)— Blu= |[u|" “u emR".
Fazendo a mudanga de varidveis y = A~ 'z e trocando y por 7, a equagfo acima se transforma em

—Au+ bz =u"%u emRY, (1.2.3)

onde b{z} = 2{(V(Az) — E). Supondo que b(z) > by > 0, o problema acima tem uma estrutura
variacional e o espago natural para buscar solugdes € Y = {u € W2(RY): [, b(z)u*dz < oo}
O principal problema € que o dominio R” ndo é limitado. Assim, a imersdo ¥ «» L¢(RY) ndo é
compacta e o funcional associado pode ndo satisfazer a condicio de Palais-Smale. Para contornar
esta dificuldade, Rabinowitz considerou potenciais coercivos, isto €,

E%ﬁm bz) = oo,



SECAO 1.2 « EQUACAO DE SCHRODINGER QUASILINEAR SUBCRITICA 8

e mostrou que, nestas condicdes, a equacio possui uma soluc@o ndo trivial. Foi observado pos-
teriormente por Omana ¢ Willem [56] e Costa {29] que, de fato, 2 condicdo acima implica que a
imersio Y — LR é compacta.

Estamos interessados aqui em estudar uma classe de equagdes de Schridinger quasilineares em

gue o potencial pode ndo ser coercivo. Considere entio ¢ problema

—Lpu+ (halz) + Dl e = w2 em RY

§

(Sng)
! u € WHP(RN),

emague2 <p< N,p<g<p'ea>0¢éum parimetro positivo, Para o potencial vamos utilizar
as hipbteses introduzidas por Bartsch e Wang em [7], onde os autores estudaram o problema acima
com a funcdo g satisfazendo

(A1) a € C(RY,R) é ndo-negativa, {1 = int a~*(0) € um conjunto ndo vazio com fronteira suave
e Q= a 1{0).

(Ag) existe Mp > 0 tal que
L{zeRY 1a(z) < Mp}) < o0,

onde £ é a medida de Lebesgue em RY .

Observe que a condigio (A,) € satisfeita sempre que

liminfa{z) > G,

Jzi—oo

e portanto b, () = (Aa{z) -+ 1) pode nfo ser coercivo.
O espaco natural para trabalharmos €

X = {u c WHP(RY): jﬂ;N a(z)uff dr < oo} .

no qual definimos o funcional [, , : X — R dado por
1 1
Do =3 [ (V6P +Oal@)+ Dlupyas -3 [ fuiocs
DJmy g JrN

Bartsch ¢ Wang consideraram somente o cas¢ semilinear p = 2 ¢ mostraram que, para valores

grandes de A, o problema (5, ,) tem pelo menos uma solucio positiva wug, que é também uma
solucfo de energia minima, 1810 &,

Dngluo) = inf {1, ,(u) : u é uma solucdio nfo trivial de (S, ,)}.
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Suponha agora que u € X N C(RY) € uma soluggo de (9, ). Como a = 0 em {2, temos que

2

~Apu + PPy = %y em 0,

que é exatamente a equacio do problema ([D,). Com base nisto, Bartsch ¢ Wang obtiveram o
seguinte resuliado de concentragfio: se p = 2, A, — o0 e (uy, ) € uma segiincia de solugbes de
energia minima de (S, 4), ent8o existe uma subseqiiéncia de {u,_) que converge, em W1P(RY),
para uma fungio v € W,P(Q), com v sendo uma solucio positiva do problema de Dirichlet
(D,). Dessa maneira, o problema (D,) é uma espécie de problema limite de (S, ;). Lembrando
que Benci ¢ Cerami provaram que o problema (D) possui pelo menos cat{{2) soluces positivas
quando ¢ estd préximo de 2%, Bartsch e Wang obtiveram o mesmo tipo de resultado para o problema
{Sngl) |
Motivados pelos resultados acima, e pelo Teorema 1.2 da sego anterior, nos perguntamos se 0s
mesmos fendmenos ocorrem se consideramos um problema quasilinear com simetria e buscarmos

solucfes nodais munimais. Assim, estudamos o seguinte problema:

~Apu+ (Aa(z) + Dijuf?u = [ut%u  emRY,
(574) u(rz) = ~u(z) para todo z € RY,

u € WHP(RY),

comA>0,2<p<N,p<qg<p,er € O(N)satisfazendo 7 # Id e 72 = Id. O potencial o
satisfaz {A) ), (Az) ¢ € invariante por 7, isto &,

(As) a(Tz) = a(z) para todo r € RY.

Note gue a condicfo acima, juntamente com (A4,), implicam que 7{Q2) = £, e portanto a condi¢do
de simetria ( /) introduzida na se¢fo anterior € automaticamente satisfeita,

Afim de superar a falta de compacidade da imersio X — L?(R"), usamos idéias contidas
nos trabalhos [7, 1] para obter uma condigdo de Palais-Smale local que depende do pardmetro A

(veja Proposicfio 3.3). Com a ajuda dessa compacidade, provamos inicialmente um resultado de
existéncia de solugdes nodais minimais.

Teorema 1.3. Suponha qgue (A;)-(As) valem. Entdo existe Ay = Aolg) > 0 tal que, para todo

A > Ag, o problema ( j\;g) tem pelo menos um par de solucdes que trocam de sinal exatamente
uma vez.
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A demonstraglio do resultado acima consiste em minimizar o funcional [, , restrito 3 uma
subvariedade apropriada de X, e depois estabelecer uma relagio entre ¢ ntmero de regifes nodais
de um ponto critico w com sua energia I (1. Da mesma maneira que em [7], o problema com
simetria (7} age como um problema limite de (57 ). Assim, o seguinte resultado de concentragio
vaie.

Teorema 1.4. Seja (A,) C R1al gue ), — oc guande n — oo e {uy,) uma segiiéncia de solucdes
do problema (S} ) tal que I (u,) ¢ limitado. Entdo, a menos de uma subseqiiéncia, un, — u

forte em WHP(RY) com u sendo wma solucdo do problema (D7).

Adaptando algumas idéias da demonstracfo de Teorema 1.2, somos capazes de relacionar o
nimero de solugdes nodais minimais de {57 q} com a categoria equivariante de ), Mais especifi-

camente, obtemos o seguinte resultado de multiplicidade de solugdes.

Teorema 1.5. Suponha que (A1)-(As) valem, () é limitado e seja 07 = {z € O : 73 = z}. Entdo
existe g, € (p,p*) com a seguinte propriedade: para cada g € (q.,p*), existe um niimero Alg) > 0
tal que, para todo ) > A(g), o problema (57 ) tem pelo menos T-cato(Q2\ {17) pares de solugies

nodais minimais.

Observamos que os resultados acima sdo novos mesmo no ¢aso p = 2. Como na secdo ante-
rior, podemos provar uma versdo do Corolério 1.1 para o problema (57} (veja Corolério 3.16).
Explicitamos finalmente que, no Teorema 1.4 acima, nfo somos capazes de garantir que a solucio
limite troca de sinal exatamente uma vez. De fato, se tomarmos u, = 0, vemos gue a solucio
limite pode inclusive ser identicamente nula. Contudo, quando a segiiéncia de solugdes (u,) €
dada pelo Teorema 1.3 ou pelo Teorema 1.5, somos capazes de provar que a solug#o limite » dada
pelo Teorema 1.4 € uma solucdo nodal minimal de (D7) (veja Corolaric 3.17). Todos os nossos
resultados referentes a equaciio de Schrédinger podem também ser encontrados no artigo [37].

Em [26] Clapp e Ding consideraram o problema

~Au+ dalz)u = pu + ufF "2y, uwe WHERY), u(rz) = —ulz) emRY

¢ provaram, para valores positivos e pequenos de u, resuitados de existéneia, concentracio e mui-
tiplicidade de solucdes nodais minimais. Recentemente, tais resultados foram estendidos para
o operador p-Laplacianc em [3]. Nossos resultados complementam os de [26, 3] visto que tra-
balhamos com o expoente subcritico. Eles também complementam os resultados de [7] onde os
autores buscaram, para p = 2, solugSes positivas. Finalmente, destacamos que nossas idéias per-
mitem, sem hipdteses de simetria, buscar solugBes positivas de (S, o). Dessa forma, estendemos
todos os resultados de [7] para o caso quasilinear 2 < p < N (veja Teoremas 3.9, 3.11 ¢ 3.18).
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1.3 Eguacao quasilinear critica

No Capitulo 4 consideramos a seguinte equagao crifica

, ~Apu = plult P+ [P % em O,
(D)

oy

u=70 em Of2,

onde 8 C RY & um dominio limitado e suave, l <p< N,p<g<p*eyu>0.

O ponto de partida para o estudo do problema acima € o famoso trabalho de Brézis e Nirenberg
[18] onde os autores estudaram o casc p = g = 2 € mostraram que a existéncia de solugio positiva
para (D,,} esté relacionada com a maneira como o parimetro 4 interage com o primeiro autovalor
41(£2) do operador —A, em W;*(Q), definido por

#1(€2) = inf U; [Vul dz - w € WP (), j/

P dr = 1} : (1.3.1)
0

Mais especificamente eles mostraram que, se p = ¢ = 2, entdo o problema (D,) possui pelo
menos uma solugfo positivadesdeque N > de0 < p < () ou N =3¢ < ¢ < p11(€2), onde
Tt ¢ um certo ndmero positivo. Eles também provaram que a segunda condi¢Bo acima € otima, no
sentido de que, se NV = 3 e {2 é uma bola, entfo ndo existe solucdo positivade (D, } quando ¢ < 7.

O que torna o problema (D) delicado € a falta de compacidade da imers@io de Sobolev
WoP(Q) < LP°(£). Essa falta de compacidade traz dificuldades na verificagio da condigfio
de Palais-Smale para o funcional associado E, : W ?(2) — R dado por

() = = B SR e
Ey(u%—p[}!Vulpdx gj;]u]qu p*j;]iu]p dz.

De fato, se denotarmos por S a melhor constante de Sobolev da imersfio acima citada, pode-se
construir (veja [42, Teorema 3.5]), para cada k € N\ {0}, uma seqiiéncia (uf) € W;?(Q) tal
que E, (uf) — £5N/p, ]JEL(uﬁ)H(WS,p(QD* -~ 0, mas (uf) nfic possui nenhuma subseqiiéncia
convergente. Assim, a condico de Palais-Smale falha em todos os niveis da forma %SN/’ P, Um
dos pontos chaves do trabalho de Brézis e Nirenberg foi mostrar que, apesar dos problemas acima,
o funcional £, satisfaz a condi¢fo de Palais-Smale em todos 0s niveis menores que O primeiro
nivel critico % S%/%. Usando essa compacidade local e estimativas precisas dos niveis de min-max
do funcional, eles foram capazes de obter solucdes positivas do problema {D,,).

Apés o trabatho de Brezis e Nirenberg, muitos outros autores estudaram o problema (D), de

modo que seria mapossivel apresentar aqui uma lista completa dos resultados. Assim, citaremos
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apenas os trabalhos que estfo diretamente relacionados com os resuliados que obtemos. Iniciamos
destacando gque em [38] Garcia Azorero € Peral Alonso estenderam parte dos resultados de [18]
para o p-Laplaciano ¢ mostraram que se p = ¢. p* < Ne u € (0, 4:(02)), entdo (D) possui uma
solucdo positiva. Em [39], entre outros resultados, os mesmos autores provaram que se p° < N,
g € {p,p*)e p > 0, entfo (D) possui uma solugdo ndo trivial , ndo necessariamente positiva (veja
também {42]).

No nosso caso, estamos interessados em obter solugBes nodais para o problema (D). O
primeiro resultado nessa direcio € devido & Cerami, Solimini e Struwe [24], gue consideraram
ocaso p = ¢ = 2 e mostraram a existéncia de um par de solucdes nodais, desde que N > 6 e
w € (0, 42(Q)). Resultados similares foram obtidos por Zhang [75] e Tarantello {71]. Afim de
obter solugdes nodais para 0 nosso problema, vamos proceder como antes e supor gue o dominio

{2 satisfaz a condigo de simetria (#}. Dessa forma, estudamos ¢ problema com simetria

—Apu = plulf %+ w2 em 0,
(D7) u(tz) = —u{x) paratodo z € {J,
u=10 em Of1.

onde ©) C RY € um dominioc limitado e suave, > < N,p<g<prepn> 0.
O problema acima foi introduzido por Castro e Clapp [211nocasoem que p = ¢ = 2. Eles
obtiveram resultados de existéncia e multiplicidade de soluges nodais minimais. Nosso primeiro

resultado esté relacionadoe com a existéncia de solugdes.

Teorema 1.6. Suponha que (H ) vale. Entdo, para todo p € (0, u1(81)), o problema (D) tem pelo

menos um par de solugbes que trocam de sinal exatarmente uma vez.

O resultado acima estende o de [21, Teorema 1] em dois sentidos: primeiro porque considera-
mos o operador p-Laplaciano e segundo porque permitimos que a homogeneidade da perturbacio
plu)?%u seja diferente de p. Ele também complementa os resultados obtidos em [24, 75, 711

Em seguida, consideramos a questao de multiplicidade de solugbes. Antes de apresentar nosso
resultado, gostarfamos de destacar trés artigos de multiplicidade de solugdes positivas para (D)
que foram importante no nosso estudo. Os dois primeiros sio os trabalhos de Rey [62] € Lazzo
[46], onde os autores consideraram o caso p = g = 2 e obtiveram cat{{2) solucdes positivas para
1 positivo ¢ suficientemente pequeno. Tais resultados foram estendidos para o p-Laplaciano por
Alves e Ding [2]. Nesse iltimo trabalho os autores permitiram que o expoente ¢ fosse gualguer
ntimero do intervalo [p, p*).
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No gue concerne 2 multiplicidade de solucBes nodais citamos novamente {24}, onde infinitas
solugdes nodais radiais foram obtidas guando { € uma bola centrada na origem, p = ¢ = 2,
N > Tep € {0,:{Q)). Para dominios com algum tipe de simetria Fortunato e Jannelli [36]
mostraram a existéncia de soluces com energia arbitrariamente grande parap =g =2, ¥V > d ¢
z > 0. Contudo, tais solucBes trocam de sinal muitas vezes. Posteriormente, Castro e Clapp [21]
relacionaram o ndmero de solugdes nodais minimais de (D)) com a categoria equivariante de (L.
No nosso trabatho estendemos esse Gltimo resultado para ¢ operador p-lLaplaciano e provamos o
seguinte teorema.

Teorema 1.7. Suponha que {H) vale. Ento existe i, € (0, ()} 2al que, para todo u € (0, p),
o problema { D],) tem pelo menos m-caiq (Q2\(17) pares de solucdes que trocam de sinal exatamente

R VEZ,

Destacamos que em todos os trabalhos sobre solugbes nodais acima citados os autores consi-
deraram p = ¢ = 2. Usando algumas idéias contidas no trabalho de Alves e Ding [2] permitimos
que o expoente ¢ seja qualquer nimero do intervalo [p,p*). Dessa forma, os Teoremas 1.6 ¢ 1.7
acima S0 NOvos mMesmo no caso semilinear p = 2. Além disso, eles complementam o artigo {2],
que trata apenas de solugdes positivas. Como nas segbes anteriores, somos também capazes de
provar uma versdo do Coroldrio 1.1 para o problema (D}) (veja Coroldrio 4.10).
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uacio quasilinear subcritica

Nesse capitulo estudamos o problema

—Aput+ [ufP e = ulf % em (),

(D7) u(tz) = —ulz) paratodo z € {1,
u=0 em 041,
onde 2 ¢ R¥ é um dominio limitado e suave, 1 < p < N, p < g < p* e o dominio { satisfaz a
seguinte condicdo de simetria
(Hyexister € O(N)talque r #1Id, 7> =Ide 7(Q) = Q.
Provamos 0s seguintes resuitados:

Teorema 1.1. Suponha que (H) vale. Entdo, para todo q € (p,p*), o problema (D7) tem pelo

menos um par de solugdes que trocam de sinal exatamente uma vez.

Teorema 1.2. Suponha gue {H ) vale. Entdo existe g, € (p,p*) tal que, para todo q € (q,, 7"}, 0
probiema (D]) tem pelo menos T-catg(Q2\ Q7) pares de solugées que trocam de sinal exatamente

umia Ve,

Corolario 1.1. Suponha que §1 é simétrico com relagBo & origem e gue 0 & §). Suponha ainda que
existe uma aplicacdo continua e impar p : S™ 1 — (1, Entdo existe g, € (p,p*) tal que, para todo

g € (g, 0"}, 0 problema {D,) tem pelo menos N pares de solugdes nodais minimais impares.

14
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2.1 Notacoes e alguns resultados técnicos

Durante todo o transcorrer desse capitulo denotamos por || - ||q 2 norma

ol = { [ (vu + Eaip)m}w

definida no espago de Soboley W;*(Q). Dado 1 < s < oo, indicamos por |ulsq a L*(§2)-noma
de uma fungBo u € L*(Q2).

Comegamos observando que a involugdo 7 dada pela hip6tese ( H) induz uma acio em WP (),
que denotamos ainda por 7, da seguinte forma: para cada u € W,P(Q) definimos Tu & W, P (()

por

(ru{z) = —u(rz). (2.1.13

Segue imediatamente da definicio acima que 7 : W,y P(Q) — WP (Q) & linear e satisfaz 72(u) =
u, isto &, T é uma involugo em WP (Q). O subespago dos elementos fixados pela agho & indicado
por WP ()7, isto &,

Wy () = {u € WyP(Q) : Tu = u}.

Como estamos interessados em usar métodos variacionais, observamos inicialmente que 2
mei 5 2 = ; . yle
primeira equacio em (D]) € a equacio de Euler-Lagrange do funcional B, : W;P(R2) — R
dado por

Eyou) = ;; J;; (IVaf? + uf?) dz - —3 [ fule aa.

As imersGes de Sobolev mostram que o funcional acima estd bem definido, E, o € C1(Wy (), R)
¢ seus pontos criticos, a menos da condigdo de simetria, correspondem &s solugBes fracas de (D).
Com o intuito de obter tais pontos criticos vamos considerar a variedade de Nehari associada ao

funcional £ . dada por

Nog = {ﬁGWi’p(Q) \ {0} 1 (Bgo(u),u) = 0}
= {ue WP\ {0} : ullg = lulia}-

Observe agora que a condigdo de simetria em (D7) € equivalente a dizer que a solugio u estd

no espago invariante W, *(Q)". Logo, & natural considerarmos a variedade de Nehari r-invariante

Ta={ue N Tu=u}= NN WP ()"
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Sempre que u € N o temos
1y,
Euolw) = (- 7) Il
P g ;
e portanto o funcional E,p ¢ limitado inferiormente em A, (e também em N;"fg},, Assim, faz
sentido considerar ¢s seguintes problemas de minimizacio

men = 1nf E,olu) e mlo= inf E,qlul. 212
Q,Q T.LQJV?__Q Q’Q\ } Qvﬂ REN‘;Q QSQ( ) { )

MNaturalmente My 2 0. Mais especificamente, vale o seguinte resultado.

Lema 2.1. Suponha gue p < q < p*. Entdo existe v, > 0 tal que
lulle = 740,
para todo u € N q. Em particular m] o > 0.
DEMONSTRACAG. Como Wy P(Q) < LI(()), existe C > 0 tal que, para todo u € N, q,
ulle = lulgq < Cllullg
e portanto 1 < Cljul|% . E suficiente entfio fazer r o = CV0~9, ®

Dado um dominio 7~invariante D C RY definimos || - ||p, Eqp. Nyp, N p, mep e m] 5 de
maneira andloga, mas tomando as integrais sobre o conjunto D ao invés de 1. Sempre que omi-
tirmos a referéncia ao conjunto nas notacdes acima, estamos supondo que D = {3, Considerando
B(0) = {z € RY : |z] < r} e com o intuito de ndo carregar a notagio, usaremos somente
Mgy € Ty, para denotar mq,p, (o) © My p (), Tespectivamente. Destacamos finalmente que, em
todo o transcorrer desse trabalho ¢ sempre que nfio causar confusio, varmos omitir 2 varidvel de
integracdo. Dessa forma, escrevemos somente [, u para indicar [, u(z)dz.

E bem sabido que para utilizar teoria de pontos criticos exigimos sempre que o funcional com
o qual estamos lidando satisfaga alguma condicio de compacidade. Neste capftulo, e tarnbém nos
outros que se seguem, vamos utilizar a bem conhecida condicdo de Palais-Smale. Lembramos
entdo que se £ é um espaco de Banach, M C E é uma C™ -variedade e ¢ € R, dizemos que o fun-
cional I € C*(M,R) satisfaz a condico de Palais-Smale no nivel ¢, que denotamos simplesmente
por (PS),, se toda seqliéneia (u,) C £ tal que I{u,) — ce I'{u,) — 0 possui uma subseqiiéncia
convergente.

Para o nosso funcional %, temos o seguinte resultado de compacidade.
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Lema 2.2, O funcional I, restrito & J‘\f;’“ satisfaz a condicdo de Palais-Smale em todos os niveis.

DEMONSTRACAC. Note inicialmente que, se || E){(u)||. denota 2 norma da derivada do funcional
E, restrito A N7, ento

P : [ 3 i i
HE (w)ll. = min Eng{u} - gjqiu}iigwg'?{ﬁm*
em que (W, P(Q)7)* é o espago dual de W, P(Q)7 e J, : WP (Q) — R € dado por

Jo(u) = Jlull? — Julg.

Seja entdo (u,) C N tal que Equ,) — c € Re || B (u,)]l, — 0. Segue da observag#o acima

que existe (6,,) C R tal que
El () = 8, T (un) — 0 em (WyP (). (2.1.3)
Observe que, como Ey(u,) = (1/p — 1/q)llunlP — ¢, a seqiiéncia (u,,) é limitada em W3 *(Q).

Lembrando que (ur,) C A, obtemos

(J)(tn), un) = pj; (EVunlp_QVun'Vun = ftin [P un ) ngi[unlq“ﬁunun

= pllull? — glunil = {p ~ g)lluallf <0,

e portanto, da limitagio de (u, ), podemos supor que (J{un), un) — { £ 0. Se { = 0 a expresséo
acima implicaria que |ju, || — 0, contrariando o Lema 2.1. Logo { < 0 e deduzimos de (2.1.3) que
b — 0,ist0 &, E{u,) — Oem (WaP ()7 )*. O resultado segue agora de um argumento padrio,
visto que a imersdo W, ?(Q) «— LI()) & compacta. &

2.1.1  Algumas propriedades de m, e m]

Nessa subsecdo apresentamos algumas propriedades dos minimos definidos em (2.1.2) que serdo
importantes no futuro. O primeiro resultado estabelece a relacho entre esses minimos.

Lema 2.3. Paratodo p < q < p” temos que 2my < g,

DEMONSTRACAOC. Sejau € J\fq". Como Tu = v ¢ tendo em vista a defini¢do (2.1.1), sabemos que
se u é positiva em A C (0, entSio u tem que ser negativa em 7{A4). Usando esse fato e a expressio
{2.1.1) novamente, concluimos que

[ vue + ) =2 ] (VP + [ PP)
4] kY
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=z [ e,

em que u = max{-+wu, 0}. Segue das igualdades acima que u™, ™~ € N,. Assim

Egu)=E(u")y+ E(u”) > 2m,,
donde segue o resultado. B

Dado um dominio limitado D C R, denotamos por S a melhor constante da imersio W, P (D) <
LP" (D) dada por

$(0) = 5=t { [[(Vup + [up) s w e WD), lubro =1}
o

Lembramos que S nfo depende do conjunto D ¢ niio é atingido a menos que D = RY, Vamos usar
a estrutura da variedade de Nehari A/, para estabelecer uma relag@io entre m,» p ¢ S. Para tanto,
seia

Sp = {ueWyH(D): llullp = 1}

a esfera unitdria de W, * (D) e considere u € £p. Dadoa > e p < ¢ < p* temos
loulp = o”ulls = o e |auljp = ofjuijp.

Igualando as expressdes acima concluimos que a aplicacio

Yot Bp — Nyp, tgp(u) = ulZF Vu (2.1.4)
define um homeomorfismo entre Lp e M, p. Segue entdo que
}V o = i f 4
Moy, D ?IEE"%*,D fulip
Nip
: o Nullp ; [l
= inf |¥p oW = inf = inf
B, e 20lo = 5 ule o wewirono \ Ul o

N/p
weWLP (DO} Ui

Conclufmos assim gue, da mesma maneira que 5, o {nfimo 7+ » nf0 depende do conjunto
D. Naturalmente, o mesmo ndo ocorre com mgp se ¢ # p*. Contudo, tais infimos possuem uma

independéncia assintdtica, conforme estabelece o proximo lema.
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Lema 2.4 ([10, Lema 4.1)). Para todo dominio limitado T ¢ RY temos

1
lim myp = mpep = — 8NP,
gt i

DEMONSTRACAQ. Afim de provar o lema vamos definir, para p < ¢ < p*, 0 seguinte problema
de minimizagio
op = it { [(vup+ ) :u e wir@), [ =1}
= inf {-@J—?’%ﬁfﬂ-‘fw ue WD)\ {o}} .
Denotando por N, oo = {u € WP(D) J luff = 1}, podemos proceder como acima e mostrar

gue
Bop : Nyp — Ny, Bgn(u) = Julf Py

define um difeomorfismo entre as variedades N, p e A, p. Assim,

-1
G-3) meo = gt Iz = int (@0l

wENg, D
= inf [ulpllulB/ P = wmf fulpe?
U .0 U 7.2
g/{g—p)
= {irgf nuisé;) = gy ",
uEN
donde segue gque
=D\ ~qg/le-p)
My ={ ——|m . {(2.1.5)
7 <pq ) oP

Tendo em vista a relagdo acima, é suficiente mostrarmos que 7, p ~ S quando g — p*. Para
fantonoteque,sep < s<i<p'eu & Wg’p(D), entio

fulep < L(D) M ulyo,

donde se conclui que

JoITUP +18P) o oy -si-ae (ﬁ;(iw + ;um) |

§uis,2} IHEQD

Aplicando a desigualdade acima com (s,1) = (g,5") e (5, £} = (p, q), respectivamente, obtemnos

L(D)y P -l g < Frgp < ﬁig}E{g—p}igfﬁpﬂ
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Seja agora a = lminf,..» M, » e A = limsup,..,. 7, p. Da expressio acima segue que a &
A sBo finitos e ¢ > 5. Precisamos mostrar que

a= 5= A

Suponha, por contradicio, que ¢ > 5. Nesse caso, tomando ¢ € (0, ~ ), podemos usar a
definicio de 5 para encontrar ug € W, 7 (D) tal que

Jo([Vauel? + Juol?)

]uolﬁ' D

£

< 85
+2

Por outro lado, pela continuidade da aplicagio g = [ugl, », existe g0 € {p, p*) tal que

;gﬁv%%+www_gﬁv%w+mﬁﬂ

| o gg;p up §§~x D

&
< =
97

sempre que g € {go, p*). As duas Gltimas desigualdades implicam que, para todo ¢ € (g, ")

Jp(IVuol” + lual") < Jp(IVuol? + o) + E <5+%<a,

Mg <
: ol wWhs 2073

contradizendo a definig@io de . De maneira analoga se prova que A = S, o que conclui a
demonstrag@o do lema. o

2.1.2 A funcao baricentro

Para r > 0 definimos o conjunto
OF = {z e RY . dist(z,Q) < r} (2.1.6)

e a funcio baricentro 3, : Wy ?(Q) \ {0} — RY fazendo

f lulfe dz

Jar
[ twlras
BN

Conforme veremos, o lema abaixo é ponto chave para a demonstragio do Teorema 1.2. O

Bolu) =

objetivo dessa subsecio € apresentar uma prova para o mesmo.

Lema 2.5. Dado v > 0 existe g5 = go(7) € (p,p”) 1al que, para todo q € (g, 0"}, temos que
B, (u) € OF, sempre que u € Ny e E (u) < my..
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Antes de prosseguir vamos fazer alguns comentirios sobre esse resultado. Em [10], Benci-
Cerami consideraram o problema (D,), no caso semilinear p = 2, fazendo o estudo do seguinte

problema de minimizagao:
g = inf f (1Vaul® + [u*)
/0

em que N, ;4 © a variedade N, 0.0 definida na prova do Lema 2.4. Como conseqiiéncia do teorema de
compacidade global de Struwe [68, Proposigiio 2.1], existe ume € {0, 1) tal que

~ [ u . (Vul? + [ui?)
o . e {17, sempre que Jo 7 < S+e,
3
onde
= Jpw [ Vu[Prde

Byu) = B R
Utilizando a informacZo acima, Benci e Cerami obtiveram gp = go(7) tal que

B,(u) € F, sempreque ue A, e ](EV%]Q + |ul?) < Mg,
o

para todo g € {go, 27).

De acordo com (2.1.5), para tedo 2 < ¢ < 2* temos que
qg—2
2q
Em [7, Lema 3.2], Bartsch e Wang enunciaram o Lema 2.5 (para o caso p = 2), afirmando que a

My = ,:ﬁeqr/ (a-2)

demonstracio segue da relag@o acima e do resultado de Benci ¢ Cerami. Ac gue nos aparece, a
afirmacdo de Bartsch ¢ Wang nfio € totalmente correta, visto que ela seria suficiente para provar
uma versio do Lema 2.5 com a fung¢io baricentro do tipe- ég, e ndo ;. De fato, conforme ficard
claro no futuro, para o resultado de multiplicidade em dominios limitados a escolha da fungfo
baricentro como sendo 5, ou Eg ¢ irrelevante, pois a argumentagdo final funciona com ambas as
funcdes. Contudo, para o problema no RY (que serd tratado no capitulo seguinte) é fundamental
trabalharmos com a funcio 3, que envolve somente a norma L9,

As observacfes acima nos motivaram a apresentar uma nova demonstragio do Lema 2.5. O
argumento utilizado € um pouco diferente daguele contido em Benci e Cerami e também nfo usa
reescalonamentos, como sugerem Bartsch e Wang. Os lemas de concentraciio de compacidade sao
a ferramenta fundamenta] a ser utilizada.

Desde os trabalhos de P.L.Lions em [47, 48], 0 método de concentracio de compacidade tem
sido largamente utilizados por véarios autores para compensar problemas de falta de compaci-
dade. Os dois trabalhos acima citados podem ser grosseiramente divididos em dois tipos de resul-

tado: perda de compacidade devido ao “comportamento no infinito” ou devido & “fendmenos de
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concentracdc’’. Posteriormente, alguns autores buscaram resultados que tratassem as duas possibi-
lidades em wim nico enunciado. Podemos citar Bianchi, Chabrowsi ¢ Szulkin [15] e Ben-Nacum,
Troestle ¢ Willem [9] como primeiros autores a implementar 12l projeto.

Afim de provar o Lema 2.5 vamos precisar de um resultado guxiliar que caminha na direcio
acima. Fle foi provado no caso particular 7 = 2, ¢, = 2° por Willem [73, Lema 140]. A
versdo que apresentamos aqui, bem como sua demonstragio, foi inspirada nesse Gltimo trabalho e
tambérn pelo de Smets [67, Lema 2.1 e Observagiio 2.2}, onde o autor consideraocaso L <p < N,
gn = p"* € permite o aparecimento de um pontencial V que pode ser singular. Antes de apresentar
o resultado, vamos introduzir algumas notagdes. Denotamos por M{RY) o espaco de Banach das
medidas de Radon finitas sobre R” eguipado com a norma

wi= sup  |w(g)l
FECH{RY), gl <1
Dizemos que uma segiiéncia (wy,) C M(RY) converge fracamente paraw em M(RY ) se w,(¢) —
w(p) para toda ¢ € Co(RY). Pelo Teorema de Banach-Alaoglu toda seqiiéncia limitada (w,) C
M(RY) possui uma subsegiiéncia fracamente convergente.

Lema 2.6. Se¢ja (¢.) C [p,p*| uma seqiiéncia ndo-decrescente tal gue g, — p*. Seja {up) C
WhP(RY) sarisfazendo
Up > U fracamente em DYWP(RY),
IV (u — u)P — w fracamente em M{RY),
lu, —ul®™ = v fracamente em M(RY), (2.1.7
up(z) — ulz) gip. z € RY,

Vun(z) — Vulz) gtp. zeR",

¢ defina
Wee == Lim Iimsu@f Vuna|P, Voo = lim Eimsup] [ |77
B0 pesoo z|>R =20 pesco JSlz|>R
Entio
PP < 57w, (2.1.8)
lim sup Vunll gor = VUl pn +1w] + weo, (2.1.9)
[
lim sup iuniglw = i“g:,gfv F vl + Ve (2.1.10)

T OO
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Além do mais, se u = 0 e |v}PP = 5~ Yw], entdo cada wma das medidas w e v se concentra em

e HRiCe ponio.

DEMONSTRACAO. Suponha inicialmente que u = 0. Dada ¢ € C°(RY), denote por X ¢ suporte
da fungdo ¢. Usando as desigualdades de Holder e a definicio de 5, obtemos

(oo™ = {([,

= £S5 ([ o,
BN

27 —gn)

STIL(K) T f (IV{g1n)IF 4 [¢un[7) dz.
e

?f%

. gn /2" ;
2 d$> LK@ —an)/p

p,dz)g’fp“ (2.1.11)

b

A

AFIRMACAOC 1: a segiiéncia |¢|% converge para |¢]P” em C®(RY).

De fato, dado ¢ > 0 considere, para n € N, o conjunto
K= {z € K : ||¢(z)f - 16(@) | > e}.
Cada K, é fechado e portanto compacto. Além disso, como (g,) € nfo-decrescente,
KiDKyD-- DK,

Mas (K, = @, pois z € K, para todo n € N implicaria ||¢(z)|" — {¢(z)|F"| > ¢ para todo
n € N, o que nfo pode ocorrer. Como cada K, € compacto e [ | K, = &, concluimos que existe
1y € N tal que K, = & para todo n > ng. Logo [||¢|% — |4|7 ||« < & sempre que n > ng, 0 que
prova a afirmagio.

Usando a afirmacfio 1 acima e a convergéncia fraca de |u,|* em M(RY) conclufmos que
Jaw |unl®dz — [pn |97 dv, quando n — co. Assim, passando (2.1.11) ao limite, usando o fato
de u, — Oem If _(R™) e (2.1.7), obtemos

loc
([ora)" ss [ e,

qualquer que seja ¢ € C°(RY). Isso prova (2.1.8).
Varnos mostrar agora que, se |v]?7 = §~Yw|, entdo as medidas v e w s3o medidas concen-

tradas. Para tanto, note que a desigualdade acima e Holder implicam que

p/p" w/e” .
U !@1@‘@} <5 U |6l dx} |w] &2,
RN R
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ou ainda,
f }{ﬁ;?mév < jf ;@Ep‘ {Swﬁ*;‘pgwgip*—?}fp} dio. (2.1.12
B =Y

Afirmamos agora que

== SR Ry, (2.1.13)

De fato, supondo que nio vale a ignaldade acima e usando (2.1.12), obternos um aberto I ¢ RY
tal que
»(T) < g—p*/pgwg{rx?*—p}/?w{r).

vl = jdy—%/ dy
r RNAT

< _/f S TR gy 4 f S PRI A 2 T
T RMAT

Assim,

_ j" S Iry PP 4y
BN
=GP/ p/e

donde se conclui que |v}?/P" < S~Ywi, contrariando a nossa hipStese. Logo, vale a igualdade

(2.1.13) e podemos escrever

P/
(/ iﬁblp*dlf) < S—zf o] duw = g(p*—p)/z?gwitp—vp*}/pf o7 du.
BN BN RN

Lembrando que [v]P/7" = 5~Yw], podemos reescrever a desigualdade acima como

£ p/p‘ L3 R
( f 6P du) )P < j 6P dv,
BN 0

qualquer que seja ¢ € C°(RY). Assim, para todo conjunto v-mensurdvel I' C RY, temos
p(DYPP" (RN 2P < (1),

donde se conclui que
(D) =0 ou ()PP > yRVY& -7/

Note que a segunda possibilidade implica v(T') = v{R")}. Portanto, a v-medida de um conjunto
y-mensuravel arbitririo T € RY é nula ou total, donde segue que v est4 concentrada em um iinico

ponto. O mesmo vale para w em virtude de (2.1.13).
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Considerando agora o caso geral, definimos v, = 4, — u. Como Vu,(z) — Vulz) gtp.

z € BY, podemos usar o lema de Brezis-Lieb’s [17] para concluir que

Vi, P~ w+ |[Vuff fracamente em M(RY). (2.1.14)

AFIRMACAQ 2: vale a seguinte especializago do lema de Brezis-Lieb

Um | ¢ (jun™ = Jun —ul™)dz = | oy dz.

Usando a afirmag@o 2 obtemos
Jtn|® — v+ |uff” fracamente em M(RY). (2.1.15)

A desiguaidade (2.1.8) segue da expressfo acima, (2.1.14) e da desigualdade correspondente para
(vn)-
Para provar a afirmacio 2 usaremos algumas idéias contidas em [68, Teorema 1.4.2] e {41,

Lema 1.4]. Comegamos observando que

i

i
f O (unl™ = fun — ™) dz “f /[ b — Fuftn @8
RN xJo d¥
i
= f j[ Ga@u(ty ~ Yulu, — dul|™* dr 9.
0 Fie

Para ¥ € [0, 1] fixo, definimos f,(z, ) = gaopufu, — Su)|u, — du|#~2. Como un{z) — u{z)
a.tp. z € RY, temos

lim fu(@,9) = p@(2)u(@)(u(z) - du(z)lu(z) - Su(@)f~* = f(z,9).

Dado um conjunto mensurdvel & C K a desigualdade de Holder ¢ a limitagio de (u,) em
WP(RY) nos fornecem

f fle,d) e < G ] iy — Do ] d
B E

< O [ (" + fual )

Cs {J};!ulq" dz + <j£: fafo dx) Yan (é f dx) (qn—l)/qn}

1A

IA

Cs { j; |t dz + ( fE | dx) 1/%}.
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Denotando EY = {z € F: ju{z)] = 1} e B~ = E\ E7, segue da expressio acima que

/gn
f fulz, ) dz < C { f " dz + ( f ;uw*aﬁ) +L(ET) +£(E~;;1f%}. 2.1.16)
E i+ +

Seja 0 < & < 1dado. Como [ul" € LYRY), existe 0 < § < etal que [ |uff'dz < g, se
L{E) < 4. Portanto, podemos usar (2.1.16} e obter

f fulz, ) dz < 20s(z + 17°),
E

para todo conjunto mensurdvel £ C K tal gue £(E) < &. Isso mostra que 2 seqiiéncia (f.(-, 7)) é

uniformemente integravel em K e portanto, pelo Teorema de Vitalli [3, Teorema 7.12], temos que

lim f%{xﬁ dxsz{z,z?) dz, V9elo,1]
K

T O

Para concluir defina g, : [0, 1] — R por g,(9) = [, fu(z,¥) dz. Temos

lim g, (6) =f £, 9) dr = g(8), VO eo1]
T T ke
Além do mais, fazendo F = K em (2.1.16), obtemos C; > 0 tal que
lgn(9)| < Csy VI €[0,1].

Assim, pelo Teorema de Lebesgue, temos

1

lim g () dd = j[l g(¥) dd.
0

Tpwer OQ

Note finalmente que

lim ¢ ((un|® ~ Jup —u/*)dz = lm fzj;{ folz, 8) dx d¥
K

00 }RN Torr 00 0

- j 1 f P du(u — S — SufP'~? dz dd
- j[fg’) u — Sl dd de = f@!ufpd:c

Para verificar as igualdades (2.1.9) ¢ (2.1.10), procedemos como em [73, Lema 1.40] e con-
sideramos, para B > 1, ¥p € C®(RY) uma fungdo tal que vn = 0 em Bp(0), v = 1 em

conforme afinmado.
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RYN Br(0)e 0 < ¢(z) < 1paratodo z € RY. Usando (2.1.15) obtemos

T 30 To—00

Eimsug;/ Vu,lfdr = E.imsapf (CrIVuP + (1 —¢¥r)|VuaP)dz
BN M

- [{p@g@wﬂ{zwg;gwppﬁ

FRN

+ﬁmsupj[ Y| Vu, ¥ dz.
RN

N2
Passando a expressio acima ao limite guando 17 — oo £ usando o Teorema de Lebesgue obtemos
(2.1.9). A prova de (2.1.10} € similar. -]

Finalizamos a secdo com a demonstracio do Lema 2.5.
DEMONSTRACAC DO LEMA 2.5: Suponha, por contradigio, que o lema ¢ falso. Entdo existe
gn T 7% (un) €N, com B, (1) < My, » € Oy, (¢ € (7. Assim,

1 1
Mg, < Hy (un) = (—-~——> Un | < myg, r-
o S Boyla) = (== ) P < m,
Passando a0 limite, usando a definiciio de AV, e 0 Lema 2.4, concluimos que

Hm fu, | = lim Jju, [P = S (2.1.17)
n—ree T OO

Gn /"
[ < ooy ([ pupras)
Q 2

A expressfio acima e (2.1.17) implicam que

Por Hilder

lim inf ju, [f > S/,
Tgowe OO

Por cutro lado, lembrando que ju,

P < 87 lunlP, temos }unjf;: < SN (|jn, [|P) /NP,
donde segue que
limsup !uniiz < S;—i-I—%Nﬁip = SN}EP %—}) = gN/pP
=0

Portanto,
lm |u, |5 = S777. (2.1.18)

Como (u,) é limitada podemos supor que existe u € W, 7 () tal que u,, — u fracamente em
W5 P(€2) e fortemente em LP(§2). Definindo v, = u,/|u,lp temos que v, |+ = 1. Além disso,
(2.1.17) e (2.1.18) implicam que

”“niép__ SN/ _

- T ogN-p)fe T

lim [jo,))P = lim
Famen G T O {bjn
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Assim, a seqiiéncia (v,) € uma seqiincia minimizante de 5. O Lema A.11 nos garante entiio que,
a menos de uma subsegliéncia, Vu,(z) — Vo(z) g.tp. z € (. Segue entdo da definigio de v,
que
Vuplz) ~ Vulz) qtp. z el
As considerages acima mostram que {u,) C WoP(12) satisfaz (2.1.7). Assim, 0 Lema 2.6, as

equacdes (2.1.17) e (2.1.18), e a convergéncia forte em L7 ({2) nos permitem concluir gue

57 = Jull +lwl, SV = Ju

o
* +iy§

PP < 57w, fulpe < STl
Note que, como {2 € limitado, 0s termos wy, 2nd v, ndo aparecem nas expressdes acima.

As expressdes acima implicam que u = Jou fufj. = § Nfe, De fato, supondo gue isso nfio

ocorre, podemos usar a desigualdade (o + b)* < &’ + ¥ para g, b > 0 e 0 < ¢ < 1, obtendo assim
(N-p)/ -1 7\ /e
SERle = Sl +1wl) 2 (Julf) + P

« e/
> (|u|§m+E1/i> = SW-p/p,

o que ¢ absurdo.

Como a norma ¢ fracamente semicontinua inferiormente, temos que
JuflP < lUminf |jug P = SV2.
N—0oo

Assim, se {ufl. = %7, concluirfamos que

P _ _S™7
< =
[up. = S&-mp 7

e a constante de imersdo S seria atingida por uma funcio u € W7 (2). Mas isso nic pode ocorrer,
visto que € 3% RY. Dessa forma,

u==0, WP =818V = 87 Ywi e f || dz ~ (v].
kY]

Usando ¢ Lema 2.6 novamente, concluimos que a medida » estd concentrada em um ponto y € £).

Logo,

Jo linl¥rz do _1f =
. —jv zdry =y € {,

S ] dz i o Y

o que contradiz G, (u,,) & (1. Essa contradicdio conclui a demonstragio do lema. B

B, (Un) =
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2.2 Solucodes nodais minimais

Iniciamos essa segio com um resultado gue mostra que, para obiermos pontos criticos invariantes

de E,, ¢ suficiente obtermos pontos criticos da restricio de £, & variedade de V.

Lema 2.7. Seu € N & um ponto critico de E, restrito & N, entdo v é um ponto de critico de E,
em WP ().

DEMONSTRACAOD. Como u € um ponto critico de F, restrito & A7, existe 6 € R tal que
(Ej{u) ~ 8J4{u), ¢) = 0, V¢ WP,
onde J, foi definido na prova do Lema 2.2. Em particular, para¢g = u € Ng , temos
0= (Ey(u),u) — (T (u),u) = —0(J (u),u) = 6(g — p)[[uif”
Isso implica que & = 0 e portanto
(Ej(u),0) =0, V¢eW,”(Q).

Segue entfio do principio de criticalidade simétrica (veja Teorema A6} que a igualdade acima
se verifica para toda ¢ € WP(Q), isto é, E(u)=0em (Wa®(£2)*. O lema esté provado. ©

Observamos agora que, se u & uma solugio de (D), entio u € C*(02) NC(T7). Dizemos que u
troca de sinal n vezes se o conjunto {z € {2 : u{z) # 0} tem n + 1 componentes conexas. Tendo
em vista a agdo de 7 em W, P(Q) vemos que, se u é uma solugio nio-trivial do problema (7).
entdo ela troca de sinal um niimero impar de vezes. A relacdo entre o nlimero de trocas de sinais &
a energia de uma solucfio € dada pelo resultado abaixo, que foi inspirade em [21, Proposigio 6].

Lema 2.8. Se v é uma solucdo do problema (D7) que troca de sinal 2k ~ 1 vezes, entdo Eg(u) >

T

kmg.

DEMONSTRAGAO. Como v troca de sinal 2k — 1 vezes o conjunto {z € (2 : u(z) > 0} possui &
componentes conexas Ay, ..., Az Parai = 1,... k, seja

( > ’u{x) sex € A, UTA,;,
Wit L} =
{ Caso contrario.
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Claramente temos que u; € Wg’? (Q)". Além disso, como u é um ponio critico de E,,
0= (E{u),u) = f(%?u%p“g‘?a Ty 4 Pt — TR = P - g2,
o

Portanto u; € A paratodoi = 1,...,k, e

Eglu) = Ef{uy) + - -+ + Egluy) > bmg,

conforme afirmado. B

2.2.1 Demonstracio do Teorema 1.1

Nesta subsecHo apresentamos a prova do Teorema 1.1, A idéia e tomar uma seqlifncia minimizante

para mn; € obter uma subseqiincia converginde para um ponto de minimo de E, em .fv';;., Por

regularidade, tal ponto de minimo deve ser um ponto critico e portanto uma solucio do problema.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1. Seja (u,) < N uma seqii€ncia tal que E(uy} — m].
Pelo principio variacional de Ekeland (veja observacfio apds o Teorema A.2) podemos supor que
| Eq(tn)ll« — 0. Pelo Lema 2.2, o funcional E, restrito 2 /] satisfaz a condigo de Palais-Smale
no nivel my. Dessa forma podemos supor que, a menos de uma subsegiiéncia, u, ~ u € J\/;;r i
Por regularidade Ey{u) = mj € u € um ponto critico do funcional E; restrito 3 M. Segue entdo
dos Lemas 2.7 ¢ 2.8 que a fungéio u (e também —u) € uma solugio do problema (D7) que troca de
sinal exatamente uma vez. B

2.2.2 Demonstracdo do Teorema 1.2
Dado r > 0, seja {27 definido por
O, ={re Q. :dist{(z,00UQ") > r}.

Considerando £ definido em (2.1.6) vamos usar a regularidade de {1 e supor, durante toda essa
secdo, que r > 0 estd fixado e € suficientemente pequeno de forma que as inclusdes Q7 — Q\ O7
e ) — (U sfo equivaléncias equivariantes de homotopia. Sem perda de generalidade podemos
também supor que B,{0) C .

Dado um numero ¢ € R, definimos o conjunto de nivel do funcional E, como sendo
ES={u € WPQ): E,(u) < c}.

O resultado abaixo € peca chave na demonstracio do Teorema 1.2.
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Lema 2.9. Seja g0 = qo(r) dado pelo Lema 2.5. Enido, para todo ¢ € (g, p"), existern duas

aplicagbes
- Ry - ¥,
Q= N, ﬂgzm@f — OF
rais gue o, (1) = —og(z), vo{—u) = ry.(u), € v,00, € equivariantemenie homotdpico & incluséo

Q7 < 0. Em particular,
Lo-cat{ N7 N EI™em) > rcatg (1) Q7), 2.2.0)
para todo g € (g, P*).

DEMONSTRACAO. Para g € {gp,p") fixado, seja v, € N, p ) uma fungfo radial positiva tal que

2,

U - L R
By po)(0g) = mqr. Defina o, Q7 — N7 N EG™" por

ag(yi = g+ — ) =~ vl — 7Y}

Afim de verificar que o, estd bem definida notamos, inicialmente, que 7 : BY — RY é uma

isometria. Assim, como v, € radial e 72 = Id, para todo y € {2 vale
(ragy)z) = —oyly)ire)
= (72— 7y) — v(T3 — y) = vg(r(z — ) — vol7(z ~ 7))
= Uz —y) — vz — 7Y) = () (),
e portanto a,{y) € Wy *(Q)7, sempre que y € (2.
AFIRMAGAQ: sey € {I7, entdo |y — Ty| > 2r.
De fato, suponha que |y — 7y| < 2r e defina yo = (y + 7y)/2. Entfio
(o) = <y~%~w> ST ity

2 2 T2
e portanto, pela defini¢lo de €, devemos ter |y — yo| = 7. Por outro lado,
y+TY 1
v~ %] = {y- E.mi___?_ =sly—7yl<r

o que € uma contradi¢io e prova a afirmagco.

Usando 2 afirmagdo acima e o fato de que v, € W,?(B,(0)), podemos reescrever o, (y) de
uma forma mais conveniente, a saber

vlz—y)  selz—yl<r,
(gW)iz) =< —w(z~7y) selz—7yl<r, (22.2)

il caso conirario.
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A expressdo acima, o fato de 7 ser uma isometria e uma mudanca de varidveis nos fornece

, 1 ; 1
Eloo) = = [ (Vula-s)P +lule-o)P) = [ jule-y)pds
Z B 948 (y)
1 ( 1
w2 [ (Vua- P+l -2 [ jue— P
D Jptre g JBAry

1 ) , i

- 2(m [ (va@p + mopya -2 i%im)épé«z)
DB g JB.©

= QEQ!Br({;}(?Jq} =2mw.

Dz mesma maneira, mostra-se gue

log(WIF = 2ilvells (o) = 2190l 5.¢0) = l2e¥)lF;

donde segue que a,{y) € N NE;"" Uma vez que j4 haviamos verificado que ay(y) € WyP(Q)
conclufmos que «, estd bem definida. Segue imediatamente da definic@io que o, {7y) = —a,{y).

Dado agorau € f\/;" n ES”“N poedemos argumentar como na prova do Lema 2.3 e concluir que
ut € NyNEg™". Segue entdo do Lema 2.5 que v, : N7 N Esm — QF dada por Y1) = Bg(u™)
estd bem definida. Um célculo direto mostra que v,{—u) = 77,(u). Além do mais, como v, é
radial e positiva, podemos usar (2.2.2) para obter

_Jaglule-dliade fpgl@lEryde
. Ioale —y)l7 d Jo.0) ve(@)|? dz ’

a(eg(y))

paratodoy € {1,

Resta somente verificarmos (2.2.1). Para tanto note que, se u € A N EIM7 entio —u €
Af; N E‘;mq’”. Isso mostra que tal conjunto € simétrico € portanto ¢ grupo Zq age naturalmente
sobre ele. Pela defini¢fio dos conjuntos F e pela propriedade (H), a involugio 7 : RY — RV
age sobre os conjuntos ()=, Na primeira parte do lema mostramos que as aplicagfes o, € -, 580

equivariantes. Segue entfo da teoria de Ljusternik-Schnirelmann equivariante (veja Lema A.8) que
Zo-cat(N] N EIMe) > T-catg (7).

Uma vez que escothemos 7 > 0 de forma que as incluses 2 « O\ Q7 e O — O fossem
equivaléncias equivariantes de homotopia, o Lema A.8 implica que T-catg, (§27) = T-catg{$2\{07).
Porianto,

Zy-cat(N] N EI™em) > T-cato{Q\ €17),

sempre que ¢ € {gg, p*). Isso conclui a demonstrago do lema. B
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Estamos prontos para provar o Teorema 1.2.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.2. Como, pelo Lema 2.4, m, . ¢ m, tm o mesmo limite
quando g - p*, existe §p € (p, p*) tal que

Mgr < 2My, (2.2.3)

sempre que ¢ € (go,p*). Vamos mostrar que o teorema vale para ¢, = max{go, dot, €M quUe
go = go(r) ¢ dado pelo Lema 2.5. Dado entdo g € (g.,p"), observe que E, restrito a A satisfaz
Palais-Smale & € par. Podemos entfo aplicar o Teorema A.9 para obter Zg-cat{A] N EZ™7) pares
+u; de pontos criticos com

Egldu) < 2mg, < dmy < 2my,

em que usamos (2.2.3) e 0 Lema 2.3. A desigualdade acima, a definicio de W) * ()7, o Lema 2.8
e 0 mesmo argumento usando na demonstracdo do Teorema 1.1 mostram que u; € uma solugdo de

(D7) que troca de sinal exatamente uma vez. Finalmente, segue de (2.2.1), que
Zy-cat{N] N Egm@”‘) > r-catn(Q\ 7)

& 0 teorema esta provado. ]

Finalizamos a se¢fio apresentando uma prova do Corolario 1.1. Além do teorema acima, vamos

precisar do seguinte resuitado de topologia, cuja demonstracdo segue do Teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 2.10 ([30, Coroldrio 4.2, Capitulo 11). Seja T’ C RY wm aberto siméirico com relacdo
aorigemetal que 0 € . Sejak < Ne f : 0T — R uma funcdo continua. Entdo existe z € 0T
tal gue f(z) = f(—z).

DEMONSTRACAO DO COROLARIO 1.1. Seja 7 : RY — R¥ dada por 7{(z) = —z. Como
F = @, é suficiente mostrar que k = 7-cat{{}) > N e aplicar ¢ Teorema 1.2. Naturalmente
podemos supor que k£ < co € portanto existe uma cobertura aberta X1, ..., X de {1 e aplicactes
fmpares o; : X; — {y;, —wi}. comyy, ..., e € Q. Seja {e;,..., e} abase ortonormal candnica
de R* e considere as aplicacBes impares ; : {v:, —%} — {e;, —e;} definidas por {+y;) = +e;.
Compondo «; com -y; obtemos aplicacdes impares &; : X; — {e;, —¢;}.

Considere agora {m; : X; — [0,1]} uma particiic da unidade subordinada 2 cobertura X e
consistida de func@es fmpares. Defina 20 :  — $%7! por

Sor mi{z)d(x)
! S m(@)E(z)

P(z) =
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Usando agora a funcio ¢ do enunciado do corclanio e o diagrama abaixo
gi-1 N O m?l:m; gh-1

obtemos uma aplicacfo continua e fmpar ¢ o  : §¥71 -+ §5~1, Mostremos que isso implica que
k = N. Para tanto, suponha por contradicdo que £ < N. EntSo podemos usar ¢ Teorsma 2.10
com ' = B;(0) C RN e f = 1 o @ para obter 25 € SV tal que (¢ 0 v){x0) = (¥ 0 ) (—x5).
Como 1 ¢ @ é {mpar, concluimos que

(%0 p){zo) = (¢ © ) (~z0) = — (¢ © ) {20},

donde se conclui que {3 o p){zp) = 0. Mas isso é um absurdo, visto que (¥ o )(S¥1) ¢ &1,
Dessa forma, devemos ter £ > N e o coroldrio estd provado. &

2.3 Muiltiplicidade de solucdes positivas para (D)

Nessa se¢ao vamos mostrar que 0s argumentos utilizados nas se¢bes anteriores nos permiten es-
tender o resultado em [10, Teorema B] para o caso quasilinear 1 < p < N. Nesse contexto ndo

exigimos nenhum tipo de simetria para o dominio {2 e vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.11. Existe ¢, € {p,p*) tal gue, paratodo g € (g.,p"), 0 problema { D) tem pelo menos
cat(d) solugdes positivas.

Para provar o teorema acima vamos trabalhar com o funcional F, restrito a variedade de Nehari

usual NV,. Fixamos r > 0 tal que os conjuntos ;" ¢
07 = {z e Q- dist(z,80) > r}

sejam homotopicamente equivalentes a2 {2 ¢ B,.(0) C (1. A demonstragio segue as mesmas linhas
da prova do Teorema 1.2. Necessitaremos dos dois resultados abaixo que nada mais sdo do que
versdes dos Lemas 2.8 ¢ 2.9.

Lema 2.12. Se u € uma solucdo de (D) com E {u) < 2m,, ent@o u nio troca de sinal.

DEMONSTRACAO. Como u € um ponto critico de E, temos

f (IVuf~Vu - Vo + ulf2ug) = f " 2ug,
o Y
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qualguer que seja ¢ € W, P(Q). Em particular, se fizermos ¢ = u® na expressdo acima, con-

clufmos que

Suponha, por contradicio, que v troca de sinal em (. Entfo v e v~ sfo ambas diferente de Oe a

expressio acima implica gue uF e Nq‘ Dessa forma,
Eg(u) = Eg(u™) + Ey(u™) 2 2my,

contrariando a nossa hipdtese. O lema estd provado. B

Lema 2.13. Seja gy = qo(r) dado pelo Lema 2.5. Entdo
cat{N; N B} > 2cat(€)),
paratodo g € {(go, " )-

DEMONSTRACAO. Fixado g € (g5, 2"}, defina os conjuntos
Er={ueNNEf iu20em O} e Iy ={ueN;NEM 1u< Oem O}

Considere v, € N, p,(oy uma fungio radial positiva tal que Fy(v,) = mg,. Defina, paray € O,
as aplicacbes

a?(y} = Uq{' — ).

Argumemanio como na prova do Lema 2.9 concluimos que o : ﬁ; - E;? eque Blod (y)) =

y para todo y € {27, Suponha agora que

Ty =AU U4 (2.3.1)
com cada A; fechado e contrétil em A, N E;"*". Entdo existem aplicagBes continuas ¢ : [0, 1] x
A Ny 0 BT tais que

@’2(@7’&) = U, Zb%(la u) = by,

para todo u € A; e algum u; € N, N EJ®". Paracadai = 1,...,k%, denote por B; a imagem

inversa de A; pela aplicagfio o . E claro que cada B, é fechado em ﬁ;‘ €

Q= ByU-- UBy.
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Considerando 2 homotopia ©; : [0,1] x B; — dada por

iit? 3}) = @ (wi<€9 Ci;;(@*))) 3
temos que
€:(0,y) = 8 {w:(0,0] () = Blaf () = v,
para todo y € B;. Além disso,

(L) = 6 (wll, of (1)) = Blw)-

Como w; € N, (1 EJ"", o Lema 2.5 garante que F{u;) € OF. Assim, a aplicacio ©; é uma

contraggo de B; em (27, Uma vez que a cobertura em (2.3.1) € arbitréria, segue que
£ o
caty, o pmar (17) 2 catgs (§17).
Usando a aplicacho o e argumentando de maneira andloga obtemos
CﬂtquﬂE;”q,r (2;) 2 Catng- (Q:) .

Uma vez que I NI, = @, podemos usar as propriedades da categoria de Ljusternik-Schnirelmann

€ concluir que

EAY

Catygpagar Ny ET™) 2 catypggnr (5 U ;)

v

Caty; pmar (2g) + Caty, - pmar (57)

2catg+ ()

Y

i

2cat{(1),

em que usamos, na dltima linha, o fato de (27 e {7 serem homotopicamente equivalentes a (. O
lema estéd provado. )

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 2.11. Seja ¢. como na demonstracio do Teorema 1.2. Para
g € (4o, p*) fixo, 2 condigio de Palais-Smale para o funcional £, restrito a AV, segue dos mesmos
argumentos utilizados no Lema 2.2. O Teorema A.7 ¢ o lema acima nos fornecem pelo menos
cat{N; N EF"™) > 2 cat({)) pontos criticos u; tais que Ey(u;) < mgr < 2my,. Esses pontos
criticos 80 solugdes de (D,) que, pelo Lema 2.12, nfo trocam de de sinal. Como o funcional
E, ¢ par, 0s pontos criticos de E; aparecem aos pares. Assim, existem pelo menos cat{{2} pontos

criticos u; > 0. Segue do principio do méximo que u; > § em {1 e o teorema esta provado. =



asilinear

subcritica

Nesse capiiulo estudamos o problema
—Byu+ (Aalz) + Duff?u=[u""?y  emR¥,

(53.4) u(rz) = —u(z) para todo z € RY,
= Wi’P(RN),

comA>0,2<p< N,p<g<p,er & ON)satisfazendo 7 # Id e 72 = Id. O potencial ¢
satisfaz

(A3} a € C(RY,R) é ndo-negativa, (1 = int a~*{0) € um conjunto nfo vazio com fronteira suave
e 0 =a"1{0).

(As) existe Mp > 0tal que
£({z eRY :a(z) < Mp}) < o0,
(As) a{rx) = a{z) paratodo z € RY.
Provamos os seguintes resultados;

Teorema 1.3, Suponha que {A:)-(A3) valem. Entio exisie Ag = Aglq) > 0 ral gue, para rodo

A 2 A, o problema (57 ) tem pelo menos um par de solugbes que trocam de sinal exatamente

I VEZ.

37
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Teorema 1.4. Seja (A} C R tal que A\, — oo guando n — oc e {u,,) uma segiiéncia de solugbes
do problema (55} tal que Iy, o(u,) é limitado. Entfio, a menos de uma subseqiigncia, u, — u

forte em WHP(R™) com u sendo uma solugiio do problema (D7),

Teorema 1.5, Suponha que (A1 )-(A;) valem, O & limitado e seja U = {z € O : 7z = z}. Entdo
existe g, € (p, p") com a seguinte propriedade; para cada q € {q,, p"), existe um riimero A{g) > 0
tal que, para todo A > Mg}, o problema (53 ) tem pelo menos 7-cala(§2\ §¥7) pares de solugdes

nodais minimais.

3.1 Notacdes e alguns resultados técnicos

Neste capitule denotamos por X o espago

X = {u € WH{RY) f

RN

sl < oo} 1

munido da norma .
ol ={ [, (Ve + @)+ D) |

que € claramente equivalente a cada uma das normas

pots={ [ 07up + e s}

para A > 0. Além disso, diferente do capitulo anterior, quando escrevemos |u/, estamos indicando
a L°(R")-norma de uma funciio u € L*(RY).

As hipéteses (4,), {Ag) e o Teorema de Scbolev implicam que a imersio X — L3(RV) &
continua para todo p < s < p”. Além do mais, o Teorema de Rellich-Kondrachov implica que, se
p < g < p*, entdo X estd compactamente imerso em Lf, {RY).

Da mesma forma gue no capitulo anterior, 2 involucfo 7 induz uma agdio em X se definirmos,
paracadau € X, 7u € X por {2.1.1). Vamos denotar por X7 o subespago dos elementos fixados
pela acfio, isto &,

X ={ueX:ru=u}

O funcional associado ac problema (53 4) é I, , : X — R definido por

Dol =5 [ (V9P + Gale) + DluP) - £ [
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As imersdes de Sobolev e a condicio (A, ) implicam que I, , estd bem definido, [, , € C'{X,R)e
seus pontos criticos, a menos da condigdo de simetria, comrespondem as solugdes fracas de (57 ).
Seguinde 08 mesmos passo usados no capitulo anterior vamos considerar as varisdades de Nehari
associada ao funcional [ 4

Vag={v € X\ {0} : (B (u),w) = 0} = {u € X\ {0} : [[ulf§ = Julf}-

V;,q ={ueVisru=uf =V, NX".

D) = (5= 1) 1w,

donde segue que 1) , € limilado inferiormente em ambas as variedades e estdo bem definidos

Se u € V, 4, entio

eao= inf N lu) e ¢ = inf L. (u).
4ag wEVs A,q\> g eV k,q()

Argumentando como na prova do Lema 2.1, podemos provar o seguinte resultado.

Lema 3.1. Suponha que p < q < p* e A > 0. Entdo existe r, > 0 tal que
e

para todo u € V5 . Em particular ¢} , > 0.

0 lema abaixo estabelece as primeiras relagBes entre os problemas de minimizag8o acima e
aqueles definidos em (2.1.2).

Lema 3.2. Parafodo X > 0 e p < g < p* temos que
@ 205 < Gy
(i) i, < mgq
DEMONSTRACAO. A prova de (i) € semelhante aquela do Lema 2.3 e serd omitida. Para provar

(i), dado u € N, estendemos u para todo o RY fazendo u = 0 em RY \ ). Dessa forma, como

a = 0 em {}, concluimos que

j; (IVul? + Qalz) + Duff) = j/; (IVuP -+ [uff) = j; )¢ = j{@, l?,

isto &, u € Vi g Como 7(£2) = , concluimos ainda que a extens#o de u satisfaz 7y = u, de forma

queu € Vi . Assim, N C V] e o resultado se segue. B
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3.1.1 A condiciio de Palais-Smale

Nessa subsegio vamos estabelecer uma condicfo de compacidade para o funcional [, ,. Se ten-
tarmos repetir o argumento do Lema 2.2 vamos esbarrar na seguinte dificuldade: como RV é um
domfnio ilimitado, a imersfio X <~ LI(R™) nfio é mais compacta. Assim, precisamos de uma
argumentacio diferenie para obter compacidade. Mostraremos que, mesmo nao havendo com-
pacidade na imersao acima, a condi¢lo de Palais-Smale vale em determinados nivels, desde que o
parfmetro A seja suficientemnente grande. Mais especificamente, provaremos o seguinte resultado

de compacidade local:

Proposicae 3.3. Para todo Cy > O dado, existe Ny = Aolg) > Otal que I 4 restrito 4 V3, satisfaz
(PSy.paratodoc < Choe A > Ap

O resultado acima foi provade, para ¢ caso semilinear p = 2, em [7, Proposigio 2.11. A
demonstragio que apresentamos agui segue os mesmos passos. Contudo, como no caso geral
2 < p < N n@o trabalhamos em um espaco de Hilbert, parte da demonstragio teve gue ser

modificada {veja Lema 3.7 adiante). Nesse ponto, usamos algumas idéias contidas em [1].
Lema 3.4 ({7, Lemas 2.2, 2.3 e 2.41). Seja (u,) C X wma seqiiéncia (PS), para I, ,. Entdo
(i) (un) € limitada em X,
(i) lim ffuplfy = lim |unlg = cpg/(g —p),
(iii) se ¢ 5= U, entdo ¢ > cg > 0, onde cg € independente de M.

DEMONSTRACAO. Seja e > 0 dado. Usando a definiclio de I, ; € as hiplteses, obtemos ng € N
tal que

1
Liglun) Scte e 'é”fi,g(un)”}(’ <€, (3.1.1)

sempre que n > ng. Assim

11 1,
(5 - 5) Huall} = Taglun) — p (Lg(tn)sun) < et +elfunlln + Cu,

em que C; = (% - i’) max{|luills, .- -, Jtne—1lla}. Como p < g, a expressio acima implica que
{un) é limitada em X. Assim,

o= Jm (aalun) = (o) ) ) = 1 (3= 2) honl;

oo Y T
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e
. i1
c= lm (z;\qw Len ) uﬁ>> - lim {; - 2) s
donde segue (i1}.
Para verificar (ill) usamos a definicio de || - ||, e 2 imersBo X < LIRY) para obter Oy =

Co(N} > O tal gue
(T g(w),) = [l = g > sl = ol 2 Sl (312

para todo [ju]] < (2C;)YP~9 = §. Suponha que ¢ < §°(g—p)/pg. Por (ii) temos Jim lunlfh < &7
Como as normas || - || e || - || s80 equivalentes, existe n; > ng tal que [Ju,|| < & paratodon > n;.
Assim, podemos usar (3.1.2) para obter

Slnll” < (B gtn), tn) < 1 g )l ] < ]

ot ainda,
lunl] < (2eq)"/@Y,
sempre que 1 > n;. A expressio acima implica que u,, — 0 e portanto I 4(u,) — 0 = c. Essas
{g—p)
D

consideracdes mosiram que (iii) vale para cp = 0P e o lema esté provado. =

Lema 3.5 ({7, Lema 2.5]). Seja Cy > (0 fixo. Entdo, para todo € > ( dado, existe A, > 0e B, > 0

tais que , se (uy,) é uma segiiéncia (PS), de I, , comc < Cye A > A, temos que

limsupj/ lug|? < e,
[ =] RN\Bpg (G}

DEMONSTRACAO. Fixe R > 0 e escolha 6 € (0,1) tal que 1/g = 6/p + (1 — 6)/p*. Usando

Holder, a imersfio X — L7 (RY) ¢ a equivaléncia das normas || - || ¢ || - ||, obtemos
1—8%g gq
. N 7
Los ot s (L wl) 7 ([ )
RV\BR(0) R¥\Br(0) RN\ Bg(0)
0 (3.13)

< ;“-‘”g(f funl? + f i%!)yﬁ

emque Ty = {z € RY :a(z) < My} n(RY\ Br(0)) e T% = (RY \ Br(0))\ ['L.
Paral < r < N/(N — p) denotamos por v’ = r/(r — 1) 0 expoente conjugado de r. Usando
Holder, a imersfic X — LP°(RY) e a equivaléncia das normas novamente, vem

f lunf? < LR fuaffy < CLLTR)Y fun. (3.14)
Ti
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Por outro lade, como a{z) > M, em I'%, temos que

1 1 .
5 i P« Has z

A expressdo acima, (3,1,3% (3.1.4) e 0 Lema 3.4() implicam que

1
< O 3| (i-Flg <C’£F1 1/¢ U] SUONL I 7 >
J{%N\BR(G} {1 i — H'H’ﬁ ( ) EE {Aﬁ/j@“’*}.)i i}x

sfp

ga
; 1 4
— H g 1y1l/s —
1 %
< Co | CLLTWYS 4o
= 2(\ £T) (AM@%-&)

Pela hipGtese (As), sabemos que £L{I'}) - 0 quando B - co. Logo o lado direiio da expressio
acima é pequeno desde que A ¢ R sejam suficientemente grandes. &

O lema abaixo € uma vers#o vetorial do lema de Brezis-Lieb e foi provado por Alves em [1].
Ele vai compensar a falta de estrutura Hilbertiana do espago X.

Lema 3.6 ({1, Lema 3]). Seja K > 1, s > 2 ¢ Aly) = [y|* %y, para y € R¥. Considere uma
segiiéncia de funcdes vetoriais 7, 1 RY — RE 1al gue (n,) < (L*RNE e n,(z) — 0 g.ip.

x € RY. Entdo, se |1n|zs@nyx € limitado, temos

im [ |A(na) + A(w) — Alna +w)|¢7 =0,

n—00 ’N

para cada w € (L*(RY )Y fixado.

DEMONSTRACAOC. Para 1 < ¢ < K, sejam A;{y) e w;(x) a i-ésima componente dos vetores A(y)
e w(xz), respectivamente. Entio,

Ai(nu-%-w}-—ﬂi(ﬂn)mf(dﬂ(nﬁm) £<25 (7 + tw)w )dt,

donde segue que existe C; > () tais que

1
Ai{mn +w) — Ai(me)] £ Cliwif 7 + tw]* ™2 dt < Culw| (|nal + Jw])* .
o
Conseqlientemente,

|A(m + w) — Alna)] < Caolw]*™ + Calwlim,



CAP.3 » EQUACAO DE SCHRODINGER QUASILINEAR SUBCRITICA

com (5, C3 > 0. Para cada ¢ > 0 fixado, podemos usar a expressiio acima e a desigualdade de
‘Young para obter
{A(??n + w) - A("?ﬁ}é < Gg!’wis_} + 5!7?:@%5”1-

Considere agora a fungdo G, : RY — R definida por
Gsﬁnix} = ma‘x{}f}(??n + w} - A(??n) - A{wN{*’L‘) - Elgn{x)isw% 0}'
Como conseqiléncia das hipdteses e da dltima desigualdade, vemos gue G, , satisfaz

lim Gen(z) =0,

gtp.r€RY e
0 < Genlw) < Colwl™ € L9/E"Y(RYY

Dessa forma, podemos usar o Teorema de Lebesgue para concluir que

lim |Gen(z)|¥CV dz = .

For OO BN

Segue imediatamente da definicdo de G, ,, que
|A(n, +w) — A(na) — Aw)] < €lmal*™ + Gen

¢ portanto
A+ w) = A(t) = A@)|*/“™ < Cael] + ClGeal.

Dessa forma,
lim sup j A7+ w) — Alnn) — Aw)]¥¢™D dz < Cye f |7a}° dz < Cee.
T O BN RN
Passando ao limite quando ¢ - {, obtemos que

0 < liminf[ [A(n, +w) — Aln,) — A(w)!s/{wl) dz
RN

Tymee GO

< lim supf LA (7, + w) ~ Alnn) ~ Alw)]¥"H dz < 0,
BN

o0

o gue conclui a prova do lema. |

Lema 3.7. Seja A > 0 fixo e {u,) uma seqgiiéncia (PS), para I, 4. Entdo, a menos de uma sub-
segiiéncia, u, — u fracamente em X com v sendo uma solugdo fraca do problema (5, ,). Além

do mais, se ¢ = ¢ — Iy 4(u), entdo v, = u, — u é uma seqiiéncia (PS). para I ,.
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DEMONSTRACAO. O Lema 3.4(1) implica que (u,) € limitada em X e portanto, passando a uma

subsegiiéncia se necessério, temos

Uy — U fracamente em X
Up — U em L, (RY) paratedo p < 5 < 7, (3.1.5)

un{z) — u{z) qtp. zeRY,
Afirmamos que podemos supor ainda que

Vun(z) — Vu{z) a.tp. z € RY,

Bu, § - (3.1.6)
W%Epmgfgg - va?—?_&fﬁ, fracamente em (LP(BY))*, 1 <1< N,

i Ly
onde (LP(R™))* denota o espaco dual de LP(RY). Para verificar essa afirmacfio observamos ini-

cialmente que, como h : RY — R, h(z) = |z|P € estritamente convexa, temos
Pal@) = ([Vatn (@) P Vun(2) - [Vul@)P2Vu(z)) - V{un(e) — u(a)) = 0.
Seja K ¢ RY um subconjunto compacto fixado. Dado & > 0 definimos
K.={zeR" :dist(z,K) <&}

e escolhemos uma fun¢o ¢y € C¥RM)talque 0 <y <L, ¢ =lemKey =0em R\ K..
Usando a definig¢do de P, temos

0< j P<[ Py = f VP f Vet P2 (Tt - V1)
K &l BN il .

(3.1.7)
-i—[ [VulP"2 (V- V (u — ug ) 9.
Como (Yu,) € limitadaem X e [} (u,) — 0, temos
o(1) = (I} (un), Yun) = j [V, [Py +J/ VP (Vu, - Vi lu,
RN RN
+ [ 0al@) + DjuaPi = [ fualt
e
oD) = gl =00) = = [ VU AV V= [ V(T T
RY B

—J/ (Aa(x)mhl)]unlp_g%uﬁf%*f Wi 19 20t ef,
BN BN
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guando n — oo. Substituindo as duas igualdades acima em (3.1.7), lembrando que ¢ = 0 em
RY \ K, e utilizando (3.1.5) conclufmos que

0< f P, < Cy(n) + Caln) + Cs(n) — Ca(n) +o{1), (3.1.8)
K

quando n -~ 00, COMm

Ciln) _f (VP2 (Vi - V) (1 — 0),

j Aalz )y (Jun P Punu ~ fun P}

Ca(n) = j% (JunP Punu — [uaP) ¥ & Caln) = L (un " %unu — jual?) 9.

AFIRMACAO 1: para 1 <i < 4,temos que lim Ci(n) = 0.
Tl O

De fato, a limitacio de (u,) em X nos fornece M tal que |ju,|| < M, paratodon € N. Assim, 2

convergéncia forte u, -~ v em LP(K,), implica que

)] < Vel ] (VP — 1)

< [V@bfoo”un“p_lgu - %nlp,Ks

< 1§7¢]MM;0——1§U - unip,Ks - 0,

guando n — co. Para estimar os outros termos observamos inicialmente que, a menos de uma

subseqiiéncia,

f unl? — | [uff, quandon — oo. (3.1.9)
Kg K&

Note agora que

) {(p~1)/p . .
- P = P
“%nl ?nip/@wl},xg < (ﬁ;lf ]Unl > < ”un“ <M

donde segue que ([un|P"%u,) € limitada em IP/®P~U(K,). Usando este fatc e a convergéneia
pontual u,(z) — ulz) atp. z € K., concluimos que |u,/P %y, — [u[f~*y fracamente em
Lp/=D(K ). Portanto, como u € (IP/@-V(K)* = [P(K,),

f I[P 2 — lufP, guandon — co.
£ KE
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A expressdo acima, (3.1.9) e a limitac8o de a(z)y em K| implicam que lim,, . C3(n) = 0. Da
mesma maneira pode-se mostrar que lim, o, C3(n) = lim,... Ca{n) = 0, o gue conclui a prova
da afirmacio.

Usando a afirmacio acima e (3.1.8), obtemos

0< f (‘;v%]p“ﬁv% - P{?ui?”z‘?u} - V{t, —u) — 0, quandon — oo, (3.1.10)
s

AFIRMACAOC 2: A expressdo acima implica que Vu,, — Vuem (LP(K))V.

Vamos usar que
(laP~2a — [b7~%) - (a = b) 2 Myla ~ b,

para quaisquer o, b € RY e alguma constante M, > 0 (veja [66, pg. 210]). Usando a desiguaidade
acima com ¢ = Vu, € b = Vu, e lembrando (3.1.10), obtemos

0 < Im | Vu, — Vul

T 30 K

< mhmf (VP2 Vu, — [VulP V) - V{u, —u) =0,

=0

conforme afirmado.

Como consegiiéncia imediata da afirmac@o 2 concluimos que Vun{z) — Vu(z) g.tp. z € K.
A arbitrariedade do compacto X e um processc diagonal estabelece a primeira parte de (3.1.6).
Para provar a segunda afirmacéo em (3.1.6) & suficiente usar a primeira, a limitacio de (|Vu,,|) em
LP(RY) e 0 mesmo argumento utilizado para mostrar que Cz(n) — 0 quando n —» oo,

Dada uma funco ¢ € CP{RY) temos

(15 4(un). ) mf }Vun]p"2‘§7un-v¢-§—j (Aa(m)+1)}un§p”2unq§——f |1, |9 2t 5.
R BNV BN

Passando ao limite e usando (3.1.5) e (3.1.6) concluimos que (I} ,(u), ¢) = 0, donde segue que
L o{1) = 0. AlimitagZo de (u,) em X, as convergéncias pontuais em (3.1.5) e (3.1.6) e o lema de
Brezis-Lieb implicam que.

Dg(vn) = Dig(un) — Ing(u) + of1),

quando n — co. Assim limp—eo D3 g{vn) = ¢ — I, {u).
Resta apenas mostrar que [ j\’g{uﬂ) — (. Para tanto note inicialmente que, dado ¢ € X,
podemos computar

(Bg(wn), ) = (L g{un). ¢) — (I 4 (1), @) + Cs(n) + Ce(n) — Co{n), (3.1.11)
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onde
Cis(n) = f (Vv PV, + |[Vulf PV — [V, Vu,) - Vg
BV i

Caln) = 1/1; Dalz) + 1) ([P0 + P o)

Caln) = [ (1l + bt = =) 6.

.o

Uma vez gue (v,) é limitada em X, segue que (Vu,) C (ZP(RY))" satisfaz as hipbieses do
Lema 3.6, Assim, usando esse lema com w = Vu ¢ a designaldade de Holder, vem

| B=
[Caln)] < <J{;A }i?vﬁ§§”2§7@n + VuP Ty — QV%?“EV%F%) ’ |6ln

< o()al,
guando n — oo. Da mesma maneira podemos mostrar que 4 estimativa acima vale também para
Cs(n) e Cy(n). Assim, como [} (u,} — Oe [} (u) = 0, obtemos de (3.1.11) que

|(Lig(vn): 8)] < o(1)ll6}, quandon — oo,
para toda ¢ € X . Isso implica que I} (v,} — O e conclui a prova do lema. 8
Estamos prontos para provar o resultado de compacidade gue vamos necessitar.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAG 3.3. Considere ¢y dado pelo Lema 3.4(ii1) e fixe € > 0 tal
que 2 < capg/{g— p). Dado Cyy > 0 qualquer, escolhemos A, e R, dados pelo Lema 3.5 € vamos
provar a veracidade da proposigiio para Ag = A.. Sejaentdo (u,) C V], tal que

Diglun) — ¢ e I (un)]ls =0,

emque ¢ < Cp, A 2 Age | - ||« € a norma da derivada do funcional restrito. Argumentando como
no Lema 2.2 conclufmos que, de fato, [} (uy) -+ 0 em X*. Assim, pelo Lema 3.7, podemos supor
que u,, — u fracamente em X e v, = u, —u € uma seqiidneia (PS) para [ 4, com ¢’ = ¢~ I 4(u).
Afirmamos que ¢ = 0 e portanto o Lema 3.4(ii) implica que lim [lv, 1% = ¢'pg/(p—~g) = 0. Como
I+ |lx é equivalente a i - I, concluimos que u, — u fortemcggéozm X.

Afim de verificar que ¢ = 0 vamos supor, por contradig@io, que ¢ > 0. Pelo Lema 3.4(ii)
temos que ¢ > ¢g > 0. Como v, — 0 em LY (RV) segue dos Lemas 3.4(ii) € 3.5 que

ioc

oa ;P .
e s == q
-p = Cqmp il
< lim [2,,[¢ + lim s*upf ol < fﬁﬁw,
TS [ g nos  JRN\Bp, (0 2 g s
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o que € um absurdo. Portanto ¢ = { e a proposiclo estd provada. &

3.2 Solucdes nodais minimais

Messa segfo apresentamos a prova dos teoremas que snvolvem solugbes nodais do problema { g;g}.
Conforme serd visto, as demonstraces dos resultados de existéneia e multiplicidade seguem as
mesmas linhas daquelas apresentadas no capitulo anterior. Dessa forma vamos destacar somente
os detalhes que s&o diferentes dos anteriores. O primeiro resultado relaciona a ©nergia de uma
solucio com o seu ndmero de regides nodais. Como a demonstracio ¢ andloga 2 do Lema 2.8, ela

n#o seréd apresentada.

Lema 3.8. Se v € uma solucdo do problema (Sﬁgq} gue troca de sinal 2k — 1 vezes, entéio | gt >

Y
ke 4

3.2.1 Demonstracio do Teorema 1.3

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 1.3. Sejag € (p, p*) fixado e Ag = Ao{g) dado pela Proposigio
3.3 com Cp = mg o = mg, em que my € o minime relacionado com o problema { D7) e definido
em (2.1.2). Seja A 2 Ao e (u,) C V], uma seqiiéncia tal que [ ngltin) — €5 . Pelo principio
variacional de Ekeland podemos supor que ||} (u,)ll. — 0. De acordo com o Lema 3.2(i),
temos que ¢ , < my. Dessa forma, a Proposi¢#io 3.3 e a escotha de (o nos assegura que, a menos
de uma subseqiiéncia, u, — v € V] ;. O principio de criticalidade simétrica ¢ © mesmo argumento
do Lema 2.7 implica que u € um ponto critico de [, ;. Segue entfio do Lema 3.8 que a fungiio u (e

também —u) € uma solugio do problema (5] ;) que troca de sinal exatamente uma vez. B

As idéias acima nos permitem estender o resultado de existéncia em [7, Teorema 1.1} e provar

o resultado abaixo.

Teorema 3.9, Suponha que (A1) e (Ag) valem. Entdo existe o = Mo(g) > 0 tal que, para todo

A > Ay, o problema (S, ) tem pelo menos uma solugéio positiva de energia minimg,

DEMONSTRACAO. Fixado ¢ € (p,p*) comsidere Ag = Ag(g) dado pela Proposicio 3.3 com
{y = myq. Para A > Ay, argumentando como na prova do Teorema 1.3, podemos concluir que
3,4 € atingido por algum u € V), 4 que € uma solugio de (5, ;). Da mesma maneira gue no Lema

2.12, mostra-se facilmente que qualguer soluglio de (.S, ;) com energia inferior a <c,, , no troca de
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sinal. Logo, podemos supor que u > 0. Segue entfio do principio do miximo que u > 0 em RV,
Como V), contém todas as solugdes ndo triviais do problema (S, ,), € evidente que tal solugdo €

de energia minima. O teorema estd provado. |

3.2.2 Demonstracio do Teorema 1.4

Nessa subseco vamos nos concentrar no estude do comportamento assintdtico das solugbes de
(51 ,4). Comecamos com ¢ seguinte resultado auxiliar, cuja demonstragio foi baseada em [26,
Lemma 4] {veja também [3, Lemma 11]).

Lema 3.10. Sefa M > 0, A, 2 1 e (u,) C X tais gue A, — oo e |luglla, < M. Entdo existe uma
fungdo v € WP (S2) tal que, a menos de uma subsegiiéncia, v, — u fracamente em X € i — %

em L*{RY), para qualguer p < s < p*.

DEMONSTRACAC. Como l|u,l] < |lunlly, < M, passando a uma subsegiidncia se necessério,
podemos supor que u, — u fracamente em X. Provemos iniciabmente que u € W,7(Q). Para
tanto, seja Cr = {z € RV N Bx(0) - a(z) > 1/k}, para k € N. Entio

f [unf < & f a(@)unl < 24 0, quandon — oo,
Cﬁs Ck ‘}\

T

para todo k. Assim, como Cj, é limitado € u,, — uem I (RY), temos que
j[ juff =0, paratodok € N,
Cr

donde se conclui que u(x) = 0 q.t.p. z € RY \ Q. Da suavidade de 89 segue que u € Wy (Q).
Para verificar que u,, — u em LF(RY) definimos F = {z € RV : a(z) < My}, em que M é
dado pela hipétese (A;). Como u € WP(Q) e QN (RV\ F) = @, temos que uw = O em RY \ F.

Assim,
1 M

unwupzf unl? < j[ Ana(z)us P < .
éﬂ; P o < s L e < 5

Dado £ > 0, uma vez que A, — 00, existe ny € N tal que,

/ [y — uf® < E, Sempre gue n > n;. (3.2.1)
RN F 3
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Para R > 0 arbitrério, denotamos B = Bg(0) ¢ escolhemos v € (1, N/{N — p}). Aplicando

a desigualdade de Holder, a imersao de Sobolev ¢ usando a limitacgo de {u,,), obtemos

. ifr
f lu, —uf? < L{FNERYY BR}}}'/r (j[ luy, — zz%”’)
FA(®N\Bg) FA(RY\BR)

< CL(F R Ba))Y fun — uff
< CL(F(RY\ Be)) ftm — uff
< GL(EN®RY\ B,

emque v’ == r/{r — 1) € c expoente conjugado de r. Segue da hipdtese (As) que L{F) < . Isso,

juntamente com 2 expressio acima, implica que exisie H; > 0 tal que

f g — P <
PA{EN\Bg,)

Uma vez que u, — uwem L§ (RY), existe ny € N tal que

/j lup, — uf? <
FQBRG

Fazendo ng = max{n;, ns }, usando a expressdo acima, (3.2.1) e (3.2.2), concluimos que

(3.2.2)

Ca by

, Sempre que n = 7.

Qf

j/ luy, — ul® < &, semprequen > ng,
BN

isto €, u, — uem IP(RYY.
Sejap < s < p* fixadoeescolha § > Otalque 1/5 = §/p+{1—8)/p". Usando a desigualdade
de Holder e a continuidade da imerso X — 7" (RY) obtemos

. {1—8}s/p* 8s/p
Lo (Loremse)™ (o)
BN By RN

Clltm — ull*~0fun — ulp®

IA

A

S 05]?.!% - u[gs

Como j4 sabemos que u,, — v em LP(R"), a desigualdade acima implica que u,, — uem L*(RY),

o que conlcui a prova do lema. ]

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.4. Seja (A,) C Rtalque A, — coe{u,) C X uma segiiéncia

de solugBes de (57 ) tal que (1), o{u,)) € limitada. Se (u,,) contiver uma subseqiiéncia (u,, ) C
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(u) tal que u,, = 0 para todo j € N, entfio nfio hd nada a fazer. Assim, podemos supor que
u, # Oparatodon € N. Logo,u, € V] e

I, qo(tn) = unllf .

Da express@o acima e da limitaciio de (I, ,{u,,)), obtemos M > 0 tal que {[u, |, £ M. Vamos
provar o teorema para u € W, ?(Q) dada pelo Lema 3.10. Uma vez que J Agltin) =0ca=0em
{1, podemos argumentar como na prova de {3.1.6) e supor que

Vun{z} — Vulz) qtp.z €, {3.2.3)
Y, E?ME%;% e Wai"“zgg fracamente em (LP{O))*, 1 <1< N, (3.2.4)

f{]\']un}p“?Van . v¢ EE i%n%p“2un¢> = [ ]un‘iq_zun@;
LY o

qualquer que seja ¢ € W, F(Q). Passando a expressio acima ao limite, usando (3.2.4) e o Lema
3.10 conclufmos que w satisfaz a primeira equagio em (D7). Como X7 € um subespaco fechado
de X, é suficiente mostrarmos que u, ~ u fortemente em W1P(RY) para concluir também que
U = U

Usando (3.2.3), u € W7 (2) e 0 lema de Brezis-Lieb obtemos

j;N Vi{u, —u)fP = J{RN\QN%IPW{,_]{EW(% )P
B J,;N\g!vuﬂip*]i;v“nfp“LiVu§P+o(1)

guando n — oo. Além disso, usando novamente gue u € W3 7(§2), podemos concluir que

j;:v a{z)|uy, — uff = J/g;w a(z)ug .

Isso, (3.2.5), o Lema 3.10 e o fato de u, ¢ u pertencerem a variedade de Nehari V5, implicam

Ty

(3.2.5)

que

fon =i, = [ 9P+ [ dea@unP = [ 1P+ ol

= [ = [ b = [ 19up o
= j{%y [ul? - ji.w [P — ];W [Vl + o1) = o{1),
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quando n — o0, Portanto, fiu, — uflf < llus — ulli_ — 0, guando n — oo e o teorema estd

provado. =

Os mesmos argumentos utilizados acima nos permitemn estender o resultado de concentragio

em [7, Teorema 1.3] para a caso quasilinear 2 < p < N e provar o

Teorema 3.11. Seja (X,) C Rial gque M\, — oo quando n — oo e (U, ) wma segiiéncia de solucdes
positivas do problema (S, ,) tal gque I, ,(uy,) € limitado. Entdio, a menes de uma subseqiiéncia,

U, — u forte em WHP(RY) com v sendo uma solugdo positiva do problema (D).

3.2.3 Demonsiracao do Teorema 1.5

Nessa subsecio provamos o teorema de multiplicidade de solugbes para (5] ). O resultado abaixo

é ponto chave da nossa argumentacéo e relaciona (S, ;) com seu problema limite (D).
Lema 3.12. Paratodo g € (p,p*) temos (\hm Crg ™ Mg 0
—00

DEMONSTRACAO. Como N, C V,, sabemos que 0 < ¢, < my, para todo A > 0. Suponha,
por contradi¢cio, que o lema ¢ falso. Entfo existe uma seqiiéncia (A,) C Rtalque A, — oo &

Cong — € < My Pelo Teorema 3.9, para n suficientemente grande, existe (u,) € V) 4 tal que

1 1

g = Ding(tn) = <§ = E) [n]g-

O Teorema 3.11 implica que, 2 menos de subseqgiiéneia, u, — v em WH{RY) (¢ também em

L4(R¥)) para uma solucdio u € A, do problema (D). Tomando o limite na expresséo acima vem

o (-t (-3) w2

e portanto ¢ é atingido por B, em N,. Segue da defini¢io de m, que ¢ > mg, 0 que é uma
contradicio. O lema esté provado. B

Fixamos, daqui por diante, um niimero r > 0 suficientemente pequenc de forma gue os con-

juntos
Qf = {z e RY : dist(z, Q) < 2r}

O ={z €0 dist{z,00U0") >}
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sejam tais que as inclusBes (I — OQ\O" e () — O sfo equivaléncias equivariantes de homotopia,
Sem perda de generalidade podemos também supor que 5,.(0) C @1

Seguindo [7], escothemos R > 0 tal que {1 C Bg(0) e definimos

. 1 se 0 <i< R,
§t) =
R/t set> R

Também definimos, para u € V) 4, a fungio baricentro truncada

= Jpv ()T dz
o) = Jaw Iul9 dz

Lema 3.13 ({7, Lema 3.8]). Existe g1 € (p,p") com a seguinte propriedade: para cada g €

(g1, 7%). existe um ndmero Ay = A;{q) tal gue, para todo X > A;, temos mg, < 26,4

o

DEMONSTRACAC. Como, pelo Lema 2.4, my, & m, €m o mesmo limite quando ¢ — p*, existe
¢ tal que

3 .
Mgy < 5Mg, Pparatodoq € (¢, 77)-

Afirmamos que o lema vale para ¢; como acima. De fato, suponha por contradi¢go que existe
g € {q,p*) e (h) C Rialque A, — oo emyg, > 2¢,, .. Da expressdo acima segue que

3
-émq > 283\1,_,9.

Passando ao limite e usando o Lema 3.12 concluimos que 3my = 4m,, donde segue que m, = U.
Mas issc € uma contradicio € o lema esté provado. B

Lema 3.14 ({7, Lema 3.8]). Existe go € (p,p*) com a seguinte propriedade: para cada ¢ €
(g2, "), existe um niimero Ay = Ay(q) tal gue, para todo X > As, temos que B,(u) € ), sempre
que u € Vg e Iy g(u) < my,

DEMONSTRACAO. Seja g = go(r) dado pelo Lema 2.5. Suponha, por contradi¢io, gue o lema é
falso para essa escolha de go. Entdo existe ¢ € (g0, 0%), (M) C R, u, €V, , tais que A, — oo,

1 1

Danig(Un) = (; - 5) lunllf, < mgr

e Bq{un) & (4. A express#o acima mostra que as todas as hipdteses do Lema 3.10 sdo satisfeitas,
de modo gue existe u € Wy (0) tal que u,, — u em L°(RY) para todo p < 5 < p*.
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Como u, € V, , temos

j{w (Vunl? + unf?) < lualfi, = LN 9.

Lembrando que anorma ||- || é fracamente semi-conifnua inferiormente € que u, — uwem LI(RY),

podemos usar a expressio acima para obter

(IVul + [ul) < liminf f (Vun P + [ F) < j uf?,
BV Fpea OO BN BN

ou ainda, comou = Jem RY \ {,

[ vule o+ jup) < ] e,
¥ 3]

A expressdo acima implica que existe £ € {0, 1] tal que

[ v+ ) = [ e

isto &, tu € N, 0. Desta forma, temos

(5-3) [aviwpr +ap

(3-3) [, avur +1u)

< tminf (1) [ (90 + (nale) + DiuaP)

Eg,g (tu)

IA

= liminf I, o(un) < mys.
T 00

Segue da desigualdade acima e do Lema 2.5 que F,(tu) € . Como u, — uem LI(RY),
podemos usar o Teorema de Lebesgue, a definigio de £ e u € W, ”(Q2) para obter

7}}5& Bq(u'ﬂ) = Eq(u) = By(u) = Byltu) € 2.
Mas isso contradiz o fato de Eq (un) & ﬁ;f; e conclui a demonstracio do lema. |
O resultado abaixo € uma versio do Lema 2.9,

Lema 3.15. Seja gy dado pelo Lema 3.14, q € (g2, 7%} € Ay = Ax(q) satisfazendo a propriedade
do enunciado do Lema 3.14. Entdo, para todo A > As(q), existem duas aplicacdes

- O T gy e +
O — Vi NL"" — g
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tais que 0, (Tx) = —g(z), v{—u) = 7y, (u), e v,0u, é eguivariantemente homotdpico & incluséio
(7« OF . Em particular,

Zoy-cat(V], N 157"} 2 Tcato(0\ Q7),
para todo A > As{g).

DEMONSTRACAOC. Para ¢ € (g, p") fixado e A > A,(q), seja v, € N p.(o) uma funcfo radial e
positiva tal que E, 5,(0) (V) = mg,. Defina ag : 7 — VI N Ire®" por

ag(x) = vg{- — 2) — v,(- — 7).

2mig,r

Dado x € {I, segue do Lema 2.9 que o {z) € N7 NE; ™ e op(rz) = —o{z). Além disso,
como ¢ = U em (U, concluimos que [ o(ay(z}) = E{ay(z)) = 2my, e que ay(z) € V] ,. Logo,
oy, estd bem definida. Como u™ € V] N Jf\:‘jﬂ o Lema 3.14 implica que v,{u) = B(u™) € Of. E
suficiente agora repetir os argumentos usados na prova do Lema 2.9, B

Estamos prontos para provar ¢ Teorema 1.5.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.5. Sejam ¢ € ¢, dados pelos Lemas 3.13 e 3.14, respectiva-
mente. Defina ¢, = max{q:, ¢ }. Fixado ¢ € (g.,p*) sejam A; = A1{g) e Ay = Ax(g) dados pelos
Lemas 3.13 e 3.14, respectivamente. Definimos ainda A = A{g) = max{Ay(g), A1(q), Ax{g)}s
onde Ap(g) € dado pela aplicagdo da Proposicdo 3.3 com Oy = 2m,,. Vamos provar gue o teo-
rerna vale para essa escolha de g, € A.

Seja entdo A > A. Como o funcional 7, , restrito a V] | € par e satisfaz Palais-Smale abaixo do
nivel 2my -, podemos aplicar o Teorema A.9 para obter Zy-cat(V] , N ]ij:‘”) pares +u; de pontos
criticos com

Dhgldu) < 2mg, <deyg < 265,

em que usamos os Lemas 3.13 e 3.2(1). A desigualdade acima, a definicdo de X7, 0o Lema3.8¢
o mesmo argumento usando na demonstragio do Teorema 1.3 mostram que u; € uma solugio de

(57 ,) que troca de sinal exatamente uma vez. Finalmente, segue do Lema 3.15 que
2mg,r
Zy-cat{N] N E ™) > m-catg (2 Q7)
e o teorerna esti provado. ]

Usando o teorema acima e o mesmo argumento do Corclério 1.1, podemos faciimente provar
o resuliade seguinte.
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Coroldrie 3.16. Suponha que (A1) e (Ag) valem, (1 € limitado e simétrico com relogdo & origem
e 0 & $1 Suponha ainda que o potencial o € par ¢ gue existe yma aplicacdo continua e Gnpar
w: 81 — Q. Entdo existe g, € {(p,p*) com a propriedade de, para cada g € (q.,p*), existe um
nimero Alg) > O tal que, paratodo ) > Alq), o problema

~Ayu+ (dalz) + Diuf%u = [u|@%s  enRY,

u € WH(RY),
tem pelo menos N pares de solucdes fmpares que trocam de sinal exatamente wma vez.

O resultado abaixo mostra que as solugdes obtidas pelo corolério acima, bem come aquelas

obtidas pelos Teoremas 1.3 e 1.5, se concentram em solugdes nodais minimais de (D] ),

Coreldrio 3.17. Seja () C R tal gue ), — oo guando n — o¢ ¢ {(u,) uma segiiéncia de
solugGes do problema (5] ) dada pelo Teorema 1.3, pelo Teorema 1.5 ou pelo Coroldrio 3.16.
Entéio, a menos de uma subsegiiéncia, v, — v forte em WP(RY) com u sendo uma solugdo do

problema (D7) que troca de sinal exatamente uma vez.

DEMONSTRACAO. Vamos usar as mesmas notacdes da demonstragio do Teorema 1.3. Lembrando
que I {(un) = 0 e que a energia das solugdes u, estdo no intervalo [c] ,, 2m, ], podemos usar

os Lemas 3.4(iii), 3.13 e 3.2 para concluir que
O<cop<cy,, S0, qalun) S2my, <dey, o < 2¢5, . < 2myg o (3.2.6)

Pelo Teorema 1.4 sabemos que, a menos de uma subseqiiéncia, u, — u em WH(RY) com u

sendo uma solucdo de (D). Além disso, passando a expressdo acima 20 limite, obtemos
0 < e < lim [ glun) = Ep(u) < 2mygq.
N—C0

A expressdo acima ¢ 0 Lema 2.8 implicam gue u troca de sinal exatamente uma vez. |

3.3 Multiplicidade de solucdes positivas para (S, ,)

Nessa secdo vamos obter um resultado de multiplicidade de solughes positivas para ¢ problema
{S5.,4). Nesse contexto a hipdtese de simetria (As) néo € necesséria. A idéia € argumentar como na
Gltima seclo do capitulo anterior e estender o resultado em [7, Teorema 1.2] para o caso quasilinear

2 < p < N. Enunciamos abaixo nosso resultado de multiplicidade para solugdes positivas,
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Teorema 3.18. Suponha gue (A;)-(As) valem e que $) € limitado. Entdo existe g, € {p,p*) com a
propriedade de, para cada q € (q., p*), existe um niimero A(g) > 0 tal gue, para todo X > Alg),

o problema (S5 ,} tem pelo menos cat{$1} solucdes positivas.

Para provar o teorema acima vamos trabalhar com o funcional [, , restrito & variedade de

Nehari usual V,, ,. Fixamos v > 0 tal que os conjuntos 07, ¢
07 = {z € 0 dist{z,80) > r}
sejam homotopicamente equivalentes a {2 e B, (0) C (L.

Lema 3.19. Seja g, dado pelo Lema 3.14, ¢ € (g2,7%) e Ay = Az{g) satisfazendo a propriedade
do enunciodo do Lema 3.14. Entdo

caty, e (Vag NIF) = Zeat(Q),
para todo ) > Az{g).

DEMONSTRACAC. Para g € (g0, 2") fixado e A > Ay{g), seja vy € N, 5, () uma fungio radial e
positiva tal que 7 4(vg) = Ey p.(0){v4) = My, € defina os conjuntos
Ti={ueV N iu>0emRY} ¢ B ={ue VNI :u < 0em Q)
Argumentando como no Lema 2.13 concluimos que caty, e =) = catoy (8-}, Como zin
I, = &, temos que
™g,r _
Cath,an;’js,r (V)\’q ﬂ Z-Asf; ) 2 Catv&qnj;fjg,r (E; U Zq )

caty, ~rrar (X5) +caty, - e ()

2 Zeatgs (ﬁ;‘) = 2cat((2),

e 0 lema esté provado. [

Y

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 3.18. Sejam g, ¢ go dados pelos Lemas 3.13 e 3.14, respectiva-
mente. Defina ¢, = max{g, g2 }. Fixado ¢ € {g,, ") sejam A; = A;(g) e Ay = Ag(g) dados pelos
Lemas 3.13 e 3.14, respectivamente. Definimos ainda A = A(g) = max{Aq(g), A1{g), Azla}},
onde Ag{g) € dado pela aplicacio da Proposicso 3.3 com Cy = m,,. Dado X > A podemos usar o
Teorema A.7, o lema acima e o Lema 3.13 para obter cat(Vy , N IZ‘;”) > 2 cat(£2) pontos criticos
u; tais que I {u;) < my, < 2¢,,. Da mesma maneira gue no Lema 2.12, mostra-se que esses
pontos criticos ndo trocam de sinal. Como 7, , € par, existem pelo menos cat((2) solugdes de (S, ;)

tais que u; > 0. O principio do méximo mostra que u; > 0 em RY | e o teorema estd provado. &



CAPITULO 4

Nesse capitulo estudamos o problema

—Apu = pluT%u + [ulf "%y em (],
(D) ul{rz) = —u(z) paratodo z € 0,
u=10 em 0€1,

onde 2 C RY é um dominio limitado e suave, N > p% p < ¢ < p* e o dominio () satisfaz a

seguinte condiclo de simetria
(HYexister € O(N)talquer #Id,  =Ide 7(0) = Q.

Denotando por g ({2) o primeiro autovalor de —A,, em W, *(€2), provamos os seguintes resul-
tados:

Teorema 1.6. Suponiha que { H) vale. Entdo, para todo j € (0, 11(Q2)), 0 problema (D}) tem pelo

menos um par de solucdes que trocam de sinal exatamente uma vez.

Teorema 1.7. Suponha gue (H) vale. Entdo existe p. € (0, 41(2)) tal que, para todo i € (0, u.),
o problema (D7) tem pelo menos 7-cata(Q\$17) pares de solucées que trocam de sinal exatamente

IO VEZL

58
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4.1 Notacies e alguns resultados técnicos

Nesse capitulo vamos trabalhar no espago W, ?(2) munido da norma

e ={ [ sw}w

e denotar por |uls o a L°({1)-nomma de uma funglo w € L*{(}). A involucio 7 dada pela hipdiese
(H) induz uma agdo em W, 7({2), conforme definido em (2.1.1), & o subespaco dos elementos
fixados pela acdo & denotado por Wa? ()7,

As solucdes cléssicas do problema (D) sio precisamente os pontos criticos do funcional
E, o € CH{Wy*(Q),R) dado por

Bual) == [ 1vup =2 [ == [ g,

que pertencem também ao subespaco invariante W, 7 (Q)". Como antes, definimos as variedades
de Nehary
Nug = {uweWeP( )\ {0} : (B o), u) = 0}

= {ueWFT )\ {0} : ullf = plullq + Bl q }

NZ,Q == {u QN#,Q LT u} = Np,ﬂ M Wé,p{ﬂ)‘r,

bem como oS prablemas de minimizagﬁe
M, 0= inf & [9AR] e M o= inf F oli).
# uwEN, o # ( ) w82 u@;.f\f;sﬁ Ho ( )

O lema abaixo mostra que my , > 0 e portanto o segundo problema acima estd bem definido.

Naturalmente, o mesmo vale para m, o.

Lema 4.1. Suponhague g =pep € (0,1 (D)) oup < g<p*ep >0 Emdoexiste .0 >0
tal que
lulle 2 7ug0 (4.1.1)

para todo u € N o. Em particular m, o > 0.

DEMONSTRACAO. Suponha inicialmente que ¢ = pe ¢ € (0, 4:(92)). Usando a definicio de
11(2) e 2 imersdo de Sobolev WP () < L¥ (Q) temos que, se u € N, g, ento

(1 _ ;%} il < ullf ~ e g = i o < Gillul,
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para algum O > §. Assim,

£ ; o
(3 - m) < Ciljully 77,

c - Ny MR .
e portanto o item (1) vale para 7, . o = {g—&- (1 - —wﬁ—»m (Q}) )} . Consegiientemente, se u €
NZ o, SRLED
1 M 1 o
Buolu) = Clulfy — Slul e - E,g;@?’éii*,ﬁ
1 1
= (3-5) tult - wiute)

G-5) (1- 225 ) 1nit
> (3-5) (- ate) hom

Vamos agora considerar o caso p < ¢ < p* € 4 > (. Usando as imersSes de Sobolev obtemos
Cs > O tal que

e o itemn (ii) se segue.

oalle, = wlull o + [l < uCallullg + Cillul

ou ainda

1< pCalull§™ + Cillulg 7,

sempre que u € N, Lo Como g > pep® > p, aexpressio acima mosira que ndo pode existir
(un) C N g com |||l — 0, donde segue o item (i).

Para verificar (ii) note inicialmente que, se u € N, entio

1 i 1 »
Buo(u) = ;”ull?z = —lulgq — lulp o

1 1 i 1 u
= pl o=V lig+ (2= g >0,
y@ q}uw (p yjuwgw

e portanto m) o > (. Suponha, por contradicio, que m” ~ = 0. Entio existe (u,) C N7
P 14,52 . p q 4.2 ITRY:

tal que E, o(u,) — 0. A expressfio acima mostra que, nesse caso, devemos ter §un33’9 — 0e

[nfhe o = 0, donde se conclui que [|u, [ — 0, contrariando o item (1). Logo m o > 0 ¢ olema
est4 provado. -
Dado um domfnio 7-invariante D C RV definimos | - |lp, Eup. Nup, N, Mup € )5

de maneira andloga, mas tomando as integrais sobre o conjunto 7 ao invés de {1. Sempre que
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omitirmos a referéncia ao conjunto nas notagdes acima, estamos supondo que D = {1, Escrevemos
. - - .
simplesmente my, . © 7, . para denotar my, g, (o) © M, g (), TESpPectivamente.

O lema abaixo estabelece uma importante propriedade de m,,.
Lema 4.2, A funcdo u — my, € ndo-crescente em [0, 00).

DEMONSTRACAO. Sejam 0 < u; < o dados. Precisamos verificar que m,,, < m,,,. Para tanto,

sio= (- (2-2)»

qualquer que seja o > Oeu € N,

note inicialmente que

=

P
Pr

AFIRMACAC: Paracadau € V), existe £, € (0,1) tal que t,u € N,,.

Usando a afirmac8o acima obtemos, parauw € N,

g (2-3) e (-2 )

1 1 i 1 -
(;~§)mw+(5—§)m@=ﬁawx

Ty = uéif%ffng Eup(u) < u%} Eplte) < u%l By, (u) = my,.

B, (iuu}

IA

donde se conclui que

Resta entfio mostrar a veracidade da afirmac8o. Para tanto note que, como u € A,
ltullP = Fusfufl + tp|ui£:.
Assim, precisamos encontrar ¢ > 0 tal que
P fulg + P hufl = Bgfulg + 7l
o que é equivalente a obter uma raiz positiva da fungfo g : [0, cc) — R dada por
9(t) = 8 Ppafulg + 7 Pl — (juruld + )

Observe que g(0) < 0, g{t) — oo quando ¢ — oo e g'(¢) > 0. Logo, existe um tnico £, > 0 tal
que g{t,) = 0. Como u; < e, concluimos que

9(1) = mafuld + fulfe — paluld = [ulfs = (p2 — s)lulf > 0,

e portanto £, € (0, 1). Isso conclui 2 prova do lema. &
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4.1.1 A condicfo de Palais-Smale

O obietivo dessa subsecfio € estabelecer uma condicfio de compacidade local para o funcional £,
Como a imersio L7 (Q) «— W, P(D)) nfo é compacta, ndo & possivel argumentar como no Lema
2.2. No trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [18], o autores trabalharam com ¢ caso semilinear
p = Z e mostraram que, mesmo COm 2 1Iersaoc acima nio sendo compacta, o funcional £, satisfaz
a condigfo de Palais-Smale em H}(Q)) abaixo do nivel critico +57/?. O caso quasilinear foi
tratado por Garcia Azorero e Peral Alonso [38, 39]. Dentre outros resultados, eles mostraram que
para o funcional B, em W, * () o nivel crftico é igual a £.57/7. Além disso, através de um calculo
precisc do nivel mini-max do funcional £, eles provaram o seguinie resultado de exisiéncia de
solucdo positiva para (D,,). '

Teorema 4.3. Seja D C RY wm dominio limitado e suave. Suponha que g = pe p € (0, u1 (D))
ougq < p<p*ep>0 Entdoo infimom,p é atingido por uma fungéo positivau € N, p. Além
disso,

1
My < "ﬁshl‘p.

Estabelecemnos abaixo um resultado de compacidade local para o funcional £, em WeP ().
Observe que a simetria das fungSes nos permite obter compacidade abaixo do nivel £5%/7, que ¢

exatamente o dobro do nivel critico para o funcional E,, no espago WoP(€2).

Lema 4.4. Suporha queq=pep € (0, () ou g < p < p* e u > 0. Seja (u,) C N uma
segiiéncia tal que | B} (un)||. — 0 € Ey(uy) — ¢ < £5%°. Entdo (un) possui uma subsegiiéncia

convergente.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar inicialmente que (uy,) ¢ limitada em W,7(Q2). Lembrernos
entdo gue

[unll? = plen]d + [unlle, 412
donde segue que
E(U)WG_E)M i‘f+<1 1)1%?‘ @.13)
FE T p q 1L g p p* pw. ek o

Suponha inicialmente que ¢ = pe u € (0, 2:{2)). Usando a definicio de 1; (02} e (4.1.2)

obtemos
i ;
) I S Lo "

ps‘
ps .
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Como E,(u,) — cep < p*, (4.1.3) e a expressio acima implicam que {u,,) tem gue ser limitada.
Sep < ¢ < p*ep > 0aconvergbncia de E,(u,) e (4.1.3) implicam que ju,[ e g%gi $80
limitados. A limitaco de {u,) em WP (1) segue entio de (4.1.2).

Como || E,{un) L — 0, existe {8,) C R tal que
B (un) — Ond(uy) = 0 em (WyP(S1)), (4.1.4)
onde
Julw) = [[ullP = pluld - [ulf, (4.15)

para todo u € W, 7(). Como (u,) C N, ., temos que

£

o
- < .

(Jlun), un) = u(p — @lunfd + (p — 77)|um

Podemos supor que {J, (1), us) — I £ 0. Se I = 0 a expressiio acima implicaria que [fu,]| — 0,
o que contraria o (4.1.1). Portanto [ < 0 ¢ deduzimos de (4.1.4) que &, — 0, isto €, I {ug) — 0
em (WP (Q))".
Uma vez que (u,,) é liitada podemos supor que existe u € W, P(() tal que, a menos de uma

subsegiiéncia,

Up — U fracamente em W37 (Q),

Up, — U em LP(Q2),

un(z) ~ u{z) qtp z el
Além disso, usando o Lema de Concentracio de Compacidade de Lions (veja Lema A.10) e 0s
mesmos argumentos utilizados nos passos 1 e 2 da demonstracio do Lema A.11, podemos mostrar

que u, — u fortemente em Lﬁ’;(ﬂ). Logo, seguindo as mesmas linhas da prova do Lema 3.7,
podemos também supor que

Vg (z) = Vulz) qtp. z € £,
du du
i = [Vuf? — *1<i<
|V £ % 5o fracamente em (LP(02))*, 1 <i < N,

donde segue que u € um ponto critico de £,. Além disso,

c+o(l) = Eulu,)—

i
T
P
M3 e
[

W | b

Sy
=3
3
oy
+
m—
T3 e
[
*I”"‘“‘
W
=
B
0,
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em que o{1) denota uma guantidade que vai 3 zero guando n — oo. Lembrando que u, — u em

L2(1}, obtemos

P et @ - i—) g 4+ 0(1) < e+ o(L). @4.1.6)

e

Seja wy, = u, —u. Usando a convergéneia pontual do gradiente de u, e o lema de Brezis-Lieb

ohiemos

lwall? = plwnl] = lupll? — plual] — full” + plulf + o(1},
[wnlZe = [talZe — [ufE. + o(1).
Uma vez que (u,) C N] e B} (u) = 0, obtemos

wallP — plwaid =b+0(1) e jwnfh =5+ o0(1)

ou ainda, como w, — 0 em L),
lwallP =b+0(1) e |wafe =b+o0(1) (4.1.7)
para algum b € R. Além disso, por (4.1.6),
b+ o(1) = |walB = lunlfe — uffs +0(1) < Ne+o(1),

e portando
b< Ne< 28V, (4.1.8)

Como (w,) C WEP(Q)7, sabemos que Jw,[[P = 2|lw|P e ;wngi = 2;w;;;§2. Dessa forma, a
defini¢do de S nos fornece

Sty

Pe < lwg [P = b/2 + o(1).
Passando ao limite, obtemos S(b/2)7/?" < b/2. Se b # 0, segue da tltima desigualdade que

s< (B o ()T ()
=~ 2 T2 T ia2/)

que & equivalente 2 b > 257, Como isso contraria (4.1.8), conclufmos que b = 0. Segue entfic da
primeira igualdade em (4.1.7} que w,, — 0, isto &, u,, — u fortemente em ngp {2). Isso finaliza a

prova do lema. B
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mas propriedades de m, e m;,
Nessa subsecdo apresentamos versdes dos Lemas 2.3 ¢ 2.4 para ¢ caso critico.

Lema 4.5. Pararodo p € (0, 11 () temos que

2 ;
5 T Nip
Emﬁgm#<mN5’ P

DEMONSTRACAC. A prova da primeira desigualdade é semelhante aquela do Lema 2.3 ¢ serd
omitida. Para verificar a segunda desigualdade acima escolhemos y € {l, er > Otal que v # 7y,
B,(y) € e B.(y)N B, (vy) = @. De acordo com o Teorema 4.3, existe uma fungio v, € N, 5.0
positiva tal que Ey, g (o){vu) = My, Além disso, podemos supor que v, é radialmente simétrica.
Dessa forma, argumentandoc como nia prova do Lema 2.9, conclufmos que

Uy = 'U#(- —-y) ~ 'y.u(’ - Ty} € N;
Usando a estimativa do Teorema 4.3, obtemos

2
my, < Ey(uy) = 2B, 5,(0)(v) = 2my, < “j{jSN/pa

0 gue prova o lema. E

Lema 4.6 ([2, Lema 2.4]). Para tode dominio limitado D C RY vale

i
Bm m,p=mop = —SVP,
Pt u,D 0,0 N

DeEMONSTRACAC. Como a funglio p — my, p € ndo-crescente, {emos que My, p < Mop, €
portanto

Him SUpmy, o < 7,0 (41 9)

R0
Seia (tn) C (0, 00} tal que i, — 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que (p,) C
(0, 1:(D)). Pelo Teorema 4.3, podemos tomar uma segiiéncia (u,) C N, ptalque £, plu,) =
Mynp € B, plus) = 0. Como (my, ») € limitada, podemos argumentar como na prova do Lema
4.4 e concluir que (u,) & limitada em W, (D).
Procedendo como no Lema 4.2, obtemos (£,) C RT tal que t,u, € App.
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AFIRMACAO: aseglibncia (¢, ) € limitada.
De fato, suponha por contradicio que (%, ) nfio € limitada. Ento, como (u,,) é limitada em W, (D)
e
el = ii*mp]%néﬁi,ﬁ:
deverfamos ter |, 3!‘;: o~ 0. Assim, a limitagfo de (u,,) em LY(D) e a igualdade
H@nﬁ% = @mfu%g,ﬁ + ?%?ijp
implicariam que |lu,|lp — 0. Dessa forma, m,, p — 0, contrariando o fato da fungio i — m, p
ser ndo-crescente em [0, co) € mgp = 1/N.SMP > 0. Logo, {£,) tem que ser limitada.
Uma vez que £,u, € Ny p, obtemos
ot ]2

g
Fixadon € N, considere a funclo g : [0,00) — R, dadapor g(t) = £, p{tu,). Comop < ¢ < p*

g, S‘ Eﬁ,ﬁifnun> = j;zni?{tnun} -+

e p” > p, podemos facilmente verificar que g{0) = 0, g{¢) > 0 para todo ¢ em uma pequena
vizinhanga & direita de 0 e lim,_. g(t) = —oc. Uma vez que ¢'(t) = (F,, p{tu,), un), vemos
que ¢'(t} = 0 se, e somente se, tu, € N, p. Essas consideraces e o fato de que (u,) € N, p,
mostram que a fungio g assume seu méximo em ¢ = 1. Desta forma, E,, p(t,u,) < By, pltn) =

™My, D, donde segue que
oty

mop < My, p+ unlsp- (4.1.10)
Passando a expressdo acima ao limite e usando a limita¢fo de (£,,) concluimos que

Hntd

Mop < liﬁ ggf (m;;mi) + funlg@> < Eign E}f My, D

A expressdo acima e (4.1.9) finalizam a demonstracfio da primeira igualdade do enunciado do
lema. A segunda foi provada no Lema 2.4. B

4.1.3 A funcéo baricentro

Para v > 0 definimos o conjunto
OF = {z e RY 1 dist(z, Q) < r}
e a aplicaciio baricentro 3 : Wy P(Q) \ {0} — R" dada por
Jon [ufPz dz
Uu) = e

Finalizamos a se¢&o com uma versio do Lema 2.5 para o caso critico.

(4.1.11)
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Lema 4.7. Dado r > 0 existe yg € (0, 11 (52)) ral gue, para todo u € (0, po), temos que B{u) €
OF, sempreque v € Ny e B (u) < my, .

DEMONSTRACAO. Suponha, por contradicio, que o lema é falso. Entdo existe g, — 01, u, €
N, tal que B, {(u,) < m,,_ . mas G{u,) € ). Note inicialmente que,

1 i 1, .
My, < Epp(tn) = = llua|l” - "Ei%ié - 2;;;%1;« = M

0 == <E;n (tn)y tn) = Jjunllf — .ﬁ'nlunig - éunggz'
Como E,, (u,) ¢ limitado, podemos argumentar como na prova do Lema 4.4 e concluir que (u,,) &
limitada em W, P(22). Loge,
, 1 1 .
my, +o{1) < ;H%Hp - g;%uﬁii* < - +o(l) (4.1.12)
e [|ual? = |uafhe = o(1), quando n — oo. Assim,

lunllP =b+o0(1) e fualb =b+o(1), (4.1.13)

para algum b > (. Passando (4.1.12) ao limite ¢ nsando o Lema 4.6, concluimos que b = Sh/e,
Aplicando agora o Lema 2.6 com ¢, = p" e argumentando como na prova do Lema 2.5, obtemos
uma medida finita v € M(RY) tal que jun 7" — v fracamente em M(RY), [ox [uofP dz — |v] e
além disso v estd concentrada em um tinico ponto y € (1. Dessa forma,

f N :unlf"*:ﬂ dz _
Bluy) = B —— “@U“i/ zdv=yeQ,
o que contradiz S{u,) € {7 e conclui a prova do lema. : =

4.2 Solucées nodais minimais

Nessa seg@o apresentamos as provas dos teoremas de existéncia e multiplicidade de soluges para
o problema (D). Iniciamos com os dois lemas abaixo que sdo versdes dos Lemas 2.7 ¢ 2.8 para o

caso critico.

Lema 4.8. Se u € N é um ponto critico de E,, restrito a N], entdo u € um ponto critico de E,,
em W(Q).

Lema 4.9. Se u & uma solugdo do problema (D7) que troca de sinal 2k — 1 vezes, entdo E,{u) >

-
bm -
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4.2.1 Demonstracac do Teorema 1.6

A demonsiracio segue as mesmas linhas da demonstracao do Teorema 1.1.

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 1.6. Seja (u,) C A uma seqiiéncia tal que E,{u,) — m].
Pelo principio variacional de Ekeland podemos supor gue [[E)(un)|l« — 0. O Lema 4.5 nos
garante que 7, < 2/NS¥/?, de modo que podemos aplicar o Lema 4.4 para garantir que, a menos
de uma subseqgiiéncia, u, — U € Af;. O mesmo argumento utilizando na prova do Teorema 1.1 ¢
os Lemas 4.8 ¢ 4.9 implicam que a fungdo v (¢ também —u) € uma solugfo do problema (D]} que

troca de sinal exatamente uma vez. Isso conclui a prova do teorema. B

4.2.2 Demonsiracio do Teorema 1.7

Para provar nosso resultado de multiplicidade vamos supor que r >  estd fixado de forma que as
inclustes (2 — O\ 7 e & — {7 sfo equivaléncias equivariantes de homotopia, em que, como
antes,

Q- ={zr e Q:dist{z,80UQ7) >},

Vamos supor também que B, (0} C €.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.7. Como, pelo Lema 4.6, m,, € m, 1&m o mesmo limite
quando i — 0, existe g > O tal que
Myr < 2My, 4.2.1)

sempre que » € (0, ip). Vamos mostrar que o teorema vale para ., = min{ g, fo}. em que yg

é dado pelo Lema 4.7. De acordo com o Teorema 4.3, temos que 2m,,, < 2/NSV/?. Assim, o

funcional £, restrito a V] satisfaz a condigio de Palais-Smale em todos niveis ¢ € [m7, 2myr ).
Iy,

Como E,, € par, podemos aplicar ¢ Teorema A.9 para obter Zy-cat{N] N E,"*7) pares ®u; de
pontos criticos com

By (Fu) < 2my, < dmy, < 2m,

em que usamos (4.2.1) e o Lema 4.5. A desigualdade acima, a defini¢o de Wé”’ {Q),0lema?2.8
& O mesmo argumento usando na demonstraciio do Teorema 1.1 mostram que u; € uma solugao de
(D7) que troca de sinal exatamente uma vez.

Eesta somente mostrar que

Zo-cat(N;] N B} > mcag(02\ Q7). (4.2.2)
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Para tanto considere © seguinte diagrama

— ¥
O 2 AT BT 25 QF

>

emaque v, = FuT), auly) = v, ~y) —v (- —Ty) e v, € N, 5 (o) € uma funglo radial e positiva
tal que B, 5.0y = My A escolha de v, € possivel em vista do Teorema 4.3 e do fato de que
1180 < i {B.{0)). O Lema 4.7 e os mesmos argumentos usados da prova do Lema 2.9 mostram
que o diagrama estd bem definido ¢ que a estimativa (4.2.2) se verifica. B

Usando o teorema provado acima ¢ 0s mesmos argumentos da prova do Corolario 1.1, podemos
provar o seguinte resuitade de multiplicidade.

Corolario 4.10. Suponha gue (1 é simétrico com relagdo & origem e gue O & (1. Suponha ainda
que existe uma aplicagdo continug e fmpar @ $V~1 —+ Q. Entdio existe p, € (0, u3 (80} tal gue,

para todo p € (0, p.), 0 problema

~Agu = plu|T%u+ uf P em Q,
u=0 em 082,

tem pelo menos N pares de solugGes impares que trocam de sinal exatamente uma vez.




APENDICE A

Apéndice

A.1 Principio variacional de Ekeland

O objetivo dessa segdo € apresentar uma prova para o principio variacional de Ekeland, que foi
largamente utilizado nesse trabalho. Temos como referéncia bdsica para essa segdio o artigo de
Ekeland [31]. Comegamos com o resultado abaixo.

Teorema A.1. Seja (X, d) um espaco métrico completo ¢ v : X — R U {+oo} uma funpdo semi-
continua inferiormente tal que p{ug) < oo para algum vy € X. Se o é limitada inferiormente
entdo, para todo A > O dado e todo T € X satisfazendo

p(@) < infe+e,

existe uy € X tal que d(T, uy) < A

——— td

plun) < () (A1)

plu) > olup) — (e/A)d(us, w), (A.1.2)
paratodow € X \ {up}.

DEMONSTRACAO. Para simplificar a notag8o vamos denotar dy (u, v) = {1/A)d{u, v). Defina em
X a seguinte ordem parcial

u<v &= plu) < elv) —ady(u,v).

70
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Segue facilmente da definic@o que essa ordem € reflexiva, antisimétrica e transitiva, isto &, para
quaisquer ¥, v, w € X, vale

@) usu
(i) senw <vev X u,entoy =1,
(i seuy <wvev < w,entfon < w.
Vamos definir uma seqliéncia de conjuntos {5, ) € X da seguinte forma: faca u; = T,
Si={ueX u<u},
¢ escotha up € S tal que p(uy) < infs, ¢ + . Procedendo indutivamente definimos
S,={ueX u<u,},
e escolhemos u,.1 € S, tal que pl{una) <infg, ¢ + zarr. Claramente temos que
5108, 2---28,D--

Além disso, cada S, € fechado. De fato, seja (z;) C S, tal que z; — z € X. Temos p(z;) <
o(tn ) —edr(z;,un), para todo j € N. Segue da semi-continuidade inferior de e da continuidade
de d que

p(z) < liminf o(z;) < olun) — eda(z, ua),

j—o0
g portanto ¥ € S5,,.

Afirmamos que o difimetro de S, tende a zero quando n — oo. Para provar isso, sgjaz € 5,
um ponto arbitririo. Da definic8o de S, segue que

¢(z) < o(un) ~ gdr(z, un).
Por outro lado, como = € S,_;, a escoltha de u,, nos permite concluir que
g
olug) < olz) + o
Usando as duas ltimas desigualdades obtemos
1
di{z,u,) < 5 paratodo z € S, (A.13)

e portanto diam S, < 217 o que prova a afirmacio.
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Obtemos assim uma seqiiéneia de conjuntos fechados e encaixados (5,) cujo difmetro vai &
zero. Dessa forma, sabemos que existe um dnico uy, € X tal que N2, 5, = {u,}. Vamos mosirar
gue o teorema vale para este u,. A expressio (A.1.1) segue do fato de uy, € Sy 2wy = T Dado
w 5wy, NE0 podemos ter u < uy, pois nesse caso o elemento v pertenceria 3 inferseccio de todos
08 5,. Logo,

plu) > plun) — eda(u, un),
o que prova (A.1.2). Finalmente, como u; = U, podemos usar a desigualdade triangular e (A1.3)

para obter
A1 T
d’)\{§= uﬂ} < Z d»\{uﬂﬂa ?"3) = Z 277,
Fwed F=1

Passando a0 limite ¢ usando que u, — wu, guando n — oo, obtemos que d, (T, uy) < 1 on,

equivalentemente, d{%, u;) < A O teorema esté provado. @

Suponha agora que (X

i+ 11} é um espaco de Banach e ¢ : X — R é uma fungio diferencidvel
no sentido de Fréchet, isto €, para todo up € X existe um funcional linear ¢'(ug) € X* (em que
X* é o dual topoldgico de X) tal que

plue +u) = @luo) + (¢ (uo), up + 6(ujlull

com 6(u) — 0O quando Jjull — 0. Dada uma funcdo ¢y € C*(X,R) considere a C'-variedade
V = {u € X : ¢¥{u) = 0}. Bstamos interessados em obter uma versio do Teorema A.1 para a
restricdo !y do funcional ¢ & variedade V. Por motivos técnicos, vamos supor também que 0 €
valor regular de ¢, isto €, ¢¥'{u) # O paratodou € V.

Teorema A.2. Seja X um espaco de Banach, @ : X — R wm funcional diferencidvel no sentido
de Frécher e ¢ € CH X, R). Suponha gue V = {u € X : y(u) = 0} # &, ¥'(u) # 0 para todo

u € V e que ply € limitado inferiormente. Entdo, para todo T € V satisfazendo
p(T) <info+ e
existen. € Ve € Rl que 7 — u.j| < 2¢,

olu.) < ola)

' (ue) — 09/ (ue)ll 5. < & (A.1.4)
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Observagiio A.3. Uma consegiiéncia importante do teorema acima € seguinte: seja (u,) C V
é wma segliéncia minimizante, isto é, p(u,) — ¢ = infy v e denote por ||¢' (u)ll. a norma da
derivada de |y no ponto u € V. Entdo existe wma nova seqgiiéncia minimizante (4,) C V tal que
fin = Gnll — O € 2, € guase um ponto critico, no sentido de que ||/ (T )il — 0. De fato, basta
lembrar que

o' ()l = minli(u) - 8¢ (u)]x-
¢ aplicar o resultado acima com e, = max{1/n,c — @(u,}}. Além disso, note que se @, — u

entdo o mesmo ocorve para (Uy, ).

Dedicamos o resto dessa secfio a demonstracio do Teorema A.2. Comecamos com ¢ seguinie

lema de andlise funcional.
Lema A4, Scjamz > Oe f,g € X* tais gue

{g,u) = —¢|lul| sempre que {f.u)=0.
Entéo existe § € Ral que || f — Oglly. < e.

DEMONSTRAGAO. Considere o conjunto
F'={f+ew:0ecR, we X", jlw|x <1}.

Como o conjunto R f € convexo e fechado, temos que R f € fechado na topologia fraca-* o (X*, X;.
Lembrando que a bola unitdria de X* & o(X™, X )-compacta concluimos que I' &€ fechado nessa
topologia.

Tendo em vista a definicBio de I' € suficiente mostrarmos que g € I'. Suponha entfo, por
contradi¢io, que g € I'. Como I é o{X*, X }-fechado podemos usar ¢ Teorema de Hahn-Banach
[16, Teorema 1.7] para obter um funcional linear o{X™* X )-contfnuo w* : X* — Rea € R tal
que

w’(g) < a,
w'(h)>a, Vhel.

Uma vez que w* € o(X*, X }-continua, existe u € X tal que w*(h) = (h,u) paratodo h € X,
Logo
{(g.u) <a (A.L5)

(hyu)>a, Vhel.
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Usando a defini¢#o de I" podemos reescrever a desigualdade acima como sendo

Blf,uy >a+¢& sup {w,—u), VIR

fwlixs <1

Mas o supremo acima € exatamente ||uf| (veja [16, Coroldrio L4]) e portanto
G{f,uy > a+elull, V&R {(A.1.6}

Como 6 é arbitrdrio segue que (f,u) = 0 e portanto {g,u) > —elju||. Por outro lado, usando
(A.1.5) e (A.1.6) com & = 0 obtemos

o que € um absurdo. O lema estd provado. _

DEMONSTRACAC DO TEOREMA A.2: Definindo a fungio 7 : X — RU {+oo} por

wlu) seueV,

400 case contrario,

temos que P é semi-contfnua inferiormente e limitada inferiormente. Aplicando ¢ Teorema A.1
com a triade (%, A, £) substituida por (T, 2¢, 2¢%) obtemos u, € X tal que |7 — u.|} < 2e, Blu.) <
P(@) e

Bw) > Plue) — ellue —ul, YueX.

Usando a definicdo de T ¢ as hipdteses do teorema concluimos que . € V,

plue) < (T) < info+&°

wlu) > olue) —ellue —~ufl, YueV (ALT)
Afirmamos que a Gltima desigualdade implica que

/

(¢ (ue),u) 2 —ellul] sempre que (¢ (ue), u) = 0. (A.1.8)

De fato, como {(¢¥'(u.),u) = 0 e ¢¥'{u.) # 0, podemos usar o Teorema da Fungio Implicita para
obter uma curva u @ [0, 7) — V tal que

u(0) =u, e 0{0) =u. (A.1.9)
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A expressio acima e (A.1.7) nos fornecem
plu(t)) — pu(0) z —elult) —u(0)il, Yie(0,7)
Dividindo pot ¢ e fazendo ¢ — 07 obtemos, usando (A.1.9),
{¢'(ue), u) 2 —ellu].
Logo, (A.1.8} se verifica e (A.1.4) segue do Lema A.4. O teorema esté provado. =

Finalizamos a se¢do observando que Ekeland [31] provou o Teorema A.2 para uma classe mais

geral de vinculos do tipo
k \ i
Vo= (ﬂ f’fi({?)) N { m zb{z{{{},oo})}
i=ml Fumfot]

em que ¢¥; € CH{X,R) e o conjunto {¢//{v) : ¢;{u) = 0} é linearmente independente para todo
u € V. A demonstracfic segue os mesmos passos da apresentada acima.

A.2 Principio de criticalidade simétrica

Seja (X, || - ) em espago normado e G um grupo topolégico. Dizemos que G age em X se existe
uma aplicacfo continua (g, u) — gu de G x X em X satisfazendo

@ (Lu) =1,
() (gh,u) = (g, hu),
(iiil) w > gu € linear,

para todo u € X e todos g, h € G. Dizemos que G age isometricamente se [[gu|| = |ju|| para todo
u € E, g € G. Podemos considerar o espago invariante da acfo dado por

Fig(Gy={ue X :gu=uparatodog € G}.

Suponha que o grupo G age isometricamente em X e que ¢ € CY(X,R) é um funcional G-
invariante, isto €, p o g = @ para todo ¢ € G. Seja % um ponto critico da resiricio de ¢ 20 espaco
invariante Fixz{(G). O principio de criticalidade simétrica fornece condicBes suficientes para que @
seja um ponto critico de o, ou seja, que ¢’ (&) = 0 no dual topoldgico X* de X.



SECAO A2  PRINCIPIO DE CRITICALIDADE SIMETRICA | 76

Teorema A.5 ([58]). Suponha gue X ¢ um espaco de Hilbert, gue GG age isometricamente em X
e que ¢ € CHX,R), Entdo, se p é G-invariante ¢ Ui é um ponto critico de o restrito & Fiz(G),
entdo i € um ponto critico de .

DEMONSTRACAC. Uma vez que p é G-invariante temos

N i P8+ t0) — (g8

(gi)v) = Im :
o 2L+ tgM) — olgl)
=0 t
_ g 28T ETTY) — o(8)
t—0 A

Como (5 age isometricamente temos

(Vlgu) [v) = (Ve(u) | g7'v) = (gVelu) |v),

em que {- | -) denota o produto interno em X . Da expressio acima segue que Vy é G-invariante.
E claro que
gVe(l) = V(gi) = V(d)

e portanto V(@) € Fiz(G). Assim, como % € ponto critico de ¢ restrito & Fiz(G), temos
V(@) € Fin(G) N Fiz(G)* = {0},
donde segue gue 4 € um ponto critico de ¢. i

Na demonstracio acima usamos fortemente a estrutura de espago de Hilbert. Contudo, em
muitas das aplicacdes, o espago funcional adequado para lidar com equacles € um espago de
Scbolev WP, que nfio é um espago de Hilbert a menos que p = 2. Portanto, é importante termos
um versfio do principio acima para espacos mais gerais que espacos de Hilbert.

Considere entdio (X, || - ||) um espago de Banach reflexivo satisfazendo a seguinte hipétese

dado f € X, existe um dnico up € X tal que {f, uo) = [lug)]® e || f]

xo = lugll.  (A2.1)

Conforme observado em [52], espagos de Hilbert, espacos uniformemente convexos ¢ espacos de

Sobolev WP, com 1 < p < oo, satisfazem a condicio acima. Para tais espagos, vale o

Teorema A.6 ([52, Proposicao 11). Suponha gque X é um espago de Banach reflexivo satisfazendo
(A.2.1), G age isometricamente em X ¢ p € CH{X,R). Entdo, se ¢ é G-invariante e 1 é um ponto

critico de  restrito ¢ Fiz(G), entdo & é um ponio critico de .
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DEMONSTRACAO. Observe inicialmente que o operador linear ' {4} € G-invariante. Considerando
= ¢ (1), seja up € X dada pela hipbtese (A.2.1}, isto &, {¢'(T),up) = [luell® e |/ (1)}
|. E suficiente mostrarmos que up = 0. Para tanto, note que

X =

o
(¢ (@), 011 = (&'(G) 0 g, ) = (& (@), uo) = [luoll® = llguall®,

el (@)l x- = llugl] = llguol], para todo g € G. Da unicidade de ug segue que gug = up para todo
g € G, isto é, up € Fiz(G). Como 4 é ponto critico de o restrito & Fiz(G), o conjunto Fiz(G)
estd contido no niicleo de ¢'{11). Logo 0 = ({1}, ug) = {|luol| € 0 lema estd provado. O

A.3 Teoria de Ljusternik-Schnirelmann

Seja X um espaco topoldgico. Lembremos que um subconjunto A C X € contritil em X se existe
uma deformacio continua H : [0, 1] x A — X tal que

HO,z) =2z, H(l,z)=zxa4,

paratodo z € A e algum x4 € X. Supondo agora que A € fechado, dizemos que a categoriade A
em X éigual a k se A pode ser coberto por & conjuntos fechados A;, . .. A; que sfo contriteis em
X e k é minirnal com relag8o a essa propriedade. Se ndo existir uma tal cobertura dizemos que a
categoria de A em X € igual a infinito. Vamos denotar por catx{A) a categoria de A em X. No
caso em que A = X, escrevemos apenas cat(X).

Se X éum espaco vetorial normado e 4 C X € fechado, limitado e nfo vazic entiio catx {A) =
1. De fato, para ver isso basta notar gue bolas sfo conjuntos contriteis em tais espagos. Como
a esfera §*7* ¢ RF niio é contratil em R¥, catge—1(S¥~1) = 2. Para ver isso, basta tomar A; e
Ay como sendo S¥~! menos uma vizinha aberta ¢ pequena dos pSlos norte ¢ sul, respectivamente.
Em contrapartida, lembrando que a esfera S C X de uma espaco normado de dimens#io infinita €
contratil, temos catg(S) == 1. Conforme j foi citado na introducfo, se TF = R*/Z, € um k-toro,
pode-se mostrar [50] que catps (T*) = k + 1.

De uma maneira geral, nao £ tarefa ficil determinar a categoria de um dado conjunto A C X.
Contudo, as propriedades abaixo podem ser facilmente verificadas.

(cl) catx{A) > Oecatx(A) = U se, e somente se, A = &,

(c2) se A C B, entfocatx(A) < caty(B),
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(c3) caix(A U B) <catx(A)+ catx (B),
{c4) se h: X — X & um homeomorfismo entdo caty (A) = catx (R(A4)),

{c5) se A é compacto, entdo caty{A) < oo e existe uma vizinhanca aberta 0 de A tal que
catyx (A) = catx{0).

As propriedades (c1)-(c3) seguem imediatamente da definic@o de categoria. Para verificar
{c4) basta lembrar que homeomorfismos preservam propriedades topoldgicas. A demonstracio
de propriedade (c5) pode ser encontrada em [68, Capitulo 2, Proposicéio 5.13].

Destacamos abaixo uma oufra propriedade importante da categoria.

(c6) sen: 0,1 x A -» X €continua e tal que 7{0,x) = z paratodo z € A, entdio caty(A) <

catx(n(1, A)).
Para provar {c6) considere B = 7{1, A) e suponha que catx{B) = k < oc. Sejam (B;)f_,
conjuntos fechados e contréteis em X que cobrem B e (H;)%_, as deformacbes associadas. Clara-
mente, os conjuntos fechados A; = n(1,-)"1(B;), 1 < i < k, cobrem A. Basta mostrar que cada

A; é contratil em X. Para tanto, é suficiente considerarinos as deformagSes continuas H; » 7 :
[0,1] x A; — X dadas por

n{2t, z) sel1 €1<1/2,
Hi(2t-1,7(L,z)) sel/2<t<1L
A categoria de Ljusternik-Schnirelmann nos fornece limites inferiores para uma classe de fun-
cionais limitados inferiormente, conforme estabelece o teorema abaixo.

Teorema A.7. Seja X um espago de Banach, M C X wma Cl-variedade ¢ I € CH{X,R) um
Juncional limitado inferiormente em M. Suponha que I satisfaz (PS), para todo ¢ < d e considere
I* = {u € M : I{u} <d}. Entdo o funcional I resirito & M tem pelo menos cat(I?) pontos
criticos u tais que I(u) < d.

Nao vamos apresentar aqui a demonstracio do resuitado acima. Para o caso em que a variedade
M € de classe C** a demonstracfio mais simples que conhecemos pode ser encontrada em [73,
Teorema 5.20]. Nesse caso, a regularidade da variedade nos permite construir um campo pseudo-
gradiente e realizar deformacgdes de maneira usual. No caso em que M ¢ apenas de classe C' a
demonstragio é bem mais complicada e as deformaces sfio realizadas através de uma aplicacfic do

principio variacional de Ekeland. Os detathes podem ser encontrados em [40, Corolédrio 4.17] (veia
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também [69]), onde considera-se uma classe mais geral de funcionais definidos em Cl-variedades
de Finsler.

Observamos gue as propriedades (c1)}-(c5) descritas acima incluem a categoria de Ljusternik-
Schnirelmann como um casc particular de wm conceito mais geral denominado indice (veja [68,
Capitulo 2, Definicdo 5.9]). De fato, o teorema acima enunciado € uma versio bem particular
de um outro mais geral qgue pode ser enconirado em [68, Capitulo 2, Teorema 5.11] e que lida
com indices bem mais gerais. Nio pretendemos agui nos delongar no conceito de indice bem
como em suas proprniedades e/ou resultados existentes. Discutimos somente uma especializacio da
noc¢lo usual de categoria que lida com espagos nos quais podemos introduzir a ac8o de um grupo
topoldgico.

Seja & um grupo de Lie compacto. Um (G-espaco € um espaco topoldgico X munido de uma
(G-aclo continua G x X — X, (g.z) v~ gz. A G-Orbita de um elemento z € X € o conjunto
Gz = {gz : g € G}. Um subconjunto A C X & G-invariante se Ga C Aparatodoa € A.

Suponha agora que & age em dois G-espagos X e Y. Uma G-aplicacdo € uma fungio continua
f : X - Y compativel com as agles de G, isto €, f{gx) = gf(z) paratodoz € X, g € G.
Duas G-aplicagbes fo, fi + X — Y sfo G-homotdpicas se existe uma aplicagdo continua © :
[0,1]x X ~ Y tal que ©(t, -} € uma G-aplicac@o paratodo ¢ € [0, 1] e, alémdisso, ©(0, z) = fi(z)
e ©{1,r) = fi{z) paratodo z € X.

A G-categoria de uma G-aplicago f : X — Y € o menor nimero & = G-cat(f) de subcon-
juntos abertos e G-invariantes X, ..., X}, de X que cobrem X e que t€m a seguinte propriedade:
paracadai = 1,..., k, existe um ponto y; € ¥ e uma G-aplicacio o; : X; — Gy; C YV talquea
restricio de f a X; é G-homotdpica a o;. Se ndo existe uma tal cobertura definimos G-cat(f) = co.

Se A C X ¢ G-invariante e ¢ : A = X € a inclusfio, denotamos simplesmente

G-catx(A) = G-cat(s) ¢ G-cat{X) = G-catx{X).

Observe que se A C X e G = {Id} é o grupo trivial, entdo G-catx(A) nada mais é do
que catx(A4). Dessa forma, o conceito de (-categoria estende o de categoria de Ljusternik-
Schnirelmann. Devido a similaridade dos conceitos e dos resultados que se pode obter, a G-
categoria € muitas vezes referida como (-categoria equivariante de Ljusternik-Schnirelmann.

O resultado abaixo € uma consegii€ncia simpies da definig8o ¢ foi usado diversas vezes no
decorrer do trabatho.

Lema AB. ()Se f: X — Y eh Y — Z sdo aplicacbes G-aplicacbes entdo

G-cat(h o f) < min{G-cat(f}, G-cat(g)};
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(i) Se fo, f1 + X — Y sdo G-homotdpicas, entiio G-cat( fo) = G-cat( f1).

DEMONSTRACAO. Afim de verificar (i), suponha que G-cat{f) = k£ < co. Ent3o existem abertos
G-invariantes X,,. .., X, gue cobrem X, pontos #y....,¥ € Y e G-aplicagbes ¢ @+ X; —
Gy; tais que flx, € G-homotépico a . Fixado ¢ € {1,... .k} considere z; = h(y;) e defina
&; @ Xy — Gz por &i{z) = h{oy(z)). Note inicialmente que, como o;{z) € Gy; e h € uma
G-aplicacio, h{a;{z)) € Gz; e portanto &; estd bem definida. Além disso, como o; ¢ h sdo G-
aplicagdes, o mesmo ocorre para &;. Afirmamos que h o flx, € G-homotépico a &;. De fato,
seja ©; : [0,1] x X; — Y a homotopia entre f|x, e o,. Definindo &; : [0,1] x X; ~ Z por
8,(t,z) = h{Oy(t,z)), temos

-

—_—

8i(L,2) = W(O4(1,2)) = (h o w)(x) = Bilz),

para todo z € X;, 0 que mostra a afirmacfo. Segue entdo que
G-cat(h ¢ f) < G-cat(f).

No caso em que G-cat(f) = oo a desigualdade acima € trivialmente satisfeita. Argumentando de
maneira andloga mostra-se que

G-cat(h o f} < G-cat(h),

o que conclui a demonstraco do item (i).

Para verificar (i) suponha que G-cat(f;) = k¥ < oo. Sejam X4,..., X} conjuntos abertos
G-invariantes que cobrem X, o; © X; — Gy, G-aplicagBes tais que fi|x, € G-homotdpicoao; e
©;:[0,1] x X; — Y as respectivas homotopias. Considere ainda © : [0, 1] x X — Y a homotopia
entre fo € f; € defina O, [0,1] x X; — Y por

- O(2t, ) se0<t<1/2,

@i(t,z} =
©;(2t-1,z) sel/2<t< 1.

Como ©(¢, ) e ©;(¢, -} s3o G-aplicacbes para todo ¢ € [0, 1], o mesmo ocorre para @?;(i, -). Além
disso,
6;(0,z) = ©(0,7) = folz) e B:(1,z) = 6:(1, 2) = au(x),
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para todo = € X;. Assim, concluimos que fp|x, € G-homotdpico a @, ¢ portanto
G-cat{fy) < G-cat{fy).
Se G-cat{fi} = oo a desigualdade acima também se verifica. Argumentos andlogos mostram que
G-cat(f1) < G-cat{fy).
e o lema esta provado, L
Finalizamos apresentando a versfo equivaniante do Teorema A.7.

Teorema A.9, Seja X wm espaco de Banach, M C X uma C'-variedade simétrica com relagcio
& origem ¢ I € CY{ X, R) wm funcional par limitado inferiormente em M. Suporha que I sat-
isfaz (PS). para todo ¢ < d. Entéo o funcional I restrito & M tem pelo menos Zq-cat{1%) pares

antipodais {u, —u} de pontos criticos tais que I{+u) < d.

Apesar do teorema acima poder ser enunciado de uma maneira bem mais geral, optamos por
apresentar apenas & versfio para Zo-categoria que foi utilizada no trabalho. Por isso exigimos
que ¢ funcional seja par e a variedade seja simétrica com relaclo & origem. A demonstracio
segue as mesmas linhas da prova do Teorema A.7. No caso mais simples em que A € de classe
C*L, citamos também [28, Teorema 1.1] onde o resuitado é provado para o conceito mais geral
de categoria relativa. Para variedades de classe C?, além do j4 citado livro de Ghoussoub [40],
destacamos o artigo de Szulkin [69] e 0 excelente survey de Ekeland e Ghoussoub [32, Coroldrio
4.13.

A.4 Seqiiéncias minimizantes de S

Lembramos que se D C RY é um domfnio limitado e X > 0, denotamos por
Sy (D) = § = mf{f(\?ulp—%M PYdziue W, f|updxm1}

a melhor constante da imersio de Sobolev W, * (D) « L#" (D). E bem sabido que S nfo depende
de X nem do conjunto D, e que S ndo & atingido em subconjuntos préprios de RY,

Seja (u,) C Wy (D) uma segiiéncia limitada. Passando a uma subseqiiéncia se necessério,
podemos supor que existe u € Wy7(D) tal que u, — u fracamente em Wl’p (D)eu, — u
fortemente em L?(R™Y), para todo p < 6 < p*. Contudeo, como a imersio W, 7(D) — LF" (D)
nfio é compacta, ndo podemos assegurar convergéncia forte em I¥ (D). O aspecto quantitativo da
perda de compacidade € descrito pelo lema abaixo, devido 4 PL. Lions,
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Lema A.10 ({48, Lema L1)). Seia (u,) < DYP(RY) uma segiincia convergindo fracamenie
para v em DYP(RN)\. Entdo existemn duas medidas finitas ndo-negativas u, v € M(RY), um con-
junio no mdximo enumerdvel I, uma familia (z;)ie1 de ponios distinios em R¥, & duas segiiéncias

(Vi dier, (i )ier contidas em {0, 00) tais que

ief
p2 VU + > s,
el
£45 2 S]/f/p*’

PP < oo, Além do mais, se v(RY)VP > Sp(RM)P

para todo i« € I. Em particular, 3, v;

entdo v = b,y = 7 P1ICEy, para algum x5 € RY ey > 0.

O resultado abaixo nos fornece uma propriedade importante das seqiiéncias minimizantes para
5. Apesar ser largamente citado na literatura, ndo encontramos nenhuma demonstracio, de modo

que adaptamos as idéias de [65, Corolario 3.7] para produzir a demonstragio baixo.

Lema A.1l. Seja (v,) C WyP(Q) tal que [, |vaf""dz = 1 e |u|P — S. Emdo existe v €
Wi (Q) tal que, @ menos de subsegiiéncia, v, — v fracamente em WP (Q) e Vu,(z) — Vu(z)

gip. x € €L

DEMONSTRACAC. Como ||v,[[P — S temos que (v, ) é limitada em W, ?{£)). Assim, a menos de
subsegiiéncia, v, — v fracamente em W,*() para alguma funcio v € W,7(Q). Seja

M= {ue W7 (Q): /ﬂjup' = 1}.

Pelo principio variacional de Ekeland podemos supor que {v,, ) € uma (PS)s segliéncia do funcional
w1 M — R dado por p(u) = Jull?, isto &, existe (8,) C R tal que

—Apn + a7 %0, — Golun P P, — 0, em (WpP())".

A expressfo acima implica que (v, ) — 8, — 0 e portanto §,, — 5. Definindo w,, = gy Pile zv%,
uma conta simples mostra que {w,) € uma segliéncia de Palais-Smale no nivel 1/N.8%/? do fun-
cional - : W, P(€2) — R definido por

1 3

Bpfw) == [ (VP +upyas— = [ e
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Denotando w(z) = SWP/P4(z) ¢ tendo em vista a definicio de w,, & suficiente mostrar gue
Vuwg(z) — Vw(z) gtp em L

Como (wy) € limitada podemos usar o Teorema de Rellich-Kondrachov e 0 Lema A.10 para
obter w € Wi* (), medidas positivas , v € AM(£2), um conjunto no méximo enumerdvel J,
{Zi}tier C {2 e ntimeros u;,v; > 0 tais gue

Wy = W fracamente em T, 7{Q),
Wy = W em L*((1},1 < s < p*,
wp(z) — wiz Lo em ],
nk ) { } g.Lp (A4.1)
P - v = P 4+ Z v;6s, fracamente em M{{1},

(VwplP — p = |V + Z w0y, fracamente em M((2),
iel

w =S e Y, P < oo

]
A demonstracfo serd concluida com uma série de passos.

Pass0 1: O conjunto I' = {z;}ie; € finito.

Considere ; > O0e o € CP(RM) talque 0 < ¢ < 1, ¢(z) = 1selz] < 1/2e ¢(z) == Ose
lz| > 1. Para ¢ > 0 pegueno defina

G (z) = pelz) = 6 (‘x) |

£

Como {p.w,) é limitado em Wy *(Q) independente de ¢, segue que (Bl (wn), petny — 0. Assim,

Jf; VP, dz = f; [P0, s — j;i [P, d — Ji; VP~ 2w (Ve - Veoo) da + o(1),

em que o1} denota uma quantidade que vai a zero quando i vai para infinito. Fazendon — oo e
usando (A.4.1) obtemos.

J[cpedymjgpedu—f iwipgogd:c—limsupf Vawn [P w, (Vw, - V. ) dz. (A42)
o o iy n—oo  JQ
Afirmamos agora que

hm lim sup f IV, P ?w, (Vw, - V) de = 0. (A4.3)

S U
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Suponha por ora que a afirmagHo € verdadeira. Fazendo ¢ — 0 em {A.4.2), usando a afirmacfo

acima e o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos
pi = gz} = vy

Uma vez que g > Sv77 conclufmos que 1, > $%/7, Como T, 7% < oo o conjunto I tem que

ser finito. Afim de verificar {(A.4.3) note que, se denotarmos,
Ine = jf |V, P, (Vu, - Vi, ) dz
o

iemos que

{p—1}/p ifp
Lol < j% Va0 [Vipa] dr < ( jﬁ (TP dx} { é PV dm)

Usando a limitac8o de {w,, ) © a expressio acima vem

1/p
lmsup|l,.| € C (f [wl |V |? d3:>

i/p* 1N
(/. > U el )
Bs(xz) Belz:)
_ c( " do f (“‘" $> d$>
Be{z:) (za &

N
f Ve(z) } —0,
B1(0)

PASSO 2: Se K C 2\ I' é compacto entfio w, — uem L7 (K).

IA

C

e wp dx)

BE (zi)

quando ¢ — 0.

Como K é compactoe I' é finitotemos que § = dist{K, I} > 0. Sejal <e < deyp € CF(1)
talque 0 <y <L, y=lemK, s={z€Q dist{z, K} <e/2} e =0em O\ K. Temos

f e < | o
K K.

Umavezquesupp 9 C K. e K. NT = < temos

];imsupf b, [P dx<fwd;x—-—f¢ Pz = YlwfF dr < jwi? dx.
00 x B He
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Fazendo ¢ — 0 € usando ¢ Teorema da Convergéneia Dominada concluimos que

limsup j[ P de < f [wlP dz. (A44)
H H

T OO

Uma vez gue w, — u fracaments no espago uniformemente convexo L7 (K temos

j[ lw dr < iimiﬁff |lw,, [P dz.

K noeR Jx

Da expressio acima ¢ de (A.4.4) segue que w,, ~ w em L (K).

P4Ss0 3: Se K ¢ 1\ T é compacto entdo YV, — Vwem (IP{K )Y,
Sejal<e<d=dist{K,Tey e CPO\Ditalgue <y <, Yy=lemKey =0em

O\ K.jz. Como h: RY — R, h(z) = |z]P ¢ estritamente convexa termos

0 < (VP ?Vu, — [Vulf V) - Viw, — w) = P{z).

Assim,
0 < fmx)dzs]a(z)m
Fie 9]

[ (Vunk = [Vunlp (V- V) do (A45)
0
+ f VP (Vi - V(w — w,)) ¥ do.
o
Como (E. (wn), Yw) — 0 temos
j[ VP2 (Vw, - Vwl dr + jf Vw, P4V, - V) w dx
Q a
+ f fw, [P 2,09 do ~ j lw, P 2w dz = o(1).
o o

Além disso, uma vez que (Yu,,) é limitada em W, ?(£2), temos também que (Ej. (w,), Yun) — 0,

1510 &,
j[ Vawn Pt dz + f Vaon P~2(Vew, - V) d + j e P2 dr — f a9 dz = o(1).
LY Ly ¢ a

Substituindo as duas dltimas igualdade em (A4.5) ¢ lembrando que w, — w fracamente em
WaP($2), obtemos

0< f Pu(z) dz < Ci(n) + Caln) + Cs(n) + o(1), (A4.6)
E
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com
Ci(n) = f (VawnP~2 (Vi - Vi) (1w — w,) A,
Y
Catm) = [ funl~2n(w = wnwdo, Cafm) = [ fun Funlun — w)w &
0

Afirmamos que que lim Ci{n) = O para i = 1,2,3. Afim de verificar essa afirmacfo note
T3 00
inicialmente gue, pela desigualdade de Halder, temos

(p—-13/p
]C;(%)% < !V’Lﬁ’]m J[Q vaﬂip—l]wn —wjdr < valoo (fé vansp dﬁ:) Wy, ~ w]LP(Q)-

A expressio acima, a limitac@o de (w,) e (A.4.1) implicam gue Ci{n) — 0. De maneira andloga

mostra-se que Cy(n) — 0. Para estimar Cs{n), lembre que supp ¥ C K5, e portanto
|Ca(n)| < Jl; [l fon — w do <l (W — wlae e, -
/2

Como ¢ < dist(K, I'), podemos usar o Passo 2 e proceder como acima para concluir que Cs(n) —
0.
Uma vez que C;{n) — 0 quando n — o0, segue de (A.4.6) que

T%""-"-)OO

f (IVw, P2V, ~ |VwlP?*Vu) - V(w, — w) dr = 0. (A4.7)
Afim de concluir o Passo 3 lembramos gue

Mpyla —blP, sep>2

je—b}?
My (ialiibf') —, sel<p<2

(lafP=a ~ pIP~%) - (@ — ) 2 {

para quaisquer a, b € RY (veja [66], pg. 210). Se p > 2, a desigualdade acima ¢ (A.4.7) implicam
que

lim M, §Vfwﬂ Vwlf dz = 0.

Sel < p < 2temos
IV, — Vwl|?
im M, dxr = 0. A4E
a2 e (V0 + [V )77 (A48)

Portanto, usando Holder, concluimos que

7 — fV( T )Ip 2—p
L[V{wﬂ_—w)! e = J{(EV'&UI ;T‘Vw zﬁp(?—p)/zﬁvwi"*”lvwni)p( /2 dz

([ e o) ([t o)™
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A desigualdade acima, a limitacio de (w,) e (A.4.8) implicam que

lm [ VWw, —VuPdr=20

e portanto o Passo 3 fica demonstrado.

PASSO 4: A menos de subseqliéncia, Vw,(z) — Vw(z) g.t.p. em (L

A verificagdo desse ultimo passo é uma conseqiiéncia imediata do Passo 3 e de um processo

diagonal. Corn isso concluimos a demonstracio do lema. B



111 C.0. Alves, Existence of positive solutions for a problem with lack of compactmess involving
the p-Laplacian, Nonlinear Anal. 51 (2002), 1187-1206.

[2] C.O. Alves, Y.H. Ding, Multiplicity of positive solutions to a p-Laplacian equation involving
critical nonlinearity, J. Math. Anal. Appl. 279 (2003), 508-521.

[3] C.0. Alves, Y.H. Ding, Existence, mulitiplicity and concentration of positive solutions for a

class of quasilinear problems, preprint.

[4]1 A. Ambrosetti, PH. Rabinowitz, Dual variational methods in critical point theory and appli-
cations, J. Funct. Anal. 149 (1973), 349-381.

{51 R.G. Bartle, The elemenis of integration and Lebesgue measuréa John Wiley Inc, Nova York,
1995.

[6] T. Bartsch, Critical point theory in partially ordered Hilberi spaces, J. Punct. Anal. 186
(2001), 117-152.

[71 T. Bartsch, Z.Q. Wang, Multiple positive solutions for a nonlinear Schridinger equation,
ZAMP 51 (2000), 366-384.

i8] T. Bartsch, T. Weth, A note on additional properties of sign changing solutions to superiinear
elliptic equations, Top. Meth. Non. Analysis 22 (2003}, 1-14.

9] AXK. Ben-Naoum, C. Troestler, M. Willem, Extrema problems with critical Sobolev expo-
nents on unbounded domains, Nonlinear Anal. 26 (1996), 823-833.

88



BIBLIOGRAFIA

1101 V. Benci, G. Cerami, The effect of the domain topology on the number of positive solutions
of nonlinear elliptic problems, Arch. Rational Mech. Anal. 114 (1991), 79-93.

{11} V. Benci, G. Cerami, Multiple positive solutions of some elliptic problems via the Morse
theory and the domain topology, Cal. Var. Partial Differential Equations 2 (1994}, 29-48.

[121 V. Benci, G. Cerami, D. Passaseo, On the number of positive solutions of some nonlinear
elliptic problems, Nonlinear Analysis, A tribute in honour of G. Prodi, Quaderno Scuola
Norm. Sup., Pisa, 1991, 93-107

131 V. Benci, PH. Rabinowitz, Critical point theory for indefinite functionals, Invent. Math. 52
(19793, 241-273.

[14] J. Bemnoulli, Joahannis Bernoulli, Opera Omnia, J. E. Hofmann ed., 4 vols, Lausanne-
Geneva, 1742, Reimpressdo Hildesheim, 1968.

[15] G. Bianchi, J. Chabrowski, A. Szulkin, On symmetric solutions of an elliptic equation with a
nonlinearity involving critical Sobolev exponent, Nonlinear Anal. 28 (1995), 41-59.

[16] H. Brézis, Analise Functionelle, Masson, Paris, 1983.

[177 H. Brézis, E. Lieb, A relation between pointwise convergence of functions and convergence
of functionals, Proc. Amer. Math. Soc. 88 (1983), 486-490.

[18] H. Brézis, L. Nirenberg, Positive solutions of nonlinear elliptic equations involving critical
Sobolev exponenis, Comm. Pure Appl. Math. 36 (1983}, 437-477.

{191 F. Browder, Infinite dimensional manifolds and nonlinear eigenvalue problems, Ann. of Math.
82 (19653), 459-477.

{20] D. Cao, S. Peng, A note on sign-changing solutions to elliptic problems with critical Sobolev
and Hardy terms, J. Differential Equations 193 (2003}, 424-434.

{21] A. Castro, M. Clapp, The effect of the domain topology on the number of minimal nodal

solutions of an elliptic equation at critical growth in a symmetric domain, Nonlinearity 16
{2003), 579-590.

[221 A. Castro, I. Cossio, M. Neuberger, A sign-changing solution for a superiinear Dirichlet
problem, Rocky Mountain J. Math. 27 (1997), 1041-1053.



BIBLIOGRAFIA 90

23} G. Cerami, D. Passaseo, Existence and multiplicity of positive solutions for nonlinear elliptic

problems in exterior domains with “rich” topology, Nonlinear Anal. 18 (1992), 109-119.

[24] G. Cerami, S. Solimini, M. Struwe, Some existence results for superlinear elliptic boundary
value problems involving critical exponents, J. Func. Anal. 69 (1986), 289-306,

251 M. Clapp, On the number of positive symmetric solutions of a nonautonomous semilinear
eiliptic problem, Nonlinear Anal. 42 (2000), 405-422.

{26] M. Clapp, Y.H. Ding, Positive solutions of a Schridinger eguation with critical nonlinearity,
Z. Angew. Math. Phys, 535 (2004}, 1-14

(271 M. Clapp, Y.H. Ding, Minimal nodal solutions of a Schriédinger eguation with critical non-
linearity and symmerric potential, Diff. Int. Equations 16 (2003), 981-992.

{28} M. Clapp, D. Puppe, Critical point theory with symmetries, J. Reine. Angew. Math. 418
(19%1), 1-29.

[29] D.G. Costa, On a class of elliptic systems in RY, Electr. J. Diff. Bq. 7 (1994), 1-14.
{30] K. Deimling, Nonlinear functional analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1985.
[31] I Ekeland, On the variational principle, J. Math. Anal. Appl. 47 (1974), 324-353.

[32] 1. Ekeland, N. Ghoussoub, Selected new aspects of the calculus of variations in the large,
Buill. Amer. Math. Soc. 39 (2002), 207-265.

[33] L. Euller, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes sive
solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti, Lausanne-Geneva, 1744, Opera,
Ser. I, Vol 24 (ed. C. Carathéodory), Bern, 1952.

[34] P. Fermat, Ouvres de Fermat, P. Tannery e C, Henry, eds, 4 vols, 1891-1912, Supplément C
d. Waard, ed. Paris, 1992.

[351 A. Floer, A. Weinstein, Nonspreading wave packets for the cubic Schridinger equation with
a bounded potential, J. Funct. Anal. 69 (1986), 397-408.

{36] D. Fortunato, E. Jannelli, Infinitely many solutions for some nonlinear elliptic problems in
symmetrical domains, Proc. R. Soc. Edinburgh A 105 (1987), 205-213.



BIBLIOGRAFIA

[371 ML.F. Furtado, Multiple minimal nodal solutions for a quasilinear equation with symmetric
potential, aceito para publicacio na revista J. Math. Anal. Appl..

[38] I. Garcia Azorero, I Peral Alonso, Existence and non-unigueness for the p-Laplacian: Non-
Iinear eigenvalues, Cormmm. Partial Diff. Bq. 12 (1987), 1385-1430.

[391 J. Garcia Azorero, L. Peral Alonso, Multiplicity of solutions for elliptic problem with critical
exponent or with a nonsymmetric term, Trans, Amer. Math. Soc. 323 (1991), 877-895,

[407 N. Ghoussoub, Duality and pertubation methods in critical point theory, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 1993,

{411 C. Goulart, Problema de Dirichlet guasilinear em RY com crescimento critico, Tese de
Mestrado, UnB, 2000.

1421 M, Gueda, L. Veron, Quasilinear elliptic equations involving critical Sobolev exponents,
Nonlinear Anal. 13 (1989), 879-902.

[43] D. Hilbert, Ueber das Dirichlet sche Prinzip jahresber, Deutsche Math. Verein 8 (1990),
184-188 (reimpresso em J. Reinde Angew. Math. 129 (1905), 63-67.

[44] D. Hilbert, Ueber das Dirichlet sche Prinzip, Festchr. Feier, 150, Jihr, Best V. Goes. Wiss.
Géatringen, 1901 (reimpresso em Math. Ann. 59 (1904), 161-186).

[45] ML.A. Krasnoselskii, Topological methdos in theory of nonlinear integral equations, Perga-
mon, Oxford, 1965.

[46] M. Lazzo, Solutions positives multiples pour une équation elliptique non linéaire avec
léxposant critique de Sobolev, C. R. Acad. Sci. Paris 314 (1992), 61-64.

[47]1 PL. Lions, The concentration compactness principle in the calculus of variations. The locally
compact case, Ann. Ins. Henri Poincaré, Analyse Non Linéaire 1 (1984), 109-145 ¢ 223-283.

{481 P.L. Lions, The concentration compactness principle in the calculus of variations. The limit
case, Rev, Mat. Iberoamericana 1 (1985}, 145-201 e 2 (1985), 45-121.

[49] L. Ljusternik, Topologische Grundiagen der allgemeinen Eigenwerttheorie, Monatsh. Math.
Phys. 37 (1930}, 125-130.



BIBLIOGRAFIA 92

1501 L. Liusternik, L. Schnirelmann, Méthods fopologigues dans les problémes variationnels, Her-
mann, Parig, 1934,

{51} L. Ljusternik, L. Schnirelmann, Topological methods in variational problems and their ap-
plications in differential geomtry of surfaces, Uspehi Mat. Nauk 2 (1947}, 166-217.

{521 D.C. de Morais Filho, M.A.S. Souto, J.M. do O, A compaciness embedding lemma, o prin-

ciple of symmetric criticality and applications 1o elliptic problems, Proyecciones 19 (2000),
1-17.

1531 M. Morse, Relations between the crifical poinis of a real function f of n independent vari-
ables, Trans. Amer. Math. Soc. 27 (1925), 345-396.

[54] Y.-G. Oh, Existence os semi-classical bound states of nonlinear Schridinger equations with
potentials of the class (V') ,, Comm, Partial Diff. Eq. 13 (1988), 1499-1519.

[551 Y.-G. Oh, Corrections to ”Existence 0s semi-classical bound states of nonlinear Schrédinger
equations with potentials of the class (V'),”, Comm. Partial Diff. Eq. 14 (1989), 833-834.

{361 W. Omana, M. Willem, Homoclinic orbits for a class of Hamiltonian systems, Diff. Int. Equa-
tions 5 (1992), 1115-1120.

571 R.S. Palais, Ljusternik-Schnirelman theory on Banach manifolds, Topology 5 (1966), 115-
132.

[58] R.S. Palais, The principle of symmelric criticality, Comm. Math. Phys. 9 (1979), 19-30.

[5391 R.S. Palais, S. Smale, A generalized Morse Theory, Bull. Amer. Math. Soc. 70 (1964), 165-
171.

{601 P.H. Rabinowitz, On a class of nonlinear Schridinger equations, Z. angew Math. Phys. 43
(1992}, 270-291.

[61] M. Reeken, Stability of critical points under small pertubations, Manuscripta Math. 7 (1972),
387-411.

[62] O. Rey, A multiplicity result for a variational problem with lack of compaciness, Nonlinear
Anal. 13 (1989}, 1241-1249.



BIBLIOGRAFIA 93

{631 D. Ruiz, M. Willem, Elliptic problems with critical exponents and Hardy potentials, J. Dif-
ferential Equations 190 (2003), 524-538.

641 1. Schwartz, Generalizing the Ljusternik-Schnirvelman theory of critical points, Comm. Pure
Appl. Math. 17 (1964}, 307-315.

(651 E.A.B. Silva, SH.M. Soares, Quasilinear Dirichlet problems in RN with critical growth,
Nonlinear Anal. 43 (2001), 1-20.

(661 J.Simon, in: P. Benilan (Ed.), Regularité de la solution d’une equation non lineaire dans RY,
Lecture Notes in Mathematics, vol. 665, Springer, Berlin, 1978,

1671 D. Smets, A concentration-compactenss lema with applications to singular eigenvalues prob-
lems, . Funct. Anal. 167 (1999), 463-480.

[681 M. Struwe, Variational Methods. Applications to nonlinear partial differential equations and
Hamiltonian systems, Springer-Verlag, Berlin, 1990.

[69] A. Szulkin, Ljusternik-Schnirelamnn theory on C'-manifolds, Ann. Inst. Henri Poincaré 5
(1988), 116-139.

(701 A. Szulkin, A relative category and applicatiopns to critical point theory for strongly indefi-
nite functionals, Nonlinear Anal. 15 (1990}, 725-739.

[71]1 G. Tarantello, Nodal solutions of semilinear elliptic equasions with critical exponent, Diff.
Int. Equations 5 (1992), 25-42.

{721 ML.M. Vainberg, Variational methods for the study of nonlinear operators, Holden-Day, San
Francisco, Cal., 1964.

[731 M. Willem, Minimax theorems, Birkhiuser, Boston, 1996.

[74] J. Yang, Positive solutions of quasilinear elliptic obstacle propblems with critical exponents,
Nonlinear Anal. 25 (1995), 1283-1306.

[75] D. Zhang, On mulsiple solutions of Au + du + |ul¥"~2) = 0, Nonlinear Anal. 13 (1989),
3353-372.



