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Resumo

Neste trabalho, estudamos a equagao — A u + Au = u? em €2, em que
1<p< Z—f—_g, Q é um dominio aberto em IR", com n > 3. Damos atengao
especial ao problema com condigdo de Neumann na fronteira em dominios
lipschitzianos no caso critico, ou seja, p = 2_3 O resultado principal diz
respeito & existéncia de solugdes fracas em dominios que satisfazem determi-
nadas condigbes bastante gerais. Em particular, resolvemos o problema de
Neumann na semibola. Na segunda parte do trabalho, estudamos dominios
simétricos e encontramos solugoes positivas que preservam a simetria do
dominio. Também analisamos quando as solugdes minimizantes preservam
parte da simetria do dominio.

Abstract

In this work, we study the equation — A u + Au = uP em {2, where
1<p< -?ﬁ_‘—g, {1 is an open domain in IR", with n > 3. We give special
attention to the critical problem, that is, p = %{—g, with Neumann boundary
condition in Lipschtzian domains. The main result is on the existence of
weak solutions in domains that satisfy some fairly general conditions. In
particular, we solve the problem in a semiball. In the second part of the
work, we study symmetric domains and find positive solutions that preserve
the symmetry of the domain. We investigate, also, if the minimizing solutions
preserve some of the symmetry of the domain.



1 Introducgao

Neste trabalho, estudamos o problema

—ANAu+du = v em €

Bu
2 =0 em I
v

(P3) u =0 em Ty

u > 0 em

emquel <p< %‘f%, 1 é um dominio aberto em IR*, comn > 3, I'c e I'; sdo
subconjuntos abertos e disjuntos de 952, com fronteira comum +.

No caso de condigao de Dirichlet na fronteira (I'g = 952), este problema foi
estudado por Brezis-Nirenberg [14]. Por outro lado, Adimurthi-Mancini [2] e
Wang [52] consideraram (P,) para dominios com fronteira C2. No Capitulo 2,
daremos um pequeno histdrico deste problema.

Aqui, damos atengao especial ao caso critico, p = ~::—f—§, e a dominios lip-
schitzianos, que em geral nao tém maior regularidade. Procuramos solugées
via minimos do funcional

| Vu 21w lf

|| w ”;2>+1

Qx(u) =

Para estabelecermos os resultados principais, precisamos de algumas defi-
nigoes.

Definicao 1 Seja P um ponto em 9€2, de modo que a fronteira numa vizi-
nhanca de P é lipschitziana. Uma carta diferencidvel em P é um difeo-
morfismo de B,(P) em IR"

A: B,(P)NQ = Cp,

em que Cp é um cone em IR"( isto é um dominio invariante por homotetia nao
necessariamente convexo), que leva P em 0, B,(P)N em Cp, e B,(P) N3N
em JCp, e tal que a matriz jacobiana de A em P é a identidade.

Definicao 2 Dizemos que 2 satisfaz Hip6tese D se, para cada ponto P em
I';, tivermos uma carta diferencidvel A como acima.
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Definimos func¢ées C(z') e ¥(z') de R* ! em IR, com

r=(2,2,) € Cp & z, > C(z')

T€EN&z, >C(z')+ ¥(z).

Como A(x) é uma carta diferencidvel, vemos que ¥(z') é uma funcio C*.
Definimos as seguintes fungdes (em que y = (r,0) € R""! e ug € R""! ¢
uma dire¢ido qualquer, em que ¥ apresenta maior crescimento):

) Y
Ui(y) =lim., ﬁ(%o%

_ T ((1 T o)?)lf?’0>
i) = /s'n-z(r) (14 C(1,8)%)'/2 do.

Definigao 3 Um ponto P € 0f) tem curvatura média generalizada po-
sitiva, se

0o ,,.n-—2
/0 v, (T)m)—n dr > 0,
00
f, O
— > 1

/000 \ill(r)mdr

rn

W4t

Na préxima defini¢do, utilizamos a notagao

ord(¥(z)) = f(t) ,onde f: R — R.
Ela significa que Ci f(t) < ¥(tup) < Cof(t), para determinadas constantes
C, e Cy, e qualquer t suficientemente pequeno. Isto significa que

[¥(z)| = O(f(lz])) , mas [¥(z)| # o(f(|z]).
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Diremos que

f1(t) = ord(¥(z)) > ord(®(z)) = f2(1),

se fo(t) = o(fi(t)), ou seja ll_{)r(l) %% = 0.

Definigdo 4 Um ponto P tem aproximagao critica, se

ord(¥) = 3, para n > 4,
ord(¥) = t*log(t)]), paran=4,

ord(¥) = t2, para n = 3.

Definicao 5
ep = fS‘(O)ﬂCp dS, paraP € Fl,

©p := wn, para P€Q\ Ty,

99 = inf,,eﬁep,

em que wy é a drea da esfera de raio 1 em dimensao n.

N3o encontrei tais defini¢gdes na literatura. A primeira estende a nogao
de variedades diferencidveis, com o custo de considerarmos cones no lugar
de R". E interessante notar que conseguimos resolver alguns problemas,
mesmo trabalhando em condigdes tao desfavordveis. A segunda definigao é
uma definicdo técnica e apenas define o tipo de dominio que iremos estu-
dar. A terceira definicao estende a nogao de curvatura média para pontos
em que a fronteira nio é C2?. Ela coincide com a definicdo usual quando a
curvatura média é nio nula. Isto é, se um ponto tem fronteira C? e cur-
vatura média usual positiva, entdo este ponto também tem curvatura média
generalizada positiva. No entanto, quando a curvatura média usual é nula,
o ponto pode ter curvatura média generalizada positiva. Isto depende essen-
cialmente do lado do plano tangente para o qual a fronteira se curva. Em
geral, chamando Cp o cone tangente, se {2 estiver inteiramente contido num
lado do cone tangente, o ponto tem curvatura média generalizada positiva.
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A quarta definigao é também uma definigao técnica, mas me parece que seu
uso no Teorema 1 abaixo é necessério. Isto é, se a aproximacao for menor que
a critica, ndo havera solugdes minimizantes. A defini¢do nos dé informagao
sobre o “tamanho” dos angulos da fronteira de 2. No teorema a seguir, a
restricao € a existéncia de P € 951 tal que ©p = Oq. Isto é trivialmente ver-
dadeiro para os dominios mais comuns. Por um lado nao me parece uma re-
strigdo forte, mas por outro lado, ndo me parece necessiria. Entretanto, sem
esta condigao, surgem muitos problemas técnicos, que nao consegui superar.
Chamaremos de )A;, o primeiro autovalor do problema linear correspondente.

O Teorema principal é enumciado a seguir. A constante K (§2) serd definda
logo depois.

Teorema 1 Seja 2 um dominio aberto e limitado de IR™ com fronteira 90 =
ToUT, U, satisfazendo a hipétese D, com Cp um cone convexo pare cada
ponto de I'yU~y. Suponhamos que exista um ponto P € Ty tal que ©p = Oq e
com curvatura média generalizada positiva e aprorimag¢do maior que a critica.
Entdo, para A > )\, o problema (P)) tem uma solu¢do fraca u), que minimiza

o funcional Q). Temos ainda que Qx(uy) < k‘(lﬂ) = (wn/esn)ﬁj,,,.

A principal novidade deste teorema é relaxar as hip6teses de regularidade
sobre os pontos da fronteira em que temos a condicdo de Neumann. Como
exemplo que serd usado na sequéncia, citamos a semibola, ou mais geralmente
a metade de um dominio simétrico.

No decorrer do trabalho, obtemos uma generalizagio da desigualdade de
Cherrier, a saber:

Existe uma constante K (), tal que para qualquer € > 0, existe B(e), tal
que

1o 1, < (K(Q) +€) || Vo i} +B(e) || v |13,

para qualquer v em H!(2).
Cherrier [17] provou a desigualdade acima para dominios C, e obteve o
valor de K(2) para estes dominios como sendo
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em que S é a melhor constante de Sobolev. \

Aqui, provamos esta desigualdade para a classe mais geral de dominios
lipschtzianos. Também damos valores de K(2) para uma ampla classe de
dominios.

Na segunda parte do trabalho supomos tanto o0 dominio quanto os subcon-
juntos nos quais a fronteira é dividida, simétricos com respeito a um plano
e examinamos a simetria das solugdes minimizantes. Provamos o seguinte
resultado, onde denominamos j-plano, um hiperplano de dimensao j:

Teorema 2 Se (), I’y eT'; sdo simétricos em relagdo a um j-plano, entdo as
solugdes minimizantes tem um (j + 1)-plano de simetria. Eristem solugédes
simétricas em relagdo ao j-plano, as quais ndo sdo necessariamente solugcies
minimizantes.

Também construiremos solugdes nao minimizantes em dominios com sime-
tria em relagao a todos os (n—1)—planos coordenados, e solugdes que trocam
de sinal para o problema

() & - 9 em O

{——Au+/\u = |u|"_12'u em ()
v



2 Um breve historico

2.1 O Problema de Yamabe

Neste capitulo, usaremos a notagao p* = :‘{—g, notandoque p* +1éoo0
maior valor de p, para o qual existe a imersao H!(Q2) — L*(Q), se a fronteira
de Q é lipschtziana.

O primeiro trabalho, que trata de um problema com expoente critico,
usando métodos similares aos utilizados no Capitulo 3, é relacionado ao
Problema de Yamabe. Em 1959, Yamabe estudou o problema de deformar
continuamente uma variedade riemanniana n-dimensional M, cuja curvatura
escalar é R(r), a outra de curvatura escalar constante R. A equacdo rela-
cionada a este problema é

4(n—-1)

—~Ru” = —-Ru+
n—2

Au, (1)

onde A é o operador de Laplace-Beltrami.

No artigo [56], Yamabe apresentou uma demontracao da existéncia de
solucoes do problema para qualquer variedade compacta, conseguindo essas
solucgbes através de limites de solugoes de equagdes do tipo (1), mas com
um expoente menor que p* no primeiro termo. Entretanto, Trudinger [51],
em 1968, encontrou uma incorre¢do na demonstragdo, originada da perda
de compacidade do funcional associado a equagdo. Tal incorrecao nao é
facilmente contorndvel. Trudinger mostrou que a existéncia de solugoes para
a equagdo (1) era equivalente a

AMM) < a,

onde o é uma constante positiva e A é o infimo do seguinte funcional sobre
todas as métricas conformes & métrica de M:

.
00 -y { o

Deste modo, encontrou solugoes de (1) no caso em que A(M) < 0, em parti-
cular no caso de M ter curvatura escalar média ndo positiva (f, Rdu < 0).
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Nesse, mesmo artigo, ele demonstrou que as solugoes de uma equagao da
forma (1) pertencem a C*®°(M).
Aubin [9], em 1976, mostrou que

a = A(S"),

e analisando métricas da forma § = ¢g, com suporte de ¢ em torno de um
ponto P, demonstrou a existéncia de solugdes de (1), quando a dimensdo de
M é maior que 5 e a variedade M nao é localmente conformalmente plana.

Finalmente, em 1984, Schoen [47] completou a demonstragio, obtendo
solugées de (1) quando a dimensdo de M é menor que 6 ou a variedade
M é localmente conformalmente plana. Para uma visdo mais detalhada do
Problema de Yamabe, além das obras citadas, recomendamos o artigo de
Lee-Parker [29] ou o livro de Aubin [10], sendo que este ndo trata da parte
feita por Schoen.

2.2 O Problema de Dirichlet

A utilizacao dos métodos aplicados no Problema de Yamabe, comegaram
a ser usados para problemas mais gerais pelo problema de Dirichlet.
Primeiramente uma questao de notagao que nos acompanhara neste his-
torico. Quando se trata do problema de Dirichlet, normalmente se usa a
equagao — Au— Au = uP. A notagao que eu usei é a usada para o problema
de Neumann: — A u + Au = u? (ndo consegui descobrir a razio). Como,
neste trabalho, vou tratar principalmente do Problema de Neumann ou misto,
resolvi manter a notagao também nesta segdo. Isso acarretard uma mudanga
de sinal, com relacdo as referéncias, em todos os resultados apresentados.
PohoZaev [43], em 1965, demonstrou que o problema
—Au+du = v em ()
(D) { u = 0 em Q

nao possui solucoes positivas para A > 0 e (2 estritamente estrelado. J4
era sabido que o valor p* era critico com relagdo ao método variacional em
espagos de Sobolev, mas este resultado mostrava que p* era um expoente
critico independente do método utilizado. E fécil mostrar que o problema
também nao possui solugdes positivas para A < Aj, onde \; é o primeiro

9



autovalor do problema (pela mesma questao de notagao mencionada acima,
notar que - -- < A2 < A; < 0)

—Au+du = 0 em
u = 0 em 90

Este resultado desestimulou pesquisas no problema com o expoente critico,
até 1983, quando Brezis-Nirenberg [14], utilizando métodos similares aos us-
ados na resolugao do problema de Yamabe, demonstraram que o problema
tinha solugoes positivas quando A, < A < 0, para n > 3. Isso se segue do
fato por eles mostrado que existem solugoes positivas quando o infimo do
seguinte funcional é menor que uma determinada constante positiva:

Vel + ] i3
- ” u p*+1

pr+1
As solugbes que minimizam o funcional Q) sao chamadas solu¢bes mini-
mizantes. Definindo

Qx(u)

= inf
Sx(£2) uelrrr:‘,(n)Q’\(u)’

(D,) possui solugdo quando

Sy() < Sy(R™) = 8,

onde S € a melhor constante para a imersao de Sobolev. Analisando fungoes
concentradas em pontos interiores a €2, eles mostraram que isto acontece para
A< A<O0,sen >3, epara \; <A< A, sen =23 onde \* é negativo. Eles
encontraram o valor de A* para Q = B,(r), uma bola de raio r, e neste caso
A* = A1/4. Um refinamento destas idéias levou Lions [31] [32], em 1984, a
desenvolver o método de concentragao-compacidade.

Brezis-Nirenberg também provaram que o funcional em H ()

1 1 1 .
Fa(w) =5 | Vul+50 [ u |} ——— [« |5
2 2 pr+1

satisfaz a condigao de Palais-Smale (PS),, se ¢ < -@—';/i Utilizando o teorema
do passo da montanha, puderam também encontrar solugées de (D,). E
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facil mostrar que as solugoes achadas nos dois casos sao as mesmas, mas este
segundo método pode ser generalizado para um segundo membro do tipo
f(z,u) no lugar de u”".

Posteriormente, em 1984, Struwe [48] demonstrou que os valores ¢, em
que a condigdo de Palais-Smale (PS). ndo ¢ vélida para o funcional Fy(u)
em H}(Q), sdo

Sn/?

c=cyp+k k€ NN,

n
onde ¢y = F)(uy) com u, solugdo de (D,).

Um outro tipo de resultado foi obtido por Bahri-Coron [11], que, em 1988,
obtiveram solugdes positivas de (D)) com A = 0 em dominios com topologia
nao trivial. Um problema ainda nao respondido satisfatoriamente é o de
determinar para quais dominios, o problema (D,) com A = 0 possui uma
solucgao positiva.

2.3 O Problema de Neumann

Em 1991, Adimurthi-Mancini [2] e Wang [52], independentemente, ob-
tiveram solucdes positivas do problema de Neumann em dominios C?, onde
A>0

(Na)

1

—Au+du = v em Q
L 0 em 89

v

Neste caso, vemos facilmente que u = AT 6 solugao, e portanto devemos
procurar por solucées nao constantes.

Por um lado, Adimurthi-Mancini procuraram por minimos do funcional
em H'(Q)

Va3 +

[l J5

Qx(u)

e mostraram que existia u € H'(Q) tal que

S
Q)‘(’U) < 52—/;
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J4 havia sido mostrado por Adimurthi-Yadava [6], em 1990, com um método
similar ao utilizado por Brezis-Nirenberg, que, se ’

. S
inf Q,\(u) < 52—/;;,

ueH (Q)
entdo o infimo era atingido e existiam solugoes positivas, talvez constantes,
de (N,). Um ponto essencial nesta demonstragao é a desigualdade de Cher-
rier [17], provada em 1984:

Seja 2 um dominio C! e u € H*(Q). Entdo Ve € IR*, 3B(e), tal que

S
i, < (5 +¢) Il Vu 3 +B@) w3

Por outro lado, Wang, também usando um método similar ao usado por
Brezis-Nirenberg, mostrou que o funcional em H!(f2)
1

1 1 .
Py =5 | Vu 452 | ullf ~—— Il 53

satisfaz a condigdo de Palais-Smale (PS),, se ¢ < %:lﬁ Utilizando o teorema
do passo da montanha, também encontrou solugdes positivas de (V). Como
no caso do problema de Dirichlet, as solugoes encontradas sao as mesmas nos
dois métodos.

Analisando o valor do respectivo funcional, ambos mostraram, para A
suficientemente grande, que estas solugoes nao sao constantes.

Com respeito a existéncia de solu¢oes nao constantes para A positivo e
suficientemente pequeno, temos dois resultados de natureza oposta. Por um
lado, Adimurthi-Yadava [7] e Budd-Knaap-Peletier [15] mostraram que o
problema (NNV,) para a bola, com n = 3,4,5 e 6, admite solu¢des radiais nao
constantes. Isto ndo era esperado, pois Lin-Ni-Takagi [30] haviam mostrado,
para o caso subcritico, que nao havia solugoes nao constantes, quando A é
pequeno.

Por outro lado, Adimurthi-Yadava [8] mostraram que as solugdes mini-
mizantes sao constantes para A pequeno.

Em 1990, Grossi-Pacella [27] demonstraram que os valores ¢, em que
a condicido de Palais-Smale (PS), ndo é vilida para o funcional Fj(u) em
H(R), séo

12



Sn/2 !

c=co+k ke N,
2n

onde ¢y = F)(uy) com uy solugao de (N,).
Com respeito ao problema misto (supomos 92 = Ty U 1)

—Au+du = v em Q
(M) u = 0 em Ty
%“; =0 em I

temos que o resultado de Adimurthi-Mancini pode ser estendido ao caso em
que I'y e T'; formam uma separacdo de 92, ou seja, ambos sao fechados em
0. Neste caso, procuramos minimos do funcional @, em

V= {ueHl(Q);u=Oem I‘o}.

Em 1988, Lions-Pacella-Tricarico [33] provaram que, em um dominio com
um nimero finito de “angulos convexos”, existem solugdes de (M, ), se

Sy = &g{,Qx(u) <S5,
onde S é uma constante que depende da constante isoperimétrica de € rela-
tivo aT';.
Com respeito a solugdes u, tais que Q,(u) < 2;9 -, Grossi [26] provou,
em 1995, a existéncia, em dominios estritamente convexos, de solucdes que
satisfazem

S

Sn/2 2/n
W<Q,\(u)<< 5 +SA> .

Wang [54] também encontrou solugées deste tipo, mas em dominios pares.

2.4 Propriedades das solucoes

Ni-Takagi [36], em 1991, observaram que as solugdes do problema de
Neumann subcritico se concentram em determinados pontos, se fizermos A
tender a infinito. Mais exatamente as solugGes minimizantes uy de

13



(N>) %;‘; 0 em 00

‘ {—Au—f,\u = 4’ em §}

com 1 < p < p* e A suficientemente grandes, possuem apenas um ponto de
maximo z,, que pertence a fronteira do domfnio. Além disso, a solugao u,,
com ) tendendo a infinito, fica arbitrariamente pequena fora de um bola de
raio § em torno de z,. Em 1993, eles [37] demonstraram que estes maximos se
acumulam, quando A tende a infinito, em pontos de curvatura média miaxima.

Em 1993, Adimurthi-Pacella-Yadava [4] demonstraram resultados ans-
logos para o problema critico. De fato, demonstraram que, se n > 7, as
solucoes uy de N,, com

S
Ox(uy) < o

possuem apenas um ponto de maximo, para A grande. Este tipo de solugao
é chamada de solucao de energia baixa. No caso de solugées minimizantes,
estes pontos se acumulam em pontos de curvatura média mdxima, quando
A tende a infinito. Também encontraram, para qualquer ponto zo € 9
com curvatura média maxima, solu¢oes minimizantes u,, cujos maximos se
acumulam em zy. Para n = 5 e 6, Wang [53] provou o mesmo resultado. E
Pan-Xu [41], em 1996, provaram para n = 4.

Adimurthi-Pacella-Yadava [5], em 1995, generalizando o caso anterior,
mostraram que os pontos de acumulagao de maximos de solugoes de energia
baixa de (NN)) estdo entre os pontos criticos da fungido curvatura média.
A reciproca foi mostrada ainda em 1995 por Adimurthi-Mancini-Yadava [3].
Eles provaram que, se zg € 92 é um ponto critico da fungao curvatura média,
e tem curvatura média positiva, entao existem solugoes de baixa energia de
(NV,), cujos maximos se acumulam em z,, quando ) tende a infinito.

Outra propriedade, encontrada em 1989 independentemente por Han [28]
e Rey [45] [46], é o comportamento assintético das solugdes minimizantes de
(D,), para n > 4, quando A tende a 0. Eles provaram que

ue =0 em CYQ\ x),
|Vu|? = ké;, no sentido de distribuigdes, (2)
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onde z, é um ponto critico da fungao ¢(z) = g(z, x), e g(x, y) é a parte regular
da funcdo de Green correspondente. Ni-Wei [38] provaram um resultado
semelhante, mas, em seu artigo, o € um mdximo da funcao distancia ao
bordo d(.,052). Esta relacdo entre os pontos criticos da fungao de Green e
da funcao distancia é, em si, um resultado interessante. Rey [46], em 1990,
demonstrou que, para cada zp, ponto critico de ¢(z), temos uma sequéncia
de solugdes u), que satisfazem 2, para n > 5. Para o problema de Neumann,
o comportamento assintético das solugdes minimizantes, quando A tende a
infinito, foi estudado em [5] e [3].

2.5 Solugoes simétricas

Uma linha de pesquisa é a busca de propriedades de simetria de todas ou
de parte das solugoes, quando se trabalha em dominios com alguma forma
de simetria. Em 1979, Gidas-Ni-Nirenberg [25] mostraram que as solugbes
do problema

(F)

—Au = f(u) em
u = 0 em )

sao simétricas em relacido a um plano, desde que §2 seja simétrico em relacio
ao mesmo plano, e convexo nas diregoes ortogonais ao plano. Além da sime-
tria, eles provaram que as solugoes sao decrescentes ao se afastarem do plano.
Em particular, numa bola, as solugoes sao radiais. Para isso eles utilizaram
o método do plano mével (“moving planes”).

Para o problema de Neumann, foi provado que hd ruptura de simetria
(“symmetry breaking”), ou seja, existem fungdes f(u) tal que as solugdes do
problema de Neumann anélogo a (F') nao siao simétricas.

Em 1991, Ni-Takagi [36], usando propriedades de simetrizacio, provaram
que, quando {2 é uma bola ou um anel, as solugoes minimizantes uy do
problema subcritico, onde O(f(u)) < u?P”

-Au+du = f(u) em Q
& =0 em O
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sdo axialmente simétricas com relagao a uma reta que passa pelo ponto de
méximo P da solugdo. Mais ainda, u) é decrescente na dire¢ao 6 a partir de
P. Eles exigiram que a fungdo f(u) fosse analitica.

Em 1996, Lopes [34] demonstrou que as fungdes que minimizam funcionais
invariantes por rotagao, em um dominio £2, que seja uma bola ou um anel, sio
axialmente simétricas. Seu método, que utiliza o principio da continuagdo
Unica, evita os problemas de convexidade do dominio e de analiticidade das
fungoes envolvidas. No seu caso, a nao-linearidade f também pode depender
de z. Além disso, seu método se aplica a sistemas de equacoes.

Outra linha de pesquisa é a busca de solugbes simétricas, quando se tra-
balha em dominios com alguma forma de simetria. Wang [54] e [55] encontrou
solugbes simétricas para o problema (N,), supondo que o dominio €2 fosse
invariante por um grupo ciclico de isometrias de IR" e algumas condicoes
técnicas. Em especial em dominios pares, como ji citado. Ele utiliza o
Principio da criticalidade simétrica de Palais [39].

Comte e Knaap[20] e [21] encontraram solugdes simétricas com relagio a
um plano, para o problema a seguir, onde §2 é um dominio simétrico com
relagao ao mesmo plano,

o — em Of).

e%

Estas solugoes nao possuem sinal definido em 2. Em particular, elas
acharam uma infinidade de solugées na bola B", cada uma com ¢ regides
nodais, 1 = 1,2, - -, ou seja, regioes conexas maximais onde a solugao possui
um sinal definido. Em dominios ndo simétricos, Comte e Tarantello [22]
também encontraram solugoes que trocam de sinal.

{—Au+Au = |uff"'u em Q

2.6 Algumas generalizacoes

Os problemas anteriores foram generalizados em virias diregoes. A
primeira, ja citada, foi permitir ndo linearidades mais gerais, por exemplo,

- Au+4du=uP" 4 f(z,u),

com limg_,qo é—fi_‘i,l = 0. Isto foi estudado por Brezis-Nirenberg, no caso do

problema de Dirichlet, e por Wang, no caso do problema de Neumann.
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Outra possibilidade é considerar condigdes mais gerais na fronteira. Por
§
exemplo, Pan estudou o problema

—Au+du = v»~! em Q
% +tH(z)u 0 em I

onde H(z) é a curvatura média de z € 9. Ele mostrou que o parametro
t tem um valor critico para t = (n — 2)/2. Existem solugbes minimizantes
do problema, se t < (n — 2)/2, e elas se concentram em pontos de maxima
curvatura média. Se t > (n — 2)/2, s6 existem solugdes minimizantes, se
possuir um ponto de curvatura média negativa, e essas solucgoes se concentram
em pontos de curvatura média minima. Ver [40] e referéncias ai contidas, para
maiores detalhes.

Pode-se também estudar outros operadores, como o p—laplaciano Ayu =
div(|Vu|P~2Vu) ou o operador poliharménico (—A)¥u. Uma referéncia para
Apu é Peral [42] e para (—A)¥u é Pucci-Serrin [44]. Neste artigo, eles de-
finem dimensao critica como aquela em que ndo existem solugoes do problema
para )\ préximo de 0. Como dito na Segao 2.2, este fendmeno ocorre em n = 3,
se o operador é o laplaciano. Para outros operadores, isto ocorre em mais
dimensoes, como mostrado por eles para o operador poliharménico, e por
Clément-de Figueiredo-Mitidieri [19] para uma classe ampla de operadores.

No caso em que temos n = 2, nao existe expoente critico, pois a imersao
H' < [P existe para qualquer p. Mas através de uma desigualdade de
Trudinger-Moser, pode-se definir uma nogao de criticalidade também neste
caso. Ver, por exemplo, de Figueiredo-Ruf [24].

Ha& ainda, a possibilidade de investigar sistemas de equagoes. Neste caso,
o expoente critico se transforma numa hipérbole critica, como mostrado por
Clément-de Figueiredo-Mitidieri [18].

Uma sequéncia interessante é o estudo do problema de Neumann, ou com
outro tipo de condi¢ao na fronteira, para os operadores citados, particular-
mente em dominios nao suaves. Nao conhego trabalhos neste campo.

Quanto ao estudo de problemas em dominios com fronteira nao C?, temos
o trabalho de Marcus-Veron [35], que estudaram o problema

—Nu+hu—kuvw = —f em
u(z) — oc se dist(z,092) — 0,
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onde h,k, f sdo fungbes continuas em ). Eles encontraram este tipo de
solucao em dominios que satisfazem a propriedade do cone exterior.
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3 Minimizacao de funcionais

3.1 Introducao
Seja 2 um aberto limitado de IR" tal que

80 = To,uT U,
y=0Ty = or'y,
rynT', = 0,

com I’y e T'; abertos em 0). Seja
V={ue H'(Q);u=0em Iy}
Temos que V é um espago de Banach com a norma de H'(2)
Fu =M u i + I} Vu 3.

Vamos supor que V < LP*!, Sabemos que isto acontece para uma classe de
expoentes p. O maior valor de p, para o qual esta imersao existe é chamado
expoente critico e serd denotado neste trabalho por p*. Os expoentes na
faixa 1 < p < p* sao chamados subcriticos. Para estes expoentes, a imersao é
compacta, como pode ser visto na demonstragio dada por Adams [1], Lemma
6.6. Ele trabalha com dominios que satisfazem a propriedade do cone, mas
a prova vale no caso de dominios com volume finito. Vamos trabalhar tanto
na faixa subcritica, como no expoente critico. Para dominios lipschtzianos,
isto implica p < :—i—_g Porém para dominios menos suaves, este valor é menor
(por exemplo, Adams [1], na pag. 127, cita o dominio em IR3,

{(.’L‘l,IEQ,IL‘;;) € R? l o > O,IL’g <Ir < 3.’17%},

para o qual o expoente critico é 4).

Vamos procurar minimos, em V, do seguinte funcional, ao qual chamare-
mos de energia de u:

_ I Vulf +a w3

|| w ”§+1

Qx(u)

b
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em que p é menor ou igual ao expoente critico.

Como pode ser visto em de Figueiredo [23], este funcional, considerado
em H'(Q), é bem definido e C'. Igualando sua derivada a zero, temos que
um ponto critico u deste funcional satisfaz, para qualquer v € V, a equacao
de Euler-Lagrange

/nVu.Vv+/\/nuv=u/nu”v,
em que p = Qx(u).

Se u tem energia positiva, apds reescalonamento, ou seja, substituigao de
u por [Qx(u))Y®~Yu, vemos que u é solugio fraca do seguinte problema

—Au+dIu = v em

Bu
= =0 em Fl
v
(P3) u = 0 em T,
u > 0 em Q.
Denotamos
Sy = inf = inf Vull24A|lul?.
p=inf Q= il |Vl u
ueV
e definimos

K(Q)=inf{A€ R*| 3B =B(A);YueV @)
< All Vu I3 +B || u I3}

Notamos que o conjunto sobre o qual o infimo é tomado n3o é vazio, pois a
imersdo V < L, é continua. Quando ndo causar ambiguidade, omitiremos
) e escreveremos simplesmente K.

Vamos agora calcular o valor de K(£2) em trés situagoes, usando resulta-
dos ja conhecidos:

(i) No caso em que a imersdo é compacta, temos K(2) = 0, pelo lema a
seguir.

Lema 3.1.1 Seja X — Y — Z trés espagos de Banach, com a primeira
imersdo compacta. Entdo, para qualquer ¢, existe C(€), tal que, para qualquer

u € X, temos
lullv<ellullx +C(e) | ullz .
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Demonstragao: Ver Aubin [10].
No nosso caso, temos H'(2) — LP() — L*Q) eparal < p < p*, a
primeira imersdo é compacta.

(ii) Quando estamos no caso em que I'y = 9§ (problema de Dirichlet) e o
expoente é critico , p = z—f—g, entdo K() = £, pela invaridncia da melhor
constante de Sobolev:

Lema 3.1.2 Seja §) dominio de R™ e u € H}(). Entdo vale
1
i < o w3
A desigualdade € estrita se IR™ \ Q0 contém um aberto.
Demonstragao: Ver Struwe [49].
(iii)Se estamos com um dominio com fronteira C' e T'; # 0, ainda no caso
critico(p = 22), entdo K () = (2*/*)/S, pela desigualdade de Cherrier:

Lema 3.1.3 (Cherrier) Seja Q um dominio com fronteira C'. Para qual-
quer € > 0, existe C(¢), tal que, para qualquer u € H'(Q),

2/n

2
2
Il < (%

waw%amwm

Demonstragao: Ver Cherrier [17] ou Teorema 3.4.1, na sequéncia.

Se T'; ndo é vazio, isto é V # H], entao esta desigualdade para u € V é
a melhor possivel, como se pode ver usando a funcao

¢(z)

e+ |z - zo2)

em que
Zo € um ponto de I'y,
¢(z) é uma fungdo com suporte compacto contido em QU T,
#(z) = 1 em uma vizinhanga de zo.
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Neste capitulo, um ponto importante é o cilculo de K() em situagoes
distintas das descritas acima. Nele também estd a demonstracio do Teo-
rema 1, enunciado na introdugao. Ele serd reenunciado como Teorema 3.5.3
e provado na Segao 3.5.
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3.2 Alguns resultados preliminares

Seja A; o primeiro autovalor do problema

—Au+iu = 0 em
Bu

v
u = 0 em Ty

Temos, para qualquer v € V(Q),

/ |Vo|? > —/\1/1)2,
0

com igualdade para v = ¢, a primeira autofuncdo. Logo, Q),(v) > 0, e
Q> (¢1) = 0. Portanto, S, = 0.

S, é uma func¢do continua de )\ e os préximos trés lemas mostram pro-
priedades de S,.

Lema 3.2.1 Se A < A, entdo
Sj‘ < S,.

Além disso, se S € atingido e X < X entdo S5 < Sx. Em particular, se
A < A, temos Sy < 0.

Demonstragao: _

Imediata, pois A < A implica em Q5(u) < Qx(u), para qualquer u €
V' \ {0}. Para a segunda parte, utilizamos o fato que @, possui um minimo
i, e calculamos Q5 ().

]

No caso de A < A;, os minimos nao tém energia positiva. Observar que,
neste caso, os minimos existem, como podemos ver do Teorema 3.3.1. Mas,
tendo energia negativa, eles nao nos fornecem solugbes de Py ja que nao é
possivel fazer o rescalonamento desses minimos como usualmente. No caso
de A > A;, temos S > 0, como veremos na préxima segao.

Lema 3.2.2 S, < %, para qualquer A, com K definido por (3).
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Demonstragao: ,
Pela definigao de K, se A < K, entao temos, para qualquer B, em par-
ticular para B = MA, a existéncia de u € V, tal que

lullpe> ANl Vull3 +2A || u 3.

Dado ¢, escolhemos A € IR, tal que x+¢ > L > %, e escolhemos B = ) A.
Logo,
HVUH§+AHUH3< 1 1

<z +e
||u||§+1 A K

A K €

Como € é qualquer, pois podemos tomar A suficientemente préximo de

K, temos o lema.
]

Lema 3.2.3 limy_, S) = -,17

Demonstracao:

Suponhamos que ndo. Como S, < -,1; e S, é uma funcio crescente, temos
limy , Sy =a< %

Tomamos € tal que a+¢€ < % Como a + € > limy_,« S, pela monotoni-
cidade de S), temos que Sy < a + ¢. Isto é, para qualquer ), existe u, tal
que

| Vullz +x tu i< (e+€) | i3y -

Logo

1
2 2 2
hul> — Il Vulf +==— u3.

Por outro lado, pela definicdo de K (), ‘como L > K, existe B tal que,

a+te
para todou e V,
1
w20 —= I Vu I} +B [l u |},

e portanto,

2<B 2
e el Bllull
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o que é impossivel, como se vé tomando A maior que B(a + €).
[

Na sequéncia estudamos quando S é igual ao limite &, para algum .
Isto acontecerd exatamente quando o infimo na defini¢cao de K € alcancado. A
importancia disto, como veremos na préxima se¢ao, estd no fato que existem
minimos de S), se, € s6 se, S) < +.

Suponhamos que o infimo na definicio de K () seja atingido, ou seja,
podemos usar K no lugar de A.
Definimos

B,=inf{Be R|VueV|ul< K| Vu|2+B | ullf).

Lema 3.2.4 Suponhamos que K seja atingido. Se

B, . 1
> — = -,
A I entao Sy %
Se B 1
A< -I?l entdo S) < 7
Demonstragao:

Se S # = temos, pelo Lema 3.2.2, Sy < +. Ou seja, existe u € V, tal
que Qx(u) < &, isto é

1
IVulls +2 N wliz< 2l llpe -

Logo
K || Vu |l +AK || u llz<|lw 541 -

Assim
AK || u|l3< By [l ull3.

Tomando A > 2, chegamos a uma contradigao.
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Para a segunda parte, como AK < B, no6s temos a existéncia de u, tal

que
K || Vu |3 +AK || u|l3<|| u ||§+1>

o que implica Sx < %.

Corolério 3.2.1 Suponha que K seja atingido. Se
B,
> —I(—’

entdo nao eristem solugées minimizantes.

A

Demonstragao:

J4 sabemos, pelo Lema 3.2.1, que S, é estritamente decrescente 4 es-
querda, quando o infimo é assumido. O corolédrio segue, pois Sy é constante
para A > 8L, utilizando o Lema 3.2.4

|

No caso do problema de Dirichlet(Iy = 92), temos, pela desigualdade de
Poincaré, que B; = 0, e, portanto, o corolario acima nos remete ao resultado
de Pohozaev, que, no caso de dominios estrelados, nos mostra muito mais, a
saber, a inexisténcia de solucoes para P;.

Suponhamos, agora, que o fnfimo na defini¢cdo de K(f2) nio seja assumido.

Lema 3.2.5 Suponhamos que K ndo seja atingido. Entdo para qualquer

A € R, temos

1
SA(-I?.

Demonstragao:
Seja A € IR. Como temos, para qualquer B € IR, em particular B = AK,
a existéncia de u € V, tal que

K || Vu [l +2K [ u ll3<]l v l[741,

entao 9 )
| Vullz +2 |l ull; 1

< —.
(K K
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3.3 Condicoes para a existéncia de minimos

Nesta se¢ao, provamos o seguinte teorema

Teorema 3.3.1 Se 1
S,\ < ?,

entdo o infimo de QQ, € atingido. Ou seja, se

1
0< 85 < —,

(P») tem solugées minimizantes.

Observagao: Para o caso subcritico, é bastante conhecido o fato que o
minimo € atingido, independente do valor de S,. Este resultado pode ser
inferido do teorema acima, considerando ?(1? = oc.

Quando estamos no caso critico e I'y = 052, o resultado equivalente foi
provado por Brezis-Nirenberg [14]. No caso em que Iy # 92 e em que
o dominio tem fronteira C*, por Adimurthi-Yadava [6] e Wang [52]. Mais
precisamente, Adimurthi-Yadava provaram no caso em que I'y e I'; sdo unides
de componentes conexas disjuntas de Q2 (ou seja, v = @) e Wang, para o
problema de Neumann (I'; = 9Q).

No caso de termos dominios com um nimero finito de “4ngulos conve-
xo0s”, temos um resultado de Lions-Pacella-Tricarico [33], os quais provaram
um teorema similar ao Teorema 3.3.1, usando no lugar de K(2), uma con-
tante que depende da constante isoperimétrica de (2, relativo a I';. Essa
constante é dificil de ser calculada em geral. No presente trabalho, daremos
valores especfficos para K(§2) na Se¢do 3.4. Uma pergunta interessante é
qual a relacdo existente entre a constante usada por Lions-Pacella-Tricarico
e K(Q2). Como o teorema acima ndo vale para uma constante maior que
1/K, a constante deles tem que ser menor ou igual a 1/K.
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O Teorema 3.3.1, além de apresentar uma versao unificada dos resultados
enunciados acima, generaliza-os para dominios ndo C?, cobrindo tanto o caso
critico quanto o caso subcritico.

Demonstragao do Teorema 3.3.1:
Seja (u;) uma sequéncia minimizante normalizada para @), isto é,

1 Vuy 113 +2 11wy 1= Sx+ o(1) com || [lpss= 1. ()

Como , , B

luj 3= [ w2 < (furt)eriap=ar = o,
segue da equacdo (4) que a sequéncia (u;) é limitada em H!((2), e passando
a uma subsequéncia, podemos supor que u; converge fracamenteau € V .

Seja v; = u; — u. Logo,

v, H’_(‘Q) O, V4 ,ﬁl) 0, v g 0.

2

Entao, da equagao (4), temos
/Q | Voj + Vu |? +/\/Q('v,- +u)? = Sy +o(1),
e portanto
190 [ 42V0. Vurt | Vu 24202 + 20u+ ®) = Sa+o(1).  (5)

,ﬂl)

I
Como v; 0, temos que

/Qv;‘-’ = o(1).
E, como v; H ) 0, temos que
/Q Vv;.Vu + dvju = o(1).

Logo
[ 190 4] Vu  2u® = 83+ 0(2). (6)
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Utilizando o lema de Brezis-Lieb [13], que enunciaremos apés a demons-
tracao deste teorema, temos

L= [ utv = [ Ju P+ o P o) (7

Suponhamos, primeiramente, S, > 0.
Segue da equacdo (7) que

Sx< S |lu ||;2:+1 +Sx || v ||;2;+1 +o(1).
Logo,

L 190 B+ 1 Va3 < Syl w2 48 112 120 +o(1).  (8)

Como, pela defini¢ao de S, temos que
| Vully +2 fulz> Sl w54,
obtemos da equagdo (8) que
| Vo; 113< S | w5 [l +o(1).

Usando a definicdo de K(2), se K < 1/S,, dado A4, tal que K < A <
1/5), existe B, tal que

105 5 < Al Vs [z +B 1 v 117 -

Logo,
| Vo; [13< ASx || Vs I3 +BSx I} vj |2 +o(1).

Ou seja,
(1= ASy) || Vv; |13< BSx || v; |5 +o(1). (9)

Fazendo j tender a infinito, uma vez que || v; ||» tende a zero, temos

” VUj ”2—‘> 0,

ou seja,
u; — u em H'(Q).

Como @, é continuo, concluimos da equagdo( 4) que u é minimo de Q,.
Se Sy > 0, apds reescalonamento, u € solugao de P,.
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Suponhamos, agora, Sy < 0. Como || u [|2,,< 1, temos
Sl u o412 Sx.
Logo, da equagdo (6)
I Vu; (13 + 1 Vu [l +X3 [ u 3= Sy +0(1) < Sy || w54y +o(1).  (10)

Como
| Vull +X [ ull3> Sx | ullZ,,,

temos, da equagao( 10)
| Vj [13< o(1),

e, como acima, v; — 0 em V, ou seja, u; — u.
Isto termina a prova do Teorema 3.3.1.

Lema 3.3.1 (Brezis-Lieb) Se u, — u em guase todo ponto, com u, uni-
formemente limitada em LP, entédo

Jlusvs = [ Tul 1o P o).

Observagao: Da continuidade e monotonicidade de Sy e do fato que S,, =
0, concluimos que Sy < 1/K, se A suficientemente préximo de A;. Isto
implica, para estes valores de ), a existéncia de solu¢goes minimizantes e a
monotonicidade estrita de S,.

Definimos agora
~ 1
M =sup{d € R| S\ < T{—}

Corglério 3.3.1 Se )\ < A< :\1, entdo P\ tem solucdo minimizante. Se
A > A, ndo ezxiste tal solugdo.
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Demonstragao: i

A primeira afirmacao é imediata: se A\; < A < A, pela definicao de
A e pela monotonicidade de @y, temos que 0 < Sy < % Utilizando o
Teorema 3.3.1, Py tem solugao minimizante.

Fixemos agora, A > X;. Temos, pela monotonicidade, que S5 = %

Como S) nao é crescente para A\; < A < A, nao temos solugdes minimizantes,

conforme o Lema 3.2.1.
»

PERGUNTA: O que acontece se A = A;?

J4 sabemos que X < 0, no caso do problema de Dirichlet. Brezis-
Nirenberg provaram que A; = 0, se n > 4, e menor que zero, se n = 3.
Adimurthi-Mancini e Wang provaram que \; = oc, no caso do problema de
Neumann e fronteira C2.

Vamos, entao, calcular K(2) para alguns dominios e procurar determi-
nar ); para eles. No Teorema 3.4.1, calcularemos K (1) para dominios 2
nos quais I'y € lipschitziano, com p = 242, Usaremos métodos similares
aos usados na demonstragdo do teorema de Cherrier [17]. Para provarmos
que A\; = oc, necessitaremos da hipdtese que o dominio 2 tem um ponto
na fronteira com “curvatura média positiva”. Isto serd feito seguindo argu-
mentos similares aos usados nas demonstragdes dos teoremas de Wang [52] e
Adimurthi-Mancini [2].
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3.4 Calculando K(2)

Vamos, nesta se¢do, calcular K () para uma classe de dominios que
contém, em particular, intersecdes nao tangenciais de dominios C!, ou seja,
intersecoes de dominios cujos planos tangentes nao sao iguais nos pontos de
intersegao.

Definigao Seja P um ponto na fronteira 92 e Cp um cone em IR" (ou seja,
um dominio invariante por homotetia). Entendemos por carta diferencidvel
um difeomorfismo

A:B,(P)NQ — Cp

de B,(P) em IR" que leva P em 0, B,(P) N em Cp, e B,(P) N9 em
0Cp, e tal que o Jacobiano em P seja igual a identidade.

Hipétese D Dizemos que (2 satisfaz a hipétese D se, para cada P € T, U,
tivermos uma carta diferencidvel A como acima.

Observacgao: Uma consequéncia desta hipéotese é o fato de €2 ser um dominio
lipschitziano em pontos de I'; U~ e, como I'; U+ é compacto, é um dominio
lipschitziano em I'y U 7y.

Nos pontos de 'y, nao precisaremos de cartas especiais, j4 que as respec-
tivas constantes de Sobolev sdo independentes dos dominios (lembramos que
temos condic¢do de Dirichlet nos pontos de T').

Vamos supor que estamos no caso critico, o que, para dominios lip-
schitzianos, significa p = 242,

Definimos

eP = fS‘(O)ﬁCp dS, para Pe Fl,

6p = wn, para P € Q\ Ty,

en = infpeﬁ ep,
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em que w, é a drea da esfera de raio 1 em dimensao n. Notamos que B¢q é
diferente de 0, pois temos um dominio lipschitziano.
Definimos

N 11
wevce\(o} || Vu ||’
em que V(Cp) = {u € H(Cp);u = 0 em A(To N B,(P))}.
Se P € Ty, temos Kp = 1/S. Veremos que, para P € T, U+, se Cp é um
cone convexo,
( )2/n

S

3

Kp =

Exemplos: Seja z € IR" denotado por (z1,---,Zy,).

1. Se Q é Cy em todo ponto P € T'; U+, temos que o cone Cp pode ser
tomado como sendo o semi-espago

Cp={z € R"z, > 0}.
Deste modo, vemos que ©p = wy/2, para todo P € T'; U+, e portanto
1
eﬂ - '2_(1)”.

2. Se Q é uma semi-bola(bola N{z, > 0}), os pontos P € T U+, que ndo
sao C!, sio os pontos

{Pe RP,=0eP?+---+ P>, =1},

e nestes pontos podemos tomar

Cp={ze R"z, >0ez,-; >0}.

Deste modo vemos que, para este tipo de ponto, ©p = w,/4. Como os outros
pontos de T'; U~y sdo C*, temos que 0 minimo é

1
GQ = an.
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3. Se 2 € um cubo ou um quarto da bola(bola N{z3,z, > 0}) em R",
temos que os pontos que nos dao os minimos sao

{Pe R"P,=0,P,_;=0eP’+-..+ P2 ,}=1.

Nestes pontos podemos tomar o cone

Cpr={z€ R";,2,>0,2,_1 >0 e x,2>0}.

Logo, para este tipo de ponto, temos ©p = w, /8. Como os outros pontos de
I'; Uy sdo de tipos j4 analisados, temos
1

99 = §wn.

O mesmo ocorre se £ é um oitavo da bola(bola N{z;,z2,23 > 0}) em IR},
sendo que neste caso temos mais alguns pontos em I'; U+, incluindo a origem,
onde ©p = w, /8.

Teorema 3.4.1 Suponhamos que ) satisfaz hipdtese D. Entdo

K(Q) = EE&KP'

Observagao: Este resultado foi provado para dominios C* em Cherrier [17].

Demonstracao:
Primeiramente vamos provar que , dado

A > K := sup Kp,
Pedn

existe B(A) tal que, para todo v € V, vale

v llp< Al Vo Iz +B(A) || v 3 - (11)

Isto nos mostrard que K(2) < K. Posteriormente mostraremos que tal
representacao nio € possivel para A < K, o que completard a prova.
Por densidade, basta provarmos que (11) é verdadeira para fungoes C!.
Seja € > 0. Para todo P € §}, tomamos uma carta Ap de Bp em IR".
Lembramos que, nos pontos de I'; Uy, a carta é do tipo descrito na introducgao
a esta secdo. Tomemos uma cobertura finita C de £, depois de escolher as
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bolas Bp suficientemente pequenas, de tal modo que as bolas com centro em
pontos de T’y ndo interceptem I'y, e para que || J(Ap) — Id ||o< €1 (esco-
lheremos £, mais a frente), em qualquer ponto de Bp (J representa a matriz
jacobiana). Vamos mostrar a seguir, que podemos escolher £; de modo que
se tenha

5 16) < |det(JAR)| < (1 + &),

[J(AR)ul* < (1 +€)uf’.

De fato, denotando por S, o grupo simétrico de ordem n, temos

n n
|det(TAp) = |3 Taw| > Mlasl+ 5 o]
€S, i=1 i=1 o€Sa\{1d} i=1
> (1+e1)" +nl(l+e)" 22
> 1+4¢,
e
n n n
ldet(JAR) =| Y IMaiww| > Illasl— X Tllawml
€Sy i=1 i=1 s€S\{1d} i=1
> (1—¢&)*—nl(1+4¢)" 22
1
1+¢’
e também

|J(Ap)ul® = leauu;l <[t +e)* + (n~ Dellul® < (1 + &) ul.

=1 j=1

Escolhemos €; de tal modo que as iltimas desigualdades em cada ex-
pressao sejam verdadeiras.
Neste caso, usando a férmula de mudanga de varidveis quando y = Ap(z):

/Ap(n) f(y)dy = /Qf(AP(z))I det(J(A(z)))| dz,
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temos, para qualquer fung¢ao v, com suporte em Bp,

St = P+ |det(J(Ap))| >
Lo lvea™ P = [vP* de((Ar)] 2

1 p+1
2 (1+5)/n|v| '

Temos também

[ | VoA = [ (1(V0) 0 AR TR I
(1+¢) /AP(Q) | (V) 0 ARY|?
(1+&) [ 1 (Vo)Pldet(I(Ap))]
< (1+s)(1+5)/ﬂ|Vv 2
< (1-1—5)2/Q|Vv|2.

IN

IN

Tomamos, entdo, uma parti¢do da unidade ®?, subordinada & cobertura
C. Portanto v = Y ®?v.
Logo,

o lpa=lo® e = || 3o0"®F (o

D110 flog

E | v®; ||§+1

Y(1+e) || (v&:) o AR [l

Y (1+e)Kp || V(v 0 AR) |13,
Y (1+6)K || V(v®; 0 AR) |13,

IA

IANIA A IA

onde as iltimas desigualdades vém da defini¢ao de Kp.
Temos, portanto,

lol3a< (L +e)*K 30 || V(e |2,
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SIvee) = %[ V(e [
Z/B 82 | Vo |2 +28:0|VE; - Vo + oF | V; <
J e +DE [ (w9l +0?)

2 / 2
/ﬂ;vm 4D || v |2 +D2/BP|U.VU|
< (1+4e) || Vo |l +C || v 3,

IA

IA

onde a tltima desigualdade é obtido através da relacao:
Ty < ez’ + B(e)y>.
Logo vale
1o 34 S KA +e)° [(1+e) | Vo [ +C [l v ]

para algum C.
Tomando ¢ suficientemente pequeno, temos que, para qualquer A > K,
existe B > 0 tal que

lvlpn< Al Vo llz +B [ v, (12)

para qualquer v € V. Isto mostra que K(Q2) < K.
Para vermos que K(2) = K, tomamos A < K, o que implica a existéncia
de P € T; U~ tal que A < Kp. Logo existe u € V(Cp) tal que

%> All V.

Tomando
_ 1 T
Ve = mu(z)

na equagao(12), chegamos a uma contradigao.
=

Na sequéncia, usamos o seguinte teorema de Lions-Pacella-Tricarico [33]:
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Teorema 3.4.2 (LPT) Se C € um cone convezo, entdo

% llp+s
| V|2

atinge um mdzimo K¢ para a fungao

1

RCEAERRG

Utilizando este teorema, vamos entao calcular o valor de Kp, no caso em
que Cp € um cone convexo. Primeiramente, para P € T'y:

Lema 3.4.1 Seja P € T, em que Cp é um cone convero. Entdo

S

Kp = =25

Demonstracao:
O teorema de Lions-Pacella-Tricarico afirma que o supremo Kp = K¢, é
atingido na funcao radial

1

v = U5 = __(6 + |x' I2)n/27

definida para £ € Cp. Denotando por ¥ a mesma fungdo definida em IR"
vale

Ke | Vo Bl vl = (222)7 16130
SR
= (B Ly
)" e



Logo,

S

h-]

S’
1)

Agora, para P € :

Lema 3.4.2 Seja P € v em que Cp € um cone convezo. Entdo

Demonstracao:

Como V(Cp) € H*(Cp), o lema segue do Lema 3.4.1. Neste caso, ndo
podemos provar igualdade, pois V(Cp) # H(Cp). Em particular, u, ¢
V(Cp). Notamos que o valor de Kp s6 pode melhorar, e podemos tomar o
valor deste lema, como uma estimativa conservadora.

]

Podemos, entao calcular Kq:
Corolédrio 3.4.1 Se Cp € um cone convezro para qualqguer P € T'; U~y entdo

K(@) =%

No caso em que temos cones nao convexos, uma vez que o teorema de
Lions-Pacella-Tricarico nao se mantém vilido, ndo conseguimos determinar
o valor de K, como no lema acima. Sabemos apenas que no caso geral

K(Q) > gi—#iﬁ—)—
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Para vermos que esta desigualdade pode‘ser estrita, temos os seguintes
contra-exemplos:

Contra-exemplo 1:

Seja C um cone com f¢c > %2, e com pontos onde a fronteira é C?. Usando
as funcoes-teste Uy, se concentrando em algum destes pontos, verificamos que

22/11
S ?

valor maior que aquele que aparece no lema, qual seja

K(C)2

2
n

W
(62‘-) < 22/71
S S

Evidentemente, qualquer cone com angulo sélido maior que a metade da drea
da esfera nao é convexo.

Contra-exemplo 2:

Seja C,, uma sequéncia de cones, cujas fronteiras passam por um ponto
P. Suponhamos que perto de P todos os cones sejam iguais, ou seja, que
exista p, tal que Cp, N B,(P) seja independente de m. Como curvatura média
é um conceito local, a curvatura média em P também serd independente de
m, e vamos supor que seja positiva. Suponhamos também que O¢,, ' “.
Tomando
¢(z)

Ue\T) = 77
O T T
com ¢(z) = 0, se |z — P| > p, temos que u.(z) € H(Cy,), para qualquer m,

e (|| ue 1241 / || Vue ||3) é independente de m.
Sabemos que existe ¢, tal que

| e N34 227
| Vue fl = §°

(13)

0 que implica

I ue 1240
KCm Z ——p+_'
| Vue |13
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Suponhamos que

3

()

K¢, = =
Cm S
para todo m. Logo
22/n
K¢, — ,
Cm S

e teriamos, de acordo com a desigualdade (13), para m suficientemente
grande,

|| ue ||§+1

| Ve 13

0 que é uma contradi¢do com a definicao de K¢, .

Neste contra-exemplo, nds temos cones 'pequenos’, ou seja, com 8¢c menor
que a metade do dngulo total. O que ele nos mostra é que um cone, que tenha
angulo sélido préximo de w,/2 e um ponto de curvatura média dada, ndo é
convexo, ou equivalentemente um cone convexo com angulo sélido préximo a
wn/2 tem que ter apenas pontos de curvatura média pequena. Uma pergunta
interessante é a relacao entre a curvatura média maxima e o angulo sdlido
do cone. (No limite, 8c = w,/2, 0 Gnico cone convexo é o semi-espago, que
tem curvatura média nula em todo ponto).

Kcm <

Se um dado ponto P pertence a -y (em nosso problema), o valor corres-
pondente de Kp nao é tao grande quanto seria se P pertencesse a I'; (em
outro problema), para o mesmo . A anélise acima nao leva em conta este
aspecto, porque calcular seu valor exato é dificil. No entanto, isto pode ser
feito em um caso importante, a saber:

Teorema 3.4.3 Seja C um cone com I'y planar. Entdo

22/11
g

K¢ =

Demonstragao:

E suficiente fazer uma reflexdo sobre a parte planar. Temos, entdio um
cone C que nao tem I'y, isto é, com condigdo de Dirichlet na fronteira. Neste
caso, ja sabemos que K¢ = 3.
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Para qualquer u € H,(C) com u|r, = 0, denotando por i sua reflexao,

temos
Il u ||;2:+1 _ 92/n | @ ”,2;+1 22/'1.
| Vu |13 Vil = S
Logo,
22/11
K > .
©)2 =

Para vermos que de fato temos igualdade, é suficiente tomarmos

_ ¢(z)
= @+ - PP

em que P é um ponto de . E ficil ver que (|| ue |24, / || Vuc ||2) est

arbitrariamente préximo de (2%")/S.

Como uma aplicagdo deste teorema, tomamos

Q=28 ={re Rz=(r0,¢0),0<1r<1,0<60<6b},
To ={z€8S4;0=00ub =6}\7,
I ={z€8Sg;r=1}\7v

v ={z€R%(0=0 ou §=6;) e r=1}.

a

Temos que os pontos de I'; sao C', e portanto ©p = w,/2, neste caso.

Quanto aos pontos de v, temos

Cr={z € R%1,>0 e z, >0},

o que implica 8p = w,/4. Pelo Teorema 3.4.1, deveriamos ter K(Q)
((‘%’)2/")/5. No entanto, como, se P € v, a imagem de I'; no cone Cp
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planar, temos, pelo Teorema 3.4.3, K¢, = (22/*)/S. Como isto também vale
para P € Ty, temos que o minimo K () = (2%/%)/8.

Como veremos na Secao 3.5, isto nos permitird obter solugdes em Sy, €
como veremos no Capitulo 4, obter solugoes na bola com 2n regioes nodais,
para qualquer n.
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3.5 Estimativa de S,

Nesta segao, vamos supor I'g # 052, ou seja, ndo estaremos tratando
o caso em que s6 temos condigdo de Dirichlet na fronteira. Este caso foi
estudado no artigo de Brezis-Nirenberg [14]. Por outro lado, o caso em
que temos condi¢io de Neumann e uma fronteira de classe C? foi abordado
independentemente por Adimurthi-Mancini [2] e Wang [52]. Este caso estd
coberto e é generalizado pelo Teorema 3.5.1 abaixo.

Entao seja §2 um dominio satisfazendo a Hipé6tese D, com um cone Cp
convexo em cada ponto. Nés vamos estudar o caso critico, p = 2—'—_*% O caso
subcritico nao precisa de estimativas, pois, neste caso, o infimo é sempre
atingido. Também assumiremos que existe um ponto P € Ty, tal que 6p =
Oq.

Como o funcional @, € invariante por translacio e rotagdo, podemos
sempre assumir que P = 0 e que podemos definir fungdes C(z') e ¥(z') de
R™! em IR, de tal forma que o cone seja definido por

z=(z,z,) € Cp & z, > C(2')
e o dominio {2 por
z€Q &z, >C(z") +¥(x)).

Como A(z) é uma carta diferencidvel, vemos que ¥(z') é uma funcao C'.

Lembramos que

TN
1Y)

Na sequéncia, vamos usar a notagdo y = (r,6) € R""!. Denotaremos
por ug € IR"! um vetor com norma unitéria na direcio em que ¥ apresente
maior crescimento positivo, ou seja,

P(tug) > ¥(ty)
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para qualquer y € IR"! com norma unitdria, e t € IR suficientemente pe-

queno.
Vamos definir algumas fungoes auxiliares:

\Ill : Rn_l - R
. v
‘1’1(?/) = llm(._)g \I’J(%Ly_o% (14)

¥, :R*-> R

v, ( r 6
o~ _ (1 +C(110)2)1ﬁ, )
bi(r) = -/S"‘Q(r) (1+C(1,6)%)/2 0. (15)

Definigao 1: Dizemos que um ponto P € 92 tem uma curvatura média
generalizada positiva, relativamente ao cone Cp, se

n—2

[]oo ‘il (T)m dr > 0, (16)

oo . rn

/0 N e
0o . Tn—2

A ‘I’l(T)m dr

> 1. (17)

Na préxima defini¢do, utilizamos a notagao

ord(¥(z)) = f(t), onde f: R — R.

Ela significa que C,f(t) < ¥(tug) < Ca2f(t), para determinadas constantes
C, e (s, e qualquer t suficientemente pequeno. Isto significa que
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%(z)| = O(f(|al)) , mas [¥(z)] # o(f(lz]).

Notamos que sé nos interessa a dire¢io up de maior crescimento. Diremos
que

f1(t) = ord(¥(z)) > ord(®(x)) = fa(t),

_ .. fl(t)
se fa(t) = o(f1(t)), ou seja lim O 0.

Definigao 2 Um ponto P tem aproximacgao critica, se
ord(¥) = t3, para n > 4,
ord(¥) = t*|log(t)|, paran =4,

ord(¥) = 2, para n = 3.

No caso de um dominio com fronteira C? e um ponto que nao tem cur-
vatura média nula, a definicdo 1 acima coincide com a definicdo usual, que
definimos a seguir. Como pode ser visto em do Carmo [16], pag. 131, a
curvatura média H de um ponto p em uma hipersuperficie M™"! C IR" é
definida como

H=

1
1trago(d 9p)

onde g, : M — S™~! é a aplicagdo normal de Gauss, que leva cada ponto de
M no vetor normal a M em p. No caso de M ser o bordo de um dominio.
convenciona-se que é o vetor normal apontando para o exterior do dominio.
Se a hipersuperficie é definida localmente por

TEME f(z) =a,

onde a é um valor regular da fungdo C? f : R® — IR, entdo pode ser
mostrado [16], pag. 141, que
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e div( grad/ ) (18)

“n=1 " \| gradf |
No caso que estamos tratando, se supomos que a fronteira de {2 é C? no
ponto P = (0,---,0), temos que f(z) pode ser escrita como
n-1

f(@) = —za+ Y ailzil® + of|z]?),

i=1

e, portanto

gradf = (2a1x1, -+, 2a,_1%p-1, —1) + o(|z]),

|| gradf [|= 1+ O(|x]).

Isto implica em

gradf

—— = 2a41%1," ", 20y _1Tpn-1, —1) + 0(|z]),
” gradf ll 1L1 n—1 1 ) (l l)

di i_df_):2 .
*(rear 3 o +O(le)

Entéo, utilizando a férmula (18), temos que a curvatura média, no ponto
P=(0,---,0), é

H=

9 n-1
Z a;.
=1

n—1:

Logo, a curvatura média é positiva, se, e sé se,

n—1
Z a; > 0.

=1
Veremos a seguir que esta também é uma hipdtese suficiente para termos
curvatura média generalizada positiva, no caso em que a fronteira é C2?. Mais
geralmente, provamos o seguinte lema, onde vemos que pontods de curvatura
média nula, podem ter curvatura média generalizada positiva.
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Lema 3.5.1 Sejam C(z')=0c¢e

n—1
U(z') = Y ailal® + o(|2']%),
=1
coml<§d<n-—1. Entio P tem curvatura média generalizada positiva, se,
e sd se,

n—1
Z a; > 0.

i=1

Demonstragao:
Seja

n-1

U(z) =Y ailz:il® + o(z?).

i=1

Como, ¥ a; > 0, podemos, sem perda de generalidade supor que a; > 0,
e que a direcdo de maior crescimento é

u, = (1,0, - -,0).

Dai decorre facilmente que a; > a;, para qualquer j = 2,---,n — 1. Entdo

onde C é uma constante. A primeira parte da defini¢do (1), equacio (16),
se torna 6bvia, visto que estamos tratando do caso em que Z;‘;ll a; > 0e
ap > 0. Quanto a segunda parte, equacao (17), utilizando integracio por
partes (u = r%/(1 + r2)""! dv = r"~2dr), obtemos

oo plpn=2p 0o §ro-lpn=1dp oo popn dp
- 1

0 (1+,,.2)n—1— (1 + r2)n-1 + o A+r9)"
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ou seja,

5 oo pépn=2dr o< pépndr
(1+n—1)/0 (1+r2)"‘1—2/0 1+ 2™ (19)

Por outo lado, fazendo r™ = r"~%(1 + r? — 1), segue que

/°° r’rhdr e pirn24r /°° rorn—2dr (20)
o (T+72)" Jo (L+r)n-1 Sy (14720
Portanto, levando a equagdo (19) na equaciao (20), temos que
/°° rértdr 2 o rorn gy oo rérn—2dr
o 1+ (1+@/(n—-1))Jo 1+ Jo (1472’
o que implica
2 o plpndr /°° rorn—2dr
1+ (6/(n—1)) o (1+r2)n  Jo (1472
Isto mostra que
n—1 a: o0 rn
2)e [Tt dr
(,_Zlao) 0 (1+r2)" 1 n—-1+6
n—1-4§

2
e [ T

Logo, P tem curvatura média generalizada positiva e isto termina a prova

do Lema 3.5.1.
B

Em particular, notamos que se 2 < § < n—1, P tem curvatura média nula,
o que é trivialmente visto, j4 que nao temos termos de grau 2, e curvatura
média generalizada positiva, como demonstrado acima.
Antes de demonstrar o principal resultado desta se¢do, daremos um re-
sultado sobre a seguinte fung¢do definida em IR™. Seja
1

UA\T ) = ———————————= 2
(z) T (21)
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Lema 3.5.2 Temos
Jrn |Vue|2
Jge |“e|p+1

Jgn |U5|2

Temos também, para (2 C R"

[ ud® = {

Além disso,

Demonstragao:
Temos, para n > 4,

| e
R"

=2

= Ky ®, para n>2

= Ky %, para n>?2
n—-4

= Kz 7, para n>4.

qualquer aberto limitado

0(1)

O(|log(e)l)

,sen=3

, sen =4,

dx
o ph-ldp
“n /o (€ + r2)n—2
o %5 gn1e3 dg
w /0 en-2(1 + s2)n—2
Wn s" lds
52';-4 0 (1 + 82)"-2

i

(24)

oo




E, para n > 2,

/an |Vu)?

E também

Notamos que

pois u,, a menos de
equagao em IR"

/ (n— 2)’|z|*dz
n (et |zA)"
Loz [ rttidr
(n-2) w"/o (€ + r2)n
ol n41, L
2 ® e 2 g lerds
n=2en [ iy )
(n— 22w, o s*tlds
e"% 0 (1+32)”
Klﬁ_z‘%z-.
_ / dz
e (e 2P
o rh-ldr
Y (e+r2)m
n—1 1
© ¢35 g™ lezds
= —_—_ 26
"./0 (1 + s?)» (26)
_ wn /°° s" lds
T e do (1+82)n
= KQC—%.
K
s- K
K3¥

multiplicacdo por uma constante, ¢ uma solugdo da

—Au=u"1,
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e sabemos, pelo artigo de Talenti [50], que estas solugbes em H'(IR") sao
minimos do funcional

Q(U) — ” Vu “2

A constante S é definida como o valor deste minimo.
Utilizando integragao por partes, como no lema 3.5.1, com ¢ = 1, vemos
que

0 3"+1ds
K -
K, 00 s"lds
o 1T+s)"
_ _ an—1+1
- (n 2) n—1-1
= n(n-2).

As igualdades (25), (26) sao vdlidas para n > 2, mas a igualdade (24) é
valida apenas para n > 4. Nos casos n = 3 e 4, tomamos uma bola By tal
que 2 C Bg. Logo,

[l < -
0 Br

< R ™5 s les ds
- wn/O e"‘2(1+32)" -2

/-T 13:. 52dj 7 (27)
— ( ,sen=3
“ 1 O(Jlog(e)]) ,sen=4.
m

Vamos, entao procurar condigdes que nos garantam que S, estd em um
nivel que nos permita descobrir solugoes de (Py).
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Teorema 3.5.1 Para e suficientemente pequeno, se ord(¥) € menor quet e
maior que a aprorimagdo critica, e se P tem curvatura média generalizada
positiva, entdo eriste v € V, tal que

o que implica

Observagio: O caso n = 3 e ord(¥) = t? é muito importante, mas ndo é
coberto por este teorema. Em particular este caso é utilizado para resolver
o problema em dominios C? contidos em IR3. Ele pode ser estudado usando
o fato que

o rSdr
— = 0(]]
L e = Oog(
(ver Adimurthi-Mancini [2] ou Wang [52] para detalhes).
Demonstragao: Queremos mostrar que

Q)«(vé) < '1_v
P

para alguma fungio v, € V = {u € H'(Q);u = 0 em Ty}. Escolhemos a
funcdo dada pela equagdo (21), a menos de uma pequena perturbagio

¢(z)

vl(z) (e+ | z |2)*5

onde ¢(z) é uma fung¢do com suporte numa bola de raio § pequeno em torno
da origem, de modo que tal suporte nao intercepte I'g, € com ¢(zr) = 1 na
bola de raio 6/2.

Vamos dividir a prova em trés passos. No primeiro passo, fazemos algu-
mas definigGes e cdlculos iniciais. Na segunda calculamos @) (ve). Na terceira,
provamos que Q(v.) < 1/Kp.

Vamos, entdo ao primeiro passo:

Seja

L ={(z',z,) € B;; C(z') < z,, < C(z') + ¥(z")},
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em que B; é uma bola de raio § em torno da origem. Em outras palavras,
¥ é a parte do cone que nao pertence ao dominio. Suporemos que ¥ foi

estendida para o infinito.
No comeco da demonstragdo, chamaremos de f(z) quaisquer das fungoes

abaixo
|U¢|2, |Vuel2a |u£|p+1,
e de f1(z) as seguintes

[vef?, |V[?, e[

Primeiramente notamos que

/Rn\st flz)dz e / fi(z) dz

IR™\ B

sao uniformemente limitadas com respeito a € (para ver isto, basta estimar
|z|? + € por |z|? nas integrais), e, portanto, podemos somar e subtrair termos

do tipo
/n\n f(x)dz e /;z\n fi(z) dz,

sendo B qualquer dominio limitado, apenas acrescentando O(1), para qual-
quer um daqueles integrandos.
Logo,

/nfl(z) dr = /mB& fl(x)d:c+/n\m fi(x) dz
Loy, i@ da Loy, i@z +0()

i

(28)

Supondo que B; é a bola de raio §/2, vemos que u(z) = v(z), e podemos
trocar f; por f. Portanto,

[ fi@)dz = /m‘s flaydz - [ o f@)dz+0)
= [ J(z)dz - /Mf(x) do — [ f(z)dz+
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+ f(z)dz + O(1)

T\ Bs
- /CP f@)de - [ f(@)dz+0(1)
- %’: /’m flz)dz — [ f(z)dz+00). (29)

Para obtermos [, fi(z) dz, como ja calculamos [g» f(r)dz no lema 3.5.2,
basta estimar [ f(z)dz, onde f(z) é qualquer daqueles integrandos acima.
Entao, temos,

[i@a = [ [ )
T = T x
g IV R C(z") ) G
/ ci' +w(y
n/2 / LJ!
€ /W_1 T f(Vey)dyn.
Vamos agora ao segundo passo, ou seja vamos calcular o valor dos trés

integrandos acima e depois calcular Qx(ve):
Comegamos calculando

L(e): = /2|V“6|2

_ o /—‘L‘C’V"L@ (n = 2%y e dya
R w9 (1 + [yH)n
28 [ gy [

7 e 49@ (1+ [y

(n— (Iy'1* + y2) dyn

522—2 /R" ! dy /ﬂ{;@ (14 |y]2+y2)n

Usando ug definido no inicio desta segao, e o fato que, para qualquer funcio
g, vale

/:+Aa g9(z)dz = g(a)Aa + o(Aa),
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temos

n—1

€ 32
€7 g _
1}—»11(1) U (4/euo) 1(€)

. 2 S(Vey) Ve Cy) + |y
= lig(n—2) ./mﬂ—‘ Wt W) T+ CWy + W

Como o cone Cp é invariante por homotetia, temos que C(y') = |y/|>C(1,6),
e portanto

n=1

lim —Lz—-Il (¢) =

0 U(y/euo)

(1+CL 6N
1+ (1+C(1,6))|y?)"

i

(=2 [, W)

(1+C(@1,8)*)r"

= (=22 [ a0 [T arw, O G CaFD

sn~-2

onde usamos a fungdo ¥;(z') definida em (14). Fazendo a mudanca de vari-
dvel s = (14 C(1, 0)?)/?r, temos

lim — o I(e) =
T (ew) ) =

_ (n —2)%ds s s"
= [ A+ Ca,o7 ((1 o, 0)2)1/2’0) T+
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Usando Teorema de Fubini, e a fungdo definida em (15), temos

lim— L(e) = (n-—2)° /0“@1(3)(-11:.‘2—3-);.

>0 U(y/euo)
Logo
Y(\/eu
o =0 (L))
€3
Portanto

f1ved = £k 1+ 00,

Analogamente obtemos o valor das outras integrais

[ et = ——ng 3 - L)+ 0(1),

em que
= | fuft,
2(€) = [ lud
tendo como valor
lim ———— / ds\I’

ou seja,

(31)

(32)



E, também

i

/Q lvel>=0 (e'"—;‘) . (33)

No que segue, consideraremos apenas o caso n > 4. O mesmo raciocinio
se aplica aos casos n = 3 e 4, bastando trocar O(e~ ‘T‘) por O(1), se estamos
no caso n = 3, e por O] log(e)l)), se estamos no caso n = 4, como podemos
ver da equacdo (27).

Neste caso, das equagdes (31), (32), (33) e da definigdo de @), temos

Oe g e — I(e) + O(1) + O(™F)

Qualed = [%—E—ng'g — I(e) + 0(1)]?737

Agora, vamos ao terceiro passo, onde provaremos o teorema:

Resta provar que, com as hipéteses do teorema, temos, para e suficiente-
mente pequeno,

S

Qx(ve) < (—8—%?;,

_ _K
ou, como S = ?,
KZ

[——Kle  — L) + O( [ <

= [—K26-7_12(e)+0(1)]p—17.
Kp T Wp
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Fazendo a multiplicagio indicada no primeiro membro, temos

(G2 ~ (2P (@ +0( )] <

Wn P

K O ket e +0q)
Ky Un
Dividindo por K,
(%)1_2/%-—&;2 — Kil %%)2/"11(6) + O(e'%i) <
< [—Q—Pe_% - —Ig(e)]r_i_’.

Wn K2

Elevando o segundo membro ao expoente indicado e desprezando os termos
de ordem menor, chegamos a

(92)1_% . (w,, V2" 1 (e) + O™ <

Wn
<&y - L naSyrt
Cancelando termos,
— (PR () + O ) < -2 - B((22) e

O que implica em
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Li(e) + O(e~F%) 2 K,
eT2(e) 7 p+1K,
n-2K,

(34)

Neste ponto usamos o fato que P tem curvatura média generalizada positiva.
Vemos que I;(€) tem o mesmo sinal de [5° ‘1’1(1’)(&',:7% dr, que é positivo pela
equagao (16) na definigdo (1).

Continuando, para termos algum € em que vale a equacdo (34), basta

termos
. Il (f) n—2 Kl
lim —

0 6]2(6) > n K, -

onde usamos a equagdo (23). Neste ponto usamos o fato de P ter aproximagao
critica. Podemos desprezar o termo

(n—2)%,

n—4
O(e ),
pois estamos considerando o caso em que

O(Ii(¢€)) > O(e"%i), isto é ord(¥) > t3,

para n > 4. Seria equivalente a termos
O(Ii(€)) > O(| log(e)]), isto é ord(¥) > 3| log(t)]),

para n = 4, ou

O(Ii{€)) > O(1), isto é ord(¥) > t?,

para n = 3.
Vamos, entdo calcular

n—1

— T _Ii(e)

1 L) B(feuw)
(n—-2)211—1)%612(e) N P—IE(} elglo

‘I’(\/EUO)Iz(e)
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/°° $ (1) ——— dr
]

(1472

* § (1) dr
/o 1(r)(l+r2)" r

Para obtermos a tese do teorema, ou seja, para termos @ (ve) < xl; com

¢ suficientemente pequeno, basta que o ultimo quociente seja menor que 1.

Isto quer dizer pela equagio (17) da definigao (1) que P tem curvatura média
generalizada positiva, que é a nossa hip6tese. Isto prova o Teorema 3.5.1.

[

Damos, agora, uma condigao suficiente para termos a hip6tese do teorema
anterior. Vamos supor que $¥(z) > 0 numa vizinhanga de P e t* < ord(¥) <
t. Eu conjeturo que nido teremos solugdes minimizantes, no caso em que
t® > ord(¥). Se ord(¥) > t, nés estamos utilizando o cone errado, pois
nio podemos ter a carta C' com Jacobiano igual a identidade na origem.
Quanto ao fato da derivada ser positiva, é necessirio alguma hipdtese deste
tipo. No caso, estamos dizendo que, localmente, o0 dominio estd localizado
dentro do cone tangente. Adimurthi-Mancini e Wang assumem uma hipétese
mais forte, qual seja, a existéncia de um ponto com curvatura média positiva.
Lembro que eles podem fazer isso, pois seus dominios sio C? em todo ponto,
e portanto existe um ponto deste tipo.

Teorema 3.5.2 Se um ponto P tem aprozimagdo maior que a critica,

oy
'37(1/)

para y numa vizinhanca de P, sendo positiva em tuy, para t suficiente pe-
queno, entdo P tem curvatura média generalizada positiva.

>0

Demonstragao:
Utilizando integracdo por partes (u = ¥(r)/(1 + r2)""'dv = r"*2dr),
obtemos

o U(r)r*=2dr o W'(r)r"ldr © Y(r)rtdr
/o A +rfn1 n—lf (14 r2)n-t +2/o (1472’ (35)
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\

Por outo lado, fazendo r™ = r*~2(1 + r2 — 1), segue que

© §(r)r*dr _ / Y(r)r~2dr /°° U(r)r"=2dr (36)
0

o (147" A+ 2t A+

Portanto, levando a equagao (35) na equacdo (36), temos que

/°° U(r)rtdr / W' (r)yr*ldr 2/°° U(r)yr*dr
o (1472 n—l (14 r2)n-t o (1472

_/ r)r"‘2 dr

(T

o que implica

/00 Y(r)yrtdr /00 U(r)rn2 dr /°° U'(r)r"=tdr

o (1472  Jo (141" (n—l) 1+r2 n-1"
Isto mostra que

o . ™ oo P19 (1) dr

e L “(TTT‘

n—2 n—f

/ooo‘i“(r)fﬁr_“’)ﬁdr n—l)/ i

Entao, para o primeiro termo da equac¢ido acima ser maior do que 1, é
suficiente termos

_ ou
¥i(r)>0, ou E‘(y) >0,

sendo positiva em algum ponto. Mas esta é a nossa hipétese.
[
Vamos, entdo reenunciar € demonstrar o Teorema central deste capftulo.

Teorema 3.5.3 Seja 2 um dominio limitado de R" com fronteira Q) =
I'o UT,, satisfazendo a hipdtese D, com Cp um cone convero para cada
ponto de T'y. Suponhamos que exista um ponto P € T, tal que ©p = Oq,
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com curvatura média generalizada positiva e com aprorimagaGo maior que a
critica. Entdo, para A > ), o problema

—Au+du = v em
& — 0 em I
v
(P3) u = 0 em Ty
u > 0 em Q

possui uma solugdo fraca uy, que minimiza o funcional Q5. Temos, também,

Qa(ux) < K(lﬂ) = S .

w.
(&)
Demonstragao:

O Teorema 3.5.1 nos d4 uma fungio v, € V, que mostra que

, 11
S=f ) <& = %oy

3 o]

O Teorema 3.3.1 pode, entdo, ser aplicado, e terminamos a prova.

Diferentemente do caso em que a fronteira é C?, existem dominios com
fronteira lipschitziana, onde nao hd pontos com curvatura média generalizada
positiva; por exemplo, em um cubo, a curvatura média generalizada é nula em
todo ponto. Eu conjeturo, todavia, que se a curvatura média generalizada
nao € positiva em algum ponto P de I'; com ©p = Bgq, o infimo nao é
atingido, para A suficientemente grande.

Agora daremos exemplos de dominios, com fronteira ndo C!, que satis-
fazem as condigGes do Teorema 3.5.3.

Tomamos um dominio §2, com fronteira C2, simétrico em relagdo a um
plano H e que contenha um ponto P € d§2NH com curvatura média positiva,
e chamamos de 2;, qualquer dos dois dominios obtidos pelo corte de €2 por
H. Os pontos, em que £2; ndo é C*, sdo os pontos de 92 N H, e portanto
Oq = Op = w, /2. O ponto P tem aproximagdo igual a 2 e curvatura média
generalizada positiva. Logo, ), satisfaz as hipoteses do Teorema 3.5.3. Em
particular, temos solugdes na metade de uma bola. O mesmo argumento se
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aplica no caso do dominio ser um setor de um dominio axialmente simétrico,
tipo de dominio que nos serd muito 1til no préximo capitulo.
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4 Simetria de solugoes minimizantes

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos provar que, se o dominio é simétrico, as solugoes
minimizantes preservam parte da simetria do dominio. Este resultado é uma
espécie de generalizagdo do conhecido teorema de Gidas-Ni-Nirenberg [25),
que trata do caso em que temos condi¢gdo de Dirichlet na fronteira e dominios
convexos. Aqui tratamos tanto o caso em que temos condicdo de Neumann
na fronteira, como também condi¢iao de Dirichlet em dominios ndo necessari-
amente convexos. Restringimos, todavia, a parte nao linear da equagdo e
consideramos somente as solugdes minimizantes.

Como mudaremos, frequentemente, de dominios, passaremos a usar a
notagao Py para o problema

—-Au+du = v em €

2 — 0 em T
o 1
(Pa) u = 0 em Ty

u > 0 em Q.

De forma similar, denotaremos por Qq € Sq, respectivamente o funcional
e seu infimo, como introduzido anteriormente.

Notamos que o mesmo método se aplica a equagdo — A u = f(z,u),
quando temos solugoes minimizantes. Daremos a demonstragao apenas no
caso em que I'g = 0, isto é, quando temos condi¢do de Neumann na fronteira.
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4.2 Solugoes simétricas em relagao a um (n—1)-plano

Seja Q um dominio C? simétrico em relagao a um hiperplano H({z, = 0})
e com um ponto com curvatura média positiva em dQ2 N H. A curvatura nao
sendo nula, vemos que a aproximagao do ponto P é 2. Notamos que a hip6tese
da curvatura ser positiva em algum ponto nao é supérflua, pois um dominio
em forma de halteres possui simetria em relagdo a um plano, mas ndo possui
um ponto de curvatura média positiva na intersecao de sua fronteira com o
plano de simetria. Neste caso, as solugdes minimizantes nao sao simétricas,
como mostrado a seguir, e talvez nao existam solugoes simétricas com energia
baixa. Chamaremos de Q

5"—‘90{.’5”)0}.

Estaremos estudando o problema de neumann

—Au+du = v em
(P%) -g—: = 0 em Of}
u > 0 em Q.
Nesta situagao, temos
Q
8—2— = (02N {z, >0 U (BN H)U (QN H).

E ficil ver que, para P pertencente ao bordo de %,

wgﬁ, sePedn{z, >0}ouPeOQNH
Op =
I sePedQnH,

e, consequentemente, usando Corolério 3.4.1, temos

Wn
9% =
e
43
K% = Tg-
Dada uma funcao
Q
U : -2— — R,
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definimos sua extensdo u a 2 por

u(r',z,), se z, >0
w(z) = u(z',z,) =
u(z', —x,), se z, <O0.
Temos os seguintes lemas
Lema 4.2.1 Seu € H(2), entdo i € H(Q) e Qa(a) = 2%Q%(u).

Demonstragdo: Ver, por exemplo, [12}, Lemme IX.2. [ ]

Lema 4.2.2 Se u € uma solugdo fraca de (P¥), entdo 1, como definida
acima, é uma solug¢do fraca de Pq.

Demonstracao:
Queremos provar que, para qualquer ¢ € H'(Q), temos

/ﬂ ViVve + /n i = /n WP, (37)

Chamamos ' = Q\ £ e vemos que dla € H' (%) e ¢|lor € HI(O).
Entao como ﬁl.gz = u é uma solugao fraca de (P%) e it|o é uma solugdo
fraca de (Pqy), temos que

/ﬂvav¢+,\/ga¢=/gap+1¢

[leav¢+)\/nla¢=/qap+l¢.

Portanto, temos (37).
L]

Teorema 4.2.1 Se Q é um dominio C?, simétrico em relagdo a um hiper-
plano H e com um ponto com curvatura média positiva no plano de simetria,
entdo eriste solugdo u de Pq, que é simétrica com relagdo ao hiperplano H,
e que tem um nivel de energia Qq(id) < -2%;
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Demonstragao: '

Como P tem curvatura média positiva em 0f2, é facil ver que ele tem
curvatura média generalizada positiva em 6%. E, como sua aproximacao é
2, temos que % satisfaz as hipGteses do Teorema 3.5.3, ou seja, existe uma
solucdo u de P% , com energia Q%(u) < ﬁ% e, portanto, i, como definida
acima, é solugdo de Pp, com energia Qq(l) < -2—5%-

]

Observamos que {2 também satisfaz o Teorema 3.5.3 e, portanto, tem uma
solugdo u; minimizante, com energia Qq(u;) < 2—5%-

Surge, entdo, uma questdo : estas solugdes sao iguais ou diferentes? Ou
seja, as solugdes minimizantes sdo simétricas ou temos um resultado de mul-
tiplicidade? A resposta depende de €.

Para um exemplo do segundo caso, lembramos o seguinte teorema de
Adimurthi-Pacella-Yadava [4] (vamos usar, momentaneamente, a notagao
P, q para o nosso problema e u; ) para a solu¢do minimizante correspon-
dente):

Teorema 4.2.2 (APY) Seja n > 4, Q um dominio C? e uy, solu¢io mini-
mizante de Py q, com p = %‘_‘f% Entao, para )\ suficientemente grande, cada
solugdo u, ) tem apenas um ponto de mdrimo y,. Mais ainda, quando A
tende a infinito, os pontos de acumulag¢io do conjunto {y,} estdo entre os
pontos de 0S) em que a curvatura média € mdzima.

Vamos, entdo dar um exemplo em que as solugées minimizantes nio sio
simétricas.

Teorema 4.2.3 Seja 2 um dominio C?, simétrico em relacio a um hiper-
plano H, cujos pontos de curvatura média mdzrima ndo estdo localizados em
H. Seja tambémn >4 ep= ;i_g Entao, para X\ suficientemente grande, u,
e u sao diferentes. Ou seja, as solugées minimizantes ndo sdo simétricas em
relacdo a H.

Demonstragao:

Suponhamos que exista uma sequéncia )\, tendendo a infinito, tal que
u ), = U),, Ou seja, uma solucao minimizante que é simétrica. Pelo Teo-
rema 4.2.2, para ) suficientemente grande, cada solucdo u, ), possui apenas
um ponto de méximo z,,, € pela simetria das solugoes, eles tém que estar
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localizados em H. Logo os pontos de acumulacao do conjunto z,, também
estdo em H, e, pelo teorema de Adimurthi-Pacella-Yadava, tém curvatura

média maxima. Mas isso contraria a hipétese.
n

Para um exemplo do primeiro caso, consideramos o caso em que o dominio
é simétrico em relacdo a um (n — 2)-plano. Caso n = 3, temos um dominio
de revolucdo. Utilizaremos, para isto, 0 método do plano rotativo. Usando
coordenadas cilindricas

(z',r,a), com ' € R"? re R, ac|0,2n),
temos que as correspondentes coordenadas cartesianas sao
Ty =rcosa, Iy =rsine, (I3, -,Tn) =2
Supomos que {r = 0} é o plano de simetria de €, isto é,

(zg,To, 0) € Q & (x5, 70, @) € §) para qualquer a.

Teorema 4.2.4 Se Q) é um dominio C?, simétrico em relagdo a um (n— 2)-
plano e com um ponto com curvatura média positiva no plano de simetria,
entdo as solugoes minimizantes sdo simétricas em relagéo a um hiperplano.

Demonstragao:
Definimos

Q={zeb<a<b+n}

Seja u solugdo minimizante de Pn e ug = u |q,. Definimos

f: S - R
1
0 — lluellphs —3 Il lfh

onde as normas sio calculadas nos dominios correspondentes.

Temos que
1 1
“ Ug “;11 + ” Ugtn ”ﬁl'_‘“ u ”;i}a
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e, portanto,

£(8)+ f(6 +7) =0.

Logo f é uma fungéo real, continua e impar (quer dizer, a fungao assume
valores simétricos em pontos antfpodas), definida em S!, e, portanto, tem
um zero 6;. Assim, pela equagdo acima, também f(6; + m) = 0. Escolhemos
6, := 6, ou 6, := 0, +, aquele que nos fornecer o menor valor para || Vug ||3
+ || ug 13-

Neste caso, temos, pela escolha de 6,

| Vugy [Iz +X 1] ug, IIz <
1
5 (Il Vg 112 +2 [ g [15 + 1| Vg Iz +2 1] voer 113

| Vullf +2 1 w13
2 b

IA

e, como f(6) =0,

Il 134
I o 1541= 572

Logo, temos

_ Qa(u)
T o92/n

Qay, (ug,) < 22/F+D71Qq(u)

Assim, para iy, (a fungdo em €, definida a partir de ug, por simetria)
temos, pelo Lema 4.2.2,

Qal(ig,) = 2°/"Qqy (ug,) < Qa(u).

Como u é solugao minimizante para Qq, temos igualdade nas desigual-
dades acima. Logo g, é, também, solucao minimizante de Qq, que coincide
com u em {g,. Pelo principio da continuagao unica, temos que u = ug,, €,
portanto, u é simétrica em relacdo ao plano {6 = 6,}.

[
Observagao: Na verdade, a prova nos diz que, para cada (n — 2)—plano H
de simetria de Q e u, solu¢do minimizante de (P,), existe um hiperplano que
contém H, que é um hiperplano de simetria de u,.
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4.3 Solugoes simétricas em relagdao a um (n — 2)-plano

Vamos provar, agora, que, no caso em que o dominio é simétrico em
relagdo a um (n — 2)-plano J, temos uma solugdo simétrica em relagio a J,
ou seja, uma solugao que nao depende de 8, como definido na segao anterior.

Seja Q um dominio C? simétrico em relacdo a um (n — 2)-plano J com
um ponto em 9§ N J com curvatura média positiva.

Teorema 4.3.1 Com as hipdteses acima sobre §2, existem solugées u de Pq,
que independem de 0, e tais que Qqa(u) < WS;

Demonstragao:
Usaremos coordenadas cilindricas, como acima.
Seja
Ly={z€eQ0<a<i).
Entao

0% =({r€ed0<a<f})U({z € Qa=00ua=248}).
Temos, entdo, para P € 9%y (P = (P',rp,ap)),

( se (PedN e 0<a<¥b)

ou (PeQr>0e(a=00uca=49)
sePedl e (=0 ou a=40)

, sePeQ e r=0
, se Pedl e r=0.

l‘jLE

©p

-

A

EDE

=

Logo,
Ow,,
O =1
e
(e
K(Ea) = -—Q—S——

Uma vez que estamos supondo a existéncia de um ponto em J N 9 com
curvatura média positiva, o0 Teorema 3.5.3 nos dd4 uma solu¢ao minimizante
ug em Yy. Utilizaremos as solugdes u; = uy,, com 6; = n1=1,2,3,---
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Definimos uma solugao 4, de Py, por simetria:

ug, (), se T € T
ai(z) = ug,(2', 1,26, — 6,), se £ € Top, \ X,
ug,(z', 7,07 mod 26;), se x & o,

onde z = (z', 1, 0).
Sabemos que 4;(z) é solugdo fraca de Py e

Qa(ls) = (27 Qx, (w) < (27)" Qs (ue Iny) =
< (2i+1)2/n Qa(u) —

(2+1)2/m
< Qalue)
S
< 92/n?

em que u, = 1/(e® 4 |z|?)™? e € é escolhido convenientemente.

Logo, estas solugdes estdo em um nivel em que vale a condicdo (PS)., como
estd provado em Wang [52]. Assim, as solugdes u;’s convergem fortemente,
quando % tende a infinito, a uma solucao u, que é simétrica em relaciao ao
(n — 2)-plano J, pois a convergéncia em H'(2) implica em convergéncia qtp.
Para fungoes continuas, isto significa convergéncia em todo ponto. Como as
solugGes uj, com j > 1, sdo periddicas em 6 de periodo 5%+, u serd periédica
de perfodo 5%, para cada i. Logo, serd constante em 6.

|

Surge, novamente, a pergunta: Temos uma propriedade da fungdo mini-
mizante ou um resultado de multiplicidade? A resposta é a mesma daquela
dada na Segao 4.2. Se os pontos de curvatura média maxima nao estiverem
em J, esta solugdo nao pode ser minimizante, pelo menos para A grande,
pelo resultado de Adimurthi-Pacella-Yadava ja citado. Mas a solugdo serd
minimizante, se tivermos mais simetrias, como mostraremos a seguir.

Seja €2 simétrico em relagdo a um (n — 3)-plano, tendo um ponto de
curvatura média positiva nele. (Se n = 3, s6 temos a bola, pois 0-plano é um
ponto).

Usaremos coordenadas esféricas

(z/,7,8,¢) com z'€ R reR* 6¢€[0,2n), ¢€l0,7]
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As coordenadas cartesianas correspondentes sao

1 = rcosfsing,
To = rsinfsing,

T3 = TcCosd,

' = (x4 -,2p).

Supomos que {r = 0} é o (n — 3)-plano de simetria, isto é
z=(2',7,00,00) €E V& (2,7,0,0) eQV0<H<2r,0< p< 7

Teorema 4.3.2 Se Q é um dominio C?, simétrico em relacdo a um (n— 3)-
plano J, com um ponto de curvatura média positiva em 02 N J, entdo as
solugdes minimizantes sGo simétricas em relagdéo a um (n — 2)-plano que
contém J.

Demonstragao:

Mantendo um ponto fixo P com curvatura média positiva, o (n—2)-plano
que contém P e¢ J é um plano de simetria de §) e, pelo Teorema 4.2.4, as
solugGes minimizantes sdo simétricas em relagao a um hiperplano que contém
JeP.

Podemos ter duas opgoes:

A) A solugdo é simétrica em relagao a todo hiperplano de simetria de 2.
Neste caso, a solu¢ao é simétrica em relagao ao (n — 3)-plano z' = 0.

B) A solugdo nédo é simétrica em relacao a algum hiperplano de simetria
de 2, que vamos denotar por H. Entao pela observacao que se segue ao
Teorema 4.2.4, para cada ponto P em H, existe um hiperplano de simetria da
solucdo, que contém P. Como a interse¢do de dois hiperplanos é um (n — 2)-
plano e um conjunto enumerdvel de (n — 2)-planos ndo pode preencher o
hiperplano H, nds encontramos um conjunto ndo enumeravel de hiperplanos
de simetria da solugao.

A demonstragio do teorema se completa usando o lema a seguir.

n

Lema 4.3.1 Uma fungdo, que tenha um conjunto néo enumerdvel de (n—1)-
planos de simetria, possui um (n — 2)-plano de simetria
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Demonstragao:

Primeiro, faremos uso da seguinte
Afirmacao: Existem dois (n — 1)-planos de simetria da fungao, que fazem
entre si um angulo miltiplo irracional de 7.

Usando a afirmagao, terminamos a prova do lema.

Usaremos coordenadas cilindricas

(z',r,0),z' € R* % r e R, 0€[0,2n),

de modo que um (n — 1)—plano é 8 = 0, e o outro, § = 6. Entdo, nés temos

uw(z',1,0) = u(z',r,—0) = u(z', r, 260 — 0) = u(z', 7,6 — 26,),

ou seja, u(.,.,0) tem periodos 27 e 26, racionalmente independentes e, por-
tanto, é constante, isto é, a solugdo é simétrica em relagao a intersecdo dos
hiperplanos, provando o lema.

Demonstragao da afirmagao: Vamos identificar os (n — 1)—planos com
seus vetores normais de norma 1. Seja j a dimensdo do espago E gerado
pelos vetores normais correspondentes aos planos de simetria da funcao, e
sejam u;,1 = 1,---, j, vetores linearmente independentes em E. Cada vetor
v, correspondente a um dos planos de simetria da funcéo, satisfaz o sistema

u;.v = cos(ryw).

Sendo {u;} um conjunto linearmente independente, este sistema possui,
no maximo, uma solu¢ao de norma 1. Isto mostra que a fungao do conjunto
de planos de simetria da funcio em IR’, que leva cada plano na n—upla
(cos™!(uiv), 1 = 1,---,75), é injetiva. Se r; € @ para todo 7 e cada plano
de simetria de f, isto nos daria uma contradi¢io, pois nos mostraria que o
conjunto de planos é enumeréavel. Logo, ; ¢ @, para algum i e algum plano
de simetria de f. Entdo os (n — 1)—planos cujas normais sio v e u; sa0 0s
planos pedidos na afirmacao.

[

Generalizando, temos

Lema 4.3.2 Seja Q) simétrico em relagdo a um j-plano H, com j < n — 2,
eu: — IR, fungdo com a seguinte propriedade: para cada n — 2-plano J
de simetria de ), u possut um n — 1-plano de simetria contendo J. Entdo u
€ simétrica em relagGo a um j + 1-plano contendo H.
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Demonstragao:

Por indugao em n — j.

Se j = n— 2, a tese é a hipotese.

Se 7 = n — 3, a prova estd contida nos teoremas acima.

Entao, podemos supor j < n — 3 e que o lema é valido para j + 1, isto
é, para cada (j + 1)—plano de simetria de {2, existe um (j + 2)—plano de
simetria de u.

Tomamos u vetor ortogonal a H, e J; um (j + 2)—plano de simetria de
f que contém u e H.

Tomamos v vetor ortogonal a H, nao contido em J; e fazendo um angulo
6y, ndo miiltiplo racional de #, com u. tomamos J; um (n — 1)—plano de
simetria de f que contém v e H.

Chamamos J; := J; N Jo. Tomamos vetores u;, ug, - - -, Un_1, Uy Ortonor-
mais, tais que u, v €< Ujy2, Uj43 > €

H = <u,ug---,u; >

Ji = <wug,ug, e, U, Ujer, Ujp2 >

Jo = < Uy, Uy, Ujy Ui, Uy Ujpdy tt 0y Up—y >
J3 = < Uy, U, -0, Uy Ujpl >

Usaremos coordenadas cartesianas, sendo z; a direcao de u;. No plano
< Zj42,Zj43 > usaremos coordenadas polares (r,8), em que 72 = x§+2 +x§ 13

e f = tan~! 22,
S, -
Como f é simétrica em relacao a J;, temos

f(zl,m% °T ‘,mj,xj+1;7',0,xj+4, e axn) =

f($1,1'2, X, T, T, _6’ —Tj4dy 00, _x‘n)'

Como f é simétrica em relagao a Jo, temos
f(xla T2, 3T, Tj41, T,o,l'j+4, s axn) =

f(xla I2,° 3T, Tj41, T, 200 - 01 Tjsdy ey xﬂ)'

Com na prova do Lema 4.3.1, temos que f é constante em 6 e portanto
simétrica em relagdo ao (j + 1)—plano J3. Isto termina a prova da indugao
e do lema.

[
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Teorema 4.3.3 Se ) é simétrico em relagao a um j—plano, com j < n—2,
entdo as solugdes minimizantes possuem um (3 + 1)—plano de simetria.

Demonstragao:
Basta utilizar o Lema 4.3.2, j4 que sua hipdtese estd provada na ob-
servagao que se segue ao Teorema 4.2.4, que usa o método do plano rotativo.
[
O professor Orlando Lopes, em comunicagao pessoal, me mostrou um
argumento ad hoc para a demonstragao do Teorema 4.3.2. Esta demonstragao
se baseia no lema a seguir, que substitui o Lema 4.3.1, no caso em que f é
minimo de um funcional.

Lema 4.3.3 Se um minimo u de um funcional tem dots hiperplanocs de sime-
tria perpendiculares, entdo u é stmétrica em relagdo a intersecio dos hiper-
planos.

Demonstragao:
Vamos considerar coordenadas (7,8, z'), sendo
(0,0,z') correspondente a intersecdo dos hiperplanos,
(r,0,z‘) correspondente a um dos hiperplanos,
(r,m/2,2') correspondente ao segundo hiperplano.
Neste caso,

u(r,0,z'y = u(r,m — 0,z') = u(r,n + 6,1

Tomando, agora, qualquer outro hiperplano H passando pela intersecao
dos hiperplanos, vemos que para qualquer ponto z, ele e seu simétrico —z
estdo em lados opostos de H. Isto implica que as integrais que definem
o funcional sao iguais em cada metade do dominio. Como na prova do
Teorema 4.2.4, temos que f é simétrica em relacdo a H. Isto implica que
f € simétrica em relagao a intersecio dos hiperplanos, como na prova do
Lema 4.3.1.

[

Para provar o Teorema 4.3.2, encontramos um hiperplano H; de simetria
da solugao, usando o Teorema 4.2.4. Para encontrarmos H,, um hiperplano
de simetria ortogonal a H;, nds usamos a observagido que se segue a este
teorema, utilizando, como o (n — 2)-plano, o gerado pelo (n — 3)-plano J e a
reta ortogonal a H,. Depois, basta utilizar o Lema 4.3.3.
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Duas outras construgoes podem ser feitas seguindo os mesmos argumentos
deste capitulo:

A primeira nos dé solugdes positivas de Py com a simetria do dominio
2 C IR", simétrico com relagdo aos planos {r; = 0},7 = 1,---,n. Notamos
que isto implica que {2 é um dominio par, ou seja simétrico com relagao a
origem. Dominios pares foram estudados por por Zhi-Qiang Wang [54] e [55].
Nés achamos solugdes que tém mais simetrias, com o custo de exigirmos mais
simetrias do dominios.

Para isso definimos

D =zez;,>0,i=1,---,n.

Vemos que 2 é constituido de 2" regides isométricas a 2. Tendo encontrado
uma solucao de Py, seguindo o Teorema 3.5.3, definimos sua extensédo i a €2
por

W(z) = @21, -, 2n) = w(|Ta], -, |2al)-

Como na Segdo 4.2, & é uma solugao de Py, simétrica com relagdo aos n
planos coordenados.E facil ver que

1
eﬂ’ = ‘2—nwn,
o que implica
2ﬂ
Koy =—.
Y7
Logo, temos que
S
QA(U) < —277
e
.S
Q,\(u) <2 5; =S.

Utilizando o Lema 3.2.3, vemos que, variando A, Q,(u)) — S, ou seja, es-
tas solugoes nao sao minimizantes, e por isso, nao podemos usar o Lema 4.3.3
para concluirmos que elas sao simétricas com relagao a algum (n — 2)—plano.
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Mas, como na Secdo 4.3, o serdo, se {1 tiver simetria com relagdo a um
(n — 3)—plano. '

A segunda construgdo nos da solugdes, que trocam de sinal, em dominios
que sdo simétricos com respeito a um plano H, para o problema

5 {—Au+)\u = Iuln;-?u em 2

(P) & o= g em 9.

E suficiente encontrar uma solugio em -‘;—’ (condigdo de Neumann em 92N
%— e condigao de Dirichlet em H), e ao invés de fazer uma simetria em relacdo
a H, estender a solugdo de uma maneira antisimétrica:
u(z', ), se >0
i(z) = u(z',za) =
—u(z’,—z,), se z, <O0.

E ficil ver que 2 € H'(Q),seu eV ={ve HY(Q);v=0 em HNQ}, e
que @ é solugdo fraca de Py, se u é solugdo fraca de P% . Teremos, entao, uma
solucao de Pn com duas regioes nodais. Podemos também achar solugoes com
n regides nodais, para qualquer n, se supusermos que o dominio é simétrico
em relagdo a um (n — 2)—plano. Para isto, é suficiente usar os dominios
{1z definidos na Segdo 4.3. Este tipo de solugdo foi estudada por Comte e
Knaap [20] e [21], usando um método diferente.
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